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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում են հողվածներ հրապարա* 
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի աոնևլ հետևյալ կանոնները'

1, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամ ե քեն ա գրված, երկու օրինակուի Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժևշս։ Լ կօ^Ղ ամփոփումներ հայերեն և անդ լեր են 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներ ուի

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեւ 
համապատասխան լեզվով։

2. Մեծատառ, լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծիկով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիւոով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասումւ

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համ ապա- 
տասխան տեղում։

5, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ, համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը ե 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե

ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»։
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М. М. ДЖРБАШЯН и А. Б. НЕРСЕСЯН

ДРОБНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ И ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДРОБНОГО

ПОРЯДКА

Операция «итерирования произвольного порядка была введена в 
анализ Риманом и Лиувиллем. Обращение интегрального уравнения 
Абеля естественным образом привело к понятию производной произ
вольного, вообще говоря не целого, порядка.

В дальнейшем эти понятия нашли важное применение в различ
ных вопросах анализа, причем неоднократно замечалось, что ряд 
свойств и приложений обычных операций интегрирования и дифферен
цирования присущ также соответствующим операциям дробного по
рядка.

Понятие дробного интегро-дифференцирования нашло ряд новых 
применений в некоторых работах авторов данной статьи.

Например, в работе [1] была установлена формула типа Тейлора- 
Маклорена для разложения функции по, вообще говоря, не целым сте
пеням аргумента В этой формуле коэффициенты естественным
образом выражаются как значения дробных производных функций со
ответствующего порядка. Это позволило установить критерий разло
жимости функции, заданной на полуоси [Л, + со), в ряд Дирихле по 
системе функций |е->А'г}о°.

Другое, более глубокое свойство операторов дробного интегро
дифференцирования было выявлено в связи с построением теории ин
тегральных преобразований в комплексной области с ядрами Миттаг- 
Леффлера. Теория этих преобразований, обобщающая теорию Фурье- 
Планшереля в комплексной области, была построена чисто аналитиче
ским путем [2], [3].

Однако в дальнейшем оказалось, что она может быть трактована 
как теория спектрального разложения по собственным функциям син
гулярной краевой задачи на полуоси (0, + оо) для специального диф
ференциального оператора дробного порядка. Более того, в работе 
[4] авторам удалось построить дискретный аналог теории—обобщение 
рядов Фурье в качестве разложения по собственным функциям крае
вой задачи, уже на конечном отрезке (0, /), для того же специального 
дифференциального оператора дробного порядка.

Наконец, в недавних работах одного из авторов [3] оператор 
Римана-Лиувилля нашел другое, существенно новое, приложение — в 
теории мероморфных функций. Пульзуясь этими операторами, удалось 
полностью описать и установить структурное представление классов 
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мероморфных в единичном круге функций, в частности, охватывающих 
мероморфные функции любого конечного порядка. Таким образом, бы
ла обобщена известная теорема Р. Неванлинна о представлении ме
роморфных функций с ограниченной характеристикой.

Во всех указанных выше работах понадобился ряд свойств опе
раторов Римана-Лиувилля, частью ранее известный, а в остальном 
установленный авторами этой статьи. Отметим, что большинство этих 
свойств было изложено в главе 9 монографии [3], посвященной пред
ставлениям мероморфных функций.

Настоящей работой авторы начинают публикацию результатов 
своих исследований, посвященных краевым задачам для дифференци
альных операторов дробного порядка.

В § 1 предлагаемой статьи приводится систематическое изложе
ние ряда основных свойств операторов Римана-Лиувилля, необходимых 
в последующем .

На эти свойства существенно использованы в § 2, посвященном 
задаче типа Коши для линейных дифференциальных операторов дробно
го порядка. Здесь ставится аналог задачи Коши и с помощью не
скольких вспомогательных лемм доказывается основная теорема 3 о 
существовании и единственности задачи в классе функций (0, /).

В заключительном § 3 сначала приводится одно уточнение теоре
мы 3, касающееся достаточных условий существования решения той 
же задачи в классе функций Ьр (О, I) (р >1). Наконец, в заключение 
приводится важный пример дифференциального оператора дробного 
порядка, для которого решение задачи типа Коши пишется в явной 
форме как линейная комбинация от функций типа Миттаг-Леффлера 
ЕР {г, И).

§ 1. Интегральные и дифференциальные операторы 
дробного порядка

1°. Пусть/(х)£Л1(0, I) (0<^<^-|- со). Интегралом, от функ
ции / (х) порядка а > 0 с началом в точке х = 0 принято называть 
функцию

։
֊Г э РТТ Г “ х)в՜’ / & <°> <1Л>

<1х~л г (а) J

Соответственно интегралом порядка а^>0 от функции /'(л)՛ с кон
цом в точке х = I называют функцию

Применив теорему Фубини, из (1.1) и (1.1') получим оценки
I

г (1+«) 3 
О
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о

Таким образом, если / (х) £ Д (0, /), то функции ^-У(х) 
с/х- И

- — ~-у~ также принадлежат классу (О, Г).

Пусть теперь а։, а22>0- Тогда почти всюду на (0, /) 
с/՜’* /с/-*֊/(х)\ с/-(«>+".) г/ ч

с/х “։ с/х-՛ с/х֊<«.+^ յ
^-(«■ + «1)

(1.2)

с1 (1—х)—՝ \<1(1-х)-°> ) с!(1 — х)-<«'+в->

Действительно, из определения (1.1) имеем

(1.2')

^х՜'՝ \clx~
х

= 1* С (<» - Л11 л. =
1 (аа) Л 11 и )

о о

= Г/ 1 (/И<*-1 1 Л1 =
Г («1) Г («։) и I и )

о о

1
Г (»1 + аг)

откуда следует формула (1.2). Формула (1.2՜) доказывается анало
гично.

Докажем теперь, что почти всюду на (О, I)

Вт ^±Ш = |։т
«-► +о (1х~а «-► + о (1 (I—х)՜“ =/(*)• (1.3)

Действительно, пусть х (0, /) есть точка Лебега функции / (х), т. е. 
л

Нт 4֊ С|/(х-Ь0-/(0|Л = 0.
л֊►<> п J '

Тогда, положив 
с х

Рх «)=(*/ -М Л = (7 (В) Л, (1.4)

0 Х—1

можем представить Гх (/) в виде

Гх(0 = /[/(х) + шД0], о</<х, (1.5)
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где, очевидно, (t) -» 0 при t — 0. 
выбрать такое 8 = 8 (е) 0, что

|<«х (01 <е>
В силу (1.4) и (1.5) интеграл

Поэтому для любого 8 0 можно

0<?<8. (1.6)

(1.1) можно переписать в виде

Отсюда, в силу (1.6), следует оценка

«-* + о dx՜^

2£(х) 
dx—i

доказывающая, ввиду произвольности е, первую из формул'(1-3). Вто
рая доказывается аналогично.

Таким образом, при а = 0 интегралы (1.1) и (1.2) естественно 
отождествить с самой функцией /(х), т. е.

= /(*), х £((),/). (1.3')

2°. Пусть теперь я > 0 и целое число р >1 таково, что 
'р-1<я<р. (1.7)

Если для /’(х)С£1(0, I) почти всюду на (0,'/) существует (не обяза
тельно суммируемая на (0, /)) функция

</-7(х) & d^.f(x)
dx-a dx» dx-^

то последнюю назовем производной Порядка я > 0 от / (х) с нача
лом в точке х = 0.

Аналогично, формулой

^fL*L ^(-1),^ d.8')
J(Z-x)֊< dxP d(l-x)-^

определяется производная порядка а^>0 от /(х) с концом в точке 
х = 1.
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Из (1.3) следует, что функции (1.8) и (1.8') при целом а = р>0 
являются обычными производными функции / (х) порядка а.

Из легко проверяемого соотношения

[‘(х-3)— (з-О8-1 </з = Г-(?--Г (х֊0^֊>
3 1 (« + Р)

(а> 0, ₽>0, х>0

и из определений предыдущих пунктов 1° и 2° для степенных функций 
получаются следующие формулы:

Л* г ) тгЭ-«
— ---- - ---- =-------- ֊л---------- (Р>— 1, ₽—а>-1), (1.9)</х’(Г(Ц-?)| Г(1 + р-а) Л 1 }

----- -------- ((( —х)М = (/ -- _ * р > _1ч ц 9,ч
^(/-х)“ 1Г(1+?)1 Г(14-Р-а)^ . Р (1-9)

причем нужно учесть, что при целом п^- 0

֊֊Т = °՛ х€(0,+ «>). 
г (— п)

3°. Установим теперь некоторые свойства введенных операций 
дробного интегрирования и дифференцирования.

Прежде всего покажем, что для Любой функции / (х) £ 1^ (0, I)

= ֊֊ -}Ы («»). (1.Ю)
с/х" сГх-“ <1 (I—х)и </ (I—х)-*

Действительно, если а = р — целое, то, согласно определению, почти 
всюду на (0, /)

[ (х-0р-’/(0Л | =
аХР с1х-р dxPlГ(p)J /

о

= ֊Я С/«)Л ) =/(х).
ах ( J ]

о
Если же р — 1 <^а<р, то, согласно формуле (1.2),

с(х-^-а> dx-^^
d-P 

dx-P
/(х).

Из этих двух соотношений и определения (1.8) следует первая из фор
мул (1.10). Вторая доказывается аналогично.

Пусть теперь функция / (х) имеет суммируемую на (0, I) произ
водную порядка л (р — 1<^а<Ср) с началом в точке а =0 (или с кон
цом в точке х = /). Докажем, что почти всюду на (0, I)

</х՜“ dx'^ </х°-* Г(1 + а-£)
(1.11)
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или, соответственно,

с/(/-х)-с/(/-х)*/(х) /(х)

*-*/(*) | а֊х)-*
(1(1-х)^ )ж = ։Г(1+а֊&) (1.1Г)

Действительно, согласно определению

= Т, /('>л )• <1Л2>

О
После /»-кратного интегрирования по частям выражение, стоящее в 
правой части формулы (1.12), принимает вид

1 Г■ТУ,) о
_ у /(П I х*~*

М'Ь_0 Г(1 + а-*)’

причем это выражение имеет смысл, в силу условий, наложенных на 
/(*)•

Для завершения доказательства формулы (1.11) остается приме
нить (1.10). Формула (1.11') доказывается аналогично.

Приведем теперь обобщение формул (1.10) и (1.11). Именно: 
пусть / (х)££։ (0, I). Покажем, что

</«-?
1) если а>0, Р>0 и существует производная ------/(х) (а при

с/х*՜3
Р > а это условие заведомо выполняется), то

</“ с/՜3 „ ч Л“֊* ,, ч ,л
-г—-у—Г/(х) = (х); (1.13)
Лх (Ьс~* с/х*~3

(р
2) если существует производная —- / (х) £ (0, I)

с/х3
(0<р֊1<

-С0-Ср)> то для любого а > 0
Л-а М -Я-г Р ( М-к ) х«-*֊Г ֊֊/М = - 2 Л՜*/ (*)

Лг՜“ Же? с/х3՜* ы^хм )х-ог (1 +<» + к)

3) если 0<^а<1 и 0<^Р<^1, то
ж </₽ г/ х </ (ж+з֊։ £, х г ж-1 ч 1 х- ] 
ут ттУ(х)=— ... . / (х)— тут/(х) п/1 ЗГс/х* с/х3 с/х (с/х’+Р-1 [ с/х3 1 _)х-о Г (1—а))

(1.14)

(1.15)
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Для доказательства формулы (1.13) заметим, что при ? > а она 
следует из формулы (1.10) и представления (см. (1.2))

<7х’ с/х֊» х) с/х’ с/х- с/х-<*-’> (х)>

Пусть теперь ? я. Обозначим

я — ? = р — 9, 0<9<1, я — р = ? — г, г^-0>
где р, <у > 0 — целые. Имеем, согласно определению (1.8) и предыду
щей формуле

<Г֊» с/р с/~* сР сР֊Р с/֊»
с/х’֊» с/хР с/х֊* с/хр с/х’~р с/х֊» н*) =

с/Р с/о с/-'
с/хР <1x4 <{х-г ^֊9 ^х’ с/х֊» 1 {Х’

Формула (1.14) следует из (1.11), если заметить, что по (1.13)

  / (х)=------------  
с/х»------------ с/х’ с/х»֊’

/(х).

И, наконец, формула (1.15) следует из (1.14), так как 0<\։^1 и, по
определению,

с/’ 
с/х’

<1 | <^֊1 б» 
с/х \с/х’֊' с/х»

Укажем теперь следующий удобный для применений критерий су
ществования дробной производной.

Теорема 1. Пусть функция /(х) определена и непрерывна на 
[0, /] вместе со своими производными до порядка <? — 1 (<?^>1 — це
лое) включительно и /(<г) (х) £ 1^ (0, /).

Тогда для любого а- (0 -С р — 1 а р < у) производная ^/(х) 
с/х’

существует и представляется в

Ш = /(>)(0)
</х‘ £г(Ш֊«)

виде

(х ֊ ф—1/™ (0 Л. (1.16)

Доказательство. Правая часть формулы (1.16), переписан
ная в виде

— У 
1*^0

/с*) (0) хР+ь— 
Г(1+р+&-я)

+ Г7Г----- Г [ (х - 0^—։/°” V) Л!
г (2р - «) Л

о
после р-кратного интегрирования по частям под знаком интеграла 
жет быть представлена также формулой

МО-

<1Р [ 1 Г,
с/хр ]Г (р-я)З кХ -{)о֊’֊1 /(1)с/Г
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Согласно определению дробной производной это выражение есть

Из этой теоремы непосредственно вытекает
Следствие 1. Если /' (х) £ 1^(0, I), то для любого 0 а <^1 

существует производная

- Г7г4>/ <о> + г7Гл ((* - (,) л- <1Л7>с/х’ 1 (1 —а) 1 (1— о 
также принадлежащая классу (0, /).

Следствие 2. Если существует производная
-֊^-€4(0,/),

ах”

то при любом Р (0 < ? <С«) существует также производная

֊/₽֊ €^х(0,0.
</х₽

</-(!-«)
В самом деле, обозначая ^(х) = -—-—-/(х), имеем 

ах~(1—а7

ах՝ <1х :
С другой стороны, согласно формуле (1.13) и следствию 1, так как

Л /Д+Р֊«о<1 +р֊а<1, ^֊/(х)= г(*КЛ (0, /).
(Ьс1*9՜*

4°. Приведем теперь теорему Я. Д. Тамаркина [5] об обра
щении обобщенного интегрального уравнения Абеля.

Теорема 2. Для того чтобы интегральное уравнение

= (р-1<«<р) (1.18)
1 («) Л о

имело решение ё(х)^ 1^(0, ]) при /(х)^£1(0, /) необходимо и до
статочно, чтобы

1) функция ----- - 0) (х), где
бхР~х

(1-19)

была абсолютно непрерывна на [0, /];

2) о» (0) = ш' (0) = • • ■ = о//’֊ ) (0). (1.20)1
Если эти условия соблюдены, то решение уравнения (1.18) 

единственно и, почти всюду на (0, I), представляется в виде
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АР А^ .. ,

Доказательство. Если уравнение- (1.18) имеет 
#(х)££1(0, ^)> то, применив к его обеим частям оператор 
рования порядка р — а, по формуле (1.2) получим

(1.21)

решение 
интегри-

Л-ЧР-»

Ах~'р— <7х-(^-а) Ах—'

А~р
Ах-р

1
Пр)

(1.22)
б

Отсюда следует как формула (1.21), так и условия 1) и 2).
Докажем теперь достаточность условий теоремы. Из условия 1) 

вытекает, прежде всего, что

АРш(х) Ар А~(р—) ХгГ(с. п

С другой стороны, из формулы (1.2) выводим

Л = ' 17 = —------------ш (х) =Ах-1 Ах-^֊р^ к 7

= Г/՜' 1 ■ П [ (х - ^~р ш <*-

г(а-р+1)ио
Последний интеграл интегрированием по частям, с учетом условий 2) 
приводится к виду

------ ---- | (х-/)։<11й(/)Й.
Г ПН՜“)^

Итак, мы получаем

[/(<)А = _1—Г(х-/)-^(0Л, 
и г(1+«)ио о

где функция § (х) определяется формулой (1.19), что и требовалось 
доказать. ■

5°. В этом пункте мы установим некоторые формулы „интегри
рования по частям“ в применении к дробным производным.

Прежде всего без труда непосредственно проверяется, что, если 
/1(х) и /8(х)^4(0, /) и при а>0

/8(х)^֊А(х)€4.(°, П, (1.23)
ах՜“
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ТО

Г/з(*)</^Х)-^= (1.24)
Л ах J а (/—х)~*
о о

Менее очевидным является следующая

1) существуют производные
dx'

и при некотором

<1(1—х)՞

причем
ах՞

2) функции /а (х) и —— 

непрерывны в точке х = 0, а функции (х) и 

непрерывны в точке х ■*= I.
Тогда имеет место формула

^^/Лх)
<1 (1—х)-^֊ч

<1 (I— х)֊(^> dx-(1-^ (1.25)

Доказательство. Из формул (1.11) и (1.11՜) при д<^а֊С1 
имеем

,{-* d^ I Л-0-«) 1 г’“1
/!(-)=—֊֊ ֊> (1-26)

dx^^ dx՞ |ах^‘ )х_о 1 (а)

, ,։> _ Л _*____ , м+1 1 .
/։( )_</(/-х)- <<«֊*)■■л ’ иа-х)-"-’),.,

а-хг֊1
Г (а)

(1.26')
Следовательно, согласно (1.24)

, ( d-^ ... | \ d-^ d՞ . .+ < ------------------ 7։ (х) !■------------- (х)\d(l-x)-^-^^'>Jг \х-^х-^ dx՞J1
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= Гл (*к/г л (*) - 
3 Щ-Ху

I ЛН’֊«) Ь-оУ(/֊х)-* <1 {1-х)'

( | С?-1 4' , / )
1сф—х)-<։~в>)л_/ (с/х՜* с/х* 1 (1.27)

Нетрудно видеть, наконец, что отсюда, в силу соотношений (1.26) и 
(1.26՜), следует формула (1.25).

§ 2. Задача типа Коши для дифференциальных 
операторов дробного порядка

1°. Пусть
{1*}о^{То> !/•) (2.1)

—произвольная совокупность вещественных чисел, подчиненных лишь 
условию

0<1*<1 (£ = 0, 1, •••, п). (2.2)
Обозначим

<,. = 2^-1 (2.3)
/-о 

и всюду дальше положим

ая = 2Т/֊1>0. (2.4)
7-0

Пусть теперь функция /(х) определена на [0, А) (Л>0). Введем в 
рассмотрение следующие, ассоциированные с {т*}о, дифференциальные 
операции

Л-а—п.)/>•/(*) =-^-—/(х), (2.5)
с/х՜11՜™

= сГ^-М <Г*-1 41° (
с/х՜^՜1*' 4х1к՜1 4x1՝ 4x1° ՛

предполагая, что эти операции имеют смысл, по крайней мере, почти 
всюду на (0, А).

Из (2.5) следуют рекуррентные соотношения
л-П - т*) л ’*-1

£'*/(*)= ■Г-р-ы 7֊Д /(«) (Л = 1, 2,•••,»). (2.6)
4х ,К 4х

Пользуясь этими соотношениями и формулой (1.9), легко можно прове
рить, что

■ Xя* ]

Г(1 + с*){ “

0, при — 1,

Х0*՜՜0^

Г (Ц-а*-о,)

(2.7)
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2°. Рассмотрим простейшее дифференциальное уравнение с про
изводными дробного порядка

2)'"у(х) = Ф(х), х6(0, А), (2.8)
где Ф(х) — произвольная функция из класса 2^ (О, А).

Поставим следующую задачу: в классе функций 2^ (О, А) отыс
кать решение у = у (х) уравнения (2.8), удовлетворяющее условиям

О^уМ1х^ = у°к (к —О, 1, п-1), (2.9)

где — произвольная наперед заданная совокупность чисел.
Заметим, что при = к, О՞* у — у^, и, таким образом, задача 

(2.8)—(2.9) переходит в классическую задачу Коши для простейшего 
дифференциального уравнения п-го порядка

^(") (х) =Ф (х), у№ (0) = у* (к = 0, 1, • • •, п — 1).

Поэтому задачу (2.8)—(2.9) также будем называть задачей Коши.
Заметим, что при 1 условие Ф (х) £ 2^ (0, А) не достаточно 

для разрешимости задачи (2.8) — (2.9). Действительно, учитывая фор
мулу (1.2), из (2.8) получим, что Ф (х) должна представляться в виде

1 Г , ֊ г2Ч1~т«) -
ф(*)=Т7;--------И («-<Гт',ф(0л = з֊йй^г-ф(х), (2.10)

Г (1 — 7я) J ах ,п/о

где Ф (х) С 2-х (0, /); иными словами, Ф (х) должна обладать произ
водной

с/1՜1»
֊7՜1ЧГ ф <*)= ф м € л (0, А). (2,10').
ах 'п

Лемма 1. Пусть Ф(х)^Л1(о, А) представляется в виде 
(2.10), если Ъ«<1. Тогда решение задачи (2.8)—(2.9) существует, 
единственно и представляется в виде

л-1 о

£>Г(1 + э*)

+ (*-0'я-1ф(*)Л (0<х<А). (2.11)
П°л) и

Кроме того, справедливы также формулы

П°ку(х} =
п-1 0
у______ У*________Х’Л- "з
£г(1+ал-0.)

+ ----- г [(х- *)°л՜''՜1 Ф (0 Л (з = 0, 1, • • •, п-1). (2.12)
Г(ая — а,) J

о
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Д оказател ь с т в о. Предположим, что задача (2.8)—(2.9) имеет 
решение у (х). Тогда, согласно теореме 2 и формуле (2.6),

֊ Р'-'у (х) = -С‘ ф (х), (2.12Э
ах Их dx 1п

причем производная справа существует, так как при 7л ֊С 1 это обес
печено условиями леммы, что нетрудно доказать, пользуясь Формулой 
(1.2).

Из (2.12) и (2.9) следует, что
у՜ ТпО”^у (Х) =/— Ф (х) + у°п. (2.13)

<7х п
Таким образом, теперь мы должны уже решать задачу Коши, (2.13)— 
(2.9), причем в последнем условии к = О, 1,-- п— 2. Убедимся, что 
здесь также полностью обоснован шаг, аналогичный тому, который мы 
сделали, переходя от (2.8) к (2.13).

Действительно, согласно (2.10), (2.13) можно переписать в виде

„ Л՜7" ~1 -
£>я-1у(х) = ——֊——тФ(х)+у° = 

ах тя ах,п
X

= У Ф(<)Й+у’=Ф1(х). 

о
Отсюда следует, что существует производная

<1х<1х-1п-՝
Ф(х),

и поэтому функция у (х) удовлетворяет уравнению
у- 7п՜1

= -ф1(*) + у-Их
(2.13)

Через п шагов, каждый раз учитывая формулы (1.2) и (1.9), по
лучим (2.11) и, попутно, формулу (2.12). Кроме того мы получаем 
единственность решения задачи (2.8)—(2.9).

Для доказательства существования решения мы, очевидно, долж
ны показать, что функция, определяемая формулой (2.11), удовлет
воряет уравнению (2.8) и условиям (2.9). Для этого мы должны при
менить к этой функции операции (2.5), каждый раз учитывая формулы 
(2.7), (1.2) и (1.13). Сначала мы получим, что

М =9> +Г(1+1֊,Г + ф(2՝14)

откуда будет следовать справедливость формулы (2.12) при 5=0 и 
выполнение условия (2.9) при к=0.

Далее, согласно >(2.6),
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л—(։-Т1) /л—։ о 1 х-(«л—ч») >О-՛» М=֊^112 гг х'*՜՝՜' + г /ч..—ф « • (2Л5)
ах 1*11 Г (а* — О0) Их <1х^ " /

Существование производной в фигурных скобках обеспечено условия
ми леммы, поскольку 

л—1 
°п-ао-'Гл= 2 7*>0 

*=1
и, следовательно, согласно свойству (1.13)

—®») г!~^п > —
— „՝ Ф(х) = - V Ф(х) .

Последние замечания позволяют вывести из (2.15) формулу (2.12) при 
5 = 1 и, следовательно, условие (2.9) при к = 1.

Повторяя буквально те же рассуждения и применив метод ин
дукции, получим, что функция (2.11) является решением задачи (2.8)— 
(2-9).

3°. Введем в рассмотрение следующий линейный оператор:

Еу = Р’՞ у + р0 (х) Р’п_1уН------ Ирл -1 (х) Оа°у + рп (х) у, (2.16)

где функции р*(х) (4 = 0, л) (вообще говоря, комплекснознач
ные) пока предполагаются лишь непрерывными на [0, /]. В этом пунк
те мы исследуем задачу Коши

Ду (х) = / (х), £>’* р(х) — у* (4=0,1,...,, п—1), (2.17)
где / (х) £2^ (0, /) и у (х) ищется в классе (0, /).

Предполагая, что задача (2.17) имеет решение у=у(х), по
ложим

/Л у (х) = Ф (х). (2.18)

Применив лемму 1, после очевидных преобразований получим, 
что функция Ф (х) является решением интегрального уравнения Воль- 
терра второго рода

Ф (х) = ш (х) 4֊ у 1Г (х, <) Ф (0 А, (2.19)

о
где

(х_ °Л -1Г(Х, о = -рп (х) -^г ֊

(2.20)

л-1 0
Ш (х) = / (х) — рп (х) 2 7* - - х։*

*_0 Г (!+<>*)•
о

______ У*______х’*՜^-
г (1 +<?*— (2.21)
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Из формулы (2.20) следует, что, если функции р* (х) (к = 0, !,•••, п) 
непрерывны на (0, Z), то ядро W (х, t) имеет слабую сингулярность, 
т. е.

W (х, t) = (х’-4 , х > t, (2.22)
(x-f)i֊։

где 'Z = min {оя, аЛ — о1։-•оя — o„_i) = min {о„, 7л}, т. е. 0<х<1.. 
Изучение уравнения (2.19) с ядром вида (2.22) не представляет прин
ципиальной трудности и может быть проведено по известной схеме 
(см., напр., [6]).

Применив метод последовательных приближений, мы получим,, 
что уравнение (2.19) имеет единственное решение Ф (х) £ Ly (0, Z), ко
торое непрерывно на сегменте [0, Z].

Заметим еще, что если pk (х) £ Lp (0, Z) (р > 1), (к =0, !,•••, п), 
то при /(х) £LP (0, Z) имеем также Ф (х) £LP (0, Z).

4°. Таким образом, единственность решения задачи (2.17) обеспе
чена, а доказательство существования решения этой задачи, согласно 
лемме 1, сводится к доказательству возможности' представления вида 
(2.10) для решения уравнения (2.19). С целью выяснения условий, 
обеспечивающих такое представление, докажем следующую лемму.

Лемма 2. Пусть g (х) £ Lj (0, Z) и f (х) £ Lip 1, т. е. для лю
бых х', х,,6 (0, Z)

I/ (*')—/ (х") I < const |х' — х"|.
Тогда для любого а (0^а<^1) имеет место представление

fM ֊g(x) = ֊Fa(x), х(: (0,1), (2.23).
ах՜5 dx~*

где Fa (х) С Li (0, Z).
Доказательство. Прежде всего заметим, что (1°, § 1) функ

ции

/ (х) TV 8 <х) и , _<1_в) / (х) V S (*) 
dx* dx^la> I dx^*

принадлежат классу (0, Z). Далее имеем
</—(!-«) г rf՜“ 1

[ dx~* J

= -7 (x) (' (x — t)֊* ֊ g (t) dt 4֊ 
r(l-a)J ’ dt֊a * 

о

+ F7F—i f {f ~ f TV ? dt (x) + (x). (2.24) ■
r(l— a) J dt~a

Так как f (x) ^Lip 1, то почти для всех *£(0, Z). существует конечная, 
производная f (х). Кроме того, согласно (2.2),

2-39
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Л(л)=/(х) d՜ 
dx՜'

g(x) =

d~' C
= f ’(x) 7-3^- g (x) = f (x) g(t)dt. 

dx 1
0

Таким образом, почти всюду на fO, I) существует производная

Г' («) = / (х) g (х) + f (х) g (/) dt +
и

+ T^jJ {/(0-/(х)} ֊gWdt,

о
(2.25)

причем Т7”'(х) (О, I) опять согласно условию / (х) £ Lip 1. Послед
нее означает, что 

F'(x) = — , _(1_^ 
dx dx

d-~ 
dx֊'

с/х’
/(х) т-7 

dx

Из (2.24) и (2.26) получим, в силу формулы (1.14)

dx~։
Наконец, из оценок

d֊~
dx~'

, ^(+0) 
Г (a)

(2.26)

(2.27)

о
-и

const d֊' 
dt~'IJ 

0

cob st
Г (1—c

—— g (t) dt-' * K 1 dt
0

следует, что
F (4- 0) = lim F (x) = 0,

JC - + 0

чем и завершается доказательство леммы 2.
5°. Докажем теперь следующую, основную для этой работы, тео

рему.
Теорема 4. Пусть функции (рл (х)}о принадлежат классу 

Lip 1 на [0, Z], а функция f (х) непрерывна на [0, Z] и допускает 
представление



Дробные производные и задача Коши 19

<,֊(1-7,)
/(х), х^ (о, I), (2.28)

где /(х) 6^ (О, О-
Тогда, если у0^> 1—7л, то задача Коши (2.17) имеет един

ственное непрерывное на (0, /] решение.
Доказательство. Поскольку уравнение (2.19) имеет един

ственное решение Ф (х) £ Л (0, /), нам достаточно доказать, согласно 
(2.18) и лемме 1, что функция

У (х )= V у1 г . + -у- Г (х— '«-։ Ф (О Л, (2.29) 
Го Г (1 - о*) Г (аЛ) 3

которая, очевидно, непрерывна на (0, /], является решением задачи 
(2.17). Прежде всего для этого нужно показать, что Ф (х) можно пред
ставить в виде

Д-(1֊7Я) -
ф (х) =Л֊<. - ■”՝-ф (х)> ф (х) € (0> °՜ (2,30)

*
С этой целью заметим сначала, что, поскольку як = I/—1, £=0,1,

/-о
• • ■, П и 70>1 ~ 7«, то

Ол + 1л>Оо + 1л = 7л֊(1—То)>О (0<к<п- 1) (2.31)
в 

а*— 4- ул > 7л > 0, з<к<п— 1.
Пользуясь этими условиями и формулой (1.9), получим пред

ставления 
а4 Д-(։-Тл) ( ’»+ТЛ-1 ։

-------  ------- = п ---- ----------- I (0 < к < п—1), (2.32) 
Г (14-0*) </х-(1-7я> 1Г(0*4֊7л)/

х“*-’4 [ х’*-в*+Тл-։ ։
Г(14֊ а*— а,) Лс_‘(։“7я) (Г(з* —а,4-7л) I

Теперь уже, в силу (2.28), (2.32) и (2.21) 
^-(1֊тл) 

м<х)= '^-и-тл)

Д-О-Тл) (Л-1 п ’*+7л-։ )֊ <։) 12, ” Г(о, + т.)} ֊

Я-1 /?-(1“Тл) + Тл-1

Применив лемму 2, получим 
г-(։-т„) - 

ш (х) = — (1~ 7~ ш ш (х) Л (°, 0- 

(2.33)

(2.34)
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С другой стороны, согласно (2.20), уравнение (2.19) можно записать в 
виде.

Ф (х) = ш (х) — рп (х) ■ /-, ■ Ф (х) — 
dx п

- (х) ф (X). (2.35)
■S-О аХ

Обозначив, как и в (2.22),
7. = min {<։„, ап — ях, • • •, а„ — ал_։} = min (ал, •{„} 

и снова воспользовавшись леммой 2, получим

ф (х) = ш (х) + v (х), v (х) £ Z.J (0, Z), 
ах-։

откуда ввиду (3.34) следует, что

Ф (х) = -^—֊ (*), Ф1(х) (0, 0, Ч = min (1— 7„, х}. (2.36)
ах՜՜՛

Если теперь х 1 — у л, то представление (2.30) доказано, если же 
х 1 — Тл, то, обратившись снова к формуле (2.35), из (2.36) соглас
но лемме 2, получим, что

Ф(х)= /~г Ф3(х), фг(х)€^1 (°. 0, Ч = min {1— уЛ, 2х). 
ax_֊j

Если и 2х<1— 7„, мы продолжим этот процесс дальше. Очевидно, 
что через р шагов рх > 1 — уп^>(р— 1)х мы получим требуемое пред
ставление (2.30).

Теперь уже, поскольку функция (2.29), согласно лемме 1, допу
скает все операции

D°*y(x), s = 0, I,--., п, (2.37)

то проверка справедливости всех соотношений (2.17) сводится к про
верке равенства (2.19).

Однако уравнение (2.19) было получено из (2.17) при помощи 
операций, позволяющих однозначное обращение. Поэтому задача Коши 
(2.17) эквивалентна интегральному уравнению (2.19) тогда £и только 
тогда, когда существуют все операции (2.37). Итак, теорема 4 пол
ностью доказана.

§ 3. Некоторые уточнения теоремы 4 и простейший 
частный случай

1°. Зафиксируем целое число г (О^г^п — 1), и рассмотрим 
следующий частный случай задачи (2.17):

Ly (х) = / (х), D’ky (х)/х_о = у° =
1, при к = г, 

0<fc<n-l (3.1)
0, при к=^г.
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Покажем, что в этом случае теорема 4 полностью остается в силе, 
если условие 7 л > 1 — 70 заменить более слабым (при г 0) условием

Г
7л>1 — 21/. (3.2)

7-0

Для этого мы должны повторить рассуждения доказательства теоре
мы 4 в применении к следующим измененным формулам (2.19), (2.21) 
и '(2.29):

Фг (х) = шг (х) + у 1Г(х, О Ф, (*) Л, (3.3)

о

М*) = У (х) ֊ Р» (х) —-- ---- -- - 2 Р«-1-у (х) —(3.4)
1 (1+М у-о Г(1+а,-3у)

У (х) = /,(х)= — + ֊Ц [ (х - О’՞՜1 Фг(*) Л. (3.5)
г (1 + Яг) Г (ая)3

0
Условие 70^>1—было использовано в представлении (2.33) 

функции ш (х), которое в рассматриваемом случае принимает вид
Д-(1-Тл) - д-О-Тл) ( ’г+Тл-1)

Мх) = - -к1—)- / (х) - рп (х)3 -р-т֊)- —----------- - ֊
ах 1п> бх 1 1Я' (Г(яг ■+• 7„) )

' //“(1_Тл> ( у’г-’У+Тл՜1) I
- 2 Рп-1-1 (х) _(1_ ) —----------- • <3-6)

у=о </х 1 [ г (аг— оу+Тл) I

Остается заметить, что представление (З.б) сохраняет силу и
Г

при условии (3.2), так как аг — а}= Ту^>0 (0-<;<г) и аг 4֊ уЛ =
*=/

Г
= 7л + 2 7у Для завершения доказательства остается воспользо- 

7=0
ваться формулами (3.3)—(3.5) так же, как и в п. 5° § 2.

2°. В этом пункте мы докажем теорему о (существовании и един
ственности решения задачи Коши (3.1) (и (2.17)) в классе ЬР (0, /). 
Для этого нам понадобится следующая простая

Лемма 3. Если функция <р (х) принадлежит классу Ьр (0, I) 
р > 1, то при любом а^>0 функция

<?« (X) = ֊ ? (х) = -֊֊ Г (х]- ? (/) л (3.7)
</х՜®- Г (а) Л

принадлежит тому же классу.
Действительно, если р = 1, то уже было отмечено (§ 1, 1°), что 

7>а(х)^£1(0, /). Если же р^>1, то для любого ₽ (0 < поль
зуясь неравенством Гельдера, получим
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= {|<р(х,И- (3>8)
Гр (а) \ра—р/ с/х֊3

Так как |<р (х)р’ £ 1^ (О, I) и ра — Р^>0, то остается сослаться 
на п. 1° § 1, откуда будет следовать, что

^-Пт(х)И€4(0, /). 
(Их՜?

В силу неравенства (3.8) это равносильно утверждению леммы 3.
Теорема 5. Пусть функции, {р* (х)}о принадлежат классу 

Ыр1 на отрезке [0, /], а функция / (х) непрерывна на [О, I] и до
пускает представление (2.28). Если для некоторого целого г(0-^ 
<г֊֊<п —1) и р > 1

Л. < Р —11
2 -п>тах 1 — 7»,֊----- (3.9)
у-о I Р 1

то задача (3.1) имеет единственное непрерывное на (0, /] решение 
уг (х) , принадлежащее классу Ьр (0, I).

Доказатель ство. Из условия (3.9), в частности, следует 
условие (3.2), и поэтому существует единственное решение уг (х) £ 
£1^(0, I) задачи (3.1), непрерывное на (0, I). Таким образом, нам ос
тается лишь доказать, что уг (х) £ЬР (0, I). С этой целью заметим,

Г
что аг — 3/=2 Т* (У = 0, !,-••, г) и, согласно условию (3.9),

з, = 2 77-1>-—• (3.10)
Л-<) Р

Поэтому функция «>г(х), определяемая формулой (3.4), принадлежит 
классу £р (0, I).

С другой стороны, поскольку, согласно формуле (2.22), ядро
(х, 2) интегрального уравнения Вольтерра (3.3) имеет слабую осо

бенность и шг (х) £ Ьр (0, I), то, воспользовавшись замечанием, приве
денным в конце п. 3° § 2, мы заключаем, что Фг (х),'£ £р (0, I). Нако
нец, из формулы (3.5), ввиду условия (3.10), приходим к выводу, что 
у, (х)£ (0, I), согласно лемме 3.

В дополнение к доказанной теореме отметим, что, если в теоре
ме 5 условие (3.9) заменить более сильным условием

70>тах 11—7Я> Р---- -1» (3.11)
I Р 1
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то ее утверждение остается в силе и относительно решения

У (х) = 2 у°г уг (х) (3.12)
г-0

общей задачи Коши (2.17).
3'. В заключение приведем явные решения специальной и общей 

задач Коши в классе Ьр (О, I) (р >1) для простейшего случая, когда

Ьу = Е’п у — ՝!.у, (3.13)
где ՛!• — произвольный параметр.

С этой целью введем следующие обозначения

Рг=ог+ 1 (0 г п — 1), (3.14)
1-0

Ул(х, = ЕрО-х'1'; М, . (3.15)
где, как обычно,

= 2 г, 1 / X (3.16)
Г (н+п/р)

есть целая функция типа Миттаг-Лефлера.
Теорема 6. Если при данном целом г (О^г-^п-— 1) и р՝^-1

ч 1 р — 1 (1, > шах 1 — Т я, -------
I Р .

(3.17)

то функция Уг (х, X) является решением специальной задачи Коши
&пу — \у = о,

(х) 1, 
0.

при к = г
при * = 0,1

, (3.18)
п—1

в классе Ьр (0, I).
Доказательство. Во-первых, из определения (3.15) самой 

функции Уг (х, X) следует, что при условии (3.17) она—из класса 
Ьр (0, /).

Заметив теперь, что имеет место разложение 

(3.19)

докажем сперва, что при каждом г (0 г -С л)
т

Д’* Х) = 2 *-----------—
т-о Г ( 1 4- Рг — р* -I----- )

\ р /

(* = 0, !,•••, г). (3.20)
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В силу (3.19) для этого достаточно установить справедливость соот
ношений

. т Нг
III 
г

Г* ( I \Г (Нг 4----- )
\ р /)

(А: = 0, 1

Т(1 + Нг֊Н* + —)
\ Р /

,• • •, г; т = 0, 1, 2,• • •).

(3.21)

С этой целью заметим, что в силу формулы (1.9) имеем

Г (1 + Нг

<£—(*—То)

г / I тГ ( Нг 4------
\ Р ,

(т = 0, 1, 2,.-.), (3.22)

поскольку 7о = Рэ- Таким образом, при г =0 формулы (3.21) 
ливы.

Положим теперь, что г>-1. Тогда, заметив, что при

справед

ливом к

Л-кратным применением формулы (1.9) получим

Л՝*֊1 4" X г
4х1к՜1 4х՝° ГЛ > т\1 I Нг п----- I

\ Р /

Т— / I •г ( Нг — Нл-14------
X Р >

(к = 1, 2,---, г, т = 0, 1, 2, - ).

Поэтому

Лг՜'1՜1*' Г (Нг

Г(1 + Нг֊Н* + -
\ Р,

(Л = 1, 2,. ■, г; т=0, 1, 2,-• •),

т 1

т

Р

р
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откуда и из (3.22), очевидно вытекает справедливость совокупности 
всех формул (3.21).

Кстати, из разложений (3.20) следует еще, что

£>’*Г,(х,Х) при к = г, 
при к = 0, 1,

(3.23)

В этом легко убедиться, заметив, что 
т

„ ~ X™ X
В-П (>,).)=!+2 ■

т -1 I ( 1 1-------- )
\ Р /

и, что при 0<^£-Сг —1

(3.20')

Нг — ----- > Рг —Нг-1 = Т*>0 (пг = 0, 1, 2,-•■).
Р

Вычислим теперь производные

£>’* Уг (х, X) (к = г+ п),

полагая опять число г (о -С г-С п — 1) произвольным. 
Пусть сперва г = и — 1, из (3.20) имеем

4- В'*֊' Уп-1 (х, X) = 
ах

т т _1__ 1
“ )т.-гР “ \т +։ г9 р_ 40 '■ х _ 40 А х_____________ _

г /т\ & г / 1 _1_ 771 \

1 Л-։
------- Тл = У I/— 1 = Рл-1 —1.
Р /=о

Итак, функция Ул֊1 (х, X) является решением задачи Коши (3.18) при 
г = л — 1.

\ Р / \ Р Р /
Пользуясь далее формулой (1.9), будем иметь отсюда

2) Ул-^х.Х)^ 4-В Уя-1(х,Х) =
ах п ах

поскольку, в силу (3.14) и (3.15),
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Положим теперь, что О-^г^п—2 (и значит п > 2), и докажем 
формулы

£>’* Уа (х, X) =
т

<*> \ т Р
= >х’*(г)-*2 - ---------- (£ = г + 1,.-., п), (3.25)

т-0 Г (г) +— )
\ Р / 

где
** (г) = Рл 4֊ Р/ — р*. (3.25')

В самом деле, с одной стороны, при к = г 4֊ 1 имеем
^֊(1-7,..) л

Я’г+։ у, (х, X) =-г֊- 0е' Уг (х, X), (3.26)
их »•+։ ах

причем согласно (3.20) 

Г 00 \ Л+1 ՝. Р Р/^'Уг(х,).)= -------֊
дх лй) Г ( — 4֊ —

\ р р

(3.27)

Так как, с другой стороны,

то ввиду равенства

— ֊ 7г+1 = Рл + Рг— Рл+1 — 1 = *,+։ (г) — 1 
Р

мы приходим к требуемой формуле (3.25) для случая Л = г + 1.
Убедимся далее в справедливости формулы (3.25) для остальг ых 

значений к = г - , п.
Для этого заметим сначала, что поскольку

£՛' Уг (х, Х) = «Л֊1
</х-(1՜^

то
<1 . гр' /Д'՜՜1

— /У' Уг (х, X) = ------
dx Лх1' Их^՜1

и поэтому при г 4- 2 к п

№ Уг (х, X) =
^*֊1 ^г+1

с/х7*֊1 ’ ’ /Ух7^1 сЬс (3.28)жс_(1-т*)
Далее имеем

</-<։-тл) ^т*-։
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к 
т_ _1__ чгч

Р ' Р " 2| Т/ т
1—г+1 -г

=—____х____ __________ __^==х’*(г)՜1 х (3.29)
г -ь ••• — + —— у7у) гЛл(г) + ^у

\ р Р у^+։/ V р/

поскольку
1 *

--------2 Т/= Нд —1 —Н*+Нг =^*(г) —1-
Р У-г+1

Наконец, из (3.27), (3.29) и (3.28) вытекают требуемые формулы 
(3.25) для значений к = г 4- 2, • • •, п.

Из формул (3.25)—{3.25'), в частности, следует, что 
т

О'п У г (х, ).) = -1 У - —-------=X Уг (х, X), 0 < Г < п — 2.
т="0 г ( р-г —|--------

\ р /
Вместе с (3.24) это означает, что все функции | Уг (х, '-)}о~! являются 
решениями уравнения

£)ая у _ \д — 0, 

причем, очевидно, что все они линейно независимы. 
Кроме того, так как

՝** (г) — 1 > Ил + Рг — Нл-1 -- 1 = Нг + Тл — 1 (& = г 4֊ 1, • • •, л— 1),
то условие (3.17) означает, в частности, что

^(г) — 1>0, Л = г4-1,---, л — 1.
Из этого замечания и из формулы (3.25) вытекает еще, что 

£’* Уг (х, ).)/.г_0 = 0 {к = г + 1, • • •, л — 1). (3.23')

Таким образом, с учетом начальных условий (3.23) и (3.23՜) мож
но утверждать, что функция Уг (х, X) действительно будет решением 
специальной задачи Коши (3.18) в классе £р (0, /).

И здесь можно отметить еще, что, если в теореме 6 условие 
(3.17) заменить условием

То > шах (1 — ----- -I» (3.17')
I Р I

то функция 
л-1 

У (X, А) = 2 Уг У,(х, X) 
г—О

будет решением общей задачи Коши

&п у֊)у = О, 

Да* у (х)/х_и =у°к (Л = 0, 1,-., п-1). (3.18')
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Наконец, отметим также, что единственность каждого решения 
I Yk (х, Х)]о либо решения Y (х, X.) общей задачи (3.18) вытекает уже 
из теоремы 5.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР 
Ереванский государственный 

университет Поступило I.XI.1967

1Г. Մ. ՋՐՐԱՇՅԱՆ և Հ. Р. ՆհՐՍԵՍՅԱՆԿՈՏՈՐԱԿԱՅԻՆ ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐ ԵՎ ԿՈՇՈՒ ԽՆԴԻՐԸ ԿՈՏՈՐԱԿԱՅԻՆ ԿԱՐԳԻ ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ
Ամփոփում

Կոտորակային ինտեգրո-գիֆերենցման հասկացությունը գտել է մի շարք 
նոր կիրառություններ այս հոդվածի հեղինակների որոջ աշխատանքներում։

Այս աշխատանքով հեղինակները սկսում են կոտորակային կարգի դիֆե
րենցիալ օպերատորների համար եզրային խնդիրներին նվիրված հետազո
տությունների արդյունքների հրապարակումը։

ներկա հոդվածի § 1-ում բերվում է Ռիման-Լիոլվիլլի օպերատորների մի 
շարք հիմնական հատկությունների սիստեմատիկ շարադրանքը։

Այդ հատկությունները օգտագործված են § 2-ում, որը նվիրված է կոտո
րակային կարգի գծային դիֆերենցիալ օպերատորների համար Կոշու տիպի 
խնդրին։ Այստեղ դրվում է Կոշու խնդրին համապատասխանող խնդիրը, և մի 
քանի օժանդակ լեմմաների օգնությամբ ապացուցվում է հիմնական 4-րդ 
թեորեման, Lp{Q,l) ֆունկցիաների դասում խնդրի լուծման գոյության և 
միակության մասին։

Եզրափակող § Յ-ում սկզբում բերվում է 4-րդ թեորեմայի մի ճշգրտում, 
որը վերաբերվում է ֆունկցիաների Lp (0, Z) (p 1) դասում նույն խնդրի 
լուծման գոյության բավարար պայմաններին։ Վերջում բերվում է կոտորա
կային կարգի դիֆերենցիալ օպերատորի կարևոր օրինակ, որի համար Կոշու 
տիպի խնդրի լուծումը գրվում է բացահայտ տեսքով, որպես Միտտագ-Լեֆ- 
ֆլերի տիպի E, (շ; p) ֆունկցիաների գծային կոմբինացիա։

M. M. D2RBASIAN and А. В. NERSESIAN

FRACTIONAL DERIVATIVES AND THE CAUCHY PROBLEM 
FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS OF FRACTIONAL ORDER

Summary

The concept of fractional integro-differentiation has found a num
ber of applications in the earlier papers of the present authors.

With this paper we begin the publication of our results in the 
field of boundary problems for differential operators of fractional order.

The § 1 of the present paper is devoted to the treatment of a 
number of basic properties of Rieman-Liuvill operator.
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These properties are used in § 2, which is devoted to the Cauchy 
type problem for linear differential operators of fractional order. Here 
the analog of the Cauchy problem is formulated and with the aid of a 
number of lemma the basic theorem 4 is proved, which states the exis
tence and uniqueness of the solution in the class (0, I).

The concluding § 3 containes a modification of the theorem 4, 
which introduces some sufficient conditions for the existence of the solu
tion for the same problem in the class Lp (0, Z) (p > 1).

An important example of a differential operator of fractional order 
for which the solution of the Cauchy type problem may be written ex
plicitly as a linear combination of Mittag-Lefler type functions £p (z; p) 
is presented.
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С. Н. СЛУГИН

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫЕ АНАЛОГИ 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВ

Здесь строятся топологические полуупорядоченные аналоги не
которых функциональных пространств. Факты из теории линейных то
пологических пространств используются в терминах [1]; из теории по- 
.луупорядоченных пространств—в терминах [2].

§ 1. КТ-линеал. Распространение нормальной топологии 
на К-пополнение

1. Множество V называется нормальным в К-линеале X, если из 
соотношений |х| -С |ду1, У.£ У следует х £ И. Из нормальности следует 
уравновешенность [1]. Под сходимостью направления [2] ха~* х пони
мается сходимость топологическая. Фундаментальная система окрест
ностей нуля называется базисом.

Определение 1. Базис, состоящий из нормальных] окрестно
стей, называем нормальным.

Определение 2. Отделимое линейное топологическое про
странство, являющееся К-линеалом и обладающее нормальным бази
сом, назовем КТ-линеалом.

Топологию КТ-линеала называем нормальной.
КТ-линеал обладает основными свойствами ЛГЛ-линеала. В част

ности, он—архимедов К-линеал. Структурные операции топологически 
непрерывны. Из структурной ограниченности множества следует его 
топологическая ограниченность.

2. Нормальная топология КТ-линеала распространяется на его 
К-пополнение.

Т еорема 1. К-пополнение У КТ-линеала X с нормальным ба
зисом { И} является КТ-линеалом с нормальным базисом (О|. где 
у£О, если существует элемент х^>]у|, х£ У. При этом

У=О[\Х. (1)

Для любого элемента у К-пополнения У найдется элемент х £ X, 
х > 'у|. Элемент х линейного топологического пространства X погло
щается любой окрестностью V нуля: х]£ХК при По опреде
лению множества О = Оу элемент у £ ).О при этих л, то есть О — по
глощающее.
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Для множества О0, определенного через Ио (из данного базиса), 
возьмем окрестность V такую, что алгебраическая сумма И+ Ис Ио. 
Тогда О 4- О с О0.

Нормальность О очевидна.
Отделимость. Для элемента у ф 0 К-пополнения У имеется эле

мент г^Х, 0<яК|1И. Для элемента я=#0 отделимого пространства 
X есть окрестность V нуля такая, что г (֊ V. Если бы у £ О, то, по 
определению окрестности О, должен существовать элемент х£ И, 
х > |у|. Но тогда 0<я-^х£ И, я£ И вследствие нормальности И; про
тиворечие; следовательно у £ О.

Равенство (1) следует из нормальности V.

§ 2. Аналог пространства измеримых функций. Непрерывное 
погружение КТ-линеала

1. Пусть в базе 1 К-пространства Д с единицей 1 имеется сис
тема множеств Г с /, удовлетворяющая условиям:

(Г1) Для любых Г/ существует Г сз Г^Гг-
(Г2) Для каждого Го имеется Г такое, что, если е/ £ Г, то 

в1Ое։^Г0.
(ГЗ) Г нормально содержатся в I.
(Г4)ПГ=(0).

Обозначим через е [г] след положительной части элемента |я|—1 и 
определим множество

1₽г = {я: е[я]6 Г}.
Теор ема 2. Если элементы какого-либо фундамента У К-про

странства Д поглощаются множествами 17г, то У является 
КТ-линеалом с нормальным базисом {КПе17г}, где числа е£ (О, 1]- 
Можно считать, что У содержит подлинеал ограниченных элемен
тов К-пространства Д.

Если 0<е֊^е/, Гс П П, то е1₽г <= П 17г, (г = 1 2), 
I I

Пользуясь условием (Г2), покажем, что

у17г+֊֊17г<г 17г,. (2>

Пусть г, ^г, то есть следы е[2я], е [2и]£Г. Тогда

е [г -4֊ п] < е [2 |я| V 2 |и|] < е [2ж] Уе [2п] С Го.
По условию (ГЗ) след е[я-|-и]£Г0, элемент я + и£№г0, включение 
(2) верно.

Из условия (ГЗ) и определения множества 17г следует его нор
мальность.

Отделимость. Пусть элемент я£ П е)7г, тогда следы е[пя]£Г 
при всех Г и и. По условию (Г4) е [пя] = О, я = 0.
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Отметим, что всеми установленными здесь свойствами обладает 
не только система {е^г}, но и {К0Пе1Гг} для любого фундамента Уо. 
А так как элементы У, по условию, поглощаются множествами 
1₽г, то У является КТ-линеалом с указанным базисом.

След е [1] = 0 £ Г по условию (Г4), поэтому поглощает лю
бой элемент вида XI, а в силу нормальности и любой ограниченный 
элемент г0 в Д. Ясно, что поглощает любые элементы г, удовлет
воряющие неравенству |г|-С|у| 4֊ |г0|. Но такие элементы составляют 
фундамент, поэтому можно полагать, что подлинеал ограниченных эле
ментов До с: У.

Теорема 3. База I является топологическим ".подпростран
ством КТ-линеала У. Ее топология определяется системой мно
жеств Г = I п е 1₽г. Сходимость направления е2е в I означает, 
что симметричная разность ел Се 4՜ еСе» £Г при

Здесь обозначено Се = 1—е, ее0 = е/\е0. Докажем топологи
ческую замкнутость базы. Если еа£/, еа-*у, то 0 = ехСе։ -»у Л(1— у) 
вследствие непрерывности структурных соотношений в КТ-линеале У. 
Поэтому у/\ (1—у) = 0, у £ Г Если еа -* е, то е։Се 4՜ еСе։= |е» — е| ->֊ 0 
по той же причине.

Теорема 4. Для того чтобы некоторый нормальный подли
неал У, содержащий единицу К-пространства Д,\был КТ-линеалом 
с базисом | У Л е И^г) , необходимо и достаточно выполнение условия 

(г)
(7?/) Если еп£1, еЛ > ел+1----->0’в У, то ел—> 0 в I.

Необходимость очевидна. Для проверки достаточности построим по- 
г ц 1 ц _ (г)1

следовательность следов еп—е I — -С —. Тогда ея > ел+1-----► 0 в У,
[ п ] п

ел£Г при некотором п по условию (R!). Поэтому у £ п№г с: Х1₽г при 
|Х| п, окрестности поглощают элементы из У. Применяем тео
рему 2.‘

Теорема 5. Пусть выполнено условие
(АГ) если ея I 0, то ея -> 0.

Тогда Д является КТ-линеалом с нормальным базисом {г 1₽г}. 
Действительно, из условия (А1) следует условие (7?/) для У = Д.

Теорема 5 верна, в -частности, $для расширенного К-простран
ства (универсального полуполя [3]) Д.

Сходимость в КТ-линеале Д с базисом (е 1^г} в случае Д = 5 оз
начает сходимость по мере, поэтому построенная здесь топология яв
ляется обобщением топологии пространства измеримых функций.

2. Эквивалентную топологию можно задать системой окрестностей
(см. [3]). Условие (АГ) или (R!) для К=Д (слабее данного в ак

сиоме 6; здесь не использована также аксиома 8 ([3], стр. 52). Кроме 
того, при построении топологии в У после ^погружения КТ-линеала 
X в Д (см. ниже п. 4) постулат (АГ) не потребуется.
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3. Системой окрестностей 17?. можно задать аналогичную топо
логию в фундаменте более общего объекта—архимедова К-линеала с 
единицей, (б)-полного в смысле [4, 5].

В таком К-линеале вводятся [5] абстрактные функции, порожден
ные непрерывными функциями нескольких переменных. Можно дока
зать, что такая функция топологически непрерывна вблизи (топологи
чески) тех точек, где она имеет смысл.

4. Покажем, что произвольный КТ-линеал можно топологически 
непрерывно погрузить в некоторый КТ-линеал У с указанным выше 
базисом.

КТ-линеал X с нормальным базисом {И), по теореме 1, тополо
гически гомеоморфно погружается в свое К-пополнение Хй, являющее
ся КТ-линеалом с нормальным базисом {О}. В базе I максимального 
расширения £ К-пространства определим множества Г = ОП/. Тог
да выполняются все условия (Г1—4). В частности, условие (Г2) сле
дует из непрерывности структурных соотношений в КТ-линеале Хй. Так 
как множество 17г О, то оно поглощает любой элемент линейного 
топологического пространства Хо и, следовательно, любой элемент 
фундамента

{г: |я|< |х0| +|г0|, х0£Х0, гоС^о!>
где Д)— подлинеал ограниченных элементов в Л (см. доказательство 
теоремы 2). Из включений

ХсХ0 с У, Ис Ос У п 17г 
следует

Т еорема б. Любой КТ-линеал топологически непрерывно по
гружается в некоторый КТ-линеал У с базисом {УПе17г}. ЯcнOj 
что топологии, индуцированные в Л'П/из КТ-линеалов X и У, сов
падают.

5. Можно показать, что условие, выставленное в аксиоме 8 [3], 
не только достаточно, но и необходимо для топологической непрерыв
ности обратного отображения КТ-линеала X с базисом {.ЛГ Г1 е ГР'г} в 
КТ-линеал X с базисом { V}.

§ 3. Аналог линеала Орлича

1. Теперь X— а. п. н. К-линеал, то есть архимедов внутренне-нор
мальный (б)-полный в смысле [5] К-линеал с ф. с. е. э.—фундаменталь
ной системой единичных элементов {е,}.

Отметим, что топологически счетно-полный КТ-линеал (б)-полон 
в указанном смысле. Действительно, (б)-пополнение (в этом смысле) 
дает часть топологического счетного пополнения, поскольку из такой 
(б)-сходимости следует топологическая.

Как известно, частными случаями а. п. н. К-линеала являются ^-про
странство с единицей и произвольное К-пространство. 
3—39
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А. п. н. К-линеал X является [5] фундаментом некоторого К-лине- 
ала Z с единицей, реализуемого К-линеалом всех непрерывных функ
ций, допускающих бесконечные значения на нигде не плотных под
множествах.

В дальнейшем (и) означает числовую неотрицательную непре
рывную функцию, определенную на всей числовой оси, четную, неубы
вающую при и > 0, для которой имеется такое число к, что

(Д2) ?(2u)<£«p(u).
При наличии в К-линеале X единицы Д2-условие [6] выставляем лишь 
для достаточно больших и.

В Z имеют смысл [5] абстрактные функции <?, порожденные не
прерывными функциями; х, ? (х) £ Z.

Для подмножеств А с X образуем (ср. [7]) множества 
Д¥=|х: х£Д, ф(х)6Л}.

Теорема 7. Ху является нормальным подлинеалом в Z и, 
следовательно, К-линеалом.

Пусть x£Z, |х|-<|у|, у£Ху. Тогда
о < <? (|х|) <<Р (|у|) = ? (у) е х, Т> (х) = ? (|х|) С X, 

так как X нормально в Z. По определению, х £ Ху; /^"нормально в Z.
Если х £ Ху, то Хх £ Ху, так как по Д2-условию при всех и 

<г(*х)<к'<г(х) для |Х|<2«, к*р(х)£Х, Если же А2-условие
выполняется лишь при u^-u0^>0 и в X есть единица 1, то, обозначая

w = |x|\/noL (3)
находим, что для |Х| 2я, <р (Хх) = <р (jXxj) < <р (|Х| ш) <ЛЯ ® (w) £ X, так
как ? (и01) = ? (“о)

?(«») = <₽ (x)V<P (uol) С X.
Если х, у^Ху, то |х| V |»| k Ху, х + у £Ху-.

?(WVIfI) = ?MV<P(s)U;
<p(x+y)<<p(2|x|V2|9l)€*, ?(х+у)^- 

Соотношение 1-х + у^Ху указывает, что Ху—подлинеал. Теорема 7 
доказана.

Пусть X, кроме того, —КТ-линеал с нормальным базисом (И}, 
функция tp(u)^>0 при ы^>0 и существует такое число 1<^1, что

<р (и) < 1<Р (2и).
При наличии в а. п. н. К-линеале X единицы последнее требование вы
ставляем лишь для достаточно больших и.

Теорема 8. Ху—КТ-линеал с нормальным базисом {Vy}.
Ясно, что множества Ир нормальны и для любой их пары найдет

ся третье, содержащееся в их пересечении.
Покажем, что Vy—поглощающее. Пусть х£Ху. Элемент <р (х) 

линейного топологического пространства X поглощается любой ок
рестностью V, <p(x)£l~n V при некотором п. По условию (4)
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? (2~л х) 1п у (х), х £2" 1^.
Если же (4) имеет место лишь при и>и0^>0 и, в X есть едини
ца 1, то, применяя обозначение (3), для х<^Х- находим »(ш) £;Х, 
^(хо)^1~т У при некотором т,

?(2-'пш)</'"<р(™)£ И, шС2тИ?, х£2"И?.
Докажем теперь существование для множества У% такого мно

жества И?, что + У- с У%. В КТ-линеале структурные соотноше
ния непрерывны, поэтому для любой окрестности У° имеется такая 
окрестность У, что, если г, У, то к (гУ/Г)£о°. Пусть х, 
тогда элементы я = ? (х), <=?(у)6К ? (х+ у)-С А: (яУ/) С 
* + у €

Отделимость. Если х =/= 0, то <р (х) =/=0, существует окрестность 
У нуля в отделимом пространстве X такая, что <р (х) £ У, х£ У?. 
Теорема 8 доказана.

Пусть, кроме того, <р строго возрастает и <р (0) = 0, <р (оо) = оо.
Теорема 9. КТ-линеалы X и Х9 топологически гомеоморфны, 

<? (Хт) =-АГ,а<р (Уу) = У. К-линеал Ху является фундаментом в Xс той 
же ф. с. е. э. Если X— К-пространство, то Ху тоже К-пространство.

В этих условиях преобразование <р обратимо.
Так как <р (е) = ■» (1) е, то система {е,) остается ф. с. е. э. и в Ху.
Если X—К-пространство и в Ху 0-^хе <х, то в X 0 <^ф(х«)-^ 

<^(х) (где Ф = <р-1), существует V = зир ф (хг) £ X. Очевидно 
« (и) = зир хг £ Ху.

2. Примером такой функции у (и) является ЛА-функция [6], удов
летворяющая Д։-условию. Частным случаем КТ-линеала Ху является 
пространство Хм, построенное в [7] и, в частности, линейный класс 
Орлича [6].

3. Взяв <р (и) = |и|р (где р^>0), строим КТ-линеал
Хр = {х: х£Д, |х|р£Л՜}, Рр = (х: х£ Д, |х|₽£ Ц.

КВ-пространство Хр определено в [7].

§ 4. Аналог пространства Ьр
1. Введем топологический полуупорядоченный аналог простран

ства где р^>0.
Определение 3. Пусть нормальный базис {И| КТ-линеала X 

удовлетворяет условию: если х, у 0, х 4֊ у У, то имеются такие 
числа /֊, н > 0, что

х £)֊!/, У$.У-У\ У’+р₽ = 1.
Тогда будем говорить, что X удовлетворяет условию (ЬР).

Теорема 10. Топологически ограниченно-полный КТ-линеал, 
удовлетворяющий условию {Ьр), является К-пространством.

Пусть 0 ֊С х; х0. Составим возрастающее направление граней все
возможных конечных наборов у« = зирх-^, где множество А индексов
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частично упорядочено по включению. Тогда Докажем су
ществование грани sup (которая, очевидно, и будет гранью
sup хе).

Введем функционалы
Nv(x) = inf {|Х|*:

При фиксированной V числовое возрастающее направление Nv (у?) ог
раничено сверху числом Nv (х0) и, следовательно, сходится в себе. 
По условию (£р) при Р а, р С А

Nv(y9-y.)<Nv(y») ֊ Nv (»«) - Գ 

направление у? — у* -* 0 по множеству А2 при р а и, следовательно, 
по множеству А2 независимых пар индексов. Но множество элементов 
уа топологически ограничено, пространство X топологически ограни
ченно-полно, существует lim ул = у- Переходя в КТ-линеале X к пре
делу в неравенствах при а-<Р по множеству А индексов Р,
находим, что то есть у = sup у*. Теорема ДО доказана.

2. Остановимся вкратце на локально выпуклом случае.
Определение 4. Окрестность И называем p-выпуклой, если 

из соотношений
х, у Հ V, + խ|₽ = 1 

следует У֊х 4֊ ру £ И.
Можно показать, что, если выполнены условия теоремы 10 и опре

деления 4, то X локально выпукло и реализуется пространством 
функций, суммируемых в р-ой степени на некотором экстремальном 
бикомпакте [2] с абстрактной мерой. Доказательство можно провести, 
например, привлекая пространство Хг (см. § 3, п. 3), где рг =1, и 
теоремы 9, 10. В нормированном случае получаем пространство Lp, 
мера числовая.
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Տ. N. SLUGUIN

TOPOLOGICAL LATTICE ANALOGS OF FUNCTIONAL 
SPACES

Summary
The topological lattice analogs of spaces of measurable and sum

merable functions and Orlich’s lineal are constructed.
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В. С. ЗАХАРЯН

РАДИАЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЫ И РАДИАЛЬНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ В. (г; гк)

1°. Введение. Пусть {г*}Г,  (0|г*|  1) — произвольная после
довательность комплексных чисел, пронумерованных в порядке неубы
вания их модулей.

Как хорошо известно, если

2 (1 — |г»|)< + оо, 

то бесконечное произведение Бляшке

(1)

В {г-, гк)= П-^^- (2)
4=1 1— г*  г г*

сходится в круге |г| 1 и представляет там аналитическую функцию
обращающуюся в нуль на последовательности {г*}Г  .

Известно также [1], что произведение Бляшке имеет предел

В (е‘6; гк) = Иш В( гел՛, гк),

если

(3)

В работах [2, 3] М. М. Джрбашяна для каждого значения пара
метра а (—1 1 ос) .построена функция В« (г; г*),  являющаяся ес
тественным обобщением произведения Бляшке.

Пусть вместо (1) последовательность (г*)?  удовлетворяет усло
вию

2 (1-խ*|)է^< +օօ, 
*-1

(4)

где (—1, оо) — фиксированное число. Тогда произведение В*  (г; г*)  
имеет следующий вид:

В, (г; г* )= П
1=1

(5)
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где при |z|<l и |'|<1 положено

1Г«(х,С)= у Г (1 * + — I с-*  Г(1-х)» х*-Чх-
3 X £ Г,(1 + а)Г(1 + Ж Г

1
— У у (1 — х)։ х“*—1<йе 1я*.  (6)

Г.|
Произведение В? (г; г*)  равномерно и абсолютно сходится в любом 
замкнутом круге |г| < г < 1 и Во (г; г*)  = В (г; г к) [3].

В работах [4, 5], в частности, доказано, что для произведения
В,, (г; г к) при —1<а<0 предел

Нт В, (ге1*;  гк) = В, (е‘в; х*)  (7)
г - 1 - О

существует всюду, кроме, быть может, некоторого множества Е, 
кость которого нуль, где 1 + г < ՛; 1 — любое число.

В первом параграфе настоящей статьи доказывается, что
—1 < а < 0 условие

1 ֊ 1^1 
|е'8 — z*|

Т֊ем-

при

(8)со

достаточно для того, чтобы в точке е'в существовал предел (7).
Говорят, что функция, голоморфная в открытом единичном круге 

D, имеет конечное сегментное изменение в точке ел, если посредством 
этой функции сегмент, соединяющий е,# с точкой, лежащей в D, ото
бражается на спрямляемую кривую. Если радиус с концом в е18 ото
бражается на спрямляемую кривую, то говорят, что функция имеет 
конечное радиальное изменение в точке е‘ь.

Ясно, что в данной точке из конечности радиального изменения 
вытекает существование конечного радиального предела для данной 
функции в этой точке.

Во втором параграфе рассматривается вопрос о радиальном из
менении произведения Ва (z; Zk).

Карго [6] показал, что, если выполняется условие (3), то в точке 
е1Ь произведение Бляшке В (z; zt) имеет конечное радиальное измене
ние, более того, В (z; z*)  имеет конечное сегментное изменение [7].

В настоящей статье доказывается, что условие (8) достаточно 
также для того, чтобы в точке е'8 произведение Ва (z; z*)  имело ко
нечное радиальное изменение.

В работе [8] Рудиным было доказано, что, если последователь
ность |z*)T  удовлетворяет условию

2 (1 —|z*|)ln  -А— <Ч-оо, (9)
*-1 1 -W

то произведение В (z; zk) имеет конечное радиальное изменение почти 
всюду на [0, 2тг].
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В конце настоящей работы доказывается, что, если вместо (9) 
предположить сходимость ряда

2 (1 — |г*|) 1+“1п -—1—-<-|-со (—1<а<0),

* Через с мы в дальнейшем будем обозначать абсолютные константы, не обя
зательно равные между собой.

Г։ 1 ~ 1**1

то множество, где радиальное изменение произведения В*  (г-, г к) 
(—1<^а<0) становится бесконечностью, имеет нулевую (1 + ^-ем
кость.

§ 1. Радиальные пределы произведения В., (я; г*)  
в данной точке

2°. Вспомогательные леммы. Приведем сперва следующие
две леммы.

Лемма 1. Пусть —1 < а < 0, £|<^1 и тогда, если

/■" = 2[т-Г(1+Уга + *) |м*.
К —X 0

то
|^1>|<с(^5||’)1+в’ (10)

где с не зависит от г и С*.
Доказательство. Заметив, что

о

Г(1+а)Г (&) 
Г (1 +а + к)

можем записать в следующем виде:

Г(1+а + Аг) Г
Г(1 + «)Г(1+*)| г 

о
1

х*՜ 1 с?х

о
В интеграле

о

после замены ----- = I получим

/М-т**  у г(1+а+*)
йга+^га-с^!-А 1-ф/(1֊|с1։п1+х 

о
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В силу разложения

ü

1 _ v Г (14-« + )*(l-w)։+« 2 Г (1 + а) Г (1+*)  Ш

будем иметь

Г-1 ________ dt_____________
i-t [i— ;с/ч-(1-1)rC]I+'

- (1 —10։)1+։ P—------- —---------
' h-« (i_|q«f)։+»

О
Так как

1 I
ta —1 dt Г £—1 dt
1-t (1-|С|Ч)։+“ ՝J 1— t (1-О1+а с> 

о
то

1
|/։)К (l֊|Cis)1+a ГÎ-------=г-^-------------+ С (1- |С|)1+а.

J i֊di֊r(֊f(r֊c)cr k |М

(И)

(12)

Имеем также

(13)

Подставив это неравенство в (12), получим

(14)

Заметим теперь, что

2 
с՜

_1 
С

следовательно

1 г---- =। с -I1-CI-ICI-1. (15)

Из неравенств (14) и (15) вытекает утверждение леммы.
Лемма 2. Пусть —1<^а<0, |С| 1 и О-С г <11.

Г (Ц- а + *)  Г Г 
Г(1+а)Г (1+*)|  J

ICI

l‘֊ldx-

2 
г

2
2

2 
Г

1
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Тогда
чт., с

" |д»+А |1-С| /

Доказательство. Легко видеть, что

— Г (1-х>-х*-՛ (А-Я-У х-»-՛ </х.
Г х)

Теперь, если в интеграле

(16)

сделаем замену переменной
1-х 

- - I, 
Х-1СГ

то получим
« , ։/1:1

/«(։)=(1—■Х|2)1+°51 -Г — Г Ь
7 ^։Г(1+а)Г(1+Л)3 |

О

л

Снова используя разложение (11), имеем 
«Г-!

X
о
ЛX

Отсюда так же, как и для /«”, получается
, 1/К1

.ни,. /1-|С\։+‘С- Г Л , 1Г111.

о

Для завершения доказательства леммы остается сослаться на нера
венство (15).

3°. Теорема о радиальных пределах. Следующая теоре
ма аналогична теореме Фростмана для произведений Бляшке и при 
а = 0 совпадает с ней.

Теорема 1. Если последовательность {ял}Г удовлетворяет 
условию

у /1-1^1
֊ гк\) (18)+ со,



Радиальные пределы 43

то при —1 а ■< О
Вт В«(ге,&; а*)  = В, (е/9; гц) 

г- ։ —о
существует и конечен.

Доказательство. Так как

В, (ге։9; а*)  = В, (г; г*  е՜'9) 
и

1 — |а» е՜'9] _ 1 — |гд| , 
|1 — г*  е~'9| |е'9 —г*|

то достаточно доказать теорему в том частном случае, когда & =0. 
Введем следующие обозначения:

/ г \ п- <*:  ОЬ. (г; С)=(1- ֊ )е ' <"19>

И

у. (а; 0 = 1—6« (г; С).
В силу известного признака сходимости бесконечных произведений [6] 
для существования Вт В« (г; а*)  достаточно, чтобы ряд

г-и—о

3 и« (г; г*)1 (20)
*-1

сходился равномерно относительно г в интервале 0<г-С1.
Имеем

1Л (г; С)| < |1 - Ьо (г; 01 + |60 (П 0 ֊ 6« (г; 01- (21)

Но так как Ьо (г; 0 = ------ ■=■' —, то
1 — г С С

|1-4.(г! ОК«^ • <22>

ввиду неравенства (15) (см. также [10], стр. 469).
Заметим теперь, что

|*о  (п 0 ֊ Ь. (г; 01 < I Мп 0| 11 - 4 ’ ™ с|.

Но, как известно [4, 5], при —1 а 0 справедливо неравенство

Ее [Уа (г; 0 ֊ (г; 0] > 0 (23)
и, поскольку для Ее г > 0 имеем

|1-е֊«|<|*|,  
то

|1 ֊ е*' (': с)| < 1 Уо (г; 0 ֊ (г; 01- (24)

Поскольку
|Мп01<1, (25)

то
1*0 (г; ’) - ъл (г; 01 < I ^0 (г; О - (п 01- (26)
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Из (6) вытекает, что 
1

W. (г; Ч- V. (г: С) - f (1~Jt)՜՜1 dx - V [֊ -

W ։
_ T(l-|-a + fc) I _1_ Г (1_ dx_ (*(1 —х)«х—*—։ dx I (/,)*  =

Г(14-а)Г(1+Л)[й“ J jJ И

= С (1-*)•-.j_ dx- JW _jrn . (27)
J x 
i։l

Легко видеть, что

Г dx < с (1- |С|)>+’.
J х 
1’1

Тогда, применив леммы 1 и 2, получим

IiFo(п9 - (п 91 <<? (^Zq)1+*• (28)

Из неравенств (22), (28) и (26) следует
/1_ П\1+»l/«(r;9l<c (Ц) ■ (29)

В силу условия (18) теоремы (при & = 0) и согласно неравенству (29), 
мы получим, что ряд (20) и, следовательно, произведение Ва (г; z*)  
сходятся равномерно по г на отрезке [0, 1], что и доказывает теорему. 

Используя оценки (14) и (17), легко получить неравенство

1(п 9 - (п 91 <С (֊=֊)1+> (30)

которое в дальнейшем будет нами использовано.

§ 2. Радиальные изменения произведения В*  (z; z*)

4°. Вспомогательные леммы. Следующие три леммы нам 
понадобятся в дальнейшем, причем первая из них имеет и самостоя
тельный интерес.

Лемма 3. Пусть —1<а<^0 и |С|<^1, тогда
1

I — Г . on
J |1— rC|2+a |1—Cj։+‘

Доказательство. Обозначим через = 1 0 < V <1

и запишем интеграл в следующем виде:
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Для оценки /,(2) применим неравенство (15). Имеем

Оценки, полученные для \ J^\ доказывают неравенство (31).
Лемма 4. Пусть — 1 а О, |£| < 1 и 0 < г 1, тогда, если

Х>) = 2 11 ('Q*՜ 1. 
г (1+а) г (Æ) J J

О
то

м<» , < с (1֊|Ф1+‘ 
’ |С|1+а >1 - rCl2^

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 1 мы мо
жем Д?' представить в следующем виде:

(1 _in։)1+eV Г (1 + а + &) 
£г(1+«)Г(*)

1
х J -1) (î-fiq8) (i-*|C| ։)։+' (r С)* 1; 

о
в силу разложения 

1+а
(1 _«,)։+»

“ Г(1+а+£) 
À Г(Ц-а)Г(Л) ш*՜ 1, |w| (32)

будем иметь, что

л<.) (1-Г.1Ч1” д
։ + « J (1 — дч-гС(1-ОР«

Используя неравенство (13), получим

, c(i-i:|)1+tt Г г-1 dt <с (i-iq)1*«  
|i֊rq2+“J (1-о։+а |i-rq2+a

О

Лемма 5. Пусть — 1<а<^0, |С|< 1 и 0-Сг<^1, если
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то

г (1+ «+<:) ГС
Г(1+а)Г(*)и х)։ х՜'**՜1 <1х —

(1—К1)
I 1 -Г 1։+«

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 2, по
лучим, что

д^=(1֊|С|«)։+<։ 2
*=1

։/|С|
Г(1+а + ^) ' Ь / 1֊Н VI/ 1 + < у֊1 
Г(1+а)Г(Л)3 I. \1֊Н |С\7 ]\1 + НС17

о

л
(1 + о*(1+* К1։)

(гС)*՜ 1-

Еще раз используя разложение (32), получим
։/1С|

Ат=а-кс)1*-  г। г 1 + < у](1+<|С|,)1+а *
1+а Л \И-*|С|7]  (1-Н)' [1֊гС+Щг-9Г+’ 

о
Отсюда, в силу неравенства (13), получим

1/1С1
м<», <„ (1 - У Г Я 1 + ' Г 1] .

|1-֊,С|"-3 ||( (1+<г.|։)| 
о

Для завершения доказательства остается заметить, что последний ин
теграл сходится.

5°. Радиальное изменение в данной точке. Теперь докажем сле
дующую теорему.

Теорема 2. Если последовательность {г*}Г удовлетворяет

то в точке е1* произведение Вл (г; гь) при —1<.а<.0 имеет ко
нечное радиальное изменение.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, не 
нарушая общности, мы можем считать, что 0 = 0.

Согласно обозначению (19) имеем

Ва(х; г*)  = П М*»  **)•  
к-1

Тогда, вычислив логарифмическую производную произведения В*  (г; х*),.

Ьа (х; X*)
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Так как при —1<^а<^0 имеем [4, 5] 
|& (г; гт )| < |50 (г; гт)\< 1,

ТО

\В'.{г- 2*)|<2  161 (г; г*)|  (34)
*-1

для всех г из единичного круга.
Теперь, обозначая через V (/; &) радиальное изменение функции 

/ (г) в точке е/а. а именно
1

И(Л Я) = У |/' (ге*)|  Иг, 

о
получим 

1
0) < 2 С I*;  (г; 2*)|  аг. (35)

*֊։У
Оценим следующий интеграл: 

1 
у |б! (г; с| аг = кл.

Имеем 
1 1

У |6о (г; 0| аг + у |б; (г; С) - 6о(г; С)| с/г = К™ ֊Н Х12) • (36) 

о о
Так как Ьо (г; гь) — дробно-линейная функция, которая отображает 
единичный круг на себя, то ясно, что

Х1!) < 160 (0; С) - ьо (1; С)1 = (1+|С|) • (37)
2 2 |1 —ч| |1—С|

Для оценки А՜«21 заметим, что

Мп 0 ֊ Ьо (г; 0 = Ьо (г; 0 [еГ*('։С) “ (': 4 - 1]

и, следовательно,
6« (П 0 ֊֊Ьо (г; О=Ьо (г; С) [е"'>('; с)~ (г: 0 - 1]+

4֊60(г; 0 е՝Г’(г:')-՝Г“(г::)[1У; (г; С)- (г; С)].

Согласно (23), (24) и (25) получим
\Ь'Л (г; о ֊ ^(г;01<1 УГ0 (г; 0 ֊ (п 01 \Ьо (г; 01 +1 (г; 0- ^«(п01- 
п, (38)
Таким образом, имеет место оценка

1
^2,<У | (г; 0 ֊ (г; 01 |6о (г; 01 +

1 0
4֊У \Wotr; 0- 1₽г(г;01^=Й2) + (39)

О
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Имея в виду неравенства (28) и (37), получим

(40)

оценки заметим, что из (27) следуетДля
Й

г(1+с + &) Г 1
Г(1+а) r(l+*)k|2*J х)а Jx --

Согласно леммам 4 и 5 имеем

Теперь на основании леммы 3 получим оценку

(41)

(42)

Из неравенств (36)—(39), согласно (35), следует {утверждение 
теоремы.

Заметим, что, так как
EKW-l) , - (43)
iq(i-rC)՛ ՝ '

то из (38), в силу (30) и (41), следует

С) - Ji (г; 01 < с ■ (44)

6°. Радиальное изменение на единичной окружности. Пусть мно
жество Е cz [0, 2т], измеримое по Борелю, имеет положительную 
(1 + а)-емкость (~1<^а*\0).  Это означает, что существует такое 
неотрицательное распределение р, сосредоточенное на Е, а именно

Jjp. = f rfp = 1, 

О Е 
что интеграл

U«(x; r)= f----- ----------------
J |l-re'(x-0ii+« 
о

остается равномерно ограниченным по х при г —»1 — 0 [11]:
sup (max ил (х; г)Х + со. (45)

0< г < 1 0< х < 2к

Теорема 3. Пусть множество Е[0, 2т] имеет положи
тельную (1 + а.)-емкость (—1<^а<^0)и р—такое распределение на 
Е, что выполняется условие (45). Тогда, если
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то

2 (1 ֊ к4)։+։ 1п 
4-1

(46)

V (Вг; 0) б/р (0) < оо. (47)

До казательство. Из неравенства

(г; С)| < (я; 9| + (,; 9 ֊ Ь. (г; 91 
имеем

1 2г.
Г Г |6Лге'а:

о о
1 2г.

։ 2к
У (*  |&; (ге'в; 9| (&) +

о о

ге'\ I)- Ь՛,. (ге'°; 91 <Мр (») = А + Аг. (48)

Согла сно (43) для С = |С| е2’ имеем
1 2*

(1 —К1)1+а

о о
с!г

(1г<1у- (&)_____
|1֊г|С| е‘ <»-*)| ։

Г ^р (»)

Отсюда, используя условие (45), получим

А<с(1НФ1+‘1п^—•

Для оценки Аа используем оценку (44). Тогда 
1 2я
А, < (1 — |С|)1+։ Г ——— Г-------- -----------------

3 1֊г|С| 3 |1֊г|С|е<(»֊’)|1+։ 
о о

и, в силу (45), получим

А<с(1-|д)։+» 1п

Так как согласно (34) 
1 _ 1

И(В«;0)= С |Х (ге'в; **)|^<  £ [ 1^(ге‘а; гл)^г, 
4=1 Л

(49)

(50)

то из (49) и (50), в силу неравенства (48) и условия (46) теоремы, 
получим доказательство неравенства (47).

Заметим, что из теоремы 3 следует, что при условии (46) про
изведение Ва (г; д*)  всюду на [0, 2и] имеет конечное радиальное из- 
4—39

о
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менение, кроме, может быть, некоторого исключительного множества
Е, (1 + а)-емкость которого—нуль.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 23.V.1967

Վ. Ս. ԶԱՔԱՐՑԱՆ

Bi (г; z*)  ԱՐՏԱԴՐՅԱԼԻ ՇԱՌԱՎՎԱՅԻՆ ՍԱՀՄԱՆԸ ԵՎ ՇԱՌԱՎՎԱՅԻՆ 
ՓՈՓՈԽՈԻԹՅՈԻՆԸ

Ամփոփում

Հոդվածում ապացուցված է, որ եթե հաջորդականությունը բա
վարարում է հետևյալ պայմանին

+ °°» —1 <«<օ,

ապա Յւ (շ՚, Հհ) արտադրյալի ջաոավղային սահմանը և շառավզային 
փոփոխությունը ք/1» կետում վերջավոր է։

Ցույց է տրված նաև, որ եթե

ապա, ամենուրեք քՀԷ շ-յ հատվածի վրա, բացի դուցե մի բազմությունից, 
որի (1 -\-Օ-)-ունակոլթյունը զերո կ (շ; £*) արտադրյալը ունի վերջավոր 
շաոավղային փոփոխություն։

V. Տ. ZAKARIAN

RADIAL LIMITS AND RADIAL VARIATIONS OF B. (z; zk) 
PRODUCTS

S u m m а г у

It is proved in the jpaper, that if the sequence {tk}i satisfied the 
condition

then the radial limit and the radial variance of the product Ba (z; Zk) 
at the point e'ft are both finite.

It is proved also, that under the condition

2 (1—| z*|) J+։ In -—y֊֊ < + oo, - 1< a < 0, 
"i 1 — l»l

the B„ (z; Zk) product has finite variance in every point of [0, 2k] , 
except, may be, of a set whose (14֊a) capacity is equal zero.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н АУК АРМЯНСКОЙ ССР

3, № 1, 1968

Р. Л. ШАХБАГЯН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В СВЕРТКАХ 
С ПЕРЕМЕННЫМ СИМВОЛОМ

1°. В полупространстве Яп+=Яп (х; хя>0), х = (х1։ х։,-՛-, х„) » 
рассмотрим интегральное уравнение вида

ЯКи = и(х)— у К(х, х— у) и (у)Ну =/(х), х£/?£ • (1)

Ядро К (х, г) уравнения (1) предполагается гладким по х и принад
лежащим пространству (/?л) по г при всех х (точная формулировка 
условий, налагаемых на функцию К (х, г) приводится в п. 2°).

Теория интегральных уравнений вида (1) на полупрямой с ядра
ми, принадлежащими пространству Д (— °о։ ос) и зависящими толь
ко от разности аргументов, развита М. Г. Крейном в [1].

В работах [2], [3], [4] некоторые результаты, полученные в [1], 
перенесены на случай многомерных интегральных уравнений вида (1), 
рассматриваемых в полупространстве /?+, с ядрами, зависящими толь
ко от разности аргументов. Построение общей теории таких уравне
ний в известном смысле проще построения теории соответствующих 
одномерных уравнений, ибо, как выяснено*,  при п>1 индекс уравне
ния (1) равен нулю, если ядро его К (х) £ (7?л) подчинено некото

• См. [2], [3].
** Определение пространства Е будет дано ниже.

рым естественным ограничениям.
Теория уравнений в свертках вида (1) в ограниченной области с 

положительно однородными по ։ символами А (х, ;) изложена в рабо
те М. И. Вишика и Г. И. Эскина [5].

В настоящей заметке обобщаются результаты, полученные в [3], 
[4], относящиеся к интегральным уравнениям вида (1), а именно, при 
довольно естественных -ограничениях, налагаемых на их ядра, доказы
вается, что оператор ЯК, задаваемый левой частью уравнения (1), яв
ляется Ф-оператором в пространстве Е (/?+)**.

2°. Пусть ядро К (х, х) уравнения (1) удовлетворяет следующим 
условиям:

а) Существует неотрицательная функция Л (г), принадлежащая 
пространству Д (7?л), такая, что

|А-(х,х)|<А(х) (2)
для всех х£Л", х£/?՞;
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б) Ядро К(х, г) непрерывно относительно х при любом г. Су
ществует число I > 0 такое, что при | х | > I К (х, г) = Ко (я),  где 
ЛГ0 (г)—суммируемая в пространстве R" функция, удовлетворяющая ус
ловию

*

* Вместо этого достаточно было бы считать, что существует Кт К (х, х)=К$(х), 
|х| -► •>

причем разность К (х, х)—Ко (х) стремится к нулю при ос быстрее любой сте
пени |х|.

(?) = 1 — Кй (?)=/= О при всех (3)

где через Ко (?) обозначено преобразование Фурье функции Ко (г).
Тогда, как доказано в [3], справедлива
Теорема 1. Пусть ядро (я) уравнения

« (х) — [ *о  (х — у) и (у) (1у = / (х) (4)

удовлетворяет условию (3). Тогда пои любой правой части 
/ (х) £ £3 (/?+) уравнение (4) имеет одно и только одно решение 
и (х), принадлежащее пространству Ьг (&+). Оператор, опреде
ляемый левой частью уравнения (4), осуществляет гомеоморфное 
отображение пространства Е (/?+) на себя.

Замечание. В формулировке теоремы 1 мы ограничились рас
смотрением уравнения (4) в пространстве (/?+). Можно доказать, 
воспользовавшись результатом работы [2], существование и единствен
ность решения уравнения (4) в ряде других функциональных прост
ранств, а именно, в пространстве Е (ЛЛ). Под Е (/?+) понимается 
одно из пространств:

4 (ЯЛ+) (р > 1), Со (ЯЛ) С С (/?Л+)с М" (/?;) с= л^(/?л+)с М{ЕП+). 
Перечисленные пространства определяются аналогично одномерному 
случаю [1] с естественными видоизменениями.

в) Функция К (х, я) равномерно непрерывна относительно х в 
метрике пространства 2^ (R"), то есть для любого е >0 существует 
о = о (е) ^>0 такое, что для всех х^5; (5/ —шар |х| < I)

У |А?(х-|-Л, я)—К(х, я)|<2я<е при |А|<3; (5)

/?я

г) Для любого е 0 существует о = 8 (в) 0 такое, что

У \К(х, я + А) — К (х, я)| <1г (6)

Пп
при всех х £ 5/, |А| < 3.
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Теорема 2. Пусть ядро К (х, г) уравнения (1) удовлетво
ряет условиям а) — г). Тогда оператор 2Х, действующий в про
странстве Е (К+), является Ф-оператором.

Доказательство. Для простоты приведем доказательство 
теоремы в случае пространства Ь? (/?+), после чего совершенно оче
видным становится доказательство теоремы в случае пространства Е. 
Воспользовавшись условием (2), легко доказать, что интеграл, входя
щий в левую часть уравнения (1), является ограниченным оператором, 
действующим в пространстве (/?*).

Перепишем уравнение (1) в следующем виде:

и (х) ֊ У [АГ (х, х — у) — Ко (х —у)] и (у) Ну —

к+
— ^о(х — у) и (у) с1у = / (х), х£/?+- (1*)

«+
Введем обозначения:

А »(*)=  У АГ0 (х — у) и (у) с!у,

Л։и(х)= у [АГ (х, х — у) — Ко (х — у)] и (у) с!у.

Оператор (£— До) (Е—оператор тождественного преобразо
вания), действующий в пространстве £2 (/?"), в силу условия б) тео
ремы, обратим. Рассмотрим оператор

4“ = У А;(х, х— у) и (у) <1у,

где Кг (х, г) = К (х, х) — (х). Очевидно, что (х, г) = 0 при
|х| > I. Докажем полную непрерывность оператора Аг. Установим сна
чала его ограниченность. Обозначим через Кг (г) = шах |АГХ (х, х)|.

Имеем

IА “I < У |АГз (х —у)] |и (у)| Лу,

яп 
откуда, в силу неравенства Минковского, получим 

,„4,л՛
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что свидетельствует о непрерывности оператора А1г как оператора, 
действующего из пространства 1^ (/?+) в пространство (5։).

Рассмотрим ограниченное в Ь*  (/?+) семейство функций {и(х)}
(8)

где М—некоторая константа, и докажем равномерную ограниченность 
и равностепенную непрерывность семейства {А1 и}. Разномерная огра
ниченность этого семейства непосредственно вытекает из оценки (7). 
Для доказательства равностепенной непрерывности {Ах и} рассмотрим 
разность

V (*  4՜ А) — V (х) = Аг и (х + А) — Аги (х) =

— УК (*  + А, х + А — у) ֊ Кг (х, X —у)] и (у) <1у.

Преобразуем последнее выражение следующим образом:

■ V (х + А) — V (х) = [А^ (х 4- А, х+Ь—у)—Кг (х, х 4-А—у)] и (у) (1у 4֊

R՞

+ ^[^1 (х, х + А— у) — К1 (х, х — у)] и (у) <1у=]1 (х) + /2 (х), (9)

|х| I. Оценим первое слагаемое выражения (9).
Имеем

1/1МК ^^(х 4- А, х + А — у) — Кг (х, х4- А—и)| |и(у)|бА/= 

R"

— (х4-А, г) —А?! (х, х)| |и(х4-А —х)| ск < (10)
/гп

֊С С тах {(А?! (х + А, г) — Кг (х, х)|}| и (х 4՜ А — г)| с1г. 
Л

R’1
Из (10), учитывая условие (5) и неравенство (8), получаем оценку

||/1к («/)< С шах ЦА՜! (х 4- А, х) — (х, г) |} ||< „
3 ХС5, ^1'?+)

R՞

“z..(R+)^
при |А| < = 01 (а); Ы „ — норма функции и (^4-/
по х. При выводе последнего неравенства мы 
ством инвариантности ^-нормы относительно

(П) 

в пространстве (7?՞ ) 

воспользовались свой- 
сдвига.
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Перейдем к оценке второго слагаемого выражения (9).
Имеем

|/։(*)К  У 1^1 х + Л —У)~(х. у)| Iм (у)1 «Л/ =

/?Л

= У^ (х, х 4-А) —/^(х, х)| |м(х — х)| е/х< (12)

R"

I тах {1^4 (х, л-г А) — (х, х)|} |и (х— г)\бх.
и •*® 5։

пп
Воспользовавшись условием (6) и (8), получим из (12) аналогично 

предыдущему
Щд, (5/) < [ тах (К (х. * + А) — Кг (х, х)|) |и1 „ бг <

/?л

<Ф11£։ г/?;)<еЛ/ (13)

при |А| < $2 = $8 (е)- Если теперь взять в качестве о = ппп (31, о2), то 
при |А|<8 = 3(е) из (11) и (13) окончательно получим

Ци (х + А) — V (х)||£, (5;) < 2еЛ/ = е1,

что свидетельствует о том, что семейство функций {и (х) = Лхи(х)} 
равностепенно непрерывно. Таким образом, мы доказали, что опера
тор ЯК, действующий из пространства 1^ (Я՞) в пространство Ь*  (51), 
вполне непрерывен. Этим и завершается доказательство теоремы, по
скольку мы получили представление оператора ЯК в виде суммы об
ратимого и вполне непрерывного операторов, откуда, согласно теоре
ме И. Ц. Гохберга и М. Г. Крейна [6], следует, что оператор ЯК яв
ляется Ф-оператором. Теорема доказана.

Следствие. Индекс Ф-оператора ЯК равен нулю.
Случай и=1. Используя теорему М. Г. Крейна (см. [1], § 9) 

можно получить аналог теоремы 2. А именно, справедлива
Теорема 3. Пусть ядро К(I, г) уравнения

х(^)֊у К(1, 1֊з)х(в)ав = /(1), (0, со) (14)

о
удовлетворяет условиям теоремы 2, а функция (г) = К ((, г) при 
I > I удовлетворяет дополнительно условиям

(х) £ (— ос, со), 1 — Ко (X) =/= 0 при — оо <Х< ОО,

? = ы(1-20(Х))^1 [агга-Ао ().)^;:<о
2к

(Ко (X) — преобразование Фурье функции (х)).
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Тогда оператор, определяемый левой частью уравнения (14), 
является Ф-оператором в пространстве Е(0, °°) с индексом, рав
ным jv|.
Вычислительный центр АН Армянской ССР

и Ереванского государственного
университета Поступило 12.V.1967

Ռ. Լ. ՇԱՃԲԱԳՅԱՆ

ԾԱԼՔԻ ՏԻՊԻ ԻՆՏԵԳՐԱԼ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐ 
ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ՍԻՄՎՈԼՆԵՐՈՎ

Ամփոփում

Հողվածը նվիրված է ծալքի տիպի ինտեղրալ հավասարումների' մի բա
վականաչափ լայն դասի լուծման ուսումնասիրությանը։

Պարղվում է, որ բավական ընղհանուր պայմանների բավարարման դեպ
քում, ուսումնասիրվող հավասարումներին համապատասխանող օպերատոր
ները հանդիսանում են Նետերի տիպի օպերատորներ մի շարք ֆունկցիոնալ 
տարածություններում, որոնք բնական ձևով կապված են հավասարումների 
դիտարկվող ղասի հետ։

R. L. SHAKHBAGIAN

INTEGRAL EQUATIONS IN CONVOLUTIONS 
WITH VARIABLE SYMBOL

S u m m a г у
The paper is devoted to the problem of so called normal solvabili

ty of a class of integral equations of convolution type with variable 
symbol.

For such an equations under rather general assumptions imposed 
on their kernels, the noetherity of the corresponding operators in a 
number of functional spaces is proved.

ЛИТЕРАТУРА

1. M. Г- Крейн. Интегральные уравнения на полупрямой с ядром, зависящим от раз
ности аргументов, УМН, ХШ, вып. 5 (83), 1958, 3—120.

2. Л. С. Голъденшпхейн и И. Ц. Гохберг. О многомерном интегральном уравнении 
на полупространстве с ядром, зависящим от разности аргументов и его дис
кретном аналоге, ДАН СССР, 131, № 1, 1960, 9—12.

3. Р. Л. Шахбахян. Уравнения в свертках в полупространстве, Матем. сборник, 
70 (112): 2, 1966, 266—296.

4. Р. Л. Шахбагян. Интегральные уравнения в полупространстве, Доклады АН Ар
мянской ССР, XLII, № 1, 1966, 9-14.

5. М. И. Вишик и Г. И. Эскин. Уравнения в свертках в ограниченной области, 
УМН, XIX, вып. 3 (123), 1965, 99-161.

6. И. Ц. Гохберх и М. Г. Крейн. Системы интегральных уравнений' на полупрямой 
с ядрами, зависящими от разности аргументов, УМН, XIII, вып. 2 (80), 1958, 
3—72.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН СКОИ С СР 

Մաթեմատիկա 3, № 1, 1968 Математика

Ю. Ф. ПЯТАК

О ГЛАДКОСТИ В ЗАМКНУТОЙ ОБЛАСТИ АНАЛОГОВ 
ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ

Рассмотрим в комплексной плоскости конечную односвязную об
ласть 29, ограниченную контуром Ляпунова Г с показателем а. 0<։<^1 
(т. е. 29£Да; [3], гл. 1, § 1), и пусть 29 = £>иГ. На границе Г зада
на функция ф (<)> относительно которой мы предполагаем, что 
ф(0еС“(Г), т. е.

*1, <»6Г, 0<а<1. (1)

Пусть (п> 0)

2И„(а,ф)= (2)

5 + 2т}=<^Г, х+гу = г£29
и

Рп (х, у; ф) = (у—7))я <р (0
[? — * + >7 (т) — у)]п+։

ժէ, 1т А/=/=0. (3)

Поскольку ф(/)£С^Г), Мп (г, ф) и Рп (х, У> ?) определимы в 
каждой точке области £>. Под Мп (<0> ?)> когда /0£Г, будем понимать 
граничное значение этой функции (если оно существует) в точке £0։. 
когда а —»/0 из О. Аналогично определяется Рп (£0, ?) при £ Г.

Основной результат статьи заключается в доказательстве того 
факта, что Мп (а, ф) £ (29), Рп (х, у; ф)£С°(29).

Ввиду того, что 29 £ А1, внутренняя нормаль к Г меняется не՜ 
прерывно, когда I £ Г пробегает весь контур. Более того, в О можно 
выделить такую окрестность Г ширины в = е (Г), что каждая точка 

в этой окрестности будет лежать на одной и только одной нор
мали, проходящей через нормальную проекцию точки а на Г (мы на
зываем нормальной проекцией точки а£29 на Г точку а' £ Г такую, что 
нормаль, проводимая в точке а', проходит через а). Обозначим эту 
е-окрестность через 29', причем 29' не содержит Г.

Очевидно, в /9—(29' и Г) функции (2) и (3) сколь угодно много 
раз дифференцируемы, и поэтому не вызывает сомнений, что при лю
бом п
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М, (г, С? (£>֊ (£>' и Г)), Рп (х, у; ?)£& (О-(О' и Г)). (4)

Остается доказать это свойство для области О՛ и Г =£)'.

§ 1. Случай п = 1

Используя сделанное предположение относительно гладкости Г, 
можно без труда показать, что для любых двух точек гх и г, из О' 
справедливо следующее неравенство:

кг— 21| < А (Г) |г2—(1.1) 

здесь Л (Г)—постоянная, зависящая только от вида контура Г, 
21 £ Г, гг £ Г — нормальные проекции точек и г2.

Интеграл

^1(2,Ф)=Л Г — ^О՛ (2.1)
214՜ \ { — г I — г

■ представим в виде

Мг 1 Г2 .?(*) — ?к') + <р(2/) Г1 — г _ 
2«։ и # — г { — 2 2кг 3 I — г < — г

=*хк,т) + ?к')Лк). (3-1)

В (3.1) введены следующие обозначения: г' — нормальная проек
ция точки г на Г (это обозначение для нормальной проекции сохра
няется всюду в дальнейшем), причем, в силу выбора области О՛, г' 
является однозначной функцией г в О՛,

к, ?)= ֊ Г (Ц,

2кг 3 — г I — г

г / \ 1 (* * —2

Г
Используя (1) и (1.1) получаем, что

I? кг)֊® (21)1 <В(Г)|г3-хх|\
т. е. ?(г' к))6С2(Р')-

Что же касается /х (г), то для г^О՛ имеем

(4.1)

(5.1)

(6.1)

г, Ы=Х А-֊
2к/ I I — г I — г 1 (I — г)2 2^1 3 I — г

Г Г Г

Но — СС2(Г), ибо Л1, поэтому на основании теории инте
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грала типа Коши, развитой в [1], можно утверждать, что

Л (г)= — [ — • — С С? (О'). (7.1)
Л I — г I — г

Из (6.1) и (7.1) следует, что

ф(гШ1М<Ж (8.1)

Остается доказать это утверждение для (г, <р).
Предварительно сделаем следующее замечание. Легко видеть, 

что функция
Ф1(*, г')=1—֊ [ф (О՜<Р(г')](С° (Г) по / иг, 

I --- X
если <р (/) С՜ С« (Г). В этом случае, ввиду регулярности (4.1), вспоми
ная (8.1), получим, что

ЛМ#о,ф)=~ С—°-“Л 6С«°(Г), /0СГ, (9.1)
и * *о *

причем
(*о> <р) = Нт ЧГХ (г, ф) «-«г 

гео'
равномерно относительно положения /0 на Г (/0 — произвольная точка 
на Г).

Докажем теперь, что

1«г1(г։,ф)֊^(^?)1<С|г։֊г1|«, 0<а<1, (10.1)
где С — постоянная. Рассмотрим случай, когда контур Г содержит 
прямолинейный участок, границами которого являются точки и 7?2 

Тогда, в соответствии с определением, мы можем взять в 
качестве части О', соответствующей этому прямолинейному участку, 
множество тех точек г £О, нормальные проекции которых удовлетво
ряют неравенству (о — достаточно малое фиксированное число) Л,-|-3< 
< г' < /?2 — о.

Ниже мы докажем справедливость (10.1) в окрестности выделен
ного прямолинейного участка, а затем обобщим это утверждение на 
случай, когда £> £ /4» — произвольный гладкий контур.

Выше мы уже установили, что (г) £ С° (£>). Поэтому

шах |Л(«)|<°о-

Так как

(*2, ?)֊*! (*» ф)1 = Г ,Ф(О֊ф(^).^_ С х
2^ и I—г2 I — г2 J

X л 1 —1
(*֊*1)4 [ф (*)—ф («)] л
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+ I® (*։)—ф («'1)1 • таз 71 М < (Г) 1*2 “*11’ + '9\՜ I | I 7, ~

| и I (* ^2)
Г

- (^2- ] [ф (О ֊? («)] Л {> (11-1)

то (10.1) будет доказано, если мы убедимся, что

1
2к [ф (0 — <р (/)] л <С3\г2-гг\\ (12.1)

___1 
а-ъу֊''*!=*2 £ Г. Преобразуем выражение1. Пусть г։££)',

Пусть теперь — все те точки Г, для которых

|* — г2[< 7 |г։—*г|, (14.1)
а Т2 — точки Г, для которых

к — гг| > (| га—гг|. 
Тогда

(15.1)

1
2к/

I —яг 
(«-*.)’.

[? (0֊Ф(/)] л

<■֊ <«”<" +т՜ [кт—2* .) I И — *2) ({— 22Г ] 2к Л I (г—гау11 ֊ -. Т«
-7֊^Ы^^-’^)]Л ' (16Л>(* — г2)2 յ

Если выполняется (15.1) (/ — фиксированное число, 
то для любых г2 £ £>' и 22 £ Г

к — гг|а = к — *а|\։+|г2 — -ггк > к — ^\2, 
'2 '2-1^2—-*2 I < ?1—^2, <

/ — г21 { — 22 \ I2

Поэтому, ввиду (13.1)
* — ^2 _ 1—^2 |г8 — яг| , к — гг1 ՛ — ^1
(,_гг)2 (#_г;)2 |,_г։|2 ^-^[з

1 </<°°)>

(17.1)

(18.1)
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где, как легко проверить, (2 = 3/։
------------< оо.
(/-I)2

Из оценок (17.1) и (18.1) получаем

^=4 I (Г (0 ֊ 9 (»)] Л <֊ V’1 (1ф(ГТ,(?-11*1+(/—г2)-7 2к 3 |<—*։|*
т»

(? |г,—я2| Г|Г-я2| |<р(0—ф(*2)|, , <д 1*1֊*1| П<—*»1*. 1 _ г'1 .
2« 3 .<—*11* 2к «.'к—*։18

2к J |<— г2Г7«
вводя новую переменную л=|/ —г2| и обозначая через /V интеграл по 
криволинейной части контура Г, который является ограниченной ве
личиной, продолжаем оценивать (19.1):

_ _ _ —. R
1 Г| I — г, £— *2)2 I г 2Д(1+С). С, ։г- тт--֊ - [т (<) “? («)Х< <---Я֊ ч |22՜22 л +2* 3 I (<—*г) (< — *г) 1 т. (1 — а) 3

Т։ * I* - «2|

~ < с* 1*2՜*21*-
(20.1)

Если же |/— я2|< I |г2 —я2), то |* — х։|։ = — я2|։ + |г8 — г2|։ > 
> 1*2 — *։|։-

Откуда

(<~*г) 1 2^ Л |< —*։|
Т1

, . /л-
+ Р~|?~?'|гг)1 |с/и<4Л [ ^<4Д/«|*1-221’<С'։|*2-*;|«.

2т. 2 |/ — г2| J ).։-»
Т| о

(21.1)
Из полученных оценок (20.1) и (21.1) следует справедливость 

(12.1); поэтому, в силу (19.1),

1^1 (*2, Ф) - (*1, ф)| < С |я։ ֊ «I* = С |я8 - я։|’. (22.1)

Если же *1 Г не совпадает с нормальной проекцией точки г2 на Г, то 
(*2, ф) - (*!, Ф)1 < 1^! (*1, Ф) - *1 (4 Ф)1 + 1^’1 (*2, ф)-^, Ф)|.

(23.1) 
Для первого слагаемого в правой части (23.1) справедливо (22.1); 

для второго слагаемого аналогичное утверждение вытекает из (9.1).
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Итак, справедливость (10.1) доказана в случае, когда гг(^О'.
2. Пусть теперь гх £ £)', *&Р'. Как уже говорилось ранее, этим 

двум точкам соответствуют нормальные проекции и гг.
Пусть

Л = шах (1«! — г։|, |г։ —хг\} (24.1)

(на рис. 1 А = |г-։ — г։|).
Возможны следующие случаи:
а) ^-^>4-’ <25Л)

к
б) к3-^1<4’ (26Л>

к

Рис. 1.

В случае а) неравенство (10.1) доказывается легко. Действитель
но, используя (22.1), получим
1*1 ?) - *1 (*1, Ф)1 <1*1 («2, ?) - *1 («, *Р)1 + 1*1 (4 ?)-*! (*Ь ?)1 +

+1*1 (гь?) — *1 (^1, <р)К С|я։—2а1։+С|г1—г։|в + В|2а—211«.

Воспользуемся (24.1), (25.1) и (1.1), имеем

1*1 (*2, ?) -*1 (*1, Ф)1 < 2САЧ- ВА (Г) |28 - 2x1« < С^-г^ (27.1)
и (10.1) доказано. Рассмотрим случай б). Докажем справедливость 
(12.1). Из (26.1) следует, что

22~ г1 
* ֊ 2г

2։, г2££>'.

(28.1)

Поэтому ——„ — можно преобразовать так же, как это было сдела-
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но в (13.1), а именно

(29.1)

причем коэффициент при — *»)/(* — *2) можно, ввиду (28.1), 
ЗА:2

нить константой £ = —-—ттг \ 00 ■
(к—1)

С помощью (29.1) получаем

заме-

* — я2 — *1 1 *1֊ *1

М’ (/֊г։)*Ч1(<-^ 4- к |г2 — гх[ (30.1)

Замечая, что

М —Ла1 = к~га+г8 —2=1К^1 + -у^ |< — *։| 1<2 |#—я2|, (31.1)

воспользовавшись (30.1) и (31.1), получим

1
2՜

/—я2 (р (г2)] Л < *1~*2

(^֊*2)2
+£|я2 —

֊г։1|Н4 1т«)֊т(«)ИЛ|<л1а 1̂('|1=^.т+

+ [ 1г‘7?1 Г4|՛|Д|< <32-։>
и “ ■г։1 Н — г2|2

Так как, очевидно, |/ — г2| < С, |£ — г2|, то

[ .*֊71Л1 < гАгт • (ззл)
рк—гаг 1*2—Ы

Из (26.1), (32.1) и (33.1) следует, что

<С\г2-г^, (34.1)
2« Л(< — ггу Ц—яг)2 ] 

т. е. соотношение (12.1). Ввиду (11.1) и (34.1) убеждаемся в справед
ливости (10.1).

Итак, мы доказали (10.1) в том случае, когда Г содержит пря
молинейный участок и только для таких точек нормальные
проекции которых лежат строго внутри этого прямолинейного участка. 
При этом можно заметить, что константа Гельдера, входящая в (11.1), 
зависит, ввиду (1.1), только от вида контура Г и не зависит от выбора 
точек и г2 из О'. Пусть теперь Г — произвольный контур (Д^Л1), 
не обязательно содержащий прямолинейный участок. Выберем ^=^(Г) 
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и разобьем Г на /V частей точками 21։ (г, • • • ,2л՛ таким образом, чтобы 
на каждом участке ру, 0-ы] (/ = 1> 2>՜’ '< № — 1) значения функции 2 (з), 
задающей контур Г, мало отличались от прямой линии. Проводя в 
точках I] нормали к Г до пересечения с границей £>', мы тем самым 
разобьем область О' II Г на ТУ криволинейных четырехугольников. Для 
каждого из них, в силу построения и по определению области О', мы 
можем аналогичными вышеприведенным рассуждениями доказать нера
венство (10.1). Ввиду конечности ТУ неравенство (10.1) справедливо в 
О' I) Г =23' с константой, зависящей от вида Г.

Вспоминая (4) мы можем утверждать, что (10.1) справедливо во 
всей области О и ввиду (8.1) Мх(г, (?) £С°(О).

§ 2. Некоторые обобщения. Формулы Сохоцкого-Племеля

Рассмотрим теперь интеграл (2)

Мп {г, ф) = X (7Д֊У Л = ЧГ„ (г> ?)+ф(/)Л (г). (1.2) 
2т.г ]\ ) I —г

Здесь введены следующие обозначения (г՜ — нормальная проекция г 
на Г):

т, (г, Т)= ֊1֊ Г (-^֊У Т(,)~Т<У) л, 
2кг I \ { — г / 2 — г (2.2)

(3.2)

Если воспользоваться обозначением (2.2), то нетрудно проверить,
что

(4.2)

Соотношения (1.2) и (4.2) дают нам возможность перенести ут
верждение § 1 на случай гГ>1, ибо метод доказательства остается 
тем же самым. Сформулируем результат.

Теорема 1. Пусть Г—гладкий, замкнутый контур (О^А!^, 
Ф (#) £ Са° (Г), О—конечная односвязная часть плоскости, ограни
ченная Г. Функция

Мп (г, ф) = А- С (—У л (п>0) (5.2)
2кг и V — г # — г

принадлежит классу С2(£>) с константой Гельдера, зависящей от 
вида контура Г; под Мп (я0, ®) при г0 £ Г понимается соответ
ствующее граничное значение Мп (^о, <₽)• 
5-39
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Перейдем к рассмотрению интеграла (3). Пусть С = (х + Ху у)£О, 
5 + Ху т) = ' £ Г, 1т Ху =(= 0.

Разность у — ■>), фигурирующую в числителе (3), можно предста- 
„ (х-О-(х-С)

вить следующим образом: у — Ч =------------ ---------- •Ху—Лу
и поэтому ядро интеграла (3) принимает вид

Следовательно, (3) приводится к виду

Р» (*, у; ?) =
1____

(^֊М՞ *-0

9(0
г-С

Л.

Если совершить теперь линейное преобразование координат
X -|՜ Ху уу — X + I: К = 2,

1 + ^=и+Ы=Т, (7.2)
то, поскольку 1т Ху =^=0, очевидно, что это линейное преобразование 
является неособенным и сохраняющим гладкость. Область £> при этом 
перейдет в область 2, граница Г— в некоторую кривую R, которая бу
дет границей 2, причем /?£Ла. Ясно также, что (7.2) сохраняет пря
мые и углы между ними.

В таком случае

Рп (х,у; <р) =
1

(>7֊МЛ

Та (Л Л 
т—г' ат ~(Ху -Ху)

*-0

(8.2)

= ,т \ „ 2 (-։>•« №-‘ <г> ’>■ 
(Ху— Ху)»

где <р։(7Э = <р (< (Л). а через 1^л_* <р) обозначен интеграл

<Р,(Л Л 
т-г ат

(9.2)

Функция а11ат, ввиду предположенной гладкости контура Г и 
сказанного относительно преобразования (7.2), принадлежит классу

Используя (8.2), (9.2) и теорему 1, убеждаемся, что справедлива
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Теорема 2. Пусть О — конечная односвязная часть плоско
сти, ограниченная гладким контуром ?(О£С^(Г). Тогда
функция

Рп (х, у, =_L Г (у — 7>)я ?
4'1 J [$ - X + Ху (TJ — ÿ)p+1

при п>0 принадлежит классу Са(О), причем под значениями это
го интеграла в точках границы Г следует понимать соответствую
щие граничные значения (предел изнутри области И), которые мы 
будем обозначать Рп (с, г/; ф).

Из теорем 1 и 2 можно получить такое следствие: если и 
<р«)6с£(Г), то интегралы

2яг
I ? (О dt, J_ Г (у ~՜ Г')Л ? (0 

2-^i J [Е — х + Ху (tj — у)]՞

при n > 1 принадлежат классу Cl (D).
Докажем справедливость следующих соотношений:

lim Рп (х, у, <?)=Р„ (Ео, Vpi f) = ~ 
г->‘£Г 2гд
гео

(у — ъ)п ч> (t)
[Е- e04-Xy(Tj — т?0)]Л+1

л +
, ? (tp) Л _ dT_\n Л_1

2 (Ху-Ху)« \ dTj dT\t^ (11-2)

где сингулярные интегралы понимаются в смысле главного значения 
по Коши.

Рассмотрим сначала (10.2). Ввиду (1.2) и (4.2)

" / d~t \/dt /dt \nMn (г, ф) = ЧГ„ (г, <р) +<p(f0)2 ^-1-* (*, + ? <#<>) '

(12.2)
" / dt \/dt \*lim Мп (z, <р) = ’Рд (t0, <р) + ? (#0) 2 ^п-л-ь ( tp, — j( — ) +

։-»<о6Г " \ dt /\dt /t-t,zeo K
+ <P (*р) (d~t n

(13.2)

Главное же значение для Мп (#0, ф)> как легко проверить, вычис 
ляется по следующей рекуррентной формуле:

Мп (tp, ф) = Нт t->0
2_ Ç(bk\-^dl
2ir։ р v-fo / t — tp
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= i'.«..T) + ,(yiLn.։XJ;Ürrfi=

- - f~ ֊1 ֊
= *. (t.. T) + T Ы Hm -Ц ֊ »(֊) г + ) (гТ*) — Л I ֊

•-HJ 2к/ I V—10 / г, J \t֊-t0 / t֊֊t0 J

= ^л (t0, <?) + <Р (4>) M„-i (f0, ^֊) •

Применяя (14.2) к интегралам Мп-к (k = l, 2,• ••, л), получим сле
дующую формулу для главного значения:

Внося (15.2) в (13.2), получаем (10.2).
Обращаясь к (11.2), мы замечаем из (8.2), что Рп (х, у; <р) есть 

линейная комбинация интегралов типа (2). Поэтому, используя (10.2) 
и производя суммирование, получаем (11.2).

Теоремы 1 и 2 о гладкости функций Мп (z, «) и Рп (х,у; ?) (п>1) 
играют в теории эллиптических систем примерно такую же роль, 
(см. [4]), какую играет аналогичная теорема для интеграла типа Коши 
в теории эллиптических систем вида

△ы 4֊ aux + buy + си = 0.
Настоящая заметка была написана по предложению Н. Е. Товма- 

сяна. Автор искренне благодарит его за постоянное внимание и мно
гочисленные советы.

Институт математики
Сибирского отделения АН СССР Поступило 4.11.1967

3. &. ՊՅԱՏԱԿ

ՓԱԿ ՏԻՐՈՒՅԹՈՒՄ ԿՈՇՈԻ ՏԻՊԻ ԻՆՏԵԳՐԱԼԻ 
ԱՆԱԼՈԳՆԵՐԻ ՈՂՈՐԿՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Դիտարկենք վերջավոր միակապ [) տիրոՆյթը , սահմանափակված թ < 
եզրագծով և նշանակենք ը= £)լյ թ. ք եզրագծի վրա տրված է <? (ք) (Ր)
ֆունկցիան։

Դիցսւք (ո > 0)
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Мп (z, ?)= —
Ճ,Հ1

dt,

է = ? + iri С Գ z — x + iy£D, 

յ [? — X + 1յ (?յ — ։/)] +1

Հոդվածում ապացուցված է, որ (շ_ (5), Բո (X, ց; ?) € (Թ)
և բերված են բանաձևեր նշված ֆունկցիաների սահմանային արժեքների հա֊ 
մ ար։

Yu. F. PJATAK

A SMOOTHNESS IN THE CLOSED DOMAIN OF CAUCHY 
TYPE INTEGRAL ANALOGUES

Summary

Consider a finite simply connected domain D, bounded by the cur՜ 
ve Г £ At and denote D—Dl) Г.

For p (t) £ Ca (Г) we introduce

* <*> »>=Л f (г^У,— *•2^1 J \ £ — z) t — z

t — (B + Й) c r> *’+ iy = z Q D,

P. («,»; f) - ֊7 f К- (y~,2>՞T (<’- Л, Л։ ^+o.
2*1 J [E — X + Xy (T) — y)]n+1

It is proved in the article, that Mn (z, <p) (D), Pn (x, y; <p)£C2 (D).
The formulae are presented for the above mentioned functions’ bounda
ry values.
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В. В. ЮРАШЕВ

О КРИВИЗНЕ РИЧЧИ ГЕОМЕТРИИ, ОПРЕДЕЛЯЕМОЙ
В ОБЛАСТИ ОсС" С ПОМОЩЬЮ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

1. Введение

В работе [2] Б. А. Фуксом была получена оценка кривизны Рич
чи бергмановой метрики для систем |ф,(2)} голоморфных функций, замк
нутых в классе Ьг (О) и ортонормированных по отношению к области 
О (здесь £) —ограниченная область пространства Сд, 2= (г1 • • •гя) и

Ц (£)) — класс голоморфных в £> функций /(2), для которых / (2)|:

°° (см. СТР- 76—96). Оказывается, что всегда р<^п+1, 
где р — кривизна Риччи по направлению произвольного вектора 
1} = (и1, - • •, ип)- Если мы не будем допускать замкнутость и ортонор
мальность последовательности {фи}, то, как будет показано, кривизна 
Риччи р-^п+1. Кроме того, область О не предполагается ограничен
ной. Заметим, что аналогичный результат был получен Хуа-Ло-Кэном 
для кривизны Римана R (см. [4]). Он обобщил результаты Б. А. Фук
са (см. [3]}, показавшего, что для бергмановой метрики в ограниченной 
области 2)сСд в любой точке 2££) по произвольному аналитическо
му направлению R 2. Если не допускать замкнутость и ортонормаль
ность последовательности {<ра} и не предполагать ограниченность обла
сти 2), то, как показал Хуа-Ло-Кэн, R 2.

2. О метрике с фундаментальным тензором 777

Рассмотрим в области £> последовательность {ф, (2)} голоморф
ных функций, и пусть ряд

ОО

V фа (2) М2) =/7(2,2) (2.1)
а—О

равномерно сходится в любом компакте О* с: О. Обозначим через Т 
матрицу

(
Т\\ Тц - - - Тй \

Тп Та---Тгп । (2,2)

7п1 7л2֊ • ■ Тля /»
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элементы которой _
г. дг1Пк(гг) „ /23)т“= йя ■■ ' ՝

Мы предположим далее для существования 1пК(22), что не
только голоморфные функции, но и не имеют общего нуля в области 2). 
Если мы подставим выражение (2.1) в (2.8), то получим

К~2 2 (?, — <?3 ««)(?,<₽/—?? ф(), (2.4)
« >

где
I _ <?ФЗ I д?* <^Фз -]

?3 — -77> ф« = Т-.-> ф3= ~=7> ф« = -=՜. • 
Оя( дг‘ дг1

Теперь эрмитову дифференциальную форму (МТ<1£ можно записать 
в виде

агта "г = к֊2 2 м (2.5)
«>з

Из выражения (2.5) следует, что если э0 (2), <?1 (2),-‘—последова
тельность функций, голоморфных в 25 без общего нуля в 25, и если

•X

ряд К (22)=^ ф»(2)<?։(2) сходится равномерно в любом компакте

О* с 2), то эрмитова дифференциальная форма <12Т<12' > 0, причем ра
венство нулю имеет место лишь в том случае, когда ранг матрицы 
(п X °°)

ф։ ?3 —\

(2.6)
_ _ п /
Т« ®3 — ?3 ф« / «> 3 >0

меньше п. Мы будем называть, как обычно, линейным замыканием по
следовательности {«■,} совокупность функций / (2), представимых ря-

■ю
дом / (2) = 2 а, у-. (2), где а-,— некоторые постоянные, равномерно 

^■=о
сходящимся в любом компакте Б* с: 25. Можно показать, что если ли
нейное замыкание последовательности {<р,} содержит функции 1, г1, г2, 
■••,гп,то dSt = d2Td 2'^>0. Очевидно, что dS2՝>0, если (<р,) — пол
ная ортонормированная система голоморфных функций.

3. Представление п + 1 — р через сумму квадратов

В этом пункте будет показано, что если 2) с: Сг, то выражение 
п +1 — р может быть представлено через сумму квадратов некоторых 
функций. Здесь р — кривизна Риччи, вычисляемая по формуле

Ц^Ц' 

итй՛’
(3.1)
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где и= (и1- • -ип) — произвольный вектор, Т выражается по формуле 

(2.2), а R — матрица кривизны Риччи, элементами которой служат ве
личины Rp^= — (1пЛ&Т)гР-ч, стоящие на пересечении р-ой строки и 
9֊ого столбца.

Представим
711 •• • ТП1

ае17’ =

Тп1 • • • ТПп
в виде

оо оо со

аат =*■-<»+” 2 2 ... 2
а==0 Р,==0 РЛ“0

ф։ • ?։ фа • фа • • • фа • ф։

ФР.' ?Р,фЗ, ։?31 ' фр,

?₽Л- ?₽ЯФЗЯ.ф?л
_ п
?а фа' • ' фа

=*-««> 3 3 2 5.Й,'Л՞
а-0?,=0 ?„=0 ........................

?зя?зя

(3.2)

?«?!••■ <р"

= к-(я+1) 2
«>₽!>••֊>?„.............................

?₽П <РЗЯ---<РЗЛ
Мы получили, что

фа ֊ • • фа

Фз, фр, • • • фр,

?0„ Фз«

с!е1 Т=К֊№ 2
«>Р,>--->РЛ

«Ч-₽л (2) ЧР«?, ..?« (2), (3.3)

где

^аЗ.-Рл =

Ф« ?а • ■ • фа 

фр, фр, • • • фр,
(3.4)

ФР« фря ֊ • " ф?я

Расположим (с^ • • • рл), где а Р։ > • • .^>рл, в следующем порядке: если 
а = 7о> & = Т1Г ‘₽г-1 = Тг-1, но Рг7>Тг, то (То7г։,7я) следует за 
(а?1- ‘ ’Ря). Пронумеруем эту последовательность ш = 0, 1, 2 - •

Тогда

<1е1 7*= Фш(2) Тш(7).
и-0

(3.5)
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Подставляя (3.5) в (3.1), мы получаем 
(3 l^l2).' 

՝cu-0 /
(3.6)+1— (UT U')֊1 V |ЧГ,„р = п

где d —— up,d= -=- и< .
dzp dz

Поскольку элементы матрицы R: Rp'q = —(In Л^_(л+1) V Ч?‘тЧГш ) z^z9, то,
\ ai»»O '

очевидно, что для существования логарифма, функции ՝1|'о1(^) из последо
вательности |Ч\, (2)} не должны иметь общего нуля в области Е. Но 
ЧЛи (2) выражается через функции ®.,(2)£ {?, (2)) (см. (3.4)). Пусть в 
точке Z = 2^, (2о)=^О, тогда

I

(3.7)

Из (3.7) следует, что если последовательность {®, (Z)} содержит л 

независимых функций то в точке Z=Z0 det Т не
<РЗл <Р₽Л

обращается в нуль. Отсюда следует
Теорема. Если в области D с С1 существует последователь

ность голоморфных функций [ф, (Z)}, обладающих следующими свой
ствами: во

1. Ряд XT(ZZ) <pa(Z) q>։(Z) сходится равномерно в любом 
а—О

компакте D* с D;
2. Функции ®,(Z)£ [ф, (Z)} не имеют общего нуля в области D;
3. Последовательность {ф</ф0}>=1. 2,--(фо+ О в точке Z=Z0) со

держит не менее п независимых функций.
Т огда в любой точке Za(^D по направлению произвольного век

тора U= (и1-• -ип) кривизна Риччи р-<$л + 1.
Следствие 1. Если в качестве элементов последовательности 

{ф, (Z)} возьмем функции 1, z1, z2,•••, zn, тогда в любой точке Z0£D 
кривизна Риччи по направлению произвольного вектора U= (и1- • • ип) 
равна л+1.

Следствие 2. Если в качестве элементов последовательности 
{ф-< (Z)} возьмем функции 1, z1, z2,- ■ ■, zn, zl • z1 (1 -C ij-С n), тогда в 
любой точке Z0£D кривизна Риччи по направлению произвольного 
вектора U = (и1- • • иЛ) меньше л+1.
Московский институт электронного машиностроения Поступило 17-V.1967
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Վ. Վ. ՑՈԻՐԱՇԵՎ

ՐԻՑԽԽ ԵՐԿՐԱՉԱՓՈՒԹՅԱՆ ԿՈՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ ՈՐՈՇՎԱԾ ՀՈԼՈՄՈՐՖ 
ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՀԱՋՈՐԴԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՄԻՋՈՑՈՎ D<=.Cn ՏԻՐՈՒՅԹՈՒՄ

Ամփոփում

Դիտարկվում է Բիչիի երկրաչափության կորության գնահատական, որոշ
ված կամայական De: C" տիրույթում հոլոմորֆ ֆունկցիաների հաջորդակա
նության օգնութ յամ բ։

Դիտարկված մետրիկայի մասնավոր դեպքը հանդիսանում է P երդման ի 
մետրիկան։ Այդ դեպքւււմ հե դին ակի կողմից ստացված գնահատականը համ
ընկնում է Բ. Ա. Ֆուքսի կողմից ստացված գնահատականի հետ։

V. V. YURASHEY

ON THE RICCI CURVATURE OF THE GEOMETRY DEFINED 
IN A DOMAIN fleC" WITH THE AID OF A SYSTEM OF 

ANALYTIC FUNCTIONS

Summary

The estimation of the Ricci curvature of the geometry defined in 
an arbitrary domain DczCn with the aid of a system of analytic func
tions is considered.

The Bergman metric is a particular case of the metric in question. 
For this case the estimation obtained by the author coincides with that 
obtained by Fuchs.
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