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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարակ 

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկաս ամ- 
սա գրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

!• Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքենագրվա ծ, երկու օրինակով։ քի ուս եր են 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կը^Լ աւ  ̂‘Ւ "‘Ւ Ո1է^ներ հայերեն և անդյերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկո։թյամր, կարող են հրապարակվեէ 
համապատասխան լեզվով։

21 Մեծատառ, լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծիկով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

4, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերշում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում 
է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե- 
թիվը և էշերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

Տ, Սրբագրոլթյան ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը!
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր!
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե- 

զեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»։
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Е. Д. СОЛОМЕНЦЕВ

О СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЯХ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ

Введение

Будем обозначать буквами х, у, точки х= (х1, х»,•••, хп), 
у = (У1, Уг, - • ՛, Уп), • • • евклидова пространства Еп, п >-2, |х| = (х?, хг, 
• • •, Хп)'1* • В случае плоскости^ будем пользоваться комплексным пе
ременным г = X!֊}- гх3. Через $п (г) = {х; |х| = г}., г>0 обозначаем сферу 
радиуса г х центром в начале координат О, а„ (г) = —Г-—-——г"՜1—

Г(-+1 ) 
\2 / 

площадь этой сферы, ая (1) =
Пусть и (х) — субгармоническая функция в окрестности начала 

координат О. Хорошо известна теорема Ф. Рисса о том, что среднее 
значение этой функции по площади сферы

1(г; и)------
Ял

J и (х)
(1)

является неубывающей функцией от г, выпуклой относительно log г 
при п =2 или относительно 1/гл~2 при п^>2 (см. [1], стр. 40). В ра
ботах Дингхаса (см. [2], где указана дальнейшая литература) изуча
лись свойства выпуклости средних значений вида

1
■/₽

քՀր; ир)= ир (х) Ля (2J., р>1

и аналогичных средних, для составления которых вместо степенной 
функции ).{{) = ±р, р>1, используется функция >. (/) = еа‘, а^>0. Для 
случая функций п (х), субгармонических в полупространстве Е% = 
={х; х1>0}, братьями Ф. и < Р. Неванлинна [3] и Л. Альфорсом [4] 
были введены в рассмотрение средние специального вида, взятые по 
полусфере и также обладающие некоторыми свойствами выпуклости. 
Эти результаты также были обобщены Дингхасом [2].

В настоящей работе мы рассматриваем для субгармонических 
функций и (х) средние значения более общего вида

Ли Ч®)) =’•■'* 1 (и (х)) da„ (3)
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где X (<) —некоторая возрастающая выпуклая функция от /, '• ей об
ратная. При этом свойства средних для функций >֊ (/) 1', р 1 и
\ (<) = еа1, а > 0 получаются как частные случаи общих теорем.

Применяемые методы позволяют не только изучить средние об
щего вида с использованием выпуклой функции >- (/) для случая суб
гармонических функций в полупространстве Еп, но и в случае угловых 
областей при л =2 или конических областей при л2>2.

§ 1. Средние значения функций, субгармонических в шаре

Пусть и (х)—субгармоническая функция в шаре D — {х; |х|<^1} про
странства Еп. В этом параграфе рассматриваются средние значения вида

Г(г;Х(м))=Х֊’ 1
Зл «(г)

Х(и((х))«/5Я (1.1)

как функции от радиуса сферы 5П (г), составленные при помощи не
которой функции X = X (£). Естественно считать функцию X (£) опреде
ленной для всех # из области значений и(х), (строго) возрастающей 
и выпуклой относительно Л Для выпуклых функций X сложная 
функция X(и (х)) также является субгармонической и, следовательно, 
как уже упоминалось во введении, среднее значение

nt (г; X (и))=---- J X (u (х))
Зл s(') п

(1.2)

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно log г при 
л = 2 или 11гп՜2 при л>2, (см. [1], стр. 40).

Здесь и всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, мы 
будем предполагать эти условия на Xff) выполненными. Кроме того, 
мы ограничиваемся случаем, когда X(?) необходимое число раз непре
рывно дифференцируема.^

Поскольку в практически интересных случаях функции X (?) вы
пуклы чаще всего только при ?>0, целесообразно ограничиться рас
смотрением средних для субгармонической функции и+ (х) (и+ = и, 
если и >• 0 и и+ = 0, если и<0). В этом случае мы всегда предпола
гаем функцию X (I) неотрицательной при I >0, X' (?) ^> 0 и X" /7) ^>0 при 
I ^>0. Подобно тому, как это делается при выводе обобщенного не
равенства Минковского (см. [5], стр. 107—ПО), мы вынуждены потре

бовать, кроме того, чтобы выражение у (т) = - '—-'Л было 

нутой функцией от т для всех т = X ({), ?>0. Если функция X (?)

вог-

имеет

непрерывную производную Х1У (?), то из тождества — = — Д-1
<7՜ Л Ххх(?) 

видно, что равносильными требованиями являются вогнутость функции 
Xх (?) Xх (?) Хххх (?)
-у;՜ ~ относительно I или возрастание функции —-- ------Л Выпуклые

(О [Х"(£)]г 
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функции, удовлетворяющие условиям, перечисленным в этом абзаце, 
мы будем называть допустимыми при /^>0. Например, допустимыми 
выпуклыми функциями при являются: Х(<) = ^, р^>1; '^•(f) = ea,, 
а>0; X (!) = сЬ а£, а^>0. Напротив, выпуклые при { >0 функции 
?(/) = зЬа/, а>0 и X (?) = (1 4՜ 01 1о? (1 + I) не являются допу
стимыми.

Теорема 1.1. Пусть функция и (х) субгармоническая в О, 
՛! (I) — допустимая выпуклая функция при / > 0. Тогда среднее зна
чение

Р (г; Х(а+)) Л (и+ (х)) блп (1-3)

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно с = 1о£г 
при п —2 или ^ = 1/гп~2 при п^>2.

Доказательство. Как известно (см. [1], стр. 154), во всякой 
замкнутой области, целиком лежащей внутри шара £), субгармониче
ская функция и+ (х) может быть представлена как предел невозра
стающей последовательности дважды непрерывно дифференцируемых 
субгармонических функций ип (х). Так как при этом переход к преде
лу в неравенствах, характеризующих возрастание и выпуклость, воз
можен, теорему достаточно доказать для дважды непрерывно диффе
ренцируемых неотрицательных субгармонических функций и (х).

Если обозначить Р (г) = Р (е') = Ф՜ (?) при п = 2 и Р(г) = 
1

= Г(; '՝ ■)=’р(«) при п>2, то для таких функций и (х) по правилам 
дифференцирования и в силу (1.1) получаем:
при

<04?
<Д2

г3-ЬР = г3
>֊'(/) R' (Г)]»иг Л (1-4)

и при п^>2

№ 1— = -----------------  Г2(Л-1) .Д^:

Л» (п —2)2

(1.6)

1 г2(Я՜’՜1 Ьл- ՝к"(^^т\3\
п-2)2 X' (Г) 1 ‘ [Х'(Г)]*\Ж- Л ’

где ±Р и Дтп обозначают оператор Лапласа, примененный соответ
ственно к функциям Г = Г (г) = Р (г; X (и)) и т — т (г) = т (г; X (и)), 
зависящим только от г.

Из выражения (1.2) имеем
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Далее, обозначая
. dru . л—1 ди 1 д Ди= —— 1------------ ---- F — \ и

■ дг’- г дг г- 
где Деи — сферическая часть оператора Лапласа, получаем

. 1Дт = — 
«я ПдЪ (») 

дг*
1 д։-
г дг

d^n —

= — Г I Дк (и)---- — До), (и) Ida« = — i -1k (и) d~n,
°Л Sn (r)' ri J Сл S„(r)

так как интеграл от Де к (и) по сфере разен нулю.
Кроме того

Дк (и) = к' (и) • Ди 4֊ к" (и) • grad2 и.

(1.7)

(1.8)
/ЬиПоскольку grad2 и > (— ) и для субгармонических функций Ди>0, 

из (1.7) и (1.8) получаем

(1.9)

С другой стороны, применяя неравенство Буняковского, из (1.6) 
находим

". ,.J, >■'(՛■« ֊J,, V à, )

Комбинируя (1.5), (1.9) и (1.10), видим, что производная ■ t ■

будет неотрицательна при условии, что выполняется неравенство

J_ Гм« din < P'(F)]2 
k"(F) ' (1.11)

По условию теоремы k (/) — допустимая выпуклая функция, т. е.
.. р.'(*-’(’))]’ функция ф(т)= ?5(?_|(т)) — вогнутая. Следовательно, к левой

части неравенства (1.11) применимо неравенство Йенсена (см. [5], 
стр. 182), и мы находим 

± fP֊'(«(*)) Г՛ [И՜,--1^))]3 Р-Ч/)]8
X4k-։(/n)) к" (Л) ’

dan <

что доказывает (1.11), а вместе с этим и выпуклость функции /'(г) 
относительно переменной Е..

В силу субгармоничности функции к (ц (х)) функция тп (г), со
гласно цитированной во введении теореме Ф. Рисса, неубывающая. Так 
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как обратная функция а՜* также возрастающая, заключаем, что 
функция Г (г)—неубывающая.

Теорема доказана.
Теорема 1.2. В условиях теоремы 1.1 выражение гп~2Е(г> 

а (и )) есть неубывающая функция ст г, выпуклая относительно 
переменной г1=гп՜2 при п^>2.

Доказательство. Эта теорема немедленно вытекает из тео
ремы 1.1, если учесть, что (можно предполагать, что ОСи (х) £ Сг (£))) 

֊ Р֊2 г(г)1= —1— и-'-.дг(г). 
агг (п —2)-1

Замечания. 1. Как видно из доказательства, утверждения теорем 
1.1 и 1.2 относительно выпуклости функций В (г; X (и4՜)) и гп~2Г (г; 
I. (и4՜)) остаются в силе и для функций и (х), субгармонических в коль
цевой области вида {х; Огг<^ |х|г2}.

2. Допустим, что выпуклая функция X (?) является допустимой 
для всех 1, —ос <7<^-|- т. е. X' (/) ^>0, X" (/)^>0 всюду и функция

Р'О֊1 (*))]* 
Г (Х֊> (т)) т = Х(О,

является вогнутой для всех t, —°о<^/<-|-ос. Так обстоит дело для 
функции X (7) = еа‘, а 0. Тогда, как видно из доказательства, утверж
дения теорем 1.1 и 1.2 справедливы ве только для функций F(r; а (и4՜)) 
и rn~2F(r; X(u+)), но и для функций F (г; X (ц)) и г՞՜2 F(r; А (и)).

3. Пусть функция / (z), z = re՝9 голоморфна в круге D = {z; 
z|<^l}. Применяя теорему 1.1 к субгармонической функции log If (z)|, 
(получаем следующее предложение: если функция f (z) голоморфна 
в круге D и A (t) — допустимая выпуклая функция при t ^Q, то 
среднее значение

F (г; '■ (log+1/ (x)i))= Х-> / А С X (log4՜ I/ (re«)]) I 
12՜ j j

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно log г.
Применяя теорему 1.1 и замечание 2 для случая и (z) = log |/(z) 

и Х(£) = е։', а^>0, получаем классическую теорему Харди о том, что 
среднее значение

М,(г)-Ц- f I/(««)]“ Л I ,а>0, 
(2^ J J

для голоморфной функции f (z) есть неубывающая функция от г, ло- 
гарифмически-выпуклая относительно log г.

4. Теоремы 1.1, 1.2 вместе с замечаниями 7 и 2 обобщают ре
зультаты Дингхаса, который рассматривал случай функций X (f) = tp, 
р>1 и a (f) = еа1, а^>0 (см. [2], теоремы б—11).
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5. Для функций и (х), супергармонических или гармонических в 
шаре £) можно рассматривать другие комбинации знаков X ^>0, ՝!■" 0 
или >-'<0, Х"<Д соответственно модифицируя класс допустимых функ
ций X (/). Пусть, например, и (х) — супергармоническая неотрицатель
ная функция в О. В качестве допустимых при примем положи
тельные возрастающие вогнутые функции X (/) такие, что X' (/)^>0,
Х"(^)<^0 и, кроме того,

[V ()•-■ ('))Г՜ 
х"(х-ч.)) ’

T=X(f)

является выпуклой функцией при £>0. При этом справедливы следую
щие утверждения:

Теорема 1.1'. Пусть и (х)—неотрицательная супергармони
ческая функция в D и X (t)—допустимая вогнутая функция при 
f^-О. Тогда среднее значение F (г; X (и)) вида (1.1) есть вогнутая 
функция относительно £ = log г при п~2 или ;=1/г՞՜2 при л^>2.

Теорема 1.2'. В условиях теоремы 1.1' выражение гп~- F (г; 
X (и)) есть вогнутая функция относительно '', — гп~2 при п^>2.

§ 2. Средние значения функции, субгармонических 
в угловой области

Пусть и (z) — субгармоническая функция в угловой области

Da = jz = re'°; |6|<—, 0<г<1 
| 1 2а ’ оо. На лучах С= ре

2
0-Ср-<1, входящих в границу области А, предполагается выполнен
ным следующее условие:

lim sup u (z) <0, С = ре 2\ 0 С р -С1 . (2.1)

Мы рассмотрим в этом параграфе средние значения

2а

Р (г; X (u+)) = I X ( ———— ) cos2 абс?6, (2.2)
■к J \ cos а 6 / ’ ՝ ՛

К 
2а

Ф (г; X (и+)) = К—1 (р (г; X (и+))) =

cos аб cos2 аб<7б (2.3)

где X (?) —допустимая выпуклая функция при в смысле § 1, стр. 141.
Нетрудно показать, что для субгармонических функций и (г) в 

области Иа, удовлетворяющих условию (2.1), средние значения (2.2) и 
(2.3) конечны при всех г, 0 г<^1.
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В самом деле, если я = гел, г, = В.е1՝, 0<^г<^/?<^1, то для и (г) 
имеем неравенство

(2-4)

где

— АК.'г* соз д5соз яф

4^’г’ соз аб соз а® ————, 0 < г <՜ 7? <Г 1. 
(Л’-г’)3

(2-5)

Подставляя оценку (2.5) в (2.4), а затем (2.4) в (2.2), убеждаем
ся, что интегралы (2.2) и (2.3) конечны при любом г, 0<^г<^1.

Теорема 2.1. Пусть и (я)—субгармоническая функция в об
ласти удовлетворяющая условию (2.1), л (/) — допустимая вы
пуклая функция при / >0, причем X (0) —0. Тогда среднее значение 
I1 (г) = н (г; '/■ (и+)) есть неубывающая функция от г, и график 
у = I1 (г) представляет собой выпуклую кривую относительно се
мейства у = С^-Ь С2 г~\

Доказательство. Пусть И = (я; |я'<^1} обозначает единич
ный круг плоскости г. Функция 

•из (и+.(я), я££)а, 
]0, я

в силу условия (2.1) субгармоническая и неотрицательная в И. Пусть 
е — произвольное достаточно малое положительное число. Тогда не
отрицательная функция и, (я) = [го(я)—а]+ также субгармоническая в 
£), причем ш (я)(я) ш (ж). Кроме того, при любом г0, 

0<г0<^1, в некоторой окрестности лучей аг£я=±— , О^г^го, 
2а

функция го. (я) тождественно равна нулю. Применяя итерированные 
средние функции то, (я) по площади кружков достаточно малого ра
диуса (см. [1], стр. 154), можно построить невозрастающую последо
вательность дважды непрерывно дифференцируемых субгармонических 
функций (я) таких, что (я) | ад, (я) внутри И, причем ш!*։(я) =0 
в (£>— £>,) Л {|я|-Сг0).

Отсюда вытекает, что теорему достаточно доказать для дважды 
непрерывно дифференцируемых неотрицательных в £) субгармонических 
функций и (я), тождественно равных нулю в О—Л„. В самом деле, 

■ если теорема верна для функций и?1 {г), то, в силу возможности пре-
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г----  

дельного перехода под знаком интеграла, она верна для wi(z), а за
тем и для w (z).

Обозначим 
и (г) = ц и (z) >0, z.£ 

cos aS 
С 
2а

[X (г) = н (г; X («))■ = ~ J Х c°sa аЬс/9- (2-6)' 

X.
“55

Как и в (1.6), имеем 
Z 
2а 

Ju 2а С ди . _ 
j“ = ՜ Jxx(v)-cosa6je.. (2.7)

X 
“5а

Далее, дифференцируя еще раз и-учитывая, что и (z) =0 в D—D* 
и Ди > 0, получаем 

х. а-
2а 2«

2а Р /ди 2^ РДр= — i X" (v) Гт—~ I Xх (v)-Au-cosa&J9—

“ 2а 2а
х 
2а 

1 2а f даи 
~~i~ I 'к'№ COS

К 
За 

X X.

2а fL / s/<M3JD 1 2։ Г д2и
>- ]х J X'(v) — eosaCJS. (2.8)=

— — r
2а ~ 2։

После преобразований находим

~ Jx"(v) + ~^ ^Х"(«) + ’-и tg-ж6 j <#+

2а ” й
X 
2а 

аа2а f 

4՜ ^2 я I Xх (о) и cos a6J9 >

“й
X 
2а 

2а f* /ди \2 — а2 а2> — J ^(«) (2.9).-
X 

“25
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Последнее неравенство в (2.9) получается в силу условия /. (0) = 0,
так как при этом для 

Если ; = log г и

допустимой выпуклой функции /-'(и) V >'/. (и).
(г) = у (ё) = Ф (Е), то —^ = ր2ձ(ւ. Из (2.9)

теперь получаем

(2.10)

Неравенство (2.10) как раз и означает, что график у — (?) выпуклый 
относительно семейства у = Сте^ + С2е~*:, т. е. график у= р- (г) вы
пуклый относительно семейства у = ггС* С2г~*.

Из (2.9) видно, что р (г), как функция от г, 0<г<3, является 
субгармонической. Следовательно, в силу теоремы Ф. Рисса она яв
ляется неубывающей функцией от г. Теорема доказана.

Т е о р е м а 2.2. Пусть и (z) — субгармоническая функция в об
ласти D,, у довлетворяющая условию (2.1), >• (f) — допустимая вы
пуклая функция при f>0. Тогда среднее значение Ф(г) = Ф(е=) = 
= '1' (?) есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно 
с = log г.

Доказательство. Как в (1.4), имеем [можно 
что 0Հ к (z) £ С2 (D)]

ժ2^ _ г2 Լ - (Ф) (ձէVI
Ժ?2 л'Ф[ И [//(Փ)քԱր/յ՜

предполагать,

(2.И)

Применяя неравенство Буняковского, из (2.7) получаем 
к ՜

/<Л*\2 ^2« Г P՝Z (и)]2 շ ОДЙ 2з Г/// x/^Vjnհ՜) < — ! շօտ2շ6ժ6- — и» Н-М (2.12)
\dr / ՜ J >. (и) к J \ur /

Подставляя оценку (2.12) в (2.11) и пользуясь свойствами К (է) 
так же, как при доказательстве теоремы 1.1, получаем неравенство

Ժ2Տ? 22а Г
я I)/ (и) и cos аб Ժ& > 0, (2.13)

՜շ՜։ 
доказывающее теорему.

Очевидно, что при конкретном выборе функции /. (է) из получен
ных соотношений можно извлечь более полную информацию о поведе
нии средних р(г) и Ф (г). Выбирая ). = р^>1, получаем следую
щее утверждение:

Теорема 2.3. Если и (z) — субгармоническая функция в обла
сти Dt, удовлетворяющая условию (2.1), то выражение 
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есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно перемен
ной ■») = г2“.

Доказательство. Б данном случае /.(f) = tp, р > 1, и из (2.9) 
имеем (можно предполагать, что О -Си (z) € С՜ (^))

2а ? /ди'\՜ а8 2« , л
Д[л>— U"(t')(l՜) <#+~-----И (») “ cos аадЭ =

я J \Ог / г՜ к J
~а»

Г.
Г

2а С /ди Xs а
= р(р—1)՜ J г,/> \J7/ г2 (2.15)

С другой стороны, из (2.7) при помощи неравенства Буняковско- 
го находим

2г

Сопоставляя (2.15) и (2.16), приходим к неравенству 
1 , 1 1 __ р —1 / 1 с/[х\5 . а2
(a dr2 г dr р \ [A dr / г2

Теперь простыми преобразованиями нетрудно показать, что (2.17) 
равносильно неравенству

֊±£(<’>>0, (2.18)
с/<-

которое и доказывает теорему.
Замечания. 1. Пусть функция / (г) регулярна в D-. и lim 

г—:
"*■ 2а

sup I/(z)|< 1, С = ,0-Cp-Cl. Тогда из теоремы 2.2 получаем
для любой допустимой выпуклой функции )■ (#) предложение. Среднее 
знамение

есть неубывающая функция от 
Теорема 2.3 в этом случае дает:

г, выпуклая относительно 5=logr. 
выражение

VP 

I cos2a6j5
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есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно г,—г"՜'.
2. Переходя к пределу в теореме 2.3 при р—>4՜°°, получаем 

предложение. Выражение
Z~(r) = r’[ тах 

l6i — cos 2а

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно т) = г2’. 
Для случая голоморфных функций /(я) в /Л. 

—
Нт sup j/(z)' ֊֊< 1, г =ре

имеем предложение. Выражение

L. (г)=г* max log՜1՜ |/ (re'6՛)! 
cos я9

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно г^г*.
3. В случае супергармонических функций и (г) в Д. и допустимых 

вогнутых функций >. (/) можно установить аналоги теорем 2.1—2.3, как 
это было сделано в замечании 5 из § 1, стр. 144. Мы опускаем здесь 
эти формулировки.

В случае гармонических функций возможны и другие варианты. 
Пусть, например, и (я) — положительная гармоническая функция в Оа 

. 7:
”* 2՜

такая, что 1пп и (я) = 0, — ре , О-Ср-^1. Тогда выражение

является вогнутой функцией относительно т) = г2’. При этом среднее

|л (г; и Р ) есть невозрастающая функция от г. В пределе при р—֊ + ос 
здесь получаем. Выражение 

mm

2а

и (ге16) 
cos <гв

является вогнутой функцией относительно т( = г2։.
4. В работе [4] Л. Альфорс изучил случай а =1, >.(/) = # (при 

п — 2 и п>2). Теоремы 2.1—2.3 обобщают также (при п=2) резуль
таты Дингхаса, который рассматривал случай а = 1, ).(£) = //’,

>•(#) = # ' , 1 (см. [2], теоремы 1.2).
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§ 3. Средние значения функций, субгармонических 
в конической области

Пусть х = (х։, х2, •••, Хп) — точка пространства Е„, п >2, 
Хг = г cos 0, г = |х|. Будем предполагать функцию и (х) субгармониче
ской в конической области

А =|х; О<0<—, |х|<1 I, 1<2<֊г х,
I 2։ J 

и на части границы Г։ области А,
Г։= I У, «Л = |yl cos -2֊, 0<Ы<11»

I 2а J
удовлетворяющей условию

lim sup и (х)< 0, (3.1)
х-у

Этот случай является пространственным аналогом рассуждений 
§ 2, и мы рассматриваем средние значения

Р (г; А (и+)) = —1 -ч f А ( U ) cos* хМяЛ> (3.2)
зя (1; а) J \ cos /

sn (г. «)
ф (г; I. (ц+)) = (р (г; А (ц+))) =

=л—1|---- ------ Г 1՝(——cos2 rfchn, (3.3)
I (1; a) J \ COS aS /

где X (t) — допустимая выпуклая функция при t П в смысле § 1, 
стр. 141; S„ (г; а) — часть сферы |х| = г, определяемая условием 

о<е< —;
2a

X
55

an (1; a) = Jcos2a0an_i (sin 6) <70.

о
Конечность интегралов (3.2), (3.3) устанавливается таким же пу

тем, как в § 2, но здесь необходимо привлечь оценки нормальной про
изводной функции Грина для области [х; 0 <0 <—, 0 <Jx| < R < 1}.

I 2’
Мы опускаем здесь это рассуждение.

Теорема 3.1. Пусть и (х) — субгармоническая функция в об
ласти Dt, удовлетворяющая условию (3.1), л (t) — допустимая 
выпуклая функция при t >0, причем а(0) = 0. Тогда среднее р(г) = 

= p(r; А (и+)) есть неубывающая функция от г и график у = г- р(г)

является выпуклой кривой относительно семейства у= С1г"։-{- С^г՜1, 

где у ֊ /п2 -г 4 (а- — 1)(п — 1) •
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Доказательство. Методом аппроксимации легко убедиться, 
как в § 2 при доказательстве теоремы 2.1, что теорему достаточно 

. доказать для дважды непрерывно дифференцируемых неотрицательных 
j субгармонических функций и (х) в D={x; |х| *О}, тождественно рав- 
: ных нулю В D — D*.

Обозначим
V (х) =—(х) ■, и (х) >0, X С Da-, (3.4)

cos at/

Как и в (2.7), имеем
<7|i 1 f .---  = ----------- | j
dr ап (1; я) J

s„ (г: °)

Н (г) =---- —- 1 >. (г) coss 'did’3,
(1; «) J 

зя (г.'»)

cos (3.5)

Далее необходимо дифференцировать еще раз и учитывать, что

. д2и п — 1 du 1 .
Au +----- Т՜ + — A6U >0’Or1 г Or г

I в силу условия теоремы )/ (и) V > >֊ (и), из (3.6) получаем

где &йи — сферическая часть оператора Лапаса. Выполнив эти вычис
ления, приходим к неравенству

+ ——--- Г Г '֊ (и/—<&„ +
г՜ (1; a) J \д9 /

«л (<■••«)

+ 4 ֊֊Г Г ՛'• («) « cos Я0 [2я (п - 2) (п -3) I Л„. (З.б) 
r'3/>(l;a) J tg6 I

S„ (<■; »)

Так как при 1<а< + ос

2я (л ֊ 2) —°-г (п —3) > («-1)
6

, <Х3(п-- 1) 1 С 1ZZ \ BJп-------------------------- | >• (и) и cos ao азя >
г* ап (1; я) J

Sn(r;*)

֊ (* J-" («)f—У d=n + Н > ֊- ։*• <3J)
(1; a) J \дг / Г- г*

•sn (г;«)
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или
, и —1 </р-

с/г3 г бг
а3 (п — 1)—Ч;---- >1- (3.8)

Из (3.7) видно, что н (г), как функция от г, является субгармо
нической. Следовательно, в силу теоремы Ф. Рисса, и(г)есть неубы
вающая функция от г, 0 < г < 1.

2—1

Введя функцию £ (г) = г Н (г) и составляя производные от 
£ (г) = £(е=) по ;=1о£г, из (3.8) получаем

- 72£ > О, (3.9)

где 7 = /п2-г 4(х3 — 1) (п — 1). Неравенство (3.9) как раз и дока

зывает утверждение теоремы о выпуклости £(г).
Теорема доказана.
Теорема 3.2. Пусть и (х) — субгармоническая функция в об

ласти О-,, удовлетворяющая условию (3.1), >■ 0)—допустимая вы
пуклая функция при I > 0. Тогда среднее значение Ф(г)=Ф(г;

1

> (и+)) = Ф (; " ) = Ф՜ (?) есть неубывающая функция от г, выпук
лая относительно переменной Ъ = 1/гп՜2.

Доказательство. Как в (2.11), имеем (можно предполагать, 
что 0<ц(х)£С3(£>))

_ 1
(R2 (п- 2)2

Г2(Л-П .Дф
1 г2 (л-0

(п —2)3 л'(Ф)

с1^п.

Применяя неравенство Буняковского, из (3.5) получаем

՝ 3« (1;<
$Л ('■;։)

сое3 »6 сЬп • 1 Г
°л (1; “) 3

1

(З.П)
Подставляя (3.11) в (3.10) и учитывая (3.7), как и раньше, на-

ходим 
№
<й2 (п -2)3

г2 (л-и.Дф> 1 г2 <Л֊2> 1
(п —2)3 )/(Ф) ая(1;а) 3

5 п (<•»•։)

исоз х9с?5я.

(3.12)

1

Из неравенства (3.12) вытекает, во-первых, как при доказатель
стве теоремы 3.1, что Ф (г)—неубывающая функция от г. Во-вторых, 

Чг (?) есть выпуклая функция относительно ; = 1/г՞՜2. Теорема дока
зана.

Теорема 3.3. Если и (х)—субгармоническая функция в обла
сти О-, удовлетворяющая условию (3.1), то выражение
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Z7,(r) = r’j----------- ։ (-------- — ) cos2 , p^l,
1’л (1; ։) J \ cos « / J

sn (r- V

неубывающая

функция от г, выпуклая относительно переменной г, = г®7.
Доказательство. В данном случае >•(<) = р>1, и из (3.7)

имеем (можно предполагать, что 0 < и (х) £ С8(£>))

Н---------- ------------ —-----  /. (и) и сов =
г- з„ (1; а) 3

= р(р-1)-—- (* ^-2б~у^+ аг(п7- РИ. (3.13) 
зп (1; я) 3 \дг / г2

5 п(г;о)
Отсюда, как при доказательстве теоремы 2.3, применяя неравен- 

> ство Буняковского к (3,5), получаем неравенство

1 _ п -1 1 г/н _ р,—1 /_1_^Н\2 «2 (п—1) 3
И с/г2 г н <1г р \ р Иг) г2

аналогичное (2.17). Преобразуя это неравенство, получаем

֊ £ (Л>0,
йт

что и доказывает теорему.
Замечания. 1. Переходя к пределу в теореме 3.3 при р-> + ос, 

получаем предложение. Выражение

Д.(г)=гИ шах -5^4
|0| — сов аб

есть неубывающая функция от г, выпуклая относительно
2. Как в замечании 3 из § 2 имеем следующее предложение.
Пусть и (х)— положительная гармоническая функция в обла

сти И, такая, что Вт и (х) =0, у^Гх. Тогда среднее значение
х-У

Ф (г; и Р)= | ------ С (и J) Р cos’я6с£=п ! , р>1,
Ьп(1;а) J \cosxS/ j

$п (г;») 
_ 1_

0 р
есть невозрастающая функция от г, a L (г) = г^ф (г; и ) —во
гнутая функция относительно = В частности, выражение
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min и (х)
|В| < ± cos аб

2«

является вогнутой функцией относительно у = г2՛.
3. В работе А. Альфорса [4] изучен случай «=1, п՜ 2, ). 

который является предельным в теоремах 3,1, 3.2 и включается в тео
рему 3.3. Теоремы 3.1—3.3 обобщают также при л^>2 результаты Динг- 

хаса, который рассматривал случай « = 1, >֊ (0 = (0 = * . р>1
(см. [2], теоремы 3—5).
Московский энергетический

институт Поступило 13.11 1967

Ե. Դ. ՍՈԼՈՄԵՆՑԵՎ

ՍՈԻՐ>ԱՐՄՈՆԻԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՄԻՋԻՆ ԱՐԺԵՔՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Աշխատանքում դիտարկվում են սոլբհարմոնիկ ֆունկցիաների միջին 
■ արժեքնե րը, որոնք կառուցված են ուռուցիկ ֆունկցիաների օդնութլա մբ (տես 
օրինակ (3) բանաձևը)

Ուսումնասիրվում է ալդ միջին արժեքների կա խված ութ լունը սֆերալի 
շաոավղից, երբ սուրհարմոնիկ ֆունկցիաները որոշված են £ո,Ո 2 տա- 
րածոլթլան գնդում, և անկլունալին կամ կոնական տ ի րուլթնե րում ։

E. D. SOLOMENTSEV

ON THE MEAN VALUES OF SUBHARMONIC FUNCTIONS 
Summary

The paper considers the mean values (such as (3)) of subharmonic 
functions, constructed with the use of convex functions. The depen
dence of the mean values on the'radius of the sphere is investigated, the 
subharmonic functions being defined in the sphere in En, n>2, or in 
angular or conic domians.
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И. С. САРГСЯН

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ И О РАЗЛОЖЕНИИ ПО СОБСТВЕННЫМ 

ФУНКЦИЯМ ОДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ ДИРАКА

Введение

1. В релятивистской квантовой теории Дирака волновая функция 
'4՜ удовлетворяет уравнению следующего вида:

(р0 + Ис՜1 + а.хрх + яуру + агрг 4֊ (3) 4’ = 0, (0.1)

1где У = V (х, у, г) — потенциальная функция, с — скорость света,

.. -1 ■/, д .. д .. д
Ро = —, рх = — г!)—, ру = —г1) —, рг= — г? — ,

б*/  Ох ду дг

/; — постоянная Планка, операторы аг, ау, а, и ? удовлетворяют усло-
I виям

2 2 2 1 ча= а},= аг ~ 1, ял-Яу ауах— ахаг -֊- агЯд- = ауаг 4- аг ау = 0 | де 2՝
32= т3ся, Яд-Р 4- 8яд. = аур 4֊ р«у = агр 4֊ Раг = 0 ]

I и, наконец, т — масса частицы. Эти формулы следуют из формулы 
>(19), § 53.1, см. [1], если в последней формуле положить А =0 и 
1 еФ = У.

Пусть я.г, ау, аг и р—квадратные матрицы 4\4. Тогда волновая
.функция 4՜ будет матрицей 4X1, т. е. является четырехкомпонентной

/ФЛ
функцией 4 — I I 1, 4 * = Ч * (х, у, г; £), (к =1, 2, 3, 4) и, поэтому 

\ 4 « /
уравнение (0.1) эквивалентно системе четырех дифференциальных урав
нений в частных производных относительно функций 4'л (х, у, г;
(к =1, 2, 3, 4). Если положим 4' = е՜։՝Г/,Ь X, где —энергия, а четы
рехкомпонентная функция X зависит только от х, у и г, то уравне
ние (0.1) примет вид

{( № ֊ У) с֊1 4- + ЬРу + ^Рг + ₽} X = 0, (0.3)

где играет роль параметра собственных значений.
2. Мы будем рассматривать одномерный случай уравнения (0.3), 

т. е. предположим, что функции V и X зависят только от х. Тогда 
из уравнения (0.3) следует

{(И с֊1 4- °-хрх + ₽} X =0, (0.4)
где

Рд = - А.։ а2 = 1, р2 = Яд-Р + Ряд-=0. (0.5)
ах

233-2
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В этом случае ал и ? — матрицы 2X2, а функция X теперь двухком
понентная и ее можно рассматривать как матрицу 2X1. Поэтому урав
нение (0.4) эквивалентно двум совместным обыкновенным дифферен
циальным уравнениям первого порядка относительно компонент Х2 (х) 
и Х2 (х) функции X.

Пусть
/0 —/\ ? /1 0\ у (X՝ (х) \

я= ( ) > -----  = ( I, Л — I I •
\ { 0 / тс \0 —1/ \ Х2 (х) /

Тогда условия (0.5) удовлетворяются, и поэтому уравнение (0.4) в 
матричной форме можно записать в виде

И(х)} с֊1А1(х)-^;(х) + тсАг1(х) = 0 [ (0 6)
{ ВТ- V (х)} с֊1 Х2 (х) 4- Ь (х) - тс Х2 (х) = 0 [

Теперь, полагая И(х)— т = р(х), И(х) + т = г (х), уравне
ние (0.6) можно переписать в следующем окончательном виде:*

* Здесь предположено, что единицы измерения выбраны так, что скорость све
та с и постоянная Планка Ь равны 1.

** Единственность функции р (л) доказана Б. М. Левитаном.

Х2 (х) + Р (х).^ (х) = (х), (0.7)

- Х\ (х) + г (х) Х2 (х) = 1Х2 (х). (0.8)

Присоединим к системе (0.7) — (0.8) граничное условие

Л։(0)-Ы։!(0)=0, (0.9)

где Л — произвольное действительное число.
3. Обозначим через у (х, л) = 1 ^х’ \ решение системы (0.7) —

\<р2 (х, '•) /
—(0.8), удовлетворяющее начальным условиям

Ф1(0,Ч = 1, <Р2(0,л) = Л. (0.10)

Известно [см. (2)], что при данном Л каждой граничной задаче 
(0.7) + (0.8) (0.9) соответствует единственная**  неубывающая, огра
ниченная в каждом конечном интервале, непрерывная слева функция 
Р ('֊), (— °° <X<^+°о), порождающая изометрическое отображение 
пространства с интегрируемым квадратом на полупрямой (0, ос) век- 

тор-функций / (х) = ) с [? (0, оо)։
\/2 (х) /

и

на пространство (—’Х, т°°) по формулам

р(Ч = У {/1 (х) Тх (х, X) + /2 (х) <Р2 (х, л)} Их, (0.11)

и
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Л (х)= ГО) Ъ (х, X) с!р (X), (0.12)

А (х)= | Г(Х) ъ (х, X) с/р (X), (0.13)
— то

. тде интегралы (0.11) и (0.12)—(0.13) сходятся в метриках пространств 
(—00, + 'ж) и 1} (0, г») соответственно, и справедливо равен- 

;тхтво Парсеваля
ОО ос

( {/1 (*)+/?  (*)}  Лх = Г2 (X) с/р (X).

О —-

Введем следующую терминологию:
а) функцию р (X) будем называть спектральной функцией задачи 

.0(0.7) + (0.8) + (0.9);
б) матрицу второго порядка 6 (х, я; X) = ||Э/А (х, я; Х)||, (с, 4=1, 2), 

Ь’-де функции 0м (х, я; X) определяются по формулам

9,л (*, з;

х
У (х, ՝/■) ср*  (я, X) </р (X), 

о 
о

У ф*  (х, X) ф*  (я, X) с/р (X), 

— л
о,

х>0,

х<0.

х=о
։ы будем называть спектральной матрицей задачи (0.7) + (0.8) +(0.9).
3 силу первого из условий (0.9) мы имеем

6ц (0,0; Х) = р(Х)-р(0). (0.14)

(х)\ 
(*)/

4. Настоящая работа посвящена изучению асимптотического по
ведения спектральной матрицы 9 (х; я; X) «= (х, я; Х)1| при |Х| —> оо и

вопросов разложения произвольной вектор-функции
\/з

I интегрируемым квадратом на полупрямой (0, оо) по собственным 
Спектор-функциям задачи (0.7) + (0.8) + (0.9), т. е. одномерного опера
тора Дирака. Метод работы аналогичен методу, разработанному 
.. М. Левитаном [3] и В. А. Марченко [4] для уравнения Шрединге- 
а. Основные результаты работы изложены в заметках автора [6, 7].

Сформулируем основные результаты работы.
Теорема 0.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы 

*.7)—(0.8) суммируемы в каждом конечном интервале, то при мо
их фиксированных х и я справедливы асимптотические формулы

(о . .. г, , -. 1 Г я!п X (х— я) . яшХ(х + я) 1 ,Лип { 9П (х, я; / ) — 9И (х, я; — л)--------------------'--------- -  4-----------*—!+
-. »I к| х — я х + я]
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(0.15)

, , . . 2 Sin л (х—s) V11m ■ I 612 (х, s; X) — (x> s> — A)— —---------------------
л — ~ ( it x — s

(0.16)

.Пт К (x, s; X) - 0S1 (x, s; — X) 4֊ — ■ sin? (x-----X
A —♦> cc I _< »>. X — 5

A՜

X Sin| ֊֊j (д(т) + r (z)) d- [> =0, (0.17)

. J (*,  s; X) ֊ 632 (x, s;- X) - ± Г sinX(x —s) _ sin X (x + s)

*■** I it I x — 5 X + S

4 4. sin I. (x s) sin2 [1 L(T) + f (-)) d-֊ 1 = 0. (0.18)
« x —s l. 4 J JJ

Асимптотические формулы (0.15) — (0.18) имеют место равномер
но в каждой конечной области изменения переменных х и s.

Из формулы (0.15) при x = s=0, в силу равенства (0.14), сле
дует

Теорема 0.2. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы 
в каждом конечном интервале, то имеет место асимптотиче
ская формула

lim |р (X) - р ( - X) - 2. X j =0. (0.19)
|>.| — “ I к J

5 . Обозначим через 9  (х, s; Х)=||б/4 (х, s; Х)|, i, k = 1, 2, спек
тральную матрицу задачи (0.7) + (0.8) + (0.9) при р (х) = г (х) = Л=0. 
В этом случае ?i (х, X) = cos Хх, <р2 (х, X) = sin Хх. Поэтому функции 

{х, s; X) определяются по формулам

*

6ц (х, s; X)— —Jcos px-cos |W['-, 6j2 (x, s; X)= —J cos |*x-sin \>-sd^, 

о ь
x >.

• i г » i c®2i (x, s; X) = — I sin px-cos HsJp՛, 622 (x, s; X)= — 1 sin px-sinpsJi*.
K J "J

0 U

(/ (x) \71 I cz E- (0, cd).
fAx)J

Введем обозначения 
t»

•S1 (x> >՝)= J 1/1 (s) 9u (*,  s; X) + /s (s) 61S (x, s; X)} ds,

(J
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52 (х, '■)= | 1/1 (։) ем (х, 5; ><) Ч-/2 (։) 6И (х, л; а)} бэ.

О

В силу определения функций б/А (х, л; Л) и Г (а) для 52 (х, ՝!•) и 
52 (х, л) получим выражения:

>.
^ (*,?•)=  р(0'Н(х։А)^('-),

о 
X

52 (х, ՛!.)= ' Г (л) ф2(х, А) с/р ().).

о
Функции 5Х (х, а) и 52 (х, а) являются отрезками разложений։ со 

ответственно функций /т(х) и/2(х) в интеграл Фурье по собствен
ным функциям задачи (0.7)-г(0.8)-|-(0.9).

Аналогично предыдущему, функции 
ос

51 (х, /.) = {/, (л) 611 (х, л; ).)+ /2(л) б^ (х, л; а)} бэ,

О

5г(х, а) = \ {Д (л) би (х, л; а) +/2 («) би (х, л; а)} с/л 

о
являются отрезками разложений функций (х) и /2 (х) в обычный ин
теграл Фурье.

// (х)\Теорема 0.3. Пусть / (х) = (71 I с £2 (0, со). Если коэффи-
\/2 (.х)/

циенты р (х) и г (х) суммируемы в каждом конечном интервале, 
то при любом фиксированном х справедливы равенства

Иш {(5, (х, А) - (х, -А)] - [5;(х, а) - 5;(х,֊А)]} =0,

Игп {[52 (х, а) - 52 (х)] - [У2 (х, а)- 5.’, (х,-/.)]} =0, 
1'-1- ~

// (х)\ 
т. е. разность между разложением вектор-функиии /(х)=(՜'1 ' I

\/2 (х)/ 
с интегрируемым квадратом на полупрямой (0, со) в обобщенный 
интеграл Фурье по собственным вектор-функциям одномерного 
оператора Дирака и разложением в обычный интеграл Фурье стре
мится к нулю равномерно в каждом конечном интервале.

Т е о р е м а 0.3 дает окончательное решение вопроса о возмож
ности разложения произвольной вектор-функции с интегрируемым квад
ратом на полупрямой (0, ос) по собственным вектор-функциям одномер
ного оператора Дирака. В частности, из этой теоремы следует

Теорема 0.4. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы
.. . /Л (х)\ 

в каждом конечном интервале, и вектор-функция у (х)= { I 
\Л (х)/ 

интегрируема с квадратом на полупрямой (0, со), т. е.
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{/1 (*)  + /1 (*)}  < + °°> 

о
то в каждой точке, где выполняются локальные условия разложи
мости вектор-функции /(х)=(^1^ ' )з обычный интеграл Фурье, 

\А (*)/
имеют место равенства

Пт {5։ (х, к) - 5, (х,-к)} = Л М,
Р-1 — ~
Нт {53 (х, к) - 5.. (х,—к)}=А (х),

р.| сю

// (х)\т. е. разложение вектор-функции /(х) = ( 1 1 с £2 (0, со) в обоб-
Чг (х)/

щенный интеграл Фурье по собственным вектор-функциям одно
мерного оператора Дирака стремится к значению разлагаемой 
функции.

Приношу глубокую благодарность проф. Б. М. Левитану за по
становку задачи, интерес к работе и обсуждение результатов.

§ 1. Решение задачи Коши для одномерной нестационарной 
системы Дирака

Пусть р(х) и г (х)—вещественные функции, определенные на 
полупрямой (0, со) и суммируемые в каждом конечном интервале. Рас
смотрим задачу на собственные значения:

+Р(х)У1 >.У1,
ах

(1.1)

.7 + Г (х)у2 - >֊у.,, 
ах

(1.2)

Л(0)-ЛЛ{0) =0, (1-3)

где Л — произвольное действительное число.
Изучение асимптотического поведения спектральной функции и 

вопросов разложения по собственным вектор-функциям задачи (1.1) + 
+ (1.2) + (1-3) методами, аналогичными методам Б. М. Левитана и 
В. А. Марченко, основано на предварительном исследовании задачи 
Коши для одномерной нестационарной системы Дирака, а именно за
дачи:

*֊֊+— + р (*Ч=°, (1-4)
д1 дх

г֊^֊^+г(х)и3 = 0, (1.5)
д1 дх

щ (*, 0) = А (х), иа (х, 0) = /2 (х), и2 (0, I)=Ло, (0, /), (1.6)
где А (х) и А (х) — вещественные функции, определенные и непрерыв
но дифференцируемые на полупрямой (0, со). Исследование задачи
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(1.4)-г (1.5)-г(1.б) нами проведено з работе [9]. Там выведены явные 
формулы для решения задачи (1.4)+(1.5) +(1.6), а именно, справедлива

Теорема 1.1. Пусть функции р (х), г(х),/1(х) и /2 (х) удов
летворяют вышеуказанным требованиям. Тогда решения и(х, I) == 
~( ։/ задачи (1.4)+(1.5) + (1.6) даются по формулам 

\и.2 (х, <) /
I. при 0 I х
«1 (х, 1) = к (х, о {Дх +<) + ։/2 (х + #)} +1 (х, о {А (х - о - 

х+1
- //, (*  - *)»+ у У <к/1 (*)  + л*)  а (®)} с1-7)

н2 (х, 0 = к (х, 0 {/3 (х + 0 - г/г (х 4֊ 0} + I (х, *)  {/2 (х - #) +

+ (X - 0) + ֊֊ у {М (х> 5) /։ (5) _|_ Ы (х> #> 5) л (,)} Л. (1.8)

П. при £<^0, 0< —

«I (х> = к (х, t) {f2 (х + t)+ if2(x+t)} + I (x, t) {f1(x—t)—if2 (x — f)) +
x—t

+ -֊■ | {K{x -t, s) A (s) +L(x,-t, s) f2 (s)j ds, (1.9)

us (x, t) =J<(x, t) {f2 (x+f)—tfi(x+0’ +l(x, t) {/2(x—t) + ։A(x—f)} +

A 
2

X,—t, s) A (s) +7V(x,—t, s) f2 (s)} ds, (1.10)

тде положено 
t

к (x, t) = -֊- exp -֊֊ ։ f [p(x + т) + r (x +1)] dt |, (1.11)
л At J

0

Цх, t) = -֊ехр|-|-г^[р(х —т)+г (x—t)]rft|., (1.12)

о
/ К (ж, £, з) \ / М (х, з) \

а вектор-функции ( и ( I Удовлетворяют сис
\ Цх, з) / \ П (х, I, в) /

теме

+ (1.13)
Ot Ox

(1.14). dw*  dw, . , . л
г ~ТГ — + r <s) w2=°

Ot Ox
и следующим условиям на характеристиках:
Х(х, £, х+<) + г£(х, £, х + /)=-^-г {р(х + *) —г(х + ^)}Л(х, <), (1.15)

К[х, 1,ж — I) — 1Ь(.х, #, х—0= — г {р (х—{) — г(х — /)} I (х, #), (1.16)
2
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М(х, #, х + Г) — 1՝М(х, 1,.х г#)= ~г {г (х+0՜ Р (х + 0) (хг 0> П--^’

№(х, {, х — #) + ։М (х, I, х— /)= ~- г {г (х ■—/) — р (х — /)} I (х, {), (1.18)

I К (х,—{, 5) \ I М(х,—(, з) \ 
вектор-функции лге[ I и _ I также удовлет-

\Цх,—{, з) / 'Л(х,- з) /
воряют системе (1.13)+(1.14) и условиям (1.17) + (1.18) и (1.15)+ 
+ (1.16), соответственно.

Для решения задачи (1.4)+(1.5)+(1.б) при 0<^х<^£ поступим 
следующим образом. Продолжим функции р(х) и г (х) на отрицатель
ную полуось с сохранением класса, а в остальном как угодно, а функ
ции /։ (х) и /2 (х)—по формулам*:

X

/1 (—х) = а (х) А (х) +Р (х)/2 (х) + (Р (х, в) А (з) + R (х,.з) /, (з)} с/з,.

о
(1.19)

.Г

Л(-х) = а (х)/2 (х)- ,8 (х)/1(х)+|{(2(х, з)А (з) + Н(х,.з)/2 (з)} Л, 

о
(1.20; 

где положено

{֊] (р(-■) + г0))4> 

о
а(х) =соз

а функции Р(х, з), R (х, з), 9 (х, з) и Н(хг з) удовлетворяют системе

з) 
дх

дН (х, з) 
дх

(х, 3) е / х / чл / V 
----- —------ = { г (х) — р (—з)} <2 (х, з),

-I--------֊^= {г (— з) — р (х)} R (х, з),
Оз

<?(2(х, з) _ дР (х, з) 
дх дв

{р(—з)—р(‘х)}Р (х, з).

дР (х, з) _ д(?(х, з) 
дх дз

= (г (х)— г (—з)} Н (х, з)

и условиям
Н (х, х) — Р (х, х) = а' (х) - ₽ (х) {р (- х} — г (х)};

В совместной работе Б. М. Левитана и автора [8] показано, что это про
должение непрерывно вместе՛ с первой производной.
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R (х, х) ֊и <2 (х, х) = — ?' (х) — а (х) {г (— х) — г (х)},

R (х, 0) ֊ А*Р(х,  0) = 0; Н(х, 0) — 4*(?  (х, 0) = 0,

где Если А (0) = 0, то следует взять А*~ 0;

П1. При 0<^х<£ решение задачи (1.4)Ч-(1.5)4֊(1.6) задается 
формулами
их(х, 0 =£ (х, /) {А(х4՜/)4֊ ։/2(х4֊0} + /1(х, *)  (А(/~ х) —(А^~ *)}+

+ {АГ(х, 0 $)/։ (з)4֊£(х, «, з) А (в)} с/з 4֊

О 
/—.г

+ ֊1| {А(х,^)/։(։)+£1(х,^)/։(5)}Л, (1.21)

о
и2(х, 1)—к (х, 0 {/2(х+0— <Л(*-г  0} + £ (х, /)}А (/֊х)+։/1(< — х)} + 

.։+/
4- ֊֊у {М(х, Ц з) А (з) + ы (х, Ц з) А А)} Л +

о
/— X

+ ֊֊у {Мг (х, (, з) А (з) + М (х, {, з) А (з)} л, (1-22)

О
где

/1 (х, о = {а а - х) + /₽ Ц - х)} I (х, 0. (1.23)

функции К (х, £, з), £ (х, {, з), М (х, /, з) и М (х, I, з) имеют те же 
значения, что и в формулах (1.7) и (1.8), а функции Кг (х, #, з), 
А (х, I, з), Мг (х, #, з) и (х, 0 з) определяются следующим образом

(х, 0 з) = а (з) К(х, з) — £ (з) £ (х, 0~з) + 21 (х, 0 [Р (< — х, з) — 
/—х

-7(2(<֊х,з)]+У К(х,£-т)Р(т,з)+£(х, О-֊С) РА.З)}^, (1.24) 

Л՛
£х (х, {, з) =а (з) £ (х, #, — з) 4֊ ? (з) К (х, £— з)+2/ (х, /) [Р (< — х, з) — 

։-х

— — х, з)]+[К (х, t,—т) Р (т, з)4֊£(х, 0—т)/У(т, $)} с/т, (1.25)

Л՛

Мг (х, #, з)= а (з) М (х, t,—з)— б (з) N (х, ?,~з) 4՜ 21 (х, О [ <2 (^ — х, з)4- 
1—Х

4֊ 7'Р (/ - X, з)] 4- У {Л£(х, т) Р (т, з)4- А/ (х, 0-՞) <2 (’, 3)} с/т, (1.26)՛ 

$
А/1 (х, /, з)= а (з) А/ (х, /,—з)4՜? (з) М (х, /,—з) 4՜ 21 (х, О [Н (£ — х, з) 4՜

I—X
-^а—х,з)]+^ {Л/(х,т)P(S$)4-^(x,/,—-с)Н(т, 8)}с/т. (1.27)
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В дальнейшем нам понадобятся некоторые равенства, которые 
следуют из условий (1.15) — (1.18). Так, полагая в равенствах (1.15) и 

(1.16) #=0 и учитывая, что при t=0 к(х։ 0) = I (х, 0) = — (см. ра

венства (1.11) и (1.12)), мы получим

Х-(х,0, х)= —г-{р(х)—г(х)}, £ (х, 0, х) =0. (1.28)
4

Поступая аналогично, из (1.17) и (1.18) получаем

/V(х, 0, х) =----- — I {р (х) — г (х)}, М (х, 0, х)=0. (1*25)
4

Далее, так как вектор-функции и - I Удозлет՜
\2(х,—•/,«)/ 'Л(х,—#, ։)/

воряют условиям (1.17) — (1.18) и (1.15) —.(1.16) соответственно, то 
для них справедливы равенства

£(х, 0, х)--------- --  г {р (х) - г (х)}, £(х, 0, х) =0, (1.30)
4

Й(х, 0, х)=—г'р(х)-г(х)),ЛНх, 0, х) =0. (1.31)
4

§ 2. Вывод основных тождеств

Мы будем изучать задачу

^-+Р(Х)У1-/У1, (2-1)
ах

— + г (х) у3 = ՝1у2, (2.2)
ах

^(0)֊Л!71(0)=0, (2.3)

где р (х) и г (х) — вещественные функции, определенные на полупря
мой (0, ос) и суммируемые в каждом конечном интервале, а А — про
извольное число.

Наряду с системой (2.1)-|-(2.2) рассмотрим систему уравнений в 
частных производных

/֊*֊ + ^ + ?(х)И1=0, (2-4)
01 Ох

,дио ди, , . . _
г + г (х) и, = 0. (2.5)

О/ дх

(у (х)\
71 ) имеет непрерывную первую
/а (*)  /

производную и определена на полупрямой (0, со). Обозначим через
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и (х, /; /) — (и' ^Х’ '1 решение системы (2.4) + (2.5), удовлетворяющее
\и2(х, I) /

начальным условиям
«1 (х, 0) =А (х), и, (х, 0) = /։ (х). (2.6)

Продолжим функции р (х) и г (х) на всю числовую ось с сохра
нением класса, а в остальном как угодно и предположим, что функции 
А (х) и А (х) удовлетворяют еще условию

/2(О)-ЛА(О) = о. (2.7)

Продолжим функции А (х) и А (х) на отрицательную полуось по фор
мулам (х>0) [см. формулы (1.19) и (1.20)]:

А (֊х) = « (х) А (х) + Р (*)  А (х)+ (*{Р(х,  з) А (з)+ R (х, з)А(з)} Л,

(2.8)
X

Ь (-х) = 7. (х) А (х) ֊ ₽ (х) А (х) + |{ (? (X, з) А (5) 4 н (х, з) А (з)} л. 

о
(2.9)

Обозначим через ® (х, л) = / / ) \ решение системы (2.1) +
\ ?2 (х, '֊) /

+ (2.2), удовлетворяющее условиям

Ф1(0, >0=1, о2(0,л) = Л. (2.10)

(х )) \Очевидно, что функция о (х, /.) = ( ‘1 ’ ՝ ) удовлетворяет условию 
\?2(х, '•)/

(2.3).
Теперь положим А (х) = (х, >.), А (х) “ <рг (х, X) и рассмотрим

задачу (2.4)+(2.5)+(2.6). С одной стороны, решение этой задачи дает
ся по формулам (1.7)+(1.8), (1.9) + (1.10) и (1.21) + (1.22) при 0<3<Сх, 
0<—К^х и 0<^х<£, соответственно. С другой стороны, решая зада
чу (2.4)+(2.5)+(2.6) по методу Фурье, легко убедиться непосред
ственной проверкой, что решение этой задачи можно задавать по 
формулам:

и1 (х, Г) = ?! (х,).) ег>/, (2.П)

и2 (х, /) =фг (х, ).) еш. (2.12)

Тогда, в силу единственности решения задачи (2.4)+(2.5)+(2.6), 
приравнивая правые части формул (1.7)+(1.8), (1.9)+(1.10) и (1.21) + 
+ (1.22) с правыми частями формул (2.11) + (2.12), соответственно на
ходим тождества:

I. при 0 2 <^х

?1 (х, >•) е1>л = к (х, О {?! (х + I, X) + ։ф2 (х+#,).)} + I (х, ^) {?1 (х — I, X) —
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_։-ф. (х_ #։ /.)} _|_ А. у {к (х, з) ?1 (з, '•) Г Ь(х,{г 5) (з, ■/.)} Л,

(2.13)

< р2 (х, 1) еП1 = к (х, О {?.. (х + I, л) -/?, (х + /, >■)}+/ (х, О {>„ (х—I, /.) + 

+ /.)} + А 1| {ЛГ(х, з)®1(з, л)-|-^(х, з) ?2(з, а))Л;

(2-14)
Л. при # <^0, 0 < — *\х

■ Р1 (х, X) ег, > = к (х, #) {?! (х+ {, I.) + гр2 (х + {, /.)} + I (х, <) {?, (х - г, /.) - 
.г—Г

— р 2(х — (, /.)} + -֊֊ \ {А(х,—I, з)ф1(з,/֊)+£(х,—3) ?2(з, /.)}Л,*

.г-К
(2.15)

< р2 (х, 1) е.ш — к (х, /) {т>2 (х + I, /֊) — (х + {, /)} + I (х, /) {®2 (х — {,'>.) 4-
Х—1

+ (х —I, /.)} + А- \ {М (х,—{, з) '■?! (з, >•) + Й (х,—1, з) (з, > )} с/з;

(2.16)
Ш. при 0<^х<^£

< Р1 (х, ).) е։,‘ = к (х, О {»։ (х + I, л) ։ф2 (х+£, л)} + (, (х, О (£ — х, /.) — 
л'-г /

— 2<р2(/— X, ■/.)} 1^(х> ®) ?1(5» л)4-£(*,  5) ?г(«> л)}^5 +

и
1—Х

+ -֊-у (х, з) ?1 (з, А) + л (х, /, з) ?2 (з, ■/.)} с(з, (2.17)

О

< р2 (х, л) е-''-' = к (х, () (а2 (х + <, л) — (х 4- /.)} - -- 1г (х, г){ф2 (/— х, л)4-
-V “г /

+ г?1 (^ — х, А)} -г {М(х, tt з) <рх (з, л) + (х, з) ®2 (з, >-)} б/з+

<—х

+ "Т '1 (՝х’ Х)+^1 (х> (®> '•)} (2֊18)
-а и 

о

Обозначим через е произвольное положительное число и через

вс —функцию, удовлетворяющую следующим условиям:
.1°. £։(0 четна, т. е. ^։(—0 = (#);
2°. обращается в нуль вне интервала (—а, е);
3°- £։(0 имеет кусочно-непрерывную первую производную.
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Далее, обозначим через ф«(>.) преобразование Фурье функции 
т. е. положим 

а
’Ы') = 1^.(0 Л. (2.19)

—з
Так как согласно условию 1՜ функция д։ (/) четкая, то из равен

ства (2.19) следует, что 
3

ф. ('՛•) = ( г. (0 соб и<и. (2.20)

—£

Обозначим через х произвольную точку полупрямой (0, ос).
Предположим, что х >а*. Умножим обе части тождества (2.15) 

на функцию #, (#) и проинтегрируем по # в пределах от 0 до а. Имеем 
3 5

* Случай х < е изучается аналогично, поэтому мы его рассматризать не 
будем.

Ъ (х,') е‘''^ = & (х, 0 {?1(х-Н, >•)+$։ (х + /,'•)} д, (#) Л -г

о о
з

+ р (х, о {'Г1 (х—/, >.) — ։<р2 (х — /, ).)} дг (/) Л + 

О 
3 .г+/

+у У {У (*«  '• +£ <*՛  *>  $ ъ эд л<2-21)

и х-1

Заменяя переменную в первых двух интегралах и меняя порядок 
интегрирования в третьем интеграле, тождество (2.21) можно перепи
сать в виде 

։ Х+»

'•) | §՝■ (0 е г,/л= к (х, я — х) й՝, (я—х) {?! (я, л) + гр2 (я, ՝/■)} с/я -?֊ 

Л X

+ С/, (х,/, я) я. (<) ®2(я, л)|^я. (2.22)

Умножая теперь обе части тождества (2.15) на функцию д-. (#) и 
интегрируя по # в пределах от — а до 0, а затем поступая так же, 
как и при получении тождества (2.22), мы находим
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о

Ф1 (ж, '•) 1

х, X—з) §1 (х — з) {®։ (з, л) — /?2 (3, '>■)} с1з ֊7

|.г—.։|

| £(х, I, 3

|.Г-Л|

(2.23)

Суммируя тождества (2.22) и (2.23) и учитывая равенство (2.19), 
мы получим

& (х> 5

2
2

[Л՜ (х, I, з) + к(х, I, з)]^ (?) А 

к—>|

— 5)] (« ~ «Н

+ -- ^£ (х, £ з) + £(ж, з)] я։(Т) с?Р;?2(з, >•) с?з. (2.24)

к—я

Поступая аналогичным образом, из тождеств (2.14) и (2.16) 
найдем

'т2 (ж, А) ф, (л) = ^ { — ,[£ (х, з — х) — I (х, х — з)] §֊.(х— з) + 

X—£

+ (ж, /, з) + М(х, {, в)] (О Л } ?! (з, / ) </з +

Хт-Е

+ (1Л (ж, з—х) + I (х, х — з)] §. (х — з) -Г

.V— Е
Е

-Г ~ (х, з)+ТУ(х, I, з)] Яе (о Л} (з, А) ds. (2.25)

к-1|

Для удобства записи введем обозначения:
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К. (х, з) = [Л (х, з—х)—1 (х, х—з)]^։(х — в) + 
£

4֊ -у | (*>  7, з) — Л? (х, 1, з)] Ц) Л,

|х—л|
(х,з) = ։ [£ (х, 5 — х) — 1 (х, х — з)] £։ (х — з) 4֊

(2.26)

£
+-у ^[^(’Е,^з)-|-£(х, Ц)]^(/)Й,

|х— я

М (х, з) = — г [£ (х, 5 — х)— 1(х, X — 5)] (х — з) +

(2.27)

-г֊|- ։ [М(х։ 1, з)4՜ М (х, {, з)] §■= (0 сП, 

|х->|

М (х, з) = [к (х, 3 — х) + 1 (х, X —з)] §. (х — з) -Г

(2.28)

£

-+■ -- 1 (*>  *,  з) + л; (х, ։, 3)] §։ (£) сП.
2 и ।

|Х—.11
Тогда тождества (2.24) и (2.25) примут следующий вид:

(2.29)

Ф1 (х, >•) (>֊) = {К. (х, з) ?! (в, /•) -г Л (х, з) ?2 (з, /.)} с7з, (2.30)

х+«
=2(х, )•) (А) = У [М (х, з) ?1 (з, Л) 4- М(х, з) ?2 (з, /.)} с/з.

X—£

Тождества (2.30) и (2.31) для нас являются основными и 
1ейшем они будут играть важную роль.

(2.31)

в даль-

§ 3. Предварительная оценка спектральной матрицы

Пусть /(х) — 

? (0, ос), т. е.

/Л (*)\  _
\/2 (х)/

ао

произвольная вектор-функция класса

[ {/ь(х) 4- /1 (х)} <7х< 4՜

0

пусть вектор-функция ® (х,

• ̂
4 

«-«4 
X՜ 

X՞ 

Г-4 
С
Ч

О
- 

э-

II по-прежнему является

ешением задачи

а'х
4-р(х) = (3.1)

<^71 

dx
1 г (х) у2 = ' У2, (3.2)

У1 (0) = 1, У2 (°) = Л. (3.3)
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Известно [2], что при данном А существует единственная (един
ственность доказана Б. М. Левитаном) неубывающая, ограниченная в 
каждом конечном интервале, непрерывная слева функция р (/.), — 00 
<^/.<^+оо, порождающая изометрическое отображение пространства 
вектор-функций (0, оо) на пространство /.?₽(;.);(—оо, со) по фор

мулам:

Г ('•) = 1 {/1 (х) ?1 (х>х) + Л (х) (х> ^х, (3.4)

О 

се

А(х) = (х, >■) (>.), (3.5)

где интегралы (3.4) и (3.5) —(З.б) сходятся в метриках пространств 
(—со, ог) и А,2 (0, со), соответственно, и справедливо равенство 

Парсеваля

1՜ {/? (х) + /1 (х)} с1х = Г* (■/.) с/р (л). (3.7)
V 

о —"С

Пусть / (х) = и § (х) = (°1 (*Л  СГ (0, оо), а Г (л) и
\/2(х)/ \£»(х)/

0(>.)—их преобразования Фурье в смысле (3.4). Легко видеть, что 
,. . , , . /Л (х) + е. (х)\

вектор-функции / (х) ± § (х) = ( ) имеют своими преобра-
\А(х)±§։(х)/

зованиями Фурье /’(>•) ± С(>.). Поэтому в силу равенства Парсеваля 
(3.7) мы имеем

ОС 90
[ {[Л (х) + (х)Г + [/2 (X) -и (х)Г) с/х = у {Г(А) + С(/.)}8 с/р ( >.), 

()   90
ПС ЭС
С ![/1(х)-§1(х)]=4-[/;!(х)֊а3(х)Вс/х= \{Г(>.)֊ О ().)}= Ъ (>•).

О  ОС

.Вычитая из верхнего равенства нижнее, находим 
оо сс

{/1 (х) §1 (х) + /а (х) а2 (х)} (1х = \ Г(л) в (л) с/р (/-). (3.8)
О —9С

Равенство (3.8) будем называть обобщенным равенством Парсеваля. 
Введем следующую терминологию:

1. Функцию р (л) будем называть спектральной функцией за
дачи (2.1)-4-(2.2) + (2,3);
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2. Матрицу второго порядка

6 5. а)=./6и <х> 5; ' )• б12 (х< М\ ,
\°21 (*,  '•), б22 (*,  «; а)/

где функции 6/*(х,  з;а), г, к = 1, 2 определяются по формулам

\ <р/ (х, а) ®*(з,  а) <7р (а),

(х, з; /■) =
О

0, а =0,

(3.9)

мы будем называть спектральной матрицей задачи (2.1) + 
+ (2.2) + (2.3). Очевидно, что при х= з = 0, в силу условия (3.3), мы 
имеем

'вц (0,0;л) =р(Ч֊Р(О). (3.10)

В этом параграфе мы получим некоторые оценки для спектральной 
матрицы 6 (х, з; а).

В предыдущем параграфе мы полунили тождества

<?! (х, >•) % (а) = ՝{& {х, з) 91 (з, а) + Д (х, з) ?2 (з, >.)} Л, (3.11)

X —I 
Л" + ®

?2 (*,  >•) (А) = {М (х, з) Ф1 (з, А) + (х, 3) <ра (3, А)} Л. (3.12)

Тождества (3.11) и (3.12) означают, что для любого х>0 функ
ции =1 (х, а) % (л) и ?« (х, а) 4г(а) являются преобразованиями Фурье 

/К(х, У, з) % /М(х, У, з) \
вектор-функций, равных ( ) и ( ), соответственно,

' Д (х, /, з) / \М (х, {, з) )

(/ (х)\ 1 )с 
/а (х)/

с Д (0, со), то, в силу обобщенного равенства Парсеваля (3.8), из 
равенств (3.4)—(3.11) и (3.4)—(3.12) соответственно получим

С?! (х, А) Д (а) (а) «Ур (А)= С{Д (в) Кв (х, У, з)+/2 (з) Д (х, У, з)} с?з,

— ос 0
(3.13)

£<р։ (х, А) Д(а) -ЬДа) С?р (А)= (з) М (х, У, з) +/з (з) ЛГ, (х, У, з)} с?з,

— к 0
(3.14) 

где функции К.(х, з), Д(х, з), М.(х, з) и М (х, з) определяются ра
венствами (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29)., соответственно.
233-3
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Лемма 3.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы (3.17 ֊4֊ 
-[-(3.2) су ммируемы в каждом конечном интервале, и если (х0, х։) — 
произвольный конечный интервал вещественной оси, то существует 
постоянная С — С (х0, хт) такая, что для любых х и $, принад- 
лежащих интервалу (х0, х2), и для всех а справедливы оценки 

а -֊ 1 а + 1
*;'■}=( (1-, к = 1,2). (3.15)

а а
Оценки (3.15) имеют место равномерно в каждом конечном интер
вале.

Доказательство. Пусть функция определяется равен
ством

(3.16)

1 огда

I / 5Ш
%(>՝) = I (() е ՛ = ——

, I \ Т /

(3.17)

Пусть а — произвольное положительное число. Положим 

о) = (О е~‘п։,

причем функция о՝= (£) по-прежнему определяется по формуле (3.16). В 
таком случае, согласно (3.17), мы имеем

(/, а) е‘,л сН — £=(/)е'<л а}:с11 =
«ин 2

(3.18)

Поэтому из тождеств (3.11), (3.12) и (3.18), в силу равенства Парсе
валя, следует, что

<7р(/֊) = | 5; с)]2 [Л ((х, $; а)]2]с/$,

, ) (3.19)

4

с/^().)= | {[М (ху з; а)]2 + [М (х,$; а)]2} <Л>։

(3.20) 
о
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где функции /С(х, з; а), Ц(х,з;а), Ме(х, з; а) и Л6(х, з;о) определя
ются по формулам (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29), соответственно, з 
которых функция о՜: (() заменена на ^((, с) = ^=(() е“'Ч А так как 
функция £р(() финитна, то эти функции тоже финитны и, в силу сум
мируемости функций р(х) и г (л), суммируемы и они. Поэтому ин
тегралы, стоящие в правых частях равенств (3.19) и (3.20), суще
ствуют. Тогда из этих равенств при £ = 2 следуют оценки

Ll(x>):)[5iiIL^rrfp(x)<c
J L х—и I
о

и, значит, тем более (о^>0)

stn/O—о) (3.21)
J (л —аг
а

аН֊1
1" 2 ..sin4 (л—а) ,
I ?2 U,')------------- — </р ('•) < с. (3.22)
J (л — а)4
а

s 1Л
Так как для 0 < х 1 справедливо неравенство — —՛" , то из

X Г.

(3.21) И (3.22) следуют оценки
« + 1
f ?? (х, X) Jp (X) < — С = (3.23)
J 16

«4-1

<Р2 (*,  X) do (л) < ֊ С = С,. (3.24)
е 1°
а

Оценки (3.23) и (3.24) доказывают лемму для функций (х, s; X) 
и б2, (х, s; X) при s = х. Оценки (3.15) для функций 9П (х, $; /) и 
&22 (х, s; X) при s =А х следует из (3.23) и (3.24) в силу неравенства 
Коши-Буняковского. Аналогично завершается доказательство леммы 
для функций S12 (х, s; X) и &21 (х, s; X). Лемма доказана.

Лемма 3.2. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы в 
каждом конечном интервале, то для всех а

р(а + 1)-р(а)<С. (3.25)

Доказательство леммы следует из оценки (3.23), если в 
ней положить х 0 и учесть, что 04 (0, /) = 1.
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§ 4. Асимптотическое поведение спектральной матрицы

(Т ( X)\
1 1 произвольная вектор-функция из класса

/2 (х)/
А՜ (0, со), равная нулю вне некоторого конечного интервала. В таком 
случае ее преобразование Фурье

К ('֊) Г{/1(*)  91(х, О+/2 (*)  ?2 (*/'  )} *̂  (4.1)

о 
существует в обычном смысле.

Подставляя выражение / (л) из (4.1) в (3.13) и (3.14), а затем, 
меняя порядок интегрирования в левых частях этих тождеств, что воз
можно, в силу оценки (3.25) и теоремы Фубини, получим

1 !/> (з) р. (х, >) ?, (։, >) 4. (>) (Ч + (։) X 

О — >-.֊

X I «х(х, ') ?2. ($, >) X (> )</р 00} ^5 = I {/1(5) К (х, з)+/2 (5) Ьг (х, з) } б/з,

(Г (4.2)

) {/1(5) ^?2 (х> А 91 (5, '•) X ОО 4 (' ) г/._. (з) X

6 -Л

X ?2 (х, '֊) ?2 (5, ') X (>֊) б/р 00} ^5 1 {/\ (з) М. (х, з)+/2 (з) Л= (х, 3)! б/з.
о’ (4.3)

Ьлагодаря произвольности вектор-функции / (х)=( I, из ра- 
\/2 (*)/

венств (4.2) и (4.3) следуют равенства

91 (*, л) ?1 (з, 0 феОО (л) К-Ах, з), (4.4)

91 (х> М ?2 ($» к) 'X 0) ('0 = К (х, з), (4.5)

?2 (х, ?0 91 (5, >0 X 00 00 = м (*, «), (4.6)

Г (х, /.) ср2 (з, >)’ро 0) б7р (>0 = м (х, 5), (4.7)

где функции К=(х, з), 7е(х, з), Л7:(х, з) и (х, з) определяются по 
формулам (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29) соответственно, и как видно из 
последних формул, все эти функции равны нулю, когда (х — з) >• е. 
Теперь, полагая
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|.Г—4|

Кг<х, в) = 9 {^(х, 5) + К (х, /, в)} ^։(#)Л,

к—>1
£

(4.8)

Ь, (х, в) =■у | (х, в) + 2 (х, #, в)} 8,(1) Л,

к— в ।
(4.9)

М- (х, в) = ֊֊ 1 [М (х, /, В) н- М (х, в)} 8, (0 Л,

к-*'|
(4.Ю)

М'(х, 5)=^- (х, 1, в) + 2? (х, в)} 8, (0 Л (4.И)

„ учитывая формулы (2 26), (2.27), (2.28) и (2.29), в силу определения 
спектральной матрицы 9 (х> 5; )֊) = (х> 5; ?)|> (. = е
жения (3.9), тождества (4.4)֊ (4.7) примут вид

Ф«0֊)Ж9ц (х, $;Х)=

_ ( [£(х, в— х) I (х, х — 4)] §-.(х — в) + К[(х, в), |х —в|<е, 1<п
I 0, |х-5|>8, ( ’

Г»

фв(Х)<& 612(х, в; X) =
— '*։

_ ( /[А: (х, в—х) — I (х, х — в)] £•֊ (х — в) + £= (х, в), |х — в| <е, 
I 0, |х — з|^>е, (4.13)

фв (X) с/..621 (х, в; X) =

— лэ

_]-г[£(х,В-х)-/(х, X — в)] £в (х —5) +М(х, в), |х—8|<г, ...
I о, |х֊в|>,

' ф.(Х) ле22(х, в; X) =
— ОО

_ )[£(х, в — х) + / (х, X —в)] (х —в) + М (х, в), |х— в|<8, 15.
I о, |х — в| > 8. ՝ ՛

Рассмотрим теперь задачу (2.1) + (2.2) + (2.10) при условиях 
р (х) ֊ г (х) = 0 и Л = 0, т. е. задачу

^=ХУ1, (4.16)
ах

= (4-17)
ах

Ут{0) =1. уД0) = 0. (4.18)
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Наша ближайшая цель—выписывать тождества, аналогичные тож
дествам (4.12)—(4.15), для задачи (4.16) + (4.17) + (4.18). Как легко

видеть, в этом случае все функции К (х, t, s), К(х, t, s), L(x,t,s),

L (x, t, s), M (x, t, s), M (x, t, s), N {x, t, s') kN (x, t, s) тождественно 
обращаются в нуль. Поэтому в силу равенств (4.8 i—(4.11)

£ (х, s) = L\ (х, s) = М\ (х, з) = X (х, з) =0. (4.19)

Далее, из определения функций к (х, t) и I (х, t), т. е. равенств (1.11) 
и (1.72), следует, что при р (х) = г (х) =0

к (х, s — x) +1 (х, x — s)^l, (4.20)

к(х, s- х) — I (х, х-з) = 0. (4.21)

И, наконец, так как в этом случае (х, X) — cos >х, (х, '/) = sin >х,
то спектральная матрица ‘.fi*  (х, з; >) = ||6<л (х, з, л), (г, к = 1, 2) задачи
(4.16) 4֊ (4.17) -г (4.18), согласно (3.9), определяется по формулам

А

9ji (х, з; )-) =

и
X

COS |>X-COS НЗ</[4, (4.22)

612 (х, s; ՛>)—
м

0 
X

cos jix ■ sin рз</[ь, (4.23)

621 (х, 3,- /.) =
к

0 
X

sin px-cos |‘3</p, (4.24)

622 (х, з; л) =

0

sin [ix ■ sinps d\>: (4.25)

Поэтому, в силу равенств (4.19), (4.20) и (4.21), тождества 
(4.12) (4.15) для задачи (4.16) 4֊ (4.17) 4- (4.18; соответственно при
мут вид:

со

<Xf

f ф» (X) </:,6n (x, s; >-) =
(x — s), X — s( < S, 
/“l 1 ■ Л (4.26)
0, |x — s >0,

(4.27)ф.(>) </..912 (х, s; л) =0,

к

ф. (/•)«/>. 021(х, з; >•) = 0,

но
Г ,1, \ J с*  / • , е1 (х s)j Iх s ՝ . г-
I Фг(^)«< =22 (х, s: /-> =

о, |х-з'>0.

(4.28)

(4.29)
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Теперь, вычитая из тождеств (4.12) — (4.15) соответственно тож
дества (4.26) — (4.29), получим

6, (л) с! .{0П (х, з; X)—6։1(х, з; /.)} =

( [k(x,s — x) —I (х, х—s) —1]#։(х—з) 4֊ К\ (х, s), |х—sj<s։
'՜՜ | 0, |х — з| > 2, ' '

i ■>։(>.) d,. {61S (х, s; /•) — &12 (х, s; >.)} =

— ОО

_ J i[k (x, s—x) - Z (x, X—s)|g,(x - s) -J- C (x, s), |x — s| < з, z4 31) 
) 0, x — s|>s,

j '('.('•) d,. (621 (x, s; >.) — 0ji (x, s; >•} =

—so

_J— i (x, s — x) — I (x, X — s)] g.(x — s) + Af,(x, s), |x—si<e, (4 32) 
i 0, |x — s| > s.

ec

J'ps (A) d,. {022 (x, s; )•) — 622 (x, s; >.)} =

,J[£(x,s — x)Z(x, x — s),'— l]£s(x — s)4֊/V.’(x,.s), |x —s|<e։
I. 6, Iх — sl^>®. '

Займемся теперь -преобразованием правых частей тождеств 
(4.30) — (4.33). С этой целью положим 

i
7U (x, .s; k)= — C {K(x, t, s) 4֊К (x, t, s)} cos i tdt, (4.34)

2 1x4 

г
a12 (x, $; ).) = i*(Z.  (x, t, s) A(x, t, s)} cos i tdt, (4.35)

|х-л

a2i (xt s; >•)= i {M (x, t, s)-vM (x, t, s)} cos \tdt, (4.36)

«22 (x, s;).) = — (’{(V(x, t, s) 4- (V(x, t, s)} cos Udt. (4.37)

|X—5|
С другой стороны, согласно формуле (2.20), имеем

(>-) = g։ (#) cos ՝i-tdt. (4.38)

—=
Тогда в силу равенства Парсеваля для cos-преобразований 

Фурье из равенств (4.34) — (4.37) и (4.38) соответственно получим 
(см. также формулы (4.8)—(4.11))
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— ( Ь (л) ап (*,  $; ~ ({К(х, Л «) + К(х, 1,з)} к,(х,з),.

* Ч |хЛ| (4.39)

— С'?е ('/-) а12 (х, X) сГл — Н/. (х, ?, х) + А(х, ?, х)} (?) (/? А=(х,х),

К -X IXЛ| (4.40)

— ( Фе (X) «21 (х, х; X)т/Х = — 1{Л/(х,/, х) М (х, ?, х)} а= (?) <7? = ЛА(х,х),
21хЛ1 (4.41)

— ( Ф։ (X) а22 (х, х; X) </Х ---- С(Л? (х, ?, х)-}-./У(х, ?, х)( (?) <7?~ ЛА (х, х).
ТС -Я 2IX (4.42)

Далее, обращая формулу (4.38), получим

ог (х — х) — У'Ь= (X) сох X (х—х) сГ/. (4.43)

---- ОО

На основании (4.39) — (4.43) тождества (4.30)՛— (4.33) соответ
ственно примут окончательный вид:

I Ф£ (X) сб. Фп (х, х; Х)֊0, (4.44)

— <х>

ЛО

(X) Ф. Ф12 (х, х; X) 0, (4.45)

( '?е(Х) ф21 (*,  з; л)‘=0, (4.46)

'\(Х) ф. Ф22(х, х; X) =0, (4.47)

где положено

Фп (х, 5; X)՝— 9и (х, х; X) — 0н (х, х; X) —
х

— {Аг (х, х— х) -С /(х, х — х) 1} 5*П————------— I ап (х, х; >) с/у, (4.48)
~ (х — х)

о
Фг2 (х, х; Х)= 912 (х, х; X) — 612 (х, х; X) —

— / (А (х, х — х) — I (ху х — х)} 5--— И—£1------1_ Г а12 5. (4.49)
т: (х — х) к 7

о
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'Г,>21 (ж> s> ') — $21 (х, S; /֊) — б21 (х, s; /.) +

4- i! к (х, s х) — 1 (х, х $)} —-—-——---- — I а.,։ (х, s; v) d՝i, (4.50)
" (х — s) z J 

и

,p22 (*,  s; '■) = 922 (x, s; /.) - би (x, s; >.) —

r j f \ j z \ .-.sin f՝ (x ~s) li. . _— {k(x, s—x) -- I (x, x —s) —1} —--------—'-------- 7.22 (x, s; v) d՝i. (4.51)
-(x—s) zj 

I)
Тождества (4.44) —(4.47) и тауберова теорема для интегралов 

Фурье В. А. Марченко [5] дают возможность изучить поведение 
функций б/ь (х, з; /•), (z՜, к = 1, 2) при ;/.| —> оо. Предварительно докажем 
несколько лемм.

Лемма 4.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы (3.1) + 
4(3.2) суммируемы в каждом конечном интервале, то при любых 
фиксированных х и s и для всех d справедливы оценки

« + 1
V<Ф'*  (*>  ®» '֊)} < с ('■> k = 2)- (4.52)

а

Оценки (4.52) имеют место равномерно в каждой конечной области 
изменения переменных х и s.

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно по
лучить оценку (4.52) для каждого члена входящих в выражения функ
ций Ф։*  (х, s;/■)> т- е. в правых частях равенств (4.48) — (4.51). Для 
функций 0/*  (х, s; '/•) (z‘, k — 1, 2) оценка (4.52) совпадает с оценкой 

(3.15). Для функций 6/*  (х, s; /-) оценка (4.52) получается непосред
ственно, если учесть явный вид этих функций, т. е. равенства (4.22) — 
— (4.25). Далее из определения функций а/*  (х, s; '/֊) (z՜, £ = 1, 2), т. е. 
равенств (4.34)—(4.37J, в силу непрерывности функций К (х։ t, s), 

К (х, t, s), L (х, t, s), L(x, t, s), M(x, t, s),M (x, t, s), N (x, t, s), N (x, t, s) 
и известной леммы Римана-Лебега следует, что в каждой конечной 
области изменения переменных х и s справедливы равенства

lim я/л (х, s; /.) =0 (z‘, k = l, 2).
). —> '50

Поэтому при а —- + оо 
а + I /.

| а/*  (х, s; v) — О (1) (z, k =1, 2). (4.53)

a <i
И, наконец, для остальных членов в равенствах (4.48)— (4.51) (по од
ному члену в каждом равенстве) оценка (4.52) получается непосред
ственно, если учесть явный вид этих членов. Лемма доказана.

Лемма 4.2. При любых фиксированных х и s справедливы ра
венства
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lim i о.1!г(х, s; v) dv=-0 (/, k — 1, 2)- (4.54)
/ —> AS J

(I
Равенства (4.54) имеют место равномерно в каждой конечной 

области изменения переменных х и з.
Доказательство. Докажем равенство (4.54) сначала для 

функции яц (х, s; ՝>). В силу определения этой функции, т. е. равенства 
(4.34), имеем

J«u(x, s; v) <fr= J [АГ (х, t, s) + k(x,t, s)]cos =

(J (I \X—S\
s

= f К(х, t, s)+k(x, t, s)] di. (4.55)

I.V—3'|

Поэтому при s4=x лемма следует из (4.55), в силу леммы Римана — 
Лебега. Если з = х, то 

). ։

f «и (*,  d'> = | [К(х, t, х) 4- k(x, t, x]~dt. (4.55)

(1 6

Далее, согласно равенствам (1.28) и (1.30), мы имеем

К(х, 0, х) + К(х, 0, х) = 0. (4.57)

Тогда, так как функция К (х, t, х) 4՜ К (х, t, х) дифференцируема по t, 
то в силу равенства (4.57)

Л (х, ^х) + К (х, ։,х)=О ({). (4.58)

Поэтому в этом случае равенство (4.54) является следствием из из
вестной теоремы теории рядов Фурье: если при I —* 0, з (2) — ? (0) = 
= О (Г), я5>0, то

Иш С® (0 Л = а (0). (4.59)
/.֊►■»! /•7 е

и

Доказательство леммы для функций а12 (х, в; у), т21 (х, в; у) и я2։(х, з; к) 
проводится аналогично, в силу равенств (1.28)—(1.32), которые обес
печивают выполнение равенства (4.57) для соответствующих ядер в 
представлениях этих функций в виде (4.56).

Теперь докажем основную теорему этого параграфа.
Теорема 4.1. Если коэффициенты р (х) и г (х) системы 

(3.1) 4֊ (3.2/ суммируемы в каждом конечном интервале, то при 
любых фиксированных х и з справедливы асимптотические формулы

1- 1д ։ \\ с / \ sin), (x-j-s) sin )֊ (х — s)hm ^eu (x, s; л)— 0U fx, s;—)•)-------;---------i—՛—- -i-------------*-------- -
( it [ x -|- s x — s
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+ —• ----- - ----- ^2-. sin2 А ■ (р (-) — г (-.)) d- i ’ =0. (4.60)
" х — s L 4 J

5

lini [ 013 (x, s; X) ֊ e„ (x, s;֊X) ֊ A AAAzzA x
' - ' l - x — s

+ A.sin '■ <* —A. sin2 Г A (p (-) _L T (T} rf-] I =o. (4.63)
" X - s L 4 J J I

Асимптотические формулы (4.60)—(4.63) имеют место разно
мерно в каждой конечной области изменения переменных х и s.

Доказательство. Вейлу оценок (4.52) и тождеств (4.44) — 
—(4.47) применима тауберова теорема для интегралов Фурье В. А. 
Марченко [5], согласно которой равномерно в каждой конечной обла
сти изменения переменных х и s справедливы равенства

lini {Ф;*(х,  s; X) — ®z»(x, s;—X)} =0 (z, k — 1, 2). (4.64)
/. —* v

Докажем формулу (4.60). Остальные доказываются аналогично. 
Из определения функции Фп (x, s; ՝>■), т. е. равенства (4.48), следует, 
что
Фи(х, s; X) —Фц(х, s;—X) =9ц(х, s; X)—0n(x, s;— X) —[6ц(х, s; X)—0ц(х; s— 

х
.2Г,, . . . sinX(x — s) 2 f ,

—/.)]------- [&(x,s—x)-L- - - ------------------------- 1 au (x, s; к) a*.
г. x — s я J

(4.65)
Вычислим теперь каждый член правой части равенства (4.65). Из 

определения функции (x, s; X), т. е. из равенства (4.22), следует
А

6 ii (x, s; X) — 0п (x, s;—X) = — j cos X x• cos i-sdi. = 

о
= 1 Г sin x (x + s) I sin X (x — s) j _ 

v. [ x + s x — s J
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Далее из определения функций к (х, t) и I (х, t), т. е. из равенств 
(1.11) и (1.12), следует

X
к (х, з — х) + I (х, х — s) = cos | I [р (")+ г (т)] d~ j.,

поэтому
.V

-----— [£ (х, 5 — х) + I (х, X — з) ֊ 1]= — ян? ( [р (-) — г (-)] {/■: 1 •
тг я I 4 3 ]

(4.67)
И так как в силу леммы 4.2

А

1пп I Яп (х, э; V) (к = О,

I)

то формула (4.60) следует из (4.64) (при 1 = к=\), в силу равенств 
(4.65), (4.66) и (4.67). Теорема доказана.

Из теоремы 4.1, точнее из формулы (4.60), следует
I е о р е м а 4.2. Имеет место асимптотическая формула

lim л =0. (4.68)

В самом деле, полагая в формуле (4.60) х = з = 0, мы получим

Jim (0, 0; /.) - 6П (0, 0;—/.) ֊ — /■ j. =0,

что совпадает с формулой (4.68), так как в силу равенств (3.10) 

9ц (0, 0; /-) = р (л) ֊ ? (0).
Теорема доказана.

§ 5. Некоторые предварительные оценки

В следующем параграфе мы докажем теорему о равносходимости 
// (х)\разложения произвольной вектор-функции /(х)=( 1 1 с интегрируе-

мым квадратом на полупрямой (0, со) по собственным вектор-функциям 
задачи

+ р(х)у1 = 1у1, (5.1)
ах

— -I- г (х) уг = ՝1.у2, (5.2)
ах

й(0)֊АА(0)=0 (5.3)

и разложения в обычный интеграл Фурье, притом при минимальном 
требовании на коэффициенты р (х) и г (х) — суммируемости в каждом 
конечном интервале. Для этого мы в настоящем параграфе получим 
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некоторые предварительные оценки для отрезков разложений по соб
ственным функциям.

В параграфе 2 нами получены тождества (см. (2.30) и (2.31): 
х+«

?i (х, '•) ՛?•- ('■) = | {АГ,(х, s) ?х (з, X) + Л(х, s) çs (s, X)} ds, (5.4)

?։ (*>  '■) '?« G) = f {Mt (x, s) ?! (s, X) + N, (x, s) ?2 (s, X)} ds, (5.5)

. . . /®j (x, X) \
где вектор-функция ? (x, л) = ( ), как и прежде, означает ре-

\?2 (х, I)/
шение системы (5.1)+ (5.2), удовлетворяющее начальным условиям

Ф1(0,Х) = 1, ?2(0,Х) = А, (5.3')

а функции Kt(x,s), Li(x, s), Ms(x, s) и 7V։ (x, s) определяются по фор
мулам (2.26), (2.27), (2.28) и (2.29), соответственно.

Пусть /(х) произвольная вектор-функция класса

£= (0, oo).
Обозначим через F (>-) обобщенное преобразование Фурье век- 

тор-функции f (х), т. е. положим

(5.6)

о
Из тождеств (5.4) и (5.5) следует, что функции ?х (х, X) Ф, (X) и 

?։ (х, X) Фг (X) при каждом фиксированном х являются обобщенными 
преобразованиями Фурье соответственно вектор-функций, равных

и
М (x t, з) \ - ।

( ) / ПРИ х — ~^s 4՝՝х ' s и Равных НУЛЮ вне

этого интервала. Поэтому, в силу обобщенного равенства Парсеваля 
(3.8), из тождеств (5.4)—(5.5) и равенства (5.6) соответственно следует

{Æk (x, s) А (з) + L։(x, s) A (s)} ds, (5.7 )

Введем в рассмотрение функции
( . / . .

51(х,Х)= F(X)?1(x,X) Jpf/.), (5.9)

' ! ' • (Г •
: ( .֊ (' ( L

5։ (X, Х)= F (X) ?а (x, X) (X). (5.10)
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Тогда равенства (5.7) и (5.8) примут вид 
=° х+«
у ь, (А) А 5! (*,/•)=  \ (ЛГ.(х,5)/]1(5)+£։(х,5)/2(5)}։/5։ (5.11) 

— «• А'—в
в® Х + б

(՝/.) А 52 (5, а) = у {М,(х, 5) А (5) 4֊ М (х, 5) А (а)} Л. (5.12) 

— со х—£
Выпишем формулы, аналогичные формулам (5.11) и (5.12), для за

дачи (5.1) 4- (5.2) + (5.3) при р(х) = г(х)=0 и А = 0. С этой целью 
найдем новые представления для функций 31(х, а) и 5’2 (х, л). Подстав
ляя значение функций /’(а) из (5.6) в выражения (5.9) и (5.10), а за
тем меняя порядок интегрирования, получим

нв А

«$! (х, >)= I {А(з) I ?! (х, А) ?! (з, А) (1р (а) + 

и и 
х

4- /2 (з)?! (х, А) ?2 (х, а) с/р (а)} Л, (5.13)

о
ОО А

52 (X, Х)= 1՝ (А (з) (’ Ъ (х, '֊) ?1 (з> '•) ('•) + 

о о
X

+ А («) I ?2 (х>Х) ?2 («» ') ('•)} (5-И)

о
Тогда, в силу определения спектральнойрлатрицы 5 (х,$; 7.) = (х, з; а)|1,
։, к = 1, 2 (см. равенства (3.9)), равенства (5.13) и 65.4) приобретают 
вид

•Si (х, >•) = j (А (з) 9ц (х, s; а) + А (s) б12 (*,  s; a)} ds, (5.15) 

о

S2 (х, л)= i {A (s) 621 (х, s; а)+А (з) 022 (х, з; >֊)} ds. (5.16)

о
Положим

ео

S1 (х, а) = у {А (з) 0n (х, s; а) + A (s) 0i2(x, s; >•)} ds, (5.17) 

8
ПС

52* (X, A)= у {A (s) (X, s; A) + A (s) & (x, s; a)} ds. (5.18)

0
Далее, если учесть, что при р (х) = г (х) = 0 и к =0 (см. вывод тож
деств (4.26) — (4.29)), в силу равенств (4.19) — (4.21) К, (x, s) = 
= (x, s) = g. (x — s), a L, (x, s) = Mt (x, s) = 0, то в рассматривае
мом случае равенства (5.11) и (5.12) соответственно примут вид:
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I '4 G) d>. S\ (х, /.) = J (s) gt(x — s) ds, (5.19)

— 'Л £— £
'« X-j-£
J ՛?։('•) rfx S2 (x,/.) = J /2(s)g։(x— s) ds. (5.20)

Теперь, вычитая из равенств (5.11) и (5.12) соответственно ра
венства (5.19) и (5.20), окончательно получим 

•» ж-т«
j Ф» G) d, {Sj (x, i.)'— S1 (x, /.)] = i {[Л՜, (x, s) — g. (x - s)] f, (s) 4- 

- ГО -V—t
+ Л(х, s)/2 (s)} ds, (5.21)

<4G) Ä {S2 (x, (x, /.)} = • \Mt (x, s) Д (s) 4-

+ [M(x, s) — £։ (x — s)] /2 (s)} ds. (5.22)

Лемма 5.1. Если коэффициенты p (x) и г (x) системы (5.1)4՜ 
4֊ (5.2) суммируемы в каждом конечном интервале, то при любом 
фиксированном х и при а —- со справедливы оценки 

о+1 о+1
V{5((x,/.)}= j |Ti(x,Z)HFG֊)l</pW = o(l) (։=1, 2). (5.23)

а и

Оценки (5.23) имеют место равномерно в каждом конечном ин
тервале.

Доказательство. Е силу определения функций (х, /•), т. е. 
равенств (5.9) и (5.10), мы имеем 

о+1 я+1
V <5i <х> w=j <х> K)i •,,F w՝ ^’=1>2)- 

а а

Поэтому согласно неравенству Коши-Буняковского, из последнего ра
венства следует 
а+1 о+1 о+1 ։
У<5'«л»=( I !?'(*>GOy'd^G);2^ ('•))’" 0=1,2). (5.24) 

а а а

Теперь, с одной стороны, согласно лемме 3.1 
о+1 а+1
J |<₽,(x,/.)|2t/p(k)=y{0i/(x,x;k}<C (1=1,2). (5.25)

а а
С другой стороны, так как (см. равенство (3.7))

ГО
fr2 o֊)d? (/.;<+со,
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то при а — ос 
а+1

= (5.26)

(I
Поэтому оценки (5.23) следуют из неравенств (5.24), в силу оценок 
(5.25) и (5.26). Лемма доказана.

Из определения функций 5\(х, А) и 5-2 (х, '/•), т. е. равенств (5.17) 
и (5.18) и из явного вида функций 6//, (х, з; /•) (см. формулы С4.22) — 
— (4.25) непосредственно следует

Лемма 5.2. Равномерно на всей полупрямой (0, ос) при а —► оэ 
справедливы оценки 

я + 1
У{5;(х,).)} = о(1) (/==1,2). (5.27)

а

§ 6. Доказательство теоремы равносходимости

Опираясь на формулы (5.21) и (5.22) и на тауберову теорему 
В. А. Марченко [5], в настоящем параграфе мы дадим полное доказа
тельство теоремы о равносходимости разложений по собственным функ
циям задачи (5.1)-|-(5.2)-|-(5.3) и в обычный интеграл Фурье по коси
нусам и синусам для произвольных вектор-функций с интегрируемым 
квадратом на полупрямой (0, оо).

Обозначим через х произвольную точку полупрямой (0, ос).

Займемся сначала преобразованием правых частей формул (5.21) 
и (5.22). Функции (х, з), 1.1 (х, з), М (х, з) и (х, з), входящие в 
правые части формул (5.21) и (5.22), определяются по формулам (2.26), 
(2.27), ("2.28) и (2.29) соответственно. Поэтому, подставляя их выра
жения в (5.21) и (5.22), получим

(Ч (л) ад (х, >.) - 5’1 (х, /.)} = 

— ОС
-Г +■

= ( [^(х, з-х)т/(х,х-з)-1]^(х-з)/1(з)Лт

-г+в *

-Г—г |л՜ — е| 
. ՛ ’р՜*

+ / 1 [£(х,з — х) — 2(х,х — з)] а, (х —з) /2(з)Л +

■г֊г с . .•
-Г 4-8 8

+ У । } [/.(х, I, з)֊г£(х, /, з)]£։(0с/Д /2(з) Л, (6.1)

-г—|х-л|
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[՛?.(>•) Л {5։(х,/.)-У2(х,Х)} = 

-- •» 
Х+В

= —‘ \ {к (х, 5—х) — I (х, X — з)] а֊.(х—з) Д (з) с1з +

ХтВ -В

-Г֊2՜ I ՛ ^М(х՛*’ (х> *՝ °'՛^ ^5 +

х-։ |х—у|

[Л (х, 3 — х) + I (х, X---

4՜ ~ | | [М (х, I, з) + .У (х, #, з)1 §, (/; Л |/3 (з) <1з. (6.2)

х'-з (х-։|

Меняя порядок интегрирования в двукратных .интегралах правых ча
стей ^6.1) с (6.2), мы находим

֊ | /1(3) { | [^(х,#,з) + ^х,#,з)]г։(0Л}Л’=
д-_а

£ Х+1
= уУ) ] К (х> з)]/1 (з) Лр5(0 л,

О х-1

(6.3)

о X-

233-4

| [£(х, з)+ Ь(х, I, з)] Яе (?) Л|с?з-=

IX-5|

X, ։, а)]/2(з) с/з 1^(0 Л,

х, /, з)+ М (х, /, з)] ({) <7/ > с/з =

= 4՜ Н I (х> 5) + (х> А-з)1 /г(з) (<) л,
0 X—I

[7У (х, з) + /^(х, 5 )] л

= ֊|у{ [^(*,^. 5)+^(х։ е,^(з)л|я.(*)^  

0 х-^

(6.4)

(6.5)

(6.6)
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Далее положим
\ ֊r+t —

“1 (*Л)  = j | у j 1К(Х, Л s) + (*>  *>  5 И /1 ‘fcj cos } tdt =

О X—t
s

= j*  Лх (x, t) cos '1 tdt, (6.7)

6

[L(x, t,.s)+L(x, t, s)]/2 (s) ds • cos ՝!.tdt =

h2 (x, t) cos 'i֊tdt, (6.8)

«3 (x, M = [Af(x, t, s)+M (x, t, s)I/i(s) ds oos i-tdt =

J h3 (x, t) cos Hdt,
(6.9)

a4 (x> '*•)  = j' I [N(x, f, s)+./V(x, f, s/j/2 (s) c/s| cas'itdt = 

о x—t
£

= J A4 (x, t) cos 'i-tdt. (6.10)

u
С другой стороны, в силу (2.20) мы имеем

Е

֊1֊ ф.(>•) = j gift) cos Itdt. (6.11)

ü
Поэтому, применяя равенство Парсеваля для обычных интегралов 
Фурье к каждому из равенств (6.7)—(6.10) и равенству (6.11), соот
ветственно получим

ОО S
i ф,(Х) а։(х, л) сГл= i hi(x, t) g։(f) dt (7=1, 2, 3,4). (6.12)
J J

—» и
И, наконец, полагая

£
ßi (*»  z) = J [£ (*» —f) + I (x, t)— I] /j (x—t) cos I tdt =

—E

E

= >, /л (x, f) cos.f'tdt, (6.13)
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Р։(х»') = ։[£(х,—#)— I (х, *)]  /2 (х— 1)соз'Ч<11==

--Е
Е

— | 7л (х, *)  соб (6.14)
—£ 

С

?з (х> '7 = — ‘ \ [£ (х,— Г) — I (х, £)] Д (х — <) СОБ >-#Л =

—Е 
Е

■— I 7.з (х> *)  соб>ЛЙ, (6.15)
— Е 

£

г*4  (х> '■) = •. [А (х> —֊) 4- (х> 0 — 1] Л (х — О СОБ = 

— Е Е
= ( /л (х, /) СОБ >^Л, (6.16;

и применяя опять равенство Парсеваля к каждому из равенств (6.13)— 
— (6.16) и равенству (6.11), соответственно, получим

֊ ]Ч(')Мх, л) сГ1.= у л(х, 0^(0Л (/-1,2, 3,4). (6.17) 

— ею —с
Теперь, учитывая равенства (6.3)—(6.10) и (6.12)—(6.17), форму

лы (6.1) и (6.2) можно, соответственно, записать в виде

У М') <*■  (х, л) =0, (6.18)

— •»

ф։ (л) 0?;, /?2 (х,).) = о, (6.19)
— ЭС

тде
>. >.

R, (х, /.) =-. 5, (х, л) - Л*  (х, ■/.)-—(’₽> (х, V) - А (*  Й1 (х> 7)

71 л 211 Л
о о

----- ֊У(х, & — ^֊У«։ (*, *) (6.20) 

о о
X X

(х, >) —-М а4 (х, ч) с(у. (6.21)
3 2* и
и о
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Докажем несколько лемм.
Лемма 6.1. При. каждом фиксированном х и при а —> оо спра

ведливы оценки 
о + 1

У{Л/(*,>•)}  = о(1) 0 = 1,2)- (6.22)

О
Оценки (6.22) имеют место равномерно в каждом конечном интер
вале.

Доказательство. Так как вариация суммы функций не пре
восходит суммы вариаций слагаемых, то для доказательства леммы до
статочно показать, что оценка (6.22) имеет место для каждого из ше
сти слагаемых правых частей равенств (6.20) и (6.21). Для функций 
5/(х,).) и 5/(х, >.) (г = 1,2) оценка (6.22) совпадает с оценками (5.23) 
и (5.27). Далее, в силу леммы Римана-Лебега

Иш р/(х, ).) =0 (/=1,2, 3,4).

Поэтому
«+1 А л+1
V{р' к = у(*> =° (/=2> з>4)- 

а 0 л

А так как функции А/ (х, 0 (см. равенства (6.7)—(6.10)) даже диффе
ренцируемы по I, то оценка (6.22) для функций я/ (х,).), г = 1, 2, 3, 4, 
также следует из леммы Римана-Лебега. Лемма доказана.

/у (х)\
Лемма 6.2. Пусть /(х) = ( 1 ) — произвольная вектор-

\/2 (*)/

функция класса I? (0, со). Тогда для каждого интервала 
существует постоянная С = С (П) такая, что при / —» О справед 
ливы оценки

\hikx, /)՛! < СГ'= (/= 1, 2, з, 4). <6.23

Доказательство. Докажем оценку (6.23) для функции Ах (х, /) 
Для остальных функций А,- (х, 0 (/ = 2, 3, 4), доказательство анало 
гично. По определению (см. равенство (6.7))

Х+1
Мх, *)  = -|-( {К(х,1,ь)+К(х,1:,5)}{г(5)<1в. <6.24

X—/

Так как в равенстве (6.7) интеграл по / берется в пределах от 0 до г 
а по условию е֊^х (см. сноску на стр. 13), то / <х։ т. е. х— 
Поэтому из равенства (6.24) и неравенства Коши-Буняковского еле 
дует, что

-г+։ / •»

|Аг (х, ок с у 1А(з)| у /? ($) л I -О'» = с, е-\
X—1 \о /

где
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С= max |^(*>  t, s) + К(х, t, s)|. 
x — t s X + t

Лемма доказана.
Лемма 6.3. Пусть выполняется условие леммы 6.2. Тогда при 

любом фиксированном х справедливы равенства

lim j s/(x, v) tfr = О (։ = 1, 2, 3, 4). (6.25)

(I

Равенства (6.24) имеют место равномерно в каждом конечном ин
тервале.

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 6.2 до
кажем равенство (6.25) только для функции (х, е). Из определения 
Й1 (•*>  v)> т- е- равенства (6.7), следует

7 X £ г
j ах (х, v) ch = j | Ax (x, t) cos c?v= i h, (x, t) Sin^ rff 

и I) и о
Далее, так как из (6.24) следует, что h (х, 0) = 0, то, в силу оценки 
(6.23), А(х, t) — /г (х, 0) =0 (Г), *>0.  Поэтому оценка (6.25) следует 
из равенства (4.59). Лемма доказана.

Лемма 6.4. Если коэффициенты р (х) и г (х) суммируемы в 
каждом конечном интервале, то при любом фиксированном х спра
ведливы равенства 

х
lim ₽/(х, v) Л =0 (։=1, 2, 3, 4). (6.26)

О

Равенства (6.26) имеют место равномерно в каждом конечном ин
тервале.

Доказательство. Докажем лемму опять только для рх (х, v). 
Из равенства (6.13) следует, что 

х в

v)^= j [k(x,—t) + l(x,t) — l}f1(x — t) 5֊~ dt. (6.27)

(J —В

С другой стороны, из определения функций k (х, t) и / (х, t), т. е. 
равенств (1.11) и (1.12), мы имеем

к (х,— t) + I (х, t) — 1 = — 2 sin2 | — ( [p (") + r (t)] dt I •
I 4 J J

X—t
Поэтому из (6.27) мы получим

X г X
i (х, v) de = — 2 i sin2 I-у- ; (р(т) + г (т)]^ k (х — t)S-^-^-dt,
J J ( 4 J ) t
О —в X—t

откуда и следует равенство (6.26) для функции рх(х,v) на основании 
леммы Римана-Лебега. Лемма доказана.



192 И. С. Саргсян

Теорема 6.1 (о равносходимости). Пусть / (х) — ( * ' —
\/г(*)/  

произвольная вектор-функция с интегрируемым квадратом на по
лупрямой (0, оо), т. е. пусть 

лэ
У |/1 (*)  + А Iх) } <1х< + <х>. 

и
Если коэффициенты р (х) и г {х) системы (5.1) 4՜ (5.2) суммируемы 
в каждом конечном интервале, то равномерно в каждом конечном 
интервале имеют место равенства

Пт {[5, (х, >.) - 5! (х,- )•)] - [51 (х,).) - 51 (х,-).)]} = 0, (6.28)
Л —► х

Пт {[53 (х, л) - 5. (х,- Х)1 ֊[52 (х, л) - 52 (х).)]} =0, (6.29)

т. е. разность между разложением произвольной вектор-функции 
/(х) = М1 £2(0, оо) в обобщенный интеграл Фурье по соб- 

(х)/
ственным вектор-функциям одномерной системы Дирака и разло
жением в обычный интеграл Фурье по косинусам и синусам стре
мится к нулю равномерно в каждом конечном интервале.

Доказательство. В силу оценок (6.22) и равенств (6.18), 
(6.19) применима тауберова теорема В. А. Марченко [5], на основании 
которой при любом фиксированном х

Пт (/г, (х, >.) - е1 (х>)} =0 а = 1.2),

т. е. согласно равенствам (6.20) и (6.21)

Пт {[5, (х, ).) - 5Х (х,->.)] - [51 (х, )) - £ (х,-}.)]} = 
А -г ос 

А
= — Пт Г {Р։ (х, V) 4- (х, 4՜ -7 [<*1  (*,  *)  4֊ а. (х, '>)]} сЬ, (6.30)

ТС * - ~ ) 2

Ит {[5. (х, ).) - 52 (х,- ).)] - [52 (х, К) - 5? (х,- >.)]} = 
X-*-  во 

).

= — Нт С {Ра (х, V) 4֊р4(х, V) 4- -^-[аа (х, V) 4-а4 (х, ^)]| (6.31)

Тогда (6.28) и (6.29) следуют из равенств (6.30) и (6.31) в силу лемм 
6.3 и 6.4. Теорема доказана.

Теорема 6.1 дает окончательное решение вопроса о сходимости 
разложения по собственным зектор-функциям одномерной системы Ди
рака для вектор-функции с интегрируемым квадратом на полупрямой 
(0, со), В частности, из теоремы 6.1 следует

Теорема 6.2 (о сходимости). Если коэффициенты р (х) и 
г (х) суммируемы в каждом конечном интервале, а вектор-функция
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f ~ I. Г՛ ( ) <՜ (О’ тп в каждой точке хГ}, где выполняются
J3 Iх) '

/f (х}\ локальные условия разложимости вектор-функции f (х)= ') е
\f-> (х)/

обычный интеграл Фурье, имеют место равенства

lim {Sj (х0, л) — 5Х (х0).)} =/j (х0),

lim {S2 (х0> Л) — S, (х0,—).)} = (х0),

т. е. разложение вектор-функции fix) в обобщенный интеграл 
Фурье по собственным вектор-функциям одномерной системы Ди- 

оака в точке х0 стремится к значению /(х0)=(՜'1' °'1 •
Vs (х0)/

Математический институт
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Ւ. U. ՍԱՐԳՍՅԱՆ

ԴԻՐԱԿԻ ՄԻԱՋԱՓ ՍԻՍՏԵՄԻ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ 
ՎԱՐՔԻ ԵՎ ԸՍՏ ՍԵՓԱԿԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Ուսումնասիրվում է Դիրակի ստացիոնար միաչափ սիստեմի՝

+ р(Х)У1 “» Կհ.
dx

֊ -J1- + '-(х)։/о = >֊1/2, 
dx

УАО) ֊ A^(0) = О,

(1)

(2)

(3)

այսպես կոչված սպեկտրալ ֆունկցիա լի ասիմպտոտիկ վարքըյ որը տրվում է 
Հ0,19յ բանաձևով (տես հիմնական տեքստի ն՛երածությունը)։ Այնուհետև ապա֊ 
ցուցվում է թեորեմ' ըստ (1) — (3) խնդրի սեփական ֆունկցիաների վերլու֊ 
ծ ութ լան և ըստ Ֆուրյեի սովորական ինտեգրալների վերլուծության մի աժ ա֊ 
մանակյա զուգամիտության մասին։

Ա. .Տ. SARGSIAN

ON THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR AND EIGENFUNCTION 
DEVELOPMENT OF THE SPECTRAL FUNCTION FOR 

THE ONE MMENTIONAL DIRAC SYSTEM

Summary

For the one dimensLonal Dirac system
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~ + p (x) y-L = 'y» (1)
ax

— C~i+r (x) yz = iy2, (2)
ax

*7» (0) ■—/h/։ (0) = 0 (3)

the asymptotic behaviour given in (0.19) of the so called spectral fun
ction is studied. A theorem concerning the simultaneous convergence 
of the corresponding to (1) — (3) problem eigenfunction development and 
of the usual Fourier integral development is proved-
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ОБ ЭРГОДИЧНОСТИ НЕПРЕРЫВНЫХ АВТОМОРФИЗМОВ 
И О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СТРУНЫ. II

В первой части этой работы [1] были получены некоторые усло
вия эргодичности непрерывных автоморфизмов замкнутых кривых.

В настоящей работе исследуется вопрос о единственности реше
ния задачи Дирихле для уравнения струны в классе измеримых функ
ций путем применения полученных в [1] результатов к специальным 
автоморфизмам замкнутых кривых, тесно связанным с этой задачей.

Описывается также структура множества так называемых обоб
щенных собственных значений указанной задачи.

2.1. В допустимой области D с границей Г рассмотрим следую
щую задачу Дирихле:

(i+m-֊(i-j-)֊=o, а)
Ох2 Оу2

u/r = °(s), (2)
где /• — действительный параметр с модулем меньшим единицы. Об
ласть D называется ^-допустимой, если характеристики уравнения (1) 
пересекают ее границу не более, чем в двух точках, и называется 
допустимой, если она '/.-допустима при любом '/. £ (—1, 1).

Задача (1), (2) для допустимой области D подробно исследована 
в работах Р. А. Александрина, которому в частности принадлежат 
различные определения обобщенного решения этой задачи и доказа
тельство их эквивалентности в классе суммируемых функций [2, 3]. В 
связи с этим, представляется естественным следующее более широкое 
понятие обобщенного решения этой задачи в классе измеримых функ
ций.

Пусть у — н*  — const (соответственно у 4՜ llx = const) — первое 
(соответственно второе) семейство характеристик уравнения (1), где 

положено । ------- =|1-
у 1+>-

Пусть а ($) — измеримая функция на Г. Измеримая функция 
U (х> у) называется обобщенным решением задачи (1), (2), если она на 
границе Г почти везде равна a (s) и представима в виде суммы двух 
измеримых функций

U (*,  y)=f (*.  У) + § (х> у)> 
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где / (х, у) постоянна почти на всех характеристиках первого семей
ства, а § (х, у) постоянна почти на всех характеристиках второго се
мейства.

Пусть (соответственно 3>. )—автоморфизм, который каждой 
точке Г сопоставляет точку пересечения проходящей через нее ха
рактеристики первого (соответственно второго) семейства с грани
цей Г. Точка 8 £ Г называется периодической точкой автоморфизма 
5;. = 5;.՜ • 3; границы Г, если существует такое целое число г, чтс 

9 = б. Р. А. Александрином доказано [2], что если автоморфизм 5. 
имеет хотя бы одну периодическую точку, которая порождает нетри
виальный /-цикл, то однородная задача (1), (2) в классе кусочно-не 
прерывных функций имеет нетривиальное решение и,.(х,у), которое 
называется обобщенной собственной функцией этой задачи, соответ 
ствующей обобщенному собственному значению >•. Им было доказанс 
также, что если граница I’ гладкая и не имеет периодических то 
чек, то решение задачи (1), (2) единственно в классе кусочно-непре 
рывных функций [4].

В работе [5] при аналогичных условиях доказана единственность 
решения задачи (1), (2) в первом классе Бэра для невыпуклых и много 
связных областей.

Отметим также, что для прямоугольной области £) с иррацио 
нальным отношением сторон единственность решения задачи (1), (2 
при /. = О в классе функций, которые непрерывно дифференцируемы 
и имеют в 2) суммируемые по Лебегу вторые производные, была до
казана в 1939 году в работе [6].

2.2. Еще в пятидесятых годах Р. А. Александрином была выска 
зана гипотеза о том, что если автоморфизм 5  не имеет периодичес
ких точек, а граница области имеет непрерывную кривизну, то обоб 
щенное решение задачи (1), (2) единственно в классе измеримы: 
функций.

*

В настоящей работе доказывается справедливость этой гипотезь 
для почти всех упомянутых автоморфизмов 5;.. С другой стороны 
приведенный в работе пример показывает, что для справедливости ги 
потезы требование некоторой гладкости границы, вообще говоря, не 
обходимо.

Заметим, что 6>. является сохраняющим ориентацию автоморфиз 
мом. Кроме того, очевидно, что гладкость автоморфизмов Зг, 3՜, ;
следовательно и 3,., зависит от гладкости границы Г.

Имеет место следующее утверждение, которое фактически содер 
жится в работе [3].

Лемма 1. Пусть граница Г '/.-допустимой области И гладкая 
Тогда для единственности решения задачи 11), (2) в классе изме
римых функций необходимо и достаточно, чтобы любое измеримо: 
множество Ес Г, инвариантное относительно обоих автоморфиз
мов 3-,. и -5^՜, имело либо меру нуль, либо полную меру.
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Дока зателъство. Достаточность. Допустим обратное. Пусть 
любое измеримое множество, которое инвариантно относительно обоих 
автоморфизмов .5 и 3, , имеет либо меру нуль, либо полную меру, 
а однородная задяча (1), (2) имеет нетривиальное решение £/(х, у)= 
- ! (х. у) т 8 (х, у) В классе измеримых функций. Обозначим че
рез /*  (։) и а*  (з) функции на Г, которые совпадают соответ
ственно с граничными значениями функций / (х, у) и 8 (*>  У*-  Из 
сделанного предположения вытекает, что /*  (з) и 8*  (з) отличны от 
постоянной, следовательно существуют два таких множества Ег и Ей 
положительной меры, что значения /♦ (в) на множестве Ег отличны от 
ее значений на множестве Е., в том смысле, что

/*(^)П/*(/ г2)=0. (3)
С другой стороны, легко видеть, что /*  (з) (соответственно ($)) ин- 
ваоиантна относительно автоморфизмов Зх՜и 357, т. е. для почти всех 
е<г
/*(б)  = /*  (3”б) = /♦ (5>ЯЗГ б) (п=------- 2,—1, 0, 1, 2,-• •). (4)

В самом деле, пусть Д։ — множество тех характеристик первого 
семейства, на которых функция / (х, у) не постоянна, и — множество 
точек пересечения этих характеристик с границей Г, Аналогичным об
разом, заменяя первое семейство характеристик вторым и / (х, у) через 
8 (х> У)> определяем множество Пусть о = ^ -|- о2 ֊5֊ о3, где З3 — мно
жество всех граничных точек, в которых I/ (х, у) не равно нулю. Из 
определения обобщенного решения и из гладкости границы вытекает, 
что т'> = 0 и, поскольку автоморфизм Зх, в силу гладкости границы Г, 

обладает свойством /V, то мера множества 5 = II Зх (о 35*՜  о) так- 
Л — — ОС

же равна нулю. Легко убедиться, что о — инвариантно относительно 

37и 357, следовательно его дополнение С 3 также инвариантно отно
сительно Зх и 357, имеет полную меру и на этом множестве £/(х, ։/)=0, 

т. е. 8*  (з) = —/*  (з). Пусть б £ С 2 и /*  (б) — (Зх՜ б) = а, тогда

Г (6) =8*  (*$> + 9) = 8*  (557 6) = (357 Зх+ б) = - а,

еледовательно
Г (35՜ б ) = р (557 557 б)= /*  (357357 б) = /*  (5+х Зх" 5х+ б) = а.

Здесь мы воспользовались тем, что / (х, у) и # (х, у) постоянны на 
характеристиках соответственно первого и второго семейства, прохо

дящих через точки множества СЗ. Продолжая таким образом и учи
тывая, что (5? )*  и (Зх՜)2 являются тождественными отображениями, 
получаем равенство (4). Из (3) и (4) легко заключить, что множества 

4՜ .
£< = и Зх (Е/ ■+֊ Зх Е(), (։ = 1, 2), которые инвариантны относи
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тельно 5*  и 5,., имеют положительную меру и удовлетворяют ус
ловию т (£, П Е^ = 0. Таким образом, вопреки предположению, на
шлись два множества положительной, но не полной меры, которые ин
вариантны относительно обоих автоморфизмов и . Полученное 
противоречие показывает, что однородная задача (1), (2) имеет только 
нулевое решение в классе измеримых функций.

Необходимость. Допустим обратное. Пусть в классе измеримых 
функций однородная задача (1), (2) имеет только травиальное реше
ние, и существует такое множество Е с: I положительной меры и от
личное от полной меры, которое инвариантно относительно обоих ав
томорфизмов и 3~. Полагая функцию /*  (з) равной единице на Е 
и нулю на С£, а (з) = — /*  (з) и продолжая эти функции во внутрь 
области И, полагая их постоянными на соответствующих характери
стиках, мы получим, как легко убедиться, нетривиальное решение од
нородной задачи (1), (2), что противоречит предположению, и лемма 
доказана.

Следствие. Для единственности решения задачи (1), (2) в клас
се измеримых функций достаточно, чтобы автоморфизм 5;. был эрго
дическим.

Действительно, любое инвариантное относительно 3, и ЗГ изме
римое множество Е, очевидно, является также и инвариантным отно
сительно 3,., и из эргодичности 3,. вытекает, что Е имеет либо меру 
нуль, либо полную меру.

2.3. Теперь уже, опираясь на установленное в [1] достаточное ус
ловие эргодичности (теорема 2), критерий единственности (лемма 1), 
а также на тот факт, что из гладкости границы Г следует соответ
ствующая гладкость функции g■l(s) (см. [1]), отвечающей автомор
физму 3,., легко убеждаемся в справедливости следующей теоремы 
единственности.

Теорема 1. Пусть кривизна границы Г /֊-допустимой области 
Е) удовлетворяет условию Липшица по отношению к длине дуги, а 
число вращения Ь. автоморфизма 3,. иррационально и удовлетво
ряет условию (2) работы [7]. Тогда решение задачи (1), (2} для 
области И единственно в классе измеримых функций.

2.4. Пусть ях(з)—функция, порожденная автоморфизмом 3,, кото 
рая, как уже было отмечено в [1], является непрерывной и строго воз
растающей функцией з.

Лемма 2. Для допустимой области О с гладкой границей Г 
(з) является равномерно относительно в непрерывной и строго 

возрастающей функцией параметра —1, 1).
Доказательство. Покажем сначала, что для любого 

(—1,1) и для любого -^>0 можно указать о ('0, е)^>0 такое, что 
для всех Г неравенство р.—< о влечет

Р(^9, # 9)<з,
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где под р (б1։ понимается длина меньшей из двух дуг, образованных 
точками 8։,

В самом деле, в прямоугольной системе координат х, у ось у-оз 
направим параллельно характеристикам первого семейства при значе
нии параметра Очевидно, границу Г допустимой области О можно 
разбить на конечное число дуг, каждая из которых является графиком 
некоторой непрерывной и монотонной функции в этой системе коор
динат.

Пусть (р, у)—одна из этих дуг, а у = / (х), х£ [а, 6] — уравне
ние этой дуги (рис. 1). В силу равномерной непрерывности /(х) на

Рис. 1.

можно выбрать так, чтобы равно-[а, 6], по заданному
мерно по [а, 6] из |Дх|<Гй1 вытекало неравенство 

|/ (х +Дх) — / (х)| <-^ ■

Пусть 6 — произвольная точка на дуге (?■ р') такая, что ее абс
цисса х и х принадлежат отрезку [а, 6]. Проведем через точки 
А (х, 0) и В (х 4- 0) прямые, параллельные оси у, до их пересечения
с прямой у = ух (см. рис. 1).

Обозначим через /.*  то значение параметра, при котором харак
теристики первого семейства параллельны отрезку [Д, 5г].

Полагая для всех (9, р") будем иметь
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если только |Х — л©! < о*  = |Х*  — 1^1, после чего, принимая во внимание 
независимость X*  от выбора точки 9 на участке (?, р ), легко заклю
чаем, что 5x^9 непрерывно по X равномерно относительно всех 9£1 .

То же самое верно относительно автоморфизма 5х и, поскольку 
5х есть их суперпозиция, то легко убедиться, что 5х тоже непрерыв
но зависит от X, равномерно относительно точек 9£1 . Это в свою оче
редь означает, что (з)— непрерывная функция параметра X, причем 
непрерывность равномерна относительно з.

Теперь предположим, что >1>Х2, тогда легко видеть, что при 
любом 9£Г длина дуги (9, 5/.,9) больше длины дуги (9, 5:։9), следова
тельно, при любом з^ (з) > (з), т. е. £,($) — строго возрастающая
функция параметра X, и лемма доказана.

Лемма 3. Для допустимой области О с гладкой границей чис
ла вращения Ех автоморфизмов 5х образуют непрерывную и моно
тонную функцию от параметра Х£ (—1, 1), область значений кото
рой совпадает с интервалом (0,1).

Доказательство. Пусть функция (з) определяется рекур- 
рентно по формуле

(5) = (g(я-1> ($)), Л > 2,

где положено #хП (э) = g>. (з).
Из того, что g/. (з) — строго возрастающая функция от з и от Х„ 

следует, что если ^^>'’■2, то для любого з и для любого п^>0
81"’ («) > вЙ’ («)• (5)

С другой стороны, по определению число вращения в тералинах функ
ций (з) равно пределу

Ь- Нт ~ 5 . 
л - ~ П-1

где I—длина границы Г, поэтому из неравенства (5) немедленно заклю
чаем, что Ех^Ех,, т. е. Ех— неубывающая функция от X.

Как показал В. И. Арнольд [7], Ех непрерывно зависит от 5х в 
том смысле, что из близости функций g/., (з) и £х (з), равномерной по 
з, следует близость чисел Ех, и Ех. Сопоставляя это с леммой 2, за
ключаем, что Ех—непрерывная функция от X.

С другой стороны, легко видеть, что когда X изнутри интервала 
(—1,1) стремится к —1 (соответственно к 1), числа вращения Ех авто
морфизмов стремятся к нулю (соответственно к единице). Отсю
да и из непрерывности Ех от X следует, что числа вращения Ех авто
морфизмов 5х заполняют весь интервал (0, 1), и лемма доказана.

Из теоремы 1, учитывая замечание, сделанное в конце работы [1], 
следует, что для допустимой области £> с гладкой границей решение 
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задачи (1)1 (2) единственно в классе измеримых функций, для почти 
всех Ь из интервала (0,1).

2.5. Пусть М множество всех обобщенных собственных значе
ний /֊, так что для всех !-(^СМ решение задачи (1), (2) единственно 
в классе кусочно-непрерывных функций. Как уже было сказано, 
Р. А. Александрином доказано, что л принадлежит множеству' М тог
да и только тогда, когда соответствующий автоморфизм имеет пе
риодическую точку которая порождает нетривиальный л-цикл.. 
Отсюда и из определения числа вращения легко следует, что число 
вращения автоморфизма рационально для всех ?.£Л1. Таким обра
зом, данное л может принадлежать дополнению множества М либо за 
счет того, что число вращения автоморфизма 5;. иррационально, либо 
за счет того, что хотя это число рационально, однако циклы, порож
денные всеми периодическими точками автоморфизма Зх, оказываются 
тривиальными.

Теорема 2. Пусть кривизна Г допустимой области И, как 
функция длины дуги, удовлетворяет условию Липшица. Тогда мно
жество М расположено всюду плотное интервале (—1,1) и состоит 
из счетного числа компонент, каждая из которых либо точ
ка, либо интервал*,  а множество СМ имеет положительную меру, 
и для почти всех /. из этого множества решение задачи (1), (2) 
единственно в классе измеримых функций.

* Интервал может быть открытым, полуоткрытым и замкнутым.

Доказательство. Пусть М,—множество всех ? £ (—1, 1), для 
которых автоморфизмы 3\ имеют рациональное число вращения. Пока
жем, что Мг состоит из счетного числа связных компонент, каждая 
из которых является либо отрезком, либо точкой. Пусть ; — рацио
нальное число из (0,1). Тогда, согласно лемме 3, существует хотя бы 
одно значение ՛/. такое, что ? служит числом вращения для автомор
физма 3,.. Обозначим через А: множество всех '/֊, для которых авто
морфизмы имеют одно и то же число вращения, равное ?. Пока
жем, что каждое из этих множеств состоит либо из одной точки, ли
бо образует отрезок.

Пусть /0£Л։, т. е. число вращения автоморфизма £>, равно ра

циональному числу ։ = —. Как показал Пуанкаре, в этом случае 
п

отображение 3" имеет неподвижную точку: 3"6 = &, которая совер
шает ровно т оборотов при этом отображении. Другими словами, в 
этом случае периодические точки автоморфизма образуют непус
тое множество А (л0, Г) на Г.

Пусть А (>0, Г) совпадает с Г, т. е. все точки Г являются пе
риодическими для автоморфизма Зхг. Покажем, что в этом случае А: 
состоит из одной точки 1$. В самом деле, из определения числа вра
щения следует, что в этом случае каждая точка &£Г при отображе-- 
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нии 5," совершает ровно т оборотов на 1 . В терминах функции (з) 
это означает, что при любом з

Я>,Л) (з) — з = т-1.

Поскольку g•,. (з) — строго возрастающая функция от з и от то при 
А Э: ՝1֊о И при любом 5

(я1Л) (з)— з) =֊< т-1,

это означает, что ни одна точка б £ I не может совершать ровно т 
оборотов на 1’ при отображении 3\, т. е. число вращения автомор
физма для а =И= >-0 отлично от ;.

Рассмотрим случай, когда множество А (*->,  । ) не совпадает с 1 , 
т. е. не все точки б £ Г являются периодическими лля автоморфизма 
3^. Известно, что периодические точки автоморфизма 5^ образуют 
замкнутое множество на Г, следовательно его дополнение состоит из 
не более, чем счетного числа интервалов. Рассмотрим один из этих 
интервалов (а, р). Пусть 9 — некоторая точка из этого интервала, тогда 
точка 3?,,(> принадлежит интервалу (։, ?), но не совпадает с точкой б. 
В силу того, что 3" зависит от >• непрерывно, путем непрерывного 
изменения А убеждаемся, что существует значение такое, что
3" 6 = 6, причем точка б совершает ровно т оборотов на Г при этом՝

_ тотображении, т. е. — служит числом вращения и для автоморфизма з>.,. 
п

В силу моноточности функции от X (лемма 3) следует, что при лю

бом X между Ао и /а — служит числом вращения для 3,.. Учитывая 
п

также непрерывность числа вращения от X, заключаем, что множе
ство значений параметра а, для каждого из которых соответствующий 

автоморфизм 3,. имеет число вращения, равное —, образует отрезок. 
п

Отсюда легко заключить, что Л: является одноточечной компо
нентой тогда и только тогда, когда все точки Г /-периодические при 
некотором значении X.

Вместе с тем, как уже было отмечено [4], при иррациональном 
числе вращения автоморфизма 3,. значение X не может принадлежать 
множеству М, поэтому М с Мг.

Покажем, что множество М получается из удалением из каж
дого принадлежащего ему отрезка не более, чем двух точек. Этим 
первая часть теоремы будет доказана. Всюду плотность множества М 
на (—1,1) доказана в работе [4].

Граничная точка /-допустимой области С называется /-вершиной, 
если хотя бы одна из двух характеристик уравнения (1), проходящих 
через нее, целиком лежит вне О.

Очевидно, каждая такая область с гладкой границей имеет четы
ре /-вершины.
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Множество точек и S" 9 называется '/.-циклом, порожденным Я — — «
г точкой 9.

/-цикл называется тривиальным, если он содержит /.-вершину, и 
называется замкнутым, если состоит из конечного числа точек.

Легко убедиться, что тривиальный и замкнутый /-цикл содержит 
две /-вершины, поэтому более двух тривиальных и замкнутых '/-циклов 
быть не может.

Учитывая это, легко убедиться, что все компоненты множества 
Мг, которые состоят из одной точки, принадлежат также и множеству 
М. В самом деле, пусть /0—одна из таких компонент, тогда все точ
ки Г являются /^-периодическими и поскольку лишь конечное число 
точек может порождать тривиальные >0-циклы, то все остальные точ
ки обязаны порождать нетривиальные )с-циклы, стало быть [2]

Пусть [/֊и /,] один из составляющих множество отрезков. По
кажем, что все точки этого отрезка, кроме, может быть двух, прина
длежат множеству М.

Пусть а1г а2, а3, а4 — точки, в которых касательная параллельна 
одной из координатных осей (рис. 2).

Допустим, что при некотором X*  £ /֊з] л*-вершина  6*  из дуги
(оъ аг) порождает тривиальный и замкнутый Х*-цикл.  Пусть >—неко-

Рис. 2.

торое значение из [Ц, >-2], отличное от )!*,  а В — Х-вершина на дуге 
(а1։ а2). Покажем, что & не может порождать тривиальный и замкну
тый Х-цикл. ।

Предположим, что Х<^Х*  (случай Х^>Х*  рассматривается анало
гично), тогда 9*  будет расположена по дуге (щ, а2) ближе к а1г чем 9.

Пусть з и з*- — значения параметра, соответствующие точкам 9 и
233-5



204 С. Г. Овсепяк

6*,  выбранные так, чтобы разность 5 — 5*  равнялась длине дуги (0*,  6). 
Тогда, поскольку 5x0=579 и 5х*  0*  = 57 9*,  легко видеть, что

(**)•
Отсюда, учитывая, что (5) -строго возрастающая функция з и X, 
получаем

при любом положительном к.
Пусть 5 = — — число вращения автоморфизмов 5х при Х£ Рч, ^], 

п
тогда из определения числа вращения следует, что все Х-периодиче- 
ские точки при любом Х£ р1։ X,] обязаны совершать ровно т оборо
тов на Г при отображении 5". Поэтому, полагая к = п, будем иметь

(Я?1 (։) ֊ »)< (а*)  — 5*  = т-1,

где I — длина границы Г. Это неравенство показывает, что точка 0 не 
может совершать полных т оборотов при отображении 5х, следова
тельно, она не может быть Х-периодической точкой.

Теперь уже легко убедиться, что для не более чем двух значе
ний X £ рч, Х2] замкнутые Х-циклы могут быть тривиальными.

Вместе с тем, все Х£ рп, X,], в силу рациональности числа вра
щения автоморфизмов 5х, согласно вышеупомянутому результату Пуан
каре, допускают периодические точки и, согласно сказанному выше, 
соответствующие им Х-циклы обязаны быть нетривиальными, кроме 
может быть циклов, соответствующих двум упомянутым исключитель
ным значениям X. Таким образом, все Х£ рп, /^], кроме, может быть, 
двух исключительных, порождают нетривиальные обобщенные собствен
ные функции [2], т. е. принадлежат множеству М, и первая часть тео
ремы доказана.

Пусть Л/2— множество всех Х£ (—1, 1), для которых автомор
физмы 5х имеют иррациональные числа вращения. Из доказанного 
следует, что Ма с: СМ и тМа — тСМ.

Легко убедиться, что из условий теоремы вытекает, что вторые 
производные по з функций gl (з), соответствующих автоморфизмам 5х, 
удовлетворяют условию Липшица и что зависимость семейства этих 
функций от параметра X непрерывно дифференцируема. В этих усло
виях из доказательства теоремы В работы [8] вытекает, что множе
ство Ма имеет положительную меру и что множество тех >-^Ма, для 
которых функции ФГ1, обратные отображающим функциям Данжуа Фх, 
соответствующим автоморфизмам 5х, могут быть негладкими, имеет 
меру нуль. После этого доказательство второй части теоремы выте
кает из теоремы 1 работы [1] и из следствия леммы 1.

Таким образом, для допустимой области с гладкой границей ре
шение задачи (1), (2) единственно в классе измеримых функций для 
почти всех X из Ма, т. е. гипотеза верна для почти всех X £ М2. Вер- 
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/на ли она в том объеме, в каком была высказана, т. е. для всех 
пока еще неизвестно.

2.6. В этом пункте мы приводим пример, который показывает, 
что для справедливости упомянутой гипотезы некоторая гладкость гра- 

<ницы, вообще говоря, необходима и, кроме того, что эту гладкость 
• нельзя заменить какими-либо ограничениями на число вращения соот
ветствующего автоморфизма. Этот же пример служит подтверждением 
того, что иррациональность числа вращения не обеспечивает эргодич
ности даже для частного класса рассматриваемых выше автоморфиз- 

г нов, если не требовать соответствующей гладкости границы.
В самом деле, для любого иррационального числа ; между нулем 

и единицей и для любого л из интервала (—1,1) мы построим /֊-допу
стимую область О с границей Г такую, что цикл каждой точки 9^^» 
порожденной автоморфизмом всюду плотен на Г, число вращения 
автоморфизма равно ; и не является эргодическим. Более того, 
окажется, что для этой области решение задачи (1), (2), будучи един
ственным в классе кусочно-непрерывных функций, не будет единствен
ным в классе измеримых функций.

По данным ; и /• построим прямоугольник R со сторонами 
ас} — и аЬ = 1 — ? (рис. 3).

И
Пусть образ точки Ь при отображении 5Г лежит на стороне 

С(1 (случай, когда он лежит на стороне ш/, рассматривается аналогич
но). Возьмем прямоугольную систему координат х, у с началом в точ
ке Ь и с осью у-ов, параллельной характеристикам первого семейства. 
Положительные направления осей выберем так, чтобы точка с имела 
положительные координаты. Пусть <р — острый угол, образованный по
ложительным направлением оси х-ов и характеристикой второго се
мейства, проходящей через точку Ъ. Обозначим через хх абсциссу точ
ки с, а длину отрезка [6, хх] примем за единицу. Рассмотрим на этом 
единичном отрезке функцию /х (х) = А?[0(х) + х], где а
♦Э(х) — известная сингулярная функция [9]. Легко убедиться, что ха
рактеристики второго семейства пересекают график этой функции не 
более, чем в одной точке. На отрезке [хх, х^, где х2—абсцисса точки 

Ь, определим функцию /2 (х) следующим образом: проведем через 
точку х£ [х1( х2] характеристику первого семейства до пересечения 
со стороной сс/ в точке а; обозначим через ₽ точку пересечения сто
роны Ьс с характеристикой второго семейства, проходящей через а, а 
через у-пересечение графика функции у (х) с характеристикой 
первого семейства, проходящей через точку р. Пусть о—точка пере
сечения характеристик первого и второго семейства, проходящих соот
ветственно через х и ". В точке х определим функцию /2 (х), равную 
длине отрезка [х, 8]. Очевидно, /2 (х)—непрерывная и строго монотон
ная функция.

Рассмотрим область £>, граница Г которой совпадает с границей 
Г*  прямоугольника R на участке бас/.$х՜ бис графиками функций 
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/։ (х) и /3 (х) в остальной части. Из построения видно, что область О 
является допустимой.

Покажем, что автоморфизм границы । не является эргоди
ческим.

Пусть РГ1 — канторово совершенное множество меры нуль на еди
ничном отрезке [б, х^ а Сд — его дополнение. Обозначим через Ро (со
ответственно Сю) множество точек, получающееся пересечением общей

дящих через точки множества Ро (соответственно, проходящих через 
точки множества Со). На границе Г*  прямоугольника R образуем мно
жество

М*  (Р'а)= и’ 5"(Ро + ֊$М), 
/!•—т

которое, очевидно, имеет меру нуль.
Образуем аналогичное множество на границе Г

М(Р0)= и” 5"(Ро+5>+А), 
П — —

которое, очевидно, является множеством типа Ря, следовательно из
меримо.

Из построения границы Г легко убедиться, что эти два множе
ства совпадают на общей части границ Г*  и Г и следовательно мера 
множества М (Ро) строго меньше, чем мера границы Г. С другой сто
роны, М (Ро) имеет положительную меру, поскольку множество 5х՜ Ри 
имеет положительную меру. В самом деле, легко посчитать, что на Г 
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т{\ ^о) — I 1 т К՜, а длина графика функции /։ (х) больше, чей 
|7 1 — ^К~. Следовательно, мера множества Д (Ро) на Г, которое сов
падает с множеством 5> Ри, больше нуля. Кроме того, легко видеть, 
что множество М (Ри) инвариантно относительно автоморфизмов 5;+ 
и 5, границы ՛ , следовательно и относительно автоморфизма 5>. гра
ницы ։՛, т. е. 5, не является эргодическим.

Известно [10], что число вращения автоморфизма S>. границы Г*  
прямоугольника Р с указанными сторонами равно Кроме того, оче
видно, что Г получается из Г*  непрерывным и сохраняющим ориен
тацию отображением, при котором автоморфизм 5>. границы Г*  пере
ходит в автоморфизм 5;. границы Г, и поскольку число вращения ин
вариантно относительно таких преобразований, то число вращения ав
томорфизма 5; границы 1՝ также равно

Пусть б—некоторая точка, принадлежащая общей части границ 
I’* и тогда оба цикла этой точки, порожденные автоморфизмами 
5, на Г*  и Г, совпадают на общей части границ. Принимая во внима
ние, что цикл любой точки границы Г*  всюду плотен на Г*,  нетрудно 
убедиться, что цикл любой точки границы 1՝ также всюду плотен на Г.

Поскольку граница Г негладкая, то мы не можем опираться на 
лемму 1, и для доказательства неединственности решения задачи (1), 
(2) в классе измеримых функций заметим, что мера пересечения от
резка ое с характеристиками второго семейства, проходящими через 
точки множества Д (Ро) = бГ Ри, равна К^> 0, а мера пересечения 
ое с характеристиками того же семейства, проходящими через точки 
/։(б0)=5л бг» равна (К—1£<р)^>0. Кроме того, поскольку /1(60) 
принадлежит гладкой части границы Г, а множество М (Ри) на общей 
части границ Г*  и Г имеет меру нуль, легко убедиться, что мера пе
ресечения множества Д (Со) с множеством М(Ро) равна нулю. Теперь 
уже легко заключить, что пересечения области 2) как с множеством 
характеристик второго семейства, переходящих через точки инвариант
ного относительно 5Г и множества М (Ри), так и с множеством 
характеристик того же семейства, проходящих через точки дополни
тельного множества СМ (Ри), (которое также инвариантно относи
тельно 5х՜ и 5>. ), имеют положительную плоскую меру.

Положим / (з) равной единице на множестве М (Ри) и нулю на 
СМ(Ро), и продолжим эти значения во внутрь области 2), полагая их 
постоянными на характеристиках первого семейства. Обозначим полу
ченную таким образом функцию через / (х, у). Аналогичным образом, 
исходя из £ (з) =—/ (з) и заменяя первое семейство характеристик 
вторым, определим функцию g (х, у). Принимая во внимание сказанное 
выше, легко убеждаемся, что в области О функция С (х, у) =/ (х, у)-\~ 
ё (х, у) является нетривиальным решением однородной задачи (1), (2) 
в классе измеримых функций.
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Таким образом, решение задачи (1), (2) в области D, которое 
единственно в классе кусочно-непрерывных функций [ ] (цикл каждой 
точки Г, порожденной автоморфизмом Տ,, всюду плотен на 1 ), не яв
ляется единственным в классе измеримых функций.

В заключение выражаю глубокую благодарность Р. А. Александ
рину за постановку задачи и ценные замечания.
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1J. Գ. ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ

ԱՆԸՆԴՀԱՏ ԱՎՏՈՄՈՐՖԻԶՄՆԵՐԻ ԼՐԳՈԴԻԿՈԻԹՅԱՆ ԵՎ ԼԱՐԻ ՏԱՏԱՆՄԱՆ 
ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՀԱՄԱՐ ԴԻՐԻԽԼԵԻ 1սՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԻԱԿՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ; Ц

Ամփոփում

Աշխատանքում քննարկվում է ուռուցիկ տիրուլթնե րում լարի տատան֊ 
ման հավասարման համար Դիրի խլեի խ^դրի լուծման մ ի ակութ լան 
չափելի ֆունկցիաների դասում/

Ապացուցվում է» որ եթե տիրուլթի եզրագծի կորութւունը բավարարում 
է Լի պշի ց ի պա լմանին, ապա ՛և պարամետրի համ ար լա բոլոր ալն արժեքների 
համար, որոնց դեպքում (1), (2) խնդրին համապատասխանող Տ, ավտոմոր- 
ֆիզմների պտտման թվերը իռացիոնալ են, (1), (2) Ւ^դրի լուծումը միակն 
է չափելի ֆունկցիան!» րի դասում/

Աուլց է տրվում նաև»'որ (1), (2) համասեռ խնդրի ալսպևս կոչված 
ընդհանրացած սեփական արժեքների բազմութլունը կազմված է հաշվելի 
թվով կապակցված կոմպոնենտներից» որոնցից ամեն մեկն իրենից ներկա֊ 
լացնում է կամ մեկ կետ» կամ ամբողջ ինտերվալ։

Տ. G. HOVSEPIAN

ON THE ERGODICITY OF GONTINEOUS AUTOMORPHISMS 
AND THE UNIQUENESS OF THE SOLUTION OF DIRICHLET 

PROBLEM FOR THE VIBRATING STRING EQUATION. II
Summary

In the class of measurable functions the uniqueness of solution of 
Dirichlet problem for vibrating string equation in convex domains is dis
cussed.

It is proved in the paper, that if the boundary’s curvature satis
fies Lipsitz condition, then for almost every value of those for which 
the rotation numbers of corresponding to the problem (1) (2) S,. auto
morphisms are irrational, the solution of the problem (1), (2) is unique 
in the class of measurable functions.

It is also shown, that the set of so called generalised eigenvalues 
for the homogenous problem (1), (2) constitutes of countable number՜ of 
connected components, each being a point or an interval.
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