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Г. Г. ДЖЕБЕЯН, Э. Р. ЦЕКАНОВСКИЙ

ОБ ОДНОЙ НЕСАМОСОПРЯЖЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
В ТЕОРИИ ВОЛНОВОДОВ

Введение

Изучаемая в настоящей работе задача возникла в связи с приме­
нением теории несамосопряженных операторов к вопросам распростра­
нения волн в радиоволноводах [2].

Пусть £,(—)— гильбертово пространство вектор-функций 

и (п։, ц2> и։)։ заданных в области - трехмерного эвклидова пространства 

/?3 со скалярным произведением (u, v)=v*  dQ. В работах [4, 5] рас­

сматривается разбиение L? на ортогональные подпространства и 
подробно исследуются в них свойства оператора rot при различных 
однородных краевых условиях, которым подчинены вектор-функции. Опи­
раясь на указанные результаты, мы изучаем оператор Максвелла

_ /0 — zrof\
\irot 0 /

при некоторых несамосопряженных краевых условиях и устанавливаем 
ряд его свойств (находится вид обратного оператора 7 ', устанавли­
вается его полная непрерывность, определяются реальная и мнимая 
части этого оператора). Основываясь на работе [8], мы строим норми­
рованное в точке нуль обобщенное расширение оператора Т. Эти ис­
следования [2], [4, 5] применяются к вопросам распространения волн в 
волноводе (коаксиальной линии), оканчивающимся объемным резонато­
ром. Оказывается, что можно написать уравнение поля внутри резо­
натора с помощью несамосопряженного оператора 7’՜', при условии, 
когда не учитываются затухающие виды колебаний, образующиеся при 
отражении падающей волны от горловины резонатора. Используя оп­
ределение характеристических функций ограниченного и неограничен­
ного операторов [1], [9] и связь между ними [9], мы показываем, что 
коэффициент отражения совпадает с характеристической функцией опе­
ратора Т, обладающей важными аналитическими свойствами (отобра­
жает верхнюю полуплоскость на внутренность либо внешность единич­
ного круга, особенности ее являются частью дискретного спектра опе­
ратора Т).



360 Г. Г. Джебеяи, Э. Р. Цекановскпй

Для удобства мы поместили в § 1 определения некоторых функ­
циональных пространств и основные результаты работ [4, 5], а в § 3 
привели схему построения обобщенных расширений несимметрических 
операторов [8, 9] и их характеристических функций.

В заключение, мы хотим выразить благодарность М. С. Лившицу 
за постоянное внимание и советы при выполнении настоящей работы.

§ 1. Вспомогательные определения и теоремы

1. Пусть 2 — ограниченная область трехмерного эвклидова про­
странства R3 с поверхностью Г, состоящей из двух кусков: достаточ­
но гладкой поверхности S и плоского сечения -. В дальнейшем мы бу­
дем рассматривать вектор-функции и (иь и2, и3), заданные в области 2 
и принадлежащие некоторым функциональным пространствам, опреде­
ления которых мы приводим.

Пространством 24(2) назовем гильбертово пространство вектор- 
-функций, все компоненты которых суммируемы с квадратом модуля в 2, 
а скалярное произведение определяется по формуле

Г 3 
(u, v) = I Ul Vl J2.

у'=>

Пространством 1^2 (2) назовем гильбертово пространство вектор- 
-функций, все компоненты которых суммируемы с квадратом модуля в 
2 и имеют квадратично суммируемые обобщенные производные перво­
го порядка. Скалярное произведение в 1^2 определяется по формуле

(u, v)= Г У • — 1 dQ f щ vi dQ.
дх*

— подпространство в (2), являющееся замыканием в норме

Д(2) линеала гладких соленоидальных векторов и (т. е. векторов, 
удовлетворяющих условию div и =0), для которых «л» = 0, где иЛц; — нор­
мальная составляющая вектора и на

_/2— подпространство Lj(2), являющееся замыканием в норме

Д (2) линеала _/2 гладких соленоидальных векторов V, для которых 
=0.
Ju—подпространство 1^2 (2), являющееся замыканием в норме

(2) линеала /и гладких соленоидальных векторов и, для которых 
иЯ։=0, Utr=0.

J21 — подпространство W2 (2), являющееся замыканием в норме 

1^2(2) линеала _/21 гладких соленоидальных векторов, для которых 
^1х=0-/
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Лемма 1. Линеалы и плотны соответственно в
и А-

Теорема 1. Всякий, вектор и£/։ однозначно представим в 
виде и = го( Ф, где Ф£_/2։; имеет место неравенство 

|ФЦ<СЦго/Ф|Д։.

Теорема 2. Всякий, вектор однозначно представим в
виде V = го1 Ф, где Ф^/я; имеет место неравенство

|Ч»Ц<С|го«Ф|Д։.

Доказательство леммы 1 и теорем 1, 2 можно найти в работах 
[4, 5].

Введем гильбертово пространство Н=(^г\ вектор-функций
'֊/։

, /Е'\1 = ( ) со следующим скалярным произведением:
\Н /

У (Е. Е^ + Нх Нг*)^-

Оператором Максвелла будем называть оператор вида

<?-(. (1.1)
\irof 0 /

Обозначим через В оператор (2, определенный на гладком линеа­

ле £>(В)=Н։1|-

Из леммы 1 следует, что область определения оператора В плот­
на в Н. Значение В на /££>(#) вычисляется по формуле

(1.2) 
՝ ։го£ Е /

Оператор В симметричен. Замыкание оператора В обозначим че­

рез при этом О (В) расширяется до В(В0)=
\/а/

Из теорем 1,2 следует, что оператор Во однозначно отображает 
О (Во) на все Н, следовательно Во — самосопряженный оператор. Для 
любого вектора (50) имеет место неравенство

Щг1<С|ВДи, (1.3)

которое вытекает из теорем 1,2. Из неравенства (1.3) и теорем вло­
жения С. Соболева [6] следует вполне непрерывность обратного опе­
ратора Во ՛. Вид оператора 5ц՜' мы установим в следующем пара­
графе.
1* - .
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2. Пусть в сечении 2 задана полная ортонормированная система 
гладких вектор-функций {С,} Г, для которых

С, • Ср. = 8»р, 3»р=
х

1, » = 1Ь 

о, V Ф II.
(1.4)

Будем считать, что вектор-функции С, (> >■ 1) имеют представление

С. = у1՜р» gracГ^!!., (1.5)

где С? — гладкие функции в сечении £, удовлетворяющие на контуре I, 

= 0 (п0 — нормаль к I).

Рассмотрим в области 2 краевые задачи [7]

д:,=о,—, =о, с,. =£• (1.б>
дп |з ь

Введем вектор-функции 
= У (л gracГ,■., (1.7)

которые удовлетворяют векторному уравнению Лапласа и краевым ус­
ловиям

»»„],= 0, ш„|։= С,. (1.8)

охватывающем 2, условию

§ 2. Построение обратного для оператора Максвелла 
при несамосопряженных краевых условиях

Обозначим через Т оператор Максвелла (2 ((1.1)), определенный 
/ Е \ на линеале £ (Т), состоящем из гладких вектор-функций Г = I ) из 
\ Н /

Н = удовлетворяющих условиям

£>(?) =
Е-|,=0, £„|։=0, ] Н,С,Л=0

Н„\, = 0, ]к(Сх X п) л = - Рх [ н,^ (2.1)

где {С, ] — полная ортонормированная система вектор-функций в се­
чении 2, векторы С, (*  > 1) имеют представление (1.5) и удовлетво­
ряют (1.4), р։ — вещественное число. Значение оператора Т на векто­
рах £££(7) вычисляется по формуле

/ — йо1 Н
\ 1го! Е

(2.2)

Область определения оператора Т плотна в Н 

О(Т)=>О(В).

поскольку

П =
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Теорема 3. Оператор Т ((2.2), (2.1)) имеет обратный опе­
ратор, определенный на множестве гладких вектор-функиий 
g ( Е j х Н = замыкание которого является вполне непре­

рывным оператором в Н.
Доказательство. Покажем, что оператор Т обратим. Пусть (Г) 

и Tf — 0. Тогда ro/E=0, rot Н = 0. Следовательно, E = grat/<p, 
Н = grad ’Ь, где ? и 0 — гармонические функции, поскольку div Е =0, 
div Н = 0. Так как вектор Е удовлетворяет на Г = S 4֊ - условиям 
£л|е = 0, Е-|л = 0, то для гармонической функции у имеют место ус­

ловия — =0, s'j = const. Значит, Е = grad ? =0. Краевые условия 
c*n|s

для вектора Н, учитывая, что Е = 0, имеют вид

= 0Нп 0>1)
а

или
Н„. =0, И, =0. |з ’ S

Тогда гармоническая функция Ф на границе области принимает 
J j

значения —. =0, 0. = const, значит Н = grad ՛!> = 0. Таким образом, 
on |/ |s

уравнение Tf =0 имеет тривиальное решение. Найдем вид обратного 
оператора Т՝՜1. Рассмотрим уравнение

Tf = g, (2.3)

, /Е ՝ где г= (
\Н ,

Е \ rj1 — гладкий вектор из п 
Н /

нение (2.3) можно переписать в виде
— irot Н = Е, (2.4)

Построим векторы
irof Е = Н. (2.5)

Е/ =-----— rot
4֊

J—j 

•J 2r-2
, (2.6)

Н/ = — rot
4- г)r Л r ։ (2.7)

себе область 2, с границей Г\,где 2։ — область, содержащая в 
г) — решение в 2Х— 2 задачи

Д» = 0, £ =0, 
итг |г։

; — решение в 2։—2 задачи

=0, = -Л, ;
</71 Is On |s |fi

(2.8)
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Д5 = 0, — =0, J-. = ֊Е„ , — =0. (2.9)
с*п  |г, c*n|i jj dn s

Очевидно, div Е/= div Н/ =0. Векторы Е/ и Н/ удовлетворяют урав­
нениям (2.4) и (2.5). Действительно,

rot Е/=-—- rot rot | J “ \ grad _

Аналогично проверяется, что rot Н/ = iE.

Вектор-функцию £ D ( T) и удовлетворяющую уравнению

(2.3) будем искать в виде
Е/+ Е// \ / 0 \

I -J- я I ) •Н/+Н//7 \wj (2-Ю)

Вектор-функции Е// и Н// представим следующим образом:
Еп = grad's, Hji = grades, (2.11)

где ф и ф являются решениями смешанных задач

△ о =0; ——। = Ein , ?, ~ ?°, (2.12)
0n|s is |f

ДО -0; = - Нг„ , 6 = 0°.
dn j (j |v

Граничные функции =° и'Ь° восстанавливаются по Е\-. и Н\-. соответ- |5 >2>
ственно [4, 5] так, что выполняются условия

grad-.?° = Ek| , grad-b՞ — — H(-|v . 
Вектор-функция имеет представление (1.7) (v=1) 
условиям (1.8).

Вектор-функция 
f _ fön \__ ( Ei + Ей \

\Н0/ кн,+Нп/

(2.13) 
и удовлетворяет

(2.14)

удовлетворяет уравнению (2.3), а на границе области 2 выполняются 
условия



Об одной задаче в теории вслнсводов 365

Ео: = 0, = О,
Нйп, — 0, Но- = о> 1՝ I-

е. £0 принадлежит линеалу О (В) = | .Ш
Коэффициент ։ найдем из условия

՝кс1^ = ֊А|’Еис1Хп) <ь.

Подставляя Е = Е։, Н — Но -г получим

з = (2.15)

— — ( Ло (Ео X мг։) </2 = 1 С го( Ео-Ш։ =-----— С Н\* 1 «/2.
Р1 у) ₽1 Р1 д

Таким образом, вектор £ ((2.10)) имеет представление

* = *о֊ —Гнмг1^/<0 ), (2.16)
РхЗ К*х/

где (В).
Легко проверить, что обратный оператор 7՜ имеет вид

щий из Н в линеал О (В), т. е.векторы я =гладкие
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Тогда оператор Г՜1 ((2.17)) можно представить в виде

е) е.

Расширяя оператор Г՜' по непрерывности на все Н и обозначая это 
расширение снова через Т~Х, получим

Г-'г-БоЛ+уСг. е) уе (/ = -1), (2.20)

где 5о՜' является обратным оператором для самосопряженного опера­
тора Во, рассмотренного в § 1. Оператор Т представляется, как 
видно из (2.20), в виде суммы вполне непрерывного оператора Во՜1 и 
одномерного оператора (■, е) е, следовательно, 7* является вполне 
непрерывным оператором в Н = V

՝• У? /
Теорема доказана.
При доказательстве теоремы мы попутно установили, что вектор- 

-функции £, принадлежащие области определения замкнутого операто­
ра Т, допускают представление

( = (0 + -- (ДЛ, е) /е, Го 6 £> (Д), (2.21)

причем 71 = В0{0.

§ 3. Понятие об обобщенных расширениях несимметрических 
операторов и их характеристических функциях. Обобщенное 

расширение оператора Максвелла

1. Путь Т— замкнутый оператор, действующий в гильбертовом 
пространстве Н. Оператор Т будем относить к классу 2։, если:

1. Область определения О (Т) плотна в Н;
2. На О (Т) Г) 7) (7՜)  оператор Т индуцирует симметрический опе- 

ратор Го;
*

3. Существует ограниченный обратный оператор Г՜1, имеющий 
вполне непрерывную мнимую часть.

Введем гильбертово пространство Н+ — & (Г) со скалярным про՜ 
изведением

(/,?)+ = ( К/, Го8) + (/, г) (/, я е £ (Го)), 

и построим тройку пространств [8]
Я+сЯсЯ_,

где Н_ — гильбертово пространство обобщенных элементов, порождаю­
щих антилинейные функционалы над Н+.

Пусть С— линейный ограниченный оператор, действующий из Н+ 
в Н-. При помощи равенства

(С/, *)  = (/, С^) (/, 8(.н+) 
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однозначно определяется обобщенный сопряженный оператор С , ко­
торый также отображает Н+ в Н-.

В [8] показано, что если оператор Т принадлежит к классу то Т 
и Т*  можно расширить на все Н = О ( 7о) так, чтобы полученные рас­
ширения были сопряжены друг к другу в обобщенном смысле и име­
ли вид 

. г
Тн= А -г -֊ 2^ (• ,ё,) и,? ё;-, 

2 «.Т-։

Тнм= А---- V (•, ё,) и-’еёц, (3.1)
2 ».“Т-!

где А — обобщенное самосопряженное расширение оператора 

( —-------- } , ёа (т — 1, 2,• •г)—обобщенные каналовые векторы,

определяемые равенством
е«) = (/, ё,), (3.2)

е, (а =1, 2, • • г) — ортонормированный базис собственных векторов, 
у- ։__ у-1*

отвечающих ненулевым собственным значениям оператора-----------------
/

у-1 _ у—1*
в подпространстве ---------------Н. В = О (То) обобщенный само-

I
сопряженный оператор определяется следующим образом:

Л/ = Л1/1 + А/2 (№(Го), ^0(7), 1^й(Т*)),  (3.3)

причем операторы Л։ и А> имеют представление

АА = ГА֊4 < (л, ё,)^, 
2 1.3 -I

где V = 1| — некоторая эрмитова матрица, для которой
(3.1) следует, что

(3.4)

Из

Тн+֊Тн+
I

— 2^ (•, ё։.| «»гё.ч.-1
Пусть ф — регулярная точка оператора 7, тогда она будет регулярной 
и для Тц+ [8]. Матрица-функция комплексного переменного

(ф) = /- , )((Тн+ ё„ ё?) 1 V (3.5)

называется характеристической для оператора Т. При этом, если опе­
ратор Т принадлежит классу 21։ то для любой матрицы-функции (ф) 
можно найти такую характеристическую матрицу-функцию 1₽'7-_1(ш) 
оператора Т, что
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1Гг(ш)~ Гг_1 («>-’). (3.6)
Характеристическая матрица-функция Й^-Н»») вычисляется по формуле 

1Гг_1 («>) = I-г |(( е։, е.)’ / (у= ֊ Ю- (3-7)

2. Рассмотрим в гильбертовом пространстве оператор

Максвелла
-гго{

\ /го/ Е /’
Из соотношений (2.17), (2.18), (2.21) вытекает, что в область опреде­
ления 2)(7՞* *)  оператора Т*  входит совокупность гладких векторов 1, 
удовлетворяющих условиям

• Линеалы (3.8). (3.9). (3.10), как нетрудно видеть, являются, с точностью до
• замыкания, областями определения операторов Т*, Т։, Т^.

€Р(7).
\ г1 /

Е.|։ =0, £я|։ = 0.

£>(Т*)  => (3.8)

ЕДС, ,<п)Л

Обозначим через То оператор, индуцируемый оператором Т на2)(7’0) = 
-= 2?(7)ПГ>( Г*).  Тогда

^(Т’о)З
Е.|, = о, Е^(С! X п) с/з = О

• (3.9)
\ Я„. = О, Н.. — О /
4 р I- '

В работе [8] показано, что
£>(Т<:) = £>(П + ^(Т’).

Учитывая (2.1) и (3.8) получим, что 2) (71?) содержит гладкие соленои­
дальные векторы, удовлетворяющие условиям*

Так как оператор То является симметрическим, и существует ограни­
ченный оператор Т~\ имеющий одномерную мнимую компоненту, то 
оператор Т принадлежит классу Поэтому, согласно (2.18), (3.1) и 
(3.7), операторы Т и Т*  можно расширить на 2/_=2)(Го) так, чтобы 
полученные обобщенные расширения имели вид

Тн+ ~ А 4- — (-., ё) г'ё,

(V = + 1) (3.11)
7н+= А —ё) т’ё-
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Обобщенный каналовый вектор ё определяется через каналовый век­
тор е оператора Т~ 1 с помощью равенства (3.2), т. е.

(Е ё) = (7^Е ё) = /-| , ~ \ го1 Е-у^сЮ = г । — | Ли (Е X **0  <ДЗ = 
д —

- — / |/2- НЕ'- *1) “^=- —1| у-^Е-^Хп) Л =

= ֊ / I / 2. Се-. Е^.
V н ч’

Отсюда следует, что

о11 / (ЗЛ2)

где Е։ с: ' п, а 3* — дельта-функция, сосредоточенная на границе £ 

и определяемая соотношением уЗ»с/2=уЛ. Найдем теперь опера­

тор А. Согласно (3.4)

АЕ = П։—у(£1։ ё) ё,

А^ = Т*Е,-  — (Е, е) ё.

Поэтому, учитывая (3.3) и [8], получим

А{ — А& + А& == П. 4- Т*Е.  Е, ё) ё = Т'А- -- (^ - Е, ё) ё.

Далее

(*  ֊Ъ, ё) = ֊ г р/ 2- |(Е1 - Е։) = -г] ' 2уЕ,Т> +
•1 х

+ / р/ 2-Ег-Е^з =։ 1 2р։ Н1-.С1с/з —■ /1 2?т Нг-.^Л =

= /V 2'

где £ = £։֊]-£», Н = Н։ + Н». 
Таким образом

/ — 1го(Н \
А{~

։го/Е

ЕЛ

О

г 1 2р-
2

(3.13)
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Обобщенное расширение оператора Максвелла Т имеет вид

§ 4. Несамосопряженная краевая задача для уравнений 
Максвелла. Вычисление коэффициента отражения

Рассмотрим регулярный волновод с осью Oz, оканчивающийся 
объемным резонатором.

Будем считать, что вдоль волновода распространяется одна по­
перечно-электрическая ТЕ волна (Ez = 0). При отражении от горлови­
ны резонатора, как известно [10|, возникает отраженная волна типа 
ТЕ и экспоненциально затухающие волны всевозможных типов. Вы­
берем начало отсчета z — 0 достаточно удаленным от горловины ре­
зонатора с тем, чтобы всеми затухающими видами колебаний можно 
было пренебречь при z 0.

Поперечные составляющие ТЕ поля с точностью до множите- 
ля е при z <л) имеют вид

Н.= (А е՜'^ - 5]в'3'г) G։ —-1=> (4.1)
V h

где Fr = G։ z п, Gj = \А pj grad я, я собственная функция мембран-

ной задачи в поперечном сечении ֊г волновода и -,’1- =0 (1։—кон- 
dnb ’-г

тур, охватывающий сечение Sz), 3j — волновое число.
Между амплитудами падающей волны Ал и отраженной — Ви су­

ществует линейная связь
Вг --= 5 (ш) А1։ (4.2)

где S(ш)—коэффициент отражения. Из (4.1) и (4.2) вытекает

Je.f։</3 = 4։ (1-ад)/7Г

( = А (1 + S («.)) —U (4.3).
J и и
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или, исключая коэффициент 5 (со), получим при всех я-С О

—f E,(G,Xi)*.
V Pl Pl JУ

Поле при z > О (при сделанных выше предположениях о затухающих 
волнах) удовлетворяет системе уравнений Максвелла при заданной час­
тоте о>>0

— / rot Н = сиЕ,
i rot Е = соН (4.4)

и следующим краевым условиям:

(4.5)'

Нетрудно видеть, что решение краевой задачи (4.4), (4.5) почти при 
/ Е \всех »»>0 является единственным. Действительно, пусть ^=1 1 и
\Н1 /

/ Е. \г5 = являются решениями уравнений (4.4) и удовлетворяют ус- 
'Н3/

ловиям (4.5).
Вектор-функция (0 = — £„, очевидно, также удовлетворяет урав­

нениям (4.4) и краевым условиям

Е(л^.= 0, £оп|у = 0, //оя|5 = 0, j Ней G,rfe = 0

(»> 1)

( HorGje/з =-----—С Ео- (GjXn)
J Pi J

“i

(4.6)

Уравнения (4.4) при условиях (4.6) представляют собой задачу на соб­
ственные значения для несамосопряженного оператора Т. Поскольку 
спектр оператора Т, в силу теоремы 3, является дискретным, то поч­
ти при всех ш > 0 уравнения (4.4) с условиями (4.6) имеют только ну­
левое решение и поэтому решение краевой задачи (4.4), (4.5) почти 
при всех со > 0 является единственным.

Повторяя рассуждения, проводимые при доказательстве теоремы 3, 
получаем, что решение задачи (4.4), (4.5), записанное в операторном
виде, представляется в форме 

f = y(f> е)/е 4- i V 2 Аг е, (4.7)
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где Ви 1—самосопряженный оператор (2.18), е — каналовый вектор

(2.19), /=-1.
Соотношение (4.7) перепишем в виде

£ —ш Г ։£ = Ае. (4.8)

Уравнение (4.8) равносильно краевой задаче (4.4), (4.5). Зная реше­
ние уравнения (4.8), можно найти коэффициент отражения. Действи­
тельно,

£ = (/-<■> 7 ■։)“1г/'2՜ Ае.

Далее из (4.3) следует

Д,5(ш) = А---- ^Ге-(С1Хп)Л = А+тт=( =
V Р1 и V Р1 у

= А-----7= ($, е) = А — ։‘ША ш 7՜’)՜ е)>
V

откуда
В (<л) =1 — г‘ш ((/— ш Т՝՜1)՜ 'е, е) = 1 — гТ 1------- 1 ՝ 'е, е (4.9)

\' ш / /
Коэффициент отражения есть функция параметра ш. Сравнивая (4.2) с 
(3.6) и (3.7), получим

5 (ш) = 1Гг., |1| = ВД. (4.10)

Формула (4.10) показывает, что коэффициент отражения можно вычис­
лить двумя способами. Один из них, основанный на методе обобщен­
ных расширений, нам представляется более естественным с точки зре­
ния приближенных расчетов этого коэффициента.
Одесский политехнический институт
Донецкий государственный университет Поступило 28.VI.66

2. Գ. ՋԵԲԵՑԱՆ, է. Ռ. ՏԵԿԱՆՈՎՍԿԻ

ԱԼԻՔԱՏԱՐԵՐԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԻ, Ո8-ԻՆՔՆԱ2ԱՄԱԼՈԻԾ ԵԶՐԱՅԻՆ 
ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Ներկա աշխատանքում ուսումնասիրվում է Մակսվելի օպերատորը ոչ֊ 
֊ինբնահամսղուծ եզրային պայմանների դեպքում։ Գտնվում Հ հակադարձ օպե­
րատորի տեսքը և ապացուցվում նրա լիովին անընդհատությունը։ Ստացված 
արդյունքները կիրառվում են ծավալուն ռեզոնատորով վերջացող ալիքատա ֊ 
րում ալիքների տարածման հարցում, այն դեպքում, երբ անտեսվում են մարող 
տատանումները։ 0 գտա դո րծե լով դիտարկվող և նրա հակադարձ օպերատոր֊ 



Об одной задаче в теории волноводов 373

ների խարակտերի и տիկ ֆունկցիաների միջև գոյութ յուն ունեցող կապը, дпцп 
Հ տրվում, որ անդրադարձման գործակիցը համընկնում է դիտարկվող օպերա­
տորի խարակտերի ոտիկ ֆունկցիայի հետ։

G. GEBEIAN, E. TSEKANOVSKY

ON A NON SELF-ADJOINT BOUNDARY VALUE PROBLEM 
IN THE WAVE-GUIDE THEORY

Summary

Maxwell’s operator T with non self-adjoint boundary condition is 
under consideration. The form of the inverse operator T՜1 is found and 
its completeness established.

These results are applied to wave propagation in a waveguide with 
resonator, under assumption, that the damping modes of ascilations are 
neglectable. It is shown, that the reflection coefficient coincides with 
the characteristic function of T.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
и ЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Մաթեմատիկա Լ № 6, 1966 Математика

Л. А. МАТЕВОСЯН

О ПОВЕРХНОСТЯХ В ПРИВОДИМЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ

1, Рассмотрим поверхность Хт в приводимом пространстве И,։. 
Риманово пространство И, приводимо, если в некоторой системе коор­
динат его метрика распадается на самостоятельные части, зависящие 
каждая от своих переменных

ds֊ = dsl + ds\-\----------- |֊rfs’,

где dsi — эвклидова метрика, a dsi (г = 1, 2,•••, q) — неодномерные 
и неприводимые метрики.

В настоящей статье поверхность Хт рассматривается в приводи­
мом пространстве с метрикой

ds* = dsi + dsi. (1-1)

В работе [1] А. П. Норден доказал, что приводимое пространство с 
метрикой (1.1) есть риманово пространство, допускающее декартову 
композицию двух многообразий, позиции которых вполне ортогональ­
ны, причем самостоятельные метрики, на которые распадается метри­
ка этого пространства, определяют внутренние геометрии позиций.

Обозначим первое базовое многообразие через Л/п„ а второе — 
через Мп„ где пг + п2 — п. Координаты Мп, обозначим через иа 
(а, Ь, с, d=A, 2, • • -, nj, координаты Мп,—через и» (a, b, с, d= +1, • • • 
•••, п), а за криволинейные координаты Vn берем адаптированные ко­

ординаты (и", и") (ср. [1], стр. 119).
Поверхность Хт в приводимом пространстве Vn можно рассма­

тривать как геометрическое место точек, находящихся во взаимноод­
нозначном соответствии с некоторыми наборами точек А и Л, где Л — 
любая точка подмногообразия М,п, многообразия Мп,, а А — лю 
бая точка подмногообразия Мт, многообразия М,п., причем՜ 
тп, < пг, т., п2. Набор точек А и А обозначим через (А, А). О
точках А и А, участвующих в одном наборе (А, А), будем говорить, 
что они находятся в связи.

Если т = т1 — т2, то точки Х,п находятся во взаимно однознач­

ном соответствии со всевозможными наборами (А, А) точек А и А. 
Тогда многообразия Мт1 и М„։.л находятся в свободной композиции. В 
общем случае т < тг + т2 многообразия Мт, и Мт, находятся в не­
свободной композиции.
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Возьмем некоторую точку А многообразия Мт>. Эта точка нахо­
дится в связи с точками А подмногообразия М- многообразия Мп, 
(О р та). Это многообразие М— назовем слоем многообразия Мт„ 
соответствующим точке А. Такие точки А заполняют подмногообра­
зие Мр многообразия Мп, (0<С р < тг).

Многообразие Мп, можно считать /-параметрическим семей­
ством многообразий Мр, однократно покрывающим многообразие Мт,. 
Следовательно будем иметь

1+р = т1. (1.2)
При изменении I параметров изменяется Мр и, следовательно, М—. Та­
ким образом, в многообразии Мт, получим семейство слоев М—, зави­
сящее от тех же / параметров. Назовем Мр слоем многообразия Мп,. 
Слои Мр и М—, соответствующие тем же значениям этих t парамет­
ров, назовем соответственными.

Покажем, что /-параметрическое семейство слоев М^՜ покрывает, 
хотя бы однократно, многообразие Мп,. Для этого достаточно 
показать, что любая точка А многообразия Мт, принадлежит хо­
тя бы одному слою М— этого семейства, что легко доказывает­

ся. Действительно, пусть А — любая точка многообразия Мт,. В 
наборах (А, А) эта точка А находится в связи с некоторыми точка­
ми А многообразия Мп,. Зафиксируем одну из этих точек А и обо­
значим ее через Аг. Так как /-параметрическое семейство слоев Мр за­
полняет многообразие Мт„ то точка Д։ принадлежит некоторому слою 
Мр. Слой М-, соответствующий слою Мр , содержит точку А.

Таким образом, /-параметрическое семейство слоев М]Г покрывает 
многообразие Мт„ и, в общем случае, может быть неоднократно. Зна-

В настоящей работе рассматривается тот частный случай, когда 
т2 = р + /. (1.3)

Ясно, что для поверхности Хт имеем: 
т = р +р֊Н.

Из (1.2), (1.3) и (1.4) получим

р = т — та,

(1.4)

(1.5)

Р = п։ —Л11։ ' (1.6)

/ = т1 + тп2 — т. (1.7)

Таким образом, рассмотрим такую поверхность Хт, для которой мно­
гообразия Мт, и Мп, расслаиваются так, что многообразие Мт, одно­
кратно покрывается + т2 — т -параметрическим семейством слоев 
Мп — ,н„ а многообразие Мт, однократно покрывается семейством 
слоев Мт —от,, зависящих от тех же параметров.

Уравнения Мт, в МЛ, следующие
460-2
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и" = и" (ир։), (1-8)

где ир՛ (р1։ =ь Н> 14 = 1. 2, •••. /п։) — криволинейные координаты Мп>. 
Аналогично, уравнения М,п, в Мп, запишутся так

^=^6?’). (1-9)

где и* (р2, о։, |х2 = т — т, + 1, • • •, я։) - криволинейные координа­
ты Мт,- Так как многообразие Мт, покрывается однократно пц-Ьт։ т- 
-параметрическим семейством слоев Мт — т„ то ее криволинейные ко­
ординаты ир| (р։ = 1, 2, ■ • ■, гп։) можно выбрать так, чтобы т— т> из 
них являлись внутренними координатами слоя, а остальные парамет­
рами семейства.

Не нарушая общности, первые т — тг из координат и1'՝ (р։ = 1, 
2,•••, тп։) можно считать внутренними координатами слоя Мт — т, и 
обозначить через V1 (г, _/’, Аг, / = 1, 2, ••՛, т п։2), а последние 
/п։ 4՜ т2 — т координаты — параметрами семейства слоев Мт — т, и 
обозначить через ир (р, о, ц = т — т3 4՜ 1,՛ • •, Рассуждая анало­
гично, из координат ир2 (р^ =/и— пг։ + 1,՛ • •, т1) последние т — 
можно считать внутренними координатами слоя Мт _ т, и обозначить 

через и (7, у՜, к, Г= + 1,- • -, т), а первые тг 4֊ та — т координа­

ты — параметрами семейства слоев Мт — т,и обозначить через и (р, а, 
т, = т — т3 + 1, —, т։). Так как слои Мт — т, и Мт _ соответ­

ствуют друг другу, то можно положить ир =у՛ и уравнения (1.8) и 
(1.9) переписать в виде

и° = иа (ъ1, ир), (1-10)

и“ = иа (ор, V ). (1.11)

Точки поверхности Хт находятся во взаимно однозначном соответствии 
со всевозможными наборами (А, А) точек А и А, принадлежащих со­
ответственным слоям Мт — т, и Мт — т„ т. е. точек А (и', ор) и 

А (ор, V ). Следовательно, параметры V1, V*, V можно выбрать как 
криволинейные координаты Хт в У„. Так как (и“, иа) являются криво­
линейными координатами Уп, то уравнения (1.10) и (1.11) вместе 
являются уравнениями поверхности Хт в Уп. Поскольку координаты 
и‘ (г՜ = гп14՜ 1,- - •, т) отличаются от координат V1 (г'=1, 2, •••, 
т— п։2), ор (р = т — т։-|-1, •••,т1) своими номерами, заменим их 
через V1 и уравнения поверхности Хт запишем в виде

и" = иа (V1, ор), иа = иа (ир,и'). (1.12)

2. Обозначим первую позицию через ИЛ„ а вторую — через Уп,. 
Криволинейными координатами Ип, и Ип, можно считать соответственно

и° (а, Ь, с, с! =1, 2,- • •, п։) и иа (а, Ь, с, <1 — пг + 1, • • •, п).

Любой индекс, принадлежащий совокупности индексов ?, риг, обо­
значим через а (а, р, 7, 3 = 1, 2։ • •т).
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Касательные векторы Хт будем обозначать через (5°, 5«), т. е.

,а du“ ,ä_ диа 
։< “ dv’ ’ " “ äv’ ‘

Так как уравнения поверхности Хт имеют вид (1.12), то касательными 

векторами будут векторы (??, 0), ($“, ?“), (0, Ву).

За нормальные векторы Хт выберем векторы (■*", 0), (ча, ), 
3, 3 3

(0, ՝•"), определяемые следующими уравнениями:

gab = о, (2.1)
*з
^igäb=°> (2-2)

v’ Q gab = 0, (2.3)

'•“#gäS֊O. (2.4)
jr

s %gab + V'՜ tfg-; = 0, (2.5)

v" V* gab = 0, (2.6)
з ։>

gäb = °> (2’7)
։ s,

(Pu Чи П, s։, *i = 1> 2.'' •» n։ —mj, (p, q, r, s, t = n2 — 4-1,• • -.nj 4֊

+ mt — m), (p2, q2, r2, s2, t2 — n։4՜ m, — m 4֊ 1, • • •, n — m),

где gab и g- g~ метрические тензоры Vn, и Vn, соответственно. В 
дальнейшем буквами р, q, г, s, t обозначаются номера нормальных век­
торов типа (v", v"), в отличие от первого пункта, где эти буквы имели 

з ։
другое значение.

Поверхность, определяемую уравнениями

и" = иа («ь ), (2.8)

назовем проекцией Хт на ИЛ| или первой проекцией Хт и обозначим 
через 'Хщ,.

Аналогично, поверхность, определяемую уравнениями

иГ= „У („Р։)։ (2 9)

назовем проекцией Хт на Уп, или второй проекцией Хт и обозначим 
через 'Хт,.

В дальнейшем, если речь идет о поверхностях 'Хт„ 'Хт, и Хт> 
то всегда предполагается, что они рассматриваются в Vn,, ИЛ, и Ил 
соответственно, пока не оговорено противное.

2*
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Касательными векторами 'Хт, будут векторы а касательны­

ми векторами 'Хт,- векторы Из (2.1) и (2.2) видно, что явля­

ются нормальными векторами 'Хт„ а ՝»" — нормальными векторами 

7Хп,.
Сравнивая (2.1) и (2.6), получим

Й, (2.10)
1 3

и, аналогично, 
/ = (2.11)
$ 5

Используя (2.10) и (2.11), из (2.3), (2.4) и (2.5) имеем соответственно

X* = 0, (2-12)

• (2-13)

>-Р1'^з + >֊Р։'ЯРр = 0, (2-14)
3 5

где '#Р1О։ и '#Рл — метрические тензоры 'Хт, и 'Хт, соответственно. 
Нормальные векторы Хт выберем единичными и ортогональными, т. е.

V“ gab = g.^t, = jf 0, если (2.15)
(. 1, если sl= Л.»

gib = =
1 0, если (2.16)

J, t. 1. 1, если s2 = ^2։

t" gab + V° yg-j-b =gsl = 0, если s=^t (2-17)
st st . 1, если S = t.

Опускание и поднятие индексов Sj, s и s2 производится тензорами
, gst и gs,t, соответственно.

Используя (2.10) и (2.11), из (2.17) получим

>.Р1У1/Л... +>֊Р։>֊” 'g^,=gst. (2.18)
st St

3. Найдем связь между основными величинами поверхности и ее 
проекцией.

Легко видеть, что

S‘h = 'gtfi » £Гр։ — 'g~h > gfs = + 'gf,, giT = O, (3.1)

где gaß — метрический тензор Xm. В дальнейшем основные величины 
поверхностей Хт, 'Хт, и 'Хт, будем обозначать одинаковыми буквами 
с добавлением для поверхности 'Хт, знака (') штрих слева, а для по՛ 
верхности 'Хт, — | знака (') штрих слева и надчеркиванием, как это 
уже сделано в (3.1).

Основные уравнения Хт ([3], стр. 193) распадаются на
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V«
Х| X__ г а , г и : *3 — ^’3 * “ Оар ,

• Л, 4
(3.2)

• 
V« 4 -и (3.3)

V«У°=֊^ ?“+л։уа+ п։у«։

Га Х> «Ха Х| «Ха X
(3.4)

V« у“՜ = _ 6?$“ + л « Vе + л « >° , (3.5)
Х։ Ха Х> X «Ха Х>

с условиями интегрируемости

7?а ь с а + 2 Ь-1 [«63]г, (3.6)
*•

V«6-,т -7?6,т= - ;? I? Кам֊'^Кй ь՜с а + 26т(? п «1, (3.7) 
*« 4« *։ ■։> 1,3,

VI« п 31 + г16 ^7 I? 6,] 3 4- ^'Г' П [3 П «] = ~ Е« 5₽ Vе ^КаЬсЛ + 
/։Х» (а Х4 ра/а Г>Х» 2 /> Х։

+ 4՜ ?« '3՜ ^^Кй-ьТа, (3.8)
2 I, ։,

где через з3 обозначен любой из совокупности индексов $1։ а, з2, т. е. 
(р3, Чз, гз> ^=1> 2»'ф,»п — т). Уравнение (3.2) в развернутом ви­
де, при х = р։, ?=’1 имеет вид,

д(1 ?“ - с?+ ваЬс & 6р,„ /+ 6Р1В1 Vе. (3.9)
Х։ X

Так как 5», есть касательные, а ^—нормальные векторы гХт^ имеем

дь -'бр;,, е? + ваьс £ ?' = 'бр1в1 . (3.10)
х4

Вычитая (3.10) из (3.9) и используя (2.10), получим

— ^Г« '“ = 6/՜« ,

*1 *1
6р,о, = 'бр,,, (3.11)

(3.12)

и
' бр,֊а, ----  6р,,։ ՝!’■' .

х

Аналогично 

и

4>
6р,,, = 'бр,։, ,

* £

(3.13)

՛ Срл Орл — ^Р։’> К Т" >

(3.2) в развернутом виде при ? = г запишется так

(3.14)
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откуда, используя (2.10), получим 

Ьг, =0, (3.15)

И 

-^. = 4,-. <ЗЛ6>

Аналогично получим 

6/з = 0, (3.17)

-6^=6^’’. (3.18)
л

Свертывая (2.16) и (2.18) с Х14'*,^ и л14 'соответственно и скла֊ 
։ I

дывая, получим 

— — 6^ Т14 = Ь։ а. ՝!-' X'4+ 6/3 >.!4 .
/ / Л I 5 I •

Отсюда, согласно (2.12) и (2.13), при « = у, ? = / имеем

— ■(" £р։» ) ' > (՛' '] + ՛՛ 1.'4 )
\ Л Л / \ Л / Л ։ /

или, используя (2.14) и (2.18), получим 

6Г, = 0. (3.19)

Подставляя выражение 6г/ из (3.19) в (3.16), при ։ = у получим

6ру = 0 (3.20)
и, аналогично,

6^=0. (3.21)

Свертывая (3.12) и (3.18) с X՛1՛ и Х:4'^дл соответственно и скла­

дывая, при рх = у, Р = а1։ получим

7։՛ X՛' '8-.Л1., С/4, Х‘1 '^чц = 6/з, I X ■ + X * X14
* » I ' Л / 3 I /

или, используя (2.12), (2.13) (2.18), будем иметь

Ь].. = 'С),'8^։ >*՛. (3.22)

Точно так же

<3'23)

Свертывая (3.12) с X14 '8~1>։ при рх = р, = з. а (3.14) с Х:4 при

Р2 = Р> оз = а, складывая полученные равенства и используя (2.12), 
(2.13), (2.14) и (2.18), получим
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ь (3.24)

Легко видеть, что

V?, v° = zvf։v'’.

где 'V—символ смешанного ковариантного дифференцирования в Ия,. 
Имея в виду это равенство, из (3.4) при ։ = pu s, =s։ имеем

- + nPl /+ n ։, S = -'b'f\ + 'n p, S • (3.25)
.։, J, t, -3, t 3t -3t t,

Свертывая (3.25) c ՝ib gab и используя (2.1), (2.6) и (2.15), получим

n р, = 'n р, (3.26)
/Ml PiSy

И

֊6pI;+np,/’i=-'6p:- (3.27)
J| -Л| t 3,

Аналогично
п р,= '«р, . (3.28)

—бр’: + пр։Г”=-'Ур:. (з.29)
Л'1 «Sg / 51

Из (3.15), (3.4) при а = 7, s3= имеем

d-vfl = n-vo + nT/ (3.30)
* J| "Ji Л -J1 t

и, аналогично, 
d;7= n, /+ n, /• (3.31)

S։ -J։ t -3, t,
Легко видеть, что

V,v“ = 0. (3.32)
5|

Используя (3.32), из (3.5) при s3 = Sj получим

֊6? 5Х + п« *“ + i 0. (3.33)
л։ -6, t ■«, t,

Откуда, согласно (2.10)

п, =0, (3.34)
•5,

И

-6’*+/L^=0. (3.35)
$, J, t

Аналогично получим п „ =0, что совпадает с (3.34) и
•з,
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--- Ь-։ + л» /• ‘ = 0.

Используя (3.15) и (3.34), из (3.33) при ։ = 7 получим

Л-т Vе — 0.
■3, I

(3.36)

(3.37)

Ранг матрицы Ц у" (| равен тг + т„ — т, так как в противном случае 

число нормалей (Vя, у") можно уменьшить путем выбора другой сис- 
• . з з
темы нормальных векторов, а это невозможно, в силу (2.1)—(2.7). Из 
(3.37) имеем

- п_=0 (3.38)
•*1’

и, аналогично, 

п,=0. (3.39)
•*«

/

Подставляя выражение др из (3.38) в (3.30), получим

дг Уа = п-. у° • (3.40)
«1 -*| <1

Покажем, что л у = 0. Действительно, выберем другую систему нор­

мальных векторов так, чтобы нормальные векторы (у°, у° ) и (0, у“ ) 
л 5 39

оставались неизменными, а нормальные векторы ( Vя, 0) менялись по 
*1

закону

(3.41)

где с/е71 и ¥=о.

Из (3.41), используя (3.40), получим
. ~ Л Л Р\л а а . а

О1 » = Н * + Н ПТ у .
•>1 •։. С -л Р1

Покажем, что и- можно выбрать так, чтобы ^Гуй = О, т. е. 
•»I 3,

‘՝ п ‘‘р՝ 
НГ у + I1 п । у =0 
■։■ Л «I •<! Р1 

или
<1 Р| Л 
НГ + Н пГ= 0 . 
■Г1 -Р։

Составим условия интегрируемости (3.42)

(3.42)
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или
А

— Н
*1

я7] ~п 11п‘ 
•Р| А -Г։

то есть
. '1 А _ ».

(7 л1| > п й П/1 ~■р, р, -г,
- (3.43։

Легко видеть, что (3.43) получается из (3.8) при а - л ?=7. /։=<1.
= р։. Таким образом, условия интегрируемости

4
(3.42) выполняются

и, следовательно, можно выбрать р так, чтобы д-։ 
4,

֊7՞= о.
•У1

В дальней-

шем опустим знак (—) (тильда) и будем считать
■-

- дг V« = 0.
<^1

(3.44)

Используя (3.44), получим из (3.40) •
Л
п ■{ = 0
•4,‘

(3.45)

и, аналогично,

Очевидно

л / =0. (3.46)

Ур, = 'Гр, >"• Г3.47)

Согласно (3.47), из (3.4) при а = р1։ 5, = 5 имеем
4 4

или, подставляя выражение для ча из (2.10), получим 
.Г

'й. -I- а"'у?, = ֊Ц В“ + Пр, V“ + п р, /.’■ .
5 5 3 •$ /, -5 I

ИЛИ

'Гр, л” ?“ + лЧ’р,., Vй' = ֊ Ь? с“ + п6, V" 4- Пр, /.’■ ,

•У л •’ ‘5 /, -5 /

откуда 
Л 
Нр։— (3.48)

и
^р, АВ1=-б;; +Пр,(3.49) 

•У $ -5 1

Аналогично, получим 

п₽. = /6рЛАа' (3.50)
•4 4

И ' 

'уР17? = -6Р’;+ (3.51>

.։ 4 ■ 4 г
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где _ символ смешанного ковариантного дифференцирования в Рп,. 

Используя (3.38), из (3.4) при а = /, 53 = 5 получим 
/

Ժu / °1 »о » - >1° ./ V = — О (- ?։, Т п 7 V • 
5 3 •$ I

Подставляя сюда выражение для ՝*" из (2.10), получим

/ 
д~1. £։, = — Ь— -<■- П1 >• Чя, » 

Я Л «л /

откуда

дг =-ь^+п-1”' (3.52)
Я Я -Я I

и, аналогично,

д^‘ = -ЬГ+ пГ>°‘- (3.53)
з з -з I

Принимая в (3.49) р, = [-, а в (3.51.) — р2 — р и свертывая полученные 
равенства соответственно с и складывая затем их и

р р
используя (2.12), (2.13), (2.14), (2.18), получим

Лр = У,я, \9՝>•” 4֊ У >•31 • (3.54)
рз р я р я

Принимая в (3.49) р։ = / и свертывая полученное равенство и (3.53) с 
'.*՛ и >.:ч соответственно, складывая и используя (2.12), (2.13), 
р г
(2.14) и (2.15), получим

П1 = 'V/ >•“՛ + '•*’ 'Зчч дт ’’ (3.55)
ря р яр я

1А> аналогично,

п7 = >?’ д7 -г >-!1։ • (3.56)
рз р яр я

Таким образом, формулы (3.1), (3.11), (3.13), (3.15), (3.17), (3.19), (3.22) 
(3.23), (3.24), (3.26), (3.28), (3.34), (3.38), (3.39), (3.45), (3.46), (3.48), 
(3.50), (3.54), (3.55) и (3.56) выражают связь между основными вели­
чинами поверхности Хт и ее проекциями 'Х,п, и 'Хт1 . Векторы ).’՛ и

>■ ‘, входящие в эти формулы, удовлетворяют уравнениям (2.12), (2.13),

(2.14) и (2.18). Свертывая (2.14) с 'ё՜՜', получим

> ?։ '8^ 
я Л

откуда, согласно (2.13) имеем

(3.57)
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Подставляя выражения для >-՜' из (3.57) б (2.18), получим

>-h ( г?>з. + 'g^'g-t, 'g->>,) = gst- (3.58)
л л

4. Определим взаимное расположение Хт, 'Хт, и 'X,„Jt а также 
расположение Хп относительна позиций Ия и Ия,. Уравнения много- 

н
образия V՛1՝— v:"’ = const, принадлежащего поверхности Хт, в Vr. сле­
дующие:

՛ ■՛ _ _ о
u" = u" (o', v- ), и" = иа (v*-) — const, 

откуда вытекает, что это многообразие принадлежит и поверхности 
X . Назовем его первой внутренней проекцией Хт. Уравнения этого 
многообразия в Ия, имеют вид

и
и° = а" (и', г>?). (4.1)

о
Аналогично, многообразие ир| = v-՝ = const, принадлежащее поверхности 
Х-п, принадлежит и поверхности 'Хт,- Назовем это многообразие 
второй внутренней проекцией Хт. Его уравнения в Vn, будут

_ _ и _
н" = и" (и?, V1). (4.2)

о __ о_
Уравнения многообразия v1 — V = const, v1 — v ‘՛ = const, принадлежа 
щего поверхности Хт, в Ия следующие:

1՛ _ _ и_
иа = иа (v‘, v?), иа = ип (vf, V1). (4.3)

Это многообразие назовем центром Хт.
Проекцию центра Хт на Ия, определим уравнениями

(I
ц"и= И« (и', и₽) (4.4)

и назовем первой внешней проекцией Хт. Из (2.8) и (4.4) следует, что 
первая внешняя проекция принадлежит поверхности 'Хт,. Аналогично, 
проекцию центра Хт на Неопределим уравнениями

и“=и« (v?,vT) (4.5)

и назовем второй внешней проекцией Хт. Из (2.9) и (4.5) следует, 
что вторая внешняя проекция принадлежит поверхности 'Хт,.

Из (4.4) и (4.5) вытекает, что существует взаимно однозначное 
соответствие между внешними проекциями Хт, а также, что v- явля­
ются координатами, общими относительно этого соответствия.

Из (2.8), (4.1) и (4.4) следует, что поверхность 'Хт, есть простран­
ство композиции двух многообразий, позициями которых являются первая 
внутренняя и первая внешняя проекции Хт- Аналогично поверхность 
Х,ц, есть пространство композиции двух многообразий, позициями ко­
торых являются вторая внутренняя и вторая внешняя проекции Хт, а
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поверхность Хт есть пространство композиции трех многообразий, 
позициями которых являются первая и вторая внутренние проекции и 
центр Хт.

5. Рассмотрим подробнее как определяются внутренние и внеш­
ние проекции, а также соответствие между внешними проекциями за­
данием поверхности.

Прежде всего покажем, что преобразование координат, сохраняю­
щее форму (1.12) уравнения поверхности Хт, имеет вид

V1 — V1 («р՛), «р—ир(и’), «/=и/(ир>), (5.1)

где «’—новые криволинейнные координаты Хт.
Действительно, в новой системе координат уравнения поверхно­

сти будут

ип = и“ (и91), иа — и" (и^), 

откуда следует, что
-^. = 0

дю1
или

= (5.2)-
ди?՝

Так как ранг матрицы

и, аналогично,

равен mlt то из (5.2) следует, что

0 (5.3)
dv'

^- = 0. 

ди1
(5.4)

Легко видеть, что из (5.3) и (5.4) вытекает (5.1).
Рассмотрим внутренние проекции, как поверхности в пространстве 

Х,п. Уравнения первой внутренней проекции в системах координат

и «’ будут соответственно 
о 

ир։ = ир* = const (5.5)
и 

о 
const. t5‘6)

В силу (5.1) из (5.5) следует (5.6) и наоборот, т. е. любая точка’ 
принадлежащая поверхности (5.5), принадлежит и поверхности (5.6) и 
наоборот. Значит, поверхности (5.5) и (5.6) совпадают, т. е. первая 
внутренняя проекция остается неизменной при преобразовании (5.1).
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Аналогично показывается, что вторая внутренняя проекция остается 
неизменной при преобразовании (5.1).

Таким образом, заданием поверхности Хт внутренние проек­
ции определяются однозначно.

Рассмотрим центр как поверхность в пространстве Хт. Его урав­
нения в системе координат г,’ есть

о _ о_
vl == vl = const, v1 = v 1 — const, (5.7)

а в системе координат v* 
о о

v1 ֊ уЧ= const, v1 = v1 = const. (5.8)
При преобразовании координат (5.1) из (5.7) не следует, вообще го­
воря, (5.8), т. е. точки, принадлежащие поверхности (5.7) не принад­
лежат, вообще говоря, поверхности (5.8). Значит, при преобразовании 
(5.1) центр изменяется и, следовательно, изменяются внешние 
проекции.

Итак, заданием поверхности Хт внешние проекции определя­
ются неоднозначно и произвол их выбора сопряжен с произволом 
выбора систем криволинейных координат поверхности.

Посмотрим как меняется соответствие между внешними проекция­
ми при изменении этих проекций.

Обозначая касательные векторы первой внешней проекции в про­
странстве 'Хт, через 5р', а коэффициенты связности — через 'Гр» , 
можно написать

да #֊'Лр Й։ +Z&S,4 £4? = Bp,vo- , (5.9)

где Bf3 — вторые тензоры, a — нормальные векторы первой внеш­

ней проекции в пространстве 'Хт,. Поскольку 

то из (5.9) получим
-/Лрг?‘+/^=Вр,^‘, 

откуда при р! = |* имеем
-/Пр+'^=кру11. (5.10)

Аналогично
_ х I

= В,,.? • (5.11)

где ՛ — коэффициенты связности, В33 — вторые тензоры и ՝*?* —
Т 

нормальные векторы второй внешней проекции в пространстве 'Хт,.
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Вычитая (5.10) из (5.11), получим

7?Р = ('Сзр — 'Сйр)+ В„?— В„ ч՝, (5.12)
X ' 7

где
П = 'ПР-Т^ (5.13)

тензор аффинной деформации внешних проекций.
Таким образом, при изменении внешних проекции соответ­

ствие между ними изменяется так, что тензор аффинной дефор­
мации у довлетворяет условию (5.12).

6. Покажем, что основные величины поверхности Хт определяют­
ся заданием основных величин проекций ՛Хт, и ' Хт,, основных величин 
внутренних и внешних проекций и соответствия между внешними 
проекциями.

Действительно, основные величины поверхности Х,„ по формулам 
(3.1), (3.11). (3.13), (3.15), (3.17), (3.19), (3.22), (3.23), (3.24), (3.26), 
(3.28), (3.34), (3.38), (3.39), (3.45), (3.46), (3.48), (3.50), (3.54), (3.55) 
и (3.56) определяются данными величинами и векторами л?՛, опреде- 

ляемыми уравнениями (2.12) и (3.58). Покажем, что векторы /.?■ опре- 

деляются через данные величины. В самом деле, (2.12) можно запи­
сать в виде

/•р'Яр< т ’̂ ’ёЧ = 0. (6.1)
. л з

Легко видеть, что и 'ё^ будут метрическими тензорами первой 
внутренней и первой внешней проекций соответственно. Обозначим че­

рез 'ё‘։ тензор, взаимный тензору '#//. Свертывая (6.1) с 'ё‘к, по­
лучим

= (6.2)
з г

Подставляя выражение л* из (6.2) в (3.58), придем к соотношению 
£

У Г + '~^'8^'8п~'8“'81,,'8‘( = ём

или, обозначая через ё?° выражение, находящееся в скобках, получим

(6.3) 
■» «

откуда видно, что есть ортогональный единичный репер в метрике 

ёг»
Легко видеть, что произвол выбора такого репера сопряжен только 

с произволом выбора системы векторов, нормальных к Хт ([2], стр. 197).
Таким образом, векторы лр՛ определяются данными величинами и,
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следовательно, данными величинами определяются основные величины 
поверхности Хт-

7. Рассмотрим некоторые свойства Хт.

(
Vе \

, 0 1 определяется уравнения-
Si / 

ми ([2], стр. 203)
(b-t + Kg* <Л?=0, (7.1)

J, 5,

где К— корни уравнения

\birf -г Xg^l = 0. (7.2)
J, 4,

Используя (3.15) для т — тп։ корней (7.2), получим

К7 = 0. (7.3)

Подставляя выражение К— из (7.3) в (7.1), уравнения линий кривизны 

для нормали (vn, 0), соответствующих корням K-Jt примут вид
J, S,

b dv? = 0 
J| 

или, используя (3.15)
брр, dv3՝ — 0.
*1

О
Отсюда следует, что любая линия на многообразии и’1 =v3՝ = const 
есть линия кривизны для нормали (ча, 0).

Таким образом, приходим к выводу: вторая внутренняя проек­
ция есть омбилическое многообразие для нормали (ча, 0).

*1

Аналогично, первая внутренняя проекция есть омбилическое 
многообразие для нормали (0, vn ). 

։»
При изгибании проекций 'Хт, и 'Хт„ как следует из (3.1), по­

верхность Хт тоже изгибается. Из (3.22), (3.23), (3.25), (6.2) и (6.3) 
следует, что поверхность Хт изгибается так, что вторые тензоры 6,3 

остаются неизменными, а 6,3 есть вторые тензоры поверхности Хт в 

подпространстве V,n,+m, пространства ИЛ, являющемся топологическим 
произведением проекций 'Хт, и 'Хт,.

Итак, при изгибании проекций 'Хт, и Хт, поверхность 
гибается так, что остается неизменной в пространстве, 
щемся топологическим произведением этих проекций.

8. Покажем, что 'g?,?, не зависят от v1.
Действительно, имеем

, диа диь
— Sab ”7 ‘ ~ ‘dvh ov3՝

m U3
являю-

(8.1>
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Дифференцируя (8.1) по v1 и имея в виду, что gab — gab (ur), иа — 

= и" (и՜1), получим 
dr'g^ = 0 (8.2)

и, аналогично, 
д/ 'gt& — 0- (8«3)

Используя (3.15), (3.34), (3.38), из (3.7) при s։ = s1։ « = <’, ß=P, 7 = а 

выводим X • t
Ü 1 а, = — Ь,, ГЛр,

ИЛИ

дт 6р,а, — 6/; Ь-„р, - — Лр. » 
J։ 5։ «I

Откуда, согласно (3.16) и (3.48), получаем 

и, аналогично,
(?/6рЛ = 0. (8.5)

»1
Из (3.8) при t։= t1։ s։= s։, а = i, ß = Pi имеем

V (Tn»,] + gv‘ b-j [Р,6Т] i + gp'r*n [p.nZ] = 0 
i,i, l, J, Wi

или, используя (3.15), (3.34), (3.38) и (3.45), получим

07Лр,= 0 (8.6)
j,r, 

и, аналогично, 
(Э7лР, = 0. (8.7)

Имея в виду формулы (8.2), (8.3), (8.4), (8.5), (8.6), (8.7), придем к 
выводу: на поверхности Хт есть система криволинейных координат 
(о1, ир, и'), относительно которой имеет место следующее: а) ком­
поненты метрического тензора g^ распадаются на три группы 

так, что

8^=811 №, V՜), 8р'=8г (о1, V՜, V-), g-^.f = 8-^ (.V՜, оГ);

б) вторые тензоры распадаются на три группы бо?, Ь 
Зя З1 3

Ь-$ так, что 
Л- .

ба.З = 6а,3 , V-), Ь<$ = (о1, ), Ьар = Ь$ (V-, V 1);
$1 5 3 32 ‘ Зз

в) векторы л» распадаются на три группы л,, па, п* и так 
^«6 Л,1„

что
П-2 = Л։ (о1 , Щр), Ла = Ла («' , V- , V1 ), Па = Па (г>?, V 1 ), 

^1^։з 31^ 51ц 3^12

где через {13 обозначен любой индекс, принадлежащий совокупности 
индексов и
Казанский государственный

университет Поступило б.ГУ.бб.
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Լ. Ա. ՄՍՔԵՎՈՍՅԱՆ

ՄԱԵԵՐԵՎՈԻՅԹՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ ՍԵՐՎԱԾ ՏԱՐԱԾՈ Ի ԹՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ՄԵՋ

Ամփոփում

Աշխատանքում ապացուցվում է, որ մակերևույթը ռիմ անյան բերված տա­
րածության մեջ հանդիսանում է երկու բազմաձևությունների ընդհանրապես ոչ֊ 
■ ազատ կոմպոդիցիայի տարածություն։

Մանրամասը ուսումնասիրվում է այն մասնավոր դեպքը, երբ մակերևույ­
թի բազիսային բազմաձևությունները ծածկվում են համապատասխան շեր­
տերի միջոցով միապատիկ կերպով։

Ուսումնասիրված է մակերևույթի մի քանի հատկությունները, ինչպես 
նաև մ ակե րևույթի մի քանի գծերի հատկությունները, որոնք բնութագրում 
են մակերևույթի ներքին ու արտաքին երկրաչափությունները:

L. A. MATEVOSIAN

ON SURFACES IN REDUCABLE SPACES

Summary

It is proved in the paper, that the surface in a reducable rieman 
space may be represented as a generally non-free composition space of 
two manifolds.

The case, when the basic manifolds of the surface may be covered 
•with the corresponding layers, is studied in detail.

Several properties of the surfaces and ofsurfece lines related with 
internal and external geometries, are investigated.
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И. С. САРГСЯН

О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОДНОМЕРНОЙ 
СИСТЕМЫ ДИРАКА

Введение

Пусть р(х) и г(х) — вещественные функции, определенные на по­
лупрямой (0, оо) и суммируемые в каждом конечном интервале, а /։ (х) 
и А (х) — вещественные, непрерывно дифференцируемые функции на 
той же полупрямой. Рассмотрим задачу Коши

։д-^ + ^+р(х)и1=о, <0Л>
д1 дх

(0.2) 
д/ дх

“I (*, 0) = /х (х), и։ (х, 0) = /։ (х). (0.3)

Система (0.1)—(0.2) является одномерным аналогом нестационар­
ной системы Дирака в релятивистской квантовой теории.

Изучение асимптотического поведения спектральной функции и 
вопросов разложения по собственным функциям одномерной стацио­
нарной системы Дирака, т. е. задачи

^р + р(х)у1='>у1, (0.4)
ах

֊֊^ + г(х)у2=>уг, (0.5)
ах

л(0)-АУ1(0) = 0, (0.6)
методами, аналогичными методам, разработанными Б. М. Левитаном [1] 
и В. А. Марченко [2[ для уравнения Шредингера, основано на пред­
варительном исследовании задачи (0.1) 4՜ (0.2) 4֊ (0.3).

В настоящей работе выводятся явные формулы для решения за­
дачи (0.1) 4֊ (0.2) 4՜ (0.3). Эти формулы нами уже использованы при 
изучении асимптотического поведения спектральной функции и ее про­
изводных, а также вопросов разложения и суммирования дифференци­
рованных разложений по собственным функциям задачи (0.4) 4՜ (0.5) 4՜ 
4՜ (0.6); полученные в этом направлении результаты изложены в за­
метках автора [5—8].

Приведем основной результат настоящей работы.
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Теорема. Пусть функции р(х), г (х), А (х) и /2(х) удовле­
творяют вышеуказанным требованиям. Тогда решение задачи (0.1) 4՜ 
-4֊ (0.2) 4՜ (0.3) и(х, А А = (“'1 ) дается формулами:

\иг (х, ()/
I. при 0 < I < х

(х, 0 = к (х, I) {А (х + 0 + *А (х 4֊ I>} 4֊ I (х, I) {А (х — 1) — г'/г (х — 
х+ /

֊ 0} +֊ У {*(х, А 5) А (5) 4֊ Цх, (, 5) А (з)}Л, (0.7)

X - I

и, (х, Г) = к (х, () {А (х + 0 — 'А (х + 0) + I (х, I) {А (х — I) 4- /'А (х —

֊ 0} + ֊ У {М(х, з) А А) + И (х, А з) А ($)} Л. (0.8)

II. при (<0, О’С—<<^х

«1 (х, /) = к (х, О (А (х 4- 0 4- (А (х -4- 0) +I (х, О {А (х — /) — »А (х -

- - 0} 4- у у {К (х, - А з) А (з) 4-1 (х - I, з) А А)} <1з, (0.9)
Х—1

«2 (х, О = к (х, о {А (х 4֊ /) — /А (х 4- 0) 4-1 (х, О (А (х — 0 4- €А (х —
ДГ-/

- О}+ у У [М(х,-^з)АА) +Й(х,֊{,з)АА)} (А, (0.10)

где положено
։

к (х, /) = -уехр -у 1՛у[р (х 4՜ ,։)4- г (х 4՜ ’)] ,

О

I (х, 0 “ -у ехр (у [р (х — т) + г (х — -)] ,

О 
а функции {АГ(х, з), £ (х, з)} и {М (х, I, з), Л^(х, А в)) удовлетво­
ряют системе

1—+֊^ -ГР (5) К(х, л з)=0, .0.11)
01 оз

։ г (з) Ь\х, А з) =0 (0.12)
01 Оз

и следующим условиям на характеристиках:

К(х, Ах 4՜ 0 4-г Т (х, <։ х +0 = у г |р (х 4՜ 0 — г (х + ^}к(х, {),

К (х, I, х — А — г / (х, А х — 0 = у г {р (х — t) — г (х — £)} I (х, (),

3'
(0.13)
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7V (х, t, х + t) - i М(х, f, х+ 0 =֊^1{г(х+ t) —р (х + 0} * (х, t), 
£

N (х, t,x-t) + iM(x,t,x-t)= ~i\r(x — t)֊ р (x — t)}l(x, t)

(0.14)

Функции же {К(х,— t, s), L (x, — t, s)} и {M(x, t, s), N(x,. t, s)} 
удовлетворяют системе (0.11) 4՜ (0.12) и условиям на характери­
стиках, соответственно, (0.14) и (0.13).

Продолжим функции р(х) и г (х) на отрицательную полуось с 
сохранением класса, а в остальном как угодно, а функции /х (х) и 
/։ (х) — по формулам*

/։ ( — х) = а (х) /х (х) + ₽ (х) /2 (х) + ^{Р (х, s) A (s) 4֊ R (х, s) f& (s)} ds,

(0.15)

/s(— х) = а(х)/։(х) — ₽(x)/j (x)4- J{Q(x,s)/1(s)4-H(x,s)/։(s)}efc> 

0
(0.16) 

где
а (x) = cos |y j [p (t) 4՜ r (֊)] d~ j. > 

0

P (x) = — sin { y-J [p (t) + r (') ] dt [ , 

0
a функции P(x,s), R (x, s), Q(x,s) и H(x,s) удовлетворяют системе 

Pjc (x, s) 4- Hs (x, s) = {r (x) — p ( — s)} Q (x, s), 

Hx (x, s) 4- Ps (x, s) = {r (— s) — p (x)} R (x, s), 

Qx (x, s) — Rs (x, s) = (p (— s) — p (x)} P (x, s), 

Rx (x, s) — Qj (x, s) =• {r (x) — r (—s)} H (x, s)
и условиям

// (x, x) — P (x, x) = a' (x) — P (x) {p (— x) — r (x)},

R (x, x) 4- Q (x, x) = — P' (x) — a (x) [r (— x) — r (x)},

R (x,0)֊AP(x,0)=0,/7(x,0)-AQ(x,0)= 0 ^A = ^21՝j.

Если ft (0) = 0, то следует взять Л =0.

* В совместной работе Б. М. Левитана и автора [4] показано, что ато продол­
жение непрерывно вместе с производной первого порядка.
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III. при 0 х £
и։ (х, 0 = к (х, I) {/։ (х т 0- ։/« (х 4- 0| 4֊ 1у (х, «) {А — х) — 

х-м
— х)} + у | {К(х, (, 5)/1 {։) +£ (х, I, з) А (з)| А4֊

и
։—х

4- -֊ [ (ЛГ, (х, {, 5) А (з) +Л (х, #, 5) а (5)} <к, (0.17)

о

и։(х, «) = к (х, О {А (х + «)— (А (х + 0) 4՜ 11 (х, () {А (* — х) 4֊
Х+1

-Г <А 0 — *)} + у У {М (х, ։, х) А (з) -*֊ М (х, I, 5) А (։)} 4֊ 

и
/—X

4- у {ЛА(х, #, з) А (з) + М (X, ։, з) А (з)} Л, (0.18) 

О
где

4 (х, 0 = {а (! — х) 4- г'Р (£ — х)} I (х, *), 
а функции Ку (х, I, з), Д (х, £, з), Му (х, I, з) и Му (х, I, з) выражают­
ся через функции К (х, I, з), £(х, I, з), М (х, t, з), М (х, #, з), Р (х, з), 
R (х, з), <2 (х, з) и Н (х, з) элементарно.

Для полноты изложения в работе приведен полный текст выше­
упомянутой совместной работы Б. М. Левитана и автора, что состав­
ляет часть параграфа 4.

Поясним в общих чертах сущность метода работы.
Сначала строится система интегральных уравнений, эквивалент­

ная задаче (0.1) 4֊ (0.2) 4՜ (0.3). Интегральные уравнения оказываются 
уравнениями типа уравнения Вольтерра. Затем система интегральных 
уравнений решается методом последовательных приближений. Решения 
задаются формулами (0.7)—(0.8) и (0.9) — (0.10) при 0<Г£<^х и /<^0, 
0 <С—#< х соответственно. Для построения решения при 0<х<^£ 
строится оператор преобразования, с помощью которого удается про­
должить решения на отрицательную полуось с сохранением класса, 
т. е. непрерывно вместе с производными первого порядка. Тогда ре­
шение дается формулами (0.17) —(0.18).

В заключение искренне благодарю проф. Б. М. Левитана за по­
становку задачи, интерес к работе и обсуждение результатов.

§ 1. Вывод формулы для решения задачи Коши

В этом параграфе мы выведем формулу для решения задачи Коши

+—։-Ьр(х)и։=0, ■ (1.1)
о< Ох
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/^_^ + г(х)н2=0, (1.2)
д1 дх

и1(х,1)111-0 = /Лх), <к3)

и„ (х, /)/»_0 = /» (х). (1.4)
Будем предполагать, что функции р (х) и г (х) определены на полу­
прямой (0, о=), вещественны и суммируемы в каждом конечном интер­
вале, а /։ (х) и /2 (х) также определены на полупрямой (0, эо) и имеют 
непрерывные первые производные. Продолжим функции р(х), г (х), 
А Iх) и /։ (х) на отрицательную полуось с сохранением класса, а в 
остальном, как угодно.

Сначала рассмотрим задачу (1.1) + (1-2) + (1.3) + (1.4) при р(х) = 
= г (х) 0. Тогда мы имеем

. диГ ц ди?> _
' й + «X՜՜0’ (1.5)

■ ди2՝ дщ ' п
' И дх ’°՛ (1.6)

^ '(х, 0//-0=/1 (х), (1-7)

^О)(Х, 0 (-о=А(х). (1.8)
Задача (1.5) +(1.6) +(1.7) + (1.8) эквивалентна двум независимым 

задачам относительно функций (х, I) и из1 (х, V,. В самом деле, 
дифференцируя уравнение (1.5) по х, имеем

д (д£>' 
дх\дХ;

\ = .^1V _-д .
' дх2 «?х\ 1 д1 1 1 д{\ дх /

Подставляя сюда ди?> н м
значение из уравнения (1.6), получим

д'иР _ .±1 диР \ _ д2и^. п
дх2 1 дА д1 ) д? ՛

Далее, из уравнения (1.6) и условия (1.7) следует

. ди^ ди{п>
1 ։-и дх Ь-4

(1.10)

Значит, в силу (1.9), (1.8) и (1.10), для функции и? (х, /) получаем 
следующую задачу Коши:

д'иР 
д(2 ~

д2г£} 
дхг ' (1.11)

ил0>(х, ~/з(х), (1.12)
дия’ (х, ^)

= — ։/։ (х). (1.13)
/-0

Решение задачи (1.11) + (1.12) + (1.13) дается формулой Даламбера
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(л, о=֊ (л (х+п- /3 (х -/)} -֊- г у /; (-.) с1-. = 
I х֊/

= 4^(х'?/)+Л(х՜ О!֊֊/1/1(х+О֊А(х-О!- (1-14)

Поступая аналогичным образом, т. е. дифференцируя (1.6) по х 
д^ н ъ

и подставляя в полученное уравнение значение из уравнения (1.3),

для функции и(|"’ (х, {) находим следующее уравнение

д ( = даЛ2) = А Л = ± 1 = дМ01
дх \ дх / дх2 дх \ 01 / 1д/ \ дх / де

Далее, из уравнения (1.5), в силу (1.8), находим условие

,л^|
д{ 1-0

ди?'
д7 ,.«=-/։М-

. (1.15)

(1.16)

Поэтому уравнение (1.15) совместно с условиями (1.7) и (1.16) для 
функции и{°‘ (х, О определяют следующую задачу Коши:

(Ри^ _ д'и?
де дх3 ’

и'1о) (х, {) /_о = А (х),

Применяя формулу Даламбера, получаем
Х+1

и^(х, 0=4 (А (* + 0 + А (х ֊ 0} + — 4 А (") = 
£• и

х—1

= ֊ {л (х + 0 + А (х-0) + 4։՜ + 0- А (х - 01. (1.17)
Лх £•

Итак, доказано, что решение задачи (1.5) + (1.6) + (1.7) + (1.8) дают­
ся по формулам (1.17) и (1.14), т. е.

пГ(х, 0 = 4 + 0 + А (х ֊ о։ + 42 {Л (-НО- А (х - 0), (1.18а)
А Лх

^\х. 4 {/з(х + о + А (х - 0) + 4 2 {/1 + 0-А (х-0). (1.18в)
А

Рассмотрим теперь неоднородную систему с однородными началь­
ными условиями

Х’^- + 41 = Г1(Л’<)’ (1Л8)
01 Ох
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.0^ _^_ = FAXt <)։ (1.19)
dt dx

иг (х, t)h^» =0, (1.20)

и., (х, =0. (1.20 )

Составим задачи Коши для функций и։ (x, t) и и2 (x, t) незави­
симо друг от друга. С этой целью дифференцируем уравнение (1.18) 
по t, а уравнение (1.19) по х. Имеем

■ _ д /dûa \ dF2 (х, t) _ д /диЛ ! др (л, Q .
1 dt2 dt \дх / dt dx \ dt / dt

iÊ- / . (1.22)
àx\ dt ) dx2 dx

Из уравнений (1.21) и (1.22) относительно функции их (х, 1} по­
лучаем следующее окончательное уравнение

__ ^2цх ____ • др1 (х, р (х,!) . /1 22» 
гН2 дх2_________ дх дх

Далее, из уравнения (1.18) и начального условия (1.20') следует

=-i֊-s- -iFAx.tÿ
dt U=o dx t- k-n

- /Л (x, 0). (1.24)

Поэтому уравнение (1.23) совместно с начальными условиями (1.20) к

(1.24) для функции их (х, 0 определяют следующую задачу Коши:

É4 _ = . dF, (х, t) _ dF2 (х, t)
dt2 dx2 dt dx

Uj (x, t) =0,

" , м 1 . “1(х,0= — ~2 I

<^“1 (x, 0 1 .r , m
~ä~L ։F՝(x-Ob

Решение этой задачи дается формулой (см. [3], стр. 158):

i Х+Ч,~^
ГЛу,0)^ + ֊\с1֊.\ f ֊■)

2J Н I d.

: ÖF2 (у, ֊.) 
ду

Составим теперь задачу Коши для функции и2 (х, f). Аналогично пре­
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дыдущему, дифференцируем уравнение (1.19) по I, а уравнение (1.1в) 
по х. Тогда

. о'-’и3 _ д I 0ил । , др2 (х, I) _ д_/ди2 \ _ дрг (х, I) 
др д1 ՝ дх ' д1 <?х\ '4 / д* ’ ц 26)

. д /да1\_ д2^ др2 (х, О
о*х\ / дх2 дх

Равенства (1.26) для функции и, (х, £) определяют уравнение

О’*«։ _ /^2 (х, Л _ дР3 (х, О . ...
дР дх* д1 дх

Далее, из уравнения (1.19) и начального условия (1.20) следует

—= ֊*■֊՛ -^« <*■*)! =--^(х,о). (1.28>
О1 /-0 Ох /.(I ,/—(I

Тогда уравнение (1.27) совместно с начальными условиями (1.20) и 

(1.28) для функции и2 (х, () определяют следующую задачу Коши:

д2и2_ д2и2 _ _ . дР2 (х, () дР2 (х, I)
др дх2 д{ дх

щ (х, Щ-л =0, 
^4^1 “ ֊ 1^2 (х, 0). 

д{ |г_)
Решение этой задачи дается формулой

■г-;/ I л+сг-т)
й2(х,0 = - I-։ (Г1(у, 0)^-4 \<Р Г Ь- +

х-Г О Х-(Г-Т)

+ —ду. ' (1.29)
Оу ]

Преобразуем теперь формулы (1.25) и (1.29). Сначала преобра­
зуем второй интеграл формулы (1.25). Имеем

I х+(1—:)

23 ] . л ду г
О

-1 х+и—I х* (*-■:) 

=~4։ ^’ [ аг՛?՛с> ■»+ ֊[а ( ^33 ду 0 х-(<-1) О х-(/—։)
՛ (1.30);

Непосредственным интегрированием для /2 получим

•> ■ •
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О

(1.31)

Меняя порядок интегрирования в _/։ и интегрируя, находим

. 1 • ։՛ ^ 7й"(у>у 1 -['‘у ?՛ ’ (у>~} <ь

X-I 0 х о
X х хп‘

~ » I Л (у, у — X — /) с!у + ֊^- / ( Л (у, 0)с1у---- -- ։ Г Л (у, х + {—
£ Л * УX- < х—1 *

Л (У, 0) с!у = у I

=у։'] Л (^, 0) Л/—у;

х+/ х+/ •[
Л <У, 0) с1у— -~г ( Л (у, у — х + 

■/ х֊/

-Н> <1у —гу Л (у, х 4- ։—у) Лу. (1.32)

В силу (1.30)» (1.31) и (1.32) формула (1.25) принимает вид 
I

«։ (х, О = у у 1Л (.X - 1֊֊.,-) - ", ")} —

и
х х +։

. ~՝у։'У л (у,у ֊х-1-0 —~2՜ ։’У Л (у,х + 1— у)<1у. (1.33) 

А'—/ X
Преобразуем теперь формулу (1.29). Сначала преобразуем второй ин­
теграл этой формулы, т. е. интеграл

—4. <1.34)
О х-(/֊т)

Меняя порядок интегрирования, а затем интегрируя, получим
I х+(/--) .Г у-(х—О

4-֊А,р, Ь, С
.1 V1 с*՜ 2 4 1 ог.
<' х-(/—4 ’ х- / о

— у = — -у * У Л (у, У — X + /) с/у +

X <1 X —I
1 Г 17* ‘

+ ~2 Л (1/, 0) Л/----— Л (у, х + ^у) Л/т у f'շ(y,0)dy^^
Х—1 X X

I 2 х+‘ -Г л+/

ГЛу,у-х <1у—-/I Г3(у,л4-<—у) с1у.
х—I V— (

(1.35)
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Непосредственным интегрированием для получим 
/

+ (1.36)
о

В силу равенств (1.34), (1.35) и (1.36) формула (1.29) примет вид 
։

«з(.г,л= а՜—
о 

X X
(у, У — х 4- о с!у — -֊- ։ С Г-, (у, —у 4- х + 0 с!у. (1.37) 

" », V
X —/ X

Итак, доказано, что решения задачи (1.18)+(1.19) — (1.20)4-(1.20') 
даются формулами (1.33) и (1.37), т. е.

I
иг (х, () = ֊ ^[Г։ (х + 1 — ~-, ■։)— Г3 'х — I 4- т, т)} с/т — 

О 
X х-Ч

---- ^։\Р\(у,у — х+ Г) с!у---- (у,—у+ X — 0 <1у, (1.38’) 

/
и3 (х, 0 =• -у {Л (х —/4-՜, (х с1- —

и 
X х-М

----у ։------ (у, у — X -г 1)с1у-----֊2֊ Iу Л (у,—у 1x4-0 <1у. (1.38ь) 
X—/ X

Вернемся теперь к задаче (1.1) — (1.2) 4- (1.3) -1-(1.4). Перепишем 
ее в следующем виде:

. ди^ с^_ _ _
01 дх

. дил Ои^ _  . . . .
I . — . = - Г (х) и. (х, 0,

д1 Ох
«1 (*, 0Л-<>=/1 (х),

Но (х, 0./-0 = /2 (*)•
Положим

(х, 0 = — р (х) их (х, /), (1.38)
Г2 (х, /) = — г (х) и» (х, /). (1.38')

Считая функции (х, /) и Г2 (х, /) в равенствах (1.38) и (1.38') 
известными и учитывая линейность системы (1.1)4֊(1.2), нетрудно убе­
диться, что решения задачи (1.1) 4֊ (1.2)-р (1.3) + (1.4) (х, /) и
и» (х, 0 задаются формулами
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и։ (х, /) = иГ (х> 0+“։ (х, О> 

иг (х, /) = “20) (х, 04"и2 (х> О»

где и<°’(х, /) = ( 1 ’ ) и и (х, /) = (' , ^ )• соответственно, яв-
\Н2 (х, /) / \И2 (х, Ч '

ляются решениями задач (1.5)+(1.б) + (1.7) 4֊ (1.8) и (1.18) -(1.19) + 
+(1.20) + (1.20'). Поэтому, в силу формул (1.18“), (1.18ь), (1.38) и (1.38 ), 
для решения задачи (1.1) + (1.2) + (1.3 )+(1.4) получим формулы

Ц1 (х, о = 4 {/։ (х ■+■ /) + Л (X - /)}+ 4'1А (х 4-*1 - А - 0)4- 
2 х.

I
+ 4^ {г (х + / —т) и..(х + / — Т,֊) — г (х — { +•։) ия (х — /+•:,֊)} с/т + 

О
х /

+4' \р и*~х<^՜՜*՜ 4 ‘чр ("՛х+^~՜) (1-39)
2 Ч ЛX—/ X

иг (х, 0=4 {А (х + 0 + А (х ֊ 01- 4г՛ (х + 0 ֊ А (х֊ /)} +

/
+ ֊2 У (р (х + / — т) и։ (х + / —Т, т) — р (х֊/ + т) И1 (х—/— ■:,֊)) </т+ 

(I
X х +/

+ 4 ' С г (•) иа (■> х — х + /) </■ 4- 4 г> 1 г «2 (', ^ + / — ") </՜. (1.40)
х—։ х

Таким образом, для решения задачи (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4) 
мы построили эквивалентную ей систему интегральных уравнений 
11.39) -+- (1.40). Эти уравнения являются уравнениями типа Вольтерра 
и поэтому могут быть решены методом последовательных приближе­
ний. Сначала приведем их к более удобному для исследования виду. 
Заменяя переменную в первых интегралах, мы находим

«1 (х> 0 =4 (х+0 + А (х~/)՛+ 4* ‘А (х + 0—А (х֊ 0/-г 
А X,

х х-¥1
+ — I р (з) (5, 5 — X -Г 0 с/5 + — / I р ($) иг (5, X + /—з) с/з —

и/ -)X- / .г
X ,г+ /

---(г(з1 И։ (з, з —х + 0 л + 4 ( г (з) и2 (з, X + / — 3) с1з, (1.39') 

՝ .г-» X

«2 (х, 0 = 4 (х+ —7' (х + ~А (х — 01 4-
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X Х~1
4-“< (|Г (з) И2 (5, 5 — X 4՜ О ск 4՜ г (з) и2 (в, х 4-— з) </з— 

X-/ X
X X -г/

-----У “։ («, з — х 4֊ 0 4֊ Г Р («) “1 (з, X 4- * — з) ds. (1.40') 
Л Vх — ։ х

Пусть функции щ0> (х, I) и и'Р (х, 0 определяются по формулам

(х, 0= ֊֊֊ {Л (х 4- 0 4- А (х- 0} + у I {Ъ (х 4- 0֊ А (х-01, (1-41)

«Ах, 0 = ֊ {А (х -Н)4- А (* — <)} —5- * (А (х 4- 0 — А (х -0}.(1.42)

При р 1 (р =1, 2, 3, • • •) положим 
х х+1

и\р\х, I) = -у ։ ур (з) и\р՜^ (з, з — х 4՜ 0 ^з 4՜ ~ Р (з)и\р~1) (з, х 4֊ 

Х-1 X

4՜ # — з) «/з — ^֊у г (з)и^-1> (з, я — X 4- О Л 4՜ 

х-։
Х4-/

4- 4У г (5)и2Р-1) (։> з — х 4- О с/з, (1.43)

и2Р)(х, /)= — у г (з) и г՞՜15 (з, з — х 4՜ 0 ds 4-

х—1 х+1 х
4՜-՜ 4 г(з) и2₽-1)(з, х4-< —з) Л------ Ср(з)и1/’-’>(з, 3 —х4֊<) с/з4-

X X -Iх+։
4—У р (з) и<р~1} (з, х1 — з) ds. (1.44)

Тогда из равномерной сходимости последовательных приближе­
ний, доказательство которой мы опускаем, считая его общеизвестным, 
следует, что решение системы интегральных уравнений (1.39՜) 4՜ (1.40') 
и1 (х, V и и, (х, *) определяются равенствами

иг (х, 0 = и|0) (х, /) 4- ы‘11’ (х, *)4- и?\х, 0+ • • • (1.45)

и» (х, <) = “20) (х, <) 4- иГ։ (х, 04֊ Ы22)(х, 0 4----- . (1.46)

Покажем, что каждую из функций (х, /) и игР) (х, I), 
р =1, 2, можно представить в виде

и{рЧх, о ^к[р\х, о А (х + о 4- (X, о А (х - 0+ т\р\х, о А (Х4- 04-
х+(

4-п?)(х, 0 А (х-04- ֊֊У {Ар (х, t, з) А (з) + Ьр (х, /, з) А (з)} ds, (1.47) 
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п'Лх, О - к'Р (х, П/։(х֊Н) ֊rZ/V, t) (x -1) 4֊ m'P (x, t) f., (x + t) -J- 
x-.t

+ n<§’ (x, t) ft (x -t) +—J[Af„(x, t, s) f, (s) ±N,> (x, t, s) /a(s)} ds. (1.48) 

x-t
Положим 

.r 
/Г(х,0=-֊ p (s') u\p~l> (s, s —x + t) ds, (1.49)

.Г —/

p(s)u{p-'> (s,x + t֊s)ds, (1.50)

ЛГ

A,0»֊f r(ri«P(M֊x^)<6, (1.51)

.r —/ 

.Г+/

J'A*. 0=֊J Г (s) (s, x + t - s) ds. (1.52)

X
Тогда равенства (1.43) и (1.44) можно переписать в виде

и(։р) (х, 0 = ij^ (х, 0 + (X, t)- fsp\x, t) + j\p՝(x, t), (1.53)

U?’(x, f) -ftp4x, t) + ЛР> (x, t) + ij\p} (x, 0+ ij\P4x, t). (1.54)

Докажем теперь формулы (1.47) и (1.48). При р — 1 из (1.49) и (1.41) 
следует

•V
/J>(x,0=4f P(s){֊[/J(2s-x + 0+/1 (х-014- 

tJ IХ-1
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-֊- (х -г I — 5) I А (з) ds -

2
8

А («) ds.

(1.51) и (1.42) мы имеем

(1.56).

Далее, из

Л*>(х, О = 4 Г Из) (4 (А & ֊*+ 0+ А (х- <)] ֊ 4 '■ -
ДГ—/

* .г

— х + 0 —Л(х—0] • = А (х — 0- 4 р՜ <*) л + А (х~
Х—1 

X х + 1

И, наконец, из равенств (1.52) и (1.42) следует
Х+1

/Р(X, 0= ֊У г (3) {֊ (А (х + О + А (2з - X֊ 0]- 44А(х+0-
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п<։,(х,0 = — (‘[р (5) - г (5)1 Л, (1.62)
4 Л

.г—/

Кг (х, 0 «) = — И? 14՜ + * + 5)] + /’ I 4՜ <х “ * +։)! +
4 I | 2 1 I г

2
(1.63)

'2
2

(1-64)

Тогда формула (1.47) при р =1 следует из (1.53) в силу равенств 
(1.55)—(1.58) и (1.59)—(1.64).

Далее, полагая

№ (х, <)=■֊■( 
4 J

[р (з) + г (з)] ds, (1.65)

Й” (х, 0------4
4

■ (0 + г (։)]*>
X—/

(1.66)

тп^1’ (х, 1)= — г
4 ։

Л

Г [р (з) + г (з)] ds, (1-67)

П2Х> (х, 0 = 4՜ 1 Ир (з) 4- г (з)] ds, (1.68)

П.69)

м(^> л ։) =—4՜р |4 (х+*+5> |+р |՜
-г|'2.(х + < + з) |-г^А(х-/ + з) (1.70)

мы получим формулу (1.48) при р = 1, в силу равенств (1.54)—(1.58).

Допустим теперь, что для р = 1, 2, . -, <? —1 формулы (1.47) и 
(1.48) уже доказаны. Докажем их для р — д. Полагая в (1.47) р =д—1 
и подставляя выражение для и1’-։>(х, £) в (1.49), получим

X
№ (х, I) = -֊՝ [ р (з) {М’՜0 (з, 3 - X + #) А (2з - X + #) +
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-- /1’՜° (з, ։ — х 4- О/з (х — О) <1з 4֊ — §р (з) [тп? ” (з, з — х4֊ 

х-։

4֊ О /2 (2з — х 4- 0 4՜ п(1’-п (з, з — х 4- 0 /3 (х — 01 4՜
х 21—х-М

4֊ ~ I р(з) { -у I АГ„_1 (з, з — х4-о г)/з (х) с/г 4-

Х-С Х-С
21-х+/

4-^- Ду-1 (з. з — х 4- /, г) /з (г) с/г1с/з.

Заменяя переменную в первых двух интегралах и изменяя поря­
док интегрирования в последнем интеграле так, чтобы внешний инте­
грал брался по 2, }\ч) (х, 0 приведем к виду

х+с 2<г+х
—---- 1 )/2 (з) | ск 4- — у р (з) Кч-х (з, з - х 4- /, г) ds | Д (г) Иг +

Х-1 х—1

х-^1
+ У р (5) (з, 5 ֊ х +I, г) ds^ f2 (г) dz. (1.71)

х—/ х—1
Из равенств (1.47) и (1.50) при р = д следует

Х+1
(х. О = у Р (з) (з, X 4- / ֊ 5) Л (X 4֊ О 4-7(1’-1) (3, X + /-

х+/
— з) ух (2з —X— 01 с/з 4- Г Р (з) {т(’֊,) (з, X 4- / — 3) /2 (х 4- 0 4֊

11* 1'(з, х 4- / — з) /2 (2з — х — 0) ds 4-

з, г) У» (г) dz 1 ds.-з, г)/з(х)с/г + -֊

460-4
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Заменяя переменную в первых двух интегралах и изменяя поря­
док интегрирования в третьем интеграле, получим

(1.72)

+ I— з, г) <к \/г (г) <1г -)

Поступая аналогичным образом, из равенств (1.47), (1.51) и (1.52) 
для /з” (х, 0 и /1” (х, /) получим следующие представления:

(»-И 
П1

'Г1' (з, 3

2

2 2 2 2

1 I к ^Мч~1(՝5՝

4՜ У | р 5

. X !?-1)

(1.73).

2
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4*
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(1.79)

^Х + /֊Ь»)

4֊ ֊^-У {։> (г) Ьч-\ (х, х 4֊ <—г, 5) 4՜ г (г) Мч-\ (г, х 4՜ / —х, з)} <1г. (1.80)

Подставляя значения для функций (х, 0, г = 1, 2, 3, 4, из 
равенств (1.71) —(1.74) в равенство (1.53), в силу обозначений (1.75)— 
—(1.80), получим формулу (1.47) при р — д. Таким образом, формула 
(1.47) доказана при любом р (р = 1, 2, • • •).

Далее положим

к[ч) (х, =-— у р (з) Л1*՜1’ (з, х 4՜ # — з) </з 4՜

+ г(5) М’֊։>(в, х 4-1 — з) с1з, (1.81)

X
№ (х,0=-----Ур(з)/|’-1) (з, з — X 4-10 с!з +

+ — ։ У*՜ (з) -1< (5»5 ~ х + О Л» (1.82)
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Ь(х+/+.։>

֊1֊ ֊ у {р (г) Д/-1 (г, х + ( — г, з) + 1г (г) /V,, 1 (г, х 4- ( — г, $)} Нг.

(1.86)
Подставляя значения функций /,'/։ (х, О, / = 1, 2։ 3։ 4, из ра­

венств (1.71)—(1.74) в равенство (1.54) и учитывая обозначения (1.81)— 
— (1.86), мы получим формулу (1.48) при р=д. Следовательно, форму­
ла (1.48) доказана при любом р (р = 1, 2, • • •).

Из равенств (1.45) и (1.46), в силу формул (1.41), (1.42), (1.47) 
и (1.48), следует, что решение задачи (1.1) + (1.2) ;-(1.3) + (1.4) задает­
ся формулами

«1 (х, О = (А (х + 0 4֊/1(х — 0}+֊֊֊ ( {/г (х + 0 — /2(х — 0} 4֊

+ (*, 0А (*+0 + 4 (х, 0 Д (х— 0 4- /71։ (х, О Д (х 4֊ 0 +
х+/

4՜ (х, 0 Д (х ֊ 0 4֊ - {К (х, I, з) Д (з) 4՜ Д (х, «, з) (з)} Из, (1.87)
.Г—/

“а 0,0 = -7 1/г(л' + 0 +/а (•< — 01 ֊ ֊֊г {Д (х + 0 —А (*֊ 0} + 
2.

4՜ (^> ОА (х 4- 0 + 4 (•*, О Л (х — 0 + 'гц (х, О А (х 4- 0 —
- х-^1

4- Па (х, 0 4 (х— 0 + -у У (ЛГ(х, о з) А (О + А (х, 0 з) А (01 л, (1.88) 

х /
где

к)(х, 0 =֊2 Л(/) (х, 0 (7=1,2), (1.89)

/у(х,0=2 //Р)(х,0 (/“1, 2), (1.90)
р-1 

•»>
ту(х,0 = 2т(/)(х, 0 (/=1,2), (1.91)

Р-1

п;(х,0=2 №,0 (/=1,2), (1.92)
р=1

/Г(х,оз) =2 Кр(х, 0 0, (1.93)
р-1

Д(х,/,з)= 2£р(х,0з), (1.94)
Р-1

М(х, 0$) = 2 Л/р (х, 0 з), (1-95)
Р-1
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ЛГ(х,1,5)~^АГР(х,^з). (1.96)
Р-1

Разномерная сходимость рядов (1.89)-■ (1.96) следует из равно­
мерной сходимости последовательных приближений, т. е. из равно­
мерной сходимости рядов (1.45) и (1.46).

Отметим некоторые свойства функций к;(х, /), 1}(х, Л, т.) (х, () 
и п) (х, <), которые позволят упростить формулы (1-87) и (1.88). Из 
равенств (1.59)—(1.62) следует, что

т։и (х, ։) = I Л1” (х, /). (1.97)

/|1)(х, /) = ։ л!” (*,*)• (1.98)

Соответственно, из равенств (1.65) —(1.68) получим

тп^ (х, *) = (х, 0, (1.99)

(х, О = / 4° (х, #). (1.100)

Покажем, что равенства (1.97)—(1.100) справедливы и для функций 
&/'' (х, I), 1,р> (х,1), тп(р (х, Г) и л/’ (х, /) (у = 1, 2) при любом р, т. е. 
справедливы равенства

тпГ(х, 0 = ^)(х, 0 (7=1,2; р = 1,2,•••), (1.101)

/У”(х, 0 = ։пУ”(х, <) (; = 1, 2; р = 1,2,-.-). (1.102)

Действительно, допустим, что для р = 1, 2,• • •, д — 1 равенства (1.101) 
и (1.102) уже доказаны и докажем их справедливость при р = д. Ра­
венство (1.101) при р = д для /=1 следует из (1.75) и (1.77), а для 
'] = 2 — из равенств (1.81) и (1.83). Соответственно, равенство (1.102) 
при р = д для у = 1 следует из равенств (1.76) и (1.78), а для у=2— 
из (1.82) и (1.84).

Тогда, учитывая определения функций к) (х, <), //(х, <), гтц (х, V) 
и л/(х, #), / = 1, 2, т. е. равенства (1.89) — (1.92), в силу (1.101) и 
—(1.102), заключаем, что

т.) (х, /) — 1к}(х, <), (1.103)

2/(х,<) = ։лл(х, #) (7=1,2). (1.104)
Отметим еще одно свойство функций к](х, I), 1](х, ։), т.)(х, #) и 

л/(х, *), 7=1,2. Из (1.59)—(1.62), (1.65)֊ (1.68), (1.75)-(1.78) и 
(1.81)—(1-84) непосредственно следует, что при любом р имеют место 
следующие равенства

к'Р (х, 0) = /У” (х, 0) =тУ’)(х, 0) = пТ (х, 0) = 0, 7=1, 2.

Поэтому, в силу (1.89) —(1.92),

к] (х, 0) = (/(х, 0) = гп)(х, 0) = лл(х, 0) = 0, 7 =1> 2. (1.105)
Далее положим

* (*> 0 = ֊£ + кг (х, #), (1.106)
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1 (х՝ °=I -г /։ (х, 0, (1.107)>

т (х, 0 = ֊2֊ 4- т., (х, /), (1.108)

п(х, 0 = -у + пг (х, t). (1.109>

Тогда, в силу (1.105), имеем 

к (х, 0) = / (х, 0) = т (х, 0) = п (х, 0) = — • (1.110>

Учитывая равенства (1.103)—(1.104) и обозначения (1.106) 
-(1.109), решение задачи (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1-4), т. е. формулы 
(1.87) и (1.88), можно представить в виде

“1 (х, 0 ~ к (х, /) (х + /) + (А (х + 0} + (х> {/։ (х О
Х+1

-։/։(х-#)} + -֊ У {АГ(х, #,з) А(з) + £(х, #,з)/։(5)} Л, (1.111)>

и։ (х, /) = т (х, 0 {/2 (х֊Ь 0 — (А (х + 0} + п (х> 1А (*~О +
Х+1

+ 'А(х֊О}+уУ {М(х, #,5)А(з) + ?У(х, М)/2(з)}Л. (1.112)

Х—1

§ 2. Сведение к задаче Гурса

Рассмотрим задачу Коши

^ + ^֊+р(х)и։ = 0, (2.1>
(К Ох

_^1+г(х)и2=0, (2.2)'
дх

(х, 0) = (х), и3 (х, 0) =А (х). (2.3)
Пусть решение этой задачи дается формулами (1.111) и (1.112) 

Выясним каким условиям должны удовлетворять функции к (х, £), 1(х, 
т (х, <), п (х, <), К (X, {, з), Ь (х, £, з), М (х, I, з) и № (х, I, з), чтобы 
функции и1 (х, 0 и и2 (х, /)> определенные формулами (1.111) и (1.112), 
давали решение задачи (2.1) + (2.2)+(2.3). В настоящем параграфе 
будет показано, что для функций К (х, I, з), Ь (х, I, з), М (х, I, з) и 
N (х, I, з) получаются задачи Гурса, а функции к (х, /), I (х, (), т (х, <) 
и п (х, 0 удается явно вычислить, притом

т (х, I) = к (х, <); п (х, I) = I (х, О-
Из формул (1.111) и (1.112) следует, что, в силу равенств (1.110). 

начальные условия (2.3) выполняются автоматически.
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Обозначим через и (х, #; /) решение задачи (2.1) —(2.2' -4- (2.3), и 
, / ах (х, I; П \пусть нам уже известно, что вектор—функция и (х, г; ] )= I 1

\«։ (х, /; /) / 
представляется по формулам (1.111) — (1.112). Обозначим через сле-
дующую матрицу второго порядка:

а через Вх матрицу

Покажем, что
Вх и (х, t\ f) = и (х, f; Вх f).

В самом деле, нетрудно убедиться , что левая и правая части 
этого равенства удовлетворяют одной и той же задаче Коши

Вх V = 7/и, 

v/t~ о = Bxf.
Поэтому требуемое равенство следует из единственности решения за­
дачи Коши.

Таким образом, систему (2.1) можно записать в виде
Ti и = и (х, f; Bxf). (2.4)

В левой и правой частях уравнения (2.4) стоят двухкомпонентные 
векторы, поэтому это уравнение равносильно системе двух уравнений, 
соединяющих соответствующие компоненты этих векторов.

Теперь, используя формулы (1.111) и (1.112), найдем компоненты 
правой и левой частей уравнения (2.4). Для нахождения первой компо­
ненты левой части дифференцируем формулу (1.111) по t и умножаем 
на — i (см. определение матрицы Tt ). Имеем

.диг (х, t- /) 
di

= — i /Л/(х, 0+ ~I, х + f)|/х (х 4- I) —

— ik (х, t) j\(х + 0— 4 It (х, t) + ֊֊- L (х, t, х — 11 IA (х — t) +

+ ։7 (х, f)/i (х — t) + Ikt (х, t)---- iL (х, t, х 4֊ f)l/a (х 4՜

h(x, 04՜ -~il(x, t, X — f)}/г (х — f) 4- к(х, t) /г(х40 -*-/(х, 0Л (х~

f {К, (х, 0 s) A (s) 4֊ L't (х, t, s) A (s)} ds. (2.5 }
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Для нахождения второй компоненты левой части уравнения (2.4) 
дифференцируем формулу (1.112) по / и умножаем на—г՜

_ 7 ՛ = — / | т։(х,Л ֊^֊ М(х, Л х 4֊ Л I/.. (х4՜ 0~
д/ I 2 )

— гги (х,/)/։(х т 0 — ^п/(х, Л 4֊ -֊ М(х,{, х — Л |/2(х — Л Т

Ч-гл(х, Л /з(х—Л~ ■) ли(х,Л 4֊ •— г'М(х, Л х 4֊ Л |/х (х 4՜ Л 4-

4-|ш(х,Л---- ^-ЛИ(х, / х — л[֊А(х — Л — т(х, 0/1(х4֊0 —
I 2 1

х+/

--- П (х, Л/ I (х — Л ՛ ~- 1՛ ) |М (*, Л«) А («)+М («, Л «)/։(«)}&. 
,г-(

(2.6)
Для вычисления первой компоненты правой части уравнения (2.4), 

в силу определения матрицы Вх, в формуле (1.111) следует функцию 
А(х) заменить на р (х)/։ (х) +/2 (х), а /2 (х) на — /1 (х) 4֊ г (х)/2 (х). 
Тогда, интегрируя еще полученные в правой части интегралы по час­
тям, мы получим

п։ (х, Л Вх/) ■■= р (х 4֊ Л &( х, Л /х (х 4՜ 0 4՜ А: (х, Л /2 (х 4- 0 —

֊Ис (х, Л /1 (х 4֊ Л + ։г (х 4- Л к (х, I) /« (х 4֊ {) 4֊ р (х — Л I (х, I) /г (х — 

— Л 4֊ I (х, Л /_■ (х —— Л - Н (х, Л /1 (х — Л — /г (х — () I (х, Л А(х—Л~

— ֊֊г£ (х, 1,х - ЛА (х —Л + -֊ £(х, /, х - ЛА (х — I) + — ЛГ(х, Л х4֊
2 2 2

х-г/

4 ЛА֊ (х 4֊ Л ֊ -֊- К(х, I, X — 0 /. (х - о 4-у у {£Дх, Л $)+р («) X

• ' Х-1
х-։

К(х,Л з)}/х (з)«7$ - -֊ р— Кз (х, Л 5)4-г (5) Ь (х, Л 5)}/Д«) с/з. (2.7) 

Х-/
Аналогично предыдущему, заменяя в формуле (1.112) функцию 

/х (х) опять на р (х) /х (х) -|- /2 (х), а /2 (х) — на — / (х) т г (х) /2 (х) и 
интегрируя по частям, для второй компоненты получим следующее 
выражение:

п2(х, Л Вх/) - — т (х, /) /1 (х4-() 4-г (х 4-() т (х, /) /2 (х 4՜ #) — 

- гт (х, 0/г (х 4- 0 - гр (х 4- 1) т (х, #)/х (х + I) -п(х, /) /{ (х — /) 4֊

- Г (х — 0 п (х, 1)/2 (х т Л 4- гр (х — I) п (х, *) /х (х — {) 4֊

4- гп (х, 0 /г (х — о +- ~ М (х, л х 4- Л /» (х -Ь Л —
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---- 7՜ м(х, (,х — ։) /„ (х — /)— ~ Ы (х, I, х -Г I) (х + 0 + 
£• 2

Х4-/
4֊-|- 7У(х, х —/)/։ (х — «) 4֊-^- С (М (х, {, з) +р(з) М (х, I, з)|Х

х~1
X Л (5) * + у ] <- М'< («Л *Нг (5) м (X, (, з)} /3 (з) <1з. (2.8)

Х-/

Так как вектор-функция / (х) = произвольна, то, в силу
V։ (*)/

уравнения (2.4), в выражениях (2.5) и (2.7) (соответственно, в выра­
жениях (2.6) и (2.8)) коэффициенты при /։ (х 4՜ /), А (х — ^), /2 (х4- Г), 
/2 (х - /) и подынтегральные выражения должны совпадать (коэффи՜ 
циенты при производных /1(х-{-<), /1 (х — £), /г (х 4- <) /2 (х —/) вза­
имно уничтожаются). Итак, приравнивая в выражениях (2.5) и (2.7) 
коэффициенты при /х (х 4֊ /), /։ (х — {), /2 (х 4՜ 0 и /= (х — /), соответ­
ственно, получим

— 1'к, (х, I)---- -- {К(х, I, х — р (х -т 1) к (х, /)---- -- £(х, х 4՜ /),

— И)(х, о----~ НС (х, I, X — /) —р (х — /) I (х, /) — £(х, I, х-~։),

кг (х, 7)----- -  г'Ь(х, /, х 4֊ Л = 1г (х 4- I) к (х, 1)---- — К(х, t, х 4֊ /),
2 2

— 1/(х, ()---- г'2.(х, ^х — () = — /г (х — /) I (х, /)----------  К(х, /, х — /).

Из первого и третьего равенств получаем следующую систему 
для определения функции к (х, <):

к։(х, 1р (х к (х, #) =---- --  {К (х, х 4֊ /) 4- /А (х, /, х 4՜ <>},

(2.9)

Л/(х, {) — (г (х 4֊ 0 к(х, ~՜ (х> х г I) — /£(х, <, х 4֊ /)), (2.10)

а второе и четвертое равенства определяют следующую систему для 
функции I (х, О:

1։ (х, /) — гр (х — #) I (х, ^) =---- — {К (х, х — <) — г'£ (х, #, х — #)},

(2-11)

Л(х, <) — гг (х — /) / (х, #)= — (АГ(х, х — /) — г'£(х, /, х — <)}. (2.12)

Суммируя равенства (2.9) и (2.10), для определения к (х, <) оконча 
тельпо получим уравнение
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2к, (х, () — / {р (х + 0 + г (х 4- 0} к (х, /) - 0. (2.13)
Присоединим к уравнению условие (1.110), т. е.

к (х, 0)= (2.14)

Из уравнения (2.13), в силу начального условия (2.14), для функции 
к (х, 0 находим следующее выражение: 

/
к (х, 0 = -^-ехр!-֊-1 ([р(х+--) + г (х+•։)] «Л ! . (2.15)

о
Теперь, суммируя равенства (2.11) и (2.12), получим

2/’<(х, 0 - I {р (х — 0 + г (х — 0| / (х, 0 =0.

Решая это уравнение и учитывая условие (1.110), т. е. I (х, 0)= ~ , 

получим 
I

1(х, 0 = АехрЯ/С[р(х_т) + г (Х_.)]^ I. (2Л6) 
X ( X )о

Вычитая из равенства (2.10) равенство (2.9) (соответственно, из 
равенства (2.12) равенство (2.11)) для функций К(х, 1.з) и £(х, £з) 
получим соотношения

К (х, £ X 4- О + (х, {р (х 4- 0 ֊ Г (х 4- 0} к (х, о,

(2.17)

К (х, /, X — 0 — (х, £ X — 0 = г {р ( х— 0 — Г (х — 0} I (х, О-

(2.18) 
И, наконец, приравнивая подынтегральные выражения в равенствах 
(2.5) и (2.7), для функций К (х, 0 з) и £(х,/,з), как функций пере­
менных з и £ получим следующую систему дифференциальных урав­
нений в частных производных:

дК(х, {, з) дЦх, I, з) . ч п
I-------- ----- 1--------- ---------- (■ р (з) К (х, {, з) = 0, (2.19)

01 оь

.дЦх, £ 3) 0К(х {, 3) , /Чгг х п
I - ’ -------’ -Р Г (з) £(х, t, з) = 0. (2.20)

<7/ <73

Система (2.19) — (2.20) совместно с условиями (2.17) и (2.18) для 
функций К (х, £, з) и £ (х, /, з) определяет задачу Гурса.

Далее, приравнивая коэффициенты при /г(х— 7), А & — ^), 
/а (х 4- <) и /2 (х — #) в выражениях (2.6) и (2.8), соответственно, по- 
лучим
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— m’t(x, t)---- — iM(x, t, x 4֊ t) = — ip (x — t) m (x, f) —
2

֊ — TV(x, t,x + t), 
2

П/(х, f)-------  iM(x, t, х — t) = ip (x — t) n (x, t) + N (X, t, x — t),

— imt(x, t)---- - iN (x, t, x + t) = r (x + f) m (x, /) + — M(x, t, x 4՜ 0»
2 2

— ini (x, f)—i N(x, t, x — t) = r (x — t) n (x, f)-----— M(x, t, x — /).
2 2

Из первого и третьего равенств для определения функции т (х, t) 
получаем систему

ГП/ (х, /) — гр (х 4“ 0 ГП (х, 0 = у (х> х + 0 ~ гМ(х, I, X 4֊ /)}, 

(2.21) 

/П/ (х, 0 — 1Г (х 4”0 771 (х, /) =-----{ /V (х, <, X 4՜ 0 ~ (*» 0 х + 0).

(2.22) 

а второе и четвертое равенства определяют следующую систему для 
определения функции п (х, <)'•

т (х, 0 — гр (х — /) п (х, 0= {ТУ (х, <, х — /) + /ТИ (х, /, х — #)}> (2-23)

71/(х, 0 — /г (х — 0 п (х, /) = —{/V (х, #, х — 0 4- /ТИ(х, I, х — /)}• 

(2.24)
Суммируя уравнения (2.21) и (2.22), находим

2т( (х, /) — {{р (х 4֊ «) + г (х + 0} т (х, I) =0.
Решая уравнение (2.25) и учитывая условие (1.110), 

т (х, 0) = —, для функции т (х, 0 получим выражение 
2

(2.25) 

т. е.

уехр
о

Поступая аналогичным образом, из уравнений (2.23) и 

условия п (х, 0) » -у получим

п (*, О = -—exp {-i- (х—т) + r (х —-s)]tfc

о
Теперь, вычитая из равенства (2.21) равенство (2.22)

ственно из равенства (2.23) равенство (2.24)) и подставляя в 

(2.26)

(2.24) и

(2.27)

(соответ- 
получен-
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ном равенстве явное выражение функции т (х, () из (2.26) (соответ­
ственно явное выражение функции п (х, А) из (2.27)), для функций 
М (х, (, з) и М (х, I, з) получим следующие соотношения:

(х, /, х 4- 0 — (М (х, I, х 4֊ 0 = -у1 {г (х 4֊ /) — р (х 4֊ /)} X
I

X ехр (х +■ ') 4՜ г (х 4--)] <1- ■ I (2.28)
о

М (х, /, X - /) 4՜ (Ж1 х — ~ I {г (х — о — р (х — 0) X

X ехр ^^[р(х— т)4- Г (х — *.)]сЛ|- (2.29)

о
И, наконец, приравнивая подынтегральные выражения в равен­

ствах (2.6) и (2.8), для функций М (х, #, з) и N (х, I, з) (как функций 
переменных з и /) мы получим следующую систему

.дМ(х, (, в) , (х, I, з) . .I ------—-------- !-------- - ------ ' +р (з) М (х, (, з) =0, (2.Л0)
01 Оз

. 0^ (х, I, з) дМ (х, А, з) , . . ., . . л
I----- ’ --------- 4֊ г (з) ЛА (х, I, з) = 0. (2.31

01 08

Система (2.30) 4՜ (2.31) совместно с соотношениями (2.28) и (2.29) 
для функций М(х, А, з) и № (х, I, з)определяет задачу Гурса.

Заметим, что из (2.15), (2.16), (2.26) и (2.27) следует

т (х, А) = к (х, А); п (х, А) = I (х, А). (2.32)

Далее, полагая в формулах (2.17) и (2.18) I — 0, имеем

АГ (*, 0, х) 4- 1Ь (х, 0, х) = ({р (х) — г (х)},

АГ (х, 0, х) — г£ (х, 0, х)= ֊- г (р (х) — г (х)}.

Из последних соотношений следуют нужные в дальнейшем равенства, 
справедливые в каждой точке непрерывности функций р (х) и г (х), а 
именно

А"(х, 0, х) = -֊- г [р (х) — г (х)]; Ь (х, 0, х) = 0. (2.33)

Поступая аналогичным образом, из равенств (2.28) и (2.29) по­
лучим соотношения

ЛА (х, 0, х) = - -11 [р (х) -Г (х)]; М (х, 0, х) =0. (2.34)

В частности, при х = 0 из (2.33) и (2.34) следует

/Г(0, 0, 0) = ֊ Л^ (0, 0, 0) = ~ [р (0) - г (0)]. (2.35)
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И, наконец, учитывая (2.32), решение задачи (2.1) -{֊(2.2) 4֊ (2.3), 
выражаемое формулами (1.111) и (1.112), можно переписать в следую­
щем окончательном виде:

«1 (*. 1)=к (х, () (А (х + 0 4- г/. (х 4- <))-(-/ (х, О (/2 (х — £) —

- № (х - 0} + у У {^(х, I, з) А (5) + £ (х, 5) /2 (в)} Л, (2.36)

«а (х, I) = к (х, б) {/г (х֊Н) - ։/։ (х 4֊ £)} т I (х, £) {(2 (х — I) — 
.Г—/

+ /А (х-0) + у \{М(х, I, з) (з) + Ы (X, £, з) /2 (з)} бв. (2.37)

Формулы (2.36) и (2.37) при исследовании вопросов асимптоти­
ческого поведения спектральной функции и вопросов разложения по 
собственным функциям одномерной системы Дирака, т. е. системы 
(0.4) 4՜ (0.5) + (0.6) (см. введение), будут играть исключительно важ­
ную роль.

§ 3. Оператор-матрица преобразования

Пусть А и В — два линейных дифференциальных оператора, 
Ег и £2 — два линейных функциональных пространства.

Определение. Линейный непрерывный оператор X, отобра­
жающий пространство Ег в Ег называется оператором пре­
образования, если он удовлетворяет следующим двум условиям:

1. АХ=ХВ, (3.1)
2. Существует обратный оператор X՜՜1.
Пусть 

причем р (х), г(х), р1(х) и гг (х) —вещественные функции, суммируе­
мые в каждом конечном интервале (0 х < Ь со).

Е2 есть совокупность непрерывно дифференцируемых двухкомпо- 
// (х)\

нентных вектор-функций / (х) — ( 71 ), определенных на интервале
Х/г'х)/

[0, Ь) и удовлетворяющих граничному условию

А(О)֊АА(О) = о, (3.3)

где Л — конечное действительное число.
Е2 есть совокупность непрерывно дифференцируемых двухкомпо­

нентных вектор-функций § (х) = ՛ определенных на том же
\Яг (*)/

интервале [0, 6) и удовлетворяющих граничному условию
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Л(О)֊ЛЛ(О)=О, (3.4)

где — конечное действительное число. 
Оператор-матрицу X будем искать в виде (см. [4])

X [У(х)] =
! л
«(х) А (х) + Р (х) Д (х)+ у {Р (х, з) (з) + R (х, з)А (з)} Л, (3.5) 

т(х)А(х)4-3(х)А(х)+ Г (С(х,5)А(з)4-Н(х,5)А(з)}Л. (3.6) 

I о
Вычислим компоненты вектор-функции АХ\{ (х)]. Из определения 

оператора-матрицы А и выражений (3.5), (3.6) следует

АХ [/(х)]։ = р (х) а (х) /, (х) +- р (х) Р (х) /. (х) + р (х)Р (х, з) (з) Л 4֊

+ р(х) р?(х, з)У։(з) Л-ГТ'(х)А(х)+1 (х) А (х)+ ?/(х)У,(х) 4֊ 

и
4- 8 (х) у2 (х) 4- <2 (х, х) ух (х) 4֊ Н(х, х) у։ (х) 4- 

АГ
+ | {с; (х, з) А (з) + /А (X, 3) А (з)} А; (3.7)

О
>1^[/(*)]։ = — «'(х) А(х)—я(х)У։ (х) — ₽'(х)Уа(х)—Р (х)у։(х) —

— Р (х, х) ух (х) — R (х, х) у2 (х) — у Рх (х, з) ух (з) Л — 

О

— У Рх (х, з) у, (з) с?з 4- г (х) Т (х) ух (х) 4֊ г (х) о (х) А (х) 4-

+ Г (х) у {<2 (х, з) А (з) 4- Н(Х, з) А (з)} (3.8)

о
Вычислим теперь компоненты вектор-функции ХВ [У (х)]. В силу 

определения операторов X и В имеем

ХВ [/ (х)]1 = « (х) р։ (х) А (х) 4- а (х) у2(х) — р (х)У1 (х) 4֊

+ ?(х) п (х)А (х) + у{Р(х, з) {Р1 (з) А (з) + А(з)} Из + 

и

-4- R (х, з) [ — А (з) 4- Г1 (з)У2 (з)] с!з; (3.9)
и
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ЛГВ [/ (х)]2 = г (х) рг (х) /х (х) + 7 (х) /2 (х) — 3 (х) /։ (х) 4֊

+ 3 (х) гх (х) (х) + <2 (х, з) {рг ($) /г (з)4՜
О

+ Л (5)} Л + С н (х, з) { - /։ (з) + гг (з) /. (з)} (3.10)

(I

Согласно условию (3.1) соответствующие компоненты вектор-функ- 
ций ЛА'[/(х)] и ХВ [/(х)] должны быть равны, т. е. равны выраже­
ния (3.7)—(3.9) и (3.8)—(3.10). Поэтому, приравнивая выражения (3.7) 
и (3.9), а затем приводя подобные члены, интегрируя по частям ин­
тегралы в выражении (3.9), содержащие производные /1 (з) и /2 (з) и 
учитывая условие (3.3), получим

Iя (х) 1р (х) — Р1 (х)] 4֊ у' (х) С? (х, х) 4- R (х, х)} /х (х) 4-
4֊ (х) [? (*) “ Г1 (х)1 + 8' (х) + Н (х> х) — Р (х> х)} /г (х) +
+(7 (х) + Р (х)1 /1 (х) + Р (х)֊ “ (х)1 /» (х) + [АР (х, 0) -

— R (х, 0)| /1(0)4՜ У {Р (х, з) р (х) 4- <2х (х, з) — Р (х, з) рг (з)— 

о
-Г

— Р> (х, з)} /х (з) (к 4- ря (х, з) р (х) 4- /4 (х։ з) — R (х, з) гх (з) 4֊ 

О
4- Р5 (х, з) | /2 (з) ск = 0. (3.11)

Поступая аналогично, из выражений (3.8) и (3.10) получим
{7 (х) 01 (х) “ г (х)] + а> (х) 4՜ Р (х, х) — Н (х, х)} /х (х) 4-

+ Iй (х) [/-1 (х) — г (х)] 4- р' (х) 4- Р (х, х) 4- <2 (х, х)} /2 (х) 4-
4- [а(х) ֊ г (х)]/ (х) + [Т (х) 4- ? (х)] /2 (х)4֊[Я(х, 0)֊А(2(х, 0)]/х(0)4-

X
+ р1 <2 (х, з) Рг (з) 4- н, (х, з) — (^(х, з) г (х) 4- Рх (х, з)} /х (з) Л 4֊

+ р/7 (х, з) гх (з) — (х, з) — Н(х, з) г (х) 4-Рх (х, з)}/2 (з) е/з = 0.

(3.12) 
(/ (х)X1 ) — произвольная вектор-функция, то в тож-

1г (х) /
дествах (3.11) и (3.12) коэффициенты при /х (х), /2 (х), /։ (х), /2 (х), 
/1 (0) и подынтегральные круглые скобки равны нулю. Следовательно, 
приравнивая к нулю подынтегральные коэффициенты при /х (х), /2 (х) 
и коэффициенты при /х (0), относительно функций Р (х, з), R (х, з), 
<2 (х, з) и Н (х, з) получим следующую систему: 
460-5



И. С. Саргсян

+ дН^з) = [г (х) _ (։)] $ (х> (3 13)
дх 05

дНМ + дР(х^) = (։) _ р (х)] (х> д (3 М)
дх дз

дО(х^ _ д я^) = Ь։(з) _ р(х)] р (х> д (315) 
дх дз

^(Х,_5_) _ д 0(х1з) = ( г(х) _ Г1 (5)] н (3 16>
дх дз

/?(х,0)-ЛР(х,0)=0, (3.17)

Н(х, 0)-Л(2(х,0) = 0. (3.18)
Далее, приравнивая к нулю коэффициенты при (х) и /2 (х), от­

носительно функций а (х), Р (х), 7 (х) и о (х) получим систему
а' (х) 4- 7 (х) [рх (х) — г (х)] = Н (х, х) — ,Р (х, х), (3.19)

— & (х) + ? (х) [г։ (х) — р (х)] = Н (х, х)— Р (х, х), (3.20)
Р' (х) 4֊ 3 (х) [г։ (х) — г (х)] — — R (х, х) — (2 (х, х), (3.21)
Т' (х) 4֊ а (х) [р (х) — рх (х)] = — Л (х, х) — (2 (х, х). (3.22)

И, наконец, приравнивая к нулю коэффициенты при /1 (х) и 
2 (х), получим равенства а (х) — о (х) = 0, Р (х) 4֊ 7 (х) =• 0, т. е.

о (х) = а (х), 7 (х) = — ₽ (х). (3.22')

Поэтому система (3.19) 4՜ (3.20) + (3.21) 4- (3.22) принимает вид

а' (х) — Р (х) [рх (х) — г (х)] = Н (х, х) — Р (х, х), (3.23)
а' (х) — Р (х) [р (х) — гх (х)] = Р (х, х) — Н (х, х), (3.24)
?' (х) 4՜ « (х) [гх (х) — г (х)] = — /? (х, х) — (2 (х, х), (3.25)
Р' (х) — а (х) [р (х) — рг (х)] = /? (х, х) 4- <2 (х, х). (3.26)

Из системы (3.23) + (3.24) 4- (3.25) 4՜ (3.26) можно найти явные 
выражения для функций а (х) и Р (х) через функции р (х), г (х), рг (х) 
и гх (х). В самом деле, суммируя уравнения (3.23) и (3.24) (соответ­
ственно (3.25) и (3.26)), получим систему

2а' (х) + р (х) [р (х) - рх (х) + г (х) - гх (х)] = 0, (3.27)

2Р' (х) - а (х) [р (х) - Р1 (х) + г (х) ֊ гг (х)] = 0. (3.28)

Положи м
Ч (х) = Р (х) — рх (х) -ь г (х) — гх (х). (3.29)

Тогда систему (3.27) 4՜ (3.28) можно переписать в виде
2а'(х) = -9(х)р(х), (3.30)
2р'(х)-֊д(х)а(х). (3.31)

Из (3.30) 4-(3.31) следует
2а (х) а' (х)4~2? (х) Р' (х) =0, 
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т. е.
{х2 (х)-? (х)}' = 0;

отсюда, после интегрирования в пределах от 0 до х, получим 
х2 (х) + ?2 (х) = а2 (0) + р2 (0). (3.32)

(г /х\ \
1 ) не՜/։ (х) /

прерывно дифференцируема и

/1 (0) = 1, /г (0) = А. (3.33)
Тогда f (х) удовлетворяет условию (3.3) и поэтому / (х) £ Ev Далее, 
пусть

*[/(x)]=g(x), (3.34)

где вектор-функция g (х) = — элемент пространства Е։ и, зна-

чит, удовлетворяет граничному условию (3.4). Тогда из равенства 
(3.34), в силу определения оператор-матрицы X, т. е. в силу выра­
жений (3.5) и (3.6), при х = 0 имеем (см. (3.22՜))

*(0) =»(0)/։(0)4-?(0)А(0), (3.35)
g, (0) = - ₽ (0) А (0) + а (0) /։ (0). (3.36)

Умножая уравнение (3.35) на число А։, а затем вычитая из уравнения 
(3.36) и учитывая граничное условие (3.4) и условия (3.33), находим

? (0) = ֊՛- • (О).
1 -тЛЛ։

Положим
а (0) = 1. (3.37)

Тогда

₽ (0) = • (з.зв)
1 4- п.2 п

Поэтому

(0) + ?■ (0) - = А <3.39)
(1-b Мц)

Теперь, решая систему (3.30) + (3.31) и учитывая выражения 
(3.37), (3.38) и (3.39), для функций а (х) и ₽ (х) получаем явные вы­
ражения 

х
л (х) — х sin]------- I <7 (т) е/т + arc sin — 1 > (3.40)

I 2 J х J
о

P(x)=xcos|----— f <7 (т) -f-arc sin — I» (3.41)
I 2 J * Jо

где функция q (у) определяется по формуле (3.29), а число x—(3.39).
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Далее положим
р (Х։ 0) = 9 (х), (3.42)

С (х, 0) = * (х), (3.43)
где <р (х) и (х) — произвольные непрерывно дифференцируемые функ­
ции. Тогда система уравнений (3.13) + (3.14) ֊)- (3.15) + (3.16) совме­
стно с условиями (3.17) (3.18) + (3.42) + (3.43) для функций Р (х, з),
7? (х, з), (?(х, з) и /7(х, з) определяет задачу Коши. Эта задача раз. 
решима. Существование и единственность решения этой задачи можно 
доказать, например, методом последовательных приближений. Решая 
эту задачу и используя равенства (3.1), мы получим систему интегро- 
-дифференциальных уравнений для определения функций <р (х) и (х). 
Поэтому, проделывая вычисления в обратном порядке, мы докажем, 
что оператор-матрица X, определенная по формулам (3.5) + (3.6), в 
которых ядра Р (х, з), R (х, з), <2 (х, з) и Н (х, з) являются решения­
ми задачи Коши (3.13) — (3.18)4֊(3.42)-|-(3.43), удовлетворяет соотно­
шению (3.1). Существование обратного оператора Х~х следует из по­
строения оператора X.

§ 4. Решение смешанной задачи на полупрямой
Пусть р (х) и г (х) — действительные функции, определенные на 

полупрямой (0, оо) и суммируемые в каждом конечном интервале, а 
/1 (х) и А (х) — непрерывно дифференцируемые функции на той же 
полупрямой (0, оо). Продолжим функции р (х) и г (х) на отрицатель­
ную полуось с сохранением класса, а в остальном, как угодно, а функ­
ции А (х) и А <х) ~ пока неопределенным образом (в дальнейшем мы 
уточним способ продолжения функций А (х) и А (х))՛

При сделанных предположениях относительно функций р (х), 
г (х)> А (х) и А (х) рассмотрим следующую смешанную задачу:

.диг дип . .
- - + р(х)иь (4.1)

0{ Ох
. ди2 диг .

- 1 = 7х 1-г (х)
бч Ох

и1(х,{)/1-о = А(х), (4.3)
“з (х, 7)//=о = А (х), (4.4)

[и2 (х, <) — Л И1 (х, О]/.г-о — 0. (4.5)

Обозначим через и (х, А = ) решение задачи (4.1)—(4.5).
\и2 (х, 7) /

Согласно формулам (2.36) и (2.37) решение задачи (4.1)—(4.4) 
можно представить в виде

И1 (х, I) = к (х, О (А (х + А + г/2 (Х + <)} + / (Х> 7) {А (х ֊ О - 
Л’т- /

— (А (х — <)} + — Г {К (х, 7,«) А («) + (х. Л з) А («)} ск, (4.6) 
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ц2 (х, *) = к (х, I) {/3 (х 4֊ #) — (А (х + {)} + I (х, О {/2 (х — 0 4֊
Х+1

+ //, (х - 0} + ֊ {М (х, 1,з) /։ (з) + (х, I, з) А (з)} сЬ. (4.7)
х—։

Рассмотрим теперь применение операторов преобразования к про­
должению решения системы (4.1) + (4.2) на отрицательную полуось. 
Будет показано как выразить решение и (х, I) в точке — х в виде ли­
нейного оператора над и (з, Г) = ( И1 0^з<^х.

\ ия (з, 4) /
Пусть

Предположим, что функции р (х) и г (х) продолжены на отрица­
тельную полуось так, что

р(-0)=р (4-0), г (-0) = г(т0), (4.9)
т. е. продолжения в нуле непрерывны. Далее обозначим через X опе­
ратор-матрицу преобразования, отображающий пространство £л непре-

/у (х)\
рывно дифференцируемых вектор-функций / (х) — Р1 ՝ '1, удовлетво- 

Х/а (х)/
ряющих граничному условию (4.5), т. е.

Л (0) - АА (0) = 0 (4.10)
на пространство Ел. Согласно (3.1)

АХ=ХВ.
П - + / (х>
Пусть вектор-функция и+ (х, г) — ( 1 является решением

\ Н2 (х, £)/
смешанной задачи (4.1) — (4.5) на полупрямой (0, ос). В силу условия 
(4.5) при каждом фиксированном { вектор-функция и+ (х, £) принадле­
жит пространству £*, поэтому над ц+ (х, I) можно применить опера­
тор X, в силу определения которого, т. е. в силу равенств (3.5) и 
(З.б), имеем (учитывая (3.22))

X
= « (х) «Г (х, 0 + ? (*) “2+ (х» 0+ У R* (х, ։) “1+ («, 0 + 

О
+ # (*, з) (з, /)] </з. (4.11)

^[“+]2 = а (х) Оа (х> 0 ~ ? (х) “։+ (х> 0+^ [5 (х, з) и։+ (з, 0 + 

О
4֊ Н (х, з) (з, 0] ^5- (4.12)

Продолжения функций и։+ (х, I) и и? (х, /) на отрицатьльную по­
луось определим по формулам
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и։ (— х, 1) = и\ (х, /) = X [и4 ]1, (4.13)

из (~ х> О — (х> О = 1“> (4.14)

т. е., в силу выражений (4.11) и (4.12), положим 
X

чГ (х, I) — а (х) щ (х, 0+? (х) и- (х> 04՜ У (х» О (*» 04՜ 

II
4՜ Л (х, з) иТ (з, 0] ^з, (4.15)

«Г (х, 0 = ® (х) и՛/ (х, 0— ? (х) иГ(х, 0 4՜ {<2 (*. О “*(*> 0 4՜ 
о

4֊ Н (х, ։) и? (з, 0} ^з. (4.16)

Покажем, что функции и՜ (х, 0 и ад՜ (х, 0 удовлетворяют систе­
ме (4.1) + (4.2) на отрицательной полуоси. В самом деле, из опреде­
ления оператор-матрицы А, т. е. из (4.8), следует

А = ^7 + иГ>

Тогда, полагая в последнем равенстве (вернее в левой его части) вы­
ражение иГ из равенств (4.13) и (4.14) и учитывая условие (4.10), мы 
приходим к равенству

“г= = хв <4-17>

Вычислим ЛВ[и4]։. Для этого, в 
В (см. (4.81)), следует в правой 

функцию иГ (х, 0 на -֊^ 4֊ р (х) 

ди\ .
— + г (х) и2 (х, ^). Поэтому

силу определения оператор-матрицы 
части равенства (4.11) заменить

иГ (х, 0. а функцию и?'(х, 0_*на

ЛВ[и+]1 = я(х)|^ +р(х) и*(х, 0

+- р (з) иГ(з, 0

4՜ Г (з) и2 (з, 0 
дз

г!з. (4.18)

(1з -+-

Так как функции иГ(х,/) и и* (х, £) являются решениями системы 
(4.1)-}-(4.2), то равенство (4.18) можно записать так

ХВ [^1 = а (х) .ди*
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R (х, 5) — г — I {.Л = — 1-г՜] а(х) “։ (х» 0 + 3 (х) и> (х, О 4-
(Л ]) ОМ

[Р (х, з) щ (з, #) -г R (х, з) и?(з, 0] Л ։ . (4.19)

Из равенств (4.17) и (4.19), в силу (4.15), следует

с*из , . . _ 
д7+^(-х)“՛ = . дщ

~ 1 ~дГ’
т. е. удовлетворяется уравнение (4.1) при х<^0. Аналогично,

- + г ( - х) нГ = АХ [«<֊],= ХВ[«+], = « (х)

ди2

_ ди.\ 
дх

с*«2 . / ч 4
— Т Р (3) И1 
Ох

дщ , 
дх ‘+՜

.ди?
1 д{

.ди? 
'~дГ — ₽(х)

.ди?
— г----

01
, • д аз = — г ----

д{

. ®*х
о

; ди\

«Г (5> О 4 Н(х, з) 112 (з, /)] </з! =

о
. о уГ +1 _ .диТ

֊ * л ЛЪ ]з- 1 д1 >
т. е.

ди\
дх + г (— х) и2 =

,ди3
1~дГ'

Значит удовлетворяется и уравнение (4.2) при х<^0.
Покажем теперь, что продолжения функций “Г (х, 0 и и? (х, О 

на отрицательную полуось непрерывны вместе с первыми производ­
ными. Действительно, полагая в формулах (4.15) и (4.16) х = -4-0, по­
лучим

пГ(-0, 0 = а (0) вГ( 4- 0, 0 + р (0) и? (4 0, 0, (4.20)

и7(-0, 0 = а (0) Иг+ (4 0, 0 -р (0) и։+(4 0, 0- (4.21)

Далее, в нашем случае А = А1։ в силу чего из равенства (3.39) нахо­
дим, что х =1. Тогда из равенств (3.40) и (3.41) следует, что я (0)=1, 
Р(0)=0. Поэтому непрерывность продолжения следует из (4.20) и 
(4.21).

Покажем, что, если коэффициенты системы (4.1)4 (4.2) продолже­
ны на отрицательную полуось непрерывно, т. е. если выполняются ра­
венства (4.9), то непрерывно не только продолжение решения, но и 
его первая производная.
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В самом деле, из равенств (4.10), (4.13) и (4.14) имеем
А [и֊] = ХВ [и+].

Используя явный вид операторов А, В и X, согласно (4.8), (4.11) и 
(4.12), последнее равенство можно записать в виде

ди>
дх

0

дх

+ р (з) иГ + R (х, з) 
(73

՝։ +“(х)|՜^

дщ
дз

(4.22)

- + Г ($) 112 (4.23)
и

Теперь, полагая в равенствах (4.22) и (4.23) х = 4֊ 0 и 
зуя непрерывность функций р (х) и г (х) в нуле, мы получим

исполь-

“։ (— х, 0/х-и 4֊ р (0) и։ (— 0, 0 = а (0) 
дх

4-р(0)И1(4-0,{) 4-?(0)

ди2 (х, Г) 
дх !х-»

~Ц11Х—. +г(0)иг(+0,0 
дх /х—О

— 41 х, 1/х-и 4՜ г (0) и2 (—0, 0 = а (0)
Ох

+ г (0) и2 (+ 0, 0

, (4.24)

_ ^Ц1 (*» 0
дх /х_0

4֊ ֊ ? (0) + Р(0) 41 (+ 0, П I.
Ох /х«и ]

(4.25)

Так как а (0) = 1, ? (0)=0, их (—0, I) = иг (4-0, /), и2 ( — 0, £) = 
= и2 (4- 0, (), то из равенств (4.24) и (4.25) следует

(—х, /) дих (х, 0
------я / —  л 1 ' (4.26) дх /х=о дх /х..и

, (4^
Ох /х«о Ох /х-о

т. е. в нуле непрерывны и первые производные продолжения.
Формулы (4.15) и (4.16) можно использовать для продолжения 

начальных функций Д (х) и /2 (х) (см. условие (4.3) и (4.4)). В самом 
деле, полагая в формулах (4.15) и (4.16) £ = 0 и учитывая начальные 
условия (4.3) и (4.4), находим

-Г
А (՜ х) = а (х)Д(х) 4֊ р (х) /2(х) 4֊ рР(х, з)Д (з) 4֊ 7? (х,з)/2(з)} <7з, 

о
(4.28)

И2
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Д(-х) = а(х)Д(х)-?(х)Д(х) +| {Р(х,з)Д(з)4֊Я(х,з)Д(з)}Л. 
о

(4.29)
Непрерывность продолжений Д (х) и Д (х) и их первых производ­

ных следует из равенств (4.26), (4.27), (4.28) и (4.29), если в них по­
ложить х = + 0.

Вернемся теперь к задаче (4.1) 4՜ (4.2) 4֊ (4.3) 4֊ (4.4) —(4.5).
Если х>/^>0, то решение задачи (4.1) — (4.5) совпадает с ре­

шением задачи (4.1)—(4.4) и, следовательно, дается формулами (4.6) и 
(4.7). А если х<^£, то нужно использовать продолжения функций 
Д (х) и Д (х) на отрицательную полуось по формулам (4.28) и (4.29), 
притом следующим образом: интервал интегрирования в формулах 
(4.6) и (4.7) (х—1, х֊Н) разбиваем на два интервала: (х — £, 0) и 
(0, х 4՜ (), а затем, в интегралах по интервалу (х — £, 0), х — t<^ 0, 
переменную интегрирования з заменяем на — з, а значения функций 
Д(—з) и Д (— з) соответственно по формулам (4.28) и (4.29). Ана­
логично, заменяем значения функций Д (х — <) и Д (х — в слагаемых, 
стоящих вне интегралов в правых частях формул (4.6) и (4.7). Тогда 
после несложных преобразований, которые мы опускаем, для решения 
задачи (4.1) —(4.5) при 0<.х<^£ получаем формулы

“1 (х, *)—к (х, О {Д (х + 0 + #2 (х + 0} 4՜ 4 (х, 0 {Д (/ — х) —
Х+1

(/— х)} + -у {К (х, £, з) Д (з) + £ (х, I, з) Д (з)} Л 4- 
о 

/—.г
+ {^1 (х, Д «) /1 («) + Л (х, е, з) Д (з) } ск, (4.30)

О
«2 (х, /) =к (х, 0 {Д (х 4- 0 — ։Д (х 4-;)} 4- 4 (х, 0 {Д (( — х) 4-

4- /д (* — х)} 4- у{М(х, /, з) Д (з) 4- М (х, /, з) Д (з)} ск 4- 
о

X
+ — | (ЛД (х, I, 3) Д (з) 4- М (х, I, з) Д (з)} Л, (4.31) 

о
где

1—Х
4 (х, 0 = I (X, 0 {а (* — х) 4- г’Р (# — х)} = -у ехр | у г[р (т)4֊ 

(I
.г

+ г (г)] Л 4-2- г[[р (т) 4- г (г)]^1, К. (х, з) = а (з) К(х, - з) - 

о
— ? (з) Ь (х, I,— з) 4֊ 21 (х, [Р Ц—х, з) — г‘7? (( — х, з)] 4՜
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+ у {К (х, (֊, з) 4- £ (х, #, - -) R (-, ։)} <1֊,

£։ (х, /, з) = Р (з) К (х, /, — з) 4֊ ’ (5) £ (х, /, - з) 4֊ 2/ (х, 0 [(?(/- X, з)- 
1-х

- т ц - х, 5)]+ |։ {К(х, I,-֊) (? (֊, 5) + £(х, #,--)// (-, ։)} а-,

М} (х, /, з) = я (з) М (х, <, — з)— е (з) М ХМ>— 5) 4՜ (х> О —х> ։)4՜
/—.Г

4֊ гР а -х, з)] + У {Л/(х, -) Р (т, 5) + ЛГ(х, <֊•:) R (֊,з)} Л֊.

Ы-у (х, з) = Р (з) М (х, I,— з) 4֊ ч (з) М (х, I,—з)4*2/ (х, /) [Н(?—х, з)4՜ 
/-Х

+ /(2 И - X, з)] + {М (х, <՛.) (^(г, 3) 4- Н(х, Н(-, з)}

§ 5. Решение задачи (1.1) + (1.2) 4֊ (1.3) + (1.4) при £<^0

Пусть теперь <<^0. Положим - = — /. Тогда система (1.1) — (1.2) 
принимает вид

/-1 ֊д-֊^֊Р (х)«1 = 0, (5.1)
а՜ ох

+^֊г(х)и2 = 0. (5.2)
О՜ Ох

Введем новые функции, полагая
“1 (х, — ') = и2 (х, (5.3)
«2 (х. — т) = (х, т), (5.4)

— г (х) ֊ 9 (х), — р (х) = А(х), (5.5)

А (х) = 82 (х)> /2 (х) = 81 (х)- (5-6)
В силу обозначений (5.3) —(5.6), задачу (1.1) —(1.4), с учетом 

(5.1) и (5.2), можно записать так:

/^֊1+^4-д(х)«1 = 0, (5.7)
О՜ Ох

;д-Т- - ֊ 4-А(х)։»։ = °, (5.8)
о- Ох
(х> 0) = (х), V. (х, 0) = (х). (5.9)

Решение задачи (5.7)4-(5.8)4-(5.9), как уже доказано в параграфе 2, 
дается формулами (2.36) и (2.37), т. е.

1’1 (х> ') (х, (х 4- т) 4- г^2 (х 4- т)} 4-7(х, ֊) {а1 (х — т)—

— ։Я2(Х֊--)Н—С {^(х, ", з) #1 (з) 4-£(х,-, в) £3 (з} с/з, (5.10) 
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t’s (*, -■)- к (х, ֊.) {g3 (х 4֊ ") — igt (х + '} + Z (х, ~){g2 (х — '-) 4-

4՜ igi^x —-)}-֊- j {М(х, s) gj (s) 4-TV (х, s) g2 (s)}ds, (5.11)

где, согласно формулам (2.15) и (2.16),

к (х, -)=՜^՜ ехр |у< j [А (х 4֊ з) 4֊ g (х 4֊ а)] d~ * . (5.12)

и

Т(X, т) = у ехр | -у/ f [А (х - з) + q (х- з)]Л (5.13)

(I

Вычислим значения функций к (х, и I (х, возвращаясь от ", А (х) 
и q (х), соответственно, к — t,— р (х) и—г (х). Имеем

к (х, ֊ t) = у ехр | у i[ J [— р (х 4- з) — г (х 4- а)] t/з | == 

о 
t

= "֊■ ехр j -у I [р (х - =) 4- г (х — з)] б/з] , 
дБ I V о

откуда, в силу (2.16), следует, что
к (х, t) = 'k(x, — t) = l(x,f}. (5.14)

Аналогичным образом получим
-։

Т(х,- t) = ֊ ехр | у ։'j [~ Р (х ~ =) - г (х — ’)] =

и / • 
= ехр j у- [р (х 4֊ з) 4- г (х 4֊ о)] di , 

о
что, согласно (2.15), равносильно равенству

Г(Х> т) =7 (х, - I) = к (х, t). (5.15)

Далее, выписывая задачу, аналогичную (2.19) 4՜ (2.20)4՜(2.17)4-(2.18) 
для функций К (х, т, s) и L (х, т, s), а затем возвращаясь от т, А (х) 
и q (х), соответственно, к — t, — р (х) и — г (х) получим следующую 
задачу:

. дК(х, -1, s) _ dL(x, -t, s) + г ~к (х> _ s) = о, (5.16)
dt ds

. dL (x, — t, s) + dK(x,-t, s) (x)2 (x> _ f, s) = Oj (5.17)
dt ds

К (x, — t,x 4- t)— tL (x, —t, x + t) = — i {r (x + t) — p(x-r t)} к (x, t),
(5.18) 
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к (х, — /, X — I) — гЬ (х, — (, х —{)= — I {г (х — Г) — р (х — 0} I (х, 0.

(5.19)

Так как к (х, 0) = I (х, 0) =~"> то> полагая в равенствах (5.18) и (5.19) 

/ — 0, а затем складывая (вычитая), мы, соответственно, получим 

к{х, 0, х) =-А-։ {р (х) - г (х)}, 1 (х, 0, х) = 0. (5.20)

Выписывая теперь задачу, аналогичную (2.30) + (2.31) 4֊ (2.28) 4֊ 

(2.29) для функций М (х, /, б) и Ь' (х, I, з), а затем возвращаясь от т, 
А (х) и 7 (х), соответственно, к — /, — р (х) и — г (х), получим

. дк (х -0 з) + 0М(х,- 0 з)_ + р (5) ֊ _ = 0, (

01 08

.дМ (х,—0 з) дТУ (х,—0 з) . . ~ __
I ----—------------ ֊; —’ • + Г (з) М (х, - I, 5) -о, (5.22)

(К 08

м (х,—I, х֊Н) + гМ (х, — 0 х4֊0 = I [г (х+£)—р (х4֊0} А(х, 0, (5.23) 
/

М (х, — I, х — Г) — гМ (х, — I, х — Г) = / {г (х — 0—р (х—0 I (х, 0.

(5.24) 
Поступая так же, как и при получении равенств (5.20), из (5.23) и (5.24) 
имеем

АС (х, 0, х) = I {г (х) — р (х)}, М (х, 0, х) = 0.

Заменяя в формулах (5.10) и (5.11) ~ на — t и учитывая равен­
ства (З.З), (5.4), (5.6), (5.14) и (5.15), получим (£<^0)

и! (х, 0 = к (х, I) {/։ (х + 0 + (х + 01 -Г I (х, 0 {/։ (х — —
X—I

— и2 (*—*)} +■ {к/ (х, - 0 з) А (з) + М (х, —I, 8)/2 (з)} ds,

х+1

“2 (х, о = к (х, 0 {/2 (х + 0 — г/1 (х + 0} + I (х, I) {/2 (х — «) + 
х— I

+ 1(х — 0} + — (х, —1, з) /։ (з) + к (х, з) /2 (з)} ск.

Х+1

Математический институт
им. В. А. Стеклова АН СССР Поступило 24.IX.1966
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К Ս. ՍԱՐԳՍ9ԱՆ

ԴԻՐԱԿԻ ՄԻԱՉԱՓ ՍԻՍՏԵՄԻ 2ԱՄԱՐ ԿՈՇՈԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Ուսումնասիրվում է Կոշու հետևյալ խնդիրը'

.диА ди3
I— 4֊ ֊ր2՜ 4֊ Р (х) Ա1 = օ, 

Օէ дх

“ւ (*, 0) = Л (х), иа (х, 0) =/2 (х),
որտեղ р {х) և г (х) ֆունկցիաներն իրական են, որոշված են (ՀՀ ռօ) կիսա֊ 
աոտնց քի վյյա և հանրաղում արելի են ամեն մի վերջավոր ինտերվալում, իսկ 
[(*) քԴ ֆունկցիաները նույնպես իրական են և անընդհատ դիֆերեն­
ցեի են նույն կիսաառանցքի վրա։

Աշխատության մեջ ստացված են բացահայտ բանաձևեր ուսումնասիր­
վող Կո2ոլ Խ^դրի լուծման համար, որոնք արտահայտված են (0.7)—(0.10) 
և (0.17)—(0.18) բանաձևերում (տես հիմնական տեքստի ներածությունը)։

I. Տ. SARGSIAN

ON THE CAUCHY PROBLEM FOR ONE DIMENSIONAL 
DYRAC SYSTEM

Summary

The following Cauchy problem is investigated

. du, . du. . . . n
i 4- 4֊ p (x) ux = °,

dt dx

.du. dux . .
•-Ц-

“i (x, 0) = fi (x), u2 (x, 0) = f2 (x),
with p (x) and r (x) defined on (0, oo), real valued and summable, as 
for f2 (x) and f. (x), they are assumed to be real-valued and to posess 
continous first derivatives on (0, oo). Explicit solution for this problem 
is obtained (see formulae (0.7)—(0.10) and (0.17)—(0.18)).
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խմբագրական կոլեգիա
Դլ]սաւ|ոՐ խմթազիր Մ. Մ. Ջ Ր Ր Ա Շ Ց ԱՆ

Ո-. Ա. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐՅԱՆԻ. Դ. Տէ Ա Ս Լ Ա Վ Ս Կ I*Ռ. Մ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ Ս. Ն. ՄԵՐԴ ԵԼ ՑԱՆ Ա. Ա. ^ԱԼԱԼՅԱՆ Դ. Լ. ՇԱԽՐԱԳՑԱՆ

I» ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ։ւՄ աթ եմ ատիկա» ամ֊ 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հոդվածները պետք Հ ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կջյևլ ամփոփումներ հայերեն և անգլերեն 
(ռուսերեն և անգլերեն) լեզուներով!

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեք 
համապատասխան Լեզվով։

2, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին  , պետք 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծիկով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գյքերի համար նշվում 
է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե­
թիվը և էջերը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա­
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

Տ. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխու­
թյունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

8. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատա րված 
է տվյալ աշխատանքը։ ,

9, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
10. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար^ նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24, գիտությունների ակադեմիայի Տե­

ղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»։
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