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Ի ԳԻՏՈԻՈ-ՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
ևէմբադրոլթյոլնը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ ՜լրապարա - 

կել Հայկական ՍԱՌ դիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ֊ 
սապրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքեն ապրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կըել ամփոփումներ հայերեն և ան պ/ եր են 
(ռուսերեն և անպլերեն) լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեւ 
համապատասխան լեզվով։

2, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պեւոր 
է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծիկով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև 
մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ա փքածն գծով։

3. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

4. Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ որում, գլքերի համար նշվում 
է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարե֊ 
թիվը և էջերը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, հա
մարը և տարեթիվը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

5, Սրրագրության ժամանակ ՜հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգւպի փոփււխւււ- 
թյուՆները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

6Հ Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հող
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

7. Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը ե 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պա ր զա բան ում ով։

8, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված 
է տվյալ աշխատանքը։

9. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իրեն լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։ 
՚ •՛ 10. ■ Հեղինակներին' ուղարկվնւմ- է՛ ա քՈԵի ան ց հոդվածի 25 աոանծնատիպեր,

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Օարեկամոլթյան 24, դիտ ությունն երի ակադեմիայի Տե
ղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկաս։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԴԽՏՈI'ԹՅ»ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մաթեմատիկա 1966, Д2 1 Математика

М. М. ДЖРБАШЯН

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ НА ОКРУЖНОСТИ

В настоящей статье*  устанавливаются алгебраическиз свойства си՜ 
стем рациональных функций, всевозможные полюсы которых лежат на 
заданной последовательности точек вне единичного круга, и ортонор
мальных на единичной окружности с весом (2к)—։ (х). В предельном

* Содержащиеся -здесь результаты без доказательств были анонсированы: в.
заметке [1].

случае, когда все полюсы системы отождествляются с бесконечно уда
ленной точкой, установленные здесь теоремы сводятся к соответствую
щим хорошо известным утверждениям теории ортогональных с весом 
на единичной окружности полиномов, развитой в работах Г. Сеге- 
(2]֊[3].

§ 1. Построение ортогональной системы. Функциональные 
свойства ядер распределения (2^)-1 <1а (х)

1.1. Пусть {а} “ (| а  | < 1) — произвольная последовательность * *
комплексных чисел, среди которых могут появляться и числа конечной 
или даже бесконечной кратности (причем не обязательно подряд).

С последовательностью {а*} ” ассоциируем две последовательности

целых положительных чисел (•**} “ и {рл}^, где при данном
** означает кратность появления числа а*  в группе чисел {а0, «։,•••, а*},.

■а р*  определяется из условий

11, если «.*0  (յէ = 0։էշ...)_ 
I V*,  если а*  — О (1.1).

Наконец, последовательности комплексных чисел Ь}0“ ставим в соот
ветствие последовательность рациональных функций

Рл՜1 ’ 
£

(1.2).

Отметим, что при данном к > 0 функция гк (1 — а*х)  * имеет

только один полюс 1 / порядка в точке г = -=— (
\ 

если.
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а*  =/= 0; если же а*  = 0, то полюс этот лежит в точке г = оо и имеет 
порядок рк — 1.

Заметим также, что в крайнем случае, когда я*  — 0 {к -- 0, 1, 2, ),
очевидно, * + 1 (Л = 0, 1, 2,---), ввиду чего у нас нулевой

последовательности {0}^ будет ставиться в соответствие последова

тельность степеней
Назовем системой Мальмквиста, ассоциированной с последова

тельностью чисел {я*}  систему рациональных функций {?*  (г)/о > где

?д(г)= .(1-1^Г);,-п Лк~г - |а*~  (п = 1,2, з,---), (1.3) (1 - яяж) Ц 1 -а*г

п “* 1полагая при этом, что при я*  = 0 ------- = —г- = — 1.
я* I Я*|

Известно, что эта система ортонормальна на единичной окруж
ности в смысле 

о,
1,

п т, 
п = т

Элементарными рассуждениями легко 
ма функций {?я (г)}^° представляет собой

(п, т= 0, 1,2,- • г = е,х).

(1-4) 
убедиться в том, что систе- 
результат ортогонализации

упорядоченной последовательности рациональных функций (1.2) на еди

ничной окружности г = е1х, — тс<С х-^тс 1 л при наличии веса ах. От

— ®п, т —

сюда легко следует, что при любом п 0 справедливы представления 
вида

1 "
--------- 3—3՜ = 2 “л0 (*).  а'пп) * 

(1 — ялг) *-о

(1.5) 
л Р*֊1

?л(г) = 2 ф, б^О.
*-° (1 _ акг) к

1.2. Пусть я (х)—произвольная ограниченная неубывающая функ
ция на отрезке [—п, тс] с бесконечным множеством точек роста.

Мы будем ортогонализировать упорядоченную последовательность 
рациональных функций (1.2) на окружности г = е1х (—тс<;х<тс) при 
наличии веса (2тс)-1 с/а (х).
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Но из формул (1.5), очевидно, следует, что применение процесса 
ортогонализации с весом (2՜) 1 Л (х) на единичной окружности соот
ветственно к упорядоченным последовательностям функций

Р*-1  
г

(1 - а*х)՜'*  ]0
{?*(*)  )0">

приведет нас к одной и той же ортонормальной системе.
Таким образом, мы получим последовательность рациональных 

функций {Ф(х)}^, удовлетворяющих условиям, определяющим функции 
нашей системы единственным образом:

а) Фя (х) есть „полином порядка п“ от первых п +1 функций 
Мальмквиста

Фп (х) = 2 Ск։ „ <р*  (х), с1(П > 0, (1.6)

б)

У Фя(х)Фт(х)Л (х) = оя, т, г = е?х (п, т = 0, 1, 2,-• •). (1.7) 

—X

Обозначим

(?я, Л * = е1х (р, 9 = 0, 1, 2,-• •) (1.8)

и введем в рассмотрение определители Грамма

А — (<?0, То)» Вп —

(?о, ?о)- • - (То, ?«)

(?։> <Ро)-••(?!, ?«)

(?/■> ?о)-••('?л, <?л)

(п = 1, 2,- •). (1.9)

Ввиду того, что каждая конечная часть {<?*  (х)}^° счетной системы 

функций {<р4 (х)}^° линейно-независима, можно утверждать, что все 
определители Оп (п = 0, 1, 2,•••) положительны.

Следовательно, пользуясь формулами ортогонализации Э. Шмидта, 
искомые функции системы {Ф*  (х)}^ можно представить в виде:

УД. ’ .

1Фл (х) =

(?о, ?о)-" (То, <Рл-0 (?0, <Рл)

(?1, (?!» ?л-1) (?!, ?л)

(?л-1, ?о) • • • (?Л-1, ?л-։) (?л-1, ?л)

?о(г) <Рл-1 (х) ?я(х)

(1.Ю)
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Для дальнейших наших целей мы введем специальные обозначе 
ния для крайних коэффициентов функции ФЛ (г) в ее разложении ( . ) 
по функциям Мальмквиста. А именно: положим

кп = сп,п и /л = сОя. (1-11)

Из формул (1.10), очевидно, имеем 
кп = (Оп-л/Оп)'1'

/Л = (—1)" (£>„. -> £>«)-*'*

(®0, ?1) ■ • • (?0, <?«) 
(?!, ?:)••■ (?1. ?«)

(®л-1, ?1)' • •(?«֊։. ?л)

(1-12)

(1.13)

где следует положить £)֊1 = 1.
В заключение отметим, что так как в частном случае, когда 

а*  = 0 (А = 0, 1, 2,•••), система Мальмквиста переходит в систему 
степеней то при этом ортогональная с весом (2к)—1с/а(х) си

стема рациональных функций (Ф*( г))о՞ переходит в систему полино
мов Г. Сеге — {Р*  (г)), ортогональных с тем же весом 

К
У Рп(г) Рт(г)с1а.(х) = оЛ, т , г = е/х (п, т = 0, 1, 2, • • •). (1-14)

1.3. Приведем теперь несколько лемм об экстремальных свойст
вах ортогональной системы (Ф  (я){^° и ассоциированных с нею так 
называемых ядер распределения (2՜)-1 с/«(х):

*

5Л (<; я) = 2 ФЙГ) Ф*  (г) (и = 0, 1, 2, - • •). (1.15)
*=о

Отметим, что эти свойства представляют собой аналоги соответ
ствующих хорошо известных экстремальных свойств полиномов Г. Сеге.

Предварительно условимся обозначать через всевозмож

ные линейные комбинации от системы функций Мальмквиста (?*(г)}о  ’ 
где п > 0 фиксировано, т. е. множество рациональных функций вида

Ял(*)=2  с։?Дг), (1.16)
Л=0

где (сА)о —произвольные комплексные числа, называя также эти функ
ции обобщенными полиномами Мальмквиста порядка п.

Заметим, далее, что из общих положений теории ортогональных 
систем вытекает, что не только при любом п 0

фЛ(*)  = 2 <хл<РА(г), с„,л>0, (1.17')
*-о

но и обратно:
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?„ (z) = 2 d„, „Ф*  (*),  dn. я * 0. (1.17")
а-о

Поэтому любая функция Rn (z) £ М {а*}£  представима также в виде

Rn(z) =2 dk4>k(z). (1.18)
А-0

Лемма 1. В классе функций. М1ал)՞ вида

Qn = ?„ М + а1?л—I («) 4--------han <?0 (z) (1.19)

минимум функционала 
К

|i(Q'։) = 4rf 1<М*)| 2 <*(*),  z = e‘\ (1.20)

—X. 

реализует функция
Q<0)M = k-^n(z), (1.21)

причем 

min р (Q„) = |х (QW) = pn = V = . (1.22)

В самом деле, пользуясь формулами (1.17"), заключаем, что функ
ция Qn (г) представима также в виде

Q„(z) = 2 vp4>p(z), (1.19')
р-0

где коэффициенты |^р)о 1 произвольны, a vn = к՜1.

Ввиду ортонормальности системы {Фа (z)!^° в смысле (1.7) из 
представления (1.19') следует:

и($Л) = 2Ы24-V,

*=0 

причем неравенство переходит в равенство лишь при условии v0 = 
=v։ =— = vn-i = 0. Этим, очевидно, и завершается доказательство. 

Лемма 2. Пусть 5 =/= 1/«а (к = 0, 1,•■•,п)—произвольное фик
сированное число. 

В семействе функций {Р (я)} Л/{ал)о » удовлетворяющих до
полнительному условию 

К
4г f Iw I2 Л (*)  = !> < (!-23)

максимум функционала
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£(Р„) = |РЯ(;)|2 (1'24>

реализует функция
= (1’1 = ։’’ (1՝25> 

V Къ ч)
где, согласно (1.15),

5Л (ч «) = 3 Ф*Ю  Ф*  (*)»
Л=0 

причем 
Црт) = тл*ЦР п) = С1-26)

Действительно, представляя функцию Р{։*} 0^ в виде

Рп (*)  = 2 Р*Ф*  («)» 
*-о՛

в силу условия (1.23), получим

2 1р1 2 = 1-*
*-0

Но тогда по неравенству Коши

п п
|/’Л(012 < 2 1р*1 2-2 |ФИОГ2 = 5л(ч<0, 

*֊0 *=0

причем здесь знак равенства возможен лишь в том случае, когда

рк = с Ф*  (;) (к = 0, 1, 2, • • •, л),
т. е. при

РП (*)  = Р<0) М = с 3 ФПГ) Фк (г) = с 5Л (ч я), 
*=о

где с—постоянная.
Значение этой постоянной определяется из условия (1.23)

Н/Т) = |с|22 |Ф*Ю1 2=1,
*=0 

откуда следует, что

Этим и завершается доказательство леммы.
Лемма 3. Пусть <; #= 1/а*  (к = 0, I,---, л) и Ао—произвольные, 

но фиксированные постоянные.
В семействе функций /? (я) ЛГ{а*}ц  , удовлетворяющих до

полнительному условию
Рп (^) — Ао, (1.26'))

минимум функционала
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Я

Р (Ял) = 4г Г I Я» (х) I2 Л (х), г = е", (1.27)
|к 1

—Я 

реализует функция

Я£»(*)=Л 0 (1.28)

причем
I А I2 

Р(^))=ш1п|֊(/?,)= ' 7՛ • (1.29)(/?„} ('5 «)

Представляя функцию /?я (г) С Л^{а*)о  в виде (1.19'), имеем

Р (/?„) = £ |«м|2, 
• а=о

причем условие (1.26) означает, что

2 гм Фа (с) = Ао. 
А—О

Отсюда по неравенству Коши получим
Л Л

1Л|2<2 Ы22 |Фа(4)|2 = р(Яя)5я(чс)„
А-=0 А-0

т. е.

причем здесь знак равенства возможен лишь при 

гм = сФЙГ) (*  = 0, 1, 2,•••,»). 

Следовательно, экстремальная функция имеет вид

Я„ (г) = ЯЮ (г) = с 2 ФЙГ) Фа (г) = с 8П (5; г).
А-О

Значение постоянной с определяется из условия (1.26՜): 

Я<°)(5)=с5я(;; ;) = Ло, 
т. е.

с =___ ^2___ ,
^л(Ч5)

и лемма доказана.
Ядра 5Я (с; г) распределения (2”:)՜’ <1а (х), участвующие в реше

нии двух последних экстремальных задач, могут быть охарактеризованы, 
следующим их важным свойством.
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Лемма 4. Пусть для любою значения параметра

(*  = 0, !,•••, л), р •
“а

Для тою, чтобы выполнялось тождество
К

У Р (Ч «)? (г) Л (х) = #(։), г = е/х, (1-30)

— К
.для любой функции § (г) £М (я*}д , необходимой достаточно, чтобы 

Р(;;г) = 5л(;;г). (1.31)
Заметив, что любая функция #(х)£7И{яа}о представима также 

в виде 
п

£(г) = 2 ал Фа (г), 
Л-О

при условии (1.31) мы приходим к тождеству (1.30), так как

Г Р^«к(«)*(*)=-^-  Г {2 ФА(;) ФА(г) И 2 а*Ф*  (х) | </а (х) = 

•) ։ а-о > *-=о  )

= 2 акФк (Г) = 7(0? 
а=о

Итак, для выполнения тождества (1.30) условие (1.31) доста
точно.

Заметим теперь, что функция р(;;х), очевидно, представима в 
виде

Р(4х) = 2 С*(;)Ф*(х).  
А=0

Далее, если условие (1.30) выполнено, то в частности оно справедливо 
и для функций

#(я) — Фр (х) (ал)" (р = 0, 1,-• -, п).

Поэтому из (1.30) следуют формулы:

1 Г _____ « 1 р ____
~2^՜ 1 Р (Ч г)фр(х) ба (х) = 2 С*(;)  I фк (х) Фр(х) ба (х) =

-г. *=°  “ £

= СР(4)=Ф^) (р = 0, 1,..., п),
то есть

п _____
Р (;; г) = 2 ф*(;)  ф*  (х) = 5л (;; х).

А-0
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§ 2. Функциональное уравнение для ядер распределения 
(277) * ** Л (х)

* Такими и аналогичными тождествами более общей природы обычно поль
зуются в интерполяционных задачах теории функций (см., напр., Дж. Уолш [5], 
Р. Лагранж [6|, Э. Ломмель [7]).

Приводимое намн тождество послужило основой в нашем исследовании, по- 
хвященном сходимости рядов типа Фурье по системам Мальмквиста [8].

** .Как и в формулах (1.3), при ак = 0 здесь следует положить

2.1. Докажем сначала одно важное тождество*,  имеющее место 
для системы Мальмквиста {?А(х))^՜, ассоциированной с данной после

довательностью комплексных чисел |аА)“.
Обозначая всюду в дальнейшем 

Вп+1
*-0

a-k — z I I 

1—а*х
(2.1)

установим лемму.
Лемма 5. Для произвольных значений переменных х и 4 спра

ведливы тождества

—^֊ = s («) ?*  (*)  + — \(;) (г) (п - о, I, 2, • • • )• (2.2)

1 — 4 Z "0 1 — 4 z

Доказательство. Очевидно, что достаточно установить справед
ливость тождества (2.2) в случае, когда | х| < 1 и |;|<^1.

Заметим, что при 141 1 имеем

1 Г (О 1л։ / 1 f ?, (*) 71 —֊ , л ,
17 J тт77|л| = tirj T^dt = М<) (*==°>  i.---.՞),

1'М 14-։

откуда, обозначая
Ф„ («; х) = —Ur- - 2 ?* W» С2-3)

1 *-о
получим равенства

[ф«(<5 4)МО|Л|=-о (v = o, 1,...,п). . (2.4)

' 14=1

Но в силу (1.3), при | = 1 имеем

М£) (1 ~ I I՜') 1 p|՛ 1 ֊ (V = о, 1, • • •), (2.5) 
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причем для значения * = 0 символ произведения [~1 следует заменить 

единицей.
Так как при |*|  = 1 |Л|=-^-, то, ввиду (2.5), условия (2.4) за

пишутся в виде

П П —

У Г Фл(Ос)4^--------------- ^ = 0 (*-0,1,•••»»)•  (2.4')’
2тп । ’

|'|-1 П (а* ~ 0

*-0

Отметив, далее, что при любом * > 0 рациональная дробь, стоя
щая под интегралом в (2.4')—правильная, легко заключаем, что условия 
(2.4) эквивалентны следующим:

Ф№; <) = А Г ■ Фл(<;%^ = 0 ( Г = °' \ (2.6)
л 2«< .) (/ —а,)1+' К*  = 0, 1, - ,п /

1*1 —1

где р, > 1, как уже было выше условлено, означает кратность появ
ления числа а, в группе чисел (а0,

Однако из равенств (2.6), если принять во внимание определение
(2.1) функции Вп+1 (я), заключаем, что отношение

ФЛ(г; с)/Вя+1(я)

голоморфно в замкнутом круге \г\ -С 1. Поэтому справедлива 
гральная формула

. . Дн-1(г) 
ф"(«4>—й~

1 — яг
1'1-1

Заметив, что при 1I1 = 1
В-^) = В^Ц), 

в силу (2.3) имеем далее

’ 1 гф-(^)^։и|л| П~Г
2« 1 1-яГ |Л| “ ж 

1'1-1 1'1=1

Вп+1(О 
(1 -я/) (/-4)

Л Вп+1(0 (0

<(1֊я0

инте-

(2.7)

(2.8)

Так как функция

Вп+1 (1)

1 — я/

голоморфна в замкнутом круге |/|-^1, то
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1 Г Вп+։(0 ,| Вл-,(4)о—г 1 --------=------------ас } =-------- =— .
2г'1 ,Л (1 “ ՛ 1 ~

(2.9)

С другой стороны, в силу формул (2.1) и (2.5) при |*|  = 1

(О 
Вп^)֊

л . П («*  - о
(1 - К Н'/։ П ֊^֊ ------------- (V = 0, 1. ••• п),

*-■ П (!֊«•')

причем правая часть голоморфна в замкнутом круге | £ | -С 1- 
Отсюда следует, что при | г |<^ 1

1
2«! .)

1*1 —։

Вл^)^) 
------------=----- 0.1 = и 
<(1-г<)

(Аг = 0, п). (2.10)

Наконец, из (2.8), (2.9) и (2.10) вытекает, что

1 Г Ф„ (£; 4) В^(1) ВЛ + 1(4)
>֊- 1Л| = Т^7

Из (2.7) и (2.11) имеем

фл(г; -) — •^я՜’1 (^)Вп+г (г)
1 — 4х ’

(2.И)

Отсюда и из формулы (2.3) следует тождество (2.2). Лемма дока
зана.

Обозначим теперь через
л

ВЛ(с;х)=£ ?*(<)?*(*)  (2-12)

ядро распределения (2^)~1<7х.
Из леммы 5, в частности, вытекает
Следствие. Для произвольных значений переменных г и с, 

ядро Зп г) удовлетворяет функциональному уравнению

5Я (с; г)
Вп+1 (о) В„-ц (х) /_1_ 1 \

Сх \ х ’ С /
(2.13)

2.2. Докажем теперь, что функциональное уравнение (2.13) оста
ется в силе также для ядер произвольного распределения (2л)՜1 ба(х).

Теорема 1. При любом п^-0, х и с ядро 5Л(с;х) распреде
ления (2՜) 1 <7а (х) удовлетворяет функциональному уравнению

Вп+1 (4) Вд + 1 (х) / 1 _ _1
4х X х ’ с

(2.14)
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Доказательство. Согласно лемме 4, в частности, справедливы 
тождества:

К

֊1֊ [ 5Л(Чя)^Д7)Л(х) = Тй) (*  = 0, !>•••, и) (2.15)

—к

при любом с=^=1/а*  (к — 0, 1,
Заметим теперь, что при любом 5=/=1,а*  {к = 0, 1, •••,/։) имеем

5П(<.; г) £ Л/{яа|о и, следовательно, имеет место представление

5я(С;х) = 2 4*  (с)?*(г).  (2.16>
*-о

Отсюда и из формул (2.15) следует, что коэффициенты {4л («;)]" удов
летворяют условиям

1 (• < п 1_______
֊2^֊ 2 Ак (с) (г) ?, (я) Л (х) =

и I *=о  )
—X

Л ________

= 2 ?,) = ?,(О (’ = 0, !>•••, п). (2.17)

Записывая теперь формулы (2.16) и (2.17) в виде
Л

2 А (с) (<рА, <?,) — (с) = 0,
А==0
„ С*  = 0, 1,- • •, и), (2.18)
2 4  (<)?()֊•$„(<;«)=  О* **
А=0

мы, таким образом, можем утверждать, что система линейных одно
родных уравнений (2.18) имеет нетривиальное решение

(40, 4|,- • •, 4„, — 1}.

Следовательно, определитель этой системы должен быть тожде
ственно равен нулю, т. е.

(?о, То) (Т1, То) ՛ • • (Тл, То) То!1:)

(То, Т։) (Фъ ?:)••• (<?л, ?1) Т1С0

(То, Тл) (Ть ?«)••• (?Л, Тл) <ря(с) 

То («) Т'1 (г) • • ■ Тл (г) 5л(4; г)

Далее, имея в виду определение (1.9) определителя 2ЭЛ, отсюда 
получим следующее представление для функции 5Л (;; г):
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5« (;; г)
1

(?о, ?о) • • • (?л, ?о) ?0 (?)

(?о, ?:)••• (®л, <Р1) ®1 (<:)

Ь>п
(?0, ?»)••• (?л, <?л) ?л (с) 

?о(*)  ••• ®л(г) 0

(2-19)

Теперь для фиксированного значения п > О 
ние следующую систему рациональных функций:

введем в рассмотре-

(г) = Д1т1 (г) — / 1 \
2 • п~к у г у (4 = 0, !,•••» п), (2.20)

заметив, что тогда будём иметь

а-ы2)7’

1 — <*л2

?1Л) (г)
гт 1Ы | (1 — I ал-*| 2)7, л

р-=л֊а1 а'р I 1 “л-*г  р„л_* +1 1 — ар£ 

(4 = 1, 2, • п).

ы 
«я

(2.21)՝

Из определения (2.20) следует:

(<#’, ?^Л)) = У Т#0 (*)  ?=

= У ?я֊< 7«֊Р^ = О’» <7 = 0, 1,- • "),

—X
(2.22)՛ 

так как | Вп+г (г) | = 1 при | г | = 1.
Из формул (2.22), в частности, при а(х)^х следует, что си

стема рациональных функций (г))՞ ортонормальна на единичной 
окружности с весом (2^)՜'с/х и поэтому представляет собой конеч
ную систему Мальмквиста, ассоциированную с последовательностью 
чисел {«л, «л-1, - • •, а0).

Ортогонализируем теперь эту новую конечную систему функций 
(?1п) (2))*  на единичной окружности с весом (2^)՜'<7а(х). Тогда получим 

конечную систему рациональных функций (Ф^я) (г)}^, удовлетворяющую 
условиям:

.) Ф<?» ы есть „полином порядка 4“ от первых 4+1 функций; 

(<?(*п) (*))о  . т- е-
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ф^)(г) = 2с(п)^)(г), 4"’>0;

6)

х) <1а (х) = ор, ч, г = е,х (р, 7 - 0, 1, 2,-•', «)•

Обозначив, далее,
5(л) (с- г) = Ф<"> (г), (2-23)

*=и

ло аналогии с формулой (2.19) будем иметь

(<?£”, <р(л)) ... (<р(л)։ <?(»)) 

ш ?(1л>)---(?<л), <ИЯ))

^я) (-)

?)л) 1с)
, (2-19')

где

^я) =

(?'л), ?<л>) • • • (?‘л), <#’)

<р(л) (г) ... <р(я)(х)

(?(л)։ ?(л)) ... (?(л)։ ?(л))

(ф'Д ?^л)) ••• (??’, '?$Г))

(?(яя), ?^я))••• (<?£,), ?£”)

?‘я,(-)

0

(1-9)

есть определитель Грамма для совокупности функций (г)!՞.
Докажем, что справедливо тождество

5(д)(с;х) = 5п(^х). (2.24)

С этой целью, ради упрощения дальнейших рассуждений, положим 
пока, что группа чисел (я0, ■••,«„} удовлетворяет условию

я/ =# 0, я/=/= я; (։*¥=/;  ։։ } = 0, 1,- • •, и), (2.25)

т. е., что все эти числа отличны друг от друга и от нуля.
Тогда соответствующая конечная система Мальмквиста (?/։(г)!0Л 

представляет собой результат ортогонализации системы рациональных 
функций

( 1 ]Л
1 1 — я*х  ]0 

на окружности г = е1х с весом (2к)-1</х.
Это значит, что в рассматриваемом случае множество Л/(я*| Л 

-совпадает с множеством линейных комбинаций—„полиномов порядка 
пи вида
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/М*)  = 2
*=о

ал
1 — 3*г

(2.26)

Очевидно, далее, что построенная выше конечная система Мальм- 
квиста |?^я)(г))о> ортогональная на. окружности г = е1х с весом 
(2и) 1 с1х, есть результат ортогонализации упорядоченной системы 
рациональных функций

1 1"
1 — ал—*2  /о

Следовательно, множество Л/{аЛ_*}՞  всех обобщенных „полиномов по
рядка л“ вида

2 с№(г) 
к-0

также совпадает с множеством рациональных функций (2.26), т. е. 
Л/{аЛ_*) 0Л =Л/Ыо՞-

Обратимся теперь к экстремальной задаче, решение которой было 
приведено в лемме 3, полагая, что параметр Ао = 1.

Так какЛ/{а*)о  =/И{аЛ_*) я , то экстремальные функции и соответ
ствующие минимумы для обоих семейств функций должны быть оди
наковыми.

Это значит, что

5Л(с;г) _5<")(^я)
5Л(<;;С) - 5<-)(с;;) ’

а также
1 1

5Л (с; с) ~ $<»> (с; с)

для всех г и (, =/= 1/а*  (к = 0, 1, • • •, л).
Отсюда и следует требуемое тождество (2.24), но пока лишь при 

ограничении (2.25) на совокупность комплексных чисел («*(3.
Чтобы освободиться от этого ограничения, имея совокупность 

чисел {«а)о» рассмотрим другую совокупность {«*)о  (О"С!а* I "С 
подчиненную уже условиям (2.25).

Пусть {ф*  («))□ и (-г))о суть системы Мальмквиста, ассоци- 

ированные, соответственно, с упорядоченными группами чисел {“а)0 и 

I ал-*| 0 .

Пусть, далее, (®а(2))о и (Ф* Л) (*) )о суть, соответственно, системы 
функций, которые получаются в результате ортогонализации систем 
2. Известия АН АрмССР, Математика, № 1
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( ?*  (*))£  и ЙяЧг))о на единичной окружности х = е1х с весом 

(2՜) 1 <7а (х).
Наконец, пусть 

~ п ------- ~ ~ л ~ ~
$„(;;*)  = 2 Фл(<)<Мг) и £<*>(«;*)  = 3 Ф<л> (',) <Чл) (*)  

*-о *=°

есть ядра систем {Ф*  (г)}д и (Ф)л։(г))о соответственно. Тогда, ввиду 

того, что для группы чисел {я*)д  условие (2.25) предполагалось вы֊ 
• полненным, согласно предыдущему, тождество

5^(<;г)^5я(«;г) (2-24'>

справедливо, если <; и х=/=1/яд (к = 0, 1, 2, •••, и).
Но очевидно, что при

Вт я*  = а*  (4 = 0, 1,- • •, л) (2.27)՛

справедливы предельные соотношения

Вт <рд (г) = (г), Вт?^Л)(г) = (г) (4 = 0, I,՛--, л),,

притом равномерно относительно всех г, лежащих вне достаточно ма
лых окрестностей отличных друг от друга точек {1/я*}՞  плоскости г9 
т. е. в частности и на окружности г — е1х. 

Следовательно, будем иметь также

Вт (<?,, ?9) = (®р, ??) 
и (р, 9 = 0, 1,• • •, л).

Вт(<р(,л>, ?<'* ’) = (?<,"’, <^л>)

Поэтому для соответствующих ортогональных с весом (2")-1<7я(х) 
систем и ядер при условии (2.27) справедливы предельные соотно
шения

Вт Фл (г) =» ФА (г) (4 = 0, 1, • • •, и),
а также

Вт Ф^л) (г) = Ф^л)(г),

ВтЗл(;;г) = 5я(;;г), (2.28)

Вт £</”(;; г) = 5<л’(с; г).
Достаточно перейти теперь к пределу в тождестве (2224') при 

условии (2.27), чтобы в силу формул (2.28) убедиться в справедливости
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тождества (2.24) уже
совокупность 

Заметим

Ций {^« 
(2.22)

чисел
теперь,

также

без каких-либо дополнительных ограничений на

что определитель Грамма для системы функ-

положителен, и поэтому, пользуясь формулами

> • 7 ' • п-р/ ՝ • п֊-р> ՝ п-д

из (1.9х) получим

(/>, <7 = 0, 1, 2,

£>(;)= ^) =

(Тл, Тл) • • • (?«, То)

(Тл-։, Тл) • • • (Тл-1, <?0) (Тл, <?л-1) •

(То, Тл) • • • (®0, <?0) (Тл, То) ■•'(То, То)

Повернув последний определитель вокруг его побочной диагонали, 
что, очевидно, не изменит его значения, в силу (1.9) получим равенство

£><л) = £>л.

Наконец, из (2.19х), (2.24) и (2.29), воспользовавшись 
(2.22), приходим к следующему представлению для ядра

(2.29) 

формулами

5,1 “ £>„

(Тя, ?л) • • • (?„, <Ро) Т&л) (-) 

(Тл-1, Тл)* * * (Тл-1, То) Т?^)՜

(То, Тл) • • • (То, То) Т(„л)(<)

ТЕЛ) (г) • • • Т(„л) (г) О

Но согласно определению (2.21) системы функций {?(лЛ)(2)}о>
„<л1/_\__ -5/*+։  (г) _
Тр(*)  =----------- - ------ Тл—4

1

(£ = 0, п).

(2.30)

^л)(<;)=_^Д).?п_ /2 

С

Отсюда и из (2.30) следует:
(Тл, Тл) •••(Тл, То) ТлЛ^֊

Вп+1 (<0 Вл+1 (г) 

;г£л

(Тл-ь Тл) • • • (Тл-1, То) Тл-։ Л1-

(То, Тп) • • ՛ (То, То) То (-^~

\ 1 ,

. (2.30х)

- /1 
Тл( — - - - То о
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Заметив теперь, что при любом г справедливо тождество

ВЛ+1 ХЪЛц(я) в1,

из (2.30') получим, далее,

Вл+1 (с) Вл + 1 (г)

1

9- 
сО
-

1 
с 

с 
а- 

о- 
* 

՝—
*■

• (фи, То)

■ (фл-1, Фо)

фл (г)

фл-1 (г)

Вл
(То, Фл) • • (То, Фо) Фо (*)

?л (;) • • Фо 0) 0

(2.31)

С другой стороны, из (2.19) имеем

5л ('; г)

л(л +1) 
(-1) 2

(фл, Фо)

(?Л, Ф1)

• • • (фо, Фо)

••• (Фо, ?1)

Фо (՝)

Ф, М

вл
(фл, фл) ՛ ՛" (фо, Фл) Фл (;)

?Л (*) • • • Фо (г) 0

(фл, фл) • • • (Фо, Фл) Фл (4)

(фл, Фл-1) • • (То, Фл-1) Фл-1 (4)

(фл, Фо) • • • (Фо, Фо) Фо (;)

фл (г) • Фо («) 0

Наконец, повернув последний определитель вокруг его главной 
диагонали и имея в виду формулу (2.31), получим тождество (2.14). 
Итак, теорема полностью доказана.

Заметим теперь, что в частном случае, когда а0 = а։ = • • • = аЛ = 
= ••• = 0, система функций (1.2) либо система соответствующих функ
ций Мальмквиста {®А(я)}^° сводится к системе степеней

Поэтому очевидно, что в случае

«л=0 (Л = 0, 1, 2,-. )

система функций {Ф*(я)) 0 переходит в систему полиномов Г. Сеге— 
{В*(я)} 0, ортогональных на окружности г = е1х с тем же весом 
(2к)-*Л(х).

Наконец, так как при ак = 0 (к = 0, 1, 2, • • •)

Вл+1(*)=г я+։ (п = 0, 1, 2,-..), 
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то из теоремы 1, в частности, вытекает хорошо известная формула 
Г. Сеге, доказательство которой весьма просто.

Следствие. Для системы полиномов (Р*  (г))^, ортогональ

ной на единичной, окружности с весом ^(х), соответствую
щее ядро

=п («; г) = (?х)Л 5Л /4-; (2.32)
\ г 4 /

удовлетворяет функциональному уравнению

зл(4; г)=(<.г)пЗп(±;
\ г 4 /

(2.33)

2.3. В дополнение к основному тождеству (2.14) в данном пункте 
приведем несколько важных для дальнейшего формул для ядра 5Л (4; х) 
произвольного распределения (2^)՜' </а(х).

Лемма 6. При любом п 0 справедливы формулы:

1°. 5л(ал;х) = -^М —---- у" Вл+1 (г) Фя \ (2.34)
«л (1 — I “л 1т։ * \2 /

где кя 0—коэффициент при <рл (г) в представлении

к2
Зп (ап, ал) 1 | _ |2 ’1 — | ал

(2.34')

Фл (^) --  кп ?л (^)$ (2.35)

2’ 5 (а • 1 а° 1 ^П) *̂ +1 ф(п) /АЛ
г. 5.ь,г)- _ (1_|ао|։).„ „ ф- (։/ (2.36)

С га.а! (ЦЛ))2 
г>л(ао, М- 1_|ао1г ’ (2.36')

где к^—коэффициент при (х) в представлении
ф<л)(г) = Чл> ^л) (*)+•••+ 1(РП) № М (р = 0, 1, • •., п)

3°. Между коэффициентами {/^л))о и кп, а также 

{/р’л и к^ имеют место соотношения

; (2-37)

между

3 1^12 = ^ (2.38)

з и*1 ։=(^л))2.
р-0

(2.39)

Доказательство. 1°. Из формулы (2.20) следует, что 
бом р^-0

при лю-
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1
?* ?£!*(«)  (*  = 0, !,•••,?),

где
р ак — г | а*  |

ВР^\ (г) - П 7) т~ "47՜՜ 
*=о а*

Следовательно, из (2.35) следует также представление

Фр Г—4) = &р ?р 6"7_')-Ь' ‘?о (~7՜) = 
\ 4 7 \ ՝ / \ 4 >

-^М’й+-+г«1(Ч1.
откуда получим при 0 р -С л

Фр (—) = - П а* -֊ — Мр> (')+•■• + 
4 4 4 / *=р+։ 1 “*

п 
где символ Г] при р — п следует заменить единицей. 

*-р+1

(2.40)

Из формул (2.40), очевидно, имеем

Пт 3^$/Ц = 0 ( 0 ! 1)֊ (2.41)
* л <; \ ^ /

Далее, так как из явных выражений (2.21) системы {?(лЛ) (я)}[; 
следует, что

^">(М= >՞1- (1_1я |2)., . (ал) = 0 (к = 1, 2,- • • л), (2.42) 

то из (2.40) при р = л получим

։. Вл+1 (;) ^ /1 \ пт --------- — Фл ( — 1 =
|Ял | кп____

ал(1֊|«л|2)1'1
(2.43)

Наконец, согласно тождеству (2.14) теоремы 1,

5Л (с; г) = V фр ЛЦ фр(1

р^о \г / \

= ?ч+1 у /Дя+1 ф (_V ф /-1Л
2 ~о1 4 \4 /I \г/

откуда, пользуясь соотношениями (2.41) и (2.43), предельным перехо
дом при ; -»аЛ получим формулу (2.34) леммы. Далее, из (2.34), в силу 
соотношения (2.43), предельным переходом при г —► ап получим (2.34').
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2°. Отметим, что система функций {Ф*(х)} л была ассоциирована 
с упорядоченной группой чисел {я0, в то время как систе
ма {Ф'Л) (х)}՞ была ассоциирована с упорядоченной группой {ая, ая_։,- • • 

’о}-
Поэтому очевидно, что соответствующей заменой параметров, 

входящих в формулы (2.34) и (2.34'), для ядра г) системы

{ф^г)}« получим формулы

5?’(яи; г) =
1«о1 

“о

ЧЛ) 

(1-|“о13)1/։

Вя+1

г

^л)(»о; %) =
(*< л))2 

1-1яо12 ՛

Следовательно, достаточно воспользоваться тождеством (2.24), чтобы 
получить формулы (2.36) и (2.36') леммы и, наконец, формулу (2.52).

3°. Из (2.37), пользуясь формулами (2.42), мы получим

I яЛ IФГЫ = /^^ы = а > 1 .
ая (1 — | ап[‘)

Поэтому и ввиду тождества (2.24), установленного в ходе доказа
тельства теоремы 1, мы будем иметь

& («.;«.) = •$?>(«.;«.) ֊ 2 I 1= = . 2 I
р-0 • 1 Л| р-0

Отсюда и из (2.34) следует формула (2.38).
Итак, лемма полностью доказана.
Из этой леммы в частном случае, когда я*  = 0 (к = 0, 1, 2,•• •), 

вытекает
Следствие. Для системы полиномов Г. Сеге ор

тогональной на окружности г = е‘х с весом (2՜)՜1 с/я (х), ядро яЛ (<;; г) 
удовлетворяет условиям

°я (0; г) = 2 Р» (0)Рк (х) = 2 1кРк (г) = кпг"Рп (֊\ ,
*=о л=о \ 2 /

(2.44)
Л л Е) -1

3я(0;0) = 2 |Л(0)Р = 2 \1к\‘ = к\ = ֊- 
к=0 *-0 •"

В самом деле, в рассматриваемом случае

®*  (г) — х*,  Впн (х) = хЛ+։, Рк (0) = 1к.

Поэтому из формул (2.34) и (2.34х) следуют, в частности, утвержде
ния (2.44).

{Продолжение статьи—в следующем номере)

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступило 30. ХП. 1965
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Մ. Մ. ՋՐՈԱՇՅԱՆ

ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՕՐԹՈԳՈՆԱԼ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԸ ՇՐՋԱՆԱԳԾԻ ՎՐԱ

Ամփոփում

ներկա հոդվածո,մ ստացված են այն ռացիոնալ ֆունկցիաների սիստեմ
ների հանրահաշվական հատկություններր, որոնց բոլոր հնարավոր բևեռներր 
գտնվում են միավոր շրջանից դուրս տված հաջորդականության կետերում և 

օրթոնորմալ են միավոր շրջանագծի վրա (Զ՚հ)՜1 (իւ (հ) կշռո
Սահման՛ային դեպքում, երբ դիտարկվող սիստեմի բոլոր բևեռները համ

ընկնում են անվերջ հեռու կետի հետ, այստեղ ստացված թեորեմներր հա
մապատասխանաբար հանցում են միավոր շրջանագծի վրա կշռով օրթոդոնալ 
բազմանդամների տեսության լավ հայտնի պնդումներին, որոնք ժամանակին 
զարգացվել էին Սեգյոի [2], [3] աշխատանքներում:

M. M. D2RBASIAN

ORTHONORMAL SETS OF RATIONAL FUNCTIONS 
ON THE UNIT CIRCLE

Summary

This paper deals with the algebraic properties of sets of rational 
functions which are orthonormal on the unit circle with respect to the 
weight (2՜)՜1 da (x), and their poles lie on a given sequence of points si
tuated outside the unit circle.

In case when all the poles of the set under consideration coincide 
with the point at infinity, the theorems proved here concur with the well 
known assertions of the theory of orthogonal (with respect to the 
weight function) polynomials developed by Szegö [2], [3].
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Р. А. АЛЕКСАНДРИН, Р. 3. МКРТЧЯН

НЕКОТОРЫЕ КРИТЕРИИ, ХАРАКТЕРИЗУЮЩИЕ СПЕКТР 
САМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА В АБСТРАКТНОМ

ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

1. В работах [1], [2] указана процедура, позволяющая строить пол
ную систему собственных функционалов самосопряженных операторов 
при любом характере их спектров, не прибегая к предварительному 
построению соответствующего спектрального семейства проекционных 
операторов.

Проведенные в этих работах построения позволили также сде
лать некоторые заключения о характере спектра этих операторов в 
терминах асимптотического поведения резольвенты при приближении 
к точкам вещественной оси.

Настоящая работа посвящена получению некоторых новых ре
зультатов в этом направлении.

Попутно доказывается утверждение, представляющее собой раз
витие известной леммы Привалова о скачках интегралов типа Коши.

2. Пусть А— самосопряженный оператор с областью определения 
Од, действующий в сепарабельном гильбертовом пространстве Н, а 
Ец—соответствующее этому оператору спектральное семейство.

Для упрощения изложения предположим, что спектр оператора 
А простой.

Образуем выражение

А(>.) = Я) = VII 8II2. <*>

где резольвента, порождающий элемент, тогда, очевидно,
-г ОС

-- ОО

где, как обычно, введено обозначение р(^) = || £/#Ц2, и всюду в даль
нейшем р (/) предполагается непрерывной слева.

Асимптотическое поведение 1-. (X) при т —► 4֊ 0, очевидно, зависит 
от локальной структуры функции р (£), и в работе [2] упомянуты неко
торые случаи, когда это поведение, в свою очередь, характеризует 
локальную структуру р (£).

Наша ближайшая цель заключается в том, чтобы подробнее изу
чить зависимость локальной структуры функции р (£) в окрестности 
точки # = X от асимптотического поведения функции А ().) при т —► + 0-,
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Лемма 1. Пусть в точке X существуют односторонние 

(необязательно конечные) производные неубывающей, функции Р (0> 
тогда

т-4 0 *

Доказательство. Допустим сначала, что О’Ср'О՝ 0) <С 4՜ °°- 

Пусть у = д.(0—уравнение прямой, где д«(£) = р (X) + Р (X 0) ~

----X), тогда, очевидно, существует 8 = 8(е)>0 такое, что в 

интервале [X — 8, X) имеет место неравенство у2, (<) >У, (^) Р (0- По
строим последовательность точек с помощью рекуррентных соотно
шений

р(6н։) С У, (tn) ■^р(йж + 0), (2)

тде положено t0 = X — 8. Легко видеть, что неравенство (2) однозначно 
определяет f*+i  при заданном tn, если только у, (tn) не равно значе
нию функции p(f) в некотором интервале (в последнем случае в ка
честве f* +i возьмем, например, левый конец этого интервала). Очевид
но, что при всех к = 0, 1, 2,••• имеем £*<#*+!•  Легко доказать, что 
lim tk = K В самом деле, пусть lim tk = £*<^Х,  тогда, поскольку Л-*  “ п —« п
р (t*  + 0) <.у, (£*),  то в силу непрерывности у,(0 будем иметьу։(/)^> 
2>р(**  + 0) для всех \tk , f*],  поэтому tk +в>֊/*  для всех р>1, 
что противоречит lim tk = t*.  Построим вспомогательную, кусочно «֊►•= я
постоянную функцию р(<), полагая ?(t)=yt(tk) при th -С t < f* +i (к = 
= 0, 1, 2,..-), а р~(Х) = р(Х-О).

Докажем, что для всех т > 0 имеет место неравенство

__ 10.__ < J. f -МО . (3)
X —ох-։

В самом деле, путем представления этих интегралов в виде счетного 
числа интегралов по частичным промежуткам [/*,  /л+1), придадим не
равенству (3) следующий вид:

оо ос
й'м_ ____ 6 15? ' Г Л т хп У, (*̂+1)  у։ил)

Последнее неравенство очевидно, поскольку
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8 ] (/*+։  — /*)  " у, (/*+:) —»,(/*)
2] (6+1֊/.)24֊^ - к (#4+։-к)2 + хЗ '

Теперь докажем, что для всех т>>0 справедливо неравенство
х ~ х

с/р (0 Х С с/р (О 
| (/->.)2 + -а 3 (/-л)2+^՜
-о X-։

(4)

Обозначим точки разрыва функции р (<) в промежутке [>< — 3, Л) 
через т}д- и представим интеграл в правой части (4) в виде суммы ин
тегралов по частичным промежуткам ря, /л+1), тогда будем иметь

где

(4.1)

' Р (Ък + 0) — Р М
(^-).)2-н2’Ц. € ^л+0

(4.2)

В последней сумме через Д/ обозначены счетное число взаимно 
неперекрывающихся открытых интервалов, на которые разбивается 
промежуток р. — 3, /.] точками разрыва {т;*}  и построенными выше точ
ками {£*}.  Легко видеть, что при всех т^>0 справедливо неравенство

гл . . ^аг р(/) ֊г У, (/л) ֊ р(/л-ц)
х У«(/л) — р(/л+1) > *п<*<*п+1 __________________________

* (/л+1 — >.)2 + 1* к (6, — X)8

• У. (/л) — р(/л)
(/л֊).)։ + ^ (4.3)

Теперь мы можем переписать неравенство (4) в виде

•= ~ У,(/*+1)  — У.(/л) ,

« (^1->֊)։ + ^
Л—и

(4*)

и, добавляя к обеим частям один и тот же сходящийся ряд, получим

л
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’ ” У, (**+i)  — P (**+։)  г v I '
* (k+I ֊>')’ + ’’ « (<*+l  ֊*) ’ + *Л=и ж -»U ՝

+ /*}.  (4.4)

Тогда, сравнивая в неравенстве (4.4) каждый член ряда слева со сле
дующим членом ряда справа и пользуясь (4.3), легко убеждаемся в 
справедливости (4*)  для всех т^>0.

Таким образом, сопоставляя неравенства (3) и (4), мы получаем, 
что для всех '2>0 имеет место неравенство

х , л г 1 Г сП . ֊ Г сф (0 . /5ук [р (Х 0) 2 < к ] (г -}.)’ + '!*
■^х-։ х-в

С другой стороны, можно указать такое что для всех Х<С"О 
х

имеет место неравенство — | ;—5՜ 2> “5՜ > поэтому из (5) по-к I (г — Л) — - О

лучаем

—Г оЧХ — (И — ₽ С dt ' С ^р(^)
п Lр 0 j j и - м1+’* <«J и - ՝> у+ (6)

для всех т min {-0 (е), т, (s)}, где t։ (е) выбрано так,чтобы
Х-8

■с Г dt_____ е
Я J (t — Х)։ + т*  < бр' (X — 0) 

— ОО
Проводя через точку (X, р (X — 0)) две прямые с угловыми коэффициен
тами, равными, соответственно, р' (X — 0) + е и р' (X — 0)4֊ -4-, путем 

совершенно аналогичных построений можно установить неравенство 
х х

т Г ___ </р (() х г / п । 1 Г Л ,,4Чк а— Х)։ 4- т» < к °) + е։ I а — XV 4- (6 )

для всех 1 min {т' (е), (е)}. Сопоставляя неравенства (6) и (б*),  легко 
заключить, что для всех достаточно малых " ^> 0 имеют место двусто
ронние оценки

/ (^ ֊ 0) Г 22 С тЛ 1 е 2 f -dt
2 к Н (f - X)8 4-т« 2 к J (t ֊ Х)։ + V

t f d?(t)_______ р' (X — 0)
« I (f-Xj’-H8 2
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г-0) 
2 (7)

Принимая во внимание, что "Л 1
у« , и =1» из нера-

венства (7) заключаем, что 
х

</?(*) Р՜ (>-0) (7*)— 8
2

если только ~ достаточно мало. Таким образом, в силу произволь
ности е,

Р՜ (>֊-0)
2

Совершенно так же, предполагая, что 0<^р' (X + 0) < + °о, можно 
доказать, что

1. < Г <^р(0 _ р' 0- + о)
* 3 (г-А)’ + ^а 2

X
Теперь предположим, что р' (>.— 0)=0. В этом случае, поскольку

Г </р (0
. у» ।—Г՜ неотрицательно, то достаточно получить оценку 

этого интеграла только сверху, что может быть сделано аналогично 
предыдущему случаю.

Предположим, наконец, что р' (X— 0) = + оо. Будем исходить из 
очевидного неравенства

х £ 
1 р(Х)-р(Х-т) 
2к т ’

«(О
_ ՝>>» 4- т»

откуда непосредственно заключаем, что

. г Г <»(0

Таким образом, лемма 1 доказана полностью.
Замечание 1. Представляя любую функцию ограниченной вариа

ции в виде разности двух неубывающих, из доказанной леммы 1 не
посредственно заключаем, что скачок Иш [Ф (г)—Ф (г)] интеграла 

1шг—+0 
типа Коши-Стильтьеса
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</р (*)  
I — х

— «в

существует почти всюду по мере Лебега, какова бы ни была функция 
ограниченной вариации р (0> и равен производной р' (X), безотноситель
но к тому, суммируема ли эта производная или нет. Более того, из 
этой леммы следует, что этот скачок существует во всех тех точках, 
где каждая из неубывающих компонент функции р (Р обладает произ
водной, хотя бы одна из которых конечна. В том частном случае, 
когда р (р абсолютно непрерывна по Лебегу, Ф (г) превращается 
в интеграл типа Коши, поэтому существование скачка почти всюду 
по мере Лебега следует из известной леммы Привалова [3]. Таким 
образом, лемму 1 можно рассматривать, как развитие упомянутой 
леммы Привалова, в случае, когда кривая £ есть отрезок прямой.

Лемма 2. Функция 1-. (X) стремится к нулю при ' —• 4՜ 0 тог
да и только тогда, когда р'(X) существует и равна нулю.

Доказательство. Достаточность следует непосредственно из лем
мы 1, а необходимость из нижеследующего неравенства

Х+т

х С 1 р(х + т)~р(к~'с)Л (А) > — յ > -2Г 24
л-т

Лемма 3. Для того, чтобы функция 1-. (X) = О ^"7՜^ пРи Фик~

сированном X и т —♦ -|- 0, необходимо и достаточно, чтобы точка 
I = X была точкой разрыва функции р (/).

Доказательство. В самом деле, пусть р (X 4՜ 0) — р (X — 0) 0,
тогда из нижеприведенного соотношения

X—0 ՛ Ч-эо
г р(Х-|-О)-р(Х) г Г </р(р , Г с/р (р
« *•  * 3 (/ —X)*  + ? + ] (г-Х)»-^»

х+о

следует, что Л (X) —> + об не медленнее, чем , а, с другой стороны, 

очевидно, что /:(Х)<^—, поэтому достаточность установлена. 

Теперь предположим, что точка / = X является точкой непрерывности 
Р (0> и докажем, что Нп^т-А (К) = 0. Предположим противное, тогда су

ществует последовательность тя -»0 такая, что тл • Д (X) > с 0.Л
Из непрерывности^ (р в точке X следует, что р (X 8) — р(Х—8)<^ 

с
"2՜ при достаточно малом о 0. Представим Д (X) в виде
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>.-4

<£(*)  , - С dp(t)
(t ֊ >7 -Г -*  ~ J (f - л)։ т '-։

X—4

dp (О (9)

тогда при достаточно малом т первый и третий интегралы вместе не
сбудут превосходить и для таких " будем иметь неравенство

* + »
Г r.s с I х С dp(t) с , р(Х-Н) — р<>- — 3) 2с з -г i 3_ + —- ^֊3_ .

*-։
Q

что противоречит неравенству 1- (/■) >---- для достаточно больших л.п тЛ

Лемма доказана.
Пусть неубывающая функция р (t) представлена в виде

р(«) = Ро(О + рт(О + Ра(О, • ■ (Ю)
где р0 (/)—функция скачков, р։ (f)—абсолютно непрерывна по Лебегу, 
а Рз (0—чисто сингулярна, т. е. р^(0 =0 почти всюду по мере Лебега, 

Лемма 4. Пусть р (t) чисто сингулярна в промежутке 
(— оо, -f- ос) и пусть М«,—совокупность таких точек, в которых 
производная р' (f) существует и равна + °°, тогда р-мера множе
ства СМ0 равна нулю.

Доказательство. Очевидно, достаточно ограничиться рассмотре
нием конечного интервала (— R, -f- R). Пусть Мо—совокупность точек, 
где р' (t) = 0, тогда по определению чисто сингулярной функции имеем, 
что mes СМ0 = 0. Пусть Mn (и = 1, 2, 3,•••)—совокупность таких то
чек из СМ0, в которых все производные числа Dp (f) -Cn,. a. Nn—мно
жество таких точек из СМ0, в которых производные числа Dp (t) не- 
ограничены, но одно из них не превосходит л. Тогда легко убедить
ся, что

СМ0 = MUNUM^, (11)
где М = UMn, N = UNn. Составим функцию о (/) = р (/) + t, которая л л
уже строго возрастающая, поэтому, в силу известной леммы [4], сле
довательно, в силу непрерывности р(£), заключаем, что a-мера мно
жества Мп равна нулю. Легко убедиться, далее, что р-мера множества 
Мп также равна нулю.

Аналогично убеждаемся, что р-мера множества Nn равна нулю 
при всех л, поэтому объединение всех этих множеств, г. е. MUN, 
также имеет р-меру, равную нулю. Поскольку в представлении (11) 
множества М, N, М„ без общих точек, то р (СМв) = р (7И«,) и так как 
Р (Мо) = 0, то лемма 4 доказана.
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Лемма 5. Какова бы ни была неубывающая в промежутке 
[—оо։ 4֊ оо] функция р (t), интеграл ДО) стремится к конечному 
(положительному) или бесконечному пределу на множестве точек, 
которое обладает полной р-мерой.

Доказательство. Пусть £и—точки разрыва функции р (/)> ^-мно
жество тех точек, в которых производная р։ (t) положительна и мень
ше бесконечности. Легко видеть, что

+«
Pi ([—°°> + °°1) = J pJ(O^ = 

— в»
_ J Р1 (О Л = Pi (^1)> Ро([— °°» + ОТ1) = Ро (■£(>)»

а, в силу леммы 4, р2([—оо, оо]) = р2 (М«), поэтому получим 

р([— + оо]) = Ро (■£<)) +pi (£|) + Рг(^՝)»
откуда легко заключить, что

. р([-оо,+оо]) = р(£(да£/М.). (12)

Теперь уже, принимая во внимание лемму 1, из соотношения (12) 
убеждаемся в справедливости леммы 5.

3. В работе [2] было введено понятие ядра спектра или, так на
зываемого, существенного спектра самосопряженного оператора А сле
дующим образом.

Определение 1. Точка л0 принадлежит существенному спектру 
Si (А) тогда и только тогда, когда для некоторого элемента g(H

lim inf —1| R>* +i- g ||։ > 0.
*֊►+0 «

Другими словами, в существенный спектр входят лишь те точки )֊0, в 
которых для некоторого g ЦЛ^+i-^ |1 ~*  + 00 не медленнее—^=-, тогда 

У т
как в точках спектра в смысле классической теории этому выраже
нию позволяется стремиться к бесконечности как угодно медленно. 
Установленная выше лемма 5 позволяет усовершенствовать определе
ние существенного спектра.

Определение 1*.  Точка Хо принадлежит существенному спектру 
S] (Д) тогда и только тогда, когда для некоторого g(H существует

х 
и больше нуля lim —U^>,+z-g//։. тм.+о т։

Очевидно, S*(A)  является частью Si (А), тем не менее из лем
мы 5 следует, что St (Д) также обладает полной спектральной мерой.

4. В этом пункте мы сформулируем несколько теорем, которые 
позволяют судить о характере спектра, т. е. о свойствах спектральной 
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меры в терминах асимптотического поведения выражения Ц К,.+1- 8 ?

при ' -» + 0.
Теорема 1. Для чистой точечности спектра самосопряжен

ного оператора А с простым спектром достаточно, чтобы для 
каждого X £ 5\ (Л) (за исключением, быть может, счетного числа) 
существовал такой элемент 8^Н, что — | Ях-֊/-Ц*  = О^֊֊՜^'

* Для атого достаточно выбрать 8 >• 0 так, чтобы

3. Известия АН АрмССР, Математика, № 1

В самом деле, если в некоторой точке выражение 

для всех 8^_Н, то точка >֊о должна быть точкой непрерывности р (£), 
ибо в противном случае, в силу леммы 3, это выражение было бы 
-/1 \01 — 1 для некоторого 8-

Таким образом, в указанных в теореме 1 счетном числе исклю
чительных точках сосредоточена нулевая спектральная мера.

Из доказательства той же леммы 3 легко заключить *,  что все 

точки X, в которых это выражение есть О Аля некоторого £ Н, 

являются точками разрыва.
Таким образом, доказательство закончено, поскольку вся спек

тральная мера оказывается сосредоточенной в точках разрыва р(£).
Теорема 2. Для того, чтобы спектр оператора А был чисто 

сингулярным, необходимо и достаточно, чтобы лебеговская мера 
(А) была равна нулю, и ни при одном X £ 5, (Л), и ни при каком

8^Н выражение —1|К\+1-. 8[)’ =/= О ^"7՜^ '

Пусть спектр—чисто сингулярный, тогда, по определению, нет 
т /1 \

точек разрыва, а по лемме 3 выражение —] 7?х+н ЯII2 ¥= О ( — 1 ни

при одном 8^.Н. С другой стороны, по лемме 5 вся спектральная 
мера сосредоточена в (Л), а, по определению чистой сингулярности, 
лебеговская мера множества. 3' (Л) должна равняться нулю.

Доказательство достаточности также просто, поскольку из лем
мы 3 следует, что точек разрыва нет, а из леммы 5 следует, что вся 
спектральная мера сосредоточена на множестве 3*  (Л), которое по 
условию имеет лебеговскую меру нуль. Теорема доказана.
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Пусть §— так называемый порождающий элемент, тогда, в силу 
леммы 1, для почти всех >> по мере Лебега существует предел

Пт — = Ф ('•)>--.+о 
поэтому, в силу той же леммы 1, очевидна следующая

Теорема 3. Для того, чтобы спектр оператора А был ле֊ 
беговским в интервале (а, ?), необходимо и достаточно, чтобы функ
ция Ф (л) была суммируема по Лебегу в этом интервале.
Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР Поступило 5.1. 1966.

Ռ. Ա. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐՑԱՆ, Ռ. Զ- ՄԿՐՏ93ԱՆ

ԱԲՍՏՐԱԿՏ 2ԻԼԲԵՐՏՅԱՆ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ ԻՆՔՆԱ2ԱՄԱԼՈԻԾ 
ՕՊԵՐԱՏՈՐԻ ՍՊԵԿՏՐԸ ԲՆՈՒԹԱԳՐՈՂ ՄԻ ՔԱՆԻ 2ԱՅՏԱՆԻՇՆԵՐ

Ամփոփում

Աշխասոության մեջ կատարելագործվում է ինքնահամ ալուծ օպերատորի 
սպեկտրի կորիզի սահմանումը և գտնված են անհրաժեշտ ու բավարար պայ
մաններ, օպերատորի ռեզոլվենտի ասիմպտատիկ վարքի տերմիններով, որ
պեսզի օպերատորի սպեկտրը լինի կետային, սինգոսլյար և լեբեգյան։ Միառ
ժամանակ ստացված է Կոշոլ տիպի ինտեգրալների իռիլքի վերաբերյալ Պրի- 
վալովի հայտնի լեմմայի, որոշ իմաստով, ընդհանրացումը։

R. A. ALEXANDRIAN, R. J. MEKRCHIAN

SOME TESTS CHARACTERIZING THE SPECTRUM 
OF A SELF-ADJOINT OPERATOR IN ABSTRACT 

HILBERT SPACES

Summary

In this paper we improve the definition of the kernel of the spectrum 
of a self-adjoint operator and give necessary and sufficient conditions 
(in terms of „asymptotic behaviour of the resolvent of the operator“) for 
the spectrum of an operator to be point, singular or Lebesgue.

In some sense we also generalize of Privalov’s well known lemma 
concerning the limiting values of Cauchy type integrals.

ЛИТЕРАТУРА

1. P. А. Александрян, ДАН АрмССР, 11, № 5, 1965.
2. P. А. Александрян, ДАН СССР, 162, № 1, 1965.
3. И. И. Привалов, Граничные свойства аналитических функций. М.—Л., Гостехиз- 

дат, 1950, 190.
4. И. П. Натансон, Теория функций вещественной переменной. М., Гостехиздат.

1957, 226.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԴԽՏՈԽԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ս՜սւ|>Լմաս>|ւկա Т 1966, № 1 Математика

А. А. ТАЛАЛЯН

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ НУЛЬ-РЯДОВ

§ 1. Введение

Ряд

2 ап<?п(х), (1.1)
л=1 , >

где {?„ (х)}—ортогональная и нормированная система на отрезке [0, 1], 
называется нуль-рядом в смысле сходимости почти всюду (в смысле 
сходимости по мере), если не все коэффициенты ап, п = 1, 2, •• нравны 
нулю и ряд (1.1) сходится к нулю почти всюду на [0, 1] (соответ
ственно по мере на [0, 1]). Существование нуль-рядов в смысле схо
димости почти всюду для тригонометрической системы было установ
лено Д. Е. Меньшовым в 1916 г. ([1], стр. 804), а именно: им был 
построен ряд ‘

во

а0 4֊ 2 ап cos nx + bn sin nxt (1.2)
л=1

не все коэффициенты которого равны нулю и который сходится к 
нулю почти всюду на [0, 2к].

До сих пор неизвестно, существует ли нуль-ряд, в смысле схо
димости почти всюду, по произвольной полной ортонормированной си
стеме (см. [2], стр. 25)?

Существование же нуль-рядов в смысле сходимости по мере для 
любой полной ортогональной системы было доказано в [3]:

если {<Рл(х)}—полная в L» [0, 1] ортонормированная система, то 
существует ряд {•

ОО

2 алфл(х), liman = 0, (1.3)
л-1 ' * . *1

не все коэффициенты которого равны нулю и который сходится к 
нулю по мере на [0, 1].

В настоящей работе исследуется поведение коэффициентов рядов 
(1.3) по полным системам, являющихся нуль-рядами в смысле сходи
мости по мере. Ясно, что если на рост коэффициентов наложить очень 
сильные ограничения, то они не могут быть коэффициентами нуль-ря- 

ео

дов по ортогональным системам. Например, при условии 2 а2 <Д- ooF 
д=1

если ряд (1. 3) сходится к нулю по мере на отрезке [0, 1], то ал — О,
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п = 1, 2,Оказывается, что условие 2 ад<+°° дает’ в некото 
л-1

ром смысле, окончательную оценку снизу коэффициентов рядов по 
любой полной ортонормированной системе, являющихся нуль рядами. 
Доказывается следующая

Теорема 1. Для любой последовательности действительных 

чисел {Ьц}, где

2Ч-+». <։Л>
и для любой ортонормированной и полной в пространстве А2[0, 1] 

системы {фл(х)} существует ряд

2 ал?л(х) С1-5)
л—1 1

такой, что
а) не все коэффициенты ап, п = 1, 2,•••, равны нулю и ряд 

(1.5) сходится к нулю по мере на отрезке [0, 1];
Р) Нша*=0 и для любого натурального п имеют место нера- 

венства

» = ։. 2. -- <։•«
*-։ *—1

Отметим, что аналогичная теорема для тригонометрических нуль- 
рядов была доказана Н. К. Бари (см. [1], стр. 841), которая, в отли
чие от других авторов, рассматривала условия на коэффициенты три
гонометрического нуль-ряда, выраженные неравенствами (1.6).

Ясно, что неравенства (1.6) представляют собой условия на рост 
не самих коэффициентов а„, п = 1, 2, • • •, нуль-ряда, а на частные суммы 

ОО

ряда 2 а* и что в этих терминах окончательны как указанная теорема 
*~1

Н. К. Бари, так и теорема 1. В том случае, когда вместо условий 
вида (1.6) рассматриваются условия, налагающие ограничения на рост 
самих коэффициентов, задача становится более трудной и для триго
нометрических. рядов она до сих пор не решена даже при следующей 
простой и естественной постановке (см. [2], стр. 24): 

существует ли для всякой последовательности {ря}

Рл I ° и 2 р’ = оо (1.7)
л—1

тригонометрический нуль-ряд вида (1.2), для которого имели бы:

V ап + ^л Р" при всех л*. (1.8)

вым-М*сатовыМ НЛ^равлвнии ваибоАев существенные результаты получены Иваше- 
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Однако легко доказать, что в классе всех полных ортонормирован- 
ных систем этот вопрос имеет отрицательный ответ. Более того, спра
ведлива

Теорема 2. Пусть {фя (х)} — ортонормированная система 
функций на отрезке [0,1] и w(z)>>0, i = 1, 2,---, такова, что 
lim inf w (г) = 0. Тогда функции системы {<ря (х)} можно переставить 

так, чтобы вновь полученная система {<p.,z (х)} обладала следующим 

свойством:
<50

если ряд У, az<р.,'(х) сходится по мере к нулю на [0, 1] и 
/-1

|az|-Cw(z), то ai = 0, i = 1, 2,---.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Применяется следующая лемма, доказанная в работе [4] (см. так
же [5], стр. 375).

Лемма 1. Пусть % (х)—произвольная функция, определен
ная на отрезке Д s [я, ЭД, принадлежащая классу L-2^) и равная 
нулю вне некоторого измеримого множества Еосб.

Пусть ф։ (х), ф2 (х),-• •, фя (х)—произвольное конечное число 
функций, определенных на б = [я, ЭД и принадлежащих классу

Тогда для любых наперед заданных чисел 1 > е0 > О и о^>0 
можно определить ограниченную функцию ф (х) и множество е, об
ладающие следующими свойствами:

1) ф (х) = 0 при х £ е, где . ес.Ей, mes е<^е0-| Д |,

3) У 1Фо(*) —Ф(*)] Ф*(х)Жс <8, 1<Л<п.

А

При помощи леммы 1 можно доказать лемму о свойствах поли
номов по функциям произвольной ортогональной системы, представ
ляющую усиление доказанной в работе [4] леммы 3, когда в последней 
вместо базисов пространства Ьр рассматриваются ортогональные си
стемы. Эта лемма формулируется так.

Лемма 2. Пусть {фя (х)}—полная в Л-ДО, 1] ортонор мир о ван
ная система и /(х) £ [0, 1].

Тогда для любых положительных чисел т;, е, 0О-С1, и для 
т

любого натурального п можно определить полином У а*Фл(х) по 
*-л+1

функциям системы {фя (х)} и измеримое множество е так, чтобы 
выполнялись условия
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2°.

3°.

множества

4Э.

5°.

ес [0, 1], тез е -С'

2 аА<Р*(х) —/(х) 
*-л+1

где се = [0, 1] — е*.
се

<т) + ||/(х)||£. для любого измеримого 
Е

Ес. се и для любого •։, п ф 1 т.

Доказательство. Разделим отрезок [0,1] на равные интервалы
А։, А.,,-.-, Д.у так, чтобы выполнялись неравенства

/’(х) б/х<

•Ч
Применим лемму 1, полагая в

(2.1)

ее формулировке % (х) = / (х), х£А1։

80 = 8 и 0 = -47՛

Тогда определим множество е։ 
свойствами:

и функцию <]»։ (х), которые обладают

(2.2)

(2.3)
Д| А,

Ф1 (*)] <р* (*) бх
4п (2.4)

4

о

8

Рассмотрим ряд

(2.5)

где

а' £ = 1, 2,- (2-6)
д,

Если /(х)^£2[0, 1]—некоторая функция и £с[0, 1] измеримое 
мы обозначаем || / ||£ = ^/։(х) <£х^ •

Е

множество,
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Так как он является разложением функции, равной / (х)— '{*։ (■*) 
на интервале Д։ и нулю на множестве [0,1] — Д։, то в силу полноты 
системы {фА (х)} мы можем взять номер л։ > п настолько большим, что

я

2 а<։)фА(х)-[/(х)֊Мх)]
>=1

2
*-1 [0,1J-д.

J?
4

(2.7)

(2.8)

Из условий (2.4) и равенств (2.6) немедленно вытекает неравенство

2
Æ—1

п 71

<2 W<v
л=1

(2.9)

Сравнивая (2.7) и (2.8) с (2.9), получаем

и

ал։) Ф* (х) _[/(х)-ф։(х)]
д,

2 М*)
k=n +1

< —
[0, 1]-А։ 2

(2.10)

(2.11)

2
2

Предполагая, что уже определены полиномы

3 «ï’f.W, з •••, 2 o«'9,W,
*=л+1 А—л,+1 Л=Лу_8+1

где 
л < л։<^. • n/-i, j — (2.12)

•определим полином 2
Л = Пу_1+,1

Для этого применим лемму 1, полагая в ее формулировке 

’l>oW=/W, х£Ду, фл(х) = ф*(х), х^Ду, 1<Л<пу_։, в0 = в 

s ’ï И О = ---- ------------------2^ •nÿ-i
Согласно лемме 1, можно определить измеримое множество е/ и 

функцию 'т'у(х), которые обладают свойствами

Фу(ж) = О> x^eh e)ç=-^J> mes ey-Ce-mes А/, (2.13)

(2.14)
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П/(х) — фу(х)]<р4(х) Лг <—--------> к = 1, 2,- -,п). (2.15)

г, 2 п'-։

Рассмотрим ряд
со л
2 а*У)(Р*(х), а</>= [/(х) —фу(х)]<рА(х)</х; Л=1, 2, --. (2Л6)
*—։ у

Д7
Так как этот ряд является разложением функции, равной / (х)—фу(х) 

на интервале Д; и нулю на [0,1] — Ду, то в силу полноты системы 
{фл (х)} можно взять п]^> п]-\ настолько большим, что

^?*(х)֊|/(х)֊фу(х)) (2.17)
д/

И
п

(2.18)

Из неравенств (2.15)

*֊' ||[0,1]-Ду

и из определения (см. (2.16)) получаем

(2.191

Сравнивая (2.19) с неравенствами (2.17) и (2.18), будем иметь

2 4л ф* (*)—[/(х) — 'Ь (*)] < -^г>
^=пу_14-1 Ду

(2.20)

2 <"т,Ы • <֊Г՛ (2.21)
к=П]_х+\ [0, 1]—Ду 2

Л7
Таким образом, будут определены полиномы орф^л(х)>

к=П]_х+\
у = 1» 2, удовлетворяющие условиям (2.20) и (2.21) для всех
7 = 1, 2, --,2У*, где

ал° = У [/ М — фу (х)] • <рк (х) Нх
(2.22)

(/ — 1, 2>- • • п;֊1 + 1 к п]).

При этом имеют место также неравенства

При 7 = 1 полагаем Пд = п, и тогда (2.20) и (2.21) выполнены в силу (2.10)
(2.11).
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п<Л|, п]< п}+1, ] — 2,-"',ТУ—1.
Положим

оА = а^>, лу-1 + 1 к < Пр 7 = 1, 2, • • -, ТУ, л,у = т,

(2.23)

(2.24)

и покажем, что полином 
т У п]
2 а* <Р* (х)= 2 2 а*7) Ф* (х), "о = «» (2.25)

*=«+։ 1=1Л = п/_։+1
и множество 

.V
е = ^еу (2.26)

/-։
удовлетворяют условиям 1°, ■ • ■, 5° леммы 2.

Выполнение условия 1° вытекает из неравенства (2.13), где 
7 = 1, 2, • • •, ТУ, так как

.V л
тез е = V тез еуС8֊2 тез ^)= е-

/3 /-1
Далее, так как

д/

и 0<г<^1, из неравенства (2.14) получаем

( У I У (х) ֊ (х) I8 с/х) " < ֊ ( У /8 (х) с/х) \

д/ л/

Сравнивая (2.1) и (2.27), будем иметь

1<7<Л. (2.27)

] 1У(х)֊Ф/(х)|8с/х«т, 7 = 1, 2,-.., ТУ. (2.28)

А/

С другой стороны, из (2.27) вытекает также, что 
. 1 

лг Р 4 Г
у IУ (х) — ф; (х) I8 </х< У8 (х) <7х. (2.29)՛

I-1 Уյ о

В силу (2.22) и (2.24) имеем

Лу Г
2 аА2< 1/(х)-фу(х)|8е/х, 1<У<ТУ, л0 = л. (2.30)

* = л7_1+1

Выполнение условия 4° следует из (2.29) и (2.30), а условие 5° 
вытекает из (2.28) и (2.30).
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Теперь докажем, 
Положим (х) =

что выполнены также условия 2" и 3°.
О при х£ [0, 1] — Д/, 1 определим

функции Г/(х) и Ф/(х), следующим образом:

р.(х\ = !/(*) -♦/(*)» *€д/>

1 0, хС[0,1]֊дл
(2.31)

Ф/(х)=
а*Ф*(х), х£Д/,

(2.32)

Положим
о, х£[0,1]֊Д/.

•1 (2.33)

к = п

Л'=2 д/>
/-1

Для любого /, 1 /V, очевидно, имеет место равенство

А
Из (2.31), (2.32) и (2.33) имеем

(2.34)

у 12 ф'2 |< 2 1 ф'՝(х) ~(х)
Из (2.31), (2.32), (2.24) и из неравенств (2.20) следует 

/ ГЧ ' ■' "

С другой стороны,

л а1У> “Ра (*)—[/(*) — <?/* 
^=Л/-1+1

<֊^г-

д/

Отсюда, в силу (2.35) и (2.34), получаем

(2.36)

(2.37)

7
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и, в силу (2.32), имеем

(2.38)
Из (2.21) и (2.24) следует, что

(2.39)
Сравнивая (2.37), (2.38) и (2.39), получаем

п ' ։ \'/»
<։*?*(*) — 2Ф;(х) <7х) (2.40)

*1 ' *

Из (2.36) и (2.40) следует, что

А1

2 2 «лМ
/-։ Л = пу_։+1 7-1

(г = 1, 2,-••,#).

(2.41)

Отсюда, так как (х) = 0 при х£еу, учитывая (2.26), получаем

(։ = 1, 2,- ., Ы).

(2.42)

Так как Ам = [0, 1], то из (2.25), (2.24) и (2.42), где положено 1 = IV, 
вытекает, что

(2.42')

т. е. условие 2Э выполнено. Остается проверить выполнение условия 
3°. Пусть Е—измеримое множество, Е с се и т—натуральное число 
п + 1 ֊С тп. Если п + 1^т^п։, то из (2.30), где / = 1 и (2.28) 
получаем

2 <2 “лУ-С7։, '<п։. (2.43)

Л—л+1

Неравенство (2.43) показывает, что при т щ справедливо усло
вие 3 . Пусть теперь
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Из (2.23) вытекает, что для некоторого ։ /V 1 имеем 

П1<^-Ст+1, —1 (2.44)

и

V «*?*(*)-2 V а*<Р*(х)+ 2 ак<?!,(х), т<.'<т+1,
л-л+1 /—։л = п._]+1 к—П{ +1

(2.45)

а из (2.28) и (2.30) при / = / + 1 получаем

-■ . п1+1 хч։
ал<рА(х) V агк} ■<■»}, тц<^~ <п/+ь

к—п^ -|՜! к-п^ -|"1
(2.46)

Представим множество Е в виде суммы

Е=А1Е+Е СА1, где СА1 = [0, 1] - Л. (2.47)

Очевидно, имеет место неравенство

Так как Е- СА1 с [0, 1] — Д/, (см. 2.33), то из неравенств.
(2.39) получаем

С другой стороны, из того, что Е-А)С:А1 — е и из неравенства 
(2.42) непосредственно вытекает неравенство

‘ п)
2 2
У“1 к — Пу_]֊|-1

аЛ (Х)- А, -Е 2'') + ֊Е 2Г‘ 117 ’ (2.50)

которое вместе с (2.48) и (2.49) влечет

Так

п1
2 2 в*?* м
/-> £=пу_։+1

как, в силу (2.45),

<3г) + ц/и (2.51)
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ал?л М

то из (2.46) и (2.51) получаем

2 а*?л(х) <4т( + [|/^ 
к-л+1 Е

Л1 -Сш. (2.52)

Таким образом, условие 3° леммы 2 выполнено для всех т, п-Ь1< 
֊<’ ^.т, и лемма доказана*.

Докажем сформулированную во введении теорему 1. Пусть {Ьк}— 
произвольная последовательность действительных чисел, где

2^ = +оо (2.53)
Л-1

и {?А(х)}—полная в 2« [0, 1] ортонор мированная система. Возьмем по

следовательность положительных чисел ел, к — 1, 2,•••, удовлетворяю
щих условиям 

00

еА<1, ^е*<;+оо. (2.54)
А-1

Пусть л։—такое натуральное число, что

2^>0 (2.55)
л-1

и ая,+1—действительное число, удовлетворяющее условиям:

ая,+1 =/= 0, (2.56)

4а։ «։
<+1 + ——<26л- (2-57)

1 л-1

Для построения ряда, удовлетворяющего условиям теоремы 1, 
на первом шагу мы применяем лемму 2 к функции /(х) = ая,+1фЯ1+1(х), 
полагая в формулировке этой леммы п = п։ + 1, е = и •») = е1֊ Тогда

определяются полином сА<рА(х) и множество е։, которые удовле- 
Л—Л|+*

творяют условиям 1°—5° леммы 2. 
п,

Рассмотрим полином Уал?А(х), где аА=0 при и аА=—сА 
Л-1

при п։ + 2 -С & -С п2. Легко видеть, что выполняются неравенства

Число т) следует заменить числом •
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а’ V б*, 1 < л < п >. 
*=1 к-1

(2.58)

В самом деле, при л л։ неравенство (2.58) выполнено, так как его 
левая часть обращается в нуль. С другой стороны, в силу условия 4 
леммы 2, имеем

(2.59)

и, следовательно, из

/^=п։4-2

(2.57) получаем

2 ал с 2 П1 4֊ 1 < л < Л2. 
к- к-1

(2.60)

Отсюда ясно, что неравенство (2.58) выполняется также- при л։ +1 •< 
л л3.

Далее, так как, в силу условия 2° леммы 2, имеет место нера
венство

Л» 
ал,+1?Л1+1 (х) — ~У сд<рА(х) <е1։ (2.61)|

Л-я,+2 се‘
где

то получаем, что
те8в։<^е։, се1 = [0, 1] — е։,

2 <е>-
к-1 С‘1

(2-62)

(2.63)

п1
Пусть определены полином 2<։*?*(х) и множество е,, 1^-2, удовлет- 

к—1
воряющие условиям

с: [0, 1], тезе1<^е/։ (2.64).

2а*<2*А> 1<п<ли (2.65).
к-1 к-1

п1
2 ак^кМ <е*. (2.66),
л-1 Св1

Пользуясь равенством (2.53), возьмем натуральное число п0 настолько 
большим, что

и
(2.67)

(2.68)
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п1
Применим лемму 2 к функции /(х)=^ аА®А(х), полагая в ее 

4-1
формулировке в = е<+։, т; = т)4+։, п = пп. Тогда определяются полином 
”/+։
V £*?*(*) и множество е1+1, которые удовлетворяют всем требо-- 

ваниям леммы 2.
Л1 + 1

Рассмотрим полином V ал®л(х), где
Л=я< +1

гц -|֊ 1 <՜ к ■< п0,
(2.69).

Очевидно, будут выполнены следующие условия

Л1-Ч 

У <е/+1, где те5е/+1<е/+1 и св1+1 = [0, 1]—в1+1,(2.70),
се1 + 1

для любого измеримого Ессе1+Г

Легко видеть, что имеют место неравенства

4-1 4-1

(2.71),

(2.72).

(2.73) >

(2.74).

В самом деле, для п -С п0 выполнение неравенств (2.74) вытекает из. 
(2.65) и из того, что ал = 0, + 1 ֊С £ п0, а при п0<п֊Сп/+։ оно
вытекает из (2.68) и (2.72).

Продолжая описанный выше процесс неограниченно, что возмож

но в силу (2.70) и (2.74), мы определяем ряд последова-
4-1

тельность натуральных чисел п։ < п2 <• • •> и последователь--
ность измеримых множеств ер 1 = 1, 2,-՛-, так, что. длялюбого. 1'2 
выполнены условия (2.70), (2.71), (2.73), и (2.74)..

Из (2.73) и (2.74) вытекает^ что.
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»=։. 2.- -. <2-75>
*-1 *-։ 

я
Пт ак = 0.
А֊* ОО

Таким образом, построенный ряд удовлетворяет условию Р) тео
ремы 1, и для доказательства теоремы нужно проверить выполнение 
условия а). При этом, в силу (2.56), не все коэффициенты ая, п =

ПС

= 1, равны нулю и остается доказать, что ряд дя ?я (х) по 

мере на [0, 1] сходится к нулю.
Пусть е—произвольное положительное число. Пользуясь усло

вием (2.54), возьмем /0 так, чтобы

2 (2.76)
/“/о

Положим

£, = [0, 1] - 2 е,. (2.77)

по
Легко видеть, что ряд V а*?*(х) на множестве Е, сходится к нулю

*-։
п

в метрике Ц. В самом деле, если Еп (х) = 2 акЧк (х) и число п

Удовлетворяет неравенству

С другой стороны, из (2.77) следует, что Е, а се1г г > г0. Поэтому на 

основании (2.79) и неравенств (2.70), (2.71) получаем

< || 2 а*<р* м

Следовательно,

II п'
+ еЖ + 2 ал <?*(*)

св/ Пл—1
<е/+8/ + 1+еГ (2.80)

Нт || 5Я(х) ||„ = 0. Л-»ОО (2.81)
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Так как, очевидно, mes£"։^>l—е (см. (2.76) и (2.77)), где s>0 
произвольно, то из (2.81) непосредственно следует, что построенный 
ряд по мере сходится к нулю на отрезке [0, 1]. Тем самым теорема 1 
доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 2

Предположим, что ортонормированная на отрезке [0, 1] система 
{?л(х)} удовлетворяет условию

1
lim sup ( | <рЛ (х) | dx > 0. (3.1)
Л-*оо 

0

В работе Марцинкевича [6] было доказано, что из любой системы 
{<?я(х)}, удовлетворяющей условию (3.1), можно выбрать подсистему 

. 00
{?nAW}> такую, что если ряд аА<?п*(х) сходится почти всюду на [0,1],

<40

то а% < -}- о°.
Л—1

Почти дословным повторением доказательства этой теоремы 
можно установить следующий результат.

Для любой последовательности положительных чисел и (и), п = 
= 1, 2,•••, из ортонормированной на [0,1] системы {<?л(х)}։ удовлет
воряющей условию (3.1), можно выбрать подсистему {<pnft(x)} такую, 

что если |a/f|՝Cu(fc), к = 1, 2,---, и некоторая подпоследовательность 

частных сумм ряда V ak<?nk (■*) сходится почти всюду на [0, 1], то 
л-1

2ал<+°°- 

А—1

Отсюда легко вытекает теорема 2 для систем, удовлетворяющих 
■условию (3.1). В самом деле, пусть w(n)^>0, и = 1, 2,•••,

lim inf w (n) = 0. (3.2)
Л-*» .

Возьмем последовательность натуральных чисел г*, к = 1, 2,•••, та
кую, что

У и> (Ы < + оо» (3.3)
Л-1

и обозначим через /л, к = 1, 2,•••, остальные натуральные числа. Из 
системы {фЛ (х)} выберем подсистему {<рт։ (х)} такую, что если некс-

вь

торая подпоследовательность частных сумм ряда V (х) сходит- 
*«■»1 । ‘ ,

4. Известия АН АрмССР, Математика, № 1
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ся почти .всюду на [0,1] и | а* |-^ «> (/*), то У аА ^ + °°. Пусть
Л-1

{фд (х)}—подсистема, оставшаяся из системы {<?л (х)} после удаления 

из нее функций <рт^(х), к = 1, 2,- -. Систему {<рЧ/(*)}’» полученную 

после перестановки системы {фл(х)}, определим следующим образом:

<Р7, (х) = <рт/( (х), г = /л, к = 1, 2, • • •, (3-4>

(х) = фд (х), 1-1к, к=1,2, --. (3.5)

Предположим, что

| а/1 ш (/), 1 = 1, 2, • • • >. (3-6)
и ряд

2а,^(х> (3.7)

/-1

по мере на отрезке [0, 1] сходится к нулю. Тогда некоторая подпо
следовательность его частных сумм сходится к нулю почти всюду на

90

отрезке [0, 1]. Так как ряд У а{ фу (х) почти всюду на [0, 1] схо- 
лТ1 '*

дится (см. (3.3), (3.6)), то некоторая подпоследовательность частных

сумм ряда У ад <р7 (х) сходится почти всюду на [0, 1].
л-1 7*

Отсюда, в силу (3.4) и (3.6), следует, что

2 а’ <4-СО. (3.8)
л-1 *

С другой стороны, из (3.3) и (3.6) имеем

2<<+оо. (3.9)
л-1 *

Таким образом, У а^ <^ -|- со и, следовательно, а1 = 0, г = 1, 2,•••.
I =1

Теперь теорему 2 докажем для систем {<р„ (х)}, не удовлетворяю
щих условию (3.1), т. е. когда

1

Нт | <рЛ (х) | с/х = 0. (3.10)
Л-х» I '

0

Покажем, что справедлива следующая
Лемма 3.1. Если, система {фл (х)} удовлетворяет условию 

(ЗЛО), то для любой последовательности и(к)^>0։ к = 1 2 
можно выбрать подсистему {<рп*(х)}, обладающую свойствами:
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։) Для любой, последовательности {а*}, где | а* | ■< и (к), к = 
= 1, 2,-• ряд

(3.11)

сходится почти всюду на [0, 1].
3) Для любой последовательности {а*}, где | ал | ■< и (к), к =

— 1, 2,•••, и ^а2=4-^՜, сумма ряда (3.11) не принадлежит 
И 1

классу |0, 1].
Доказательство. Возьмем последовательность положительных чи

сел еА> к = 1, 2, • • •, таких, что

2£*<+°°. Е*<
*-։ ,

:1, (3.12)

и, кроме того,

2 г*Ув(0< + оо, 
*-։ /-1

(3.13)

где

Гк= 2 вг
/-/։+!

(3.14)

Пользуясь равенством (3.10), для 0<^о1<^е1 определим натураль
ное число П( такое, что

“(1)|фя, (х)|<е։, (3.15)
где •

[0, 1], тез Е1 2 ' (3.16)

Далее, возьмем положительное о2> удовлетворяющее условиям

82<®2, (3.17).

1а։‘Рп, (х)1։^х<е2> если п։езе<о2 и | а, | < и (1), (3.18)

а2 а>ФЛ1 (*) + «։?« Г^х е2, если тезе<^о2, (3.19)

для всех п = 1, 2, •••, |а1|<и(1), |а2Ки(2).
Последнее условие при достаточно малом 82 выполняется, 

так как

а1 %>, (*) + а2 Фя(х) \Чх < У а? Ф2«, (х) Их 4-
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Пусть выбраны функции <рЛ։ (х), <р„։ (х), •••>?,.* (х); п։ <СП2 

числа 8Ь о2,Число 8*4-1 0 выберем так, чтобы

2*+1 <^Е*+ц

1 2а/(Ря,(х) ^<8*+1 ПРИ |о/К“(0» и тезе<

Пк, и

(3.20)

г*+։, (3.21)

“*+1Фл (х) 1։Лс ел+1

при тезе<^ о*+1 (3.22)

для всех натуральных п = 1, 2, •••,и |а/|-Си(г')» + После это

го возьмем пА+1^>пА настолько большим, что

I и (к + 1) (х) I ®*4-1» х££*4-։, (3.23)

где

£*+1<= [0,1], тез£А4-։>1- (3.24)

Таким образом, определяется последовательность функций ?„(■*),••• 
'՝ ’»<РлА (х),' ■ ’» множества £։, £2, ■••,£*•••, и числа о։, 82, • • •, 8*։ • • • ։ ко

торые удовлетворяют условиям (3.20)—(3.24) для всех к = 1, 2,---. В 
частности, условие (3.22) выполняется при п = 71*4.1. Очевидно, можно 
потребовать, чтобы числа 8* удовлетворяли также неравенству

V 3/<-£, Л = 1, 2,.... (3.25)

/-*4-1

Теперь докажем, что подсистема {<рПл(х)} системы {?„ (х)} удов

летворяет условиям леммы (3.1).
Ряд

во
2а*?Л*(х)» |аА|<и(Л), (3.26)
к-1

почти всюду сходится на [0, 1], ибо, как легко следует из неравенств 

(3.12), (3.20), (3.23) и (3.24), ряд | и (к) <рл (х) | почти всюду схо- 
*-1
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дится. Таким образом условие а) леммы (3.1) выполнено. Проверим 
условие Р).

Пусть
то

2 «2= + ®, |а*|<«(*), (3.27)
*-i

и ряд (3.26) почти всюду на [0,1] сходится к функции /(х). Пока- 
жем, что

1
j>/'(x)rfx = -]-cx>. (3.28)

о
Положим

*

Л*ц= П Et CEk+\, CEk+i = [0,1] — Ek+i. (3.29) 
l-t+2

Так как (см. (3.24), (3.25))

~ 00 О/
mes П Æ > 1 ֊ 2 “2՜ > 1 — ол+2, (3.30)

l-k+2 l-k+2
то

mes (CEk+i — Л*+1) = mes C£*+i — mes Ak+i < 3*+2. (3.31)
С другой стороны, из (3.24) имеем

mes Ak+i < mes CEk+i < 8*+i. (3.32)

Поскольку (см. (2.23) и (2.24))

( I O*+1 ?Пд+1 W 1’ dx < 62+1 < Sk+U

^*+1

то
У I a*+i (Рпл+1 W Г dx ад+1 — eA+1. (3.33)

С другой стороны, из неравенства (3.21), где вместо к взято к 4-1 
и ai = 0 при ։=^=& + 1, и из (3.31) следует, что

J 1а*+1Фп*+1(*)1։Лс>( l«*+i%+1WI2rfx-e*+a- (3-34)
•^л+l <4+1

Сравнивая (3.33) и (3.34), получаем

J । а*+1 <Р»։й+1 (х) P dx 2> а’+1 (ел+։ -f- ед+а), (3.35)

-^*+1

Далее, из неравенств (3.22), где и = n*+i, и (3.32) следует
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Таким образом,

px>j -“*+*•

^* + 1

(3.36)

(3.37)*+։ -та
2 а/ Флу (*) Л* > а*+1 — 2®*+։ “ 8*+’։

<«*+։
Наконец, из определения множества А/,+ 1 (см. (3.29)) и из неравенств 
(3.23) вытекает, что сумма / (х) ряда (3.26) на множестве А/,+1 удов

летворяет равенству

/(х) = 2 а, <?П/ (х) + фА+2 (х), х £ Ля i, (3.38)
1-1

где

1Ф*+։(*)1< 2 8/ ='*+։» х^ А/,+ 1. (3.39)
/-*+2

Поэтому, как легко видеть,
*+։

rfx-2r*+։2«(0-d+2- (3.40) 
/ —1

Следовательно, учитывая (3.37), имеем

*+1
Г (х) dx > aj+1 ֊ 2г*+12 и (i) + г*+2 4- 2s*+j 4՜ e*+i ■ (3.41)

1—1

Из условий (3.12) и (3.13) следует, что

2 [2^+22 « (0 + г*+а + 2в*+։ + ] < + оо. (3.42)

*"1L t-1 J

Но множества Ал, к = 1, 2-., попарно не пересекаются и поэтому

(3.43)

Из (3.27), (3.33), (3.34) и (3.35) непосредственно следует (3.28), и тем 
самым лемма 3.1 доказана.

Теорема 2 для систем, удовлетворяющих условию (3.10), доказы
вается так же, как и в случае систем, удовлетворяющих условию (3.1). 
Если 4, к = 1, 2,•••,—последовательность натуральных чисел, для ко
торых выполнено (3.3), а у*, к = 1, 2,— остальные натуральные 
числа, то, полагая
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и (А:) = и, (/*), к = 1, 2, •••, (3.44)

выбирается подсистема {ф„А (х)}, удовлетворяющая условию леммы 3.1. 

Пусть (х)—остальные функции системы {?я(х)}. Переставленная

система {?., (х)} определяется так же, как и раньше:

?,,(*) =%(*), / = Д л = 1,2,. •» (3.45)

к = 1, 2,--. (3.46)

Если |а, | •<»(/), то ряд

V а; Ф . (х) ВЕ V ал ф„л (х) (3.47)
*Т1 л-1

почти всюду сходится, так как ] ад | -С и (к) и система {оЛ* (х)} удов

летворяет условиям леммы 3.1.
Ряд

2«,, II,Ы (3.48)
Л=1

почти всюду сходится, И 2 а, 4՜ °° в силу условия (3.3). Поэтому 

яс
ряд V си (х) почти всюду сходится и из требования его сходимо- 

1=1
сти к нулю по мере следует, что сумма ряда (3.47) принадлежит 
£»[0,1]. Но тогда ^а: 4՜ оо согласно лемме 3.1. Таким образом,

ес

07<^4՜ 00 и, следовательно, а, = 0, 1 = 1, 2,Теорема 2 дока- 
«-1 
зава.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило 7.1.1966

Ա. Ա. Р-ԱԼԱլՏԱՆ

ՕՐԹՈԳՈՆԱԼ ՋՐՈ-ՇԱՐՔԵՐԻ ԳՈՐԾԱԿԻՑՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Ներկա աշխատութլունում ապացուցված է, որ կա մա էական {Փ»ւ^)} 
լրիվ օրթոնորմալ սիստեմի և իրական թվերի կամա էական {6^} ^աշորղակա-

ՕՕ 60
նութէան համար՝ որտեղ = 4՜ ՕՕ, դոլութէուն ունի Օ^Փ^^) շարք,

Л-1
•"/*/? ըստ չափ^ զուգամիտում է ղրոլի.
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2«ï<24. »=1. շ.-". k-1 *=I
[չեդ որոււք շարքի ոձ PnLnC գործակիցներն են հավասար գրոլի'

A. A. TALALIAN

ON COEFFICIENTS OF ORTHOGONAL NULL-SERIES

Summary

In the present paper it is proved that for every complete ortho
normal system {<pn(x)} and for an arbitrarily given sequence of real 

numbers {6*}, where շ 6* = 4՜°°» there exists such a series 2<2t?À(x) 

that
1. Not all the coefficients vanish identically.
2. It converges to zero in measure.

n n

3- 2 a2<2 blfor ո = Ն շւ --- *-։ *-i
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С. А. АКОПЯН

О ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ОДНОГО 
КЛАССА ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

В работах М. М. Джрбашяна [1]—[3] установлен ряд резуль
татов о параметрическом представлении некоторых общих классов■ 

целых функции произвольного конечного порядка и нормаль

ного типа, интегрируемых с квадратом модуля вдоль специальных си
стем лучей.

Эти результаты представляли дальнейшее широкое обобщение 
классической теоремы Винера-Пэли о представлении целых функций 
экспоненциального типа, интегрируемых в квадрате модуля на всей 
вещественной оси. Приведем одну из типичных теорем такого рода [2].

Класс В(,а(ш) целых функций, порядка и типа -С а, для

которых

տսբ (•֊1<ш<1), (1)/

совпадает с совокупностью функций ք (г), допускающих представ-
ление

' 111
/ (г) = С И) ? (ք) Л, Ճ֊ < и < -Լ + -Լ, (2)'

где
֊ 1*,-., (3)'

Го Г(рН֊Ар )

—целая функция типа Миттаг-Леффлера, —про

извольная функция из класса
1 

а?'
յ | ф (ք) |2 քք-1 Л < + ос. (4>

0

С другой стороны, в работах [4]—[6], в частности, было установлено, 
что при построении теории интегральных преобразований в комплекс^ 



58 С. А. Акопян

ной области наряду с функцией типа Миттаг-Леффлера I1) можно, 
например, использовать также обобщенную гипергеометрическую функ
цию вида

г _ V Г(^Г» + у,)---Г(^֊‘+М 
Р 4 {г) ~ а4о Г (*РГ։ Т н<) • • • Г (Лр£։ + Н,+1) (5)

при определенных ограничениях, налагаемых на параметры.
В связи с этим естественно возникает также вопрос: возможно ли 

в представлении (2) класса ВР,о(ш) функцию типа Миттаг-Леффлера 
заменить другой родственной целой функцией, например функцией 
рЕд (г)? В настоящей статье, существенно опираясь на вышеприведен
ную теорему М. М. Джрбашяна, мы увидим, что поставленная задача 
имеет положительное решение.

Заметим, что функция РЕ9 (г)—целая, если р՜1 + • • • + р^։ 8։-1 —

— ■ — 0, причем порядка

и впредь будем предполагать, что все параметры, входящие в опреде
ление (5) функции РЕ9 (г), положительны, причем

>?/>։ О' = 1, 2,(9)

р>4֊. 4<н<4-+т- а»)

^при РУ = ОО ИЛИ оу = ОО полагается р, = -у или • Доказыва

ется следующая
Теорема 1. Класс В9,а(у>) совпадает с совокупностью функ

ций. / (г), допускающих представление вида

/ (г) = У рЕч /м֊։ ф (<) Л, 

О •
(И)

1 4֊ со 4- р где и=—2Г^ а Ф (0 произвольная функция из класса
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IФ (О I2 £?—։ л <с 
б

Прежде чем перейти к доказательству теоремы, приведем ряд вспо
могательных предложений.

Г. Пусть ,(ш), тогда из (2) имеем

1 
а?

/ (ге'т) = Ер (г<е/|р; |») <р (/) ^р-։

о

что равносильно равенству

/ (г։/р е/р) г;х՜* = -у- г11՜1 у ЕР (г։/₽ т։/р е'?. ц) у (т։/р)тР-1 е/т, 

и
где

*1 ՛ | ՛ 10 I ■ 0
2р > ?(^М-

Условие (1) в свою очередь означает, что

У (г1,р е'т) ги—։ £ £2 (0, оо)

для всех <р из отрезка 2л —
2р

(13)

(14)

Обозначим

?։ (’) =
у<Р(՜1'1’)

О при

при
(15)

тогда, принимая во внимание равенство

-^֊ {г^Ер (Хг>/₽; и + 1)} = г^Ер (ХН'Р; и),

запишем (13) в виде

/(г։'₽ е'г
а

(1г в'7; I1 + 1) ?1 (") т!Х 1 (13')
о

Пусть Ер (։; <р)—преобразование Меллина функции / (г1/р е,!?) г'л—1 
в смысле 

а
Гр(з; ф) = 1.1. т. С /(г։<ре**) г1^՜1 Н-1 </г, Ке$ = -1-, (16)

а-*+’с J
1/о

а Ф։ (з) есть преобразование Меллина функции ?1 (") £ Е2 (0, ос), т. е.
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Ф! (-)"*-'«Г, Иез=-у* О7)

г

Известно [2], что преобразование Меллина функции

£Р (х։'₽ е'7; н + 1)^֊’ е £2 (0, ос) (4 < И< 4՜ + 7՜ ’ ^-<Ф<2К՜ 

представляется в виде

1-5 ’ где £р(5’ ф)՜ Г (1 — з) зш«р(з 4՜ Н — 1)* '

В силу равенства Парсеваля, из (13') получим:

/ (<*/р е'г) <11՜1 Л = “2^՜ ( Ф| (1 ֊ з) г-л«/з. (19)՛

0 ՛ ,Г՜'"

(з* Ср)
Преобразование Меллина левой части (19) равняется —, сле

довательно, из (19) имеем, что почти всюду на прямой Яе։ = у 

справедливо равенство

Гр (з; Ф) = ЕР (з; ?) Ф, (1 - з) Ф < 2к- (20)

Обратно, имея равенство (20), легко получить представление (2). Та
ким образом, в терминах преобразований Меллина равенство (2) рав

носильно равенству (20), где Ер (з; ф) определяется формулой (18), а 
Ф1 (в), как легко усмотреть, можно записать в виде

1
* 1

Ф1(з) = 1.1. т. Г ф(^)Н*-1Л, Кез = ֊тг-> (21)'
«-*+0 ։ 

8

С ?(0» удовлетворяющей условию (4).
2°. В работе [4] было доказано, что при вышепринятых условиях 

справедливо равенство

Лр (х; ф) = Ррч ЦЧг е^) Р*-1 Л =
о

Т+1а
= (х>0„ (22)
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где

sink's + Ji — 1)

р ч

(23)

'*(«) =
Г Л*։ — у֊ (s + и 
\ Р> ^i֊֊ 

Г7+1

(24)

Заметим теперь, что из (20) и (23) следует равенство

Fp (s; ?) - Kp (s; <?) Г(1‘£ ,

имеем•откуда, обозначая у (з) ф. (S) 
Г(з)¥(1-з)

Гр (s; ф) = Kf (s; ср) у. (1 — s), Res = ---.

Из (9) и из формулы Стирлинга

'■֊2՜ —5֊Н1
|r(r + ft)|=O(|f| е ), |f|-oe,

имеем

(25)

г(Ц--н? W-1--И 1 = 0(1).

Следовательно, 7-(֊2-+ )€^(~ °°» 00)> так как

Обозначим

(26)
^-^ds 
1 — s

2-։а я

м докажем лемму.

Лемма. Почти всюду в промежутке (, °о

Доказательство. Заметим сначала, что функция Ф։ (з) аналити

чески продолжается на полуплоскость Ие 5 формулой
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ор

ф։($)= <р(о^-'Л.

Отсюда, полагая s = Re,f, в силу неравенства Шварца-Буняковского 
получим

з^
|ф. (Re'9l fpflcos? —1 Л

и

Г I <р (n I2 Г1 dt
з?
Г ^2р/? cos р—р —1 df

0

tfcos?-i- 

a
<c '

y^1R cos <p — 1

где С не зависит от R и <р.
Далее, функция

..и

l?K-J--8> sinS = 2£՜)’ (27)

Ф։ (s)t1՜* 
(l-s)r(s)»F(l֊s) 0) (28)

аналитична в полуплоскости Res

имеет простой полюс с вычетом

1 .-п-, кроме точки s = 1, 

» Нули функции

где она

ЧЧ1֊3)

находятся левее прямой Ие5 = в силу условия (9). Пусть Ор есть 

область, являющаяся пересечением полуплоскости Re s i с кругом
Л»

1«1 = Я>2, а Ср—дуга |args|<^-^----- о fS*n^ = 2^՜^ окружности

Интегрируя функцию (28) по контуру области Dp, получим 

|֊+w?։
Г Ф| (s) X1-* ,
J (l֊s)r(s)4f(l֊s/s + (i-s)r(sH(i-sr-

т. е.

= — 2iq
Ф,(1) 
ЧГ(О) (29)
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1212___Л = 1 <7$ +
1-5 3 (1 — з) Г (з) Ч’(1 — з)

ф. (1) 
Ч'(0)

(29')

Оценим интеграл //?(") при Л-»ос. Имеем

J |1-7г^||г(2ге'?)’Г(1-/гв'?)| 

_г+4

Г |ф1(/?е<т)|т-*о.?
3 | Г (Яе'?) (1 ֊ Яе'ПП՜
֊Г+։

Пользуясь асимптотическим поведением гамма-функции 

/?со8?+а-5֊ |ф|<«֊
| Г (а 4֊ Ле'’)|=О(Л е֊/?(со։т+т։|п^

а также обозначениями (6), (7), (8), получаем

| Г (Ле'’) (1 ֊ 7?е'т) |-1 = О(а֊^),

(30).

(31)

причем порядок правой части равномерен относительно

Из (30), в силу (27) и (31), имеем

я--։

-5-+»
\ — йсоз?

3/?соз? 3—У? СОЗ 7
—--------р --^т ’ «2® =
у 2Л соз ф — 1

у 2Л соз ф — 1
ЗУгязйкр—1 (32)
Г

2

Г

4-2^-^Ш
1 Ч- (0)

2

2

| Ф| (Яе‘*) |

(Через с1 (7=1, 2,•••) обозначим постоянные, не зависящие от R иф).
Так как 8шЗ = ^-, то из (32) имеем

1Л?С01
2

2с1т (՛

/гл

/3/, \-/?»1пт
(----- т )
\ о /

У зт<р — я1п 3 Уф— й

-֊/??
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я„
Из (33) при -----֊'>1‘ о

('֊>0). (33')

Переходя к пределу в тождестве (29՜) при /?—*•■», в силу (33'), по
лучим

х—г 11 т 
2^1

5֊+«>,

,) 1 — а
г՜'*

• ф. (1)
* (0)

(34)

Из определения (26) и из (34) следует утверждение леммы. Из 
доказанной леммы вытекает, что в равенстве (25) /. (з) есть преобра
зование Меллина некоторой функции х (-), равной нулю почти всюду 

/ _ □ \ 
вне промежутка ( 0,----- •

\ /
3°. Доказательство теоремы, а) Функция /(г), определенная 

формулой (11), принадлежит классу Вр, „(ш). Действительно, по нера
венству Шварца-Буняковского из (11) имеем 

(35)

где С—постоянная. Из (35) видно, что / (х)—целая функция порядка 
р и типа

Из (11) имеем также

(’/’л)1"
/ (г։'Р е'?) = С рГ„ (ГЧ? е1* <н>-1 ф (<) Л -

а/а,

ф 1/р) ^֊1
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где
* («։/0 € д/о, —■ 

\ / 
Обозначим

*(0 = р

о, *>—• 
°л

Очевидно, что х (£) £ Ь> (0, оо).
Пусть / (з) есть преобразование Медлина функции х (£)

7. (-у +Л оо, оо).

В силу леммы 1 работы [5] имеем 

sup | Kf (s; ?) | < оо
Re J-H

Так что
(д; ®) z (1 — s) € ^2 (4՜ ~ 1 °0’

/ тс
Обозначим далее через £ (г, ф) С (0, °о) ( -С ? 

преобразование Меллина функции А'р (з; ф) /_ (1—з). Тогда

9
1 ( 

2r.i
*p(s;<p) у ц-s) ri-sds 

1 — s
u

2
и, в силу равенства Парсеваля,

J g (1, ф) dt = J x (x) dx = 

О о

k> Ф (Xi/P) dx.
s/sF

(36)

Дифференцируя (36) по г и учитывая, что согласно (22) 

(г; ф)=РГ,(Н'Ре^)г.>-1>

получим

g (г, ?)

'Фр
1 Г
р J 

и

rVP Х։.'Р е'г) х'л-։ 6 (xt'P) Jx։

5. Известия АН АрмССР. Математика, № 1
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т. е.
г {г, <?) = / (г։/Р е/?) ’,

так что /(г1/₽е/?) г11՜1 £ £>(0, оо), т. е. /(г) £ Д>, ■> (ш).
б) Пусть / (г) £ ВР, а (ш). Тогда, как уже мы видели, справедливо- 

равенство

Гр (з; <р) = ЛГр (з; <р) /. (1 ~ Ке з = , (37}

1 
Т<(А

где х (з) есть преобразование Меллина функции х ("), равной нулю 

почти всюду в промежутке (, °о |. Разделим равенство (37) на 
\ /

2ч։/(1 —«)г*՜1 (г^>0) и проинтегрируем по линии Рез=-2~. Тогда, в 

силу равенства Парсеваля, получим՛

’/=в
/ е'^) г-1 л = С у Ь (г՜; и). х л

] т ] *
о о и

или, дифференцируя по г, будем иметь

°/’г
/ (г’/Р е'?) = у р Еч (г1* т’/р е^-г) хи-1 х (т) <к, 

о
т. е.

5/’г
/ (г) = У рРч (г^) х (г) Л, (38>

о

где х (т) £ £, (0, — )• 
\ аг /

Равенство (38) в свою очередь равносильно равенству (11) тео
ремы. Теорема доказана.

4°. Выделим один частный случай этой теоремы. Пусть р = О,.
1 3Я = 1» Н։=1, Нг = ^ + 1, Р1=Рг=1, тогда р= > р. = V и, так как

2
2 , то имеем — 1 < V 1; кроме того, п/? = 2։ ш = V. Класс.

) представляет совокупность целых функций порядка -֊- и типа.(V 
2՜'“

<^а, для которых

1/(—012^л<°° (—1<л<1).-
и
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Следствие. Класс Вх (?) совпадает с множеством функций, 
Г*’

допускающих представление вида

] А (2 ) <р (О Л,
о

где А (г)—видоизмененная функция Бесселя

/ _г_\’+2А

Л (г) = А1 Г (А + V +1) и ? (°- т)'

Эквивалентная формулировка этого результата следующая: пусть
Вх (у) —класс целых функций порядка ֊^֊ и типа <>, для которых 

2-я 2
<40

У !/(*) 12*’<Ас<С °° (-1<у<1).

о

Класс Вх (■*) совпадает с множеством функций / (я), допускающих 
Г’’

представление
։•
4

/ (я) = я ' у /, (2 ) <р (О Л,

и
где

/ а2Ф(#)СА2(О,Т

—функция Бесселя.

При преобразовании г = ш2 Вх (у) переходит в класс четных 
Г'"

целых функций А’(ш) порядка 1 и типа -Со, для которых

I2 й2,+1 Ии < оо (-1О<1).

и
Обозначим этот класс через Ва (у).

Тогда получим, что В<,(у) совпадает с множеством функций 
Г (•из), допускающих представление вида 

а
В (ш) = ш՜’ у (шт) У^т՜ х (т) С^т, (39)

и
где х(т) ££2(0, а).
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В работе [7] установлено, что утверждение, заключающее 
том, что любая функция из класса Во(^) допускает представле

при некотором * = ). 4֊ а 0<^я< —) есть следствие его справедли-

вости при одном лишь значении л . Тем самым в этой ра-

боте установлена справедливость представления (39) при любом 
из промежутка [---- . °о V

Таким образом, если класс Ва(у) рассматривается для любого 
— 1 < У’х оо, то для него также справедливо параметрическое пред
ставление (39).

Отметим также, что параметрическое представление класса 
Вр,„ (и») можно осуществлять и при помощи ядра

вс

^0 (Л + »)*'р1+И։[Г(Лр2֊1-1- ^)]’/₽։ ’

преобразование Меллина лучевых значений которого дано в работе
[6] . А именно: справедлива

Теорема 2. Класс В?, а (ш) совпадает с совокупностью функ
ций / (г), допускающих представление вида

г/^։'С

Г (г<) ф (0 сП,

о
где

р = (рг1 + р2-1р3-’)-1>֊-; 1 + и 4֊ р 
2р

о = - - (р2 е)Р’Р։ и ф (/)—произвольная функция, удовлетворяю- 
ре

щая условию

(а/а)1՛?

I2 *₽-։ Л
о

И, наконец, отметим, что в представлении М. М. Джрбашяна [3] 
класса (^р){«», {0*}, {я*}} вместо фигурирующей там целой функции 
типа Миттаг-Леффлера можно взять функции, рассмотренные нами 
выше, так как каждое слагаемое в представлении класса №1-') {ш, {*>*}, 
{3*}} допускает также представление с ядрами указанных видов.

В заключение выражаю благодарность профессору М. М. Джрба- 
шяну за постановку задачи и ценные замечания.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 3.1.1966
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U. Ա. ՀԱԿՈԲՅԱՆ

ԱՄԲՈՂՋ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՄԻ ԴԱՍԻ ՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ 
ՆԵՐԿԱՅԱՑՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

!Г. Մ. Ջրրաշլանր [?], [2] դիտա՛րկել է

sup .... օօ (—1<ա<1)
0

պա լմանին բավարարող, Բ ՜շ՜ ոԼ բարձր տիպի

ֆունկցիաների 0 (էօ) դասը և տվել է ալդ դասի պա րամե տրական 

ամ բողջ

ներկա֊
լացում ը։ ^*[դ ներկա լա ցման մեջ որպես հո(*ՒՂ հանդես է ե1լեէ Միտտադ֊ 
Լեֆլևրի տիպի ամբողջ ֆունկցիան։ Ներկա աշխատանքում մենք ցուլց ենք 
տվել, որ 0 (ա) դասի պարամետրական ներկա լա ցման մեջ, որպես կորիզ 
կարելի է օդտադործհլ նաև ընդհանրացրած հիպերերկրաչափական ֆունկցիա֊ 
ները։

S. A. HAKOPIAN

ON PARAMETRIC REPRESENTATION OF A CLASS 
OF ENTIRE FUNCTIONS

Summary

M. M. DärbaSian [1]—[2] has considered the class 5P, a(<») of entire

functions of finite order p > and of type for which

sup \f(reff) \2rmdr 

о

(—1<ա<1)

giving at the same time the parametric representation of the class.
In that representation the entire function of Mittag-Lefler type 

serves as a Kernel function.
In the present paper we have shown that the hypergeometric func

tion could serve the purpose equally well.
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Р. Л. ШАХБАГЯН

ОПЕРАТОРЫ СВЕРТКИ С НЕОДНОРОДНЫМИ СИМВОЛАМИ

В настоящей заметке изучается некоторый класс уравнений в 
свертках, зависящих от точки х, а именно: уравнения вида

Ли = У Л(х, х — у) и (у) с1у = / (х), (1)

*л+

где ядро К(х, г), вообще говоря,—обобщенная функциях, преобразо

вание Фурье которой по х : Л(х, ?)= РгК(х, г) является неоднородной 
функцией, а —подпространство хя^>0 п—мерного евклидова про
странства /?я.

Функцию АГ(х, ?) будем называть символом оператора К. При 
некоторых условиях, налагаемых на ядра К(х, г), устанавливается 
нетеровость соответствующих операторов в определенных функцио
нальных пространствах. Исследуется также вопрос о гладкости опе
раторов свертки.

Постановка краевых задач для уравнений вида (1) существенно 
зависит от некоторого числа V, возникающего при факторизации сим

вола К.
Теория общих краевых задач для уравнений в свертках вида (1) 

в ограниченной области С с однородными символами, удовлетворяю

щими условию эллиптичности: К(х, Е)=/=0 при £=^=0, х £ (7, широко раз
вита в работах М. И. Вишика и Г. И. Эскина [1]—[3].

При доказательстве теорем о нормальной разрешимости мы вос
пользовались методикой, выработанной С. Агмоном, А. Дуглисом и 
Л. Ниренбергом [4[, М. И. Вишиком и Г. И. Эскином [1], М. С. Аг
рановичем и М. И. Вишиком [5].

Введем и вкратце опишем ряд функциональных пространств, в 
которых будут вестись наши рассмотрения. Для произвольных вещест
венных з и г через Н5, г = Н3, г (Кп) обозначим пространство функций 
/(х) (обобщенных при з или г отрицательных) таких, что

111/1НЬ= [ (1 + |?'|У(1 + |$я|2У|7(?',М12^'< + оо, (2)

где ։'= 5л-1), /(?) = 7г/(х)—преобразование Фурье функции
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/ (х). Через Нз, г будем обозначать образ Фурье пространства Н-,,г- 

Норма в пространстве Нз, г также задается формулой (2).
Обозначим через Л+(7?՜) полупространство хп^>0 (хл < 0) евкли

дова пространства Н+ г — Н+ по определению, есть под
пространство пространства Нз, г, состоящее из функций, носитель ко- 

_  о 
торых сосредоточен в RПространство Н~г определяется аналогия- 

о оо
но. Образ Фурье пространства Н^г обозначим через Н+ г. Н* г со

стоит из функций /+ (£', ?л), аналитически продолжающихся в полу
плоскость х = 1т ?п > 0.

Через Нз, г (Л+) обозначим пространство функций, заданных в 
/?+, являющихся сужениями на R* функций из Н11Г(Кп)-

Для произвольных вещественных з и г через №з,г=№з,г№п) 
обозначим пространство Соболева-Слободецкого функций / (х) с нор
мой

11/11?, ,= Г КН-1 ? I2)* + (1 +1в. 12)']|7(?'. ^\2<к'£п < + ос. 

о о
Пространства 1₽+г, вводятся аналогично введенным выше՛

О °
пространствам Н+ г, Н+г, Нз,г№*). Норма в пространстве г(7?+) 
вводится по формуле

'11/11?,,- ^1К/1Ь,.„ (3>

где нижняя грань берется по всевозможным продолжениям Ц (х) £ 
С г(7?я) функции /(х). В пространстве введем норму,,
эквивалентную норме (3), по формуле (ср. [6])՛

$ 5“
11/1£, = 1|п+[(1+'1И։> + -0Ф/(5) Но. (4)

+°° ***
где |! ||0—норма в Нй^п), а П+<р(&',Ел) = ։ I „ У ---- с?т(Я =

Сд т ^0 — ^д 
— со

4-00
= г’И-р Г У") + тар (£', Ел) для любой функции £ Н„^п).

] *л */л 
— во

Пространство определяется следующим образом: продолжим 
У(х) £ ^s.r(Rn) нулем для x£R~ и обозначим это продолжение через 
/+ (х). Пространство таких функций /+(х) обозначим через 1^ ,-
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—образ Фурье пространства 1^*,. Норма в пространстве 
задается формулой (4).

В полупространстве /?+ рассмотрим уравнение вида

и(х)— К1)(х — у)и(.у)с1у=/(х), хя>0. (5)'

Пусть функция К1։ (5) удовлетворяет следующим условиям:

а) К„ (5х, 5Я)—положительно-однородная функция от ,5х нулевого 

порядка: К„ (/5х, 5Я) = А'О (5х, 5Я) (I > 0);

б) (хх, х-п) = р-г Кц (5х, 5л) £ Ь\ (/?1) при всех х' =/= 0, откуда- 

следует, что Ит Кй (5х, 5Я) = 0 для 5^7?я, 5х =/= 0;

в) А?! (5х, ?л) — 1 — ко (5х, 5л) #= о для всех 5 £ /?л, 5х #= 0;

г) функция К{ (5х, 5л) бесконечно дифференцируема по 5х при 5х=/=0..

Класс функций К{ (5х, 5Я), удовлетворяющих условиям а)—г), обо
значим через Оп.

Теорема 1. Пусть (5) £ О0, тогда АГ։ (5х, 5Я) допускает 
единственную, однородную по V нулевого порядка, факторизацию 
по 5я(п^>1), то есть представление вида:

К. (5х, 5л) = К+ (5х, 5Я) К-_ч (5х, 5л), (6)>
где

К+ (5х, 5л) = (5л + 0’К+ (5х, 5л), К֊՝ (5х, 5„)= >
1)

Нт АГ±(5Х,5Л) = 1,

К (К֊) аналитически продолжается в полуплоскость 1т5л^>0՝ 
(1т 5л <С 0) и отлична там от нуля.

Доказательство. Пусть

ш<1|я^(5х, Вл) = -֊- аг^л; (5', ?л)
е„=-о°

(7)

(V—целое). Тогда, как легко видеть, приращение аргумента функции

К. (5х, 5«)
(5л - г)^, (5х, 5л) 

($- + 0’
при 5л изменяющемся от + оо до —оо

равно нулю. Можно показать, воспользовавшись формулами скачка ин
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теграла типа Коши, что функция 1п К-> (;', ?Л) представима в виде:

1п^2 (?', $п) = К+ (■', (;', ;Л), (8)

где функция К+ (;', ;Л) (К- (?', ?л)) аналитически продолжима в полу
плоскость 1т ;Л 0 (1т ;я <^0). Из представления (8) вытекает, что 

функцию /ч (?', ?Л) можно записать в виде:

х. (г, «֊(։. +О--Г е՜՛՛-0՛՛՜1"’ = К‘^к-,т,

причем функции К+ (։) и К~ч (?) обладают требуемыми свойствами. 
Легко проверить, что факторизация (6) единственна. Теорема дока
зана.

Теорема 2. Пусть (;) £ О0, тогда при любой правой части 
/ (х) £ Ня, »(/?„) (з—любое) уравнение (5) имеет единственное реше
ние и+(х) £ задаваемое формулой

„+ (х) = /г -1 /------ - -------П , (9)
\ Д+ (?; м к-, ел) /

где I/£ Ня, ■<(£„)—любое продолжение функции /(х) на Лп.
Доказательство. Уравнение (5) можно записать в следую

щем виде
Р+ (^ (х) * В+ (х)) = / (х), X С ЯЛ+, (Ю)

где Р՜—оператор сужения на Р+. Обозначим продолжение / (х) на 
все РЛ через /4, > (Рл). Существование такого продолжения сле
дует из определения пространства 74, ,(Р+). Тогда уравнение (10) 
можно заменить эквивалентным ему уравнением

(л) * и+ (х) = 7/(х) + и_ (х), (11)

где и_(х) £ /7՜ „—произвольная функция. Образ Фурье уравнения (11) 
имеет вид:

к (?) и+ (?) = Ц (;) + и_ (;). (12)

Так как (;', ։«) € О0, то ее можно представить в виде

к (?; еЛ) = £+(г, ?л) а՛- ($; $п). (13)

Пользуясь (13), из (12) получим

(V, еЛ)(Е', ел)=+ ь) . (14)
^,(Г,5Л) /Г=,(Г,$Л)
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При почти всех 6' — ^/^(Л^ по 6Л. Из (14) имеем
Л֊ (6', 6«)

АГ+(6)ы (?) ~ 1~Г У® ■ = П~ (?) = Р(6', 6л). (15)

к-_^) *7,(6) АГ֊ (6)

Поскольку левая часть соотношения (15) как функция вещественного 
6Я принадлежит пространству /70(Л|), пользуясь теоремой Лиувилля, 
получаем, что для почти всех 6' Р(6', 6Я) =0. Таким образом, для ре

шения и+ (6) получаем формулу

(։',։.) к-, <=',։.)
О

Очевидно это решение единственно в пространстве Н^. Теорема до
казана.

Определение 1. Оператор К£О0 назовем гладким в Л+, 
если для любых 5, г 0 Р+Ки+ £ 1^, г (Л+), коль скоро и+ £ 1₽ + г (Р+— 
оператор сужения функций, заданных в Рп, на Л+).

Определение 2. Мы скажем, что функция К- (6', 6Я) принад
лежит классу 0^, если она однородна по 6' степени нуль, по 6Л имеет 
степенной рост порядка а и допускает аналитическое продолжение в 
полуплоскость 1ш ;Л < 0 при всех 6'.

Сформулируем условие, обеспечивающее гладкость оператора К.

Функция К (6', 6Я) С О։, по определению, удовлетворяет усло
вию А), если при любом вещественном г имеет место разложение

(6л - ։)ГЛ(6', 6л) = К- (6', 6л) + Ло, ֊1 (6', 6л),

где К֊ (6) (֊ О՜, а для Ло, -1(6', 6л) справедлива оценка:

1 Ло.-1(6', 6л)|<ц7֊пТ-

Класс функций К(6) £ О0, удовлетворяющих условию А), обо
значим Ло.

Теорема 3 (теорема гладкости). Пусть К(£)£АП. Тогда 
при любых з, г >- 0 справедлива оценка:

11** а+ч+г=||^||+,<с։|и+||+г,
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где и+ (х)—любая функция, принадлежащая пространству ” г, а 
С—постоянная, не зависящая от и+ (х).

Доказательство. Пусть 1и (х)—некоторое продолжение функ
ции и(х) на все пространство /?Л, принадлежащее №։,г(Кп), причем 
||/н||г, г<СС||и+ ||+г где С—постоянная, не зависящая от и+. Функцию 
1и (х) представим в виде:

1и (х) = и+ (х) + и_ (х), где и_ (х) £ г •

Поскольку К (", 5Я) £ Ап, ее можно представить в следующем 
виде:

(5Я - 1}'К (5', 5Я) = К- (V, 5«) 4֊ Ко, -1 (?', 5Я), (16)
— с

где К-С՛, а | /?о, (5', 5„) | < уу-г—-у. Оценим Ки сле-

дующим образом:
.У

II *“+ II:,<11П+ (14-1 V 'г)2 КС', \п)и+ (Г, 5Я) НоЧ-

4- ||П+ (5Я - 1)г К (5', 5Я) и+ (5', 5Я) ||0 = 14- П.

Поскольку О0 и г 0, имеем

3
I = IIП+ (1 4-1VI2)2 КС,5Я) и. (5', 5«)]|0<

< МIIП+ (1 +1VI’)2;+ (Г, 5л) Но = МII и+1|+0 МII и+ ||+ г. (17)

Оценим теперь II.

п = || п+ (?„ - гук^', ел)«+ се, е„) ц0 < цп+ (• я - /Г к с՛, ?«) ь с, ?я)||0 4-

4- II п+ (5л ֊ 1)ГК (Г, 5л)н_ с, 5л) Но = Я| + II-.. (18)|

/д = ||п+ (?» ֊ {)ГК С, \пУи (5', 5л) ,1о <

< || (5л - 1)ГК се, 1п)Ти (5', 5л) Го < СII 1и ||л, ,< С. I н+1|+,. (19).

Оценим П2, воспользовавшись разложением (16).

/д = цп+ (5л - гуксе, ^п)~и- (5', 5л) !о <

< ||П+^_ (5', 5л)й_ (5', 5Я)||О 4- I П+ /?0. ֊1 (Г, 5») й_ (5', 5Л) |>0 <

СII 2?о, ֊1 (6', 5Я) и-(5', 5Я) о- (20)

При выводе неравенства (20) мы воспользовались тем, что 
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п՜ К- (5х, 5л)и- (5х, ;„) = о.
Далее, так как

Ч-* +°° 4՜ œ
J |Zu(Г, J |Û+ (5х, 5Л)+У |ü_(5x,5n)i2d5n, (21) 

то, интегрируя (21) по 5х, получим

II ïu (5х, 5л) 112 = II «+ (5х, 5л) |1? + || «_ (5х, 5л) |2. (22)

Таким образом, из (20) и (22), учитывая что s, г^-0, получим

П2 = ||П+ (5л - i)rK (5х, 5„)«_ (5х, 5„) 10 < С l|Zu ||0 <

<C||ïu|',,r<c։;|u+|>r. (23)

Из (17), (18), (19) и (23) вытекает, что

И(5', 5n)û+(5x, 6л)’|^<С2||и+|(+г, 

где С>—постоянная, не зависящая от и.. Теорема доказана.
Перейдем к рассмотрению операторов с переменными символами. 

Пусть функция К(х, 5) бесконечно дифференцируема по х при 5х =/= 0 
и принадлежит классу Ои по 5 при всех x£Rn. Предположим, далее, 

что К (х, 5) — Кй (5) при | х j > I, где 0 I 4֊ оо — произвольное фик

сированное число. Класс таких функций К (х, 5) обозначим О^.

Определение 3. Мы скажем, что функция К(х, 5) принадле

жит классу если при всех x£Rn К(х, 5) Ç До, то есть для лю
бого вещественного г

(5Л - ։)'К(х, 5) = К- (х, 5) + Ro. -! (х, 5),
- С

где К- (х, 5) £ О՜, | Ro, -i (х, 5) j < при всех х £ Rn- Рас-
| Сл | — 1

смотрим оператор 6+Âu, где 9+/(х) = Хл''>0. Представим
I 0, х„ < 0 

его в следующем виде:

Ь+Ки = 6+/Гои 4֊ % (х) 9+ (К - Хо) и, (24)

где Фо(х) = Р ПРИ
I 0 При I X I > I

Теорема 4. Пусть К(х, 5) С-4^, a удовлетворяет
условиям теоремы 2. Тогда соответствующий, оператор Р+Ки+, где



78 Р. Л Шахбагян

Ь+Ки определяется формулой (24), является Ф—оператором в про
странстве

В заключение приношу глубокую благодарность профессору 
М. И. Вишику за постановку задачи и полезные обсуждения.

Московский энергетический институт Поступило 6. I. 1966

Ռ. Լ. ՇԱԽԲԱԳՅԱՆ

ՓԱԹԵԹԻ ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐ ՈՋ-2ԱՄԱՍԵՌ ՍԻՄՎՈԼՆԵՐՈՎ

Ամփոփում

Աուլն հոդվածում դիտարկվում է փա թեթ ի տիպի օպերատորների մի 
նոր գաս։ Ապացուցվում է, որ ալդ օպերատորները հանդիսանում են Փ---
օպերատորներ որոշակի ֆունկցիոնալ տարածութլուններում։ Ւիտարկվում է 
նաև ալդ օպերատորների ողորկութլան հարցը։ Տրվում են պա լմ աննե ր , որոնք 
ապահովում են դիտարկվող օպերատորների ոդո րկութլունը ի՜իտարածու֊ 

թ լունում I

R. L. SHAKHBAGUIAN

CONVOLUTION OPERATORS WITH NON-HOMOGENEOUS 
SYMBOLS

Summary

A certain class of convolution operators are considered in the paper 
which are proved to be Ф—operators in certain functional spaces.

Smoothness of these operators and conditions guaranteeing it in a 
space H+v are also dealt with.
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Ф. Г. АРУТЮНЯН

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ И ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИЙ, ОБРАЗУЮЩИХ БЕЗУСЛОВНЫЙ 

БАЗИС В ПРОСТРАНСТВЕ Ь, (0,1)

1. Пусть {/л(х)}—базис пространства Lp (0, 1), р > 1. Обозначим

/■- = { /п (*)•  если /«(*)  < °> 
I 0, если /я(х)>0,

/+ м == I если > °>
п (О, если /я (х) -С 0.

В. Я. Козловым [1] (см. также [2], стр. 341—347) была доказана сле
дующая

Теорема. Если {/я(х))—ортонормированный базис простран-
40 ОО

ства /«(О,!), то ряды V | /- (х) ,՜2 и V | /+ (х) |2 расходятся почти 
я—1 л-1

всюду на [0,1].
В настоящей работе доказываются аналогичные теоремы для 

безусловных базисов пространства £р (0, 1). Метод доказательства этих 
теорем существенно отличается от метода доказательства Козлова, ко
торый в рассматриваемом случае не применим. Кроме того, в случае 
р = 2, наш метод позволит весьма просто доказать сформулированную 
выше теорему Козлова.

Напомним определение безусловного базиса пространства Ьр (0, 1).
Система функций {/«(х)} называется безусловным базисом про

странства £р (0, 1), если она остается базисом в £р(0, 1) при любом 
изменении порядка ее элементов.

Безусловный базис называется нормированным, если

;|/«(х)||£р = 1 (л=1, г,--).

Доказываются следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть {/я(х)}—безусловный нормированный базис

М 90

пространства Ьр (0, 1), р>2, тогда ряды |/^(х) |? и У |/+ (х)
я—1 л,— 1

— + =1, расходятся почти всюду на [0, 1]..
Р Я
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Теорема 2. Если {/я(х)}—безусловный нормированный базис 
СК

пространства Ьр (0, 1), 1 р 2, то ряды I /л (х) | и /„ (х) | 
л-1 »-։

расходятся почти всюду на [0, 1].
Для доказательства этих теорем достаточно установить следую

щие леммы.
Лемма 1. Пусть {/л(х)}—нормированный базис пространства 

Ьр (0,1), тогда существует функция /(х) из /р (0, 1), разложе

ние которой У ап /Л (х) по системе {/л(х)} абсолютно расходится 
л*»1  

»с
почти всюду на [0, 1], то есть V | ап/„ (х) | = +°о почти всюду на [0, 1]. 

л-1
Лемма 2. Если {/л(х)}—безусловный нормированный базис 

АО
пространства Ьр (0, 1), р > 2, и если один из рядов V \}՜ (х)или 

п ° 1
■*  11У I /п (х) ----- 1----- = 1 сходится на множестве Е положительной

л-1 Р Ч
ЛО

меры, то разложение У аЛ/л(х) любой функции / (х) из Ьр (0, 1) по 
Л-1

базису {/л(х)} абсолютно сходится почти всюду на Е, то есть 
«сУ ! вл/л (х) | 4֊ оо почти всюду на Е.

л—1

Лемма 3. Пусть {/л (х)}—безусловный нормированный базис 
ос

пространства Ьр (0, 1), 1<^р<^2, и пусть один из рядов У |/“(х)| или 
л—1 

во

2 |/+ (х) | сходится на множестве Е положительной меры, тогда раз- 
Л—1

ложение ап /п (х) любой функции / (х) из Ьр (0, 1) по базису 
Л—1

{/л(х)} абсолютно сходится почти всюду на £, то есть ОО2 I Сл/л (х) | <^ + оо почти всюду на Е. 
л—1

Очевидно, теорема 1 вытекает из лемм 1 и 2, а теорема 2—из 
лемм 1 и 3.

II. Доказательство леммы 1.
Пусть {гЛ (х)}—система функций Радемахера, {фл (х)}—сопряжен

ная к базису {/л(х)} система в Ья (0, 1).
Обозначим через (։ = 1, 2,• • •) коэффициенты разложения 

функции гт (х) по базису {/, (х)}. В силу определения системы 
{фя(х)} имеем
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1
а\т> = ( (х) гт (х) с/х, / = 1, 2,-т = 1,2,--. (1.1)

и
Возьмем натуральное число тц настолько большим, чтобы имело место 
неравенство

2 «$*)/<  (Х)-гА(х) <2_, (1.2)
/гЕзЛ0*г1  Ьр

где ло = 0, р1 <= 1.
Пусть уже определены натуральные числа,п1։ л2,---,пя; р։, р>,- • • 

где
Л|<л2< --<лА и Р1 <р2 <• •-<рА. (1.3)

Возьмем настолько большим, чтобы выполнялось неравенство

"4

и-1 а1
1'

2
(1-4)

’Такое число рА+1 существует в силу того, что а/(т)—>0 при т 
՛(։•=!,

После этого выберем лА+1^>лл так, чтобы

11 а<
(1.5)

I

Таким образом, определяются две возрастающие последовательности 
натуральных чисел {рл} и {лл}, которые удовлетворяют условиям (1.4) 
и (1.5) для любого к =2, 3,•••.

Рассмотрим ряд

2 2 4-“!'* ’/'«• а-«»
а-1 /=п*_ ։4-1

Докажем, что он удовлетворяет условию леммы. Очевидно, лемма бу
дет доказана, если мы установим, что частные суммы

(1.7)5";=2 2 Та^'/-։. 2. --> 
/=пл_14֊1

ряда (1.6) сходятся в метрике Ьр (0, 1) и

(1.8)

почти всюду на [0, 1].
В силу (1.2), (1.4) и (1.5) будем иметь

6. Известия АН АрмССР, Математика, № 1
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пк

' = ПЛ—1՜^

. _1_
£ ^2" 
ьр

(1.9>

для всех (к •= 1, 2, • • ■).
В силу (1.9), применяя неравенство Гельдера, получим

1 пк 1 (х) </х
и *=п*-1+1

и
2 Д»! 1

к ГРк

1 _(₽*)
к а1

. 1
Ь <Г‘1 (1.10).

Из (1.10) вытекает, что

и

Следовательно,

Л-1

"л

2

почти всюду на [0,1].

1_а<Рл)
к

1

1
к грк

Так как 2 -^֊ г₽4 (х) = + оо почти всюду на [0,1], то, 
л-1 К

(1.12), равенство (1.8) имеет место почти всюду на [0,1].
Теперь докажем, что последовательность (1.7) сходится

рике Ьр (0, 1). Для этого достаточно-доказать, что

-/4-« при .

При т_>; имеем:

т

т 2 та!р‘)
*->+Ч-л*_ ։+1 ь

т

Л в +1/=

пл
2 

4-1+1

£ 1 т

к Р» ' ' —<
*-/+1 л-у+г.

(1.И)՛

(1.12).

в силу

в мет-

(1.13>
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2 1_
к гРк

1■V 1

^р ьр

(1.14)
Правая часть неравенства (1.14) стремится 
Действительно, в силу (1.9),

ж
2 R* ’

• В частном' случае, когда р = 2, лемма 1 непосредственно вытекает из тео- 
ремы Ульянова (см. [3], стр. 112, теорема 6.1).

1=я*_ ։+1

к нулю при т, ]

(1-15)1
к ГР*

т 1<2 ?--»
при т, ] + оо.

~ 1
С другой стороны, так как ряд ~У грк (х) сходится в метрике

•Др (0,1) (см. [2], стр. 153—154), то
,п 2

2 ~кГРк^ -*՜ 0 При + °°. (1-16)
*—!+։ Ьр

Из (1.14), (1.15) и (1.16) следует (1.13). Лемма 1 доказана*.
Доказательство леммы 2.
Пусть на множестве 2Г, тез.Е^>0 имеет место

2 1ЛГ(*)|' ’< + «о, где ^-4-А. = 1, р>2. (2.1)
я—1 Р "

.Докажем, что тогда разложение 2 аЛ/Л(х) любой функции / (х) из 
я—1

ЬР (0, 1) по базису {/Л(х)| абсолютно сходится почти всюду на Е, 
то есть 

ос2 I аЛ /и (х) К + оо почти всюду на Е. (2.2)
л—1

Рассмотрим ряды

2 . ал/л (х) I = 2 1ал |/Ях) + 2 | а„ 11 /֊ (х) | (2.3)
л—1 л-1 л—1

Л

2 I ап |/л (х) = 2 (: ап |/+ (х) + | ал |/֊ (х)). (2.4)
я=1 я—1

сс

Из определения безусловного базиса следует, что ряд 2 ап /п (х) без- 
я—1



условно сходится в метрике £р (0, 1). Следовательно, по лемме Орли- 
ча [4] при р > 2 имеем

Но так как {//>(*)} —нормированный базис, получим

2 |а„ !'< + «• (2.6)'
л-1

В силу неравенства Гельдера из (2.1) и (2.6) будем иметь

X । 11/л (*)1ОС  для любого Х^Е. (2-7))
л-1

Теперь докажем, что
во2 1“л1/п (хХ + 00 почти всюду на Е. (2.8)'

л-1

Пусть это не так, то есть

2|а„1/+(х) = 4 ос (2.9))

л=1

на некотором множестве С с Е, тез 0. 
Тогда из (2.4), (2.7) и (2.9) следует

2 1ал|/л(х) => + оо всюду на С, тезС^>0,_ (2.10)
л—1

Но так как {/л(х)}—безусловный базис в Др (0, 1) и У] ап{п(х) есть. 
л-1

разложение некоторой функции / (х) из Ьр (0, 1), то ряд 2 | ап | /л (х) 
л-1

тоже является разложением в Др (0, 1) и сходится в его метрике. Это 
противоречит равенству (2.10). Следовательно, справедливо (2.8).

вс

Из (2.3), (2.7) и (2.8) следует, что ряд 2 | ап /Л (х) | сходится 
л—1

почти всюду на Е.
Точно так же можно рассуждать при предположении, что՛ 

во

2 1/л+(х)|’<+о° на некотором множестве Е положительной меры.. 
я«=»1
Лемма 2 доказана. •
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Доказательство леммы 3.
■ю

Пусть ряд 2 I /" (х) | сходится на некотором множестве
л-1

Е, тез Е~>0 и пусть 2 ап{п(х) есть разложение некоторой функции
Л-1

/(х) £ ЬР (0, 1) по базису {/л (х)}. Из того, что {/л(х)|—нормированный 
базис, будем иметь Пт ап — 0. Отсюда следует, что

Л->-г'ж»

2 Iйп К (х) I + 00 всюду на Е. (3.1)
л-1

Так как {/л (х)}—безусловный базис, то, учитывая (3.1), точно так же, 
как выше, доказывается, что

по
2 | ал /л (х) | < + ос почти всюду на Е. (3.2)
л —1

■*»
То есть любое разложение 2 аЛ/я(х) по базису {/л (х)} абсолютно 

л-1

сходится почти всюду на Е. Тем самым лемма 3 доказана.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 4.1.1966

Ֆ. Գ. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ

Լ. ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՈՉ ՊԱՅՄԱՆԱԿԱՆ ԲԱՏԷԻՍԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԴՐԱԿԱՆ 
ԵՎ ԲԱՑԱՍԱԿԱՆ ԱՐԺԵՔՆԵՐԻ ԲԱՇԽՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Վ. Յա. Եողլովի կողմից ապացուցվել է հեաևլալ թեորեմըւ Եթե 
50

{/ո^)}՜£» ԼրՒՎ օրթոնորմալ սիստեմ է Լ,շ [0, 1 ]~ում, ապա 2 'Հ՜«.2*
Л—1

2 | УЛ՜ (х) |՜ շտրքերր համ ա րլտ ամենուրեք տարամիտում են [0,

որտեղ
ք՜ (х) = (/՞ (х)’ եթե /л(х)<0,

10, եթե /Л(^)>0,

ք+ Հ֊.) _ [ ք" М» քո { ) 1 0,
եթե 
եթե

/л(х)>0, 
/л(х)<0.

Ներկա աշխատանքում ապացուցվում էք որ եթե Հքո[%\\~Ը ոչ պտլմա֊
■» •*»

՛հական բաղիս է ^,,[0,1]֊"“/, թ 2, ապա I քո^) |? և շ I/„ (X) 2<"ք •
/ւ=1 /։—!
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•ըևրը համարլա ամենուրեք տարամիտում են [0, որտեղ ր ՜^~ ո =1ք

Բացի ա1դ, 1<Հ^<Հ2 դեպքում ապացուցվում է, որ [0,1]֊/»«-«/՜ Համարրո 
«օ «•

ամենուրեք կտարամիտեն ^ք~ (հ) | ե 2 (^) յարքևրը։
/1 — 1 ո I

Ալս թեորեմների ապացուլցի եղանակը էապես տարբերվում է Սող լռվի 
ապացուլցի եղանակից, որը դիտա րկված դեպքում կիրառելի չէ։ Մ ասնավո- 
րապես, բ = 2 դեպքում ստա ցվում է Սողլովի Հերը բերված թեորեմի պարդ 
ապացուլց։

F. G. HARUTYUNIAN

ON THE DISTRIBUTION OF POSITIVE AND NEGATIVE 
VALUES OF FUNCTIONS OF ABSOLUTE BASES IN LP SPACE

Summary

V. J. Kozlov has proved the following theorem: If {fn (x)} is a 
complete orthonormal system in [0, 1] then the two series

Sl/7(x)!8 and 3|/:(x)|’, 
/1—1 n=l

where
z-/^ = JAW, if /n(x)<o,

fl to, if /„(x)>0,

f+(x\ = if /n(x)>o,
" to, if /«(x)<0,

diverge almost everywhere on [0, 1].
In the present paper we prove that if {/«(x)} is an absolute basis

eo ec
in £p[0, 1], where p>2, then the series 2 \f~ (x) |? and 2 J /+ (x) |Q 

zi-l /1-1

diverge almost everywhere on [0, 1], where — + — = 1. We also 
P <7

prove that if l<p<2, then 2 \f~ (x) | and 2 | f+ (x) | diverge al- 
n-l n-l

most everywhere on [0, 1].
It should be noted that the method in use essentially from that of 

Kozlov’s which is inapplicable in this case.
Besides, when p =2, our method enables us to give a simple proof 

of Kozlov’s theorem quoted above.
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