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МАТЕМАТИКА

И. О. Хачатрян

О параметрическом представлении и о некоторых 
экстремальных свойствах целых функций многих 

переменных
В работе М. М. Джрбашяна |1| были изучены некоторые спе­

циальные классы целых функций многих переменных,՜ имеющих раз­
личные порядки и 1ипы роста по отдельным переменным. В частно- 
ст, было построено преобразование Бореля и интегральное представ­
ление для целых функций многих переменных.

В § 1 настоящей статьи ив основании этих результатов приво­
дится обобщение известной геогемы Палея и Винера для целых функ­
ций многих переменных, в случае, когда порядок роста по леем пе­
ременным равен единице, а типы роста, вообще говоря, могут быть 
различны.

В § 2 на основе обобщенной теоремы Палея н Винера приводят­
ся оценки для целых функций многих переменных в пространстве Ь.

Ради простоты записи изложение ведется для целых функций 
двух переменных.

§ 1. Обобщение теоремы Палея и Винера для целых функций 
двух переменных

Пусть ст.
п.1)

п nv=0

целая функция двух переменных и 7^.
Обозначим

Мг (г։. г3) = max | f(zv za) |.
2| I = r։ I Zal =f«

Класс целых функций, удовлетворяющих условиям:
1°. Существует постоянная c = c(f) такая, что

M{(r„r2)<c(f) es‘ril3։f=. г։ > 0. г2>0; (1.2)
ОО ОС

2°. J j |։(х։, хя) Is dx1dxa< + со, (1.3)

— ос - со 
обозначим через

Имеет место следующая теорема:



4 И. О. Хдчатрян

Теорема 1. Класс \VJ1? совпадает с множеством, функций, до­
пускают их пред с та вл ен и е

t(z։, ju)= i j e’“։Z:i։"։Z։y(u։,u8)du1 du2, (1.4)

— 5, — 3,
где 

’՛ •?
( j |?(u։, u2)|« duj dua< + «. (1.5)

Доказательство. Докажем, что всякая функция вида (1.4). 
где ?(ս։.ւ«շ) удовлетворяет условию (1.5), принадлежит к классу \V=.

По теореме Планшереля для кратных интегралов Фурье из (1.4) 
следует равенство 

ОО ЕС ’ւ Հ։
j J I f(x։. x2)|2dXjdx2 - (2-f J | |?(t։PU2)lsdu։du։<H co, 

-CO CO — Հ.
т. e. условие (1.3) удовлетворяется.

С другой стороны, если Zk — хк iyu (к-֊ 1,2), то

=֊ X’
f(z։izs)«=f(x։ + iyn хгф։уа)= j j eIUl’t'’ |и’х'1 6՜0,Խ "ИвУ։?(ир и») du։ dulr

н,;в силу неравенства Шварца и условия (1.5):

с е<». է У. I ! У. • ^се։’‘г'+’’г‘.

т. е. условие (1.2) также выполняется.
Пусть теперь f(z„z2) £\Ув,։в1. Тогда из (1.1) будем иметь

а и ու 
п! nil

.Я(г։. և.) . 
г? г™

(1.6)

Из условия (1.2) теоремы и из (1.6) следуем

. . ci е’1Г'п! ee’,։m!
| 8nm I п ,пГ1 Г?

для всевозможных Г|^>0. г2^>0. 
Выбрав тепе; ь

п
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будем иметь
I-I-(¥)■(¥)'

откуда

пл ”i/i*-i(A)7^)”<։- <|7)пч m — «о р \ •'։ / \ 5зс/

Из (1.7) во формуле Стирлинга получим;

Вт । ,՛ опт I«I I. (I.7')
п+ т . «с у

Из (1.7') вытекает, что функция

СЛ 
g(z,.Zj) = У ___ апа __ (!.«)

_ „п-м ,<п-нՈ, m»0 Zj Z? 

голоморфна в области |/,|>з|։ | 1 «...
Доказано |1], что если обозначим через Дл (k «1,2) полуплос­

кость, не содержащую точку z, 0. границей которой является ка­
сательная к окружности |zk) = 3k (к = 1.2) в точке «к е‘*к(к=1,2),то

g(z„ z։)=e"l",’b’ i . Ц е-иП е՜ ՚՛'՚ * ՜"‘ '’’«М1» (1.9)

V V 
О О

при г> £ (к - 1.2).

В формуле (1.8) положим 9։ =0, = О; тогда будем иметь 
да ос-

g(։»^= ( ( f(t„t,)e-''' dt։dt։Sg[t;(z„z։) (1.1U,)

при Xk>3k (к = 1,2).
Пусть теперь 9, = 0. 0. = z, тогда

СС 5С

( j f(l1.-t,)e-,>'>f։>։'dt1dl.=-

6 *•

» •>
p(t„t,)e ' '-'•'•di,dt։ . g'r;’(։„7,) (1.I0J

о -oc.
При X։>a„ X5< a։.

Положив 0։ r. 0. 0. будем иметь
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gC^j.Za)
со со

О о

f(t։, 1.)е՜*1"dl, dt,Ջ ԺՀ (z։. z։) (LIO,»

при Xj< — c։, X։>®a«
Положив, наконец, 0։ — 02 — получим

g(ZX>
о о

о о

_ Cd -Co 
При Xk< —3k (k=l,2).

Учитывая, ню по условию f(x։. x2)£ L4 (—oo, ио;—m, co) и 
применяя неравенство Шварца к интегралам (1.10,)—(1.104), убеж­
даемся, что они сходятся равномерно, с ответственно. при х, > ՜ >0. 

х2>«; Xj > £. х2< — s; XjC—£, >2>е; x]S=-.—е, х2<—е, т. е. 

преобразование Бореля дает ана. нтическое прсдолжение функции 
g(z։. Za), определенной с помощью ряда J.8) лишь при |zi<| ><**. 
(к =1,2).

Итак, gfZj.za) регулярна (и следовательно, однозначна) во всей 
плоскости Zk (к = 1,2), । азреза иной вдоль отрезка мнимой осн от 
точки —bk до точки ick (k = 1, 2».

Отсюда вытекает, что при |yk | >ok (k = 1, 2) существуют и равны 
й(։у։. ։у2) пределы

Пит g<.;> (iy, 4֊ s, iy2 + e) = gJijOyi+0, «Уа + О),

b’ni gj;; («У14-е, iy2-t) = g!+J(iy1 + 0, iya —0), 
E—0

(iy,֊£. iyt+0 = g;+;(iy։-0, iy24-0),

lim g£J (iy, — £, iy2 - s) = (iy։ - 0, iy3 - 0).

Iio из представления (1.10.) видно, что 4ivj-i-5։ iy2-h£) является.

с точностью до множителя » трансформацией Фурье функции
Ճ **
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<+г р շ:՝-յ (о дЛЯ 0СТалЬных значений х։ и х։, 

которая принадлежит к классу L2 (— ос, со; — оо, со); при этом, 
как легко видеть, выражение

| (х։. х2; О ЭД (xt, х2; 0) |* dxt dx։ =

f j՜ |Г(х„х։)Г(1 e՜՛’՛՜՛’՛)'dx, dx, 

б 0
стремится к нулю при г ֊> 0. Следовательно, используя равенство Пар- 
севаля для кратных интегралов Фурье, будем иметь:

со со

|im I I
*~о J J

- со

где

1
2֊
О’УгН. «Уг I ?ж(Уг Уз) dYi аУз = °՛ (Ы1։)

г> 1՛
?!1!(У1.У2) = о֊ l-i.rn. ( ( f(x,.x։)e '’‘■։''_i’'։'>dx1dx։. (1J22)

Հ1' a, b — оо j J 
о 0

Но по доказанному выше для |yk[>«k (к = 1.2), функция 
gji|(iy։-r =, ։>'շ+6) имеет обычный предел при е-»0, поэтому из (1.9) 
следует, что для почти всех |уи]^>зк (к = 1,2)

?и)(УрУ2) = 2^Й!0У|+°» >У24֊0)= 2^е(’Уи >У«)- G-13։)

Функция g}~j(iy։ + е, 'у2 —®) есть, с точностью до множителя — ^-, 

трансформация Фурье функции

|։(хр х2)е хх>0, х։<0
I 0 для остальных значений х։ и х։.

Поэтому, как и выше, получим

со сс

lim I I
‘-0 J J

֊« -co

где

— ^Tgj+J(‘y։+^ ։У։֊®)-?!+{ (УрУ։) dy^y^^O, (l.llj) 
Հք •*

а о

?;;։(у>,у։)=^а1-;.^ j՜ p(xI.x,)e-|։'s'-1’-»-dx1dx։, (1.12։)

0 -b
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Следовательно, будем иметь

Ч&СУр У։) = ֊^֊^(iy.+O, iy։ ֊0)

^g(։y։. »У«), При lyki>Jk (к = 1,2). (1.I3J

Аналогично устанавливается, что если
о ь

#}(У„у։)->,7 U.m. И՝ Г(х։.х.։е-"'' dx,dxs (112,) 
'• а, Ь - so J J

-а О
И

О о
^(УрУйН 9֊- l.i.m. i i l(x։,x2)e’ix У։ t։y dx։ dxc. (1.12,) 

n, b • cc
-.1 -i>

то при jyk|2>6k ik = 1,2) будем иметь

(У|* У=- ' — б(‘У»• ’У>): (113;։)

?}н(У։>У») — - ^ГбОУр ’Уз). (1Л34)

Из (1.12։)—(1.12,) и (1.13,) (1.13,) следует, что трансформация 
Фурье F(y։, у2) функции f(x։, х2)

1՛ d

р<У1.Уз)=97 1- ։. ш. | И(х„ха)с",х,у' ‘ЧУ։ dx,dxa -
ՀէՀ а, b, с, d —* оо J J 

—в —с

° 0

= ~ l.i. ու р(х։.ха)е ,։,y, -u'y< dx։dxa4-

—а —с

О d
4՜ o^՜ li-m- 1 (f(Xj, х2)с՜141 у* ՜|1;У։ dxTdx4 4- 

Հ“- a. d — ос ,) ,] 
-а о

|> о

4 ֊2“ m. | ((Xj.xJc x,v ւ։'՝’մ.\։ճ.\..4- 
U -Հ

t> d
4- \ \ (xr x») e ' >։ >:dx,dx2=-

0 1»

= ?(' !(у։>у։)+<;су։. У։> ; ?ж(У1-У։)-1 ?Հ,' (У,.У։»=О.

почти для всех lyk|>ak (к= 1,2).
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Из (1.14) следует, что при — .о < хи <Ч-со (к = 1.2) 
’• ?։

f(x„x,) = Լ f i'e4'F(y„у,)dy,dy։.

Ио тогда очевидно, что это представление сохранится н для 
всех г, и z2, г. е.

eiy,,‘+։y-'‘<Kyvyt)dy։dy#.

где ф(у։,уа) удовлетворяет условию (1.5). 
Теорема доказана.

§ 2. Оценки для целых функций двух переменных 
в пространстве L;

Пусть Е(х) — произвольная функция, заданная на действительной 
оси. Для всякого հ>0 обозначим

Д., (F) — Д,, (F; х) “ F (х (2.1)

ձ|,ե|(Ր) - л„(4к(F;x);x), k= 1.2. ... (2.1')

Для функций двух переменных обозначим

ifcS’/CFI^i'irjICFlXj.x,)-

-ձ|« I Л!;:’(Е; X,); х։| -Д,'.’11 д£’(Р; х։); х,,՝ (Ջ.2;

В дальнейшем нам необходимы следующие простейшие леммы: 
9-

Лемма /. Если 0<3<“Հ-,ւօ

. пЧ
ЧПТ

чп-у-
при 0 г- и < Z. (2.3)

շ 
1

Доказательство. Составим функцию

Sl” 2՜ շ-
֊ Օ^.ն.^3, О < P< —•

Имеем

սՅ cos-փ 
ч , 2 u? ,

? («) = —֊ ֊ - -f ■
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Если 0^ ս’ то 0 < -շ- շ- « иЗ
и. с. едсва е. ьно, ccs>0

иЗ иЗ .. ч
tg — г. е. ?'(и) Հ0.

Հ՜- - ջ֊Հ и Հճ ծ, 
F

Если
~ -и? -

то 9՜^՜շ <Լ՜> и• сле;ова՝ ь о. cos г^О,
**

tg -у^-0, т. е. опять »'(и)=^0. Значит функцн» ■-՛■ убывает на от­

резке [0, с], откуда и следует утверждение (2.3 ы 1.
Из (2.3) с. е. ует, что

Ճ flS
О > • 2 ք ри — О < U < С (2.3')

• 2 3|' °
Տ|Ո 2՜

Лемма 2.

л'Л.Ш"■*՜՚։՚; х„х։) =

= е|։'+|11 (2Օ’+Դ sin” JjSfn’ h-‘ (2 4)

Доказательство. По опреде. е’шям (2.1). (2.i ) и (2.2) имеем

<г:(е"'+"’; х„х։) = 

=ДК|[ДЙ’(е|։։+и'. х,),х։| =

х։); х։|; x.i-

2isin-^i<Hi<';-"|el>.+i«>, յփ Х1

Применяя этот процесс р-Eq раз, получим требуемое равенство.
Докажем теперь следующую тсо; ему.
Теорема 2. Пусть f(2j,z2)—функция из класса \Ув,в։ . Тогда 

справедливы оценки:

дх\д\\ dx։dx2 < зГ а՜? !Цх„ Х2)|2 dx։ dxa; (2.5)

2г
б) если =1,2), го
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«У*1 f(x,. х,) 1° „
dxf ах? I dXl dX։ *

2p 2q Պ c?

2**+զ> sin:p Id bin5’?!.?’
2

(f;x,.x։)|։ dx,dx2; (2.6)

в) cc,.H 0<Հ^ < — (k ■» 1, 2), то 
ck

SC co

_ vs - co

; Xj, x2) |՜ dx, dx2 <

00 X
^2-<p+’>sin5P?‘.?Isin5''^ I’ |f(x„x։|’dx։dx։. (2-7)

Доказательство. Так как по условию f(z։, гг) $ то 
место представление (1.4), откуда имеем

имеет

f(x։, x8) =-■ е"" ‘>¥(u„u։) du, du. (2.8

при — օօ<Հ xr <С + оо (k — 1, 2).
Из (2.8). с одной стороны, имеем:

dp*4f(x„x?)
<?х?

<?ս'<։ ՜ " ^(ա^քևս^փքպ. u9) d։i։ clna. (2.9)

С другой стороны, по лемме 2

^iuj Xi+lu։ x». х2) ф(и։» и2) du։ du2

е‘“-(2j)’+’ Sin''4'b sin"ւ֊փ?(u։.u,) du, du.. (2.10)

Из (2.8), (2.9) и (2.Ю) равенство Пзрсеваля дает

1 
w

|1(х1։ х21’dxxdx2= j J I tt(u։, u2/2du։ du2; (2.11)
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------------    - - - ■- . ...------------- ' ' ' ~ :—г ■ ■ ■   « —    STS,. - —

( ( ! րճճ|(նձճՏ-) dx,dxt = I I ։fjPL|2<։ !<?(։։-։ uj |adu, du2
J J I ժճ’ւ^շ J J (2 J 2)

a
SO «

֊zp I' f x„x։)|=dx,dx2 = 

_ л _ *> 

3- °’ r
= 2։<P+q) j’ J֊ sin։p 2նճ sin=<< “^.|?(Ul>|i,)|«du,du։. (2.13)

Из (2.12) следует, что

sC<4p =շ։1՛ ք(ս։»ււշ){’du։ dut. (2.12х)

Неравенство (2.5) следует из (2.12') и (2.11).
Сравнивая (2.11) с (2.12) и имея в виду лемму 1. убеждаемся 

в справедливости неравенства (2.6).
Неравенство (2.6) вытекает из (2.10) и (2.12). если учесть, что 

при ОՋՏՅ֊ sin3 ~->$1ոշ1շ- (—տ^ս^յ).

Заметим, что неравенство (2.5) можно доказать и опираясь на 
неравенства (2.6) и (2.7).

Аналогично определяя класс \Ve.. ,։. . целых функций f(z։.........zn)
п комплексных переменных и конечные разности

w»........... х»)՛

можно доказать следующую теорему:
Теорема 3. Пусть f(z|։ z2целая функция из класса 

'•Vq,.j . .. зп • Тогда справедливы оценки:
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---------- ТГЬ՜ Х 
• sin5"» "

_______________ ■"№

շ2(Բ, i Р;֊I • ■ • . |»„ I Sjn2p> Պ.^Լ Sjn֊P ■'"■ ն'

< 2 • ■ Р. )sin=v. Ml . . . sin’I-a 5 Ь. х

<2-16)

Доказательства этих неравенств аналогичны доказательствам не֊ 
равенств (2.5), (2.6) и (2.7), поэтому мы их опускаем.

Частный случай, когда n=l, р։- ու, дает следующую теорему:
Теорема W. Пусть f(z) — целая функция из класса W,. Тогда 

сира в ед л и вы нер авен ст в а:

<л
а') [ | f*“’(x) I* dx« | |f(x)|‘dx; (2.17>

— со ~ а

б') (’ |f”’(x)|idx<---------(’ |ձ։”։(1՚; х) |2dx (2.18)
ճ շ։“տ>ո^4_յ

2~при о<з<“—;՜՜ о
И

-х с©
в') ( |i։m|(f;x) |-dx=s2Sn,siii2"^ ( |f(x)|»dx (2.19)

— iX —U5

при ֊7֊ •
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Отметим, что аналогичные неинтеградьные неравенства для три­
гонометрических сумм были получены С. Б. Стечкиным [2], из кото­
рых, с помощью предельного перехода, С. Н. Бернштейном [3] были 
получены такие же неравенства для целых функций вкспонециально- 
го типа, ограниченных на вещественной оси.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступило 28 V 1956

1». lutusmill]։juiG

ՇԱՏ ՓՈՓՈխԱկԱՆՆեՐհ ԱԱԲՈՆՋ ՖՈՏՆԿՅՒԱՆԷՐհ ՊԱՐԱՄՆՏՐԱԿԱՆ 
ՆեՐԿէւՅԱՑՄԼԼՆ եՎ. Ահ ՔԱՆԻ ԷՔՍԼՏՐեՄԱԼ ձԱՏԿՈհՌՅՈհՆՆեՐհ ՄԱՍԻՆ

Ա 1Г Փ П Փ Л Ь 1Г

/Г. 1Г, Զր րաշյան/l սւ՞իւարւէանյւու մ [/! ttLunt Օևասիըվտծ Լին րոտ 
աոանձին ւի и վա քսակա^ւն երքւ աճման in ար րե ր կարդ nt tit ի ւդ и ւ.ն և у и գ շատ 
ւիաիււիւսւկան՚1.ե րի ամրոդՀ ֆո էն կ էյ ի անե ft ft հատակ դաււհր: // ա սնէո if и ր ար ա ր 
կաոուգված Հ 1'որեյի ձեաւիոիտւ թ յուն ե ին սւհ դրա / ներկայարա մ այդ 
դաււերի ֆռւնկէյ իանէւրի համարւ

Ներկա աշիւատտնյւի •§ 1-ում ,սյդ ուրդ յււ էնյւնե ր ի հիման tf րա րեր- 
վւ>է մ է Պալեյի /1 'Լիների հա յանի թեէէրեմի րն դհանր տ դա է մ ը շատ էիէքիո- 
իւականների ։յ կախված այն ամ րսդհ ֆունկցիաների համար, որոնւյ աճման 
կարգը ըււտ րււլոր ւիււ ւիո խականնհ րի հա if ասա ր կ մեկի, իսկ տիպերը, ընդ֊ 
հա՚հ րասլես ասած, կարոդ են տարրեր ւիներ

2-ոէ.մ Պալեյի և 'Լիների րնդհանրաւյւքած թեորեմի հիմսՀհ վրա 
րերէքում են շատ էիուիոխական՚էւերի ամբոդՀ ֆսմհկըիաների մ՛ի րսւնի դնա- 
հատակսՀհնև ր Լ,ո տարած ութ յան մեք:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М. М. Гаспарян

Решение температурной задачи для свободно опертой 
по контуру выпуклой многоугольной пластинки при 

линейном распределении температуры по толщине
Как известно, С. П. Тимошенко |1]. на основе приближенной 

теории изгиба пластинок, заметил аналогию в решении температурной 
за. ачи свободно опертой пластинки с прямолинейными границами с 
задачей кручения призматического стержня, имеющего поперечное 
сечение, совпадающее с видом дайкой пластинки.

На основе точной теории изгиба плас։инки нами была установ­
лена та же аналогия, независимо от толщины пластинки. В данной 
статье рассматривается решение для указанной пластинки. Как част­
ный случай, рассмотрена задача для правильной многоугольной пла­
стинки.

§ 1. Применение комплексного переменного

На основании указанной аналогии, во всей области пластинки 
должно удовлетворяться дифференциальное уравненью

w—вертикальное перемещение срединной плоскости,
tB = ta -tb.
а —коэффициент линейного расширения,
а - коэффициент Пуассона.
Решение этого уравнения при помощи комплексного перемен­

ного z = хф ։у представим в виде

w  ------- Z ’ Z + Y« (Z h (*

ИЛИ

w = - -‘^±Д г г + 2R. [¥։(г)]. (1.2')

где
г = х — iy,
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?0(z) — аналитическая функция комплексного переменного z. го­
ломорфная в области пластинки. ?։>(z)- аналитическая функция пере­
менного г, сопряженная с ®0(z).

Для определения w применяем метод конформного отображе­
ния |2].

Отобразим область пластинки при помощи функции
(1.3) 

па область единичного круга.

Примем, что при этом начало координат плоскости z переходит 
в начало координат плоскости ч, которая находится в центре круга, 
т. е. w(О) = 0.

Введя обозначения

®o(z) = <P<MQ] = ?(<).
?o(z) =?о 1*01 =«(z)

и учитывая (1.3). выразим (1.2) через функции комплексных перемен­
ных ч и Ը

w = +?Р)+ф(<՜). (1-4)

или

W = - w(C>(<) + 2R. [?£)]. (1 -4'>

Функцию <?(՛-) определяем из контурного условия пластинки.

w = 0.
Так как

то на контуре 
- Л|6 1 ՜ -10 1Հ = е — է и ■, = е ==֊--•

Внеся эти значения в выражение (1.4) и приравнивая его нулю, 
получим контурное условие в следующем виде:
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Умножим обе части (1.5) на где Հ лежит внутри кру­

га. и проинтегрируем но всему контуру 7 единичного круга:

Функция 9(C) голоморфна в области единичного круга, поэтому, со­
гласно интегральной теореме Коши,

т
функция же е (՜[՜յ голоморфна вне области единичного круга, и 

поэтому, по той же теореме,

I С’ (т) -
25i J 4г d( = ’,0>-

■J
Подставляя эти значения в (1.6), получим:

Ր •>»(() © ( л֊)

= T7-dt- <1-7)

т
В этом уравнении, принимая '-= О, получим

- н՝|~ / 1 \

Но
dt = ie”dO = itd<i.

Поэтому

?(0)Т ?(0)-= ֊’l֊^ i ">(e") •«>(el‘)dO.

6

Но так как мнимая часть 9(0) произвольна, то, взяв ее равной нулю.
т. е. полагая ?(0>^- ?(0), из предыдущего равенства получим

I.
1'Ьвестич IX. № 9—2
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Подставляя это значение для >о(О) л (1-7). окончательно полу­
чаем

I՛ 1 ' di

■?(<)= - 4հ

Внеся, далее,

՝ձրՀ\ 4՛ (i-Պ

(1.8) в (1.4), получим общее выражение для прогиба

-2R,

W ՜ - 4հ e~‘5)dO

(1.9)

Таким образом, имея отображающую функцию <»(Հ), легко можно 
определить прогиб в многоугольной пластинке.

Определим значение прогиба в начале координат, для чего под­
ставим в (1.9)

'.-0. ЦО) - 0;

тогда

w(0,0> — —-* уо(с‘%(с ’idO. 11.10»

II

Представляя отображающую функцию в виде степенного ряда

v>
г - .»(С) = V Ck -Հ (1.1 ц

к-1
из (1.10) будем иметь:

՝v(°.°)-4^f ...)(с1С '4c5e-:i’+-..)d6.

о
Интегрирование дает:

w(0.0)- } У СкС„. (1.12)

к— I

Этой формулой определяется значение прогиба в центре пла­
стинки, если известны коэффициенты разложения отображающей 
функции.

Изгибающие и крутящие моменты определяются по формулам

м, + м,=- (1.13)
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ծ~\\ւ՛
М» - Му + 21 Мжу = 4D(1 -с) ֊ (М4)

С другой стороны, из (1.3) получаем:

°' (՝) ~Հ — w (Ч“7-ow _ 1 aw <pw ժ-՜
dz u/(Q Ժ" dz2 |‘”'(:QF

Имея в виду последнее соотношение, а также (1.4), найдем

Мх - м, - йм»,- - Ю( I-» .

Заменяя ?(’.) ее выражением (1.8), получим:

Mi Му — 2i Мчу «է0Ո<1 — □»)
h

(1.15)

Формулами (1.13) и (1.15) определяются изгибающие и крутящие 
момент.

§ 2. Поведение угла наклона упругой поверхности в угловых 
точках пластинки

Исследуем поведение угла
cv, 

наклона упругой поверхности ֊— в

угловых точках контура пластинки.
Используем следующее соотношение:

dw . uw л. dw dz „ и ժս’ 
an os dz ds 07. (2.1)

где 3 угол между нормалью к контуру и осью ох. Но на контуре 
A Апластинки w — 0, а поэтому и 0.

Следовательно, из (2.1) будем иметь

д\\ _ ։ь fiw . 1.... — 2 ր г--- — п ' — > ֊
оп ժհ “ <»Հ(է) ժ:

Подставляя в это уравнение значение w из (1.4) и имея в виду (1.3). 
получим:



20 М. М. ГаспарянI -- _---=Ջ-~==_֊_ Z-- - . - ~Z"~ -  ՜~=յ ■ -  I - ^=՜

Ր սՀէ) Ю ( —} <11
_е-Ч ՎԱ+ձ> -(Ո____ Լ. Լ1 _____ւձ.ճ_ , քշ շւ

On 4հ «>'(Օ 2*1 | (t֊C)։ ( • '
Ժ - Լ - է*
T

где է* —произвольно фиксированная точка на контуре.
Для отображения области многоугольника на область единично­

го круга используем формулу Кристоффеля—Шварца:

— I
(ап-С)в (1Հ 2.3)

где
с —постоянный параметр;
п — число сторон многоугольника;

а։, а3 ... ап — точки на контуре единичного круга, соответствующие 
вершинам многоугольника (фиг. 2);

«։, а5... яп — внутренние углы многоугольника, выраженные в ра­
дианах.

Из (2.3) получим:

-?-J -l’-յ ձԼ-ւ
“»'(Q = с(а։- С) " (аг— Q ... (ап —Q" • (2.4)

Отсюда

I) при 0<Як<՜, «'(Зк )-* со;
2) при - < як < 2՜. w'(ak ) -> 0.

Пользуясь этими выражениями, замечаем, что соотношение (2.2)
при углах больших ՜. стремится к 
бесконечности, что физически не­
возможно- Значит наше решение, 
при углах, больших ՜, неверно.

Теперь покажем, что. при
Л „ д\у0 < Я|.<,“в вершине угла, =0.

В этом случае в вершине угла 
ц/(а>; ) • ■■՛֊ . Но в этих точках 
производная интеграл типа Коши

представляе՛! неопределенность, и без дополнительного исследования 
д\\

невозможно сделать определенные заключения о значении — •
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Поставленную задачу легко можно решить методом, разрабо­
танным в работе О. М. Сапонджяна [3]. Представим вышеуказанный 
интеграл в следующем виде:

(2.5)

Следовательно,

У(Q _ >.<Հ(Լ>(Հ)

Интегрируя по частям, получим:

У(С) = лш'(СМГ)_^

Лодставляя это выражение в (2.2), имеем:

(2.6)
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Введем обозначение

U(C) принимает конечное значение в точке, соответствующей 
вершине многоугольника, и так как в такой точке (при 0<ак<~) 
-»'( 3k ) -> со л то

Ж 
*(0

->о.
я

С другой стороны, согласно (2.4),

Aw(ak)— ш (ак) = 0.

Следовательно, окончательно получим (2.5), при

0<ак<-. *=0-

Таким образом, угол наклона упругой поверхности в углах вы­
пуклого многоугольника равен нулю.

Далее, можно показать, что изгибающие и крутящие моменты 
обращаются в нуль в вершине острого угла, имеют конечное значе­
ние в вершине прямого угла и стремятся к бесконечности в вершине 
тупого угла.

§ 3. Случай правильного многоугольника

Область, ограниченная правильным многоугольником, отображает­
ся в область единичного круга при помощи следующей функции:

3
z = .»(C)֊c I —^-j-. (3.1>

' (1-е՞)՜

где п число сторон многоугольника, а
с постоянный параметр, который поданным [3] определяется 

по приведенной ниже таблице.

Здесь г0 — радиус описанной окружности.

п 3 4 5 7 8

с
՛■

0,5661 0.762* 0,8514 0.8985 0.9442 0.9759
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По известной формуле (3.1) получается

г - «го = С [■ + 2С՜' + <2п—2К3՞4՜'
w n(n-rl)l! п5(2пЧ֊1)21 п3(Зп-Н)31

, 2(ոփ2)(2ո4֊ճ)(3ո |-2Աո+1 9
՜1՜ Ո4(4ո-ր1)41* Լ V }

Подставляя эти значения н (1.12), получим выражение для про­
гиба в центре правильной многоугольной пластинки

w(0 0) = ^i^b2)c“ i-T-.-L—u- 4<Ո+2Ճ -
/ 4հ 1 ւր(ո+1) 1! ՚ Ո4(2ո4-1)(2’)2 ՚

4(ո֊հ2)-(2ո ր2ր է 4(ո4-2)տ(2ո4-2)2(3ր.-|-2)ճ
՚ Ո»(3ո4-1)ք(՜3!)տ ՚ пн(4п+1)2’(4!р ՜' ՜ ՝

Этот ряд—быстро сходящийся, поэтому можно взять лишь не­
сколько первых его членов.

Например, в случае равностороннего треугольника, если взять 
только два первых члена ряда, то ошибка, как мы далее увидим, 
будет около 1%. С возрастанием числа сторон многоугольника про­
цент ошибки уменьшается.

Для практических расчетов при п 4 достаточно взять лишь 
первый член ряда. Тогда

w(0,0)= (3.4)

где с определяется из вышеприведенной таблицы.
В случае равностороннего треугольника, как было уже отмече­

но, достаточно учесть первые два члена ряда (3.3):

w( 0.0) = -^jp- (0,566)’ (J + А | г,’ - 0.0823 «Ա1+5) Г5. (3.5)

С. П. Тимошенко [1| нашел точное решение этой же задачи. 
Согласно этому решению:

w(0.0) = г’ ■ О.О8:«։ЦИ =)Г-- (3.6)

Приближенное значение (3,5), по сравнению с точным значе­
нием (3.6), дает ошибку в 1.2%.

Выведем выражения для моментов в центре правильной много­
угольной пластинки.

Формула (1.15) для центра координат (' — 0) примет следующий 
вид:

(Мх֊М> 4-2iMxy) = ֊ li
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Подставим в (3.7) значение է-=ժ, замечая при этом, что, соглас­
но (3.1) ։#"(0)=0. получим

(Мх-М, 4-2iMxy)0 =

2=
F)at0(] -о2) 1 1 i\-2(9 f _i0'—/ Л~|Й1 ,ւո-- ----------- к-------- [НО)Т։~]С ш(е >w(e )d0- 

0
Но, имея в виду (3.2), легко показать, что

2г
Je‘2i&«։(eiejw(e"ltt) dO=0.

Следовательно,

(Мх — Му 4-2։Мху) =0, 
откуда

(Мх — Му) — 0 и Мху = 0.

Имея в виду и формулу (3.7). для центра правильной много­
угольной пластинки будем иметь:

М։у = 0;

или. подставляя значение жесткости D, получим

М, = МГ.= ֊ (3.8)

Таким образом, расчетные величины задачи об изгибе правиль­
ной многоугольной пластинки, при распределении температуры ли­
нейным законом по толщине пластинки, определяются весьма про­
стыми формулами (3.4) и (3.8).

Армянский сельскохоз.чйсткенпый 
институт Поступило 9 IV 1956
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Ս*. U*. *Նւսււս|սւր։u»G

ԱԶԱՏ ճեՆՎ_ԱԾ ՈՒՌՈՒՑԻԿ ԲԱԶՄԱՆԿՅՈՒՆ ՍԱԼՒ ՋեՐՄԱՅՒՆ ՒՆԴՐհ 
ԼՈՒԾՈՒՄԸ, ԵՐԲ ՋեՐՄԱՍՏՒՃԱՆԸ ԸՍՏ ՍԱԼՒ ձԱՍՏՈՒԹՅԱՆ ՓՈՓՈՒՌՈՒՄ 

է ԳԾԱՅՒՆ ՕՐԵՆՔՈՎ

ա ւր փ ո փ ո I’ մ

ՕէքԱւվեւով կոնֆսրմ ա րտասլատկերման մ ե fJ ոգ իր և О. Մ, 1Սապոն> 
9 յան ի [3] եզրագծով աղատ հենված սալի ծ ոմ‘ան հետազոտությունից,
տրված Լ եզրագծով ազատ հենված ուռուցիկ բազմանկյուն սայի ծռման 
խնգիրր, երբ 91. րմ ու թ յունն բ и սւ սալի հաստության բաշխվում Լ գծային 
օրևնբով ։ /էրսյես մասնավոր գեսլր դիտված է կանոնավոր բազմանկյուն 
ԱաԺ խնդիրը,
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧ»сти

М М .Манукян

Деформация и напряжения в изгибаемой 
железобетонной балке с учетом ползучести 
сжатой и, частично, растянутой зон бетона

В настоящей работе исследуются деформации и напряжения и 
изгибаемой железобетонной балке с учетом ползучести сжатой и, 
частично, растянутой зон бетона, пользуясь линейной теорией пол 
аучестн бетона, развитой в работе [I].

При решении этой задачи пришлось предварительно разрабо­
тать способ для определения положения нейтральной осн данной 
балки в зависимости от ее упруго-ползучих характеристик п вре­
мени է.

Результаты, полученные :еоретическим путем, сравниваются с 
опытными данными ЦНИПС |2].

§ 1. Постановка задачи. Рассмотрим изгибаемую железобетон­
ную балку с одиночной арматурой {фиг. 1). ."опустим, ч. о балка

Фиг. I.

имеет одну плоскость симметрии, и все внешние силы действую! и 
этой плоскости. Положим, далее, что сжатая зон» бетона работает 
полностью, а растянутая зона час.ично. ввиду образования в ней 
трещин. Обозначим расстояние от сжатого края семенил до центра 
тяжести арматуры через Խ,. высоту сечения I». ширину I.. расстояние 
нейтральной оси от сжатого края балки v

Направим координатные оси ОХ и О'» по главным осям инерции 
поперечного сечения, а ось 07 —вдоль балки.

При изучении напряженного состояния в изгибаемой железобе-
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тонной балке будем принимать, что сечения после деформации оста­
ются плоскими.

Эта задача в случае, когда растянутая зона работает полностью, 
решена Н. X. Арутюняном [I].

§ 2. Начальное упругое состояние. При решении данной задачи 
примем гипотезу плоских сечений. Тогда деформация бетона е» и 
соответствующее напряжение з» по направлению оси oz будет вычис­
ляться формулами:

s6=A(z)y, (2.1)

o6^E6A(z)y, (2.2)

где A(z) — неизвестная кривизна балки,
ЕЛ—модуль деформации бетона, 
у координата точки.

Из условия совместности деформации арматуры н соприкасаю­
щегося с ней слоя бетона имеем:

бд|у—(հ,-գ,>= £«, (2«3)

где деформация арматуры, 
т10- пока неизвестная высота сжатой зоны бетона.
Из соотношений (2.1), (2-3) и замечая, что

(2.4) 

получим
<Ն« — EaA(z)(h, TjJ, (2.5)

где Ел— модуль деформации арматуры.
Напишем уравнения равновесия элемента балки, находящегося 

между произвольным сечением z и торцевым сечением z =/.
Имеем

Js6bdy + N, = 0; (2.6)

֊4

Lbydy-HA -ъ) = М,. (2.7)

-ч

где \ усилие в арматуре,

Na = Fj5a = - FaEa A(zl(h։ - т|0), (2.8)

Ւ — площадь поперечного сечения арматуры.
ЛА,— изгибающий момент в рассматриваемом сечении,

- постоянное число, причем 0</.<Հ1.
Подставляя значения и из (2.2) и (2.8) в (2.6), после ин­

тегрирования приведем его к виду-
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(1 — Х2)чо 4֊ 2ргпч0 — 2jmh = О, (2.9)

где С,,—^°֊ есТЬ отношение сжатой высоты сечения данной балки 

в начальный момент времени к полезной высоте сечения.
m_Е3 
՜ &

„ = Л
и Ы1, 

Решение

модульное отношение.

— коэффицисн։ армирования.

уравнения (2.9 յ будет.

. ’ЧП
■’О ■'

urn
(2.10)

Здесь перед квадратным корнем взя: знак плюс, исходя из физи­
ческих соображений.

При д = 0 выражение (2.10) примет вид:

,0 = pm

Подставляя значения 
(2.7), после интегрирования

A(z) =

i 1 + 4՜ 1 ■
LI нт J 

а., и N.i из (2.2) и (2.8) в 
получим

М, 
гЗ

уравнение

(2.12)

hi

1 .

где Ff.—площадь поперечного сечения бетона.
Пользуясь выражениями (2.2). (2.5) и (2.12), находим

М«у
о

F„ (l + X’^+arn l-C,)’ hl

M»m(l գ)
Г3

Fa (I + '3) 4 + pm( I ֊ 
о

(2.13)

(2-14)

Дифференциальное уравнение изогнутой оси балки согласно (2.12) 
будет иметь вид

где \\0 —прогиб балки.
§ 3. Напряжения и деформации а изгибаемой железобетон­

ной балке е учетом ползучести бетона при постоянном модуле 
мгновенной деформации. В предыдущем параграфе мы определили 
упруго-мгновенное напряженное состояние в железобетонной балке.
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В настоящем параграфе приводится решение этой же задачи с уче­
том ползучести бетона.

Положим, что модуль мгновенной деформации бетона Е6(1) из­
меняется во времени незначительно, и практически его можно счи­
тать постоянным, т. с. Ел == const.

Между полной продольной деформацией бетона ад(<) и напряжением 
Об(1) с учетом ползучести бетона, как известно, существует следую­
щая зависимость |1):

<31’

где C(t, т) — мера ползучести бетона.
Пользуясь гипотезой плоских сечении, напишем

2<>(t) — A(z. t)y, (3.2)

где A(z, է) —кривизна балки в данный момент времени է.
Из соотношений (3.1) и (3.2) следует, что выражение «г,(է) мож­

но представить в следующей форме:

МО = Е6 B(z, t)y, (3.3)

где B(z, i) - неизвестная функция. Очевидно, что функции Л(/. է) и 
B(z, է) связаны следующей интегральной зависимостью:

։
A(z, I) ֊ B(z, է)— ЕЛ |*B(z, T)^i—- d֊. (3.4)

При решении поставленной задачи удобно пользоваться функ­
цией B(z, 1).

Тогда (3.1) примет вид:
1

։«(t) = B(z,t)y Е6у CB(z,7)^-id- (3.5)

Из условия совместности деформаций арматуры в соприкасаю­
щегося с ней слоя бетона имеем:

£б(И|у -։h,

Пользуясь этим соотношением и замечая, что

UD = Պ(է) 
ЕЛ ’

приведем выражение (3.3) к следующему виду: 

МО֊ ЕлВ(г,1)(11։-т,)-Ь
I

-FE;iEft(|1։- ն) i'B(z, <3.6)
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Для определения усилий в арматуре X. получим

N3(l)= F.,E.,B(z. ()(h, т()4-

I
+ F.E.Eefh, - /,) f |J(z, (3.7)

•/ 
*|

Таким образом, решение поставленной ’задачи сводится к опре­
делению двух функций B(z, t) и т|((). Для их определения восполь­
зуемся уравнениями равновесия, которые в данном случае будут:

l ^(t)bdy -pNa(t) «О, (О)

j o6(t)bydy — N,(t)(h։ — rj = (3.9)

-Ц

•/—постоянное число, причем I.
Следует отметить, что приведенное здесь решение строго отве­

чает физической постановке задачи при — 0, а следовательно доста­
точно хорошо будет описывать картину напряженного состояния в 
балке при малых а.

Подставляя значения տՀէ) и Na(t) из (3.2) и (3.7) в уравнения 
(3.8) и (3.9), после интегрирования и некоторых преобразований на­
ходим

B(Z.t)= --------—---------------------------------75-г-Г- (МО)
E։F։ (1 i (1 ->.=)(!-С)֊- In

d. = 4֊[l (3.11)
J Ժ- E6 2«im( 1 —,) 

где I֊֊-֊֊ есть отношение высоты сжатой зоны сечения балки я мо­

мент времени է к полезной высоте сечения.
Таким образом, определение искомых функций B(z, I) и Հէ) све­

лось к совместному решению двух интегральных уравнении (3.10) 
и (3.11).

Заметим, что если исключить из уравнения (3.11) пос: е.тетвом 
<3.10) функцию B(z. է), то получим для определения <(է) нелинейное 
интегральное уравнение Вольт ерра. решение которого связано с 
практически непреодолимой трудностью. Поэтому сперва рассмотрим 
интегральное уравнение (3.11) и применим к нему метод II М. Крылова 
я II. Н. Боголюбова [3|.
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Придавая в (3.11) верхнему пределу է последовательно возра­
стающие конкретные значения է,, и,-• է.._, получим:

jB(z, = 4-1! - Կ, (3.12)

•I

I՛B(z, <k + p(z. Z) d-֊ =

•I *1

jkz)^dz + jB(z,z)^dz +

«i »•
և

■ + f B(z, т) (1։ = ’ I B(z, U, (3.14)
J ’ ' dz E*[ 2pm(l—4k)

1k-l

где 'i — ՚Լ((յ) = -֊— есть отношение высоты сжатой зоны сечения

балки в момент времени i,, (i — 1.2,- nj к полезной высоте сечения.
Если интегрировать уравнение (3.12) ио частям и иметь в виду, 

что C(t։. tp = 0, то получим:

B(z, z,)C(t։> z,) - Гс(1,л)—-dt _

(i - >•*):? 
2-чп(1 — :։)

1
Eo

B(z, t։). (3.15)

Применяя к интегралу в левой части полученного выражения тео 
рему о среднем, после некоторых преобразований получим:

Biz, է,)
(> -/.8)Zf — 2}ini(l - Հ) 

2}tmEe.(l ՜.։)

= B(z,Tj) c<t։. -յ» CO,.-) (3.16)

\на..огичным образе i для моментов времени է=է, и t tk из 
уравнений (3.13) и (3.11) находим

B(Z, էշ)
П /?)г,. - 2pm(l

•2ртЕ„.(1՜- С2|

-B(z,-։) Qu, ч) - C(U.



Деформация и напряжения в изгибаемой железобетонной балке________33

(3.17)

В’/, т։) Cilj։.-,) C(tk,;)

-1Ф, ։,) С( • С

... + B(z, (k-|) C((k. ;)
и-

(3.13)k

և 2 St —1

ԻСимволом С((П1, ;) | здесь обозначено среднее значение функ-

цнн C(tm. հ) в интервале изменена переменной равной (I. 1, ւ).
Формулы (3.16), (3.17) и (3.18) я общем виде являются точным 

решением интегрального уравнения (3.11). Для определения числен­
ных значений искомых величин необходимо примени!ь приближенный

Л 
мето;: определения средних величин С(С, ;) / . В практических ра-

счетах эту величину с достаточной очное։ ыо можно определи։ь с 
помощью следующего равенства:

С((х,;) tk. (3.19)

Подставляя это выражение в (3.16), (3.17) и (3.18), получим ре­
шение интегрального уравнения (3.11) в следующем зиле:

ФЛ) 2и.п1Е-,( i
2jini(l —

9 (3.20)

B(z, u)
2սաԼԱ(1
а‘-)С2 — 2i-«m( I

B(z, ն) C(i> շ 2

և 1 
2Ն.—յ

Н-кестЙЯ IX. № 9—3

(3.21)
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B(z, tk) (1 — а2/* — fynif 1 — :к)
2«*тЕй(1 Ik)

B(z. ն) C(tk.t։)-C(tk.-^֊-

U, tk- 4-

tk-
tk-2 I- և :)

I 4 (1 )

2

2

k-l 4՜ t|< I
(3.22)

Таким образом, для определения В(г. Ь) и I, получаем 
двух уравнении

систему

B(z. t։) M.

E6F6 '֊=)(։-Q-y hi
(3.23)

3

B(z, t։)
x2):i —2[ип(1 i|)
2|imEft(l ֊I,)

= B(z. t։) C(t (3.24)

где B(z, т։) = A(z) и определяется формулой (2.12).
Подставляя значение B(z, t։) из (3.23) в (3.24). получим одно 

уравнение, из которого можно определить 1։. Э.о уравнение будет:

2|»П1Е6(1-С։) (1 + )?)ճ + (| .
•J Ճ

где
•(Cfl) = (l 4->.3)ճ um(l :0А 

»>

(3.25)

(3.26)

Io — определяется формулой (2.1:՝).
Уравнению (3.25) можно дать следующий вид:

где
api'-l-b/.j՝ |- c,I| -t- djl. - е, = 0. (3.27)

rio
h. ’ (3.28)
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a։ = l»niE6(l-i-).)(2>?֊|-Z 1) C(t,

b, = 2pmEft( I փ Х)(2 - 2Х ■ )?) C(t։, т։)

с։ = 3(1 ֊//-) i(;w) —սաԱ
(3.29)

<Լ — — е։ = (>սոմ(Հ) I փ E6CI t։.

Решая уравнение (3.27), определяем то значение հ։, koiopoi 
имеет в данном случае физический смысл. Нетрудно видеть, поль­
зуясь теоремой Штурма, что это уравнение имеет только один корень, 
который для данной задачи имеет физический смысл. Подставляя зна­

чение С։ = у- в выражение (3.23), определяем B(z, t։).

Если в уравнении (3.10) заменить t через է։, то из полученного 
уравнения и из (3.19) получим

-г- -|- Ըշ՚.շ-|- d-շ^օ -}- է՝շ — 0,

где

Յշ = рп1Е6( I 4- >-)(2Х-1 4- >• — 1) А շ. 

b։ = 2pmE6( I + Ճ)Լ2 — 2Х — X2) А,. 

с4 = 3(1 -)?)[[(:0)ф(С։) - ртЕбА,]։

d« = - е, - 6 Г1 -I- Евс( էշ.

?(:,) = (1 -г >.’) £ 4- < I ֊ >֊։) (I ֊ С.)

Здесь значение Հ определяется из (3.27).
Решая (3.30), определим значение С2. После этого 

значение (B(z. t2).
Аналогично из уравнений (3.11) и (3.23) получим:

3k՝k + Ььчи 4- с^й — dusk + ей — 0.

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Ր.34)

определяем

(3.33)
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где

(3.36)

ак = нтЕл(! փ >.)(2>.2 X — 1) Akl

bk ֊ 2{лтЕс,(1 4-X)(2_2Z_).2)Ak,

Ck = 3{ 1 — Х“) j |(,0)'5(ւ,։)-4('շ) . . . *(L,; I ) UinE- Ak I . 

dk - — ek -= 6p.nif(

■՚ր(և .) 1 Ч-Е^Д՜1^՛1-) .

13.37 ;

Ач ?Հ։)?(-:) (Ck-i) C(lk.-, )

4-4- ifJ?Cab• ■?(՛: i

։, ta

C ( Ա» ՜՜՜"՜շ~ ՜ j 4՜ ' r(-k 2)

և-?-| tk֊։ \ r Л և-1 ՜ Cl lk,-------շ--------j Cl tk, -------շ (3.38)

Решая уравнение (3.35). определим значение после чего из 
соотношения (3.10), для определения значения B(z, М. можем полу­
чить формулу:

B(Z, Ik) ---------- ------------Ծ---- —------------------ - ----- (3.39)
Г.-.Е» (1+/.’)4-(l ֊i?)(l < hi

о л

Придавая индексу к значения 0, 1.2, ■ ■ п, получим общее выра­
жение функции B(z, է) при է = “։, է։. էշ, • •(„, причем l0 — հ։.

Пользуясь соотношениями (3.2) и (3.39) для напряжения :..<է) 
окончательно получим

=Հէս -- ------- :----------------------------------------------------------- (3.40)
(14->-8) V֊ Ь(1-л*)(1-:к)4 П?

О Հ

где к — 0. 1,2, •••<!, t0 = '|. a Zk определяется из уравнения (3.35).
Аналогичным образом из соотношений (3.6), (3.11) и <3.39». для

определения напряжения и а;.натуре о.։(1), находим
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ад - --------------- ---------------^(1-^-------------- (3.41)

2|*н« (1 ֊ >-՚>յ-՚ւ (i-w-My к

где к = 0. 1, 2, . • п; է0 = т։.
Легко видеть, что если в выражениях (3.39), (3.40) и (3.41) под­

ставить t = T։, то они совпадут с выражениями (2.12), (2.13) и (2.14). 
которые имеют место при упругой задаче.

Пользуясь выражениями (3.5). (3.11) и (3-39) для определения 
полной продольной деформации бетона £Հ(է). получим

. \ 3б0к) (1 /Ц Д.9\։Л) = -ЁГ' 2jun(l -С0 (342)

где к = 0, 1. 2,... п; է0 ==т։.
Для деформации арматуры гл(() имеем:

^.(*к) =•“!—• (k = o. 1, 2, ■ п). (3.43)
г՛-.

Известно, что

ад=^>у,

где w0 = w(t։) ֊ прогиб балки в момент времени г,, 
wk = w(tk) — прогиб балки в момент времени tk.
Из (3.44) легко получить

d’Wk (1 |(1 х’)'з- + 1ип(1 — ц>)։ | d*we

dz 2|нп(1 ;k) (|-|֊,з)-1-х-(!-Х2)(1-Ск)^1 dz։

(3.44։

(3.45)

Интегрируя это уравнение i: принимая для простоты такое закреп­
ление опор балки, чтобы постоянные интегрирования равнялись нулю, 
получим:

w(tk)

w(x։)

(l֊^i (1-։ + nm(l-:0?
О

2мл(1 \) и ֊ ֊հհ
(3.46)

Подученные результаты иллюстрируются табл. 1. Меру ползуче­
сти бетона примем в следующем виде (I):
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-Л<гл։— I
1 -е

-5
10 .

причем р ^0.0165: Е. 1.4 К^7Л.«:; Е. 2.10‘ кг г7 лиев, л 
/. — 0.

I а6,41 ци I

7 дней 1» дней 28 дней 3 мсс. 1 год

’*01
0,490226

1

0.548796

0,817014

0.621306

0.656870

0.70 Г.51

О.539М8

0.7J2789

0,52J042

>.(0
40»)

1 i .O2183.=i 1.065120 1 .(>•• 1223 1,097427

(է։
•.(Ն)

1 1.156800 1.420321 1 .Դ176.Օ 1.Ч836Н2

».(է) | 1.023835 1,035120 1,0.)Л223 1.017427
S’1»)

W։> 1 1.136800 1.420321 1.883662 1.947(130

Дия нахождения искомых функций Լ, տ,Ա). Efl(li, и 
»(0 разобье промежуток времени в 360 дней на пять последова- 
ельпо возрастающих интервалов ՜։ 7. էյ = 14, ta = 28. է, = 90. 

Լ — 360 дням.
Ниже приводится график для иллюстрации результатов, поме­

щенных в таблице (фиг 21.

Сравнивал ми результаты с опытными данными, полученными 
Я. М, Немировским в ЦНИПСе. видим, что они достаточно близки 
Например, для ' Немировским получены значения, находящиеся между 
0,48 и 0,73, а при наших расчетах —от 0.49 до 0,71- Близкие карти­
ны получаются для напряжений, л также для деформации.



Деформация н напряжения « изгибаемо։: железобетонной балке 39

§ 4. Напряжения и деформации в изгибаемой железобетон­
ной балке с учетом ползучести и изменяемости модуля мгновен­
ной деформации бетона. Рассмотрим общин случай, когда модуль 
мгновенной деформации бетона зависит о времени, т. е.

Е..= ЕС(1). (4.1)

В этом случае, связь между полной продольной деформацией 
бетона տ6(է) и напряжением з6(() с учетом ползучести бетона буле։ 
иметь вид:

I

Г ։^=eS l4-2)

Пользуясь гипотезой плоских сечений и соотношением 11.2), 
будем искать 3fi(t) в следующей форме:

3ft(t) = E<-,(t)B(z, t)y - D(z, t)y. <4.3i

где D(z, О —неизвестная функция.
Подставляя значение из (4.3) в (4.2), получим:

^> >>՝ С(Чат- (4.4)

Условие совместности деформаций арматуры и 
с ней слоя бетона дает

соприкасающе։ осн

МО
у - -1'1, - >Л

Внеся это выражение в (4.1), получим

E, (4.5)

-Ւ En(h։

MV = -m(t)D(z,0(hl

+ Cd, т) d-, (4.6)

где m(t) = -g2L. — модульное отношение.

Усилие в арматуре будет

Na(t)= F,ind)D(z, ֊ 0-Ь

<fc. (4.71

Подставляя значения =.-,(t) и Na(t) из (4.3) н (4.7) в (3.8) и (3.9։. 
после интегрирования найдем
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М
D(z, է) =------- ---------------=յ---------„-------------------------------- (4.8)

F„ (1+Х>)--֊ + (| >.=)(! :)ճ. 1,’

= ET(tj՜ 1 ՜ —у D($®֊ ,4֊9)

где 'ՀՕ «= -֊-֊• есть отношение высоты сжатой зоны сечен ня балки 

к полезной высоте сечения в момент времени I.
Если к интегральному уравнению (4.9) применить метод II. М. 

Крылова и II. Н. Боголюбова, то его можно переписать для каждого 
значения tk в следующем виде:

Еб(Ц)
I>(z, է,). (4.10)

2|Mn(t։)H — C։)

1 
Ը.Հ-) 

-hC(t2l-) di-г

ch -

-__ !__ 1_____Ц__ .1 D(- Ui
Eft(ta) 2uin(t:,ul :,՝I ■ 1

14.II)

1
Eft(x)

EF) 4 C(,kit) 117 h

E(\) + C(lk։ 7)

_L_ 11
Е.(МГ 2HlI(tx)(i-;k) ։>-. ik). (4.12)
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Если интегрировать уравнение (4.11) ио частям, применить к по­
лученному интегралу теорему о среднем и пользоваться приближен­
ным равенством (3.19), то. аналогично § 3. получим

____ (1- л»Я ֊ 2|«Ф(1,)(1-С,)[1-!-Ег,(1,)3,(1,)] _ а,(1,> (4 (j( 
рОМУП :;) (։ + <•’)f ՛ (I ;.=)(! (,<u

где

Этому уравнению можно дать следующий вид:

14.14)

а։С? т Ь,С| ֊ с/.г -г dtC։ 4- ?i 0. 

где

а, - pm(t1)E0(tl)(l -г л)(2л֊-)- /. 1,Ь։(М-

b, = 2pm(t։)Efi(t։)( J - /.)(2 - 2>. - X4)a։(t։),

С, = 3(1 - Х'ЖА) -

d, = -е, =6:im(l,)f։(Q[l РЕб(ММ01.

ւ4.15_։

<4.1Ь)

Решая уравнение (4.15), определяем значение Հ. Подставляя 
значение в выражении (4.8), определим D(z, էյ.

Если в уравнении (4.8) заменить է через է,, то из полученною 
уравнения п из (4.11) получим:

а»С* 4* b/4 с2^ 4- dsCs ւ е? = 0, (4.17)

где

3-= յւտ(էշ)Լ.-,(1շ)(1 л>(2>.« -/■ 1)օ?.և),

bs = 2nm(t2)E6(ta)( I 4 a)(2 2/. As)a2(t2).

c2 ֊ зп ;<։)(м:0)-?:С։) ֊ |im(ts)E6(t2)«3(t8), 

do - e.> = 6|irn(t2)L(Cft)cp2(;։)[ 1 4 (Հ (U)3«(l2)|.

(4.18)
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М<=) <P=«.)|C(IS, r,)-Q(2, лА, +

Аналогично из уравнений <4.8) и (4,12). получим

-Г b|..'i‘ փ- Շ|;Հս (lkCfc — Ըկ — 0.

{4.bn

<4.20)
ГЛС

;ա = jim(tu )Լ՜<ՀԱ)( 1 4- X)(2/.8 4 a- J)a4(tk).

Ьь - 2խպէ|Հ)1:6(Ա.)(1 ճ)(2 2Z — Xs)ak(tk)։

Ck = 3(i ֊ //‘ф\(ч0)фк(С^?к(:а) - • .^kCk- ։) - HTT.ft^EstljOa^tk),

՜ k б?п՝|Дк)к( ’г??к('֊։)'т,к(^з)-• -4^ ’i ։)[ ։ 7՜ Ел(1к)рц((к)].

(4.21։
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X | С' tk, Ճճ+hz!) _ с tk, Ц+ձ) .

+__ !_______!_. I
Е6(Ц±1к) I

(4.22.1

(4.23)

а (Г > Er.ftfc-t) 

։՜(Հ). Ф(ч), ®(Կ).---?(կ<-1) определяются формулами параграфа 3. т. е

г?
ք(Գ) = (* Ь Xs)-у -Г рт(-,)| 1

&)=р + х»)£ + <! x’»<‘ ■’՛»->• 
О X

(4.24»

Решан уравнение (4.20), определим значение Ск, после чего из 
соотношения (4.8) п (4.3) получим:

Ж М----------------- j-------------- -----------------------------------—֊ • t4.25)
FeEA) (1 PX3)֊-֊l֊(1֊A=j(1-;k)^ h?

Придавая индексу к значения 0, 1,2,...п. получим общее выра­
жение функции B(z. tk) при է - 'j, it, t2,...tn, причем t,= т,.

Пользуясь соотношения ми (4.3) и (4.25), для напряжения МП 
найдем

VI v
ММ =------ 1-------------- -- ------—— ՛ <4.261

Fc (1 -4- X») -у -г (1 — Х3)( J — Ск) hf

где к -0. 1.2.-- Ո-, (0 -Тр а ",։ определяется из уравнения (4.20».
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Хна.тогичным образом из (4.6), (4.9) и (4.23) находим:

Հէ. 1 — М,(1-А=ГЛ
(4.27)

2pF6 (1+ >-“)■£-+(1-։.’)(! 
О ՜ М у ь.

■ де £ — 0, 1,2....... в; 10 =
Пользуясь выражениями (4.4). (4.9) и (4.25), для определение 

■•«одной продольной деформации бетона ей(1) получим
։.н.) - ՜օ(և) (1 — л*Ки

(k) E,-,(tk) 2pn։(tk) (I — Ck) (4-28)

где к = 0, 1, 2,... и; t0 — -.r
Для деформации арматуры МО имеем:

Կ(Ա) = ?^-), (к-0, 1,2 . п). (4.29)

Из формул (4.26)-(4.29) следует, что при переменном модуле 
мгновенной деформации бетона выражения напряжений и деформа­
ций бетона и арматуры будут иметь такой же вид. как и при по­
стоянном модуле мгновенной деформации бетона, причем, конечно, 
их числовые значения будут разные.

Хналогичным образом, как это сделано в параграфе 3, получим 
выражение прогибов балки.

Полученные результаты иллюстрируются табл. 2.

Таблица 2

՝ 1 7 диен 14 дней 28 дней 3 мсс. 1 год

МО
՛ 0.573417 0.647457 0.736251 0.742156

чД'ч)

МО

1 0.86644J 0.806775 0.773481» 0,771469

ММ 1 1.15-1155 1.239502 1.292817 1,296225

мо
•лС» >

1 1.416645 2.034918 3,372155 3.495728

4<ч)
1 J ,15'115.5 1.239502 1.292847 1.296225

Характеристик} меры ползучести бетона С(1, т) примем такую 
же. как и л предыдущем примере, а модуль мгновенной деформации 
бетона примем н следующем виде:

I՛: ft) = 2(i֊c ՝"?‘'')io-.

Члн нахождения искомых функций Ск, МО. МО. МО. МО 
опять разобьем промежуток времени н 360 дней на пять последова­
тельно возрастающих интервалов т, — 7. I, = 14. Լ = 28. և = 90, Լ — 36(՜ 
дням.
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В заключение считаю споим приятным долгом выразить благо­
дарность Н. X. Арутюняну за постановку задачи и ценные советы 
при выполнении этой работы.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР 11 осту и пл о Ж1 \ 1У56

IJ*. U*. Ա*է1ւհու.1|յւււքւ

ԾՌՎ.Ո1 HWUPbSHb ՃԵՄԱՆՒ ԼԱՐՈհՄՆեՐԶ Ь< 
ԴեՖՈՐՄԱՑՒԱՆ ՐԵՏՈՆԻ ՍԵԶ-ՄՎ-ԱԾ ՈՒ ՄԱՍՆԱԿԻՈՐԵՆ ՋԳՀԱԾ 

ԳՈՏԻՆԵՐԻ ՍՈՂՔԻ £ԱՀՎ.մՌՈհմՈ<

Ա 1Г Փ Ո Փ (I Ի 1Г

^ողված tt/մ գծային սււգյւի է/էեյ/ու fj ւսւ՚հ • ի մ ա՛հ վրա, tt ւ ւր ti t lfinii и ի ր ■ 
.Iniil են ծովսղ երկաթարետոն հեծանի յար/ч ւՈյերր ե դե (իո րմ ա ց ի ա"հ , երր 
րեուՀհի սեղմ ված գր/Աէին էէ1շխաէ!44 if Լ f"'k ձգման մաւՀհա-
կիր/րենւ էԼյս խն գ ր ի չուծ ոէ-d'ր է ե ր ր ձգման գււսւին աշխաաու մ Լ //՛/"/՛ ‘"/’ւ"՜ 
•խ՚ծ Լ Ն. Խ. Հար/п.р յոմե յ//։ն ի կւ/գմիգ։

U.ttll/Հա գրված խնդիրր լ/ււծհյւււ. հա մ ա ր ՚Կ ա խ աւդե ч մշակված Լ հեծանի 
լեղււր աււանցրր գտնելս։ {ГЬ^ПЦ՝՝ կախված հեծանի ա rt ա ձդ ա կ ան - /41 գ.ր ա յի հ 
ji'hai թագրից l։ dամանակից։

^ոգվածէււմ ցույց Լ աչւվսէմ, որ հեծանի շհղոր tn tttu'h ց ,ր ի, լար/ч մ* 
ների և գեվալսք ացիայի գ.անելր րերվա /Г Լ (3,10} հ (3.11.} ի՚հ աեդրա/ ւա- 
ւ1ւսսարւ4.ւքհերի միաաեգ լ '4 ծ մ ա"հ րU.ju խնդրի լ/ч ծ մ ա՛հ համար ք>գււ։ա~ 
1»րծված 1; ն. 1Г. Կոիլսվի ե I,. Ն. 1՝пգ//լր4 րովի մեթ ալ ր ւ

հաղմված են համապատս/ւ/խա^ւ աղյու.սա1լհերւ Տեսական ՛՛րեն ичччд- 

ւ(ած արւլյա-նյէնե րր համեծ՝ ատված ե՚հ եե մ ի րր։ վսկ/ч ւիր։ րձնակսւն ավյալհե- 
րի հեսէ՚ք
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Л1. Л Задоян

Напряженное состояние цилиндрической трубы 
в упругой среде с учетом ползучести материала

В настоящей рабо е исследуется напряженное состояние цилин­
дрической бетонной трубы, находящейся в упругой среде, при воз­
действии температурных изменении, усадки бетона и внутреннего гид­
ростатического давления с учетом ползучести материала. Задача рас­
сматривается как плоская и симметричная, причем перемещение по 
направлению оси трубы считается невозможным.

Решение ыой задачи и пре, положении упругой работы материала 
дано в работах акад. Б. :՜. Галеркина [3], 3. Л. Федорова [и]. II. Я, 
Панарина [5].

§ 1. Температурно-усадочные напряжения в 
цилиндрической трубе

Пусть бетонная цилиндрическая труба, находящаяся в упругой 
среде, подвергается температурным изменениям по закону

Т = Т(г. է։,

где Т<г, И температурная функция, зависящая только от г и I.
Положим, чю закон изменения усадочных деформаций бетона 

во времени определяется зависимостью

S = S(r, ().

Тогда, при суммарном действии температуры и усадки, относительная 
деформаци> бетона будет

Q(rJ) = S(r.t)-a։T(r, է), (1)

где а։—коэффициент температурного расширения.
Между нормальными компонентами напряжения и деформации 

при сложном напряженном состоянии, как известно, имеется зависи­
мость [I]:

3ЧГ п _ E(t)Q(r, է) E(f) 
л(П է)֊— I ֊— <(г, է) +

7
l-2v

ՕՀր, է)
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I
+ Е(() i Հ(ր,1)ճ ?(։■-)<։-. (2)

причем
0*(ր, է) — зДг, է) Հ(ր, О-է֊ Լ։ր, Ա.

^--£7-7+^* I’ е՜’"՜^ (3>

E(O = Eo|i C * J<

?(•) « Գ + “

1Հ-предельный модуль упругости бетона, a, Со, А։. 7 —некоторые 
параметры, характеризующие /.еформативныс свойства и условия ста­
рения бетона.

В нашей задаче, принимая Հ г. Ի — О, имеем

г,.(г, է) = ""УМ1 + ճ!^ււ. 
аг г

■ ле Г*(г1 0 радиальное перемещение зрубы.
Введем функцию напряжения ползучее!и Ф'(г, ։>. определяемую 

соотношениями

г ժր

։;(ր,1) = Ջ. (4>
* аг

"'огла из (2) получим

г.ф.(г,։) ~ ^1)Q,f...L> _Ւ WL +
1 -2v (I P0(l-2֊0

+ E(t) f Г։Ф*(Г. -) ~ 3(1, 
J

e ֊_ Ճ+±.ճ.
<№ г dr

Производя операцию у2 вад обеими частями уравнения (5) и 
пользуясь с оот нош е ние м

vW,t)= L±l.v։Q(r.t),

по.-.учим [2]
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г«ф’(г. t)v«Q(r. () + E(t) !‘г։Ф’(г. -)<։-• (6)
I — V J Ժ’

Решение интегрального уравнения (б) можно представить я виде 

г’ф’(г, о ֊ •-!֊. L»[Q(r, t)], (7)
1 — у 

где

֊h(t)dt
L*[Q(<)] = E(4)QW+IQ'O-J 7f(^E(-„)Q(T0)] |E(T)e ’* de-

+ (нфе ՜ d-fc (Q"(S)-HQ'(?)]<։5. (8)

*» Պւ

*Ք) = + <?(t)E(O).

Тогда решение бигармонического уравнения (7) будет 

г г
Ф-(Г. f) -L’(A(f)jr* + L*[B(t)J In г — у-֊֊ [—■ (ւ՚[Չ(ր, t)]rdr, (9) 

О ո

где А(1) и Bi't) — пока неизвестные функции времени է.
Согласно (4) и (<)) для компонентов нормальных напряжений па- 

:одим:

Հ(ր. է) « 21Л[Л(П] М + -J-------- rfl-*[Q(r, t)]fdr.
ր֊ 1 -у г J 

о 
г

Հ(ր, 1) = 2L‘[A(f)| -|В(1Д ֊ ֊!֊ ֊ Г L’(Q(r, t)]rdr + —։- L*|Q(r, էփ 

г- I — У Г“ J I — V
о (’О)

Из соотношении (2). (5) и (10) следует

Հ(ր,է) = fcL‘|A(()l+ ֊2- L’[Q(r, էյ). (11)
1 —V

1звестные функции \Н) и B(t) определяем из ։раничных условий: 

sj(r, է) ֊ 0, на внушение» поверхности г=» г։,
Հ(ր, t) — klj:‘(r, է), на наружной поверхности ւ = րճ, (12) 

чем к —коэффициент пропорциональности, имеющий размерность

:тил IX. № 9—4
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Используй первое из граничных условий (12), будем иметь:

г
Հ(ր, 1) = շ(|֊ It jl.’lA(l,| + —! J- p?[Q(r. l)rdr.

Հ(ր. I) 2(t+ 4 )l?IAtO)-------- — -U’ l.'IQfr. t)Irdr +
к Г 7 1 * r- ,1

L_ L-[Q(r. |)|.
I - V

Из соотношений (2), (11). (13) и тождества

֊ 1 ИЛ(’)) ֊֊ -)<h A(t)
E(t/ J

следует, что 

г
U*(r. I) = 2( 1 + Հ I - 2v + It) rA(t> ' (Q(r, tjrdr.

Согласно второму граничному условию (12) имеем

շ(1 ֊ It )ւ՚| A(t)]4--j———[f(Q(r, t)|rdr = 

Կ

(13)

(14)

֊ 2kra(l 4֊ v)( 1 — 2-
Հ-j A(t) - kr,y—’֊!֊ (Q(r, t)rdr.

(15)

Дважды дифференцируя (15) по т, получаем следующее дифференциаль­
ное уравнение:

A'(t) — nf(t)A'(t.i — F(t). (16)

где введены обо печени

kra( I > յ ՝ ^Qir. I)
E(i) Г<’ ժէ

Ml + 'ճՉ,ր՛ ”1Нг
Е(() ժէտ I

ՐՀ(է)
______________ кг (I 1- հ____________

)_1Լ.սևև!Լ ր?Ա) շ.,Դ r‘ \ ’ 
ri E(l) \ П /

(18)
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»«•(։)-'О +-/(t)E*(t)]֊f 1 -2’+֊)е*(։)-^֊- 
V Г2 / E\t) 

2, + ճԼ(է). 

Гй /

(19)

(20)

Начальные условия для уравнения (։6) суть.

А(т0) = Е%) Г
2кг2(1-/֊)[

kra(l 4-у) — i Q(r, t)rdr, 
ri' J

fl
A'W՜”■ Ռ1 ՜ъ)- 

2КГч( 1 —'• ) I շ J I

Ц ч») I
(21)

Решение уравнения (16) при начальных условиях (21) можно записать 
в форме

l։n*(-)d՜

е <A(t) — АЮ-

l’։n*(t) d;

е F(€)d;.

(22)

Вычисление интегралов в этом выражении весьма затруднитель­
но, и в тех редких случаях, когда оно может быть произведено, при­
водится к весьма громоздким выкладкам. Поэтому заменяем функции 
E(t) и ?(t) их средними значениями в рассматриваемом интервале еле 
дующим образом:

Тогда

Л(1)

Е(1)^Е։(0 = ^

՜օ..’

-ш’(1 
)1 —е

—«’•„ -«։
е — е
я(( — ч)

In 1

՜- Со + А, -

- ,1
е F։(=)dc.

(23)

(24)

(25)

т)бт = Ео

i

Представим компоненты напряжения я следующем виде, ^добеном для 
да льне й и t его использования:

□Дг, է) =•= L*[Dr(r, է)), 
(г. ?.

(26)
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где Dr(r, () = 2 Л ֊ —Ն(է) + —-----Լ к(г, t)rdr. (27)
\ Ա / 1 — v г- J

г
D.(r, 1)_2/ц-Д.\л(|) 7-4 |4(г. Ordr+—!֊Q(r.t). (28)

\ Րշ / 1 - v г J I — v

D2(r, է) = 4vA(t) 4- ֊— Q(г, է). (29)
1 —v

§ 2. Напряженное состояние трубы, вызванное периодическими 
колебаниями температуры воздуха

Рассмотрим напряженное состояние бетонной цилиндрической 
трубы, помещенной в упругой среде, вызванное гармоническим коле­
банием температуры воздуха. Пусть с момента է т0 на внутренней 
поверхности г=րձ установлена температура

Т — T0coSy(t—հ0) при

где То и 0 — амплитуда и период колебания.
Предположим, что упругая среда при г *֊ оо нмее՜. нулевую тем­

пературу. Решение уравнения теплопроводности при указанных гра­
ничных условиях имеется в работе С. Г. Гутмана (4J; его можно 
представить в следующем виде:

Значения функций h0 и ւյ0, выраженные через функции Ханкеля, при­
ведены в известных таблицах Янке и Э.мде; «—диффузионная посто- 

г / 2тГ
явная. При больших значениях —1/ -у- выражения (31) имеют вид:
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а««=т»р те * со5т]//т(г-г>)'

Ьо(г) = то|/е sin—|/֊0 (г—г։).
Принимая в (17) Q(r, tj = —a։T(r. է) и учитывая выражения (30), по­
лучим

2-
F(‘) = T

2“ *?х
a, cos— (է֊ T0)-b։siny (է --0) 132)

где для краткости введены обозначения

Е*(0 (Г _ kr2( 1 -Hh(t) 
2kr,(l -Ւ v)l[։ EJt) e2(fi)

։33)

b, = b,(t) =
-glgMfi 

2kra(l -H)l
kr2( 1 4- '») 

E։(t)
— £։(гз) -4֊

kr2(l 4֊ •*М)1

ад J
Կ(Օ~- —- ֊֊ \ a0(r)rdr, 

G

նՕն)},

r.

(34)

Подставляя (32) в (25) и производя интегрирования, получим

A(t) А(\)-х. а2 ֊I՝ Л'(^ ybt
-mtt-U

I — е
П1*

2к 2л
— а3 cos՜- (է ֊ հ0) 4- Min у (է֊ ր0). (35)

где

Из (27). (35) и (26) находим:

Հ(է» -E(Tft)Df о;(-о)~теМЕ(т0)Ог(ъ)-- ՚ Հ с, 
Т] — ПГ
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Аналогичным образом сосгавляя выражения для 1)(г. и u D,(r. И н 
подставляя и (26). будем иметь

Հ(է) E(Tf,)[J (T1>) . խ;(է„) Rl-JHlrJD.i-,, - J—'"֊
1 >i — nr*

<42՛
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=■=__ -____ — -— . . - ------------ - . - - ~■- •֊ -- --------------■-

где

ԳԱ)-Д1 ֊ )A(-J !-4(0֊Դ.<ր).

ОД-,.) ֊I' 4)Л'СЛ1+—Ь(г)֊го։(г)|, 
' г- I О

I) (\) = 4*ձ(’օ) - տ0։(ր). |
D>֊„) ֊ 4»A'(T,J £,։(r), I

Л 01
:„։(г> . 1 - а0(г), e$(r) - — boiг>.

։ — 7 I — v

(45)

(46)

(47)

Для рядна.: ь.чог о и ере м еще ։ ш я ио л учим

2- ^)A(t) I ^(r)cos^(l

4- -c(i bin — (է

§ 3. Усадочные напряжения

|48>

Исследуем напряженное сос!оянне бетонной цилиндрической тру 
бы, помещенной н упругой С[ с, вызванное օւ усадки бетона. При 
плоском деформированном состоянии интенсивное.ь усадки бетона мо­
жет быть выражена инпнщ.мог. ыо []]:

Տ(ր, Ա ■ Sf/r)[e е 'j. (49)
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где функция S0(r) выражает закон распределения интенсивности усад­
ки по толщине трубы, а выражение в скобках характеризует рост ин­
тенсивности усадки по времени.

Тогда, согласно (6), функция напряжения ползучести Ф*(г, է) 
должна удовлетворять уравнению

—st, —<t I
Г‘Ф*(Г, է) = ^le -~e 1 V։S„(r) + E(t) [ т‘Ф’(г. -.) Հ-8(է. -)d-. (50)

1 - J ժէ

Рассмотрим случай, когда S0(r) удовлетворяет уравнению

V*So(r) = O.

Это позволяет нам искать компоненты напряжения Հ г, է) и Հ(ր. է) в 
виде

e;(r,t)=2A(t) + §9. (51)
г9

«г. t) = 2А(») - ։Ջ (52)

где неизвестные функции A(t) и B(t) подлежат определению из гра­
ничных условий

Հ(ր,է) = Օ, при r = rv

9(г, 9я — kU*(r, է), при г = гг. (12)

Удовлетворяя первому граничному условию (12). для 5*(r, t.i и Հ(ր, է) 

получим следующие выражения:

з’(г, 0 = 2^1 — —^А(0. (53)

+ (54)

Для определения A(t) предварительно запишем выражения для ра­
диального перемещения U*(r, I):

U*(r, t)= (I է- ՕրՏ(է) + Լր՜Յլյ 7)Հ(ր. է) чзДг. է)J 

t

— О + 9г j 1(1 ֊ v)3;(r, հ) Հ(ր, -)1 -֊-6(1. -.)(հ. (55)

Подставляя значения Հ(ր. է) и Հ(ր. է) из (53) и (54) в (55) и удов­
летворяя второму граничному условию (12), получим, что неизвестная 
функция A(t) должна удовлетворять следующему интегральному урав­
нению:
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t
A(t) = 4-E«(t)S(t) + {l _ 2v+ ZL") E*(t) I՝ A(t)^-8(f,t)dt. (56)

2 Լ Г? / J Ժհ
•II

Дважды дифференцируя уравнение (56), после некоторых преобразо­
ваний, получим

A"(t) -? m‘(()A'(t) = 4՜ + 1տ'(է'| (57)
Հ*

при следующих начальных условиях:

A(tg) = О,

А'(-,) =-֊-E։(-t0)S'(t։). (58)

Решение уравнения (57) при начальных условиях (58) имеет вид:

,\(i) = 4-E‘(T0)S%)fe dx + 
Հ J

t i

՜է՜2՜] <-' ՜ d՛ i'e ” E(t)[S"(O + lS'(5)]d(. (59)

—»re - »t
Подставляя в (59) выражение S(t)=SJe — e Ju учитывая допу­
щение (23) и (24), получим

-«•(i-Tj
A(t) ֊ — E*(t)Sose՜^ I....... ՜է ~±. . ------+

2 1 ЦЕ*{(| «I*—sj րո*

-«(’--J
4- _1ճւձ_ Izz?--------I. (60)

m* — $ s

Тогда компоненты напряжения (53) и (54) определяются формулами:

—»((—ч>1
7 —s 1-е 

гл * — s s
(61)

ПГ — S S
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Из условия задачи и (2) следует

«г, 0 = է) + «г. է)] + Լ*[Տ(1)]. (63)

Вычисления дают
-տ*Ա-րՀ։

Հ(ր. I) = 2vE*(()S„se ' -------- +
I I Е*(П in — s ] m* 

- «(« -j
• JLzL.1 ~c I + 

։n* — s s I

-Tj(i •։„» -Ш-%1

h—S T, 7J —S s I

Здесь использовано соотношение

I ->U Т.»
i.’isd)! E,(ns„Se ՛ •’ ճ_ .

I Հ ՜>; — s S

(64)

(651

При предположении упруго;։ работы 
ющцс значения компонентов паи ри ;•:«՛.•. ня:

материала получим следу-

ր' (66)

Тогда из (61) и (62) получим окончательно следующие формулы:

Հ(ր. է) ֊ э л—— +
ГП* — N П|'!

h’(T.) ■■
E*(t) in -*U 

с

(67ւ

ill’ll

'(Г, է) -■ :.(Г, 
I in 111

I -r
-sit-

1 -e
(68՝

I е

где функция

/ՀՀ = ՚
Ill И!

е___
-nil

(69)
lie(t) m’ S

характеризует влияние ползучести бетона на напряжение.
Из структуры формул (67) (69) слсдуе։, что влияние свойства 

ползучести бетона одинаково во толщине трубы Вместо формул 
(63) и (65), Հ(ր. Ա можно представить и в следующем виде:

<v. I) ֊ v|-r(r. t) = (r, l))Z(l. ֊.0) r E։(t)S(l)Zt)((, (7C
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где ХоОо՝ *) имеет значение.

z.(l...) = L^ + i^—(1
7, — S Tj Հ -- Տ ,

(71)

Из (73* и (75) следует, что 

/.('«. ’и) - brnz(t, ֊„): 1.
I 1,

Հօ(՜օ՝ ՜«) — I'и։ /J և ՜ւ)) — •

а с течением времени эти функции 
При է -> до (т. е. при больших

монотонно у б ыв а ют. 
է) имеем

Х(оо, тЛ) = lini z(t. = ֊է]1 — — I

zJ00• -o) iijr‘ zA ՜օ) 1 4- ECE(

Функции 5r(r, t! и 7Jr. I) возрастаю! более быстрыми темпами, чем 
убывают /(է, т0>, поэтому в конечном счете ди. О и ՀՕ՜, է) возрастаю!

Численный пример. Иус-ь замыкание бетонного кольца, отношение

радиусов которого — 1,25. производилось в познаете -Л - 7 дней-
г,

кг1 = и,I Е0 — 2.1<Р кг/см-. V =—; So-—2-.I0 s 0.UC85 1 : пара*
6 день

метры ползучести возьмем следующие: А, - 4,ծ2,1Օ езг/кг Чень-.
Со = 0,9.10 5 у. 0.03 —1 : 0,026 —: г„ Г| -2-

день dt нъ 2
Предварительно вычислим шачс-ния функции

m (1) -,|1 ֊! <72։

для некоторых значений ։• Здесь

(73)

(74.

E,(t? Ц, 1 V ֊С |.

Պ1 -'п) I

Ниже в табл, i приводятся пеко о^ыр значения гп’ и Е* по фор­
мулам (72) и (73).



60 М. А. Задоян

Значения m*(t) и Ւ.*(է) по (72) и (73)
Таблица /

• 7 14 28 60 90 180 I год оь

т*(1) 
сЛО 

10»

0,0358

0,2003

0,0378

0,2517

0,0-105

0.2862

0,0401

0,3784

0.040-1

0,4642

0,0105

0,4317

0.0401

0,4453

0,0399

0,4553

Из этой таблицы следует, что in*(t) меняется в течение времени 
несущественно.

В табл. 2 приведены результаты вычисления по формулам (68) 
и (69).

Таблица
Значения Հ(ր, է) и հ((, т0) по (68) и (69)

է 7 14 28 со 90 1Տ0 1 год ОО

Հ(է. -о) 1.0000 0,7770 0,6591 0,51’3 0,527-1 о.5240 0,5-140 0,5320

Հ('ւ. *) 0,0000 0.4256 1,1621 2,8000 4.0565 6.5669 8,6208 9,1298

<(Го, է) 0,0000 0,3809 I ,о;о_> 2,5061 3.15398 5,8778 7,7162 8,1718

<(гг. է) о.сооо 0,2460 0,9330 2,2959 3,3315 5.3849 7.0691 7.4864

По табл. 2 приходим к следующим заключениям:
1. Напряжения, возникающие в трубе от усадки бетона, в тече­

ние времени растут и примерно через год достигают своих макси­
мальных значений.

2. Учет ползучести уменьшает напряжения почти в 2 раза.
3. По направлению к внутренней поверхности трубы напряже­

ния растут, ио эти изменения не существенны.

§ 4. Напряжения, вызванные внутренним 
гидростатическим давлением

Рассмотрим напряженное состояние бетонкой трубы, помещен­
ной в упругой среде, под действием внутреннего гидростатического 
равномерного давления р. Функция напряжения в этом случае удов- 
лет вопиет бигармоническому уравнению

?<ф*(Г, 1)==0.

Согласно с -ним полагаем

Հ(ր, է) = 2A(l) + М 

?(г,։) = 2А(()-^ф. 
г-

(51)

(52)
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Имеем граничные условия

°’(г« 0 = — Բ. при гс=г։. (75)

Հ(ր, է) — — kU*(r, է), при г — ra.

Используя первое условие (7 л), получим

I Հ(ր,է)-շ(1-ճխէ)-1թ,

1 <(г. 0-2(1- -^)A(V -Jp.

Հ{ր, О = 4vA(t). (77)

Последняя формула получена из (2) при Q(r, է) -0 в е’(г, է) = О
Между перемещением Ս*(ր. I) и компонентами напряжения (76) 

имеется зависимость
1

Ս’(ր, ° = Т77Г г|( 1 ՜ v,3'(r- 1 ’ ՜ w’(r’1)1 ՜(1 + ,)ր 0(1 ՜

Щ*) յ

7)Չնր. т) — *Հ(ր, ^յ֊֊ձքէ, Հ)(հ. (78)

Подставляя в (78) значения Հ(ր, () и Հ(ր, է) из (76), удовлетворяя 
второму условию (75), получим, что неизвестная функция A(t) удов 
летворяет следующему интегральному уравнению:

2(|֊4֊)А(0֊4р֊ փ-2՝' + 4Խ')+ 41՝I
\ րշ / г4 E(t) \ / г?

которое двукратным дифференцированием приводится к дифферен­
циальному уравнению

(О 4՜ m*(t)A'(t) — 0. (79)

с начальными условиями

ԻА(-в)
Е-(Хо)

2kr2(l Г 7)
1 ձ1ճԼ__ձԼ 

Е(ч)
(80)

А%)
Е*(т0) 

кг..(1 + у)2

кг.,( 1Ч- у) |րլ 
Е(-в) ]/г* Р (Ы)
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Решение дифференциального уравнения (79) с начальными условиями 
(80) и (Ց1) будет

1 - 
A(t) = A(4)+A'(4)[e ՝՜ d-..

• ՚

Учитывая слабую изменяемость m’(t) и делая пял преобразований, 
находим

Подставляя (82) в выражение Հ՚/ր. է) и преобразуя, будем иметь

где

Հ(ր, է)= :,(ր. է){։ (83)

! kr2( 1 - v) Ռ |x.l։r»(l 2,4- r?\
□ fr 7 ) E 'o) Г’ ' i-Ն.)1 ' ri I

Г| n ТЯД1
. n krs(

1 — - --------±д I 2,+ * rs
П E(^) \ r2J /

?ր(ւ՚. Պ,)-
- W+t

I ад г
(85)

. кгй /,
Е^о) \

Подставляя (82) и выражение ~*(г, I), получим

Հ(ր.է) »,(Г. (Г, т.)П-е-”'‘'-мЛ. (86)

•Из 77) и (82) получим:

Հ(ր, է > = տ,(ր, Դ)'։ I - Sz(^)i I - e-e’lblJ Ji . (89)
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где

кг;П 4- v)

01(Г,’0
E(’J

.՛

Мч>)
in*

H(’J
■հ Г5 (90)

/)-,-.(т0]Е*(г։1) 
кг,(I ±У ՜' 

&•«>

(91)

Введем и (S3), (Кб) и (89) обозначение

е «V ’-«J- (92)

где խ. ւՀ. определяются формулами (85). (88), (91). и сделаем нс
союрые замечании оиюснтельно общею характера изменения ком-

ментов напряжения но времени Влияние ползучести бетона на не
личины этих напряжений характеризуется функциями /г(г, է. -0),(

Так как т* 0, то՛в (92) выражение, находящееся в квадратных скоб­
ках. монотонно возрастает. В зависимости от знака и значения [1, ,(г, :0) 
функция /,(г. I,может убывать или возрастать. Из условия

о/.г.'г. է. •.) 
ժէ Г, m*e ^0

(г. т-

2>

о -

находим, что при t —оо функция (92) принимает экстремальное зна­
чение. Далее, имеем

—ե- = Sirm« е—■" - 1 = Э,гп,։.I М.г)

Из (88) н (-91) следует, что % и положительны. Следовательно. 
'/? ։» Ն (з поэтому и -'(г. () и з’(г. ()) чоно.оино убывают, стремясь 

к своим мнипма. иным значе ։ияу. и; и է — • :

1 ֊ ;<г(г. -а) = 7_.(Г, ТО. -д г. է, Т„) •֊֊ I,

I //{“(? ~ Z'(r- Т(1! Հ //( XJ. ՜0) I .

Из (85՝ пидно. что ?f<0. поэ ому /, и Հ монотонно возрастают, 
стремясь к своим максимальным иначе при I -►о՜՛:

։ - ?*(г. ՜օ> = /«և 'о)' 1-

Численный пинчер (lyctb'-ft— да.; / = 0.1; ՜ = 1,5. :i осталь-
Г1

иЫе параметры имеют те же п .;•■՛■/и , которые приведены в числен­
ном примере предыдущею параграфа.

Для нашего примера нозь/.е.ч ш* - 0,04.
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Значения /г и / . ко формулам (92)
Таблица <?

է-Հ0 7 и 28 60 110 ISO 1 год СЙ

Հք(ն. է) 1,0000 1.0300 1.0903 1 ,С(ХХ) 1,оосо 1,00(Х> 1,00:)0 1.0000
Հր(Գ. է) 1,0413 1,0792 1,1280 1,1801 1,1972 1,2060 1,20 >2 1,2061
Հր(ր«. է) 1,2339 1.4176 1,6՜49 1.9515 2,30 к 2,0861 2,0370 2.0883

7,յր։. է) 0,9472 0.Տ05Տ 0,8177 0,7853 0,7653 0.7549 0,7517 0.7514
7_-ր(և. է) 0.9413 0,9096 0,8394 0,7736 0,7526 0.7416 0,7414 0,7411
Լ^2ւ է) 0,9391 0,6913 0.8241 0,7524 0,7234 0,7173 0,7170 0,7167

Из последней таблицы приходим к заключению:
J. Напряжение а*(г. (), вследствие ползучести бетона, затухает 

на 25-30%.
2. Напряжение Հ(ր, է), вследствие ползучести, растет до двух 

раз.
3. В толще трубы, по направлению к наружной поверхности, 

влияние ползучее!и растет, но эти изменения не существенны.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступило I X 1956

U*. IS.. Զապոյահ

ԱՌ ԱՋԴ ԱԿԱՆ ՄՆՋԱՎ-ԱՅՐՈՒՍ ԳՏՆՎՈՂ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԻՈՂՈՂԱԿԻ 
ԼԱՐՂԱԾԱՅԻՆ Վ.ՒՃԱԿԸ ՆՅՈՒԹԻ ՍՈՂՔԻ 2ԱՇՂԱՌՈհԱՈՂ

Ա 1Г ф П Փ Ո1' Մ

ական if իջււէՀաjjiiii մ '[էոնէքոէլ (и ողո՛ք ակ fl / inր if ու Л tn յ քւն 
լք աո fl'll ղո յՈւ ft յան ունեն if fl *արր Ш л ft! in ill ւոն րն I. ր [•?], [»7j , [б'р

՛ներկա in*fitin in ան pin if III unuf'lnnti [։p<f <ք Լ nut in ձդուկան ifftհ in .f in յ ր n i if 

դանւքող րհ nt ոն j tn fn n ղ n if in If ft հհրմn t {Jյան tfr n ifi ttfn in fl յ n i 5<Ն/, րft t] , րե in n'h ft 

կծկա մ fig և ներքին > /< if ր n n tn in in ft If ճնշւււ մ1'!1 It! it in у in gm <) ЦП րւք uiA Ո1J fl'll if քէ- 
ճւոկր՝ ոողրքւ հաշւքաո ա մnif t

<ht in if ե I n if ոողյ՚քւ in I; и n c fl f ա՛հ j /J ч ft ւքնւոկ tn'lt հաւքաուորուԲներից, ա ր * 
ոաւծւքած են n ա՛հ ini եե ր ե րերվաձ են թվային որ քւ՚հ ակն!, ц, npn'ltp ւքոլյւյ 
!ւն niuiffiu, որ ո it if ր ft •">/. ու և ահ րո tf J nt if in'htn կ ft րն f! tn tj put if քարու մներր fnn~ 

ւրււքւոկում ւրրոլքւ ’հւքադուէք են г
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ДИНАМИЧЕСКАЯ метеорология

А. М. Мхитарян

К вопросу о распределении атмосферного давления 
на уровне моря в общей циркуляции атмосферы

§ 1. Введение

При построении моделей атмосферных движений приходится учи­
тывать многие факторы, действующие в реальной бароклинной ат­
мосфере, как, например, приток тепла от Солнца, силу тяжести, от­
клоняющую силу вращения Земли, силы внутреннего трения, орогра­
фию местное.и и т. д. Однако при построении математической теории, 
с целью получения качественных и количественных оценок, всякий 
раз приходится идти на различные упрощения, основанные на следую­
щих соображениях.

Критические скорости в атмосфере весьма малы, поэтому поток 
воздуха в пей всегда турбулентный. Можно показать, что в извест­
ном приближении силы внутреннего трения прямо пропорциональны 
градиент у скорости, т. е.

где т касательное напряжение, v —скорость. р — коэффициент. При 
этом оказывается, что ц — коэффициент турбулентной вязкости- в 
сотни тысяч раз больше молекулярного коэффициента динамической 
вязкости.

Установлено, что коэффициент турбулентной вязкости (или тур­
булентного перемешивания) зависит от скорости ветра, от вертикаль­
ного температурного градиента (г. е. ог устойчивости стратификации 
атмосферы), от шероховат ос։ н земной поверх нос:и и т. д.

Далее, так как атмосферу можно рассматривать как тонкую 
пленку больших горизонтальных размеров, то отсюда следует, что 
вблизи земной поверхности всегда существует планетарный погранич­
ный слой, в пределах которого турбу. ситная вязкость играет значи­
тельную роль, в то время как вне этого слоя турбулентная вязкость 
будет играть ничтожно малую роль.

II. Е. Кочин в работе, посвященной упрощению уравнений гид­
ромеханики для случая общей циркуляции атмосферы [I], считает, 
что в каждый данный момент известно распределение темпера։уры
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во всем пространстве и давления на уровне моря; далее, по этому 
распределению он ищет распределение давления и вектора скорости 
частицы воздуха во всем пространстве.

Исходными в задаче Кочина являются уравнений Навье -Стокса» 
которые он записывает в сферических координатах.

При использовании граничных условии на поверхности Земли и 
благодаря малости отношения 3/а, где о —толщина тропосферы, а 
радиус земного тара, эти уравнения весьма значительно упро­
щаются.

Так, пользуясь вышеуказанными условиями и уравнением нераз­
рывности, Кочин показал, что а случае стационарной зональной цир­
куляции атмосферы вертикальные скорости во много раз меньше го­
ризонтальных и что силы вязкости и Кориолиса имеют один и тот же 
порядок величины.

Кочин произвел также оценку толщины пограничного слоя, при­
чем полученный им результат по-новому ставит вопрос о влиянии 
вязкости на циркуляцию атмосферы.

Итак, для случая нестационарной незональной циркуляции ат­
мосферы полученная Кочиным система уравнений гидродинамики 
имеет следующий вид:

п д 1 I Ժ /1О»
?~дГ = 2o>cosr/pv, ֊ т ձ + ժփ ժք )• ( Լ2)

Р<~ = - 2«).cos Opvo —J—; ?--4- -у-( p b (1.3>
■ T>t a sin 0 at. 1 dz \ ՚ Ժ7. J

£+gP-O. (1-4)

<
1 с fixч — ар sin b | G'Assin о -J- ՜է՜ 1,а/ j) Լ

p = RpT. (1.6)

Здесь система координат сферическая, причем х - высота над 
уровнем моря. О — дополнение широты, увеличивающееся к югу, X 
долгота, увеличивающаяся к востоку,

vq,v,..vz составляющие вектора скорости, соответственно, но 
осям О, X, z,

р, Р. Т давление, плотность, температура атмосферы, 
а радиус, земного шара.
«»-֊ угловая скорость вращения Земли вокруг своей осп. 
g —ускорение силы тяжести.
R — газовая постоянная,
•> коэффициент турбулентной вязкости | > — — ).
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В случае с։апионарной незональной циркуляции атмосферы си­
стема (1.2) (1.6) *ще более упрощается и принимает следующий вид
(в случае ц — const.):

Ժ4* ■ .» , 1 dp ,3? +2«.cos0pv. T¥)-, (1.7)

.։^-2„с<ьЫ, -ԼՀ1՛ (18)

+ <>■ (1.4)

v, = I [— (pvtSin 0) + 4- (pvi) <lz,
Opsin6 J oh v Ժ)

p = pRT. (1.6;

И, наконец, в случае стационарной зональной циркуляции и 
мосферы эта система принимает особенно простой вид. гак как ни 
одна из входящих в нее величин не будет зависеть oi

Для полной определенное гл этих систем следует поставить сле­
дующие граничные условия: прилипание к Земле, ограниченность 
скорости на бесконечности; кроме того, задаются распределение дав 
ления из уровне моря и температура во всем пространстве, г. е.

р|»-о = р0(о, А. է) И T(z, О, А. է).

Для первою случая задается также начальное состояние атмосферы
Таким образом Кочин подробно рассмотрел влияние вязкости 

на гидродинамические процессы в атмосфере и мим положил начало 
многим новым исследованиям в области математической теории общей 
цирку л я цип ат мосфе ры.

\. Л. Дородницын показал [2], что задание распределения з> 
мосферного давления на уровне* моря не обязательно, ибо оно 1акжг 
может бьно получено теоретическим путем. Дородницын рассматри­
вает атмосферу как пограничный слон и в качест ве исходных данных 
считает известным зональное распределение температуры во всей ат­
мосфере. Гахпм образом, по Дородницыну, в случае стационарной 
зональной циркуляции задача сводится к интегрированию системы 'иф- 
фере н цн а л i. н ы х уравнений

— । ч  4֊ 21 о vos Կ[է\,-----(1.Ю)07. 1 oz I а Ժ»\ Հ

2и> COS OpVti = О,

р — р41ехр

11.И)

Д.12)
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։

V։=-iirji(?v’sinf'’d7- (bl3)
Շ

при следующих граничных условиях: при z = 0. V9 — v>. ~ v, =■ 0, а 
при z -► с»; v$ = v? = О, V/ ~ 3u> Н sin 0.

Второе граничное условие устанавливается следующим образом: 
основываясь на данных наблюдений над серебристыми облаками, До­
родницын предлагает учесть о.с. звание атмосферы 01 Земли на боль­
ших высотах и считать на бесконечности абсолютные скорое;и конеч­
ными.

Тогда vq и v, из уравнений движения (1.10) и (1.11) можно вы­
разить через р0, пользуясь (1.12).

Затем, подставляя эти выражения в (1.13), будем иметь
II
j~-(pve sinO)dz = 0, (1.14)

о
откуда и определяется рп, а следовательно, и р. v(J, vk, v4.

Дородницын принял р постоянным, равным 1 MTS, при этом рас­
пределение ро получилось качественно хорошим, однако вычисленные 
градиенты dp0/d'J оказались преувеличенными.

Коэффициент а в предыдущих случаях был принят постоянным, 
но мы уже отмечали его большую изменчивость. По этому поводу 
заметим, что для коэффициента и предложено мною различных мо­
делей.

И. Л. Кибель (3] при решении задачи о распределении ветра по 
высоте, принимая по Прандтлю вблизи шероховатой стенки с шерохо­
ватостью z0 условие 

где к = 0,36— 0.40, z —расстояние от стенки, -0 — касательное нанря 
жение на стенке, и соотношение 

приходи! к выводу, что v вблизи такой стенки растет с высотой ли­
нейно. считая, далее, что этот закон имеет место во всей толще ат­
мосферы. Но если эта модель хорошо описывает явление вблизи зем­
ной поверхности, то на больших высотах она уже неверна. Поэтому 
М. И. Юдин и М. Е. Швец [4] при изучении того же вопроса пред­
ложили следующую модель:

(115) 
Ich; при z>h,

где с и h — постоянные. Расчеты по этой модели дали вполне удов­
летворительное согласие с наблюдениями.
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Существуют еще и другие модели, на которых мы не останав­
ливаемся, исходя из того, что для наших целен достаточно пользо­
ваться одной из вышеприведенных. Заметим, что Л. М. Обухов [5] 
теоретически рассмотрел вопрос об изменении коэффициента турбу­
лентного перемешивания с высотой и пришел к выводу, что указан­
ный коэффициент вблизи земной поверхности в некотором слое, на­
званном им подслоем динамической турбулентности, растет с высотой 
линейно, а на больших высотах асимптотически приближается к не­
которому предельному значению.

Е. Н. Блинова в работе |6|, посвященной определению давления 
на уровне моря, пошла по новому пути. Так, если Кочин считал из­
вестным распределение давления на уровне моря и температуры во 
всем пространстве, то Блинова не вводит этих ограничений и строит 
свою теорию, привлекая к рассмотрению уравнения гидротермодина- 
микн идеальной бароклинной жидкости на сфере.

Уравнения движения берутся в форме Эйлера, причем в качестве 
третьего уравнения берется обычное уравнение статики. Задача ре­
шается на некоторой средней (так называемой безднвергентной) вы­
соте. на которой

рустах, т. е. -pvz^0. (1.16)

Все движение воздушных масс в атмосфере рассматривается со­
стоящим из основного зонального потока и малых отклонений от по­
следнего. которые будем называть возмущениями. Пусть скорость 
зонального потока

Уд(0, z) = a(z)a sin 0, (1-17)

где a(z) —угловая скорость вращения атмосферы относительно Земли, 
не зависящая от 0, а давление и температура

р(0. г) -- р00(г) -г ааимхр sin5 О,
(М3)

Т(9, z) = T^fz) 4- M(z)sin2 О,

где РооОО и T^z) —давление и температура на полюсе, a M(z) пе­
репад температуры от экватора к полюсу. Далее, составляется урав­
нение Фридмана, отвечающее оси z, и пренебрегается членами с вер­
тикальной скоростью. Упрощенное, таким образом, уравнение приме­
няется для определения давления на среднем уровне.

Построив стационарное решение, Блинова впервые теоретически 
получила так называемые „центры действия атмосферы".

В одной из последующих работ Блинова [7] дает решение той 
же задачи с учетом членов с вертикальной скоростью. Заметим, что 
здесь температура не осредняется для нижнего слоя, а каждый уро­
вень входит со своей температурой; кроме того, решение представ- 
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лоно через функцию Грипп,, в которой одна из сумм берется в ко­
нечном виде благодаря отсутствию трения

Таким образом, впервые теоретически было получено распреде­
ление атмосферного давления на уровне моря. Градиенты давления, 
как и следовало ожидать, значительно превосходили фактические, 
чю легко объяснить отсутствием учета турбулентного перемешивания 
и частично орографии местности, ւ. е. тою суммарного влияния ила 
нетарного пограничного слоя, которое он оказывает на образование 
ге р м об а ри ческ и х пол ей.

Теория Е. Н. Блиновой дает возможное; ь долгосрочного про­
гноза метеорологических элементов методами динамической метео 
рологин.

В нашей работе [8] построена теория распределения давления ни 
уроане моря с учетом вертикального турбулентного перемешивания: 
при этом мы решили задачу также на среднем уровне атмосферы и. 
кроме того, считали коэффициент турбулентного перемешивания по­
стоянным по высоте и делали некоторые другие упрощения.

В настоящей работе решается та же задача о нахождении ра» 
пределения атмосферного давления из уровне моря при более общих 
предположениях В конце работы эта задача решается другим путем.

§ 2. Вывод основного уравнения

Атмосфера рассматривается как реальная бароклинная жидкость 
в поле сил тяжести и Кориолиса. Чтобы произвести учет влияния 
приземного трения на формирование наземных и высотных барических 
нолей, мы будем вводи и. в рассмотрение вертикальное и горизонталь 
•юс турбулентные перемешивания различных масштабов, причем 
коэффициент горизонтального обмена (•<,) будем считать постоянным, 
а дли коэффициента вертикального обмена •> будем пользоваться раз­
личными моделями.

Выведем, прежде всего, у равнение А Л. Фридмана. определяю­
щее изменения вектора вихря скорости в частице воздуха в случае 
циркуляции реальной бароклинной атмосферы в поле сил, указанных 
выше.

Будем пользоваться сферической системой коордимаւ ■.
Щпншем уравнение движения в векторной форме:

-|Г ГФ- —гР- --I ■.'’֊) + ■!. е 2V ՛■■ (2.11
(Н Կ ' 0г՝. 07. I а- '

Здесь Ф потенциал объемных сил. уФ ею ра/иен;.
уР — градиент давления,

1 — время.
. ' (ք ւ ։ . ° \ i °՜ I /.֊» ft.ձ՜ ТйТоф'О\5Ո1ԺՕ ) 71ո՜օ՜ժ>.֊| ՜՜2

(остальные обозначения приведены выше).
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Уравнение (2.1) можно переписать так:

5+<+ф) 2VX..
(2.3)

|де <2 = rotV вектор вихря скорости.
Возьмем операцию rot от обеих частей равенства (2.3).
Имея н виду, что

rot 0.
получим

If rot (v ха)֊ ֊ rot^-£(-. £') • -Vv'J-2ro«|v ■ <•;. 12n 

Пользуясь уравнением состояния, легко убедиться, что

ro[^-lvp) = ±?TXTP.

кроме ют о.

rot ( «> X V } ֊ р • V)10 —( 11) ՚ V |У °' div V.

rot IV z Լ>) = (Զ. v)V I V- v)<2 —QdivV.

так как div «> = div Ճ = 0.

Подставляя вес эти выражения в (2.4), получим

rf֊֊ ia-v|v ւրրխ' a<iivV42(v-vl»-21»-v)v +
֊֊2,.,-dfvV 'rT Tp + ^.(,^՝) + AvS. (2.5) 

'j i ՚ււ. \ </z / a

Пользуясь теперь тем обстоятельством, что лектор планетарного 

вихря VI стационарный, будем иметь

Кроме того, согласно уравнению неразрывности.

Тогда после несложных тг еобразованитт окончательно получим уран 
нение Фридмана в следующем виде:

±/ճ±֊ճ Xvt vp+
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ԼՃ
р С)7. Ն 2’ А<2. 

а2? (2.6)

Сумму Զ 4 2o> будем называть абсолютным вихрем; тогда урав­
нение (2.6) показывает, что изменение величины абсолютного вихря, 
поделенного на плотноеь воздушных масс, происходит главным об­
разом за счет переноса этой величины горизонтальным потоком, изме- 
нения количества движения с высотой, бароклинности среды и за счет 
трения. В последнем учитываются горизонтальное и вертикальное пе­
ремешивания различных масш.абов.

Спроектируем уравнение Фридмана на ось z; тогда, после не 
больших, вполне естественных, упрощении получим

ժ /о □ 9 v (Հ֊------ 1-----------(ԼՀ 4- 2о> COSV) :
ժէ a սՕ asinO ժ>.

(Т, Р)

а:рТ sin 9

2ւ՚> cos 0 d p V.
֊ дг

(2.71
a

Здесь: <i>z = «>cosG, T(z) -стандартная температура. p = p(z)—стан­
дартная плотность,

Ժ0 d'f. д() д'/.

'2’ = -Ч (V‘տ!՞ ’) - Ст] • (2-8)
a sin 0 լժօ с/Х

Произведем линеаризацию уравнения (2.7), пользуясь методом 
из работы [6]. т. е. будем считать, что движение состоит из основ­
ного зонального потока и малых возмущений последнего, причем рас­
смотрим пока стационарную задачу.

Итак, пусть

V$= \Ч(б, A, z), V) — VA(0, z) ;• VX(0, Л, z). V, -= V։(0. A, 7,).

P = {7(0, z) 4 p(0, Հ z). (2.9)

T — T(9, Z) 4֊ T'(0, a. z).
Здесь элементы зонального потока определяются по (1.17) и 

(1.18), а возмущения v0, v>_, v,, р, Т' считаются малыми: поэтому в 
дальнейшем будем пренебрегать квадратичными членами.

Обратимся к уравнению неразрывноеiи. Это уравнение вдали от 
темной поверхности с большой степенью точности можно записать в 
виде

—(V,sln0)4- — --О.
ԺՕ ԺՃ

Это позволяет ввести функцию тока на всех уровнях атмосферы 
(кроме, конечно, пограничного слоя), так что
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1 Ժ4՛ .. I d‘F—---- ------ V------
a sin О dX а Ժ0

(2.10)

Представляя функцию тока в виде ‘Г - Ф(0, z) I- փ(°. Հ *)» легко 
убедиться, что отклонения скорости v9,vx выражаются через откло­
нение этой функции от зональных ее значений $(0, X, /.) по формулам, 
аналогичным (2.10), а пользуюсь (1.17), легко найдем, что ф— 
— <xa2cosG. Кроме того, пользуясь (2.8) и (2.10), найдем

а, -фдч՜, (2.П)
а-

причем отклонения и 1И между собой будут связаны точно таким 
же соотношением.

Подставляя все эти выражения в уравнение (2.7), приведем его 
к следующему виду:

ժձձ .с./ . Л ,. , 2a2wcos0» ■ _|_ 2(„, + а) -X _ -X ձձ ф----------- ------
(?Х dX а2

Эру, 
di.

ճևճԼ+տ.ձք^). 
'pTsinO дг' (2.12)

В последнем члене правой части мы нс переходим к функции 
тока, с целью вычислить влияние трения в пограничном слое на ба­
рические образования, исходя из уравнений Кочина (I].

Упростим член с бароклинностью. Пользуясь (2.8) и (1.18). 
имеем

(Т.Р)^г —— a2a<up2$jn OcosO
do дХ д'к

Кроме того, так как —- 1. то отбросим а во втором члене левой
«>

части (2.12). Получим

ԺՃՓ , rt d՝j ч. . 2a2«>cos9 d?v*x —- 4- 2ч> —՜-------- -  ձձՕ------------------------- =
дК ծ՜>. a2 ՜ ՜՜ dz

«
'2a*awcos0 dT' . d / ԺԶ, \ .=------------------- I-a-— ( v — • Լ2.13)

... (Ո. OL \ d'L ./

Помножим обе части уравнения (2.13) на р и проинтегрируем по / от

/.0 до бесконечности, где z0 высота шероховатости,

. п ԺՓ Ն л*. •» fd-:. 2 / ԺԶ.. \а —- -|- 2ш г —- ձձ՚ձ pdz —- 2а’(о I —aTpdz -■ aapc( v — 1 .
д'/. dX a3 ' / J dX \ dz /

Կ
(2.14)
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Здесь интеграл от последнего члена левой части обратился в нуль 
в силу того обстоятельства, что \՚Հ = 0 при z — z0 и pv, = 0 при ? ֊՝ ■ ՛

средняя по высоте плотность, а

.. . .. cosGT'fO, Հ z) .О|С.
Հ 2) = —и֊֊ я—’ (2-15)

|t(z)I
Чтобы выполнить квадратуры в левой части, мы должны поль­

зоваться уравнением (1.4). которое мы возьмем в виде

1пР = 1пР„ -£-р£- 

1.Т,

Линеаризируя это уравнение, получим (см., например. |7])

JLf (2.16)

Р Р|» Г т

Здесь р и р„ — соответственно, стандартные давления на высок- 
и на уровне моря.

Возьмем теперь линеаризированное уравнение Лидера, отвечаю­
щее оси

zirb У) — Л
2(«> -|- etg 0 —— а----- — ֊

ժ>. Ժ0Ժ7
1 ?Р 

psin 0 д'».
02.17)

Из этого уравнения легко найти р через ф и, подставляя в (2.16). 
выразить 4 через ро(0. X), а подстановка последнего выражения в 
12.14) позволяет определить р„. т. е. решает нашу задачу до конца.

Остановимся на приближенном решении (2.17). Так как ժծ/ժ* и 
Ժ-=օ/Ժ0ժ>. являются величинами одинакового порядка, а а<- <•՛, р. 
л’Шближенно можно принять

р տծ 2w CoS Op՛]/. (2.16)

Пользуясь ֊.равнением состояния, из (2.16) получим

: ле

(2.19)

ւ2.2(|)

Подчеркиваем, что » не зависит от высоты.
Подставляя (2.19) в (2.14), получим окончательно



Распределение атмосферного давления иа уровне мори 77

Из этого уравнения мы должны определить ?(6, /.); ։огда из 
(2.20) определится р(>{0, >.), и наша цель будет достигнута. Остается 
лишь вычислить первый член правой части уравнения (2.21).

§ 3. Влияние вертикального турбулентного обмена

Мы должны вычислить

(3.11

Этот член учитывает гот суммарный эффект, который оказывает пла­
нетарный пограничный слой на барические образования. Чтобы вычис­
лить его. необходимо иметь составляющие век горя скорости во всей 
голще атмосферы. Но предварительно заметим следующее. На боль­
шом расстоянии от Земли, вне планетарного пограничного слоя, влияние 
турбулентной вязкости исчезает; поэтому нам необходимо вычислить 
значение этой величины лишь в непосредственной близи от Земли 
Для этого мы воспользуемся уравнениями Кочина’ [I]. которые мы 
запишем в следующем виде:

0 ( dvo \ , , 1 up2м .՛. ֊ ՚ - 1 •

1 др _ 2m>cgs0 дф
ар sin О <п. a sin 0 д/.

Тогда система (3.2) перепишется в следующем виде:

dz \ տ. ! ?■՛> ԺՕ

o' / dv>.\ _ . I dp--- v----- 2«» COS 9V$ ֊֊ -------  
dv. \ dz / a о sin 0 d).

(3.2)

Так как на большом расстоянии 
зает и гам существует функция тока 
что между полем давления и полем 
дующие приближенные соотношения:

оI Земли влияние трения пече­
но (2.10), то мы будем считать, 
функции .ока существуют с.те-

1 др _^Հ2աշօծՕ до 
ар дО а дО

(3.3)
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Ժ : t 2»oCosG__ I у — 4- շ0> cos 6va =------------- ~»
az \ dz- J a aO

d > dv,_ 
dz Լ dz

rt 2» cos 6 ժծ— 2(0 COS OVo = -------------- —
a sin 0 cd.

(3.4)

В тонком приземном слое мы можем считать, что горизонталь­
ные градиенты функции тока не зависят от высоты и равняются их 
значению на верхней границе слоя трения; обозначим через $0 значе­
ние б на этом уровне, тогда

Ժ / <>vo \ . 2<«cos0 Ժ-Հ— V---- ~ 2u)C0S(lVx=------------------ °
ժւ \ dz / а ԺՕ

2<u CoS Ovq = 2oi cos 0 ժփօ 
a sin 6 Ժ).

(3.5)

В качестве первого приближения мы примем, что •* также не 
зависит от z; тогда при граничных условиях Vi=vx =0, при z = 0 и, 
учитывая, ч.о скорость ограничена на бесконечности, получим сле­
дующее решение (принимаем z0 = 0):

V 1-- ------------------
a sin О а).

. \ 1 ժ՚ճ —гх .
। — е cosrz---------- -- е sinrz

/ а dO

1 дй0 { -гт \ I ԺՓ» -г-’ . (3.6)
V* = — - 1—е cosrz — ------  -i’c sinrz,

a qU \ / asinO Ժ).

где ր = ֆՀ 25”°— (3.6՜)

Подставляя это решение во второе из соотношений (2.8), беря 
производную от этого выражения no z, получим

I °՝հհՀ 11 —й----- =------| 0JV COS
\ dz } Ц2

о
■^о

bJ V^s9.(sitl0^o_^<,\ (37)
2а2 cos 6 \ ԺՕ ժ>. /

Пренебрегая первыми производными or % ио 0 и X по сравнению с
значением .Лапласиана от %, получим

=--J-K«.-<toS0 Дф0. (3.8)
\ di. ) а- 

о

Это выражение нами использовано в [8].
Однако, как отмечалось выше, именно в тонком приземном слое 

происходят значительные изменения коэффициента v; поэтому при­
нять его постоянным по высоте в этом с. ое нельзя, и мы сейчас рас­
смотрим случай, когда ՝> растет с высотой по линейному закону, т. е.
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v = coz, (3.9)

причем с0 выбирается так, чтобы на высоте шероховатости получить 
молекулярный коэффициент вязкости; с0 не зависит от z, но может 
зависеть от горизонтальных координат.

Воспользуемся системой (3.5); тогда, на основании модели (3.9), 
эта система примет следующий вид:

Ժ / dv, \ , 2<6cos0 2wcos0 ժձ0
— z— H------------- Vx —---------------
oi \ di c0 coa <w

ծ I Ժ\հ \ 2«ccs0 2ojccs6 ԺՃ ...

oi \ di ) c6 cflasin{l dk

Эту систему можно привести к следующему уравнению:

— j г гЛ- \ ... Ճ1 и = Jiin. (3.11)
di \ дг / ՛ 4 4

Здесь
I; = V® — iv*.

. .. . 2iu>ccs6 ,kf===4----------- --  ։k-,
Со

i< շ.
I Գ

L(_ԼՋճ -p 
a ՛•. sin 0 ԺՕ Ժ0 /

Уравнение (3.11) имеет решение

U֊Cjl0(k) izj 4 c2H0(k| iz ) 4֊ E,

(3.12)

(3.13)

где է, и Ho — цилиндрические функции, a c։ и c3 — постоянные инте­
грирования, зависящие от О и X.

Используя граничные условия U = 0 при z = z0 н U < оо при 
г - со и отделяя действительную и мнимую части, получим

a sin 0 о/-
I ֊ Njfk/z f- N2(ky7), fl ՚

֊ N,(k^-)1 ֊ ֊ ’■ Ns(kl<z .
a (>fj a sin G dK

(3-14)

где
Hjk| i?) her,,(kJ z) +ihci1։(k| z),

X] /I I ՜) - herfl(k| '^)hcr/kl 7 )4-bei.,(kl Հւ1ւօԱ1<1-Դ՜) 

֊ [hcr0(kl +

м /VI _ l;er<՛՜k 1-Л )hei«( ) -1 •ei./kjj;,) her.,(kfz )_ (ЗЛ5)
1 ” 4 ՜ ՜ Pier0(kk z0)f + [he:oi k J /„ if֊
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Подставляя решение (3.14) ио второе из соотношений (2-.3). беря
производную от этого выражения по z. получим

\ OZ
М ----------- - А
— I ">cozi։ ccs 0 ձս<։
а-

£՚ձ_7*ւ
2а* 1 2

Հ (кМ) +
Ժ0 oh

Здесь

M-_________ =ճճ+»-____
[her0(k| հո )|2 + [hci0(k| z„)]'-

где ' [her0(k| z0)]2 փ hein(k| z0)p

\ = her(k| z0)[her,(k| z0)J hei։(kj z„)], 

A, - licr(k| z„ )[her։(kp%)4- heijk | zj], 
B = heifl(k|- zn)(her,(k |/z0) Iteijk).- z„ )],

13, = l:ei0(k| z7)|her։(k|/ z„) l?ei,(k|/z՜)].

Если же пренебречь производными от % no 0 и > по сравнению с Доп. 
то (3.16) примет более простой вид:

(3.18)

Можно вычислить этот же член, пользуясь моделью (1.15) или 
другими моделями, более близкими i: физической сущности явления, 
но все они приводят к громоздким вычислениям; поэтому для наших 
целей будет достаточно остановиться :олько на двух случаях, при­
веденных выше.

Но представляет интерес рассмотреть изменения выражения ('3.1). 
если исходить из более точной системы уравнений (3.4). т. е. учесть 
зависимость -Ь от высоты.

Систему (3.4) при >, не зависящем от высоты, можно привести 
к одному уравнению следующего вида:

Ժ21 >£ճ_ր;ր=. րք£. (3.19)
տր

1 •• fr'KosQ .. 1 / 1 (j՝j .(К \r, = r| 2i, r֊ =----------- , ե= ------ --------L —։-Xy /3.20)
•» a \ sin 4 d'/. oh j

При граничных условиях, использованных для решения гн темы ՚3.-՜ւՀ 
уравнение (3.19՛ имеет следующее решение:
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и = ր՛ 
2

(3.21)

О где л я ч л ействител ы յ у ю 
для скоростей. Э;е выражения 
их громоздкости, по вычислим

и мнимую части, получим выражения 
мы здесь П{ йводпть не будем из-за 
(3.1). Пользуясь (3.21), имеем

- г. l'Ee f'dz.
"z .1

О С
или

dv0 2րտ Հ/ժձ . I ժծ . \ —гх.— =—I (- -- cos rz 4----------- -sinrzje dz,
Г/Z a ,՛ \ԺՕ sin 0 Ժ). /

о

<)\x 
d/.

2r2 f / I ծ՚՚յ O'j . \ -,f.— ; — ccs rz-------  sm rz e az,
a „I \ sin 0 Ժձ 30 у

I)
или

<x
I Aye "sinrzdz.

,1
(3.22)

Здесь мы отбросили член]»: с первыми производными от у. Если в 
(3.22; положить. ՜֊::օ Ф не зависит от высоты, го оно. как легко убе­
диться, переходит в (3.6).

Чтобы выполнить интегрирование, мы воспользуемся выражением 
(2.16) и приближенным соотношением (2.18).

Считая стандартную температуру линейной функцией высоты с 
вертикальным температурным градиентом у, вводя % как значение б 
ла верхней границе слоя трения и пользуясь обозначением (2.20). 
получим

\ То/ 2">.1 о՛
(3.23)

Подставляя (3.23) в (3.22), но..учим

-------L | । toy cos fj---- Լւ \ձփ0- I A'2dz е "sin rzdz.
\ дт, ,1 а2 \ Т„ / ' и>а2.1 \ J /

V ио
(3.24)

Если же решить уравнение (3.11) с правой частью, зависящей 
от z при тех же гравийных условиях, то получим

U = -| i Н0(у| i)
Ь(уЯо(у I j )dy _

Io(yl r)H։(yl/i)-H0(y]/i)I։(yyi)

Известия 1X: .Хгг 9—6
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Ւ Е(у)Н0(у|/Г)<1у'

+ /։ 1„(у /1) __________ Е(у)Н0(у|/ i -dy__________
1<>(У/i )Кг( у J Т) — Н0(у /ГД։(У Ւ Г) (3.25)

где

k/z = y. k]/z0=y0. (3.2G)

Мы здесь тоже не будем отделять действительную и мнимую 
части, так как сами составляющие вектора скорости пока нам не 
нужны, но вычислим их производные. Имеем

<U
оу

Ус

1 С
ГТГЛТ77 E(y)l lll(y|/ ’)ydy’ 
УоНо(УоУ ։ ) J

(3.27)

откуда
у.

— n°- i (Ejher^y) — Eahei<։(y)]ydy 4- 
yoJ

У«
— 11ЕгЬег0(у) 4- E։hei0(y)]ydy.
У о Jж

. v. У"
QVk _ mQ

д\':,
оу 

у..

(3.23)

E2hei0(y)]ydy Ь

Здесь
у.

У-
~ i l»ohero‘y) — roohei0(y)]A*ydy. 
а Уо J

(3.29)

п =_____  |1е^Уо]______
[iie՛,,! „՛;֊ г [hei0(y0)p

m ______ heroW_______
Ibe^yoJP + i^yo)]4

4- "Դ l(E2her0(y) 4֊ E։hei0(y)]ydy;

следовательно.

(3.30)

Мы поль уе ся некоторыми соотношениями из [9], на основании 
которых леи и можно убедшься, что
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— her0(k/z)---- t к—- |her։(k/z) - hei։(k/z)],
օւ 2y2z
ft ь _

— Iieio'k]/ z ) ----------- =- [herJk/z)-|- liei։(k]zz)],
ծւ 2 у 2z

Уп
p°- [i-er;(y0) 4-hcij(y0)].

yhe։0(y)dy - - [her։(y0) — hei։(y0)].
1 Հ

(3.31)

y*
tpl3her0(y)dy - ֊՝|licr։(y0) + hei^yj փ

+ j/շ fIler’(yo) Ьс’1(Уо)1 + 2y6hei0(y0).

3hei„(y)ay = p^fbcr։(y0)~hci։(y0]4-

- J/'yher։(yo) + Ьс’|(Уо>] -2ycber0(y0).

Подставляя тог; a (3.23) у (3.29), пользуясь соотношениями (3.31) 
и переходя к z по (3.26). получим окончательно

(■' Տ՜) | ~ ՜ 5v <осл с“ ° (1 - տ)ձ՛ ° ՜՜
za

Св 7.
— V 1 > I i lmohei^y«) - r0her0(у)]; ( A-.dz "jdz. 

ovKr J /
«о I,

(3.32)

Здесь M определяется no (3.17), a

^1/2 4s-’- +4
՝ oM У5

R г- hcro(y<3l'ci/v-> 4 kci„' v„ibi'- (3.33)
[Ьсг^уо-г + |l։er0(y0)]2

Коэффициент k но (3.12) имеет величину, не большую чем 
10 'М՜'; поэтому, при сравните, ьно небольшой высоте шерохова­
тости, у0 бу;.ет / остаточно i.a. cfl величиной, и вышеприведенные по­
стоянные метут быть значите..ы.о упрошены.
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В самом деле, при малых значениях уф имеем

Ьег0(уЛ) -> 0,5, hei0(y0) -> - со.

Ьег։(у0) ֊> - со, lieijfyo) -> — оо;
поэтому

м^֊М!Уо2±Ь£։։(Уо)_, (з.1Г)
Ье։0(уй)

R hehfro) 
Ье’о(Уо)

El ~ Ьег/у^) |>3 33
М ՜~ her։(yq) 4-hei։(ytl)

Таким образом, нами вычислен член (3.1), учитывающий верти­
кальное турбулентное перемешивание в различных случаях. В простей­
шем случае, когда v и о рассматриваются не зависящими от z, полу­
чается выражение (3.8); когда оба зависят от z, получается (3.32); 
когда v зависит от z, у не зависит — получается выражение (3.18), и, 
наконец, когда v не зависит от z, а зависит получается (3.24). Во 
всех этих случаях первые производные от ио горизонтальным ко­
ординатам отбрасываются но сравнению с ДО, но это упрощение не­
существенно, и мы. пользуясь простейшим случаем (3.7), покажем, 
как можно довести до конца решение задачи в этом случае.

§ 4. Решение основного уравнения

Это уравнение имеет вид (2.21 Լ причем в различных случаях 
мы вычислили значение первого члена правой части в виде (3.8). 
(3.18), (3.24) и (3.32). Во все последние выражения ихо..ш %; эту 
функцию можно заменить функцией введенной по (2.20). Исполь­
зуя (2.18), имеем

RT
2։п

Переходя от Фо к ? по (4.1) в (3.8), (3.18), (3.24) и (3.32) и подстав­
ляя полученные таким образом выражения в основное уравнение 
(2.21). получим:

« ^ + 2«Ջ.+ Գձտ- с.АД? = F(«,/.). (4.2)
ժ). ал

Здесь, в первом случае (3.8), когда v и փ не зависят օւ высоты, 
имеем 

Տ» —— 
| аТр dz

f То dz 
о
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С. == —У*11——. |/ i»v cos 0 , 

i'Todz 
v

F(0. л) = GZ -f- 2«>

Во втором случае (3.18), когда ՝/ линейная функция высоты, 
а у не зависит от высоты, имеем

\ aTodz 

ai - Ч------- •
jfpdz

с» = V u‘C0ZoCOSO. (4 7)
[Tpdz 
ft

F(0. /.) имеет точно такое выражение, что и (4.5), только во всех ин­
тегралах за нижний предел вместо пуля берется z0.

В третьем случае (3.24), когда v не зависит от высоты, а Ф- 
переменная ко высоте, имеем по (4.3), а

с, ֊ -уГ<,Г'с— V'i^cosG՜ ( 1------L j. (4.8)
fTpdz ' rT° '

2r'-'ve -t’ sin rz Г, . 4aWa Ժ-, 2.՜ , l-:^dz------------------’ Todz.
J g ы

И, наконец, в четвертом случае (3.32), когда ՝» и зависят от лысо 
ты, имеем «։ по (4.6). а

c. = -֊l— k»v.c«eo(i-bs՛ 
fTpdz ' Т°

(4.Ю)
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4аг<։>2а

g
— 4֊ ~- [moheio(k/z) — nol։ero
ок 4

(4.11)

Во всех четырех случаях через са обозначено

(4.12)

Заметим, что искомая функция о безразмерная, а ар «>, с։. сг и F 
все имеют одинаковую размерность \/;ек.

Перейдем к решению уравнения (4.2). Э.о уравнение линейное 
с известной правой частью (. ак как во всей задаче мы температуру 
считаем заданной), причем один из коэффициентов, именно с։, пере­
менный. Решение (4.2) предсавляет значительные математические 
затруднения. Желая получить прос ые количественные опенки его 
решений, мы будем заменять выражение I >cosG или М • |/c0z0cosf) 
их с( едкими по меридиану значениями. В действительности их изме­
нения для средних широт сравнительно малы.

Решение уравнения (4.2) мы будем искать в виде ряда по ша­
ровым функциям.

Пусть нам известно разложение
Сс II

F(0, X) =- V у (F,7cosmX -г Fn” sin mX)p։? (cos 0), (4.13)
n-lm-l

где F"’ и Fnm — известные постоянные, р» (cos G)— присоединенные по­
линомы Лежандра.

Если решение для <? представить в таком же виде
V> И

?(0,X) = У У cosmX 4- sin mX)p®(cos 0), (4.14)
II -1 in -1

TO
2ա&=2<»

n—i m -1 

(с II

с։Дф = — c։V V n(n + 1 )(հ™cosmX ։ </m sin mX)p®, (4.15) 
ti-1 m-l

У V m( — ՚ք,7 sin mX փ cos mX)p՞,

a։^ =

1 ЭХ

00 n

— aj У \ ոխ F 1 )m'՜— sin mX 4 <pnm cas rnX)p*.
Ո-1m-l
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ос՛ ГС
с2ДД« -Сг^ ո2(ո փ 1)а(ф՞ ccsnv. -֊ <p'K sin тл)р™. 

п-յ га-։
Подставляя выражения (4.13) и (4.15) в (4.2), получим следую­

щие уравнения для определения козффициенюв փ՞ и фпи:

— а։п(п փ l)rnc^m 4- շարոփ՜՞ — c։n(n 4- !)<?„ — c2n2(n 4֊ l)։o” = P1;

a։n(n 4- I)m©™ - 2<օո՝.փք - c,n'n 4֊ 1 )Հ՚Ո — c2n’(n 4֊ I - Fi։m, 

откуда

-m _ m|a։n(n 4- 1) — 2<0]КцП1 — n(n 4- l)(c, 4- canfn ֊I- 1) ]F£. 
m2[a։n( n 4- ։) — 2«>]2 4- rr(n 4- 1 f [c։ -4֊ c2n( n -t- 1 )]*

- rr e~ րրվ2|Ոչո_[ 1 ) - ՝41-Հ' 1 • i ՛ (nJ-JJF? (4.16)
пф,п(П 4- 1) — 2u)]2 4- n*(n 4- 1 )=[c, 4- can(n I I)]2

В случае, когда гбрпзс ин».,ькое перемешивание ке учитывается с2 = О, 
мы получаем и?. (4.16)

,:п =n-[g,n(n -1- 11 2о>| Г-՜,',՞1 — с,п(п 4 В К . 
ms(a,n(n 4- 1) — 2«f 4- [с։п(п 4- I)]2

„■П1 _ — т[а,п(пւ_է 1) — 2o.]Fn- C,n(n4- *)Fn 
՛n in2|a։n(n 4- О - 2»'l2 + 1<ևո(ո 4 I)]2

Эти выражения получены нами в [9], при одном частном 
коэффициента с, и F(0, Z).

В случае, когда не учитывается трение, с։ = са = 0, и 
ходим к коэффициентам, полученным Е. 14. Блиновой [7]:

Г*' П1 
«" =------------ L"---------------

ււփ*յՈ(ո 4՜ 1) — 2<°]

(4.17) 

значении 

мы при-

(4.18)

Заметим, что •՝> = 7,29. Ю՜6 l/ct՛/Հ я։ - правильная дробь; следовательно, 
при известны?; комбинациях чисел in и п зиаменате. и в (4.18) могут 
обращаться в нуль или быть очень близкими к нулю. Эю означает, 
что при некоторых длинах волн возмущений решение (4.18) перестает 
существовать. В случае, когда трение учитывается в виде только 
одного вертикального перемешивания (4.17) или в вертикального и 
горизонтального турбулентного обмена масс одновременно (4.16), то 
возможность такого резонанса исключается.

По. ьзуясь выражениями (4 4). (4.7), (4.8). (4.10) и (4.12), легко 
оценить козффициенты с, и с2. Эти коэффициенты имеют значения 
следующих порядков:

с, 3.10~" 1/Ги'к, сг^ Ю՜* \/сек, (■/ = 4м /сек, v1 = 4.1**’ /сек).
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Полученные оценки коэффициентов и формулы, приведенные 
выше, позволяют произвести сравнительную опенку голи и •/, при 
принятых значениях

Результаты вычислений сводим в таблицу:

п п+1 ПШ4-1) гЛпЧ 1)’ с,п(п-1) | г։п?(п-}-1)’

1 շ 2 4 6.10՜* 4.10՜’
5 6 3.10 9. 16» 9.10՜* 9 10՜*
9 10 9.10 0.81.10* 2.7.10— 0.81 10՜*
13 н 1.82.10» ■3.31. 5.46. |(Г’ 3,31 10՜4
17 18 3.06.10’ 0.92.10» 0.93.И)՜’ 0,92.10 ’
21 22 4.62.10» 2.13.10» 1.39.10 ’ 2.13.10՜’
25 26 6.5.10» 4.23.10’ 1,95.10՜* 4.23.10՜’
2.) 30 0.87.10» 0,76.10» 2.61 IO֊’ 7,57.10՜’
33 34 1.12 10» 1.26.10 3,36.10’’ 1,26.10’’

Таблица показывает, что для принятых значении параметров и 
для одного и того же значения числа m вертикальное и горизонталь­
ное турбулентные перемешивания играют одинаковую роль для волн 
с п— 17- 18. Возмущения крупных размеров (малые п) затухают, 
главным образом, за счет вертикального перемешивания; наоборот, 
мелкие возмущения (большие и) затухают за счет горизонтального 
перемешивания.

Итак, имея разложение (4.13) н коэффициенты »։, с։ и с2 в раз­
личных случаях, по (4.16) легко подсчитать все коэффициенты ©™ и 
<?nm и, восстанавливая ряд (4.14). получить поле функции ?(6, X). Тогда 
по первому из соотношении (2.20) определится поле давления ня 
уровне моря, по (2.16) —давление на любом уровне. Поле темпера­
туры Т(9,z) можно взять, например, из работы [11|.

Рассмотрим теперь приближенное решение уравнения (2.21) 
вблизи тех точек поля функции >0, в которых пренебречь первыми 
производными от б0 по сравнению с значением ձփ0 нельзя. Восполь 
зуемся наиболее проси՛ -։ выражением для члена, учитывающего вер 
тикалыюе турбулентное иеремещназние — (3.7).

В этом случае основное уравнение (2.21) с большой степенью 
точности может быть представлено в следующем виде:

. „ ոժօ I . 1 . ոժ?a. cos0 — - ՜ 4֊ 2шесб0 ---------г. — 4------ с. sin 'J — 4-
о\ ja 2 1 ժ>. 2 Ժ9

4- CjCos’Jl^ — օ։էօտ9ձձ© <= N(0, >.). (4.19)

Здесь a։ берется по (4.3), с, по (4.4), са по (4.12). a N(0. X) «■ 
= соэОГД /.), где F(0, л) берется ио (4.5).

Если представить функцию N(0, X) и виде
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X. п

\’(б. Ճ) = V V (Х',7 cpsnv. 4- N«“ sin mX)p“(cosO), (4.20)

где Nu1. N?
таить в том

известные постоянные, ю решение для <р можно пред-
же виде (4.14); тогда, пользуясь соотношениями

„ n — in -I- 1 . ,п 1- m т cos Ор"’ = — - - р՞1 4֊------р՞1 ,
” 2n-f-l " ' 2n + 1 1

(h*n
— si nO — = sin2 0( p"’)' —do

n(ii — in 4- 1) (n 4- m)(n 4-1)
■2n +1 P”+,+ 21J+1 Рп-։

(4.21)

и выражениями типа (4.15), из уравнения (4.19) получим следующие 
рекуррентные формулы для определения всех коэффициентов и քո"1:

'л'՛՛ =
Toil

b(m, ri) N™ 4- ■֊֊ շ։աՀ“ J- a։(m, ո)-Հ’21 - b/m, ււ)Հ'

[a(։n, п)]2-{-[b(m, n))2

а(гп, л) ւ\„ ֊֊ Cjiii^" — a։(m, n)<?։?_։ ֊֊ b։(m, ո)Հ"2 

[a(rn, nJ2 I [b(m, n)]։

ns՛ UI
Tn 4- I

b(m, n) N։՝r ֊ у մ,ուՀ° - a,(m. n)^_։ b։(m, n)?^

[a(m, n))24- [b(m. n)]2

a(m, n) N’n 4 4՜ c։m?;,ra 4- ajm. ր.)Հ"չ։ — b.'m, n)?;։’

[aim, n)J2-|-[b(m, n)]2
(4.22)

Здесь

. . m(n 4-in+ I). . ,., , л. .a(ni, n) ——( - [a/n 4-l)(n 4-2)—2w|,

b(m, и) (н 4- 2)(п 4- ni ֊ 1)
2n 3

a։(m, n) = m[n —m)r . .. л i. [a։n(q - I) — 2«>],
2n

ЬДт, n) = ֊ у'-՜——— c։, П 4- ֊ 14֊ c2(n — 1 )ir 
2n— 1 \ 2 /

Как видно из выражений (4.22), Հ" = ՜Հ1՜’ ՜ 0 при п — т.
Далее. '4 J = = 0, = 0.

(4.23)
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b(l.2)| Ni + -֊c1?;՛ j + a(l,2)

, = b(l,l.)N՛a(l,1)N'i' _ b(l,l)N? - a(l.I )N|
' [a( I,1)Г֊ + [b(1,1,]« ’ ՝3 |a(l,l)]‘4 [b(l,l)f

n?
•և

[a(l,2?j’ + [b(l.2),։ ’ 

։ _ l>(2,2)N'j -Ւ a( -.2 N?
Ъ [a(2,2)]2 + |b(2,2)]։ ’

[a(l,2)]։ + [b(l,2)/

Ь(1Д) -a(l,2j n!44
■2 _ bf2.2)N7-ii(?,2)N!

’’ |a(2,2)f + |b(2.2]։ ' <?’ = ?? = °՛ H T- Д-

Можно было рассмотреть решение того же уравнения при учете 
первых производных от փ0 го О, X и в более общих случаях, но по­
лучаются выражения довольно громоздкие, н мы их здесь приводить 
не будем.

§ 5. Другой способ определения поля давления 
на уровне моря

Подойдем теперь к решению той же задачи о нахождении поля 
давления на уровне моря в стационар! он незоналы он циркуляции 
атмосферы другим способом. Будем пользоваться методом Дородни­
цына |2], изложенным выше. А. А. Дородницын решил эту задачу в 
случае стационарной зональной циркуляции атмосферы, положив в 
основу систему уравнений (1.10) — (1.13) и приняв коэффициент ц 
пост оянным.

О. С. Берлянд [1’2] решил ту же задачу, приняв коэффициент 
турбулентной кинематической вязкое и линейной функцией высоты; 
температура считалась известной и определялась из работы [II].

В нашей статье (13]решена задача в случае незональной цирку­
ляции атмосферы при некоторых упрощающих предположениях; в 
частности, коэффициент ч принят не зависящим от высоты.

В этом па; аграфе решается задача о нахождении поля давления 
на уровне моря в случае незональной циркуляции реальной атмосфе­
ры, считая процесс киазистационарным.

Исходной является система уравнений (1.7)—(1.9). которую мы 
перепишем в следующем виде:

Ժ / dpv« \ , Л n I др --- •/—— -I- 2u>cosOpvx, — — -• 
dz \ Ժճ / ' a of)

(5.1)
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д I \ n n I ժբ --- V .Տ---- — շ1է> cos Oov* =------------ . 
dz \ Ժճ / a sin 0 d).

- + e? = 0. 
dz

p = pRT.

֊֊ [ “*(Pve s5n 0) + ^(pVx > 1 + T՜ = °- 
ՅտաՕ|ԺՕ Oa Ժհ

(5.2)

(1.Հ)

(1.6)

(5.3)

Нашей ue.-ью является определение функции ро(0, К), которая 
кожет параметрически зависеть также от времени.

Прежде всего проинтегрируем уравнение неразрывности (5.3) ио 
г, тогда, пользуясь тем, что при z = z0 v«—0. а при z֊>co pvz=0. 
получим

cos 0 i &v*dz 4- sin 0— i pvedz 4-~ I pv-,.dz = 0. (5.4)
J M J <* J 
Ai . Ai ն

Это соотношение является исходным для определения искомой 
функции; ос.ается лишь вычислить \ч и \Л. для чего воспользуемся 
системой уравнений (5.1) и (5.2) и моделью (3.9). Вводя функцию
тока

pv6 = —
1 об • ՚ —— >

a sin 9 ժ>.
_1_ժչ 
a ԺՕ

(5.5)

ո пользуясь приближенным соотношением

pss2u)cos(ty, (5.6)

аналогичным (2.18). можно эту систему представить в виде

Ժ Эруо \ , 2о> COS 0 v _ 2») cos 0 Ժփ
dz \ dz ) с0 соа Ժ0 ’

д / ժօ\'*\ 2o>cos0 2vicosO ժե
z ֊ —---------------pve = ---------  - ֊ր• (3.7)

dz \ dz / c0 coasm (i ck

Эта система, с переменной по высоте правой частью, аналогична 
(3.10); ее можно ՜ привести к виду (3.11) для U = p(va ivx), и ври 
граничных условиях p(v6-ivx)=0 при z - z(l, p(ve ivx)<oo при 
i4:po, получим решение, аналогичное (3.25), откуда

со М
/ dp \ = ([Е1|,СГй(к|/£) _ Ej.ei(։(k|/֊£))dz _
\ dz / 4 J

а.

_ £laL_ C[E2her0(k)/ z) փ E,liei0(k|/z )]dz.
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(z^) I = ~4՜ ('>E֊ller«<kl'z)- E.hei„(k|/Z)]dz֊

D k3 _֊ ° — | [Esher0(kJ/z) 4- Ejhei0(k/z)|dz. (5.8)

Здесь п0 и m0 берутся no (3.30), k2, E։, E2 no (3.12). Перепи­
шем теперь систему (5.7) в следующем виде:

Ժ / д^\ к8 к2 г--( ճ-է- и- — ?v-A«------Е2,
дг \ ժւ / 4 4

дг \ дг /
к8 к2 р— pv.= --E, 
4 4

(5.9)

и проинтегрируем ее по z; получим

(5.10)

ОО ОО ОО
I’pvodz =* j Ejdz — m0('[H։her0(kК z) — E2hej'^k]/z )]dz -
ft *•> io

- n0J(E3her0(k| z) 4- E։hei0(k/z )]dz, (5.11)

fpvxdz = — j'E2dz — noj'[E։hcro(k|/ z) — E2lieiy(ky z )]dz -|- 

Հյ՛

֊I- rn0 f[Eshcr։>(k/z)+ EJieiotk]/z )]dz. 
it,

Продифференцируем эти выражения, соответственно, по 0 и л, 
Для этого заметим, что пп, ni0, lier(>(kj/z), heijkj/z) зависят от 0 по 
(3.12). Имеем

■֊[her^kk z)) ֊ —S֊^ I ■•֊֊ Ihcrjk \' i.) - hei-(k|/z)). 
Ժ0 pccsO J c0

Лье^к/г )| = I ' -[her^kpT) + hei,(к1/г)]. <5֊ |և>
of) ]/ CgS 0 к c0
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■ ր ՜. ---------- =• ֊֊֊

ձձՈ & 1 . Ժո1օ.^- nf Sin6 ,/՜^.
ԺՑ ° |/ cos О Г с0 Ժ0 ' У cos 6 ! с0

. _ her/kj/z;) + he։t(kpՀ>
г о— ri • /։ ।' ?• Այ-ւօ;[he^kp^jJ-

m‘ — ММЧЙМУ _
[ЬеЦк]. Հ)]-1

__!.։С’г֊’к1 Ջ*ՋՋ1 Й - liei«'k> z' I . <<5.14/
(heUM ■%)]’

Подставляя (5.11) в (5.-1), воспользуясь предварительно coot-
■:՛ ;.иьми (5.12) и (5.13), исключая Е, и Е2 по (3.12), после неслож­

ных преобразований получим

. - ^ПС | Z <,,cos0 Adz--| . ՛ t,,cos0 J^Bdz^O, (5.15) 

^вкс
w

D(z. 0) « m(,hei0(k| z) ։i0 ber0(k|- z),

A(z,9)= {n0[licr։(k| ■/.)- hei^kl z՜)] mjlier/kj z) - heijkj z)])/z

— [n^her0(k| z) —nijiej^kl'z)]! z՜. (5.16)

8{z, &)= (m0[her։(kp z)-heij(k) z)] փ nfl(hcr,(k| z ) ■ hei։(k|/z)])l z —

• |m.’.her0(k| z) ֊֊ n .hei„ (kp z )|| z0.

Делая вычнелшь интегралы, входящие в (b.lo), мы должны привлечь 
барометрическую формулу типа (2.19). Эта формула по использова­
нии соотношения (5.6). вместо (2.18», примет вид

•p = AL ?4-.Lb2dz , (5.17)
zv։ К J

Հ»
Հէ- z и т2 берутся no (2.20).

Подставляя (ծ. 17) в (5.15), получим, окончательно, уравнение 
вашей задачи в следующем виде:

€օտ0ձ<? —c3s։nO^J. c.։^L = 1(6, л). (5.18)
ԺՕ Ժհ

fpTAdz _____
£_______ / <a cos6

— I է՝
IpTDdz f °
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fpTBdz_____
; . Հ տ cos0C։ = л_-------  ---------

I՛ pf Daz Գ

i(*. >•) = ֊,? :“• f D l*l-.xdz - (5.19)

RjpTDdz J J

I ——— sinO. Л I — dz փ В | — dz pTdz.
I CpCosO J 00 J cm

Հ **
Заметим, что как ?. так и са. с*. f безразмерны. Дадим приближенное 
решение уравнения (»5 18). 

riycib
У ”

((О, ).) = \ ^(Ccosnik 4- 1ՀՈ տւո тл)рТ(со$ 0). (5.20)
п -1 m - I

где С и fna։ — известные посеянные.
Ищем решение для <х(6. . в аиле (4.14). Пользуясь выражениями 

типа (4.15) и соотношениями (4.21), легко подучим

(С>_ п-1)(п4-2Хп4-т4֊ 1) .т . т
; о Лн-ւ ~ ՜1՜1,1 +

(с» -г пХп — 1)(п — т) 
2п - 1 *a-V

(С3—П— 1)(п + 2)(п^щ4- 1) _.а
2п-г 3 ,й+

= -с1пг?«+еч-

(ca - n)(n— l)fn —m) 
2n— I

(5.21)

о куда

r. e

Ст 
пч ։ —

2п — 3
(c3 — n — l)(n 4- 2) n + m 4- I 

, (c, 4- n)hi- 1)(n - mi
2n - I

rm 
n

— c4miCn ՜է՜ Bn՜1 4*

(5.22)

(5.23)

Выпишем некоторые из ко ффициентов
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с> 5В!
3-3(2— с3)

С? = 0.

4-4(3-сэ)
7В| 

4-5(3֊ с3)’
Сз = 0,

5-5(4—с3)
C<ici .

С?
5-6(4 — С3; .

С? = — 9Вл
5-7(4-с3)

С.4 = о и т. д.9

Lici-Bj

9
5

Коэффициенты и с'՞ определяются из (5.23): в остальном ход 
вычислений остается прежним. По коэффициентам (5.23) восс՛; анав.;։։- 
вае-.ся ряд (4.14), а по (2.20) находится распределение атмосферного 
давления на уровне моря, по (2.19) —на всех уровнях. Функция f(G, X) 
берегся из работы [II] и. и из наблюдений.

В заключение заметим, что можно дать решение задачи, поль­
зуясь более полным у аннением (2 17). вместо (2.18).

Для этого еле: усг функции •!>, р, р0. Т' предварительно разложить 
в ряды по шаровым функциям и затем определить коэффициенты 
ряда для б через коэффициенты ряда для р0, одновременно исполь­
зуя уравнение (4.2), как в [7].
Водно-эн- ргетнческнй институт

АН Армянский ССР Поступило II П 1Ձ56

Ս». U*. 11’խрршjijiuR

ՄՈ4.Ւ ՄԱԿևՐԴԱԿՒ 4PU Մ£ՆՈ1ՈՐՏԱՅհՆ ՃՆՇՄԱՆ ԲԱՇՒՄԱՆ 
ՃԱՐ8Ւ ՄԱՍհՆ

Ա Մ Փ II Փ П Ւ 1Г

Հալ վւււծու մ րհրւ/րււմ կ ծովի մակա րդակյւ <//՛»" մթն ոլոր տա յյէն ճրնշ- 
մ in'll րաշյսման յսնդրյւ յա ծումը [էրական րարակյ քՀհա յ{էն մք<1ն ո/ւ>ր տի ոՀ 
դոն այ и տար jin'll ար րյւրկու լյարիայյւ դեւդրու մէ Հաշէյյւ Լ ա ոն վ ած ւդյ անե in ա ր 
ոա\մ in'll ա jji'l՛ շերայւ ադդհրույ! յոէ՚հր ճնշման րաշյէւման վրաւ Խնդր ji յուծ ման 
համար օդւււվամ ենր Ֆրիդման յ> հ ա վ шиш րո ւմ յ, ր յ* 3.6' } աեււրու]։ Աքդ հսւվտ- 
ււարու մ ր մ ենր էդ րո յհ կւոո է.մ It’ll ր и !յ։ե ր յւկ կ ո ո ր էյ յւն ա ա ա յ յւն ч իսաեմ ji ՝/, ա n ան էյ - 
ր ի վրա, որոշ սյա րւլե րՈէ ffli h րի ր ե հ ի'Hi ակա՚հ ijit'h ա յ րյ ի ր կ rt I յ յ ա ր իա / ի նկատ֊ 
ifui'lji ւյ ծ ա յնա է]նե յո t ւյ հևաո к iiiut‘h ո ւ մ ենր ՜ւա ւյա и ար ու մ ր հոսանրի
էիունկւյիայյւ համարւ Ւ՚ե սւ h ւյ ր h tnj ա րյ հա tj ա и ա լա ւ մ ր րսա 7.՝ ji 7 ,Հ j։ Ц մյէնշև 
■՜Օ, որտհւյ 2Հյ ն քո ո րւլ ո ւ ր ո ր ւյ ր< ւ jJ յ ո է ն’>՛ h ր քւ մյւ՚յին ր տ ր ձ ր и 1 jl յ ո t-նն Լ , h Օդ֊ 
էորէյելույ դ ծ որյնացւյած / ա ր< // ե ։ր> յ in կ ււ.ն ր ա՚Ն աձ h ի ր, ստանում ենր մեր 
/ոնդրի հ ji ifh ա կէէ/հ հավասարումը (2.21J֊jt աէարով։
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4>յդ Հւսվաոարման մԼ$ մսում Լ Հաշվեք աք կողմի աոաջին անդամ ր, 
•՛որ Հաշվի Լ աոնոլմ ուղղաձիգ ւուււր ր ուլեն ա մ ած ոԼքյիկոր () յան աղղեցու֊ 
ի}յա.նր ճնշման րաշխման վրա։ '•իշյ",ք անգամր Հաշվելու Համար մենր 
օգտվում են ր հոշին ի '■ ա վա и ա ր ու Uh ե ր ի ւ/ ե տարրեր դեպրերի Համար ււտա՛ 
itnt-մ եհվ> (3,8), (մ • I <Տ ). (3.24) It (3.32) in ր ա տՀա jllint թ յո ւ նն bft րր ՏԼղա֊ 
դրեքով այղ ա րտաՀայտուի) յուններ ր (2-21)-ի մեխ ոտանում են ,ր Հի/քնա֊ 
կան Հավասարու մ ր (4.2) տեորով; Հ ա վա ո ա ր if ան յ ո ւ ծ ո ր մ ft որոնում են,ր 
1 ! ■ I 4) ոէեսրով. այգ ղեւղրու մ շարրի գործակիցների Հսւմար ոաացվոէմ են 
է4՝'1.8) ա fun тин յա nt (J j nr ննե րր t Հորիղոնւոկան շվէոան րաց ակա յու (Jյան 
ղեպրում ստաւյվամ են (4.17) ա ր ւոա Հա յ in ո ւ (' յո լնն ե ft ր . իսկ շփման րնղՀա֊ 
նար րաւյակւււյու [Jյան ղեպրում' (1.18 վ֊ր։

Հողվածում րերվու if Լ աղյուււակ, "14’ արւյիս Լ Հո ր ի ղոհսոկան ե 
ուղղաձիգ շփումների ղ ե ր ի Համեմատական ղ.ն ա աւո ա կան ր գործակից­
ների մտււնավււր արմե,րնե ր ի ղեոլրում: Հողվածում րերվու մ Լ 'է, ահ (4՚19 ■ 
• ավուոարման քոլծումր, ո ր ր աուոէքվոլրք Հ (2.21)~իէյ, ողւովելով (JL.7 J ար֊ 
ւոա;ա jn։nt.(J յու՚հ իէք ։ Լո < ծ ո ւ ւ!' ր աոարյվում Լ (4.22J տեոյւովւ Յ֊ում րեր֊ 
վամ կ նէէւյն խնդրի քուծամն ա յ [ եղանակով: էԼյոաեղ ո որա րյ վ ո t. if Լ (5.18 
Հավասա րում ր, որի լուծոււ!ն անի (3.25) ուհորր։ Հողված nt if էորվէււմ են 
ղո քէծ ակի էքնե' րի քք if ի րա՚հիոի ա ր>1 ե ,րնե ր ր:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

О. М. Сапонджяи

К разложению в ряд отображающей функции 
Кристоффеля—Шварца

При применении метода конформного отображения часто бывает 
необходимо разложить отображающую функцию в степенном ряд. В 
случае отображения внутренней и внешней областей многоугольника 
на область единичного круга такое разложение осуществляется пу­
тем разложения в ряд пол интегрального выражения функции Кристоф­
феля-Шварца [ 11. В настоящей заметке дается другой, более общий и. 
с точки зрения вычислений, простой способ разложения в ряд ука­
занной функции. Сущность способа заключается в том. что разла­
гается в ряд не подинтегральное выражение функции Кристоффеля — 
Шварца, а сам интеграл.

§ 1. Случай отображения внутренней области .многоугольника 
на область единичного круга

Отображение внутренней области многоугольника на облаегь 
единичного круга осуществляется функцией Кристоффеля—Шварца

z = <»(Q =s А I (а։ _ tf* ’օ2- է)4’՜ (an է)’"՜1 di 4- В, (1.1) 

о
где z и ՜, комплексные координаты, соответственно для областей 
многоугольника и единичного круга, п — число сторон многоугольника, 
а։,а2, . ,.ап комплексные координаты точек на окружности единич­
ного круга, соответствующие вершинам многоугольника, а։. а2,...,ап 
измеренные в долях - внутренние углы многоугольника. А и В֊ во­
обще комплексные постоянные, характеризующие положение много֊ 
угольника и его размеры.

Согласно формуле Маклорена, имеем

(1.2)

Причем, в силу (1.1), «(0) = В.
Для нахождения коэффициентов ряда (1.2) заранее установим 

связь между производными функции »»(С).
Известия IX. № 9—7
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Из (1.1) получаем
■i(C) = A(a, tf֊1(as-C)-' .(ап-С)’”՜'... (1.3)

Отсюда следует

5-1

Применяя к этой формуле правило дифференцирования произведения 
двух функций, найдем связь между производными функции w(C):

Z>(0 = + (k ֊ +
“3---- » \“Я----  '•}I I

ո 1 —
+... +(k - 2)(k - 3)... (k - > )ш,к-*։«) V-!—Ь-+... +

I (Э5 Կ

+ (k-2)!<)f - (1-4)
J (а։ — Q

Эта формула позволяет определить коэффициенты ряда (1.2). Для 
этого примем в (1.4) С = 0, тогда

Ո п
*w(0) » <o<k-։>(0)V֊—4֊(к ֊ 2)Л֊^(0)У —Д- ч-

Из Эм
ւ ।

Ո . _

4_...+(k-2)!d)(0)V-Lc^- (1.5)
։ а*

Далее обозначим

Ск = (к—1)!<а(0)' п₽ИЧеМ С‘=1- '16)

Выразив (1.2) и (1.5) через Си и обозначив w(0) - С, получаем

4Q = c(:-^<։ +?3-e + --J +в. (1.7)

Ск=к4т(Ск-‘£^+Ск-։£-Чг^+-- <Լ8>
1 I է

(к = 2,3,...),
причем Сх—1.

Таким образом, а случае отображения внутренней области много­
угольника на область единичного круга отображающая функция раз­
лагается в ряд (1.7), коэффициенты которого определяются из линей­
ных рекуррентных уравнений (1.8) последовательными подстановками.
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§ 2. Случай отображения внешней области многоугольника 
на область единичного круга

Внешняя область многоугольника отображается на область еди­
ничного круга с помощью функции

? Հ —1 Հ-։ Հ֊Կէ
2 = ш(С) = A|(a֊t) (a, ֊է) ,..(ая-1) -^4-В', (2.1)

I

где at,a2,...,an — внешние углы многоугольника.
Обозначим

<ед = (2.2)

Тогда, согласно (2-1). будем иметь

Հ-! Հ֊ 1 Հ-1
S(Q = A(a:-Q (а2֊ч) ... (ап — Q . (2.3)

Так как эта функция регулярна при Z = 0. то ее можно разло­
жить В ряд

2(4=2(0).|.Ջ(+^2?+... (2.4)

Внеся (2.4) в (2.2). определяем w(C):

«2(0) Զ'(0) 1 , <2"(0) , ճ"'(0). ,
WU = j֊-c- + -շք- + -3!

Интегрируя, получаем

ձ(0) , ւ»'(0) ճ"(0) с զ"'(0) е .
W(4) = 4- — In, -Г -5 ֊ ֊ 4֊ շ֊4֊ ..4֊ В. (2.5)

где В ֊ вообще комплексное постоянное.
Способом, примененным при выводе формулы (1.5), из (2.3) по 

лучаем
(0) = а1кЛо)£±=^+(к -1 )ճ<՚“-։՝(0)£ +

) I
л |

+. +(к ֊ |)(к-2)...(к + I֊;./"‘(O;V~^ +

11 1 _
|. . +(к- 1)J2(O)V_—Ճ

При к = I эта формула дает

(2.6)
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U'(0) = 2(0)Vj_2i.

... T .
Но, как известно, для случая отображения внешней области 

yL- 54 - о.
— а= 

1

Следовательно. ճ'(0) — 0.
Имея в виду это. из է 2.5) получим

ա(4=_^)+^փ+^+ +в. ед

Обозначим
Զ՚Հ)(0)

Dk_։ = — , причем D , = 1, De = 0. '2.8)

Выражая (2.7) и (2.6) через коэффициенты Dk и обозначая D = —2(0), 
получаем

■»(« = ռ(4- + ^: + ֆ:։+ ) + в;| (2.9)

d‘= ктг( +Dk-a տ՜4ր+ + ° ՛ -)(2՜10) 

(к= 1,2,...), 
причем D_ । - —- Լ 1)2 = 0.

Итак, в случае отображения внешней области многоугольника 
на область единичного круга отображающая функция разлагается 
в ряд (2.9), коэффициенты которого определяются из системы линей­
ных рекуррентных уравнений (2.10).

§ 3. Примеры

1. Отображение внутренней области ромба на область единич­
ного круга (фиг. 1).

Фиг. I.
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Согласно фиг. 1, имеем з։ — 1, а» «= I, э3= — 1, з4== — ։, «։ = 
= а3 = 2а, а2 = а, = ! — 2а.

Внеся значения этих параметрон в (1.81. получаем

Csk — о» (Л s *. 2..-.):
с, = 1-,

C-.k+ ։ = — (I — 4а)(С»-1 4՜ Сзк я 4- 4՜ С։' 4՜К

4- (С2։-34-С2к-7 4-..-4С։) (к = Լ2,...). (3.1)

Эту систему уравнений молено заменить более простой системой. 
Для этого перепишем (3J), заменив в нем к через к — 2:

Сак-з = ц_ յշ[( i — 4a)(C2k_5-bCjk-94 ••4-CJ)4

4-(Ciik-7 4-C-2k-u 4- • 4-С։) (k —2,3,...). (3.2)

Умножив (3.1) на к, a (3.2) на к —2 и вычитая полученные результаты 
один из другого, получаем

Сгк+1 = Т 4a)C?ii_։ 4- (к— 1)С2к~з (3.3)(к= 1.2....):

С։~1.

Из системы (3.3) легко можно определить коэффициенты С3, С5.... 
Например:

С, = 1-4«. С։ = 4 (1-.|:)С։+ 1

- 4я)С5 + 2С3

При *=՜-4 ромб обращается в квадрат, и тогда из (3.3) полу 

чаем

С4к i = 0, (k= 1,2,...),
С 2k“ 'с 
b4k+l ֊ ----- ----------  V4k-3.

C։ = I.
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Решение последней системы будет

Счк-rl =
2.6 Ю...(4к —2) 

4кк!
(к » 0, 1,..,).

Внеся этот результат в (1.7), получаем

что совпадает с известным результатом.
При а = 0 ромб превращается в бесконечную полосу, и тогда 

(3.3) даст

с,= 1.

C^k+i = ՜՜ր՜ С?к_| 4֊ (к — 1 )Օշլ֊3 К
(к« 1,2,...).

Единственное решение этой системы будет

С;к+| = I. (к=0. 1,2,...).
Внеся эти значения коэффициентов в (1.7), получаем

«>© = С
ГЗ ГБ ЧЧ 2b In

-Т“Г1П
5

где 2Ь — ширина полосы.
Полученный результат также известен.
2. Отображение внутренней области прямоугольника (фиг. 2).

= е

а, = а.. = ая = а4 — •

Внеся значения этих параметров п (1.8), получаем 
C2k = 0. (к = 1.2,...).
С։=1,

С» 4 | = >к_| cos2?-r C;k_3COS4?4- • • • t C;cos2ky ). (3.41
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Выбором параметра <? определяется отношение сторон прямо­
угольника.

3. Отображение внешней области ромба на область единичного 
круга (фиг. 1).

Согласно фиг. 1, имеем ах = I, а2 == i, а3 = — 1, а, = — i. 
«I — «з = 2(1 — а), «շ = 3-4 = 1 Ч- 2а.

Имея в виду эти данные, из (2.10) получаем

DJk = 0, (k = 0, 1,...),

D_։ = - 1.

D^'”֊rh (1 — 4а) (D;k+։-J-Dsk-.s : + D_։) +

4-(D2k-3+D^74-...4-D_։) (k = 0, 1. -.-).

Отсюда способом, примененным в примере 1. найдем

D-i = —1,

(3.5)

D^. = j֊i (к- 2)О2к..я-(1 4a)D21t_։ . (3.6)

(k = 0, 1,...).

В случае квадрата la — — j из (3.6) получаем

O4k41 =-0. (k = 0, 1,..,).

D_։=-l,

= 2k՜3 D4k_5.

(k=l,2,...).
Тогда, согласно (2.9), будем иметь 

что совпадает с известным результатом.
4. Отображение внешней области прямоугольника на единичный 

круг (фиг. 2).
ip -ip ip — Ip ՚ ՚ •Имеем а, — е , я2 — е , а3 = — е , а։ = е , а] = а2 — а3 —

, Հ = ~ в = о.

Из (2.10) получаем

D2x = 0, (k = 0. 1, ...),
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D_։= 1

Цлс+1 = — 1>л_։ cos 2т- -г Dsk-jcos 4? 4֊

4- D_,ccs(2k4 2)? . (3.7)

(k = 0, 1,...).

.Параметр <? определяет отношение сторон прямоугольника. На­

пример, при из (3.7) получаем

••

3
'ь'։

()т =3
з_ 
10*

Внеся значения этих коэффициентов в (3.9) и ограничиваясь четырьмя 
членами ряда, получаем

..»(? = D ( -U + 0.5: 0, ։ 25? 0,0375? ).

Отношение сторон многоугольника будет «։Ьа3.2.
Точно такой результат получен Г. Н. Савиным (1|, применив­

шим способ разложения в ряд подинтегрального выражения функции 
Кристоффеля — Шварца.
Ерспанскмй политехнический институт 

нм. К. Маркс* Поступило 3 V! 1956

О. 1Г. OuiuptGu ւահ

ԿՐԽՍՏՈՖԵԼ ՇՎ-ԱՐՑհ ԱՐՏԱՊԱՏԿԵՐՄԱՆ ՖՈհՆԿՑՒԱՆ ՇԱՐՔհ 
ՎերաԼՈհ <ԵՐԱՐԵՐՅԱԼ

IL 1Г Փ Ո Փ II |' 1Г

4ււն1իէւրմ արտապատկերման մեիքողի օգտագործման դեպրու մ հաճախ 
»m Լ ւիՆոլմ ա ր տասրքքակե րմ ան էիո' նկւյ քսււն »քերաճե{ • ա/ւրիւ հաւր 

մ անկյան ներքին հ արտաքին տիրույթները միաւ[որ յրՀանի տիրու jfJի 
»•'/ччш պատկե րե ւ իս այդպիսի վևրածսւԱՆ ի րադո րծ tf nt մ Լ Կ ր ի ո տ ո!իև Լ- 

(յվարց/l արսւապատկերէք ան Տիոէ’հկւյ իա յի ԼՆ իք ա ին uiltrj [tut / ա ր nt ս>հ տ jtrt ni.u 

fjjttt'hjt շք՚քրյ՚ի է/երածէէ[ու if ի9ո rjntf t

U,jtr ն и իք ի tfbf նու Հհ նսքաւոակի համար *ui[t/’/’ '11' 1,ս’^ '1 "՛ծ հրիս֊ 
էէէէէքիե[ — <տւիարցի ին սւ ե •/ րա / ր ւ Ստաւյվաձ ա րդ յունյ»ներն րՆւ[ հանու [I են ե 
հհշւո կի րասե [իէ
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