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МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашян

К теории рядов Фурье по рациональным функциям

В настоящей работе исследуются вопросы разложения функций, 
заданных на единичной окружности, в ряд Фурье по ортогональной 
системе рациональных функций с заданным множеством полюсов.

В § 1 работы приводится компактное выражение для ядра Ди­
рихле системы рациональных функций ортонормальных на единичной 
окружност. Полученное выражение для ядра во многом напоминает 
форму ядра Дирихле для обычной тригонометрической системы.

В § 2, при некоторых дополнительных ограничениях, налагаемых 
на последовательность полюсов, исследуется вопрос обычной сходи­
мости рядов Фурье но соответствующей системе ортонормальных 
рациональных функций. Устанавливается, что, когда полюсы не сгу­
щаются к единичной окружности, характер сходимости соответствую­
щих разложений в ряд Фурье по рациональным функциям не от­
личается от характера сходимости разложений в обычный ряд Фурье.

Таким образом, в работе выясняется, что признаки Жордана -Ди­
рихле и Дини —Липшица остаются в силе для того случая, когда по­
люсы ортонормальной системы не сгущаются к единичной окружности.

§ 1. Ортогональная система рациональных функций 
на единичной окружности и ее ядро Дирихле

1Հ Пусть խՀ, (|ak|< 1), (k 0. 1,2, - - -) произвольная последо­
вательность комплексных чисел, среди которых могут быть и числа 
конечной и даже бесконечной кратности.

Как впервые указал Уолт Ц J, система рациональных функций

ортокор мальма на единичной окружности ։z| 1. Действительно, так
как при |z|— I,
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I zI I— -':-7 = I,

l^|dz| = i, 
ll-OnZp

Покажем теперь, что

(п = 0,1,2, (1.2)

j ?n(z)<?m(z)|dz| = о при 

I։;-։

п=Аш. (1.2')

Для этого достаточно лишь показать, что (1.2') имеет место 
при n > 1, 0 -< m < п — 1. так как если m > ո փ 1, то для сопряжен­
ного интеграла будем иметь

?»n(z)<pn(z)|dz| = 0, 0<n<m —1.
I Z*| - J

Таким образом, пусть n> 1, O^m^n- I, тогда имеем из (1.1)

_ Г(1 -|«п|2)(» -Кпр) Г 1_ ո* z-JXk 
2» J 1 —anz ‘ * 1—akz

lz|֊l k“°

X
। m— I т-^-П 

1 amZ

z — «к
1 — akz

|dz|=֊V' (T֊|a„i'«)(l -|an։ j=)X

n—Iп z —
1— OnZ ձ „ I֊- akz z

•___ П|| 1 — gkZ

՜ gni к _0 Z

= /(l ■|Um|։j(l-l«nl‘) ֊1

П (z-^k)
к-Ղէ!------------dz = 0*.

п _
П (1 -»kZ)

1*1-1
так как подингегральная функция голоморфна в круге [z|<; 1.

2Ф. Положим теперь, что все числа последовательности (ак; 
отличны друг от друга.

Рассмотрим рациональные функции вида

Rn(z) =

к-О
(2.1)

где P,։(z) — произвольный полином степени и.
* Очевидно при m = п — 1 в подиитегрзльном выражении числитель нужно 

заменить единицей.
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Для любого С(|С|<1) рассмотрим функцию

f(z;C) =------ i-=-. (2.2)
Լ 2z(l-Xz) Լ

голоморфную н круге |z[^l, и для нее поставим интерполяционную 
задачу

Rn(«i)«։(«,; С) (j = 0, п). (2.3)
Докажем лемму:

Лемма 1. Интерполяционная задача (2.3) имеет единственное 
решение, которое представляется в виде

Ո _________

RS(z) = V ?k(Q?k(z). (9.4)

k-0 
Доказательство. Покажем сначала, что для любой функции 

Rn(z) вида (2.1) имеет место представление 
л

Rn(z) = Vck?k(z), (25)
k-0 

где числа с0, си՛--, сп единственны.
Пусть комплексные числа cj(j^=O, 1,2,.... п) пока произвольны; 

тогда из (1.1) следует, что

(2.5х)

где

при зтом надо положить
i-i
[-](Z— ak)

k-0

Ո (i— «иг)

k-j + 1

(2.5")

Учитывая формулы (2.1) и (2.5'), заключаем, что для установ­
ления тождества (2.5) достаточно показать, что любой полином Pn(z) 
степени п единственным образом представляется в виде

П J-I 11
pn(z) = V Յյ ո (z — ak) П (1 — akz), 

j-o k-o k"HI
(2.6)

где a0. ap..., ап вполне определенные комплексные числа. Дейст­
вительно; обозначим



6 М. М. Джрбашян

n J-I п
Q«(z) = V Qj П (z _ ак) П (1 — akz). 

j-o к-о k”J +։

Легко заметить, что числа aj(j = O, 1, 2,--«, п) единственно опреде­
ляются из интерполяционных данных

рп(М-=Рп(М О = о. ։. п).
Но тогда, очевидно, будем иметь Qn(z) = Pn(z), т, е. наше утвержде­
ние (2.6) доказано.

Далее, интерполяционная задача (2.3) сводится к определению 
полинома Pn(z) степени п из следующих данных:

II
РП(«,) = 1(<Ч;С)П(>-«-«։). (j = 0. 1. 2,-, п).

к-о

Поэтому задача (2.3) имеет единственное решение, которое представ­
ляется в виде

R»(z) = Sci?i(z)- (շ-7>
J-0 

где числа с0, с։....... сп единственны.
Таким образом, чтобы установить формулу (2.4) леммы, остается 

показать, что

?j(C) , j = 0, 1. 2,..., n. (2.8)

Действительно,

— f !------ —------- Ra(z)V------ L—)|dz| =
2n J 1 2к(1 -CZ) I-ajZ )

id-i
= — f {------—------Rn(z)|- dz -=

2-i J I2֊(l-Cz) J z-aj
hl-։

= (j-o, 1. 2,.... П), (2.9)
2z( I — Caj)

так как R„(z) представляет решение интерполяционной задачи (2.3).
Но так как мы в этом пункте полагали, что числа a0, an..., ап 

отличны между собой, то имеем представление 

откуда и из (2.7) следует

Cf------ !____^։(2)1^յ՜|ժշ1 = 0, (р-0, 1, 2,..., ո). (2.10)
J Cz) j
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Из (2.10) имеем

С R:(7.)<pp(z)|dz| = -L С _Ջ*Ջ_|<յ։| =
J 2* J I — Լշ

Iz 1-1 I z I •» I

<2J|)

Izl- 1

Но так как для функции Rn(z) имеется представление (2.7). то из ор­
тонормальности системы функции (?0(z)) следует, что

[ R„(z)f^(z) |dz| = ср, (р = 0, 1....,). (2.12)

Izi-J

откуда в силу (2 11) следует утверждение (2.4) леммы.
3°. Лемма 2. При любых г и С справедлива формула

Доказательство. Предположим сначала, что все числа %, 04,..., а„ 
отличны друг от друга. Для |z|< 1, |Լ| < 1 рассмотрим итеграл

un(z) = — Г _Լ_րճ^ JJ_.
2«i|t «к *֊«

(3.2)

где интегрирование совершается 
С одной стороны, изменив

в положительном направлении.
направление интегрирования, имеем;

Un(z) = - (’ 1
շ~ք J 2д(1-й)

|t|- J I

fl ֊=֊Հէ 

k-0 *-*•<

dt 
t — z

t
1 r — lim — 

2et-i i

1” ’-f хП~֊
k-0 --- 0.Ն

Լ

1
——z 
С

1-Ct

=—(3.3) 
2<ւ ~^)Ա_օ

так как подинтегральная функция в области |է|> 1 имеет е,линствен-
ный простой полюс է =-Լ- (|С| < 1, /z| < I), а при էсо имеет по-

■»
рядок Օ(|է|՜2).
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С другой стороны, из (3.2) имеем

Un(z) = 1____ ГТ ак%
2х(1 — &) к_; Z — як

Ո

+х
J-0

2«(1—CajRaj- 2)է-Պ (է~Պ)Ո
к-0

1-як1 

է — ак
(3.4)

Из (3.3) и (3.4) имеем

___ 1___ = - 1 / гт z~W р (7\ 
2z(l ֊Ն) 2к(1 - -ն)վ ’ 1 - Д" 1- %С Л ( (3.5)

где

ад - п-֊֊֊7к- к-о * ~
Ո

х у J____ z

X 'լ՞1 (|֊1)П7^- (Mi
’Ц k-0 Лк p](l —якг) 

k-0

Но из (3.5) и (3.59 легко следует, что рациональная функция Rn(z) 
удовлетворяет интерполяционным данным

Rn(2S )" 1
2*(1-Caj

(s = 0, !,•••, ո).

поэтому, по лемме 1, Rn(z)=Rn(z). Отсюда, из (3.5) и (2.4) следует 
формула (3.1) при |z|< 1, |С|< 1, когда числа я0,яр..., а„ отлич­
ны между собой.

Ио если формула (3.1) справедлива при |շ|<Հ1, |С|< 1, то она 
справедлива и при любых значениях z и С. Наконец, чтобы убедиться 
в справедливое.)։ (3.1) при любых, вообще говоря не различных чис­
лах а0, а,,..., ап. достаточно заменить их другими числами я0, a։,...,aj։4 
отличными между собой, написать соответствующую формулу (3.1) 
и перейти к пределу, когда ak֊>ak (к = 0, 1, 2,п). Таким образом, 
лемма полностью доказана.

4°. Пусть {М, (|Зк|>1), (к 1,2.---), произвольная последова­
тельность комплексных чисел, вообще говоря не отличных между 
собой.

Рассмотрим систему рациональных функций

Mz)

l-?lZ

_ -Л- (111 = 2, З,-).

Система функции (фп(х)} ортонормалыш на окружности |z| =

(4.1)
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Действительно, как и в Iе, имеем

(dzj — 1, (m= 1,2,-••), (4.2)

anpun>2, !<m<n— I.

J %(z) ’?m(z) |dz| ֊ 

- 1

I՜՜ (՛ fin I*-- 1)( I /ш I՜՜ — b I 1 "r-j z —pk
2e

i ni ։ „ շ—Ա֊ո —- 
։ ?raz k_| 1 —3kZ

W = |/ (I.% )2- 1)( 18Ո1[< I) X

i f—Լ-П z-_?k—-—'ո-1րնւ<յ2== 
«■՛ '՜ ՝3l,z 'ձ՜՜?"k 1 z-?k

lt-l
I II (z֊M

•=- /(I Pn r— I)( I,12՜)՜ ----- I 4— -& = 0*

П(1֊М
V հ — п։I z> -։ *

гак как подинтегральная функция голоморфна в области 'z|>l и 
npu|zl — со имеет порядок 0(1?

Отсюда легко заключаем, что вообще

I %(z)'^m(zj | <lz | — 0 при п т. (4.3)

|х|-1

Наконец, покажем, что

I ?n(z)^m(z) |dz| = 0 при п — 0, 1, 2,-.., m = 1. 2,--- (4.4)
. хГ-|

Действительно, из (1.П и (4.1) имеем:

J ?n(z)Mz)| dz J = 

«х։-1

= И|-1^г)1 W՜) Г . 1_ П7՜3^ >
2- ա.Լ I֊anzk-Ol- akz

‘ И здесь при ш = п - ։ и иодилrei рзльном ныражении числитель нужно за­
менить единицей.



ю М. М. Джрбашян

’ п'^К |dz| = V(l֊l«fl|2)(lM2֊l) x

X —1— --------=—--------- П ֊ - П -—— dz = °2zl ..•՝ ։ (1~a“zxz’”MJ:Joi-akzj z~
гак как подинтегральная функция голоморфна в | z 1 < I.

5°. Положим теперь, что все числа последовательности |8и} от­
личим друг от друга.

Рассмотрим рациональные функции вида

m>l. (5.1)
П 0—М
к-1

где Pm-i(z) — произвольный полином степени tn — 1. Как и в пунк­
те 2°. легко установить, что имеет место представление

П1 

Զ4շ) = \\յփյ(2), 
j-l

(5.2)

где числа cI։ с2,---ст единственны.
Для любого С(|С >1) рассмотрим функцию 

f(z; 0 ֊֊
1

2*(1—Гг) ’
(5.3)

голоморфную в области |z|> I, и для нее поставим интерполяцион­
ную задачу

2ra(pj)«=f(fc;t) (j= և 2. ”, m). (5.4)
Как и при доказательстве леммы 1. легко убеждаемся, что ин­

терполяционная задача (5.4) имеет единственное решение ^m(z), кото­
рое представляется в виде

ГП
2’и(г) = Ус| «.(г), (5.5)

)-։ 
где числа cvc2,-- ,сга единственны.

Лемма 3. Решение Qm(z) интерполяционной задачи представ­
ляется в виде 

1П
Om(z) = - (z). (5.6)

j-l
Доказательство. Вейлу ортогональности системы (6n(z)’? с одной 

стороны, из (5.5) имеем

Cj= j 2m(z)փյ (z) IdzI. (j = ։. 2,---, m). (5.7)

Irt-I
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С другой стороны,

— f (------ 1----------- Sm(z)l(------t—)|dz| =
2к J I2z(l-U) 7\ 1-fcz '

I 7 I — i t

= - — C .[------ ------------2«(z)l------U=-|dz| =
2r. J l2~(l—Cz) Jl-M 

jz l-U

= -We֊44’ 

Iz|- 1 4

= ՜ (гйЧг) " Q“(M “ °' (5'8)
1 — vp! J J

так как 2«(z) представляет собой решение интерполяционной задачи 
(5.4).

Но так как числа [Հ, 32,...,3т различны, то имеем представлен 
нне

'?p(z) V—в₽_ 
Г? -&z ’

откуда и из (5.8) следует, что

-Ա)
IU-1

Из (5.7) и (5.9) имеем:

Զ40խ(2)|<և| = 0, (р= l,2,...,m). (5.9)

1
Cj = 2~

-Փ>(Գ

M'z).=-|dz
Cz 1

(5.10)

Из (5.10) и (5.5) следует формула (Հ6).
6° Лемма 4. При любых ւ. и справедлива формула

V 'K(’)f >։(2) = 
k-l

---------- ' f rr-Д-Ж 'j (n — ) — ib

Л 1 Л •• 4

(6.1)

Доказательство. Предположим сначала, что все числа р։, ₽а, փ® 
различны, и для 1^]>>1 и |С|^>1 рассмотрим интеграл
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V.(z) ֊ —՜=՜՜ո i Ы-«). 
hi-։ •

I-М (it 
t-?k t-z

m i֊b 
-4-fl—ձ- 
2< к-* 4—ft.

._________ ’ и -bjL_________ '-^1 fl A=by
2«( i ֊ ci) *_• I _ 2x( i ֊ ն) \ *_* i - <& I

С другой стороны.

(6.2)

где

1 Д i֊>kZ 
՜ 2«{1 ֊ й)։_, z-ft.

՜£շ.=(>-%)(&-*) ։™|((1՜?1) П է_Լ }•

Из (6.2) и (6.3) получим

յ____ = t I a *-& v n <2
2k(i-cz) շր(1-ն)վ1։ 1-^z '\;Jj-FkU

(6.3)

(6.4)

2и(г) = П X? ‘ ■ X
k..I ։ — Hkz . — ?i)

X lim f(t — £,)П 
t-B.1

Pra-»(z)

l"’k П (i-Խ) 
k-l

(6.5)1 —

Но из (6.4) n (6.5) следует, что рациональная функция 12ra(z) удовле­
творяет интерполяционным данным

2ю(?։)в2Ч^:¥)’ (SeI,2։“'m)’

Поэтому 2m(z) L’Uz). Отсюда, из (6.4) я (5.6) следует формула (6.1) 
леммы, при |z|>l, iC|>i и при отличных друг от друга числах
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Наконец, справедливость формулы (6.1) при любых z н С и 
^ւ»₽։*•••»₽■ устана&ивается аналогичными рассуждениями, которые 
были приведены при доказательстве леммы 2.

7°. Обозначим
Фп(г)=Н? "Р“ П>° , (7.!)

(փ-ո(շ) При П<— I,

тогда из свойств систем функций (?։։(z)) и (фп(х)) следует, что систе­
ма функций {Фп(?.)) (—օօ<Հ ո<Հ 4-оо) ортонормальна на окружности 
1И = 1, т. е.

[ = П*т (7.2)
,1 U, п = т.

fzi-l
Из формул (3.1) и (6.1) следует

Ո

V Ф^)Фк(2) =
к— • аз

В՛ = ֊ —- Հ YռЦН -

2Հ1 Сг) Ռ 1 ‘ А * !-?/./
Л — 4 Г. ** I

Для — к^х. է«=*.Հ обозначим через 
Ո ______

K»,»(t. х)= у Фк(е") Ф,(е'։) (7.4)
к--- ու

ядро Дирихле ортогональной системы |Фи(ск)}.
Лемма 5. Справедлива формула

ո ւ 1 ’ Г(\" । ~ | ак 1։Kj,.e(t, х) = ---------Г 3 ехр -ту- \ -j Yi--- 1—77------<ГТТ7 Ildu —1 2 յճյ 1—2|akfcos(u-Ok)+jafe|«-и мн շ- 1к_0

V_________IP^ - 1_________ du
" 1 — 21 ?k I cos (u — «»<) 4 fjkp 
k-t

Ein -LC[v___________ ______________________+

2 I — 1 — 2 I 4 * COS (u — Ok) ֊հ I ak pՀ lk-0

m IQ. iS_  II- v_________ 1 ' ֊ 1____ __________  du
1 — 21 Bk I cos(u — i»k) -f-1 Is 

k-
где Ok = arg «к, °>k = arg“k.

(7.5i
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Доказательство. Из (7.3) и (7.4) имеем

1 e ~^k

к-։

։-«kc‘։ Д.Ц е“-Ок (7.6)

Если ak = {aje* 1^ . io имеем 

c,։ — ok =|el։— 3k I exp

e^-Qk ft I QkC11
l -a.ei։ kLX-Ok

s։nx
cosx

— |«k|sin&k I 
-|«fc|cos4f

Kn.B(t, х) =

1— OfcC՛* = 1 — I Ok |c՝ =

it “ Ui I . |’w|sin(x —Ok) )I oke exp — laretg . ——------ =~|.' 4 bi-|«fc|C05(X —Ofc)|

11оэтому

e‘։- о,.
• —■_֊£- = exp 
I—ake

+ arc tg

. sin x — I Ok I *1п
1 аГС 8 cos x — I «к I cos &k 

■ Qk I sin zx - Or) I
-| «к! cos(x — Uk)J j’ (7-7)

Следовательно, 

ei։ — 1 — аке'
1_акеГ։е'։-<

n
- = exp arclg

. Sin t — ; Sin Oki — arc tg —;------ -b Cust — I ok I cos Ok] +« arc tg

sin x — I or I sinOfc
cos x —I ak {ccs Ofc

I ok (sin (x — Ok)__
1 — I ak I cos (x — 0k)

_ arc tg ■ 1
g 1- 3k|<os(t֊oj ) (7.8)

Но. заметив, что

Lctg^-l^i^8- 1Ղ 
b cosu - I «к/cosok)

1 — hk| cos (u — nk)___
1 — 21 ։r I cos (u — 0h) + I ok |։

и
[arc tn -hfclsMii-M
[drctg 1֊ I ak |cos(u-֊ 0) 

из (7.8) получим

|oktcns(u — ihJ —|<xkP 
I֊ *2|ok|cos(u ֊ ։>k) -f- |»k|2

n 
k-0

exp
I -Hkl=

’ — 1—21 Ofc cos(u 0»)-f- a I
Г k-0

7d.i (7.9)
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Очевидно, что вполне аналогичным образом получим также

ш 1х г. m . Л й п 1 - Зь е
и . 0 ix I 1 it оk-l’-M k_| С ֊հ

_________ Ifc Iх-1 _____
I—2|pk|cos(u <«k)4-|rk'2 (7J0)

Из (7.9) и (7.10) в силу (7.3) и (7.4) следует формула (7.5) леммы.
Заметим, что при а0 — «յ = ... __ ац = ... = 0. и р։ = = ■• • — ₽п ~ 

= из (1.1) и (4.1), получим

?o(z) = — -_zn, 
|/

п -0, 1, 2, ..

ni —I •
Iarg(Jm4-2 S ։4g3k

Ыг) = ՜ е кИ ' rn=1’2’--- (7J|)

Таким образом, в этом частном случае система функции (Фп(г)}, 
— со < ո <Հ 4՜ со на единичной окружности |z| = I превращается в си­
стему тригонометрических функций |с,их}, — օօ<Հ п < -ф оо. Поэтому 
в этом случае ядро Ku. ս(է, х), как это легко следует также из (7.5), 
совпадает с обычным ядром Дирихле

1 sin fn+-i>j(x —է) 

Кг». n(t, X) = —֊
2~ Sin ~

(7.12)

§ 2. Обычная сходимость рядов Фурье по 
ортогональной системе ;Фп(е'։))

8е. Известно [2,3], что одновременная расходимость рядов

со
(1 — 1«к |) = է- оо, 

к-0
(8.1)

необходима и достаточна для полноты системы рациональных функ­
ций

֊—, (к = 0. 1,2,-..); 
1 — akz

—U—, (к = I, (8.2)
1 — i^kZ )

на единичной окружности |z|= 1, как при хсреднеквэдратической, 
так и при равномерной аппроксимации.
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Ортогонализация системы функций (8.2) из единичной окружности 
|z|— I приводит к ортогональной системе (Фп(с’)) —<»<Հո< 
<Հ4- օօ, поэтому для любой функции f(x)£ L2(—я, п) можно написать 
соответствующий ряд Фурье

со

f(X) ~ V скФк(е“).
к —— О'

(Й.З)

где

ск = Н(1)Фк(е“)сН. (к = 0, ± I. ±2,-.. (8.3')

отрезки которой
п

Sn.in (х) = V СкФк(е,х)
к- —га

(8.4)

при условии (8.1) п среднем сходятся к f(x), т. е.

|f(x)֊Sn, էՈ (х) |2 dx = 0. (8.5)

Но формальный ряд Фурье вида (8.3) можно написать также для 
любой функции f(x)£Lj(—и), и для отрезков Sj,.m(x) этого ряда 
в силу (8.3) будем иметь

п
Sn. m (х) = 5, скФк(е1Х) = 

k——tn
и

(8.6)
к----m

Наша цель —исследовать вопрос сходимости частных сумм 
ՏՈւա (х) ряда Фурье (8,3) к соответствующей функции, когда n, m — ос. 
В то время как для функций f(x)£L«( ՜, հ) лишь при выполнении 
условий (8.1) суммы Տո. И1(х) в среднем сходятся к f(x), исследование 
вопроса об их обычной сходимости, скажем для функций i(x), имею­
щих ограниченную вариацию на [—՜. ՜|, наталкивается па значи­
тельные трудности, когда последовательности |ак} и {Зк) имеют пре­
дельные точки на единичной окружности |z| = 1.

В настоящем параграфе мы займемся исследованием вопроса об 
обычной сходимости ряда Фуры» (8.3), при некоторых дополнитель­
ных ограничениях, налагаемых па последовательности (<**} и {?к).

Эти ограничения заключаются н следующем:
1) последовательности (ак) и не имеют предельных точек 

на окружности 'z| = 1;
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2) &, = =■!֊, (к=1,2,...).
Պ։-։

При этом отметим, что здесь существенным является первое ог­
раничение, а второе делается лишь для упрощения формулы (7.5) 
спектральной функции Кп.шО.х), которая в этом случае для гл — 
— п-{-1 принимает следующий вид:

у(1 —х)
Кп. г. Է 1(է, х) = е—--— X 

2«sin—յ֊

xsinI Й՜ }՜
(8.7)

9”. Докажем ряд лемм, необходимых нам ниже.
Лемма 6. Если f(x)£L։(—՜, -) и f(x 4-2х) — г(х) оо<х<

<4-оо, то при любом х( справедлива формула

* У
S..„,(x) = ±ff(x у)е՜ ’ sinlyM֊y-*))dy +

2 sin У

■ +±rf(x + y)e‘^.si"tyMy,x)ldyj (9h
'■J 2sin֊y֊

ide
St-Г ||

y*n(y. x)= ( I V- —֊—-!—-J . .---- Jdu, (9.2)
J 7 է -1 I- 2|ak|cos(u — M + /

X k-o

Доказательство. Заметив, что функции f(t) и Kn. n+։(t, x) имеют 
период 2հ. из (8.6) получим

Итстня IX, № 7—2



18 М. М. Джрбашян

Имея в виду обозначение (9.2}, из (8.7) имеем

Ко. п+ |(х փ у. х) — —------—Sin [уМу, х)|, (9.4)
2zsin֊^

откуда и из (9.3) следует формула (9.1).
Лемма 7. Если после ■ювательнпстъ («к| не имеет предельных 

точек на окружности |z|e Ь т0 справедливы оценки

с։(п4- 1)<|ЬВ(± У» x)|<Ci(n 4- 1); (9-5)

с։(п+ 1)<|1уЫ± У, x)]y|«sc,(n-Է 1); (9.6)

|[уМ±У. x)]'y.|<c3(n+ I), (9.7)

где ci(i— 1.2.-.) постоянные, не зависящие от х и у.
Доказательство. Имеем оценку

I 1 — llvi’ °
Т( 1 ՜ 1 ““ 11 * 1-2|О|1|С0։.(Л-»|1)+|ч|1 Հ ւ՜՜յ(9՛8՛ 

и по условию
0<|afc|^p<l. (9.9)

откуда следует, что

<” + '> * S -T^rU-'..>֊l4. ■= гЬ1" + "■ 

к-0
(9.10)

Из (9.10) и (9.2) немедленно следуют оценки (9.5) и (9.6). 
Наконец, так как

. _ у (I — I ?) 2 j a J sin (х ± у —
[УМ± У.ХЛГ- Հ-41-2|ak|cos(x±y —м + |ак|Т’ 

к-и

то из (9.9) имеем

ЦуМ± у. X)1J <2^гг^-<՝• ”• 

к-0

т. е. оценку (9.7).
Лемма 8. Если <?(у)^ L, (0, Վ то при любом х(—г^х^к)

lim i?(y)e > ri ՝ ’ dy = 0, (9.11)
n * О» 

0

при этом равномерно относительно х
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Доказательство. Для данного существует полином Р(у) 
такой, что

I <Р(У)֊Р(У)1^У<4՜’ (9.12)

тогда

j>[?(y)-P(y)le'։'ln'±։''։idy|<^- (9.12')

Пусть

max I Р(у) • = Мо, max | Р'(у) | = М։, 
10. я] յօ. *]

тогда из формулы

о

,‘уХп (±У։ % = (±У‘ t

։[уМ± У. х)]'
о

f е<±У՛ , Г <уап<*у.х> P(yW±y.x)i;
J ։(уЫ±У, х)]у > 5 J ШуМ±У. х)]у)։ 
о 3 6 ’

В силу (9.6) и (9.7) получим оценку

о
, кМ1 д. Мос _ (

с։(л֊г1) п-f-l

Следовательно, при n > N(e)

откуда в силу (9.12') получим 
5

• (' t \ Ь'М±У-Х). ч1<р(у)е оу <Լ£, при п > N(s),

т. е. утверждение (9.11) леммы.
Лемма 9. В условиях леммы 6 для любого 0<Հ<»<Հ- имеет 

место формула
( У

е / \ • Сп ч 2 sin[yAn(— у, X) , .S.. „+1(х) = — 1(Х - у)е ——у dy +
и
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+ JL f ffx + У)е '1 ^lyy-ձ)] dy + 0(1). (9.14)

о

где о(1) -* О при. п — оо.
Доказательство. Из леммы 7 и из формулы (9.1) следует, что 

при П —> со

у)е՜1’՜ ձ!Ո1ճձճ_Ул_хА1 dy +- 
2sin-£-

m . У.
+ _!_ ff(x + y)e ։ ggfrfeai dy +0(1). (9.15)

2sinf

Но из (9.15) имеем при п ■> со
о> у

1 Ր ՜ Т
Sn. n + i(x) ~ I ^(х У)с

.•<>

sin[yXn(֊y, x))dy + 
У

III . у

Ь±р(х+у)е ’ «^у +

+|f(x+ у)е ' [ —!----- — |sin[yXn(y, xljdy-о(1). (9.15>
Ч \2sinf У/

Но функция ----------- ------ непрерывна на замкнутом отрезке [О, <«>Լ
2sin֊^ у

поэтому по лемме 7 последние два интеграла в формуле (9.15) стре­
мятся к нулю при п-»ос. Отсюда и следует формула (9.14).

Лемма 10. Если последовательность не имеет предельных
точек на окружности |~|— 1, то справедливы оценки

ЦХП(±У. Х)]’у |<с4(п+I); (9.16)

|[Хп(±у, х)]’.| <cs(n^ 1). (9.17)

Доказательство. Из определения (9.2) функции L,(y, х) имеем
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откуда получим

Ы± у. х) = ֊г 
у

1-I«kla
2|ak|cos(x±v-»k)4-|ak dv. (9.2')

Ы± у, х)]’у = + ֊?х

?. и 4|ak|(l |ak|-)sin Ц— sin ( -Х ± —տ֊֊֊ М
X уК___________________________ k_________ dv.

.1 — (1— 2|ak|cos(x v 4)-b|ak:։)[l—2|ak|cos(x±y —»k)4-|akls|
0 k-o

(9J8)
Отсюда, в силу оценки (9.8), получим

v___ §___ I
-(1֊-1ч!)։ I
k-0

• У - տքո՜2
V

(9.19)

и так как

о

го аз (9.19) следует оценка (9.16) леммы. 
Из (9.2'), далее, получим:

[Ы± у, х)]‘, 2 (7 у_____ Ճ֊1Ջ\ dv
у3 1 I. —1 1— 2|ak[C0S(x է V — 0k) 4-1 ak j®/

о k-0

ly_________i-Ы2________

2 V ~la* |a)I «X|sin(x yj7iJhc) _
У -Ф— 2|«k|cos(x ± у —M -hlakl2F՛ 

k-o

откуда, после простых преобразований, будем иметь:

Р (- v х)Г _ х —V___________(gk Н) | »к |_________
1 о(х У՜ Ո>" ՜ ' у1^ ։-2|«k|C0S(x + y֊»k) + |«k|*

к-О

y2^l 21 ak , cos (x — v — 0k)-г I як |3 ’ 
k-o
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________sin(X ± у — Ок)________
1 — 21 ак | COS (х ± у — »к) 4-1 «к I2 

2 sin շ- sin (х ± Мт՛՜՜ — 0к )

1 — 21 лк I cos (х ■*: v — 0к 1 + | ак <2
(9.20)֊

Обозначим

__________ sin (х ± у — Ок)_______ v 
1 -21 ак |cos (х ± у — 0к) 4-1 «И*

2 sin | х ± —— — 0к ) sin

1 — 2jak I cos(x է у — Ok) ±Т«кР ’

2 sin f x ± ?-֊^ — 0k 'j sin Ц^֊ 
R<±>/v vi _ V_______ _________ ' __

k I — 2|akl'cos(x ± у — »k) 4֊ |«k|*

2sin [ x ± ?-*t- —Ok՝) sin ^-y-V

1 — 2 j ak I cos (x ± v — 0k) -I- I я J= ' 

тогда из (9.20) будем иметь

Р-п(±у. х)]’,=

(9.21)

(9.2Г)

֊ * т» s .-^XJly'X+i^ f[A“(v'y)+Bt±)(v՛y)ldv- 

к-0 X
(9.22)

Из (9.21՜) имеем:

У)

81 ak I sin2^ x ± Цр j sin2

՜ 4 [1—21 Як fees (x I у 0k) -|- J aK |2f[ 1 — 21 ak I COS (x ± v — »k) 4֊! ak |2Г

откуда, и из (9.8), следуют оценки

Bk±)(y,v)dv տ֊տ 
о

8sin2^— 

|Bt±ltv’y)l<-(MMr‘ 

(T=77D<^-v>։dv- 

0

2у3 
3(l-|ak|)< '

(9.23)

(9.23')
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Далее, после простых преобразований, получим:

(у ֊Լ у \ V — V 
X ± -ok I sin “շ—

Лк-Л», у; = l-2|ak|cos(x + y-9к) + |ак|։

____р!с*Уу. y)4-Ek±)(v. У)
1 —2|ak|cos(x ± у — 4-

(9.24)

где

Рк:)(у» у) = $։П(Х ± У — $к) V — 2sin ֊֊

E^v, у) = ± 4 sin3 cos [ х х —շ~ ~ )•

Поэтому

(9.25)

1 Dt^v, y)dv == sin(x ± у — »k) 
J 0 <

I CI v — 2 sin Ц—
I V 

0

dv =

= у y2sin(x ±y — Ml ։ ֊

j D'k^v. y)dv 

0

и

откуда, ввиду (9.24), получим:

j A^>(v, y)dv I « y։ (j- + (1— j (9.26)

гак как Os^ys^z.
Наконец, из (9.22). (9.23) и (9.26) следует оценка

If., f , м' I X x/l I У Ч'|«1։| 16(п 4՜ I)11М±у,х)]у.1<4И + ֊б4)У0__|а։։|р< (1_рр
՚ к—о

т. е. утверждение (9.17) леммы.
Наконец, докажем лемму:
Лемма 11. Если последовательность (ak) не имеет предельных 

точек на окружности |z =1, то для любого о>0

Տ՜ lim р’МуМу1 У՛ х)1 dy = 4- <9՛27’

О 
при этом равномерно относительно х(—
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Доказательство. Имеем тождество

Г Sin [уХп(± у, х)]

J у
4

. Г sin[yXn( -t у. х)1 1Г х , ,ղdy=J֊w±7;x>i^(y^y.x)]-

0
e 

jsinfyM -I- y, x)] 

о

y , X) 
M± y. X)

(9.28)

Обозначая у ՀՀ ± у, x) = z, имеем

»n(±«. о
j(ni  I sin z

I Z

откуда, заметив по (9.2') и (9.5). что Хп(± Հ х) > с։(п + 1). получим

lim I,""»"
И -* •*

(9.29)

при этом равномерно относительно х.
Далее имеем:

1<п)= Р*п(± у, X)]yCOS[yXn( •_ у. X)]
М± У. х)[ул„( - у. х)]՜'

jcos[yXn(± у, х)] 

о

(Ч±У. х)]', 
------------------------г------— rfy 
М± У. Х)[ула(±у. Х)]у

{[>‘п(±У, Х)]у}2 
---------------------------- — dy -f՜

[М у,х)Г֊[уМ±у.х)1у

ծ 
pos[yXn( у. X)] 

о

[WJ. У. х)]у[уХп(± у, х)Ь ---------------------------------- -Р— dy
(Хц( у, х)([уМ 1 У, х)]у)’

Из оценок (9.5), (9.6) леммы 7 и из оценок (9.16), (9.17) леммы

9 вытекает, что где с не зависит от х. т. е.

lim ljn,= 0 (9.29')

равномерно относительно х.
Утверждение (9.27) леммы следует из (9.28) и из предельных 

соотношений (9.29) и (9.29՜).
10°. Наконец, докажем основную теорему об обычной сходи­

мости рядов Фурье по ортогональной системе рациональных функ֊
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цин. являющуюся аналогом теорем Дирихле - Жордана и Дини — Лип­
шица из теории рядов Фурье. Предварительно докажем еще одну 
лемму.

Лемма 12. Если, функция g(y) монотонно возрастает ճ про­
межутке [0. h], հ>0, то

հ
Ita rg(y)sin[yM'..y-x.)l dy * g(+ 0). (10.1)
n-« J У Հ

0

Доказательство. Представим наш интеграл в виде
ННЕ*

s(-i-0) №W±yj01dy+ (‘[gfo-gf֊. 0)]sin[y-^ .ն201 dv. 
J У I УО О

(10.2)

Из леммы 10 следует, что первый интеграл при п->х> стремится к 

пределу yg։+0).

Таким образом, дело сводится к доказательству того, что второй 
из интегралов (10.2) стремится к нулю.

Для данного г>0 выберем 3<h так. что 

0<g(0֊g(+0)<s. при 0<է<Հ (10.3)

тогда разобьем второй интеграл справа в (10.2) на два 
i Ո

Լ (J+ |')fe(‘) 8(4-0)]^^՜' У^<1у=1,4-|,.

К интегралу применяем формулу Бонне

J ։,-Ig(«) g(+0)l Jsin-lyX“(y У' x)1<)y.

Но из леммы Ю следует, что интегралы вида

Г pin[yM±y.x)jdy z>0

О 

равномерно ограничены, откуда вытекает, что равномерно ограни­
чены также ц интегралы вида

լ рМуу_± y^ldy п 1,2,... (10.4)

1
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Поэтому
1 111 ОМ, (10.5)

равномерно при всех п = 1, 2,...
Наконец, по лемме 8 будем иметь также

112 i <Հ е, при n > N. (Ю.6)

Из (10.5) и (Ю.6) заключаем, что

lim (lj -f- 1,) = 0, 
ч— я>

чем и завершается доказательство леммы.
Теорема I. Если функция 1(х)€Ц(—Հ, к) и е некоторой ок­

рестности (х0 —h. х04-1>) точки х0 имеет ограниченную вариацию, 
то

lim S„. n+l (х0) = |(х»֊0Ц.1(х»+.°1. (10.7)

Доказательство. Выберем в формуле (9.14) леммы 8 число = 1։; 
тогда для точки х - х0 она примет вид

S.,... Ы = 4 |Լ ֊ у)Л ?"1УМ֊У-Х)1 dy + 

О
n » у

. 1 Гг/ , ч ֊ Sin[v՝A|t(V, х)1 , , ...
4- — р(х0 + у)с —п֊>ос. 

о

_։у_ 
2 2

Но функции f(x0 —у)е и f(x0-f-y)e в отрезке [о, h] имеют ог­
раниченную вариацию и, следовательно, каждая из них представ­
ляется в виде разности двух монотонно возрастающих функций. Но 
тогда лемма 12 приложима к каждой из них в отдельности и, следо­
вательно, к их разности, откуда заключаем, что

Um So, n+j (x0) = 4- v W*o °) + f(*o 4֊ 0)1 = 
n — ճճ • * Հ

= 4tf(x«-°) + f(Xo + O)l.

Таким образом, в точках непрерывности будем иметь 

lim Sn. n+i (х0) f(x0).ո —

Теорема 2. Пусть f(x)£Lj(—«, n) w в точке x0 существуют 
предельные значения f(x0 — 0յ и f(xo4֊0).

Если для функций

?։(У) = Кх0— у) — Г(х0 — 0), ?г(у) ~ 1(х0 + у) — Г(х0 4֊ 0) (10.8)
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существуют интегралы

О ' о
то

ГС / ֊. f<X0 է-0)փ ЯХо — 0) lim S„. п И (х0) = —0---------5------------- - •
Ո-» ® Z

Доказательство. По формуле (9.14) леммы 8 при п ֊>• со имеем:

“» -_У_
с / \ 1 Ռ, % " 2 sin ГуМ— у, х)1 , ,Sn. п+1 (х0) = — f(x0 - у)е ——_2----- J dy ֊I֊

0
է 4-֊р(хо + У)е' 2 s'n[yMy-y,x)ldy-1-0(1). (10.10)

О

С другой стороны, по теореме 1 имеем

((х,-о)+кх,+ о)=2 յ;ք(յ։օ_օՀվ- Anto^Jl(iy+
О

I -Ւ 4-Jftx. + 0)е ' VsilfrX"fyi31)1 dy+ о(1). (10.11)

6

Из (10.10), и (10.11), в силу (10.8), имеем

С / \ ։7хо — 0) ՜ր ^хо 7՜•Эп. ո+։ (л՛©) 2 —

֊ || 1ճճ> е 2 sin (уха{ - - у< x)]dy փ 

о

е ‘ sin[yXn(y, x)]dy + о( 1),
о

откуда, ввиду сходимости интегралов (10.9) по лемме 9, следует ут­
верждение теоремы.

Можно установить также теоремы равномерной сходимости рядов 
Фурье по ортогональной системе (Ф/е1*)} для периодических функ­
ций, имеющих ограниченную производную на отрезке [--■*, zj. На 
этом, однако, здесь останавливаться нс будем.

Ереванский Гос. университет
им. В. М. Милотова

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступило 19 IV 1956
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1Г. Ա'. յՀթ|’ս։շ։աՈ

ԸՍՏ ՌԱՑհՈՆԱԼ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեԸՒ ՖՈհՐՅեհ ՇԱՐՔեՐՒ 
ՏԷՍՈհՌՅՍԼՆ ՇՈՒՐՋԸԱ Մ Փ Ո Փ Ո I* 1Г

Ներկա աշ քոա ա ութ յան մհհ էոսումնաս ի լոքում են միավոր շր9անա- 
դծ ի 'lp“‘ տրված ֆունկցիայի րոտ րևե ոնե ր ի տվյալ հաՀոլպ ական ttւ թ յ ա նն 
ունեցող ռացիոնալ ֆոլնկէյ ft ան և ր ft օրթողոնալ սիստեմի Ֆոէրյեի 2u,PP.fl 
•/ երած մ ան հ ա ր tj I, ր ր է

§ 1-ում րերված Է մքոսվոր շ րՀանադծ ի վրա օրթ ոնսրմալ ոտ ւյ ի till ա) 
ֆունկցիաներ ի համար 'հիրքէիէլեի կորիցի կոմպակտ ա ր տահայտ >ո թ յուն ր t

Հյ 'ձ֊էէէմ, որոշ н ահմանա փակումն!, ր դնելով րևեոների հա^ո րղտկա- 
նության վրա, ուսումնասիրվում է րոտ համ ապա տաս քսան օր թii'linրմ ա լ 
ռացիոնալ ֆունկցիաների ոիոէոեմ ի Ֆուրյեի շտրրի սովորական զուգամի­
տության հար էլը։ Ապացուցվում է, որ երր րևեոնե րր շեն կսւտակվսէմ 
ւլեպի միավ/էր ջրք ան ադքէծ ր , шщш րուո n tn ր ft ոն ա լ վորլնկցքէաներքէ Ֆու րյեքէ 

4">-,ր"մ fnnntfJ յան րնա յք) ր չքւ տարրերվամ и աքսրական Ֆուր յեքւ 
շարրքէ էլրո.դամ քւտսլթ յա՚էւ րնու յ fl ft if t

1Լյսպքւսսվէ աշքսատ Աէ-թ յան մեՀ ապա tjnt- tjifnt.tf ! , որ երր t/ր ft! ոն ո ր էք ա լ 
ո ft и տե t! ft րեեոներյւ չեն !լուտակէք ա.մ ։լեպքւ միավոր շրհանադքւծր, Ֆու ր յե ft 
եռանկյունաչափական Հարրերքւ համար հայտնի ‘Ւիրիքսլե — (հորդանի և 
Գինի — Լի պշի t] ի հայտանիշն երր պահ սլանա մ Inf իրենւ/ nt-J ը։
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.МАТЕМАТИКА

А. Л. Шагинян

К теории однолистных функций
I. Пусть Е ограниченная замкнутая совокупность с односвязным 

дополнением Е<».
Отобразим конформно Е« на | w | >1, функцией

w — <p(z), <?(<*>) - * * * * * * * * iOi

K(p.p')>W-p)(։-֊֊ I-
\ р?

2. Возьмем произвольную спрямляемую замкнутую кривую L,
охватывающую совокупность Е.

Пусть
I z | С d Н- d„

есть круч мииималеного радиуса, покрывающим Г, :»

I z | < d

некоторый концентрический с ним круг, покрывающий Е.

Обратная относительно w =<?(?.) функция

*=-■?(«) = ™ '%+v֊1...........

где т емкость или постоянная Робена совокупное in I . 

G(x,у) ֊- lgl?(*Jl
есть функция Грнна области Е <*,.

В дальнейшем нам нужны будут два неравенства искажения при 
отображении w <p(z) (1՝. Фабер [1|), которые, ради удобства, приво­
дим сейчас.

I.B любой точке w, |av|>I,

. .. . г W ՜
֊ր֊յ (Ս

11. Если Гр и Гр', соответственно, две линяв уровня функции Грина 

G(x, у) = Igp, О(х, у) = 1g?', ?' > ?.

а К(р,р') — расстояние между ними, :о

(2)
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Доказываем следующие две теоремы*.

Теорема 1. Линия уровня
-f —

G(z) = пост. = 1g —(j— • е ՚ (3)

лежит внутри Լ, а также внутри любой линии уровня

G(z) = GfZj).

проходящей через произвольную точку z։ кривой L.
В равенстве (3) $ —дуговая координата точек на L, p(s) — рас­

стояние переменной на L точки до Е.
Коэффициент-единицу при интеграле, вообще говоря, нельзя 

заменить числом меньше •
4

Теорема 2. Если z։ и z2 произвольные точки на L, то

\ ;5L 
J

|?(z2) — ?(zi)| >c-le *' » (4)

где I нижняя грань длин дуг, соединяющих z։ с z2 внутри Е»,

1 . d + d0
с = 44-2dg ՛ lg — • (5)

Доказательство теоремы 1.
Пусть |z| < (1 какой-либо круг, покрывающий Е.
Оценим в какой-либо точке A(z,) £ Еос. [շձ |<Հճփ(10 функцию 

Грина Сцх,у).
Для этого соединим внутри Ес» точку А с произвольной точкой 

В(*г). |/-շ| = d + d0, d0>0, спрямляемой дугой L։. Пусть s —дуговое 
расстояние переменной на L։ точки z(s) от zp a p(s) — расстояние 
z(s) от Е.

Считая начало координат временно расположенным в точке z(s), 
представим гармоническую функцию lg|y(z)| в круге инте­
гралом Пуассона

2с
lg । Т(Ч I=± jig I d0' ’

о
где О' = argz', О = argz, jz'1 — p(s).

Или
՛. р ,2__ I 7 [2

G(Z> = 2=՜ J G(z') p։—2j։|z|cos((l—0')+izi։ df/՛ 
H

’ Основной результат выражается неравенством (4). Равенство (3) имеет 
вспомогательный характер и доказано ранее |2|.



К теории однолистных функций 31

Применим это равенство в точке z(s-rds), бесконечно близкой 
к i = 0.

Считая |z|~ds, получим

■ т=Р|) • 2Т J՜ G<z'>** м՛ ■

о
н так как G(z) > 0, то
I I < -Г • Հ- f°<z') dr = 2 - у)֊- ■

խտ P(S) 2՜ J p(sj

Обозначив ради краткости
G(z(s)) ==G 

получим:

<2£.
ժտ p(s)

Отсюда
<?lgGb 2 

ժտ Г՜ p(s)

-փ£
G(z2) е Լ՛ < G(z։) < G(z2) • e 11 . (6}

Но так как G(z) гармонична в Ес» и в точке z —оо обращается 
в со как функция lg|z|, и таким же свойством обладает функция 

■

то из принципа максимума следует

Օ(2շ) > 1g
d + d0 

d

Таким образом, окончательно
-2 С ֊--

G(z,) > 1g • (7)е

Пусть теперь L произвольная замкнутая, спрямляемая кривая 
Жордана, охватывающая Е и проходящая через точку zr Обозначим

d0 = шах | -/J ֊ d, z £ L, 

и аусть z2 точка на L, для которой [z2| = d-bd0. 
Точки Zj и z2 разбивают L на две дуги Ц и Ա.
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Согласно (7)

՜2Թ

точно так же
-Чет

G(z.) > 1g “Г е ' “ •

Из этих двух неравенств вытекает также 
{ds

u(Zj>ig—«е . (8)

где интеграл распространен по всей замкнутой кривой L. 
Из оценки (8) следует, что линия уровня

_ С d։. , . J
, (i 4-(l0 ։.G(z) = lg ֊ց—“• e

лежит внутри L, а также всевозможных линий уровней

G(z) = G(z։), 

проходящих через любые точки z։, кривой Ц. 
Это и есть первая часть утверждения теоремы I. 
Что в неравенстве (3) в общем случае нельзя заменить коэффи­

циент-единицу, при интеграле, числом меньше , доказано в статье ([2|. 

замечание на сгр. 19).
Из (8) следует

l?(z)|>exp| Ig^expl-J^l) 

L
для любых z £ L.

Если обозначить через ? u w точки, связанные соотношением 
w — c(z), то из предыдущего неравенства, в силу

еУ — 1 > х, при х > О, 
следует:

*” J г<м
| w | — I > lg —A • e *' . (9)

Этим неравенством оценивается снизу расстояние образа точки 
z точки w. от окружности |w| = 1. Здесь L произвольная замкнутая. 
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спрямляем## кривая, проходящая через точку z и охватывающая Е. 
Значения d и d0 уже указаны.

Доказательство теоремы 2. Пусть теперь /։ и z2 произвольные 
точки на L.

Оценим снизу |w3 w։ |, где

w։ = w2 "= Т(^)«
Согласно (9), точки w։ и w2 лежат в области

С՜ J f-l’-
|w|>l +lg

В этой области, согласно (I),

it// \ I -1 w I1 ' I w I2 • eL
* (io)

2I8 —

С другой стороны, принимая в (2) р = 1 и p'=|w|, получим

и так как образы точек w, и wa лежат на кривой L, то, очевидно. 

k(l, 1*1) <.<!*.

Поэтому на дуге Լ, представляющей отображение 1 на w-пло- 
СКОСТИ,

Отсюда
R |w|< ֊1֊{շ+-1’+|/ (շ+4՞)։ 4 ! 

или проще
|W|<2 + 4o. (11)

Итан, L лежит в кольце

С ճւ 
.1

l-blg^՛- е ’ <|w|<2 + 4°’ (’2)

Обозначим кратчайшее расстояние между w, и w2 в кольце (12) 
через 8(w։; w8).

Из геометрических соображений
1*2 *’։ > 4՜ ’ Ws) ՚ (1

lbM-гь.и IX. № 7-3
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Проведем в кольце (12) кратчайшую дугу, соединяющую wt с ws. 
Обозначим ее через £•.

Образ дуги на z-плосксс.н будет некоторая дуга 3, соеди­
няющая z։ с z2.

Тогда

3(W1; w։)= j I?'(z)| .|(lz,L (14)

Но из (10)—(11) следует, что на 

т. е. на
2lgd+4 -(&

Поэтому
m (14-(Լ _ ք *ւ
21g -3— J

3(wt;w,)> 2x4_do e L .

где 1 — нижняя грань расстояний между Zj и z2 в области Е<». 
Наконец,

1 ig Нг-՝ JP(S)
I I - 1 <1 I լ
|w,֊w,|>֊2е

Ого и есть неравенство (4).
Теорема 1 содержит, в частности, оценку G(z), вытекающую из 

извес. ного неравенства М. А. Лаврентьева [3] в теории одно, истных 
функций. Это можно доказать, проведя через z, и z2 специальным об* 
разом подобранную кривую L (ср. [2]. стр. 5 7).

Оценку функции Грина типа (3) можно получить и в простран­
стве трех и более измерений.

Институт математики л механики 
АН Армянской ССР Поступило 18 V 1956

и.. I.. r.u.iq.GjLuG

Ubiwe ՖՈՏՆԿՑՒԱՆհՐհ ՏԷՍՈՒՔՅԱՆ Ub ՃԱՐՑհ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ Ո Փ О I» 1Г

E֊b Z հարթության մ {г փակ և սահմանափակ ր ա ղմ и ւ թ յ ո լ_ն 
Լ ւքփակապ [րարյո։ մ ով (Ew)' [’ "՚"I"' 1' ^'՚ “C w| > 1 '”1'("'чЬЧ։ ‘llIШ
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w = <p(z). «(<») = со. ®'(°о) > О

ֆունկցիայի մ իջոցով ։
Ներկա հոդված ււլմ գնահատւ/nt if I; վ•"Ր[1էյ I Wj — wt I տարրերութ յա նp,

wi=?(2։). w2 = ?(z2)

ֆիվ>>' Zj, Z. կետերի համար և [•„-ի մասին нрпл in վ յա լն If p ի ա ո կա յ ո < /) յ ան 
պայէք աններում։

Գիցու^ |Z|< (1”^ Е-՛ծ ծածկոց մի չր^ան Լ-, Լ՝/’ E“$* շր^ապատող 
«րևէ ոէպդե[ի գիծ, իսկ

I z I < d 4- do

Լ-ք 1'^1'"I նվազագույն
Այդ դեպրու ւ> Լ֊/յ դտնւ/ոդ որևկ Zj և Հշ կետն ր ին հ ա մ ա սլա ա ա и ֊ 
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ГИДРОМЕХАНИКА

В. Г. Саноян

Способ профилирования диффузоров по заданной эпюре 
скоростей на входе

1. Введение

В связи с развитием промышленности особо важное значение 
приобретает правильное профилирование таких важных элементов 
промышленных и гидросиловых установок, какими, бесспорно, являют­
ся диффузорные и конфузорные каналы, В гидротехнических соору­
жениях гидросиловых установок эти элементы встречаются в качестве 
переходных участков в оголовке напорного трубопровода, при пере­
ходе в напорном туннеле от сечения одного диаметра к сечению յ ру- 
саго диаметра и т. д.

Диффузоры применяются также в конструкциях отсасывающих 
Труб, что оказывает существенное влияние на величину используемо­
го напора к, следовательно, на к. п. д. iурбины [1]. Баланс энергии 
на՛различных участках проточной частя гидротурбины показывает, 
что большая часть потерь приходится на отсасывающую трубу.

Строительство таких мощных гидростанций, как Куйбышевская, 
(ла.’.пиградская и др., требует всестороннего изучения и усовершен­
ствования отсасывающих груб, так как повышение к. п. д. турбины 
хотя бы на один процент позволяет выработать значительное коли­
чество дополнительной энергии. Форма отсасывающей грубы должна 
удовлетворять требованиям минимальных потерь энергии в ее Пре­
блах н создания значительного разряжения в сечении у выхода из 
лбочего колеса.

Таким образом, для получения удовлетворительного коэффициен­
та полезного действия диффузора первостепенное значение имеет 
его правильное профилирование, при котором скорости (следовательно, 
и давления) вдоль стенок диффузора меняются плавно и монотонно. 
Во избежание отрыва пограничного слоя от стенок диффузора, нигде 
не должно иметь место локальное увеличение или уменьшение ско­
ростей.

В нашей статье (2] было дано решение такого рода задачи, при­
чел было поставлено условие, что скорости равномерно распределены 
зо входных сечениях диффузоров. Один из таких диффузоров, назван­
ный нами условно „диффузором с двумя асимптотами’, экспернмен- 



38 В. Г. Саноян“ ՚ I - — ■ —֊֊ _ I । ч. ---
тэльно проверен Д. Н. Крыловым в лаборатории аэродинамики Ленин­
градского политехнического института ([3]. стр. 129).

Наряду с вышеупомянутым диффузором экспериментальной про­
верке подвергались еще диффузоры пяти других типов: прямолиней­
ный диффузор, криволинейный диффузор с постоянным градиентом 
средней скорости по длине, криволинейный диффузор с постоянным 
градиентом давления вдоль трубы, ступенчатый диффузор и. наконец, 
конический диффузор*.

* В опытах Л. II. Крылова, невидимому, допу щена методологическая неточ­
ность, заключающаяся в том. что наряду с пятью плоскими диффузорами исследо­
вался конический диффузор (который является осесимметричным) с отношением 
входного и выходного сечений равным отношению входных it выходных сечений 
вышеупомянутых плоских диффузоров. Плоский диффузор нельзя сравнивать с осе­
симметричным, так как при одном и том же отношении площадей выходных л входных 
сечений плоский диффузор имеет больший угол раствора, чем осесимметричный.

** Общие принципы решения такого рода задач в сж. том виде даны в |4)- 
Ց настоящей статье дается дальнейшее развитие этого вопроса. Изложение сопро­
вождается примерами и графиками, иллюстрирующими ход расчета.

Результаты экспериментального исследования показываю:, что 
при не очень больших значениях приведенного числа оборотов 
(П|=110 об/мин., п՜ = 130 об/мин.) лаилучшей отсасывающей трубой 

оказался диффузор с двумя асимптотами- Это говорит о том, чю тео­
ретически профилированный диффузор с двумя асимптотами хорошо 
выравнивает неоднородное доле скоростей за колесом. Для сравнения 
приводим таблицу значений коэффициента неравномерности для раз­
ных диффузоров, заимствованную из [3], стр. 132.

Таблица 1

Тип диффузора К Tim диффузора К

Прямолинейный 1.4 С двум» асимптотами 1.3

-dv- = const.
<ix

1.62 Ступенчатый 1,6

dp- - = const.
dx

1.97 Конический 1.975

Как видно из таблицы I. диффузор с двумя асимптотами имеет 
наименьший коэффициент неравномерности. Это говорит о том, что 
в случае диффузора этого типа скорости хорошо выравниваются, нс 
смотря на то, что его профиль был выбран исходя из однородного 
поля скоростей на входе.

В настоящей статье дается способ построения очертания прямо­
осных диффузоров, но уже не с однородным полем скоростей на 
входе, а при любых входных эпюрах скоростей**.  Решение дается для 
плоского и осесимметричного течений.
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2. Профилирование плоских диффузоров
Потенциал скоростей безвихревого потока идеальной несжимае­

мой жидкости в случае плоского движения можно выразить через 
интеграл Фурье [5]

fe±Xx
I (Ax cosky 4- BA sinky) dX, 

о
(2.1)

где верхний знак соответствует отрицательному, а нижний — поло­
жительному значениям х.

В дальнейшем мы будем рассматривать ту часть пространства, 
в которой х>0, следовательно, в показателе подинтегральной функ­
ции всегда будем брать знак ( —).

А> я Вх -функции, зависящие от X. Их можно подобрать таким 
образом, чтобы продольные скорости 
заданное распределение f(y) (фиг. I),

= f(y). (2.2)
х=0 х=0

Здесь через н обозначена про­
дольная скорость.

Согласно условию (2.2) из выра­
жения (2.1) получим

00

1(у)<= | (Ах cos Ху 4 ВЛ sin Xy)dX. (2.3) 

к՝ о

на входе в канал (х = 0) имели 
т. е.

Если функция ((у) в любом конечном интервале удовлетворяет 
условиям Дирихле, то (2.3) представляет собой обычное разложе­
ние функции f(y) по интегралам Фурье. При этом коэффициенты Ах и 
Вх определяются следующими выражениями:

4հ<»
Ах = -i- f(q)COSX;d;,

- оо

-'со

В нашей физической задаче f(y) представляет собой распреде­
ление скоростей по входному сечению канала, следовательно, она 
будет удовлетворять условиям Дирихле и абсолютной интегрируемо­
сти в бесконечном интервале.

Принимая во внимание также четность функции ((у), получим

2 F
Ах = — f(0 cosk; d;, Вл = 0. (2.4')
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Подставляя эти значения коэффициентов в (2.1), подучим для 
потенциала скоростей следующее выражение:

<Х> Հր.՛
? « -|՜ jf(«)d€ e~’cosk;cos/.y . (2.5}

о о

Или, после простых преобразований,
+ Оо Ос

* =----- у j*f(tyK  j e“’xcos).(5 у) (2.5')

- К и

Имея потенциал скоростей, легко найти выражение для продольных 
н поперечных скоростей.

Будем иметь 
հ» х Հէ,ր 1 г»

и ֊= ~ I f(;)d£ I е“ЛХ cos Щ—у) d/., (2.6)

— 00 <1

+ <& оо

v=J7 = V р<5)(К Ie՝‘*sinA(5-y)d>.. (2.7)

— оо? о

Принимая во внимание [6], что
ОО О-..

I e“.pz cos q zdz = —~5( е՜ р/ sin q zdz — J’ . >J Ра+‘Г J P 4-q՛
о 0

приведем выражения для составляющих скоростей к виду:

u=v 'ք^?+(Խ’ (2-8)
- *«

֊ = 4 (շ-9>
_‘со

Имея и и V. используя соотношения

дЛ 
(Д'

v — (2.10)

и учитывая условие փ = 0 при у = 0. легко получим выражение для 
функции тока:

2ху 
х*-у а 1

(2.И)

и

Недостатком решений (2.8) и (2.9) является то, что они не допускают 
проверки граничных условий.
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Введи обозначение
• - у ֊ xtgO.

преобразуем выражения (2.8) и (2.9) следующим образом: 
г 
X

и — “ f(xtgO — у) dO, (2.12)

г.- -շ-
2

J RxtgO i y)tgOdO. (2.13)

Из этих решений видно, что удовлетворяются граничные условия:

11

Для проверки вышеприведенных формул решим теперь обрат­
ную задачу: определим распределение скоростей в поперечном сече*  
шгя канала (при х=0), очерченном по гиперболе (фиг. 2).

Фиг. 2,

Дин решения задачи перейдем к эллиптическим координатам.
Как известно [7|, уравнение

z-֊csh:, (2.14)

где z = x4֊iy, Հ - с 4- i-fj, даст переход от декартовых координат 
х, у к эллиптическим հ.

Из (2.14) имеем

х = 6-shccos О < с от- .

y=ceh;sin7j, 0^7,-<2-. (2-15)
Принимая = const., получим семейство эллипсов

г_ Iժտհ% 1 ժժւՂ>
с полуосями fcli:o. esh Լ.
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Полагая т) = т,0 = const. получим семейство софокусных с преды 
лущими эллипсами гипербол

_ ___ _______= ]
c-sin2r;o r2cos2rJ0

с полуосями с sin-% и ссо$т}0.
Введя обозначения

si) Е = X. cos 1, = и (Оа ос . — 1 -.с р 1), (2.16)

получим
х « eXu, 
у^/аТхТо^й5)

(2.17)

Напишем уравнение Лапласа для определения потенциала ско­
ростей в эллиптических координатах:

Л/ 1Լ ժէ ՝) д- д { и±ծճ \ —О
ԺՃ \ Нх д'к I 1 ժյ*֊  I, 1Լ ժ|ւ / (2.18)

где lb. и Нц — коэффициенты Ляме, которые определяются следую­
щими выражениями:

(2.19)

Подставляя (2.19) в (2-18), получим

д ք| X՜1 ! յ_ ք| / 1—p8d? V- о 
Ժճ Ա/ 1 — ;а։ ծէ. / ժյ*  '՛ I 1 4-А2 / ՜ (2.20)

Если искать решение этого уравнения в виде произведения двух 
функций

u(k, и) — L(X) М(и), (2.21)

из которых одна зависит только от X, а другая только от и, то для 
определения L(X) н М(и) получим следующие дифференциальные 
уравнения:

о-въ +х ах՜х kL = °- <2-22)

3. d*M  dM ... n
(1 u ) ֊г՜՜՛ I1 л---------кМ О,
v d;* ‘ du

где к любое число.
Решение этих уравнении дает:

L(/.) — c։cos(arsliX) р к ֊I֊ c2sin(arshX) j/k, 

М(р) с; Հ* С' е/ ։

(2 23)
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В частном случае к - О решением уравнения (2.20) будет: 

о = A arshX -t- В.

Из соотношений

(2.24)

A
Vx =

1 д<? 1 Ժս
Их ЭХ H? ժ|ւ с/ХЧ!»5’’

v = _!_*Լ  = _յ_?ճ_օ
51 Ни ժս Нх ժ|*

(2.25)

легко определить функцию тока

О = A arc sinjx. (2.26)

Из (2.24) и (2.26) очевидно, что эквипотенциальными линиями и 
линиями тока данного течения служат, соотвек. пенно, эллипсы X = Хо 
и гиперболы թ=|* 0 (фиг. 2).

Если обозначить полуоси эллипса и гиперболы, соответственно, 
через b и а, то получим:

b а

Значение с можно определить из условия, чтобы во вхо. ном се­
чении отношение скоростей на стенах (у = ! а) к осевой скорости 
1г֊0) было заданным.

Обозначая это отношение через а, получим

■ «>’•
Определим распределение продольных скоростей во входном се­

чении, обозначая осевую скорость в этом же сечении (х — 0, р = 1). 
через ve. Согласно (2.25) будем иметь

Определим, наконец, изменение скорости в плоскости симметрии 
течения (у — 0); согласно (2.25) и (2.17) будем иметь

и_ _ _____ с
vo ՜ F хЧс8

(2.29)

Теперь эту же самую задачу решим при помощи формул, вы­
веденных в начале настоящего параграфа.

Предположим, что скорости во входном сечении меняются но 
закону
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ui = 0 если у>с. 
х=0

Тогда во формулам (2.8), (2.9) и (2.11) легко найти знача! 
составляющих скорости и функцию тока в любой точке течения.

Будем иметь

(c-yrn/c-'-e
di

( Г(х2 < ՜
Cl 2'рх-'~-с" у»)4 • l.x։y2]

V=S f______
1 * J [x24 (;-y?i յ/ժ -e 

-c

V (x2-4-c2—у2Г2Ч-4х2у2 (х2фс2—у2) 
2[(xst Ժ-у2)2 I 4x2y2]

- arc cos <x*+> ’5 c3?+4c։x2-(x։-c24-ya) Г1
— d I Լ- Լ, иг» « --------- ՜ -r ՜ օ  ՜ /

Определим распределение скорости в плоскости симметрии теч 
ния (у = 0). Из (2.31) получим:

I с и. ------—г — •
■у-0 У х24-с2 

г. е. результат, совпадающий с (2.29).
Как видно из последней формулы, скорости в плоскости сям» 

рии канала монотонно уменьшаю! ся от единицы во входном сечек 
до нуля в бесконечности (фиг. 3, пунктирная линия).

Такое распределение скоростей, как известно [8|, даст дпффуэ 
или конфузор с одной асимптотой.

Для получения канала с двумя асимптотами (фиг. 4) необходим 
-тобы кривая распределения скорости в плоскости симметрии кана 

имела две асимптоты (фиг. 3,сплошная линия). Для этого достато’ 
на поток, определяемый функцией распределения скоростей (2.1 
на..ожить однородный поток с постоянной скоростью, направл 
НОЙ ПО X.
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Таким образом, распределение продольных скоростей но оси х 
для диффузора с двумя асимптотами выразится следующей формулой:

4֊В. (2.34)

Параметры Л и В должны 
определяться из условия, что­
бы скорость при х = 0 (на 
входе) равнялась единице, а на 
выходе—р; (р< 1).

Со гл э с но в ы ш е у к а з а н но­
ну для плоского диффузора 
с двумя асимптотами и с эпю­
рой входных скоростей, отвечающей (2.30), будем иметь следующие 
окончательные формулы для составляющих скоростей и функции тока:

х

u — Au, I- В, (2.35)

v = Av,. (2.36)

ф^ЛМ-ВУ- (2-37)

Здесь и,, Vp փ։ опреде­
ляются по формулам (2.3!) 
(2.33). Очертание диффузора 
определится уравнением б — 
= const.

Подставляя выражение о. 
из (2.33) в (2.37) и решая по­
лученное уравнение относи­

тельно х. получим следующее уравнение очертания диффузора:

(Для упрощения вычислении принято с I).
В табл. 2 даны значения координат образующих диффузора 

."я разных О = const., рассчитанных по формуле (2.38). При этом для 
параметров А и В приняты значения: А — 0,6. В 0,4 (не трудно ви­
деть, что в этом случае отношение осевых скоростей на выходе н 
входе равно р = 0,4).

На графике фиг. 5а приведены очертания каналов согласно iaG- 
.:ице 2. На том же графике показаны изменения полных скоростей 
в поперечных сечениях кяналов.

Составляклцие скоростей рассчитаны но формулам (2 351 н (2.36) 
и сведены в табл. 3.

Как видно из табл. 3 и графика фиг. 5а, неоднородность скоро- 
сгей на входе быстро сглаживается, на расстоянии х = 1.0 влияние 
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входной эпюры скоростей уже не сказывается; скорости, по ме 
удаления от оси, монотонно уменьшаются, как и в случае одноро 
кого распределения скорости на входе [_’)

На графике фиг. 56 показаны изменения скорости вдоль стене 
каналов. Как видно из этого графика, скорости вдоль стенки м 
йотойно уменьшаются, нигде нет местного увеличения скоростей (н 
местных конфузорных участков), что обычно и требуется от рацио­
нального диффузора

Фиг. 5а.

В качестве второго примера рассмотрим случай, когда скорост 
равномерно распределены во входном сечении диффузора (в интер­
вале- l^ysSl).

Полагая в формулах (2.6), (2.7) и (2.1 I) f(;) = v0 — const., получи 
для такого диффузора следующие формулы для составляющих скоростей 
и функций тока:

1
xvo С d’ vo/ » 1 -у , 14-у\ /о эдԱւ=~ лтт—:л։ = ֊ arclg —r^ + arctg —. (2.39)
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v։ = J^y)da 
x։+(c֊y)s

— In
Հ xM-(l-y)֊ 

|/ х3+(1+у)։- (2.40)

у (*
= —° | arctg

0

4- у arctg

- [arctg 1+(2ху

(2-41)

Таблица 2

1 у*

2х
+xlr

ы очерти

. Х8Ч-(1-У)а 
1 х’4֊(14֊у)։

•nil каналов

1-.1-Э

СоорАшш

М.2
X 0 0.5 1.0 2.0 3.0 4,0 5,0 7,0
У 0.20 0.22 0.76 0.31 0.35 0,37 0.39 0,42

1=0.1
X 0 0.2-1 1.10 2.00 3,37 5,96 8.4 13,4
У 0.385 0.400 0,500 0,600 0,70 0.80 0.85 0.90

М.6
X 0 0,297 0,570 1.29 2,73 4.0 5.0 7.0
У 0,575 0,60 0,65 О.ՃՕ 1,00 1.08 1.12 1.17

МЛ
X 0 0,15 1,00 2.45 3,15 4,22 5.74 8,42
У 0.750 0,80 1 до 1.30 1.40 1.50 1,60 1,70

(«1.0
X 0 0.213 0.334 0.556 0,780 1.730 2.540 5,76
У 0,88 0.95 1.00 1.10 0.20 1,50 ' .. ՛ 2,00

(=1,34 X 0 0.033 0,095 0,178 0.215 0,74 1.46 2,4?
У 1,00 1.00 1,20 1.30 0.31 1.70 2.СО 2.30

Для получения диффузора с двумя асимптотами необходимо, 
очевидно, наложить на это течение однородный поток с постоянной 
продольной скоростью В. Тогда составляющие скорости и функция 
тока выразятся формулами, аналогичными (2.35)—(2.37), a u։, v։ и •!», 
будут определяться выражениями (2.39)-(2.41).

В качестве третьего примера рассмотрим случай, когда ско­
рости во входном сечении распределены по закону (пониженные ско­
рости у стенок)

По формулам (2.3), (2.9) и (2.11), согласно выражениям (2.35)— 
:2 37), получим

и 4 W) х | , В; (2ЛЗ)

v —— 4 J/ ]/\х2+с2—yVH-4cV — (хЧ-ժ -у2) у), (2.44)
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փ = А. I I 2 к I у'(х’+'с’—yV+4x’y*  ֊ (x=֊f֊c2-y=) փ

-4-у|/ I (xs4-ca-ysj։+4xsy,‘+(x,+c։ у’) ֊ք

ь е« arcsin I (у \Հ у ՜ս»4 с։-у»)3741’У 4֊(x’4-c’^yij

-х |/ | (х։ | с’- уУ-Нх’у’ (х’-Рс*  -у1) ; л;-у*ву еэд

Таблица ծ'

Значении согтлилнющн* ск ростсЛ и. v к полкой скорости V р и» । у’ 
___  » разим* ссчснких каналов

*
У 0 0.3 |

0.6 0.8 1.0 1.3

и 1.000 ։ ,о..о 1.150 1.400 _ _
0 V 0 0 0 0 0 —

V I.0J0 LOGO 1.150 1.4' 0 — —
U 0.979 0.987 1,074 1,144 1.030 0,647

0.25 V 0 0.0*9 0.1 4 0,290 0.5С.0 0.5S0
V 0.979 0.985 1.080 1,180 i.ieo 0,870
U 0,937 0.936 0.964 0.932 0.866 0.752

0/0 V 0 0.056 0.165 0.2ՃՇ 0,364 0.412
V 0,437 0.966 0.9.-0 0.970 0,940 0,800
и 0,824 — 0.J02 — 0.740

1.00 V 0 — 0.130 — 0.210 —
V 0.824 —• 0,810 — 0,780 —

U 0.668 — 0.657 — 0.627 —
2.00 V 0 — 0.060 — 0.0 36 —

V 0,668 — 0.651 — 0.633
II 0.546 0.543 — 0.536

4.00 V О — 0.021 — 0,033 —
V 0,516 — 0.544 — 0.538 —

.1 U 0.485 0,485 — 0.483 —
7,00 V 0 0.007 — 0,012 —

V 0.485 0.48"» — 0.483 —

На фиг. 6 приведены теоретические очертания каналов для 
частного случая А 0,6. В 0,4. с = I. В поперечных сечениях по­
казаны изменения полных с*  ороггей. Как видно из фиг. 6, иеодно-
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- ՜ — ■ ֊ - _ և—~ ■ ^ ՜ — — - ' ■

~ь скоростей во входном сечении быстро сглаживается (знало 
предыдущему случаю).

Фиг. б.

3. Профилирование осесимметричных диффузоров

В случае осесимметричною течения уравнение Лапласа для 
ленцппла скоростей и безвихревом потоке идеальной жидкости

*/Г£Л=О> (3.1)
Or 1 dr / օւ.\ ժւ ) ՝ '

где г и г цилиндрические координаты, имеет следующее решение для 
оГ»ластп 2>0 |9)

? = — I A. e“%(Xf)).di. (3.2)

югично случаю плоского движения, определим .Л. из условия 

V. 1г_с, -= 1(Г). (3.3)

•Согласно (3.3) из (3.2) получим

■К i(z) = pV.

Если функция ((г) удовлетворяет условиям Дирихле и абсолютно 
ипегрируема в промежутке (—-.о. 4-оо), т. е.

+ ОО
lh=)i4: существует, то из z3,4)

a A.

о

(3.5)

Тогда выражение для потенциала скоростей (3.2) примет вид:

e"MJft(/r)dA f(-).L(/.c)cd: (3.6)
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Имея потенциал скоростей, легко определить продольные и ра­
диальные составляющие скорости. Имеем

d©
' ‘ = 37

сп
(3-7)

V, 
dr

о и
ОО

— е”Х։ J։(Xr) XdX
оэ

(3.8)

О 0

Используя известные соотношения:

Ժ'ք 1 Ժծ д? 1 ԺՓ
(Ո. г аг ' dz ~ г dz

легко найдем функцию тока: 
со со

փ = г j О >zJt(Xr) d). I ;d:. 

о 0

(3.9)

(З.Ю)

В вышеприведенных формулах Jft и Jf бесселевы функции, соот­
ветственно, нулевого и первого порядков первого рода.

Решим теперь обратную задачу: определим эпюру скоростей н 
выходном сечении канала, когда его поверхность является гипербо­
лоидом вращения. Для этого, аналогично плоскому случаю, перейдем 
к эллиптическим координатам.

Если декаратовы координаты х, у, z объединить в комплексы

L 4- ir = 6sh(5 4- Խյ); х 4֊ iy = re10,

то Հ и т; будут служить параметрами ортогональных семейств эллип­
сов и гипербол в меридиональных сечениях.

Введя обозначения (2.16), получим

z = <:л|л
г = с/ (1փ)’) (1-Р)

(З.Н)

Определим коэффициенты Ляме:

1Ն

Hl*։՜’
Не=с /(14-Х2) (1֊^).

Подставляя эти коэффициенты в уравнение Лапласа, записанное 
а криволинейных координатах, для осесимметричного движения

Ճ ( £ г 
dq։ է И, Oq։

ид/՚ւ. r^\ =
) H2 dq3/ (3.13)

где в данном случае q։ = Х, q։ = р, Н։ = II,., Н2 = , получим
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г ^[(1+>-։)зх]+4г|(1 -^Տ]=°- <з14>
Если решение этого уравнения искать в виде произведения двух 

функций L(X), из которых одна зависит только от X, а другая 
только от р, то для L(X) и М(и) получим, соответственно, следую­
щие дифференциальные уравнения:

d_ 
dX — n(n-H)L = О,

(Н‘)
d 

du.
dM 
d'X

4- n(n-f-1) M = 0.

(3.15)

(3.16)

Второе уравнение представляет собой уравнение Лежандра, 
которому удовлетворяют функции Лежандра первого и второго родов, 
в частности полиномы Лежандра рп (;л).

Первое уравнение становится уравнением Лежзндра, если заме­
нить / через ։Х. Э.ому уравнению удовлетворяют функции [10]:

Ո(Ո-1) 
՚ '՜ 2(2n—1) ‘

Р„ (X)arcctgX—

Щ -ТП֊Р"-«+-
При этом будем иметь:

? = Р» (?) Рп (X); п — 0, 1,2.... 
ыи

<рв рп (и) Цп (X); п = 0, 1. ՝2 ...

Простейший случаи будет при п = 0. Тогда для потенциала ско­
ростей получим выражение:

<р = A arcctgX 4- const. (3-17)

а функция тока выразится так:

ф = Ас|к (3.18)

Поверхности тока согласно (3.18) представляют собой гиперболоиды 
вращения.

Распределение скоростей в сечении X = const, выразится так:

I v՛=м՜ дг=- — ___ =?-■ <3-is>н* ժճ с К^+!>'0 (!+**)

л при Х = 0 (или z = 0)

Vxo = — ~ • (3.20)
ср



52 В. Г. Саноян

Если обозначить осевую скорос1ьво входном сечении (при к-0 
= 1 или г — 0. z — 0) через v0, получим

Л 
֊T=v-

и формулы (3.199 и (3.20) запишутся в следующем виде:

Vx_ =_____1___________
v<>

(3.19')

(3.20')

Формула (3.20') выражает распределение скоростей на входе 
диффузора.

Значение с, аналогично плоскому случаю, определяется из усло­
вия заданного отношения скоростей у стенок и на оси входного се­
чения (z - 0 или >- = 0), а именно:

Vox |г—7

*0
(°

отсюда найдем

с и (3.21)

где а —радиус входного сечения.
Определим распределение скоростей на 

ս = 1).
Из (3.20’) имеем:

оси течения (г —0 или

Ь=| ...

Vo Vo
(3.22)

или, учитывая, что согласно (3.11) получим

(3.23)

Таким образом, скорость на оси монотонно уменьшается or м0 на 
входе до нуля в бесконечности.

Теперь решим эту же задачу ври помощи формул, приведенных 
в начале настоящего параграфа.

Пусть распределение скорости во входном сечении определяется 
формулой:

а

Г>-2

Z
с
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(V. )z-о = —7—v- • если 0=<-; г с

I I с ' (3.24)

(Vx)։.o —0. если г>с. 

lor ха по (3.7) получим: 

Со с
V, -cv. [e_uJ0(/.r)XdX I* ■ (3.25)

о и

Принимая во внимание [6], что

•Հ-> -:՛?
fJtl(X;)cdS Ր. . ... сП’/շ) t . 
I -~=~ = C .U/.csm t) sin I (И -----------T- J’ G‘C)J/c’-r J 2(Xc) •

fl 0

и замечая, что 

r-
Г('/2) = I J,։(ac)— J _.— Ջ1Ո AC. 

припоем выражение для V, к вил у:

Դօօ
V, == cv0 I е ՜՝՝ ՜՝ J0(Xr) sin ас dX. (3.26)

и
Определяя распределение скорости на осн потока (г = 0)

Հ v с2Vq*« cv0 le A,sinXcdA= -2-°—2, (3.27)
1 С է А

6

ааднм, что оно в точности совпадает с (3.23).
Наконец, согласно (3.24), (3.8), (3.10), для радиальной составляю­

щей скорости и функции тока получим следующие формулы:

Зо
V. — cv0 J e“/’iJ1(Xr)sinXcdX, (3.28)

о 
сс

•!» — с vor е՜ '՜' Jj (Xr) sin Хс • (3.29)

и

Интегралы, входящие в формулы (3.26Հ (3.28) и (3.29). в конеч­
ном виде не берутся.

Принимая во внимание [11]. что

■ f е"Хх Jtn (АГ) Xn dX = ri(n֊RlnT12!—~՜~ ’
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где
______ 7

П(п—m)—(n—in)!, R = Уr24-z2, р=—т==

разлагая в подинтегральных выражениях вышеуказанных формул sin ).с 
в степенный ряд:

sin AC = լ (-!)к(2к_ру 

k=-.o

и проинтегрируй почленно, получим следующие формулы для со­
ставляющих скоростей и функции тока:

(3.31)

(3.30)

В вышеприведенных формулах (3.30)—(3.32) Рп и Р,1, соответственно, 

полиномы и присоединенные функции Лежандра первого рода, значе­
ния которых можно найти во многих математических таблицах (на­
пример. (12]).

Ряды в этих формулах при больших гиг быстро сходятся.
Для малых значении г и z эти формулы непригодны. Для полу­

чения формул, пригодных при малых значениях г и г, заменим d под­
интегральных функциях (3.26), (3.28) и (3.29) J0(Xr) и J։(Xr) их выра­
жениями в виде рядов: 

Л>(Хг) =
ОО
S (֊1)к

к=0

Ճճճ_
22k(kl)5

Jj(Xr) =
>£ у (-1)к (>г)?х

2 22кк*  (кЧ-1)!
к=0 Հ

и проинтегрируем почленно, предварительно замечая [6], что

( е рх х'” 1 sin qx dx — ֊^_Г(п1)—-sin f marctg -l| V
J /(P4q2)“ P I
0 \

В результате получим следующие формулы для составляющих ско­
рости и функции тока:
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v0

V;

voc
k-0

;k sin (2k ~ l)arcfg -|-

« _(-l)k(2k)!_ 
2*+։kl(k+i)!

(֊l)k (2k+ 1)! 
2Л+1 k! (k-p 1)1

( Пк (2k)!
В 22k(k!/ 

k=0
z?+c2\2k4 1

(3.33)

(3.34)

(3.35)Ф

Эти формулы можно эффективно использовать при—<1. 
С

Аналогично плоскому случаю, формулы (3.26) (3.35) служат 
для построения очертаний каналов с одной асимптотой.

Для получения очертаний каналов с двумя асимптотами необхо­
димо на поток, определяемый вышеуказанными формулами, наложить 
однородный поток. Поступая таким образом, получим общие форму­
лы для определения составляющих скорости (V. , Vr ) и функции 
тока 0 в случае каналов с двумя асимптотами

V։=AVin+B. (3.36)

V, = A V<", (3.37)

t = А^014- (3.38)

где V,՜', Vj’1, փ<։) определяются по формулам (3.30)—(3.32) пли 
(3.33)—(335). Параметры Л и В определяются по заданному отноше­
ние осевых скоростей выходного и входного сечений.

В табл. 4 приведены значения функции тока для различных 
г и z, рассчитанных по формулам (3.32) и (3.35). Таблица облегчает 
труд проектировщика такого рода каналов и будет полезна для лиц. 
конструирующих диффузоры и конфузоры.

При помощи этой таблицы, пользуясь формулой (3.38), легко 
рассчитать значения функции тока и построить очертания каналов 
с двумя асимптотами.

На фиг. 7 показана зависимость функции тока Ф от г для раз­
личных z в частном случае, когда А = 0,9, В = 0.1. Поданным этого 
графика на фиг. 8 проведены очертания каналов. На этой же фигуре 
изображены эпюры скоростей в поперечных сечениях каналов.



В. Г. Сандли

Как видно, неоднородность скоростей во входном сечении быстро 
сглаживается (как н в случае плоского движения).

Можно построить и другие теоретические очертания каналов, 
исходя из данной эпюры скоростей в их входных сечениях.

Фиг. 7.

Фиг. 8.
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Значения функции тока ձ в зависимости ст г и z

Таблица f

N 0.2 0.4 0.6 0,8 1.0 1.5

0 0 0 0 0 0 0 0
0.1 0,035 0.0946 0,001 0,0037 0.003 0.0)2 0,001
0.2 0,020 0,019 0,017 0,015 0,0'2 о.сю 0,606
0.3 0.046 0.013 0.038 0.033 0.028 0,022 0,014
0.4 0.0S3 0.077 0.058 0,059 0.019 0.010 0.025
0.5 0.133 0.126 0,108 0,092 О.'.‘76 о. 062 0,038
0.6 0.199 0,186 0,158 0,132 0.10) 0.086 0,056
0,7 0,282 0,262 0,217 0,176 0.142 0.1 14 0.070
о.з 0.3S7 0.356 0,282 0.231 O.liO 0.1 15 0,0.Ю
0.9 0.520 0.47! 0,356 0.276 0.221 0,179 0,111
1.0 1.0 0,651 0,133 0,330 0.255 0,210 0,131
и 1.0 0.716 0.505 0,377 0.305 0,244 0,151
1.2 1.0 0,739 0,51'0 0,435 0.345 0.283 0.181
1.3 । .0 0.76 0,610 0,475 0,385 0.316 0,206
1.4 1.0 0.805 0,651 0,515 0.419 0,352 0,230
1.5 1.0 0.835 0.679 0,5(0 0.456 0,382 0,25-5
1.6 1.0 0.843 0.701 0.586 0.490 0,415 0,277
J.7 1.0 0.867 0,725 0.613 0.519 0.431 0,302

Продолжение таблицы >

Г X
2 2.4 2.8 3.2

0 0 0 0 0
0.1 0.001 0,001 0,0006 О.ОС04
0.2 0 001 0.005 0,0023 0.0018
0.3 0.009 0,0038 0,0051 0,004
0,4 0,016 0.012 0.(0) 0,< 07
0,5 0.025 0,019 0 014 о.ои
0.6 0.036 0.027 0,020 0.016
0.7 0.016 0,0£ 0,027 0.021
0.8 0,050 0,045 0.035 0.027
0.9 0.074 0.056 0,044 0.0 14
1.0 0.0Հ7 0,068 0.053 0.012
1.1 0,105 0,081 0,063 0.051
1.2 0,1'74 0,094 0,073 0,030
1.3 0,139 o,ios 0,036 0.018
1.4 0,158 о,г22 0.097 0.080
1.5 0.178 0.136 0,110 0.089
1.6 О.1У5 0.150 0,123 0.0 >9
1.7 0.214 0.168 0,136 0.109
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Продолжение таблицы 4

2 
г

3,6 4.0 4,4 4.8 5.2 5,6 6,0 8,0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.1 0.00)4 О.СООЗ 0.0002 0.0002 0.0002 0,0001 0.0 101 0,’OU
0.2 0,6014 0.O0I2 0.00)0 О.СООЗ 0,0007 0,00Я> 0.00)5 0,01.03
0.3 0.0032 0,0027 0,002» 0.С01Ч 0,00.6 О,’И н 0.0012 0.1С07
0.4 0,00$ 0.105 0 0039 О.(Н 33 0 . 0 29 О.С025 (),՝ 021 0,0012
0.5 0,009 0 007 О.ООЙ 0,0058 0 0045 о.1 039 0.1 033 О,(1019
0,6 0,(43 Ս 011 0 0.187 0.0075 0. ОН 0.0056 0,0018 0.0)28
0.7 0,017 0 014 0.012 о,« io։ 0.0 87 ь.0076 0,՛ 0 5 0.(038
0,8 0 022 0,019 0.015-1 0.0130 и.0113 0.00.-8 0,60.4 0,00(9
0,9 0.О28 0.024 О 0193 0,0164 0.0142 0.0123 0.0106 0 00 52
1.0 0,0 85 0 025 0.023 0.0.0 о.оно О 014 0.013 0.0075
и 0 042 0.033 0.027 0.023 0 020 0.019 0.016 Ор 093
1.2 0.019 0 0$К 0.035 0 027 0,025 0,1'22 0.019 0.0.!1
1.3 0.056 0 046 0.039 0.031 0,029 0.025 о.о.-շ 0,0123
1 .4 0.063 0.0-3 0.0t4 0 038 0,034 0,0.9 0.025 0.0)54
1.5 о,о;2 0.0 0 0.0.50 0.013 0,037 0.0’3 о.озо 6,"i Z2
1,6 0.082 0 С67 0.057 0.014 0.014 0.037 О 033 0 0197
1.7 0,090 0.075 Ս. 053 0.055 6,046 0,041 0,0j8 0.0219

3 а к л ю ч сине

В статье дается спсссб профилирования плоских и осесиммет­
ричных каналов по заданному распределению продольных скоростей 
во входном сечении.

Для канала с одной асимптотой (например, диффузор, работаю­
щий на выхлоп) решение приводит к интегралам Фурье и Фурье — 
Бесселя.

В случае канала с двумя осимптотамн (диффузор, как переход­
ной патрубок от трубы одного диаметра к трубе другого диаметра) 
на интегралы Фурье или Фурье ■ Бесселя накладываются функции од՜ 
породного потока.

Предлагаемый способ позволяет рассчитать скорости (следователь­
но, и давления)в любой точке и находить очертания часто встречаю­
щихся на практике каналов (диффузоры и конфузоры промышленных 
установок, гидротехнических сооружений и т. д.) при разных вход­
ных условиях.

Расчет каналов по предлагаемому способу не представляет труд­
ное । и с вычислительной стороны, так как ряды, входящие в расчетные 
формулы, быстро сходятся, а специальные функции табулированы.

Предлагаемый способ дает возможность решать более общую 
задачу об определении поля скорое гей и давлений в диффузоре (или 
конфузоре) наперед заданной формы в при заданной эпюре скоростей 
на входе.

Водно-энергстячсский институт 
АН Армянском ССР Поступило 8 11 195$
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Վ. *Ь.  Սահււյսւհ

ԴհՖՈհՋՈՐՆեՐհ ՊՐՈՖՒԼԱՑՄԱՆ եՂԱՆԱԿ'
ԸՍՏ ԱԸԱԳՈՒԹՅՈՒՆՆեՐՒ ԷՊՅՈՒ-ՐԱՅհ ՄՈհՏՔՈՏՄ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Արդյոէ..նաբեբոէ թ յան ղա p if ա ւյ մ ան կսրպակցու թյամբ ա tl ւււն ձն ա հա ut ri t կ 
Նշանակություն կ ստանում in րդ յո ւն ա ր եր սւ կան ե հի ղբ ո ո ւմա յ ին տեղա­
կայանքների համար այնպիսի կարևոր էլեմենտների ճիշտ պրոֆ ի լա ցո ւմ բ, 
րն շււլ ի и ի Հւ, անտարակույս, հանղ իւ/անսւ մ /.՜Ն ղ իֆէէ է դոր tu յին կանալները!

Հողվածում տրվում կ ղ ի ֆո ւղո րնե րի պր ոֆ ի / ա ց մ ան եղրոնակւ ելնելով 
նրանց մուարում եղած ա ր ադո ւ. թ յ ու ՆՆ ե ր ի բաշխումից, Խնդիրը լուծվում 
( երկու դեպքի համար՝ հարթ և ա ո ա՛հ ւյ քաս ի մ ե տ ր ի կ շարմումների համար/ 
Հարի -արՅման ղեւղքու մ լուծումը բերվում կ Ֆուրյեի ինտեղըային, 
քնղ որոլմ արագությունների պո in են ց ի ա լբ , արագության բա դաղ բ ի չն ե ր ր 
•՚ւ հոսքի ֆունկց իտն արտահայտվում են հ ա if ապ ա տ աս քսան ա րա ր (2.5'), 
՚28), (2.7 ) և (2.11) բանաձևերով/ Աոան դ րա и ի մե տ ր իկ շա p J ման դեպրում 
լուծումը բեբվււէ մ կ 3>ուրյե 1‘եսսելի ին տև ղ րա լ ին, ի ոկ արագությունների 
պոտենցիալը, տ բաղ ո լի) յււլննե ր ի բաղադրիչները ե հոսրի ֆունկց իան ներ­
կայացվում են համապատասիւանարար (3.5), (3.7), (3.8) և (3.10) արտա­
ձայա ութ յո ւնն եր ովւ

Հարի) իւնղրի դեպ բու մ որպես օրինակներ դիտվում են հետևյալ 
դեպքերը. 1, Երբ արաղ ու ի) յո ւննեp ft բաշխս, մր մու արու մ արտահայտվում 
( (2.30) բանաձևով, այս րլեււլրքւ համար նկ. 5*- ոլմ ցույց են տրված կա­
նալների սլ րոֆի/ներ ր և աբաղ ու թ յո 1 ննևբի վւ ո վւ ո fun Լ ի) յո ւ նն ե ր ր լայնական 
V*՛  Г վ,Ած րնե ր ո ր մ ւ 2. Նբբ մ ու տքում ու֊նենք ա ր ս»ղ. rt >. ի) յ >է ւնն քյր ի ^шгГшиЬн 
քսւլխում, տյղ ղևպրու մ արադուքՅյուննե րի րաղաղ րիշների և հոսրի ֆունկ­
ցիայի համար IIillալյվոէ մ են (2.39), (2.40) ե (2.4) րանտձևերրւ 3. Երբ արւս- 
դու իյունների բաշքսու մր մուարում տրված կ (2^42) արտահայտությամբ.
այղ ղևպրում արաղութ յուններ ի բա ղտղ բ ի<նե ր ր և հոսրի ֆունկցիսւն ար֊ 
«սւ!ա յսւվոէ մ են համ ա պա տ տսխ ւսն ա բ ա ր (2.30), (2.40) և (2.41) բանա֊ 
ւևերովէ Նկ. G-ում ւյոլյրյ ե՚էւ տրված այս դեսլրու մ ստացվող կանալների 
պ[14,՝իիլներր և ա բաղս ւ թ րւ ւնն ե բ ի էի и ւի it fit ու ի) յ ա նն և ր ր լայնական կտրվածր- 
նևրում ւ

Աոանրյրասիմ ե սւ բ իկ շարմ մ ան համար որպես Օրինակ յւն^ւ տ բկւք ու մ կ 
այն դևպրբ, երր ա րա դո ւ թ յ ո էնն !, ր ի բւոշիէու մ ր մ ւււտրում տրված կ (3.24) 
արտահսւյտոլթ յամ բւ Այս ղեպրում ա ր տգութ յուններ ի րաղադրիւների h 
՝ոսբի ֆանկ ր ի տ յ ի համար и տ ա ղ վ ո լմ են ր ա if սւ պ ա տա и ի, ան и բ են (3.26), 
(3.28) և (3.29) բանաձևերը կամ շարրերի ձևով' (3.30)—(3.32) ե (3.33) 
(3.33) արտահաlimn թjin ններրւ եկ. 7-ւււմ ցույց են տրված կանալների 
ոեսսւկան սլրոֆ իթւե ր բ ե ա րա ղո ւ թ ք и ւննե բ ի րաշքսումը լա յն ական կտբր- 
վաձ բնհրումէ րիֆուղորներ նախագծողների աշխատանրր հեշտացնելու 
նպատակով աղյուսակ 4-ում տրված են հոսրի ֆ ո ւնկւյ իա յ ի սւ բմ և քները 
կախված կո որղինաոՀեե բից ։
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U.juiuիսով, հող ւքածո/ մ տրված եղանակով կարելի /; կտոոլրել դի~ 
1իու.ղորների տեսական ւղ րո ՛ի ի յնե ր ր , երր նրանրլ մ ու /որում արված Է արա- 
դոլի) յունների կամայական րաշիւոսւքւ Հաշի/ի/եր ր fJ վւո րանս/կան տեսակե֊ 
"’[''J կլ,,պվւ»ծ հեն ւ/ </ </ ա ր ո է.ի) յոլննե ր ի հետ, քանի որ ստացվող շարքերն 
արաղ ղէէ < դամ ի տվ ող են:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
51. С. Саркисян

Изгиб призматического стержня двутаврового 
поперечного сечения

В работе приводится точное решение задачи Сен-Веиана об из֊ 
;''Шбе призматического стержня двутаврового поперечного сечения

При решении задачи использован метод введения вспомогатель­
ных функций Н. X. Арутюняна [I]. с помощью которого решение диф­
ференциального уравнения с частными производными задачи сведено 
к решению линейных дифференциальных уравнений второго порядка с 
Ппсгояшшми коэффициентами, а постоянные интегрирования определя­
йся нз решения вполне регулярных бесконечных систем линейных 

уравнений.
Полученные формулы определяют напряжения в зависимости oi 

геометрических параметров сечения. R конце работы приводится зна 
■ение карательных напряжений дл> конкретного отношения геометри 
веских параметров, и результаты сравниваются с результатами, полу­
ченными из формулы Журавского, для касательных напряжении, из- 
винных из курса сопротивления материалов.

§ 1. Постановка задачи

В работе рассматривался изгиб заделанного одним концом приз֊ 
•1ГНЧССКОГО стержня под действием силы Р, приложенной к свобод­
ному концу стержня вдоль вертикальной осн симметрии поперечного 
сечения (фиг. I).

X
Фиг. I.
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Предполагается, что из шее.и составляющих напряжений отличны 
от нуля только Zz. и Yz, причем напряжение принимается 
равным

Zt,p(/֊»)x , (|1)

где I длина призматического стержня, I — момент инерции попереч­
ного сечения относительно оси у. При таких предположениях, как 
известно, функция напряжения F(x, у) удовлетворяет в области попе­
речного сечения дифференциальному уравнению:

ԺԴ*  , ԺԴ' Pv Р .
дхг+ду*  1 14-уУ 21 У' (1.2)

и условию на контуре сечения

ժտ
(1.3)

где v —коэффициент Пуассона, f(y)— произвольная функция, подлежа­
щая определению из условий на контуре, ds элемент дуги контура.

Напряжения Xz(x. у) и УДх, у) определяются соотношениями:

Х,(х, У) = ֊ ֊ ֊֊ lx’֊ f(y)l, Y,(x, у) = ֊ ֊. (1.4)
оу 21 ох

Ввиду симметричности области поперечного сечения, достаточно найти 
функцию Е(х, у) только в одной четвертой части области сечения

О G

Фиг. 2.

(фиг. 2).
Для распространения решения 

на всю область поперечного се­
чения на основании мембранной 
аналогии [4] требуется, чтобы на 
вертикальней оси симметрии функ­
ция напряжений обратилась в нуль:

F(x. 0) = 0, (1.5)
а вдоль горизонтальной оси симме­
трии обратилась в нудь ее нормаль­
ная производная:

(֊) =0. (1.6)
\ ox I к-0

(1.6) полностью определяют функциюУравнения (1.2). (1.3), (1.5) и 
напряжений F(x. у) для рассматриваемой задачи.

§ 2 Введение вспомогательных функций

Полагаем, что в области ODCG функция Р(х, у) принимает зна­
чение Ft(x, у), а в области ABMND значение F2(x, у). Выберем здесь: 

f(y) = b(; (2.1»

тогда из уравнений (1.3). (1.5) и (1.6) для функции Гх(х, у) и F2(x, у) 
получим следующие граничные условия:
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F։(x, 0) = (^>
\дх )

-F։(b։, У) = 0. 
о

F։(x, d։) =

р
—֊9I(b?-(b։ d2)2](d֊b2), (0^x^b,-d։) 

ճ 1

(2.2)

F2(x, d։) (bj d.^.x^b,!

F2(x, 0) = F2(b։i y) - F3(x, b2) - 0,

FtWh-da), y] =

p
~ [bj— (b -d։)*]  (y b2), (d, у M

(2.3)

F։[(b։- d2). y] (0<y^d։).

Ищем решения в виде:

F|(x, У) = 4ч(х. y)+‘I>i(x. у). (i = 1.2), (2.4)
где вспомогательные функции Ф|(х, у) (i = 1.2) существуют только 
о области ABCD и удовлетворяют уравнению Лапласа:

а

^=»+£? = 0 

0Х*  оу-

юл нител ьн ы м у с л о в и я и
ф.((ь,-<։.). у1 = (т1') -°.

\ «X /.х-ь,-ц։
Ф։(Х. <ե) = ( ^’՜ ) =0. 

\ <?У /у-d.

(2.5)

(2.6)

а функции Ч'|(х, у) (i = 1,2) существуют: Ч* ։(х. у) в области ODCG, 
Ч’г{х, у) —в области AMND и удовлетворяют уравнению

ճշՓ*  ժ* 4*  Р •/
+ —.= у—у. (2.7)

ах- оу 1 14-м
Согласно (2.2) и (2.3), функции Ч’^х, у) и Ч\.(х. у) подчинены следую­
щим условиям:

Т։(х, 0) = [Ջ) = V,(b„ у) + Ф,(Ь„ у) = 0,

«ТСх, d>) == ֊ ֊ [b?- (Ь,- d,)։l (d։- bi). (2՚8)

Ч’4(х, 0) = Ч* 2(Х, b2) = Ч'2(Х. 0) -г Ф2(х, 0) -= О,

'Mfb.-d.), у> -iibf-fb-dsPKy-b,). (2-9)

Граничные условия для определения функции 4j(x, у) и ‘Г2(х, у) ие- 
олкородны: однако, следуя Г. А. Гринбергу |5|, функции 4j(x, у).
(1= 1,2) ищем в Blue рядов:

V . k"v \ k(x)sin -- - 
d. k-) ‘

(2.10)
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kr‘Г2(х, y)= Xvk(y)sin —-(b։ x).
dok-1 2

Тогда для функции <I>i(x, у) (i = 1,2) получим условия:

(2.11)

<Мх. 0) = 0.
d, (2.12)

. ՜է кг Pф.(х, d,) = լ vk(d։)sin -■(!), х) г ֊ • (b?—(bj 6յ)2|(մ։-հշ) 
k-i d* 21

Ф3(Ь։. у) ֊֊‘ =0.
'у d. (2.13)

Փ|(հ։-մ2), y)_ Vj ..|(b1-<l2)]sin^4- ճխ'Հ (b։-d2)=|(y-b2).
Ci • Հ Jk-J ’

Здесь также полагаем, что

ф.(х. у) ֊֊
<11

(2.U)

фг(х, у)» ywk(y)sin!^(b։—X).
v <1*

(2.15)

§ .3. Решение уравнений задачи

Из (2.10) имеем:

мх)-4 
d,

<և

(3J)

Умножив уравнение (2.7) на

о
2 . к~у
— sin — и интегрируя его по у от
d, Ժ,

нули

до <1,. для функции '1'։(х, у)

J \ Ժյր»

получим:

I’ v

Выполняя 
получим:

n
<։.

41՜ Ժ2Փ՜. . kicv I « Sin —dy 
oy2 d։

2Р

• k-y . ... . ,
s.n dy = fk(x) Հ-

d,

1 1-bvd.
dy = U. (3.2)

и и
интегрирование и используя условия (2.8) и значения (3.1),

<|b?-(b։-d։)։](d։ bJ + 2 2
(3.3)l)k iZ-hr d, .

Аналогичным образом используя (2.5) (2.15). получим следующие
дифференциальные уравнения:
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I ՜ (^)vu(y)=

=1)k+1 7,7ւ П>'“ <b - Ь*>  42 ( 71 ) ’ Г Г՜ У J +

* k(y) ֊ Ատհ —'■ 4֊

«’И \ k« / I + v )

2 Р v
к +й;г—л՛ (ЗЛ;

£vp(d։)sin£-(b։ x)4--^-|b?-(b։-d2)«|(dI-b2) .

р-1 21
(3.5)

%,(У) ( W*(y)  =

(- I)*- 2— 

d?
VfP((b։ d2)Jsin 

p֊l

^y+-^Ib?֊(b1-<i։)։Ky -b,)
U J

(3.6)

Общие решения уравнений (3.3) (3.6) имеют вид:

f , k:tx , .. , к~х ,
fk(x) = Aksh — 4֊ Bkch — 4֊ 

d, dt

+ ( !)k± P l[|>։_(b,—d.,)։](d —b.) + շՀճՀ-ճ- d, I, 
k- I I \ кт:/ 1 4֊ v 1

. . „ . k«v . fA . ктсу tVfc(y) = Cksh —’ -h Dkch —1 4- 
ds d,

+ (֊ 1)к4т11Ь--(b՛ d»)։Ky-b։)4-2f^y~y| 
к- II \ к-/ I 4- > I

* _ 2d" p _z_ .
к’*3 I 1 4- ■* У ’

/V . < u k’TX 1 xr I k“X .Фк(х) = Mksh —— 4- Nfcch —- 4-

(3.7)

(3.8)

+ (- I)k+i у — ՀՃՃ12------- sin (bj X) 4-
- -WP(pd։)2 d/1

1 p
4 <- ^’։ гт^ЬгФ-ад-b։). 

к- I
(3.9)

хтг. IX. № 7—5
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փ FxCh ձճճ I (_ ! )U.. ail V sin рку
d2 v. - (pd2f-(kd^ d,p~l

+ (-։)l։+I^-֊|b;֊(b1 d։)։l(y-bj. 
kz 1

(3.10)

Для определения постоянных Ак, Вк, Ск. Dk, Мк, Nr, U и 
(2.8), (2.9), (2.12) и (2.13) получим следующие условия:

Fk согласно

W = և(ե,) փ ?к(Ь։) =0 (З.И)

Vk(b2) = vk(0) -I- wk(0) = 0 (3.12)

?kl(b։֊d..)| = tpk[(bj—d3)j = 0 (3.13)

4(di) = wk(<Jj) 0 (3.14)

§4. Определение постоянных интегрирования

Исключая из значений (3.9), (ЗЛО) неизвестные коэффициенты, по­
средством условий (3.13) и (3.14), получим:

<fk(x) = (֊ l)k11 у ',ր( 'к—sin
- ։(кё2)։-7 (pdj֊ d2 

-- (x- b։+ d.,) У( —1^'41 
к d/ ։՛ ^(kd^Hp-l^

I Р к-
+ (- ։)к-‘ — rlbi-^-d,)2^,- ь3)| 1 - ch — (х -b, + d>)J, 

к- | մ,

wk(y) = (^I/k+1 —
V f,.|b2-d2)| . Р֊у
? ՜7ւ Հ՜շտւո u ՚Д(рИ../ + (кЛ։г d,

2d.d2 . к к
—sh

Я l!2
<*•?!

р 1

4֊ (b։— d...)2
Ь I

к я
(у-b..) — (d.-bjcb֊- (у — d։) 

d2

d։ kr P
+ (֊Uk֊֊b’-{b’ ll^ * 

(k-J- d2 I

Удовлетворяя условиям (3.11) и (3.12) из (3.7), (3.6), (4.1) и 
получим:

(4.1)

(4.2)

(4.2).

Ак=0 (4-3)
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Btch + (- 1)»+' ^-Sh — V 1 ֊'I

ч. - d. - (М2)г Hp<f,)։

+(- I)k- -lb?-(b ֊d2)։l(d - Web 
k- I d։

■ + (՜1)Հր/՜րր՜=0 (4Л>
Լ кг/ 1 1 i v

ժ2 d2 \кг / d2 I I -|-*

/do\3b.. 2Ր v ■ -fe)XT—“°-

Dk+ (֊ I (k+i ֊ճճ sh ձրճ. V (- +
* <L " (pd2)4 (kd,)2 '

I P k-d+ (-!)* — ~11Հ-(1’ւ֊ d5yi(dt- b2)cli ձճճւ 4֊ 
k~ I (1շ

d, P k-d
+ (֊ l)ki ’ ֊ vW- <b ~ d*)2lsh ՜ր՜1 = °- <4-6>

(кя/ I d2

Исключив из этих соотношений коэффициент С>, мы получим совокуп­
ность двух бесконечных систем линейных уравнений:

Вк= (— 1)х —’ibsh -fok-sch У C_J)!’РМ^։) .

Պ Պ р7։ (W2)2-l-(pdx)2 

1 Р k-el k-rhփ (_ i)kէ. . |b=_ (b։—da)2|(d։- b2)ch^p-sch 4-
кя I d, d,

l)_(_ I)k 2lfi% k^» у( -1)¥4Мг)1.
- d2 -Հ (pd^4-(k‘h)2 

p-l

1 P krd4.(_յ)'< .J_J_lb2_(br dj^d.-bjeh—d- + 
kr I «„

+ (֊ O" Tlb?-(b.֊ d2)2|sh ֊ք ' , (4.8)

(К-/ I

r;e fd(b։— dj| и vk|dj) имеют значения: 

k— I P
fJ(b։r֊d։)] = Bkch ,*(b.  d2)+ (-!)“— - fb֊-(b-d2H(d։ -!.,) +
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-М֊1)к
d, \*  2Р у 
kz/ I

(4.9).

vk(d,)^DkSh^(b։֊d։)csli^. + (֊ l)k-L'£ |b?-(b,-d։)։l(d, b։) 
Աշ (1շ 1հ*հ 1

+ ( |)k+./^y^lishJ^li.Csh k^?- A] l+(—l)k+1 . (4.10) 
\kz/ I I d, d2 d2 d?J

Введем обозначения:

Bk=( l)k ճտհ J^i-sch-^S,, (4.11)
kz d։ (1։

9 k-d 
Dk ( ])^տհձճ_լ^. (4.! 2)

kz o3

Тогда, принимая во внимание (4.9) и (4.10), совокупность двух бес­
конечных систем линейных уравнений (4.7) и (4.8) приведем к виду:

Si— V Rp3kp 4- Հւ

Rk3՜ У SpCfcp-f-bk, 

P-l

(4.13)

(4.14)

где введены обозначения:

Зкр и
2k_____dA____
г (kd.,)2+ (pdj֊

sh Г-" (l>2 d ,յտհ J-Al csh -BA., 
* d2 d.>

Ckp
2k d.d, , pr„

---------—-------- ch • - ։b.
֊ (pd2)s+(kd։)2 d,

d^h-P^sch-PH^.
d, d.

(4.15)

(4.16)

4P у k d3b2 ________ 1________dj _sll P~d: csh k֊b2
I i+.^ d։ ->pf((kda)2-H(pdT)2| [bj d„ ՜՜ d2 

p-1.3

Հ,-րր^-(հ. d։)>](d, b։)֊4
21 kxd։ J

d3 , kzd2 
kz)= d։

(4.17/

2P _JL_ A dJ. V________ 1----------- _L Ճ |b? _(b —d2)2J Ai- (4.18)
I Цу к» d2p7p2[(pd2)24-(kd։)*|  21 ‘ ' kzd։
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(4.13) и (4.14) могут быть написаны в виде одной системы:

•X
Zv= (у= 1, 2,3.,.).

.i-i 

Для этого нужно положить

Sk ~ ճշ.յ-1, Kk = Z'Jn.

(4.19) 

.'I

Ata-l. 2m l=*=0,  Ajn-I 2ro= Икр» Bin I 7k, (4.20)

Ай». 2m — Ain. 2m-1 — <-՝kpi B?n — ?!<•

Замечи.м еще, что для всякого р имеют место неравенства:

sii ₽5(b։_ d,)sh esh = Sh Г С|,
flj Ժշ մշ <!շ Օշ

cth £^shpA 
ds

где р—в случае двутавровою сечения конечное число и удовлетво­
ряет условию Եյ/Ժշ — I.

Для случая v -- 2п — 1 имеем:

£|АМ| =
X
V |akp|^

p-l

z
k հո djd.>
- - (kd2)s+ (pd։)3

ձ
9

для случая * = 2n имеем:

.. k-cL d.
cth------ - ---------- 1

di k-d.a
(4.24)1

2

X X

j-l p~l

fk у d1d2

“ ՜“1(|’<յշ)2+ (kd։)*

1
2

k-d։
cth------ 1

_A
k-d։ '՜՜՜'՜՜ 2 ‘ (4.25)

d2
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При этом использованы неравенства (4.24), (4.25) и

cthx----- -ճՋ! при )• (4.26)

Из неравенств (4.24) и (4.25) следует, что. в случае двутаврового се­
чения. для любых чисел v сумма коэффициентов А^ системы (4.19) 
удовлетворяет неравенству:

(4.27)

j-1

т. е. бесконечная система (4.19) оказывается вполне регулярной. 
Пользуясь теорией вполне регулярных бесконечных систем линейных 
уравнений [6], неизвестные Z. определим с любой точностью.

§ 5. Определение функций напряжений

Подставив значения функций (<(х), vx(y>. ?i<(x) и wk(y). выражен­
ных через коэффициенты Вк и 1Л в (2.4), получим функцию напряжений: 
Для области ABCD:

Г։(х. у) = У |fk(x) 4֊ <Pk(x)]sin <= 
Г. d’

V • kiry I I krx . k"b. . kitd« . ki?. , . . I« У sinBr ch r ch—-’esh sh — (x b, + d. +
“ Հ I L d, <1, d, d,' - J

I / V , K՜ . , . 1<՜<Խ . I4 (՜ ճ՜Դ՜ր՜րւ՜ sIiT(x b.-l-^csh- ---------- 1 Ն
(h-/ I lh eij d։ ]
I P k— krd 1֊» ( l)k"֊ ֊|hi (b, — d2)2| (d, - l,2)sh—• (x bjesh ֊U

k- 1 d։ մ, I

4֊ V vP(d,)sh^csh֊^±Lsin^(bj— x). (5.1)
d» *՛> d«

Для области OABG:

г=(х- у) = У fk(x)sin 
d>

-У Bbch^Sin!^4-^.|b; -(b,֊d.)»|(b։֊d,) 2-4 

k-i <։ ճ 1 ։

P •/ J3 / у3 у \
- 21 1 4- У ՜՜Յ Այ ՜ d? / (5.2)
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Для области ABCD:

ра(*.  У’ = У lvk(y) + wk(y)]sin — (bt— х) = 

k—1 ’

V . k՜ м к (гч I kny , k~ k-rf. krrb2 ,= У sin —(b, —x) Dksh sh---(b2 d։)csh ֊ —esh +
" d2 » d2 d2 dj d,

+ ( l)k Д ~ 14֊ (b,- d2m-b։)sh^ esh I + 
k~ I d2 d2 J

. d*  2P v * 1 . k- Г . . kzy . k-b, 
+ -- ---------------\ — sin — (b. x) v— հշտհ —- esh —— +

J l + k3 d2 ds d2
К-1Л

I У fp|(bj d5)Jsh֊[֊՜ (bx— x) esh sin . (5.3)

Для области BCNM:

•Л 
k- F2(x. y) լ Vjc(y)sin “ (bj — x) « 

k-l d’ 

= у Dksh (bj — y) esh-^1'2 sin֊֊ (b։ — x) +
՜" do Gok-l 2 3 -

x՝. I . k- — sin — 
k3 d2

k*  1.3.5

л Л It k"V . kirb2 
(bj - x) у b.sh — esh------

d2 d2

d.2 2P v
K3 I 1 4-V

P I
֊ 1Կ- (b։- d2f| (y - b2)(b, - X) — . (5.4)

21 d..

При этом использованы значения:

V
к2 փ a2

. , n shax 
sin kx ֊------------,

2 shair
(0-<x<r) (5.5)

(5.6)

(5.7)



72 М. С. Саркисян

В частном случае, когда dx— b3= b. b։=- d2— а, из (5.1) и (5.2) получим: 

с/ v 2Р * Ьа Г Ժ / у’ у \
3 I 14֊ v z* I 12 Լ Ь3 b )

V (— |)к кка . k-х . кяу о.
к , к3 b b b ]

Выражение (5.8) есть функция напряжении при изгибе призматического 
стержня прямоугольного поперечного сечения, которая приводится 
в курсах теории упругости |7].

§ (>. Определение напряжений и Y,

Согласно (1.4) и (2.1) компоненты касательного напряжения опре­
деляют ся соотношениями.'

ԺՐ

<*У

р
֊֊(^ Ь-), Y,= Ժ1- 

ժճ
(6.1)

Пользуясь выражениями (5.1) (5.4) функции напряжений, для Xz
н Yz получим следующие значения.
Для области OABG:х. = - Ճ (х._ ь?) + ₽ lbf (b,_ d։)։i(b։_ di)1 + ₽ _2_( y._ у,-

♦ — У kBkCh — cos —-.
d4-i d« d‘

(6.2)

Для области ЛВСД:

. n . kicx . k«y 
kBkSli----- sni —•

d, d,
(6.3)

x< = ֊ ֊ (x3— b=) I- V cosk^- ' kBk
21 Հ ~ d։ I

I . k«- . . . .
—1 ch ֊ — csh - sn (x — bt + d2) 

d, d։ d։

d3 2P
1 k2^ I

. kzx 
chT

sh (x bt4- <k) csh — -d- - 
dt d։

I P k- krdn I4֊ ( _ |)к-м2. _LIb2_ (b,-d2)2|(d ֊ bjsh^- (X֊b։)csh ֊p 4֊ 
ir ։ d։ d։ I

4- — V pVj,(d։)ch — csh -I-,'d։- sin --- (bt— x). 
d2 ' d8 do d։

+

((5.4)
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Պ . d. I
krx , knb. . кяск . к- . . .

sh ch------ - csh------ -ch — (x- b,4-d2) 4֊
d։ d։ d։ d։

+ (֊1)l*’^7֊^c|.|<x-b1+d:)cs|1^ + 

k*tr 1 I 4- v d, d։

т (֊ I)k+l — V ^1-^) ch 7Г <x“ bi) csh ■֊ i +
x I d, d, I

+ — У pvp(dj) cos (b, — x) sh csh • (6.5)
(.՝. — d. d.. d,

- p-l

Для области BCNM:

X; —X(x«—Ь2) kDkch-^(b2— y)csh -f^-sin ^(b։ —x)

Հ1 d. iL d* մ..

I P
—lb? -(b.-d^Hx £? 2P у у _լ

" -3 [ к3
к -1.3

. k- 
sin — 

d±

d։b. 2P 7 ՞ 1 . к-.. . kry , k֊b։
—----------------- X — sm — (b.— x)ch —- csh ’Ժ I l + v-4 1Ժ Հ՝ 1 d. d։

k-1.3

v K V ։ 1Л ։ v I ^՜հշ к К , . .Y։= — ) kDksh - - (b2 y) csh -- cos -֊- (d։— x) 4֊
d2 — d4 do d.?

4. d=
я, I

7 v 1 kx.. լ։ . . кяу , 
— £ — cos -• (b։ — x)[y — b2sh —csh 
14.7 — k2 d3 d2

k-j.3

kgb8

P
|b.-(bt-d2)sl(y-b2)T-

«.I Սշ

(6.6)

(6.7)

В области ABCD касательные напряжения определяются как форму­
лами (0.4) и (6.5), так и формулой (5.3). Входящие в формулы (6.2)— 
(6.7) величины Bk, Dk и Vk(d։) определены соотношениями (4.10) -(4.121-

Все эти величины выражаются через коэффициенты Sk и 1?։. по- 
:еднне же определяются из вполне регулярной бесконечной системы 
(нейиых уравнений (4.19). Формулами (6.2) (6.7) определяются ка-
иельные напряжения в любой точке поперечного сечения стержня.

В качестве примера рассмотрим толстостенные двутавровые 
бг.кп, для которых отношения геометрических параметров сеченпя 
меют следующие значения:

dJd,= 1,5, b։/d։ —4,5 и b2/do=6,75. (6.8)
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Такие отношения геометрических параметров имеет двутавровая бал­
ка, составленная из четырех равнобоких угольников по ОСТ 16 |»|. 
Тогда для бесконечной системы уравнений (4.19) получим:

ՃՕ
У|А.||«е-| = 1-0, где Л-= 3-+֊-exp _±^(и-1)| ֊

= ֊+у<=՜”- (6-9>

Вторым слагаемым правой части е 6՜, ввиду малости, можно пре­

небречь.

Тогда: 7 = 1. ’ (6.10}

Свободный член К системы (4.19) удовлетворяет неравенству

Р V
Bv^- ժխմՕ,3183-------- 36.2575). (6.11)

21 l + v

Обозначим значения неизвестных /.. с избытком через Z.,, а значения 

с недостатком через 7.^.
Пользуясь теорией вполне регулярных систем |6] и применяя 

лимит анты, получим для Z, следующие опенки.:

Р V
Z, = ֊ d?d2(O.2O74 уу- 4- 22.7969)^

-л Z. - - d;il.> (0.2354 - '' 4- 24,9200 'l = Հ,
21 \. 14- ՝• )

p / v X
7.2 - d?d., J 0,0838---------- k 40.4223 | «Հ21 \ I -H )

----Z.,,-- ~d?d„ I 0,0913-2— t 41.1124'I Z2,
21 *\ l + v /

P / v \z - -d’dj0.1445 ■ 13,3060 ]-.-r
3 21 V 1 -h > /

P / x— d*d 2(0.1880֊---------h 18.2812 ) = Z.,.

Z4= ֊ dfd. (0,0947 —4-22,9705 )
21 \ I -H /

p / V \
-- Z4 _ d?d., ( 0,1042 -I 23,8926 | Z.,.

21 ՚ Վ 1Դ /

Z,,_ — d;‘c2 ( 0. Ю64 —— 4- 9,6828 I
21 \ I -I- . I
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0.1597^—+ 15,6831 Y+Z5,
21 \ 1 -Ւ 7 ./

Ze=—d?daf 0,0854—16,5214
’ 21 ‘ Ч Н- v )

0,0950—^—+ 17.4781 4֊ Zc.
21 \ 1 + v J

р / V \
O^Z.^Z.^- d‘d2 0,1663-----------ւ 18,9448 .

21 V 1 + v /

(v--7. 8. 9...). (б.12>

Напряжения в 
р 

долял ֊~ d։<ij v = 0.16 v 0,25 v - 0,35

ծ. . Хх(О, 0) с избытком
с недостатком

81,9019
81.9049

81,8411
81.8911

81.8780
81,87b,0|.ц и УДО. 0) 0 0 0

Տ ХДО) 81.9375 81.9375 81.9375

х.(0. d.) с избытком 
с недостатком

S2.0 08
82.0,06

82.0.83
82,0281

82,0546
82,0554

h и Yx(0. d։) 0 0 0
Я Х ՜' Хх(О) 81.9375 8!.9375 81.9375к XzKb, - dt), 01 с избытком 

c недостатком
63,0103
62.4161

63.0188
62.3)52

62,99«4
62.4750

Y4(b,-ds). 0J 0 0 0
տ 11"к X/(b։—d2) при b(x 1 — 2b- 

iiри Цх) — 2d յ
75.9375
7,4993

75,9375
7,4993

75,9375
7.4993к ?!•

Տ К -■

X*(b ։, dj)
Y*(b ։,d։)
X’(b։)

с избытком
с недостатком

0
27.0402
22.0236 

0

0 
27,0344 
22,0645 

0

0
27,1344
22,1035 

0

X4ib։֊ds). 1121 0 0 0
Yz|(b։֊d..). 1)2] 0 0 0

Xz|b։ մշ) при b<x) — 2ba 
при b(x) = 2d։

75.9375
7,4993

75ДВ75
7.4993

75,9375
7,4993

Принимая во внимание (4.20), (4.11). (4.12) и (6.12). определим 
значения коэффициентов Bt и Dk с избытком и с недостатком. Под­
ставляя в (6.1) (6.7) значения коэффициентов Вк- и Г)к с избытком 
1 с недостатком, определим верхнюю и нижнюю границы напряже- 
ий Хх и Yx.

Некоторые значения напряжений X- и Уг приведены выше в табли­
це. В этой же таблице для сравнения приведены значения касательных 

ряжений Х*(х».  вычисленных по формуле Журавского (8)
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х;(х)
рад, 

1Ь(х)
(6.13)

где S(x) — статический момент относительно оси у части площади се­
чения балки между уровнем х и краем балки, Ь(х) ширина сече­
ния балки на уровне х.

Из таблицы и из формул (62) — (6.7) видно: 1) что касатель­
ное напряжение свое наибольшее значение получает на горизонталь­
ной оси симметрии поперечного сечения, именно в точках пересече­
ния этой оси- со стенками двутавра; 2) как показывают проделанные 
вычисления согласно (6.2), (6.4) и (6.6), формула Журавского (6.13) 
лает хорошие результаты, близкие к точному, только для точек 
стенки двутавра, а для точек полки они достаточно отличаются от 
истинного значения; 3) на вертикальной оси симметрии и на боковых 
сторонах полки двутавра горизонтальный компонент касательного на­
пряжения (УД равен нулю; 4) влияние коэффициента Пуассона v на 
значение касательных напряжений небольшое и для практических 
целей им можно пренебречь.

Ереванский Государственной университет
им. В. М. Молотова

Поступило 23 IX 1955

O’. U. UuipquituG 

եՐԿՏՍԼՎՐԱՅՒՆ ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 2ԱՏՎՃ1ԾՔ ՈՒՆԵՑՈՂ ՊԸՒՋԱԱՏՒԿ 
ՋՈՂՒ ԾՌՈՒՄԸ

И 1Г Փ Ո Փ 0 !• 1Г

Տ" I/ վ ած ո ւ մ րերված Լ պրիգմաւոիկ Հոգի վերարերյալ Uեն ֊'Լենան ի 
իւնւ/րի ճշգրիտ [nt ծա մր !.րկաաif ր ա յին հատվա՛ծ,ր ոէ.նեէ]ոգ ձոգի համարւ 
Խնդրի [ուծման րնթարրոէմ օգտագործված Լ Ն. III. Հարու [Jյւոնյանի 
օմտնգակ 'իէւէնկրիտների մուծման եգանակը, որի մինորով մասնակի 
ած ան էյ յա [ն ե րո վ գ ի էիե ր են րյ ի էս [ հա վ ա ч ա ր ման [ւււծոլմր րերված Հ հաստա֊ 
տուն դործակի էյներէւվ ւ[ ծ ա յ ին 2»րգ կարգի դ ի քիե րեն у ի ա [ ՛> ա վ ա и ա ր ո լ մն I. ր ի 
[ոլծման, ի"կ ինտեգրման հա и ա ա աո t նն ե ր ի ո րոշոէ մ ր [իէէվին ոեգու յյար 
գծային անվերի հավա и ա ր и լմնե րի սիստեմի լու.ծմանւ

(տոշավւսգ [արոլմների որոշման համար սաարյված են •։ ատված ,րի 
երկրաչափական ւգ ււ>ր tn մե տրներր ւգարունակէւգ րանաձև եր: Մասևավոր 
գեպրոէմ "տարված են թվային ա լւգ յո է.նրն ե ր, որոնր րերված են ագյու.- 
սակոլմ ե հա էե ե մ ա ա tf т մ են նյութերի գ իմ ա գ ր ո լ ի1 յա մ ր ստագվոգ ար֊ 
Ղյո^նվէի հեւոէ
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ФИЗИКА

Г. С. Саакян

Прохождение нуклонной компоненты через атмосферу 
§ I. Введение

За последние десять лет физика космических лучей пережила 
-*-.;«од бурного развития и крупнейших откры нй. Была выяснена 

природа первичного излучения. В этом вопросе большой вклад был 
целон группой физиков, работающих пол руководством С. И. Вер­
нона. Были открыты электронно-ядерные ливни в ядерно-каскадные 
процессы в космических лучах [1—7]. В обзорной статье [7] были 
всцытожены результаты миогоч веденных работ, проводимых сотруд- 

|киками лаборатории космических лучей Физического института им. 
П. Н. Лебедева Академии наук СССР в период 1945—1948 гг. и была 
обрисовала общая картина прохождения космического излучения че­
рез атмосферу.

Мощным орудием в руках физиков явилось открытие и широкое 
применение в экспериментальной технике физики космического пзлуче- 

: ник методики ядерной фотоэмульсии. Открытие фотоэмульсии, чувстви- 
иельной для фиксации траекторий у.елм ւ ивнс.ских заряженных частиц, 
дало возможность выяснить многие важные черты сложных явлений, 

(происходящих при взаимодействии космического излучения с веще- 
с.вом [27 -33] Эта новая методика позволила произвести сравнитель­

но точное изучение химического состава первичного излучения, изу­
чение ядериых взаимодействий нуклонов, природу и ядерные взаимо- 

Ьейсгния вторичных частиц, возникающих в ядериых звездах, откры­
тие ряда новых нестабильных частиц и т. д.

На основании накопившегося экспериментального материала одно­
временно производилось теоретическое исследование развития яде| по­

декадного процесса в воздухе. В 1919 г. Гайтлером и Яноши [8] бы­
ла предложена теория ядерно-к декадного процесса в воздухе. В этой 
теории предполагалось, что падающий нуклон до выхода из ядра 
претерпевает несколько столкновений иуклон-нуклолпого характера 
I в каждом соударении испускает один мезон, который выходит из 
|цра без взаимодействия. Для акта нуклон-нуклон столкновения 
иредполагалось, что дифференциальное поперечное, сечение является 
однородной функцией от энергии первичной и вторичной частиц. В 
дальнейшем эта геепня развивалась в работах Яноши [9|, а 

[также в работах Яноши и Месссль 110]. В этих новых вариантах 
| foopiiii учитывались также взаимодействия мезонов с нуклонами ядра.
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Основные идеи, выдвинутые в работе [8], а именно, что единичный 
акт взаимодействия носит характер вуклон-нуклонного столкновения 
и что дифференциальное поперечное сечение зависит лишь от отно­
шения энергий первичного и вторичного нуклонов, легли в основу 
многочисленных работ Месселя [11], Грина, Месселя и других авторов 
112—21]. Основные результаты, полученные Месселем и сотрудниками, 
изложены в работе [22].

Теория ядерно-каскадного процесса была развита и в работах 
[23 — 25]. Эти работы базировались в основном на экспериментальных 
основах и содержали меньшее число специальных предположений, 
еще не подтвержденных экспериментом. Зацепиным был предложен 
метод решения каскадных уравнений, названный им методом после­
довательных поколений [24]. В работах Зацепина и Розенталя были 
получены объяснения основных явлений, наблюденных в широких 
атмосферных ливнях.

В работе [23] метод последовательных поколений был развит для 
случая, когда спектр вторичных частиц, рождаемых в акте столкно­
вения, является моноэнергетическнм. В работе [36] было показано, 
что этот метод может быть обобщен на случай произвольного вида 
энергетического спектра частиц, образованных при ядерных столк­
новениях.

Будини и Молиер [26] построили каскадную теорию в атмосфе­
ре. предполагая, что спектры рождения вторичных протонов и мезо­
нов выражаются функцией вида

f(u)du= — In (— ) du.
•'! \ u /

I ле и ֊-отношение энергии вторичной частицы к энергии первичной. 
•, и т. — параметры, численные значения которых подбирались так, что­
бы получалось согласие с экспериментом. Здесь я имеет смысл срел- 

I
ней доли энергии, переданной данному сорту частиц ] uf(u)du=a. Для 

II՛
-•мезонов принималось հ=2,2 и «=0,2. а для вторичных протонов 
7 = ԼՅ и а-0,8.

Несмотря на такое большое число теоретических работ, посвя 
щепных изучению ядерно-каскадного процесса в воздухе, этот вопрос 
в настоящее время нельзя считать окончательно решенным. Для пол 
кого и правильного решения этой проблемы необходимо знать энер­
гетическое и угловое распределение вторичных нуклонов и мезонов, 
образованных в ядерных взаимодействиях нуклонов высоких энергий 
с ядрами воздуха. Величина некоторых важных характеристик ядер­
ных процессов при больших энергиях, а именно полное поперечное се­
чение взаимодействия нуклонов с ядрами воздуха передняя доля энер­
гии, теряемой частицей в ядерных взаимодействиях в воздухе, приблизи­
тельно известны. Поэтому теория, в основном опираясь на знание 
■ тих величин, должна дать объяснение наблюденных явлений и, далее,
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путем сравнения результатов расчета с экспериментальными резуль­
татами, .должна уточнить численное значение полного поперечного 
сечения ядерного взаимодействия и степень неу пру гости этого взаимо­
действия, а также получить другие сведения о свойствах ядерных 
взаимодействии в области больших энергий, пока недостижимых в ла­
бораторных условиях.

В предлагаемой работе развивается феноменологическая еорня 
терно-каскадного процесса в воздухе. Теория базируется на пред­
ставлениях, развиваемых авторами работы [34]. Согласно этим пред­
ставлениям. в акте ядерного взаимодействия нуклонов высоких энер- 

н с ядрами воздуха первичная частица в среднем около I 3 своей 
энергии теряет на образование мезонов, о-нуклонов, ядерных оскол­
ков и на возбуждение ядра, а остальные 2'3 энергии уносит с собою 
один быстрый нуклон. Ранее этот результат был получен в работах 
[24, 35]. При этом в работе [25] показано, что энергия, теряемая пер­
вичным нуклоном, в основном идет на образование мезонов, тогда 
как на образование нуклонов, осколков и на возбуждение ядра 
расходуется сравнительно небольшая энергия, равная около 400 Mev 
н случае воздуха.

Предлагаемая теория довольно проста, позволяет, путем алге­
браических действий, без громоздких вычислений, исходя из пер­
вичного энергетического спектра нуклонов, получить энергетический 
спектр, угловое распределение, пробег поглощения, п ряд других ха- 
яктеристик нуклонной компоненты на различных глубинах к атмос­

фере. В расчетах фигурируют два параметра, а именно средний про­
бег ядерного взаимодействия (или полное поперечное сечение) нукло­
нов в воздухе и средняя доля энергии, теряемой нуклоном при взак- 
^действиях с ядрами воздуха.

В работе учтены ионизационные потери энергии протонов, ко­
торые являются существенными при энергиях Е< 10 Bev. Подробно

I рассмотрена также роль ядерного многократного рассеяния. Явление
ядерного многократного рассеяния является существенным при энер­
гиях нуклонов E<J00 Bev. наблюденных на заданной атмосферной 
глубине. При вычислении интенсивности нуклонов на различных глу 
иннах- в атмосфере влияние --мезонов пренебрегается, т. е. пред­
полагается, что значительная часть --мезонов распадается на пути 
своего следования и не успевает претерпеть ядерные взаимодействия.
Убедиться в правильности 

тельно, лишь при энергиях

этого предположения не трудно. Действ»!

Е՝>9— Bev, 
- P(z)

где плотность воздуха

на уровне моря, a &(z) плотность на атмосферной глубине z г. сзА
средний пробе։ для распада Հ-мезонов может быть больше их сред­
него пробега ядерного взаимодействия, который предполагается рав­
ных. 65 г/см2. Ila атмосферных глубинах z = 7С0, 300 и 100 г/см*
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отношение р0'рг=г- 1.5;3,5 и К). Следовательно, для того, чтобы тг-мезои 
успел провзаимодействовать до того, как распадется, его энергия на 
глубинах z —700, 300 и 100 г/см2 должна быть, соответственно, больше 
14. 30 п 90 Bev. Если допустить, что в каждом акте взаимодействия 
нуклонов рождается только один мезон, то энергия нуклонов, спо­
собных рождать мезоны таких энергий, должна быть больше 50. 100. 
300 Bev. Однако известно, что при таких энергиях нуклонов имеет 
место множественное образование мезонов, причем, согласно статист» 
ческой теории Ферми —Ландау, выделяемая при столкновении частиц 
энергия приблизительно делится поровну между мезонами [37 , 38]. 
число которых порядка Е0-25, где Е —энергия первичного нуклона. 
Из последних замечаний следует, что энергия нуклонов, способных 
рождать мезоны с энергиями 11, 30. 90 Bev. будет около И0, 310 и 
1350 Bev. А для нуклонов с энергиями 14. 30 и 93 Bev энергии пер­
вичных частиц, рождающих их, должны быть, соответственно, 2՚յ, 43 
и 128 Bev. Из приведенного сравнения, а также из того обстоятель­
ства, что энергетический спектр нуклонов в атмосфере является убы­
вающей функцией эиерпш. следует. чю энергия, передаваемая мезонам, 
в основном теряется необратимым образом, и участие --мезонов в 
дальнейших ядерных процессах незначительно.

§ 2. Интенсивность потока нуклонов на различных глубинах 
в атмосфере

Поставим перед собой задачу вычисления энергетического спек­
тра нуклонов на различных глубинах в атмосфере, исходя из их спектра 
на границе атмосферы. Невидимому. в настоящее время можно счи­
тать интенсивность первичного излучения хорошо известной. Интен­
сивность первичной компоненты космического излучения для различ­
ных энергий определялась в работах [39 — 53] и в ряде других. Пер­
вичное излучение в основном состоит из протонов и небольшого числа 
нейтронов, входящих в состав ядер, имеющихся п составе первичного 
излучения. Согласно |49], энергия, приносимая первичным излучением, 
распределена между его различными составными частями следующим 
образом: 66% энергии принадлежит потоку протонов. 26°/0 потоку 
ядер гелия. 5%—потоку ядер углерода, азота и кислорода, и 3°/<։ по­
току ядер cZ>10. Угловое распределение первичного излучения 
изотропно.

Полный энергетический спектр первичных частиц приведен в 
обзорах М. 11. Фрадкина [54], Б. Петерса |55] и Нсера [56]. В работах 
(55, 56, 50] предлагаются различные эмпирические формулы, хорошо 
аппроксимирующие существующие экспериментальные данные. Однако 
они имею։ сложный вид и неудобны для расчетов.

В работе [26] энергетический спектр первичного излучения ап­
проксимирован следующей эмпирической формулой:

N(E)dE —a^E^-J-E^’dE, (1)
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где 7 2,8, а0 и Ео постоянные, Е — кинетическая энергия нуклонов, 
измеренная в единицах Bev. Если речь идет об интенсивности прото֊ 
нов, то следует в формулу (1) подставить а0 = 8,8 и ЕО=6,94 Bev. а если 
нас интересует интенсивность нуклонов, го а0— II и Е0=6,34 Bev Фор­
мула (I) имеет сравнительно простой вид, удобна для расчетов и 
хорошо аппроксимирует эксперименты [39 — 51], а также эмпирические 
Зюрмулы, приведенные в работах [50. 55, 56].

Согласно Вернову и сотрудникам [45]. дифференциальный спектр 
энергии первичных частиц в облает энергии 2<Е< 20 Bev описы- 
нается степенным законом Е՜1 с показателем у = 2. Этот результат 
не противоречит вышеприведенному, так как функцию (Ео • Е) 
•ложно интерполировать степенной функцией Е ՛, где 7 уже не постоян­
на, а является монотонно возрастающей функцией от энергии частиц.

I причем в области энергий 2<Е<20 Bev этот показатель будет иметь 
значение, приблизительно равное 2, а при энергиях Е^> 100 Bev, 7 — 2.8. 
Интенсивность первичных частиц, найденная в работе [45] для геомаг­
нитных широт 2 , 31 и 5/ , также в пределах ошибок эксперимен­
тов согласуется с интенсивностью частиц, получаемом по формуле (I) 
для соответствующих областей энергий. Ниже, нас будет интересовать 
только общее число нуклонов в первичном излучении, поэтому в 
формуле (I) принимаем а0—11 и ЕО=6,34 Bev.

Пусть на глубине z г'глг, в атмосфере измеряется интенсивность 
г нуклонов с кинетической энергией Е, движущихся под углом » отно­

сительно вертикального направления. Далее, пусть эти нуклоны до 
теста наблюдения претерпели п ядериых столкновений. Тогда среднее 

расстояние между двумя столкновениями будет равно ——. 11осле

каждого ядерного столкновения нуклон может оказаться как в про­
тонном. так и в нейтронном состоянии. Обозначим через Q вероят­
ность того, что на данном отрезке пути между двумя столкновениями 
нуклон является протоном. Предположим, что после каждого 
ядерного столкновения, независимо 01 начального зарядового состоя- 
ния нуклона, он с разной вероятностью может оказаться в нейтрон­
ном и протонном состояниях, т. е. Q=0,5. Следовательно, иониза­
ционные потери энергии на каждом отрезке пути приблизительно 
равны

ZQX . 
(п 4-1) cosfr

1 ле0,002 Bev — средние ионизационные потери энергии реляти­
вистских частиц на 1 г;см- пути в воздухе.

Энергия нуклона непосредственно после последнего ядерного 
столкновения равна

Е _*Qz _.
(п-Е IJcosO
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А перед этим же сюлкнове.нием энергия нуклона равнялась
Е zQz
a «(n-f-ljcos»

где. а средняя доля энергии, остающаяся за нуклоном после каждгя 
ядерного столкновения. Согласно цитированным работам [34, 35]. при 
энергиях Е> 3 Rev. величина ч. приблизительно постоянна и равна 
около 0,7. Итак, совместно с авторами цитированных работ пока что 
будем предполагать, что зависимость ч от энергии слабая, а числен­
ное значение уточним дальше. Продолжая приведенные рассуждений 
получаем, что энергия нуклона непосредственно перед первым ядер- 
ним столкновением была

Е,- + ?4z у
(л !֊1)со?8*^

Чтобы получить энергию первичной частицы на самой границе 
атмосферы, необходимо добавить ионизационные потери энергии пер­
литного нуклона до первого ядерного столкновения:

zQiZ
(ոփ 1 )cgs »

где Q, вероятность :ого, что первичная частица является протоном. 
Таким образом, энергия первичного нуклона равна

Е„ = Еа“4------ — /Ма' к
.n-f-HcosU | —

\i-J 

где к Произведя с у м м и. «о в а н ।!; ■. и ол уч а е м

___*9*_____  (с
Е(гн l)cos 0 ' 1

Здесь введены обозначения:

Ci |_ . с2 — CJ I'­

В первичном спектре интенсивность 
единицу гелесного угла согласно (I). равна

ll уклонов рассчитанная на

a0(Ert-r Еп ) : 6Е„ = апЕ :7'Ч zQ/c,
E(n-4-l)cos0

ՒՀ(ո ֊*■■ I) cos и
р dE, 

s»> /
(3)ն Տ

Для получения интенсивности нуклонов на глубине z, движу­
щихся под углом и относительно вертикали, необходимо умножить {3)
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на вероятное։t. того, что наблюдаемый нуклон является п-м потом­
ком первичного нуклона, и просуммировать по всем возможным зна­
чениям числа п. Эта вероятность, как вероятность редкого и случай­
ного события, определяется распределением Пуассона

где / длина среднего свободного пробега ядерного взаимодействия 

нуклона в воздухе и Հ- sc?’1 среднее число столкновений, претер­

певаемых нуклонами в заданном направлении Н. Ниже принимается, 
чго величина /. постоянна.

Итак, интенсивность нуклонов заданной энергии Е п заданного 
направления движения ։• на глубине z равна

N (?., », EldE=a„E՜’ <■ ֊ ֊seci) <IE V ( 1 +'նՀ Ճ1. (5)
~ \ Е I л? П'О

Здесь введены следующие обозначения:

•Հ,- ֊՛ • Eh*-
11 “Г 1 /.

с3 с, zQz sec а ’• <■ Հ=с8 zQz sec . (6)
С ростом числа и, Лп быстро убывает, поэтому при ni- հ где > не­

которое достаточно большое число, можно написать 1 Ц- —I, и тогда 
п

ряд d формуле (5) совпадает с разложением функции е". Так. .тля 
вертикального направления на глубине z —700 г/гл՛-, при Е=1.5 Bev 
оказывается достаточным принять v 15. Таким образом, для лосга- 
'.очно большого v можно суммирование в (5) выполнить следующим

в-азом:
СС

С учетом последнего, формулу (5) можно переписать ։ак:
I N,(z, ». E)dEd<2 - а0Е т е / S(z, E.U), (7)

ГАС
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(9)

<Ш -телесный угол, под которым ведется наблюдение.
Из (7'1 видно, что, вообще, говоря, вид энергетического спектра 

нуклонов с изменением глубины и направления изменяется.
Изменение вида спектра нуклонов обусловлено двумя причинами, 

а именно тем, что первичный спектр нуклонов нс является точно сте­
пенным, н ионизационными потерями энергии. Ионизационные потерн 
энергии существенны при энергиях Е<Հ 10 Bev. и на больших глубинах 
они привели бы к замочному искажению вила спектра в указанной 
области энергии. Ионизационные потери энергии не приведут к изме­
нению вида энергетического спектра нуклонов только в том случае, 
если первичный спектр является строго степенным (Ео^ 0).

При энергиях E<1GO Bev отклонение вида первичного энерге­
тического спектра от степенного закона становится несущественным, 
и функция S принимает постоянное значение, равное единице (при 

у=։0 и ЕЛ -0;S֊l). Имеет место также и Jim Տ = ( I . При
Е /

этом поглощение интенсивности нуклонной компоненты с глубиною
происходит во экспоненциальному закону, с коэффициентом поглоще-

1 ния равным ֊ , и вид энергетического спектра нуклонов

зависеть от глубины и направления наблюдения.
Из (5) очевидно, что

Р„(г. Е, ») = в/ I + 'Հ
\ Е ; п!

не буле:

(ЮГ

представляет собою вероятность того, что на глубине z нуклон с 
энергией Е. наблюденной под углом и, происходит от первичного 
нуклона с энергией Ея, где Е„ определяется формулой (2). Здесь 
В — коэффициент нормировки. При энергиях Е > 30 Bev имеем

Рп ՝ Լ||֊ е " . Об этой верой ।нос(н подробно речь будет идти позже.

Вследствие отклоняющегося деист ния магнитного поля земли 
первичный спектр частиц при низких импульсах обрезается. В этой 
вопросе мы будем пренебрегать малой долей ядер в первичном из­
лучении считая, что весь поток частиц состоит из протонов, и 
понятие минимального импульса, который является функцией гео­
магнитной широты, заменим понятием минимальной энергии протонов 
Е։1,. При энергиях в несколько Bev и ниже это: эффект скажется 
также на интенсивности нуклонов при малых глубинах атмосферы.

Так, если на глубине z в атмосфере в спектре нуклонов нас ин­
тересуют энергии Е<Еа, то па числа столкновений п должно быть 
наложено ограничение

Еп > Е,
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так как энергии En < Ет в первичном спектре частиц отсутствуют. 
Это неравенство означает, что в формулах (5) и (8) суммирование 
должно начинаться не с нуля, а с некоторого числа п,. где п,—округ 
ленный корень трансцендентного уравнения

---- -(с։
(п4-1) cosO

С.»7“ ) = Е1П а” Е, (11?

где с։ и с2 имеют тот же смысл, что и в (2').

§ 3. Подбор численных значений параметров

Для вычисления интенсивности нуклонной компоненты космиче­
ского излучения на различных глубинах в атмосфере необходимо 
задать численные значения параметров, входящих в формулу (7). Ин­
тенсивность нуклонов определяется двумя основными параметрами, 
а именно, пробегом ядерного взаимодействия / и долей энергии 
остающейся за нуклоном после ядерного взаимодействия.

Многочисленные экспериментальные работы приводя! к выводу, 
что в области высоких энергий, недоступных еще в ускорительной 
технике, >֊, повндимому. нс зависит от энергии и для воз, уха имеет 
значение около 65 г см-. Зацепин [24], на основании ряда экспери­
ментальных работ, приходит к выводу, что X —65 5 г՝с.ч"-. Это зна­
чение пробега взаимодействии, повндимому, относится к области 
энергий Е> 10 Bev. Опыты, выполненные на бевотронах, показыва­
ют, что полное поперечное сечение неупругого взаимодействия ну­
клонов с атомными ядрами с ростом энергии растет, приближаясь к 
геометрическому поперечному сечению. Упругое или так называемое 
диффракцнонное рассеяние для .час не представляет интереса, так как
и этом процессе нуклон не теряет энергии и рзссеиваетс.ч на сравни­

тельно малые углы порядка——, где а - длина волны де-Бройля для

падающих нуклонов и R радиус ядра мишени. Так в работе |57| 
найдено, что попе՜ ечное сечение взаимодействия протонов с энергией 
Е 0,87 Bev с ядрами углерода равно = 0.25- Ю~: см2 0,78 70, где 
'0 - (1,4-10 ‘"Л г^и,32 • 10 ՜’ см- геометрическое поперечное
сечение. В работе [58], для поперечного сечения взаимодействия ней­
тронов с ядрами углерода при энергии Е - 1.4 Bev, найдено ==0,231 
Հ 10 -‘;\и2 = 0,72 з0, а в работе [59], для того же поперечного сечения 
нейтронов с той же энергией, найдено 5=0,2-10 ’елг—0,63 50. Далее, 
при энергиях протонов в 2,2 Bev в работах [60. 61] установлено, что 
поперечное сечение для ядерной Эмульсии и меди равно ==0,8 =0.

В перечисленных работах речь идет о полном поперечном сече­
нии неупругого взаимодействия, гак так измерения производились в 
условиях плохой геометрии, исключающих из рассмотрения диффрак- 
ционное рассеяние при взятых энергиях.

Сотрудниками лаборатории малого электромагнита Физического 
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института АН Армянской ССР. производившими свои эксперименты с 
протонами, генерированными нейтронами космического излучения, также 
установлено, что полное поперечное сечение взаимодействия прото 
нов с ядрами меди, с ростом энергии растет [62]. Так. при энергиях 
2.4 <Е<\5,5 Ве\ поперечное сечение равно приблизительно 0,8 з„. 
а при Е >-5,5 Не՝ оно равно геометрическому поперечному сече­
нию б(1.

Этот вывод согласуется с результатом Вернова и сот рудников 
|4<5|. согласно которым поперечное сечение для взаимодействия про 
гоноп с энергией около 5 Bev с ядрами азота и свинца равно геоме­
трическому.

Ниже, мы будем распространять наши расчеш до энергии нукло­
нов равной 1,5 Bev. При таких сравнительно малых энергиях попе­
речное сечение неупругого взаимодействия нуклонов с ядрами воз- 
тука в последних двух столкновениях будет иметь значение чуть 
меньше ՜մ- В результате, и среднее поперечное сечение для всего 
поколения нуклонов с конечной энергией Е~1,5 Bev окажется чуть 
ниже геометрического поперечного сечения =0.

При энергиях Е^-МА' ՛. где М - энергия покоя нуклона, следует 
ожидать дальнейшее, сравнительно малое возрастание поперечного 
сечения за счет механизма диффракциоиг.ого образования мезонов ни 
ядрах [63]. В работе [63] была произведена оценка величины попе­
речного сечения диффракцнонного образования мезонов на ядрах. 
Для воздуха оно порядка одного-двух процентов от геометрического 
попе речного сеч ен ия.

В качестве первого шага для подбора численного значения па­
раметра а будем исходить из формулы (9), связывающей параметры 
у. >■ и пробег ядернбго поглощения /. Как уже отмечалось, в области 
энергий Е»10 Bev в формуле (7) функция Տ=1 и поглощение ну­
клонной компоненты происходит ио экспоненциальному закону с 

II/ 1 коэффициентом hoi лощения t -f I —л |, и поэтому знание вели­

чин / и / в этой области энергии нам непосредственно даст величину 
я. По данным Рыжковой и Сарычевой [24], при энергиях Е— 1000 Bev. 
/—(112 6) г/см-, Этот результат был подтвержден в последней ра­
боте этих авторов [641. Для энергий порядка 1U00 Bev они нашли 
/—116 ±9 г/ог.

В работе Каллона и сотрудников [65] при Toit же энергии найде­
но / 120 г/с.и. Ошибки измерения не указаны. Принимая / (Н2д 
Ьб)г/с.и2, /. (65 5) г,с.»г. из (9) находим а; ‘ 0,42 0.08 и при հ-2,8 

получаем а—0,62 0,07(24]. Может оказаться, что в других областях 
энергии величина т. окажется отличной о՛. найденного значения. Прав­
да, в работе [24] показано, что величина а слабо зависит оа энергии. 
Однако интенсивность нуклонов на больших глубинах атмосферы весь­
ма чувствительна к малым изменениям величины а. Ниже, величина j. 
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будет уточнена и подобрана гак, чтобы вычисленный из первичного 
спектра нуклонов спектр этих частиц на высоте 3200 м над ур. моря 
наилучшим образом согласовывался с экспериментом-

Перейдем к определению численных значений остальных пара­
метров, входящих в (5). Из (1) находим, что отношение чисел про­
тонов и нуклонов в первичном излучении приблизительно равно 
8,8:11=0,8. Отсюда следует, что вероятность Q^-0,8. Далее, предпо­

лагая Q=0,5, находим к — 1.6. Принимая *=0,6'2, из (2') иахо-
Q 

дам Ci 2,63 и с2 1,03.

§ 4. Многократное ядерное рассеяние нуклонов

Формула (7) выведена в предположении, что вторичные нукло­
ны строго сохраняют направление первичных вплоть до места наблю­
дения. На самом деле это предположение неверно. При энергиях 
6<Հ100 Bev ядерное рассеяние частиц играет существенную роль в 
процессе прохождения нуклонной компоненты через атмосферу. Эю 
особенно относится к большим атмосферным глубинам, где ядерное 
многократное рассеяние приводит к заметному удлинению пучен частиц 
и. следовательно, сильно уменьшает интенсивность нуклонов. Что 
касается многократного кулоновского рассеяния, то, при рассмотрен­
ных здесь энергиях, оно ничтожно мало по сравнению с ядерным 
рассеянием и не играет никакой роли при прохождении нуклонной 
компоненты высокой энергии через атмосферу. Наоборот, при энер­
гиях Е<1 Bev оно является важным.

Точное решение вопроса удлинения пути нуклона из-за ядериого 
многократного рассеяния н настоящее время не представляется возмож­
ным, поскольку нам пока не известна зависимость дифференциального 
сечения, нуклон - нуклон или нуклон-ядро столкновений от энер­
гии и угла рассеяния при энергиях выше нескольких Bev. Однако, 
исходя из совершенно общих соображений, основанных иа свойствах 
преобразований Лоренца, можно установить картину этого явления и 
произвести оценку удлинения пути нуклона при его прохождении че­
рез атмосферу.

Пусть и р0 полная энергия и импульс нуклона до столкни 
вения, е, р и <•> — полная энергия, импульс и угол рассеяния наиболее 
быстрого нуклона, унесшего основную часть энергии * в лаборатор­
ной системе координат после ядериого столкновения, далее. . р’ и 
«•'—полная энергия, импульс и угол рассеяния того же нуклона в 
системе центра инерции. Из преобразований Лоренца имеем:
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где '' — скорость наиболее быстрого нуклона после столкнове­

ния в лабораторной системе, в единицах скорости света, a 8Տ ско­
рость центра инерции относительно лабораторной системы, опять в 
единицах скорости света.

При рассматриваемых здесь энергиях частиц длина волны 
де-Бройля для падающего нуклона намного меньше радиуса ядра, а 
также радиуса действия ядерных сил; невидимому, по этой причине 
будет справедливо предполагать, что падающий нуклон в каждом ак­
те взаимодействия эффективно сталкивается лишь с одним нуклоном 
ядра. В я՛։ом случае

(14)

где М энергия покоя нуклона.
Если допустить, что в каждом акте взаимодействия в соударе­

нии с налетающей частицей участвует больше чем один нуклон ядра 
мишени, то получим

Р«
Ч М.

(14’)

где М։—суммарная энергия покоя нуклонов ядра, принимающих зф֊ 
фективное участие в процессе соударения. Если предположить, что 
столкновение имеет место в ядре с .рубкой, радиусом основания 
հ 4 •* .,—. где у — масса покоя --мезона со средней высотой------А . то

:*с 3 рс
для воздуха, принимая Л 14, получим М։^2,4 Л.

Ниже мы будем предполагать, что при столкновении нуклонов 
с энергией, большей нескольких Bev, г ядрами воздуха имеет место 
нуклон - нуклон столкновение, и соотведсшепно с этим для скорости 
центра инерции Հ будем пользоваться формулой (II).

При энергиях частиц выше нескольких Bev величины 'Հ , 3 и. 
следовательно, их отношение мало отличаются от единицы. Величина 
же второю члена в (13) во много раз меньше по сравнению с едини

цей. Действительно. 1
i sin <» 

и в любых условиях3 I tgu»
По­

этому в (13) можно пренебречь вторым членом ио сравнению с пер 
вым и написать

cos<m -у-- (15)

Из (13) получаем, что формула (15) справедлива, если имеет 
место
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9 М
tgv»l Ջ (16)

Это же условие согласно (12) можно написать так:

p'cos«>' Л 0^)
где cosio' средний косинус угла рассеяния нуклона в системе центра 

п ----- &инерции. В этом случае получается cos՛» ֊—.
<յ

Вообще ?>■!<. и при энергиях налетающего нуклона Е>10 Вех 
имеет место cos . Разумеется, при этих энергиях и значение У 
мало отличается от единицы.

Перейдем к вопросу об удлинении пути частиц в атмосфере, 
обусловленному ядерным рассеянием.

Пусть на глубине z г/օր нуклон с энергией В получен в ре­
зультате п адерных столкновений. Обозначим энергию первичного и 
последующих поколений нуклонов соответственно Еп, Е„ । ... Е։, 1 . 
а средние углы рассеяния после каждого неупругого ядерного столк­
новения соответственно <•<!՛՛, ա՛ո".

Верхние индексы при углах пронумерованы в обратном порядке 
по сравнению с нумерацией индексов при энергиях. Так. «»!,''относи - 
ся к первому ядерному столкновению, а Հ" - к последнему столкно­
вению, в результате чего появляется нуклон с энергией Е, если нс 
учесть ионизационные потери энергии на последнем участке пути с.՜.֊ 
довання нуклона до места его наблюдения.

.Углы отсчитываются относительно направления движения преды­
дущего нуклона.

Согласно (15), имеем:
Qin-k-f-V

где յՀ” ’’ скорость центра инерции в k-м столкновении относительно 
лабораторной системы в случае, когда до места наблюдения нуклон 
претерпевает п столкновений. В случае нуклон - нуклон столкновения
о Ik)
•'■’sn k , где Ek — кинетическая энергия перед этим столк­

новением, ?/" к1 — скорость чаг.тщы 
лабораторной системе после этого же 

Из фиг. 1 имеем

в единицах скорости света н 
столкновения.

cos С'п- cos »>**'>. cos<r-sinu>‘k “ . SinC . cvs?k . '17’ 

где 0nkl—угол между направлением движения нуклона после к-го 
столкновения и направлением наблюдения 0. 0Հ }> го же самое для 
(k-(-l)-ro столкновения и ֊ угол между плоскостью АОВ, образе-
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ванной направлениями наблюдения ОЛ и движения k-го нуклона ОВ 
■՛ плоскостью ВОС, образованной направлениями движения k-го и 
(к 1)-го нуклонов. При измерениях интенсивности нуклонов имеют

Фиг. К расчету yi.-i.i ядерного многократного рассеяния нуклоио? 
в атмосфере. ՕՃ — вертикальное направление, ОЛ — направление наблю­
дении, ОВ—исп равление движения нуклона после к - го столкновения 

я ОС — направление движения п՛. клона после (к | 1)-ги столкновения.

дело со многими частицами; в этих вопросах имеет смысл говорить 
только о средних углах отклонений. Поэтому в (17) мы имеем право 
произвести усреднение по всем возможным расположениям haockoci и 
ВОС относительно плоскости АОВ. .. е. усреднить ио углу ®к . Учи­
тывая, что cos ՜ք. 0. из (17) получаем

cos о;*' " cos»f' " • cos О* • (18.1

Таким образом, получается рекуррентная формула между средни­
ми направлениями движения частиц в двух соседних столкновениях. 
Из (18), очевидно, получим:
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cos0^n | I €№<<■ 
֊1 qM-Ո 

/п
(19)

(19) ррелстанляст собой средний косинус угла, образованного меж­
ду направлением наблюдения ОА и направлением движения частиц 
после (к 1)-го столкновения.

Введем понятие среднего направления движения нуклона по вег- 
му пути его следования. При этом целесообразно усреднить иг 
cosO^'. а соответствующие им sec (С՜’. ^то можно мотивировать том. 
что среднее расстояние при п-столкновениях равно

IU1 ՜ձ„" «dH

Итак, при п-столкновениях средний секанс для всего пути следов.i 
кня чйстицы ровен

sec<<„ 777 Ճ <֊П|
к- о

Таким образом, при п ядерных столкновениях в среднем нуклон 
|до места наблюдения проходит расстояние zsec<> • >есОп вместо zseca 
при пренебрежении рассеяния.

Чтобы найти среднее расстояние, пройденное нуклоном с энер- 
гией Е, наблюденной на глубине ՛/. нам остается только произвести 
усреднение sec 0п по всем возможным значениям чисел столкновении п

х _____

sec ‘Ի - \ Ра sec % .
п-0

(21)

где Pn(z. Е) вероятность ото. что наблюденный нуклон с энер­
гией Е является п-м потомком первичной частицы. Эта вероятность 
выражается формулой (10). Следовательно, реальное расстояние, прой­
денное нуклоном до места его наблюдения, равно около z sec# sec Ф.

Это означает, что при вычислении интенсивности нуклонов па раз­
личных глубинах в атмосфере в формуле (7) л следует .замени։ь 
г.чсФ.

Угол Ф не является углом многократного ядерно։ о рассеяния я 
обычном смысле этого слона. Величина среднего угла многократного 
рассеяния определяется из уравнения

cos‘Г У Р„ cos О’" . (22)
п-0

(22) означает, что последний нуклон и среднем отклоняется на угол 
? относительно направления движения первичного нуклона.
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На фиг. 2 изображена вероятность Pn (Е. z) для »=0, z 710 г/глт* 
(высота A pars некой высокогорной станции) и для энергий наблюден­
ных нуклонов Е 1,5, 2,5. 5, 10 и 20 Bev. При вычислении вероятно- 
сги Pn(E. Z) учитывалось и удлинение путей частиц из-за ядерного

фчг. 2. По осн гбсцнсс отлбжсчк числа ядериих столкновений нуклона, а но 
оси ординат вероятность р։| того, что нуклон с заданной кинетической энер­
гией (энергии указаны на кривых), наблюденный на атмосферной глубине 
710 г/сw’. в вертикальном направлении является л-м потоком первичной

ЧАСТИНЫ.

многократного рассеяния. Правда, величина пути z окончательно вы­
числяется после того как язве тиа Р„ (Е. z). однако приближенное 
значение z уже становятся известным при вычислении secr>,։ по фор­
муле (20). Действительно, кривая функции Р։։(Е, z) приблизительно 
имеет симметричный вид относительно наинероятого числа столкно­
вений п0. поэтому sec sec 0пс (при Е.< 10 Не՝-, Р« совпадает с рас­
пределением Пуассона). Следовательно, в первом приближении при 
вычислении Pn(E, z) мы можем в качестве значения z принять вели­
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чину z 710 sec 0п0, а потом произвести соответствующее уточке- 
Ш1С.

Распределения Pn(E, z) при Е 1.5, 2,5. 5, 10 и 20 Bev имею՛։ 
максимум соо. кетствснно при значениях чисел столкновений нуклонов 
Пт 7,7, 6,7. 5»7. 5:1 и -1,7. Среднее число столкновений ռ при этих 
же энергиях соответственно равно 8,07. 7.11, 6,09, 5.47, 5.15. а энер­
гии первичного нуклона, соответствующие этим числам столкновений 
равны приблизительно 67, 77, 9*3, 140, 238 Bev. Отсюда пи в коем 
случае нельзя сделать вывод о том, ч.о нуклоны с кинетической 
энергией 1.5, 2.5, 5, И и 20 Bev, наблюденные но вертикальному на­
правлению на глубине 710 г,ел2, в основном происходя։ за счет пер­
вичных нуклонов с энергиями, рапными 77. 98, 140. 238 Bev. В самом 
деле распределения РГ| имеют широкий вид и флуктуации чисел 
столкновений я — ч. большие. Из фиг. 2 видно, что лишь 1՜*— 20%, 
частиц рассмотренных энергий происходят за счет первичных нукло­
нов, претерпевших до атмосферной глубины 710 г{см" п ядериых 
столкновений. Здесь следует подчеркнуть коренное отличие числа 
• '/ 
/| от числа " . Последнее представляет собой среднее число ядериых

Ճ
столкновений для одного определенного нуклона на расстоянии z; для 
г 710 г.ч’лг это число равно около 11. п является средним числом 
ядериых столкновении с учетом существующего вида энергетического 
распределения первичных частиц. Дело в том, что нуклоны заданной 
энергии, наблюденные на глубине г, происходят от первичных нукло­
нов, имевших различные энергии, но претерпевшие разные числа столк­
новений. Вследствие того, что первичный спектр — быстро убываю­
щий, получается так, что первичные частицы сравнительно малых 

z энергий, претерпевшие сравнительно малое число столкновении п ..
Z 

в спектре, наблюденных на глубине z нуклонов, предо авлены с такими 
же статистическими весами, как и частицы больших энергий, но пре- 

.. z ..терпевшие нэивероятное число столкновении . Вероятность тою, 
/.

что частица с энергией Е является п-м потоком первичного пуклойа, 
согласно (10) пропорциональна произведению ординат распределения 
Пуассона л энергетического спектра первичных частиц. Разница меж­
ду числами п и л не была бы лишь в том бы случае, если распределе­

ние первичных частиц но их энергиям было бы равномерным. Рассмо­
тренный здесь вопрос о взаимосвязи и отличии между средним числом 

.. ՝f-вдерных столкновении и паивероятным номером поколения тт0 впер­

вые был рассмотрен Зацепиным (24].
На фиг. 3 приводится зависимость $есФ от энергии вертикального 
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потока нуклонов, наблюденных на атмосферной глубине 7Ю г см-. 
Для кинетических энергий нуклонов, равных 1, 1.5, 2.5, 5. 10, 20 и 
•10 Bev. среднее количество вещества, пройденного нуклонами, от верх­
ней границы атмосферы до глубины 710 г/ли-, равно приблизительно 
71 O-sec 1240. 1080, 945, 837/780, 760 и 745 г см-.

Фиг. 3. Зависимость функции sec Ф от кинетической энергии вертикального поток» 
нуклонов, наблюденных на атмосферной глубине 7J0 г т.н'-- Среднее расстояние, 
пройденное частицей от границы атмосферы до указанной глубины, равно 710 $есФ.

Из приведенных чисел видно, насколько важна роль ядерного 
многократного рассеяния при прохождении нуклонной компоненты че­
рез вещество.

На фиг. 4 изображена зависимость среднего косинуса угла мно­
гократного ядерного рассеяния cos‘Г от кинетической энергии верти-

Фиг. 4. Верхняя кривая представляет зависимость косинуса угла ядерпого многократ­
ного рассеяния, а пижяяя кривая зависимость функции S(E,z) от кинетической энер­
гии вертикального потока нуклонов, наблюденных на атмосферной глубине 710?/c.w՛-
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Шьного потока нуклонов для той же высоты (верхняя кривая). Ниж­
няя кривая на той же фигуре дает зависимость функции S(710. Е) 
от энергии нуклонов.

Вычисление ьесФ требует'знання величин параметров а и л. Ниже 
мы увидим, что наилучшее согласие со спектром нуклонов на глуби­
не 710 г/см2 можно получить, если предположить, что для наблюден­
ных частиц с Е 1,5 и 2,5 Bev, а равна, соответст венно, 0.64 и 0,63. а 
а равна 72 и 68 г ем՝. При анергиях же Е>5Ве\ принималось а 0,62 
н >—65 г/си". При Е 1,5 Bev средняя энергия первичной частицы 
равна около 67 Bev. среднее число столкновений пт^8,1. В грех по­
следних столкновениях энергия нуклона равна 2,6. 4,4 и 7,2 Bev.

Эксперименты показываю՛! (см. предыдущий параграф), что при 
энергиях 2~3 Bev полное поперечное сечение неупругого взаимодей­
ствия нуклонов равно около 0,7 Если допустить, что лишь при 

10 Bev поперечное сечение достигает геометрического значения 
Ն то усредненный пробе! /. будет иметь значение чуть больше 
65 г/см՝, соответствующего з0. Так. например, если принять, что при 
энергиях Е—2,6, 4,4, 7.2 Bev поперечное сечение з равно около 0,7 з։„ 
0.8 ՜ո. 0,9 <з0 и далее ввести понятие эффективных поперечных сече­
ний z и յՀ для случая с числом столкновений п 8. то очевидно, 
что

0,7 4-0.8 4՜ 0,9 | 5 ,, _ ,
8 'о ֊ . Հ-

Отсюда находим, что при Е 1,5 Bev ՛ ~ 72 г.'езг.

В настоящее время в лаборатории малого электромагнита Физи­
ческого института АН Армянской ССР производятся эксперименты по 
определению величины ядерного пробега взаимодействия с ядрами 
графита протонов до энергий 20 Bev, и, невидимому, затронутый здесь 
вопрос о величине Z будет разрешен.

Существует еще одно явление, могущее привести к удлинению 
путей частиц при их прохождении через атмосферу: это днффракцнон- 
мое рассеяние нуклонов на ядрах воздуха. Угол диффракциоиного рас­
сеяния нуклонов для ядер воздуха порядка 0 — ՚ ^^^.гдер —им- 

2-R р
Bev 11пульс частицы, измеренный в единицах ------ , а / — длина де-

■ ՜ " Հ ' с рЬройловскои волны. Отсюда ясно, что при рассмотренных здесь энер­
гиях нуклонов углы диффракциоиного рассеяния очень малы по срав­
нению с углами неупругого ядерного рассеяния.

Диффракционное рассеяние будет иметь существенное значение 
при энергиях Е<1 Bev, т. е. как раз в той области энергии, где 
вступает н игру и кулоновское многократное рассеяние.
Известия IX, № 7—7
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§ 5. Энергетический спектр нуклонов на высоте 3200 м над 
уровнем моря

После того, как было получено среднее расстояние z—710-$есФ, 
пройденное нуклонами от границы атмосферы до глубины 710 г/смг, 
мы. исходя из первичного спектра (I), но формуле (7) вычислили 
спектр вертикального потока нуклонов для этой глубины. При этом 
иод z подразумевалась величина 710 яесФ. Определялись пять точек 
спектра нуклонов, а именно ординаты дифференциального спектра для 
Е—1.5, 2,5. 5, 10 и *20 Bev. Точка с Е֊1,5 Bev была получена в 
предположении, что а—0,64 и /.=72 zic.u֊՛. Для второй точки предпо­
лагалось «=0,63 и X—68 г,'см-, а для остальных точек с Е>5 Bev 
было взято а=0,62 и X—65 г/с.и2.

Полученное распределение нуклонов по их энергиям изобра­
жено на фиг. 5 (сплошная линия). По оси абсцисс отложена кинети­
ческая энергия нуклонов по логарифмической шкале, а по оси ор­
динат — логарифмы интенсивностей нуклонов на интервал энергии 
I Bev.

Если этот спектр попытаться аппроксимировать степенным зако­
ном вида Е“‘ с1Е, то. как видно из фиг. 5, показатель (т. е. наклон 
кривой) не является постоянной величиной. При энергиях l<^E<^2Bcv, 

в области 2<£<Э Bev, հ^1,65, в области 10<Հ£<Հ 20 Bev, 
7^2,3 и т. д. Так, с ростом энергии нуклонов показатель 7 растет и 
при Е > 100 Bev достигает значения, равного 2.8. При этих энергиях 
ординаты дифференциального спектра нуклонов отличаются от орд.и- 

t
ват первичного спектра частиц множителем е где z = 710 г(см2 
и /=112 г/б՝Л£3 (функция S (Е. z) при этих энергиях ио своей величи­
не мало отличается от единицы).

На этой же фигуре для сравнения приведены эксперименталь­
ные данные. Точки с указанием ошибок представляют данные Ко­
чаряна и сотрудников. Здесь предполагалось, что вплоть до энергии 
1.5 Bev числа протонов и нейтронов равны. Кружки представляют 
собой измерения Ллиханяна— Алиханова [66].

На больших глубинах в атмосфере ординаты дифференциального 
спектра протонов весьма чувствительны к значениям параметров з. и 
X. Поэтому, если ординаты дифференциального спектра нуклонов и 
значение одного из приведенных параметров определены с достаточ­
ной точностью, то значение второго параметра можно получить с 
большой точностью.

Поэтому определение ординат энергетического спектра протонов 
в области энергий Е>5 Bev на высотах юр представляет собой 
большой научный интерес.

§ 6. Пробег поглощения и угловое распределение
Обратная величина коэффициента поглощения потока нуклонов 

с энергией, большей заданной, называется ядерным пробегом погло-



'♦’in. _1нфф<рощналыи.и sitepiviичсскпй . центр вертикального потоки нуклонов 
па атмосферной глубине 71(Լ г/см- (высота Арагацской лаборатории). Сплошная 
кривая предо՝- .вляч теорчичс^.кий спектр, рассчитанный их первичною спектра 
нуклонов. Точки с укгзаин>..м ск.г.бск i редспвдяют эксперимент. Кружки изобра 
«ают данные A. KXi.ic.iia и Алиханова [С6|. По ссн ьбсцисс отложена кинетическая 

энергия частиц в единицах Bev.
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щения. Обозначим 9iy величину через Լ. Она определяется из урав­
нения

. zsec ft
՜, 474' <23>In-------------

N(E. z .ft)

где N0(E) — интенсивность первичных нуклонов с энергией, большей Е. 
N(E, z, ft)—та же самая интенсивность нуклонов на глубине г/$есФ, 
движущихся под углом ft относительно вертикали, sec Ф определяет 
удлинение пути и дается формулой (21). Из изложенного в преды­
дущих параграфах материала понятно, что величина пробега L, кроме 
энергии, зависит также or z и направления движения нуклонов ft. 
Конечно, зависимость L ог энергии более существенна.

Согласно(7), зависимость пробега L от глубины z и направления 
наблюдения U целиком обусловлена функцией S.z, Е. ft). Появление 
этой функции в свою очередь обусловлено ионизационными потерями 
энергии, а также о.ступлением вида первичного спектра от степенного 
закона. Поэтому при энергиях Е^>100 Bev, когда S 1 (эта энергети­
ческая граница зависит также от z и ft; она тем выше, чем больше 
z и ft), зависимость пробега I. от ft и z исчезает, и мы, согласно (7) и 
(9), имеем:

L (Е)— / —(23') 
1— а* ’

При этих энергиях пробег L будет зависеть от энергии, если >■ 
и а являются функциями энергии. В области высоких энергий нами 
предполагалось, что X и а являются постоянными величинами, причем 
X —65 г{смг, а а—0,62 (а1՜1—0,42). Следовательно, при энергиях 
Е^>100 Bev L —Z—114 г. см*.

На фиг. 6 изображена зависимость пробега поглощения от энер-

Фнг. 6. Зависимость ядерпого пробега поглощения вертикального потока нуклонов 
от их кинетической энергии.



Прохождение нуклонной компоненты через атмосферу 101

гии для вертикального потока нуклонов на атмосферной глубине 
710 г/см-. С уменьшением энергии частиц величина Լ растет и при 
Е— 1 Bev достигает значения, равного 170 г/см-.

Теперь перейдем к вопросу об угловом распределении нуклонов. 
Угловое распределение нуклонов, заданной энергии выражается фор­
мулой (7). Для получения конкретных результатов необходимо вы­
числить функцию S(z, Е, {>) для разных значений переменных z, Е и 0. 
Это у нас не сделано. Однако, исходя из знания интенсивности 
вертикального потока нуклонов, можно установить закономерность в 
угловом распределении потока нуклонов с энергией, больше заданной. 
Имеем

N(E, z, »)sin»da = N0(E)e ’• sin-Ш, (24)

где N,.(E) и N(E, z, имеют тот же смысл, что и в формуле (23). 
Известно, что при малых зенитных углах ծ<Հ40° (24) можно аппрок­
симировать формулой

N(E, z, &)ssN(E, z)cosniU. (24')

где N(E, z) Ne(E)e *" вертикальная интенсивность потока нуклонов 

с энергией, больше Е на глубине z, а тп — у-.

Величины z и I. для атмосферной глубины 710 г/см1 нам уже 
известны, поэтому мы можем определить показатель для этой высоты. 
На фиг. 7 приведена зависимость показателя пт от энергии нуклонов. 
При энергиях Е>100 Bev число m имеет постоянное значение, рав­
ное 6,34. С уменьшением энергии частиц пт медленно убывает. Наши

Фиг. 7. Зависимость показателя косинуса ш и угловом распределении cosmil . sinftd? 
потока нуклонов от их кинетической энергии на атмосферной глубине 710 г/см2.

расчеты, невидимому, верны до энергии нуклонов 1 Bev. При 1 Bev из 
фиг. 7 имеем го=5,3. Очевидно, что, при дальнейшем уменьшении энер­
гии частиц, m монотонно будет убывать. При энергиях Е<1 Bev важную 
роль будет играть также ядерное диффракционное и кулоновское мно­
гократное рассеяние. Кулоновское многократное рассеяние включается 
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н игру лишь после последнего ядерного столкновения, koi опое при 
энергиях Е<^0,֊5 Bev приводи! к сильному размазыванию углового 
распределения протонов.

Вполне возможно, что приведенные выше вычисления удлине­
ния путей нуклонов в атмосфере дают завышенные значения. Одна­
ко, на основании приведенных выше результатов, невидимому, можно 
сделать заключение, что параметр а, строю говоря» не является по­
стоянной величиной, а с ростом энергии нуклонов медленно убывает 
(см. фиг. 5).

В заключение выражаю благодарность 11. М. Кочаряну, Г. Т. За­
цепину и М. Л. Тер-Микаэляну за обсуждение настоящей работы.

Институт физики
Академии наук Армянской ССР Постунило 16 XJ 1955

*1*. U- Սահակյահ

ՆՈհԿԼՈՆԱՅՒՆ ԿՈՄՊՈՆեՆՏՒ ԱՆՑՈՒՄԸ ՄԹՆՈԼՈՐՏՈՎ.

Ա 1Г Փ П Փ 11 Ի 1Г

!1.շիւա in ու թ յան մե$ աոաջաղրված Լ օղում ընթացող if իհ ոէ.կա-կա ս՝ 
կաղայի՚ն պրոցեսի !իեն и մ են ո / ո у ի կ տեորււ թ յուն: Տեսությունը պարու՚հա- 
կամ է; երկ,.. անկախ պա րա մ ե տ ընե ր' К և >.• i.-ն Հ ա՛հ ղ իո ա՛հ ր, < if Է միջու­
կային փէէխազղեցու թ յու՚հ՚հերի միձին վաղրի ե ը կար ո է թ յ tti նը, իսկ <1֊ն մ ի- 

էնևրդիայի “> յն մասն 1,1 ո[4' միջուկային վւո խա ijtjl֊ ղ ո t թ յ ո էննե րի у 
հհ in и իր հևա տանում I, ա մԼ՚ևա ա րա /յ Նոլկլոնրւ Համաձայն ’Լերնով ի, 
թացեպինի ե Գր իւյ ո րով ի՝ մի քանի Вс\- // ց ավելի Լնեըւյիա ունեցող նուկ­
լոնների համար 7. պ արամե տրր հաստատուն Լ ե մոտավորապես հավասար 
Լ ? .?/ (•սւղմաթիվ փորձերը րեըում են այն եզրակացության, որ հիշյէ,։1 
Լնե րղ իանե ր ի տիրույթում К-ն նոէ յնպես հաստատուն Լ և ոդի դեպքում 
-ւավււէսա ր է fj.j ց Աէ1“; 1л f'lf ! •՝ J П if 1 և /. պարամե տ լւն երի ալդ ա ր մ ե ր՚հև ր ի ւյ ե 
առաջնային նու կյոն^էհրի կնե րւյ I: in ի կ ւււղեկտրից, արտածված Լ ji'lnj հա՚հ ու ր 
րանաձհ /7J մքյնոյորտի կամավոր իւ ո ր ո լ /J յո ւ “հ ո լմ նու կյոննհ ր քւ ինտենոի֊ 
վոլտյան րաշխմւսն համար jntin 1;ն1.րղ{.այ1. ե ղևն/.рա ք/Հն ա\է I/ ր»ւ ր ft է

^աշւ/ած Լ պրոտոններ[t ու ղղաձխյ հոսանրի Էն1ւրղետիկ յւաշխու մր 
Արադած1է րարձրոt-fJյան (ւք<ՏՕ(ք մ) համարւ 1/տաէյված արղյանրր համե* 
մ ատված I; ՛է'ո շա ր յա՚հ ի և նրա ա շխւո տ ակի 'յն ե ր ի կսղմից չափված Հներդե- 
‘ոիկ ււպեկտրի ֊ւևտ: Փորձի սխայների սահմսՀհնևրոէ մ տեսական և Լրսսյե՝ 
րիմ են տայ սպեկտրները չեն հակաս ու մ իրարւ

1Լչխաւոան րամ րննված Լ նաե միջուկային պատիկ ցրման հարցր: 
^ույց Լ֊ տրված, որ 10 ե BCV-/«<y պակաս Լնեյպիաների համար միծո» կային 
ցրմա՚հ երևույթը րևրոււ) Լ նиւկյսնների անցած ճա՚հապարհի եյւկարարյ֊ 
մանր մթնոյորտում և կարևոր նչււՀհակոէ թ յու.ն ու՛նի ն и ւկլււնն ե ր ի ինսւեն- 
и իվս ւ իք յա՛ն թ ույացմ ա՛հ հարրյումւ

Հաչված Լ նուկլոնների հոսքի կլանման դործակիցր և պ ր и in սն՚հե ր ի 
ին տեհս իվ ութ յա՛ն անկյունային րւււշխւււմր ծովի մակարղ Աէկից 3300 մ'
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րար Л ր ti 1 ft յա h դ hi ։l ար։ Иin tn ւրյ tub in ր if J n i ն Ji'li ե ր ր \ե՚հ ՜ւ ui կա и n t il ifinpi'lnu^ 
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Письмо в редакцию

Но недосмотру авторов в работу .Теорема о сходимости дважды 
дифференцированного разложения по собственным функциям опера­
тора Штурма — Лиувилля* (т. IX. № 3, 1956) вкрались следующие 
ошибки:

1°. В формулировках теоремы на стр. 4 и теоремы 2 на стр. 13 
следует указать, что в формуле

?"(х. X)dg(X)

интеграл равно сходится с разложением 1"(х) по косу иксам в обычный 
интеграл Фурье, т. е. в формулировках вышеуказанных теорем сле­
дует добавить еще одно условие (шестое):

6. i"(x) в точке х удовлетворяет локальному условию разложе­
ния в обычный ряд Фурье.

2°. На сгр. о в формуле (4) мы ошибочно поставили вместо 
wx (х, է, տ) только первый член разложения; это на результатах ра­
боты не сказывается, юк как явный вид этого равенства не исполь­
зуется, а используется лишь дифференцируемость \v(x.t, s) по х, что 
следует из определения функции w(x, t, տ) через функцию Римана.

Б Левитан 
И. Саргсян


	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

	29
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33

	37
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57

	61
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74

	79
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	99
	100

	80
	101


