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МАТЕМАТИКА

А. Е. Аветисян

К теории обобщенных интегральных преобразований 
функций многих переменных

Введение

В работе М. М. Джрбашяна [II была построена теория прямых 
_ յ 

н обратных интегральных преобразований с ядрами вида е լ и 
B,(z: յւ) в классе U, где E?(z; р) целая функция, определяемая рядом 
Тейлора вида

л Ո
E>(z; V Z-֊zr 0<|1< I оо)

Используя поведение таких преобразований н комплексной области, 
нм был построен интегральный аппарат, являющимся естественным 
•обобщением интеграла Фурье, для представления функций, принад­
лежащих к классу U на произвольной конечной сис։еме лучей, ис­
ходящих из начала координат. Полученный аппарат позволил дока­
зать, что для произвольной конечной системы лучей {L;, исходящих 
из одной точки комплексно;! плоскости, можно построить целые функ-

1
цин нормального типа и определенного порядка р > շ , сходящиеся 

в среднем к заданной функции, принадлежащей к классу Լ. на (Լ;.
В вышеуказанной работе, н частности, были доказаны следующие 

предложения.
Теорема 1. Пусть ' <" р .-,-4-— • Для. любой

ձ ' ֊ ?

функции «(у) н:< класса g(y)y‘l 1 CL2(0, ;-о.) формула

f \х)« —! е -."^(yjy^'dy 
j շ-р dxj Д [у 3

определяет почти всюду функции \ *(х) и I՛' '(х), принадлежащие 
к классу L2(0. -т- ). Двойственная формула
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__ ц) «
, . р-| I 2 d / >/₽ j.'p 2?

е(У?У е йуУ )ЕяГ У е :|‘+
О

i —(]—ս) —i~—
. , \ *--։/->, ч. I . 2 d Н Г / ։/₽ ։,р 2?+ ljx I (x)dx +е ^y|EJx у е ; ц4- 

0

-J-ljx11 ։f(T)(x)dx

также имеет место почти всюду на (0, со), при этом имеет 
место формула Парсеваля:

v> а> сл
pg(y) lsy2? *‘dy = ppfln(x) pdx-f- p^|։f_)(x) I’dx

5 и о

Георема 2. Для любой функции ifxjCL-^O, I֊ со) формула

սւ , (»-։ й (У) У

где р > я < [л < — -։------ , определяет почти всюду на (0. + «>)•
ձ ձ Հ Ci

функции g( ՜}(y)y'՜1. принадлежащие к классу L2(0,’Ч-«>). Двой­
ственная формула

f(x) = ]/2zp Iе dxj — iy
՝ о

(+Ь \ *՜Կ • g (у)у dy ч-

։ ® հ..
с 2 d Гс ~1 

dx I iv
о

g (у)у dy

тоже имеет место почти всюду на (0. -}-со); кроме того, суще­
ствуют постоянные Л\,>0 и հ\շ^>0, не зависящие от в.( '(у) и f(x),. 
такие> что

<К. ՀքԼ,
խ|րՆ՛) '*у*"’<1у м, р f(x)№ 

О 0
U 

V, V1 ՀՀ.
jlf(x)|։dx<sM2 jlg("(y)l։ya"’dy+ ре'ЛуНУ^У 

о о и f



Обобщенные интегральные преобразования функций многих переменных 5

Теорема 3. Для любой функции g(y) из класса
g(y)У“ ‘сЦ(0. + *). и 4՜<^< Т +

имеет место предельное соотношение

-i2L(!-и) . ‘ Հ 1~
hm |g(y) е =- h? х у е ; р. х I (х)<1х—

J I 2Ч> J \ /
« о

и)
— е

1,'р
У е

2р
jl X I (x)dxpy <1у = 0

У** i
где, как и в теореме /,

£«У_
_и -ё(у)уи'‘<1у։ (х) =—==- т~ | — | 2irp dxj

о

Теорема 4. Пусть о > -Jr и
Հ* 

извольная функция из класса

1 . շ-Օ 1 , 1 с . Հ
4֊ Если gl(y) про-2

Vj

^g։(y)fy2;։?"₽'Idy <-t- 

if
то функции

» (X) =
?e±ixy?—1

-------гт-81(У)У՛' ՜ аУ
J ± ‘У

принадлежат к классу L2(0, +>»). Целые функции порядка ? и 
типа а>0, определяемые по формуле

-iJL(l-u) » i-L.
G,(z) = e -----=-|hJx zc ; թ x i (x)dx֊b

V^P J \ /
0

>—Հ-՚յ՜ք2-) . J! — i-~
2 1 ւ / i/p 2p \ ,-be ) p^x ze ;ji)x 1 (x)dx

II7

-сходятся s среднем к gj(y}, когда s - 4- oo в смысле
ՀՕ

h'm (lgi(y) — ^(у)|2у2;х1՜ ' О’ =0 
a-+”J

о

В случае, когда р> I, иля функций. Gfl(z) справедливо также ут­
верждение
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lim j |Ge(yef?)|2y2lip ՜ 'dy = 0 

о

При — 2”----- — •
P ' P

Обозначим через (L| совокупность лучей

և; argz==«pk(k = 1, 2. ... n), 0 = օ1<<?2< • <փո<2տ 

исходящих из начала координат. Обозначим далее

а= max |------ - -------1
t<k<n| <pk + l — <?k )

Теорема 5. Пусть ? > я и. -Լ-<Հ|ւ<Հ-1------- Լ. Для произвольной

функции F(z), определенной на |L] и удовлетворяющей условию

pFCzJpizl^-P-'dlzK + <* 

(է)
существуют целые функции G.(z) порядка р и тапа для кото­
рых

lim С| F(z) ֊ G,(z) I» I г z I = О 
J

(Կ

Целью настоящей статьи является перенесение всех вышеука­
занных результатов М. М. Джрбашяна на многомерный случай, т. е. 
на функции многих переменных. Однако, для простоты формулиро­
вок и записи, мы все эти результаты будем излагать для функций 
двух переменных.

§ 1. Вспомогательные предложения

1 . Для дальнейшего нам нужны некоторые теоремы, которые 
известны или легко следуют из теории интегралов Фурье для функ­
ций многих переменных [2,3]:

Теорема Л (Планшерсль). Если
f(xr x։)CL,(- со, -i-qo;— со, 4՜ со) т. е.

Ээ сп

j x2)]2dXj dx2<oc

—co —oo

то существует функция F(xp x2) C L2( co. ~ — co, ]- =o) такая ,,
что
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а а
х8) ~ շԼ՜ j f(u«. u2)e"Xl“' + X։"’>du1du2|idx1dx2 = О 

— а —и

причем для почти всех х։ и х2

с. 1 «2 f fe'։A-l elx’“’ —1(. .. .
= } —т------------j-—f(u„ ua)du։du։

Ziv ։/.\յ(/ճշ I I IlJj, ՏՍշ

—co — co

Справедливо также равенство 
<X> V. з .1

lim ^|f(x։, x2)—F(up ti2)e 1՝x'",_՝‘l')du1dLi։|։dxjdx2 = 0

--DC-- ОС. -* -« 

причем почти для всех х։ и х2
О'.' ОС.

f(x” Xa>=i F(1՛- “։’du֊dU։

- co - a :

Кроме того, имеет чес то равенство Персеваля

x2)pdx։dx2 х2) |2dxtdx.

Если функции Цхг х2) и g(x։, х2) принадлежат к классу 
L2(—оо, -1- =о; — со, Ч- х>), и функции F(xP х2) и G(xr х2) суть 
соответственно преобразования Фурье этих функций, то

xa)G(xr x2)dx։dx2

Применением теоремы Планшереля к функции 2zi(e’։ , е”)е' 1 '՚ и 

последующей заменой переменных легко получаются две теоремы 
Медлина.

Теорема Б (Меллин), Если функция f(xp х2) удовлетворяет 
условию 

a.
(|f(x։. х2) |2dxjdx2< » 

V V О U
то функция 

а а

J(s։, Տշ; а) = j j f(x։, x2)xj‘՜’ճշ*՜1 dxxdx4 

1 'i 
a a
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+ tk, — » <Ա< Ն 20 (k=l, 2)

в среднем сходится к некоторой функции

I(sr sJCl/ -J, jeo , joo; ~ —ioo , ճ-փ ioo 

i + i co i + i co
lim ( )f(Sp s2) —l(sp Տշ; a) pdsjds,, — 0

1— i o> ,J — i oo
Функция

J + ia 1+ia
1 Г г f(x։, x2; a) = -gM I l(s։, Sa)xi J,x2 Ms։ds, 

ia ։a

с среднем сходится к функции f(xr х2) л смысле 
оз »

lim I l|f(x։» х2) — f(xr х2; a)|։dxldxs = O
а -* е® I

О о

кроме того, имеет место равенство Парсеваля

Теорема 13 (Меллин). Исли
СО Со ՀՕ 00

х>) j"dx։dx_. <•« и jlg(x։. x?)i2dx։dxa<C •+-■»

0 0 (JO

то имеет место равенство

I i+ix i + ioc
j р'(х։, x2)g(x։, x2)dx։dx3 = l(s։, Se)G(l— s։, l—s^ds,

0 *° J—ix> J2-i»

где I(s|։ s2) и G(sr s^) — трансформации Меллина функций i и g в 
смысле теоремы Б.

2 . Приводим некоторые вспомогательные леммы, которые яв­
ляются простыми следствиями соответствующих лемм работы М. М. 
Джрбашяна [1].

Пусть

Ef(z; (р>2-. ^>о)

и—О

целая функция Мнттаг - Лефлера, имеющая порядок р и тип I.
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Обозначим

Efl(x։; jij) E^(x։; щ) «=Ег։?,(х։. х։; |4։, |h) (1.1)

при х։>0 и хг>0. Обозначим также

Срл(х։. х«: »»• = EjdJx’re *. х] 'е”‘; |х։4-1, -Ь 1 )х?։х£' П.2)

Лемма I. Если Гч > 4֊ и 4-<ри 4 - ՝֊ (k 1, 2), ю при 
Ճ - - рц

тг < 2п — (к = 1. 2)
-Ри xph

^;01+Л) п.3)
X։.\j

Ленма >. Если ?> -• 4֊' 4՜ <'“ < Т + < 4>Т С ’k ' 2՞ ՜ 

— 4֊-։ sk = -.г + »և. ՜ ® < և < ֊ր » (k«J։2).
^Pk ճ

TO
X X

^Л|р»^г Ss‘. а>« **) _ i i 1*f.pXxi» xt« ai« *շ) *, ։ «,
' (I -Ml-S,) J J X։X։ Xl Хз

о 0

'(1ххЛх3 —

_____4~*P|P* 
Րէշ֊^յրրշ֊^ (1.4)

ւ| "Г —?«’։ք֊5«+^“|)| *|4՜~f»aHSs-r^։—1)| 

e _________________ С _________________
I , _ ^֊^?։(ն~.“ւ-յ)! I 2«?։(Sr+H*-0|

причем в случае, когда р։ « -Է՜ 1или р.=—. интегралы понимаются 
Հ»

в смысле сходимости в среднем / 1 1 , . 1на 1 — — 1 эс, Н»; -у-----։<* ,

I . • 
у+ i=o).

Лемма 3. Если Pk > — (k=J, 2). то для всех յա из

г « 1
—, շ-_ (Լ | 2) существует такое число М, что
/Рк 2pk |

им.(4г+ «Գ 4՜ + »!,: ’s) <М (1.5)

(— « <tk< -Н ». к = I, 2)

Обозначим

ii;.;(x,.xt) _ с;|*՛—1 с1"-—1 

Х»х, ՜ ±ix։ ±ixt
(16)
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Обозначим далее

п;:>д, S..)

(1 S։)(l-s2)
о ։>

\շ՜ ’ilx։flx2

1 * ն 
(l-sJO֊^ (1.7)

Из лемм 13 и 14 работы [Г] легко получаются следую­
щие тождества, которым удовлетворяют преобразованию Меллина 
lW<։. ՏՀ, «յ. 2։) и U[^(Sj.s։j функций е?1РХх։, х։; я„ а։) и h£J(x։,Xa) 

Обозначим

> -|֊(—2+Р1 + Нг) ։-^-(Н։-Нг)

е =^յ» е = Сз.

i-£- (2— Hl — н։1 
е — С8. е =С4. (1.8)

Лемма 4. При рк > —• 4՜ < < 4՜ ՜1՜ 4? ’ когла Sk = 4“ + itk- 

— зо <և< -Ь (к — Լ 2), справедливо тождество

$֊’ 2р ’ շ^՜ I 1՜1(-)( 1 Sv 1 $ճ) 4՜

+ СЛЦ։„ s։; i. 1-8,) +

+ԳՍք1?|^տ։. s,; 2- — ^’ շյ^) I—Ss) +

+ԳՍք.փ։, s,; 2к-^-. 2s-ljH;|j(l֊s„ I-S.) = 4s։p։P։. (1.9)

Лемма -5. Пусть pk > I. -֊՜<1^<4՜ + ~ Sk = 4 : itk* ~ x < 

<tk< 4- x>(k — 1, 2). При ътпх условиях 
а) если

0^wi(<2*(l--M (к» 1,2) (1.10)
\ Pk J

то имеет место тождество

CiUp^/sj. Sf, ~֊ հ-4- o»j. 9~+—---- Ь “al 11J_J(1 —S։, 1 — Տյ)-Ւ
\ ?| -p2 Ps / ' J

4-СгиР|?։( Sj, s3; -- 4- — 4- «>։. 4- Hf”[(l—s։, I—s*) 4-
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+ԳԳ.ր,(տւ. ~ ~ ws j s,. 1—Տշ)֊ւ֊

4-C4up.P։|sl. շ7՜^՞ս>>։ %՜4‘՛և*) Mj2j0~sn տ֊’) = օ (1.H)

б) если
0 <օ>, ֊'j (1.12)

то имеет место тождество

ԳԳ.ՀՏա sy, ~ 4- V + '"и I; 'l H։(l}(l֊sn I %) 4- 
V ֊Pj Pj ճ?շ/

4-C2U?1R>(s։. sy 4֊ ֊ ֊ -f-u>։. 2r si.

4՜ Գ4=,ք ($г $з‘. 4* 0(|. շ0֊ 1 ~sr 1-Տշ) 4֊

4*C.։U?,։5,J Sp sy -a— ]՜։,,լ. 2՜ — к՜ I Hj {(1—sJ։ l եշ) » 0 (1.13)
\ ^Pi ‘‘•Ps I

н) если

0<йь^24 1 — 1 О-ll)

то имеет место тождество

ԳԳ.;,( sr s-՛; շյ՜- շ^ -է- — -4- »>2pl[ J(l—Sp J *S) 4-

I C?UP։b^Sp sy, շ֊> 9p> ՜:՜ j ^"j^—Sp 1 տ-շ) 4-

4֊ C3U?lh(s1։ s2; 2n A. 2. + ՃՃ x <J н£;< 1 -st. 1 -sa) -b

+ C,Uflf,^„։։; 2=-^-. ,֊ | Sj, l-s.) = 0 (1.15)

Наконец, из леммы 15 работы |1] получается следующая про­
стая:

Лемма 6. Функции 1Г sa) равномерно ограничены при sk- 
= 4՜ 4՜ — 00 < < 4-00 . (k = 1. 2)
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§ 2. Прямые и обратные преобразования r классе 
L8(0, се; 0, х) для функций двух переменных

1°. На основании вспомогательных предложений §1 в настоящем 
параграфе приводятся теоремы о прямых и обратных преобразованиях 
н классе Լ֊>(0, со; 0. ^>) с ядрами вида

Х։У։» Х?У*> — ’ 2рг’ — 2рЛ) 

------------------------ и---------------------------------- :-------------—
У1У_ Х1Х.:

Теорема 1. Пусть рк>4- 4-Ок <4—г (к = 1, 2). Иля 

любой функции из класса g(yJ։ y2)y'i' ' У շ* ' c 1-շ(0, «>; 0, «) фор­
мула

tr.Ct> I

о 0
(2.1) 

определяет для почти всех х։ и х. функции ’JrJCv хг), принадле­

жащие к классу L2(0, «; 0, оо ).
Д во ист вен на я формула

g(y։. у2)уГ։уГ‘ -

iJJ(x։. x2)dx։dx24-

“ “Ч х1У„ х։У։; ,է - շէԼ .
-Г О, -----------------—---------------- fj+[(x։. x2)dxxdx2 +

V •/ О U 

““еЦх.У,- хгу=; £-•
+ |----- ------------^-х-------------— ։£j(x1։ xJdXjdx.H-

• • 

^е^'х.у,. х։У։; -2֊’ ֊^)

•Ւ D։ Ц------------------—------------------f£’(x„ x,)dx,dx։ (2.2)
о о

гае Dk — — ___Ск (к 1,2, 3, 4) также имеет место для поч֊
2~| rjjp2

ти всех у։, и, уг, и, кроме того, справедливо равенство Парсеваля
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со 5с

00 Ct

Pl?2 J J 
О (I

lg(yt, у2) |*у?' 2у?’ 2dy։dy;

х2) р 4- |fc}(Xi, Х2) |2 4- |fJ_J(Xj, х2)|*\(1хДх2

1 (2.3)

Эта и последующие две. теоремы доказываются совершенно так 
же, как и соответствующие (еоремы для функций одного перемен­
ного, т. е. как теоремы 1, 5. 7 работы [1|. При этом, конечно, ис­
пользуются вспомогательные результаты для функций двух перемен­
ных, сформулированные нами в § 1. Поэтому доказательства этой и 
последующих двух теорем опускаем.

2°. В пункте 1 мы рассмотрели преобразования с ядрами 
ЬЙ(х։ур.хауг)

——— -------------Здесь мы рассмотрим обратную задачу - преооразо-
У 1Уз

вання в классе Ь(0, 4- °® ; Q, со) с ядром

е₽Цх1У1' Х-У=; ±2р՜՜)

х։х2 

Справедлива следующая теорема:
Теорема 2. Для любой функции f(xt, x2)CL2(0, -f » ; 0. 4- 00 У 

формула

в<т'։(у։. y«)yT 'yS‘ '=

j д2 I -- Цх,у„ Х.У,-, ± է

^f(x,.x2)dx1dxi(2.4}

ԺճյԺճշ
< Дх.у-р хгу2) У2)У|‘ 'у5* Jdy,dy,4-

О О

8՝ }(У»-Уз)У։* 1 Wyi4-

<v։tfya J J x։x8
1, о (I

где ри 4* < Pk <4-4-— (k = b 2) определяет почти для 
Հ ~ pk

все՝/. уյ и у2 функции ,J(yp y3)y։' 'у? ՜Հ принадлежащие к классу

ԼշքՕ, -с; 0, =о). Двойственная формула

>(х

о о
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+ ռՀ СО^у±„;_,(У1. Уг)у?. w .dyidy։.k
J J У i У1 о n

Ձ0 co (
+ D։ f Pofe ’«=! gj_;(y„ y,)yT 'y?. 'dy,dy2

«J .) ) 1Խо м
(2.5)

■ акже нмеел место почти для всех х։ и х2. Существуют постоянные 
Mt>0 и М2>0. не зависящие от функций f(x։, ха) и gJt^Vp у*), 

такие, что 
cooii &><»
(Jo-,. У»)1։У?“ ։dy։dy==bM,[[|f(x„ xs)|«dx։dx։ (2.6)

<{ о о о

И 
'Л СО СО Չ&

x։)|*dx,dx։ M,i‘[{|g‘t’(yl.y։}i։ + |g;t’(J„ у,)|։ 

О и М О

Դ lgj_;<y։, y8)|2 4-|gJ J(y։- У2)Г!|У?“| V?՛ ?dy,dy2 (2.7)

§ 3. Сходимость в среднем обобщенных интегральных 
преобразований для функций двух переменных. Приближение 

целыми функциями

В этом параграфе дополняется резулыат теоремы 1 и приводится 
основная теорема о приближении в среднем к функциям класса

I _.(0, оо; 0, *•) целыми функциями порядка р։ > •֊֊ по z։. и порядка

р,. •- — по Za. типы которых ciремятся к бесконечности . В заклю- 
А*

чснии этого параграфа приводится общая ։еорема о приближении в 
среднем к функциям, принадлежащим к классу L8 на произвольной 
системе „четверть плоскостей* целыми функциями, типы которых 
стремятся к бесконечности.

Обозначим
ej։bux։, х2; Я|.а2>- Ь1?,(х|₽1е'\ х?р4е'’'; iijJxf'xj? (3.1)

/ . Дополнение теоремы !. Справедлива
Теорема ՚3. Для любой функции g(y1։ Уа) кз класса 

„ t ill
й’Уп У-՝)}'!՛1 У՜։՜ ՜-Կ(0. л; 0,х>), если ?к > и ]ч .у- ■>

ф— (k— 1, 2), имеет место предельное соотношение
Г* к

’Определение и ннтегральнос представление целых функций двух лсремсп- 
ных, имеющих различные норпдкн и типы по отдельным переменным, даны п работе 
М. М. Джрбашяна |4j.
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Со у-

2(УиУ1)У։’

։' J(x։, x2,)dx։dx2 —

А*е?-р> Х1У։« ХаУ*’» о7 ' %՜)
1 -Pl “?2Z и .

՜ 2.),)---------------х.х^у. ^Jdx,dx։ ֊
<) о

’• ՀՀ х1Ур х։Уз՝ - 2р-’ 2^-)
- D* J J--------------- хЛу։у, ’----------- ? К x^dx'dx*

р7‘ е?1Рч х’у” ХзУа; 'շՀ 2p J
-D|. J “5ЙмуУ« ՜՜ fj^x,, x2ldx,dxJdy,<ly-֊ ՛;

Q II

(3.2)

где, как и в теореме I, функции 1Հ дх,, х3) определяются из (2.1).
2°. В этом пункте мы докажем теорему о приближении в сред­

нем к функциям класса Ц(0, оо; 0, ՜-с) целыми функциями двух ком­
плексных переменных.

Теореча 4. Пусть рк> 4՜' 4՜ < ^<4՜ ՜*՜ Դ, ’ 2Нь?к f‘k' 1 4 

(k=l, 2). Если gi(y։, y2) - произвольная функция из класса

( pgjyp У2)|2У։1У^УА’а<а9 (3.3)

о Q

то (функции

f!:;(x։. х2)

. № 1' (>հ< /х»у>»
1/ 4? Jj vFy ?

II II

&(У1< у2)у’| ՜' dy ։(iy2

(3.4)

принадлежат к классу L։(0, -о; О, эд). Целые функции поряака ?։ 
и типа а։ по г։ и порядка с2 и типа по 7.2, определяемые по 
формуле
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со со

g(y։> У։)У>'

^?еРЦх,у։, х,у2; շ֊. 2р։
J J ’чаду? 
п 0

։} j(x1։ x,,)dx,dx..

tK xjdx։dx2

P p MX‘y” x»ya; - 2pJ

D3 I j x։x2y,y2 Ом хз)(1х1дхз

շէ -g;)

J J----------------- ----------------------------- «»№,dx2 dy,dy; C
о о

(3.2)

где, как и в теореме I, функции f * ix։. х2) определяются нз (2.1).
'2'\ В этом пункте мы докажем теорему о приближении в сред­

нем к функциям класса 1.3(0, эд; 0, эд) целыми функциями двух ком­
плексных переменных.

Теорема 4. Пусть ?к >. ~ -1-<>к<4՜ + “* 2№ 1 ч-
ճ - рк

(k = I, 2). Если gj(y։, у5) — произвольная функция из класса

(3.3)

то функции

С?'(Х։. *з)

у

0֊./ № ______
I/ 4-։ Ох։Ох 2 1 

о и

р« ?»
Ш(У.. У.Ы- 1 у?'՛ <«у,<1>ч

(3.4)

принадлежат к классу 1..(0, эд; 0, эд). Целые функции порядка р։ 
и типа а։ по г։ и порядка с2 и типа по vt, определяемые по 
формуле
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G-v/Zp Z2) = 

. s j ՜
D, ^Ч.ь(х!4е 2Рг՜' *' l-\: >.. x։)dx,dx,+

I) II

Dj j‘ jE^x'>Zie^iC2A- *И; |ւ" ~ x։)iix>tixs+
о и

+■ D, j ‘^AxH-z.e. ՜'՚Հ^ *’• fp։'(x։. x.)dx։dx. +

0 '

-Ւ D, [ f£’(x։. x։)dx,dx. (3.5)
J J X| Xj
0 0

сходятся в среднем к g։(y։, y։), когда Օյ -> co , c2 > =0 я смысле

<7- »

Km \ \lgi(yp У2)-°*л(Уп y^fyi’ypdyjdy. = 0
Հ- *0 0

(3.6)

В случае, когда pk> 1 (к — 1, 2), справедливо также утверждение

(3.7-)

(3.70)

(3.7“)

(3.8)

TZ It
если а) —^«к^2--------(к= I, 2) или

рк Рк

б) - ==S='S. 5=:2z — — ?а = 0 пли 
Pl Р։

в) Т1=0

то имеет место та клее равенство

lini i 11 G,p։(y։eWl, у2е‘’։) руГу^у^уе ° О
•• « ՛3-.—ло О

Эта теорема также доказывается по метолу доказательства ана­
логичной теоремы для функций одного переменного, но заключитель­
ная часть теоремы имеет некоторые особенности. Поэтому мы дока­
жем эту теорему полностью.

Доказательство. Утверждения теоремы (3.4) п (3.6) немедлен­
но следуют из теорем 3 и 1, если положить там g(y։, Уа) ==g։(yi г‘, Уй?>) 
и учесть обозначения (1.2) и (3.1). Остается убедиться в спра­



Обобщенные интегральные преобразования функций многих переменных 17

ведливости утверждения (3.8). когда pjj> 1 (k — I, 2). Докажем это 
сначала, когда выполняется условие (3.7а).

Обозначим
оо а.

Գն. տ«) = ( б(У1. Уз)У?‘ ‘у?“ ’у?՜' у;*՞' dyjdya (3.9) 
•V ?'

Из теоремы Б § 1 следует, что

-շ-Ч- itj) = 4 », 4-֊оо;—со, 4-ое)

а из леммы 7 § 1 следует, что и

՜շ + il2)x

XG(^֊4֊itP փ 4* >և) CLS( —օօ, 4- °օ; =0, -j- 00 )

Теперь, если обозначить
ij*J(x1։ ха; а) =

— .1
= ( I՜ I >!>■• Ss)G( ։ - s,. ։ - sjxr'-xr-d^ds, (3.10)

‘։?.T
где aR означает область интегрирования

/1.1.1 I . \
I— -«a, շ-4 ։a; -■ 1a, -- 4- la то по теореме Б § I существует 

предел в среднем

i;^(x1։x,) = l.i.ni.i{^(xj. х/, а) = 

_ 1
- j H<±>(sv VX1 —SP 1 — Ss)xr*'X2NsjdSa (3.1 i)

причем функции i! Հ\՚յ, хг) СЪ(0. со, 0, со). Покажем, что эти функ­
ции совпадают с функциями (3.4).

Из (3.10) имеем
X. х>

1՛;՜;^!. u։; a)du։dua =

и I) '

= •-^rxl’-ds.ds, (Յ.ւշ)

Но из формулы (1.7; следует, что _11 'g/ xf՜*1 X;~s* есть преоб-
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л. hj !(хл'.,хгу2) n
разевание Меллина функции u 1—Ճ- _ . Переходя к пределу

У1У։
в (3.12) при а • «о ц применяя теорему В § 1, получим

X, -V.
i Qui. Uj)dU|du2 

о о

= х!-..хГ.0(1 s„ I
(2~։)՜ J J(l-s։)(l-s2) 

Rio

Отсюда видно, что функции х2) действительно 
функциями (3.4).

Обозначим
ОО да

Տյ)^ j 'х2 ‘dxA*

О О

Но из (3.11) следует, что

(4тт'“р։ра) %)G(1 — s։. 1 s2)-

СЕ ОС
= j j f}:!(Xp X2)X|։ X2։՜ ‘dXjdx,

совпадают с

(3.13)

(3.14)

Из (3.13) и (3.14) имеем

Fji'/S,. = (4-*р։р2)- ։н;>։, Տյ)Օ(1 -s„ I 

или. что то же самое,

f£’(i -*1. 1 -sj = (4»>|₽։) Jh‘2>( 1 -s„ i -ss)G&. sj (з.։5)

Умножим, тождество (1.11) леммы 6 § 1 на G(s։, s2). .Учитывая 
(3.1 о), получим

CjUp^Sp sy»^- 4- — 4֊«>յ, F յ; 4- «»շյ^.յ(1 Տյ. I տյ) փ

4-ԳԳ.? ( sv տյ*. ~ 4 — ՜ր՜ <0»t շ7» ՜1՜ °>3) 1 Տ” 1 Տշ) +

4֊C$UW,^S։, %; շ£ + աւ» + ՜տ«' 1 ՜ Տշ) ‘



Обобщенные интегральные преобразования функций многих переменных 19

ն. տ»; + ֊».. շ; + ^Հ>(1-Տւ» (3.16)

Разделим (3.16) на (2-։)2( 1 — sjl 1 — s2)y ?՜1 у? 1 (у։ > 0. у2>0) 
и проинтегрируем по области R«. Обозначая Си ՝... — Mk ik 1, 2, 

Լճ'֊Ա
3, 4), получим

$'-^27։+h

i о 4՜ 4 ШР о—I-----2р, Pt 1 2р» Pi 
(1-s.X l-^уГ-’уГ'

ճւ. ։֊տշխտյճտ,+

2Р;

(I ֊МП ֊МуГ'у?
—-Р]Д։ ֊-Դ 1 s2)dsxds2 4

J1—Տյ. 1

. ,L'p։. I SJ։ ------- !- <։>д.у- ф — <՛>•■ j

■£<—"»՛-՛• ՚ -“‘■‘■-°

(3.17)

Применяя теорему R § 1 к этому равенству, получим

i] ;<х։. x2)dx1dx, -•

Х|У«. КаУ*; Հ հ 4֊v>j. .у--г ՚”շ)
+ с. ֊ —-Ц—•£։----------- —---------ւ;. J(K։, +

d J Л1Л a
о о

‘р XjVj. х2у2; — и>։. 9^-Ь 4՜ ։,յշ)
4֊Գ i I--------------- ------------'֊------ ---- ----- -- -----------fj ‘!(x։. X2)dx։dx..-r

v v 
0 О

Ո°°” ew. x.y,. x։y։; t- w., Հ +»>։) 
------------------------------------------------------- xjdx,dX2=o (3.18)

» о 1 "՜

Обозначим = — ՝*'k. Из (3.1b) следует, что если — Հ. -
Pk * Pk
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< 2п—— (k = I. 2). то для почти всех у։ и уа имеет место ранен֊ 
Рь

ство

Ժ8 
б/У։;/у?

Cl

к ?;

г;е₽,Цх։у։. х,у,; ?» + “

I х։х«
C_!(xn x9)dx։dx,-b

РР epjx,y1։ х,у։; ?ւ+֊. ^՜շ"

XjX.
( ;}(Х„ x-)dx,dxa 4-

I-С

слое

Х։у։. х3у3;

х։Уг Х*У։’* ?ւ ՜շ^ 

х։х3

ч» /
— f։:J(x։, x։)dx։dx,-b

Tl 
x։xt Ох«՛ x3)dx,dxa ֊օ

(3.19).
Для любых а։>0 и з2>0 обозначим

№ Х2)֊
в прямоугольнике q < х Հ 

вне этого прямоугольника.О

Обозначим далее

Н:;(у։. №)У1‘

ժ8
гАу>у2 Х։Х.

Г ;<х|։ xjdx,dxa

p-р eF.r.( х«Уг х’>¥- т» 2?>՛ T:

о о

Ժ
"У^У/ х։х3

'ք['Հ(\,. xjdx։(lx,.

0

__ձւ
х»Х1У1У»

у: 2pJ
)d:Xidxs (3

Из теоремы 3 следует, что
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*ш(У1՛ УеМ'-’уГ *= Li m.*Fli}(y։, у2)у՜է ՜! у?' 1 <3-2D
«Ji - օ> ot— ОО

Из (3.19). (3.20) п (3.21» выводим, что

'^(с.’^СУ.. ‘У*)УТ՜ 'у$” ' +Ca*F<;»(y։. уДуГ'уГ1 4

+ C։‘F£](y։. у։)уГ'уГ1 + сгГЭДу,. уг)уГ-'уГ' [ = о

A si о значит
l.i.iii.G..,.-.(yp'e‘-",y։!>c'b) уГ-'yJ--’ = 0

о:

при — <ск<2п —. Отсюда уже утверждение теоремы в случае 
I ;iPk Pk

а) сразу получается простой заменой переменных у'Հ' —у, у1ъ- у».

Теперь, исходя из тождеств (1-13) и (1.15) леммы 5 § 1, совер­
шенно аналогично получим и утверждение теоремы в случаях б) 
н в).

3е. Пусть имеем две системы лучей, исходящих из начала ко­
ординат:

arg г, = cpk(k 1.2, ...и), 0^<?, <Հ?շ< - - - <Հ ?։։<Հ 2՜

argza « ձյ(յ — 1, 2 . • ու), 0=^0։ <փ2< • • • < ՚ձտ <2~ (3.22)

Любую пару лучей (?к, Փյ) назовем „четверть-плоскостью*.
Обозначим через (Ճ: систему всевозможных «четвсрть-плоско֊ 

стей“ из (3.22). число которых равно mn. Обозначим далее

°1 max-----------
I«:k*.n (?к 1- ?к

си = max т——— 
l'?| +1 '?j

(3.23)

Докажем общую теорему об аппроксимации целыми функциями 
двух комплексных переменных на произвольной конечной системе 
- четве рт ь-п л о с косте й “.

Теорема 5. Пусть pk > ак. -1֊< ри <4՜ ՜ր 4 pk — 1 = "k 
Հ Pk

(k=l, 2). Цля произвольной функции F(z։, za). определенной на 
(Զ) и удовлетворяющей условию

I (I F(zP z..) |։• z. f'| z2 f’d I z։! d I zsJ < oo 

^1

(3.24)

существуют целые функции G.:,(Zj, zu) порядка p։. типа no էԼ 
и порядка p2, типа ио -/.2, для которых
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■r 2«) — 0M,(zr z2) i21z, Г'|Z2f’dlz, I d I I = 0 (3.25>

Доказательство. Из условия (3.24) следует, что
се Ос

j рр(У1с''’к. У»С,г,И :2yi',y2:’dy։dy.2.<oo (к —1.2 - • n, j= 1. 2 • • «т) 

'
откуда, как в теореме 4, заключаем, что функции

fjzj(xp х«; Հ г ֊

ээ Со

и и • "

принадлежа։ к классу La(0, =о; 0. «И
Обозначим

G‘£«(z,. z») =

= D_ j’ j4.₽.(xГ-r-.e l2h ՚'Խ ‘ fe) x I 

и о

X X-.; k, j)dx։dx4 4֊

. ո ք СЕм,(Х|;%е . х2%е _5_/р_Н?) у
Հ|.) xj-^x’-'4

0 0

X f[;}(x։. x2; k, j)dxtdx34-

i-sr , lf, ife+?k! ,!։ .
, Ռ (EM։(xi4e . X2^se ; p„ p2)

I------------ »-ih
.J J X, Կ

K^[(xv x2; k, j)dx։dx2 4֊

............... . -‘(4+t^ ,, ՜'^+փ>)
. n Г ГЕ?1?/х։'%С . ХгЧе ; Ир Из) у
+ ------------------------ ւ-ժ1 ։-£

J./ х. х2

X^t}(Xj. х2; k, j)dx1dx2 (3.26)

Нетрудно проверить, что z2) есть функция порядка р։.
типа Ծյ по Zj и порядка р2. типа о2 по z2.
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В силу теоремы 4
00 -30

lim 1 1 |F(y։e‘Tk. у2еН ) G<%n(y։e'‘k, Уз^ y?y2’dy։dy2 = О 

’•’л. .)“-«О Ճ

(к = I, 2 - - . n, j= 1, 2 . . m) (3.27)

Л если

а) I? Ы >—•՛!*?! Рз

или б) |» — $к| >—• փ = Փյ

или в)

то

? = ?к -Ь1>г֊ 
?г

ос оо
lim |<^ЧЛ.”(У։с'т. y2et;')i у?y-j’dy։dya О

(к = 1. 2 • • • п. j = I, 2 . .. гл)

Отсюда, в частности, следует, что

ГУ։С’?* • У*е'У >' У у՜ dy j(Jy.> = О (3.28)

где (а. н) какая-нибудь пара чисел, отличная от пары (k, j). 
Обозначим

Н m
G:,,.(z,. М = V VG^J'fz,, z.) (3.29)

k-lj-I

тогда из (3.26), (3.27) и (3.28) будет следовать равенство
со ос

lim !р(у։с'‘к. у2е1’’) G^y/7’*. y2e’J) । yi y^dy^y, = Э

<7

(к I, 2 ... n, j — I. 2 - - - m)

что равносильно утверждению 1соремы.
В заключение благодарю моего учителя М. М. Джрбашяни за 

руководство и помощь в выполнении этой работы.

Ереванский Госуц.чрственный университет
им. В. М. Молотова Поступило 2511 1956
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l*.. է». Սևվհաիւււսւհ

ՏԱՏ ՓՈՓՈԻԱԿԱՆՆեՐՒ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՈՆԴձԱՆՐԱՅՎԱԾ 
ԻՆՏԵԳՐԱԼ ՋԵՎ-ԱՓՈԽՈԻ&ՅՈԻՆՆԵՐԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՇՈՒՐՋԸ

Ա Մ Փ II Փ Ո I' Մ

^ււղվաՀԿէւ մ րերւէււմ են շււււււ էի ո ւի if իւ ականնե ր ի .'իա Ն կչյ ի աների րնւք 
■•անրաւր/ած ինաեղրաշ ձևա ւի ո խ/ч. թ jtt լննե ր ի մ ւա> ին (Jե и րեքքեեր, որււն^
հա հ էք ի и ա հ ա մ են Մ. 1Г. .հր րաշ յան ի մի ա » իւ ա ա ո լ [J յ ա՛հ I / | ի Ни ա 
սէ !’ '1 J” լ '՚I’ ի անաքողր շաա ւի и փ и իւականն ե ր ի ՛ի ո լ.ն կ у ի ան ե ր ի հ՚սրմա^ 
‘1՝ատւ1էլու.թ յուննե րի ե ւյրաթյան պարւրււ ի1 յան ն պա աա կաք ար if յ ո ւ’հ ,րնհ (. 
շարա/յ րւքա<> հհ երկւււ ւիււ փոիաւկան ի !ի in ն կ у ի անէ, ր ի հաւքար;
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19 (1955 .
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ременных. Известия АН Армянской ССР, серия ФМЕТ наук, ր. VIII, ?<՛ 4. 1955.
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МАТЕМАТИКА

Г. А. Амбарцумян

Моменты распределения процесса Маркова

Случайный процесс Х(1) называется марковским, если при лю­
бых t։. U, ••• 1М имеет место равенство:

PX(t,) = x,. X(t.) X(ll։..,J = xk_,!X<W<x|“

-px(tk_,l-x։-, №)<*>*  

т. e. вероятность неравенства

• Ив А| обозначает вероятность события А. при условии, что событие 3 
имело место.

Х(М<х.

вычисленная прп условии X(tK_։) .\՚Հ ւ. ле меняется после того, как 
становится известным, какие значения приняла случайная функция 
при значениях аргумента

§ I. Стационарные процессы Маркова w его моменты

1. Марковский процесс X(t) вполне определяется функциями: 

G(s, x)=P(X(s)<xJ

F(S; X. t, V) = P{X(t)<V, (1.1)
X(s)=x

Действительно, многомерные функции распределения вероят­
ностей, определяющие процесс [I], будут:

F։.(x1) = G((։. х,) 
Х| X,

х,) = j [dx,G(t„ xI)<lx,F((„ х„ է., х։1 

-- ЭО —м
Я, X, X,

F։„ է„ «,(хр х2, х3) _ ( fl dxtG(tp Xi)dX։F(t։, х։, t21 x3)d։r(t2. xs. t3. xs) 

J J J 
-----Vj —V-

........................................................................................................................................(1.2)

Если, кроме ՚յ ого, функции (1.1) дифференцируемы:
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— — . - --------- ------------- ֊ ֊ ՜ ■ ■ - -----------  —~ ■ ■ —■-■ , —

oG dF .
Ժ7=ք(տ՛ x> '• >’)•

то многомерные плотности распределения вероятностей, определяя-1 
щие процесс, будут

fi,(x։) = ճ(է։. хр
fi։.t,(x։, x«)«g(l։, x,)f(t։. xr t2. x։)
П.. «,. I.(XV X2, x3)«=g(t։. xjfftp X.. t>. X,)f(t... X2> t3. X3)

2. Для того, чтобы при

G(s. х) = G(x)

двумерная функция распределения процесса

И
зависела только от xv х« и t2 — t։. необходимо и достаточно, чтобы 
функция перехода F(s, '.х, Լ у) зависела только от х. у и է — ?. 
Действительно, это вытекает из равенства:

х։ х,
Ь\.Дх։, х2)= j dG(Xj) . ^dX;F(t,. Хр էյ, xj

֊ CZ -- Հ.

В случае же существования плотное ген:

= g(s, х) ™ = i(s. х. է. у), 
qx Эу '

для того, чтобы при

g(s. X) - g(x)

; вумериля плотность
ժ%.,։(ճ„ х2)_
---- ՜։~՜ճ--------— и.։. (X., ճշ)

•
зависела только от х։, х. и I. Ц, необходимо и достаточно, чюби ՛ 
функция f(s, X. է, у) зависела юлько от х. у и է֊ տ, что вытекает 
из равенства

f։։.b(Xp Xi) = g(x։). f(tj. Х։, t2, X-)

Марковский процесс будем называть T7/za?{w.<?«6T/)Hw.w в расширенном 
смысле, если

G(s. х) = G(x). F(S, х. t,- у) = F(x. у, է —տ)

или, в случае существования плотностей, если

g(s. х) =g(x). f(s, х. է. у) ֊ f(x, у, է-տ) 
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Очевидно, что если марковский процесс стационарен в расширенном 
смысле, то он стационарен и в узком смысле и, следовательно, ста­
ционарен в широком смысле. В настоящей работе стационарные про- 
вессы мы будем понимать как стационарные процессы в расширен- 
ном смысле.

3. Если ограничиться рассмотрением непрерывных марковских 
процессов, удовлетворяющих условиям Колмогорова [2], то для того, 
чтобы марковский процесс был стационарен, необходимо и достаточно, 
чтобы функции:

со 
п 

a(s, х) == lim | (у x)ii's, X, s As, y)dy

I C (U>
?(s. x) lim—- ((у — x)2f(s. x, S4- As, y)dy

As—0

определяющие процесс, не зависели որ տ. а о. номерная функция
процесса имела вид:

«(х)

2 №1 
С ,Խ) 

?(Х)С

dx

Действительно, если g(s, х) - g(x) и i(s, х. է.
^х) будет удовлетворять уравнению:

у)—f(x. у. г), то-

0-= Эх
а(хЫх)| (֊֊֊^

?(x)-g(xl

откуда

.. С
к(х)=аде

и формулы (1.4՜) показывают, что a(s. х) и fi(s, х) не зависят от տ. 
Наоборот, если

g(s. х) = g(x> =
С b(x)d3t

3(х)

4s, х) ֊ я(х); fJ(s, х) = л(х;

то процесс является стационарным. Действительно, g(x) удовлетворяет 
уравнению

<?g _ о
ds дх

«(x)’g(x)
1 \ / ч!

i f(s. х, է. у) удовлетворяет уравнениям:
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ժչ 
՜ժտ

(1.5)

и является их единственным решением, удовлетворяющим условию:

lf(s. х. t. y)dy->E(x:, у) = Р х ’У
J է - s 11 х < у

Гак как и сами уравнения 1,1.5) и указанное условие не парушаюгея 
.фн замене տ я է, соответственно, на sj-z и էн> очевидно 
ք(տ, X, t, y) = f(x, у, I — s). и процесс Маркова действительно является 
стационарным.

4 Моменты стационарного марковского процесса

E[X(f)jk = Mk = fxkg(x)dx

удовлетворяют уравнению:

kE[X“-J .<х(х)Н У!1_!}Е1х’'֊28(х)1 О (1.6)

если только g(x) достаточно быстро стремится к нулю при х ->оо. 
Действительно. g(x) удовлетворяет уравнению:

a֊[g(x)-a(x) + ?(x).g(x) =0

я умножая обе части этого уравнения на х*  и интегрируя, получим:

g(x) а(х) dx ֊ւ֊փ (xkJ֊. |?(x)-g(x) dx - 0

или, интегрируя по частям, будем иметь:

k f xk-'a(x) g(x)dx ֊I֊ к-(к:Г-1) \ хк 2?(x)g(x)dx - 0

о. Корреляционная функция

ёс о?

B(r)^E[X(t).X(H-t)] *yg(x)f(r, X, y)dxdy

СО —CO
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сщпонарного марковского процесса удовлетворяв։ уравнению:

^ = E{x(t).«|X(t ֊;-■:)] j (1.7

м условию:

B(r) ֊-= E(X(t))= 
>•0

если только интеграл

( fxyg(x)^dxdy

V о 
— СО—со

равномерно сходится относительно т>0 
нулю довольно быстро при у • со.

Действительно, дифференцируя В(у) 
вением (1.5) Колмогорова, получим:

н f(t, х, у) стремится к 

и пользуясь вторым урав-

"I Jxyg(x>^f(s՛х- ՛•
— <Х> —Tj

y)dxdy -=

V- ос
= [ [xyg(x) -~-Wy)f)+ ֊֊^;։(?(y)f)|dyd.x 

- ЭД—со

-’[x^g(x)dx у ^(а(у)О-- уУ~2-(?(у)0

—-ՕԱ —ОО

<1у =

x)-t4<SW. х.

(1.7')

ЭД ОО эд <х՛
= ( xg(x)dx ja(y)f(- х, y)dy= || xa(y)g(x)f(t, x.

• g$O —X -- ОО —X

y)dxdy

6. Вообще, моменты более высоких порядков:

эд 
lk(r) = E[X(l)]l|X(t^T)l'‘-J՛ 

- X —X

у/|Озлстворяют уравнению:

г J*w֊l  = kE![X(t)|1|X(1 + ,)p ֊.4x(t-֊-):j

руШ((т. X. y)dxdy

+
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+ *& r-yEJ[x(t)]1[X(t t .)]k-2?[X(t + t)j I 

и условию:

(1-8)

если интеграл

•М) =Е[Х(1)Гк
Հ-0

X 05

I ^'ykg(x)^dx<ly

0Շ- —Z

равномерно сходится относительно *>0  и функция ((-. х. у) стре­
мится к нулю достаточно быстро при у > оо.

Действительно. дифференцируя Мш(х) по т и заменяя на ос­

новании того же уравнения Колмогорова, получим:

dMik(-) 
dr

•У> հք>
( j х‘у^(х)—-dxdy =

— СО —50

x‘ykg(x) ——(a(y)f(-:, X, у))-֊ ^(ftyXK x. у)) dxdy ֊

00 V,

-֊[ jx'y‘K(x)^-kyWz.
x, у) dxdy j-

dy ֊|

(1.8')

У/ Չօ
+ -ջ֊| -x'K(x)dx|yk '^p(y)-f(-. X, у) dy 

—CC —V2

•y> "X

k ( x'yk'1g(x)«(y)f(t, x. y)dxdy +

OC <X.

4-k(k2 ^xyk ■g(x).^y)f(T, X. y)dxdy

— X —X
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7. Для того, чтобы марковский стационарный процесс был нор­
мальным, необходимо, чтобы одномерная функция распределения

<‘2а(х)
,, С J ^)ds

была нормальной, а для этого необходимо и достаточно. чтобы: 

3(х) -= с > 0. ՜Հ-х) ах 4֊ b а < 0

Найденная ниже при этих условиях функция перехода покажет, что 
эти условия являются также и достаточными для нормальности. Дей­
ствительно, в этом случае

1)

g(x)
1 

----------е 
Г 2-с

и решение уравнений Колмогорова [21 дает:

l(s, х, i, у)

4^4 Н*+4К  Т

I а с(1-՛•
: - ,г ■—. е

V -С(1 - eJa" ՝»)

Следовательно, двумерная функция распределения вероятностей будет: 

х. У)

’...... ||'х+А)'-2г>-Л1|у+ Li+p+Ai’l
c(!-e-h ) 1 •> а « » ' 1

■кс I 1 е-а-

Отсюда определяется коэффициент корреляции процесса

R(4) - е:|՜ 

и его корреляционная функция: 
ад ֊1^+5

Этот же результат можно получить не вычисляя одномерную и 
двумерную функции распределения вероятностей, а пользуясь урав­
нениями (1.6) и (1.7). Уравнения для одномерных моментов будут:

Е(аХ 4֊ Ь) - 0; 2ЕХ(аХ 4- Ь) 4֊ Е(с) - 0 

а уравнение для корреляционной функции будет:

= ЕХ(аУ 4֊ Ь) или ~ = аВ 4- ЬЕ(Х)

Из первых двух уравнений получаем:

Е(Х) Е(У) - _ -Ь
•д
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D(X)=D(y)=-£

Решая последнее уравнение 

получим:
В(х) -Се’чХ 

или

8. В случае более общего стационарного процесса Маркова: 

«(х) — ах 4-b; 3(х) = сх2 + dx ֊|- е с>0, а<0 

корреляционная функция может быть найдена без нахождения функ­
ции распределения вероятностей, пользуясь уравнениями (1.6) и (1.7). 
В этом случае уравнения для моментов будут:

Е(ах + Ь) = 0; 2ЕХ(аХ -г Ь) + Е(сХ*  + dX փ е) = 0

а для корреляционной функции будет:

-?=ЕХ(аУ + Ь)

Из первых уравнений получаем:

Е(Х) = — —; Е(Х։)=-^Ь— 
' а z a(2a-t-c)

а из последнего:
о/ Հ b2 abd — а2е — cb5 a, 

-------?(2a+c) e 

коэффициент корреляции будет снова

9. Коэффициент корреляции любого стационарною марковского 
процесса с функцией

։(х) — ах + b 
равен

R^ = e’\

Действительно, в этом случае уравнения для моментов будут:

Е(аХ փ Ь) = 0; 2ЕХ(аХ -f- b) փ Е3(х) =0 (1.9}

а для корреляционной функции:

= ЕХ(аУ 4 Ь).
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Подставляя в это равенство

В(т) = ЕХМ^) + [Е(Х)]‘

и принимая во внимание равенства (1.9), для R(՜) получим уравнение: 

f-aRW

и, следовательно,
R(-) = е”

§ 2. Моменты процесса Маркова

Все результаты, касающиеся определения моментов стационар­
ного марковского процесса, можно обобщить для марковских неста­
ционарных процессов, удовлетворяющих условиям Колмогорова [2].

I. Одномерные моменты процесса Маркова
СО

Mk(s) ֊ E[X(s)]k= j xkg(s, x)dx (2.1)

—aS
удовлетворяю! уравнению:

US
Xk 'a(s. X)l-{--(k^ '*E  Xk '?(s.X)

(2.2)

если интеграл
Ос-

равномерно сходится относительно s, 
нулю достаточно быстро при х — CQ.

Действительно, дифференцируя

уравнения Колмогорова:

и функция g(s. x) стремится к

(2.1) по s и подставляя на

[a(s- х>] + 2՜ Ж|°(5՝ х>'g(s- х)]

будем иметь:

. f dx М _ « _i_ £ =
ds J ds J dx շ r/x2 1 ՜ 

֊—1C -- V.

x)xka(s, x)g(J.

oc
klxk ‘a(s, x) g(s, x)dx

-□c
Известия IX, № 5 -3
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+T* k^j?(s‘x,,g(s’ х) к-1 д Г.
(s. x)-g($, х) dx

—□о

к Ր
2 J дх

хк ՚7.(ճ, x)-g(s, x)dx -^-Xk !3(s, x)-gfs. x)

k(k - I)
2

— so

xk ‘a(s. x) g(S, x)dx փ кк *9(s,  x)-g(s. x)d
2

2. Корреляционная функция процесса Маркова:

Bis. I) = Е X(s)X(t) (2.3)

удовлетворяет уравнению.

Հ?ր= E[x(s. X(s))*a(t, X(t)i] (2.4)

и условиям:

B(s. t) = E[X(s)]‘; = EjX(s)x(s, X(s))| (2.5)
»l — ft I—s

если сходятся интегралы, получающиеся при дифференцировании 
B(s, է) ио տ и I равномерно относительно տ и է функция
[(.$, х, է, у) стремится к нулю достаточно быстро при у ՝ и

со ао
(я(1. }-)ՀՀտ, x)-g(s, x)J^dx<ly = О

— СО—00

которое, в частности, выполняется, если

a(s, x) = a(s). ?(S. х) 3(S)

или вообще, если интеграл 

у)՛ 1($, х. է. y)dy

нс зависит от х.
Действительно, дифференцируя равенство (2.31 но է и пользуясь 

уравнением Колмогорова:
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“<*■ y),f(s- *՛  *' y) +
I О2 Г,... Հ 
yriy2 y) f(s, x, I, у

будем иметь:

</B 
ծէ

Cn SO
՜ \ ixyg($, x)-dt-dxdy 

V V 
□0—00

CO ОС
= J xyg(s, X)

—(»(t. 
dy

y)i(s, х. I. у)) I

y),f(s* X’ I. у)) dxdy

ОО •X
ff
I 1 /Д- Ml.

y)l(s, X. I. y) J 4

— »

1 £:
2 y <JV

₽(t, УЛ'(8. х. 1. у) Jdy

•Ос

ya(t, у)*  f(s, х. I, у)

!X

x, t. y)dy 4-

X

ft I у Ж x, t, У)

— =<՛.
so

— /մ. y)’(\ X, l. y) dy

^xg(s, x)dx y).f(s, X. i, y)dy

So

> X. t, y)

о»

CO -z.
= J xg(s. xklx |a(t, y) f(s, X. I, y)dy 

— 00 —X,
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СО со

х-a(t, y)-g(s, х). f(s, х, t, y)dxdy

Следовательно, 
CO О»

<^f=J |x-a(t, y)-g(s, x). f(s, x, t. y)dxdy (2.6)՛ 

— a. —»

ИЛИ

^ = E[X(s).a(t, X(t))J (2.7?

откуда

= E[X(s).a(s, X(s))| (2.8?

Дифференцируя равенство (2.6) nos и используя уравнения Код-
могорова:

°'Հ
д$

1 Ժ2~ *($.  x)-g(s, х) + -֊-^֊ Ж x)-g(s, х)
2 ох=

. di 0. ч ժ2\
*=՜։<տ֊ ճ)Ջ՜°(տ' х>3?

будем иметь:
СО Ос

ժ՜էժտ
<?g 
Ժտ

—со

4- y)<ty xg(s, x)^֊
os

= ®(C y)<ty \ xf(s.

—on -- СЛ

y) x)*8(s<

x)-g(s. x)) dx փ

X-g(S, X)
, ժ1՜ 1 1

afs, x)— - — 5(s, x) dx = 
(JX 2 ' ՝ ' dx*

<o

x4(«-gf)dx +
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1F /♦ ч f [Л>, n я ^(?g) । о <^ъ 
+ у] «(է. У)dyj х [f -֊*  + 2 _ + ?g dy

—oo —co

C n \д С Го 1

—OO —Э0

<X tx

= y)dy x) g(s, X).f(s, X, t. y)dx֊b 

—» —X

+ yj1(1՛ >■№' y)dyjx֊j£^g^j(lx =

—CO ---- X —00 —oo

co Co

= ^a(t. y)dy a(s. x).g(s, x) . f(s. x, t, y)dx -

----00 —-M

oo x co co

~т)a(t>y)dy I "(̂ rdx+H՝՛y)dy ՝?g ^dx “ 

—CC —co —CO —X

oo co

= i U(t. y)-«(s. x)-g(s, x)f(S, X, t, y)dydx 

-x֊x

I
X X X՛ X

y)dyf3gf] 4֊ յ?Հէ. y)-p(s, x)g(s, x)֊dxdy

—« —эд —CO —SO

.ледовательно, при сделанных предположениях:

df^ = Eks՛ x(s»-a<(՛

3. Рассмотрим процесс Маркова, определенный функциями: 

a(s, x) = a(s) ?(s, х) = ?($)> О

при котором функция f(s, х, է, у) удовлетворяет уравнениям: 

ժք df I ... o2f
• ժտ a(s dy 2 dx2

■ # = ֊֊M0->l + 4֊;iWfl
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Решение этих уравнений, удовлетворяющее соответствующим усло­
виям, дается |2] в виде:

_ [y-x֊7(t)+T($)P
. 1 2Oi(O-3»(s))

f(s, х, t, v) -— e

где

№
I ՜՜՚ձտ*

7(s)=

и

Если, кроме того, при s = 0 положить

g(0, х) = g(,(x) ֊ —

то одномерная функция процесса будет:

Ms, х)«=

I (Х--«($))»
1 2 Pi(s)+«։

________ __- —С
v 2^։(տ)4-ժ)

s>0

а двумерная будет:

Ms, х> է у) =----- -----------------------------------

1| 2(x-f(s)(y-f(t))֊! (у—-f(t))2
2 '(Ms)-H8)Oi(t)-֊Ms)) МО-М») MW) I

Коэффициент корреляции и корреляционная функция этого процесса, 
соответственно, будут:

rfS 1) = 1/ՏՋ±ճ

B(s. t) = ?,(։) + Հ֊ + r(s) ■ v(t)

Этот же результат можно получить не находя функций распре­
делений, а используя уравнения (2.2) и (2.4). Действительно, в дан­
ном случае моменты M։(S) и M2(s) удовлетворяют уравнениям:

*̂ =։(տ) тг = 2«(5)М.+М։)

решая которые, получим:

M,(s) = y(s); M2(s) = հ(տ)ք 4֊ М*)  Ь

а корреляционная функция удовлетворяет уравнению

<?ՏՀ>է = Ea(t) ■ a(s) (2.10)



Решая уравнение (2.10) и используя условия (2.11), получим: 

ծէ ^)-7(տ)

39

(2.11)

B(s, 1) = 7(s)-;(t)+^(s) 4-֊?

откуда

1 Sr? ,։ra
Можно показать, «по и в более общем случае, когда *(s,  х).= 

=-։(s), a թ(տ, х) —любая функция, получается тот же коэффициент 
корреляции.

4. Указанный метол для оное .слепня корреляционной функции 
Bfs, ti можно применить для определения моментов более высоких 
порядков:

06 СО

Muis. t) Е (|X(S)]'|X(l)f; = [ fxVgls, x)((s, х. t, y)dxdy

— ՜Հ/ — ՀՕ

Если интегралы, получающиеся из этого интеграла дифференцирова­
нием по 1. а затем по տ(տ<է) равномерно сходятся по տ и է. функция 
(($. х. I. у) стремится к нулю достаточно быстро при у > со и

СЛ со
I (yk у) S(s, х) • g(s, x)^֊dxdy = О

fX> ОО

J ^Ук"2х՛՜1^. y) r(s, x) -g(s. x)-^dxdy =0 

— cc — x

• o t) удовлетворяет уравнению:

=. ikE([X(t)]k-'[X(s)ll '«(s. X(s)). x(t, X(t))| +

+ —շ-E(|X(t)]k-’(X(s)J'- 'թ(է, X(f)) a(s. X(s)j) -|

+ Hi l)E;lX(t)]-. 1[X(s)1i շ a(t, X(t)). ?(s> x(s))[ +
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+ ——՚4~—^■E([X(t)]k-W)li"’P(‘. Х(0) ■ ₽(S, X(s))) (2.13) 

и условиям:
Mikfs. է) = EX(s)l+k

^r|i=’>kE|[X(s)r՛՛'1 ։(տ՛ X(s))}+Tk(k- '^адг" ад>
Ереванский политехнический 

институт им. К. Маркса Поступило 26 I Н 1956

Դ-. 2.. ձաւքթարձոււք juiG

ՄԱՐԿՈՎ.Ի ՊՐՈՑեՍհ ԲԱՇխՍԱՆ ՄՈՄեՆՏՆեՐԸ

U Մ Փ П Փ Л Խ Մ

Որպեսզի Մարկովի Х( է) պրոցեսր լինի ստացիոնար, անհր տ,1 /, շ տ Լ 
և բավարար, որ այդ պրոցեսի մեկ չափանի րաշխման ֆունկց իան կախ- 
վ">ծ ? I /'Ն /' /'"4 ՝՝":՛/ անականո լթ jnt նն ե րի անցման բաշխման (1.1)
ֆունկցիան լինի ֆունկցիա միայն X, V ե է Տ՝՜/''?'

Ե pit Մ արկովի պրոցեսր բավ արարում /. եոլմ ոգորով ի |հ?1 պա յմ ան­
ներին, ապա պրոցեսր ստա ց իոնար քինելո: համար անհրա<1 եշտ /, ե բւս- 
վարար, որպեսզի պրոցեսի մեկ չափսէնի խտու թ յունն անկախ I ին ի է-ի զ, 
իսկ 'Հտ, X) ե (3(Տ, X) (1.4) ֆունկցիաներր, որոնբ րն ո ր it շ nt :) եհ ւզբէէցեսր, 
անկախ լինեն Տ-իg :

Այդպիսի ստացիոնար պրոցեսների , տարրեր կարգի, մեկ չափան ի 
մոմենտների համար տեգի ունի (1.G) ոեկոլրենսւ հ ավաи սւրա մր , "բր 
թո: л է տալիս հաջորդաբար որոշել ա րլ. մսմենանեբրւ

(1.7) վ աս ա ր սլ:1 ր, ք 1.7 ) սլա յմ ան ի հետ մ իաս ին , թույլ են տայիս
որոշել ստացիոնար պրոցեսի կոբրելյացիոն ֆունկցիան, որր մեծ նշանսւ- 
կություն ունի կ ի բա ո nt թ յ и t ննե ր ի համար: եույն եզանակով, ինչպես 
որ արաածվեւ է (1.7յ հավասարոէ մր, ոտսւցվու մ Լ ավելի րնւլհանու ր (1.SJ 
հավասարոէէե ր' ււտացիո*1ւաբ  պրոցեսի բարձր կարգի եբկչափա՚հ ի մո­
մենտների համար: Ստացված հա վ ա и ա ր и t tilt ե ր ր , ի՚հտւզես "'J'l !1" ՚ .41
տրված բերված երկու օրինակում, թույլ ե՛ն տ ա յ ի и հեշտությամր ոբէւշեւ 
էզրոցեոի կո ր րեյ յա ց իոն !իո t‘հկ ց իսւն , աոանց րաշխման ֆունկցիաներն 
իմանալու: Ս տարվում կ հետսւրրրիր ս: րզ յունբ, որ եթե Ս սւբկովի պրոցեսի 
համար 'Վ\)-ր գծային ֆուհկցիա 1;, ապա անկախ u(X.) /tg սլրո ցե» ի կ"ր՝ 
բելյացիւոյի դործակիցր հավասար է g՛’ :

Ստացիոնար պրոցեսների համար ստացված :սրզ յունրնեբբ, որոշ պայ­
մաններում/ բնդհանրազվում ե It II :::բկսվվէ :զ րոցե սնե բ ի ց ցանկացած ի վրա, 
ե նրա մեկ տափան ի nt եբկչափանի մոմենսւներր որոշելու համար օտար­
վում են /2.2), (2-2) ե (2.).՛)) հավուսարումեհրր։
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'lltiiuuif./inl uijif հա t/ иг սա pni tfij.pp ա յ՚հ щ р п t] /» սն ե րին, որոնց հաւքար 
Փ. X) I» ₽(Տ, X) //աիււէած են միայն Տ-իք/г կ" p /’ ե [J ա ց ի ա յ ի գործակցի հա֊ 
մար ւաէացվա մ !- ^2.է’Հ^ արտահայաո• թյոէՀհր!
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М. И. Розовским

Полусимволический способ решения некоторых 
задач теории ползучести

Процесс ползучести, рассматриваемый как процесс деформиро­
вания стареющей наследственно-упругой среды, будем называть слож­
ным, если он не может быть описан с помощью конечного числа па­
раметров. зависящих только от времени.

Это будет иметь место в том случае, ко։ та известное решение 
соответствующей упруго-мгновенной задачи не может быть представ­
лено в виде суммы произведений координатных множителей на ра­
циональные функции упругих постоянных.

Известны решения ряда задач теории линейной ползучести [J — 3|. 
соответствующих последнему случаю, две из которых (без учета ста­
рения материала) решены символическим способом Вольтерра [I, 2|, 
требующим предварительно го введения новой специальной функции, 
зависящей от крррднна. и времени.

Полусимволический сросоо, коюрыи предлагается в настоящей 
работе, имеет индуктивный характер и не требует предварительного 
введения специальной функции.

Этот способ с успехом может быть применен к решению задач, 
как теории линейной ползучести, гак п нелинейной ползучести, если 
нелинейность обусловлена зависимостью мгновенного модуля упру­
гости от степени деформации.

Последнее будет показано применительно к задаче о продольном 
изгибе стержня.

Предлагаемый способ применим также к изучению динамических 
процессов ползучести.

В качестве иллюстрации рассмотрена задача о колебании неогра­
ниченной среды с учетом ползучести.

§ 1. Сложные процессы деформировании при линейных 
исходных физических зависимостях

Рассмотрим задачи теории линейной ползучести, приводящиеся к 
решению интегро-диффепенциального у равнения

I է
+^t)y(x, t)=f(x,t)+ ('o(։.-)p-dT + a=(l) Ա(է, т)у(х, т)<Ь (I. I] 

vxa „I dx"1 J
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где у — неизвестная функция х и t. a a(f), i(x, է) и приведем֊, 
коэффициенты наследственности заданы.

К решению интегро-дифференциального уравнения (1.1), в час 
ностн, приводятся следующие задачи: 1) деформация балки, лежапц 
на основании, материал которого обладает свойством ползучести (п| 
in 4), 2) деформация замкнутой цилиндрической оболочки с учете 
ползучести материала (при п։«^4 и частном виде f(x, 0. 3) изменен! 
продольного изгиба стержня во времени (при ш = 2 и ?(f, х) 0)-

Упомянутые частные виды уравнения (1.1). а также другие, ле 
ко выводятся непосредственно, исходя из интегральных физически, 
'.ависимос։ей в форме, предложенной Н. X. Арутюняном ( I].

Коэффициенты а(1) и f(x,f) зависят от упруго-мгновенных харак 
геристик материала.

Следуя принятому Н. X. Арутюняном |4] представлению о хараК 
тере изменения модуля Е(() мгновенной деформации в зависимости от 
возраста материала (бетона), естественно принять, что a։(t) = I’Aitl в 
f(x, t) = fQ(x)S(t). Причем A(oo) - Ao, »։(оо)«0,; a0, Ao, 0o - постоян­
ные.

Смысл функций a(l) и t(x, l) раскрывается каждый рз$ в соот­
ветствующей частной задаче. Так, например, в первой задаче
а2(1) = —--П-

4E(t)I
гп 4- их

E(t)
, где E(t)=E0(l -be з1)—модуль упру­

гости материала балки, k(t) = k0(l b,e "՛*)  —коэффициент постели, 
1. m и п — постоянные.

Выражения для E(t) и k<t) написаны .в соответствии с упомяну­
тым законом.

Для дальнейшего необходимо уравнение (1.1) преобразовать гак. 
чтобы оно содержало лишь одно ядро.

Обозначим

у(х, է) ?(t,-)у(х, Ach = и>(х. G

Тогда из (1.2) следует

у(х. t) -<о(х, I) | R(t. ?Мх,^)(Е

где R(t ՜) - резольвента ядра <$>((, -).
Подставляя (1.3) в уравнение (1.1), получим

°-՛ + a=(t)<„^ f(x, t)-*-  —d-
dx‘" 4 J dx"1

где t
K(t, t) = o(l,T)J- (Հ(է, sW(s, -)d$

(>■2)

(1.3)

(1.4)



Полуеимвалнческий способ решения некоторых задач теории ползучести 45

Вводя интегральный оператор типа Вольгерра Ку = ( K(t, -)у

представим интегро-дифференциальное уравнение (1.4) в символиче­
ском виде
В + ճ<ղ „,=(1.5)

dx" 1 —К 1-К
Положим

֊^“(xJ) (1.6)
dxm

Тогда 
х m-1

ш = -—!_ I (x — c)m-։u« t)d§ 4- Vc (t)x' (1.7)
(m - I)! J ~

O 1-0

где c,(t) произвольные функции времени
Подставляя (1.6) в (1.7) н уравнение (1.5), получим 

■Ь х т—։
u(x.t)+ ՃՃՃ I—1-----  [(хutf» t)d;+ Vc։(t)x«] = 0«)

l-K l.(m —1)1 J “ l-K
0 1-0

Уравнение (1.8) по отношению к и является интегральным, по- 
*

скольку оператор I/I-K пока считается постоянным коэффициентом, 
а t — параметром.

Решение уравнения (1.8) будем искать в виде ряда

I и(х. О = u0(x; է) 4- Vun(x. է)

n-J
Тогда придем к следующим рекуррентным формулам 

ու — I
||0(Х, l) = f^M-^.֊Vc,(t)x‘ 

1-К 1-К,.

ujx,t) =---------------------- — С(х(11=1,2,3,...)
(щ—1)1(1—К) J 

о
Введем обозначения

Фп(х) = f0(x)
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(i = 0, I, 2,..., in — 1)

Тогда получим следующее выражение для

ил(х, - Ж v I (x)Ci(t) 1 (1.9)
(m—1)1(1—K)n I. I —К 1 — К J

1-0

Для перехода в (1.9) от символической формы к явной выпо.>1 
ним следующее разложение

<М0 „V <п+ 1)(»+2)...(п -:֊у) f<,c (| 1Й
(i-k)»*՛  “ м

Ряд, фигурирующий в (1.10), можно рассматривать как обобщений 
ряд Пеймана, который следует из (1.10) при п - 0, как частный слу­
чай. Поэтому в разложении (1.10) символ k*c,(t)  имеет следующий 
смысл:

է х, *»-!
K'ci(t) - K(t. Sj.KlSj I K(s։, տ2)(1տշ... I K(s,_։. sjc։(s,)ds. =

’• Լ * (ВД
= (\(է. t)c.(t)d7. 1Հ<Հ(է) = Պ(է)

где К» (l. т) — повторное ядро исходного ядра К((, -).
Тогда из (1.9) следует

—

ц, = (_ 1).. - Iф„(х) V <!1±I)(2L+2L^Jад_ 
(ш—1)1 I ““ *1v-0

:де Ci,(t) - Oj(tzci (I); Г„,(1) = К 0,П)Л։’(1) определяется соотношением 
(1.11) в результате замены в нем Ci (է) на O։(t)An(t).

Выражение для u0(x. է) в явном виде будет
га-1 t

пп(х, 0--Фо(х)/.(1) 2? Гс|։(О-|- L(t, ^с-1(т)<К

io Հ,
(1.13)

где X(t)= I •֊ J L(t. T)d֊, L(t, т) резольвента ядра К(1, -). 

*<
Принимая но внимание (1.12) и (1.13), получим

U(x, О Фо(х)ф)4- - ■ Ц-Ճ (֊1)п«?Фй(х) ճ
1)’., . .о >1
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где

~«з£ Ч։(х)С|։(1)- ( R,(t
i-0

х)сн(х)<И (1.14>

Ч, (х) = X՛ + - V (_ I,"Հ“ l,„(x) (1.15)
С’1 ’>!„ I

Rid, x) ֊ x‘ L(t. т) I-

Легко убедиться, что при

|f(x, |l\(t, -.) h и |c։i(t)i<c

где M. h и С— некоторые постоянные, имеет место оценка

I Աո | < С-h ' Z.. . гдс Z- птах{аЗ. х, IJ 
п!

о’зтому ряд. фигурирующий в (1.14), сходится равномерно 
Подставляя (1.14) в (1.7). получим

ш—։
“(X. է) = ճէ ,|։՝х' - -

..о (т —1)1
Ф,(х)Х(1)

Է֊ 4<- ։«Ф. .ա^՚+^՚ւ+ՃԼ^^-Օ) — (1,16) 

'•я-1)։»-, ...» ’!

ш —1 I
■ - I ч"( Х)СН<1’ - f ^(է>~ х>сп<Ч<ь ].

* *
где qn(x) и R։i(t,т; х) получаются из формул (1.15) в результате замены 
я них х‘ и 1։п соответственно на ե։ и 11; „+։ (х).

Наконец, подставляя {1J6, в (1.3), получим общее решение ин- 
тёгрО'Дяфференцналького уравнения I 1,1):

у(х, է) = 1
(пт — I)!

i)"e<i»n+։(x)Tn(t) -Ф։(х)Ц() —— 2j
in — 1 I

Ճ P1(x)C,i(t)+ C P,(t, ~ X>C։։ix)dT (1.17)
I -0 J

где
Pi(X) Х%(х),
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Pi (է ~ x)=[I+qH(x)]R(t, t)֊Rn(t, -t; x) s; x)ds,

•X

T„ft) = V (n+ 0(n-V2>...(n -Ւ v) Fn,(t) 4- (*R(l,  ’)M#

В гом, что (1.17) удовлетворяет уравнению (1.1), можно убедиться 
непосредственно подстановкой (1.17) в уравнение (1.1) либо подстав­
ляя в уравнение (1.5) вместо ю его выражение из (1.7։ с учетом 
(1.9) без расшифровки символических операторов, опираясь на очевид­
ное свойство переместительности временных операторов и операций 
дифференцирования и интегрирования по координате.

Для практического применения соотношения (1.17) полезно вы­
разить произвольные функции Ci(t) через начальные параметры, т. е. 
через

Уо։(0 —У(х, О
>.« <?х

у (t)....... y’;”-'W Л-'

Пользуясь соотношениями (1.7) и (1.2), получим

с.М-4[> ?(t. ^)y0։(x)dT = 0, 1, 2,..„пт— 1) (1.18)

Подставляя в (1.17) вместо С, (է) их выражения из (1,1.8), учиты­
вая при этом, что Cii(t) = 9։(t)C.(t), получим решение интегро-диффе­
ренциального уравнения (1.1), зависящее от начальных параметров 
yoi(t) •

Значения уоХО для произвольного момента времени могут быть 
заданы непосредственно. Так можно поступить, например, при реше­
нии третьей задачи, о продольном изгибе стержня, нижний конец ко­
торого зажат, а верхний оперт. Здесь пт — 2, փ՚է, т) . О, K(t, -) —

4(1, Վ f(x, 0 - Q(x — 1), yoi(l)= 0, (i — 0.1), Q — горизонтальная реак­
ция опоры на верхний конец стержня, длина которого I.

В более сложных случаях у։>(1) определяются последовательно 
и . системы алгебраических уравнений, получаемых исходя из coot- 
в.-гствующих граничных условий Последнее будет иметь место, на­
пример, при решении в.орой задачи, о деформации цилиндрического
кругового резервуара, находящегося под гидростатическим давлением.

Здесь ։п = 4, u5(t) = —-, Г(х, է) — ‘ ——— ՝ пр։’ ՝ ռ где Е —модуль упруго

сти. О— цилиндрическая жесткость, հ, 1i, С, R — постоянные.
Подставляя указанные данные в формулу (1.17). получим вели­

чину прогиба стенки резервуара.
В заключении этого параграфа заметим, что в цитированной выше 

статье [3| мы рассматривали радиальную деформацию полой сферы, 
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Облагающей анизотропией и упругим последействием (наследствен­
ностью).

Вопрос был сведен к рассмотрению ннтегро-дефференциального 
уравнения

* 1
^ + ^--В,и= |\,(է. u (z. ,)dT, (В,= пост.) (1.19)
07*  07. J

* В уравнении 10. И. Работновз т։ — 0 и K(t, 7) = K(t—“)•
И шести» IX. № 5-4

и
решение которого было найдено методом двумерных интегральных 
уравнений.

Полагая в уравнении (1.19) u = e՜?*  v, получим
t

֊֊( t + b»)v = СК10- *)*•  (|.2°)

Уравнение (1.20) является частным случаем исходного интегро- 
ференцнального уравнения (1.1).

Следовательно, рассмотренная в [3] задача может быть решена
также предложенным в настоящей работе полусимволическим спо- 
собой.

§ 2 Сложные процессы деформирования при нелинейной 
исходной зависимости

1. Применим теперь полусимво.тическин способ к решению за- 
рчи о продольном изгибе стержня прямоугольного сечения, исходя 
из нелинейной зависимости между напряжением з и деформацией £.

Нелинейность основного физического уравнения может быть 
обусловлена различными причинами. В частности, когда нелинейность 
обусловлена зависимое, ью мгновенного модуля упругости от степени 

эрмации, связь между о и г с учетом наследственности дается 
укйцпм соотношением:

t
= f K(t. r)3(T)dT (2.1)

-I
где вид функции գ и коэффициент наследственности K(t, հ) устанав­
ливаются экспериментально.

Соотношение (2.1) предложено 10. II. Работновым (5J*.  Здесь 
процесс ползучести рассматривается как процесс деформирования 
веднненно-упругой среды с учетом наследственности.

Поэтому уравнение (2.1) применимо во всех случаях как при 
зеганин напряжений, гак и ври их убывании.
Интегро-дифференциальное уравнение продольного изгиба стержня 

Гв рассматриваемом случае будет иметь вид
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t
ք (-֊Л- ( '«’О. ֊Ն՜ =М(х, է)
\ ժճ2/ J \ Ժճ* /

(2.2)

Уравнение (2.2) непосредственно вытекает из уравнения 10. Н.
Работнова для изгибающего момента *

t
М(х, t) K(t. -)М(х. *)d-  = 2Ы1ф( ֊| ) (2.3)

где b —ширина, 2h —высота сечения стержня, R —радиус кривизны

изогнутой оси стержня, F(z) —֊— 1 ?(s)ds. Полагая в (2.3) ~^-֊
7Д .1 К (7Х“

л
11

ք / Ճճ \ 2bhaF ( հ-^Л получим 
\ժճ8/ \ Ох֊/

t
М(х. t)-г f K(t, т)М(х, =

J \
(2.4)

Решая (2.4) относительно M(x, t), получим (2.2).
Таким образом, в (2.2) Փ(է, ՜) является резольвентой ядра К(1. հ).

Пусть М(х, է) = - Ру - Q(Z -х) (2.5)
где Р —осевая сжимающая сила, / — длина стержня, Q горизон­
тальная реакция опоры на верхний конец стержня.

j4-
Полагая в уравнении (2.2) —- н(х. О и учитывая, что

дх։
х ;■ 

у(х. է) = С (Х-5)и(5, t)d= (2.6)

О
а гакже принимая во внимание (2.5). получим

ք(ս) ֊ С Ф(I. ^I(u)dr + Р | (х - Ои(Е)<Й Q(/ ֊ х) 0 (2.7)

г, О
В дальнейшем будем считать, что i(u) удовлетворяет условию 

'lH>>2if>o 
u du

Поэтому, положив f(u)^z(x, է), будем иметь u = ?(z), где ?(ч)— 
функция, обратная ((C).

На основании последнего уравнение (2.7) обращается в сле­
дующее:

1 X
z(x, t)— i Փ(է, -)z(x, P I (x — ;)?(Z)d; +Q(/ — x)=- 0
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JL"H

z(x. t)-Q(x —/) K(t, x)dt

X 1 X
В - P j (x֊‘)T(z)ds - P I՜ K(i, X)<h [ (X - -)7(z)d5 (2.8)

0 I, П

где K(t, ?)— резольвента ядра Փ(է, т).
В символической форме уравнение (2.8) может быть записано 

следующим образом:

z(x, է) (1 հ К) Q(x—/) Р \ (x-;)?(z)‘i; (2.9)

։.՝.<՛ операторKw K(t. .

• "l
Уравнение (2.9) по отношению к /(х, է) является интегральным, 

Հ՛
;ольку (1-Ь К) рассматривается пока как постоянный множитель.
Нелинейное интегральное уравнение (2.9) может быть решено

>доы последовательных приближений.
Будем иметь

X
ZB«(I + K) [q(X —/) —Р С(х :)?(zn ;)d5 j , (n = 1. 2, 

причет.
z0=(l -f- K)Q(x /)

Заметим, что при фактическом нахождении написанных выше 
последовательных приближений последовательные действия времен­
ного оператора сводятся к нахождению обыкновенных квадратур.

■ Последнее объясняется структурой нулевого приближения
I

z0(x, t) Q(x —/)[1 +F(t)J, где F(l)₽ p<(t. т)бт

Так, например, первое приближение будет

2j(x. է) = Z0(x. է) —

* և
— P | (x-;)j^Zo(t l)]-p K(t.

Если предположить, что

•?'Q(x /)(1 ! Fft)l! (2.10)
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где Z Z.IQ(X — 0). 6 = 41 4-ПО], то первое приближение примет вид.

где
z։(x. t) = z0֊PZi(l֊Mi) (2.Ш.

j (x֊;)Z[Q^֊/)l^ K(t, т)0[1 4-F(x)]dT
О т,

Такое представление z։(x, 0 возможно, например, при ?(С)

Если принять, что: 1)Л K(t, т)(1- (в частности, при т։ -0 и

K(t, -O = K(t- K(s)ds), 2) L - max
ժ(

• ծւ
в интервале (0, I),

о
а также учесть, что <p(z0) = ?[(1 +K)Q(/ х )}<?<>, где ?0 = «[£1 • А)Оф I 
ю. как не трудно установить, имеет место следующая оценка

li ; i^^U/Lpq+A)]^
IZn-z.-11-Հ. L(2nyi (2.12)

При доказательстве существенное значение имеет условие Лип­
шица, которое при принятом вначале предположении о характере 
кривой f(z) действительно выполняется в интервале (0, /).

Неравенство (2.12) обеспечивает равномерное стремление zn к г 
при п->оо в интервале 0<Հճ<Հ/յ<1.

Таким образом, z = lim z„. Это решение в рассматриваемом интер­

вале единственное. Па доказательстве последнего останавливаться не 
будем, так как оно мало чем отличается от классического.

Прогиб стержня определяется формулой
, X

у(х, t) = lim i (х — 5)?[zn(c, t)]J5 (2.13) 1
п — да J

U
поскольку <?($) — функция непрерывная в интервале (0, /).

Пользуясь формулой (2.13), можно найти критическую силу. В: 
первом приближении критическая сила Ркр определяется из алгебрэп-՜, 
ческою уравнения

։
px-;)]ze֊pkpZ1(i +о,)Г<К = о 

՝с
2. В некоторых случаях критическая сила может быть найдена | 

без привлечения формулы (2.13). полученной в результате решении | 
соответствующего нелинейного интегро-дифференциального уравнёэдя-1 
Принципиально это может быть выполнено в результате решенка I 
обыкновенного дифференциального уравнения
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(1-Փ)ք = м (2.14)

.сгавляющего собой символическую запись исходною интегро- 
(Уеренцйального уравнения (2.2).
Уравнение (2.14) решается элементарно в следующих случаях:
1) когда стержень зажат нижним концом, верхний свободен.
2| когда нижний 

щзгься, но не может
В частости. ՜.ւ>.

конец стержня зажат, верхний 
поворачиваться.
первого из них уравнение (2.14)

может переме-

запишется так:

Փ)ք (2.15)

где I —стрела прогиба верхнего свободного конца стержня. При

п учете граничных условий: при х 0. у — 0,

о’у
4х

и при х — 1, у == I. из (2.15) следуе։

= 0

О

R'(l а
(2-16)

где

где

Для определенное ги 
ется с помощью ядра

••• I. յ
Г

о
Здесь Փ(է, հ) ядро релаксации.

K(t. Т)

I
’’Uy. 4’(t) Փ(է. -)(k

рассмотрен случаи, когда ползучесть учи- 
Н. X. Арутюняна [4]:

(2.17)

д
<Р(?) = Գ - -

Е ֊ ^)(1 -е՜’”֊”!

Тогда ядро релаксации Փ(է, ՜) будет представлять собою 
Венту ядра (2.17). Критическая сила определяется формулой

резоль-

F'
Ркр«=- е֊‘ (2-18)

7

1

где
г=ь 1-ВД. q --;А։Е0 ; Е,„ (Հ, А, и 7 — постоянные, характеризующие 
меру ползучести.

Здесь ти момент (совпадающий с возрастом материала) прило­
жения осевой силы.’
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Временной множитель, фигурирующий в формуле (2.18), совпв-: 
дает с временным множителем формулы (2.38) из § 4 (стр. 50) монсь 
графин Н. X. Арутюняна [4].

В заключение заме՛! им. что при граничных условиях, отличных 
от указанных в этом пункте, определение Рк;, путем пркменённп 
(2.14) не проще, чем при использовании результатов, полученных в։ 
п. 1 настоящего параграфа.

§ 3. Колебательные процессы с учетом ползучести материала

В предыдущих параграфах было показано, что полусимволическнИ 
способ обладает достаточной общностью. Основное достоинство этого 
способа состоит в том, что применение его не требует разделении 
переменных и возможно при произвольном виде ядра наследственное։и.

Последнее объясняется тем, что операторы дифференцирования 
по координатам и временные интегральные операторы с произволь­
ною вида ядер наследственности взаимно переставило։. т. е. обладают 
свойством переместительности.

Заметим, что в применении к решению интегро-дифференциаль­
ных уравнений, описывающих колебательные процессы, указанный 
способ не обладает столь большой общностью.

Для его применения к динамическим задачам требуется, чтобы 
ядра наследственности зависели бы только от разности двух аргумен­
тов է и հ. т. е. имели вид l\(t—

Это ограничение обусловлено наличием в соответствующих урав­
нениях производных по времени. Как будет показано ниже, опера­

торы — и К обладаю։ свойством переместительности лишь при K(t,՜)— 
dt

= K(t—հ).
Рассмотрим колебания нео։ раниченпой наследственнО-уц^угой 

(т. с. обладающей свойством ползучести) среды*.
Уравнения движения такой среды при отсутствии внешних сил 

могут быть записаны, следуя Вольтерра [6]. в форме

(л փ р.) grad fi(t) ~ p.u(t) =
_ — t

f IlT(t-') + ■?(! -’)) grad + (3-1)

о
где ձ оператор Лапласа, Հ »ւ мгновенные коэффициенты Ламе. 
փ(է—т) и б(է—-г) ֊ соответствующие им коэффициенты наследствен­
ности, о—плотность среды.

Вектор смещения u(u. v. w) можно представить в виде суммк 
скалярного Ф(х, у. z. I) и векторного Р(х, у, z, է) потенциалов

* Предварительно։; краткое сообщение об идее, положенной в основу способ» 
решения рассматриваемой задачи, опубликовано нами (7] применительно к другой 
задаче.
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u = graJ Ф 4- rot F (3.2)

Подставляя (3.4) и (3.1), получим известные уравнения 
t

(>.(1է-շ11)ձՓ(է) ֊ [(?((-1) - 24(1 ^ձՓք-)]^-?*^. 
J Or

u 
I —|- _ Л2Р

pAF(() — 0(t ֊ T)AF(x)dT = pa — (3.3)
.1 ՜ Ժ-.2
I)

Для дальнейшего удобнее представить уравнения (3.3) в не­
сколько иной форме. А именно:

■ ' а»д<ВД) = ^֊ Сн(1 7)"’* (к (3.4)
ժէ* J (7т2

6

Ե։ձ₽(է) =-^4- ('к,0 7)Ջևէ (3.5)
or ,1 or

о
где

» X 4՜ 2р ... յ* .. ^\t — t) 4- 2'P(t — ՜)a — ------ , հ-= — , Hit — -.) резольвента ядра ------------------------■
Р Р '՝ А -1-2)*

,Հ V — ՜)K։(t — т) —резольвента ядра -----------
U ։

I
Вводя интегральные операторы Нш— Hft -т)и>(т)бт и К.^»—

I
= | Kj(t -.)ш(т)։1-, предаавим уравнения (3.4) и (3.5) в следующем 

и
виде

а’4Ф = (1+Н)^ 
ժէ-

*
I^K-d+K.)--

(3.6)

Из (3.6) следуют уравнения, которым будут удовлетворять скаляр­
ный потенциал Ф и составляющие Fx, Fy, Fx векторного потенциала:

а3ДФ = օ'ՀՀ>
(3.7)

b’AF։=—։, հ։ձՐ, = Ջ, ետձր,= Ջ (3.8)



56 М. И. Розовский_ ■ - — — — ■ -—֊ —

где

1 + Н ’ I փ К։

Так как а։ и Ь2 пока считаются постоянными коэффициентами, го 
решения уравнений (3.7) и (3,8) в неограниченном пространстве, 
удовлетворяющие соответствующим начальным условиям Коши, могут 
быть образованы с помощью известной формулы [8].

В частности, решение уравнения (3.7); удовлетворяющее началь­
ным условиям

Ф
I- о

. , . ԺՓ1, (х, у. г), — 
ol

— 12(Х, у, z) 
1-0

(3.9)

где 1\(х, у, z) и В(х. у, z) заданные функции, определенные во всем 
пространстве, будет иметь следующим вид:

փ IН* рМ՛Հ т<՛:,+
Ջ-մք,,(Լ т, Г) dadid-^dr.d'

где
р8—а®-| б24-;2

Таким образом, задача сводится к расшифровке выражений cosapt и 

sin apt 
а

Для этого выполним следующие разложения:

cos apt — V (
я-о

! ,п а?п<Р0а՛ 
(2п)!

(3.U)

Unapt !V( ir = V(
и- (2П4-1)! - (> + 1)1

(1 +||)՜"֊ I 4- У (֊ 1)՝ -n-^֊ !՜ "■ —11 п* (3.12)
~ •/! 
v-l

Принимая во внимание разложение (3.12). оператор а2пн» можно 
расшифровать следующим образом:

а?"н> — а2|’( I I I) ''<н —

оЯ
Ո(Ո + 1)..

t
-1) x)a>(t)d«:| (3 13)

о
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1
Hv։*t  — ( 1 Լ(է — т) <я(х)<к 

и

t 
H.(t-T)- T)dt

H,(t-T) = H(J -.) 

ьзуясь соотношениями (3.11) и (3.13); получим

cos apt - V*  (- l)n ——
Г.

է3* г

(3.11)

Asinapt-£(-!)• |2n I '•

о /

+ У(_ 1)>п<п Ժ ւԱյ^ճ-ճ՜-1) —т)т^+։<1т
v-1 *0

гиды, определяющие cos apt и ------ и их последовательные нронз-
а

водные по է ..о второю порядка включительно, сходятся равномерно 
при всяком конечном значении է.

Действительно, легко замешть, что при М. = гпах |ll(t т)|.
0<(է, ՞)<Լ. где I, любое постоянное, имеет место оценка

Н.(1--фиЧк -------------- ; (гп = 2п. 2n 1) (3.15)
(v4-l)l(nH-l)

Подставляя в (3.15) вместо in последовательно ш 1 и пт—2. убеж­
даемо в справедливости высказанного выше соложения.

Для того, чтобы классическими средствами убедиться в том, что 
Ф. определяемое формулой (3.10) с учетом (3.11) (или (3.14)), дейст- 
йнтельно является решением уравнения (3.7) (пли (3.4)), притом един- 
Ствениым; удовлетворяющим начальным условиям (3.9), достаточно

3 е։ *
усыновить свойство переместительности операторов и К при воз-

ктвик на tm, т. е.
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дЧ » * d<։֊֊ (Ht’H-H 4֊ (t-), (q- 1,2; гп = 2п. 2п֊М) 
dt‘ dr

Действительно,

<J Հ 
— (i ltr”) 
dt

d fH(t :r֊«'d- 
dt J

о

i H(s)(t sr ds ֊ 
lit J

о

֊ m j H(s) (t s)m ’ds = H(i -)тг d lift T)֊d֊(-)d-.=
UT

о
— H J (l՞1

di

d2 *
-77 (Ht“5 
at'

( H(sini{t s)i:i ,ds = ni(m i՜՜։ds =

о

о
т)ш( m — 1 )Հո,-*'ւ

dr
* d“(7»')<b = H (Ի) 

dt8
о

ню и требовалось доказать.
Для конкренюстн рассмотрим случай

H(t T) = a(t-^֊> (3.16)

Ядро наследс веиностп шла (3.16) предложено Г. Дюфингом |9]. 
Ю. Н. Работное |5| установил, что применение (3.16) к описанию яв­
ления ползучести дает хорошие результаты. Коэффициент 3 колеб­
лется около 0.7. коэффициент а меняется для различных материалов 
весьма значительно.

Повторные ядра исходного ядра (3.16) будут иметь вид

H,(t —r)=q*  ----- (3.17)
I (vp)

(v = 1, 2. 3....; q - аГС»)

Подставляя (3.17) в (3.14) и учитывая, что

Г (է ֊Վ' 4"d, =, - ------- П|1 է՜?՜'Ո------- <3.IS)
J V?(՝H՜ £-+■ 1)... (‘փ-ք-ա)

получим, полагая при этом в (3.18) последовательно тп = 2п и m -2п - 1,. 
искомые выражения для cosapt, а 1 sin apt:

X
eosapt =V( |y»(apt)2։i

n-(l

1
(2n)l
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V ք Ն.-ւ n(n-^-l)... (ո-1-v - l)k*fv
-< ' vir(v8 + 2n-bl)

у- ։

•x
— sin apt = — У (— I )"(apt)?n+1 I----- -—
ձ a- |.(2ո+1)«

У( jIv In(n՜^ H — (n -F?
vj Г(v3 4- 2n 2)

или

«Bipt _ 1 - V, |)« . V Ր' \
21 - - . 3)

- sinipt - (apt) - ,J^1 I
a a 3!

V (-! y»*i v / r։ \ (ap)2n * I
Հ -J v / Г(2п- 2v-bv3 4- I) I (3.20)

Легко заметить, что ряды, фигурирующие в (3.19) и (3.20), схо- 
Щся равномерно при всяком конечном значении I.

Приведенный пример показывает, что предложенный способ при­
меним не только в случае ограниченного ядра наследственности, но 
также и в случае его слабой сингулярности..

Изменение по времени скалярного потенциала Ф определяемся 

свойствами cosapt и — sin apt. которые отображают затухающий коле- 
а

бательный процесс. Они апериодичны, но с выделяющейся периоди: 
теской составляющей; п частности, например, для малых значений к 

«з (3.20) следует

cos a pt cos apt к (— 1)" '
п~ ։

n(ap)2wP+gt> 
Г(3 + 2п + 1)

На операцию дифференцирования по t cosapt и —sin apt реагирую՛: 
а

и»: обычные синус и косинус, т. е.

— (cos apt) = apsin apt, — ( — sin apt = pcos apt 
at at \ a /

авляющие Ь\, Fy и F, векторного потенциала определяются 
точно по такой же схеме, следуя которой был определен Ф.
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Определив Ф, F*,  Fy и I՜-. можно, пользуясь известными 
мулами, найти вектор смещения и (и, v, w). 

Ввиду очевидное! и указанных операций, останавливаться и. 
не будем.

Днепропетровский горный институт Поступило 15 II 19с-
им. Артёма

1Г. Ь. 1 ։• 11 «{11վ» 1{

ՍՈՂ-Քհ ՏեՍՈՒՌՏԱՆ Սհ ՔԱՆհ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈհԾՄԱՆ 
ԿԻՍԱՍԻՍ՜Վ-ՈԼԻԿ եՂԱՆԱԿ

ււ ւր փ и փ n ։• ւր

Աշիւա տ ո ւ p յան ifti՝) աէւահարկվրււմ I; այսպես կււշված կի и ւս սիմ 
եղանակ, սրր կարոդ կ կի րւսս՚ք 1ц ինչպես գծային այնպես էյ ւէ»

գծային ււսգրի ա /.՝ и ч t իք յան խնդիրների լուծ մ՛ ա՛հ համար. ւ1երհին դեպրուՀ 
եթե tt\ գծսւյնսւ ի! յանր պ ա լմ ան ա >] и րւք ւս ծ Լ ակն իէ ար թ ա յ ին մսդոպի ijb*.  

էիսրմա tjիայի աи տի ձ անի ւյ սւ.'հեւրսծ կսւխււէմով; Ս.ււ ահ ա րկւքած եդանանք 
կարււղ I; կի րաււե լի էինել նաև սալրի դինամիկ պրս չյե սներ ի ո ւ иո ւ մնսւս 
րո».ի) յան <1 ա մանակ։

ե ի и ա и իմ if ոլի կ /. գան ա կն ունի խնէքսլկսւ ի >ք բնույթ և ն ա իւ էս պե и ՝ւ~" 

III ակ .‘ի и ւ ն կ յ ի ա՛հ երի մ и ւ ծ ու մ \ ի ւգ ա հ ան հւււ մ;
I, դանակի իլյա աո րագ իայի համար գ ի սւ ա րէլվա ծ կ п ահմ անաւիակ <//ւ*  

հւսւքայրի տատանման իւնգիրր սււգյւի ակն ա tt tt ւ if и վ:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

О. М. Сапонджяи

Изгиб защемленной пластинки под действием нагрузки, 
равномерно распределенной по площади круга

В работе решена, методом Мусхелшпвили [1], задача об изгибе 
защемленной топкой пластинки при действии нагрузки, равномерно 
распределенной по площади круга, н предположении, что область 
пластинки конформно отображается на область единичного круга с 
помощью полинома. Решение представлено в виде степенных рядов 
по степеням комплексной координаты единичного круга. В случае, 
когда начало координат совпадает с центром нагруженного круга, а 
также в случае действия в произвольной точке сосредоточенной силы, 
указанные ряды превращаю ся в полиномы, степени которых нс выше 
степени полинома отображающей функции.

§ 1. Общее выражение прогиба при действии нагрузки, равномерно 
распределенной но площади круга

Этот случай нагружения рассмотрел Гершгорин [2], полагая из­
вестным решение при действии сосредоточенной силы. Такой же 
прием применил Лурье [3]. Задачи об изгибе пластинки при действии 
указанной нагрузки можно решить нс используя решения для слу­
чая действия сосредоточенно]՛, силы. Эю сделано в работах [4. 5, 6]. 
Для решения задачи, рассматриваемой в настоящей работе, последний 
способ более эффективен.

При действии на пластинку нагрузки. равномернЪ распределен­
ной по площади круга радиусом г0 и с центром в точке х0, у„ 
(см. фигуру) прогиб, согласно [4], представляется в виде:
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где Г) — жесткость, Р— равнодействующая нагрузки, Ф0(х, у)—би- 
гармоническая функция, регулярная ио всей области пластинки,

F = /(х —х0)Ч (у—у0)2

Формулу (1.2) напишем в следующем виде:

W֊=^(r=+v)G + SD(r2+f)('nr֊G);<,>»
где G(x, у; х0, у0) функция Грина.

Так как гармоническая функция inr — G регулярна во всей 
области пластинки, то бигармоническая функция

Р / г2 \Ф = ֊ — ( гЧ -°- ) (Inr — G) 4- Ф„
8֊1Л 2 ) 0

также будет регулярной в той же области. В силу этого формулы 
(1.1) и (1.2) могут быть представлены в следующем виде, удобном 
для применений:

р , г2 \ ~
R гЧ^- Ь + Ф (1.4)

о”’-/ \ Հ /

Заметим, что если в (1.4) принять Р = const, г0— 0, получим из­
вестное выражение для прогиба при действии в точке х0, у0 сосре­
доточенной силы Р [7]

Для того, чтобы придать явный вид функции Грина, конформно 
отобразим с помощью функции

л = <и(С), при <՚>(0) — 0 (1.6)

область единичного круга плоскости комплексною переменного 
- = ре'֊! н область пластинки на плоскости z = x-i-jy. Тогда функция 
Грина прсдаавляется формулой [8|

G-1/п —(17) 
2 (l-y)d-V)

где 7, -точка в области единичного круга, соответствующая центру 
нагруженного круга, а 1 = ре՜'9. Внеся (1.7) в (1.4). имея в виду при 
этом, что

г8= (2 — z0)(z — zo) = l«G) — - ա(Հ)]
Փ - z?0(z) -• z?0(z) Zu(z) + Хоб)
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= ш(С)?(С) ч- *(:)?£) ч- ZC) 4-zC) (i .8)
где

z = .x —iy. Zo-Xo-iy. 

получаем

wiQ-rrK !l։nP ՜ t0QIH') — ՝•>(;„)] ֊

Л I |n joK* -Վ փ ՜
2 1

4-.n(;)?(;}-.-zrj4-zC) (I.»)

Аналитические функции ?(□ и /(С) определяются из контурных усло­
вий пластинки.

§ 2. СлучаЛ защемленной пластинки

Для этого случая контурные условия будут [6J

w_0. ֊"=0 (2.1)
ծ?.

причем первое из них необходимо для определения только одного 
постоянного параметра. Примем, что область нагруженного круга це­
ликом принадлежит области пластинки. Тогда контурным условиям 
должен удовлетворить прогиб w։. Поэтому в (2.1) надо внести выра­
жение (1.9). Предварительно найдем производное этого выражения по z:

F:<hVjt _ * ժաւ __ Р I (1 — — “>(><>)]խ(Չ — »>(Հօ))
dz ա(-:) ժ: 16НЯ տՈւ:_Հսւ_Հ.)

I +խ(Չ֊ -՛■ . ■ ՜ ր;ս ֊:-՝յ-------- I

(1 (1-Հ-.) .»с.)Г. ֊Լ>|1֊"> 1

(2.2)

где p* Vo. а штрихами обозначены производные. Обозначим значе­
ние на Окружности единичного круга через t (է с՛’). Тогда, внеся 
U.9) и (2.2) в (2.1) н имея в виду, что на контуре функция Грина 
обращается в нуль, получаем следующие контурные условия для за- 
Щемленной пластинки, при действии нагрузки, равномерно распреде. 
ленной по площади круга:

"’(֊ ) 'f(t) 4- «(t)? (՛ у + t)=u (2.3)
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РО - & 
I6-D

Р(1-рь)г; 
32frD (2.4)

Очевидно, что взамен уравнения (2.4) можно использовать также его 
сопряженное, которое имеет следующий вид:

(2.5)

Мусхелшивмлн показа.: [)|, ч:о условия (2.5) или (2.4) вполне 
определяет функции «О и /('.), если, в случае конечной области, 
учитывать также условия определенности функции ?(С):

?(0) = 0. լ<0)
<о(0)

(2.6)— 0

Имея в виду сложность выражения правой части уравнения (2.5). 
мы несколько видоизменяем способ определения функции ?(’), пред­
ложенный Мусхелншвплн. Вместо того, чтобы умножить обе части 
(2.5) на

1 dt
2zi է Հ

мы умножим на
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как у Мусхелншвили, интегрируем результат по окружности (?) 
единичного круга. Имея в виду при этом, что

Из этого уравнения мы должны определить функции ?(С). После 

?гого легко можно определить функцию /(C). Для этого умножаем 
обе части уравнения (2.4) на

чаем

х(9

IX. № 5-5
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О: сюда оп редел нем

(2.8)

(2.9)

причем, согласно условию определенности функции հ(հ) Im|/(0)] = 0, 
b0 будет действительным числом. Имей в виду это и внеся (2.9) в 
условие (2.3), получаем

լ 
t

4 • ^ <;)<!?+2ь„= о (2.Ю)
О

Функции աՀհ), գ(Լ) и x(Q регулярны в области единичного круга, по­
этому их можно представить в виде степенных рядов

4Q = V Ck'k 
Լ
X

?(’,) = Vak'?

(2.H)1

о

Внеся значения этих функции в условие (2.10) и приравнивая 
сумму постоянных слагаемых нулю, получим для 1>0

т.
ьо=-----— У (c.flk -Ь ckak) (2.12)

■ I

Тогда, согласно (2.9), будем иметь
с ■ и‘

x(Q = j z (С)<К — ֊Ճ (Ckak + Ckak) (2.13.)
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Таким образом, если бы мы смогли из уравнения (2.7) оиреде 
вить функцию «(■»)♦ ю этим задача была бы полностью решена.

§3. Определение функции տւ՚Հ) и в случае пластинки, область 
которой отображается па круг при помощи полинома

Пусть область пластинки отображае ся на область единичного 
круга с помощью полинома

где функции $х, 05 и Ф3 голоморфны вне единичного круга и обра- 
щаются в нуль в бесконечности, а

,,, — \ л Гт—k —1 р-к— «_յ СтЧ 
m-k-t-l

Внеся (3 2), (3 3) и (3.4) в (2.7) и имея в виду, что
В JL Со ('±՝|_^_=о, к- ւ,շ, з 

2ziJ “ \ t / t-;
7

1 -У-и»
I _  ' ' *1 •’0՝ х-о

получаем 
® п п I U — X

. Ճ ; LkckUk+A )Cx-h ճ I Ճ кскц.ак jcx = 
, Х-0 ' к-1 • А-0 ' к-1 >

(3.5)
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—՜ ՜ - _ ՜ ՜ *՜ - —ւ֊՜ _ — _ .

Л— I Ո- I
P(1 V / V ֊ — — । -и ։4к|ц-к

|6՜ռ . о 4-х

32-0 >

Отсюда, сравнивая коэффициенты при <?՛. получаем 
Ո п—А п—I
V кСкЗк ֊х֊| \кск+хак= -Ц^~- X Нкйк-л-
к-1 к-1 16г Г) к-А

Рг'֊ - 
֊3kDCi֊ Հ = ս1....... (П-։’

II
\ч ֊ Рга -
_кадк >.=n,p+i,...

Решение бесконечной системы уравнений (3.7) ищем в виде

ак= Сч$, к«=п-Н. п 4-2,...

где С постоянное число.
Внеся (3.8) в (3.7). определяем С 

с==Р£? 

32тг1>,(> го (՚,0)

Тогда (3.8) даст
Рг^к“'

ак=------ ։ к = п И, ո-Ւ 2....
32^0 7>(Հ)

(3.6)՛

(3.7)

(3.8Ւ

(3.9)

Пользуясь формулой (3.9), мы можем значительно упростить систему 
уравнении (3.6). Для этого первую сумму левой части уравнения 
(3.6) преобразуем так:

II U--Z. и
У кСкОк.гл— У кскак..,4- VkCkak+t
к-1 к-1 k-u-X+J

Х = 0, I,.... (п - ))
Но, согласно (3.9)

(3.10Ն

Mkckak,x=------ Pf -'ձ ykCk-j

k-n->.֊։ 32ixDio(Z։>) k-n-x+i

Л = 1. 2....... (n - 1)
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Поэтому из (3.10) получим

П П—X , п
£kckak+x= V кскЭк+л--------Г° է • УксЙ
к-1 k-l 32itDi0 (Հ) к~п֊л+1

этот результат в (3.6), получаем систему уравнений с неиз­
вестными а։, а«....... ап.

ո-X
У* к(СкЗк ,
к- I

с,л) = _ у „к.֊ 
16~D

-LrS 1 
32-D

II 
^kckV 1
к-П-Х i I

1

H>G{>)

(3.11)

/.--О, 1......... (n- 1)

\ этим уравнениям надо присоединить второе условие 
рое согласно (2.11) и (3.1) приводится к уравнению

из (2.6), кото-

с1а1 = с,а։

Таким образом, для определения а։, а2,.... з։։ имеем уравнения 
;з.!1) л (3.12). Первое уравнение из (3.11) и уравнение (3.12) являются 
хействителышмм уравнениями, а остальные комплексными. Поэтому 
число действительных уравнении я (3.11) и (3.12) составляет : п. Эти 
уравнения содержат 2п действительных неизвестных як. ни (к=1,2,--., п), 
где o«-:-i3k=ak. Если уравнения (3.11) к (3.12) имеют решение, го из них 
находим эк (к = 1, 2,..., nl. Остальные же коэффициенты an+i, ап+2,... 
находим из реккуреитион формулы (3.9). Э;им полностью опрело- 
лнегся функция ©G).

Выведем теперь формулу для функции /(Q. полагая известными 
коэффициенты ак. Согласно (2.11) и (3.1) имеем

<0 У( УкСк-х-.|ак
.• и к Х+2

Внеся эти результаты л (3.4) в (2.8), получаем
ո 2 ո - 1

Р(1 -йг) V ( \ Pr2' 11 1u~o 1 
32rDl ՀՀ.

л-о ' k«x+J
!Դ’Դ-).-յ -

n-2

16nD
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Подставляя это выражение к (2.13). определяем /(Q:
Н—I и—1

* п-р.4-2 п-1 и
Ճ ( I^֊.xak U - V (

Х-Г к-Х+1 ' ' X-1'k-X+l ' Л

п
- ֊Ճ (Ck-ak-r СиЗц) 

I

63.13)

Заметим, что при использовании способа МусХелишвили без указан­
ного выше изменения вместо уравнений (3.11) и (3.9) получились бы 
уравнения

п-М-1
а> Ч- ^кахЬк- 

k 1

И1 -քՀ) Л. Рг- Հ֊1
16^Е> ՜ ' 32֊Г) -г-ч

ЮК Уф/

(3.1 Г)

X — 1, 2,.... п

Рг-
32rD 

юЬо/
X = 11 4- 1, л ֊I 2,...

Коэффициенты Ьк и Ак определяются последовательными подстанов­
ками из следующих уравнений:

п-Х+1

^kckbk+x-i =с..
к-1

Л = 1, 2,.... п

п-Х+1 п—1
^1<Ск?\к । I = \|’-к’Ч<-Х 1.

к-1 к-Х֊|

Х« 1, 2...... п

Таким образом, для решения (3.1 Г) необходимо предварительно 
определить коэффициенты Ьк и Аи, что н значительной мере услож­
няет вычисления при определении коэффициентов из (3.11') по 
сравнению с вычислениями, необходимыми при определении тех же 
коэффициентов из (3.11).

§ 4. Случай, когда начало координат совпадает с центром 
нагруженного круга

В частных случаях совмещение начала координат с центром на­
груженного круга может привести к значительному упрощению вы­
числений.
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I Для этого случая имеем 

Ч = А» = °. ՛-<>= Հ= 9 (4-1)

Функция Грина, согласно (1-7), принимает значение

G — — 1ո<Լ — Inp (4.2)
s? vi x

Внеся (4.2) и (J.3) и (1.9, получаем: 
для замкнутой области нагруженного круга

ЛН 7)|ч֊Г+Ф (4.3)
4 | 8r.D \ 2 / &

доя замкнутой не нагруженной области пластинки

w. = —-— ( г5 •• — Նոյ 4- Ф (4.4)
1 8sD 1 2 ./

где г расстояние произвольной точки пластинки от начала координат, 
а Ф определяется согласно (1.8).

Приняв в (3.9) ՜,0= 0, получим

йк= 0, k ~ п 4՜ 1 • п 4՜ ... (4.5)

едовательно, функция ?(Ն представляется полиномом
11

Коэффициенты ак определяются по уравнениям (3.11) и (3.12). кото­
рые при = Сп= 0 принимают вид

I yk(ctOk--cAl------ J֊VW֊, (4.6)

К-1 к-1
n-i п
Ук(скЗк.>4-сь .«Ն) = — —-VcuCk-i (4.7)

lb~D

I. 1. 2...... (n - I)

с,зг-с։а,
Имея и виду (4.1). из (3.13) получаем

и—I п—։
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tt— 1 II
՜՜ Ճ ( VkCk-хЗк 'j -у-----

х-t к-х-ц

п -1 о п
— Տ ( ^кс“ 5к֊х )  --------- Հ Ճ f кЭк+СкЭк) (4.8)

1- ։ ' к-1+I ' ՝ I

Таким образом, функция х(С) пре,вставляется также полиномом.
Определим значение прогиба в центре нагруженного круга. Имея 

в виду, что

in_L = lin^M
Р 2 СС 

получаем

(>п— )=֊|пс,с, (4.9)
\ р ' Հ

Г-0
0-0

Приняв в (4.3) г ֊֊ О, р —0 и учитывая (1.8), (4.6), (4.8) и (4.9), нахо­
дим значение прогиба п центре нагруженного круга

Рг2 / г2 \ Д -
wo(O. 0) = тЛ; 2 1п4—5 I-У (адк+сл.) (4.10) 

64-0 \ c։Cj ! ~

В качестве примера рассмотрим задачу об изгибе защемленной 
по контуру эллиптической пластинки при действии нагрузки- равно­
мерно распределенной ко площади круга, центр которою совпадает с 
центром эллипса. Совместим оси х, у с главными диагоналями эллипса 
и примем отношения полуосей а:Ь - |/5:3, Тогда внутренняя область 
эллипса приближенно отображается на обласю единичного круга с 
помощью полинома [8]

z = <o(Q = С(С + 0,12? ч-0,03? + 0,01?) (4.11)
г. ю.

где С — — Ь
9

Внеся значения коэффициентов отображающей функции (4.1) в (4.7), 
получаем четыре уравнения с неизвестными а,, а3, а? и а7. Решая эти 
уравнения, получаем

а, -=д( 1,912929 С 4-1,041860 )

а3-Л I 0.218177С—0.104096 7)

а- = А I 0.052561 С ֊0,024383 Г" (
\ С/
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/ г®\а- = А( 0,020571 С-0,010419— 1
\ С)

Ртде А=-
64-D

Таким образом.

?(Q = ат; + а3? 4- а5? 4- а

Из (4.8) получаем
х(>) Ьо 4 Ь/? -}- by? Ьб?

где

а
•0 = - Л (1,970895 С2 1.028533 г*) 

а 
1>з — 2А ^С2к-|С>к-|—0(с^ « տշ՚<4-ւ-ր Сак. j а?я i)

2
Ь| = Л Ус::к--։С2к-гЗ

1

2

I՜ ՜՜ '^ИС-'«с 1 <*ук+з4՜ Czx-Յ Ձշէ 1)

Հ f
Ь,; = —C,C7 — -;֊(C։a: 4-C73։) 

3 ծ
Таким образом, задача решена. Внеся значение коэффициентов

Ск и ак в (4.10), найдем значение прогиба и центре нагруженного 
круга:

w։(0. ()) = -— ( 1,21660Ь*֊0,8+110г;֊г51п—) (4.12)
16՜Օ\ - г„/

Приняв в (4.12) г0— 0, получаем значение прогиба в центре эллипти­
ческой пластинки при действии в той же точке, силы Р

РЬ2w0(0, 0)= 1,21660 յ-— 
!6е1)

Точное решение [6] показывает, что погрешность найденного значения 
гиба менее чем 0,4"Հ.

§5. Случай действии сосредоточенной силы

Внеся (1.7) и (1.8) в (1-5). по учаем выражение прогиба пла­
нки при действии в точке хп, у1( сосредоточенной силы Р:

w = ֊-rJu>r-> -“WIM’)- “QI +16-d (1 -ч')

4- <։|(Ն?(-) <'‘('),т(’) ~ 7.0 -г ZG) I ;.!՝
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В случае защемленной пластинки, когда ее область отображается 
на единичный круг с помощью полинома (3.1). функции <?(֊> и z(Q опре­
деляются по результатам § 3. если принять в них г„= 0. Тогда из 
(3.8) получаем

Як 0, при к — п 4՜ 1, п -|- 2.... (5.2)
Следовательно, <р(ч) представляется полиномом

п

¥('.) Хак՛? (5.3)
к-։

Коэффициенты ак при к 1. 2,..., и определяем по уравнения^ (3.11) 
и (3.12), приняв в них г0—0:

п <?. к-1

У к(Скйк. > 4- Clt+Л ак) - —— —VtxjjUj։
lbw к-1 к-л

А = 0, 1...... (П- 1) (5.4)

с։а,= с։а, 

причем |ч согласно (3.5).
Далее, полагая в (3.13) րԱ= 0 и имея в виду (5.2), получаем для 

функции х( ՝)
и- ։ п- )

х-1 ՝ к-.х '

Таким образом, в случае действия сосредоточенной силы функции 
т(Д и շ(Լ) представляются полиномами. Когда, начало координат сов­
падает с точкой приложения сосредоточенной силы, г. е. когда г0 ֊ ()• 
из (3.5) получаем

Ск-|
н благодаря этому, ’> частных случаях, вычисления в значительной 
мере упрощаются.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Поступило 2 XII 1955



Изгиб защемленной пластинки под действием шнрузкл 75

О. U‘« Uunqnfiyjuifi

ԱՄՐԱԿՑՎ-ԱԾ ՊԼԱՍՏՒՆԿԱՅհ ԾՌՈՒՄԸ ՇՐՋԱՆՒ ՄԱԿեՐեՍՒ ՎՐԱ 
ՃԱՎԱՍԱՐԱՋԱՓ ԲԱՑՎԱԾ ԲեՌՒ ԱԶԴևՑՈհԹՅԱՆ ԴեՊՔՈհԱ

Ա 1Г Փ П Փ Ո !• 1Г

Հոդված ու մ (Tnւ ոի>ե/իչվիլա մեթոդով ք ածված է եդրտդծ ով uni ֊ 

րակցվբյծ բարակ էդրռստինկայի ծ ոման 1'1'1' արտարին րեոր
■inttf Шиш րաչավէ րա՝իէված Լ պլաստինկայի ՜. ի մՀրե ր ի Ц մեկի մ ակերեսի tl ի 
մասի վրա, որն իրենիէք ներկայացնում Լ շր՚էանէ Խնդիրր լուծված Լ այն 
ենթադրոլթ յամր, и ր ոլլա “ ինկա յի մ իք ին հարթ nt թ յան տ իր ո ւ յ թ ր կոն֊ 
ֆէէրմորեն արտապատկերվում է միավոր որքանի ւոիրո» յթի վրա պոլինոմ ի 
^(•fttgiii/t Խնդրի լուծ nt /Г ր ներկայացված I. ա սա իՀ ա՛հա յին չ,,,ր.րերի մի- 
[•''/ււվւ ււրոնբ դառավ որվռրծ են րռտ միավոր շրքանի կաք պլ է. րո կոորւլ ինա- 
Աէի աոսւիճուն՚հե ր ի: ե ր ր կո որ if [էնա էոնհ ր [l ո1բյրնակեաբ համ ա աե դվ nt մ /, 
րհոնսքվորվսէծ շրդանի կեն ա ր ոն ի հէ,ա, նաև ույն դես[,րու.ւք, երր ո/[nt ո trt [t'h- 

^այ1' կամայակա՚/ւ կեէոոէմ կիրառված Լ կե՚հա րէՀհ ա րյած ա <1, վև ր ոհ իշբո / 
'“•['բերր վուխարինվ ոլմ ե՛ն ւդո/ին ո մնե րո վ :
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ФИЗИКА

М. Л. Гер-Микаелян

О методе прицельных параметров

§ 1. Введение

Задачи квантовой электродинамики, решаемые стандартными ме­
тодами теории возмущении, нередко требуют утомительных вычисле­
ний. Благодаря этому широкое распространение получил простой при­
ближенный метод расчета, предложенный Ферми [1] и детально раз­

витый Вильямсом [2]. В настоящей статье мы рассматриваем приме­
нение этого метода к бои росам тормозного излучения. Этому вопросу 
посвящена известная работа Вейцзексра [3]> от которой наши расчеты 
отличаются в следующих пунктах:

1) из последней следует, что логарифмическая неточность попе­
речника излучения на кулоновом центре является следствием как 
математических приближений (упрощенное представление спектра ку- 

| лонова поля), так и произвольности н выборе параметра обрезания. 
Мы показываем, что если пользоваться точным спектром ку. онового 
поля, то можно подобрать такой параметр обрезания, чтобы результат Г падал с точной формулой:

2) использование найденного параметра обрезания для вычис. е- 
ния поперечника излучения в поле атома приводит, естественно, к 
точной квантовомеханической формуле;

3) рассмотрен вопрос об излучении мягких квантов. Мы приво­
дим простой вывод поперечника излучения мягких квантов, который 
охватывает также инфракрасную область часто։, т. с. ту область ча­
стот, где несправедливы как расчеты, основанные на теории возмуще­
ний, так и расчеты Вейцзекера;

4) в ряде работ требуется знание распределения излученных фо­
тонов по углам. Интегрирование формулы Бете — Гайтлера по углам 
вылета электрона требует кропотливых расчетов. Очень просто, од­
нако, получить практически точную формулу в рамках метода при­
цельных параметров;

•՜) мы приводим простои вывод формулы для поперечинка рож­
дения пары, а также для углового распределения рожденных частиц.
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§ 2. Излучение релятивистского электрона на кулоновом центре

Рассмотрим излучение релятивистского электрона, движущегося 
вдоль осн х с начальной скоростью v. Потенциал ядра в точке на­
хождения электрона равен

Ze
г

Разложим 7» тройной интеграл Фурье

( ?к е*  rdk, где dk - dk4dkydkz

1 4zZe.«ս - -------------
(2к)3 k։

(I)

(2)

1!ерейдем в систем՛)՜
•образование совершается с

координат покоящегося электрона.
помощью матрицы Лоренца.

Пре-

Все величины в новой системе координат будем обозначать 
к՛, рнхованными символами. После преобразования потенциалы даются 
следующими выражениями:

(3)

Используя (3). найдем электрическое и магнитное поля

t.'

_ iZ£ 
2rs

lk,(x‘- vV) 
т M . • ( -y 

----------- e c- 
k։

k,dk
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iktfrr- vt’>

е dk

dk

Hx = 0 
. v , 

lly —-~EZ 5 с

Hz

Из последних выражении непосредственно следуем что при 
v-c можно пренебречь компонентой электрического поля вдоль дви­
жения по сравнению с Еу и Ег, а также считать, что Ну — Е.- и IL = Еу. 
Тогда электромагнитное поле быстро движущегося ядра приобретает
свойства электромагнитной волны, и (3) можно рассматривать как 

разложение по плоским волнам с частотой
k,v

Найдем поток энергии через единицу поверхности в точке на­
хождения электрона за все время пролета ядра:

■+'Л -рсС
S--J ||Eyj։+|E,|։jdt = -| | (iW+IE^l’Jdw 

—а» ֊. re­
el)

Чтобы привести наши расчеты в соответствие с квантовой элек­
тродинамикой, необходимо вместо одного электрона рассматривать 
целый пучек электронов, движущихся на различных прицельных рас­
стояниях от ядра. Фактически эго сводится к интегрированию выра­
жения (4) по всем возможным значениям у и z. Мы должны заме­
тить, что при значениях параметра удара

р =֊-1 z2 4֊ у2
Л
— = >.*

* Л обозначает постоянную Планка, деленную на 2п; /.— соответствующая комп­
тоновская длина волны электрона.

1ПС

уже нельзя пренебрегать чисто квантовыми эффектами, в частности 
нельзя выбрать систему координат, где электрон покоится, а ядро 
движется на расстоянии р — Հ поскольку из-за соотношения неопре­
деленности неопределенность импульса электрона будет порядка тс.
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Мы. однако проинтегрируем выражение (4) ио всем возможным при­
цельным параметрам, но будем считать, что окончательный результат, 
если его рассматривать как функцию к2 в к5, является правильным 
только в интервале значений |к2; и |к3; от пуля до значений порядка

—. Физически это означает. 
հ

что классический метод расчета дает

правильный результат только при излучении таких квантов, при ко­
торых ядру передается импульс в направлении, перпендикулярном 
первоначальному движению электрона, меньший или порядка гнс.

Интегрируя выражение (4), мы получим:

Если мы разделим поток энергии в интервале kp к, I Ак։ на 
Ak,v

энергию псевдокванта, равную 7—=5, го получим полное число-

V '"Х
нсевдоквантов в интервале к։. к, -rdk։

,. 7,֊е~ 1 ГГкАЧ-к!,. .. ..«k,dkL — - — I I՛ — ——dk2dk3dk։ (о)
he ֊֊ J J k։k4

Поток исевдоквалтоп с различными значениями круговой частоты 
ск։Ч — — ֊* —- независимо друг от друга рассеивается на электроне

(это является следствием применимости теории возмущений, см. так­
же § 4). Ясно, что рассеянные псевдокванты в системе покоя элек- 
1рона есть не что иное, как тормозные кванты в системе покояще­
гося ядра. Поперечник тормозного излучения мы получим, если умно­
жим число псевдоквантов с частотой от до 4՜ на попереч­
ник рассеяния (формулу Клейна —Нишина) и преобразуем все величины 
в полученной таким образом формуле к лабораторно։։ системе. Попе­
речник рассеяния на свободном электроне равен (мы отвлекаемся 
здесь и в дальнейшем от вопросов поляризации)

<յՓ X ( Л -Г - - sin։C ) (6)
2 Հ \ 'Ղ֊ ’к

где \ и Հ частота падающего и рассеянного под углом О' пссвдо- 
кванта. Частоты связаны соотношением Комптона
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Л ______ Ն

тс- ձ^._Հ(ւ_ԸօՏք/) (7)

Для перехода в лабораторную систему координат необходимо вос­
пользоваться преобразованием Лоренца, тогда

(8)

где v есть круговая частота излученного кванта. В нашем распоря­
жении имеется четыре переменные Հ. ՝», О' с двумя соотношениями 
(7) и |8). Поскольку полный поперечник тормозного излучения мо­
жет зависеть только от частоты излученного кванта հ то мы выра­
зим Հ и 0' согласно (7) и (8) через ՝• и vk и проинтегрируем получен­
ную формулу по частотам кулонового поля Соотношения (7) и (8) 
накладывают ограничение на интервал значений 5. которые создаю)

. т՝кванты с частотой >. Вво. я обозначение £ — —, где Lo —начальная 

анергия электрона, мы получим, учитывая соотношения (7) и (8).

cos6' =»

, 5 mc։
1 — г--------------

________ Ъ ձ
V --------i
С

условие eosb'> - I приводит к соотношению’’ 
. . . е тс / тс1\■ , k։>k։B1.-—֊լ—j

условие cosO 1 дает

Формула Клейна— Нишнны в переменных е. ч при­

нимает следующий вид:

* Мы рассматриваем излучение квантов, удовлетворяющих условию ։

Ижстид IX, № 5-6
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/ г----- v»Vl Հ v«• / me I I------ I -tic] 1------- (10)
I c’l » c’m

\ hk։(l-=) Ak.
Учитывая (5. 9, 10). мы получим поперечник тормозного излу­

чения

Введем новую переменную к] 4-к-« к3. тогда результат нитсгри 
ровиния есть

* к,т«х
'-’4 dk \ (к; + к«')*к ’

° *к 1т!в

I » с Հր \ с*  >
- + (!-։)

(1Р)

Если мы теперь положим

leg а = I 1_=լշ__ J_____
9 ,»+±(1_։)

•J
112)

то формула (И) перепишется

dO16)^4_^- ( -5(1-0) (log ֊у—

Դ 1 с«
(13)

что совпадает с точной квантовоыеханическоЛ формулой (при усло­
вии Е0^>тс։).
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§ 3. Излучение в поле атома

Попытаемся теперь использовать предыдущие рассуждения для 
учения поперечника тормозною излучения в поле атома. Рассмот­

рим прежде всего излучение на ядре, точнее ту часть излучения на 
атоме, при которой волновые функции электронов не изменяются. В 
этом случае влияние атомных электронов на излучение сводится к
экранирующему действию кулонового поля ядра. Экранировку 
просто ввести в предыдущие расчеты, заменив потенциал 
Г .■ — "ft у

"т «— е где R ֊ -R0Z , a Ro— боровский радиус. Полное число

тов п интервале k։. к։ Дк։ примет вместо (5) вид
юс

очень
(1) на

KB1IH-

* Ue ?
Ч_ <ik։dk3clk։.

(J4)
о

Дальнейшие расчеты соответствуют предыдущему параграфу. Исполь­
зуй для а приведенное выше значение, мы. очевидно, должны прийти 
к точным формулам. Это следует из того, что обрезание происходит 
иа расстояниях порядка X. в то время как экранировка действует на

ояннях порядка 137/ Z Л- В частности, в случае полной эк рани-

ровки. когда kiu։in R= —------— — « 1
(1-։) 2 Е.

мы приходим к формуле

(15)

d0(։) = 4W 7
4 \/

£: -т-77 (1 — £) J log 137Z 3«5 ' \ 9
Аналогичную формулу можно получить и квантовомеханическим 

путем [4], используя для экранирующего действия электронов не мо­
дель Томаса Ферми, а простой экспоненциальный множитель (это сво-

днтся к замене в квантовомеханических формулах величины log I83Z з 
на Լ log 1372՜5՜փ1յ.

Следует отметить, что учет второго слагаемого параметра обре. 
миия (12) приводит в формулах (13) и (16) к исчезновению или появ-

•лЧ1ию члена который составляет всего несколько процентов от

симного. С другой стороны, учет упрощенной экспоненциальной 
краняровкн приводит к погрешности порядка 6*/ в. Последнюю погреш­

ность можно избежать, если подобрать радиус экранировки [4], кото­
рый дает лучшее приближение к модели Томаса—Ферми. Это сводится

R - ‘ R -1к том у.‘по вместо ~ “ 137 Z .՝ необходимо принять, что ֊ 108Z У.
Հ к
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Во избежание недоразумений мы отметим, что при интегрировании фор­
мулы (111) но к, мы приняли, что основной вклад в интеграл вносит об­
ласть вблизи нижнего предела. Справедливость этого допущения легко 
усмотреть из структуры интеграла (II1)» а также структуры аналогич­
ного выражения для экранированного поля. Наши соотношения оста­
нутся правильными, если k։tI!i„ < kimax-

Последнее неравенство всегда имеет место. так как согласно 

(91) и (92) оно сводится к условию 4(1 — ( I — что всегда

с чк тг՜ 1 выполняется при Ьо >-------
2

В дальнейшем мы будем пренебрегать вторым слагаемым в пара­
метре обрезания, а также пользоваться упрощенной экранировкой.

Помимо излучения на ядре» необходимо учитывать также излуче­
ние на атомных электронах. Вопрос этот до сих пор, ввиду его 
сложности, не рассмотрен методами квантовой электродинамики. Од­
нако из качественного рассмотрения с помощью метода прицельных 
параметров можно видеть, что все отличие от случая излучения на 
ядре сводится (помимо того, что следует положить Z= 1) к тому, что 
логарифм в формулах (16) и (13) должен быть несколько изменен- 
Это следует, во-первых, из того факта, что близкие параметры удара 
(порядка а), дающие логарифмический вклад в поперечник излучения, 
требуют учета отдачи первоначально покоившегося электрона (этот 
эффект рассчитан Г. М. Гарибяном [5]). во-вторых, при больших па­
раметрах удара необходимо учитывать связь электрона с атомом’ 
Последняя не полностью эквивалентна соответствующему эффекту 
экранировки для ядра, поскольку, как это хорошо известно (напри­
мер, из теории ионизационных ио։ерь1. атомные электроны могут по­
глощать энергию, а значит проводи и. к рассеянию и излучению, и 
при пролетах частицы на расстояниях, значительно превышающих 
атомные. Пол уколи честв.е иная оценка показывает, однако, что и этот 
второй эффект приводит лишь к незначительному изменению формул 
(16) и (13).

Ввиду отсутствия точных расчетов, можно с хорошей точностью 
учесть излучение на атомных электронах тем, что в формулах (16) и 
(13) заменить 7.й па Z(Z 1).

§ 4. Излучение мягких квантов

Рассмотрим инфракрасную катастрофу в рамках метода прицель­
ных параметров. Формулы (16) и (13) становятся неприменимыми при 
g~ Е
— In " — 1 [5]. При выполнении последнего условия вероятность из- 
he հ«ւ
лучения оаиовится сравнимой с вероятностью упругого рассеяния. 
Это указывает па неприменимость теории возмущений. Метод, исполь- 
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зовпнный при выводе формул (16) и (13), также неприменим, по­
скольку и он предполагает справедливость теории возмущений. Эго 
предположение необходимо в метоле прицельных параметрон, по­
скольку мы пользуемся формулой теории возмущений — формулой 
Клейна —Нитины. (При выводе ее необходимо предложить малость 
взаимодействия). Правда, формулу для рассеяния мягких квантов 
можно вывести и нс предполагая применимости теории возмущений 
(формула Томсона), однако и этот последний вывод становится несира- 
зедливым для очень мягких квантов, поскольку он пренебрегает 
действием магни итого ноля. Точная формула рассеяния квантов произ­
вольной частоты на электроне нам неизвестна, однако если бы мы и 
имели нужную формулу, все равно метод прицельных параметров был 
бы неприменим. Дело в том, что этот метод, помимо всего прочего, 
предполагает независимость действия отдельных компонентов спектра 
кулонового поля ядра. Легко, однако, заметить, что если нужно 
учитывать действие магнитного поля на поведение электрона (или не­
применима теория возмущений), то тогда различные компоненты ку- 
„онового поля быстро движущегося ядра не могут считаться незави­
симыми.

Благодаря этим обстоятельствам, для правильного вывода попе­
речника тормозного излучения инфракрасных квантов, нам необходимо 
несколько изменить метод расчета. Как мы увидим ниже, оказывается 
возможным очень простым способом получить поперечник излучения 
мягких квантов (который, очевидно, будет включать в себя и инфра­
красную часть). Для вывода мы учтем тот факт, что при рассеянии 
(излучении) мягких квантов влиянием отдачи на движение электрона 
можно пренебречь. Тогда движение электрона определяется, всецело, 
равномерно и прямолинейно движущимся полем ядра. Если ядро про­
летает на прицельном расстоянии ?, го первоначально покоившийся 
электрон приобретает скорость в направлении, перпендикулярном на­
правлению движения ядра, равную

2Ze*  
тс?

U7)

Отметим, что прир^от1п —Z электрон остается нерелятивист­
ским, что значительно упрощает все расчеты. Вычислим интенсивность 
излучения с частотой ՝/ при заданном движении электрона.

Фурье-компонента напряженности магнитного поля равна

Н;’,= ур! eb:dt

*сли v't« 1 (18)

тогда Н/ =*  — I li'dl ; причем эффективны промежутки времени порядка 

времени столкновения 1»ф=^с1/ 1 \ Поскольку Н'-^—(А'п}, где 
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п —направление излучения, а векторный потенциал дается фор­

мулой

А' = Ջ 
сР0

(19)

то
е

2*сЧ
н;.«֊[ап] ւՀ՜ո] (20)

Полное количество излученной энергии в интервале частот •/; Հ-f-d/ 
в телесный угол <1О' есть:

dE'r>-=cRSH;isdO'dvz

1 -|- cos2՛/ 
2

или, используя (20)
. / е2 \2Zses

<1Е nV— I՜յ~'t | _։.ic (1 4՜ cos26')sinO'dG'd/ (21)

где 0' есть угол между направлением движения и направлением излу­
чения. При выводе (20) мы попутно усреднили поперечник по всем 
возможным отклонениям электрона в плоскости, перпендикулярной 
движению ядра^т. е. заменили sin2(nv։) =

Для получения окончительной формулы необходимо перейти в 
лабораторную систему координат. Формулу (21) легко преобразовать 
к новой системе координат, учи ывая, что (1FV преобразуется, как 
четвертая компонента импульса, и принимая во внимание также фор­
мулу (8). Мы получим после преобразования (при v^c) 

/ с2 \~с!Е, = ( —— j — dv(l -- coss0')sin0'd0' (22)
\ me2/ -р2с

интегрируя по всем О', приходим к формуле
8 ул շ Ժ , НЕ.. = - Zvo dv
3 'Р2с (23)

Из условия (18) и (8) мы получим, что

У м ножи м фо р м у л у 
h ...~ ДО Рта։. 1 огда МЫ 

тс

(22) на 2-pdp и проинтегрируем по р от pmin Հտ 
получим с логарифмической точностью (к~1)

յր, J6Z2rfc« 
dE’ = 3՛ с (24)

При полной экранировке, т. е. когда
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Pmxt » R^Z’F

имеем 16շՅրԼ/’ -Լ .
dE. = v — — logk 137Z 3 (Ь (25)о с

Формулы (24) к (25) применимы при излучении квантов, удов-
оряющих условию (18). которое в лабораторной системе можно

J 2с
‘Писать •/<;------- 2—, где р некоторый средний параметр удара, за-

ч'-у
•ченный между и 

§5. Угловое распределение фотонов

В предыдущих парат рофях мы интересовались полным попереч­
ном тормозного излучения. Перейдем теперь к угловому роспреде- 
ению излученных фотонов Покажем, что угловое распределение 
южно очень просто получит ь, исходя из работы Вейцзекера. Число 

шдофотонов, проходящих через единицу поверхности в точке рас- 
южения электрона зи все время прилета ядра, дается согласно 
'тцзекеру следующим выражением (напомним, что штрихованные 
нганны относятся к системе. где электрон покоится):

F,. dv = Ь՝а‘ doo = Հճև dao при < ----7֊֊^
k * 0 nV). / . VS

ժ

Faida'fl = 0 При > где mc: ՚
hv>c

me* Формула

Клейна — Нпшины в переменных Հ, х' имеет вид:

Здесь 0'֊֊ угол между падающим и рассеянным псевдоквантом. 
Число рассеянных псендоквантов есть

<Ь- F^dx^P = г° ^—*'*1  Զ -'-sin^'V-sin'/dO' 
“Ра he օՀ \ х' од / хо

Чтобы получить поперечник для углового распределения юр- 
ОЗИЫХ квантов, нужно преобразовать эту формулу в лабораторную 
стему и проинтегрировать по параметрам столкновения. Вводя обоз- 
ченне для угла 0 между направлением излучения и первоначальным 

тпсаправлением движения х — . получим
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da = 4 r’Z= * л Й + Е2 —---- xax .,—-—13/ v Այ _ , I--
4x*E

ёГГТ?
2 log k-Ջ

WC“lr>

_շ
2 log kl37Z՜ ;<

(26)

где k~ 1.
Если мы ту же задачу рассмотрим с помощью переменных 

к։. к,, к3 и за максимальное значение параметра | к? 4֊ к3 возьмем такое.

что для него . Аук’з+кЬ .log------  ------ = 1, то придем к следующей фор-/W mjn 
муле:

. r^Z։ сЬda = 4 — xdx13/ V
| ЕоЧе-֊ 
[(14-xTE'i

4х=Е
Eft(l -г х2)’ I 1о§ (1 Lx=)hvmc2

R։ 2Е0Е

Член "g^ /։՝»тс’, стоящий под логарифмом, есть минимальный

импульс, передаваемый ядру при излучении фотона х. Точность фор֊ 
мулы (271 составляет несколько процентов.

§ 6. Рождение электронно-позитронных пар

Исходя из предыдущих параграфов, можно получить приближен­
ные формулы, описывающие процессы рождения электронно-позитрон­
ных пар, а также угловое их распределение. Дело в том. что фор­
мулу (И) (а также соответствующую формулу с учетом экранирую­
щего действии электронов) можно рассматривать как некоторое при­
ближение к точной квантомехаппческой формуле: три независимые 
переменные к,, к2, к3 соответствуют трем угловым переменным в из­
вестной формуле Бете — Гайтлера. Учитывая эту аналогию, формулы 
для рождения пар можно просто получить, умножив поперечник (И)

EldE+ ,, _
на величину ^|7^՜։1՜(Նյ’ гдс • н С001 ветственно՛ энергия пози­
трона и электрона. Тогда вместо (11) мы получим



О методе прицельных параметров 89

В последней формуле мы учли также экранировку. Интегриро­
вание по к проводится в тех же пределах, что и при выводе фор­
муя (13) и (16). Если мы учтем, что

=’+֊(' «)֊֊
О

E J -ь Е*

* Здесь е—основание натуральных логарифмов.

2 Е +
3 Е_

в проинтегрируем по к, то получим полный поперечник рождения 
пары электрон-позитрон квантом с энергией fv> и энергией позитрона 
в интервале Е+; Е 4- <1Е. .

do =■- -1 Zv6 Е+Е_ dF 
137 (Л*) 8

2Е.Е_ 1 IE.
շ. . I-2 I Ei I Og f^mc1 > 9 E
3 ' E֊ E+ 1 log 137Z"T 4- ™

(29)

(29Ն

Параметр обрезания мы брали упрощенный, равный log — ֊ log — ; 
л X

R 
экранировку брали такую, что ՜՜ = 137/ •*.  поэтому и формулы (29), 

(29։) имеют точность несколько процентов.
Если формулу (28) мы проинтегрируем по к2 и ка, а к, выразим 

через угол между квантом и электроном, то получим поперечник 
Л гпс* рождения электрона в направлении, составляющем угол 0 = л—— 

Е 
с первоначальным направлением фотона. Формула имеет следующий 
вид:

№ <1Е., Ei
<Խ“8 137 (Е 4-E_)3'vdx /

Е; -I- Е:.
(1х2)=Ел

4х2Е+
Е (l-f-.v2)՛*

2Е+Е_ 1
°" (14-xs)/։wic5՜ + 2

-- Ilog 137Z *֊֊  
Հ>

(30)

(30‘)

Формулы (29), (29։), (30) и (30*),  а также (27), могут быть ис­
пользованы для практических расчетов,в которых нс требуется боль­
шой точности.

В заключение я хотел оы поблагодари ь Е. Л. Фейнберга за об­
суждение вопросов, затронутых в работе.

Институт физики АН Армянской ССР Поступило 13 XI 1955
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И*.  I,. $Ьр—IFftpuijbjjiuG

FUhUlTb ՊԱՐԱՄեՏՐՆԵՐհ ՄեԹՈԴՒ ՄԱՍՒՆ

Ա ir փ ո փ n ւ« IT

1Լ*իէաւո  tn թյ ill'll մ I; 9 ւորւ/ած / րաիէման սլա ր ա մ li tn րնե ր ի մե թ մաթհ֊ 
ifuiin ի կա կան նոր մ Л կն ա ft ան nt թ յո ւ.ն : U՝J<j նոր մեթոդի Օդնոէթյամր 
nt.it net f'inn it ի րւիոծ են Էլեկտրււնի կ ու / "՛է։ յան ու. </ ական կենտրոնի վլէա արգե­
լակման ճաոագայթման երևույթի ղան ադ ան \արւյևրր: 1՝ացի այղ , ասաց֊ 
վաձ Է էլեկտրոն-ւղողիւօրոն ղույդերի ծնման կէիէիեկա ի ։/ րսյ՚ւէական 
կարւքածյւի րանաձեր։ ՝!'նն ա yi/y^u» ծ Է նաե ւիորր կներգիսւյի րէք ան ա"ւ> ե ր ի 
ճ ու ո ա գ ա յ թ մ ա՛հ հ ո ւ ր՚ք ը ։
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ФИЗИКА

В. А. Шахбазян

К вопросу об энергетических потерях быстрых 
заряженных частиц в поглощающей среде

Уче։ диэлектрической постоянной при вычислении энергетиче­
ских по ерь быстрой заряженной частицы произведен в ряде работ 
|1 9]. При этом особый интерес представляет соотношение .между 
боровскими локальными (остающимися в среде) потерями и черен- 
ковскнм излучением. Этой стороне вопроса уделено значительное 
внимание в работах Шёнберга [7], Хыобрехтса и Шёнберга [8] и Бу­
дний [9]. Первые два автора рассматривают случаи действительного 
£. При этом полная потеря энергии заряженной частицы в сплошной 
среде дается [7] суммой двух слагаемых, из которых первое дает 
боровскую локальную потерю, а второе ш едстав. нет собою выражение 
интенсивности черепковского излучения ио Тамму п Фрэнку [I]. Од՜ 
нако такое рассмотрение приводит к физически неправильному резуль­
тату и расхождению теории с экспериментом. Действительно, согласно 
Шёнбергу |7], релятивистский рост потерь энергии целиком обусловлен 
черепковским излучением. Известно, однако, что чем плотнее среда, 
тем релятивистский роет меньше (эффект плотности). Поэтому, если 
следовать Шёнбергу, интенсивность черен конского излучения в плотной 
среде должна быть меньше, нежели в разреженной, что не соответ- 
ствуе։ действительности (см. [9]). Кроме того, экспериментально наблю­
дается значительный релятивистский рост потерь, что также противоре­
чит результату Шёнберга, гак как на опыте регистрируются локальные 
потери энергии частиц. Для устранения расхождения с экспериментом 
Хьюбрехтс и Шёнберг [ч| прибегли к несколько искусственному 
приему обрезания коротковолновой части спектра черепковского излу­
чения, рассмотрев движение частицы вдоль осн высверленного в среде 
пустого какала. Таким путем им удалось получить увеличение потерь 
на возбуждение и ионизацию в релятивистской области при одновре­
менном уменьшении интенсивности черепковского излучения.

Аналогичный результат получил Будини [9], который учел зату­
хание дисперсионных осцилляторов среды. При этом он рассматривал 
случай сплошной среды. Оказалось, что распределение потерь между 
возбуждением и ионизацией, с одной стороны, и чсреиковскнм излу­
чением, с другой — зависит от отношения ширины спектральной ли­
нии, обусловленной затуханием, к плотност среды. Результат Шён-
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берга [7] (отсутствие релятивистского роста локальных потерь) ока­
зался, в соответствии с результатом Будни։։, справедливым в предель­
ном случае плотных сред и узких линий. В этом случае, действительно, 
весь релятивистский рост потерь обусловлен черепковским излуче­
нием. При всей физической наглядности результатов, полученных 
Будин։։. следует указать на имеющуюся некоторую неясность в самом 
методе разделения полных энергетических потерь на возбуждение и 
черепковское излучение в случае поглощающей среды. Кроме того, 
формулы для локальных потерь и интенсивности черепковского излу­
чения получены им приближенно в предположении малости затухания. 
Ниже проводится указанное разделение в более общем случае любых 
величии констант затухания, причем предварительно обсуждается 
вопрос об определении понятия черепковского излучения в поглощаю­
щей среде. На основании данного определения подробно анализируется 
соотношение величин боровской и черепковской потерь вблизи траек­
тории и на бесконечности.

Полная потеря энергии час. ины на единице длины ее траектории 
дастся р общем виде формулой Ферми, имеющей вид*:

* Речь идет о потерях при .далеких* соуларепипх. „Близкие՛ пилкНовення 
в работе не рассматриваются.

о
,, V Юб ---------r„ Здесь v скорость частицы, р= • /=-^-| 1 ֊ , где р па­

раметр соударения, е—заряд электрона. К иК։ функции Вебера 
нулевого и первого порядков, - диэлектрическая постоянная, 
являющаяся комплексно։'։ функцией частоты <•>. Существование 
черепковского излучения в данном случае определяется, как и при 
действительных s, поведением функций Ко и |<։ на бесконечности:

е֊Ч...

Если 1пг/ мало по сравнению с Re/, то поток энергии в радиальном 
направлении (1) будет быстро затухать, и излучение не будет наблю­
даться. Если же 1т/ велико по сравнению с Re/, то будет иметь 
место слабо затухающее излучение.

Явное выражение Re/ и 1։п/ таково:

K₽Z ֊ Հ' | 1 - 1 - ?։ф

1тп/ ------- -_==֊ ------- (2)
՝՜ | 2JI -tS'c -|1 -

В областях частот, расположенных достаточно далеко от соб­
ственных частот среды, при I 32Res >0 видно, что Re՛/ '>> 1пт/. В этом 
случае излучения нет.
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При I—3*Res<0,  Im/» Re/ в тех же областях частот и для 
них мы получаем слабо затухающее излучение.

Другой результат получается при рассмотрении >՛», близких к 
собственным частотам среды <»>2. В этом случае при достаточно боль­
ших скоростях частицы (а для черепковского излучения только они 
и существенны)

1 32Res <£ S4ms
и радиальный поток энергии- сильно затухает как при 1— p2Res>0, 
так и при 1 £։Res<0.

Таким образом, в случае поглощающей среды имеет смысл интер­
претировать черепковское излучение как излучение, возникающее при 
выполнении условия

l֊7»Ret<0 (3)
Отметим сразу же, что такое определение несколько отлично 

от обычного определения для действительного 1 — 32րր<Հ0. Деист- 
. свительно, последнее условие, переписанное в виде • означает, 

что черепковское излучение возникает при скорости частицы, пре­
вышающей фазовую скорость спе'.ю Аналогичное условие для по- 

. с с .глощающеи среды ныглядело оы дш: v_>----- =>-------- = (п и г —
' Ren Re| е

с 
комплексные функции □>), тогда как (3) означает, что v>--- ֊— .

V Res
Для достаточно разреженных сред оба условия совпадают; однако, 
строго говоря, для поглощающей среды условием наблюдения че­
репковского излучения уже не является превышение скорости частицы 
над фазовой скорое։ ыо света.

Вернемся к формуле (I). Ее правая часть представляет собой 
поток вектора Пойнтинга через цилиндрическую поверхность с радиу­
сом, равным р. осью которой является единица длины траектории 
частицы. Очевидно, что чем меньшим будет взят радиус этой по­
верхности, тем большая часть потерь энергии частицы будет учтена. 
Для такого рассмотрения возможные значения параметров столкно­
вения ограничены снизу. В частности, принимается, что параметры 
соударений больше межатомных расстояний, так как для меныних 
параметров пришлось бы учитывать квантовые эффекты. Для минималь­
ного параметра столкновения (ему соответствует полная потеря энергии 
частицы, учитываемая методом Ферми) вместо Ко и К։ можно вое*  
пользовался их приближенными значениями для малых аргументов:

K„=log-=-. К, = 4- (logr~ 0,502) 
IZ <х

Тогда вещественная часть подинтегрального выражения в правой 
части (1) принимает значения
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— 3«Ն.ա։

1 —32Rei (<•>)> О

tgO = —

(4)

при условии:

1 — frRes

и
е2 f u»Ini6 4v2 /Ree M Խ . |*v2Kl’ log 7W|։-!^i +W )( Փ| (5)

при условии l-32Re^o)<0,
tg9 „ й’-lme 

|Г=^М
Здесь I 1 ֊- ։32Ree I означает абсолютную величину 1 — p։Res. Очевидно, 
что при 1 - ։3‘-‘Re£>0 имеем:

-4<°<°
а при 1 — £2Res(m) < О —

0<»<-
Оба условия: 1 32Res>0 л 1 — p-Res <20 охватывают весь интервал
частот от нуля до бесконечности. Поэтому, производя интегрирование 
выражений (4) и (5), каждого по своей области частот, и складывая 
результаты, мы получим выражение для полных потерь.

В результате имеем:

Отметим, что при получении формулы (6) не было сделано ни­
каких ограничивающих предположений относительно величин констант 
трения.

Итак, потеря энергии частицы представлена в виде суммы двух 
членов, в первый из которых дают вклады все частоты, в том числе 
и черепковские, во второй же только черепковские частоты. Для вы­
яснения физического смысла каждого слагаемого перейдем к пределу 
при Inu — Օ, т. е. к действительному а. При 1гпб-*0  величина 0 — 0, 
оставаясь отрицательной для боровских частот (1—32Re=>0) и поло­
жительной для черепковских (I—3։Res<0). Кроме того, при пере­
ходе к вещественному г появляются действительные корни уравнения 
s(w) — 0. Выражение
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при հոտ — О
Ойо отлично от нуля только для частот, удовлетворяющих уравнению 
е(<») = 0. Однако первый интеграл распространен по всей области 
частот, как боровских, так и черепковских, для которых 9 принимает 
противоположные по знаку значения. Поэтому вклады от 9 ~ փ о и 
О----- о скомпенсируют друг друга, и второе слагаемое в первом ин­
теграле в (6) даст нуль. Окончательно получим:

dw

(1.Х
= 9^>Vajlog

₽о - J

e(«j) = 0.

(7)

Здесь aj —вычет в точке Вычисление а, для дискрет

кого спектра собственных частот дисперсионных осцилляторов дает:

(8)

где и»т = <»*'։•>?...  <»kk , °>j— корни уравнения e(w) — о И ք| силы осцил­
ляторов.

Таким образом, при переходе к действительному г первый ин­
теграл в (6) переходит в логарифмический член в (8), который пред­
ставляет собою обычную боровскую потерю и совпадает с точностью 
до малых величин с аналогичным выражением, полученным Шёнбер­
гом (7]. Второй интеграл в (6) переходит в известное выражение 
интенсивности черепковского излучения но Тамму и Франку [1].

Произведенный переход к действительному £ дает возможность 
интерпретировать первый интеграл в (6) как локальную потерю при 
комплексном е, а второй интеграл как интенсивность черепковского 
излучения в поглощающей среде.

Таким образом, га часть полных энергетических потерь, которая 
остается в среде и регистрируется экспериментальной установкой, 
дается формулой:

d<։>

при 1—32Res>032lms
I [i’Res 

■= |-|4pfci- при ։-^«<°
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Интересно отметить, что в (9) дают вклад, наряду с боровскими, 
и черепковские частоты, подчиняющиеся условию I — 32Ret<0. Оче­
видно. это те черепковские частоты, которые лежат в области ано­
мального хода дисперсионной формулы для Ret и в непосредственной 
близости от нее.

Другая часть черепковских частот не поглощается вблизи траек­
тории частицы в обусловливает собой наблюдаемое черепковское 
излучение, интенсивность которого дается формулой:

~~Пх у*  I

Для определения интервалов поглощающихся н нспоглощзющихся 
черепковских частот рассмотрим явное выражение для t:

III —աք — со“ — 1Հ| 
I

Вещественная часть имеет вид:
4zNe3y« (աք — «>*)Լ  

m — (»?'— u»s)s -г Т?и,г

Из приведенного графика видно, что в 
частот (»Հ.աՀ|, խ ,«Հ] и т. д. кривая для Res

интервалах черепковских 
(сплошная кривая) прак­

тически совпадает с 
кривой для действи­
тельного ■=■ (пунктирная 
кривая). Поэтому мож­
но считать, что череп­
ковские частоты, лежа­
щие в этих интервалах, 
практически не погло­
щаются. Именно эти 
частоты дают основной 
вклад о (10).
С другой стороны, их 

вклад в (9) ничтожен, 
так как соответствую­
щие им 1гпг и 0 практи­
чески равны нулю.

Частоты, лежащие вне 
указанных интервалов, 
сильно поглощаются и 
почти не дают наблю-

На больших расстояниях от траектории 
лаемого излучения.
боровские и черепков­

ские потерт принимают соответственно значения:
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и

—2| 7. ]cos|

е Н>(1«։ (И)

dx —4 Res sin

— ?rsin

2| x icos'L-r 

e • u>do> (12)

֊ ^in-֊

При I /1 > oo интеграл по боровским частотам исчезает. так как в этом
О случае cos отлично or нуля для всех возможных значений

в ( — ~ <Հ О <Հ0 j- Интеграл же по черепковским частотам может 

принимать при 0 ~ 0 отличные oi нуля значения и для больших 
значений |у|. Для таких 0 (12) принимает вид:

dw •’*«₽•» 

dx
cos֊- e•6

cos^- 

lodio 03)
-2|zl’

Для часто’], лежащих в интервалах (<Հ ,սՀ].իՀ XJ, $ практически равно 
нулю, и (13) перейдет в полученную ранее формулу для интенсивности 
черепковского излучения в поглощающей среде (iO):

d\V<4vP ) _ ջլ (’
“ФЕ “vs j

l-^Re»<0

(Ю)

Таким образом, в достаточно хорошем приближении можно счи­
тать, что и в случае поглощающей среды имеются полосы черепковских 
частот, которые дают вклад в наблюдаемое черепковское излучение 
на бесконечности. Однако эти полосы значительно уже, чем в случае 
действительного st а соответствующие им длины волн относятся к 
длинноволновой чаши черепковского спектра для прозрачной среды. 
Очевидно, что с уменьшением констант трения интервалы непогло- 
щающвхся черепковских частот будут расширяться.

В заключение автор пользуется случаем выразить свою искрен­
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Վ. 1К. &Ulb|'UI<| JUlCl

ԼՒՑՔԱՎ.ՈՐՎԱԾ ԱՐԱԳ ՄԱՍՆՒԿՆԷՐհ ԷՆեՐԳեՏՒԿ ԿՈՐՈհՍՏՆեՐԸ 
ԿԼԱՆՈՂ ՄՒՋԱՎԱՅՐՈհՄ

Ա 1Г Փ Ո Փ II |« ւր

11.շիւատու ի) յան մեՀ րննսւրկվում Լ //’/"/ ք I' 1* ևո ,ս f] ման H կորո ։.։/ տները 
կրսնււղ մի^ւսվայրամ տեղի ունեցող (ր it րով յան ) 1լո րա աոնե ր ի և
յերենկովյան Հաո աղ ա յի!ման pmJ in'll ե լու հւորցրւ Նշված րաւքււքնամր կա­

տարված է րնղհանու ր տեււրով, աաոնց որևԼ и սո ։Հան ափ ւսկո ղ !՚նի ипцип ■ 

ի1 յանէ Ստացված են րանաձեեր' կլան ող մ ի Հ ա վ ա յ ր ո ւ if տեղի ո!.նե ցող 
լոկալ կորուստների ե շերենկովյան մ ա ո ա ղ ա յ իք մ ան համարւ 'Լերդին րանա֊ 
ձեր 'nuif րնկնու if Լ հաղինիի [f/j ա ո ահարկված րանաձևի հեւու Լոկալ 
կորա ո in'll ե րի ե ղրանց հետ մեկտեղ մոտիկ տա ր ած ու [J յո ւնՆե ր ի վրա տեղի 
ունեցող կորա ււտնե րի համար ստացված րանաձևր պետր Լ տա Լրսւղերի֊ 
մենւոի կողմից հաշվաովող' լ ի ց րա ■/ ո ր վ ա ծ մասնիկի էներգիայի լ ր ի վ կո- 
րքքւսւոր, իւ ւոո լ իք յան էֆեկտի հաշվաոու մ ով (լոկալ կորա աո Ji

Աշխատության մեծ д"'Л] է տրված, որ կլանող մ ի 9 in if ա յ ր ա մ \ երեն֊ 
կովյան ձաոտդայթա մը դիտելու շաւիանիշր ֆիզիկապես ւասրրեր I; պարդ 
միջավայրի համար եղած չաւիանիշից։
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