
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍԱՌ ԴԻՏՈԻՌՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
‘նիզ.-մ։սթ., pfi. 1. «էխն. q|nnn։j>. [X, № 3, 1956 ФиЗ.-MtiT., ССТССТВ. Н ТОХИ- НЭуХИ

Б. М. Левитан м И. С. Саргсян

Теорема о сходимости дважды дифференцированного 
разложения по собственным функциям оператора

Штурма Лиувилля

1. Введение

Одной из важных задач теории уравнения Штурма — Лиувилля 

у"-Ча֊Я(х))у = 0, (1)
заданного на полупрямой (0, является задача о разложении функ
ции с интегрируемым квадратом по собственным функциям уравне
ния (1), т. е. по решениям этого уравнения, удовлетворяющим крае
вому условию

y'(0)sina -г y(0)cosa -= 0. (2)
Как известно всегда имеет место развенство Парсеваля, г. е. схо

димость интеграла Фурье в среднем квадратичном.
Для того, чтобы получить точечную сходимость интеграла Фурье, 

соответствующею задаче (1)—(2). до недавнего времени накладывали 
на функцию довольно жесткие ограничения. Так, Г. Вейлем была до
казана следующая

Теорема (см., например [Ц, георема 6. 2. 2). Пусть выпол
нены следующие условия:

I. f(x) CL2(0,оо);
2. {f"-q(x)f) СЦ(О.оо);
3. i(0)cosa 4- Г(O)sina = 0, где a — действительное число՝, 

հ
4. lim{f(x)E’x(x) —Г(х)Ех(х))=0, Н.(х) i e(x,X)dp(X), (/.-АО).

Х-® J
т0

Положим.
Со 

g(A) - J f(x)E>.(x)dx • 

о
Тогда

= J ?(x*x)dS(K) > 

-со

причем последний интеграл сходится абсолютно.
Недавно один из нас [2] показал, что точечная сходимость имеет 



4 Б. М. Левитан н И. С. Сяргсян

место при тех же условиях, что в разложение функции в обычный 
интеграл Фурье ко косинусам.

Целью настоящей статьи является доказательство того, что в 
сущее венном при тех же условиях, что и в цитированной выше՛ 
теореме Г. Вейля, имеет место не только сходимость самого разло
жения к функции f(x), но и сходимость второй производной разло
жения к Г(х) (однако уже нс абсолютно). Именно нами доказывается 
следующая

Теорема. Пусть функция q(x) в каждом конечном интервале- 
и че.ет. суммируемую вторую производную и выполнены следующие 
условия:

1. |(х) СЦ(О. оо);
2. f"(x) сй(0,оо);

3. (F-q(x)f) cU(O.oo);
4. i'(0) = ('(co) =֊ 0;

?. lini {l'(x)E.'(x) f'(x)Ex(x)| « 0» Ex(x) ?(x,X)dp(X), (a / 0)
X-- OO J

+0

I Положим

<£.■
g(X) ֊ | f(x)Ex(x)dx -

0

Тогда
՜Ղ

Пх) = \ ?; (X, >.)dg (>.) ■ 

2 Некоторые предварительные формулы

Предположим функция q(x) определена на полупрямой (0,оо),. 
действительна и суммируема в каждом конечном интервале. Пусть 
задача (1) —(2i имеет неотрицательный спектр. Положим/, р-. /. >0. 
Обозначим через ?(х, р-) решение уравнения (1). удовлетворяющее 
начальным условиям:

у(0)-1. у'(0) = 0. (2Г)

Для произвольного действительного числа է известна формула

*-И
«(X. -Hcosjit ! "Г(х 4- է, յւ) 4- 7(х — t, |i))+ ( w(x. t,s)«(s. u)ds, I3)

x—է
где функция wi.x.t.s) строится по функции Римана уравнения в част
ных производных 

и для производных функции w(x, t.s) справедлива формула (см. (3]>
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՜" [Խ+Տ֊։)] ՜4՝՜'’ [-2(x+s + t) ]}.<k>l)(4).

В силу определений функций gt (է) и Z։(x,s) имеем: 

g*(£)=^(— «)=0; Z,(x, x -Н) = Հ (x, x — տ) = 0.

Тогда формула (7) примет вид:

Обозначим через g։(t) функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям:

1. g։ (է) четна, т. е. g։ (-t)=g, (է).

g« (t) обращается в нуль вне интервала
g* (է) имеет непрерывную вторую производную.

Обозначим через <|>։(а) cos — преобразование Фурье функции 
g, (է), т, е. положим

'?«Ы = g. (t)cosptdt. (5)

о

Помножим обе части формулы (3) на gt (է) и проинтегрируем по I от 
О до е. В силу (5), получим

։ է
<?(х, j?(x 4-1, fx)g։(t)dt֊| — ь ։Og.(t)<H-r

о о

w(x, է,ծ) 7 (Տ, ս) ds dt- (6)

Заменяя в первых двух интегралах, соответственно, х 1 на տ, х — է 
из տ и меняя порядок интегрирования во втором интеграле правой 
части формулы (6), мы можем се переписать в виде:

х+«
т(х. р)->< (:0=֊ ( <?(s, u) {g,(s - х) -f- Հ (х, s)|ds. (б')

х-«
где

Z.(x.s) - w(x, t,s)g,(t)dt- 

lx—si

Дифференцируя формулу (6՜) по х. получим

֊I 2.a){g։(e) -KA(x.x+ 5)}Д?(х - 8, ^){g< (֊տ) 4֊

-r4(x,x տ)}
-М , տ)

՜՜^՜ ОХ
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?\(Х, ս)փ. (р) -и (X - Տ) 
Ժ.Հ

ԺՀ (X, տ)
Зх ds. (7')

Дифференцируя формулу (7') еще раз но х. получим

է ч U z . Հ <te։(x —տ) . ԺՀ (x.s) 1

dx dx

I 1 f C6* I Ժ4(Ճ’Տ)

В сил)՛՛ равенства Парсеваля из (9) и (10) следует

+ 2 I ?(տ’լէ) ’—ժ?—ь +--- ^Ժ~՜ ds. (8)

x-«

Из определений функций g։ (է)и ’/. (x,s) следует

<)х
s-x-H

_ ag.(x —տ)
Ժճ

S-X-S

Ժ՜Հ. (X, Տ) 
OX

так что формула (8) имеет вид:

?;(х.н)9< (н) ? (s. N

Ժ7-, (X, $) 
дх

= 0.

^g.. (x,s) Ժ՞/-, (x,s)
ժ№ ժ.№

ds. (9j

Пусть f(x) cL3(0,оо). Обозначим через F(|x) преобразование Фурье 
функции Г(х) (по собственным функциям ?(х,н)), т. е. положим

А
F(|x)=l-i-m (*f(x)s(x, ji)dx • 

А — о». ՝ 
о В

(10)

со
08&(x_--.s) , ^2՜Հ (X, տ) 

dx2 '՜ dx։ ds. (Н)

Введем обозначение

ււ
S(x.p)= p(x,v)F(v)dp(v)։- 

о

(12)֊

В силу (12) формула (11) примет вид:
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<о ։+* iյ ք «տ) * • (i3)

-co ։ •«
Обозначим через S’(x.u) функцию, аналогичную функции S(x, р), 

при q(x) 0. т. е. положим

Ր 9 СС(и) = I f(s)cosj*s<is • S*(x, թ) =— I cosvx CO)d\

O i

Выписывая для функции S*(x,թ) формулу, аналогичную формуле (13). 
и вычитая ее из (13). получим

- ОО

<PS(x.p) <j’S’(x. թ)
~дх*--Я?

j'Ks^Ad,.
(Ы)

так как при q(x) 0. w(x.t.s) 0. и тем самым (x.s)^_0. 
В силу определения функции *Z.(x, s), имеем

o’X.(x.s) <ru(x.t.s) _ Г „ 7П <**w(M.s) .. ,.г.
------ dbT“՜----------dx՜ 8։(х S, + J &(1)------- (Խ) 

«~|։-»| «։—il

Из (14) и (15) следует

Г Ф.(1х)Л^ь^) =_րք(տ)^ևճւ g.fx-s)(ls+

-« I x-« t-li-.l

£MMd)g.(t)dtds
VA

(16)

Преобразуем первый член в правой части (16). В силу опреде՝ 
ления функции ф, (р) из формулы обращения следует

ՕԴ
р։ (է) = ֊ Ф. (ji)cosptdu •

—ос-
Тогда первый член 1, формулы (16) можем переписать гак:

Ф. (р)со$р(х — s)dj*

<Av(x.t,s)| . .
----- ——cosp(x — s)ds J dp •

Введем обозначение
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cosv(x -s)ds (17)

В силу (17) первый член I, формулы (16) окончательно примет вид:

(18)

Преобразуем второй член правой части формулы (16). Положим

Ix,t)=j f(s)"Walids. 

X—I

f)(x, ;а) — J h(x, tjcosjxtdt •

о

i 19)

(20)

В силу равенства Парсеваля из (5) и (20) следуеч

Ох-

■g։(t)dt ds

Значи։

(21)

В силу (18) и (21) формула (16) примет вид:

и

ժ2Տ(ճ, р) 
Ժճ2

Ժ’Տ*(ճ. p) 
д*֊ zXx.:>)•ъ (22)

3- Доказательство теоремы в случае точечного спектра

Рассмотрим сперва случай, когда задача (!)•—(2՜) имеет неотрн- 
нательный точечный спектр. Пусть /. — ՛ՀՀ (л>0). Обозначим через 
!Ч- собственные значения, а через ?։ (х), ?s(x)...... ?п (х),...
соответствующие собственные функции задачи (!)-»• (2՜).

Докажем некоторые вспомогательные леммы.
Лемма 1. Пусть функция q(x) в каждом конечном интервале 

имеет суммируемую вторую производную и выполнены следующие 
условия-.
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1. Цх) С Լ3(0, ос);
2. {Р—q(x)f) ՕԼ2(0,օօ);
3. Ր(0) = 0;
4. lim{f(x) Հո (x) f'(x)?«(x)) = 0.

X—cc

Тогда при a -> а справедлива оценка

= o(l).V I I
a

(23)

Оценка (23) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Док аза т ел ьс г в о. В случае точечного спектра функция S(x, о.) 
имеет вид:

S(x,!L) =V a;ittn(x) .

где коэффициент {ап; — коэффициенты Фурье функции f(x) в системе 
собственных функции {©n(x)J-- Так как функция ?п(х) решение урав
нения (1). то имеем

00 со
an = | i(x)?։1(x)dx = - է Цх)«(х) - q(x)qpft(x))dx.

6': 0

Интегрируя последний интеграл дна раза но частям, в силу условий 
(2') получим

Հ»

а" = ՜ I Тп(хИНх) — q(x)f(x)}dx . (24)
P-nJ 

о

Введем обозначение
о©։

Сп= |?а(х)(Г(х) q(x)f(x))dx.

о
Тогда (24) можем переписать так:

а,= . Ж

Из определения функции S(x,р) и (24') следует

•;՛№)- V V Ье..1-1?%(Х)|. (25)

’ [ Ол |
л a-^un^a-f-1 а֊:~|1։|-֊^а-г I

В силу неравенства Коши-Буняковского из (25) получим

d2S(x,u)
V <7Х2

а<р0<а+1
(26)
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Так как {fz/ —q(x)f} cL2(0. со), то

сс
V Հօօ.

л-1

значит, при а-><о, имеем

а^п^а-Ь 1
С другой стороны, в силу теоремы 1 роботы [3], имеем

Лемма следует из оценок (27) и (28).
Из определения функции S*(x, ц) непосредственно следуе։
Лем м а 2. Пусть выполнены следующие условия:
I. f(x)CL2(O,оо);
2. Г'(х)ОШоо);
3. f'(0) = f'(oo) = 0.

'1огда при а-*<х> имеет место оценка

v^^=0(1)- (29)

Оценка (2.9) имеет место равномерно на всей полупрямой (0. <*> ).
Введем обозначение

П/ Ո ^S(X.u) <72S*(X,p) 1 , . 2 Со/
R(x՛|։;•> = дУ----------дУ ՜ла(х’;ւ)՜ ՜տ 1?(х՛v)<!՝' ՜

« 0՜

Из лемм 1 и 2 и определений функций а(х, и) и 3(х.р) легко 
следует

Лемма 3. При каждом фиксированном х и при а -> со имеет 
место оценка

y(R(x, n;f)) = о(1). (30)

Оценка (30) имеет место равномерно в каждом конечном ин
тервале.

Из леммы 3 и теоремы 1.1 работы [4) следует
Лемма 4. При каждом фиксированном х имеет место ра

венство

lim R(x, р; f) = 0. ($0
р-»со
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Равенства (31) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Чтобы доказать теорему о сходимости дважды дифференцирован
ного разложений по собственным функциям оператора Штурма — Лиу
вилля. остается исследовать поведение функций

а(х.р) и 8(х,v)dv 

о
При JA-> OD.

Для этой цели докажем следующие леммы.
Лемма 5. Если функция q(x) е каждом конечном интервале 

имеет ограниченную первую производную, то при каждом фикси
рованном х имеет место равенство

lim «(x,|i)=0. 
и-♦ а-

(32)

Равенство (32) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Доказательство. В силу определения функции <х(х,р) имеем

։—։ t~|x-4l

Отсюда, в силу формулы (4). следует (при x>s)

A •>
X-l

sinu(x ֊ s)ds. (33)

Так как по предположению функция q(x) имеет ограниченную первую 
производную в каждом конечном интервале, то

q(x) — q(s) 
х —s

где постоянная С зависит от интервала изменения х.
Поэтому лемма следует из (33) в силу леммы Римана — Лебега.

Лемма 6. Если финкция q(x) в каждом конечном интерваЛе 
имеет ограниченную первую производную, то при каждом фикси
рованном х имеет место равенство

и-
= О*

о

/34)

Равенство (34) имеет место равномерно в каждом конечном 
интервале.

Доказательство. В силу определения функции £(x,v) имеем
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g ։
^(Х, >)dv = pi(x, I) -n^-dt.

Ճ о

(35|

Далее, так как функция q(x) имеет ограниченную первую производную 
в каждом конечном интервале, го из формулы (4) следует оценка

<Av(x, է,տ) 
ժ№ <С<сс.

(36)

Из определения функции 
Буняковского следует

Тт-t

h(x, է), оценки (36) и неравенства Коши —

dMx, t, я)
dx.-

X 1

(37)

Обозначим через 7։ произвольное положительное число 
лож им

и по-

sinut 
՜է

0

В силу оценки (37) получим

.0

֊-dt = J, + I։.

dt г , г~р~- — .
о

Поэтому, каково бы ни было число '&>0, можно подобрать т։ 
малым, что для всех ա будет выполняться неравенство

столь

НхК'/а- (38)

Выбрав т„ возьмем затем число и настолько большим, чтобы для 
всех а>р., выполнялось неравенство

1Ы<г'/а. (39)

что возможно на основании леммы Римана Лебега. Из доказатель
ства леммы Римана — Лебега следует, что оценка (39) имеет место 
равномерно в каждом конечном интервале.

Лемма следует из опенок (38) и (39) и произвольности числа ծ.
Из лемм 1, 5 и 6 следует следующая теорема о равной сходи ыос- 

1н дважды дифференцированных разложения по собственным функциям 
оператора Штурма — Лиувилля и разложения в обычный интеграл 
Фурье по косинусам:

Теорема 1. Пусть функция q(x) я каждом конечном интер
вале имеет суммируемую вторую производную и выполнены сле
дуют не условия:
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1. j(x) CL2(0, со);
2. Г(х) С ЦО, со);
3. {Г — q(x)f} СЦО,«>);
4. ('(0) = ('(«>) ֊ 0;
5. lim (F(x)cp'n(x) — Г(х)ф„ (x) ֊ 0.

Xr+ co
Тогда равномерно в каждом конечном интервале имеет место 

равенство
d2S(x,u) d8S*(x,ji) I А

1,րո ------ -°1
թ-»օօ ՚

ու. е. разность между вторыми производными разложения функции 
> х) по собственным функциям оператора Штурма Лиувилля и 
разложения в обычный интеграл Фурье ио косинусам стремится к 
нулю равномерно а каждом конечном интервале.

Как видно из теоремы 1, для доказательства теоремы о сходи
мости дважды дифференцированного разложения по собственным функ
циям оператора Штурма Лиувилля нам остается установить анало
гичное утверждение для разложения в обычный интервал Фурье по 
косинусам.

Теорема 2. Пусть функция q(x) в каждом конечном интер
вале имеет суммируемую вторую производную и выполнены сле
дующие условия:

1. f(x) СЦ(О.оо);
2. f"(x) СЦ(0,«);
3. {f"—g(x)f) CL2(O, «>);
4. f'(0) = !'(«>) = 0;
5. lini(f(x)v»;(x) —Г(х)фп(х)) =0. 

X— co
Положим

Тогда

՜<

а,. = 1(х)фп(х)Йх . 
«յ О

СО
f"(x) = San?;(x) . 

и— I

Доказательст во. Обозначим
X

С(р) = j f(x)ccsjxxdx . (40}

6
Интегрируя последний интеграл два раза по частям, в силу 

условий 4 и 5 теоремы, получим 
со

|i5C(u) — — I f"(x)cosj*xdx . (41)

о
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В силу условия 2 из (41), согласно формуле обращения, следует

1"(х) = — lirn | v2C(^)cosvxdv = lini —"I C(v)cos*xdv = 
ft—05 J [1 ’CO *'$*’ J

0 0

*=lirn
р-sc

O2S*(.X, Ji)
Ժճ2

что и доказывает теорему в силу теоремы 1.
4. Случай произвольного спектра

В случае произвольного спектра доказательство приводится ана
логично, заменяя суммы соответствующими интегралами Стилы еса. 
Поэтому мы здесь ограничимся только формулировкой теоремы.

Теорема 3. Пусть функция q(x) в каждом конечном интер
вале имеет суммируемую вторую производную и выполнены сле
дующие условия:

I. f(x) CL2(0, со ),
2. f"(x) CL.(0, ос );
3. (r-q(x)f) сЬ(О.оо);
4. ('(0) = f'(oo) =0;

5. lim{f(x)E;(x)—f'(x)Ex(x))=O, Ex(x) = Ф(х, k) dp(X), (>.=£ 0).

Положим
<x

g(X) = p(x)E.A(x)dx.

0
Тогда

<X5

-oo
Военная артиллерийская инженерная академия 

им. Ф. Э. Дзержинского
Московский государственный университет 

нм. М. В. Ломоносова Поступило 20 II 1956

Ռ. U*. ЦЬЩипшС և Ь. Ս. UuipqujuiG

ԹեՈՐեՍ՚Ա ԸՍՏ ՇՏՈհՐՄ LbflKHLb ՕՊեՐԱՏՈՐՒ ՍեՓԱԿԱՆ ՖՈհՆԿ- 
ՑՒԱՆեՐՒ ԿՐԿՆԱԿՒ ԴԽՖեՐեՆՑՎ.ԱԾ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅԱՆ ՋՈհԳԱՄՒՏՈհ- 

ԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ
Ա Մ Փ Ո Փ Ո հ 1Г

(՜, in ուր մ— /./»"* <//'///' հավասարման տեսության կարևոր խն <լիր'հ երիրյ 
ւքեկր tu/'iiii խւ ա'ն ում է; վ>ուէէակուէւու. "tlnn մևկէէէևղ ■՛։ ա՛հ pnrtf ո ւ մ արել [ւ ֆուեկ֊ 
րյ1>այ1> tj երլու ծու [J jui՝!։ խնդիրն րուո այդ > ա >Էա ч ա ր մ ան սեւիակսէն !իու^<կ- 
յյիանհրխ
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(у"_|_ [A-g(x)}y =0, (0=srx<oo), (I)
(y'(O)sina 4- y(0)cosa = 0: (շ)

ին՛չպես հայտնի Լէ միշտ տեղի ունի Պարսևալի հավ ա սա ր ա մ ր, ա յ~ 
ոինրն ւթ։ րո։ իշյ ա [ իւնղ րին հա մա պա տ ш и իւան ո ղ էեուրյեի ին ա /. ղ ր ա յ ի մի^ին 
րաոակոէ սային ղոէ դամիտությունր։ Կետային ղուղամ ի տութ յուն ստանալու 
համար »/ ե րլուծ վող ֆունկցիայի վրա մինչև վերքին ժամանակներս դրվում 
էին րավական ծանր պայմաններ։ Այս ոլ/լղոէ թյամր հայտնի Լ Գ. 'Լեյլի 
թեորեման [1ի

Հերքե,է U մեղան ի ղ ւ1եկր j Հ?յ ղսէ յ i] tn./ձ,7. (է)֊ (2) խնղրին համա
պատասխանող ’եուրյեի ինսէեդրալի կետային ւլո t ղ ամ ի ա ո« թ յո։ ն ր տեղի 
ունի նույն պայմաններում, ինչ որ րսսւ ՚եոէ րյեի սովորական ինտեդրալ- 
ների վեր լա ծ ութ յան ղեպրում։

Ներկա հողվածում ապացուցվում Լ, որ կապես նույն ենթաղրա թյուն- 
ների ղեպրո։ մէ ինչ որ ՛և. 'Լեյլի թեորեմ այո։ մ, տեղի ունի ոչ միայն 1*( X ) 
ֆունկցիայի վերլուծության կետային դո t ղ ա մ ի տ ո ։. թ յ rt t ն ր, ղ ո ւ ղ ա մ ի ա ո ւ.մ 
Լ ([“UJ!J ‘որղեն ոչ րա դարձակի դեպի ["(X) նաև կրկնակի ղ ի !իե րեն ցւք ած 
վերլուծ ո։ թ յոլնր։

Ապապոլցվոլմ ( հետևյալ թեորեման'

թեորեմա. Գիցույ) q(x) ֆունկցիւսճ ամեն մի i|lip»im|np ինտեբւ|ալում 
ունի Տա6րւսգու<ք<սթեփ երկբոբւ| կաբգի ածանցյւպ b pun[tnpuipi|։։id են հետևյալ 
պայմանները՝

1. f{x) CL2(0. эс ),
2. р(х) СЦ(О.со).
3. (Г—q(x f| cLjO, с»),
4. f'(0) ֊- f'(oo) = 0,

k
5. lnn{f(x)E:(x) — f'(x)Ex(x)j =0, b\(x) = j <p(x.v)d?(v), (X 0), 

- *4-0
npuibq ф(Х, v) (1) (2) |uGi|p[i լուծումն I,:

co
bPL g(X)=p>(x.>.)E։(x)dx,

0
CO

ապա f"(x) = I ?;(X, X)dg(A\ .

- o>
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. А. Костаидям

О кручении полого ступенчатого вала

В работе приводится точное решение задачи о кручении полого 
ступенчатого вала, когда к его торцам приложена симметричная на
грузка. зависящая только О! радиуса.

Решение задачи представляемся рядами по бесселевым функциям, 
коэффициент которых определяются из бесконечной вполне регу
лярной системы линейных уравнений. Для определения напряжений 
при кручении даются формулы, зависящие от геометрических пара
метров вала. В качестве примера рассмотрела задача о кручении по
лого ступенчатого вала, когда скручивающая нагрузка приложена к 
торцам вала по линейному закону.

§ I. Постановка задачи

1 . Возьмем цилиндрическую систему координат (г, О, z) и сов
местим ось z с осью вала (фиг. I).

Предполагается (1.2), что поперечные сечения вала при круче
нии остаются плоскими и перемещение вдоль радиуса вала равно 
нулю.

При таком предположении из шести составляющих напряжений 
отличны от пуля только касательные ^радряжеиия т(с и 
Известия IX, Mt 3—2 пЛ՜ чр Հ .

I “ ■ л ?
А 7.W# Հ. }
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_1 ԺՓ
Г1 д7. '

J 
г ժր’ (1.1)

где Ф (г. z)—функция напряжения, удовлетворяющая в области осе
вого сечения уравнению

<гФ 3 дФ , Ժ*Փ
ժր г ժր ԺՐ (1.2)

Граничные условия для функции Ф (г, л) определяются законом рас
пределения напряжений на все։։ поверхности вала.

В юм случае, когда внутренняя боковая поверхность полого ва
ля свободна от внешних сил, на внутренней боковой поверхности ва
ла функция напряжений удовлетворяет условию

Ф (г. z) = С = const. (1.3)

Ila боковой поверхности вала, когда боковая поверхность нс 
свободна от внешних нагрузок, функция напряжений удовлетворяет 
условию

»
Փ(ր(տ), z) = - ^P(s) г (s) ds. (1.4)

X
где Р (s)—скручивающая нагрузка, г (s)—радиус поперечного сечения, 
a S—расстояние по длине контура осевого сечения вала. Проекция 
полного напряжения на нормаль : контуру осевого сечения должна 
совпадать по величине с приложенной нагрузкой

<։-5>

Условие (1.4) получается из (1.5) и (1-1).
Решая уравнение (1.2) методом Фурье разделения перемен

ных, получим:

Ф (г, z) = (AshXz — Bchkz) [Cr J-(Xr) 4֊ Dr’Y. (Xr)l.
(1.6)

Ф (r. z) sinXz - Bcos/z) [Crs l3(Xr) 4֊ DrsK3 (>.r) |r

где), произвольный вещее; венный параметр, Je(x) и Y.2(x) функции 
Бесселя второго порядка, соответственно, первого и второго рода, а 
1дх) и К3(х) -функции Бесселя первого и второго рода,второго поряд
ка от мнимого аргумента.

Функции
г*. t*z. и х (1.7)

также являются частными решениями уравнений (1.2).
2°. Рассмотрим задачу о кручении полого вала со ступенчатым 

осевым сечением (фиг. 1).



О кручении полого ступенчатого вала 19

Пусть Скручивающая нагрузка приложена к торцам его и зада
на как функция г:

Мг, 0) 4г(֊з֊) =?i(r): (s^f^d);
Г V (Л j Հ _ Լ1

•(1.8)
I ч(г, Ь) = 7(*),./?>(')! (s^r^R).

Предположим, что функции о,(г) и ?3(г) кусочно-непрерывные и 
имеют ограниченное изменение в соответствующих интервалах. Сле
довательно, функции (г) и ?а(г) можно представить в виде рядов 
Фурье-Дини (3).

а числа ( Хк ) и [ ! являются, соответственно, корнями уравнений:

?1 (0 -

ЭпГ-Ь У akw։(Xkr); (s<r<R), 
k-t

ьпг+ у bk w, Qikr); (R < r < d), 
к - 1

(1.9)

где

?Иг) = [.,г-|- V fkw,(Xkr); (s<r 
k - i

... .. •1п(лкг) ^u(Xkr) x
w"('*r>֊ ЛЛМ?) -’Y^R)-՝

tv {n H Vn (14 Г)
"”<֊>кГ) J,.(Kd) Y2(!.k<l/

<R).

(1-10)

w.. (x-s) •b(sxj_ Y,i--i 
ja(Rx) V.(Rx)

(i.U)

W..(XR; Ш_х)_ _ Yg(R x)
Ji(dx) V2(dx)

Для функций wn(x) справедливы следующие формулы

I xWj (Xkx) w, (Xp x) dx = •- I Xw.. (Xkx) ws (Xpx) dx =

где

0, при p ¥= k1 (1.12)
wk, при p = k.

»»k = v ([Rw, (XjcR) ]2 [sw։ (Xks) p ),
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ճ

I xw1(Hkx)w։(ltpX)dx = ;֊ 1' 
.) Ip J
R

w2(ukx) \у2(;лрх) xdx =
0, non p ^=k ’ 1 ’ (1.13)
sk, при p - k.

где х - IRwjjXkRH;

R

R

S

d

J X) <1х -- 0. 

R

(1.14)

Коэффициенты разложений (1.9) определяются единственным образом 
при помощи формул (1 • 12)—(1.14).

Функция напряжений Ф(г, z) должна удовлетворить следующим 
контурным условиям: на части контура осеного сечения, соответ
ствующей внутренней поверхности вала, из (1.13)

Ф (s, z) = С ==. const., (1.15)

а на остальной части, пользуясь формулой (1.4). подстав..яя туда 
значение касательных напряжений согласно (1-5), (1.8) и (1.9), после 
последовательного интегрирования получим:

•»
'I' (г. 0) = С+ -4° (Г4 - s’) + г= У w. (чг); (S=K г R).

k -I

♦ (г, 0)=С4-^ (R’,֊ s>)+ ֊» (г’ R’H-rs S ֊“- ws(j»kr): (R = ;

Ф(с1, շ) С 4- ֊֊ (Я4 s,l)4- (d4֊R4);(O<z Да).

Ф (г, а) =С + (R« — s<) 4֊ -Է- (d4 K‘);(R^r::--;d),

«Ի (R, z) =C փ (R‘ s<) b (d‘ - R4); (a^zb). •r *t

(1.16) 
я К f.|> (r. b)=C4- (R4 ֊ s‘) + ֊V (d՝1 - R») 4- 4 (r’։ - R’J 4-

•Ч5 V (s <r^R).
k-J 4

Из (1.1-5) с;.с;ус:, что Ф (s, b)-= С. и следовательно, из последней: 
формулы (1.16) получим:

(«о-М (R4֊s։)+ bfl(d4 — R։) — 0. (1.17> 
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Это соотношение между введенными постоянными представляет урав
нение равновесия действующих на вал крутящих моментов.

Функцию Ф (r. -z)) ищем в виде:

։Հ (г. Z) , в области I

■1’ (Г. z) = Փշ (Г. z) , в области Н (L18)

ф» (г. Z) . в области III (фиг. 1),

где функции Ф|(г, z);(i= i, 2, 3) удовлетворяют граничным условиям:

֊Տ-Թ)...,. =f«r + Ё ^.(М; <s<r<R)

Փյ (տ, z) = С; (а < z < b)
(1.19)

Ф։(R, z) =>C-f-֊°-(R1 s4)-f- -°-(d<-R4); (a<z<b)

֊г|'~И “V 1-aicWjAkf); (s<r<k)
Г \ J г «, о 4 k- 1

Փ2(տ. z) = C: (0<z<a) (1.20
ca

=bQ г փ V bkw։ (ukr); (R < r < d)
k-l

Ф, (d. zj = C+^ (R4 s4) + ֊4d> R*); (0<z<a) (1.21)

Փ,(ր, a) C+^(R4 s*)+ (d4 —R4); (R<r<d).

J.
l1 Լ dr ,

На смежных границах областей 1 п И, II и III функции Ф( должны 
удовлетворять условиям сопряжения:

Ф, (г, а) = Ф։ (г, а), .. (s<r<R) |1ճ2)

Ф։{М) = Ф։(К>г), (^)t.l(=(w)r.R; <0<Z<a)- (t23)

Там же определим -r(R, г) и т (г, а) раз/тожениями

Հ (R, г) = 4 + V Bk COS -^1 (0<Z<а) 
ճ “• а

к- 1 (1.24)

Ն (г. а) ='ог4- ;kw։(>֊kr); (s<r<R)
к -1
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«— ՜ — ....... .................. — ■ -■ ~ -------- я

где {г(к) и {^i неизвестные коэффициенты. Решение задачи сводится 
к нахождению этих коэффициентов.

Используя решения (1.6) и (1.7) уравнения (1.2) и удовлетворив 
граничным условиям (1.19) -(1.21). имея в виду (1.24), (1.25), удовле
творив первым условиям из (1.22). (1.23) и используя соотношение 
(1.17), для функций Ф|(г, z) (i = l, 2, 3), получим:

Ф։ (г, z)= С փ Ճ (г1 — $4) И- г У [ fk $h лк (z я) +
4

4- -к sh Хк (Ь 7.) Wa (Ак Г)
AkshZk(b а) (1-26)

■I>։(r,Z) = C + ^(r*֊^+z(r«֊s‘)\4 V է а sin 1^1 
к -1 1т” v /

4-г У [tkshXkz-|֊aksh>*(« z)]֊"8^,-1 -i / s ֊ r ֊’ Ն (] 271 
ь.., Чьпча Լ Osszssa )

•Mr, z) = C + 4 (г4 R‘) + z(<P + 4 (R4֊s*) +
4 а ч

cc

k - J

bk
sh pk (a -z) 

uk sh pka w2(pkr)-r

T.k

Л , էճ£՝| 

ki;bR ; kxd\ 
\ a a /

sin — a
R^r^d

0 7. a
(1.28)

где Д(Х. у) = l.,ftx) K2(y) K2(x) 12(у).

§ 2. Сведение решения задачи к бесконечной 
системе линейных уравнений

Неизвестные коэффициенты {ijk} и {Skj; (к =1,2, 3 . .
имеющиеся в выражениях для функций Ф1(г, z); (i = 1. 2, 3) вполне 
определяются, если также потребовать выполнение вторых условий 
сопряжения из (1.22) и (1.23).

1°. Потребуем чтобы функции Ф։ (г, z) и Ф, (г, г) удовлетворяли 
второму условию пз (1.22)

д/, /, - а \ Ժ/. Հ, , а’ (s<r<R). (2.1)
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Из формул (1.26) н (1-27) составим равенство (2.1)

t'k յ __ 3k 
sh/.k(l> а) ' shXka

:kshM>------lw,(i.kr) =
>||/ . aslu.k(b—a)J

T|K ձ j՛ k-s ֊ kfR \ 
' a ’ a .

l)k; (s<r<R). (2.2)

Умножив обе части тождества (2.2) на w- (Хрг) и интегрируя по г в 
пределах (&<r<R). используя формулу (1-13). а также значение ин
тегралов

г3 у) w2(/.Pr)dr ֊ -^R$4 (W> (2-3)

րձ ( Ջ ) W2 (АрГ) dr = -----  -7k â— w. (Դ ’<)• <2-‘‘)
? ՛ d Хр+(т.)

получим 
co

<»p shXp(b —a) sh/.։,n V / |ձ»« ■ ։ 1 i
5pRw։ (X։1R) - shXpb Лр ,^։ ( 1 '|k ?շ (-b y՜ '*՜

+ Л-Др /04 . H: -8)shXpa
4aXpR»lK ? -b

si I )<-. Ջ
sli Xpb

f. R^U;(P-'-2-3. ■ (2-5)

где «р —значение интеграла (1.13).
2°. Функции Ф2 (г, z) и Ф3 (г, /.) должны удовлетворять второму 

из условий (1.23). т. е.

;z<a). (2.6)

Из формул (1-27) и (1.2s). составляя равенство (2.6). используя ре
куррентные соотношения для бесселевых функций, получим
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sin1֊ =R(a0—ьо) + 
d

+ ao-bbjz-է v I sh /.kZ 4- ak$|j >.к<0 _ z) ] Ъ'ճձ2 _
d oil *-L d

к - I

Ь‘^Ц^֊ (0<z<a) (2.7)

к- 1

Умножив тождество (2.7) на sin ■—и интегрируя по z в пределах 
(0<z<a), получим

2

֊= b.Ss֊.«fc֊^l ■« ՚<”՚1+
( Т> +"

-Ւ ~<֊’Հ1՚1'. ։,7bb„t|;<p= I. Հ 3- - ֊ <2S)

*•(.՛ — )■-------------- iglg.----------------------- »“l
' a a ]

Введем обозначения:
(—l)k ՜‘ar<k = al*\; (2.П)

*FRw։(XpR) ==Lp։ (2,l2)
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»»=- ■ ■ .------------------------- -~Т~-............................ .. . - ' ■ , .

где О—постоянная подлежащая определению. Имея в виду (‘2.11)
и (2.12), бесконечные системы (2.5) и (2.8) приводятся к виду

сл

Ц= У՝ «„Л - GP; (р-1.2,3. . (2.13)
к - J

ОО !
FP = у bpkU + Rp: (р-֊ I, 2, 3 . . . ). (2.14)

к- 1
где

а/.р sliApfb — a) stiApa 1
а₽к“ а аЩь : .2 ,k«V

Лр~1т)

, _ ’» Эо /Р4 ,н sh >.р (b a)sliA։ia Г - sh/.pa 
,pS ՜Տ)-------- ՜ ’• | ւ«' shApb ‘

shXp(b—a) չ՚Դ____ •
f p * shApb RwjTpRj

(2.15)

(2-16)

. |’“ V bk 4- J? I a„ - b„ 4- (-1 )'■' 411 ■ (2.18)
k-։ ('֊) ГРГ

Совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений 
(2.13) и (2.14) можно привести к одной системе 

х

Zp= У ApkZk4--BP; (р-1,2,3. . .), (2.19)
k -I

• если ввести обозначения

Азр. 2к- 1 = bj*

Zjp-i — Lp Z«p — Fp

Յշբ_։ = Gp B2P=RP

Ajp-i. зк -i = 0 A?p - ։, 2k — ark
(2.20)

Аор. 2к = U.
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§ 3. Исследование бесконечной системы линейных уравнений

Докажем, что бесконечная система линейных 
удовлетворяет условию вполне регулярности.

уравнений (2.19)

ос ZC

1 . У ' A2ll_|. к | = У | аРк ] =
алр sh Хга sh >.р (Ь — а)

к—I к- I
a Si I Лр 11

к-1

I

(t)
а а

4 ’•р а (3.1)

н силу обозначений 
ряда

(2.20) и (2.15), причем использованы значения

k'-’ fa’ 2a
1 

a- (з;

и неравенства
1
х

(3.3)

sli/.pa sh ).p (b
shX,,b

а) 1
2

(3.4)

к-1 lc-i
]1հ<1 p-R 

a a

Wl' (XkR)

<'-'k II \ a /

(3.5'1

Вычислим сумму следующего ряда

s.֊=- Rwi (ZPR) (3.6)
р j,op

Разложим функции | г А

К.

И
иметь вид:

г--

на интервале (s,

krr kzs

) I г по системе функций

R). Такое разложение должно

г
t»p

(3.7)
p-I
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(3.8)

Умножим обе части (3.7) и (3.8) на I _L w2(>.kr) и интегрируем по 
у ։«к

г в интервале (s, R). Имея в виду (1.12), коэффициенты разложений 
АР и ВР определяются единственным образом. Используя рекуррент
ные формулы для бесселевых функций н значения интегралов, кото
рые получены при помощи интегралов Ломмеля:
BJL
J XWk(ax)Ik(3x)dx -- ! x|?wk(ax)Ik_,(3x)- (Зх) wk_; (ах)] j •

(3.9)
№ RI xwk (ax' Kic (£x) dx l_ 3S x tfwk(ax) K.,_: (^x)+aKk(?x)wk _։ (ax) ] | •

для Ар и B։, получим

Ap = (3.10)

t, (R'-$<)w։(>.pR) -------- —-- —
I WpApK

Подставляя значения A։, и B;> в (3.7) и (3.8), получим

I
( а а

У <^RL Հ_լ W։(xpn ■ (з. 13)
— I (Op XpR I 4rtp

Система функций ՛ i JLw2(Xpr) ] ортогональна и нормальна на 
I у <"Р I

отрезке [s, R], что видно из (1.12), и образует замкнутую систему. 
Используя обобщенное равенство Парсеваля н принимая во внимание 
(3.10) (3.13), получаем
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ИЛИ

W? ()-PR) 4а R3 
k-(Ri^) ’ (3.15)

При этом использованы рекуррентные формулы для бесссловых функ
ций. Сумму ряда (3.6) можно найти и другим способом. Подставляя 
(3.15) в (3.5), получим

Из оценок (3.1) и (3.16). выбирая х = 2 I 2. получим
ос

V I Агр-К I «тЧ” (ЗЛ7)
к-1 * “

т. е. система (2.19) вполне регулярна.
Совокупность свободных членов (ВР) системы (2.19) ограничена и 

стремится к нулю koi да р - . что легко доказать на основании работы[1].

§ 4. Определение напряжений

При кручении вала напряжения определяются формулами (1.1). 
Используя обозначения (2.11) и (2.12), пользуясь формулами (l.'i) и ре
куррентными формулами бесселевых функций, из (1.26)—(1.28) получим 
для области 1 (фиг. 1)

L Rw, ().kR)cli />к (b —z) _ - 
k wk sh Xk (b a)

ch /.k (z a) I
sh Xk (b—a)j w2().kr), (4.1)

+ v լ (b-z)l
— sh/.k (b—a) «jk shAk (b a) 1 '
k—1 '

(4.2)
для области 11

- <r> Z) = 4Гг* -r Հ՜ Ճ ֊ 1 > Fk 
k-l

k-г k-s\ 
a ’ a / k~z ,

SR-k^C0SV +
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cn
+ I 

k-l

լ chXk(a—z) ,
a к----- 1՜---------------*■՛<SO/* Ո

Rw։ (XkR) chXkz
o>k shXj; a w2(Xkr); (4-3)

к-1
для области 111

где

- Ճ» z + ^>2 v 
a a -J 

k-l

slikk(a — z) , .a‘ —siix^- - U

op-r к-Л

(՜ ° k ։,n

Rw, (XicR)shX^z 
«>к shXk а W։ (АкГ),

k-s 
a

(4.4)

•г (Г. Z) 4a r

2/2

Ն (r

bn 4"

к-/ cos֊

r « - <p

Fk

k-l

ch|*k (a — z) . ч— ------- — W2(uh Г)shpk a

W(a֊ z)
—'W1(։i|>r) *

k-t I . k-z 
sin — • 

a

O(x, y)= I,(x) K,.(y)4-K։(x)Ia(y).

(1.5).

(4.6)

(4.7)

«

21 2 v 
a —

Q
1Ղ ֊

a

Формулами (4.1) (4.6) определяются напряжения в любой точке осе
вого сечения.

§ 5. Ступенчатый вал. скручиваемый нагрузкой, 
приложенной к его торцам по линейному закону

Г. riycib нагрузка приложена к торцам и изменяется линейно 
вдоль радпуса сечения. Законы распределения скручивающих нагру
зок представим в виде

--(Г. 0) = ?1(r) = ֊Kt։; (Sssr«d). 
с

'х(г, b) S2(|)= yTS; (SGSr^R). (5.1)

Пользуясь разложениями (1.9), имеем
a(, = b„ = ֊L. f„=^ (5.2)

i J
ak = b x = fk = 0 (k = 1, 1.3. . .).
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Коэффициенты а0, Ьп и fn должны удовлетворять условию (1.17), т. с. 
уравнению равновесия крутящих моментов, откуда получим

Պ(ճ4——s4). (5.3)

Подставив коэффициенты (5.2) в (2.15) (2.18) и имея в виду
(2.20), для бесконечной системы (2.19) будем иметь

si I а,, a sh ).р (Ь — а) 
4а Хр sR2sh лр ЬВгр-1 =

2°. В качестве численного примера рассмотрим ступенчаты!։ по
лым вал с размерами а = 5«>, b — 10-s, R — 2s, с! = 3s.

Из (5.4) (5.7) видно, что все коэффициенты и свободные члены 
системы (2.19)—положительные числа.

В этом случае
I Bp I < max (| B3p֊i |, I В2р | J; р= 1. 2 . . .

Вр ; < 0.5339-2s, (5.8)

v1Л’- -1 ճ Л ՜ (5-9)
к-1 1

Пользуясь теорией вполне регулярных систем линейных уравне
нии — (5]. получим следующие оценки для неизвестных

0,53396 ".շտ ^֊ Fj 0,53929 t3s

0,52042 Հ Е. -0,34131 тл
0,49392 t..s^F3 :^ 0.53893 հ,տ

0.47337 0,54818 Հ2տ

0,444(33 ^.s^F51֊-֊0,55254 -.2s
0 < FP0,65856 Հշտ p = 6, 7,8. . . (5.10)

0,10115 Լյ 0,40658 T.S

0,05588 -.-Տ^ Լ> < 0.44143
0 < Լբ 0,46567 T2S p —3,4, 5. . .
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Для напряжений тг и - нз (4.1) (4.6) получим следующие 
формулы:
для области I (фиг. I)

(r, z) » V U ch'-lb Z) w>
— sh/.fc (b a)
k֊l

(5.11)

V(r. z) «4 !Л<. Si./. ՚ Տ zl
<ob:-|!/:(|. a) U>(W. (5.12)

для области П

-г (г. г) =
r<—s<
4a rs 1 a

co 
2J 2 v

к-1

д('-
■՝ Д

kzs\
IT J kr.Z

cos —

ОО

к-1

xv։O.kR)cluxZw 
shAjj a (5.13)

co
, 2| 2 V

для области III

r*֊d‘Ч (r. 7.1 = —---- -— -
4a r-s 1

r (a z)
Նlr՛z) - -^r-

4- g 
аь

+ R (Հր) +
|«|Հ bllAjiU

1 Fk -Աո֊֊-.—
Տ1Ո -----  •

a (5.14)

ik“’Fk a a I kxz 
кзГНГ'* a ' (5j5)

k-r k֊d

2_L?v(
a — 4 

к—I
bird k-R

. k~z . f.. Sin—;— (a. 16) •1

T, (r, z) « ֊ 
о

a • к

а

k է

bk .
ձ

а

a a

Подставляя в (5.11) (5.16) коэффициенты [Lk J и ! Fk ) с избытком
и с недостатком, определим верхнюю и нижнюю границы напряжений 
“г (г, z) и (г, z).

Некоторые значения напряжений приведены в таблице 1.
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Таблица է

Л։

0 0.1875 0.2812 0.3750 0.5625

0,8а
с избытком
с недостатком

Լ.6073 
1,5689 2.307 3.39 0.6445

1,2а с избытком
с недостатком

1,0046 
I.0011

1.5013
1,5001

2. СО >4
2.C0J9 —

2а 1 1.5 շ —

Ереван, кнн гогударственный университет 
им. В. .4. Молотова

Поступило 11 V 1955

А. Կուէօւաճւ{յւսն

ՍնԱՍեՋ ԱՍՏհճԱՆԱՋեՎ. ԼՒՍեՈ-Ь ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ П Փ II !• 1Г

հ աւ >1 inini մ արվում Լ սնամեջ tint ա ի.Հան ա ձև ւիսևէւի tt/սրման 
ճշգրիտ jin ծու.մրր երր րեո ր и իմ և ա ր իկ Լ ա է։ ան у _րի ն If ա Աէմ ա if րւ

լածվէէէմ Լ սմանդակ Sjtiti'ljjy իանէ. ր ի ներմուծման և у ան ակով ւ 
Խնգրի ftri ծ nt.մ ր րերվսէ մ I, անվերջ, //’/'»/ “ և'•} "՚ / J "՚ Լ' գծային հավասարում. 
'հ և ր ի ււիսէոևմի լո ւծ //'ան ր ւ Լա ր и t tilt և ր [է էի ու ն և հհ ի ան և րւքրրքլէ1եերր նև ր կա յա էյ֊ 
վէււ.մ են ^"{"Հ^րով րստ !'եսսե[ի և եէէսւնկյէէէնտշավւակա՚հ !իւււ նկգիաներխ 
Hitttii.tlhши իրվ ել I; ի) վա յին օր ինակ, երր էէյսրուլ րևււր հդրա լին հատու /թի 
շառավիղի ut գգոր ք‘1 յ,։,մ,« փ и փէէիէվո t ։Г է գծային oyl.-'itjnttji Հսդվածի վեր֊ 
Հք/լմ է1էքւււաւ1Հէրված աւյյա^ակա մ րևրվէէէմ են հաաէէւյի1ի էքի յսէէ՚հի կհաե- 
րւո.մ չարա ւեւեքէի ք-1 վա յրն ա րէք և յ>նե ր ր :
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Л. К. Капаняи

Об изгибе некоторых полых консольных стержней

§ 1. Решение задачи об изгибе с помощью аналитической функции

Рассмотрим изгиб консольного призматического стержня силой 
Р, приложенной к концу консоли и совпадающей по направлению с 
одной из главных центральных осей поперечного сечен ин.*

Решение задачи сводится к определению функции напряжений 
Ф(х,у) из дифференциально! о уравнения вида:

Ժ*Փ сЯФ _ 3 Р — (И
ժ№ ժ\>։ 1 + з 1 У dy (

где о — коэффициент Пуассона,
I момент инерции сечения относительно нейтральной оси OY, 

1(у) —произвольная функция координаты у.
функция напряжении на контуре должна удовлетворять условию: р

ԺՓ 
ժտ

Рх1

21
dy. 
ds

(2>

Компоненты касательных напряжений по осям координат будут

ԺՓ _ Р№ _ 
ау 21 ' 

у = _ ԺՓ 
<тх

(3)

(4)

целях упрощения (2) в последующем ходе решения задачи
примем:

(<У> = ֊~ (5)

ПоДставнв (5) в (I), получим

Введем обозначения:

Ру I + 2з ...
--------1 — ----------  • (6) 
ժ№ д\л I 14-е

заде (I), о которой приведено решение >той же задачи методом, предложенным 
Д. II. Шерманом.
Известия IX, № 3—3

Z
1 ճ. о- р';;=С:<7>

Тогда (6) примет вид

- ВСу. •(«>
дх- ду*

• Статья была сдана и печать, когда нам стало известно о работе К). Л. Амон»
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Решение (8) может быть представлено через комплексные пере, 
менные в виде

СП — ֊ ֊Ф=-^֊(2-^Н 'г.(Л), (9:
481

СВгде — (z —zja частное решение, a [®։(z) -Ь ?։('/.)] гармоннческа*
481

функция, являющаяся общим решением (8) без правой части.
Исследуем функцию ?дг) с точки зрения многозначности. Пред 

положим, что <?։(z) содержит и себе логарифмический член, т.е. i 
случае двусвязной области может оказаться многозначной. Допустим 
что:

?>,(?.) ? (Z) ■ A.lnz. (10

где «•*(•/,) однозначна։ функция.
Для определения величины А։ используем теорему о циркуля՛ 

ции касательного напряжения при изгибе [2]. Теорема эта выражаете} 
следу юще н формулой: 

где интеграл взят во любому замкнутому контуру L, 
Զ площадь внутри рассматриваемого контура, 
у0 — ордината центра тяжести площа, и Զ.

Так как в рассматриваемом случае из։иб не сопровождаете} 
кручением, то t 0. кроме того, начало координат совпадает с цен՛ 
тром тяжести сечения, значш и у0 — 0, тогда из (И) следует

I՛ Т.Ф = 0. (12՝

L

Из другого соотношения, приведенного также в [2]. имеем:

L I.

Учитывая, чю

Г'(У) = — ֊• у, 
получим: I

I J f'(y )d։dy--------J՜ j’ydxdy = 0. (14

Имея н виду (12) и (14). перепишем (13) в виде 

( ds = 0. 
,7 tfn
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В случае двусвязной области соотношение (15) должно иметь 
место как на внутреннем, так и на внешнем контурах сечения.

Далее.умножим обе части уравнения (2) па—ids, после чего проин
тегрируем его по всему контуру сечения и сложим полученное вы
ражение с (15); в результате имеем:

(16)

Применяя формулу Грина, преобразуем правую часть (16), после 
чего получим:

((х։ + y=)dy ֊ ]' ( 2xdxdy - 2х, '֊>.

L
Но в рассматриваемом случае центр |яжестн совпала?i с началом ко
ординат. значит х„— 0 и

((xs + y’)dy-O. (17)

’ i.

Левую часть (16) приведем к комплексному виду. Учитывая, что

ԺՓ _ пФ dz дФ dz ԺՓ , ԺՓ
Ժճ Ժ2 dx ' Ui. dx di ‘ 07.

I ey я»)
U\’ \ 07. 07. /

после некоторых преобразований в левой части (16) получим:

Л
г)Ф .ԺՓ \ . л. ք ԺՓ , .
—-1— ds = -2i -dz. (19)
ժո Ժտ 1 J dz

ւ ՜՜՜ ՝"'■■ „ I.

Подстановка (19) и (17) в (16) дает

/—dz = O. (20)
J от. 
I.

Введя в (20) выражение функции напряжений (9) в виде 
ср. - _ _ _ _

Ф = - (/.—-/.у 4- ®j*(z) 4- AJnz 4- '?/(*> - А։ Inz,
4ծւ

получим dz. 0 или 2шА։ - 0, откуда следует, что А, —0, зна-
V

чит и А։ — 0. Следовательно, функция ®։(z) есть однозначная функция. 
Контурное условие пашей задачи приведем к комплексному виду.

v ԺՓ ԺՓ dz d<Pdz „ , „ - , dz —dz
Учитывая, что -- - — — i—=.— , х- 4֊ v- — zz и dv —------------ , из

ժտ oz ds oz ds ' ‘ 2i
(2) получим
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ԺՓ , ԺՓ dz В , dz 
------Ь — — = — zz I 1--------  

Ժհ dz dz 4i \ dz
(21)

Касательные напряжения также выразим в функции комплекс
ного переменного. Введя (5) в քՅ), имеем

X ԺՓ Рх‘ ру8 
' : ду 21 21՜՞

Умножим (4) на i и сложим с (22), тогда получим 

дФ ԺՓ Р^-iY‘=g+iSH?x։+y։)
или. имея в виду (18), перепишем это выражение в виде

(221

... о. оФ Р 
. — 21

dz 21
zz • (23>

Таким образом, решение задачи об изгибе полого консольного՛ 
стержня сводится к определению функции напряжении Ф или в силу 
(9)- аналитической функции e։(z), ирн помощи контурных условий- 
задач и..

§ 2. Решение задачи об изгибе призматического консольного 
стержня круглого сечения с квадратным вырезом

Для определения функции b։(z) применим метод конформного* 
отображения.

Пусть функция z »<>(') отображает область поперечного се
чения рассматриваемого стержня на круговое кольцо. Тогда Vi(z) 
примет вид o։(z) — ։?,[«»(*)] c(Z). Функция ?(С) голоморфна в области 
кольца и поэтому разлагается в ряд

=(:) (24>
к-0 к-'.

После подстановки в (9) выражений z a»(Z) и <?։(z) -■ ?(ч), функция 
напряжений примет вид

/'• и , ___ _
ф = ֊ ֊ МО ֊ О‘С)]3 4- ?(Z) 4֊ ФЙ ֊ (25>

48j

В контурное условие (21) тоже введем функцию z - «•('). Вы
числив предварительно величины, входящие в (21). получим:

ԺՓ _ СВ
-֊К) ”>(С)Г4- 19.

07. 16| <՛/(')

ԺՓ ֊^МЭ-ЙС)!’ 1- ?'(£)
(26>

dz 101 о>4.
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I £ (27)
dz Հձ ։о'(т)

Введя (26) и (27) в (21), условие на контуре перепишем в виде

СВ
I6i

HQ <)]* +
«'(С) са <о'(С) 1 16։

и) (,) 1

В — — ь2 □>'(-)
= --(0 -(0 1+֊֊֊ • 

4j w-wz(QJ
После некоторых преобразований окончательно имеем:

В
- (С’-' (0 ֊г PV(Q1 {CHQ ֊ « <С)]* 4֊

4- 4ш(С)ш(С)} = ?№ - ?' (С)7. (28)

Для рассматриваемой двусвязной области условие (28) должно 
быть удовлетворено на ее внешнем и внутреннем контурах.

Подставив в (28) С=10 = р0е‘։, где рв радиус внешнего кон
тура кольца, получим условие на внешнем контуре

В
՜ T6i [t>' <cw - HV13 +

+ = pV(t0) - tj Հ(է0), (29)

а при ' — t։ = p։ei5. где p։—внутренний радиус кольца, из (28) имеем 
условие на внутреннем контуре:

֊~ ։*?“’■<*»>+?ւ“՚0ւ)1 (сно - “юг+ 
1Ծ1

+ м(։ЙУ = р?АС) ֊ ‘k'(‘.h (30>

Решим задачу об изгибе консоли круглого сечения с квадрат
ным вырезом.

Воспользуемся функцией, отображающей внешность квадрата с 
закругленными углами на внешность единичного круга, приведенной 
в работе Неймана [4j

г = ш(;) = К/:4-”-с )’■ (31)

где К —постоянный параметр.
Функция эта преобразует окружности р>1 на плоскости ч в 

замкнутые кривые на плоскости z, которые, начиная с некоторого 
значения р>1, весьма близки к окружности. Например, при р0=2 (фиг. 1), 
|z| = Кш1п= 1,9861К. a |z| ֊ Rmnx 2.0139К, разница между Rmax и 
Rein составляет 1,4°/0. Чем больше будет величина ?0, тем меньше 
станет разница между Rmax и R։niB; это значит, что всякая кривая на 
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плоскости z, соответствующая может быть принята за окруж
ность.

Примем квадрат за внутренний контур сечения, а кривую, соот
ветствующую р0 2, за внешний контур.

Таким образом. (31) можно рассматривать как функцию, прибли
женно отображающую вышеуказанную двусвязную область на кольцо.

Перепишем (31). обозначив коэффициент при втором члене этого 
выражения буквой А

z = «(C) ֊ КС, -J- АС՜3). (32)

Найдем производные (32) и (24)

w'(C) = K(i за:-1), (33>;

* ■»
4>'G) У(к-ь 1Խ ■г?+У( к + (34)

к-. к-I

Введя (32), (33) и (34) в условие на внешнем контуре (29), где 
C=t0, после некоторых преобразований получим:

֊ — Щ - 3AI, -• + р2-֊ ЗАр’ VI 1С!о + 2Acto ’ + A’CV-T
101

+ СТ»2 + 2ACt0։-Ւ A։CV +(4 -2C)t„t<, + (4-2C)At„V + 

+ (4 - 2C) Ai„t f ’ -I- (4 2C)A։V V ֊
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(35)

Напомним, что в (35) Լ-• ?oelk9. где ?0—радиус внешней окруж
ности кольца.

Сравнение коэффициентов при одинаковых степенях е в правой 
п левой частях (35) дает, при к֊֊ 1,2...֊ 1, -2..., следующую ко
нечную систему уравнений:

. ( ВК3 \р;«, + b> = I AC + (4 C)?J-2(M С)(.,Г‘Л2) [ - ֊^7 ) •

За^ + ЗЬ,?о2֊[ 2(4֊ ЗС)А + CpJ ֊ 3(4 -C)AVI( —-[gj '

_ , . , / ВК’\W+ 5Ь3Ро 1 = [(4 6С)А -оА'ОД*) (֊ ■ (36)

7dT₽S+ W = (- 12 + 7C)AV (-֊ք) ՚

֊10 Я о / В1\3\

W+Яш - ( -за’Ср;8) ( Тб!)'
Из условия (30) следует, что подобная система уравнений должна 

удовлетворяться и на внутреннем контуре при С — է = где р, 1- 
Подставив в (36) вместо ?0 величину р։ = Լ получим новую систему 
уравнений, вытекающую из условия (30), а именно:

J BR3\
Պ + Ь։ = [֊ ЛС 4 (4 ֊ С) ֊ 2(4+С)А21 (—l6j ) ’

/ ВК* \
Зв,-гЗЬ3^| 2(1 3CIA+C 3(4 С)А][ ) •

5զ>4֊ ob5 - [(4 ֊ 5С)Л—5А*С) ( “ ֊ ) ’ (37)

/ ВК* .
7fl74-7b7-(~ 12փ7Օձվ֊֊յ֊)’

I - / ВК3\

<44՜ 9b, =֊ (-ЗА’С) Լ ֊ 16. ]-

Решая совместно (36) и (37), определим коэффициенты функций 
?(0 и ?Й:

n „ [/4 С 1Հ- Ո4 2(4 + С)А։(1֊р/) 1!®!.Պ ֊ — Պ ֊ (4 (Ро 1) 4-----------^p.-j--------- I jgj

ь ъ Հր • м rv’-’ J 2(4'4-С)А3(р?-Ро-4) 1 5!ճ*,Կ - ֊ b։ = pc 4-(4 — C)po 4------ ----------------------- J 161
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с __ 2(4- 3C)A(pg- 1) -3 (4 —С) А3( 1 ֊рГ > ВК .
3 3(р« —1) 16i

_ 2(4—ЗС)А(р§ ?уч-3(4-С)А3Й -р0--')

ь’--ь’=----------- зд-=тг
BKa
16i ’

_ (4֊5C)A(r4 ֊l)g!£3.
5 5(pj°-։) I6i

(4-5C)ApJ(P$-l)-| № 
5(^-1) . 16i ’ (38)

֊ _(12-7C)A*(1
7 7(#֊1) 16i

_(12-7C)A^-P-)g!<_3. 
՜ 7(p‘«- I) I6i

= — a9 = 0,

b.
- A3CBK3 
bi‘՜ 3 16i

Применим предлагаемое решение задачи к частным случаям.
а. Изгибающая сила направлена по диагонали квадрата.
Оси координат направим по диагоналям квадрата гак, чтобы ли 

иия действия силы совпадала бы с осью ОХ (фиг. 2). В этом случае 
коэффициент в (32) следует брать со зна-

Р ком плюс, т.е. А ֊ Тогда отображаю՛
9

Հ՜ щая функция (32) примет вид

[ \ z — = К ( -I- ) ’ (39)

I \ РГ— ) | - у ՜' '
\ х. Հ J где параметр К выражается через средний 
\ / радиус внешнего контура сечения

n Rtnix “Г Rmin rz n x ռ-------  Rq. = -------- - ------- » тогда K=U,0 Kep.

■X՝ Найдем производную функции (39)
фиг ջ , .

«Հ(Հ) = 1<( 1-֊---')■ W

Примем коэффициент Пуассона равным 0,3, тогда из (7) получим

C = L±—- 1,230679.

1 -И

Подставив значения А и С в (38). вычислим 
пня функции ?(ч).

коэффициенты разложе-
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Следовательно, функция ?(Z) и ее производная ?'(ч) являются 
многочленами такого вида:

ф(С) = а0= a,' 4֊ а3с3 4- а.? 4- а/,7 4֊ b։Z֊‘ 4- b3Z՜3 4-b^-3 -|- Ь:С՜7 4- Ь#С-*. 

УС)=а։ 4- За3:3 oa5V 4- 7а7ч6— b^6- ЗЬ/,֊1 — 5b6C֊* ֊ 7b;:֊* ֊ 9ԵՀ֊’°. 
Перепишем выражение o'(Z). подставив гуда найденные значения ко
эффициентов ак и 1\.

ВК3
<?'(Q —(13,8865124֊ 1,227693:2— 3,592245 • 2 Ղ’-

• 161 4

- 0,125356-2 »<’— 11,383192ч՜2 0.076695'. ’ ֊

- 0,311780Z՜6 - 0,041846: 8 ֊ 0,005067:՜՛°). (41)

Формула (23) может быть преобразована к виду, удобному для вы 
числения напряжений, если учесть, что

ԺՓ 
дг

СВ
i IZ101

<Ճ^4-ՀՓ, 4 > * о/С) ’

zz = X2 4- №,

тогда из (23) получим

■ Х֊.\-тУ’֊; 2^--շԱ-+ր).

Вычислим максимальное напряжение на внутреннем 

г. е. в точке, где р = 1. О = - (х -0. у « 1,11111 ПС).
«2

142)

контуре,

В этой точке из (40) и (41) имеем: f'(Z) = 24,236809 — в «>'(ч) = 
16։

= 0.666666К. Подставив найденные значения ©'(•«) и '"'(■՝') в (42), по
лучим:

X.. = 1,1734 ֊ R2,,

Тем же способом найдем максимальное напряжение на внешнем 

контуре, т. е. в точке р —2, 0 — (х = 0, у — 2.013889К).

RV.3-
В этой точке ®'G) — 11,765815 — . а щ'С) = 0,979167К. По фор- 

16i 
муле (42) получим

X, = 0.4919—R* и Y, =0.
I ср

При проверке напряжений в точке р = 2, fJ - (х = 2.013889К, 

у — 0) по формуле (42) находим Х,=0. с точностью до шестого 
знака, и Y. =0.
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б. Изгибающая сила параллельна стороне квадрата.
Осн ОХ направим вдоль линии действия силы (фиг. 3). В это;

случае А= —и (32) примет вид:
9

р z -о» к (է-֊-՜3) ■ («

®
где К — 0,5 Rep .

Подставив величины А и С в (38) 
вычислим коэффициенты разложения функ՛ 

—У цип <?(О.
Вводя полученные значения ак и Ц i 

выражение производной функции »(С), по
лучим

j 'Г(С) = ВК‘‘(13. 886512 4-1.233849г +

•а* * 16։
Фиг 3

4-3,592245.2 1 °? - 0.125356 ■ 2 и?-

11,10968$: -2 - 0,076695: - 0,159830:֊'’ -

-0,041846՛: » 0.005067: ֊Դ (44)

(45)

Найдем производную функции (43)

<■/('.)- к ( ‘ I •\ 3
Определим максимальные напряжения па внешнем и внутреннем кон՛ 
турах по формуле (42).

На внутреннем контуре в

у= 0.888889К) имеем из (44)

точке р= 1, 0 — -֊ (х 0, 

вка
и (45): -У (С) = 23,635811 — •

<./(’,) - 1.333333К. Вычисление напряжений по (42) даст:

X. = 0.5768 Y !<?„, Y, 0.

На внешнем контуре в точке ? — 2, 0 = ~(х 0, у =- 1.9861111՛

ВК:‘
имеем из (41) и (45) «'(С) — 11,787279----- и ւօ՚(ւ) = 1,020833К. Напр;

16i
женин в этой точке, вычисленные по (42), будут

р
X, = 0,4746 у- R֊p, Y, = 0.

Проверим напряжения в точке ք»=2, ’։ - ֊ (х 1.9861 НК, у=0)
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где по (44) и (45) имеем: $'(€) = 16.107259 — п <՛>'(') = 1.020833К. 
16։

По формуле (42) найдем, чю в этой точке Х? = 0 н Y т— 0.

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

Поступило 22 XI 1955 г'

L,. Կ. Ն ui и, in Gy ш П

ՈՐՈՇ ՍՆԱՄեՋ ԿՈՆՍՈԼԱՅՒՆ ՋՈՂեՐՒ ԾՌՄԱՆ Ս՜ԱՍԻՆ

Ա 1Г Փ 11 Փ П !• 0*

է/նամեք կոնււորււյին ւղ րիղմաւո իկ ձէւղի հոման իւ^ւդիրր, Л այրու il կ ft - 
րաովսւծ ո՚ււ/^ր աղ։լ1. ։յ ո ւ֊քմ յան ղևպքրւմ, կարելի Լ լուծել, եթե -ւայւոնի Լ 
ձողի րնղլայնակուն կա ր '/ ած ր ի երկ կապ տիրույթի կ ո հ (ի ո ր •! արտապատ
կերման էիունկցիան օղակի ։/րար

Աշխատության մեհ րհ րւի ում է; Հ ր Հ "’նա:/ ծ n if , խէկ նե րս ի ւյ յւա֊

ուււկու iitiif uniytfանափա1ր1 ած հրկկասլ ւււքւրւււ jfJ'li օղակի <[րա մոաաւքոր ար֊ 
ԱԱՈ պատկերող քիունկւյքւանւ "[’ի 1'լ"՚յ,,լ1 [ոլծւքած է րա ււակո in ft ահր.ր
Ունեցող կլոր կոն и ո լա յ ին ոլր իղմ աա իկ ձողի հոման իւ^ւղ իրր;
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Т. Т. Аракелян

Изгиб бесконечной балки на сплошном грунтовом 
основании

1. Интегродифференцпальное уравнение интенсивности реак
ции основания. Рассмотрим бесконечно длинную призматическую 
балку, опирающуюся по всей своей длине на сплошное, податливое 
водонасыщенное грунтовое основание и нагруженную одной сосредо
точенной силон-

Для определения интенсивности реакции основания q(x. I), где 
х-абцнсса сечения балки,է время, рассмотрим отдельно мгновенное 
я продолжительное воздействие нагрузки на^грунтовое основание.

При мгновенном действии нагрузки, ։.' е. при է-0, реакция и 
осадка основания связаны линейной зависимое։ыо

(|(х, 0)«= bk/(x,O), (1.1)

где
b — ширина балки,
kj так называемый мгновенный коэффициент податливости ос

нования. При этом

Р5(х,О)=-^5- (sin[ix-I-cos?x)e ’Ն (1.2)

р 
?(x.O)=4Ej?2e-'nsin3x> (1.3)

М(х, 0) = ~(cos3x —sin3x)e-‘Sx > (1.4)

Q(x, 01 = - -? e ’’ cosSx » (1.5)
Հ

q(x,0) = — -L-9(sinSx cos3x)e֊,l\ (1.6)

где

₽= ylF <լ7>
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EI — жесткость балки.

Здесь > имеет размерность • Приведенные элементы изгиба

балки относятся к левой половине ее.

При продолжительном действии нагрузки, реакция основан! 
q(x,t) определяется из условий равенства прогиба балки осади 
основан։։» Հ (х. է), при наличии прямолинейной фильтрационной кЫ 
солидации грунта основания.

Если площадь подошвы балки достаточно велика ('0 .։г и больше’ 
а мощность слоя сжимаемого грунта в 2 или более раз меньше шд 
рипы балки, то без больших погрешностей допуоимо ирименей 
соотношения осадок одноразмерного уплотнения к решению постав- 
ленной, вообще говоря, трехмерной задачи [I].

В большом числе случаев податливых грунтов применим метя 
расчета осадок без учета ползучести грунта. Необходимость послед 
него обусловлена отношением проницаемости грунта к скорости на! 
растания деформации ползучести; однако для водонасыщенных подат 
ливых грунтов указанное отношение значительно.

Приведенные условия имеют место для гидротехнических и ди 
тих крупных инженерных сооружений, особенно, когда они возвело 
на аллювиальных отложениях речных долин или на толще некотор։ 
ледниковых образований.

Для аллювиальных пород большой мощное։։։ характерно че? 
дование и..истов практически несжимаемых, проницаемых обломочны, 
пород и податливых глинистых грутов. Часто в толще об.юмочног 
материала ледниковых отложений залегают и низы податливых гли 
н истых пород.

Таким образом, в указанных условиях податливый грунт воспй 
нимает давление о։ сооружений через площадку достаточных рази 
ров. В силу чего, с удовлетворительной точностью для практически 
целен, возможно допущение наличия прямолинейной фильтрационно 
консолидации грунта основания.

Осадки грунта определяется на основе соотношения Фло 
рина—Арутюняна [2] и, в данном случае, выражаются, как извеа 
но [3]. таким образом

oV г ”
г(Я) = -^- (<։<*՛’)£ e-v‘A(1->d5 + «(x,0).

О V-J.3...

(1.8)

где 

k0 — средне-прнведениый коэффициент фильтрации грунта основании 
соответствующий диапазону изменения сжимающих напряжений грунте 

ձ — удельный вес фильтруемой воды.
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П —мощность пласта податливого грунта.
К ֊֊ коэффициент консолидации грунта.
Для определения интенсивности реакции основания воспользуемся 

ферендилльной зависимостью между перемещениями оси балки и 
живностью сплошной нагрузки ее

. q(x,t) —— 1-Ն-- 3(x.t) (1.9)

Внося (1.9) и (1.2) в (1.8). получаем

е' • di —^-3(sin3x-|-cos3x)e Հ1.10)

0՜ V-M...

<76,0

Разрезав балку в точке приложение силы Р (фиг. 1), рассмотрим 
правую часть балки, для которой ос > х .. 0. Действие левой (отбро
шенной) части балки заменим покоренном силой Q(0, է) и изгибающим 
моментом М(0, I) (фиг. 2).

При любом значении времени է, граничными условиями для рас- 
зтрнваемой части балки будут

Հ .ti- (|( :■ . է) ֊ ().

Ժ3 Г 1 Р<3(0.4 EI £ 3(0, է) = Հ-. 
С’Л I л*

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Таким образом, определение реакции основания q(x, I) сводится 
к решению интегродифференииального уравнения (1.10) с граничными 
условиями (1.П), (1.12). (1.13) и с начальным условием (1.6).

2. Общий- интеграл уравнения (/./6). Рассматривая часть балки 
правее сечения х (фиг. 2).



получим: Q(x, Ա«=յ q(x, i)dx, (2. J)
X

или
<в» J

Q(x, է) I q(x, l)dx — q(x. t)dx, 
о и

но первый интеграл представляет известное значение поперечной силы 
справа от сечения х = О,

значит

Р г
Q(x, է) =֊֊.,֊ - ( q(x, t)dx. (2.2)

о

Исходя из дифференциальной зависимости между поперечной 
силой и перемещением оси балки

<2(хл)=н^[։(х.։)1.

на основе (1.8) и (2.2) находим

е՜'”' ;’<15 (2.3)
о V-I.3...

Внеся (2.3) в (2.2), получим

f^<)dx=-8>f^q(x4)V с-"

и ա V-1.3...

Р / . —?х , \
----- 2՜ I I — с cos£x ]. (2.4)
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Соотношение (2.4) можно получить также интегрированием из 
(1.10).

Из равенства (1.10) следует, что искомая функция q(x, է) состоит 
из двух слагаемых, первое из которых зависит от двух переменных 
х п (, а второе слагаемое представляет, зависящее только от х, из
вестное упруго-мгновенное решение.

В силу изложенного, решение (1.10) будем искать в виде

q(x, է) — X(x)T(t) —3(sin3x 4-cos3x)e“?։. (2.5)
л-*

При 1=0, из (2-5) и (1.6) непосредственно следует, что 

q(x,0)֊X(x) T(0) + q(x,0), 
или

Т(0) —0. (2.6)
Внося (2.5) в (2.4). будем иметь

X X
T(t) у X(x)dx—-(sin?x + cos₽x)e-’I = 

О о
= ww(;T(;)g в-„(._..։<Е+ 

и «■«1.3...
I + РЛ_е-^х\

АНЬ J — 2 \ /
° V —1.3...

Имея в виду

С о , G , -ах . (sinfcx —cos8x)e *х
J (sm3x + cos£x)e dx = -—----- ---------------  ՜

получим

T(t) C X(x)dx = - [T(E) V e—M>-« $ +

У У v-1.3...

I. 8 g e-rt. e-Wx (2֊9)
ACb ՜” —J

v-1.3...

И.лвссгнп IX, № 3-v֊4
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Внеся (2.5) в (1.Ю) и имея ввиду (2.8), находим

X(x)T(i)= —
8 FJk0Xlv(x)

днь
d._ 2 PEIk0H^

ДсЬ

я 05—JLv
к2 —

v—1.3...

и

е~՝м 
V2

е-?х (2.10)

1.3...

Умножив соотношение (2.9) на X։v(x) и (2.10) на Х*,1(х) и вычи
тывая полученные результаты, имеем:

X
X(t)-X'v(x) JX(x)dx-T(t).X(x).X'V(x) = —( । - 

О

Xiv(x) coS/X -г -/(sin3x+cos&x) ХП1(х) еЛ

Разделив переменные, находим

T(t)
1 8 V е"՝։

V. 1.3...

2PEIk։Hg‘[Xlv(x)cos3x + iXsin^x-l са^х)ХЧ1(х))е՜8' 
— x ----------------- — я, (2-и)

icb[Xlv(x)(X(x)<lx Х(х)Х'"(х)] 
0

где а—некоторый параметр.

( co _ v‘Zt ՛.
I-֊Y Ջ^-l. (2.12)

v-1.3...

2P E^" թ* X,v(x)cosSx + 3/sin3x 4- co^x)Xi"(x)] e՜’" =

— 7.

X

Xiv(x)(x(x)<lx-X(x)-X"i(k) 

0
(2.13)

Из (2.12) непосредственно следует (2.6).
Имеется возможность выразить интегральный член уравнения 

(2.13) через производные неизвестной функции Х(х) и упруго-мгно
венное решение.

Для этого внося (2.12) в (2.9), получаем

8Elk0Xtl!(x) 
АНЬ
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e-v^ 

V2

, 2p EIVL 
ДсЬ (о \>-^2 — )e֊”cos?x.

v-l. 3...

(2.14)

Исходя из (2.8), имеем

v-1.3...

+ 2P^hT e-?։cos3x. (2.15)
АсЬ \ г.֊ —J V / 1 ' '

Входящий в соотношение (2.15) подинтегральный двойной ряд 
получается умножением рядов

еиЩ е-'։Х(։-Е)
Լ V՜ “ ՜*՜’
и—1.3... v-1,3...

которые абсолютно сходятся в интервале для этих же зна
чений абсолютно сходится и двойной ряд. Необходимым условием 
сходимости двойного ряда является стремление к нулю общего члена,

a„.v(c,t-O-O.
И —> ՕՌ
V ֊► ОО

что, очевидно, имеет место. Так как подинтегральные функции 
Авл (Հ 1 Ч), (u, v - 1, 3,5...) непрерывны в промежутке Т > 2 > 0 и со
ставленный из них двойной ряд сходится в этом промежутке равно
мерно, допустимо почленное интегрирование такого функционального 
ряда: т. е. имеем

Заметив, что сумма сходящегося с положительными членами 
двойного ряда не зависит от способа суммирования, получим
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’ оо - --о
fv VS 

u v-1.3... v-j.3...

Введя обозначение
.’/ Acb Հ 

^|/4Wr

и имея в виду (2.17), из (2.15) находим

(‘ V/ ч։ Хн|(х) , Р Ց< _3х .
| Х(х)<1х -- -------- -1- շ- ~ е cos3x.

<2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Подставляя (2.19) з (2.13) и преобразуя, получим

X։v (х) 4- 4 ;‘Х(х) 4- 2 Р ֊'֊ (sin3x -}- сояЗх) е“?։ ==0.

Таким образом, определение функции Х(х) сводится к решению 
обыкновенного линейного неоднородного уравнения четвертого порядка 
(2.20).

Отметим, ню уравнение (2.20) получается также, если в урав
нение (1J0) вносить (2.5) и (2.12) и использовать результат (2.17).

Решение соответствующего однородного уравнения
X։v(x) + 4T4X(x)=0, (2.21)-

будет:
Х(х) ֊ (с։я'П7Х 4-c5cos;x)e:x (c^sinyx 4- CjCos^xJe ;д- (2.22)

Корни характеристического уравнения однородного уравнения 
(2.21) отличаются от 3 (1 ± i). поэтому частное решение полного урав
нения (2.20) ищется в виде

X (х) = (Л sinpx -г В cos3x)e ՚Հ (2.23)
которое не является уже решением уравнения (2.21). Здесь А и В 
неопределенные постоянные, для определения которых внеся (2.23) 
в (2.20).

494(Asin₽x 4- BcosfJx)e՜’’* — 4f4(A$injix Bcos>x)e՜' , 
2P 3x

4- — (sinjsx 4՜ cos3x)e ’ = 0

и сократи!» на с . подучим
2Р 2Р .4 А (հ4 — 34)sin3x 4- 4В (հ* — 34)cos3x 4- — ^sin^x г ~ ^cos3x 0.

Приравпив коэффициенты у членов, содержащих sinSx и cos^x. 
найдем

Л - В = 2a7-^ yj- (2.24>

Исходя из (2.22), (2.23) и (2.24). общее решение полного урав
нения (2.20) будет

Х(х) = Х(х) 4- Х(х)
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4L1H

Х(х) ֊ (qsin-fx 4-cscos7x)c֊x — (CgSin-fx 4-c4cos7X)e p 4-

+ T ՜Հ-/- ЗТ <sil^x + cos?x)e 1 • <2-25>

(2.30)
В։ =0

Теперь общий интеграл уравнения (2.2 )). имея в виду (2.28), (2-30), 
(2.22) и (2.27), будет

X, (х) = 32xe-,lxsin£x 4՜ (Հ sin3x 4- Հ cosfcje"* 4֊

4- (с, sin,Эх 4- с, <о&0х)е՜^. (2-31)

Подставив (2.31) и (2.12) в (2.5) и учитывая (2.27), получим об
щее решение (1.Ю) в виде

~8ахе ’Xsin3x 4- (с sin3x փշ. cosSx )е'։ 4- (c,sin3x 4-

g co »-v»Xt\ p
ToV .e__ja_4-£(sin3x 4-cos3x)e՜'*. (2-32)

Внеся (2.25) и (2.12) в (2.5), получим общее решение интегродиф- 
ференциального уравнения (1.10) в виде

q(x, է) = (c։sin-;x 4- c2cos 7 x)c’* + (c3sin7X 4՜ c«coS7x)e :x ֊F

27(7/Լ-՜р/] (яф+сф1е-й (j тз-У

— ֊• S (sinpx 4- cos3x)e p*. (2.26)

Исключение составляет частный случай, когда
7 = (2-27)

чогда ?(1 i) являются корнями характеристического уравнения, соот
ветствующего однородного уравнения (2.21). кратностью 1. При этом 
частное решение полного уравнения (2.20) надо искать в виде

Хх(х) = x(AjSin3x —F BjCoS/xJe՜34 • (2.28)
тогда

Xjv(x) - 835(АД В Je~'^in3x 4- 8 33(Aj 4- В։)е^собЗх -

4 А։34хе ?։sinfJx — 4 В։34хе֊,х cos?x. (2.29)

Подставляя (2.28) и (2.29) в (2.20) и приравнивая коэффициенты 
нрн выражениях xsin3x и хсо$3х, получим

֊ г 3:

ш о=
4-c\os3x)e [ 1
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Условие (2.27) на основе (1.7) и (2.18) дает

к'՜ к0Н (2.33)

Но, как известно, коэффициент консолидации грунта с рав
няется

к0( 1 4՜ ео) 
с=

где
տ0 средний коэффициент пористости грунта.
а коэффициент уплотнения или сжимаемости грунта.

Внеся (2.34) в (2.33), получим

Ь _ 1 “О
։ ՜ аН ’

обозначив среднюю приведенную' толщину слоя грунта через 

Н - Н

(2.34)

(2.35)՛

получим

к‘ лгп? (2.36)

Так как коэффициент податливости грунта — к։ равен силе, дей
ствующей на единицу площади грунта и вызывающей осадку, равную 
единице длины и коэффициент уплотнения грунта а аналогичен об
ратной величине модуля нормальной упругости, то соотношение (2.36) 
будет иметь место при больших значениях давления или при опре
деленных. но небольших Но.

Соотношение (2.36) связывает две харахтеристики грунта, 
согласно чему коэффициент податливости — к։ равняется обратной 
величине коэффициента уплотнений грунта — а при единичной приве
денной толщине сжимаемого слоя.

В выражениях 3 и հ в (1.7) и (2.18) величины к։ и а входят в

Тк, н , в силу этого даже значительные колебания их отра

жаются сравнительно слабо на результатах расчета.
Вследствие сказанного, по средним значениям этих коэффициен

тов возможно провести общую качественную оценку прочности грунта.
Коэффициент податливости (постели) —к։ зависит от рода грунта

и может быть принят [4]: 
Для слабых грунтов

„ средних
„ плотных

от
от
от

1 до 3 кг^см*
3 до 7 „
7 до 15 „ .

Средние значения коэффициента уплотнения — а для указанных 
типов грунтов можно принять (1):
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для грунтов чрезмерной сжимаемости — 0.1 смг . 
------ I 
кг

. . средней . 0,01 „ .
R „ малой „ 0.001 „

Исходя из (2.36) 

тогда, чтобы имело масто для вышеприведенных типов грунтов особое 
условие (2.27), они должны иметь следующие значения приведенной 
высоты слоя,

Н։ 10 4֊ 3,3 см, н2= 33,3- 14,3 см, Н3= 143 4-66,7 см.
Если изменение по х величины q,(x, է) уподобить затухающему 

колебательному движению, го (2.27) означает совпадение периодов
2- о-

свободных колебаний балки ‘ и Հ при продолжительном и мгно

венном воздействиях силы Ր.
3. Определение произвольных постоянных. Для рассматривае

мой части балки (OsCx^c <») произвольные постоянные определяются 
нз вышеприведенных граничных и начальных условий (1.11), (1.12), 
IU3), (1.6).

Внеся (1.11) в (2-26), получаем

тогда
с, — с> = 0, (3.1)

q(x,t) = а

-֊cos3x)e“?x ( I

1’3ձ 
(c3sin֊;x-i-cJcos-;x)e'"lx4- շ (sinSx 4-

8 e-^\ P .
֊ p՜ \ ) — ՜շ՜ ^iitfx ֊I- cos3x)e ' .

v-1.3...

(3.2)

Внеся (3.2) в (1.8), имея ввиду (2.7), (2.8), (2.16), (1.2) и произ
ведя интегрирование, получаем

6(x,t) = ’(c3sin7x֊(-C4C0s,x)e PJP . р3 / • О I2-^? -^) + Га (* +

I / О --V’M \ р
4 cos3x)e՜'։I՛ ( I — լ -—у- — , (sin3x 4- cos3x)е"?х. (3.3)

v-1.3...

Исходя из (3.3), имеем

/ н ко*На 
?(х. ‘) = 3d)՜ з Cj) COS7X - (cs I- c<)sin-(x]e 1Х —

“Г4֊?1
՝\sin3x

JO —v’Xt
У -— 
ճյ V2

\

р
^e-’Wc. (3.4)
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тогда из (1.12)
?(0.П = ^<е։-с.)(.֊Й

v. ։.з... 
отсюда

Са=*С4, (3.5)
тогда (3.3) принимает вид

3(х, է) = ^(sin-x + coS7x)e'r —(l ֊—-‘Ղ< ) ($in?x +

4- cos'ixje՜^ ■ |1 — p V j _ _L.3 (sinfc 4- cos3x)e՜Հ (3.6) 

v-1.3...
Исходя из (3.6) для поперечной силы, получим

Е|к0На Г _.х Й4 /
Q( X, t) = —ձ 4i’c3e cos^x — 2P ֊y I 1 —

— -« qjr)e "cos?x (։ ~ p S I ՜՜ T՜ e’?Xcos?x- <3-7) 

v-1.3...

Ha основе (3.7). учитывая (1.13), находим:

Q(0, t) =
' ' Acb

v—1.3...

P P 
2 ~ 2 ’

откуда

(3.8)

Внеся (3.1) и (3.8) в (3.2), находим

р ] 1 04 \ _ й
q(x, 0 ՜ -շ՜ [ -з 1 - ,4 ՜тг ) (sin ix -Ь cos-rx)e :х 4- <sin^x ՜1՜

4-cospx)e 'x -^֊ 3 (sin3x 4- cos3x)e ,x. (3.9)

Таким образом, из значения искомой функции q(x,է) исклю 
чается произвольный параметр ■։ и соотношение (3.9) дает оконча 
тельное выражение решения уравнений (1.10). Это означает, что а— I.

Внеся (3.8) в (3.6), получим
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— (sinS.x -|- cos3x)e

иметь

cos-;x)e 7Х1-

■։'х 4-со$?х)е *х

յ—тр-з (sin-ix 4-cos£x)e՜՜Ղ

Исходя из (2.18), будем

P 
^.0= w 3

— (sin3x -4- cos։3x)e ,x (1 —ձ-V 5— (sin3x 4-cosjixje '''• 

V — I <3...
(3.10)

Внеся (3.5) и (3.8) в (3.4) и имея в пиду (2.18), находим 

р Հ м \ / В2 \?(x,t)« “ Լ -ТГ՜1 ) (т= е ''sinvx - е՜ ՝ sin 3.x j (1 —

֊II 0+4
v—1.8...

Р3'։ / 3 ’ \ ■'
М(х. է} ՜ 4т7 I т7՜—3՜ ~ Ч | 7<cos“x ՜ яп7х)е ՝* -

. ՜| / й * e-՝‘i։\ Р
— (Cos^x sin3x)e”A | 1 — ՜րշ ճ ~^՜ ՚ Г7 (co^x ՜՜ s։’n-3x’՚ &12)

Внеся (3.8) в (3.7) и имея в виду (2.18), находим

Qfx.t) р гр / ;р
2 [?'. т4֊^ е r C0S7X — е ^cos^x I 1 —

«-'■’и, 
■ -у8 J — е'{”‘ cos3x (3.13)

Расчетные величины при изгибе балки достигают своего макси
мального значения в опасном сечении х = 0 при t— со; тогда из со
отношений (3.9), 3.10), (3,12) и (3.13) находим

■ <](х, Ошах = ч(0, оо) = 3 (1 д լ ")(77 ՜՜ 1) ; ^’l4)

р 
Q(х, t)raax = Q(0, <o) = Q(0, I) Q(0, 0) = ֊ -и-.*- (3.17)
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Эти соотношения показывают, что только максимальное значв- 
ние поперечной силы остается то же самое, что л при упруго-мгно
венной задаче.

Определим значение произвольных постоянных в указанном осо
бом случае, когда имеет место (2.27).

Значение q։(x,t). определяемое соотношением (2.32) будет удов
летворять граничному условию (1.11) лишь при

тогда

q,(x,t) = а

с, — с, = 0. (3.18)

2а >2хс՜ ՜’՜՜' sin3x - (c,sin3x c, cos3x)e՜ *

ձ-У ֊;ր ) - -у f (sin^x + eos'ix)e-?>.

v-1,3...

(3.19)

Внеся (3.19) в (1.8),имея ввиду (2.7), (2.8), (2.16), (2.2) и (2.18) 
и произведя интегрирование, получаем

0 ֊ 4 Е1з< ~ 32хе ՛ sir.3x 4- (Հ s։n?x փ Հ cos3x ) e ՜?x — ₽(sin3x x

1 — ֊

На основе (3.20)

— v’*։\ p
,)—8Ёф՜ <՝sini'x 1 cas3x)e"'։- (3.20)

<ք։(-':.0 = 4^(շ֊^ ։sin?x- i-33xc‘Asin3x -г£₽3хе >’'cos3x +

c c,)cos3x (c, -r cjsinpx e Jx4-P3։e Л\чпЗх 1-

8 v e“v’>v) , Pe * Q /ՁՕՈ
֊;?-ճ — ) + 4ЕЙ»«п?*. (3-21>

v-1,3...
тогда (1.12) лаеi

v-1.3... 
или

Գ = Հ. ՛ (3.2Й

При этом

а Гр Sin?X + (sin^x -г cos3x)e"?1 ( 1 —

- (sin?x + cos3x)e 'x; (3.23)

1.3...
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или

откуда

Qj(x. U «=■ -r- 3Pe ’cos8x - I’e 4
~'xsin3x -г- 2P3xe Xsin3x Գ-

е fxcos3x
X - VM
У

V՛- 
у-1.3...

Р 
շ e ?xcos3x. (3.24)

На основе (3.24) и (1.13)

Q,(0.t) = ֊4^ 3P?«+4a8’(c'

v ։.з...
՜ Vs"

P
2

Р
2

\ 2я

Հ —
Внеся (3.18) и (3.25) в (3.19), находим окончательно

P q։<xJ)= Հ-3 -у (sin3x -j- cos3 А-

(3.25)

Is e- շ
V՛- ’ i?x + COS3

V-J.3...

Внеся (3.25) в (3.23), получаем

°i(X. 1)֊8Е|3-*

Հ е՜՝4՝
L V՜2

1.3...

(3.26)

5։sin3x $ (sin3x • cos3x)e ?։ (1 —

oJ
— (s»n3x + cos3x)c I (3.27)

Внеся (3.22) и (3.25) в (3.21), получаем

®i(x.0 =
P le-?x /

1F'« "Г 2 Sin3x — 3x(sin[5x cos?x) | 4 г.)֊»’ I շ լ j \
-v։Xt e (3.28)

V-I.3...

М։(х. է) — -у 3 I (2pxsin^x sinpx -f- cos3x)e՜ 'A. (1 —

s
e—s— I + (cos.3x — sin3x)e iAj.

Внеся (3.25) в (3.24), получаем

(3.29)
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Q,(x.t)-֊- (1---У ^r֊j(2|5x-l)e-”sin?x-2e_f“cos?x -(3.30)

Расчетные величины при условии (2.27.) аналогично вышеуказан
ному. будут

Mil к, t)iti;1x ~ 4j(0, со) — — — -у q(x, 0)max ։ .5 q(0,0);

ՀՈ Հ
3,(X, t)mts = 3։(0, CO) = - = ֊֊■ 3(x, 0)row = 1,25 *5(0,0);

M,(x. t)„„ = M։(0,30) - Ճ 3 = 2 M(X, 0)„. = 2,00 M(0.0),

p
Q։(x. t)m։x ֊ Q։(0, CO) = - Հ = Q(x, 0)max = Q։(O,t) = Q(0,0);

Таким образом, кроме максимальной поперечной силы, остальные 
расчетные величины при учете фильтрационной консолидации грунта 
податливого Основания, получаются значительно больше, чем в слу
чае упруго-мгновенной задачи.
Ереванский п плите х н н ч сс к ։ i й 

институт нм. К. Маркса
Посту индо 9 IX 1954 г.

(<Ի. 8. И.чiupL[I tuG

ԳՐՈՒՆՏԱՅԻՆ ՃԱՄԱՏԱՐԱԾ 2ԻՄՆԱՏԱԿԻ Վ.ՐԱ ԴՐՎ.ԱԾ 
ԱՆՎ.եՐՋ ZbtflTbb ԾՌՈՒՄԸ

Ա 1Г Փ Ո Փ П I* 1Г

Ջրով հադեդած գրունտի վ ր ու ամրուլ) ե ր կա ր ո ւ fj յա մ ր հենված 
մատիկ հեծանի ծոումր դիտեքիո րեոի ակնթարթային ե տևական ազգեynt-~ 
թ յան դեպյյերոէ-մ հեծանի և դրոլնաի տ ե ղա ւիրքս ni.ifli /»րր տարրերվոէ մ են։

Հիմնատակի որոշ երկրարանտկւոն պայմանների դ ե պ,րա մ ևիւոշււր կա֊ 
nnt դվածրների համար րնդունվում ո ր հիմհատ ակի երկքիադ դրունտի րյե- 
էիորմարիան հեծանի ա >ր[ե у ո լ ի1 յ ան տակ կարեքի I; րն ո է ք-1 ա դր ե չ դրունտի 
ո է դդադծ ային քիիլտրարիոն կոնոո/ի՛ք ացիա յով՛է

'Լերոհիշյալի հիման վրա հիմնատակի հակաղդման ինտենոիվոt.fJյա.նր 
որոնելու ււոմուր ո пчп у վ a t մ Լ ( !• 10^ ին տ ե ւյ ր ո ц ի էիե րեն у ի nt / հ ուվա ч ա ր ո ւ մ ր , 
(1.11), (1.12), (1.13) Լ.Աւային պայմաններով ե (l‘G) ոկդրնական սլայ- 
։!' ան ով։

^‘14 հաէէաոարման յոէծոէէէր ւքե ր ած ՛քո t.tl I, (2-20) սովորական անհա- 
մասեէէ դ իէիերենր իալ հավւսաււրմտն լուծմանը։ ինտեդ րման հ ուս ու ա տ ու.ն - 
ների արմենները .որոշելիս պարւրքում կ, որ q (X, է) անհայտ վ>ո ւ ն կր ի tn յ ի у 
արտսւրսվսլմ Է •՛}. պարամետրր։ (1 • 10) հավասարման լու.ծոէմր տրվում Լ 
(3 • .9) inե սյավ։
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Տրված է նաև (1 ՚ l(J) •>ավшиШ/1 ման ընղհանուր քէնաեգրալր (2’27) 
պայմանի գոյության դեպրոլմ (3'2(>) տևորով։

Բերված են ծոման րորւր էլեմենտների արտահայտությունները վե- 
երկու ղեպրերի համար;

Վերքին ղ !•"/.[>и >-մ ծ ո ման հաշվային մ եծ ու թ քունն ե ր ր, րարյի մաքսի֊ 
մօւլ կտրող ու »/ իր, սէոարվ Ում են ղգւււյի մեծ ա ր J ե քն եր ո վ , քան աոաձգա֊ 
կան֊ակնթարթային իւնդրի լու ծման արդյոէնրներրt
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ГИДРОМЕХЛННКА

В. Г. С.аноян

Метод гидродинамического расчета диффузоров 
и конфузоров

1. Введение

Почти всякая промышленная установка, связанная с использова
нием протекания жидкостей или газов, имеет в своем составе кон
фузор или диффузор, как основные элементы, правильный расчет 
которых совершенно необходим для получения удовлетворительного 
коэффициента полезного действия установки. Расчет конфузора не 
представляет принципиальных трудностей. Неизмеримо сложнее ра
счет диффузора, между тем именно этот участок проточной части ма
мы или сооружения и является обычно одним из главных источ
ников потерь энергии.

Вдоль стенок диффузора всегда наблюдается резкое утолщение 
пограничного слоя и, как следствие, оттеснение линий тока от 
■'венок. Не говоря уже о катастрофическом для работы диффузора 
явлении отрыва пограничного слоя, отметим, что и при отсутствии 
отрыва жидкости от стенок диффузора явления в пограничном слое- 
вызывают значительное ухудшение работы диффузора, уменьшение 
коэффициента восстановления, увеличение потерь и искажение эпюры 
скоростей на выходе. Оттеснение линий тока от стенок диффузора 
приводит к сужению потока вне пограничного слоя, т. е. непосред
ственно к уменьшению коэффициента восстановления давления. С ко
личественной стороны этот эффект может быть оценен следующим 
образом: действительный поток ведет себя как поток идеальной 
жидкости внутри канала, образованного поверхностью, отстоя
щей от поверхности диффузора во внутрь потока на толщину 
вытеснения, рассчитанную по действительному распределению дав
ления по поверхности диффузора.

Таким образом, для расчета диффузора прежде всего требуется 
рассмотрение вопроса о развитии пограничного слоя вдоль его по
верхности, а это, как известно, упирается в необходимость определе
ния скоростей в идеальном безвихревом потоке в диффузоре с задан
ной, вообще говоря, криволинейной поверхностью.

Решению последней задачи посвящен второй параграф статьи.
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2. Метод местных вариаций

Этот метод решения прямой задачи об определении поля ско
ростей и давлении в потоке идеальной несжимаемой жидкости տ 
осесимметричном диффузоре (конфузоре) произвольного очертания 
основан на идее подбора близкого по форме теоретического диффу- 
зора (конфузора) [2] в последующего „исправления14 местных отклоне
ний путем введения специальных поправочных функций.

Рассмотрим заданный осесимметричный диффузор (конфузор 
профиль меридионального сечения которого показан на фиг. 1. Эй 
профиль сравнивается с серией теоретических профилей, за раж

полученных путем задания различных законов распределения скоро
стей па оси диффузора (конфузора). Из этой серии подбирается та 
кривая, которая ближе всего к данной (фиг. 1). а местные отклоне
ния исправляются путем добавления функции тока, соответствующей 
таким распределениям скорости на оси. которые практически отличны 
от нуля лишь вблизи точки, где производится исправление.

Задаемся дополнительным распределением скоростей на оси 
в виде: ,

V^֊f»(z) = [A + B(z + a)|e (~’ (2.1)

Здесь: а расстояние от начала координат до того сечении диф
фузора или конфузора, где отклонение данной кривой от серийной 
(теоретической) имеет максимальное значение. /■ параметр, который 
определяется из условия, чтобы на концах исправляемого интервала 
дополнительная скорость составляла заданную часть основной (серий*:  
нон) скорости. Значение հ можно подобран так, чтобы на концах 
указанного интервала дополнительная скорость составляла 2®„ от 
основной скорости (такая точность практически вполне достаточна). 
А и В параметры, связь между которыми находится из того усло
вия, чтобы на концах исправляемого интервала отношение дополни
тельных скоростей к серийным было одинаковым, т. е.

(2.2]
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здесь ծ и d—расстояния от концов интервала до сечения, где имеет 
«всю наибольшее отклонение данной кривой от серийной.

Обозначая отношение серийных скоростей на концах интервала 
через з, получим из (2.2):

псюда

(лоп) 
V I>ձ

ԱօՕ1

oz

7. -т- а — — b

z — ո — d

Л ֊ вь
Л ֊է Bd (2.3)

ll’-d’
е *’ а

В - Л —֊^7------- - Л-տ ,
be’"՜’’ ֊«d

(2.4)

где через s обозначено выражение

b’-d*
с?՜ —а

Ь’-И’
I (

(2.5)

При b — d
1 1 — а Л 1 — а— ------- » 13 ■- • —------- .
b 1 + а b I 4֊ я (2.6)

Параметр Л определяется по максимальному отклонению данной 
кривой от серийной.

Так как в бесконечности вниз я вверх по течению обе кривые 
совладают, то можно написать очевидное условие раииенства расхо- 
доп через трубки тока, образованные вращением этих кривых вокруг 
оси z. При этом заметим, что функция тока '!> выражается через 
функцию f0(z) следующим образом [2|:

dm

(2.7)

В ք 1՚.Ղ-Լ2Ճ1Ջ1|2
+ 7՜ I (z + а -:֊ ircos<«>) e 

о

rdr j V ." P՝ rdr. 

a
(2.8)

Максимальное отклонение между заданной и серийной кривыми 
имеет место при z= а. В этой точке второй интеграл в фигурных 
кобкзх соотношения (2.8) равняется нулю.
Чистим IX. № 3 - 5
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Тогда получим
2zfv‘t։l"rdr

А = —V֊----------- ֊ (2.9)
/f 

օ_ճ______d«)
о -ссЛ

Числитель выражении (2.9) известен, так как величина 
. .(сер) 
vz представляет продольную скорое:» основного исправляемого

Г;
течения. Для заданных г, и г, значение | V^'rdr может

Г| 
быть сразу взято из графика зависимости ՛/'от г для различных 
z (фиг. 2).

■0.2

0.02 0.0k 0.06 О.Од О.Ю GJ2 0.1Կ O.i5 0.16 0.20 0.22 0,2k 0.7:5 025 
----------— У

Фиг. 2.
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Знаменатель в выражении (2.9) можем вычислить, разлагая 

функцию в ряд Маклорена и почленно интегрируя.

Тогда получим:

. _ у (2п—2)1 j~7 Г"
J C0S2<n l" " п 1 п12’п-Д(п— J)։)2 
о

Таким образом, окончательно находим:

2Д6(еер)
Л ---------------- ---------------------------

.у (2п —2)1 (2.9)
'' - п!22" -}(п 1)|М*  

п— I
Подставив выражение для дополнительного распределения ско- 

росйй на оси диффузора (конфузора)

| vuz°n)=fo(z) - (А B(z а)] е ( « Ь (2-1)

а общие формулы для составляющих скоростей и функции тока без
вихревого по՛ ока идеальной '.есжимаемой жидкости в осесимметричном 
диффузоре (конфузоре) |2], получим общие выражения дли составляю
щих скоростей и функции тока и исправленного течения:

■ V, = у‘"и- V _( Մ՛ г5„ (z).
11 и '

V, = у'ии+ (̂-22Г(пт"՜ r’"-1 <z)

n-J

if _,/“% V Աճ i 
“ 22я(п!)3 0

о Vt<ep> V<cep) ! lWplЕврсь , vr , у значения составляющих скоростей и функ- 
шш юка. соответствующие заранее известной теоретической кривой. 
АМ2) определяется по формуле (2.1).

Производные дополнительного распределения скоростей на оси 
о1"01 можно вырази՛!ь через полиномы Эрмита:

■ Н„(х) = ( 1)" Js՛ е֊ **').

Для удобства переместим начало координат в точку (0,—а). 
1огда будем иметь:
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но

г \ ՝ ..(зон)[o(z)= V„, = (А -г Bz ) е (2.1Դ

d:’
fo <n) (z) = (A + Bz) — 

dz:i
е֊НГ- -г пВ

dn ՜ 1
dzn ՜1

е

Հ_Լ ՛։ 2 [ A 4֊ Bz / Z \
-b) ՛----- -—f 1)”2««HO Г 2 ֊ -I-

I Xй ' \ X •'

nB( if «֊» 1 _ 7 \ I•2 2 Պ-1Ո 2 7) | (2.11)-

Подставив выражение для ' (z) из (2.11) в (2.10) л учитывая за

висимое:» (2.4) или (2.6). окончательно получим:

v, (r.z(- V,l"P' (r.z a)+Ae’lii ճ շո(Ո|)« (j) X

tt — U \

( 1 -b sz —nsx j 2 H2n_։ I 2z

V, (r. z)=vr("pi (r.z a) 4- A e- V ևմճճճ 
ր՝ ' г ՝ ' 1 ճյ <an-i)

«•-12 2 (nl)2

2n -1

X I շ-l -
2n—1 / z
у 2֊ ZSli2n-j( I 2 X

(2.12/,

r
z

z

,4 (* V« / ։\n+1
փ(ր, z)-։h'c₽'(r, z — a)+A* 2 e ։ ՜’ У

2w

Ճ X , — .՛   x
/շ- ֊ F-(n- 1)1 2 xsHto_3 J/ 2 Հ

Зная А из (2.9'), можно по (2.12) вычислить продольные, попе
речные скорости и функцию тока исправленного течения.

Уравнение образующей исправленного диффузора (конфузора) 
будет:

փ = Հ"’1 + $<* “> = const = С , (2.1 3):

где постоянная <• представляет значение функции тока -у на серий
ной кривой.

Заметим, что в случае, если после первого исправления в каком- 
нибудь месте сохраняется еще заметное отклонение данной кривой от 
серийной, то следует произвести повторное исправление.

Расчет диффузоров (конфузоров) вышеизложенным методом 
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,яесп{их вариаций" не представляет больших трудностей, так как 
ряды, входящие в формулы (2.12). быстро сходятся, а полиномы 
Эрмите табулированы.

В качестве примера применения метода „местных вариаций" рас
считаем диффузор (конфузор.) наперед известного теоретического 

■очертания с тем, чтобы затем сравнить вышеизложенное решение с 
точным теоретическим решением.

Другими словами, в данном случае будем, используя метод 
.местных вариаций՝*,  из одного теоретического профиля получать 
другой, который совпадает с первым на всем протяжении, за исклю
чением небольшою интервала.

На фиг. За в ЗЬ показаны две серии теоретических профилей.

■ՀՏ ֊24 ֊20 ֊Հ6 -Հ2 -08 -ՕՀ О 08 Հ2 Հ6 2fi 24 28 
--------Գ- շ

Первая из них (фиг. За) получена путем использования следующей 
.функции распределения скорости на оси z: 

*
f„ (z) = 0,55 + C e՜ ՜։՜dz. (2.14)

u

д второй серии соответствует функция

f0 (z) - 0,55 4- 0.45 thz . (2.14')

Из первой серии выделим теоретический диффузор, у которого 
входной и выходной радиусы, соответственно, равны: твж = 0,3. гВЫх —0,95 
(на фиг. 4 пунктирная линия). Считаем его очертание заданной кри- 
Жй. Сравнивая это очертание с кривой, относящееся ко второй се
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рии, имеющей те же входной и выходной радиусы (на фиг. 4 сплош
ная линия) видим, что заданное очертание совпадает с этой кривой 
на всем протяжении, за исключением интервала 0> z > 2,0 (фиг. 4). 
Максимальное отклонение одной кривой от другой имеет место в 
точке z — I и равно:

ղ- г2- 0,08; (г։ -0.70; г2—0,62).

Далее, из фиг. 4 очевидно, что а = 1, b~-d= I.
հօ 

г 09 
O.S 
02 
Об 
05 
Օձ 
0.3 
02 
OJ 
о
'2£ -25 -2<г 22 20 ՀՏ -2$ -а .'2 -JO -OS -OS-Oi Շ2 О 02 04 06 02 /О 22 /4 /О /6 20 

* ----------  г

Фиг. Հ.

Для простоты расчет Положим В = 0. Определим А:

______ 2Аф(сср) 
„у (2п 2!)г? 

Հ՜_ п12г"-[(п- I)!]2

Из фиг. 2 получаем

ձ./«»= (v/cep)rdr = 0.045 0,037 = 0,008 .

Примем /. I (нетрудно подсчитать, что для этого значения * на кон
цах интервала дополнительная скорость составляет порядка 2°.'о от 
основной скорости).

Замечая, что, в данном случае. га 0,62 будем иметь

_________ 2.0,008 _______

о.62’+^2֊-ь^+-
0.0358.

Если переместить начало координат в точку ( 1.0), то согласно 
(2.1). выражение для дополнительного распределения скоростей при
мет вид:

v£”' = Г» W °.°358 е՜". (2.15)

Для вычисления составляющих скоростей и функции тока 
исправленного течения будем пользоваться формулами (2.10). где 
Լ (z) определяется из (2-15).
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_ 'У d"
Значения производных —- —- (е ) даются во многих 

1 п dz
•/этических таблицах. В [3] даются эти производные до го - 5.

Воспользовавшись рекуррентными соотношениями между 
аоследовательными полиномами Эрмита.

Нгг.(х) - х Нщ-1 (х) (пт 1)11,,, 2(х),

мате-

тремя

(2.16)

•leiKo найти рекуррентные соотношения между гремя последователь- 
НЫ.ЧЦ производными ։’о (z):

.(ml 9 I (ш —О (m—Չւ ,և (Z)=“-Jpo ’)fo <Z)J- <2J7>

При m>5 производные i'o(z) можно рассчитать, используя 
Ш7).

Распределение скоростей па оси канала
Таблица. I

2 V1 V Of VJJ* О/
vui՝ ох Примечание

0 0,5501) 0.5500 0,56.32 V’J։ , и V"՛ скорости на оси со-
֊ 0,2
- 0.4

0,4612 
0.3790

0,4786
0 4100

О,1301 
О.4010 ответственно дли исправляемого, тсо-

֊ 0,6 0,3084 0.3170 0,3389 ретического и исправленного про-
֊ 0.8 0;251(1 0.2908 0.2854 филей:
֊ 1,0 0,2065 0,2130 0.2423 V*  0 55 0 45thz.֊ 1.2 0.1750 0/.038 0,2094
֊ 1,4 0,1520 0.1730 0.1825 и 0 °о ' - - ■ ,֊ 1.0 0,1355 0.1490 0.1605 V 0,554- ճևճԼ 1 С
֊ !.>• 0,1240 0.13 0 0.1429 |Հ- о
֊ 2.0 0.1 НЯ) 0.1200 0.12:12
- 2.2 0,1110 0.1125 0,1195 VJIJ V՛ 4- Ае ’ -Г ОХ ’ ох

«9

G£5

——— —
•v*

_______
---------- itx^fx.-Ն՛^

C.rrW.TH/ ”0 Хи

Հ՜Հ

СИ 

фр 

«а 
а»

сс
0$Й 
о

- ------- —

» —

V
-

—
՛ ■■■ ՛■

—

Հ? •$> -18 -1,6 4 -J 2 о Q8 -ОБ -Oil &г о

Фиг. 5.
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По формуле (2.10) рассчитана функция тока $ для различных г 
и z и вычерчена исправленная линия тока (фиг. 4). Как видно из гра
фика, фиг. 4. первое исправление в интервале — 2,0 уже
дает удовлетворительный результат, т. е. исправленная кривая ста
новится близкой к заданной кривой. Некоторые расхождения замеча
ются на участках 2.4 <z<- 1.2 и 0,8 <г <0, причем на первом 
из указанных участков (в расширенной час:и), расхождение больше. 
Это можно объяснить тем, что для простоты расчета было положено 
В = 0 («= !).

При желании можно устранить указанные расхождения, проведя 
повторные исправления в соответствующих интервалах.

В настоящем примере мы. по методу „местных вариаций", 
рассчитали теоретический диффузор, у которого распределение 
скоростей на оси заранее было известно. Это дает возможность 
сравнить распределение скоростей на оси, полученное вышеизло
женным методом, с теоретическим. Табл. 1 и график на фиг 5 поз
воляют произвести это сравнение.

3. Учет влияния пограничного слоя на течение в диффузоре

Для расчета дуффузора в случае действительной вязкой жид
кости, как было сказано выше, требуется прежде всего рассмотрение 
развития пограничного слоя н. оль стенок диффузора. Основной 
трудностью здесь является отсутствие до сих пор достаточно строгого 
и точного метода расчета турбулентного пограничного слоя в резко 
выраженной диффузорной области. Будем пользоваться методом 
Л. Г. Лойцянекого*,  распространяя сю на случай пограничного слоя 
на теле вращения или внутри водовода переменного сечения. Для 
этого напишем уравнение импульсов Милликена-Федяевского при 
движении вязкой жидкости в круглом водоводе (диффузор или кон
фузор) переменного сечения:

* Можно, конечно, пользоваться к другими методами расчета турбулентного 
пограничного слоя.

ձ J fru’dy-U^ J pudy= - Л-j’rdy-Vw. (3.1)

Здесь: 8—толщина пограничного слоя, г переменный радиус 
кольцевого сечения, и и U—продольные скорости, соответственно, 
внутри и на границе пограничного слоя, р — давление, xw напряже
ние трения на стенке.

Принимая во внимание, что

г=Го —у cos*  ֊ г0 Зу (3—cosx),

где го радиус поперечного сечения, а угол между касательной к 
обводу и осью диффузора (конфузора).



Вводя обозначения:

и полагая для несжимаемой жидкости, р const, из предыдущего 
уравнения, после несложных преобразований, получим:

dx I Ս го U р1Г '

Поскольку максимальное значение у имеет порядок толщины 
пограничного слоя Հ а последняя на начальном участке является ма
лой величиной, тоС 1 • Будем считать, что ; - '1 _ 1; тогда 

г© Го
будем иметь ձ*=Հ*  и А88 ■&*,  а последнее уравнение напишется так:

|Ջ Ւճ_|^՜-1 а* ՜ 
dx I г Го | и (3-4)

где ** и соответствуют, как обычно. толщине вытеснения и тол
щине потери импульса, т. е.

(3.5)

Напишем уравнение импульсов (3.4) в следующем виде:

ЛНм ՛ -21dx U I Մ r0 pU* (3.4’)
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где

Н — — .

В уравнении (3.4') трети» член в круглых скобках определяет 
влияние поперечно» кривизны диффузора (конфузора).

Следуя Л. Г. Лойцянскому [э|. умножим обе части уравнения 
(3.4') на некоторую функцию G(R**)  числа Рейнольдса и введем обо
значения:

‘ G(R") -Հ.
(3.5)

Уравнение (3.1 ) при этом примет вид:

G(R”) ։4” + I 2+Н+ Ճ | f :. 
dx I b го I

Первый член можно преобразовать так:

= А I ք Ճ I G(R..) <1^ _ H*G'(R ^)f
dx dx I U*  I G(Ras) dx

Вводя обозначение 

m (R~) «
R**G7R**)

G(R’*)  ’
(3.6)

найдем из предыдущего уравнения:

(|-n>)G(R-)^֊ = X I f-H- 
dx ax I U

— mf.

Исключим отсюда G(R“* i ——.пользуясь равенством (3.4՚). 
dx

Тогда получим после простых преобразований.

df И’ Г U" г' 1^Le-L_F(i)4- ճ_ (l+m)A f. (3.7) 
dx U I U го J

где
!• (f) = (I 4- ու) С ֊ (3 4- m 4- (I 4- in) H ]f.

Уравнение (3.7) представляет турбулентный аналог уравнения 
ламинарного пограничного слоя |4|:

֊-1- e II F-i- I Յմ շ ԼՀ_ I ք. (3.8)
dx U I U го I
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Если принять G(R**)=R**,

ю согласно (3.5), Г и - станут равными споим ламинарным аналогам. 
Величина m примет значение m = 1 и уравнение (3.7) перейдет в 

. (3.8).
Здесь, как и в случае ламинарного пограничного слоя, параметр 

Ю. характеризующий форму профилей скоростей в разных сечениях 
слон, будет формпараметром, а величина ' - функцией формпара- 
метра.

В случае плоского ламинарного пограничного слоя при ( = 0, 
величина R**  обратно пропорциональна местному коэффициенту тре
ния на пластинке. Для турбулентного пограничного слоя, как и в 
случае ламинарного пограничного слоя, можно принять, что при всех 
значениях Г вид функции G(R**)  совпадает с таковым для пластинки, 
но аргумент ее берегся для действительных величин на крыловом 

^Профиле.
Переходя к случаю обтекания те., вращения или течения к круг

лом канале, переменное։ сечения, :.;ы делаем допущение, что наличие 
поперечной кривизны у них сказывается, в основном, лишь на уравне
нии импульсов (3.4), в которое введен дополнительный член, содер
жащий отношение ՜՛՜1 .

Зависимое 1ь профиля скорости в пограничном слое (внутри осе
симметричного водовода И..Я на теле вращения) от изменения формпа- 
рзметра f будем счигатыакой же, что и на плоском крыле. Таким об
разом. при принятом допущении, вид функции G(R**)  па теле враще
ния берется таким же как п в случае сопротивления пластинки; при 
этом, аргумент R4” предполагается взяты՝; для соответствующего се
чения пограничного ело։ на теле вращения.

Воспользовавшись, например, формулой Фолкнера (՛ 1], стр. 624)

2Г. = «0,006551Ծ*՜ ’15 , » (3.9)

будем иметь искомое выражение для функции G(R**)
G(R**)=  153,2 R’*'-  (З.Ю)

Подставляя выражение (3.10) в формулу (3.6), найдем:

m 1/6.
Тогда F(f) примет вид (как и в плоском случае):

19 7 1
П0 = .?:- ֊-֊-֊“Нр-. (з.Н)

10 6 I՛

При малых перепадах давлений и скоростей, т. е. при малых 
значениях i ([1], стр. 632), (3.11) можно заменить линейной функ
цией:

F(f) = а - bf (3.12)
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с коэффициентами а и b ранными:

а = iJ7,
И _ 4,7 ֊? 4,8.

Тогда (3.7) примет вид:

(И х I bLr _ ST . 1 ւԼ I f _ Z 
dx ' I U Մ ՜ 6 ru I U (3.13)

Интегрирование (3.13) приводится к простой квадратуре:

"->-17(Эгм “+С]' *">
При наличии участка с ламинарным пограничным слоем в интер

вале 0<\<Х| , выражение для fix) примет вил:

г(х) = U'UL_
П*  (х)г0 - (х)

х Ub г4
□ 1' иъ-։(«)г0- ($)<!։+ —Լ-£- ք,

*֊Հ
(3.15)

где Ut , U't , rol и I; cooiветс; вуют значениям Ս։, U',r0 и i п точке 
перехода х х։ . причем i։ , вычисленное по (3.5), примет вид:

ք, = U'-r2- G (R«) = 2!ճ- R,» G(R,“) . (3.16)
U| U i

Для полностью турбулентного пограничного слоя уравнение для 
Т(х) примет вид:

К*)֊֊ ոժ г f U—<«»•’*•  «)<։&• O.njи (х)г0’/-(х) jj

Для определения R**(x)  согласно (3.5), (3.10) и (3.17) получим 
следующее уравнение:

П J2 -1 Ր77՜ = -ПГтЛ—ГГ f Ub-lm՛ (Ո&. (3.18)
Lb vUb-2(x)r^ (х) J z

Формулы
.ном виде

(3.17) и (3.18) могут быть представлены в безрззмер֊
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где
Ri«= —------- рейпольдсово число, взятое ио входной скорости U8X

в характерной длине L.
Положив в (3.1b')

I
I R..= U^Of..Ri„,

олучим следующую формулу для безразмерной толщины потерн 
импульса 6**  

”х 
~ .. а р

о ♦* ------------------------------------г 11
>53,2^’йь֊ .(xjro4xl.) 

и
Если на входе в диффузор (х 0) толщина пограничного слоя 

не равняется нулю, а имеет некоторое значение с,|Х, которому соот
ветствует толщина потери импульса V*,  го для формпараметра Г по
лучим. согласно (3.14), следующее выражение:

ffx) = -
■ Ս^յՀ-Ա)

иь (0)г.(0)

U'(0)
f(0) • (3.20)а

и
где: U (0). Г' (0), го(О), и f (0) соответствуют значениям 1Հ Մ, г0 и i на 
входе в диффузор, и в дальнейшем будут обозначаться через Unx, 
Ь”и, в т. д.. причем согласно (3.5):

ք(0)֊և֊ ՝֊> 
Мих

Подставив значение G (R**)  из (3.10), получим:

где

153,2>U'„x 
U‘x

R** вх »

Таким образом:

1Пх)
Ub(x)r0' (х)

U հ **р *♦  — Ա։ոէ ‘Mix —-----------------

х
JU*՜ 1 (?) Գ՛' (?) d?+ 153,2,U^4;R»‘*'' 

<1

или в безразмерных величинах:

(3.21)

f (х) =

где

О'(х) 
0"ЖЙ

Ր R 4
(էՐ՜՚էՕ՜ր; (Q ճ5+153.շրՀ;-^- 

0
(3.2 Г)

II Հ **
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R **
Используя очевидное соотношение ֊— 3Ьх** и поступая

Квх

так же, как при выводе формулы (3.19), для безразмерной толщины 
потери импульса получим:

1 ___ а
153,2R,IX‘ •

Имея величину *̂ ’(х), сразу можно определить 2*  , т. к.

2*(х)  = И 2**(х)  -(1,34-1,4) 2**'(х).

Как было сказано выше, изложенный метод расчета пограничного 
слоя пригоден при малых продольных перепадах давлений, когда тур֊ 
булетныЙ пограничный слои не близок к отрывному состоянию и по
этому можно было входящие в выражение F(f) функции ЭД и H(f) 
заменить их значениями при 1 0, делая тем самым предположение 
в постоянстве Н и

При больших продольных перепадах давлений такое предполо
жение недопустимо. В это:՝: случае можно пользовался пбл. 2 для

- ՛: ’ _ н ..I
зависимостей величин ; - , и|| - —от f=—. заимствованной из

-•о Но Լ 
статьи р].

Здесь i, — значение параметра Г в точке отрыва х — х$, а Հ и 
Но — значения . и II при 1 — 0.

Как известно, пограничный слой не только управляется вне
шним потоком, но и сам оказывает обратное влияние на внешний

Таблица 2

Г • Н Г > Н f Н

—0.95 1,63 0.85 ֊0,30 1.21 0.95 0,-10 0,69 1,10
—0.90 1.60 0.86 -0,20 1,и 0.97 0,50 0,60 1,125
-0,89 1,53 0.87 —0.10 1.08 0.935 О. СО 0.515 1.16
-0,70 1.47 0.88 0 1,00 1,00 0.70 0.12 1.20

0.60 1.41 0.90 0.10 0,93 1 .02 0.80 0.31 1.26
-0,50 1.34 0,915 о. 20 0.85 1 .04 0,90 0.175 1.35

—0.40 1,28 0.93 0,30 0.77 1.07 1,00 0 1.48

поток. Для количественной оценки этого влияния покажем, что в . 

принятом ранее приближении J — Հ 1 ; теорема Лондонского ([1], стр. 

641—645) остается в силе и в случае течения вязкой жидкости в диф
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фузоре круглого сучения н ее можно сформулировать так: дейстпи- 
Чзвяое распределение давления по поверхности заданного диффузора 
Юнпадает с распределением давления при безвихревом течении в 
фиктивном диффузоре", образованном поверхностью смещенной от՝ 
юсительно поверхности диффузора во внутрь потока на величину 
голщины вытеснения.

Для доказательства, наряду с действительным потоком жидкости 
и диффузоре, рассмотрим воображаемый потенциальны!։ поток, кото
рый непрерывно рас;։ ост роняется в область, занятую — пограничным 
слоем. Рассмотрим (фиг. 7) действительную линию тока (сплошная 
линия) и линию гока потенциального потока (пунктирная линия); они 
совпадаю։ на входе в диффузор.

Ось симметрии канала

Фиг, 7.

Составим условие одинаковости расхода в действительном и во
ображаемом потенциальном потоках проходящего через кольцевые 
сеченияМ,А\ и М։М', отсчитанные օՀ внешней границы пограничного 
слоя:

rudy — 2 " 1J rdy .

у + мм7
Отсюда следует, что:

иУ 2Ճ. I dy . (3.23)

Из последнего выражения получим:

у -֊ ММ’
1___ 2Ճ. dy (3.24)dy .
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(3.25)

из (3.24) 
но ММ':

получим следующее квадратное уравнение օւ носит ель-

ի - ^|+г*(у!=о, 
I Գ J

решение которого дает:

На границе пограничного слоя (у ֊ ->) по (3.26) ММ' — 0 (обе 
линии сон падают).

На поверхности диффузора <у — 0), где действительная линия 
тока совпадас! с нею:

ММ' -՝" ( । | 1 — —— д*  | •
> \ 1 Գ )

(3.27)

Разлагая . квадратный корень в ряд и опуская, ввиду малости 
значения, Д*  но всех степенях, кроме первой, получим (на поверх
ности диффузора)

ձ г
(ММ'),_«-Д-֊ JI 1- J I | 1 -U-|dy- (328>

о
йу

При будем иметь
Գ

Ճ
(ЯМ'),.,- j’| I- ” | <1у «*.  <3.29)

и

т. е. на поверхности диффузора оттеснение линии тока воображаемо
го потенциального потока равняется толщине вытеснения.

Таким образом, основная поверхность диффузора и случае дей
ствительного лиижсния должна быть в воображаемом безвихревом 
потоке заменена некоторой „фиктивной4* поверхностью, образованной 
смещением основной поверхности внутрь потока на величину,»равную 
толщине вытеснения, рассчитанной по действительному распределе
нию давления. (В силу малости толщины пограничного слоя, давле
ния в построенном таким образом потенциальном потоке, а следова
тельно, и продольные скорости будут совпадать с давлениями и ско
ростями в потоке на внешней границе пограничного слоя.)



Гндродниамич расчет диффузоров и конфузоров 81

Заметим, что в том случае, когда толщина пограничного слоя 
недостаточно мала по сравнению с радиусом сечения диффузора, 

.смещение „фиктивной поверхности" относительно действительной по
верхности диффузора будет определяться величиной мм', определяе
мой по (3.27).

Расчет диффузора производится методом последовательных при
ближений. Сначала решается задача для случая безвихревого течения 
идеальной жидкости в диффузоре. По полученному распределению 
скоростей вдоль поверхности диффузора определяется поведение 
толщины вытеснения, по которой строится „фиктивная" поверхность 
лдффузора. и определяется идеальное распределение скоростей по 
5той поверхности и т. д. Практически бывает достаточным ограни
читься одним-двумя приближениями.

•I. Расчет конического диффузора

Для иллюстрации хода расчета по вышеизложенному методу, 
произведем расчет конического диффузора, параметры которого суть: 
длина L=l,l входной. радиус г„х 0.175 .и, и выходной радиус 

0,300 м, при R,.x = 2,1-10°.
Так как диффузор конический, ю естественно поле скоростей 

или давлений принять в первом приближении таким же, как и соот
ветствующее поле от точечного источника (в последнем случае линии 
тока прямолинейны). В дальнейшем перейдем к безразмерным величи
на.?., принимая за масштаб длины длину диффузора, за масштаб ско
рости осевую скорость во входном сечении. Обозначения оставляем 
те же.

Уравнение образующей диффузора будет:

ГВЫх ГПх
Г — Гпх-; ՜ 4.

Известия IX, № 3—6
Фиг. 8.
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4֊ —---------1.4(1.
Гны։ rDS

Расстояние от кромки входного сечения до точечного источника

Ro = Ггб-гПх — 1.41.

Полная скорость в любой точке на стенке диффузора будет

и= —Г 
Ro-t-x I

где х измеряется вдоль образующей диффузора.
Воспользовавшись («3.17՜) и (3.19) и учитывая очевидную связь:

r0 х$»па 4- г„։

после простых расчетов получим:

-- (х + R»). 
‘Ч

■■■ ■
0,00198 . յ х у՝31 I | х 

Rbx0'17 ՚ ՜Ւ 1.41 ./ \ ՜ 1.4!

Путем деления i(x) на Լ =« 3,3 получим f (х), затем из табл. 2
определяем 11(f). После этого

ծ» (х) == Н (f )S**(x).

Основные результаты расчетов приводится в табл. 3.
7նւ5.?ԱՀ.'1 ձ՛

X — { г;** Г *֊£
I! ծ* 6*cdsi  

(а =0,993)

0 0 0 0 1.01) 1,40 0 О
о.1 0.194 0,000314 0.0590 1.01 1.41 0.000»13 0,00)41
0.2 0.456 0.(100705 0.138 1 .03 1,44 0.0)1015 0,00101
0.3 0.797 0.С0122О 0.241 1.05 1,17 0.00179 0.00178
0.4 1.244 0,0)1910 0.377 1.09 1.52 0,06291 0,00289
0.5 I «805 0.002780 0.548 1.14 1.60 0.СЮ412 0.03409
0.6 2.525 Од 03960 0,766 1.24 1 .74 0.C06S7 0,00642
0.7 3.400 O.OO54IO 1,030 1,48 2.07 0,01120 0.01 IIO
0.8 4.520 Օ.ՕԶ725Օ 1,370 1. IS 2.07 0,01500 0.01490
0.9 5,840 0.000550 1,770 1,48 2.07 0,01975 0.01960
1.0 7,480 0.012000 2,270 1.48 2.07 0.02480 0.02460

Откладывая от конической поверхности диффузора внутрь потока 
толщину вытеснения получим .фиктивную" поверхность диффузора, 
показанную па фиг. 9.

Теперь надо определить идеальное распределение скоростей по 
этой „фиктивной0 поверхности. Для этого воспользуемся методом, 
предложенным в § 2. Сравнивая кривую меридионального сечения
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фиктивного диффузора с серией теоретических кривых, видим, что 
она мало отклоняется от линии тока источника. Поэтому, если за

-серийную функцию тока принять функцию тока источника и исполь
зовать некоторую исправляющую функцию тока получим функ
цию тока исправленного движения.

Тогда

ф <«р) । cosa, _ 1.8074-z___
V( 1,807

В нашем случае гх = 0.203, г2 = 0.211, b = d = 0,5. Принимая па
раметр х = 0,5 (при котором на концах интервала дополнительная ско
рость имеет величину порядка 2% от основной скорости), получим: 
А-0,01288, В — - 0,985 А. Дополнительное распределение скорости 
будет иметь следующее выражение:

Vj1’"' = 0,01288 (1—0,985z)e

Затем по (2.10) или (2.12) определяем составляющие скорости и 
функцию тока в каждой точке течения, после чего строим исправлен
ный профиль диффузора. Результаты расчетов приведены на фиг. К) 
и в табл. 4.

Фиг. 10.
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Этот диффузор был исследован экспериментально. Общий вид 
экспериментальной установки показан на фиг. И. Воздух из помеще
ния засасывался центробежным компрессором и на։ нетался в напор
ную камеру, где, проходя через ряд сеток, успокаивался и под дав-

Фиг. 11.

лением поступал в четырехугольный переходной участок, заканчи
вающийся конфузором- На выходе конфузора получалось почти рав
номерное поле скоростей. Из конфузора воздух попадал в исследуе
мый диффузор. В одиннадцати сечениях на стенке диффузора были 
сделаны отверстия диаметром I мм для измерения давлений.

Измерение давлений на поверхности диффузора выполнялось 
обычным путем — с помощью дренажных отверстий в соответствующих 
сечениях. Постоянство давления ио сечению проверялось и оказыва
лось достаточно удовле՛: верительным.

В различных точках на образующей диффузора определялись 
значения величины

Կ> — 7՜ — •ру«_ 
՜ 2

представляющей функцию безразмерного расстояния определяемого 
отношением расстояния z։ от данного сечения до входного, к длине L 
диффузора. При этом коэффициент полезного действия получается 
равным

= Գ (0).

На фиг. 12 приведен результат сравнения теоретического расче
та (последняя графа табл. 4) и экспериментального определения вели
чины Ср •



* 
z г y(«P)

У
у(«р) у (ЛОП» 

Z
у(ДОП)

-0.5 0, ICO 0,9883 0,0877 0.0189 —0,006-1

0,1 0,170 0,8875 0,0793 0,0314 —0,0070

—0.3 0,180 (1.8035 0,0680 0.0398 —0,0062

-0.2 0.191 0,7260 0 0658 0.0162 — 0,0038

-c.l 0,201 0.0610 0,0602 0.0185 0,0005

0 0,211 0,6065 0,0555 0,0461 0,0050

0.1 0,2195 0,5570 0.0510 0,0389 0,0087

0.2 0,227 0,5138 0,0466 0,0292 О’,0102

0.3 0.2345 0,4740 0,0126 0,0191 0,0101

0.4 0,2-115 0,4406 0,0393 0,0103 0.0032

0.5 0,249 0.4100 0,0364 0,0047 0,0057



Таблица 4

v (cep,vUo«O 
г г v’ 

t Հ V*
cP =v“-

—v3вых

0,9694 0,0941 0,9100 0.0089 0,9489 0.7837

0.8561 0.0363 0,7115 0,0074 0,7489 0,5337

0.7(537 0.0742 0,5830 0,01’55 0.5885 0.4233
0.6798 0.0596 0,6423 0,0048 0,4671 0,3019

0.6125 0.0597 0.3752 0,0036 0,3788 0,2136

0,5604 0,0505 0,3141 0,0026 0.3166 0,1514
0,5181 0.0123 0,2685 0,0018 0,2703 0.1051
0,4846 0,0364 0,23'18 0.0013 0.2361 0.0709
0.4549 0,0325 0.20’0 0,0011 0,2081 0,0429

0.4300 0.0311 0.1850 0,0010 0.1860 0,0208

0.4053 0,0307 0.1643 0.0009 0,1652 и
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Как видно из этого графика, экспериментальные точки (крестики) 
достаточно хорошо ложатся на теоретическую кривую (сплошная ли
ния). На входе в диффузор экспериментальная точка лежит несколь
ко выше теоретической. Эго можно объяснить тем, что при теорети
ческом расчете профиль скоростей на входе принимался однород֊

слегка вогнутую кривую (завышение скорости у стенок). Эга вогну
тость профиля скоростей при удалении от входа постепенно сглажи
вается и экспериментальные точки мало отличаются от теорети
ческих.
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Кружками на том же графике обозначены величины СР для то
го случая, когда профиль скоростей на входе получался недостаточно 
однородным. Можно заключить, что и в этом случае совпадение с 
теорией хорошее. Только во входном сечении значение СР оказалось 
преувеличенным. Это и подтверждает ранее сказанное о влиянии фор
мы профиля скоростей на входе.

Очевидно, что для правильного экспериментального определения 
коэффициента необходимо добиваться однородности профиля скоро
стей на входе, в противном случае, точное определение этого коэффи
циента становится невозможным.

Зак л ю че и и е

В статье предлагается новый метод для приближенного решения 
прямой задачи об определении поля скоростей в давлений в осесим
метричном диффузоре (конфузоре) произвольного профиля. Метод 
основан на идее введения малых поправок в заранее известное тео
ретическое решение для диффузора (конфузора), по профилю близ
кого к рассчитываемому.

Разработанный метод решения прямой задачи применим при рас
смотрении вопроса о влиянии вязкости на распределение давлений в 
диффузоре или конфузоре, что имеет особо важное значение при 
расчете диффузора.

Для учета влияния пограничного слоя использован приближен
ный метод расчета турбулентного пограничного слоя, предложенный 
Л. Г. Лойцянским и распространен па случай пограничного слоя в 
осесимметричном канале переменного сечения.

Как показали проведенные расчеты, метод дает хорошее совпа
дение теоретически рассчитанного к. и. д. с действительным, при 
условии однородности ноля скоростей на входе и малой толщины 
пограничного слоя сравнительно с радиусом поперечного сечения диф- 

ձ 
фузора ----- С 1

г0
В заключение считаю своим приятным долгом выразить благо

дарность профессору доктору физ.-мат. наук Л. Г. Лойцянскому за 
ценные указания по данной работе.

Врдно-энергетпчссквй ннстнтр 
АН Армянской ССР Поступило 20 XII 1954г.
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5i. T. Айвазян

Импульсный спектр дейтронов в вертикальном 
потоке космического излучения

В работах Поуэла и сотрудников [1] было установлено, что в 
звездах ядер фотоиму.-.ьсий, наряду с мезонами и нуклонами, появ
ляются и дейтроны, которые составляют заметную часть среди ядер- 
ных осколков.

В работах Ллиханяна и Марнкяна [2, 3] было изучено рождение 
дейтронов нуклонами космического излучения в свинцовых поглоти
телях.

Однако до сих пор не имеется непосредственных эксперимен
тальных работ, устанавливающих относительное число дейтронов в 
равновесном воздушном потоке протопоп. С целью исследования это
го вопроса нами на высоте 3200 м нал уровнем моря были произве
дены специальные эксперименты с помощью магнитного спектрометра.

I. Описание установки

Для измерений применялся магнншый спектрометр [4,5] значитель
но усовершенствованный и дополненный пропорциональны мн счетчи
ками. Принципиальная схема магнитного спектрометра представлена 
на рис. I.

Ei зазоре электромагнита, имеющего прямоугольные полюсь՛ раз
мером 65X20 <՛.«. расположенные па расстоянии 10 см друг от дру
ги, создавалось магнитное иоле напряженностью н 7100 ое.

Счетчики Гейгера — Мюллера, сгруппированные в ряды, распола
гались гак, как это показано на рис. 1. С помощью двойных рядов 
счетчиков К1։ К* и К։. расположенных в зазоре, вдоль магнитных 
силовых линий, определялся импульс частиц по искривлению их пу
ти в магнитном поле. Ряд К<( (расположенный также в зазоре) слу
жил для контроля достоверности траекторий.

Импульсы частиц Р=- 0,4. 0,8. 1. 2, 5 и 10 — - измерялись, со

ответственно, с неточностями 5. 4,5, 5, 9, 25 и 50%.
По срабатываниям в нижних шести двойных рядах счетчиков 

Гейгера — Мюллера, чередуемых с медными поглотителями с общей по
верхностной плотностью 178 г/см2 определялись места остановок ча
стиц з веществе. Эти поглотители давали возможность разделить по
токи протонов от потоков ^-мезонов, останавливающихся в них.
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Поверхностные плотности отдельных медных поглотителей были 
П։ —- 10.45 г/г.и2, П3—17,5 Цсм\ П3 — 22.2 г!см\ П։ — 35,3 г/см։, 
П-—51,8 г/см- и П6 — 34,5 г/слг. На полюсах магнита были располо
жены счетчики Т'։, дающие возможность исключить частицы, рассеян
ные от полюсов.

П- С-- '-Հ- / / Հ Հ Հ / / Հ Հ г / / rza p—7֊?—s п

Рис. 1. Схема магнитного спектрометра (разрезы в двух перпендикулярных плоско
стях)^՜ mS волосы электромагнита, П„ - По - поглотители, К ։— К։5, Т։, Т? и В։

1Հ- ряды счетчиков Гейгера—Мюллера. Р—двухслойный пропорциональный счетчик.

Непосредственно над магнитным зазором находились два пропор
циональных счетчика. Над пропорциональными счетчиками на расстоя
нии 65 c-ж от полюсов находился свинцовый поглотитель По с по
верхностной плотностью 32 г!см“. Назначение этого поглотителя со
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стояло в поглощении электронно-фотонной компоненты космического 
излучения.

Применявшийся пропорциональный счетчик конструкции Хари
тонова В. М. представлял собой прямоугольную коробку, изготовлен
ную из дюралюминия, разделенную на две части медной фольгой 
толщиной в 0.2 мм. Толщина наружных стенок была 3,5 мм. Толщи
на каждого счетчика равнялась 3,9 см, длина — 14 см, ширина — 1' см. 
В центре каждого пропорционального счетчика была натянута молиб
деновая проволока диам. 0,1 мм, служащая анодом. В медной перего
родке имелись отверстия, вследствие чего давление газовой смеси в 
обоих счетчиках было одинаковым. Пропорциональные счетчики были 
наполнены смесью 25% аргона и 75% метана до давления 40 см ртут
ного столба. Пропорциональные счетчики со всех сторон были ок- 

’лужены счетчиками Гейгера - Мюллера, дающими возможность о: би
рать только те частицы, которые не сопровождались ливнями. I !ро- 
иорщюнальные счетчики работали при напряжении 2600 вольт и име
ли газовое усиление порядка 100.

Усп.титс.тьно-регисгрирующие каналы обоих пропорциональных 
счетчиков были совершенно одинаковыми и состояли из;

1. Предварительного широкополосного усилителя, охваченного 
сильной отрицательной обратной связью с катодным повторителем на 
выходе; коэффициент усиления усилителя равнялся 100;

2. Промежуточного широкополосного усилителя с регулируемым 
коэффициентом усиления в пределах oj 5 до 100, также охваченного 
обратной связью;

3. Затягнвателя и инвертора с общим усилением порядка 40.
Импульсы с инвертора подавались непосредственно на откло

няющие пластины осциллографической трубки, с одного капала на 
горизонтально отклоняющие пластины, с другого на вертикально от
клоняющие. Таким образом,отклонение луча на экране осциллографи
ческой трубки представляло собой векторную сумму отклонений н 
отдельных каналах. Злая наклон и длину следа луча, мы могли оп
ределить величину отклонения в каждом канале отдельно.

Все лампы каналов, а также и электроды осциллографической 
трубки питались от соответствующих стабилизованных источников 
питания.

При испытании системы было установлено, что завал амплитуд
ной характеристики при отклонении луча на весь экран осциллогра
фической трубки не превышал 2%.

При срабатывании установки одновременно со вспышками неоно
вых лампочек происходило в подсвечивание луча осциллографиче
ский трубки. Луч автоматически фотографировался па кадре кино
ленты.

Регистрация частицы происходила только в случае ее прохо
ждения через ряды счетчиков К',, 1<2 и К.։ и остановки в одном и- 
нижних поглотителей.
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Таким образом, установка давала возможность для каждой заре
гистрированной частицы получать сведения о ее импульсе, пробеге տ 
веществе и ионизующей способности.

2. Градуировка пропорциональных счетчиков

Для градуировки системы пропорциональных счетчиков, из числа 
зарегистрированных частиц, отбирались две группы протонов с им

пульсами в пределах 0,58 < 0,71 и 0,71 0,90 остановив

шихся в поглотителях П3 и П.։, благодаря только ионизационным по
терям энергий.

Дейтроны, ионизацнонно остановившиеся в тех же поглотителях, 
вмели значительно большие импульсы и, следовательно, не могли по
пасть в отобранный поток протонов.

В число отобранных протонов не вошли также те, которые со
провождались разрядом в счетчиках рядов 1Հ и дополнительными раз
рядами в счетчиках рядов 1Լ и К։. Наличие этих разрядов указыва
ло на существование ливневого сопровождения. Не брались также 
протоны, не вызвавшие разрядов в счетчиках ряда Вр то есть гене
рированные нейтронами в стенках пропорциональных счетчиков.

Таким образом, в результате отбирались только ионизацнонно 
остановившиеся протоны, не имеющие видимого сопровождения вто
ричными частицами, при прохождении через объемы пропорциональных 
счетчиков. За время эксперимента нам удалось отобрать из числа за-

— 1 )-’Врегистрированных протонов 678 со средним импульсом Р 0,64 —— и

Вэн835 протонов с Р = 0.80 -—. Зато же время эксперимента были за

регистрированы 645 р-мезоноп с импульсами в пределах 0.18=^ Р<
1у ”)В=£.֊ 0,19 — и 1335 р-мезонов с импульсами 0,35 0,37 — •

Эти. р-мезоны остановились ионизацнонно в поглотителях П;։ и 
Пс и отбирались по тому же методу, что и протоны. Средние импуль- 

15е* всы этих мезонов соответственно были Р® 0,185 и Р — 0,36 •с
На рис 2. представлена градуировочная линия канала нижнего 

пропорционального счетчика, на основании данных которого и состав
лена приводимая работа. Градуировка произведена по данным о иони
зующей способности отобранных четырех групп частиц. По оси абс
цисс отложены теоретические значения ионизации Q в электронволь
тах, рассчитанные по формуле Бете -Блоха [6,7] для нашего счетчи
ка. По оси ординат средние длины следов луча I на экране осцил
лографической трубки в условных единицах. Величина средней длины 
луча для каждой группы частиц рассчитывалась по формуле
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Рис. 2. Градуировочная липин какала нижнею пропорцио
нального счетчика. По оси абсцисс отложены теоретические 
значения ионизаций, а по оси ординат длины следов луча в 

условных единицах.

Г=Д IN (I) dl

? N (1) dl

где N ֊ число частиц » интервале 1 Հ 1 -г dl.
На рисунке приведены среднеквадратичные ошибки.
Как видно из рис. Չ. зависимость I = f (Q) получается прямой 

линией. Это естественно, так как пропорциональный счетчик работал 
при малом значении коэффициента газового усиления, а амплитудная 
характеристика всего канала усиления была прямолинейной.

3. Результаты измерений

После получения градуировочной кривой из всего потока частиц, 
зарегистрированных магнитным спектрометром, отбирались только те, 
которые останавливались в поглотителях П2 и П и при этом имел»
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импульсы в пределах, соответствующих ионизационным и ядерным 
остановкам дейтронов в этих поглотителях, т. е. для поглотителя Пг 
с импульсами Р> 0.7֊^ и — Пя с импульсами Р >0,8^֊--. Нами не про

изводилось исследование дейтронов, остановившихся в поглотителях 
П, и П։ - Пс> из-за большого фона других частиц. В число та
ким образом отобранных частиц могли . опасть, кроме дейтронов, 
протоны и --мезоны, остановившиеся в этих поглотителях благодаря 
ядерным взаимодействиям. Число --мезонов в воздухе весьма незна
чительно по сравнению с кротонами. Однако --мезоны с такими им
пульсами могут рождаться в поглотителе По, но благодаря малой по
верхностной плотности этого поглотителя (32 г>'см-} число их будет 
незначительным.

Таким образом, можно заключить, что отобранные частицы яв
ляются в основном протонами с некоторой примесью дейтронов.

Затем все отобранные частицы группировались по интервалам 
импульсов, для отдельных интервалов подсчитывалась средняя вели
чина длины следа луча I, и средняя величина импульса Р. По фор
муле Вете ֊ Блоха подсчитывались величины средних ионизаций Qp и 
О» для протонов и дсйгронов. обладающих средними значениями им
пульсов. з по градуировочной линии рис. 2 определялись соответ- 
ствующие значения 1. Все результаты расчетов сведены в столбцы 
1 —5 таблицы.

р 

с

Протон Дейтрон
Поглотитель

1

Np NoՈ։ Из

QP
dll 11» Q.։

чп 1D N3 1э Na Тэ
погло
тит.
Па

погло
тит.

И»

Np

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II ■ 12 13

0,75 8160 10.8 21700 28,9 55 11.7 _ 0.05 410 0.007։
0,85 7203 9,6 1805Л 24,1 52 12.7 72 9.2 0,214 —0.03 520 0,021
0,98 63;О 8.4 11870 19,8 46 10,6 69 10.5 0,191 0,’кз 595 0.016
1.16 5670 7.5 11730 15,6 II 10,2 67 10,1 0,333 0,321 541 0,08
«.6 4900 6,5 8110 10.8 52 6,3 <82 7.0 -0.05 0.116 670 0,022

» J 1825)

В столбцах 6—9 приведены числа частиц и экспериментальные 
значения 1.в условных единицах.

11з таблицы видно, что экспериментальные значения в большин
стве случаев оказываются больше, чем следовало ожидать для чисто
го потока прогонов. Это особенно наглядно видно из рис. 3 и 4, на 
которых изображены кривые зависимое։и средней ионизации !,в ус
ловных единицах о; теоретического значения средней ионизации Qi'.

Пряма» линия на обоих рисунках является градуировочной ли
нией.
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Так как среди взятых частиц не могло быть других частиц кро
ме дейтронов, го ясно, "что этот избыток ионизации вызван примесью 
дейтронов в потоке рассматриваемых протонов. На основании этого 
можно написать

Ряс. 3. Кривая зависимости средней ионизации Ь в ус
ловных единицах от теоретического значения средней ио
низации QpjbTft частиц дейтронкой области, остановив

шихся в поглотителе Ոյ.

где -j- относительная доля . ейтронов в потоке рассматриваемых 
частиц, остановившихся в поглотителях П2 и П3. В 10 и 11 столбцах 
таблицы приводятся значения а. рассчитанные по этой формуле.

Для определения относительного числа дейтронов в истинном 
вертикальном потоке протонов, ламп за это же время измерений бы
ли найдены числа протонов тех же импульсов, зарегистрированных 
Известия IX, №3—7
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магнитным спектрометром. Числа этих протонов даны в 12 столбце 
таблицы. Число 825, взятое в скобки, есть исправленное число про- 

ՀՀ - л Бэв . .тонов с импульсом Р — 1.6 - • Исправление произведено на число

протонов, которые могли выйти из нижнего поглотителя без ядерно-

Рис. 4. Кривая зависимости средней ионизации 1э в ус
ловных единицах от теоретического значения средней 
ионизации Ордяя частиц дслтронной области, остано

вившихся в поглотителе П3.

го взаимодействия и,вследствие наличия антисовпадения, нс регистри
ровались. Истинное число протонов этого импульса приблизительно 
может быть подсчитано по формуле

N֊~- У?—
1 - е~ Г
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где NP — число протонов, зарегистрированных магнитным спектро
метром,

х—общая поверхностная плотность всех медных поглотителей 
равная 178 г/օժ,

л — величина ядерпого пробега взаимодействия протонов в меди.
Для получения истинных относительных чисел дейтронов раз

личных импульсов в вертикальном потоке протонов, нами вводились 
поправки на числа дейтронов понпзанионно останавливающихся в по
глотителях Н2 и П3 н за счет центровой со средним импульсом 
ռ , Ր Бэв։ - 1,ь— . останавливающихся в поглотителях П2 и Па только бла

годаря ядериым взаимодействиям. Часть первых нс доходила до по
глотителей П2 и П3, а последних— проходила поглотители П2 и П3 без 
взаимодействий. Найденные истинные относительные числа дейтронов 
приведены в 13 столбце таблицы.

На рис. 5 приведены импульсные спектры протонов и дейтронов 
на глубине атмосферы 700 г/сзг Спектр протонов взял из работы 
Кочаряна {8], а спектр дейтронов построен на основании данных 13 
столбца таблицы и приводимого спектра.

700 г/см֊. По оси абсцисс отложены импульсы Р в —, а по оси ординат ин

тенсивности в см~ ~сак~1 стер~1 ( j~'. Верхняя кривая соответствует про

тонам, нижняя дейтронйм.
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Максимум спектра дейтронов, по Сравнению с максимум от спектра 
протонов заметно смещен в сторону больших импульсов. Этот ре- 
зультат естественен, так как спад кривой в спектре частиц в обла
сти малых импульсов обусловлен ионизационными потерями энергий, 
а при заданном импульсе ионизационные потери дейтронов больше, 
чем для протонов.

Фактически нами определены относительные числа дейтронов н 
протонов не в воздухе, а под свинцовым поглотителем Ոո с поверх
ностной плотностью 32 г/с.и5. Выясним роль этого поглотителя.

Отметим, что роль ионизационных потерь энергии несуществен
но сказывается на виде спектра дейтронов, Действительно, наличие 
поглотителя По в смысле ионизационных потерь энергии приблизи
тельно эквивалентно увеличению глубины атмосферы на 20г/с.и՜. Это 
не изменяет вида спектра, так как отношение чисел дейтронов и про
тонов на больших глубинах атмосферы слабо зависит от глубины, 
т. е. является равновесным.

Оценим роль ядерных процессов, происходящих в поглотителе 
По. Величина ядерного пробега дейтронов в свинце равна приблизитель
но 100 г'-слг. Следовательно, часть дейтронов, равная 1—е-о:52=0,27, 
поглотится в свинце. Но это уменьшение воздушного потока дейтро
нов пополняется дейтронами, рожденными в звездах ядер свинца, 
вызванных нуклонами больших энергий. Ядерный пробег нуклонов в 
свинце имеет порядок 160 г/г.и2. Величина пробега взаимодействия 
нуклонов с образованием звезд больше этого значения. Но не в каж
дой звезде образую։ся дейтроны, г. е. вероятность образования дейт
ронов меньше Ясно, что основная часть дейтронов, н наблюден
ных нами, идет из воздуха. И возможно, что hcmhoi им более 0.27 от 
воздушного потока образуется в свинце.

Институт физики Поступило 2S XII 1955 г.
АП Армянской ССР

1Г. X. iui(i

ԴեՅՏՐՈՆՆեՐհ ՒՄՊՈհԼՍԱՅՒՆ ՍՊեԿՏՐԸ ԿՈՍՄՒԿԱԿԱՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՆ 
ՈՒՂ/ԼւաԳ ՃՈՍՔՈռՄ
Ա 1Г Փ Ո Փ П I' Մ

Աչխ ա աո ւ /./ յան //7/9 համեմատական հաչ'//'?/' և մադնի..... կան ч պեկտրո~
ւէեարի դու if t։րդման <>դնււ։ թյամft չափված Լ դե յ ար ոնների tu դդաձիդ հոսրի 
ինտենս իվու.ի] յունր ծովի մակարդակից 3200 11՜ րա րձ ր //լ ի! յ ան վրա: Արոչված 

[5 Գ H
Լ դեյտրոնների րաչխոէ-մն րստ իրենց իմպուլսների 0 7-ЛТ P --.՜՜ 1,7 - ~~ 

С

1^"’) 3
րույթոէմ։ Այդ րաջխսւմը Р = 1,1,')------իմպուլսի համար ուհի խիստ ար֊



Импульсный спектр дейтронов в всртик. потоке косм, излуч. 101
■ — -• ’гг ----- д ------- ---------------------------- ,-----------------—г^-~.-------------- ■ ""Х1 2 3 4 5 б. 7 ■ -՜.խ»

1. Ноуэл К. Փ., Намерит։ У. и др. УФК. 43, 54. 1951.
2. Марикин Г. А. ДЛИ СССР. 85, 305, 1952.
3. Ллиханян .4. /7. и Марикин Г. .4. ДАН СССР. 87, 191, 1952.
4. Алиханян Л. //., Алиханов Л. //. и Вайсенберз Л. О. ДАН АрмССР. 5, 129. 1916.
5. Ллпханяк Л. И., Адиханои А. //. и Вайсеяберг А. О. ЖЭТФ. 18, 301, 1948.
б. Rossi В. High-Energy Particles. .\՜. J., 1952.
7. Росси !>. •’ Грейзен К. Взаимодействие космических лучей с веществом. Москва, 

1948.
Հ Кочарян Н. А1. ЖЭТФ, 28. 160. 1955.

աահայտված մ in րււ իմ ոt մ; Նշված իմ պա լ՛՛ի համար ղ Լ յ տ ր սնն և ր ի ե պրոտոն
ների ինտենսիվս!.թ յու.նների հա րա րե րու. թ յու.ն ր հավաոար / 0,08-իւ 
փոքր մեծ իմ պա լսներ ի համար ա յդ հա ր ա ր ե ր ո լ ի1 յո ւ՚ւՀււ արադ նվա
ղում է, ձգտելով

ЛИТЕ I» А Г У |> А


	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	17
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29

	33
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	45
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57

	63
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	84

	91
	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94
	95


