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Обобщение многочленов Лежандра 
и некоторые их применения*

* Окончание. Начало см. в № 5. «Известий* (т. VIII).

§ 4. Применения к функциям класса Hi (֊со, со)

В настоящем параграфе мы займемся установлением аналогов 
ряда теорем предыдущего параграфа для функций

«о
f(z) = | e“2x$(x)dx 

о

(при некоторых предположениях), которые для краткости будут обоз
начены через

f(z) = Զ(փ).

Предварительно введем некоторые определения и замечания.
Определение (4.!). Условимся считать, что функция

(—ос, ио), если f(z)«2{6), где <|»(x)£ L*(e~ x, (0, оо)},

Замечание (4,1). Если փ(ճ)£ Ls(e՜՜'4, (0. со)}, тогда из

։'(т + ։уj= iViyxe՜՝ 4(x)dx

ճ
следует, что существует интеграл

и

(4.2)
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Замечание (4.2). Если ft(z) --*{%}  и i2(z) = ?(ф2), где ф2(х) и 

•|>a(x)g (0, ос)}, тогда

СО ՕՐ_________
Je Ч։(х)^(х)(1хв™р^-~+1у jf^J-4-iy jdy. (4.2') 

О _оо

Ниже приводим два предложения, которые или известны, или 
являются очевидными модификациями известных теорем, см. [5].

Теорема (4.1). Пусть функции 4(х) и ф„(х) принадлежат к 

L3 {е~'\ (0, сю)} и Фп(х) при п—со сходится, к 0(х) а среднем и 

пусть ։(?,) = £{ф) и (п(г) = 2(фя}, тогда ւ,վ-յ- -ь iy | сходится к 

1 ) С среднем на (—°°- °°) 11 ’ Л ։(z) ° обычном смысле,

когда Re(z) > ֊ • 
•*

Действительно, обозначим ։1;п(х) = 0(х)—Фп(х) и F։։(z) = f(z) — 

-։n(z): очевидно, что 4гп(х)£1?{е \ (0, ос)] и Еп(х) = 2(фп), Тогда, 
согласно (4.2'), имеем 

о? <х
[ е՜’ । ад) 1=мх=— J | F.(i+iy) թ.

° -- Л՝

Этим первое утверждение теоремы доказано.

Пусть теперь Re(z) = s>-1-, тогда

I f(z) — ։'n(z) I

«■ X
■Д-Д+у
IJ

(I

- [ф(х) —ф„(х)]дх <

dx е |0(х)-un(x)|֊dx = 9
J I Jz2s— 1

о

(4.3)

Это значит, что при Re(z) = .s

lim (n(z) = l(z).
П ''«о

Из теоремы (3.6) следует:
л.֊

Теорема (4.Г). Пусть ряд an^n(x)t где фп(х) g L- (е~х. (0. оо);

п-0 
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сходится в среднем к функции L’-!e"x. (О, оо)|, тогда ряд 
00
շ] а«Фп(«), ide Փ։1(ճ) — *■'!%', сходится к i(z) —ИФ} в среднем. 
п-0

когда Re(z) ֊ ~, и в обычном смысле, когда 
Л Հա

Определение (4.2). Введем обозначение
Ф.,(г)֊-«;РН} п = О, 1,2, 

где Рп(х) является е-квази-миогочленом Лежандра.

Замечание (3.3). При Re(z)>-$-

n-i
П (z - Հ)

------------ v -О
Фя(г) = I 2у„ + 1 т-------------- •

ГК*  ֊ Г-)
О

3
a —I 
n (fy - r:> 

I I , . \___________<x( — + ’> ) =V 2r« +1 -H--------•
П(*+т:)  v-0

гДеГ; = Г,+ '֊>0.

Замечание (4.4}. Так как 

ОО
Ր —хп / <г» , х. |0. ու Ф п| е P„(x)Pm(x)dx -
J | Լ m = n.
I)

то в силу (3.7') будем иметь 

х՝ _________ _
1 Гж ( I . \ . / 1 . . \ . (0 при гп Ф и ..

.тг Фп — Ч-iy Фт ~-НУ <1у = ‘ (4.4)
J \ 2 / V ֊ / 11 при пт = п,

г. е. система функций j И Фп| ~ ф «у ] — Фп| -֊ + iy j j на (— со, оо) 

ортогональна и нормальна.

Теорема (4.2). Система функций !ф"(4
оо
У—

»-о
֊ ОО

фундаментальна в классе функций Н> ( л).
Справедливость предложения следует из первого утверждения 

теоремы (4.1) и фундаментальности системы {Рп(х), р}.
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Теорема (4.4'). Система функций {Фп(г)} (фундаментальна в 

классе функций f(z)£H$(—оо, со) й смысле равномерной сходи-

мости, если только Refz)>-)- = ос՛.
м-0

Сопоставим теперь функции f(z) £ Н1(— оз, оо), ее ряд Фурье по

оо
'(т+‘у)~^а"Фп(т+‘у)՛ 

п-0
где

ОО __________
а«e jf (4՜+iy) *ո(4՜+iy )dy<

—՛»

Тогда теорема А. Тендера (см. [4], стр. 307). применительно к нашему 
случаю сформулируется так:

Теорема (4.5). Из всевозможных линейных комбинаций

наименьшее значение интегралу

где f(z)£H?(— х>, со), доставляет отрезок ряда Фурье f( — 4֊ iy

сс- 
причем гп = £ | йк |е.

k-n*t

Определение (4.3). Введем обозначение 6n(z) = £'Զ„). 
л = 0, 1,2, где Q.t(x) = Wn(e~x). х£(0, оо).

Замечание (4.5). При —у < у0 < у, < • • • <уп < • - - 
Հր

ո = 0, 1.2.
4 ~ Г Л
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—f х 
а в случае, когда Йй(х)=е

еп(г)

х։, где m + V-- ո

_Г(у)
(z֊bY«n)v ՚ (4.6)

Определение (4.4). Введем обозначение

Ո

inf 'sup J 2Rc(z) 1 f(z)—X«A(z)

•< о I '

где f(z)€Hi(— /J. «։), когда Re(z) >~, a0, a,,---, aM произвольные 

числа.
Теорема ('1.6). Справедливо неравенство 

i'-n(D *=?  Рп» (4.7)

где Р«

00
X|0(x) — Sn(x) |*dx|  ,

0

Sn(x) — отрезок ряда Фурье функции ф(х) по с-квази-многочленам 
|Рк(х)}, а ф(х) определяется из f(z) = fi{q>|.

Действительно, из (4.3) следует, что

ini sup V 2Re(z) -

п

= minj ' '2Re(z) — I

о Я '0
x co

2Re(z) — I j e֊(*S՜ 1)x dx j e *|  >p(x) — SD(x) |2dx | 

с 0
Следовательно.

Вл(0 Рп •

•Этим теорема доказана.
Теорема (4.7). Среди всевозможных функций

п — 1
®п(7.) — XakG (z) 4֊ 0k(z) 

k-0
<х>

pn.

(4.8)

in in

— •oC

осущесгп вл яет фун к ц и я
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•X֊
-֊ fe-“P»(*)dx.

япп 1 
О

(4.9)

Действительно.

2-inf

х> и-։

ап(х)
к-Оо

Этим теорема доказана.
Определение (4.5). Числа յւո. определенные условием (3.3). на

зовем моментными значениями функции f(z) — 2{ծ).

Замечание (4.6). Отметим, что. когда —~ <ՀYo < у, <Հ• • •,
**

։о |1Я « 1(уп-|-1), (п-^-0. I, т. е. моментное значение суть
значение f(z) в точке z = yn + L

А в случае, когда • • • ^Ykm֊i <Ykm = Ykm4-i = Ykm + 2 ֊ • • • - 

~ ^kin, ^km։+1 ’

Hkm4-v=^VH)|z=ikm+1 a 0<v<km,֊kni.

Здесь также возможны три случая:
I. Последовательность (ри} конечная.
2. Последовательность бесконечная и

со
V 1
/,---- ГТ=О°՛-^Yv+ ։

.-о

3. Последовательность бесконечная, но

Эти последовательности попрсжнсму будут обозначены через {щ,. ։։!. 
(М) и (М).

Теперь мы можем, используя обобщенное равенство Парсеваля 
(3.7). сформулировать аналоги теорем (3.3). (3.4) и (3.5) для функции 
f(z) = <Լ Hi( — ос, сю). Они соответственно будут:

Теорема (4.8). Среди всех функций f(z)^H?(—оо, со) с задан

ной последовательностью моментных значений |pk. nJ
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—«
осуществляет единственная функция

ք»(փ+ւ՚>- )=у«кФк(4՜ । ՛> )■ 
՝ •

к 
где «к = I У «к> |*.

г-0
Теорема (4.9). Для того, чтобы (М) последовательность чисел 

!рЛ) была последовательностью моментных значении функции 
!(z)f Hj(— о:. : ), необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 

<»■
V «„р, где ап—р 2к V хщ.и;... а числа а|1к определяются из

Ք~Ա к-0

Р„(х)֊ У а„кок(х).

к - ч

Из reopen (4.1Հ) и (4.9) следует представление функции f(z) ио 
се мементным значениям, а именно справедливо предложение:

Теорема (4.10). Пусть задана (М) последовательность (pnj мо

ментных значений функции f(z) - со, ), тогда для всякого 

z при Re(z)^>~ справедливо представление

ՕԾ ||
1’(г) « У, «пФп(г), где ап = У'2п V апкрк։

п֊0 к-0

а «пк определены в теореме (4.9).
В частном случае, когда- 4-< Y«“ Т։ — - • •, то получим предло- 

женке:
Теорема (4.10'). Пусть функция l(z) llj( - гс. задана своим 

элементом в точке հ1} —-- т.с. задана !1'(''?(հ0 I)!, '/ = 0.1.2,--.

Тогда для всякого z при Re(z)^> -у справедливо представле

ние
ՕԱ ,

f(z) .֊ V „,,г-57—Г . (4.10)
(Z f(l)_н * • •



10 Г. В. Бадалян

п

где ап — 1Հ2ո (Հօ + 0. « коэффициенты являются коэф- 
ii-o

фи ц и ен т а м и фун к ц и и
ո

Zn(x) =e՜՜ToX ^Xkxk

к-0

I Հ', 1
ճ~!

i (գ4-Հ.,)ո p-ixfty 
■ ։1՜յд’ (Հ 4֊ Հօ)

V*

Для доказательсгна теоремы достаточно заметить, что в данном
случае

Ո 

Р„(х). Хп(5) = Г։"։у4?=

k-0

Ւ_շՀ<> т՜ * ք(£~ր՜Հ.) е

J (;-тоГ։
<к.

В случае у0 0, Zn(x) = La(x) многочлен Лагерра.
Сформулируем, наконец, аналог теоремы (3.5).
Теорема (4.11). Среди всех функций f,z)- Н{(—<о, ио) <• задан

ной (М) последовательностью моментных значений

осуществляет функция i0(z) = V{60}, где Ф0(х) определена & тео

реме (3.5), причем, когда Re(z)>-n- —

on 
f0(Z) = V ճւ։Փ։։(շ),

ЙЛ-О

п 
ап = | 2֊, Vank{ik. 

k«

§ 5. Применение к функциям класса W-

В настоящем параграфе применяем обобщенные многочлены Ле
жандра к некоторым вопросам целых функций класса We.

Определение (5.1). Обозначим через W’ (W’) класс целых функ

ций f2(z) (f։(z)), допускающих представление
а

(5 1)

где g(x) н 1?([— а, с]) (>(х) £!?([— с. о|) четная (нечетная) функция.
Из известной теоремы Палей-Винера и из элементарных сообра

жений следует, что:

I Wu).,3dx

ОО

j I ե(Ա) |2<՝Լ1 °0
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2. էշ(շ) = Հ- pa>szxg(x)dx ^f։(z) = ֊ \ s։nzx։Xx)dxj. 

с о
Հ» -з Հ» s

3. f|f,(u) |=du= р g(x) |=dx ( [I f,(u) |«du ֊ р I Ф(Х) pdx j • (5.2)

-- CO b -- '.X> ։>

В статье [6] M. M. Джрбантяном и Л, Б Тавадяном решено 
несколько экстремальных задач относительно функций класса W-, при 
этом ими использованы классические многочлены Лежандра, здесь 
введением квази-многочленов Лежандра, обобщается теорема 2 выше
указанных авторов и решаются другие задачи.

Рассмотрим произвольную последовательность чисел |це. Рп,,--- 
Рп. հ • • (р’,5, • •) с целыми четными (нечетными) индексами

0<п0<п։<^Пл<- • -<пР<- • • (1 ■ -<։пч<- • •).
Введем обозначение:
Определение (5.2). Условимся считать, что u(z) £ W: (fj(z)r:W՜'

I. принадлежат к классу W'{pnp, 0] (WJ^։ ։ 0}), если выполня

ются условия £^>(0) = |i։,k , k = 0, 1. 2.•••, р, (£jmk\0) = |ипк. 

к = 0, l,2,-.-q).
2. f,(z)£W, (f,(z)£ Wj принадлежат к классу \V3{M, 0}, (We(M, 0}), 

если выполняются условия ։■!՝''k\o) — |iu.  k — 0, 1.2,,(f/mk\o) — pn k. 

k = 0, 1,լ2,-՛-), когда

* *

■X

k-0 k-0

Поставим задачу отыскания
xj

для этих двух классов функций.
Замечание (5.1). Из представления

(5. Г)

о о
следует, что 

пк rnk -J

(5.3)
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nk , тк-։ .
շ ֊- | о —, \

Обозначим теперь р„ (֊ I) թ- Աո,(֊ I) ՜ = |хга .г* К \ Ь К »

Из последнего замечания следует, что мы можем поставленные 
перед нами задачи свести к соответствующим задачам для функций 
g(x)£La([O. °|- (Ф(х) С Լ8([0. °])- лля которых имеется та или другая 

последовательность обобщенных моментов {pnJ (;pinJ).

Введем классификацию функций g(x) (ф(х)) согласно классифи
кации, установленной в определении (5.2) для функций L(z) (f,(z)).

Определение (5.2'). Условимся считать, что

g(x)C ւշ((օ, сф Հթ) (ф(х) £1?((0, а]. |Հ(()

если соответствующая функция L.(z)էWjpn , 0) (t։(z)6 0}).

2 g(x) f La([0, если

wwm. о) (f։(zK\v;(M, oj).
Введенная классификация функций позволяет использовать тео

ремы (3.3*),  (3.4*)  и (3.5*)  для решения поставленных задач для функ
ций fs(z) (f։(z)).

Определение (5.3). Для четкости введем обозначение

Рк(х, о) «= рк(х, а. и0, п։.---. nk) =

к
Пк+n.+i)

= тг՜ —----- ‘--------(тУ<5-3’
I (С+Лк+1)П(?—»>)

՝cJ

рк(х, а)= р‘к(х, 3, 1ПО. тк) =

]/2тк-4- I 
2л i

П(ч+пк-М) 
__ к \ С
(ч-1-։пк+1)П(ь- пт.)

V-0.
где 0 <Հ х ֊г-՜ а.

Jk(z, п0. Пр..., пк)
I с— ^coszxPk(x. с. и0. Пр..-, пк)<1х. 

о

(5.3)

J‘(z, П1„. Шр.... mk) = — sinzxP’(x. а, т0, гп,.-.-. mjdx
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Замечание (5.2). Пуси. функции <р',х) и <pn(x) принадлежат классу 
1?(|0. а]) и пусть

3 с
F(z) = j cos'/.xe(x)dx j F(z)® j sinzxs(x)dx) ,

о и

F„(z) = j coszx?o(x)dx ^Fn(z) = j si'nzx<pn(x)dx 

о 0
Тогда Fn(i) сходится к F(z) в обычном смысле для каждого z с ог
раниченной мнимой частью, если только сп(х) сходиicm к <р(х) в сред
нем

Действительно, имеем

I F(z) — Fn(z)|^ cos zx 
sm ?(*)  - rn(x) dx«

о

^e:'j jdx |tt(x) <p„(x)|2dx | <es:| a j (|?(x)֊<?..(x) |-dx j 

(P о о

= | Ծէ՜Տո >-0 при n-rco, (5.4)
где T = Jmz.

Теорема (5.1). Среди всех функций i2(z); W’(pn . 0!

inf j j fj(u) |adu

снущестял яе.ги фу я кц и я

Fa(z) - • (coszx g0(x)dx = У ajJjJz, 
oJ '

p
ide go(x) ֊լ akpk(x, о. nn. nk),

JIO, Пр. nk), (5.5)

k
Gk — \ ak., (a) а числа

k-o k о

a<k(c) определяются из
k 

Pk(x, a, ii„. nk)=V ak..(c)Xn’.

Для доказательства теоремы достаточно заметить, что в силу 
теоремы (3.3*)  из всех функций g(x)--L8 ([0, ?]) с заданной последо

вательностью (рь. Р) обобщенных моментов

inf pg(x)№

11՜
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. п
осуществляет функция g0(x) — V ճ|< pk(X, с. п0, п։. Пк) и нспользо-

к-0
вать равенство

со

I f2(u) pdu =

— со

pg(x)№-

О

Аналогично доказывается предложение:
Теорема (5.2). Среди всех функций f,(z) Q W'{|im^. 0}

со

inf I fx(u) |*du

—co

осущ ествл яет функц и я 

I С пFi(z) = — I s։nzx-Mx)dx = m(>l mk), (5.6)

и x-o

где 

q՝ ՛ k _
<p0(x) = V д;р;(х. a, m0, m։), ak = £ a’./a/jr .

k-0 v-0

а числа akv(a) определяются из 
k 

Pk(x, a, m0. mk) =£ Kk.,(o)xm‘• 

v~0

Теорема (5,3)- Среди всех функций J2(z) £ W’J.m, 0} 
X 

inf fl f։(u) |։du 

—co 
осуществляется функция

F«(z) - VakJk(z, n0, nk), (5.7)

k~o 
co _

где ճս akv(a)pv, а числа (•?) определяются из 

«.о 
k

Pk(x, ծ, ո0, Ոյ,- -. nk) = V «խՀժ).4ո'։ причем ряд (5.7) сходится рав- 

->-0 
но мерно в каждой области изменения z —s-f-ir с ограниченной 
Jn»Z =
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Для доказательства теоремы заметим, что в силу теоремы (3.4*)  
из всех функций g(x) £ 1.2([0, о]) с заданной (М) последовательностью 

!pnk) обобщенных моментов 
с

inf pg(x) |*dx  

о

осуществляет функция

go(x) = lim У akPk(x, о, п0, пк), 
р-х —1 

к-о
к 

которая на [0. о] существует почти всюду; Пк — У а

определяются так, как в предыдущей теореме.
р

С другой стороны. Sp(x) =֊ 5, akPk(x. з. ո0, ոԽ...« »ik) сходится в 
к—О

среднем к g0(x) на [о. а|. а это значит, что в силу замечания (5-2) 

р
Фр(г) = V flkJ^z, п0, »„•••, щ) 

к-о

сходится равномерно в каждой области z С D. если только J։uz огра
ничена.

Из вышеприведенных рассуждений следует, что 

R(z) — НгпФр(г), 
р

в силу обобщенною равенства Парсеваля. есть искомая теоремой 
функция.

Аналогичным образом доказывается
Теорема (5 А). Среди всех функций fJzX՜ We{ м. 0!

X- 
inf j/fj(u) fdu 

- ՀՀ>
осуществляет функ ц и я

Эо
F։(z) = VflkJk(z. ni0, mk). (58)

k-0

где flk — У Վ (а) |Հ, а числа «Լ определяются из 
»-о
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к
рк(х, а. п0,П|,-... пк) = լ а^./а)хП1 . причем ряд (5.8) сходится равно-

7-0
мерное каждой- области изменения z — S -j- it с ограниченной Jmz = т.

Теперь рассмотрим функцию
2

’U) = 9^ i eIZA?(x)clx. где ®(х)<'И(—а. о]) 

— г

и поставим ранее рассмотренные задачи для i(z).
С этой целью прежде, всего заметим, чго <р(х) = g(x) ф Ф(х). где 

g(x)£l?([- а, о]), f(x)£ 1?([—а. չ|) соответственно четная и нечет
ная функции.

Замечание (5 2). Справедливо равенство

СО : а
| f(u) f=du = 2 i |g(x)|‘-dx + 2 j 1 tp(x)fdx«

—x, 0 0

(5.9)

Действительно, имеем 
<Cc з z
| I f(u) |*du= I<p(x) pdx = | I g(x) փ 4>(x) |։dx - 

— X *•>
0 3

= pg(x) + Wrdx-h pg(—*)-H(֊x)|։dx 

о о
I 1

՜ i|g(x)+b(x)|l^x^4>(-.<i]dx . I [g(x)—<|»(x)](g(x) — ф(х)]с1х.

Продолжая выкладки, получаем

j I <p(x) |2dx = 2 p g(x) |’J<1x H- 2 |'b(x) pdx. 

—’։ о 0

Следовательно, 
•CC V 05
J I f(u) |sdu = 2 p քշ(ս> rdu 4- 2 p fj(u) f-du 

— x- —a —x>

Теоремы (5,1) и (5,2) в силу замечания (5.2) составляют обоб
щение теоремы 2 работы [6].
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Замечание (5.3). Так как

i(z) = ֊ j е։/л ©(x)dx = ( coszxg(x)dx-}- 4՜ sinzx<?(x)dx,

—а и V

ю всякая f(z)~W։ представляется как f2(z)i'i(z) ֊ f(z), где f։(z)i-Wj, 

f։(z)ew;.
Определение (5.4). Условимся считать, что

Цг)С^5(А։, В1։ 0}, 1=1. 2. j=--l, 2. если i2(z)£w;{Af. 0).

*»(*)(  0}. где А1 = |1Пр, A2 м, В, = pmq, В2 = м, причем до

пускаются всевозможные сочетания значении А, и В,.
Определение (5.5). Из всех функций i(z) £ WO(A, В,, 01 через 

Ец(г) обозначим ту функцию, которая осуществляет

■X' 

inf | f(u) |2du.

—»

Из определения (5.5), замечаний (5.2). (5-3) и из теорем (5.1)— 
(5.4) следует.

Теорема (5.5). Из всех функций f(z)£WJA։, Bit0} функция
Fl։(g = F?(z) + F?’(z), где

Ш г»
P* ”(z) =У ak.lk(z, п0. п,.-. . nk); l-’VU) = V Հ Հ(*.  m0. m,. . . tnk);

k-0 k—О

co
Fi֊’(z) =^flkJk(z. n0, nk); 

k=o

co

F^z) m0, m„. . mk)

k-0

причем последние ряды сходятся для всякого z с ограниченной мни
мой частью.

Замечание (5.4). Функции Jk(z, п0, п։. nk) и Jk(z.т0.т։,...,-тк) 
могут быть рассмотрены как обобщения функций Бесселя.

Определение (5.6). Обозначим

<>).

Известия IX, № 1 2

1 Г (lx(z) = — COSZX o)k(x. o)dx. 
Z I

0

^\L'PiTVW
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0 
• ։ Г0k(z) = — | sinzxwk(x, a)dx. 

я ] 
о

Определения (5.7). Обозначим через Ep<I(f) взвешенное наилуч

шее приближение f(z) £ W, функциями в’ида <WZ) ap(z) 4-o։|(z), где 
р яУ bX(z), Հ։(ճ) = У b'0*(z) при весовой функции 

ч-О v-0

ехр(—3 |Jmz|).
Обозначим соответственно через p;>(g) и ?’(''•’) среднеквадрати

ческие приближения функций g(x) и Ф(х) линейными агрегатами wk(x, о), 
к«=0, р и (^(х, а), к = О, I, Ч.

Теорема (5,6). Для всякой функции f(z)£W։ справедливо нера
венство

EP4(f) Pp(g) + Рч(ф) •

Действительно, имеем

1 СI f(z) ~ <WZ) I < — ] COSZX11 g(x) —լ bk0)k(x, a) I dx4֊
* S' k-0

If* о • •~ -1 [ sin zx I • I <|>(x) — \ bkwk(x, a) | dx.

о k"°

Следовательно.

Jirz I ,— . г ’ p ,
I j(z) = apq(z) I <-֊e------- -  ֊°—inf| g(x) -V bkwk(x, a) I dx

lS k-o

4 (5
$(x) — Y bkwk(x, a) dx

k~0
или

—o| JinZ J 
e ։(z) — cpq(z) I Рр(й) + Рч('?)

Определение (5.8). Обозначим через сРЧ(Г) взвешенное наилуч
шее приближение функции функциями Фр11(г) - Ф|.(х)-гФ.,(х),

р ч
где Фр(г) =У bKJk(z, n0, nl։...,nk), Փ<է(շ) = У bkJk(z, m0. m։. mk)

k-0 k-0
—o| յա21

при весовой функции e
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Из теоремы (5.6) следует:
Теорема (5.7). Для всякой функции f(z)£W3 справедливо нера

венство

ePq(0^L~ Pp(g) + Pq($) •

Для доказательства теоремы достаточно заметить, что 

р 
g(x) -V Cku)k(x,

k-0

Я
^(x) -V CMOk(X, <f)| 

k-0

2
о) dx = J | g(x) - Sp(g, х) fdx - pj(g),

№ = [Р;ж.

где Sp(g. x) и Sj(<p, x), соответственно, отрезки рядов Фурье функций 

g(x) и 6(х) по многочленам (Pk(x, a, n0, n,...., nk) и (Рк(х, а, т0, 
ТП,,---, 010}.

§ 6. Оценка максимума модуля квази-многочлена 
Чебышева п-ой обобщенной степени

Рассмотрим всевозможные квази-многочлены

Qn(X) — «0 փ «։Ct>j(x) + ... 4- ttn_։toa-։(x) 4- шп(х), (6.1)

где x£[0, 1], r,>0.
Определение (6.1). Условимся квази-многочлен, осуществляющий

inf' sup|Q„(x)i
Qal xelU’4

среди всевозможных квази-многочленов вида (6.1), называть квази
многочленом Чебышева п-ой обобщенной степени.

Такой квази-многочлен существует; обозначим его через Т,։(х). 
Определение (6.2). Обозначим

inf sup Qn(x) I 
Q„Lxei°. ч

шах I Tn(x) | =Mn- 
xePJ I

(6.2)

Теорема (6.1). Для всякого x£ [0, 1] при enpa-
ледливо неравенство

J:. Հշէո R, (6.3)
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где контур Г = Г։ 4-Г>. причем Г, отрезок прямой ( -Ri, Ri), а 

Г.. — полуокружность £ = Re1’’. — ՜'-. R = пуп, с — постоян-

ная, не зависящая от п и х.
Для доказательства теоремы оценим

ПК-им

ПК-г.)

Начнем с оценки Jn сверху.

Имеем

Значит

max
-ei i

= C, l„R.Հ 16 41

где с некоторая, не зависящая о п, постоянная.
Оценим теперь Jn сверху.

Имеем

значит

max
■егг

где Са- постоянная, независящая от п.
Учитывая последнюю оценку, будем иметь 

1т=тГ 56 С։' (6.5)

Из оценок (6.3) и (6.4) следует, что

Лп Л։ 4՜ с In R.

Теорема (6.Г). При условиях теоремы (6.1) квази-многочлен

I РПК+т*) х< ո֊ւ
*п(х) = 2j7j3- I Лг------------ ^Q^v(X) 4- w„(X).

■рП ПК-YJ

г -1
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где ю0(х) — 0. х£ (0, 11 удовлетворяет неравенству

14(х)|<с֊£. (6.6)
। Рп I

Последняя оценка будет нами использована в оценке максимума 
модуля квази-миогоч лена Чебышева.

Замечание (6.1). Имеем

п
Рп(х) =£апкшк(х).

1-0

причем коэффициенты anu. к 0, 1. п определяются эффективно. 
Л лпп=^лгг0.

Теорема (6.2). Для М„ = гпах|Т„(х)| справедливы неравенства 
хеР, И

~ <Мп<с (6.7)
«п I I 1

(где R и թո определены в теоремах (6.1) и (6.1'), «п — в замечании 
6.1), а с — постоянная. не зависящая от п.

Для оценки Мп снизу заметим, что средн всевозможных квази- 
многочленов

Q«i(x) = a0-l «i“։(x) I ••• 4 «п i«n-i(x) 4-ci>n(x)

inf JI Qn(x) |2dx 

о

доставляет квази-многочлен ал 'Pn(x) при Հօ = Օ.
Это значит, что

1
inf I1 Qn(x) I’dx = Л 11 Pn(x) l8dx — .
QnJ 4) a"

о 0

С другой стороны.

է 1
inf 11 Qa(x) |4dx 11 T„(x) |4 dx =^M|.

Следовательно.
I I

I «a I '՜՜ M„

Для оценки Mn сверху заметим, что

Mn max I z։1(x) j < с .-֊тт-г • 
xejo, ii I Pa I

(6.8)

(6.9)
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Из оценок (6.8) и (6.9) следует (6.7), чем п доказывается тео
рема.

В частном случае,когда 0<Y։<Ya<<Yn< ••• — оо, получаем:
Теорема (6:2'). Пусть Мо = max |Тп(х)|, тогда при

0<Yi<Y--’
xClOJ]

Yn справедливо՝.

1 р Yn֊Y.

Yn+Ն
<Mn<

11 1 ¥« — *•'  
сП֊-֊՛֊ 1 1 Yn 4 Y 

-.~o
In R, (6.7')

где c — постоянная, не зависящая от n. a R —nYn.
Действительно, нетрудно заметить, что в условиях теоремы

________ п-1 V « ./
«п = F 2Yn 4-111 Ճ2Լ Ճ.

п 
[1(Yo4-Y>)

S = п Հ" -Y-
?n ST . Tn + Yi 1 * Yn—Y*  

ri(Yn-YJ
-.-i

□ I v _l_ .z

>ИГ4
■.чО

(То = 0).

Подставляя значения ап и Зп в (6.7), получаем
I n-lv __ V

-------------- пД—գ
V2Yn4֊։ ,_0Yn 4-Y»

п- I v __ v
<Mn<cf֊] ‘n—^/nR, 

* ։ Yn ՜ր »v
4-0

чем и доказывается теорема.
Если обозначить

1 _пп'ъ-Т. _м . 
/2Հ. - 1 Ц ք՛ո + Y- -՞՜ 1 1 Yn + Y- 

.-О

то при у, = у, у — 0, 1,2,... получаем 

Мп:Мп<с0Г'т1 In п, 

где с0- постоянная, нс зависящая от п.
В заключение параграфа отметим, что в случае, когда 

0 <Yi<Yi < <Yn < ••• — оо, Mn = max|Т*(х)  | в 1951 г. другим 

способом оценен Л. О. Гельфондом. См. [7], стр. 15—16.

Институт математики и механики 
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АСТРОФИЗИКА

В. А. Амбарцумян

О кратных галактиках

§ I. Одним из существенных свойств Метагалактики является 
наличие в ней большого числа двойных и кратных галактик и, осо
бенно, скоплений галактик. В этом отношении существует известное 
сходство между строением Метагалактики и строением нашей Галак
тики. В последнем мы также встречаем двойные звезды, кратные си
стемы и звездные скопления. Как было показано нами, количество 
двойных звезд, кратных систем и открытых скоплений в нашей Га
лактике в огромное число раз превышает ту численность этих групп, 
какая должна была бы быть при диссоциативном равновесии [!]• Ниже 
будет показано, что в Метагалактике наблюдается отклонение от дис
социативного равновесия в ту же сторону.

Вместе с тем следует отмстить, что имеется и существенное 
различие. По имеющимся данным процент двойных галактик среди 
всех галактик в окружающей нас части пространства так же. как и 
процент кратных галактик, не выше соответствующих процентов для 
звезд. Однако процент галактик, входящих в их скопления, намного 
ймше, чем процент звезд, входящих в различные звездные скопления 
После работ Цвнкки[2]. а также Неймана. Скотта и Шёна (3], имеются 
веские основания считать, что большинство галактик входит в скоп
ления галактик и что процент галактик, составляющих общее мета՜ 
галактическое поле, сравнительно мал. В отличие от этого, большин
ство звезд в галактике составляет общее галактическое звездное поле 
и не принадлежит к звездным скоплениям по крайней мере тех ти
пов. существование которых твердо установлено. Однако это разли
чие не может преуменьшить значения того факта, что в обоих си
стемах мы имеем весьма заметную тенденцию к скучиванню Несом
ненно. что этот факт имеет в отношении обеих систем глубокое кос
могоническое значение.

Подобно тому, как это было сделано в отношении двойных 
звезд, можно составить формулу диссоциативного равновесия для двой
ных галактик. Применение этой формулы к местной системе галак
тик приводит к тому, что отношение числа двойных галактик, у ко
торых расстояние между компонентами находится в пределах օ՚ւ 5000 
до 50000 парсек, к числу одиночных галактик, должно быть 
не больше одной двухсотой. Принимая во внимание, что фактически
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в местной системе имеется около одного десятка одиночных галак
тик, мы приходим к заключению, что математическое ожидание числа 
двойных галактик должно быть порядка 0,05. А математическое ожи
дание числа тройных галактик должно быть, в свою очередь, во 
много раз меньше этой величины. Между тем мы имеем в местной 
системе по меньшей мере одну двойную галактику (NGC 147—185) и 
две двойные галактики, считая и нашу Галактику вместе с се спут
никами — Магеллановыми облаками. Таким образом, уже наличие в 
местной системе одной двойной галактики являлось бы при диссоциа
тивном равновесии маловероятным явлением. А одновременное су
ществование в ней двух тройных систем было бы практически не
возможным. Таким образом, в этом случае так же. как и в случае 
звездных пар и троек, мы наблюдаем сильное отклонение օւ диссо
циативного равновесия. При этом, однако, следует отметить, что от
клонение от диссоциативного равновесия особенно велико в случае 
тронных галактик. Аналогичное положение мы имеем и в других 
скоплениях галактик.

Однако самое большое нарушение статистического равновесия 
мы имеем для отношения числа скоплений галактик к числу одиноч
ных галактик. Хотя в настоящее время трудно оценить процент всех 
галактик, входящих в состав скоплений, однако, как уже упомина
лось. новые данные говорят в пользу того, что большинство галак
тик. по крайней мерс имеющих большую абсолютную яркость, вхо
дит « состав скоплений. Применение формулы диссоциативного рав
новесия к вычислению отношения числа скоплений к числу одиноч
ных галактик в окружающей нас области Метагалактики приводит к 
выводу, что.при всех допустимых предположениях о средней квадра
тичной скорости галактик, в Метагалактике должны были бы совер
шенно отсутствовать скопления. Таким образом, в этом случае рас
хождение с формулой диссоциативного равновесия особенно велико-

Если, с другой стороны, принять, что двойные галактики, крат
ные галактики и скопления галактик возникли в результате процессов 
взаимного захвата, возможного при тройных сближениях, то отноше
ние числа пар к числу одиночных галактик так же. как отношение 
числа скоплений к числу одиночных галактик не должно никогда 
превзойти ту величину, которая получается из формулы диссоциатив
ного равновесия. Между тем мы наблюдаем противоположную кар
тину.

Поэтому и в этом случае можно повторить вывод, который нами 
был сделан в отношении звезд. Именно, мы должны заключить, что 
компоненты. входящие в состав данной двойной или кратной га
лактики, или же в состав ванного скопления галактик, образова
лись совместно. Эю утверждение не является следствием какой-ни
будь гипотезы о механизме возникновения галактик или групи галак
тик. Оно непосредственно следует из наблюдаемой сильной тенденции 
к скучиванпю.
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§ 2. Так же, как и в случае звезд, изучение конфигураций кра։- 
иых галактик может дать интересные сведения, касающиеся проис
хождения и развития этих объектов. Как показывают результаты 
предварительного изучения конфигураций кратных галактик, среди 
них встречается значительное число конфигураций типа Трапеции, 
г. е. таких конфигураций, в которых можно указать такие три галак
тики. все три взаимные расстояния которых одного порядка величи
ны. Более того, если мы берем кратные системы, содержащиеся в 
опубликованных списках двойных н кратных галактик, то оказывается, 
что процент систем типа Трапеции среди них значительно превосхо
дит процент систем обыкновенного ՛. ина. Иными словами, среди крат
ных галактик, заключенных в указанные списки, мы наблюдаем кар
тину, диаметрально противоположную той, которая наблюдается среди 
кратных звезд. Как известно, среди кратных звезд, входящих в наши 
каталоги, число систем типа Трапеции во много раз меньше числа 
систем обыкновенного гнпа.

Так. например, среди 132 кратных галактик, встречающихся в 
каталоге двойных и кратных галактик Холмберг ։ |4], 87 имеют такие 
конфигурации, что безусловно должны быть отнесены к типу Трапе
ции. Только 27 систем являются системами обыкновенного типа, в то 
время как остальные восемнадцать систем занимаю г промежуточное 
положение, поскольку в каждой из них можно найти такие три га
лактики. что отношение наибольшего из расстояний между ними к 
наименьшему лежит между 2,5—3,0.

Насколько распространены кратные системы типа Трапеции вид
но из того, что ближайшая к нам система- туманность Андромеды с 
ближайшими двумя своими спутниками является системой типа Тра
пеции. Что касается нашей Галактики, го она вместе с двумя Магел
лановыми облаками составляет систему промежуточного типа. В про
тивоположность этому, среди большого числа кратных звезд, нахо
дящихся близко от нас, скажем, ближе, чем 50 парсек, мы не наблю
даем ни одной системы типа Трапеции. Указанная противополож
ность между характером конфигураций кратных звезд и кратных га
лактик особенно хорошо можно проиллюстрировать на следующем 
примере. На рис. 1 показаны наблюдаемые конфигурации шести ви
зуальных кратных звезд, главные компоненты которых обладают наи
большей видимой яркостью среди главных компонентов всех визуаль
ных кратных звезд. Масштаб для разных кратных звезд взят различ
ный, что не имеет значения для определения характера конфигура
ций. Из рисунка видно, что все шесть групп являются системами, у 
которых резко выражена принадлежность к обыкновенному типу. На 
рис. 2 изображены конфигурации шести кратных галактик, у кото
рых главные компоненты обладают наибольшей видимой яркостью 
среди главных компонентов кратных систем каталога Холмберга. Бро
сается в глаза, что все они являются системами типа Трапеции. Для 
окончательного решения вопроса о том, насколько указанное свойство 
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кратных галактик распространено, мы попытались выделить крат
ные галактики из каталога 2778 туманностей, составленного Эймс[5). 
Приняв наибольший предел для расстояний между компонентами 
равным 2Հ5, мы нашли среди галактик этого каталога 76 кратных си
стем (с кратностью 3 и больше). Из них большинство оказалось си
стемами типа Трапеции. Однако возникло подозрение» что наличие 
оптических систем может повлиять на процент наблюдаемых трапеций. 
Поэтому было произведено изучение совокупности двойных галактик

Рис. I. Конфигурации наиболее ярких кратных звезд ит 
каталога Эйткеиа.
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рис. 2. Конфигурации шести наиболее ярких кратных галактик 
каталога Холмберга.
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к на основании этого было определено возможное число оптических 
кратных при различных значениях предельного расстояния между 
компонентами, т. е. случаев, когда случайная одиночная галактика 
проектируется рядом с двойной- В результате было выяснено, что 
если предельное расстояние между компонентами принять равным 
Г.3, то процент оптических кратных будет крайне незначительным. Таких 
тесных систем оказалось 17. При этом выяснилось, что из этих 17 
систем только одна имеет конфигурацию обыкновенного типа и одну 
можно отнести к системам промежуточного ища. Таким образом, 15 
систем из 17 являются трапециями. Болес того, оказалось, что когда 
мы таким образом ограничили список очень тесными системами, то 
процент систем обыкновенного типа уменьшился. Таким образом, факт 
значительного преобладания трапеций и редкости обыкновенных си
стем среди физических кратных снегом не вызывает сомнения.

На рисунках 3 и 1 приведены конфигурации указанных 17 крат- 
пых систем, причем системы, 
числу наиболее тесных, так 
•по расстояние от каждого 
компонента до ближайшего к 
нему не больше О',8.

Приведем еще одно срав
нение, подтверждающее ука
занный вывод. Возьмем тесную 
систему наибольшей кратности 
средн наблюдаемых ярких 
кратных галактик. Эта систе
ма, в которой главным компо
нентом является NGC 6027. 
была открыта Сейфертом [6] 
в Serpens. Она состоит из ше
сти галактик. На рис. 5 дана 
схематическая конфигурация 
згой системы в сопоставлении 
с конфигурацией, наблюдае
мой у наиболее яркой шести
кратной звезды—Кастора. При

изображенные на рис. 3. относятся к

рис. 3. Четыре наиболее тесные системы 
из каталога Эймс. Расстояние между ком
понентами не превосходит 0,8. Цифры оз
начают померз составляющих галактик по 

каталогу Эймс.
этом каждую из трех ви
зуальных компонентов Кастора, являющихся спектрально-двойными, 
соблюдая масштаб, мы изобразили в виде одной лишь точки, так как 
два компонента спектрально двойной, при взятом масштабе, должны 
сливаться. Очевидно, что и это сравнение является прямым подтверж
дением наличия тенденции образовывать системы типа Трапеции среди 
красных галактик. Однако следует учитывать, что на численное зна 
чей не процента трапеций среди кратных систем может оказать значи
тельное влияние избирательность наблюдательных данных- Поэтому 
нельзя без дальнейшего обсуждения принять, что число трапеций в 
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действительности во много раз пли. по крайней мере, в несколько 
раз превосходи! число систем обыкновенного типа.

В том. что избирательность должна известным образом повлиять 
на приведенные выше данные, можно убедиться на следующем при-
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Рис. 4. 13 систем из каталога Эймс, для которых расстояния между ком
понентами находятся в пределах О',9—Г.З. Цифры означают номера со

ставляющих галактик по каталогу Эймс.

Рис. 5, з) Конфигурация шестикратной галактики в Serpens. 
6) Шестикрашая звезда Кастор. Каждая из точек пред
ставляет два компонента, составляющих спектрально-двой

ную. Кастор состоит из трех спектрально-двойных.

мере. Рассмотрим критерий, на основании которого две галактики 
считались входящими в одну кратную систему. Как видно из преди
словия к каталогу Холмберга, он требовал, чтобы выполнялось условие : 
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взаимное расстояние^ 9 
сумма диаметров "

Принимая грубо, что диаметры равны, мы получаем требование- 
чтобы взаимное расстояние было бы меньше четырех диаметров га
лактики. Пусть теперь имеем тройную систему АВС обыкновенного 
типа, где Л и В составляют тесную пару, а С представляет собой 
отдаленного спутника. Если даже Л и В соприкасаются друг с другом, 
их взаимное расстояние будет равно одному диаметру галактики. В 
гаком случае отдаленный спутник, на основании приведенного крите
рия Холмберга, не может находиться больше чем на расстоянии че
тырех диаметров от одного из составляющих тесной пары. В резуль
тате максимальное значение отношения К наибольшего расстояния к 
наименьшему в тройной системе не может оказаться больше пяти. 
Таким образом, критерий Холмберга заведомо исключает все системы, 
для которых 1<> 5. А для случая, когда расстояние внутри тесной 
паны превосходит 2,0 диаметра, все вообще Системы обыкновенного 
■ила исключаются.

Таким образом, в катало] Холмберга могли попасть только тс 
системы обыкновенного типа, у которых взаимное расстояние в тес
ной ияре заключено между 1,0 н 2,0 диаметра галактики, а некото
рая часть лаже таких систем (с оиюсительно большими значениями К) 
должна была остаться вне каталога.

Для того, чтобы исправить результаты наблюдения за эффект 
избирательности наблюдений, нужно знать закон распределения трой
ных галактик в зависимости от расстояния внутри теслой пары и рас
стояния отдаленного спутника. К сожалению, этот закон нам неиз
вестен. Однако, если допустить, что этот закон похож на тог. кото
рый имеет место в случае тройных звезд, то. как показывает грубая, 
глазомерная опенка, относительное число систем обыкновенного типа 

'следует увеличить в несколько раз. но не более чем в пя. ь.
Поэтому, исправив числовые данные за наблюдательную селек

цию, мы должны получить, что процент систем обыкновенного типа 
несколько меньше или в, лучшем случае, гаков же, как процент тра
пеций. Таким образом, остается несомненным, что системы типа 
Трапеции составляют не меньше половины всех кратных галактик.

§ 3. Как показано было нами в отношении кратных звезд типа 
Трапеции, каждая такая система является либо системой с положи
тельной энергией, либо системой с отрицательной энергией, но на
столько молодой, что в ней звезды успели совершить не больше, чем 
несколько оборотов. То же самое должно быть справедливо в от
ношении кратных галактик типа Трапеции. Далее, можно предпо
лагать, что известная часть кратных галактик типа Трапеции имеет 
положительную энергию, г. е. представляет собой группы, которые 
распадаются непосредственно после своего возникновения, так, что 
компоненты удаляются друг от друга в разные стороны.
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Естественно спросить, можно ли найти какие-либо факты, сви
детельствующие о положительности энергии кратных галактик типа 
Трапеции? Оказывается, что в пользу этого говорят некоторые дан
ные, касающиеся относительных лучевых скоростей двойных и крат
ных галактик, которые совершенно независимы от фактов, касающихся 
конфигурации в кратных галактиках.

Имеющиеся данные об относительных движениях в кратных га
лактиках были сильно расширены благодаря появлению в 1952 г. ра
боты Пейджа [7]. Всего в настоящее время мы имеем определения 
разностей лучевых скоростей для 35 пар.

Не имея количественных данных о массах галактик, входящих в 
эти пары или в кратные системы, куда некоторые из этих пар вхо
дят, мы не можем определить точное численное значение кинетиче
ской и потенциальной энергии этих систем и, следовательно, знак 
энергии в каждом случае. Именно поэтому попытка решения вопроса 
о том. встречаются ли среди наблюдаемых групп такие, которые 
имеют положительную энергию, наталкивается на затруднения. Од
нако вышеупомянутые данные о разностях лучевых скоростей поз
воляют подойти к этому вопросу статистически.

Прежде всего представляет интерес тот факт, что для упомяну
тых 35 пар мы не наблюдаем систематического уменьшении разнос։и 
лучевых скоростей при увеличении взаимного расстояния компонен
тов в проекции на небесную сферу. Между гем такое уменьшение 
должно было бы наблюдаться в среднем, если движение, во всех па
рах эллиптическое (т. е. энергия отрицательна), а массы систем ие 
зависят от расстояний между компонентами. Некоторые пары, в ко
торых расстояния между компонентами очень велики, показываю։ 
вместе с тем, большую разность лучевых скоростей.

Если обозначим через v относительную скорость внутри двойной 
системы, а через г—расстояние между компонентами, то теорема ви- 
риала, примененная к двойной галактике, будет иметь вид

v2= GM I = GM ՏօտՊ , 

г • р

где М-суммарная масса системы, р — расстояние в проекции, 0 угол 
между радиусом вектором г и касательной [плоскостью к небесной 
сфере, а усреднение произведено но времени.

Усредняя как во времени, так и по разным парам, мы можем 
написать

V2 = 3v*.

где v։ составляющая относительной скорости по лучу зрения.
Поэтому мы будем иметь

gmS = 3v, .
Р
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При указанном двойном усреднении величины М. cosfJ и р могут 
считаться практически независимыми друг от друга, и поэтому, при- 

___ тс
ияв но внимание, что cosO — г и обозначив через р' среднее гармони

ческое значение р, получим

(1)

Равенство (1) справедливо только после усреднения по времени в 
каждой паре и последующего усреднения по галактикам, различно 
ориентированным. Поэтому вычисленные для каждой пары по полу
ченным в момент наблюдения значениям р и v. значения величины

M=--G?v2 (2)

могут отличаться от действительной массы.
Однако только в очень редких случаях это произведение может 

отличаться от массы системы в десять раз, если только справедливо 
наше основное предположение об отрицательности энергии каждой 
нары.

В частности, следует принять во внимание следующее обстоя
тельство. Если энергия пары отрицательна, то кинетическая энергия 
меньше абсолютного значения потенциально;։ энергии, г. е. имеет 
место неравенство 

на основании чего мы можем написать

. 2GM , 2GMV* < \ ՝ —• cosv <
г ? Р

или
м>^_. (3)

2G

Это неравенство уже справедливо для каждой пары в отдель
ности и для каждого момента наблюдения. Первая часть этого нера

венства отличается от выражения (2) множителем . Таким образом, 

мы убеждаемся, что истинная масса каждой галактики ни в косм слу- 
24чае не может быть меньше выражения (2) более чем _ - 7.6 раза.4»

Что касается до верхней границы поправочного множителя, необхо
димого для получения из (2) истинного значения массы, то такой без
условной верхней границы не существует. Однако, как указывалось, 
следует считать, что случаи, когда этот поправочный множитель 
больше 10, должны быть крайне редки.
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Это означает, что, если все пары имели бы одинаковую массу, 
то значения М' (за исключением отдельных, редко встречающихся) 
должны были бы отличаться друг ог друга не более чем в 80 раз. 
Между тем наблюдаемые значения ЛЕ отличаются друг от друга 
иногда почти в 1G4 раз.

Выводом из этого является допущение, что имеются большие 
различия в массах галактик. Анализируя результаты своих наблюде
ний, Пейдж пришел к заключению, что среди галактик встречаются 
„гиганты*4 с массами порядка 150.10” MG ” ..карлики** с массами по
рядка 5 10й М3.

Вполне возможно, что столь большие различия в массах наблю
денных нар действительно существуют. Однако заслуживает особого 
внимания ю обстоятельство, что из четыре,х пар, для которых ЛЕ до
стигает наибольшего значения, три пары входят в состав кратных га
лактик с тремя или более компонентами. Это заставило нас заняться 
статистикой значения ЛЕ или, что то же, произведении pv; (это 
произведение, как видно из (2), отличается от ЛЕ лишь постоянным 
множителем в отдельности для двойных звезд и для тех пар, кото
рые входят в состав кратных галактик. Упомянутые выше 35 пар 
включают в себе 24 двойные галактики и 11 пар, входящих в крат
ные галактики. Расположив в каждой из этих групп рассматриваемые 
пары в порядке возрастающих значений pvj, мы разбили затем каж
дую из групп на три равные по численности подгруппы таким обра
зом, чю в первую подгруппу вошли пары с наименьшими значе
ниями pv;. во вторую подгруппу- пары с промежуточными значения п՛ 
pv; и, наконец, в третью подгруппу -нары с наибольшими значениями 
той же величины 1 loc.ie это։ о мы вывели среднее значение pvz для каж 
дай подгруппы. В нижеследующей табличке приводятся эти значения в 

1Л... астр. ед. км՜2 единицах 10й---- -------«------.сек.՜

Таблнца средних значений

Подгруппы I 11 111
Двойные галактики 0,01 0,42 4,8 
Кратные галактики 0,06 1,6 21.

Мы видим, что среднее значение pv; в каждой подгруппе крат
ных галактик на круг в пять раз больше значения той же величины 
для соответствующей подгруппы двойных галактик.

Если наши предположения верны, то это означало бы. что масса 
кратных галактик примерно в пять раз больше масс двойных галак
тик. Конечно, в среднем массы кратных галактик должны быть не
сколько больше масс двойных галактик, благодаря чему и произведения 
pvj должны быть несколько больше. Но. учитывая, что большинство 
кратных галактик представляют собой тройные системы, а также и 
то, что лучевые скорости определялись для двух наиболее ярких и. 
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следовательно, как правило более массивных компонентов, мы должны 
предполагать разницу в среднем не больше, чем в полтора раза. Если 
даже учтем некоторые возможные эффекты селекции, все же это от- 
ношение вряд ян может быть больше двух. Таким образом, остается 
расхождение примерно в три раза, которое трудно объяснить.

Поводимому, эта разница между средними значениями не обус
ловлена также возможными различиями в массах, происходящими от 
различия физических типов галактик. Поэтому мы должны заключить, 
что неверно наше основное предположение, сделанное в начале при
веденных расчетов и связанное с допущением об отрицательности 
знака полной энергии каждой системы. Достаточно допустить, 
что средн кратных галактик имеется больший процент систем с 
положительной энергией, расходящихся с относительно большими 
скоростями, чем средн двойных галактик, и все расхождение будет 
объяснено.

Спрашивается, однако, нс является ли допущение о гораздо 
большем проценте систем с положительной энергией среди кратных 
галактик по Сравнению с двойными галактиками столь же неправдопо
добным. как и отвертутое нами допущение о том. что галактики, 
входящие в кратные системы, имеют, в среднем, гораздо большую 
массу, чем составляющие двойных галактик. Ответ на этот вопрос 
получается нз результатов предыдущею параграфа. Там мы показа
ли, чю большинство коатных систем, охваченных нашими каталогами, 
является системами типа Трапеции и. следовательно, можно ожидать 
наличия средн них большого числа систем с положительной энергией. 
Совершенно иное положение мы имеем в случае двойных систем, 
подавляющее большинство которых находится, невидимому. в состоя
нии с отрицательной энергией.

Таким образом, данные, касающиеся относительных лучевых ско
ростей о двойных и кратных галактиках, свидетельствуют о положи, 
тельности энергии многих из этих кратных систем. Однако, вслед
ствие недостаточного количества данных о разностях лучевых ско
ростей у пар галактик, желательно дальнейшее исследование этого 
«опроса на основе более широкого материала.

4. Следует отметить, что утверждение о неустойчивости звезд
ных кратных систем типа Трапеции с отрицательной энергией являет
ся справедливым постольку, поскольку звезды имеют обычно один 
и Ю1 же порядок масс. Аналогично атому, п случае кратных галак
тик с отрицательной энергией утверждение о неустойчивости будет 
справедливой том случае, если массы компонентов одинакового иоряд. 
кз. Если масса одного из компонентов во много раз превосходит массы 
остальных составляющих, ю утверждение о неустойчивости будет 
вообще несправедливо. Так, например. Солнце, Земля н Марс пред
ставляют сна ему. в которой все три расстояния между составляю
щими обычно имеют одни и тот же порядок величины. Однако эта 
.система* устойчива. По этой причине было бы неосторожно делать 
Итстим IX. № 1-3
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вывод о неустойчивости в отношении таких кратных галактик типа 
Трапеция, как, например, туманность Андромеды. спутники которой, 
по всей вероятности. имеют массы во много раз меньшие, чем масса 
центральной туманности. Однако существует большое количество 
кратных галактик типа Трапеции, где светимости составляющих од
ного порядка, вследствие чего можно предполагать, что и массы од
ною порядка величины.

Так, например, система Холмберг 124. изображенная на рис. 2. 
состоит in галактик, видимые звездные величины которых равны 13.2 
13,6, 14,9. И в других случаях, изображенных на этом рисунке, раз
ности величин гораздо меньше, чем у кратной системы в Андромеде. 
Поэтому большинство кратных галактик, о которых шла речь в § 2, 
неустойчивы и являются сравнительно молодыми объектами.

,\V 5. Сделанный в начале настоящей статьи вывод о совместном 
возникновении компонентов кратных галактик предполагает, что на 
какой-то предыдущей фазе развития вещее; но, составляющее краптую 
галактику, входило к единый объект, который затем разделялся на 
две или несколько галактик. Естественно предполагать, что между 
этой первоначальной в более поздней фазой полного разделения со
ставляющих кратной галактики может иметь место некоторый про
межуточный период, в течение которого зги составляющие, являясь 
самостоятельными объектами, все же связаны между собой какими- 
то соединяющими элементами — .мостами-. продолжением ветвей и 
перемычками Как показал Циники, между компонентами кратной га
лактики часто наблюдаются подобные мосты и соединительные ветви. 
В статье Кулера [8]. посв .щеняой работам Цвикки. приводится фото
графия замечательной г ройной галактики, открытой Билдом и состоя
щей из трех спиралей. Между двумя компонентами явно виден мост, 
представляющий собой продолжение соответствующих спиральных 
ветвей двух из составляющих галактик. Вместе с тем система Вплда 
может являться, образцовым примером тройной системы типа 
Трапеции. Иными словами, эта система несомненно является моло
дым объектом.

Таким образом, вместо представления о приливном взаимодей
ствии двух случайно проходящих мимо друг друга галактик, возни
кает простое понимание этих перемычек, как результат сравнитель
но недавно происшедших процессов разделения совместно возникших 
галактик.

С другой стороны, если принять, что перемычки между галакти
ками, составляющими кратную систему, генетически связаны со спи
ральными ветвями, то можно заключить, что процесс формировании 
ветвей имеет тесную связь с процессом возникновения и разделения 
составляющих кратной системы. В пользу этою свидетельствуют так
же данные Воку лера о спиральных ветвях, которые связывают нашу 
галактику с ее спутниками— Магеллановыми Облаками.

Рассматривая с этой точки зрения знаменитую спиральную си- 
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тгему в Гончих Псах—М51 (NGC 5194 -5195). мы можем считать из
вестное сгущение на ее периферии, расположенное в конце одной из 
спиральных ветвей, за спутника этой системы, который связан с ос
новной системой мощной спиральной ветвью. Таким образом, мы при
водим к представлению о двойных галактиках в которых < ло
щин между собой соприкасаются.

Развивая дальше это представление, мы придем к вопросу о воз
можности существования сверхтесных пар, т. е. взаимно проникаю
щих систем, в которых центр одной галактики глубоко расположен 
внутри другой.

6. Как известно, одним из способов определении средних масс 
галактик является применение теоремы вирпала к скоплениям галак
тик. Предполагая, что скопление имеет отрицательную энергию в на
ходится в стационарном состоянии, мы получаем из теоремы вирпала

GM
՝՜2R '

Известные данные о лучевых скоростях позволяют легко опре
делить средний квадрат скорости по отношению к центру тяжести 
скопления Vs, а радиус скопления R легко определяется, если из
вестно его расстояние. На основании этих данных, приведенная фор
мула позволяет найти массу скопления. Таким образом, для скопле
ния в Деве Туберг [9] получил М=500МГ, где М, • масса галактики. 
Однако следует учесть, что в результате пересмотра шкалы расстоя
ний принятый Тубергом радиус скопления в Деве следует, по край
ней мере, удвоить. Поэтому будет правильной оценка М 1000 Мг. 
С другой стороны, число галактик скопления в . 1еве до абсолютной 
величины—11 не превосходит двух тысяч. Считая, что массами всех 
более слабых галактик можно пренебречь, мы получаем для средней 
массы членов скопления в Деве Мг. Но известно, что подавляю
щее большинство из этих двух тысяч галактик составляют карлики с 
абсолютными величинами между 15 и—11. Массы этих карликов, 
казалось, не должны превосходить 0.01 Мг. Только несколько десят
ков гигантов, входящих в скопление՛, могут иметь массы, заключен
ные между 0.2 М, и 2 Мг. Таким образом, полученная на основании 
теоремы вприала большая суммарная масса противоречит данным о 
числе и светимостях галактик данного скопления. Для объяснения 
этого расхождения Смит выдвинул предположение о большой массе 
межгалактической материн, содержащейся н скоплении. Следует 
отметить, что еще Хаббл [10] в своей книге подчеркивал глубину и 
-серьезность получающегося расхождения. Гораздо большее противо
речие получается для скопления в Сота. Уже из вычислений Туберга 
следовало, что для этого скоплении масса равна 8000 Мг. Однако, на 
основании новых данных, относящихся к этому скоплению, а также 
в результате пересмотра шкалы расстояний, линейный радиус скопле
ния следует учетверить. Поэтому получаем М = 32000 М,. При этом
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известно из последних исследований Цвикки [11]. что рассматриваемое 
скопление содержит не более 10000 галактик ярче абсолютной вели
чины — 13, причем подавляющее большинство из них составляют га
лактики низкой светимости с абсолютной величиной ниже— 15. Если 
также отнести значительную часть массы за счет слабых объектов, по 
вошедших в подсчеты Цвикки, все же получится, что в среднем, 
каждая из упомянутых 10000 галактик имеет массу порядка 2 Мг. 
Между тем и в этом случае можно считать, что на самом деле лишь 
несколько сотен или десятков галактик имеют массы между 0,2 Мг и 
2 Мг. а массы остальных должны измеряться лишь сотыми долями 
Мг. Поэтому полная масса скопления должна была бы быть порядку 
1 СЮО Мг. Получается расхождение на 1.5 порядка. Цвикки пытается 
объяснить это расхождение наличием огромного количества межга
лактического вещества внутри скопления. Отмстим, что на чрезвы-

М
чайно большие значения отношении ւ = г-, получающиеся в случае 

скопления галактик при применении теоремы внриала, обратил вни
мание и Шварцшильд [12]. Однако нам кажется, что даже приведен
ное им для скопления в Сота значение i —800 является преумень
шенным, поскольку при выводе им были приняты допущения, при
водящие к уменьшению значения f.

Имею।с.՝, данные, свидетельствующие о наличии известного ко
личества межгалактического вещества в скоплении Сота. Вопрос, од
нако, заключается в том. может ли масса этого вещества в десятки 
раз превосходить суммарную массу галактики. Поскольку межгалак
тические образования по своему внешнему виду напоминают скорее 
внешние части спиральных рукавов, чем концентрированные ядра га
лактик. то следует думать, что пока нет никаких основании припи
сывать этому веществу чрезвычайно большие значения отношения (. 
Между тем только значения f порядка 10' и больше для межгалак
тической материн могут объяснить наблюдаемое расхождение.

Между тем исходя из предыдущего, можно дать простое и ес
тественное объяснение указанного противоречия, допустив, что скоп
ление в Сота (а может быть и скопление в Деве) является снеге-, 
мой, обладающей положительной энергией, т. е. представляет собой 
расходящуюся группу галактик. В таком случае теорема внриала 
неприменима, и кинетическая энергия системы может во много раз- 
превосходить абсолютную величину потенциальной энергии.

В связи с этим выводом можно упомянуть еще об одном обстоя
тельстве, свидетельствующем о иестационарности некоторых скопле
ний галактик. Как на это обратил мое внимание Маркарян, в цен
тральной части скопления в Деве находится бросающаяся в глаза 
цепочка ярких галактик. В состав этой цепочки входят, в частности, 
гигантские эллиптические системы М84 и М86. Трудно допустить что 
эта цепочка является результатом случайного проектирования.

Если принять, что среди скоплений галактик всւручаются смете-
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мы с положительной энергией, то получится, что скопление типа 
Сота возникло в результате расширения существовавшей ранее очень 
тесной группы галактик.

Для расширения до теперешних размеров потребовалось около 
полугора миллиарда лет.

У 7. При обсуждении в § 2 вопроса об избирательности имею
щихся списков кратных галактик, мы принимали, что взаимное рас
стояние центров двух галактик, наблюдаемое нами, не может быть 
меньше суммы их радиусов. Однако при тщательном изучении изо
бражений вероятно нетрудно распознать двойственное!ь и в тех слу
чаях. когда взаимное расстояние несколько меньше суммы радиусов. 
Если же оно меньше полусуммы радиусов, распознание двойствен
ности может оказаться затруднительным, ибо получающаяся картина 
«ожег быть приписана сложности структуры самой галактики.

Однако диаметр галактики является довольно неопределенной 
величиной. Ее значение всегда зависит от предельной регистрируемой 
поверхности яркости. При фотографических наблюдениях она зави
сит ci чувствительности пластинки и экспозиции. Во многих случаях, 
когда две галактики двойной системы кажутся отделенными друг от 
друга, при увеличении экспозиции может получиться взаимное пере
крывание изображений.

Поэтому следует думать, что двойных и кратных галактик, в 
которых компоненты взаимно проникают друг в друга, гораздо боль
ше, чем это может показаться с первого взгляда. Так. например, оба 
спутника Л\32 и NGC 205 |уманности .Андромеды по крайней мере в 
проекции перекрываются с последней.

Однако представляет наибольший интерес возможность таких 
случаев, когда взаимное проникновение является очень глубоким, 
например, когда ядро одной галактики находится внутри центральной 
части другой галактики.

Нетрудно видеть, что мы наблюдаем некоторые такие сверхтес
ные системы в виде радиогалактик. Наиболее яркими примерами этого 
являются источники радиоизлучения Лебедь А и Центавр А.

Как известно, последний объект отождествлен с пекулярной га
лактикой NGC 5128, которая, согласно Бааде [13]. представляет со
бой любопытное сочетание эллиптической и спиральной систем с поч
ти совпадающими в проекции центрами.

Предлагавшееся со стороны Бааде и Минковского объяснение, 
считающее радиоизлучение пекулярных галактик и. в частности, 
NGC 5128 результатом случайного столкновения двух ранее незави
симых галактик, вызвало возражения со стороны Шкловского (14) и 
Милса [15] Оно имеет, кроме того, и ту слабую сторону, что не объ
ясняет, почему для возникновения радиоизлучения требуется цен
тральное или почти центральное столкновение. Более того, как мы 
сейчас увидим, вероятность такого центрального столкновения нич
тожно мала.
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Как легко заключить из значений видимой звездной величины и 
угловых размеров галактики NGC 5128, ее расстояние должно лежать 
в таких пределах, что опа либо входит в состав местной системы га
лактик, либо же принадлежит общему метагалактическому полю, бу
дучи расположена недалеко от местной системы. Плотность общего 
метагалактического поля настолько мала, что вероятность централь
ного столкновения в этом ноле на столь близком расстоянии от нас 
совершенно ничтожна. Поэтому примем то предположение, при кото
ром вероятности центрального столкновения значительно больше, т.е. 
допустим на минуту, что NGC 5128 входит в состав местной системы 
галактики.

На фотографии, полученной Бааде [13] с помощью 48-дюймового 
телескопа Шмидта, видно, что видимое расстояние между центрами 
„столкнувшихся4 галактик не превосходит пять секунд дуги. Для 
осторожности удвоим эту цифру, т. е. будем утверждать лишь, что 
расстояние между центрами в проекции не превосходит d -10". Ве
роятность такого случайного расположения галактик, входящих в 
нашу местную систему, при котором какая-нибудь одна пара настоль
ко сблизилась, что в проекции находится ближе друг к другу, чем 
некоторое угловое расстояние d, будет порядка

_ п (п—1) d=
Կ 2 4՜’

где п число членов локальной системы, которое можно принять рав
ным 16. a d выражено в радианах. Подставляя сюда <1 = 10", получаем

Р,<10֊7.

Но это есть вероятность близости в проекции. Если же предполо
жить, что обе галактики совпадают и по лучу зрения, что необхо
димо для объяснения наблюдаемого радиоизлучения, и если даже до
пустить. что расстояние между галактиками по лучу зрения вдвое 
превосходит линейное расстояние в проекции, ю указанную вероят
ность нужно помножить еще на 10 \

Таким образом, для вероятности столь точного совпадения по
лучается

Р< ю-”.

г. с., в среднем, из 10 11 групп галактик, подобных нашей локальной 
системе, только в одной в случайно выбранный момен мы должны 
наблюдать подобное тесное сближение.

Между тем имеются данные, свидетельствующие о том, что 
„радпогалактики“. представляющие собой как бы наложение двух си
стем. наблюдаются и в других скоплениях галактик. Это показано 
Бааде [13] на примере скопления галактики в Персее.

Все это делает гипотезу о столкновениях совершенно невероят
ной. Отказавшись от нее, мы приходим к представлению о сверхтес
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ных парах совместно возникших галактик, которые по каким-то при
чинам могут являться источниками интенсивного радиоизлучения. По, 
если согласиться с подобным представлением, то и случай Лебедь Л. 
где мы имеем наиболее мощное радиоизлучение и наложение изобра
жений двух галактик, следует рассматривать. как частный случай 
сверхтесной системы, составляющие которой имеют общее происхож
дение.

В пользу необходимости дать источнику Лебедь Л истолкование 
« том же духе, что и истолкование источников, связанных с галакти
ками NGC 5128, 2175 и 4486, говорит тот факт, что галактика и Ле* 
беде так же, как и указанные три радиогалактики. принадлежит к числу 
галактик сверхгигантов как по своей абсолютной величине, так и по 
диаметру (абсолютная величина, достигающая примерно М 20, диа
метр порядка 20000 парсек).

Как известно из исследований Ивняки, относящихся к функции 
свети мости галактик, число галактик быстро растет по мере умень- 
1ИСПНЯ светимости. Поэтому столкновение двух ւ алоктнк низкой абсолют
ной яркости в десятки тысяч раз более вероятно, чем столкновение 
двух галактик сверхгигантов. Выло бы в таком случае весьма уди
вительно. если бы наряду с Лебедь А не наблюдались бы по крайней 
мере несколько десятков источников радиоизлучения, возникших от 
столкновения галактик низких светимостей, на гораздо меньших or 
нос расстояниях, чем расстояние Лебедь А. Правда, возникающее при 
этом радиоизлучение могло бы быть более слабым, но эго компенси
ровалось бы меньшим расстоянием такой пары. Поэтому можно было 
бы ожидать от них поток излучения того же порядка, что и от Ле
бедь А. Между тем таких случаев мы вовсе не наблюдаем.

С другой стороны, в рамках гипотезы об общности причин, .вы
зывающих интенсивное радиоизлучение отдаленных галактик, наличие 
у них общих характеристик и, в частности, принадлежность их всех 
к числу галактик гигантов кажется естественным.

.Հ 8. Остановимся на минуту на возможных кинематических и 
динамических особенностях сверхтесных двойных галактик. При этом 
отвлечемся сначала от наличия в такой системе диффузного вещества՛ 
считая, что она состоит только из звезд. Имеются две возможности. 
Первая заключается в том. что сверхтесная система представляет со
бой двойную галактику с положительной полной энергией. В гаком 
случае на начальном этапе скорости ядер двух галактик по отноше
нию друг к Другу должны быть настолько велики, чтобы возмож
ность полного отрыва и взаимного удаления в бесконечность была 
бы обеспечена. Относительные скорости звезд внутри каждой галак
тики будут и этом случае малы по сравнению со скоростью расхож
дения галактик. Поэтому возмущающее воздействие каждой галакти
ки на движение звезд в другой галактике не будет особенно велико 
и п результате приведет лишь к некоторым возмущениям формы каж
дой галактики.
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Существенным в этом случае является го, что момент начал;
расхождения двух систем должен 
возникновения их, как отдельных

был быть, вместе с тем, момснтрм
динамических единиц, а формнро*

ванне самих галактик, невидимому, должно было происходить в пе
риод их взаимного удаления. Однако при таком представлении труд
но объяснить как возникновение звезд на всем протяжении каждой 
галактики могло бы опередить взаимное удаление. Между тем на
блюдаемые сверхтссные системы, невидимому, представляют иногда со
бой уже сформировавшиеся галактики.

Поэтому представляется боле.е естественным тог вариант, когда 
первоначально существовала одна единая галактика, ядро которой 
разделилось на две части и одно из ядер или даже оба ядра (при 
одинаковом порядке массы) взаимно удаляются через уже сущест
вующую звездную систему. Если одно из ядер значительно меньше 
другого, то большее ядро может сохранить в существующей звезд
ной системе почти центральное положение, выброшенная же меньшая 
масса будет удаляться. Повидимому. как раз такую картину мы на
блюдаем в случае радногалактики NGC 4486, где действительно имел 
место выброс струи из центрального ядра.

Вторая возможность заключается в том, что первоначально име
ло место разделение какого-то первоначального тела па два ядра, 
которые с али удаляться друг ог друга, причем полная энергия по
лучившейся системы была с самого начала отрицательна, т. е. ско
рость расхождения была невелика. Получившиеся два ядра должны 
были бы про. олжать /двигаться около общего центра тяжести. При 
дальнсйн:ем разнит ни каждое из ядер могло дать начало целой га
лактике. размеры которой гораздо больше среднего расстояния меж
ду ядрами. При этих условиях мы получим две взаимно проникаю
щие системы, подобных NGC 5128 и Лебедь А. Однако в такой 
сверх։есной паре воздействие каждого ядра на движение звезд дру
гой галактики будет велико, н по сути дела мы получим единую обо
лочку. состоящую из звезд с двумя ядрами. Через некоторое время 
должна нарушиться также и динамическая независимость ядер, осо
бенно, ес.-.н, как это следует из законов механики, они должны пе- 
риодически пронизывать друг друга. Динамика этого явления требует 
специального анализа, однако следует думать, что после небольшого: 
количества полных колебаний около центра тяжести произойдет слия
ние обоих ядер.

Как в описанном выше случае образования парта с положитель
ной энергией, гак и в только что описанном случае возникновения 
пары с отрицательной энергией мы будем наблюдать пару, как сверх
тесную систему, только в начальный период ее развития. В дальней
шем сверхтесная система, как мы видели, либо должна распасться 
(е?>0), либо же превратиться в единую систему (е ;0).

Таким образом, в каждой наблюдаемой сверхтесной системе обе 
галактики, либо, по крайней мере, одна из них должны быть моло
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дыми образованиями. Если на самом паннем этапе развития новой га
лактики происходит возникновение в ней также и слоя диффузного 
вещества, то не исключена возможность на этом этапе бурных про
цессов столкновений межзвездных газовых облаков, которые предпо
лагались уже в отвергаемой нами гипотезе случайного столкновения 
двух галактик. Возможно, хотя и не .- оказано, что именно эти про
цессы являются в той или иной степени причиной мощного рэдноиз- 
лученяя.

Мы видели, что, согласно развитому выше взгляду, может сущест
вовать два типа сверхтесных галактик. Один из них представлен си
стемой NGC 4486. другой֊ NGC 5128. Однако в каждом отдельном 
случае не так легко решить, к какому виду относится данная сверх- 
тесная система. Так. например, это трудно сделать и в отношении 
объекта Лебедь А. Только особая мощность процесса радиоизлучения 
и ней говорит как будто о том, что. вероятно, мы имеем здесь дело 
со сверхтесной системой положительной энергии.

# 9. Кроме случаев, рассмотренных выше, можно представить 
себе также случаи, когда образовавшиеся ядра возникающей кратной 
галактики расходятся на весьма значительные расстояния и только 
после э;ого развиваются в настоящие звездные системы. В этом слу
чае мы не будем наблюдать никаких сверхтесных пар или групп, а 
будем иметь дело с образованием обычной широкой пары или крат
ной системы с отрицательной или положительной энергией.

Таким образом,-՜сверхтесные нары, наблюдаемые в виде радио- 
галактик, должны считаться весьма молодыми образованиями. Одна
ко не всякая двойная галактика должна проходить через стадию 
сверхтесной пары.

£ 10. Выводы. Среди кратных галактик .имеется значительное 
числи систем типа Трапеции. Это является свидетельством в пользу 
представления о совместном возникновении галактик, составляющих 
кратные системы. Имеются основания считать, что многие из крат
ных галактик представляют собой системы с положительной энергией 
и поэтому находятся в процессе распада.

Основным выводом из сказанною является го, что возникновение 
кратных галактик в Метагалактике происходит и в нашу эпоху. 
Но,поскольку многие кратные галактики распадаются на независимые 
отдельные галактики, ю сделанное утверждение относится и к оди
ночным галактикам.'

Имеются доводы в пользу того, что некоторые скопления га
лактик представляют собой недавно возникшие и ныне распадающиеся 
системы.

Поскольку отношение времени распада кратной галактики типа 
Трапеции к продолжительности жизни каждой галактики, как звезд
ной системы. будучи малым, все же, вероятно, во много раз больше» 
чей отношение продолжительности распада кратной звезды типа Тра- 
пецин к длительности жизни звезды, как члена галактики, то утверж- 
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ливне о молодости галактик. входящих в кратные сист емы, не следует 
понимать слишком узко.։։ возможно, что эти .молодые- системы уже 
успели прожить заметную чисть своей жизни. Быть может этим объ
ясняется, что процен; предполагаемых молодых галактик среди всех 
галактик, который можно вывести на основании развитых выше пред
ставлений, гораздо больше, чем процент молодых звезд среди звезд 
вообще.

В отношении радиогалактик имеются основания считать их 
снерхтеснммн молодыми парами с положительной или отрицательной 
энергией.
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հարմար է անվանել Տրապեցիայի տիպի բազմագալակտիկաներ: Սովորա

կան տիպի կոնֆիգուրացիաներ ունեցող բաղմագւսլակէո իկանե րր կազմում 
են ց in ղակի փոքր մաոր։ Հետևաբար, րաղմ ուղ ա լակտ իկանե ր ի մեծամաս- 
նոէթ յանր անկայուն սիստեմներ են г Այս հանզամանքր հնարավոր է 
ղարձնոււէ դրական լրիվ էներգիայի սիստեմների առկա յա իք յ ու ն ր րաղմա֊ 
գալակտիկաների թվո> մւ

Այդ եղրուկացա իք յունր հաստատվում է այն ա վ լա р/ եր ո վ, ււրււնյ. 
Կայունի են կրկնակի և րաղմ ակի ղ ալ ա 1լ տի 1լ ւռների ր ա ղա դ ր ի 0> ե ր ի հարա- 
րերական էոե чш ղ ծ այ ին ա ր ա ւլ m ի1 յ ո ։ ՆՆ ե ր ի վերարերյւսքէ Այն ե՚հիքադրու- 
ի1յու.նր, որ րոլոր րաղմաղ ալակւո իկանե рЪ ունեն րացաւրակ ա՛հ էն ե րղ ի ան ե ր , 
րերում է րաղմաղ ալաքրո իկանե րի ան ղ սք մ՚հ ե ր ի գանէքվածների չափազանց 
մեծ արր1 եյւների «

եմ ան ղասւււղռւ իք յուննե րր կար!.լի Է կիրառել նաե ղ ա լակւո ի կ ա’հ ե ր ի 
կա յաերի նկատմամրւ Սնդոէնելով այդ կու յտերի քրիվ էներգիաների րա • 
ցառակա՝հ լ ի"հ ե լ ր , րաղադ րի\ դ ա լակտ իկանե ր ի մ իքին ղւրւ՚հղ վ ածն ե ր ի համար 
մե՚հք կււտաեանր չափաղանց րարձր, ան հավանակաՆ գնահատականներ/ 
Ստիպված, ւղետր է են ի! աղ ր Լ՚է։ ր, որ ղ ա լա կ ս՛ ի կան ե ր ի կւրւ յաերի ք ր ի վ էներ- 
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'/[՛աներն ուհհնու if Լն նահ դրական ш/ч!/.քներ։ V.jtf աոանձնապես վերա
բերում Լ Г'հր it’ll իկա յի 'Լարսերի կույտին։ Գա / ա կա ի կան հ ր ի ‘“JI կր/ւյտր, 
ըստ ամե հայնի, իրենից ներկայացն/ч if /, у »»/ Հհ ա ւյ ո rj if ft [nut. մ ր. որը հի- 
չերյնում I; մեր գալակտիկայի աո տ դաս էի յ/ո ոնե ր րր

hiut/tf ադա/ակտ իկ տն ե ր ի բաղադրիչների րնդհանււէ ր Л пч/ւք ut’h ifl./itii. 
րհրյաւ մեր եդրակա 1/ m. իք յո լնր իր հեէէէ քերում Լ ղ nt/ակտ ft կանե ր ft /ւաման֊ 
֊I "i’ll ft <|Eptil,l[ и քատեէքնե րի գաղափարը։ ՛իրանք պետք / /fl’ll են էիոիէսւ- 
գարձարար նե րթափտնցող րա դաղ րիչնհր իւյ րւսղկացած կրկնակի կտմ րադ֊ 
‘f utri/iuut իկ դա/տկտիկան եր; lltilht/ и ա դ ի ոճաո ագայ [д ում տվող if եղ հայտնի 
գա/ակա իկան ե ր ր [այսպեււ կոչված ц ո աղ ի ո ղ ա / ակտ ftl/ան ե ր ր ■> ք ր и in h/ihnij-

I'!1 ի !1 ներկայացնում հ՛հ այդպիսի դերնեդ կրկնակի it [tn տե մնե ր t 
lt'pi. այդպես կ, ապա i ի մ՝ք չկա են ft tn tj րհ լո ւ . որ CygllUS. Л, կամ NGC 
I2tf> ոադիոդալակտիկանե րի դեպքում մենք գործ ունենք ['ք”" }՝ Ւ !.! անկախ 
աոահսրցած գալակտիկաների րնդհտրnt մնհրի հեւու

Այսպիսի ւոեէէէոկհ tri ր գա է էնա մ Լ չատ ’> ա tf ւո՚հ ական , ե fj հ մ ե՛ն ր էէէ-ա-֊ 
՚11<ոէթյա1ւ դարձնենք այն -ւանդամանրի էքրա, որ 'հշւք и/Л tnftit/fi րո/որ пш- 
'11"'ր}արւէկտիկանհրն ունեն ս/էոշ րնդՀանա /1 էիիդիկական •>աակиt իք րււ Ն 

ftjn նստկու թ Int’lt’li այն է, it/ւ նրանք դերհոկա ւ/ա / ա I/տ քւ կան I./ւ հ՛հ քւն\ւդեււ 
գծային չափերի, այնպես Լ/ րսւցարձակ մ!.ձ ու իք յտն ւււեււակք.րրր<Լք^/" 
նիս արմերներր ft ադ ի ոդա / ակւո իկան ե ր ի tfrun f/nii/tfnitf են չու.ր^ М 
Անհնարին կ հասկանալ այդ փաւււոր, ընդունելով պատահական /է՛հ դ հ ա րո t tf • 
ներքէ ենթադրու flյսւ նր:
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ФИЗИКА

Г. М. Гарибян

К микроскопическому выводу формулы Ферми

1. Ферми [1] была выведена классическая формула для полных 
иотерь энергии заряженной частицей на расстояниях Ь. превышающих 
радиусы атомов, при движении с постоянной скоростью в среде. По- 
ь։рн энергии отождествляются с потоком вектора Пойтинга через ци
линдрическую поверхность радиуса b вокруг траектории частицы. В 
дальнейшем этот способ расчета был значительно усовершенствован 
многими авторами, причем в основном они занимались более точным 
учетом диэлектрических свойств среды и разделением потерь на 
ионизацию и возбуждение атомов и пн черепковское излучение.

Кроме этого, Будини [2] был дан также микроскопический вы
вод формулы Ферми. Идея этого метода заключается в том, что поле 
движущейся заряженной частицы в среде при скорости частицы, близ
нец к скорости света, разлагается на поле псевдофо. омов. Вводя за
тем классический коэффициент поглощения фотонов в веществе, по
лучают потери энергии заряженной частицей, отождествляя их с энер
гией поглощенных псевдофотонов. Выведенная таким образом форму
ла совпадает с формулой Ферми. При этом Будини брал в качестве 
х.:асеического коэффициента поглощения фотонов в веществе выра
жение, справедливое- для разряженных сред.

Настоящим мы хотим показать, что формулу Ферми можно полу- 
линь н с коэффициентом поглощения фотонов для плотных сред, если 
выражение для числа псевдофотонов брать в более точном виде.

2. Как известно [3], электрическое поле заряженной частицы, 
движущейся с постоянной скоростью v вдоль оси х в среде, дается 
следующими формулами

Ei =---- ֊■ I (-֊֊ ֊֊Р 'j К0Ск(о>р) е’ U 1
kv- J V z(w) /

- co
(1)

e V 1
E? =------- / ------- k(w) KT (k(<o)p)e v ' do>,

r.v J s(w)

где E. и E:,—компоненты электрического поля частицы вдоль и 
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поперек пути частицы, к-(со) °- (1— ^г(ю)), Rek(«»)>0, Ко и К,—
V2

видоизмененные функции Ганкеля, a sfw) диэлектрическая посто
янная среды. Действием магнитного поля на электроны атомов 
среды, как это обычно делается в методе Вейцзекере - Вильямса [4|, 
мы будем пренебрегать*.  Электрические поля Ех и Ер мы можем рас
сматривать как суперпозиции электрических полей псевдофотонов.

* Действие магнитного поля в Ճ раз меньше действия электрическою ноля, 

где у —скорость валентных электронов атома.

Вектор Пойтинга каждого из таких псевдофотонов равен ~ ЕН. В 

среде электрическое и магнитное поля фотона связаны друг с другом 
[о] согласно формуле J гЕ = УрН или, так как мы рассматривали не
магнитные среды,

]/ТЕ=Н, (Ջ)

11оэтому мы добавляем к имеющемуся магнитному полю такую величину, 
чтобы оно по абсолютной величине определялось бы формулой (2) и 
вектор I !ойтинга полученных таким образом фотонов был бы направлен 
вдоль и перпендикулярно траектории частицы. Таким образом, поток 

энергии, связанный с каждым из фотонов, будет равен — Е |/е Е,
•U

Заметим, что дисперсия учитывается тем. что
+ 7- ■; <ю

— Г----- - fat р —fat
I е Е= | е(о>)Е-..е du», если Е — I Е« е <1ю.

-г» “ОС

Итак, полный поток энер! ни псевдофотонов, соответствующих при
цельным параметрам ?, р j-dp, за все время пролета частицы равен

4֊ 05

2 -р dp IE? К» Е? + Е> Е,) -

ОС

•у. ,___________ / з I

, 2е®с Г w3Re V е(ш) .. ..2 . '=:pd?—- — —-1. 2- 11-^(0) .
*v*  J [s(w)la

.; K,(k?)|'- + • :K0(kp)l2) (b>-

Подсчет потока вектора Пойтинга, направленного вдоль граек- 
торип (электрический вектор Ер ), в формуле (3) не представляет за
труднений. Что же касается вектора Понтинга, направленного пер
пендикулярно траектории частицы (электрический вектор Еч ), то для 
его подсчета мы должны представить себе цилиндрическую поверх-
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ность, сжимающуюся со скоростью v к траектории частицы. Тогда 
поток электромагнитной энергии, который пройдет через эту поверх
ность при сжатии ее от радиуса p-f-dp до ?, будет равен

-г
с dp Г с г~
տւ — ” I ՜^՜ Их V Е Ех 2 ярбх.

Но из (1), ввиду специальной зависимости полей от х и է. следует, 
что

Հ°=

S։=d? । ~ Ех р е Et2Kpdt .

— «•

Число псевдофотонов, соответствующих прицельным 
р. p-rdp. мы получим, разделив (3) на h*w:

Q do dp =

hm-’ |e(w)|=

(|K։ (кр!՜ • г(<») . К0(кр)|“} էհս dp.
Потери энергии заряженной частицей па прицельных 
?,p-|-dp на единице длины пути равны

a w , , i ’ ,- dp—dp I У Ino N о (
tfx J

параметрам

(14) 
расстояниях

(□)

где К — число атомов и единице объема, а а(<в) — поперечник взаимо
действия фотона частоты w с атомом среды. Подставляя в (5) различ
ные сечения взаимодействия фотонов, мы можем получить соответ
ствующие потери энергии.

Классический коэффициент поглощения фотонов в веществе равен [6|:
К Na(w)- —, (6)

с
где s=n — i-Հ, или — и՜—zc 2nzi. Отсюда следует, что

!ms!'<o)
2Rc

Таким образом
line (го)

Подставим это выражение в
cRe/s(u>) 

формулу (о):

(7)

ժ\ր . I Г 2 r.p-.ip
Ժճ J 7

2e‘֊p

о
-(IK. (кр)Ж1

Здесь н и после,।уюте у. по.: т следует пешим.ш.

(1(1). 

h_ 

2г.

18)

terlrn e(w I
1 328(ш)).

—
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Если теперь произвести интегрирование ;:о рот b до воспо 
зовавшись формулами Ломмеля [7]. то получим известное вираже։ 
Ферми.

JW Г dw ,

U

<х
—? Re I՛ (-֊--?1 W- К« <КР>io' d“- 
“V* J \ «(<՛>) Jv

3. Кбк уже было отмечено выше, Будмни брал выражение дл; 
коэффициента поглощения фотонов в разреженной среде, т. е.

Na(to) =
wbn г (ш)

С

полагая Re | $(<»>) — I. Подсчитывая же число псевдофотонов. Були
ни не учитывал, что Н---| вЕ, а это привело к отсутствию Re I7 t (w) 
в числителе формулы ('•). Как видно из вышеизложенного, формула 
Ферми получается в случае любых сред, если брать в качестве чис
ла псевдофотоиов выражение I4] и не делать никаких приближений.- 
для классического коэффициента поглощения фотонов.

Институт физики АН 
Армянской ССР Поступило 7 X 19»

W. 'Լար(>|*յսւէ>

ՖեՐՄՒՒ ԲԱՆԱՋեՎ_Ւ ՄհԿՐՈՍԿՈՊԻԿ ԱՐՏԱԾՍ՜ԱՆ ԼՈՒՐՋԸ
ԱՄՓՈՓ II ԻՄ

///.ծ հևււսո1էքրու.քւ1 յէէէ՚ենևլէ !> '//•»" մ ա »ն իկնե ր ի Լ'հ1; րրյ ի ա յ ի կււ րոէ.4 տնօ*  
քւի' 'հերմիի բահաձև ր մ քւկ fin ււկ/աք (ւ կ կ1՚րււ/էո/ и т иг ։յ ված /; կ ա if ա ւ/ и ր իւսւօւ' 
թյան 11 իՊւս ւ/ ա յր!. րքւ հսէէքար։ եշւ[ւււծ Լ՚հ անճ'տ ութ ju ւ.1Հեև ր (' ու if քւն fl ք։ ար- 
и/шЛ մ ան if/,f, ււրր ./I. ft "՛• ի չյա ք րանաձևը մ քւկ ր ո ч կրրՈք իկ կելւպւււք ււտւսցհլ l,P 
ւ1՚իաՀհ նրո/ր մ ւււվայրե րքէ yiuifiufit
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НОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. М. Манукян

Термонапряженное состояние в круглых бетонных 
блоках с учетом ползучести бетона

Задача определения температурных напряжений в круглых бло

ках была предметом многих исследований. Особенно нужно отметить 
работу Г. И. Маслова [1], который подробно исследовал термоиапря- 
sei'.iioe состояние круглого бетонного блока на основе методов тео
рии л ру гост и. В этой работе он рассматривает термонапряженное 
состояние тела без учета ползучести бетона и при допущении жест
кой заделки блока в основании.

В недавно опубликованной работе И. X. Арутюняна и Б. Л. Абра
мяна рассматривалось тормонап ряженное состояние прямоугольного 

■ бетонного блока, находящегося под действием стационарной темпера
туры При решении задачи учитывались ползучесть бетона и силы 

Lсопротивления, действующие вдоль плоскости контакта блока с осио- 
записи. В этой статье авторы показывают, что допущение отсутствия 

II горизонтальных перемещении по линии контакта блока с основанием 

ве огражает действительной картины температурных напряжений в 
тихих блоках.

В настоящей работе рассматривается задача о термонапряженнбм 
состоянии круглого бетонного блока, расположенного на сплошном 

1 основании и находящегося пол действием стационарной и нестацио- 
I парной температуры, с учетом ползучести бетона и силы сопротивле- 
f нин, действующей вдоль плоскости контакта блока с его основанием.

Упруго-мгновенные напряжения в круглом блоке от воздействия 
стационарной температуры и сил связности

Пусть круглый бетонный блок высотой I։ и диаметром основа- 
нанин 2R (фиг. I) находится под воздействием стационарной гемпе- 

1ратуры Т, ^висящей только от координаты z, а в своем нижнем осио* 

вйипн z— 0 связан со сплошным основанием. Тогда появляются силы 
1 сопротивления, действующие но нижнему основанию блока в виде 
| горизонтальных тангенциальных напряжений (г направление ра- 
Двуса; /.֊направление оси вращения), которые называются силами 
I 'ЛИ1знос։и блока с основанием.

На нижнем основании блока отсутствуют нормальные напряжения

5,(г.0)=0, (1.1)
i lUB-.rnw !л, № 1—4
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а действующие вдоль этого основания силы связности, при линейн- 
характеристике, согласно [2|, будут

Тг/.(Г. ())c=^u(r, 0),

! ԿւքէՀ))

Фиг. 1.

где В— коэффициент пропорциональности, имеющий размерность т?/л 
ц(г, 0) — горизонтальное перемещение точек нижнего основания блс 
по направлению оси г.

Верхнюю границу блока z = 1։ считаем свободной от внешн 
напряжений

о. (г, h) = (г, li) = 0, (I

а на цилиндрической поверхности блока выполняются условия
h

°r(±R.4“0, J\„dz/r ,в=0. (1

О
В силу симметрии граничных условий на осн г = 0 буду։ им( 

место равенства

u(0,z)b=rfz(0։z) = 0. (1

Допустим, что температура изменяется по линейному закону:

Т =Т(7.)֊Т,- [ I (I

где Tt — температура нижнего основания блока.
Решение задачи о гермоупругом состоянии рассматриваемого бет 

кого блока сводится к нахождению функции напряжений ?(r, z). удов 
творяющей, согласно [3]. следующему уравнению: 

а па контуре его заданному распределению напряжений (1.1), (1
(1,3) и (1.4), где Е — модуль мгновенной деформации блока, а а — ко: 

фициент линейного расширения, имеющий размерность •
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При этом напряжения и перемещения вычисляются но формулам

^(ր.2)=ճխշ9_±^յ,

^(r.z)=֊^֊ (2-v)V։?֊֊֊’ .

^(r,z) = ^[(l-v)V’?֊“4?' .

ժս *r J Г /I M
Sr = dr * = E՜^ r “V(<7J

ta =   «Т = ֊ [a9 — v (or -{- ax )],

<7w I . . .
Sx " Ժ/, -aT =“ V<CT- + *»)!.

du aw _ 2( 14-v)
Y" ~ dz ' ժճ ՜ E

где v — коэффициент Пуассона.
Из (1.8) и (1.9) получим

В нашем случае, согласно (1.6), имеем 

V2T =0.

Тогда (1.7) приме։ вид:

V 2V2 — = 0. 
az

(1.8)

(1.9)

(I.Ю)

(1.11)

(1.12)

Решение уравнения (1.12) ищем в следующем виде (4J:

‘Л-* ,
°ք֊ = У ( Ak sh Yk 4- Bk ch Yk 4֊ Ck Yk -֊-sh Yk 4- 

k=l
+ DxYk -^chYk-֊-)jo^-^֊)> (1.13)

где Ji (x) —функция Бесселя i-го порядка первого рода с ^денстви- 
гельным аргументом;  ̂—корни уравнения

ij,(x) = O. (1.14)
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Из (М3) получим I

у Հ*՜
— V*?e2 У «к (Ск Ch як z - Dk sh ак z) J0(ak г), (I 15)1
С' 4

k=l

где

Интегрируя уравнение (U5), найдем: 

о>
V*?=2 ак (Ск sh ак z+Dk ch ак z) J0(«k г) •- f(r), (Мб)I 

k=l

где i( г) — произвольная функция.
Пользуясь формулами (1.8). (U0), (1.13) и (1.15). получим виз 

ражения для температурных напряжений и перемещения в виде

О.
Պ ( г. z)= V а֊ [(Дк 4- 2v ок ) sh ак z 4- (Вк փ 2v Ск ) ch ак z փ 

k=l

֊֊ Ck ак z sh ак z 4՜ Dk ак z ch ak z] Jt (ak r). (1.17)

a
a, (r, z)=— V a^ilAk — 2(1 — v) l)k |shax 7.4- [Bk — 2(1— >)Ck Jchakz- I 

k-d
+ Ck ak z sh ak z-f-Dk ak z ch ak z) J0(akr). (1.18)

ОС
4F.Z)^ У Як {(Ak—(1— 2v) DklchakZ-HBfc—(1 2v)Ck|.shakz֊r

k=l
r Ck ak z ch ak /.փDk ak zsh ak zj J, (а. г)-|-( I — v) f'(r) (L19)’

14-v v
u(r. z) = p >, ak {Ak sh «к z Bk ch ak z+Ck ak zsh ak z-r

k=l
4-Dk ak zchak z]J։(ak r)-r aTr. ՛ (1.20

Удовлетворив условиям (1.1)—(1.5), из соотношений (1.17)—(1.20) 
для определения неизвестных коэффициентов Ак . Вк , Ск . 1Հ , получи՛ 
следующие уравнения:

Вк — 2( 1—у) Ск = 0, (1.21)

[Ак — 2(1 v) Dk ]shak h 4- |Вк —2 (1—v)Ck |ch ak h 4
4- Ck ak h sh ak h 4- Dk h ch ak h = О, (1.22|

I Ak (I —2v) Dk ] ch ak h 4- [Bk — (1 —2v) Ck ] sh ak h 4֊
4՜ Ck «к hchak h 4՜ Dk ak hsh ak h = 0. (1.23)

A.-i.-MD.-L+rift, ■ и.»
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ИП = О. (1.25)

При этом использовано следующее разложение функции г но бессе
левым функциям (о):

J.г - 2R V )

Л— 1

Решив уравнения (1.2))—(1.24), получим значения 
фицнентои Лк , Bjt, Ск и Dk :

(1.26) 

неизвестных

(-f' h. 1—2(1 v) (Irak li 
\ ch st h) '

VhX՜

Ck -

Bk

1Հ

2(l-v)Ck.

th’ li r
«к 1ГХк

Нк«х h7.k

(1-27)

*.+
где введены следующие обозначения:

Հ (гк)Hk~֊2«f։T։R3-—֊ 
• kl «к MJflYt) ’

(1.28)
th Ofc h I
«k h chs xk h

.^ = էհշ^հ-(-^Վ-Հ- 
ԼՉհՅկհյ

Пользуясь выражениями (1.27) и (1.28), для определения напря
жений о( (г. z), а, (г, г). хГ1 (г. г) и перемещения u(r. z), получим сле
дующие формулы:

Or (г. z) 
W

;____ լ у Мп)_____________ I
( r;—1) J;( r,) ____Ё____ ճ + ւ 

2^(I-V’)h zk
efchXk

chatk (h z) 
ch ax h

. sh (h—z) .
— ak z th Xi, h —j----- j------ -I-

ch «к h
X 2th Ям h

h
«к z — 2

Xk h Ch Or Z I .• / Г Հ
cho» Il ch Я| Il ( ‘ \ R / ‘ (1.29)
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a։(r, z) 1 v
EaTj l_vs 2qYiHi)J?(Ti։)

К — 1
E фк 

23(1՜ 7*)hzk

X

. sh a> (h—z) / ak h 
ak zth afc h - ■֊, — —

ch ak h ( ch ak h
г

Wr, Z) 
EaT, 1 у2 ։)J?(Yk) Г.

ks=l ի
E фи

2?( 1 -V2) հ X,
-I I ak hXk

X j ak zth ak h -7) th ak h 
cn ak n

shak (h—г) 
ch ah h

՝ _ V
L ch ak հ I ch z

sh ak z 
ak h

(1.30

u(r.z) 1 V
aT.R 1-v* —

k=l

•k2J։(Yk)
Е փկ

2?(l֊v?)h Xk

szlo/i mu ,chak(h—z) akhchakzx { 2(I ֊V) th «X h -Ji֊—■ - (t-2v) —

.. . sh ah (h—z)
akz1hakh—հ-^-

ax հ V 
ch ak h

Sb ak Z 4֊

4- (1.32)

Из выражения (1.29), для нормальных напряжений Գ- 
(0. 0). получим следующее значение

в точкё

Պ (0,0) 1
EaT, - 1֊—v3

а>

k=l

Тк-Чч.) 1
(TM)jf(nl E Фк

2fi(l—v։)h Xk

(1.33)

где использовано значение
Հ(0)= 4 (1.34)

Пользуясь формулой

Ji(x) = j0(x)-^J։(x), 
A

1.35)

выражению (1.26) можно дать следующий вид:

(1.36)
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Если в (1.36) подставить г—0. то получим

v
_ (Tk-։)J?(T<)

К —- I

(1.37)

В таблицах 1 и 2 приводятся некоторые значения нормальных

напряжений
Or (г, Ճ) 

ЕаТ,
При этом использованы формулы (1.33) и

Պ (0.11) 1 V YgJ:: (Yk) __________________
Е։Т։ ' ՜____ 1

2յՏ(1-^)հ^ +

где
• \ ֊ х х ~ տհ х

Х ~ Хк х ch х ~ sh х ch х — х (1.39)

Таблица ]

Значения температурных напряжений
| с։ (0. 0)
I К“Г, 1

при

Е = 2. lOtecuP, I։ =֊ 1,00v ֊֊ J_
6

р

ի
հ
R

է 
4

_l_ 
8

10 100 0,10979 0.34738
25 •10 0,2-1291 0.60843
50 20 0.40525 0,77737

100 10 0,59865 0,90722
200 5 0.8077Q 0.96635

Таблица 2
չր(Օհ)ւ

ЕаТ, I
Значения температурных напряжений при

Е = 2.10& кг<с.ч֊, հ = 1,00 л, * = “g՜

3
2?h

հ
R

1
4

1
8

10 ICO 0.05128 0.17312
25 40 0.12027 0.30420
50 20 0,2010s 0,38807

КХ) 10 0,29662 0,44907
200 5 0.40061 0,47950

Из данных, приведенных в таблицах 1 и 2, видно, что: 1)с уве

личением отношениянормальные напряжения в блоке сг(0.0) и 

ст, (0, h) по абсолютным значениям растут; 2) с увеличением значения 
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коэффициента при сохранении отношении . абсолютные значе

ния cfj (0,0) и а, (0, h) также возрастают. Сравнивая эти таблицы с таб
лицами, помещенными в работе [2]. видим, что при круглом бетон
ном блоке а, (0.0) и գ (О, И) по абсолютным значениям получаются 
гораздо большими, чем при прямоугольном бетонном блоке.

Из выражения (1.31), для определения сил связности или каса
тельных напряжений на нижнем основании блока, получаем следую
щую формулу:

t„(r,0) _ I v ГРДП)

К — I

J1 ( R ) Հ
Ё 0 xk 1Г/к

2^(1 y֊)h'xk ՜

(1.40)

2. Температурные напряжения в круглом бетонном блоке с 
учетом ползучести бетона и сил связности

Пусть круглый бетонный блок в некотором возрасте т = т։ под
вергается воздействию стационарного потока тепла, определяемого 
зависимостью (1.6).

Тогда составляющие упруго-мгновенного напряжения а. (г. z т,). 
®z(r,z,r։) и t.,(r,z.T։) определятся уравнениями (1.29) (1.31) и не бу
дут зависеть от времени.

Термонапряженное состояние, вызванное в круглом бетонном 
блоке воздействием стационарного теплового потока в возрасте т = г։, 
под влиянием ползучести бетона с течением времени затухает.

В этом случае температурные напряжения в круглом бетонном 
блоке определяются функцией напряжений «(г.z.i). которая удовлет
воряет следующему интегральному уравнению.

Հ7«Հ е [\2V։ г’z-т|-- 4Լ- dr=—Еа V2T(r.z,t). (2.1)
’//• I <z /• Cz •

где
C{t,T) = »(4 11

A 
?(-)=Գ+լ*-. • (ад

аг- г dr ' oz-

C(t,r) мера ползучести, «(?) некоторая функция возраста бе
тона определяемая из опыта. Со, Л,, Հ параметры, характеризую
щие свойства и условия старения данного бетона.

Для учета ползучести бетона используем теорию ползучести бе
тона, развитую в работе [6].
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В нашем случае, согласно (1.6). имеем

\/-Т = 0. (2.3)

Тогда для определения функции ©(г. z. է) получаем

8 Г. f - Ճ^^ՃճԼ1 J-= о. (2.4)
ch. J Of. ՍՀ

՜ք
однородное интегральное уравнение Вольтерра второго рода. Из тео
рия интегральных уравнений известно, что однородное интегральное 
уравнение в регулярных случаях не имеет другого решения, кроме 
тождественного нуля. г. е. из (2.4) следует:

- . 0.
Of.

(2.5)

Функция ?(г. zj) будет иметь такой же вид. как функция напря
жений <р(г. z.) при упругом решении (1 13). только в выражении функ
ции ф(г, z. է) коэффициенты Лк. В1; . Ск и Dk будут зависеть от времени է.

Решим задачу о температурных напряжениях в круглом бетон
ном блоке с учеюм ползучести бетона при следующих граничных 
условиях:

а, (г. h.t) = то(г, h. t) = O,
u(0, z, I) = тП(0. z. t) = 0, 

li
Պ(1Աէ)= lt«(r,z,l)dz -0,

•; n-R

a, (r,0, t) = 0, TrxCr.O. t) = £ii(r,0, ().

(2.6,

аналогичных граничным условиям упругой задачи.
Напряжения ar(r.z,t), a«{r,z.t), 3z(r,z. է) и тг,(г. z, () выражаются 

через функцию փ(ր. z, I) следующими формулами:

й. ir.z.lj ֊֊ (2 У) V'?։r, z. () °

=Jp[(l v)/^r./.n ֊^'Jl
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Перемещения п(г, z, է) и w(r.z.t) определяются формулами 

е, — «Т ֊'. ’а- (г. z. է) — v (г. z. է) -г Ъ (г. z. 0)1 —

t

О, (г, 2. т)—V խ» (Г.1.Т) 4 С, (r. z.r)]|

to •=• —j--- xT ֊= p-Joi (r. z. t)—v(a, (r. z, t)-t-7, (r. z, ()|j

֊֊ J խ4 (r.z. t) *1®. (r.z.T) -Г Գ (Г. 7..հ)|։ -~y ՝ (lT-

էյ ՜ aT у -Գ(ր.ճ.է) <r. 7.1) 4֊ On (r.z, l)]|

t
i |ox (r.z.r) — v[a, (r.z.x) з» (r.z.T)l| —

du(r.z.t) . dw(r.z.t) 2(I+*L
Ն. = ֊+ —д— = ֊Ё—'«(r.z. I)֊

֊2(1 ֊v) |'-„|г,.л)Я,;) -1-

•։
Из (2.7) и (2.8) получвм 

i
. .. T 1-r* сгз(г.г. t) Го։ф(г,2. т) r)C(t.x))и г. z. t) x= a Tr —=--------~ -֊ձ (։ + V) լ —<

L OV 07. J Or 07. ՕՀ
•»

(2.8

(2.9:

Решение уравнения (2.5) ищем в виде:

4<p(r,z, է) у»
ժշ —

k=J

AK (t) sh rt ~ -J- Bk (11 ch 4֊Ck 0)^-^- sb Yk -- 4- 

+ 1М1»Гку chTky (2.10)

где корни уравнения (1.14).
Пользуясь формулами (2.7). (2.9) и (2J0), получим:

О. (Г, z.l)= V «7 || Ak(i)4-2D1֊ll);sli«kzH |Bk(l) 2Ck(t)| cha.z + 

k=l

CJP^zsha/ • DM (I) ak zcha։ z .i,.(xk r), (2.11)
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Mr.z,i)= 2(1—v)Dk(t)| shakz4-[Bk(t)—
k=l

—2(1—v)Ck(()| ch akz+Ck(t) ak zsh akz+ Dk(t) ak zch akz| Հ (ak r). (2.12)

T„(t.z,()= v «։|[Ak(t)? (l֊-2v)Dk(t)]c։ixkz+|Bk(t) 

k—I

(։ -2v) Ck (t)l sh ak z-f-Ck (t) «(։ zsh Ttk z4- Dk (t)ak z sh ak г | .1 , (ak r) 4֊

+(|_,)մԼք(ր.(). (2.13)

I wu(r. z, t) aTr 4------У a:< [Ak (I) sh ak z4-Bk (t) ch ak z

k=l
t

Ր
4-Ck (t) akzshak z- Dk (t)akzchak z (1փ?)1 V ak |Ak (r) sh ak z 4֊

Հ. k=J

4- Bk (*) Ch ak z4-Ck (?) ak z sh ak z֊J -

4-Dk (?) ak z ch ak z] Հ (ak r) '• dr. (2.14)

где ak = ֊է . 1(г, Г) — произвольная функция.

Удовлетворив граничным условиям (2.6). из соотношений (2.11) 
(2.14) для определения неизвестных коэффициентов Лк (1), Bk (1). Ck (t),
Dk (t), получим следующие уравнения:

В. (О ֊2(l-y)Ck(t) = 0, (2.15)

|Ak(t) 2(l-v)Dk(t))shakh4 [Rk (t)-2(!-v)Ck (t)Jchak h 4-

4- Ck (t) ak h sh ak h4 Ok (t) ak hchak h = 0. (2.16)

[Ak (t)-( 1 2v) Dk (t)J ch ak h 4֊ (Bk (l)-( 1 2v) Ck (1)1 sh ak h 4-

4- Ck (t)ak h chak h4-0k ak h sh як h — 0. (2.17)

Ak(t) (1 2v)Dk(t). -l+lAfik 
L ak

+ 2*1±ճ>. [в..(й^и. (2.18)
«к J <Л

՜ւ 
f(r,t)~O. (2.19>

При этом использовано обозначение (1.28) и разложение (1.26).
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Решив уравнения (2.15) (2.17). получи՛;;

•W) = «к h;4

/ «к 11 ' 
\ chak h i

2
1 2( 1 v)tli’aK հ

Ск <t).

Bk(t) = 2(l 7)Ck(t). (2.20)

Գ(0 th*«k հ
A II 4 Cx (է).

где использованы обозначения (1.28).
Подставив значения Л* (t). Вк (է) и Dk (է) в (2.18). получим

ак1ГХк '՜ Е «к jCk(t) к

+ 2?ՃԼ ՃԼ ГСк (7) <17 - о. (2.21)
«к J СК

Подставив сюда значение С (է. т) из (2.2), после некоторых 
преобразовании получим:

I 
Ск<1} «Л>Нк = й(1 »տ> հ (՚Գ(է)|Հ(7>

[<р-(7)+7?<7)|е ,!' °! <17. (2.22)

Отсюда следует, что

Ск ւг ।) —
«к հ Нк

Տ 7^3(՜75)-|Լ

4 ՜' ՜՜ Е
(2.23)

Пользуясь соотношением (2.23). из (2.22) получим для опреде
ления Си (I) следующее интегральное уравнение 

է
Ск (0 =Ск (7.) - 1>к (Ск(7)|У(7) [?-(7)+г?(г)1е ’°-”} d7. (2.24) 

где
. _ 2?(1 v2)h I:
Ок t 2?(I >’)h Е ՜ 6к 

_փ _ _____
>0. (2.25)

Дифференцируя (2.24) по է. получим

t
Ck(t)= TbkCx(t)f(t)+rbk ( Сь (7)[у'(7)+75(7)1 е ՜|<! т><17. (2Л6)
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откуда
Ск(т4)= YbkCk (т,)?(т։).

Определив из уравнении (2.26), значение интеграла 

է
( Ck (т)[<(т)4-ГФ(т))е՜7՝’ T'dv

и подставив в исходное уравнение (2.24), получим

(2.27)

Հ(0= тЬкСжОЖО YCk(t)+rCk(T,)+Ybk [ск(т)о'(т) <1?. (2.28)
•< 
*1

Дифференцируя выражение (2.28) еще раз по I. приведем его 
к следующему виду

Ck(t) + Y[> -I-Ьк ?(t)]Ck(t) = 0. (2.29)

Решение этого дифференциального уравнения с начальными 
условиями (2.23) и (2.27) имеет вид 

է ?
* ֊. ) |i ։,fc ;<*цал

Ск(0 = Ck (Tj)|l— Ybk ?(r։)) I e dz. (2.30У

♦ 
՜է

Если в уравнении (2.30) у(т) заменить значением

?(') ՜ —1 + Cftj 

то оно примет следующий вид:

( (Դ՜ր։Ն Ick(i) -<:к(т1)]|֊г1>,;?(г|)сг-:'гГ^ je_<Ь|; <շ.31)

"Կ

где введены обозначения 

f(!-|-bk ^*о) ’ I
Ybk Aj <= pk . j 

Пользуясь понятием функции влияния Ф(£. р) խ] 
г.

Ф(;,р֊ р„ (1-, (2.33)

и 
будем иметь 

I -гк /.
С֊ dz = П՜'1՜"*’ !«։»(rk t, Pk) ф(гк Г„ Рк) I. (2.34)
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Подставив это выражение в (2.31), получим

Գ (t) - Ck (r։).[ 1 ֊ (c0+ crk '֊«■ (Ф(гк է. рк)

Ф(Гк*1.рк ))}•

Если ввести обозначение

2?(1֊,։)1ւ7.Հ +

4- ձւ j -fk e-k ч (Ф(гк i, Pk ) ф(Гк - , pk )], 

го (2.35) примет следующий вид

Գ (է) = С* (г,) Нк (է,ր։. Д4)Ь ) ՛

Из (2.36) следует, что 

н / _ _ >'՛ _____ § \ _ |
к IՀ”-!’ r ’ 2։3(1—

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Таким образом, для определения температурных напряжений и 
перемещения в круглом бетонном блоке с учетом ползучести бетона 
получаем следующие формулы:

Հ (г. г, I) 
ЕаТ։

1 у чгЧ Ос)

К — I

J| ( R

__ L Фк
2?(1 >2)h՝z-K

ад1ГХ|

Xhdiaxii ֊Հ (h .,Z) 
I Cnak II aI; zth h

shak (h-z) / ak li V/ z \
Cbkh Г|хйтакЬД։ "h / shaji

9 «kh chakz. |n [t h E
“ch«kh chakh I k V 'T|’ R ’ 23(l֊va)h (2.39)

֊ / ( . U . Sh ak (h z)
X «k '/-I hak h —-r----- j--

ch ak 11

(chikh ) (' h )sll»xz{ R • շ^յ^յ, ) • (2-40>
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<z(r,Z. է) 
EaT,

)
(Հ ОВД «М

a- zth ak h chaHh^-z) _ h shMh-z) 
ch ak n ch ak h

sh aK z I I и / h I: 
adi՜ ]( 4 ’4։ R ' 23(1 vB) h (2.41)

u_*(r.z.t) _ i v W.)_______________ J‘(Yk r )
aT’R 1 ’։՜ £ (* vWT՜ ք _?. + iLK։ 

k 1 2?(1-V’)h xk г

x|2d. v)lbkh^-> ак h ch «k h 
~ ch2ak z.

- ak zth aM h
sha,; (h—z) 

ch a* h

(1 2y)

x4'--ir «|4 R-(՛ £)■ (W>
Из уравнений (2.39) (2.41) следует, что термоупругие напряже

нии в круглых бетонных блоках (г, z, I), (г, z, է) и TfZ(г, z.Xj), выз
ванные в начальный момент времени I = действием стационарного 
теплового потока, под влиянием ползучести бетона в течение време
ни затухают, причем интенсивность затухания определяется функцией 
(I ։ I' \1,т։. . 9,.. j ' ^֊- j . Эта последняя функция называется коэф

фициентом затухания.
Нужно отметить, что здесь рассматривается контактная задача 

теории ползучести круглых бетонных блоков, поэтому влияние пол
зучести бетона на термонапряжениое состояние блока имеет ряд харак
терных особенностей, отличающих данную задачу от тех задач теории 
ползучести, когда на поверхности исследуемого тела заданы только 
напр5-жеяпя или перемещения.

Как видно из (2.38) и (2.39) (2.41), в этом случае закон изме
нения температурных напряжений a’ (r,z,t), <Հ(ր,շ,1) и ^Z(r,z.t) в бе
тонном блоке но времени записи i нс только от меры ползучести 
бетона С ((,т) и возраста г, но также и от геометрических размеров 
блока (R и հ). от характера контакта (3) нижнего основания блока 
с основанием и от координаты т очки (г, z).
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Ниже, в табл. 3, приводится ряд значении температурных нор
мальных напряжении с.1 (г. z. I) в точке (0, 0), вычисленных в началь
ный момент воздействия температуры и в последующие моменты 

հ е 
времени г, при различных и -•

Характеристики для меры ползучести бетона приняты следующие:

Л. = 4.82 • Ю՜5: Со «=0,9 *10 5; у = 0.026;

Е= 2. lO'/cz/c.ir; у = — и * == 14 дням.
6

Таблица 3

. Հ((ԷՕ,’է)Значения температурных напряжении ——-

Е 
2?հ

но времени, при различных ~ ~
R

Е 40 20

11

в днях

։ 1
V

1 
Т

1
4

1.0 
0,41047 
0,20)0.3 
0. И 014
0.16003

1.0 
0.74283 
Ս,62097 
0.57143
0.57058

1.0 
0,29577 
0.10736 
0,08031
O,0i016

1.0 
0,58729 
0,4’45։ 
0.354)3
0,35887

Из данных, приведенных в табл. 3. видно, что: I) начальные 
температурные напряжения аг(0,0. т։) с ечением времени быстро за
тухают. причем величина затухания доходит до 92%; 2) величина 

հ
'.aiухания зависит от отношения н от характера контакта (коэффи 

циен а ’■։). Сравнивая эту таблицу с таблицей, помещенной в работе [2]. 
видим, что при круглом бетонном блоке затухание температурных 
напряжений ՜ր происходит быстрее, чем при прямоугольном блоке.

3. Упруго-мгновенные напряжения в круглом блоке от воздействия 
нестационарной температуры и сил связности

Пусть рассмотренный в первом параграфе круглый блок нахо
дится под действием нестационарной температуры, определяемой за
коном

T(l.z) = T։ h֊^)(l֊e-41) (3.1)

где Т։— температура нижнего основания блока в момент времени 
t= ос, s —показатель, характеризующий изменение температуры и
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блоке вс времени. Температура нижнего основания блока в данный 
момент времени t будет

Т„. = Т,(1—е~։‘). (3.2)

Заметим, что, как показывают опытные данные, соотношением 
вида (3.1) достаточно хороню описываются законы изменения усадки 
бетона как по толщине блока, так и во времени.

Решение задачи о термоупругом состоянии рассматриваемого 
бетонного блока сводится к нахождению функции 9(г,z), удовлетво
ряющей уравнению (1.7), а ла контуре его заданному распределе
нию напряжений (1.1)—(1.4).

Согласно (3.1) имеем

VzT(t.z) = O. (3.3)

Тогда (1.7) примет вид:

(3.4)

Решение уравнения (3.4) ищем в виде (1.13). Аналогично рассуж
дениям. сделанным в первом параграфе, для напряжений и переме
щения при нестационарной температуре, которые обозначим соответ
ственно через а~дг, z). axs(r, z>, тг«(г, z) и щ(г, z). получим

?«(г. z) ~ (I — е '*) Ծր (r,z)։

02s(r. z) « (I—е ՜՜։) Պ- (Г, z), (3.5)

T.v.s (Г, z) — (1 —е ՜'։1 T„(r, z),

Mr. z) —(l e՜՜") u(r,z),

где Sr {г. z), т z>, rrj։(r,z) и u(r. z) вычисляются no формулам (1.29)֊ 
(1.32).

Нормальное напряжение з.и в точке (0,0) будет

я»(0.0) = (1 е ")а,(0,0). (3.6)

а в точке СО. Ь):
•ora(Q, 10 = (1— с՜*’! պ (0, հ), (3.7)

где аг (0, ՛?) и 7Г (0, и определяются ко формулам (1.33) и (1.38).
В таблицах 4 и 5 приводятся некоторые значения нормальных 

напряжений ог.(г. z) в точках (0,0) и (0, li).

4. Температурные напряжения в круглом бетонном блоке от воздей
ствия нестационарной температуры с учетом ползучести бетона

и сил связности

В этом случае функция напряжений ?(г։ z, է) опять удовлетворяет 
уравнению (2.5):

^Ф(^Л)=О. (2<5)

Известия IX, № I -5



Таблица ■։

Значения температурш-х напряжений — ПРН Е — 2.10\г/е,«։. h — 1.00 .«г, ■*— ֊*֊ , s = 0,0085.
ЕаТI | 6

Е 
2'h

100 40 20 10 5

11

° днях

1
4

1
8

1
4

1
Т

1 
4

1
8

± 
4

1
8

1 
т

1 
8

И 
45 
90 

зео 
ос

0,02112
0,01429
0,05774 
0,08461
0,10979

0,03897
0.11029
0,18573
0,27216
0.31738

0,02725
0.07712
0,12998
0,190.31
0.24291

0.1:6826 
0,19318 
0,32531 
0,476։ в 
0.60843

O.O154G 
Ո, 1.-867 
0 21667 
0,3175.0 
0.10525

0,08721 
0.31065 
0.415 4 
0,60904 
0.7773?

0,05716 
0,19007 
0,32008 
0, -ԽՑ02 
0,511865

0,10178 
0,28801 
(j,4ooU(i 
0,71077 
0,90722

о.озо ;շ 
0.25616 
0.43207 
О,632>3 
0.80773

0,10*42 
0,30681 
0,51669 
0.75710 
0.96635

Таблица

Значения температурных напряжений при Լ = 2«10>հ՚ՃվՀ li = 1,00 .w, . s = 0,0085.

Е 
2£»1

100 40 20 10 5

ь

в днях \

1 
4

J*
8

4 լ
8

1
4՜

1
8

J
■՚ т

1 
՜4

1
8

14 
45
У0 

эсо
а

0,00598
0.01692
0,02819
0,04174
0.05328

0.01912 
0.054<<7 
0.0.1 56 
0.13563 
0,17312

0.01342
0.03819
0,05450
0.01423
0.12027

0,03413 
0.0J55S 
0,16265 
0,23’33 
0,30420

0.022:1
0.05384
0.10751 
Oil 5764
0.20103

0,01354 
0,12321 
0,20749 
0.30 01 
0,38807

0,03328 
0,0.1418 
0,15859 
0.23239 
0.29662

0,05033 
0.11258 
0.2,010 
0,35183 
0,44'0?

0,01494 
0.12719 
Ս,21419 
0.31385 
0,40031

0,05380
0.15224
0,25637
0.37567
0,47950
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Решим уравнение (2.5) с контурными условиями (2.6). Решение 
будем искать в виде (2.10). Тогда получим значения оР (r,z, է), (г, z. է),
ч.-T.z, է» и u(r,z,t) в виде (2.11)—(2.14). Значения Ak (է), Вк (t), Dk (է), 
еиражениые через С\ (է), получим в виде (2.20), причем Ck (է) в этом 
случае будет удовлетворять уравнению

Г0к , 2?(l—v?)h]^ _
у - 4---------- ը-------(.к (է) — ак h HkS(()=

t
= 2?(l֊7'-)li (' Ск (г) (¥'(г)-[?'(г)+ГТ(т)]е-։11-։1| dr. (4.1)

■ 

где

ՒԱ1)= 2a3RsT, (I—« "'] (4. Г)
'khk

Отсюда следует, что

_i_ ■ ՝ • ՃՃՀԼ.
Ъ. Е

где

Из (4.1) и (4.3) следует что

1 —с՜31
Hte(t) = Hks(T։) ֊?• (4.4)

1—е

Пользуясь соотношениями (4.2) и (4.4), из (4.1) получим для 
определения Ск (1) следующее интегральное уравнение 

1—е~*։
Ск (t) = TV՜ Ск <ն) +

I
+ bk [ Ск (ր)(Հ« - [?'(*) -I- с՜1’1՜’’ I dr. (4.5)

Дифференцируя (4.5) но է, получим

с;(է) = —— Ск (ч) ֊ Tbk <p(t) Си (է) +
I—е 4

է
+rbk f Ск (т) |Հ(ր) + r?(r)) е՜7^ dr. (4.6)
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Отсюда следует, что

ср $ 'է 
-s-Ckfr,)- гЬк?(т,)Ск(т։). (4 7)

1-е 1

Определив из (4.6) значение интеграла 

է
յ՛ Գ «։<?'(•։) + T?W1 e ֊(|-’><k (4.8?

Հ

и подставив в исходное интегральное уравнение (1.5). получим:

1 — p"il ‘
Ck(t)~Y _ Qrj+A- Ck(T)?'(T)dT֊bkY?(t)Ck(t) 

1—с ՜ 1 **
՜1 

-si
ГСНОЧ-^—Ck(z,). (4.9)

I e

Дифференцируя выражение (4.9) по է. приведем его к следую
щему виду:

с; (է) + ր[1փ !>»?(()) Գ(է) Д՛'-֊?. с "‘Ck (г,). (4.10)

1—е ‘

При s —со, (4.10) совпадает с (2.29).
Решение дифференциального уравнения (4.10) с начальными 

условиями (4.2) и (4.7) имее։ вид:

Q(t։ = Ck(T։)Fk
h Е
R ’ 23(1 V«)h ՚ 14.11)

где

F t-֊!1 А
k -Կ։ R 2;;(1-՝Հ)1]՛ ՜

’ ՜7.( n+bk«(x))dx
e T* dr 4֊

_ ,! I —|j' |1 -bk -T4x)’dx Հ -SX-7J |I-bk v(z)l<lz
+ ՋրՋ. I e ‘1 e (1X dv. (1.12)

l֊e . I

Если в этом случае напряжения и перемещение обозначим соот
ветственно через a's(r,z. 1). Հ,(ր, z, t), T*zs(r, ւ, է), и u*(r, z.t), то получим
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<(r,z. () 
t*T,

= Г^(’ е ”') К [^,4.^^. s 1. (4.13)

где

Ji ( Т« R ) *

[շք!(1 >«)հ Հ + ’] ։՝‘hXk

(414>

Аналогично можно написать выражения для a’Jr.z, 0, х*п(г. г, I) 
и н*(г, z. I).

<5. Применение метода Крылова-Боголюбова

Для определения Ck (М примени» .метод Крылова-Боголюбова (7| 
Выражение (4.5) можно написать в следующем виде

Ck(t)=Ck(T։) —+ I'CkU) °- (5.1)
!-e s՜’ J °՝

•։
Как известно, метод Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова состоит 

и юм, что в интегральном уравнении (5.1) нужно верхнему пределу է 
да. ь последовательно возрастающие конкретные значения է։. Լ, ... ta . 
Тогда уравнение (5.1) может быть переписано для каждого значения 
in в следующем виде

Ск (1,)= ' Ск (-.) + Ьк [ С'< (■։) ։|- <5՛2’

i- bh ( c\ err. (5.3)

•։
-ծլ. jl

. Ск (1J— -—"֊— Ci. (т։)+Ьк j Си (т) — ^4’—• dr 4-

՞| i-
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I—e։t" 
Cfc (t. )= e — 

l-e 1

Ck(r,)+bk (’C,. (tJ<It

+ jck 
i.

tn

In—)

Если интегрировать (5.2) по частям 
C(t։, t։) = 0, то получим .

и иметь в виду.

է,

(5.4)

ЧТО

Ck (tJ-Ck (r։)
l-e SX|

</C(t„ ,т) ժ

l-e'st
-bk C(t։.T,)

Применив к интегралу в правой части полученного выражения 
теорему п среднем и делая некоторые преобразования, найдем:

Ck (1.)------------
е 5Х|

bk C(tpT,)-C ՛ (5.6)

tkСимволом С( U , ? ’ ) здесь обозначено среднее значение функции

С(1ГО1т) в интервале (tk-b fk ).
Аналогичным образом из (5.3) и (5.4) получим:

Ck = (ta) =
Ck (т։)

I Ck (էյ) 
bk га

Ck (tn)
Ck frt)

l-e՜՝11

1—e
bk C(t2։T։)

с(|2, ։|֊)c(t„5) £

l-est" 
l-e՜”*

bk Շ(Ա։)- C

(5.7)

Ն \

Ck (֊1)

bkCk(*■՛.՛_) ck
Ck(T.) Լ (5.8)

Формулы (5.6), (5.7) и (5.8) в общем виде являются точным ре
шением уравнения (4.5). Для определения численных значений Ck (է) 
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необходимо применить приближенный метод определения средней ве
личины

C(U,§ |tk ).
'tk-1

В практических расчетах эту величину можно определить с помощью 
следующего приближенного равенства:

C(L,, 5 f ) =С (է„. Aj +tk ).
Подставив это выражение в (5.6), (5.7) и (5.8). получим ренте 

ние интегрального уравнения (4.5) в следующем виде:

Ck(t.) =
Сь (т,)______

l+bu c((s,5^j
ւ_֊£տ1’ 

l֊c"K>

|<т„г,) сррЧ1՛) (5.9)

bk

bkk Գ(ր,)
է։4-1շ ՝\ 

շ I (5.10)

Если ввести обозначения

Գ (t,)=
ւ ~ՏԿ I—e ’ , 
--------bk
1—e ’

Gk (y=------------- 1—T

i+bkcp.,

I ՜տէ = 1—e .
------ ----- —
1-e ՜ 1

C(U. Tj) j

b|<Gk(t։) |c (t.,֊1 ‘‘j С(Ч։Ц^) (5.13)
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Gx (tn)
J___________'l—е՜**" b

f te-l+tn\l| с՜*՜’ 
Կ • я — \

C(t„ . r։)

. (5.1-1)

IO выражения (5.9). (5.10) n (5.11) примут вид:

Գ(է,)-Գ(?:№ (f.)

Ci (to )=Ck (T,)Gu(l„ )

/5./5)

Из (5.12)—(5.14) следует, что

Gk(T։) I. (5.16)

Если в этом случае напряжения и перемещение обозначим че
рез Հ, (г. 2, t), о*’(г,2. է), <Լ(ր. ւ. է) и ։։’’<г,էւ. о получим:

а*' (г, 2, (.) | Д
EzT՜ TV1' €՜>;: - ’՝ ՚ Գ Ա1Է

’ ' k=(

Հ'(ր. 7., էշ) J Д
֊Е֊т֊-----  e (r.zj Gk(t,).

1 k=l

Հ’(ր. 2, С J 1 Л
—“ "7—;г 11 1 ■ Ճ -v՝ lJ- ■■■ ’ Gu I: t„ )

k=i

<5.17.1

АналрП1чир получим выражения -ля т’*(г. z, t։). У’| r. z, i„,).

<։(гд. tn)...............u;։(r.z,tn).
Ниже, и табл. 6. приводится ряд значений температурных напря

жений օՀ(ր, z. է) в точке (0.0)

Характеристики меры ползучести бетона принимаем те же. как 
и при составлении табл 3.
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Таблица 6 

5~(0,0. է)
Значении температурных напряжений —-----------во врече*

3,’(0.0)

h Е нн I. при различных . ~ и —. • 
к 2,1 п

Е

8

II ДНИ Л

0.58176
0.44141
0.4086»
0.40612

0.-.4SJ . 
0.521*0 
11.47631
0.47392

0.75717
։ . I 

О.;‘>>13 
0.59135

0.84653
0.7625.0
0.71*74
0.71371

45
90

360

Сравнивая эту таблицу с таблицей 3, видим, чю при нес1эцио-
парной температуре затухание температурных напряжений а, проис
ходят медленнее, чем при стационарной температуре.

Ереванский государственный 
университет им. В. М. Молотов • Пос тупило 6 VII 1955
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НОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. Р. Фельдман

Продольный изгиб стержня с учетом 
пластического последействия

§ 1. Экспериментальное изучение процессов пластического де
формирования во времени показывает, что связь между напряжением 

деформацией е и временем ■ нелинейна [1, 2]. При этом возможны 
два случая:

1. Зависимость между напряжением и деформацией для различ
ных фиксированных моментов времени, за исключением է=0 вплоть 
до установившегося, не подчиняется линейному закону. Практически 
это значит, чю за время первого замера заметная остаточная дефор
мация нс успела натечь и имела место лишь упруго мгновенная 
деформация.

2. Зависимость между е и с, как для различных фиксированных 
моментов времени, так и при мгновенном и установившихся состоя
ниях, нелинейная.

Для количественного изучения процессов деформирования в 
первом случае будем пользоваться нелинейным интегральным урав
нением [3]:

t
։ ֊+[օ(է-^քխ)]11:, (I)

О
где а напряжение, г -деформация.

Ео - мгновенный модуль упругости, t —время.
Q(t—r) — функция воздействия нестационарной пластичности, которая 

определяется экспериментально Функция 1(a) определяется 
экспериментально с помощью семейства кривых в координатах 
напряжение деформация для различных фиксированных мо
ментов времени.
Для изучения процессов деформирования во втором случае 

Ю. Н. Работповым |-I. 5] было предложено следующее нелинейное инте
гральное уравнение:

к
•5(&)=a-bjK(t т)о(1)<1г. (2)

о
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Исходя из зависимости (2), 10. Н. Работнов решил две задачи, 
касающиеся чистого изгиба стержня и деформирования толстостенной 
трубы.

В случае чистого сдвига применение зависимости IO. Н. Ра
бот нова не представляет затруднений.

Если задано сдвиговое усилие о(1), то смещение u{z, է) при 
аг" и K(t - т) ՛ՀԱ — է)՜* 3

* Здесь под релаксацией понимаем протекающий но времени процесс установ
ления равновесною состояния в деформируемой системе, независимо от изучаемо։ о 
режима деформаций.

будет:
1. При а — а<(

Применение зависимое!и (2) при решении более сложных задач 
приводит к значительным математическим трудностям, во многих 
случаях непреодолимым. Например, в случае касательного удара в 
момент է = 0 придем, даже я случае пренебрежения инерцией

. лдеформируемого слоя, из условия — վ. h9 к нелинейному ин- 

тегродифференциальному уравнению 

и

решение которого возможно лишь, вообще говоря, путем предва
рительной линеаризации. Такое приближенное решение соответствует 
замене процесса, развивающегося около кривой ср ք(տ), процессом, 
развивающимся около прямой, чго для решения задачи с пласти
ческим последействием представляет мало интереса. Лучшим при
ближением к действительности будет апрокенмация кривых, со
ответствующих различным фиксированным моментам времени, лома
ными. состоящими из прямолинейных шеньев.

При дальнейших построениях мы будем исходить из следующих 
экспериментально установленных фактов [6]:

1. В процессе релаксации понижается предел текучее։и. причем 
это понижение будет гем больше, чем пол большим напряжением 
(при одной л той же деформации) протекала релаксация.*

2. Под действием постоянной нагрузки можно получить пони-
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женные в несколько раз значения прочности, подвергая образцы 
длительному воздействию небольших нагрузок [7. 8].

3. При незначительных деформациях տ<տ„ скорость релаксации 
а где т։ — время релаксации, является величиной постоянной 
и не зависит от напряжения.

При значительных деформациях е>е, величина а является пере
менной и зависит от напряжения, г. е. а 1(а] [9,10].

4. Наряду с указанным в и. 3, скорость релаксации при &>£. 
убывает с течением времени, подчиняясь определенной функциональ
ной зависимости a l (t).

§ 2. Рассмотрим продольный изгиб прямоугольного стержня, 
нагруженного в осевом направлении сжимающей силой Р. после 
перехода за предел текучести.

Считая, что при продольном изгибе поперечные сечения оста
ются плоскими, можно, путем обычных рассуждений и. исходя из 
формул, 

։
° Е„[е խէ -}s(t)dr|, (3)

О
1

.G— 7s։ -h0[(s - £։) — R(i ֊ •:)(£ -ejdr]. 2 > s> . (4)

где
i

а г։ и з։ определяются из системы уравнений:

содержащих различные мгновенные модули L'o и հծ и одинаковые 
коэффициенты релаксации, получить формулу для изгибающего мо
мента M(t).

Как видно из фиг. 1, кривая о -з(е). соответствующая мгновен
ному состоянию I 0. охвачена двумя ломаными.

Точка пересечения двух касательных известна, поскольку за 
дается յտ.

до продольного изгиба распределение напряжений изображалось 
прямой линией ® зь (фиг. 2)

После продольного изгиба распределение напряжений, как из
вестно [11]. изобразится ломаной Л։ОЛ2. Равновесие напряжения тре
бует выполнения равенства

Мт - З.У/.. . (5)
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Фиг. 2.

Эго условие имеет место также и при наличии пластического 
последействия, если принять во внимание поставленные выше условия 
в отношении функции релаксации R(t— •:).

Далее будем иметь:
I

3 Л։,-Г։|К(1֊ед|1г ■ 

о
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о.

<)

= = 2Ь_.
1 pH)

5i 
pH) ’

да-.!'* 1-W о

79

г

Պ

и

Далее

°з = По
I Е2 ~ R(t — -С)8з(т)(1т

и
г.. Չ

p<t)

И. наконец,

О.. 1^2
?(Ս

И1

где ?(է)- радиус кривизны упругой линии стержня. Подставляя (6) и (7) 
а (5), получим EqTji — 110у)2. Учитывая, что г,։ 4-^з будем иметь

h0
՜ —Г У]ч ------Д-~__  ___ (3)

Изгноаюшнй момент, как известно, выражается формулой: 

. . Ь / 2 , 2 \
(9)

(где b —ширина сечения), которая остается справедливой 
шея случае.

Подставляя в (9) вместо <т,. а21 и соответственно 
ряжения из (6), (7) и (8), получим:

ji н Ha

их вы-

W) Ьч’ЕЛ J— r)_2_dr
P(t) J P(T)

(10)
3(IE0 i I ii0՜)’

Ьтг^
или, полагая в (10) .1= ֊։> (наименьший момент инерции поперечного 

сечения стержня относительно оси, проходящей через центр тяжести),

Ku
4ЕЛ,

ИГа » м*  •
/А 1

vi. I юлучпм:
?(t)
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М(!) - JK„|v(t) ■ j՝R(l -r)v(r)<kl . . (И)

О *
где Ко мгновенный модуль Кармана.

Если стержень нагружен только продольной силон Р. то М - Ру. 
где у прогиб стержня.

Принимая в (И) v(t) . получим интегроднффереициаль-

ное уравнение изгиба стержня при активной пластической деформации:

>+Л՛ о. (12)

9 
где 

р 
(ր-]^յ- <13>

Рассмотрим случаи шарнирно закрепленного стержня. Гранич
ные УСЛОВИЯ буду! 

у{0, о-о. (14)
У(О)=?0, (15)

где / длина стержня, 
Рудем искать решение уравнения (12), удовлетворяющее гранич

ному условию (14). в виде ряда: 

ос
У(х, О у„֊ք֊ у.»(х, է). (16)

П— 1 

где

y0^Csinqx (17յ

есть решение дифференциального уравнения

-Ջ- bq8y«O 
ОХ"

изгиба стержня с мгновенным модулем Кармана, т, с. при է 0. 
Определение критической нагрузки, как известно, в случае (18) 
сводится к замене мгновенного модуля упругости, входящего н 
формулу Эйлера, мгновенным модулем Кармана.

Таким образом, мы принимаем (17) за нулевое приближение в 
нашей задаче. Дальней in не приближения связаны рекуреитнои 
формулой: 

у- '

•, IX. : i ( :::Ч:х Д.Е —т) _Հ ” dt (Ip.

и О
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Применяя формулу (19) и учитывая (17), получим:

у,(х. I) CqF,(t) sinq;sinq(x g)dc.
о

X Cl
y2(x. t) Cq֊P2( t) sinq(x - ^)dc, sinq£.sinq(£։ — ;։)d£e • (20)

и I)

x ci
yn(x, t) Cq°Fn(t) ( sinqfx —c։)d§, s։nqtsinq(?։ ?2)d£3.... 

<> о

js։nq€r.sinq(5։i_i — £n)d;i։ .

0

где Fj(t), l-j(t)........Fn<n определяются из формул:

ji;։(t — J R(o)<lcjl . где a const.

Коэффициенты релаксации удовлетворяют этому неравенству. Из (20) 
н (21) следует, что:

|Уп(х. t'|<
C(«qx)" 

n!

Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость ряда, 
определяющего решение уравнения (12). Решение уравнения (12). 
удовлетворяющее граничному условию (М), будет:

С sinqx -
о

Илвестня IX, № 1 6
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» р р
^q" Г» (t) | sinq(x -?։)d;, | sinq^sinq^ — ;2)d;2 • • • •

Пе.2 Հ V0
in—1

•••*  J Sinq^n sinq(;„ i — ;n )d;n .

Условие (15) на верхнем конце стержня приводит к уравнению 
для определения критической силы Ркр.

sinqZ — qF։(t) I Sinq;Sinq(Z — <)d; -f-

00
I- ^q"F»(t) 

n-2
I s։nq&sinq(jj։ - -$2)d;2 .... 

о
XII-I

.... ^sinq=nsinq(cn_, — )d;n 

о

§ 3. Пользуясь результатами предыдущего параграфа, 
найти приближенное выражение критической силы, как 
времени.

В первом приближении будем иметь:

у — sinqx Н- ֊֊֊ (qxcosqx — $inqx)F1(t).
Հ

можно 
функции

122)

где: Fj(t) = j R(o)dr) . 

a

При x i имеем у — 0. Тогда из (22) получим:

2sinqZ (qZcosqZ — sinqZ)F։(t) О,

откуда:

I

0 .

F (է) 
Обозначая qZ - z и K։ =——75—• получим 

*' »(V չ 
tgq K։z. (23)

Заметим, что 1\է<Հ0, ибо F3«<2 но физическому смыслу. 
Допускаемая при этом погрешность не превышает

ձ =հ q2(sinqx qxcosqx)F2, O^x^Z,



_ Продольный изгиб стержня с учетом пластического последействия 83 

где

ՒՀ = | R(t — T։)dr, ( R(r։ — Հշխր... 

6 о
Погрешность будет малой при

Обозначим F։(t) через ։1( , тогда

f„ =jR(?)d?, f,.=limjR(e)d5=jR({)dS<l .

О 0 0

По физическому смыслу

lim R(;l = 0. 
է-*  <»

Все коэффициенты релаксации обладают следующим свойством: 

R(«j) < —, • где v > 0.

Далее будем иметь для этого случая:

к"-1>2-. к-֊тЬт<0'
'■'■к-т ''--icb- •

Критическая сила Ркр получается в результате графического 
решения трансцендентного уравнения (23) (см. фиг. 3).

В качестве примера рассмотрим случай, когда
R(£) -ае-К

Тогда

(„ = -£(1 - е֊*)  
р

(24)

В работе [12] экспериментально установлены значения пара 
метров а и 3 для горных пород осадочною чипа.

Приведем некоторые из них: 
1) песчаник крепкий, толстослоистый

л = 1,37.10--’ сек֊', 3 --=4,92. 10 *сек֊'\

■֊') известняк

х - 1,2. Ю՜2 сек՜1. 3 — 5,6 - Ю՜2 сек

3) каменная соль

а —0,6. 10~2 сек՜1, 3—9.5.10՜2 сек”}.
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Фиг. 3.

Физическая константа — характеристика материала

f -Л.
1со թ

Так как всегда
а<?> то Г1ос<1.

В частости, для песчаника f։oo = 0.278. для известняка flie 0,21։ 
для каменной соли քյտ? 0,063.

Критическая сила Ркр будет с течением времени уменьшаться. 
Последнее объясняется релаксацией внутреннего напряжения ма
териала. Таким образом, если стержень, сжатый в момент 1 — 0 (на
чальный момент) некоторой силой Р. не потерял устойчивости, то по 
истечении некоторого промежутка времени он может потерять 
устойчивость.

Поэтому полезно получить формулу, определяющую протекшее 
время, в течение которого критическая нагрузка PKp(t) уменьшится 
до заданной величины, лежащей в промежутке:

Рхр(0)<Р«1,(1)<Ркр(-х).

Для каждого материала характерны соответствующие Ркр<0| 
(.мгновенная) и Php(«) (установившаяся).

Упомянутая формула для случая (21) будет иметь вид:

Формула (25) определяет момент времени, при наступлении ко
торого критическая сила PKJ,(t) уменьшится до заданной величины

Рхр= в("Пт»)а. (26)
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В формуле (25) величина flt должна быть задана. Она нахо
дится по заданной величине а с помощью уравнения (23) с уче
том (26).

Более точное определение критической силы можно получить, 
если использовать второе приближение

у — sinqx ։/a(qxcosqx - sinqx)l։ -t- 1/g[qxcosqx
— (1 4 q։x2)sinqx]f2. (27)

Используя граничное условие у(/) =0, получим из (27) транс- 
цен дентпое уравненне

[1 — ։ 'J։ — %(։ -Г q2f%]sinq/ + փ VJ^q/cosqZ 0, 
или

W ֊(Г^Й 8 (ճ8)
‘•*1  ՛։ ’ гЧ l — о

Обозначая:

q/=z, a=-lU- 4-1. ь - - --------

получим из (28)

Уточненная критическая сила Ркр получится в результате гра
фического решения трансцендентного уравнения (29).

Днепропетровский ннжеперпо-
строительвый институт Поступило 16 1 1955

от. Ո-. a.iqipruif.

ՋՈՂ.Ւ եՐԿԱՅՆԱԿՍԼՆ ՄՈ֊ՈհՍԸ ՊԼԱՍՏՒԿ ճեՏՆԵՐԳՈՐԾՈՒ^ՅԱՆ 
ԱԿՆԱՌՈՒՄՈՎ.

IL 1Г Փ II Փ 11 I' Մ
1էյներւՀ չաрՀած m [J յան , ւյ ե !խւրրք աрիայի /ււ </աման ակ ի մ էհե եղած 

I՛ / ,ւ zi5 ղծային ա tt'b ч и ւ. ի/ յո էն ի էյ, նախնական հ ա tit Հա Л ա֊ւյ ծ այ ին ա սյ pit _pu ի մ ա - 
'.ւՒ“՚յ1' կւ“էէ4> JJ'I in if I. ակտիվ սյյաասիկ ւյ /. !իո p ifա у ի ա յ ft dutiful֊

հակ ձողի ծրււքան կն աե դյւ a-ւյ/։ Հէերենւյ ft ա յ հ ա ւիււ ։։ in յւ n t if ր :
(12) '•ավաււարւ! ան յուծսււքն ււսւացՀած /. ։ ա Հ ա и ա չւա \ ա փ ղււ ւ.ղ ամ ի ֊

tti/tt/ *ար^ւքւ  ilihit.pitil:

Օղա^ևյով սւոաէյվւսծ ա յւ ւյ / и ւն ,րնե ր ի ւյ , tjin'lttliud կ կր իա իկական m.J ի, 
ււլայեււ </ ա/Г ււՀհա1լի !ի tn.’h կւյ ի ա յի , if и ա ա ւ) ո ր ա ր unit ■> այ m m թ յ и ւ 'հ ր ;

ll.jttj յրււ-նվւնւէյւ՚հ իյյւււսար ա ;/իա J {ւ ե՚հ ևն fd ա քէկւ) и ւ if tf յւա !իի կ и յւեն հ
iiiiiiniiuuiij tri մ են УШ11 աււյա ա աս իւա՚հ Լ jiti ււյե ր ի if 1,ն ա ա յ ա tj յա յ՝հե р и Հ:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

К. С. Карапетян

Влияние размеров образца на усадку и 
ползучесть бетона

1. Из опытов, хотя и немногочисленных, известно, что размеры 
бетонного элемента оказывают существенное влияние на усадку и 
ползучесть бетона и что с увеличением размеров образца эти де
формации уменьшаются [1,9. 12].

Между гем в лабораторных условиях усадку и ползучесть 
бетона обычно определяют па образцах, размеры которых существен
ным образом могут отличаться от размеров конструкции. Поэтому 
определяемые таким путем деформации нс могут быть отнесены к 
деформациям бетона в конструкциях. Исследование же деформации 
непосредственно в конструкциях связано с рядом технических за
труднений [14].

В настоящей работе предлагается новый метод лабораторного 
исследования, который позволяет путем веления опытов на малых об
разцах с достаточной точностью установить изменение деформаций в 
зависимости от размеров бетонного элемента.

Для объяснения природы и механизма явления усадки, а также 
явления ползучести бетона, существуют различные гипотезы.

По мнению ряда исследователей [8, 9, 10], для усадки бетона 
наиболее правильной является гипотеза, согласно которой усадка бетона 
является следствием как физико-химических процессов, сопровож
дающих схватывание и твердение цементного камня, так и капилляр
ных явлений.

Что же касается ползучести бетона, го существующие гипотезы 
можно свести к трем основным. По первой гипотезе (Е. Фрейсинэ) 
ползучесть бетона, как и усадка, является следствием капиллярных 
явлений в порах бетона [11].

Согласно второй гипотезе (Л. Е. Шейнин п И. И. Улицкий), 
ползучесть бетона является лишь следствием вязкости гелевой струк
турной составляющей цементного камня [10. 13].

Третья гипотеза [3, 8, 9]. которая принимается и нами, вытекает 
из первых двух и объединяет их в одну единую гипотезу, согласно 
которой ползучесть бетона обусловлена как капиллярными явлениями, 
гак и вязкостью гелевой структурной. Эта гипотеза подтверждается 
нашими опытами, результаты которых частично приводятся в настоя
щей работе.
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2. Из опытов известно, что при относительной влажности воздуха 
Р=50%, массив в течение месяца высушивается лишь на глубину 8 см и 
что для просушивания массива на глубину 60 см необходимо 10 лет [12]. 
Эю говори։ о том, что из ядровых частей больших массивных бетон
ных конструкций вода во времени испаряется незначительно.

Если исходить из приведенной выше гипотезы механизма усадки 
бетона, а также принятой нами гипотезы ползучести бетона, ю на
до полагать, что в ядровых частях больших массивных бетонных 
конструкций усадка в основном происходит за счет химических про
цессов схватывания и твердения бетона, а ползучесть бетона за счет 
вязкости гелевой структурной составляющей цементного камин. В 
этом случае с достаточной точностью для практики можно считать, 
что усадка и ползучесть бетона, вследствие капиллярных явлений, 
будут незначительны, так как испарение существенно затруднено.

Отсюда заключаем, что, если определять усадку и ползучесть 
бетона на лабораторных образцах, в которых испарение воды из бе
тона будет исключено, го их деформации будут примерно соответ
ствовать усадке и ползучести бетона ядровой части массива. При 
этом.учитывая то обстоятельство, что деформации массива в большой 
степени обусловлены деформациями его ядра, полученные таким пу
тем лабораторные данные можно отнести к общим деформациям мас
сива.

Конечно, вообще говоря, большая усадка и ползучесть наруж
ных частей массива в некоторой степени отразится на его общей 
деформации, однако это записиւ от размеров массива и влажности 
окружающей его среды. И чем больше будут размеры массива и 
влажность, тем получим более точные данные для массиву.

На основании вышеизложенного, к основу методики наших иссле
дований в части оценки деформаций усадки ползучести в массиве 
было принято опре,-֊едение этих деформаций на малых лабораторных 
образцах с исключением испарения воды из образцов. Однако та
кая методика может быть справедливой лишь в том случае, если 
деформации усадки и ползучести, определимые на образцах разных 
размеров, при отсутствии испарения и прочих равных условиях, 
будут одинаковыми. Иначе говоря, при изолированных образцах, в 
которых испарение из бетона не имеет места, фактор масштабности 
образца не должен оказывать влияния на усадку и ползучесть 
бетон з.

Кроме оценки усадки и ползучести бетона в массивах, путем опре- 
■. ния деформаций на малых изолированных образцах, здесь предла

гается. сочетая эти опыты с опытами над различными неизолирован 
ними образцами небольших размеров, установить изменение дефор
маций в зависимости от размеров бетонного элемента. При этом 
будут охвачены все размеры конструкций.

3. Проведенные экспериментальные исследования были выпол
нены над двумя составами легкого бел она на заполнителе из лиге- 
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идной пемзы. Характеристики примененных для опытов материалов 
указаны в табл. 1. Составы исследованных бетонов приведены в 

•табл. 2.
Опыты проводились над цилиндрическими образцами с! 10, 14 и 

25 см. Высота образцов равнялась 60 см.
Приготовление бетона производилось вручную, а уплотнение -на 

виброплощадке при продолжительности вибрации Յ՚յ сек. Образцы 
освобождались от форм на третий день. Часть образцов тут же 
покрывалась по наружной поверхности слоем битума и сверху 
обвертывалась восковкой. Определение содержания влаги в бетоне 
различного возраста показало, что подобная изоляция почти пол
ностью исключает испарение.

Для длительного сжатия цилиндрических образцов были при

Фиг. 1.

менены специальные приспо
собления (фиг. I. 2).

Фиг. 2.

Измерение деформаций производилось стационарными деформа- 
торами на базе SCO мм.

4. Первые опьпы по исследованию влияния размеров образца 
на усадку были выполнены над бетоном состава А 1 (табл. 2). Эта 
•серия цилиндрических неизолированных образцов <1 14 и 25 см и



Таблица I
Характеристика щебня, песка и портландцемента

№ № 
состава

Характеристика крупного заполнителя Xарлктсрнстика мелкого 
заполнителя

Активное Т1. 
цемента 
И К7 ,՛£.«։порода прочность 

в /сг.'с.и3
модуль уп
ругости в

т с.н3

объемный 
вес щебня в

объем пу
стот щебня 

в <• 0

процент во- 
допоглоще- 
иня щебня

порода объемн. ЕСС 
ГП/Л1*

1 дитондп. 210 95 0.82 49 9.5 лнтокдн- 1,09 400
շ пемза

■ - 0,78 44 — пемза 1,07 360

Карапетян

Составы и механические характеристики исследованных бетонов
Таблица 2

№ № 
состава

в
ТГ 

по тесу

Расход .материалов на 1 м9 бетона в л г
Объемн. tec 
свежеулрж. 

бетона в 
т/м3

Объемный 
вес бетона в 
возрасте 28 
ди. в ш/.и8

Осадка ко
нуса в с.и '

Кубик, 
прочность 

в кг;с.ч-

Moay.it. уп
ругости в 

возрасте 
28 ли- при 
0,5 Ru в

К2/С.М8

цемент песок щебень вода

1 0,95 295 451 /08 280 1.74 1.73 1 201 95 ОоО
2 0,96 282 428 709 271 1,69 1.56 5 155 85 ОСО

Высота конуса составляла 10 см.
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изолированных d=14 см после освобождения из форм хранилась в 
помещении 1 = 21±7 Си Р—50 ±10 %. При этом неизолированные 
образцы до месячного возраста находились во влажных опилках.

На фиг. 3 приведены кривые усадки исследуемого бетона, 
из коих кривая I представляет усадку цилиндрических образцов 
диаметром 14 см без изоляции, кривая 2 —усадку аналогичных 
образцов диаметром 25 см и, наконец, кривая 3 усадку изоли
рованных образцов диаметром 1-1 см. Каждая кривая построена на 
основании средних деформаций двух образцов.

Как следует из фиг. 3, характерной особенностью развития 
процесса усадочных деформации легких бетонов является увеличе
ние их объемов в начальный период твердения. Такая закономер
ность наблюдалась во всех наших исследованиях и подтверждается 
опытами других исследователей [4. 7].

Приведенные кривые показывают, что усадочные деформации к 
малых неизолированных образцах, после периода набухания, длившегося 
17 дней, развиваются более интенсивно, чем в больших образцах. 
В результате этого деформации усадки малых образцов раньше 
достигают своего предельного значения. Указанное обстоятельство 
следует объясни ։ь гем, что с уменьшением размеров образца воз
растает модуль поверхности, а вместе с тем и интенсивнее развивают
ся усадочные деформации.

Из приведенных кривых видно также, что усадка малых образ
цов наиболее интенсивно развивается до возраста 130 дней, после 
чего ее интенсивность постепенно падает, и в возрасте 420 дней 
усадка практически прекращается. Что же касается больших образ 
цов, то в них после возраста 130 дней явление усадки интенсивно 
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продолжается и происходит в течение более длительного времени до 
возраста 530 дней. Наибольшая разница между усадкой малых и 
больших образцов имеет место в период возрастов 3 4,5 месяца. 
В эго время усадка малых образцов на 50—60% больше усадки 
больших образцов. Далее, с увеличением возраста бетона эта раз
ница уменьшается, и при предельных деформациях составляет 
Ю-12%.

Рассмотрение кривых усадки изолированных и неизолированных 
образцов диаметром 14 см показывает, наконец, что в то время, 
как в образцах без изоляции идет интенсивная усадка, достигающая 
в возрасте 3 месяцев почти 80% предельного значения дефор
мации, в образцах с изоляцией наружной поверхности битумом кон
чается период набухании и начинается усадка. В итоге, в возрасте 
6СЮ дней, усадка образцов без изоляции почти в 3 раза больше 
усадочных деформаций изолированных образцов.

Таким образом, исключение испарения воды из бетона при про
чих равных условиях приводит к значительному увеличению длн- 
тельносш периода набухания (в 5 раз) и резко уменьшает усадку 
бетона (в 3 раза).

Данные опыты показываю։, насколько существенна роль капил
лярных явлений н усадке бетона.

Предельная деформация неизолированных образцов диаметром 
14 см составляет 0,7 мм и. а образцов диаметром 25 си —0,61 мм/м 
и. наконец, изолированных малых образцов—0,23 мм м. Это пока
зывает. что деформации лаже больших неизолированных образцов в 
несколько раз больше деформаций изолированных малых образцов. 
Последнее вполне закономерно и вытекает из физической природы 
данною явления. По мере дальнейшего увеличения размеров об
разцов деформации последних по своей величине постепенно буду: 
приближаться к деформациям изолированных образцов.

Величина усадки изолированных образцов — 0.23 мм/м, пови- 
димому, примерно соответствует усадке массива, уложенного из 
бетона того же состава.

Однако, чтобы экспериментально проверить, можно ли Относить 
деформации изолированных малых образцов к деформации бетона в 
массиве, нами были поставлены ог.ыгы над изолированными образ
цами различных размеров. Необходимо было установить отпадает ли 
влияние размеров образцов на усадку и ползучесть бетона при ис
ключении испарения воды из бе юна.

.Для этой цели усадка и ползучесть определялись на изолиро
ванных образцах диаметром 10. II и 25 см и. одновременно, в ка
честве эталона — на неизолированных образцах диаметром 14 см. 
Опыты производились на;, бетоном состава № 2. Полученные кривые 
усадки бетона приведены на фиг. 1.

Здесь мы наблюдаем закономерность развития усадочных де
формаций в изолированных образцах диаметром 14 ел 'кривая 2). 
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аналогичную имевшей место в ранее приведенных опытах. Дл отель- 
ность периода набухания и r этом случае составляет примерно три 
месяца. Наблюдается в другая закономерность: с увеличением раз
меров образца возрастают как деформация набухания, так и дли
тельность этой деформации. Длительность набухания для образцов 
<М10 и 14 см (кривые 1 н 2) составляв! 85—95 дней; что же касается

Фиг. '1.

образцов 6=25 см (кривая 3), в нпх, как мы видим, в возрасте 350 
дней еще нс началась усадка. \налогичное явление наблюдалось 
также в опытах других исследователе!: [7].

Кривые усадки изолированных образцов различного диаметра 
показывают, что их деформации несколько отличаются друг от друга, 
хотя при этом деформации образцов d—10 и 1! ем практически мож
но считать одинаковыми, Следовательно, влияние размеров образна 
на объемные деформации бетона имеет место и при изолированных 
образцах. Надо полагать, что это являв!си следствием экзотермии 
цемента, так как здесь существует определенная закономерность, 
заключающаяся в том, что чем больше образец, тем больше как 
длительность, так и деформация набухания и тем меньше последующая 
усадка. Очевидно, если бы яс было экзотермии цемента, влияние 
•которой не представляется возможным исключить, то деформации 
усадки изолированных образцов различных размеров были бы оди
наковыми.

Помимо экзотермин цемента, набухание легкого бетона отчасти 
обусловлено также набуханием его пористого заполнителя. Из опы- 
ов известно, что при хранении в воде туфа, пемзы и других по

ристых каменных материалов они набухают, а при последующем 
высыхании дают усадку.

Большие усадки и ползучесть легких бетонов при воздушном 
хранении отчасти объясняются набуханием и усадкой их пористых 
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заполнителей [4, 5]. Набухание легкого бетона, обусловленное на
буханием его пористого заполнителя, по причине только насыще
ния заполнителя водой при изолированных образцах различных раз
меров будет одинаковым. Поэтому причиной небольшого отличия 
в объемных деформациях изолированных образцов различных разме
ров является различное их тепловое расширение благодаря экзо- 
ермии цемента, так как влияние последней тем больше, чем боль

ше образец.
На основании данных опытов деформации изолированных об

разцов диаметром 10 и 14 см практически можно отождествлять с 
усадкой бетона в массиве, ибо в малых образцах влияние экзотермии 
почти исключается.

5. Рассмотрим результаты исследования влияния размеров об
разца на ползучесть бетона.

На фиг. 5 приведены кривые ползучести бетона (состав № 1) 
неизолированных образцов диаметром 14 и 25 см при напряжении 
10 кг}см2. Верхняя кривая соответствует малым образцам, а нижняя 
большим.

Ո рщолзяитеяьноемь приложен^ погрузни

Фиг. 5.

До загруженпя длительной нагрузкой к месячном возрасте об
разцы хранились во влажной камере, далее в помещении при 
։ = 21±7 'С и Р—50 .10%, т. е. в воздушных условиях.

При рассмотрении кривых заметно, что с увеличением размеров 
образца деформации ползучести уменьшаются. В данном случае 
получается, что при прочих равных условиях деформации ползучести 
цилиндрических образцов диаметром 14 см на 20% больше, ползу
чее։ и образцов диаметром 25 ем. Последнее объясняется тем, что с 
увеличением размера образца доступ воды из глубины к его по 
верхности затрудняется, вследствие чего процесс испарения замед
ляется. Но этой причине в больших образцах как усадка, так и 
ползучесть по толщине образца происходят более неравномерно, чем 
в малых образцах, что в итоге приводит к меньшей усадке и меньшей 
ползучести больших образцов.

На фиг. 6 приведены две кривые ползучести бетона состава № I. 
Верхняя кривая соответствует ползучести неизолированных образцов 
диаметром 14 см. а нижняя ползучести изолированных образцов тех 
же размеров. Из фиг. 6 следует, что и в этом случае, как и при 
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усадке, исключение испарения приводит к существенному уменьшению 
деформаций ползучести, причем разница между деформациями изо
лированных и неизолированных образцов с увеличением длительности 
загружения уменьшается.

Отношение деформаций ползучести неизолированных образцов к 
деформациям изолированных образцов при длительности загружения 
50 дней составляет 5.26; при 1С0 днях — 4.5; 200 днях — 3.2; 
■100 днях — 2,2 и при 550 днях —2,1.

Фиг. 6.

Итак, испарение играет существенную роль не только в явлении 
усадки бетона, но также и в явлении ползучести бетона при сжатии. 
Последнее говорит о том, что явленнр усадки и ползучести не 
являются независимыми. Взаимосвязь этих явлений, помимо коли
чественных показателей, подтверждает также то. что и характер 
кривых деформаций усадки и ползучести изолированных образцов 
иденч ичный.

При постановке опытов с изолированными образцами мы пре
следовали две цели: во-первых, на основании прямых опытов про
пери-ь правильность некоторых существующих гипотез ползучести, 
а также принятой нами гипотезы и, во-вторых, проверить правиль
ность предлагаемой нами методики для оценки усадки и ползучести 
бетона в массивах с помощью ведения опытов на лабораторных 
изолированных образцах.

Приведем результаты исследования ползучести бетона на изо
лированных образцах различных размеров. .Указанные образцы были 
изготовлены из бетона того же замеса, что и усадочные образцы 
(состав № 2). Кривые усадки но данным этих опытов были приведены 
на фиг. 4.

На фиг. 7 приведены кривые ползучести изолированных образцов 
диаметром 10. 14 и 25 ог, а также кривая ползучести бетона неизо
лированных образцов диаметром 14 см (кривая 4). Образцы были загру
жены длительной нагрузкой в возрасте 14 дней при напряжении в 
бетоне 10 кг’-см*. Хранение было аналогичным хранению усадочных 
образцов.

Рассматривая кривые ползучести, мы наблюдаем, как и н 
опытах усадки бетона, интенсивное развитие деформации ползучее՞, и 
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неизолированных образцов и одновременно то обстоятельство. что 
отличие деформации изолированных образцов различного диаметра 
незначительно.

Каждая кривая ползучести на фиг. 7 соответствует средним 
значениям деформации двух образцов, а деформации каждого образ
ца получены на основании показаний двух деформаторов, установ
ленных на каждом образце.

Продолжительность приложена? на грузни
Фиг. 7.

При нанесении кривой ползучести бетона в отдельное ги для 
каждого образца мы получим семейство кривых, которые еще ближе 
расположатся друг к другу.

Результаты проведенной серии опытов позволяют придти к 
заключению, что при исключении процесса испарения воды из об
разна фактор его масштабности отпадает. Это существенное об
стоятельство и дает нам основание отнести ползучесть, опреде
ляемую на изолированных малых образцах в обычных лабораторных 
условиях, к ползучести бетона в массиве.

Если принять, что ползучесть изолированных образцов диаметро.՝.։ 
14 см соответствует ползучести бетона в массиве, а ползучесть 
неизолированных образцов—ползучести того же бетона в тонко
стенной конструкции, го кривые ползучести бетона для конструкций 
с промежуточными размерами поперечного сечения займут положение 
между кривыми 2 и 4 (фиг. 7).

Таким образом, для возможности диференпиации деформации 
усадки и ползучести в соответствии с размерами поперечного сечения 
конструкций достаточно определить в лабораторных условиях усадку 
и ползучесть бетона на нескольких образцах различных размеров без- 
исключения испарения и на одном размере образцов с исключением 
испарения. На основании этих данных можно установить изменения 
усадки и ползучести бетона в зависимости от размеров поперечного 
сечения бетонного элемента. При этом данными зависимостями будут 
охвачены все размеры бетонных конструкций, начиная от тонкостенных 
и кончая массивными.

Такая методика дает возможность в обычных лабораторных 
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условиях получать деформации усадки и ползучести в зависимости 
от размеров поперечного сечения конструкции, не прибегая к на
турным исследованиям.

В настоящее время по предлагаемой методике нами поставле
на новая серия опытов. В этих опытах под длительную нагрузку 
установлены цилиндрические туфобетонные образцы диаметром 
10, 14, 25 и 5Э«х«, как изолированные, так и без изоляции. Для обес
печения длительной постоянной нагрузки цилиндрических образцов 
диаметром 50 см впервые 
применены большие рычаж
ные приспособления, обес
печивающие усилие до 30 
тонн (фиг. 8 и 9).

6. Опыты с изолиро
ванными образцами были 
поставлены также с целью, 
проверки существующих 
гипотез механизма ползу
чее։ и бетона и принятой 
нами гипотезы.

По кривым ползучести 
бетона, приведенным на 
фиг. 7, деформация неизо
лированных образцов диа
метром 14 см при длитель
ности загруження 300 дней 
почти в 6 раз больше де
формации таких же образ
цов с изоляцией.

Очевидно, при пре
дельных деформациях это 
соотношение несколько 
уменьшится. Столь большая Փա. Տ.

разница в деформациях свидетельствует о существенной роли испа
рения в явлении ползучести бе։она. Для того, чтобы было более 
убедительным, что разница в деформациях изолированных и неизо
лированных образцов вызвана именно испарением воды из бетона, а 
не различием в вязкостях цементного геля, рассмотрим результаты 
испытания прочности исследуемого бетона в различных возрастах 
(состав № 2).

Как показывают данные таблицы 3, прочность бетона в изо
лированных и неизолированных образцах соответствующих возрастов 
ночи։ одинакова, а поэтому надо полагать, что исключение испарения, 
во всяком случае до возраста 90 дней, не могло привести к суще
ственному различию в свойствах цементного камня. Между тем 
кривые ползучести с первых же дней загруження показывают су- 
Извсстия IX, .V 1—7
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Фиг. 9.
шественную разницу в ползучести изолированных и неизолированных 
образцов, соотношение которых при длительности загружения 2.5 
месяца уже составляет 6 (фиг. 7). Поэтому причиной столь большой 
разницы в деформациях могло явиться не различие в вязкостях

Влияние испарения па нарастание прочности 
бетона ио временя

Таблица 3

Наименование 
образцов

Предел прочности бетона при 
сжатии в кг/см2 в возрасте
И дней 23 дней 90 дней

Неизолированные 113 155 195
Изолированные 117 141 215

цементого геля изолирован
ных и неизолированных об
разцов, а испарение воды из 
бетона.

Таким образом, ползу- 
••.есть бетона при сжатии за 
счет испарения волы боль
ше. чем ползучесть вслед
ствие вязкости гелевой 
струит у оной составляющей 

размеров бетонногоцементного камня и уменьшается с увеличением
элемента и влажности окружающей среды.

Таким образом, принятая нами гипотеза, согласно которой пол
зучесть бетона является следствием как вязкости гелевой структур
ной составляющей, так и ■капи..лярных явлений, правильнее отражает 
данное явление. Однако необходимо отметить, что данная гипотеза 
механизма ползучести бетона справедлива лишь до определенных 
пределов напряжений, так как при высоких напряжениях выше 
0,55-0,6 предела прочности бетона—в бетоне появляются раз
рывы, микротрещины, развитие которых во времени также приводит 
к деформациям бетона [2. 6].

Следовательно, при высоких напряжениях механизм ползучести 
бетона сложнее, поскольку в этом случае имеют место еще и де



Влияние размеров образца ня усадку и ползучесть бетона 99

формации, обусловленные появлением н развитием микротрещин в 
бетоне.

В свете изложенного приходим к следующему заключению: 
ползучесть бетона является следствием как вязкости гелевой струк
турной составляющей цементного камня, так и капиллярных явлений. 
При воздушном хранении бетона ползучее։ ь при сжатии, обусловлен
ная капиллярными явлениями, в несколько раз больше, чем ползу
честь вследствие вязкосги геля.

Размеры образца оказывают существенное влияние на дефор
мации усадки и ползучести бетона, при этом, чем больше образец, 
тем меньше деформации.

Предлагаемая методика позволяет путем ведения опытов на 
малых лабораторных образцах установить изменение деформации н 
зависимости от размеров поперечных сечений конструкций в самых 
широких пределах (включая массив).

Для установления изменения усадки бетона, а также его ползучести 
в зависимости от размеров поперечного сечения бетонного элемента, 
достаточно в лабораторных условиях определять усадку и ползучесть 
на нескольких образцах различных размеров без исключения испа
рения воды из бетона и на образцах одного размера с исключением 
испарения. При этом деформации образцов различных размеров 
конкретно будут представлять деформации бетона в конструкциях 
соответствующих размеров поперечного сечения, а деформации об
разцов, полученные на изолированных образцах, можно отнести к 
деформациям бетона в массиве.
Институт строительных материалов
к сооружений АН Армянской (.СР Поступило 10 VII 1955
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