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МАТЕМАТИКА

М. Л!. Джрбашян, А. Б. Тавадян

Некоторые экстремальные задачи 
для целых функций

§ I. Некоторые экстремальные свойства целых функций 
экспоненциального типа

Обозначим через W, класс всех целых функций f(z) экспонен
циального типа с показателем С а, для которых существует интеграл 

со
H(0=KlWdx}’ (1)

— ОО

Как доказали Палей и Винер [1]. класс W, совпадает с множест
вом всех целых функций f(z), допускающих представление

f(z)= ^elu\(u)chi, (2)

• —9
где ?(u)£Ls(- с, ծ); при этом по теореме Планшереля

р(0 — ՚2րփ?խ)51ս1; (3)

Пусть
а0. а2,-֊-, а2р 5; а։, siq_։ (р>1. q>l)

произвольные комплексные числа. Отнесем к классу W, {а-р-շ; О1. 
(р>1) все целые функции класса W,. для которых

ti2kl(0)-a2Sc. (k=0. 1. р-1). (4)

Аналогично к классу W, (0; a2q-։} (q> 1) отнесём все целые функции 
f(z) класса W« . для которых

i(JkTj)(0)-afk+». (k=0, 1, q-1). W
Наконец, к классу \Ve a2։J- t} (p>l. q< 1) отнесем те функции 
f(z) из Wo. которые удовлетворяю՛; условиям (4) и (Հ) одновременно.

В настоящем параграфе мы дадим параметрическое представ
ление функций oiipcAe.:e>Ha*f7W5?e^K.iaccoB, что даст возможность
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+ J
ak ^(x)Xk (x)dx. (6)

решить экстремальную задачу: среди всех функций f(z), принадлежа
щих к любому из классов W, {а:,. 0]; W, {0; a2q_j) или W, [a5p_2;
ajq-tJ. найти функцию, минимизирующую интеграл p(f).

Из этой экстремальной задачи следует необходимое и достаточ
ное условие, которому должны удовлетворять числа аь (к=0.1,2.« ••). 
для того, чтобы существовала целая функция f(z)£W, н такая, что 
flk'(O)-ak. (к-Գ I. 2....).

1. Пусть

* 1 >■ 9к -u f 1 Hk)Y։_ 1 \кXoW^-; x‘3x)-֊|/^-(2֊k^d (xd-3L, (k^i, շ,...) (5>

нормированные и ортогональные на отрезке (—1, -г1) полиномы Ле
жандра. Известно, что для любой функций <?(x)£L։( —1, --J) имеет 
место равенство Парсеваля 

+•։ со
Si 

k-0

Пусть р0, Pj.---, Н2Р-2-. Pj, Pav. Нзч ։ (р>1. q>l) произволь
ные комплексные числа. Отнесем к классу t2{(—1, р2р_2; 0}
все функции <р(х) из Ц(—1, +1). для которых

+ 1

j ©(x)x2kdx֊p?k. (k=0, 1. 2, • • •. р—1). (7)
-i

Аналогично к классу L2{(— 1, i-l); 0; |Կզ >} отнесем все функ
ции ։р(х) из L3( И 4-1). для которых

-I
^.<р(х;хл*’dx=p2t+i. (k=0. 1. 2,-• •, q—1). (8)

-1

Наконец, к классу 1<|(— 1, 4-1); Р2р-2‘. Psi 1} отнесем те функ
ции «р(х) из ԼՀ-1. ֊֊• I). которые одновременно удовлетворяют обеим 
условиям (7) и (8). Условимся классы L.{(—1. : 1); р2р р; 0} и 
L,(( 1. 4-1): 0: Р2я-11 считать крайними случаями класса L*{(—1. 
4-1); |i2q ii. когда из этот класс не накладываются соответ
ственно условия (7) или (8).

Пусть

Х2к(х) = Ьо2М 4֊ Ь!?՝х’4֊ • • ■ 1-Ьа0 хй
и

A2k+t(X)—Dj X-t-O.i X — • • • --Djjk+I X

* A
так как Xaijx) четный, a Ճշ^^ճ) нечетный полином.
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Лемма 1. Функции ?(х) класса 1. — 1); ։ւ2թ_2; P։q-i} ха
рактеризуются тем, что в их разложении в ряд Фурье по поли
номам (5) коэффициенты а» (k=0. I, 2,---, р— 1), аЛ}.։ (к= 
—О, 1. 2,---. q—I). получаемые из (6), вполне определенны и 
отыскиваются следующим образом: 

«5к=Ьо ’’Ро—Ել՜ ■’ - • ■ ~ Ь1к'}Л2к, 
«*♦.=. ьг+1к -levw

(к-0. 1,2...., р֊1)
(к О, 1. 2.--՛, q-1)

где р2,---, у-к (к=0, 1. 2,---, р- 1): ju.---, |*и<?.։ (к=0.
q—1) определяются из условий (7) и (8).

А
Доказательство. В самом деле. Х-цх) является четным полино

мом и поэтому в силу (7)
+։ 4 ։

A2fc = J г(х)Х.ч(х)т1х ֊ г(х)(!)('?—Ь22! ’х’н........ . bs? х'х) dx«
-1 -Г

4-1 +1 -И

- bA‘x> <?(x)dx Ь-/"՝՛ I Ср(х)хч1х ֊ •••••- bl£i? I (р(д)х:\5х =
<- ։J ։J

• ֊ւ ֊։ ֊I
- b?'|i„+b“!p։ I- • • • Н-Ь^’ргь (к = 0. 1, 2, • • •, р-1).

Таким же образом определяются числа аан(к=0, q —1)

«а ^Ь^^+ЬГ'Ч֊--------г ban 'Van (к֊0, 1. 2,--- q-1).
А 

так как Х><(1(х) есть нечетный полином.
Теорема !. Н семействе функций 1.3!( — 1, ֊} 1); р?р_з; Ц5Ч->) 

мини чум интеграла
(Г I1Г(?)-{р?(х)!Мх1 (10)
~Y:

реал и зует фу я кц и я 
р ։ Л 4-1 k

?,(х)֊М։.Лх2кГх) |■?«».,$»«(։), (И)
.к-0 к-О

.где «2ц и a2k( J определяются из (9).
Кроме того, 

. ւ՛ *1 ч-։
пипГ(<р)-Г(?0)=' V lank|։_pV a:k+t pl*. (լշ)

k-l) k-0

Доказательство. Так как из (6) 
+ ։ , 

Г(?) {i'¥(-x)i։dxp-{y|։k|.|i, 

К-0 
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то в силу (9) пинГ(ф) достигается при ак —0 (к —2р. 2р *-2,՛ • •. 2q4-K 
2q I 3, • • •), отсюда и следует утверждение теоремы.

Замечание. Как нетрудно видеть, результаты леммы и теоремы 
остаются справедливыми и для крайних классов

Ц(֊1. rl); Р2р֊2; 0) и М(-1. 4-1); 0; p2q_։},
если только в соответствующих формулировках я формулах оставить 
лишь выражения, характеризующие данный класс. Например, для 
класса функций !.*((—1, |-1); 01 характерным является опре-
дсляемость из системы (9) лишь коэффициентов a2!<(k--0, 1, 2.---, 
р—1) в разложении этих функций в ряд Фурье по полиномам (5). 
Для этого же класса минимум интеграла Г(о) реализует функция

Фо( х) = V»2k X2k(x). (13),
k—0

при ЭТОМ
.Р—։ լւ

тшГ(ф)=Г(Ф0)= |5] ^2k|’| ■ (14)
»-о

2. Установим теперь непусто: у класса функций W, {агг д аа։-։}. 
а затем приведем решение поставленной выше экстремальной задачи.

Лемма 2. Класс функций W. ;а2р 2; а2<֊|| совпадает с множе
ством целых функций f(z), допускающих представление в виде

f(z)=Je'“’?(y)du. (15).

—у
где

ф(х)£Ц(-1, +1); Рзр-5; Psq- i).
i֊ka. (16}^=-֊Лр (к=0. 2р- 2: 1.3,...2q I).

G г
Доказательство. По лемме 1 функции »(х), принадлежащие к 

классу (՝6). существуют. Отсюда следует, что функции f(z). предста
вимые в виде (15), не только принадлежат к классу W,, но и к классу 
We (ajp—շ; Յշ,յ ւ|.

Обратно, если f(z1 £\Va {э2р֊2; a2q_|}, то тем более f(z)fWc, и по 
теореме Палей и Винера имеет место представление (15), где 
е(х)£ 1.2(— 1. -Н). Но если иметь в виду условия (4) и (4'). характе
ризующие класс W« iai>p-r, a2q-i}, то из (15) заключаем, что функция 
ф(х) принадлежит к классу (16).

Теорема 2. Среди всех функций f(z) класса W_. {а2;, ?; Յշզ_ւ՝ 
(р>1, զ>1) минимум интеграла (1) реализует функция

л’р՜1 , Ч"։
t»(z)= (у «а-ХЦ~ ) +S «։«+> &*+>(֊“. ) e'“'du=

J k^O ՝ ‘ k'֊0 ՝
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г, ------------  l-^Uox)' (-l)W (4k+I)z3 —------ -t
r„ v*
ч-1

+1V (—l)k«։k , I (4k ■ З)г,3
k-0

և-4-^М 
V Z

(17)

где Io+j (az)—функция Бесселя, и коэффициенты \ահ ) определяются 
из формул (9), где է

( пМй՜-, (к-0. 1. Р-1),
a

^»+1=(-1/+1֊^ ։. (k=0, 1, 2.- -. q—I), 
с

кроме того,

minp(f)--|i(iv) (18)

Доказательство. Если f(z)£\Vs (а2р շ; ajq-t|. то имеет место 
представление (15), где, по лемме 2, ?(х) принадлежит к классу (16). 
Но по формуле Парсеваля из (15) следует, что

!*(Ո=խ ['?(y).du յ -’1/255Г(?). (19)

Так как е(х) принадлежит к классу ('.6), то по теореме 1 ттГ(?) 
достигается только для функции «0(х), определяемой из (11), где ко
эффициенты а,. ; определяются по ('•)• Отсюда и из (’.9) следует 
первая из формул (17). Но известно [2], что

= ae”^)1 U;. (20)

—9
где __

Хп(х)~|/^^(х). (5')

Из (17), (20) и (5Z) следует второе из формул (17).
Как нетрудно видеть, и здесь результаты леммы 2 ,и теоремы 2 

остаются справедливыми для крайних классов:
Wo {а2р-3; 0) н W, {0; а^»} 

при соответствующих видоизменениях в формулировках. Таким об
разом. имеют место:

Следствие 1. Функции класса W, asp-շ; 0 представляются в 
виде (15), где <f(x)$L2{(—I, -rl); յւշ₽-յ; 0}; P2k = (—1)к-^й (k= 

^-0,1,2, р I), при этом среди них минимум интеграла p(f) 
реализует функция
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f,(z)=['V։ssxJ “ 'l[.e'“'du=
-У к-0 ' '

- V (֊ l)W(4k+T)^ 1гкр>) : 
£> 1 2

кроме того, 
. р-1 ։

|x(j0)= j՝2naV |«л|։'։, 
' к-0

(1Ո

(187

где коэффициенты {а^} определяются следующим образом

а2к=ьЛ0-|-ьГ-р24----+ь^к-р2к, (к—0, 1,2...-, Р-1),

Ргк-(— 1)к -^bi' (к=0, I, р—1).

Следствие 2. Функции класса \Ve (0; a2q_t) представляются в 
виде (15), где

?(X)gL։{(-l, 4-1); 0; |i։t+1=(-l)k+’-֊^Ii (k=-0,1,2.....q-1).

при этом среди них минимум интеграла р(г) реализует функция 

= £(- l)k«a+1/(4k+3)na -,։k' p'oz)

|Հև)= {

(17м)

(!8*)

при этом
0-1

2naV խշյ^ւյ’
k-0

где коэффициенты {а2)сИ) определяются следующим образом:

a&+’ -Ьл"' Ъ1Ч-гЬз*'<+‘>Рз-|-------hbSViJ)H2k+b (k=0. 1,2, - • q—I),

FJk+i ՜(->)-+*■֊£֊&։. (k=0, q-l).

Следствие 3. Средн всех функций класса W„ {ae; aj минимум 
интеграла |Հք) реализует функция
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при ЭТОМ

:՛■ ■ (20՞)

Это следует из теоремы 2, при р—1 и q= I. если заметить, что

■ՆbV> = к
□ V 2

Следствие Г. Средн всех функций класса W, (aG; 0' минимум 
интеграла р({) реализует функции

։0(z)
ап / г.о П (oz) sinoz 
а |/ 2 |Հ z а° az ‘

при этом

Հ՜ Ի<>1-

(21)

(21')

Эю следует из следствия 1, при р=1. если заметить, ч-.о

.. ֊ а՞ , ьЛ°) - 
Ilo~ о ’ Оо —

Следствие 2 Среди всех функций класса W, {0; з,- минимум 
интеграла р(1) реализует функция

о( J 9» ]' 2 J./V

За։ [sinaz cosaz] /ооч
՜ a2 [(azj* az ’ 1 }

при этом
֊^-|а,|. (22')

Это следует из следствия 2. при q —1, если заметить, что

3. Пусть [Вк ! некоторая последовательность комплексных чисел. 
Ставится вопрос: каково необходимое и достаточное условие, кото
рому должна удовлетворять эта последовательность, чтобы сущест
вовала функция f(z)£\V0, такая, что

flkl(0)=3k , (k--0. 1, (23)

Теорема 3. Для существования функции f(z), удовлетворяю 
щей условиям (23), необходима и достаточна сходимость ряда 
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со
(24)

к-0 
где 

к 
а?к- ' (,— 1) Օշր 7зГ.Г' 

г-0

«»+.=Е(-п‘-м?й1,-£:- (г*՜*
г-0

Доказательство. Пусть существует функция I. (х), удовлетво
ряющая условиям теоремы, тогда будем иметь

в
i, (z)— е1 ’' v ! jclu.

где <р(х) £ L2(— 1, 4-1). Но из (23) следует, что
о +1

Зк =ik^ukT(֊-՝Jdu = ։k^։i?(x)xkdx, (к-0, (25)

֊« -*
Обозначая 

+ 1
вк = f?(x)Xk(x)<Jx, (к=0, 1, 2.,---).

-I 
оэ

очевидно имеем V | ак |2<4-оо. При этом, имея в виду представления 
к-о

Xck(x)=^b»ft)x‘,‘/ Xsic+цх) =' *"Г *՛
Г-0 г-0

получим формулы (24') для чисел и խշւ^ւ.;.
Обратно, положим, что для последовательности \*г. ]. определяе

мой из (24'). сходится ряд (25). Тогда по теореме Рисе —Фишера су
ществует функция fi(x)<-L2( -I, pl), такая, что

-н
(Т(х) Xk (x)dx=ok, (k=0, 2, - ). (26)

-։
Функция

!.(։)“ \ (27)
— J 

прина ;лежш к классу W, по теореме Палей — Випера. Покажем, что
С’(О)=ак, (к֊0, 1. (28)
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Действительно, из (27; имеем, например,

С другой стороны, из (26), б силу (29), имеем:

(29)

к 7 к ք1?Ո/0)
**=У b!?' ?(x)x2rdx = ^(֊1)гь^-ф^- (к=0, 1,2.--). (30) 

г-0 У: Г-0

Аналогично получим 

к 1<2г+”(0)
«;k.1 = i£(-l)','b^;t’’֊!5s777----- (к-О.1,2,-). (S1)

г-О

Сравнивая (30) и (31) с формулами |24'), приходим к заклю
чению (28).

§ 2. Некоторые экстремальные свойства целых функций
1 порядка и конечного типа

г!. Обозначим через 1.Ն (?) класс всех целых функций f(z) по

рядка ֊- « типа « 3> Для которых существует интеграл

р(О- if(x)|sx-’dx (1)
о

Докажем лемму, которая является непосредственным следствием тео
ремы i 1а лей — Винера.

Лемма. 3. Класс Di (•?) совпадает с множеством всех целых 
функций f(z), допускающих представление

tde

При этом

'- I
xzs(x)x dx,

«(х) 2х :dxl5-

<2Э

(3)
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В самом деле очевидно, что f(z2)—функция экспоненциального 
тина <о. Из формулы

4-00 ОС
J if(t2.ipdt=j | ((х) рх Мх

—00 ь
следует, что f(zs)^We и поэтому по теореме Палей Винера имеет 
место представление

։(C։)=--L֊f.i(u)e'“:<!u, (4)
|/ 2л J

— J 

где փ(ս)£Լշ(-Պ о).
Но но формуле обращения Планшереля почти всюду на (—а, а)

м
|(u)=l.i.m ֊] — | f(x2)c '"'dx-

»-* J/2r. J-1»
___П

/ 2 **= 1.ьп։|/ 2 p(xs)cosxudu.
V

Поэтому փ(ս) четная функция, и следовательно,

f(<2) —j. ~ ^(u)cosu“du. 

О
Обозначив о(х1)в?(х), после замены и —х* имеем

f(z)= ' ֊ I cosl xz я(х1х *dx. 
k J

0

Далее, по равенству Парсеваля из (4) получим:

— շ(|Փ{ս)[-Աս |®(х) sx" dx<4-co.

и о
Пусть

Эо> Յյ, • • • , St (г Հ 0)
произвольные комплексные числа. Отнесем к классу D- <а; аг ’ (г>0) 
все целые функции i(z) класса D. (о), для которых

(<п)(О) = Эп, (п-0. I, 2,- (5)
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В настоящем параграфе дается параметрическое представление 
функций класса Dt (а; а, ). что дает возможность решить следующую 
экстремальную задачу:

Среди всех функций i(z), принадлежащих к классу Di (а; аг 
найти функцию минимизирующую интеграл p(f).

Из этой экстремальной задачи следует необходимое и достаточ
ное условие, которому должны удовлетворять числа ап (п 0, 
для того, чтобы существовала целая функция f(z)հ D> (а), такая, что 
Р°’(О)=-ам (п-0, 1, 2,--).

Л
2. Пусть Рц(х) (п=0, 1. 2,•••)—нормированные и ортогональ

ные на отрезке (0. о5) полиномы Якоби с весом р(х) — х тогда

Р0(Х)-֊ ’
V 2а

п / л 1 Л4и-Н 1 cln I Г/ 2х—о* \? ■ |PnX~(2n)!l{ 2а * р(х) <1х" о= ) Г(Х J ՜” 

п
=У’в^х", (п-1,2,...). (6)

к-1
Известно, что для любой функции ф(х) из класса (2') имеет 

место равенство Парсеваля
Հ ос

(՝|¥(х)|=х ‘<1х = V|c„ ■»,

О п-0

где Сп = (ф(х) Рп(х)х՜ dx. (/)■

о
Пусть |i0, |xt, . . . , pf (г>0)—произвольные комплексные числа. 

Отнесем к классу Լշ{(0, о2); рг} все функции ?(х) из класса (2'), 
для koi орых

('®(x)x-Jdx=p., (n=0, 1. 2............г). (8)

О
Лемма 4. Функции <?(х) класса (8) характеризуются тем, что 

й их разложении в ряд Фурье по полиномам (6) коэффициенты 
се, с։,. . с: отыскиваются следующим образом:

с.=Й,,|1.+В'1п։ц1+ ... Ч-В?*Р„ (п=0,1.2............г), (9)

гае |ic„ р1( . . . , (n = 0, 1, 2, . . . , г) определяются из условия (Ժ).
Доказательство. В самом деле, при п —0, 1, 2..........г

с„ = (’ф(х) P„(x)x֊idx =

О
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• п
= \ ?(x)(BS,) + в;”'х+.. . +Bir։x")x’sdx= У B1V.

О к-0
Теорема •«. В семействе функций Լ2՚;(0, о2); |ь ) минимум ин-

теграла
ё>

։՝(?)= [p?(x)‘«x-3dx]‘ (Ю)

реализует функция
0

г
<Ро(х)=^с» Р„(х); (11)

к-0
при этом

minT(e)—Г(ф0)—| V |с„|’Р.

п-0
Доказательство. Так как по (7)

Г(<р)=| [ |։(x)i։x"!dxj- - fy 'с„ * Հ 

о П-0
то п силу (9) пипГ(ф) достигается при с„ «О (п=г 1, г-}- 2, . . .). От
сюда следует утверждение теоремы.

Установим непустоту класса Di (а; аг }.
Лемма 5. Класс функции Di խ: а, } совпадает с множеством 

целых функций, допускающих представление в виде
Л

f(z)=—֊_ ' cosjz xz с(х)хMx, (12)I 2* Jи
■где

?(х)(Ц(0. °г): Нг I.
հ-(֊ւ)Դ»ւ,֊(^, (ո=0, 1,2......... г). (,3)

Доказательство. Но лемме 4 функции, принадлежащие к классу 
(13), существуют. Отсюда следует, что функции f(z), представимые в 
виде (12), не только принадлежа, к классу Di (а), но и к классу 
Di (с; аг ), так как из (1'2) имеем:

f(z)=y z" [ <—L>" C^xjx—1 dx).
— I 2n!J/2rc J In—0 0

и no (8) Ճ_'<2Լ =(-!)"- |1л.=-֊ 1"г. (n=0, 1. 2.......... г).
n- 2n!J 2jc nl

т. e. i"”(0) = an. (n=0, 1, 2,... , г).
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Обратно, если f(z)£Dt {ծ; nf }, то тем более l(z);Dt(a) и ио 
лемме 3 имеет место представление (12), где «(х) из класса (2')- Но 
если иметь в виду условия (5), характеризующие класс (а; а. }, 
то из (12) будем иметь:

L (‘е(х)х"^3х=(—1)“/2в (n=0, 1. 2. --. Г),

О
т. е. <?(х)՛ I-*J(0, о։); рг).

Теорема 5. Среди всех функций l(z) класса D: (а; а, } минимум ин
теграла (I) реализует функция '

где коэффициенты (сп) определяются из (9), а

И.. =(-1)"/^՜ а. Հ"-. (п=0, 1.2,.., Г).

Кроме того,

Доказательство. Если f(z) ■' Dj {а; аг ՛, то имеет место представ
ление (12). где, по лемме 3, <р(х) принадлежит к классу (13). Но по 
лемме 3 из (12) следует, что

’ Р(0=['| i?(x)*x \1х-։=Г(?)- (15)

о
Так как <р(х) принадлежит к классу (13). то по теореме 4 пнпГ(^) 

достигается только для функции ?0(х), определяемой из (11), где коэф
фициенты {с„ ; определяются по (V). Отсюда и из (15) следует утвер
ждение теоремы.

Следствие 1. Среди всех функций класса ԼՆ {о; аф! минимум ин
теграла (1) реализует функция
Г ։0(г>а0Л!^ДЛ_; (16>

a) z
при этом

f p(W=]/vla»l-

Это следует из теоремы 2. при г=0, если заметить, что
I В!Р=?^ и с,=у Х
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3. Пусть {an J некоторая последовательное^ комплексных чи
сел тогда имеет место теорема:

Теорема 6. Для существования функции f(z) D (а), удовлет
воряющей условиям (16), необходима и достаточна сходимость 
ряда

со
Si с., [’<+«=. in)
п-0

с»-У ( -D^bL"’֊- 
п-0

Доказательство аналогично доказательству георемы 3, поэтому 
опускается.

4. Обозначим через Di(a) класс всех целых функций f(z) поряд- 
1

ка-„- и типа -;.а, для которых существует интеграл
со

|Ч0=[ i |f(x)։’x’։dxp. (18)

о
Докажем лемму:
Лемма 3. Класс Г)։(о) совпадает с множеством веек целых 

функ ц и й, доп ускающ и х предста в,-1 ен и е

и

где p<p(x)j2x։clx<֊r=n. (19')

о
Кроме, того, 

. ?* । ։ 
j |l?(x)‘x*dxj'- (20)

В самом деле очевидно, что [zf(z-) функция экспоненциального 
типа с:'а. Из формулы

Д-оо со
j |f(t։)t|sdt =у|1(х)1:х^х

-’■•ж

следует, что zf(z’)£W, и поэтому по теореме Палей — Винера пмест 
место представление

1
;{(?)=—և С 6(u)e‘“։du, (21)

где /(и) ՜ Lj( а; а).
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Но по формуле обращения Плантиереля почти. всюду на (—с, а) 
будем иметь

г.
•p(ii)=Li.m—L j xi(x’)e"“’Mx =

и - *> I 2tj J 

— I.i.m !֊ I Հ xf(x-)smuxdx.

Поэтому o(u) нечетная функция на ( s. ~) и. следовательно.

чЦч2) i J Լ Փ(ս)տ։ււ։Հ6ս.

о
Обозначив Ь|»(х») ?(х), после замены и х \ имеем представление

1>
Далее, по равенству Парссваля из (4) получим: 

V. СЛ I
| |f(x)’8.vdx — ^|tf(t8)i8dl |'ձ(ս)12(1ս —

б - W - □

2^ i’Xui'Alu I ф(х) '։х։։1х<4-оо. 
0՜ Ո

Пусть 
а» а։,- • •, э« (г5>0)

произвольные комплексные числа. Отнесем к классу D՛; о; af ) все 
целые функции l(z) класса Е)։(а), для которых

Г\0) ап, (п—0. 1, 2, • • •, г). (22)

При помощи этих՜ лемм устанавливаются следующие предложи- ՛ 
ння, доказагельова которых мы опускаем, зак как они вполне анало
гичны доказательствам теорем 5 и б.

Теорема 5՛. Среди всех функций f(zi класса D։( ծ; ar i (r>0) мини
мум интеграла реализует функция

_1-. X п
Qn(.x) Х՝՝ Ак'х'. (п-0. 1, 2. нор чарованные и ортогональ-

к-0 
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ные ки отрезке (0, <?) полиномы Якоби, с весом р(х)=х% а коэф
фициенты {сп ) определяются следующим образом:

с» =Аоп|ц։ НАУнЧ- ■ • -֊AS”!».., (n=0, 1, 2,- • г),

где |1„=(-1)п/2ка1,—”֊—. (n=0, I. 2. --.Г).

При этом

minp(f)=p(f0)=|^ | с„

п-0

Следствие 1. Среди всех функций класса D|{<r, а0) минимум ин
теграла (18) реализует функция

f0(z)=3aJ-—— Л- 
\ (eV г)’

COsaV J 
(о] ՛ z )• Г

Это следует из теоремы 2Հ при г—0, если заметить, что в этом 
случае

К,=а„У 2к; AS”-)/՜֊^,-. с„-֊У —.

При этом

н(О“Г ЧНа’՛-'
Аналогично и н этом случае имеет место:
Теорема 6'. Для существования функции, f(z)£D](O; а,), удов

летворяющей условия и {16), необходима и достаточна сходимость 
ряда

ОО
У 'Сп|2<4- ОО,

п- О

где с„ = /2х V (_ 1)^к А<’>(2Щ1
— КЗ
к-0

Сектор математики и механики ЛИ Лрм. ССР 
и Еренанский госунивсрсатет нм. В. М. Мо.'отонл Поступило 2S VI 1954
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Ս*. (!*• О»»

1ГЬ ть ԷՔՍՏՐԵՄԱԼ հՆԴՒՐՆեՐ ԱՄԲՈՂՋ ՖՈՏՆԿՑՒՍԼՆևՐՒ ՃԱՄԱՐ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Նշանակենք/ W; 1,п1"Г այն էրաւյհնենցիայ ս/իպի ամ /'/"/5 •՛/"" 
ղասր, որոնց ցոէ֊րի^Ը ■'■ & որոնց համար ղէ/յաի/յան անի

Հ 50

՜է&
ինտեղոայրէ

•Լևրոէդրենր Wr’3?p /. ճշՈ ;} (0>1, Ц>1) ղասին Wj ղասի այն 
ֆունկցիաները, որոնք/ րավարարու մ են

(k-p..։,..., p-i)[ 
ւ№+” (<’)=։&+! (k=0, !.•■■, q- 1)1

պայմաններին. Որտեղ Զ|։ • • ՚ , Ձշբ ՚ ’’ Օլ՚րյ — ] կւաքավոր կււմ ւղլե րււ
թվեր են,

Հոդվածում րերվում !; W_- (Qhj z> Օշ-.՝,—1 ղասի էիունկցիաների պարտ- 
մետրական ներկայացումը, ինչպես նաև ւորվուԱ Լ ա յղ ղասի մեք J4(i) 
ֆուն/լցևսնային մինիմում տվող ֆունկցիան:

Նմանօրինակ էրս արL մա ՚ իւնղ /։ը դը >1 ում և լոլծվու.մ է նաե կ^^հի 

ե նւ/րմայ տիպի ս/մրողԳ ֆո/նկցիաների համար/

Известия VII, № 5—2
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.-մա|>.. | Г|. և ւոԼխէ. «յիտւսբ. ,Njo 5, 1951 Фвз.-мат.» естсств. и техн, науки

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

О. М. Сапокджян

Изгиб эллиптической плиты
В работе, методом Н. И. Мусхелпшвили [1], решен ряд задач 

об изгибе защемленной по всему контуру эллиптической плиты при 
нагрузке, равномерно-распределенной: 1) ио площади эллипса конфо
кальной с данной, 2) по площади круга, центр которого совпадает 
с центром плиты, 3) по длине одного из главных диаметров эллипса.

§ 1. Общее решение задачи об изгибе защемленной 
эллиптической плиты

Расположим оси х и у по большим и малым диаметрам эллип
са. Прогиб плиты — w(x, у) определяется из дифференциального урав
нения
I DV>V’w = p, Ռ’=^, + -ժ^. (1.1)

где D —жесткость плиты, р — интенсивность нормальной нагрузка.
Решение (1.1) представим в виде

w = 1(х,у)-г Ф(х,у). (1.2)

где f —частное решение уравнения (1.1). удовлетворяющее, при ча
стичной нагрузке, условиям сопряжения нагруженной и ненагружен- 
иой частей плиты; Ф бвгармоническая функция

Ф = ?. ։p(z).-|- Zy(z i 4՜ 7(z) ~յ՜7 i.z ,1» (1-3)

где z = x4-iy, z —х— iy, ՚ք(7.) h X(z) — аналитические функции ком
плексного переменного z, функции ?I.z ) и 7.'.z )—сопряженные г ними.

Функции o(z) и 7(z), следовательно и бигармоническая функ
ция Ф, определяются из контурных условий. Когда плита защемлена по 
контуру, контурные условия будут

w=0, s“=0, (1.4)

где п —внешняя нормаль к контуру. 
Из (1.4) следует

д\у . OW
ժո ժտ (1 5)

где տ— касательная к контуру.
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Из (1.5) следует, что на контуре--֊ Он w « Л = const. Сле

довательно, (1.4) можно заменить условием (1.5) и дополнительным 
условием А = 0.

Пусть каждая из функций f и Ф на контуре представляется ря
дом Фурье. Обозначим постоянные члены рядов для fs и Փձ через 
Ոխ] и'П(Ф։]; тогда условие А -0, согласно 11.2), заменяется

<Ո[և]4-Ո (ՓՏ]=.Օ. (1.6)

Таким образом (1.5) и (1.(3) эквивалентны условиям (1.4).
Имея в виду (1.2), (1.3) и тождество

ow . dw n. dw dz■------I . ֊ = — 2i з •
(Խ O'S Ժձ OS

вз (1.5) и (1.6) получим контурные условия защемленной плиты:

+ Ф(г»)«= — * (1.7)

П [z^(2։) 4-z. ? (Zs) 4-X ( z9)+ X ( zj] --Ոխ ]. (1.8)

где <p'(z) = ֊^[?(z)], ф(г)= d- [Z(z)]. (1.9)
U4 Li Л

H. И. Мусхелишвили представил контурные условия плоской зада
чи теории упругости при заданных на контуре внешних силах в виде 

^(z)+»(z«) + Ф(^) = Ь — И? • (1.10)

Сопоставляя (1.7) и (1.10) заключаем, что если для плоской за
дачи найдены функции ?(z) и 0(z). то. заменив в них ft — if3 через 

I---- — ) . получим значения функций ®rz) п <р(г) для задачи изгиба\ оъ / s
плиты, защемленной по всему контуру. Функция же X(z) определяется 
по (1.9)

ад= j'Xz)dz-t-C. (1.11)

при этом С определяется по (1.8).
Н. И. Мусхелишвили [I] дано эффективное решение плоской 

задачи сплошного эллипса. Приведем основные результаты этого ре
шения. С помощью разреза по отрезку, соединяющему фокусы эллип
са, превратим односвязную область эллипса в двухсвязную. Этот раз
рез можно рассматривать как эллипс, малая полуось которого равна 
нулю. Полученная двухсвязная область эллипса отображается с по
мощью функции

z= К ֊.֊)> (С==Ре‘°) (1.12)
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на кольцо в плоскости տ с внутренним радиусом р = 1 и внешним 
? — ро^> 1. R и ро имеют значения

R- ?.= 1 ЛЩ՛ 0-։з) 
Հ у а-֊Ь

где а н Ь —полуоси эллипса.
Пользуясь условием (1.10) и имея в виду, что точкам ч«=е*° и

- -Н, = е соответствует одна и та же точка на отрезке, соединяющем 
фокусы эллипса, получим следующие выражения для <j>(z) и <p(z) ի]:

I ?(z)=T;(s)= V ak ( V't-Tir)- 
k=l ' 4 

(M4)

fik =

ai~ ai

. ՕԳ .

k=0

PoA-։
2(Po2-P02j '

**k+2 ' (1.15)

(1.16)

4 - ( ?5էյ£շյ։) Գ
' .........

(1.17)

bk=Ak - (k+2) pj ak+2 4- P7*k+։> ak+2 - kp֊2 ak

-p֊^ak, k~(G, 1,2, ... ). (1.18)

к—1
co=O. ca= V [A^ + A^,, (,?»+'>], (1.19)

n—0

k = (l,2, ... ). 
к

ci,+l=p0A_t+ V [A^, p0^» +A-*,.., p^« ] , (1.20)

D— 1 
(k=l,2. ...).

Постоянные Ak являются коэффициентами разложения в ком
плексный ряд Фурье функции

4-00

(f|-if։) (1֊Р.-ге-։и) = SAke,k։. (1.21)

— 00

Заменив в (1.21) выражение Լ — И, через J » получим:

^^(1-р֊2е-^)= VAke1M. (1.22)
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Формулами (1.14)—(1.21) определяются функции ®(z) и y(z) для 
плоской задачи сплошного эллипса при заданных на контуре внешних 
силах. Формулы (1.14) ֊( 1.20) п 11.22.) определяют функции ?(z) п 

^(z) для задачи об изгибе эллиптической плиты, защемленной по все
му контуру при действии произвольной нагрузки. Выражения для 
'Z(z) определяем согласно (1.11)» (1.12) и (1.15)

<» ь
X(z) = X,K)=Ry_^ 

к
1

(1.23)

Мнимую часть постоянной С можно выбрать произвольно, в част
ности принять равной нулю. Тогда, внося (1.14) и (1.2 5) в (1.8), по
лучим:

C^-l-nif.J-Ra.fpj + Po’).

или. имея в виду (1.16), получим:

с “ - 4 п [ Ч ֊ —’-КД-՜֊֊ А-. • (1.24)

“ • ко Պ
Переходим к решению конкретных задач.

§ 2. Эллиптическая плита, защемленная по контуру под действием 
нагрузки, равномерно распределенной по площади эллипса, 

конфокальной с данной

При решении этой задачи мы пользуемся результатами преды
дущего параграфа, а также другими результатами, полученными в ра
боте |2].

Внеся (1.3) в (1.2), получим:

w = f(z, 7) -{- 7. ?{z} -ь Z ф(7) 4- 7.(z)4- X ( z), (2.1)

где, согласно [3], для замкну!ой области нагруженного эллипса

,/ ՜՜ւ pz‘2՜ Ր ш /- з . 2R2h-rn՜',2 )= MD - 3215 -3 (z 2 ■՛ 2 г >--------- Ъ------ 2 2-

֊ / +?) — Rs (1 —>’) (Г+ Г) + , (2.2).
2m

а для ненагруженкой области плиты
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где
Դօ_ ко । г __________ 1 ________

m = FX'b՜ ’ R = Т]/ (3°)2՜ (b‘,)։ = Т /а8~ь’ ՛ (2'4)

ГопгЬ

а0 в Ьф—полуоси нагруженного эллипса.
Полагая в (2.3) ч == р* е'’. найдем значение функции 1 на конту

ре плиты:
f. - J խ (PU р0-2+е2194 е՜218) 4- 1п (։пр0)+

+ ֊? [ ?о՜’(«“ + е-**) ֊!>,’( е«’ +?-«•)) 4-Ջ(еи1 +е֊«։ +2р֊’) -

Р-’(е«+е-«) ?o-։(e։l’+e֊։,’)b (2-5)

Из (2.5) получим:

n[f,] = R [ m ( р* 4-pj-a)+ 1 -I-in2 In (mpj) + 3mp“2 I • (2.6)
2

Согласно (2.3) имеем:

(։-Po2e-2iG) ( ֊ է = 1 m( p2 e-5 -p0֊2e֊“ 4-e” ֊e֊*)ln (mp2) 4֊

+ m (Po +?6՜2)e-ie +e* 4-e a։ + —2— e-4 -~-(3Po ։ <։-։՛’ +

ЗРГ4e-։" +Po՜'e") + Pu՜4e՜5;s ֊ ֊? (e^1’ + 2po"։e՜1’ -e" )}• (2-7)

Сопоставляй (2.7) c (1.-2), определим коэффициенты Ar: 
. p . 'a . 5m m .1 . pm ,Ai = -^- mln(mpj)-r 2- P74 , a3 = - p0֊3.

A_i= ֊ r^-'n։(?S ֊?<!՛ ln(m?5)4֊m( p2 4-p0՜2) — 3m-3mp0՜2] ,

. p , . m m . 2(14-m8)
A“3= ՜՜ ՜ոմո (шр5) ՜ ՜շ—շ՜ ՜ ՜յ— Po I ’

6 Rp0 \ 2 po + 6 Po )

Остальные коэффициенты Ar «= 0.
Подставляя значения Ак в (1.19) и (1.20), получим:

С։ “ ՜ WF^T(3mfS ՜1 ՜ mi ՜ mp’՜* ՝յ՚ 

Остальные коэффициенты сь =֊ 0.
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Внеся значения А?, и С.; в (1.16։ и (1.17), определим .%:

[">(PJ—?6’s)In (п»?б)+т,,?5-4-РБ՜’) + -

— Зшр/
И 3m р*1 -1 — т-—шр(, 6 .

и 3™Й 1 . ոյ£՜ т?՜5 f-.J.
р /՛.-?՛ р. ՚ ՚ Հ’

6R PV'J)H r?J-rpy4)

Остальные коэффициенты ак -= 0.
Подставляя значения А։, /»,. а։ и а5 в (1.18), определим bk :

_ _ 2И 8m-poa(3֊p,7'1) (I՜՜ "П , b = _ bl.
3R (₽J-p.֊։)(4-r₽i+^ ’ 4

Остальные коэффициенты bk => 0.
Внеся (2.6) и значение коэффициента A. । а (1.24). определим С:

_ ц . ճ։ո֊2п11 pi+p՜1] —(14-m8; ( pj+pr3)С = ֊Ь (Нт=)1л(1Пр’)+ —-------•
П ?0 ?0

Подставляя значения а1£. 
функции c(z) и V.izi:

bk и С в (1.14) и (1.23), определим

?(z) = 9,ra= ^п1(:₽3-Рог)1п(1ПЙ)+га(РН?5'։) +

1+т’
2 Зт ?. ■

Х(2) -/.,(֊)=_ л (Н-тг) 1п(тр*) +

8т-2т(р«4-р^)--(Н . pffi
Pn-Pr?2

ճ_8ա֊ ?Հ(3-|-?0-*)(1 : nr Г ( 1 \ I l\ .
2* (PS ֊ ■№) (4+pj 4 p„, • I [ ։.4 + I*; V ՛ ;•/] (2.9)

Внеся (2.8) и (2.9) в (2.1). определим прогиб w. В частности, для 
центра плиты (z—0, 1 ։) получим:

Wo “ ՜ն^Օ՜11 -^H-n?) In (тй) 4- p-4 pm ( Հ-tf} (pj +

+ н Po՜4) ֊ (3pJ 4-Po W( Pj -r3p0-4)~3 (1-m8)] • (2.10)

При a° = a и b' — b. т. e. когда нагрузка равномерно распреде 
лена по всей площади плиты, из (2J0) получим:

w= __Р<ь1_______
8D։3'd*4-2aai?4֊3b')

что совпадает с известным результатом.
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§ 3. Эллиптическая плита, защемленная по всему контуру под 
действием нагрузки, равномерно распределенной по площади круга, 

центр которого совпадает с центром эллипса

Для рассматриваемой частичной 
прогиба можно представить так [3]:

нагрузки общее выражение

w = f (z, z ) + z ?(z) -j- z ? (z) 4֊ *Z(z)+ X (z),

где для замкнутой нагруженной области круга

16D г ՛“ Ь 2՜՚|որ’ + гг ~Т г° ]

а для незагруженной замкнутой области плиты

f=rx-=: ZZ 7-77- Inzz’ 
16kD \ 2 /

где р —интенсивное.՜ь равномерной нагрузки, г0 — радиус 
ного круга, Р = кг£р_ равнодействующая нагрузки.

Согласно (1.12) и (3.3) на контуре имеем:

(3.1)

(3.21

(3.3)

нагружен

р ր2 ’
'•= 16zD R’ ( +?» 2 +e2l> +e֊S“)+ Т 1П iR’ I рое'։ "

+?0՜’ e-w) ( рое-» +р7։ el8)j.

Полагая р02> 1, разложим г в ряд Фурье:

*•=тйв [R2 (+?»՜2+е,в+е՜՜21’)+4 ] {2,п ( r₽o) -

J

e2ik3 _i_e-2!k9 

~w՜՜

Постоянный член этого ряда будет:
р

ո 1 = ։г?In (R₽^ ՜1՜2R2 (2)In (Rpo) Po ։ւ - (3.4)

Из (3.3) имеем 
ժէ Р 
дг ՜* 16kD

г0

г + 2lnz- г + 2?

Подставляя вместо z выражение (1.12) и разлагая в ряд Фурье 
полученный результат на контуре, будем иметь:

R (Р„е ■» +₽„֊’е19) + R(Рое-'։ +р0֊>е‘»)[21п( RPo) -

V.
- Ё (-п‘

e2lk0 J e-2ik0 г «I w4" у
2Rp%

р-игк+по 
к с

Ро“
(3.5)
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Внеся (3.5) в (1.22) и сравнивая коэффициенты при eJk9, получай

АЛ = 0, (к==0, 1.2....).
A։ = -X|2[l + ։n(Rp0)] -?04|.

А_, = - л| ( р’-р^) [1+2 1ч (Rp„)] + '

2

А -з = J. 21n(Rp0) + 4 ₽«'* + rvJ ՚

(—Dk
A։k_, - -1 (p—j^fk- Po+Po2- '

3.6

A (-’)k 9к*—1
(к =2, 3, ... ).

(֊||>г»' fk_2 з , 
Rp*-' I' ( ’ • ՚ ՜ ’՚

где PR 
16«-Dp0

Подставляя значения A>. в (1.19) и (1.20), получим: 

с2к=0, (к = 1, 2.),

1+--М___ ________ -1֊ -

1 . (-1?
‘Vo Г к(кЧ֊1)Р^2 '

п п+! / г, • п(п4֊Г>Р

Pro V*
՜ 32nDR 14՜2 — (՜1)Ո 

ո-2
или, имея в виду, что

1 .
2 ՛ к4֊1

к

п>2
n(n-f)p* 2 ■и п(П-Н)р<"+2
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(3.7)

(3.8)

получим: 
r PR ____ !___ ________ Լ

16r.D (֊ u k (k-bl)pg k(k4֊j)pnc+*

— if- P₽C1 -
' 1 32kDR

Внеся значение А_։ из (3.6) в (1.16), определим а։: 

Թ Р Г
8։= ՜ 32nD [1+21п (Rpo ) 1 ՜ 64kDR* p*—p՜2 

Из (1.17) и (1.181, имея в виду (3.6) я 3.7), получим:

X njc PR ______ • )-Po2k-P :1է՜:____
Jk+I = t и 16rD k(k-f-l) [(2k Ь1) (pJ~"Pq՜2) 4-p’k '2 ֊P74k 2]

1____ _ (-D*______________(k=։ 2 j
Ш (2k+1) (₽»-Po-=) -н^-ifS*-* (

„ PR (-1? k (PJ-P.P’l
Da-J ՀէյրՈ / olk+2___«-•?k-?\ ; O4k-s _ 0-4k+2x ՜1՜4 D (2k 4-1 + ֊֊— ֊•.֊ 2k-1+)

\ P6-Po՜2 / 1 Po-Po՜- /

Рг02(_1)“Г (2k+l)p?-p0-4k-։
+ 32nDR I (2k +1) (p2-p0֊2) + pjk+2 ֊p0֊4k֊• ՜

(2k—l)p2— p.74k+5 1I (ЗЛО)

Из (!.24). (3.4) и (3.6) имеем

г PR2, , -,у Рг0 Го, /о ՝ Рб+₽»։1Св32по(р« Р» ) 64iD [2l”(Rp<>) Рб-Ро։]՛ (3‘

Внеся (3.8)—(3.11) в (1.14) и (1.23). определим функции cp(z) и X(z):
4(г) -?,К)=- ^(2 (1+2Ш (RP.)] + ) (с + т) +

(k+l)p2-kp0֊2-p 
k(k-f 1)

|Z ՝*2k+։ _ 1 )
( ՜1՜ Էշ1<+ յ ) ’ (ЗЛ2)

Х(г)=У.։(ч) =
PR’ Խո» ո֊-l 2Г°1п(Р. ) I ** <>‘+|>°г 
64xD [2 ։ Р“ Р° R2 ՝ р°) + R2 р2— р-’

PR2 v (—0k f г’ (Зк+Пр^-р^-2 
64sD - k [ R2 (2к+1) (pJ-pj-5) + рУ^Ро֊"-2

,= (2к-1)р2+р^2
~ Т (2к-1) ( р> ֊ р֊2) +р“֊2-ра^2
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• ? ■ 
р?к՛2֊? * • \1Հ,

р- —■ р ~՜՜ ր՚յ Ни

-
г -Р72 I

Подставив (3.121 и (3.13) в (3.1) и заменив zz через г։, а С че
рез ре’-. найдем выражение прогиба: 
п замкнутой области нагруженного круга

W=64D 16ոՕ [2'Г‘-?Т )ln ( RoJ ~ 4՜ r5+k\Pv-?^2)4’

в замкнутой непогруженной области плиты

Р/ г;. \ / г \ р Г
w = 8й) iր՜+ 2՜ ) *" (rp0) + 16яБ [ R‘ (₽“ ~₽» *) +

/ г* \ 1+ 2Г??-Р?)\Р2-!,“։~К։) -'։]+Ф- <ЗЛ5>
где

PR2 .{__________ (^~Н) Рр *Фр2—₽„ 4к՜'___________

ф “ 1бпо2- -ЦК+1)Па+ЩТРр?5) +9Ւ1 ֊₽л։-2]
г<> 1

Rr |2k+i)(Pr p;2j+p^֊Po*֊’ [(p2k+2+p 5k՜2) cos2kO֊r

+ (p2k+p -k)cos(2k֊| 2)9 | -

PRS 
32r.D E(-nk __________ 8(pS֊P,-3)

(?к+1+—j-Tfil-L j /շ|է-1 + 
pp * Po ' ՝ pg-Po՜՜2

rj (2k_i)Po-2+p-^2
R8 k[(2k rl) (p$—Po՜2)+pS‘*2~P?ik+2 j *

r2 (2k-i)P--2 4_p-4k+2 I
R՜ (P2k-t֊p-2k) cos2k0. .(3.16)

Полученные ряды сходятся при р0>1.
Приняв в (3.14), (3.15) л (3.16) радиус нагруженного круга го = 0 

н Р =лг2 р = const, получим выражение прогиба защемленной эллип
тической плиты, нагруженной в центре сплои Р:

Р
w 16kD ab —r* + 2r In

PJa8--b8) у 
64xD

1

(k?l)p2-l:pj2֊?֊^
■ ₽4k+2_ p- ik՛-շ; i ( p 

Г0 I
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_|_p-ck-2j cos 2kd հ_ j p2k -rp~2k) cos (2k+ 2)0] —

Pab v (_i)k ( բ?44֊?-^)Ըօտ2Լ0 . (3 17)
4kD -1 i O'5k+2__plk--' _ о\i 2k+i+h_ ֊?» 2k-i+ R? . %-

?Տ֊?ս’2 >\ Po~?o՜' /

Задачу об изгибе защемленной по контуру эллиптической пли
ты, нагруженной в центре, исследовал Л. С. Лейбеизон [3], приме
нив ортогональные эллиптические координаты. Решение представлено 
им в виде рядов, коэффициенты которых определяются из линейного 
алгебраического уравнения, связывающего последующий коэффициент 
с предыдущим.

Из найденного решения (3.14) и (3.15) можно с любой точностью 
определить расчетные величины плиты. Приведем некоторые резуль
таты, имеющие практическое значение.

Определение максимального прогиба. Максимальный прогиб 
получается в центре плиты j г = О, р»1, +-j и, согласно

(3.14) и (3.16), равен

W° 16kd( ab— 4- 4
a2 l-bs 

4ab
г֊ 4-r2ln

Pahv 1
2«D^ / рУ+’2֊Ро<к~Л t P?՜2 —Po՜^4՜3 \

I I 2k 4-1+ 2k-14 :
\ Po-Po* ) V P6~Pc /

Pr2(a։-b։)y 1 (2k + l)p2֊p;4k-7
64nabD ^k P?+2 ֊P.r4k՜2

i .. 2k414^~г4—
Po-Po2

(2k-l)pft֊24-p֊<^
л4к-

2k-i+ —
p֊-lk+2 (3.18)

?□ Po
z

Полагая rn ՛ 0, получим значение максимального прогиба при 
действии сосредоточенной силы Р в центре эллипса:

РаЬ
W°՜ 16кО

֊8^֊------
I (2k + 14

лЯс+2_0 4k-2 . 5։k-2_0- 4k+22K-1+^֊S-A-

?o p0 ' ՝ ?0

(3.19)
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Заменив верхний предел последнего ряда конечным числом (п), 
получим значение прогиба с избытком (w,+). Чтобы получить значе
ние прогиба с недостатком (w,7). пользуемся оценкой

2k Н-1 -т ₽0 -₽о՜2

р4к-2 __ р-4к-2

Pi-ftf*—

Հ.- TV (П“1.2. )• (3.20)
о ?о (го Ч

Согласно (3.19) и (3.20)

Pab 1 щ—— W ~~    ——— ------
° ” 2ftD p**-4(pj-l)-

(3.21)

Погрешность в процентах приближенного значения w<7 по срав
нению с точным значением максимального прогиба меньше, чем

W--
5 = ----- 2Ճ ]00.

wu-

Учнтывая первый член ряда в (3.J9). получим:

Pah a4+6asb4j-b* ՛ ш + —------- ---- --------
16«D 3(a4+b4)+2a5b= (3.22)

Тогда, приняв в (3.21) и—1, определим погрешность

800
4 8

некоторые значения которой приведены в таблице I.

Таблица /

а :Ь 1 1.5 շ 3

0 0,06 » 35

Из таблицы I видно, что для отношений а : b < 2 с достаточной 
точностью можно ’3.22) принять за выражение максимального про
гиба. Формула (3.22) другим путем получена Л. С. Лейбензоном [3]. 
Мы здесь установили пределы применения этой формулы.

Учитывая также второй член ряда в (3.19), т. е. полагая л = 2. 
получим:

РаЬ 4 I 1 • 2
"° 16t=D 4-rpj4֊?o4 6^Po+pJ+po-4-rPo’ J (3.23)
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Pab 1
W‘-W’ 2“D ՀՀ₽Տ֊1) ’

Приа:Ь = 2. 5 5 = 0,3%, априа:Ь — 3 о — 1,8%.
Если представить максимальный прогиб в виде 

РЬа 
w° - w0 - a 16rD .

то, согласно (3.22) и (3.23), дл։- а получим следующие значения (см. 
табл. 2):

Таблица 2

а : b 1 1.5 2 2.5 3

1,2934 1,3898 1,4110 1.4339

Определим из (3.18) значение максимального прогиба с избытком 
(w.-) и с недостатком. (w„) для случая нагрузки, равномерно-распреде
ленной но площади круга. Все члены первого ряда в (3.18) положи
тельны, а второго р^да будут положительны при условии р0>1,25 
(п:Ь<«.(>). При этом условии, заменив з (3.18) верхние пределы 
рядом конечными числами, получим значение прогиба с избытком 
(w;). Для определения из (3.18) значение прогиба с недостатком (w~) 
пользуемся оценкой (3.20) и

2к+1 +

(-к Ո?Տ֊^Հ
?Гг ֊ р/ձձ 

?o-?v՜2

(2к-1)р-Мр(74к*:
р4к ■.՛—օ֊^Հ-յ

Ро Ри

\ i 2к —I 2 , v I
kpi"-5” рА - к?Г‘՜

in И к — 1
Тогда

, Pab 1 Рг* а9—Ь9 2
11 • рГЧЯьТ) «*О яЬ . Հ -1)

(3.24)

4-PG In
к-1

(3.25)

ձ՚ոո. иная в (3.18) первый член первого ряда и первые два члена 
второго ряда, полагая при этом a:b =2, получим:

РЬ9 Рг2 Рг2 Ь
wj = 0.08686 ~ “ 0.05474 -g - 0,06250 In ~.

в из (3.25) имеем
РЬ5 Рг2 Рг2 bwv = 0.08547 £ - 0,05499 ֊ 0,06250 In — •

tcD -D г о



32 О М. Сапонджян

Погрешность в процентах

0,1394-0,025 Г|в
Ь2

3= Ր---- Г
0,085 0.055 Д 0,063 ,Հ' Inb“ Ьг г0

Радиус нагруженного круга принимает значения 0 < г0 < Ь. пря
чем ։0 — 0 соответствует случаю сосредоточенной силы, приложенной 
в центре эллипса. Некоторые значения погрешности приведены в 
таблице 3.

Таблица 3

r0: b 0 0.2 0.4 0,5 0.8 1

W0 1.6 1.8 2,. 2.7 3.5 5,5

Заметим, что для отношений а:Ь<2 погрешность уменьшается 
и обращается в нуль при a:b I.

Определение контурного максимального изгибающего момен
та. Изгибающий момент на защемленном контуре определяется фор
мулой

М=-—D^w. (3.26)

Максимальное значение момента получается на концах малого диа
метра. Для этих точек (z = ± ib, С - - ± ip0), имея в виду (1.12), (3.1), 
(3.3) и (3.12). из (3.26) получим:

М““ = ՜ 4Т ( 1 + 21 n ffo՜255) ՜Х

й (2к+1)(р^-2 + р;гЛ)[(к + 1)р=֊k^-pT*-’]
I k(k + l) М 1+ -—rz֊r-)

\ Го Го

. _ Гг»___ (2k+1)(pFa+PQ№)
՜ր՝ 4itab( р<; +1) , ь . . , ?'k՜ '■ ՜ ?'՜41'՜7 (3.27)

Эти ряды СХОДЯТСЯ При Р<1>1.
Приняв в (3.27) г0 ---0 получим значение контурного максималь

ного момента при действии сосредоточенной силы Р в центре эллипса:

м„„= ճ р ո+2 „ ь. \ х
4п Լ 1<р0 / 1отта”О

V (2H-l)(p?+=֊f-p0-’k) |(k + l)pj֊kpo-2֊p^-2]

J k(k + 1) 2k + l-J- ֊—I
(3.23)
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Заменив верхний предел ьтого ряда конечным числом (п), полу
чим значение момента с недостатком (Мй«). Далее, пользуясь 
оценкой

- (2k4֊ 1)1' 1 +РГ*'-’)|<k+ D Р5 ֊к?о 2 ֊Ро 4к՝21
Ро р4к+2_р -1к-2 \

к-n + i к(к֊М)| к 4-1֊»- -֊֊4֊ 1
\ Р<> ?а '

< р0 ճ =^-«pprj ՜ - к^՜+?»1Ո ՜ֆ՜Հ

получим из (3.28) значение момента с избытком (М«а։):

+ _ Ր(3+Ե)(3-էլ)2 2_________
Мш։։-Мгоа։ 1б__а2ь

" I р2 1

Найдем значение максимального момента для отношения а:Ь«=2. 
Приняв в (3.28) и (3.30) п — 3, получим:

Р Р

= - 0.45028 ֊֊ • - 0.46769 — •

Погрет ноет 2. равна 4° 0.

Приняв п = ■(֊, получим:
Р РМ։п„ «=—0,45976 -• М0:з։= 0,46545 —•1Հ

Погрешность равна 1.2'-*
Таким образом, при а: b = 2 можно принять

Ми„ = 0.46545 -Р—

Определим теперь значение контурного максимального момента 
при действии нагрузки, равномерно-распределенной по площади круга.

Пол ьзу ясь ра в е нет в о м

y2k + I P„(3p5j-lj
Հ₽?-' 1Р6-1)4 ’

выражение (3,27) приводим к виду

Р / 2Ь мгаа։ «֊ ք֊ ։+2|пгА; 4п \ а — Ь
\ . Pfo Зро“Р5

2аЬ / Դ 4каЬ (pfH )(₽?֊!)’

Известия VII. №5—3
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2”( Pa2-!-l; (?S—Р»՜2)

1

(2к+П(р^4-р^) [(к 4- 1)р]-к?;а -р^к-а|
I л^—i—л—к(к+ I) к+14- - ֊А։—

Ро ■ ?о '

_.?ճ__
4каЬ (р2-Н)

ос
х£ (2K+D 

։
(3.31)

Ограничиваясь конечным числом членов рядов в (3.31), получим 
значение момента с недостатком (м;„).

Для получения же значения изгибающего момента с избытком 
(Мш։«) используем оценку (3.29). а также

СП

X (21*4-1) 

к m +1 2к + 1 +

р;<+։т Р0-2к-։

V 2^-1 1 _______ Ջ Հ______
р‘<-։ 2к4-Н-р*

m +1

2к+1

С 'г?,,- v 2к ni]
(2k-t I) I р’1՛ р ՚ - Հ" '(?•-!)>

П14՛ 1

Тогда из (3.31) получим:

Р Г 2
“ эд”‘ ՜՜ ՜րր՝Հ₽’֊1 ։

у 1 I _ -Р1)ра —го
^-кр’*՜"1 2НаЬ(р;4Г ? " ՜' ?;-։)1 

к I
(3.32)

Для случая a=-2h берем п т = 4. Тогда из (3.31) получим:
р / г2 \М^эх = — 0.4596 -0.2109 Ц .
' ( Ь։

Согласно (3.32) найдем погрешность в процентах

5 „ ՝М'”У!___ 1 M-«i 100
1.МЙ.1

0.57 + 0,64 -ձ 
о

0,460 0.211 §
□՝
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Результаты вычислений приведены в таблице 4.
Таблица 4

ր0: b 0 0.2 0.4 0,6 0.8 1

г^/в ։ ,2 1.3 ... ... 2.0 4,9

Определение максимальной опорной реакции. Максимальная 
опорная реакция Qinax возникает на концах малого диаметра эллипса 
и равна перерезывающей силе Х5, действующей в одной из указан
ных точек Qtnw = N2 (О, Ь).

Перерезывающие силы N,. N, определяются по формуле
fj" U’

N։-iN,= (3.33)
dz'dz

Внеся сюда значение w из (3.1) и имея в виду (1.12), (3.3) и 
(3.12), определим N, и N,. Заменив в выражении для N, величины z 
и С через ib и ։р0, определим N2 (0. b), следовательно и QmJX:

Р Р
Q”a’ ՜ N=(0֊ Ь) = 2яБ + 2!d?(l+p^)» Х 

у(2к+1)(ВД-։? -к-4)4-(к+П(г? 3-^я<+’)1 Г г’ 
(2k+l>(p,',-p,;5) + ?4„։+2-?741'-2 I R*

_9 (к-Ւ 1) р?, — кр,,՜՛' — Pi7ft-a 
к(к+1)

Пользуясь равенством

(3.34)

^(2к-4-1)5_9р_^2р0+Р2‘

можно (3.34) представить в виде

Р р-*_ 9р; 2<., ։?. 1 PR
^и։х 2r.D ■ 2KRab ՜(1Հ-pJ-?(?;- I)5 ’ k(14֊p;2)3ab

Pr2 VI
+ (к4-1)(р2^ 3֊?/к 3[-

kip*՜1֊?,*1 5) H-(k4-l;, ?,^
Ձ{?. » 2_Ձ 4k-2

2k+l+ -ճ՛ ֊2֊ ֊4 
?Տ-?02

(3.35)
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При р0>1 все члены обоих рядов положительны. Поэтому, 
ограничиваясь конечными членами этих рядов, получим значение опор
ной реакции с недостатком (Qmax). Чтобы найти значение опорной 
реакции с избытком (Qj*x) используем следующие оценки:

V (2k 4-1) [ (2k 4-1 к р, -■ _ р,,Дк J , зк _, _ 2к.5 .
Հյ / օս  й-4к г \ LK I™ го /г

k-M-j к(к-Ы) 12к+14- ^֊֊ 
\ го /и /

+ (к+1)(р?-’-Р»^]< £ '2i֊t4--
к=п+1

(2к4֊1) I к(Р?,к '֊Р. ֊к-5)Ч-(к4-1)(р? 3-p;2‘ *) 
л2к+1 л4кТ-2_ л —4к—2

2к4-14- —2֊֊ 2—- 
РЗ-Ро2

V (2к4-_1)а
Р?” 

п»+1
= Ж^1(2т+3>։р’ +

+(2т4-1 )։ Ро ՚ -2(4ա’4-8ա4-1) Рс].
в силу которых из (3.35) имеем

Օ-֊ «О֊______ [о _(2п±3)р*--2п-1
Qm։։ xab(14-P72)3 ! ~ РГ'(Р=-1)’~ ՜

Ո
V 2ձէ! 4- 2?о 
^крГ1՜1՜?2֊!

к=-1
+ ?о In р_1

Й֊1

՜ 2^>~(147?ր I(2m4-3)։pH(2m4-ir֊Pol֊2(4mt4֊8m4-l)Pol. (3.36)

Для а: b = 2 примем п = :п =-- 4, тогда из (3.35) получим:
Р Рг-Չա»=- 1.1788 Հ-4-0.2320 

“Ь г.Ьг (3.37)

Погрешность в процентах будет

1,018 4 2.879
о= ------------------------- -

1,1788-0,2320 xb’
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Таблицы 1—5 показывают, что при увеличении радиуса нагру
женного круга погрешность увеличивается.

Числовые значения для 5 приведены в таблице 5.
Таблица 5

re:b 0 1.2 0.4 0.G 0.8 1.0

w0 0,9 ... 1.9 2.8 4.1

§ 4. Эллиптическая плита, защемленная по контуру при нагрузке, 
равномерно-распределенной по длине большого диаметра

Уравнение упругой поверхности можно представить [3] в виде 
w=f (z,z) 4-z?(z)+z?(z)4-X(z)+'/.(z), (4.1)

причем

f= 96D՜ при y >0՛

ПРИУ^°- (4-2)

где q —нагрузка. действующая на единицу длины большого диаметра. 
Из (4.2) имеем

ժք tq(z —z)’ n
Vz = —32D—’ при y>0։

ժէ iq(z — z)’
32D—’ Прпу<°’

Внеся (1.12) в (4.2) и (4.3) и полагая С=-рое1?, определим
. К

турные значения для f и :
и L

(4-3)

KOH-

^-(Ро-Ро1)’(с'’-с П)։ . при

(4.4)

- kxk (?3֊?.7‘)s (e։,-e■”)’, при п<6^2к, к/V L7

(?о-?о‘)г(е‘9-е ’*)*» при

(4.5)
s _^(₽<>-?0-')’(е«_е-в)>. при к^е^2к.

ՃՃՍ

Разложив функции f։ и — (1 — е ՜՜15 в интервале 0^8=^2п

в комплексные ряды Фурье, будем иметь 
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f, = V Bfc ек", 
— Со

-(1֊Р.֊։֊е֊’,։)(Д= S'Ак екИ , 

— <я

где В,-ф.1=^,

л ____ <Фа _ ! /__1____ р0-2 \
ак"։ 2пЬ 4ка—1 \2к—3 2к+ЗЛ

(к = ± 1, ±2, ... ).

Л2к==о, (к =0, 1, ... ).
Подставив (4.7) в (1.19) и (1.20), определим коэффициенты ск : 

с^к = 0, (к = 0,1, ,. 
р-

г 1 .л-и I V ( 1 Р-՜2 \л+1 2nD 3 (Ро+Р» ) Ь L 4п֊֊1 (2п—3 2п4-з)
п + 1 լ

р?*1 ( _ ?ճ VI
4п2—1 \2п4-3 2п—3 / |

Пользуясь равенствами

V Р.1’—’ /' 1 _ PLL \ ?j?1 _ Ро 2fc~'
Zj4n’-l\2n-3 2п4֊3у 3 (4к2— 1)(2к4֊3) ’

п = 1 
|հ 

у роп+։ / 1 PoJ_ \ _ ?.» ,______p?t!_____
4п3—1 Լ2ո+3 2п֊з1 3 (4к--1)(2к+3) ’

п= 1
из предыдущего получим

г _ gb» рГЧр^ zl.-п 1 ч мях2k+l 2wD(4k’-l)(2k4-3) ’ (к °' ’ "՝ (48)

Внеся (4.8) в (1.16) и (1.17), получим

аяс^О, (к= 1.2. ...).

qba Р?к+* “гР,7ак*՜'
алч1= ‘2iD (4к’-Г)(2к4-3) [(շսփւյ^ք֊?-^) 4- ’ (4։9)

(к-0. 1. ... ).

Подставляя (4.7) и (4.9) о (1.18). определим Ьк:

Ьгк = 0. (к = 0.1, ... )
qb։ I՛ I ՛ 1 pj \

^՜1 ՜” 2пО|(4к*-1)р$“ ’ I 2к=З т 2к+3/ ՜’՜

(4.6)

(4.7)
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. _______ (Р^ + рЛ Wk-Hip;,-?;*-*!_______
(4k2 -l) (2k-T3)l(2k- И . р -рЛ՜2!

,______ (Р? L±?J2k2j[^ •:>?֊—? (
• (4ե’-1Կշ֊: 3)1(21։ О(Р?֊Р ' Р Р ***] I 

(k= 1, 2. ... ).

Внеся (4.61 и значения А յ из (4.7) в (1.24), получим

С- чЬ3_ ?« + 4-гР,.-
С 36-Г) (?0- р..'г ‘

(4.10)

(4.11)

Подставив (4.9)-(4.11) в (1.14) и (1.23), определим значения 
функций *p(z) = ©j(Q и ՝Z(z) 'Z,(C):

_ qb’ у (P^'+Po * 9 (^4Հ֊շլ֊9_______
2kD ^(4kJ l)(2k+3)[(2k4-1)(p£—p 2) + ?:*^֊?„. * 2]

о
(4.12)

y/n_ qb’p„^4-5 ‘= gb*Ry 1J 1______ / 1 РГ \
՛ 36np (p0-?,->)’ 4tcD-> k I (4k’-l)?*'t 1 l2k—3 21<փՅ/

_ (ft 4 ?7^,H(2k֊l)pl 4 PoTJl- 
(4k’֊l)(2k 3)((2k- l)(p֊ j+pr2֊pe-4k+2l

______(рГЧ-р « ՛ hp- ? 21_ 
(4k’-l)(2k<3n(JkMl(p-֊p?^)|p^-!-p?> *-J (Г (4.13)

Внеся (4.12) и (4.13) в (4.1) и заменив ч через ?е՛՛, a z через 
х -г iy, определим прогиб:

при у > 0, О^б^т;,

ну5 <|Ья(р;>4 I-р;’) u qb*R , 
12D : i^Djpo-p;»)1 ՚ %D

V (Р?+։+рЛ-’)1(р21։+р ?k)cos 2k»4- (p^+= 4-? -*<-*) cos (2k 4-2) 0]
’ (4к2֊1)(2к+3)Г(2Н֊1)(р-:֊р и-г) Ьр>+2֊рЛ-2]

О

4L2RyJ_f_____ ։_____ I J______Pn2 .
2nD у к I (4l?~l)p֊? ’ \2k—3 շԱ+Յ^

_____  (рГ’+Ро* 9Ц2к4 1)Pq—Ро"*к՜2]_______ . 
(4к2-1)(2к+з)|(2к+ГГ(р?֊р;;2)+-р?.‘։+2֊?с>4к-21 1

_______ (Pg i-p.^-,)I(2k~l)pf.24-p.-4k42l_______  
(4к2-1)(2к-3)[(2к-1)(р֊-Р?)+р?-2-Р’п+21

4- p 2k) cos 2k0. (4.14)
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Отсюда, приняв у «О, ?— 1 и & =-77 , получим значение проги- £
ба для центра плиты:

дЬЧрЖ + Ри ։) _ jtfRу / 1 I
“ 18»D-D " к | (4кг-1)р?-Ц2к-3՜

\ . £p?2L+PT։k-1)[(2k+i)pi֊₽?4k-;[
2к+ЗГ (4k=֊l)(2k+3)[(2k+l)(p֊-p;, = J+p*^_p-1k-=]- +

, ____ (рГ-'+рЛ*1) 1 (2к-1)р„1±рЛТ։] ___ I ...
+ (4к«-1)(2к—3)[(2k-ij(й-р«Պ + рГ’-рЛ*’! J’ 1 ’

Приняв а = Ь. получим значение прогиба центра круглой плиты:

*о= T8?D = °’05556 гТ4” ’ JOK1J 1ՀԼ/

При а = 2Ь из (4.15) имеем

w0 = VTS - Պ-=յր (0, > 20Ց0 + 0,00913 - 0,00057 +■••)•

Ограничиваясь первыми двум։? членами последнего ряда, получим 
значение прогиба с недостатком

wo֊= 0,11051

.Учитывая третий член ряда, получим значение прогиба с избыт
ком

w+ = 0,11137^-

Погрешность равна 0.8%.
Таким образом, при а^2Ь можно ограничиваться первыми дву

мя членами ряда (4.15).
Согласно формуле (3.26) определим контурный изгибающий мо

мент:

М._ЧУ ______1______ х
2 -R 14-р о՜4—2? о*2 cos 20

Л <Jk+֊։ г
x (2k-l)(2k+3)((2k+3)(?b?T2)4-?r2-p0^ ИРо • 

о լ

Ч-р֊Л ։)cos2k9-(р^-Чр.Л :)cos(2k4-2)0). (4.16)

Приняв y = b и 6 =-Հ՝ получим значение максимального момента

м____ 9ձ _ 4զԵշ|_ ч
2 zR(pHI)Z
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Х՜1 к ' փ?-2’'՜2)2 -•Х " (-1) (2к֊1)(2к+3)[(2к+1)(рР?Э)+р1.к<2֊р0-'М ' (4Л7> 
О

Пользуясь равенством 

v___ ы£_____ _____ _Լ
-»*'(2к֊Т)(2к+3) 2 ’
о

представим значение момента в следующем виде

Мщах —
Я? _Լ 2(^ 4- V
2X^4 тса гса

v v, 1 хк (2к+d м-р л -jPo ________
и (2k_l)(2k4-3)((2k4-l)(p24o-2)4֊P^2--Pr‘M 

О
Последний ряд сходится быстрее, чем ряд (4.17).
Для круглой плиты (4.18) дает

ха дЬ(Зд-8)
• иах 6к

а для бесконечной полосы

(4.18)

.. qb 2qb у< г л_______ 1_______ .
М“«“ 2 - 1! (4k-—1)(2к4-3)’

о 
но. так как

00 ։ - 
V (— п*-------------------------- ------ --  .

(4k2— 1) (2k-t-3) 8
О

ХА - Яь
‘О Мшах------------ •

4

что согласуется с известным результатом.
Для отношений а:Ь<2 можно ограничиться первыми двумя чле

нами ряда (4.18). что даст значение момента с избытком

дь
9

-Нг __ 4:.|Ь- Г _Р7—2—Յօ.;լ
-a -a I 6(f<—рт-’)

3(р?.-Р^)-2-2р76 
o(pj--Ро-2)(?5+4Ч-р-4)

(4.19)

Значение момента с недостатком можно получить, учитывая тре
тий член ряда

Мшах = м5ах 4qb3 5(р֊—р^-2) -2-2р.710 
2Ua5(p֊-?0; )+?'°-р0-‘°'

При а = 2Ь из (4.19) и (4.20) получим

М;м = —0,20327 qb. Mm„ = —0,20193 qb.

(4.20)
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Погрешность равна 0.7%. Таким образом, формулу (4.19 для 
значений в а -Հ 2Ь можно принять за расчетную.

х Определим значение максимальной опорной реакции. Она возни
кает в : очках \ = I) и ш> величине равна перерезывающей силе, 
действующей в одной из зтнх точек. Поступая как в предыдущей за
даче. найдем

Q-- = X, (0. Ь) - - Ն Ч-ЬМ + 4qb= 8qb։
2 za- яа2(рз+1) f za3

V, nk. hTi<- -P, ’) 2-֊:>֊*֊ -■] _ , Sqb*
7 ՛ U P'-’k biy •' ,k ‘I+ za+1)

v (_n” _J2k+1 ՝<??• -_?•>Ջ±?k±t
~ I)|2k ;֊1)(р--р;=):-рУ-2-р7^՜-] (4.21)

Для крута (a = b) и бесконечной полосы (a--oo) ряды, входя
щие a (4.21!. обращаются в ну. ь; для этих случаев соответственно 
получим:

Qniax ~ — -;>г Я —(1,1566 q. Qiu*x =—0,5 q.

Для других значений отношения а:Ь достаточно учесть только 

первые члены указанных рядов. Так. при а = 2Ь. получим:

Qma։ - - 0.4045 q, 
что даст погрешность меньше 1° 0.

Здесь мы рассмотрели случай нагрузки, равномерно-распределен
ной по длине большого диаметра эллипса. Аналогичным способом 
решается и задача об изгибе эллиптической плиты при нагрузке, рав- 
номерно-раси ре деленной по длине малого диаметра эллипса. Следует 
лишь взамен (4.2) пользоваться формулой

ճ*±*,։ . при X > 0.
, 96Լ>

К2. 2 1 = I»
— Я7 ֊—, при х=^0.

96D

Ереванский полителрнчгскнн институт
нм. և. Маркса Поступило 29 IV 1954
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ОРГАНИЧЕСКАЯ ХИМИЯ

С. А. Вартанян, Р. С. Гюлн-Ксвхяи

Конденсация синильной кислоты с Р*алкоксикетонами

Сообщение I

В литературе имеется много данных о синтезе и превращениях 
с-оксиннтрилоп, получаемых путем конденсации синильной кислоты с 
содержащими карбонильную группу арома нческими. алициклическими, 
гетероциклическими и полициклическими соединениями

ОН
>СО+ HCN

С целью же получения елкокси-а-оксинптрилов и изучения их 
химических превращений, нами была проведена конденсация синиль
ной кислоты с алкокснкетонами.

Как показали многочисленные работы И. Н. Назарова я его сот
рудников, алкоксикетоны легко получаются при гидратации углево
дородов дивинилацетиленового ряда |1]. а также при изомеризации ви- 
вилэтинил карбинолов [2].

Исходными продуктами для настоящей работы явились р-алко- 
хсикетоны. . ..я синтеза которых были использованы дявпнилацетилен и 

1днметилвиннлэтиннлкарбинол, как самые доступные соединения соот
ветствующих рядов.

Оказалось, что. подобно другим кетонам, թ-злкокснкетоны также 
легко конденсируются п обычных условиях с синильной кислотой, 
образуя соответствующие кокс и-з-окс «нитрилы. (

При действии синильной кислоты на 1,5-диметокснгексэн-З-он 
образуется 1,5-лнметоксн-З-нитрилгексан-З-ол:

СНвОСН,-СНач СН,ОСН,-СН։к /ОН
X0 + HCN-O хс

сн.осн-сн/ сн.осн-сн/ 4CN

сн, сн,

ДеЙствпем синильной кислоты на 1,5-дпметокси-2-мегилгексан-3-он 
образуется 1,5-диметокси-2-мстил-3’Ннтр нлгексан-3-ол:
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сн, сн,
I I

СН,ОСН,-СНЧ СН.ОСН,-СНЧ /ОН
СО -+- HCN - С7

сн,осилен/ снаосн-сн/ XCN
I I
сн, сн,

С такой же легкостью синильная кислота конденсируется в тех 
же условиях с I -метокси-5-мстилгексан-З-оном и 1-метоксибутан-З-оном, 
а результате чего образуются соответственно: 1-м.етокск-5-метил-3-н։г 
трнлгексан-3-ол и 1'метокси-З-нитрилбутаи-З-ол:

СН.ОСН,- СН,К
’ ХСО 4- HCN - 

сн, — сн ֊сн/
I 

сн, 
сн.осн,-сн, 

'СО 4- HCN ֊> 
сн/

СН30СН,-СН2Ч /ОН 
сх

СН.-СН- СН/ XCN 
1 

сн.
СН,ОСНа — CN,X /ОН 

с7 
сн/ чск

При действии синильной кислоты на 2-метилтетрагидро-4-пирон и 
2,2-диметвлтетрагидро-4-пирон образуются соответс: венно: 2-метнл-4- 
-нитрнлтетрагидропиран-4-ол и 2,2-диметн..-4-ни грнлт етрагидропиран- 
-4-ил:
НО CN О о

X Լ /
<-------- HCN+ |

I I—СН, сн.

о о о

НО CN

СН, 4 HCN-*

Экспериментальная часть
Конденсация синильной кислоты с р-алкоксикетонамнпроводилась 

в следующих условиях.
К водному расгвору цианцсюго калия и. и на՛ рия (взятого, за 

исключением одного с..у .а>., в избытке на 11.4—17,5%) и кетона при
бавлялась маленьким! порциями ՅՕՀ., серная кислота при постоянном 
взбалтывании и охлаж...иьн реакции.щол смеси (i eir.<iis!H ве.ась в 
закрытой сисгемс). Температура по; ;,ерживала.сь а няе.челах 10-20\ 
Или каждом прнбаюз нпп кисло՛.ы зам чалое:» повышение :сквера- 
туры на несколько : ла усов и иосгепешюс выделение на позер:-:кости 
смеси 'гемноже.-,: си и маслянистого слон.

К отделённому Mac...4Hi-:c;o:.:y слою прибавлялся ырирньп: к'кегрзкт 
остаточного слоя к п; осушипился сернокислым натрием. После уда
ления в небольшом вакууме у^ас тори геля выделялась соогветсгэую- 
щая ֆյ акция нитриля.
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13-диметокси-З-нитрилгексан-З-ол. К смеси 36 г цианистого 
натрия (0.73 моля) в 100 мл воды и ICO г 1.5-диме?оксигексан-3-оиа [3] 
(0.62 моля) (т. к. 85—87° при 6 мм; ng 1.4293) прибавлено 210 г 
30% серной кислоты в течение 24 часов. Но окончании реакции смесь 
обработана вышеописанным образом и пос .е отгонки эфира получено 
75,7 г 1,5-днмегокси-З-нитрилгексан-З-ола (64.7° , теории) в виде бес
цветной подвижной жидкое и с т к. 95—97° при 3 мм.

ng 1,4345: d;° 1,0031
MR’o 48,595; вычислено 48,391
0,0985 ։ вещ.: 7,6 мл азота (29е. 676 мм)
Найдено 0 0: N 7.58

C,HnOjN. Вычислено %: N 7.48

/,5-димвгпокси’2- мегнилЛ-нигприлгексан-З-ол. К смеси 7.5 ։ 
цианистого калия (0.11 моля) в 30 мл воды и 20 г 1,5՝днметокси-2* 
•метилгексэи-Згоиа (4) (0,11 моля) (г. к 90—92® при 1 > мм; ng — 1,4270) 
прибавлено 42 г 30’0 серной кислоты в течение 1.5 часов при 
температуре 13-18 Но окончании прибавления кисло.ы смесь 
дополнительно перемешана «на болтушке) 6.5 часов. После соответ
ствующей обработки смеси и от тонки растворителя получено 11,1 г 
1.5-димет оксл-2-метил-3-ннтри.:гексан-3-ода (48°0 теории) в виде бес
цветной подвижной жидкости с г. к. 119—121е при 13 мм.

ng* 1,4370: dg 0,9909
MRd 53.143; вычислено 53.009
0.1066 г вещ.: 7.3 мл азота (20', 680 мм)
Найдено %: N 7.14

Ci0Hj9OjN. Вычислено %: N 6.96

1-метокс։:-5-мстил-3-н!<к։ри.:г հ. :н-3~о ?. К смеси 6 г циани
стого натрия (0.12 моля) в 20 .«.« волы и 15.4 z 1-метокси-о-метилгек- 
C8H-3-OHB |5] (0.10 мо;>.) (: к. 64՜ при II мм; nJ' 1.4190) прибавлено 
40 г 30% серш не 4 асов. После обычной обра
ботки смеси и отгонки рас нор; ю 8,6 г 1-меюксм-5-ме-
тнл-З-ннтрИлгсксап-З-олз (47% сори.:՝ в вид л бесцветной подвижной 
жидкости с т. к, По—117 • при 14 мм.

ng 1.4370: dg 0.9582
MRn 46.753; рычпс ено 46.743
0,0 06 г веш.: 8.1 и/ азота (20 я, 673 ми)
Найдено %: \ 8.31

СцН1։О,Х. Вычислено %; X’ 8.18

/•мстоксн-З-нитрилбутан-1-ол և՜ елеен 12 г цианистого калия 
(0,18 моля) в 30 ч: в< ,՛■. г Ьмсгокснбутак-З-она Г6| (0,16 моля) 
(т. к. 134А при 680 чн: ng Լ4048) п и >авле ։О • ; .5.՛° в серной кис



48 С. А. Вартанян, Р. С. Гюлч-Кевхян

лоты в течение 1 часа при температуре 15—20°. После обработки 
смеси и отгонки растворителя получено 14,8 г 1-меюкси-З-нитрилбу- 
так-3-ола (70.8% теории) в виде бесцветной подвижной жидкости с 
т. к. 104—106° при 20 .ч.и.

nJ? 1,4220; d? 0.9956
MRd 32.886; вычислено 32,894
0,1032 г вещ.: 11.2 .ил азота (24°. 674 мм)
Найдено %: N 11.07

C6HIXO2N. Вычислено %: N 10,85

2-метиЛ’4-нитрилтетрлг11дрвпиран*4->ол. К смеси ’.3 г циани
стого калия (0,20 моля) в 30 мл воды и 20 г 2-метилтетра гидро-4- 
-пирона [7] (0,17 моля) (т. к. 65° при 17 .«.и; nJ? 1,4440) прибавлено 
60 г 30% серной кислоты в течение 4 часов при температуре 13—20°. 
Смесь обработана, отогнан растворитель, после чего получено 17,8 г 
2-метнл֊4-нитрнлтетрагидропиран֊4-ола (74% теории) в виде бесцвет
ной густой жидкости с к. 120—122° при 5 мм.

nJ? 1,4575; dj» 1,0908
MRd 35,236; вычислено 35,312
0,1016 г вещ.: 10 мл азота (18°, 675 мм)
Найдено %: N 10.25

C7HhO2N. Вычислено %:N 9.93

2,2-(}имеп111Л-4-нигприлтетрагидроп11рап-1-ол К смеси 9,2 г цив- 
инстого калия <0.14 моля) в 20 мл. воды и 15,4 г 2,2-диметилтетра- 
гидро-4-пнрома [3] (0.12 моля) (т. к. 71° при 16 мм\ nJ? 1,4460} при
бавлено 40 г 30% серной кислоты в течение 7 часов при темпера
туре 14—20’. Смесь обработана как обычно, отогнан растворитель, 
после чего остаток закристаллизовался. Получено 10 г 2.2-диметил-4- 
•нитрилтетрагц;ропиран-4-ола (53,6 % теории) в виде белых кристал
лов с т. пл. 82—83’ (из бензола).

0.1014 г вещ.; 9,1 мл азота (18°, 675 .«.и)
Найдено %: N 9,35

C8H,8O.N- Вычислено %: X’ 9,03
0,0522 г вещ.: 14 мл СН4 (24®, 676 мм)
Найдено %: ОН 1,45 

CfcHuO,N. Вычислено %: ОН 1,09.

Выводы

Показано, что р-алкокснкетоны, подобно другим карбонплсодер- 
жащим соединениям, также легко конденсируются с синильной кис
лотой. образуя соответствующие у-алкокси-х оксииитрплы.

Впервые синтезированы: 1.5-диметоксн։3-нитрилгексан-3-ол; 1,5- 
димет окси-2-метил-З-ннт рил гексан-Зол; 1-метокси-5-метил-З-ннтрилгек-
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сан-3-ол; Ьметокся-З-ни՛: рил бута н-3-ол: 2-ме՛; нл-Ьпитри.иетрагидропи- 
ран-4-ол и Ճ.2-. иметил4-ннтрилтстраги.-.рош1ран-4-ол.
Химический институт Поступило 23 1И 1953
АН Армянской ССР
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Ծ. Լ. Վսւոգսւնւան; 2,- О. ։։ц |։-՝ЗЬЦ|иj«uG

ԿԱՊՏԱԹԹՎԻ ԿՈՆԴևՆՍԱՑՈՏՄԸ .3֊ԱԼԿՈՔՍՒԿեՏՈՆՆեՐԻ ZbSԱՄՓՈՓ ՈԻՄ
Հոդված ում ցույց է արված, up ալկււյւսի 1[ե տււնն երր կսւրրոն քլ

խումչւ Աք Ш րո ւն ա կ ո 4 այլ մ ft ա ց t: ։ {■! յ ո ր նՆ /. ր ft նման' հե լա ՈԼթ յա մp կոնւլես֊ 
վու մ են կապաաք) Ս վ քւ հետ, գոյացնելով համապատասխան Հ֊էոլկէէյւ՚էքւՀԼ-օյւ- 
սինիարխներ.

Ս.ււահքէն անգամ սքւնքէեսված են' I ,3 - ղ [> մ ե Opt/ ft * ֊ Ն ք in ր ft քէե յ> и ա ձ - 3 - 
• о ի 1,.7* դքէմեք/ ори քՀ՛- մ I, fl /</-•«’ -'’</։ ս՛ ր(>1 հեյ՛ սա՛հ- 3- ոլ , I • il եք! Cpu ft՝- 5- »/ 1;ք) [ц - 
-3.11 ի ար ք ւ՚ւեյւս ան֊Յ- С/ . Z֊ մ ե fi Op и ft - 3-Ն f տ ր ի [ p ո ւ աան-3 օլ. 2 - ,1 ե ք) ft/-4-ն քւ- 
111 ր քւ ւ տ և in ր ահքւղ րսպե ր ան- 4 - օչ ե H ,3 գ քւ մ ե LJ ք> [ - 4 - Ь ք ա ր քւ լ աե արա > ft/յ ր աւլ ք/р ւս և- 
-4-Շչւ

Известия VH. № 5—4
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ГИДРАВЛИКА

А. М. Азатям

Новый аналитический метод экономического расчета 
подводящих каналов гидроэлектростанций

§ 1. Введение

Экономический расчет канала, в общем случае решения задачи, 
сводится к определению экономически наивыгоднейших параметров 
канала по заданному расчетному расходу его, в зависимости от геоло
гических и топографических условий прохождения трассы на каждом 
данном участке его.

Наилучшнн экономический эффект при проектировании подводя
щего канала достигается при некотором, вполне определенном для 
каждого конкретного случая, значении потерь напора, при котором 
эксплуатационные издержки по каналу SP в совокупности со стоимо
стью потерянной энергии S, = иЭ, представляются минимальными, т. е. 
при условии минимума функции

S = St + иЭ, (1)

где Э — потерянная энергия в отп-часах.
и — стоимость одного к'я^'часа энергии.

Из условия минимума функции Տ следует, что

означающем, что себестоимость единицы дополнительной энергии, 
получаемой благодаря приращению потерь напора вследствие неболь
шого изменения размеров канала, должна быть равна себестоимости 
энергии на заменяющих станциях.

Для экономического расчета подводящих каналов, на основе при
веденных выше принципов, исходят из следующих условий и данных:

а) Условия расчета. Расчетом должны быть определены 
экономически выгодные сечения и уклоны по участкам канала; при 
этом каждый участок должен быть рассчитан на пропуск максималь
ного расхода воды в условиях равномерного движения, с увязкой 
горизонтов воды при переходе от одного сечения канала к другому.

б) Условия проектирования. Перед тем как приступить 
к экономическому расчету, следует по отдельным участкам канала 
установить: тип облицовки, толщину облицовки, заложение откосов. 
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запас н строительной высоте над расчетным горизонтом воды, коэф
фициент шероховатости, стоимость единицы отдельных видов ра
бот и пр.

Весьма важным является также правильное назначение располо
жения расчетного горизонт а воды относительно поверхности земли,, 
определяемое на основе изучения геологических и топографических 
условий прохождения трассы канала, при котором принимаются во 
внимание: устойчивое։ь косогора и отношении оползней, возможность 
прорыва борта при мелком заложении канала па косогоре, пригод
ность вынутого из выемки грунта для устройства насыпных берм, тип 
облицовки, если таковая применяется, и т. д. Совокупность приве
денных выше данных отражает условия проектирования, зависящие 
как от характерных особенностей трассы канала, так и от технико- 
экономических соображений.

в) Характер н ы й п р о д о л ь н ы й про ф и л ь. Основным тех
ническим документом для проектирования канала и расчетов по нему 
является характерный продольный профиль трассы капала н попереч
ные сечения. При пользовании характерным продольным профилем 
полагают, что в ограниченной полосе вдоль деривации геологические 
и топографические условия трассы канала являются однотипными, 
при любом расположении грассы в пределах этой полосы и что 
для выбора наивыгоднейшего варианта трассы (т. е. наивыгод- 
нейшего уклона ее) можно пользоваться одним продольным профилем,.
достаточно точно отражающим условия прохождения триссы канала 
по всем возможным вариантам ее. Иначе говоря, от идеального ха
рактерного продольного профиля требуется, чтобы: а) поперечные
сечения трассы были бы ограничены сверху прямолинейной поверх
костью земли и б) в пределах каждого поперечного сечения геоло
гические условия были бы однообразными. В большинстве случаев
практики эти условия. небольшими
сторону, соблюдаются;

отклонениями в ту н другую
только в исключительных случаях, при прове

дении трассы капала в сильно пересеченной, холмистой местности.
с пестрой геологией, экономический расчет канала производится на
основе составления проекта канала по нескольким иидиви. уальным
продольным профилям непгсредствениым сравнением вариантов ка

с

нала по отдельным проектам.

§ 2. Существующие методы экономического расчета 
подводящих каналов

Для экономического расчета подводящих каналов наиболее часто
применяется метод сравнительных экономических подсчетов; псследо 
ватсльность расчетов по этому методу, иллюстрирующая его громозд 
кость, представляется в следующем виде:

а) на характерный продольный профиль наносится линия горн 
зонта воды;
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б) в частном случае решения задачи, когда ширина канала по 
дну известна, задаются не менее чем четырьмя скоростями движения 
воды и на основе гидравлического расчета получают четыре вари
анта сечения канала, отличающихся друг от друга глубиной напол
нения и уклоном;

в) по каждому сечению канала производится подсчет коли
чества работ по облицовке и по выемке грунта; большой трудоем
кое՛՛ ыо при этом отличается подсчет количества земляных работ на 
основе продольного профиля и поперечных сечений по нему;

г) определяют стоимость канала и эксплуатационные издержки 
по нему для каждого варианта. Определяют также стоимость поте
рянной энергии по отдельным вариантам.

д) построением экономических кривых находят напвыгоднейшую 
■скорость движения воды для заданной ширины канала по дну, по 
которой и окончательно подбирают сечение канала.

В общем случае решения задачи задаю։ ся различной шириной 
канала по дну, в количестве не меньшем четырех, и для каждого 
частного значения ширины, в указанной выше последовательности, 
производят расчет, после чего определяют экономически нанвыгод- 
йейшие значения ширины канала ио дну и глубине наполнения его.

Многими авторами, в целях облегчения расчетов, предложены ана
литические методы экономического расчета подводящих каналов. Все 
эти методы исходят из предположения постоянства глубины и площади 
поперечного сечения выемки по всей длине канала, при котором про
дольный профиль трассы канала предо:является в ни. е прямой, па
раллельной дну канала. Одно только это допущение сильно ограни
чивает возможность применения этих методоз для точного экономи
ческого расчета подводящих каналов. Помимо тою, эти методы дают 
решение задачи, исходя из подобия живых сечений по. ока по раз
личным вариантам канала; получаемое таким образом решение задачи 
следует признать решением частным, соответственно принятому част

ному значению $ = -֊-• Отметим также, что при постоянной глубине 

выемки по длине канала расчет методом сравнительных экономиче
ских подсчетов чрезвычайно облегчается, гак как при этом отпадает 
наиболее громоздкая часть работы — подсчет количества работ по про
дольному профилю, и поэтому аналитические методы расчета сущест
венного ускорения расчета не дают. В силу приведенных выше недо
статков существующих аналитических методов в проектной практике в 
большинстве случаев применяется метод Сравнительных экономиче
ских подсчетов, гарантирующий, несмотря на громоздкость расчета, 
достаточную точность решения задачи.

Предлагаемое ниже решение задачи, являясь аналитическим, ли
шено указанных выше недостатков существующих аналитических ме
тодов и не уступает им по простоте своего решения.
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§ 3. Предлагаемый метод экономического расчета 
подводящих каналов

1. Пусть на фиг. I представлен характерный продольный про
филь канала в требуется определить экономическое сечение канала 
при показанном на фигуре расположении горизонта воды Г—Г относи
тельно поверхности земли. При заданном расчетном расходе Qmax от
дельные варианты канала будут отличаться друг от друга шириной 
канала ко дну b и расчетной глубиной наполнения 1т. Расчетом тре
буется определить экономически выгодные значения этих параметров. 
Зная их, нетрудно будет определить также третью неизвестную вели
чину— уклон канала ։.

Фаг. 1.

Отдельные варианты канала будут отличаться стоимостью выем 
ки и стоимостью облицовки; все прочие виды работ по каналу, как- о 
дренаж, швы облицовки, устройство насыпных берм, нагорных канав, 
инспекторской дороги и пр., будут иметь одинаковую (или почти оди
наковую) стоимость, и при. экономическом сравнении вариантов от
падут.

Как было указано в § 1. экономически выгодное сечение подво
дящего капала должно удовлетворить условию минимума функции (1), 
где S] — эксплуатационные издержки по каналу, определяемые как 

S։ = зь Аъ Зоб А об.
Здесь аъ и а*-»—нормативные коэффициенты ежегодных отчислений от 
стоимости выемки Ль и стоимости облицовки Ал-

Обозначая среднюю площадь сечения выемки между последова
тельными точками продольного профиля через F, расстояние между 
точками /, стоимость i ж:' выемки сь , периметр облицовки ХобН стои
мость 1 .«2 облицовки с учетом подготовки, облицовки, торкрети- 
ровки и пр. Соо, получим:

Аь = Сь 2F/.
А©о — Соб Լ»

При наличии водосбросного сооружения в конце подводящего 
канала потерянная энергия равна:

Э —9,81 QcpLiTi), (2>
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где QCp — среднегодовой расход подводящего канала, 
Т — число часов в году.
■и — к. п. д. турбины и генератора, 
i — уклон канала.

Подставляя значения Ль , Лоо иЭ в (I), получим:
S = ab cj, 2FZ - au со£1Х„ - I -f- Q<-p LiTtju.

Определяя уклон канала пр показательной формуле

■ - Q-«n;
1 со- R*+2y

и обозначая постоянную величину
9,81 QCJ> Ttj ս (Հ„ ո2 = M, (3)

получим окон ч ател ьио:
Տ = Оь Сь Ь17 а о' Coi Хов L 4՜ ML—՜ W

ш-

Полученное выражение представляет функцию двух независимых пе
ременных b и հ.

Минимум этой функции будем иметь при

аь с& V/ .-/ Հ 1 ЙобСобЬ 
ею

մՀս' 4֊ ML — f 1 Խօ;
ԺԵ Ժհ \ <0- R-1 ՜>՚ /

V,<7F . ,
Յէ Сь ՚ ՚ ՚ ՜է՜ a<»6 Cot> ւ 

ժհ
<^ + MLA(_.
ժհ ժհ ՝ w-<ւ>" R’+2y

(5)

(6)

2 Определение значения частных производных՜
\ v. oF v f ժհ'а) Определение — и -I 

oh ժհ
В общем случае какого угодно сечения канала, при уширении, 

канала на ДЬ (при неизменном положении оси канала), получим при
ращение площади сечения выемки в виде заштрихованных на фигуре 2

полосок шириной

AF , шения — будет
АЬ

ЛЬ— по откосам канала; очевидно, что поедел отно- 
2

равен полусумме проекций откосов выемки на вер-

тнкаль, г. е.
д? У։ 4֊ У2
ժհ 2

(7)

Точно так же. при заглублении канала на ձհ.
канала по дну получим

при неизменной ширине
приращение в площади сечения выемки в

виде за шт риховаиных на фигуре 3 полосок; яри этом
1F - (Ь-|֊У.ш։ У-пт4) Д11;

— b т У։т։ 4- УоШм X. 
ժհ * '
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В частном случае, когда m, = ։п5. 
Х = Ь-1֊2тпУ. (8)

Так как У и X линейные величины, то

SZ ֊Տ = S/y = кУ„. (9)
6»Ь

sz ~=Ш = ьх„, (Ю)
ժհ

где Լ—длина рассматриваемого участка подводящего канала Լ =
У։ и Хо — значения линейных величин У и X при Н=Н0, где Но— 
средняя глубина выемки на длине участка Լ.

Совершенно точно величина Но может быть определена но фор- 
S/HмулеН0= լ՜ ’ С достаточной точностью эта величина может быть 

определена графически проведением на продольном профиле линии 
С—С (фиг. 1), параллельно линии горизонта воды с таким расчетом, 
чтобы суммарная площадь выступов продольного профиля над этой 
линией была бы равна площади впадин под ней. Определение поло
жения линии С—С на продольном профиле по предлагаемому методу 
равносильно подсчету количества работ ио каналу метолом сравни
тельных экономических подсчетов и притом для всех возможных ва
риантов канала.

Значения У и X для наиболее часто встречающихся сечений ка
нала приводятся в приложении 1.

6) Определение ■— —--------- и — ------------- •
<7b \ w- R ։+*у ՝ dh to7 R ։+2у I

При одинаковых откосах канала го. подставляя
w = (b Н- nih) 11 = ф 4֊ ni) 1г.

X = b4֊kh==(P4-k)h,
где w — живое сечение. 7. -смоченный периметр.

k»2jri+ln2՜. (12)
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после дифференцирования получим:
2_/____ Լ У - 0*4֊ к )֊>> [(! {-2y)(3-m)֊(3-r2y)(H֊k)l _
ժծ Լ Օ>- R ■+*>’ ) (p 4- m)4+2>- հ6+2*

д I___ I____ \ (MW 4֊2y)(? ; ni)k-(3-2y)[^4-k)(B4-2.n)] _
ժհ \ co2 R‘+2y / (^ + ու)4+2>,հճ+2*

=—--- ---------h<։+2yf({3) • ' 1
В приложении приведены значения функции փ (3), f (?) и h6-՜* для 

часто употребляемого значения у = 0,2, при котором, следовательно.

с= Д R4 
п

в) Определение ------- и --------
db ժհ

При одинаковых откосах канала,
Z&5 = b 4՜ k (հ + з), 

где з—запас в строительной высоте облицовки над расчетным гори
зонтом; к — 2 J I — ոք

°է =1; (is)
ԺԵ

^-~к- (|6)

3. Расчетные формулы. Подставляя полученные значения 
частных производных из (9), (10), (13). (14), (15) и (16) в {5) и (6), 
получим окончательно формулы:

(аъ Ct, У0 4- аОб сОб) հ6-4 <? (?) = М. (17)
(аъ сь Хо 4- к Зоб с^) 1М (?) = М. (18)

При наличии готовых таблиц значении т? (8) и f (?) решение задачи 
по определению экономического сечения подводящего канала сильно 
упрощается. При этом, только в общем случае решения задачи сле
дует пользоваться обоими расчетными уравнениями. В частных слу
чаях. когда известна одна из величин b. հ или р, достаточно пользо
ваться только уравнением (17).

4. Для иллюстрации метода ниже приводим решение 3 примеров 
для случая подводящего канала с водосбросным сооружением в конце.

Условия задач и: Qraax =30 .if сек\ Qep =20 м*}сек; гп=1; т'=»4; 
т։=0,5; п =0.016. Тип сечения канала № 1;е=2,0.и. Толщина облицовки 
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С ПОДГОТОВКОЙ 5=0,3 .If. При СТОИМОСТИ облицовки ПО дну Соб—50 руб{м* и 
по откосам с'об =60/Jvd. jr.-Cb =12 руб/.и3; аь =0,05; яоЛ = 0.07, ՜ս=0,03 
руб кет-час: t] = 0,825; з-^։,5 я; пусть, помимо этого, го продольному 
профилю положение линии С—С (см. фиг. 1) получилось на 1,10 м 
выше горизонта воды в канале.

Пример I. Определить сечение канала при расчетном наполнении 
h — 2,5 м.

Решение: Пользуемся уравнением (17).
(0,05- 12.0 Уо4-Л.О7 -50) 2.505*4 ф(3) = М

М =9,81- 0,03- 20- 8760 -0.825 (30 -0.0I6)2 = 9770 
Нс = 0.30 4֊ 2.50 - 0.50 = 3.30 м

0.5 Р= 0,5 В 4֊ 3.30; Н-Нс = 1,10 - 0,5 =0,60 м
V _ q ™ л հ Г0՛5 в + 3.30 + °’6 • 4 0,5 В 4- 3,30 - 2,4

4 — 0.5 4 4- 0,5
или У0 = 3,30 4- 0.5 [1.43 - 0,032 BJ.

Полагая предварительно В 3.0 м, получим У,, = 4,06 м. Уравне
ние (17) примет вид:

[0.6.4.66 4-3.5] 352,2 <? ([2) -= 9770,
откуда о (3) = 4,68. р = 1,87. b — 1,87 • 2,50 — 4,67 м. Перерасчета по 
новому значению b = 4,67 հհ не производим, так как это почти не 
скажется на результате.

Пример II. Определить сечение канала при ширине его по дйу 
b = 2,80 л.

Решение: В ֊ 2.80 4- 2 - 0.30.0.41 = 3,05 л; Нс = հ 4- 0.80 м.

0.5 Р = —-4-!ւ-4-0,80=2.32 4-հ;2

Уа= 11 4՜ 0,80 4- 0.5. 0,5.3.05հ 4-0,80 4-2.40
3,5

0,5.3,05 4֊ հ 4֊ 0,80 - 2,41 —  —*■ ---- —------- ——  г
4.5

или Уо= 1,032 b 4- 1,527.
Расчетное уравнение примет вид:

[0,6 (1.032 հ 4֊ 1,527) 4֊ 3.50) հ««« ?([■։) = 9770, 
пли [0,62 հ 4֊ 4.42) հ«-<փ(^) = 9770.

Задаваясь различными значениями հ, будем определять соответ
ствующие значения Ь. Расчет ведем в табличной форме.

Построением кривой Ь = 1(1й найдем, что при ширине канала 
b = 2,80 м соответствующее наполнение канала будет հ = 3,09 я, при 
котором уклон канала равен i = 0,00036. Точно так же решается за
дача при заданной величине °.

П р и м е р III. Решим задачу в общем случае. Пользуемся обоими 
расчетными уравнениями (17) и (18). На основе (17) составляем таб-
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Таблица 1

հ 1 1 Ь«л ?(Р) b

5.65 84,44 20.45 3,33 6,1:6

2.59 5,97 352,2 4,64 ’.87 4,67

3.00 6,28 И 34 1.373 1.07 3.21

3.50 G.59 3«34 0.488 0,58 2.03

На основе, уравнения (18) составляем таб-лицу 1 (см. пример II). 
лицу 2.

X, - В 4- 2 тУ0,
так как В — b — 0,25; m='l; Уп— 1.032 h 4- 1,527.
Поэтому Хо= b — 1,032 h 4- 1,78.
Уравнение (18) примет вид:

[0.С5 • 12Х - 0,07 • 60 • 2,83] հ'՚3 ք (3) = 9770.
или [0,06 b 4- 0,62 h 4- 12,95] h6-’1(0) =- 9770.

Таблица 2

հ ь I) • МЛ ка У 3

2,0 6.66 17.62 84,44 6,57 4,80 3,33

2,50 4,67 17,34 352,2 1,60 2,30 1,87

3,0 3,2! 16.74 1131 0.513 1.18 !,07

3,5 2,03 17,16 3034 0.188 0.56 0,58

Построением кривых 3 - f1<h) и £’ = f, (й) найдем в пересечении 
их искомые параметры канала: h = 3,43р = 0.64; Ь = 0,64-3-43 = 
= 2,20 .и.

§ 4, Случай саморегулирующегося подводящего канала 
(Без водосбросного сооружения в конце канала)

Сечение саморегулирующегося подводящего канала обычно под
бирается по условию пропуска среднекубнческого расхода в условиях 
равномерно։ о движения.

РаспеI канала но среднекубическому расходу производится по 
выведенным в § 3 формулам (17) и (18) с тон. только разницей, что 
потери напора в данном случае выражаются через среднекубнческнй 
расход QCp.k. ՜ -а / ՜՚Օ'1 • в соответствии с чем параметр М бу-

} Т
дет иметь вид:
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М==9,81 и 7?Tn2Q5C!,k.
Помимо этого, при определении У., и Х„ величину Но следует оп

ределять для сечения кана, а со средней площа, ыо выемки, т. е. для 
сечения примерно в серединё длины деривации; отметим попутно, 
что расчет саморегулирующегося подводящего канала производится 
ио индивидуальному продольному профилю (а не но характерному), 
ввиду единственности трассы канала, при обычно принимаемых гори
зонтальных бермах.

Полученное в результате расчета сечение должно быть прове
рено на пропуск максимального расчетного расхода, с построением 
кривой спала по известной глубине воды в голове канала. В случае 
интенсивной формы кривой спада, а тем более образования критиче
ской глубины в конце деривации, приведенный выше метод экономиче
ского расчета не может быть рекомендован. В этом случае следует 
подобрать, по условию пропуска максимального расчетного расхода, 
такое сечение канала, при котором эксплуатационные издержки для 
среднекубического расхода были бы минимальными.

§ 5. Расчет канала по заданной средней скорости потока

Такую задачу чаще всего приходится решать для деривацион
ного канала в земляном русле, когда по условию неразчыиаемости 
русла ограничивают скорость движения потока.

При одинаковом живом сечении канала со = *՜ отдельные ва- 
v

рианты его будут отличаться друг от друга шириной по дну I), ра
счетной глубиной нацолнёния h п з:шнся:ци..։ от этих величин уклоном 
канала i. Исключая поэтому при экономическом сравнении вариантов 
постоянную величину ад. получим расчетное уравнение в виде;

[аь Сь (Уо— li) -Ь а^с0/, | 1։6Л ?(?) = М.
Вторым уравнением для определения Ջ и h будет:

<0 = ք~4- m) h’.
6. Расчет канала по заданному уклону

Разделив уравнение (18) на (17), получим:

- л
У,. -U <г ։> ք»

где арб Cqg ՛(■') 
2ь Сь ’ ՛ f(£)

По этой формуле можно определить экономическое сечение ка
нала пи заданной пропускной способности его

К _Q
И
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В частном случае необлицоваппого канала формула примет влд 
(после подстановки Х0=Ь 4- 2m У 0)

֊֊=«?)֊ 2ш.
У <1

Выводы

Предлагаемый метод экономического расчета подводящих кана
лов ГЭС дает возможность быстрого и точного определения экономи
чески выгодных параметров канала, как в общем, так и в частных 
случаях решения задачи При пользовании прилагаемыми таблицами 
весь расчет сводится к простым арифметическим выкладкам.

Предлагаемым методом можно производить экономический ра
счет подводящего канала, проходящего полностью в насыпи, или имею
щего одну или две бортовые подпорные стены, а также учесть раз
личную стоимость выемки грунта по глубине выемки.
Ереванский политехнический

институт им К. Маркса Поступило 25 П1 1953

П р и л о ж епне 1

Формулы для определения У и X для различных сечений канала.
1. Для сечения канала по фиг. 4:
v Н4-Нс . I 0.5Р Н֊(Н —Не )(rn'-rn)4-e ОДР w - 1- ** ՜ ՜' ՜ ՜ ՜ ՜

2 2[ nr —ni] nr-f-m
2. При т։ — in, получим:

У = Н 4- 0.5РХ +

У = Н 4֊ 0,5 РХ.
4. Для сечения канала по фиг. 5:

У = 11 — 0.5 (В 4֊ 2m Нс 4- 2е 4- 2т,(Н — Нс )] т։_ 
т'2 т?
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г - -—» ՛՛ ՛ —~ — ■— = —=—=- ------------------------- ֊-----------

5. При m։ = m:
У = Н 4-0,5л(Р-Ь 2е).

6. При in; = tn и е = 0:
У = И -г 0,5 Ра.

7. При ш' = 0. во всех случаях У — Н.
8. При неодинаковых откосах канала:

У = (У. -f- У?)0,5 (см. фиг. '?).
Во всех случаях:

Х = В+2тУ. 
/у 

B=b-P25tg —.

Р — В + 2mH,
s т
А = ---------------------- •

т'- — пг

Приложение 2
ЗНАЧЕНИЯ h6-4

h ! h I !,*•' h h6-4 h he.4 h h6՛4

է |
0,50 0.0112 0.76 0.171 1.0! 1,0.16 1.26 4.400 1.5Г 13.98
0,51 0.0,34 0.77 0.188 1.02 1,135 1.27 4,617 1.52 14,58
0.52 0,0153 0.78 0.20-1 1,03 1.20՝ 1.28 4.840 1,53 15.2!
0.53 0,0172 0.79 o 221 1 .04 1.285 1.29 5,103 1 .54 15, B5
0.64 0,0195 0,-0 0,240 1,05 1,3i>" 1.30 5.350 1,55 16,52
0,55 0.0218 0,81 0,260 1,06 i .450 1,31 5,630 1.56 17.22
0.56 0.0246 0,82 0.282 1.07 1.542 1,32 6,030 1.57 17,94
0.57 0,0274 0.83 0.304 1.08 I.6S0 1.33 6.204 1.58 18,68
0.58 0.0201 0.84 0,327 1,09 1.736 1.34 6.490 1,59 19,45
0,59 0.0342 0.85 0.353 J.10 i .8:0 1.35 6.826 i.i:o 20,25
O.CO 0,0341! 0,86 0.381 1.11 1 .950 1 ,36 7.110 1.61 21.07
0,61 0.0-123 0.87 0.410 1.12 2.0.0 1.37 7.499 1.62 21,92
O.b2 0.0468 0.88 0.442 1.13 2.1’6 1,38 7.850 1.63 22. SO
0,63 0.0520 0.89 0.474 1.14 2.280 1,39 8,228 1.64 23.71
0.64 0,0576 O/.O O.'OO 1.15 2,446 1.40 1.65 24,66
0,65 0,0635 0.91 0.547 1.16 2.580 1.41 9,016 J .66 25.13
0,66 0.0108 0.92 .4.'86 1.17 2.732 1 .42 9,539 1.67 26,63
0,67 0,0771 0,93 0.029 1.18 2.8՛ 0 1.43 9,866 1,68 27.67
0,65 0.0852 0.94 0.673 1.19 3.014 1 .44 10,329 1.69 28.74
0,61 0,0530 0.95 0.720 1.20 3.210 1 ,45 10,780 1 Հ0 29.85
0,70 0,1030 0.96 0.7.1 J .21 3,387 1 .46 11,270 1.71 30.99
0,71 0,1124 0,97 0.823 1.22 3.520 1.47 1i.770 1,72 32,17
0.72 0.1220 0.98 0.SM 1 .23 3.762 1 .48 12.290 1,73 33.38
0.73 |0,I340 0,99 0.934 1.24 3.U.0 1 .49 12.630 1.74 34,64
0.74 0.145 I.CO 11.00 1.25 4.171 1.50 13,40) 1.75 35.93
0.75 0.1590 — 1 ֊

- - ֊ - —
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Приложение 2 (продолжение)հ hM h liM li h h6.4 h h6.4

1,76 37.26 2.26 184.6 2.76 6. >3,5 3.26 1926 3.76 4800
1,77 38.64 2.27 189.9 2.77 679.0 3,27 1964 3.77 4832
1,78 40.06 2.28 195.3 2.78 694,9 3.28 2003 3,78 4965
1.79 41.52 2.29 200.9 2,79 711,0 3,29 2042 3.79 5050
1.80 43.03 2.30 206,6 2.80 727,5 3,30 2052 3.80 5136
1.81 44.58 2.31 212.4 2.81 744,3 3,31 2123 3.81 5223
1.82 46.18 2.32 218,3 2.82 761.4 3,32 2164 3.82 5311
1.83 47.83 2.33 224 .4 2.83 778.8 3,33 2205 3.83 5401
1.84 49,53 2,3-1 230,7 2.81 796,6 3.34 2249 3,84 5492
1.85 51.28 2.35 237.0 2.85 814.7 3.3-5 2292 3.85 5583
1,86 53,07 2,36 243,6 2.86 833,2 3.36 2337 3.8G 5677
1.87 54.93 2,37 250,2 2,87 852.0 3,37 2381 3.87 5772
1,88 56.83 2.38 257,6 2.88 871.2 3,38 2427 3,88 5869
1.89 58 JO 2.39 261.1 2.89 8' ֊0,7 3.39 2473 3.89 59(76
1 ,Տ0 CO,821 2.40 271.2 2.90 910.6 3,40 2520 3.90 6065
1,91 62.10 2.41 278.6 2.91 930.9 3.41 2568 3,91 6165
1,92 65,03 2.42 292,7 2.92 951.6 3.42 2617 3.92 •■>26/'
1,93 67.23 2.43 293.7 2,93 972,6 3.43 2666 3.9.S 6370
1.94 69.49 2.44 20i ,5 2,94 994,1 3,44 2716 3.94 6474
1.95 71.82 2.45 309.5 2.95 1016 3.45 2767 3,95 6580
1.96 74,21 2,46 317,7 2,96 I03S 3.46 2819 3,96 6687
1.97 76.66 2.47 326.0 2.97 1061 3.47 2872 3.97 6796
1.98 79,17 2.48 334.6 2,98 10’4 3.48 2925 3,98 6'07
1.99 81.78 2,49 343.3 2.99 1107 3.49 2979 3.99 70 i 8
2.00 14.44 2.50 352.2 3.00 1131 3.50 3034 4. (XI 7132
2.01 87.19 2.51 361,3 Յ.Օ1 1156 3,51 30.0 4.01 724ь
2,02 88.89 2.52 3/0.6 3.02 1181 3.52 3147 4,02 7363
2.03 93.53 2,53 380.2 3.03 1206 3.53 3201 4.03 7481
2.04 95,86! 2.54 389.9 3,04 1231 3.54 3263 4.OI 7600
2.05 98,97 2.55 399.8 3.05 12.58 3.55 2323 4.0.5 7722
2.06 102,3 2.56 410.0 3.06 1284 3,56 3383 4,03 7845
2.07 105.2 2.57 420.3 3.07 1311 3.57 3444 4,07 7968
2.08 108.5 2.58 430.9 3.08 1339 3,58 350f> 4.04 t0J5
2,0 ՚ 111.9 2.59 441.7 3,09 1367 3.69 3570 4,0.1 8223
2.10 115.4 2.Ю 152.7 3,10 1396 З.Ю 3634 4,10 8353
2.11 119.0 2.61 464.0 3,11 1425 3.61 3701 4.И 8484
2.12 122.6 2,62 475.5 3,12 1454 3,62 3765 4,12 8616
2.13 126,4 2,63 487.2 3,13 1484 3.63 3832 4,13 8731
2.14 130.2 2.64 499.2 3,14 1515 3,64 3CC0 4,14 8888
2.15 134.2 2.65 511.4 3,15 1548 3,65 3969 4.15 4026
2.16 138.2 2.66 523,9 3.16 1578 3.66 4039 4.16 9167
2.17 112,3 2,67 53 >.6 3.17 1610 3.67 4110 4.17 9308
2, IS 146.6 2.68 519.6 3.18 1643 3.68 4182 4.18 9452
2.19 151.0 2,69 552.9 3,19 1676 3.69 4256 4.19 9598
2.20 155.4 2,70 576.4 3,20 1710 3.70 4330 4 .20 9748
2.21 160,0 2,71 550.3 3,21 « 3,71 4406 4,21 9895
2.22 164.7 2.72 601,3 3,22 1779 3.72 4482 4.22 10050
2.23 169.5 2.73 618,6 3,23 1815 3.73 4560 4.23 10200
2.24 174.4 2.74 €33,3 3,24 1851 3.74 4639 4,24 10355
2.25 179.5 2.75 618.2 3.25 1888 3.75 4719 4,25 10512
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11рнао)ке։-։1с 2 (прсаолжсиме)հ հ6՜’ It 1»6Л I։ hwհ6.4

4,26 10672 4,62 17935 4 ,98 ’28991 5,34 45’17 5.70 (>8795
4.27 10833 4.G3 18185 5.35 45861 5.71 69583
4.28 10 4.64 18138 5.00 29744 5,36 46411 Տ.72 70365
4.2'< 11162 4,65 18693 5.0! 30129 5,3/ 46967 5.73 71149
4,30 11329 4,66 ‘18951 5.02 30513 5.38 47532 5.74 71949
4,з։ II 199 

11670
4.67 119216 5.03 30.01 5.39 48103 5,75

4.32 4.68 ; 19180 5.01 31300 5,40 48674 5,76 73568
4.33 11845 4.69 19716 5.0.5 131/00 5.41 49239 5.77 74397
4.34 12021 4,70 2065 5.06 32101 5,42 49842 5,78 75225
4.35 12201 4,71 20291 5.07 32513 5,43 50-133 5.79 76058
4.3о 12380 4,72 20569 5.08 32923 5.44 51031 5 ДО 76‘. 01
4.37 12562 4.73 20850 5.0.) 33343 5.45 51637 5.81 77/58
4.38 12717 4.74 21135 5.10 33763 5.46 52242 5.82 78611
4.39 12934 4.75 21420 5.11 34189 5.47 52861 5.83 79485
4.40 13125 4,76 21712 5.12 31620 5.48 53480 5.84 80355
4.41 13318 4.77 22СО5 5.13 35057 5.49 54106 5,85 81251
4.42 13511 4.78 '22302 5.14 35493 5.50 54740 5.86 82142
4.43 13/08 1,79 22։ 05 5.15 35940 5.51 55381 5,87 830 Л
4,45 13107 4,80 22901 .5.16 36388 5.52 ԶԷՕՅՕ 5.88 83952
4.45 1410.)

14312
1,81 23215 5.17 36842 5.53 56686 5.89 84874

4,46 4,82 23525 5.18 37300 5.54 57340 5,60 85790
4,17 14520 4,83 2 839 5.1!) 37765 5.55 5МХН 5.91 86731
4,48 14720 4.81 24157 5.20 38230 5.56 58673 5,92 87670
4.44 14928 4.85 24476 5.21 38705 5.57 59362 5,93 88618
4.Е0 15155 4.86 24803 5.22 39183 5.58 (.0039 5 .91 89590
4.51 15373 4.87 25130 5.23 39665 5.59 (.0/34 5 ,95 50.557
4.52 15592 4.88 25461 5.24 40152 5.60 GI435 5,96 91.538
4.53 15814 4.89 12.5799 5.25 40ь47 5.61 62136 5.9/ 92514
4.54 11039 4 ДО 26138 5.26 41147 5.62 62854 5.98 93517
4. .55 16265 4.91 2/.4-0 5,27 41647 5.63 63572 5.99 94525
4,56 16494 4.92 26830 5.28 42153 5,64 64297 6, со 95534
4.57 16730 1,93 ,27180

1.91 '27531
5.29 42672 5,65 65031

4.58 10965 5.30 13191 6,60 65773
4.59 17202 4.95 27894 5.3! 4370.) 5,67 66514
4 ДО (7144 4.96 28253 5.32 44240 5,68 67273
4.61 17688 4.97 .28612 5.33 44779 5.69 68030

ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИЙ ?(0) и |(₽)
Прллож։ мне 3

m 0 lit = 0,5 1 nt — 1.0 tn — 1.5

W)
1 ''
1 ?(?) Ж

0.20 G.000075 
0,30 0.000185
0.40 0.091 >5
0,50 0.03123 
о. go о дао
0.70 0.0 /0 
0.80 0.0295
0.90 0.0176
1,00 0.073
1.10 0.107
1.20 0,152
1,30 0 203
1.40 0,281
1,50 0.363
1.60 0.474
1.70 0.599
1.80 0.74)

0.000 >55 
0.00133
0.09)82
0.0!15
0.0 >09 
0,0 И8
0,0158 
о.о; is
0.0873
0.1135
0.1405
0, ՚ 
0.210
0.250
0.313
0.358
0.415

0.0191 0,0197 
0.0315 0.02)3 
1,0555 0.0138 
0.0J55 0 0.23 
0.1 23 >0.0 <35
0.174 OJO)
0.23) о.но 
0.320 0.173
0.417 0 215 
0.526 0.25)
0.677 0 311
0.812 0.3 50 
1 033 0.111 
1.23:3 0.483 
1,513 0.538 
1,797 0.632
2.225 0.714

0.166,0.030 
0,228.0,101 
0.3010.133 
0.109 0.16։ 
0.5120,202 
0.647 0,243 
0.80(0.24) 
0.0 >00.310 
1,20)0.3)3 
1.4550.458 
1.73 0.523 
2,05 0.5)5 
2,40 0.670 
2.7) 0.75։
3.21 0.311 
3.73 0..В» 
4.2.5 1.027

0.5741 - 
0.718 0.222 
0.885 0.262 
1.078 0.307 
1,300 0.353 
1.553 0.417 
1,815 0.478 
2,150 0.540 
2,530 0.613 
2.92» 0.585 
3.35.3 0.772 
3.870 0.856 
4.40 0.942 
4.9)0 1.0:0 
.5,625 1.145 
6,320 1.250 
7.033 1.3S0
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1 1|Л!.՝.оу.?.Ч1вс 3 (продолжение)

։п- ° :п- 0.5 III .0 1 ,5

р
м» ад ад <?(?) {Չ)

— — ____
՜՜ ----- - ----- —------ —

I/O 0.918 0.491 2.49 0.802 4,84 1,130 7.915 1.475
2. со 1.122 0,561 Չ.պ

3.37
0.891 5,47 1,240 8.780 1,600

2,10 1.352 0. 35 0.992 6,16 1.357 9.7Г.0 1,730
2, го 1,615 0.717 3.85 1.0 3 6.93 1.480 10.770 1,8է0
2,30 1.9:3 0.802

0.893
4.41 1.200 t ,75 1.605 11,875 2.005

2 40 2.245 5.00 1,315 8.63 1.74 13,05 2.15
2, ГО 2.615 0.1 и 5. (5 1.430 9.58 1.87 14,30 2,31
2.ս> 3.030 1 .0.0 «,3В 1,560 10.62 2.01 15.65 2.46
2,70 3.49 1 до 7.15 1.71 11.72 2,16 17,0> 2.62
2,80 4.00 1.31 8.01 1,85 12.97 2.32 18.50 2,79
2Д0 4,56 1.43 8.92 1.97 14.16 2.48 20.13 2 96
з.со 5.15 1.55 9.89 2,12 15.47 2.63 21.85 3.14
3,10 5,81 1 67 10,97 2,27 16,1.0 2.82 23.35 3.33
зло 6.55 1.81 12,25 2.44 18.40 3.00 25,50 3,52
3,30 7,33 1.96 13.27 2.СО 20,00 3,17 27.50 3,71
3,-10 8.17 2,10 14,55 2.77 21,65 3,36 29.50 3,91
3.50 9.07 2.25 15,95 2.94 23.50 3,55 31,75 4,12
3,10 10.07 2.41 17.38 3.13 25.40 3,76 3-1.00 4,32
3.70 11.12 2.58 18.95 3.31 27.40 3,96 36.45 4,55
зло 12.13 2.75 20. го 3.51 28 ДО 4.16 38.90 4,77
зло 13.33 2,91 22.35 3.71 31.6 4.39 41, СО 5,00
•1.00 Ы.72 3,10 22,05 3.91 34.0 •1.62 44,35 5,25
•1.Ю 16.10 3.27 26.10 4.12 36.4 4.85 47.30 5,48
4 ДО 17.Г0 3.46 28.10 •1.34 38,4 5.08 50.15 5.74
•!,?О 19.07 3,67 30.20 4,56 41.6 5.33 53.20 5.98
4,-10 20,65 3.86 32.5.0 4.79 41,0 5,56 56,65 6,22
4 ДО 22,40 4, Orf 34 ДО 5.02 47.5 5,80 СО. 00 6 ДО
4.60 24 .И 4,28 37.30 5,25 Г 0.6 1 06 63, СО 6,78
4,70 26,15 4. ГО 39.35 5.50 53.5 6.32 67.20 7,03
4 .60 28.15 •1.73 42.70 5.75 56.8 6.58 71 ДО 7. аз
4,!.О 30.25 4.96 45.50 6.00 60.4 6.88 75 ДО 7,63
5. GO 32.70 5.20 48.40 6.26 63.2 7.18 79,25 7,90
5.Ю 34.Г0 5.45 51.55 6.53 68.5 7.48 83.50 8.21
5.20 37.30

39.(0
5.68 54.4 6,8! 71,5 7.77 83.00 8,53

5.30 5,96 58.15 7.08 75.6 8.07 02. со 8,85
5.-10 42. СО 6.21 61.75 7.41 79.7 8.37 97,50 9.15
5. ГО 45.4 6.47 65.35 7.67 84.0 8. G7 102,50 9,52
5, СО 48.3 6.73 69.15 7,‘:8 88.5 S.98 107.50 9,82
5.70 51.-5 7.03 73.15 8.30 УЗ.2 9.20 113.00 10,14
5 ДО 54.7 7.34 77,30 8.62 98.0 9.62 118.00 10.50
5 ДО 56,0 7.62 81.25 8.92 103.0 9,95 124.00 10.83
6.СО 61.4 7.99 8.5.'. ( 9.25 103,0 10.29 129 ДО 11.20
6,10 64,9 8.21 ‘0.60 9.67 113,5 10.64 135,50 1! ,56
й ДО 68,9 8.-5 95.25 . 9.5 119.0 10.99 141 ,1-0 11,92
6,20 72 9 8,83 100.35 Ю.25 125,0 11,31 148.00 12,26
6,40 .77.0 9.16 |05.50 Ю.СО 120,5 11,70 154.50 12,63
6,50 81.1 9.48 ПОДО 10 Д'и 136.5 12.0» 161,50 13.00
6.(0 185.5 9.81 115.7֊ 

|21.««
11 .22 142.5 12.40 168,30 13.40

6.70 ‘.0.0 10.14 11.66 149,0 12Д8 175,10 13,83
6,60 94.5 io.ro 27 ДГ 12,03 156.0 13.18 183,00 14,20
6/0 99.3 io.ro : 33.‘-0 12.37 1G2.0 13.59 ito.ro 14,65
7,00 1104.2 11,17 յ39.00 12.77 ,170.0 14, СО 197.00 15,05

Известия VIJ, № 5—5
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ճհԴՐՈԷԼեԿՏՐԱԿԱՅԱՆՆեՐհ ԱՌԲեՐՈՂ. ՋՐԱՆՑՔՆեՐհ ՏՆՏեՍԱԿԱՆ 
ՃԱՇՎԱՐԿՄԱՆ ՆՈՐ ԱՆԱԼՒՏՒԿ Սե^ՈԴ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ
Հրանցքների տնտեսական ?'ш2~ 

վար1ւման աոաՀարկվող մե^ողր հնարավորություն Լ տալիս արաղ ե 
ճչղրիղ որոչեյու Հրանցքի' տն տեսական տե սակետից Ն պա и mui վ ո ր պա֊ 
րամեսւրներր խնդրի ին »պ ե ո րնղհանուր, այնպես Լ / մ ա Ա՛հա >( որ լուծման 
դեպքերում։ Հորր1ածու մ դե м> ե րյ >/ ա Л ա րյ jnt ււակն ե ր [t у oif tn JI, //։ и Հրանցքի 
ամրողջ հաշվարկր ւքերածվում Լ պարդ Р>քարանակաՆ դործոդՈէ ի(յուններխ 

ւԼոաՀարկէքոդ մեթոդով հնարավոր Լ կատարեք այն nut րե րոդ Հրանցքի 
ւոնէոեսակւսն հաշվարկր, որն ամրողՀռ/ի'1, անցնում է "•՝,։ի
մեկ կամ երկու կողային հենապատեր, ինչպես նաե <м«Ъ//£ դրուն-
տահանմ ան տարրեր ար J և քներն րսսէ փորվածքի խորոլիՀյան։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

4|<4.֊մա?., ,pb. ւ տԼխն. գիաօ։թ. Vil, № 5. 1951 Физ--мат., сстеств. и техн, науки

СТРОИТЕЛЬНЫЕ МАТЕРИАЛЫ

М. 3. Симонов

Самовакуумирование легких бетонов

§ 1. Сущность явления

Легкие бетоны, отличающиеся ог обычных значительной пори
стое։ ью. относительно мало уступают им по своим показателям проч
ности. водонепроницаемости и морозостойкости. В случае применения 
таких заполнителей, как лптоидная пемза, легкие бетоны, при одинако
вых расходах цемента и одинаковой консистенции, обладают даже 
лучшими показателями, чем обычные бетоны |1].

Указанное обстоятельство может быть объяснено характером ка
пиллярных явлений, происходящих з легких бетонах.

Формирование свойств легких бетонов протекает в условиях взаи
модействия двух капиллярных систем: цементного теста, постепенно 
затвердевающего в цементный камень, н порисюго заполнителя. Зерна 
пористого заполнителя, подобно „микронасосам*, отсасывают из цемент
ного теста воду, „аккумулируют* ее в капиллярах и отдают воду обратно 
цементному тесту но мере его затвердевания и высыхания.

Если бы заполнитель поглощал из цементного теста столько воды, 
сколько вытесняется из его капилляров воздуха, то в тесте происхо
дила бы замена водяных пор равным им объемом воздушных пор, и 
плотность цементного теста оставалась бы неизменной. В легких бе
тонах отсасываемый заполнителем из цементного теста объем воды 
не компенсируется отдачей тесту равного объема воздуха, в резуль
тате чего имеет место уплотнение цементного теста на поверхностях 
контактов с заполнителем.

Эю утверждение будет обоснованным при условии доказательства 
следующих выдвигаемых здесь положений:

а) капилляры пористых заполнителей являются сообщающими
ся, и если дос аточко долгое хранение заполнителей в воде все же 
не приводит к полному обводнению этих капилляров, то это объяс
няется защемлением в Них воздуха, а не наличием в них „о.ткры՜ 
тых* и „закрытых* пос՛:

б) давление защемленного в порах и капиллярах заполнителей 
воздуха в общем .случае не равно атмосферному; давление это долж
но быть выше атмосферного при отсасывании заполнителей воды из 
цементного теста и ниже —при обратном движении воды.
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Последнее может иметь место при вакуумной обработке 
легкобетонной смеси или в процессе затвердевания и высыхания бе* 
тона. В обоих случаях будет иметь место гра. иен։ давления между 
цементным тестом (камнем) и заполнителем на поверхностях контактов.

Экспериментальное исследование выдвинутых положений и со- 
савлйет задачу настоящей работы.

Описанный характер про.екающих в легких бетонах капилляр
ных явлений лает основание говори!ь о „самонакуумировании*՜ лег
ких бетонов, поскольку явления эти до известной степени могут быть 
сравнены с явлениями, имеющими месю в бетонах вообще, ирг. вакуум
ной обработке.

Следует отмстить,что если при вакуумной обработке бетона вода 
может окгасываться из цементного теста с интенсивностью не свыше 
одно։'։ аглосферы, то капиллярные явления, как известно, не связаны 
с атмосферным давлением и поэтому при „самовакуумпровании'* от
сасывание воды из цементного теста пористым заполнителем может 
осуществляться и с более высокой интенсивностью.

11ри вакуумировании бетона отсасывание воды производится на тол
щину укладываемого слоя. Поэтому в вакуумированном бетоне может 
иметь место неоднородность— убывание эффекта вакуумировании но 
мере удаления от вакуумированной поверхности. В легком бетоне зерна 
пористых зава. ннтслей, выполняющие роль пвакуумполостейи. равно
мерно распределены в бе ւ пне. В то же время толщина „самонаку- 
умирусмого" с..оя в легких бетонах измеряется не десятками санти
метров, как в предыдущем случае, а долями сантиметра и даже ми
ли метра.

Можно показать расчетами, что юлщипа „самовакуумируембго* 
слоя, н( значительная по от ношению к мелким зернам, быстро растет 
по мере увеличения крупности зерен. В соответствии с этим, мелкие 
зерна порисого заполнителя в качестве „накуумпо..остей " будут „за- 
канчива ь работу" и „выключаться" в начальной же стадии затво; е- 
ши бетонной смеси. Из сказанного следует, что эффект „самопаку- 
умпрования", в том смысле, в каком это имее՛.с» в виду при вакуум
ной обработке бетона, будет тем больший, чем крупнее зерна запол
нителя, чем меньше (до известной степени) по/вижн-. сть бе.ониой 
смеси и чем ме..леш:ее всасываемость данного вила зоьоль-.пеля. В 
этом же смысле, „самовакуумнроваьие"' должно дать в легких бето
нах больший эффект при их раздельной укладке и применении сухих 
заполнителей и меньший эффект- при обычном приготов. с пи бетон
ной смеси и применении предварительно насыщенных водой заполни
телей.

’благодаря самовакуумпрованию вредные последствия седимента
ционных явлений в легких бетонах должны сказываться в меньшей 
степени, чем в обычных бетонах [2].

При обычной вакуумной обработке бетбнноз! смеси отсасыва
ние из нее воды производится э промежутке между окончаниеи 
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уплотнения и началом ее схва:ываипя и продолжается обычно 10—15 
минут. В легких бетонах процессы самовакуумнровшшя. т. е. отса
сывание воды из цементного теста зернами заполнителя и затем от- 
дача влаги обратно твердеющему цементному камню, протекают на
чиная с момента затворения б тонной смеси в течение всего периода 
формирования бетона. Поэтому предвари единое вымачивание пори
стых заполнителей может .выключить* их пт участия в процессах са- 
мовакуумнронзнпч лить и начальной стадии, на пекоюром отрезке 
времени.

Явление влкуума в бетонах и рис (ворах изучается с 19*1՛) года [3]. 
В частост, вопрос изучался л Иде и утн ci ронмитериалов н 
сооружений .Ml Армянской ССР А. А. Лра..слг.ном в 1947 г.

Списанное пыже самовакуумировзяие легких бегонок следует 
отличать от явления вакуума в б. топах, обусловленного контракцией 
твердеющею цементного камня,нео иокрапюолисаниою в ли.ср.нуре 
.[3, 4. с. 6].

Явление вакуума, обусловленное контракцией, развивается н основ
ном после начала схватывания бетонной смеси, т. е. в период, когда 
.вакуум.............  дью ее упдотнення стаковится бесполезной;

Явление вакуума oi контракции неизбежно будет накладываться 
на явление самовикууми; оваиня легких бетонов, соответстенно услож
няя общую картину.

Из описания сущности самовзкуухнровани.". можно придти к вы
воду, чю процесс этот, протекающий в легких бетонах в течение 
.длительного срока и самопроизвольно, может привести как к положи
тельному, так и к отрицательному эффекту. В соответствии с ьтим, 
значительный интерес представляет не только изучение факторов, обус 
ловлнвающпх самовакуумирование легких бетонов, и влияние этого 
явления на их качестве, но п изучение возможностей управления про
цессами с а м о в а к у у м и р о в а и и я -

§ 2. Строение капилляров и капиллярные явления в пористых 
каменных материалах и бетонах

Каменные материалы, используемые н легких бетонах в качестве 
заполнителей, обладают значительной пористостью. Относительный объ
ем пор в наиболее легких породах камней (анийская пемза) достигает 
8О°/о. При приготовлении из таких камней заполнителей К собствен
ной порист оси։ их добавляется еще объем межзерновых пространств.

Объем пор ^О) и каменных, бетонных и других капиллярно-по
ристых .материалах легко определяется по одной из следующих 
•формул:

o«v(i-^j-v» (1)

где V-объем, камня (бетона).



70 М 3. Симонов

Р—вес камня (бетона\
а—относительный объем пор,
հօ и уу —объемный и удельный вес камня.
Объем пор (О) ;ю известной степени характеризует прочность 

каменных и бетонных материалов на сжатие и объемный вес. Что же 
касается таких показателей их, как капиллярная всасываемость, моро
зостойкость, водонепроницаемость, воздухопроницаемость и др., то 
эти качества пористых материалов определяются не столько объемом 
пор и капилляров, сколько размерами и строением последних.

Строение кипилляров
В технической литературе иногда указывают на капиллярно-пори

стые материалы с сис:емой замкнутых или сообщающихся пор. При этом 
к материалам с замкнутой системой пор от носят те из них, в оторых, 
при достаточно долгом выдерживании в воде, часть пор остается за
полненной воздухом.

Как уже указывалось выше, автоэ исходит из допущения, что в 
большинстве капилля:• ^пористых тел капилляры связаны между со
бой, а неполное заиолн-.-иие кг;- л ля ров водой объясняется не .замкну
тостью- нор, а строением кзггилл; ров, обусловливающим защемле
ние к них воздуха.

Диаме.ры капилля:ов по своим размерам колеблются от несколь
ких миллиметров в поперечнике до размеров молеку:. когда они пе
рестаю быть доступными ля молекул крупных размеров.

В этих пределах различаются не только диаметры капилляров 
между собой, но и диаметры одного и того же капилляра по длине. 
Переменность сечения капилляров выражается как в сужении и рас
ширении их по длине, так и в изменении формы: цилиндрическая 
форма может переходить в конусообразную, клинообразную, щелевид
ную форму и 1. и. Наряду с этим, следует различать одиночные и вет
вистые капилляры со стенками гладкими, пористыми, запыленными и т.д.

Необходимо отметить также, что для развития капиллярной диф
фузии необходимо наличие в стенках капилляров углублений и мик
роскопических открытых каналов.

Существует качественное различие в характере капиллярных яв
лений, протекающих в капиллярах различных размеров, в связи с чем 
имеются предложения по разделению капилляров на макрокапилляры 
и микрокапилляры.

По предложению А. В. Лыкова [7]. к микрокапиллярам следует 
отнести капилляры с радиусом, удовлетворяющим условию:

0,5X10՜’ г <10~5 си.
Предложение это обосновывается тем, что при более тонких ка

пиллярах радиусы их становятся сравнимыми с радиусом молекулы— 
~ К)՜8 см, а для радиуса капилляра г = 107> Ю՜7 с к давление на
сыщенного пара над мениском практически не отличается от дав
ления насыщенного пара над плоской поверхностью.



Сзмоаз.чуумироааннс легких бетонов 71

Капилляры с радиусом г> 10“5 см относятся к макрокапиллярам.
Деление капилляров на макро- и мнкрокапилляры обосновывается 

еще по признакам конденсации в них пара. Толщина адсорбционного 
слоя пара, согласно многочисленным экспериментальным данным, со
ставляет примерно 10 1 см Таким образом, если капилляр сквозной, 
то слияние а. сорбированных пленок жидкости может произойти, если 
радиус капи ляра в наиболее узком месте будет г 10 1 см. Только 
тогда образуется мениск, и, следовательно, будет происходить капил
лярная конденсация

Если же г>10 1 см. то в сквозном кэлнллире мениск не обра
зуется, и капиллярной конденсации быть не может. Такой капил
ляр может быть заполнен во ий только при непосредственном сопри
косновении с ней.

Защемление воздуха п капиллярах легко себе представить и 
случаях соприкосновения капиллярно-пористого ։е.;а с водой одновре
менно по всей поверхности (схема в, фиг. I), как это имеет место 
при затворении бетонной сме
си. когда движение воды в ка
пиллярах пористого заполни
теля будет происходить от пе
риферии к центру.

Но защемление воздуха 
в капиллярах бу ет имен, место 
я в случае одностороннего со
прикосновения пористого ма
териала с водой из-за неоди
наковой скорости движения во
ды в капиллярах разных диа
метров. Так, например, в ка
пилляре. состоящем из двух 
ветвей (схема б, фиг. ։), вода 
подымается по гонкой (правой) 
ветви и далее будет двигаться 
граждан выход в этот ствол воздуху, находящемуся в уширении ле
вой ветви.

Методика изучения строения капилляров

Из предыдущего можно сделать вывод, что изучение строения ка
пилляров в капиллярно-пористых телах является достаточно сложной 
задачей. Представляется возможным получить количественную и каче
ственную характеристику строения капилляров в пористых каменных 
материалах и бетонах микроскопическим методом, методом капиллярно
го давления, путем анализа изотерм сорбции и десорбции и т. д.
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Микроскопический метод может быть использован для определе
ния размеров капилляров и их распределения в ылифах пористых 
камней и бетонов по аналогии с метолом, принятым в петрографии для 
определения размеров минералов и их относительных количеств.

Линейным методом макроскопического анализа автором изучены 
размеры пор и общая пористость ряда пористых каменных материалов 
и бетонов [8]. Площади, занимаемые крупными порами, микроскопиче
ским методом определяются точнее, чем площади, занимаемые мел
кими порами. Поэтому установление размеров пор этим мето, ом мож
но ограничить определенными диаметрами. Суммарна:-; площадь, за
нимаемая более гонкими капиллярами, можеть быть о: поделена как 
разность между общим объемом под, вычисляемым, исходя из удель
ного и объемною весов материала, и объемом пор. обусловливаемым 
крупными капиллярами. Этот метод основан на предпосылке о равно
мерном распределении пор в породе.

Методом капиллярного давления следует именовать метод, при
меняемый для опре,деления пор ультрафильтров и некоторых других 
материалов. Этот метод использован В. В. Стольпиковым и Е. В. Лав
ринович для определения размеров пор в цементном растворе и 
цементном камне (9]. Метод этот основан на использовании функ
циональной зависимости между величиной капиллярного давления и 
радиусом кривизны поверхности раздела жидкость-вода. Путем про
давливания жидкости из капилляра газом находят то ..явление, при 
котором с поверхности образца, обращенной к воде, начинают от
рываться отдельные пузырьки воздуха Диаметр пор Д будет равен

Д =-------- ----------- см, (3)
1.0J4XL0' Р

где а-поле >хностное натяжение на границе жидкость-газ,
Р—давление воздуха в атмосферах.

Для определения размеров фракций пор в гетеропорозных телах 
А. В. Думанскнм предложено применять метол возрастающего дав
ления.

По предложению Л. В. Лыкова [7] представление о строении 
капиллярно-пористых юл можно получить по форме изотерм сорбции и 
десорбции. При этом методе исследуемый материал помещают в ат
мосферу влажного воздуха с определенным дав а нием водяного пара. 
По истечении некоторого промежутка временя устанавливается рав
новесие между содержанием воды в материале и давлением пара в 
окружающем воздухе. Изменяя последовательно давление пара в 
окружающем воздухе, можно получить зависимость между давлением 
пара и содержанием воды в материале в виде некоторой кривой. 
Кривая эта называется изотермой, поскольку зависимость между со
держанием воды в :атсриале и давлением лара устанавливается при 
неизменной температуре.
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Среди исследователей естественных камней и бетонов получил 
распространение мето:; качественной оценки их строения по интенсив
ности и высоте капиллярного подсоса.

Оценка строе и. я капиллярно-пористых тел возможна также по 
удельной поверхности. У тельная поверхность материалов в существен
ной мере зависяւ от того, получены ли or.it размолом плотных или по
ристых мгне калов, i laitример, порошок цементных клинкеров, моло
того кварца, извес-иякоз и др., характеризуемые малой пористоегью, 
обладают малой внутренней поверхностью. Даже в том случае, когда 
такого рода материал проходит через сито 10000 отверстий ио 1 
HOBcpxp.ocib его меже: составлять доли 1 ж-Հ՛. В то же время такие 
материалы как трепела, диатомиты. вулканические ксп.ты. глины и 
др. обладают чрезвычайно тонкой пористостью и высоко развито)՜։ 
внутренней позе хностью разлета. достигающей многих сотен лг г.

С точки зрения рассматриваемой задачи особенно большой инте
рес представляет изучение удельной поверхности капнддярно-нори- 

ютых тел без диспергирования последних.
Метод оп; еделения у. ельной поверхности сыпучих или пори

стых тел основан па измерении сопротивления, которое оказываем по
ристое тело протеканию через него разреженного воздуха [’0J.

Величина и свойства внутренней поверхности и структура тонких 
пор могут быть определены также структурным и электронно-микро
скопических: методом |11].

По мнению автора, важную косвенную характеристику строения 
капиллярно-пористого тела можно получить измерением в тем кинема
тики защемления воздуха.

՝ Интенсивность капиллярного всасывания
Водоотсасынающая слисоинос։ь гористого материала завися! от 

водоподъемной силы капилляров. относи:ельной площади. занимаемой 
этими капиллярами на поверхности данного материала, и от влажности 
материала.

Водоподъемная сила капилляра Q находится из известного выра
жения.

Q=—=hr, (4)
а

где а—поверхностное натяжение боды,
а—д։i а ме г р ка 11 и.: л я ра.
՝(—ПЛО’ПОСТЬ воды,
н высок։ .о н>--.ия водяного столба.
Из иы ажения (4) видно, что подъемная сила капилляра равна 

весу водяного с олба.
Каждая частица волы, расположенная па высоте հ' Հհ. испыты

вает растягивающее напряжение 1г՜, а столб воды как бы висит в 
капиллярной трубке, передавая свой вес на ее стенки.
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Относительная площадь, занимаемая капиллярами на поверхности 
пористого материала, пропорциональна относительному объему пор (а) 
н материале.

Поэтому вод ©отсасывающая способность пористою материала (F) 
в сухом состоянии будет равна произведению водоподъемной силы 
капилляров на относительный объем пор в материале, а именно

F«=Q<x. (5)

Защемление воздуха в капиллярно-пористых телах и методика 
определения его давления

Выше уже указывалось, что в капилляоно-пориртых материалах 
может иметь защемление воздуха независимо от того — соприкасается ли 
данный материал с водой леей поверхностью или ее частью.

В зависимости от строения капиллярно-пористых тел относитель
ный объем защемленного воздуха и его давление будут различными.

Объем защемленного воздуха (О-., ) во влаж .ом капиллярно-по
ристом материале определяется весьма просто.

Общий объем поп (О) в материале вычисляется согласно выра
жению (I) или (2), в общий объем воды, вошедший в капилляры (В) 
материала, определяется из разности весов ала.։;ною н сухою .мате
риала. Тогда

О, = О — В. (б)
Защемленный воздух, как потерявший связь с атмосферой, 

в общем случае будет иметь давление, отличающееся от атмосферного. 
Давление защемленною воздуха в материале будет завис-ль от объема 
вытесняемою из капиллярного воздуха (О.) при проникновении л 
них воды.

Среднее давление защемленного воздуха (Р ) по закону Мариот
та вычисляется из следующего выражения:

р, = £Լ°՜°Վ (7)
о»

где Р—атмосферное давление.
Объем вытесненного из капилляров воздуха может быть меньше 

или равен объему воды, вошедшей в капилляры.
Принимая во внимание выражение (б), приходим к выводу, что: 

при Ов =В рз =Р 
и при Ои <В ps^>P-

Из приведенных данных видно, что защемленный воздух будет 
иметь давление, равное атмосферному только в частном случае. В об
щем же случае давление защемленного воздуха будет выше атмос
ферного.

Эти же данные позволяют заключить, что водоотсасывающав
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способность пористых тел может изменяться в заметных пределах в 
зависимости от целого ряда факторов: изменения атмосферного дав
ления, изменения температуры воздуха, температуры воды, наличия в 
воде примесей поверхностно-активных веществ и др.

Понижение атмосферного давления будет увеличивать всасывае- 
моегь пористых чел подобно тому, как это приводи՛; к поднятию уров
ня грунтовых вод.

Изменение температуры защемленного воздуха будет вызывать в 
нем изменение давления и соошотственво вытеснение или дополни
тельное всасывание капиллярами воды.

Изменение темпера!уры воды или наличие в воде поверхностно- 
активных вещее: в будет вызывать изменение поверхностного натяже
ния воды и. соочв- :с:венго, изменение водоподъемной силы капилляров.

Давление защемленного воздуха и. соответственно, количество воз
духа, вытесняемого из капилляров при проникновении и них поды, мож
но вычислить па основе данных опыта, проводимого по следующей 
методике.

Сосуд необходимой емкое:и с горлышком заполняется исследуе
мым каииллярно-порыстым материалом и заливается водой. Горлыш
ко сосуда закрываемся резиновой пробкой с вставленной в нее бюрет
кой и сверху ло некоторой отметки заливается водой. При проведе
нии опыта должны быть обеспечены быстрое заполнение сосуда и 
бюретки водой и герметизация сосуда, Во избежание испарения воды 
из бюретки последняя прикрывайся, а на поверхность воды нали
вается капля масла. Уровень воды в бюретке останется неизменным, 
если объем вытесняемого из капилляров воздуха равен объему воды- 
проницаемой в капилляры, т. е. если О,. В.

Понижение уровня воды в бюретке будет указывать на то. ччо 
вода проникает в капилляры без вытеснения из них воздуха, т. е. 
сжимая воздух в них.

По данным изменения уровня волы в бюретке можно сделать 
необходимые вычисления.

Зная взятую навеску капиллярно-пористого материала, вычисля
ют. согласно выражению (2). объем нор (О) в нем.

По приращению веса материала в воде вычисляется объем (вес) 
воды. (В), вошедшей в капилляры,

Объем защемленного воздуха вычисляется согласно выражению (6) 
05 =О-В.

Давление защемленного воздуха определится из выражения

Р, д.Р(Оз+Вб) t (8)
о?

где В(1 —количество воды. Восевшее“ в бюретке ниже нулевой отметки.
Описанная методика тождественна с методикой В. В. Некрасов։, 

предложенной им для определения контракции [6]. Очевидно, что при
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изучении, например, свежензготовлеиных бетонов на пористых запол
нителях, количество волы, .осевшее*1 в бюретке, будет вызвано как 
сжатием защемленного воздуха, таки контракцией цементного камня. 
Поэтому для получения картины сжатия защемленного во?.д\ ха в легких 
бетонах следует отдельно установить картину контракции цемента в 
бетонах .ого же состава на плотных заполнителях.

Случай, кона давление защемленного воздуха ниже атмосфер
ного, а именно

Рз<р. (9)
может иметь место, например, в свежеизготов.тенном бетоне на по
ристом заполнителе при вакуумной обработке. Вода три вакуумировании 
будет отсасываться как из цементного теста, так и из капилляров 
пористых заполнителей. В результате отсасывания из капиллярен воды 
. авление защемленного воздуха внутри может упасть ниже атмос
ферного.

После удаления вакуумщитов вода начнет отсасываться капил
лярами в обратную сторону, и давление защемленного воздуха начнет 
увеличиваться.

Описанная кар՜: ина служит объяснением высокой эффективности 
вакуумирования легких бетонов, поскольку в них имеет леею сумми
рование обычного эффекта вакуумирования с явлениями самоваку- 
умирования.

§ 3. Водопоглощен ие пористых каменных материалов в 
зависимости от различных факторов

Как уже было отмечено, капилляры пористых камней при погру
жении в волу, из-за защемления в них воздуха, не могут заполняться 
водой полностью и что степень заполнения их капилляров зависит от 
породы камней, от размера их и ряда других причин.

Водопоглощение в зависимости от породы камней и размера образцов
Вопрос этот был подвергнут ■кспе. нмеитальному изучению перво

начально на 4 видах пористых заполнителей: из аннйской пемзы, 
артикской туфолавы. литоидной пемзы п аванского туфа. . 1ля каж
дого вида заполнителя изучались 3 фракции: с зернами ст 5 до 10 .и.ч. 
or 10 до 20 мм и от 20 до 40 и.ч.

Водокасыщеиие заполнителей определялось путем выдерживания 
их в воде в течение суток. Результаты опытов показаны на фиг. 2.

Как ви. но из фигуры, пи в одном из изученных заполнителей 
вода не заполнила полностью всех капилляров и пор. Объемные веса 
зерен нспьпанных заполнителей имели значения: для аннйской пемзы— 
560кг .чу, аптикскоЙт уфолавы —1075 кг и . лигой; кой пемзы-1400кг.'м" 
и аванского туфа—1550 кг'.ч1 . Пористое-ь зерен заполнителей 
была наибольшей у аняйской пемзы (О.'бд) и наименьшей у аванского 
туфа (0.380).



❖яг. 2. Степень заполнен:։։։ капилляров зерен заяоллнте.-я в проц. в зависи
мости от крупности зерен и продолжительности выдерживает в воде.

Как показали опыты, уже 15-мннутное выдерживание в воде 
оказалось достаточным для максимального насыщения водой заполни
те, ей из анинской пемзы и артике, ого туфа. в то щемя как заполни
тели из аванского туфа и в особенности из ли оп.п ой пемзы продол
жали впитывать воду и в течение последующего времени. Степень за
полнении нор оказалась тем выше, чем мельче зерна заполнителя.

Воп ос о том. в какой степени плотность материала я увеличе
ние размера зерен заполните, я (свыше 20 40 «,«) влияют на водо- 
поглощение. был изучен на лптоидной пемзе. Образцы были изготов
лены кубической формы. Испытанию было подвергнуто 42 образца, с 
размерами ребер от 4 3 ;:.о 6,9 ь’.я. Опыты -ги показали, что при объем
ном весе от ПЗС до 1777 лг;/зт3 влагоемкое:ь образцов составила 
от 5,4 до 18,9 , но весу и от 8.8 до 2Հ6% по объему. В то же 
время общий объем пор в образцах составлял от 23,7 до 51,5% и при 
выдерживании их в воде в течение суток по ы эти заполнялись водой 
на ճ6,4-65.3%. Определенной закономерности между плотностью ли- 
тондной пемзы и влагоемкостью не наблюдалось.

Интенсивность водонасыщсняя. изученная на 3 образцах с реб
рами от 4 до 5 см, показана на фиг. 3.
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Судя по этой фигуре, наиболее интенсивное водопоглощен не име
ет место в течение первых 2 часов. Капилляры и поры в течение 
указанного периода заполняются водой на ‘25,6—32.6° ft. в то время 

игпе/к> ноет* хранен left
■ձ 6 age Հ часам

Фи։. 3. Вл а гоем к ость лнтоидкой пемзы в проц. or объе
ма в зависимости от продолжит, хранения в воде.

воде степень заполне
ния пор составила 
всего 28.8-37,5%.

Необходимо от
метить, 41 о если за
полнитель из литоид- 
ной пемзы при зер
нах от 20 до 40 мм 
уже при 15-минут
ном выдержи вайя и 
в воде показал во- 
допоглощенис 7,5% 
по весу и заполне
ние пор на 26,2%. то 
кубики из литоидной 
же пемзы с ребра
ми от 4 до -5 см име
ли примерно те же 

показатели водопоглощения только после 2-часового вы; ерживания 
э воде.

Водопоглощение пористых камней в зависимости от 
температурного фактора

Согласно представлениям, высказанным выше, капилляры в по
ристых заполни.елях можно рассматривать как бы закрытые с одного 
конца. Вода, проникая в такие капилляры, должна вызвать постепен
ное сжатие находящегося внутри их воздуха до момента наступления 
некоторого равновесия. Последнее должно нарушаться при изменении 
температуры воздуха: с повышением температуры объем воздуха будет 
увеличиваться, и вода из капилляров начнет вытесняться наружу и, 
наоборот, с понижением температуры вола в капиллярах будет дви
гаться вглубь. Если пренебречь изменением поверхностного натяже
ния воды и изменением количества воды, расходуемого на насыщение 
воздуха в капиллярах, в зависимости от температуры, то объем воз
духа, заключенный опорах и капиллярах, должен изменяться пропор
ционально изменению абсолютных температур по известной формуле:

va ^, = (2734-1-): (273 -t,).
Высказанные предположения были подтверждены следующими 

опытами. Кубики, выпиленные из лнтоидной пемзы с ребрами от I до 
5 см, были выдержаны в воде с темпера гурон 10 в течение 5 суток. 
Затем вода, в которую были уложены образцы, была подогрета я те
чение 1 часа по 50 и, спустя несколько часов, температура воды вновь 
была понижена до 10°.
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В течение всего этого времени образны навешивались и на осно
вании полученных данных делались расчеты по определению степени 
заполнения в этих образцах пор и капилляров водой. На фиг. 4 по
казаны полученные результаты.

Фиг. 4. Степень заполнения капилляров литоилной пемзы водой о про։:, 
при повышении температуры воды от J0 до Ճ0*.

Как видно из фигуры, при повышении температуры воды степень 
заполнения водой воздушных пор в образцах из лптоидной пемзы умень
шается и при восстановлении температуры водной среды степень за
полнения воздушных пор восстанавливается, но с некоторым превы
шением.

Аналогичные результаты соответственно численно большие, были 
получены з других опытах пр։։ повышении температуры воды от 7 
до 99° (см. фиг. 5).

Делая допущение, что при изменении температуры защемленного 
воздуха давление его остается неизменным, были сделаны расчеты по 
определению объема этого воздуха при двух крайних температурах 
поды. Как показали опыты, фактические значения объемов вытеснен
ной из капилляров воды приблизительно оказались равными разнице 
в объемах защемленного воздуха, определенной путем соответствую
щих расчетов.

В обоих опытах, при восстановлении исходной температуры, сте
пень пшолпе ня пор водой восстанавливалась, но с некоторым превы
шением. Это явление следует объяснить тем. что в крупных капиллярах, 
в которых глубина всасывания волы будет соответственно мсныпей, 
чем в мелких капиллярах, защемленный воздух при расширении мо
жет вытеснить всю воду и частично потерять также некоторую часть 
своего объема.

Если повышение температуры среды вызывает уменьшение вла
гоемкое։ и пористых заполнителей, to сии кение юмпературы среды 
должно привести к обратному ре ультату. Для проверки этого, обро.
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Фиг. 5. Степень заполнение капилляров лнтоидиой пемзы водой 
в проц при повышении температуры воды от 7 до Ց0*.

зец из лнтоидной пемзы бы.՛: высушен до постоянного веса и погру
жен в воду с температурой 50*. Спустя 3 часа, температура воды бы
ла понижена ло 10:. Данные о влагоемкости этого образца, сопо
ставленные с данными о в -агосмности того же образца, но выдер
жанного все время при температуре -О', показаны на фиг. 6.

Как видно из фигуры, водопогл ощенив литой нон пемзы при по
нижении темпера։уры воды с 50 до 10 . в езультате уменьшения объ
ема .уха, . ейС ни.ельно повысилось.

Приведенные данные показывают, что изменением температуры 
среды можно влиять на волопоглощенйе пористых заполнителей, при
чем, чем больше объем защемленного воздуха, тем значительнее бу
дет изменение их водопоглощення.

Можно указать на следующие возможности использования описан
ных явлений на практике. Если свсжеотформованные изделия из лег՜ 
кого бетона или легкого железобетона еще задолго до начала схва
тывания внести в камеру с более низкой температурой, то произойдет 
дополнительный процесс псамовакуумирования“ этих изделий.
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фиг. 6. Влагсемкость литокдной пемзы в проц, от объема 
в зависимости от изменения температуры среды

При термической обработке изделий из легкого бетона и легко
го железобетона методом электропрогрева, электрообогрева или про
грева без применения пара опасения пересыхания бетона уменьшаются, 
поскольку при этом из капилляров заполнителей будет вытесняться 
некоторая часть аккумулированной в них воды, т. е. произойдет гсамо- 
увлажнение՝* бетона.

В начальные сроки твердения легких бетонов с повышением тем
пературы в них з результате экзотермических процессов также будет 
иметь место „самоувлажненне* бетона, что благотворно будет влиять 
на твердение бетона. В частности, процесс самоувлажнения легкого 
бетона явится фактором торможения развития усадочных явлений в лег 
ких бетонах, что весьма желательно в целях предупреждения появле- 
ления трещин в молодом бетоне.

§ 4. Давление защемленного воздуха в пористых камнях 
п бетонах

Если капилляры пористых каменных материалов являются сооб
щающимися, то в разреженном пространстве вода должна их за
полнить полностью. Исходя из этого, испытуемые заполнители с зер
нами от 29 до 40 леи были высушены до постоянного веса, высыпаны в 
камеру, в которой было создано разрежение воздуха а 500 .и и ртут
ного столба и затем залиты водой. Опыты эти показали, что степень 
заполнения капилляров в легких заполнителях, по сравнению с насы
щением их при обычном давлении воздуха, повысилась:

для анийской пемзы с 33,5 до 87,5%, 
для артикской туфолавы с 62,6 до 80,7%, 
для литоидпой пемзы с 44,5 до 97,8%.

Известия VII, № 5--6
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Полученные результаты дают основание считать, что в условиях 
более высокого разрежения заполнение капилляров пористых камен
ных материалов более близко подойдет к 100Հ.. и что стенки между 
отдельными порами и капиллярами в легких заполнителях являются 
проницаемыми дли капиллярной воды.

Переходя к вопросу о степени сжатия защемленного воздуха в 
лорах увлажненных легких заполнителей, необходимо прежде всего 
отметить, что факт ежа՛, ня воздуха в них легко устанавливается про
стым способом, показанным на фиг. 7.

Стеклянная трубка, изогукутая, как 
это показано на фигуре, и заполненная в 
нижнем колене подкрашенной водой или 
ртутью, устанавливается в отверстие, 
просверленное в кубике, выпиленном 
из испытуемого вида заполнителя. После 
этого кубик погружается в волу. Спу
стя некоторое время, происходит наруше
ние равновесия б уровнях ртути, при
чем последняя начинает перемещаться 
в сторону открытого конца трубки, как 
это видно на фиг. 7. Такое движение 
жидкость может получить только в ре
зультате сжатия воздуха в ядровой ча
сти кубика.

Описанный Олы-; может служить
только для качественного изучения поп- 

Фят. 7. Качественное определение _
сжатия wce-wwi»..г- ₽*«• Для определения степени сжатия 

тондиой пемзе. защемленного воздуха в норах заполни
телей бы.՜ принят метод, описанный выше, 

подобный крики ому В. В. Некрасовым для изучения контракцнон- 
ных яал"։ий |6]. В соответствии с этим метолом, стеклянные колбы 
с узки՝.: горлом иол самую пробку заполнялись испытуемым материа
лом, ::ос..е ’’.его колб;.: плотно закрывались резиновой пробкой с встав
ленной в лее бюреткой и сверху до некоторой отметки заливались 
водой. Во избежание испарения, на поверхность воды в бюретку 
наливалась капля масла. Наблюдения за уровнем мениска в бюретке 
в начале о ыта пронзкоднлись через каждые 5 минут, а далее — че
рез большие промежутки времени.

Описанным методом сжатие защемленного воздуха было измере
но в щебне с зернами от 20 до 40 .«.и из аннйской пемзы и литопдной 
пемзы, а также в бетонах на тех же заполнителях и для сравнения 
в бетоне на п. отпо.ч заполнителе и в тесте из обык .овевяого цемен
та и известково-пемзового вяжущего.

В легких бетонах явление вакуума, как уже указывалось, обу
словливается одновременно как водопоглощением пористых заполни
телей, так и контракцией системы цемент — вода.
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Поэтому для ориентировочного определения количества поды, 
отсасываемого легкими бетонами за счет сжатия защемленного воз
духа, необходимо вычесть из 
ими воды то количество, ко
торое поглощается вакуумом за 
счет контракционных явлений 
в обычном бетоне.

11а фиг. 8 доказаны кол
бы с бюретками в стадии 
опытов.

Результ ат ы он ределе ния 
описанным методом количест
ва поглощаемой бетонами, вя
жущими и заполнителями поды 
показаны на фиг. У.

Итоговые данные о ко
личестве воды, отсасываемого 
изученными ма։еризлами в ре
зул ьтате са моваку умирования, 

суммарного количества поглощенной

Фиг. 8. Колбы с бюретками в стадии опытов 
по определению степени сжатия защемленно

го воздуха в пористых материалах.

т. е. за счет сжатия защемленного
воздуха и контракции, приведены в таблице 1.

Риг.'Հ Интенсивность сзмовакуумнрозэния бетонов, заполнителей 
и вяжущих.
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Таблица J
Количество воды, отсасываемое пористыми камнями, вяжущими и 

бетонами за счет сжатия защемленного в них воздуха и контракции

Наименование материалов

Количество воды, отсасываемое 
в

в течение 5 
часов

в течение 
20 суток

Щебень из анийской пемзы..................................... 25 —
Щебень из литондной пемзы . . •......................... 22.5 —
Тесто из обыкнов. цемента......................................... 4.5 44
Тесто из извести пемзового вяжущего................. 2 11
Бетон на анийской пемзе ......................................... 16 53
Бетон на литондной пемзе ......................................... 8 28
Бетон на базальт, щебне и кварц, песке .... 4 13

Как видно из приведенных данных, из испытанных бетонов наи
большее количество воды отсасывается бетоном на анийской пемзе и 
наименьшее—обычным бетоном.

Если считать, что отсасывание воды обычном бетоном является 
результатом только контракционных явлении, и нс учитывать это ко
личество в легких бетонах, то можно придти к выво: у. что в бетоне 
на анийской пемзе отсасывание воды, сопровождаемое сжатием защем
ленного в капиллярах заполнителей воздуха, втрое превышает отса
сывание воды в результате контракции. Отсасывание воды бетоном 
на анийской пемзе оказывается даже большим, чем отсасывание воды 
твердеющим цементным камнем, не содержащем заполнителей.

В свою очередь контракционные явления в за՛, вердсвшем тесте из 
обыкновенного цемента оказываются в 4 раза больше, чем в затвердев
шем известково-пемзовом вяжущем.

Опыты эти показывают, что явление вакуума в легких бетонах 
за счет сжатия защемленного воздуха продолжает развиваться в тече
ние длительного времени, во всяком случае и после того, как в обыч
ном бетоне затухает явление контракции.

Соответствующие расчеты показали, что в капиллярах пористых 
заполнителей защемляется и сжимается только меньшая часть заклю
ченного в них воздуха; большая же часть воздуха, при проникнове
нии в капилляры воды, вытесняется из них.

Все же проведенные опыты позволяют установить новый важный 
факт, свидетельствующий о том, что следствием самовакуумирования 
в легких бетонах является не только уменьшение водосодержания це
ментного теста (простое замещение в нем воды воздухом), но и уп
лотнение его на величину сжатия защемленного в капиллярах пористого 
заполнителя воздуха.

В результате сжатия защемленного воздуха и контракции о 
описанных опытах увеличение объемного веса бетонов водного х: ане- 
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ния по сравнению со свежеизготовлеиными достигало: в обычных бе
тонах до 13 лгг/.ч3 и в легких бетонах до 53 кг/м*.

§ 5 Влияние водопоглощен ня пористых заполнителей на 
прочность бетона при обычном и раздельном методах 

укладки
Водопоглощение пористых заполнителей обусловливает самова- 

куумирование бетонов, в результате чего может иметь место повыше
ние их прочности.

Экспериментальная проверка этого была проведена на несколь
ких сериях опытов.

Одна серия опытов автором (совместно с Т. Г. Матузовым) была 
проведена на бетонах и растворах, изготовленных на лптоидной пемзе 
при одном и том же расходе цемента 300 кгЗаполнителем исполь. 
зовались сухие и предварительно увлажненные. Опыты эти показали, 
что влияние предварительного увлажнения заполнителей отражается как 
на прочности, так и на весовых показателях бетонов и растворов. 
Преобладание объемных весов бетонов, изготовленных на предвари
тельно увлажненных заполнителях, над объемными весами бетонов, из
готовленных на сухих заполнителях, значительное для слабо разжи
женных смесей, заметно уменьшается при смесях с осадкой 10 см.

Фиг. 10. Прочность бетонов на лптоидной пемзе из сжатие 
в 28-дневно.м возрасте в зависимости от консистенции.

Влияние предварительного увлажнения заполнителей на прочность 
бетонов можно усмотреть из фиг. 10.

Как видно из фигуфы, пределы прочности на сжатие для бетонов 
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на сухих заполнителях оказываются несколько большими, чем для 
бетонов на предварительно увлажненных заполнителях.

Другая серия опытов проведена на бетонах, изготовленных нс 
заполнителях из вулканических туфов. Результаты их были опубли
кованы автором ранее. [12]. В этих опытах бетонная смесь заготовля
лась маленькими порциями и укладывалась в формы немедленно, дабы 
возможно большая часть водоотсасывання успевала протекать поле 
окончания формовки образцов.

В связи с этим, результаты как на сжатие, так и па растяжение 
для бетонов, изготовленных на сухих заполнителях, получились луч
шими в еще большей степени.

К мнению о преимуществах изготовления легких бетонов на су
хих пористых заполнителях приводя։ также старые опытные данные 
Р. М. Михайлова и Н. Л. Попова [13]. Ими были испытаны пемза в 
гранулированный доменный шлак при одном составе бетона (1:3:5) п 
при одинаковой консистенции (угол наклона желоба при чистом сте
кании смеси составлял 23?).

В одном случае заполнители предварительно насыщались водой», 
а в другом случае брались в естественно сухом состоянии. В послед
нем случае прочность бетона на сжатие неизменно оказывалась выше 
в пределах около 25" 0.

В свете приведенных данных необходимо проанализировать утвер
ждение американских исследователей Ф. Э. Рихарта и В. П. Дженсена 
[14] о важности и желательноеш предварительного смачивания пори
стых заполнителей. Указанные исследователи сравнивали между собой 
легкие бетоны, изготовленные в одном случае на сухих ив доругом — 
на влажных заполнителях, выдерживая для обоих случаев одинако
выми как состав, так и водоцементное отношение. Общий расход воды 
а обоих случая?: был одинаковым, ио в одном случае часть воды еще 
до затворения бетона затрачивалась на замачивание заполнителя и 
остальная часть воды — при затворении бетона, в то время как в другом 
случае (при сухих заполнителях) все количество воды затрачивалось 
при затворении бетона. При таких условиях опыта бетонная смесь на 
сухих заполнителях должна была получиться значительно более под
вижной, чем на влажных заполнителях. Легко себе представить, что 
при таких условиях бетонная смесь па влажных заполнителях должна 
была находиться в более благоприятных условиях, чем изготовленная на 
сухих заполнителях. Действительно, на увлажнение заполнителей было 
затрачено количество волы, которое по предположению Рихарта и Джен
сена отсасывается сухим заполнителем из бетона. По из цементного 
теста вода должна отсасываться заполнителем менее интенсивно, чем 
непосредственно из воды. Кроме этого, пока в бетоне, приготовлен
ном на сухом заполнителе, последним будет отсосано столько влаги, 
сколько было затрачено на увлажнение заполнителя, в бетонной смеси* 
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изготовленной на влажных заполнителях, будет иметь место дальней
шее отсасывание воды.

В конечном итоге, при принятой указанными исследованиями ме
тодике, бетоны на предварительно увлажненных заполнителях должны 
были обладать более высокой прочностью, вследствие большей плот
ности цементного теста.

К неправильному выводу американских исследователей привело 
то обстоятельство, что они проводили сравнение бе.онов не при оди
наковой консистенции, а при одинаковом водоцементном отношении, 
т. с. в несопоставимых условиях.

Как уже указывалось, наибольший эффект самовакуумиромния 
легких бетонов должен получиться при раздельном методе их уклад
ки. При этом методе бетонируемое пространство заполняется крупными 
камневидными часищами и заливается послойно жидким раствором 
„сверху вниз" или подается „снизу вверх" при помощи специальных 
труб. Автором были поставлены некоторые опыты но изучению эф
фекта самовакуумированля летних бетонов при раздельной укладке. 
В качестве заполнителей были использованы песок с крупностью зе 
рек до 5 мм и щебень с зернами от 40 до 80 мм из литоидной пемзы. 
Песок использовался в сухом состоянии, а щебень в одном случае в 
сухом и в другом- В ЕССЬ-шеН1:ОМ воден CCCTOJ.l.HH. Раствор изготов
лялся с осадкой конуса „СтройЦНИЛ" 8 и 12 см. Мета.:.-.нчест.ке фор
мы 20Х-0Х20 см, заполненные соответственно сухим или влажным щеб
нем. устанавливались на виброплощадку ив состоянии вибрации запол
нялись раствором. Результаты этих опытов приведены я таблице 2.

Пределы прочности па сжатие бетонов, изготовленных раздельным 
методом на сухом и влажном заполнителях

1а блица 2

Растворы Бетоны

весовая 
пропорция 

раствора
«/в

осадка 
конуса 
Строя- 
ПН .4
в с.и

расход 
нем. в
Kt -U3

расход 
цсм. в 
кг-.м*

Предел։ Прочно
сти при сжатии в 

кг с.и-
превышен 

прочк. б-НОВ 
на сухих 32- 

полн.сухой 
зап.

влажн. 
зал.

1x2,5 1.0 8 391 225 242 .34 95 41%
1x2.5 1.12 12 368 216—225 из 8$ 34%

Учитывая приведенные выше данные и соображения, а также эко
номические преимущества, следует придти к выводу о большой пер
спективности применения раздельного метода укладки легких бетонов.

Выводы

Установлен факт защемления воздуха в пористых каменных ма
териалах и бетонах и дана методика определения объема и давления 
защемленного воздуха в них.
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Установлено в свхзн с этим, что пористые заполнители в бетонах 
следует рассматривать не только как низкопрочпые и легковесные со
став,тяющне. по и как возбудители процессов самовакуумнрования в 
них. Объем во; ы, отсасываемый пористым заполнителем из цементного 
теста в бечоне, менее объема, отдаваемого заполнителем тесту воздуха. 
За счет этой разницы в объемах, обусловливаемой сжатием защемлен
ного в капиллярах самого заполни;едя воздуха, имеет место уплотне
ние цементного теста и улучшение физико-химической связи его с 
поверхностью заполнителя в легких бетонах.

Приведенные выводы могут послужить для объяснения ряда осо
бенностей легких бетонов и пористых каменных материалов.

Институт строительных мате риалов 
в сооружений АН Армянской ССР

Поступило 8 IV 1953
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(Г. Զ. Սի if ոճով

ЯЬЯЬЧ. ԲեՏՈՆՆեՐհ ՒՆՔՆԱՎ.ԱԿՈհՍ418ՈհՄԸ
ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդված иլմ պար զված է ծ ակոտկևն ^արան յոլթևր ու մ և րետ ոններ ոլմ 
օդի ներկալման վ/ա/ւտր և տրված է “՚յդ •>>/ /' ծավալի ու ճնշման որոշման 
մեթոդը։

Այդ կապակցությամբ /դարզված ք;, որ րե տ ոնն եբում ծակուոկեն (Հ) ի Լ~ 
ներր պետ,ը է դիտել ոչ միայն որպես ցածրամ ա.ր և թեթեակշիււ րադա- 
դր իչներ, ա/լև որպես րե ։ո ոնն ե ր ո I մ ինրնավակու մացման պրոցեսների հա- 
ր ուց՚իհն եր ։ 1՝եւոսնո/ մ ցեմենտաիւմ/րրից ծ ակոտկեն Լցի^ի ծծած 9 ր ի ծավալը 
ավելի վ/ոՀ/ր Լ, րան լցիչի ^’’Ղ՚Ա՚ց խմորին տրվոդ °դի ծավալը: '(/՛ավալների 
այդ տարրե-րու fjյան ‘/աչվին, "['Ը պայմանավ/ւրված կ մաղանոթնե"֊
րոլմ ներկալված ալի սեդմմամը, աե/լի ունի րյե/fեն:ոաի/մորի ի/սւացման և 
իեեթև րետոննե րում լցիչի մակերևույթ ի հետ նրա էի ի ղի կո-րի մ ի ական կապի 
բարելավում ւ

Pl/րված ե զրակա լյ ու թ ր։/ն"1/ե րր կարոդ են կիրաովել թեթև րև/ոոնների 
և ծակոտկեն չարանյութերի մի չարչ աէէանձնահաակությս/.նների րա/յա~ 
տըրմո/Ն համար/
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ձի4.-մա».. j-ն. և աեխս. q|iinni^. \՛ '1, ,\с §■ 1954 Фнз.-мат.. ёстёств. и гехн. науки

НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

Б. К. Карапетам, Л. В. Шахсуаарян

Результаты инженерного обследования 
бюраканского землетрясения

Изучение последствий некоторых землетрясений, как-то: ереван
ского, севанского и бюраканского (эпицентр первого находился 8 
селе Па а՝.:ар, где, з основном, и произошли разрушения), показало, 
что сравните-:ւно не сильные землетрясения, являющиеся безопасными 
для капита. ьных зданий городского типа, могу՛: вызвать существен
ные повреждения в сельских постройках, в случае плохого качества 
строительных работ и отсутствия антисейсмических мероприятий.

Настоящая статья содержит некоторые резу ыаты инженерного 
обследования бюраканского землетрясения, п оке педшего 3 июня 
1949 года с 10 часов 24 минуты по местному в смени. Оно является 
последним разрушительным землетрясением, икс ;֊֊нм место на тер 
ритории Армении.

Близкими к Бюракану очагами считаются Джамушлннскнн очаг, 
находящийся у севе..о-врсточного массива горы Арага.д. на Апарапской 
равнине и Араратская группа очагов, охватывающая очень большой 
район, протягиваясь от Октемберяна на северо-запад до Садарака на 
юго-восток 2]. Можно предположить, что бюраха::с::ое земле: рясе иие 
относится к Лжамущлиискому очагу.

Плейстосейс.овая область бюраканского землетрясения охватила 
сравнительно малую территорию, примерно 150 кв. км, что может 
быть объяснено установленным для Кавказа быстрым затуханием 
сейсмической волны, а также поверхностным расположением очагов 
землетрясений.

Из основании обследований разрушенных зданий -и опроса мест
ных жителей была определена интенсивность землетрясения в от
дельных населенных пунктах (по шкале ОСТ В:<С 4537):

г. Ереван —2 3 балла. Ощущалось немногими чуткими лицами, 
которые находились в покое в верхних этажах зданий.

г. Аттарак — 2—3 балла. Ощущалось немногими как слабее 
колебание и было осознано лишь после обмена впечатлениями.

с. Усжан —2—3 балла. Ощущалось немногими как незначитель
ная вибрация.

с. Агарак 4 балла. Вне зданий ощущалось немногими, внутри 
большинством людей. Скрип полов, балок, дрожание мебели.
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с. Тегер —6 баллов. Ощущалось преобладающим большинс.вом 
людей. В зданиях появились трещины и произошли частичные разру
шения

с. Оргов —6—1 баллов. Сщущалссь всеми как волнообразное 
движение почвы и удар. В зданиях появились трещины, а некоторые 
из них разрушились.

с. Инаклу -6—7 баллов. Сщущалссь всеми. Имело место раз
рушение некоторых зданий. Родниковая вода после землетрясения 
стала мутной.

с. Бюракан —7 баллов. Вызвало панику среди населения. Часть 
зданий разрушилась, в некоторых появились трещины. Каменные 
здания современной конструкции не по. учили повреждений, появи
лись лишь незначительные трещины.

Бюраканслое землетрясение причинило значительные разруше
ния в основном в селах: Бюракан. Инаклу. Оргов и Тегер.

Основным видом строений в этих селах были одноэтажные зда
ния из рваного бута, сложенные на глиняном растворе. Чрезмерная 
толщина земляной кровли (до I метра), повышая центр тяжести зда
ния и вызывая силы инерции значительной величины, в ряде случаев 
являлась основной причиной полного разрушения здания (фиг. 1).

Фиг. I.

Другой не менее важной причиной разрушения зданий являлась 
ничтожная прочность раствора, на котором была выложена бутовая 
кладка. Последнее обстоятельс. во особенно сильно сказалось в зда
ниях, где углы были выложены из такого же бутового камня, что в 
стены. При этом не обеспечивалась надлежащая связь между стенами 
и происходило разрушение углов здания. В зданиях, где углы были
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выложены из пос.елнс.ого камня и с соблюдением перевязки швов, 
разрушений не наблюдалось.

Разрушение произошло и в зданиях, стены которых были выло
жены из по՛-тел истого туфового камня на глиняном рас. воре по си
стеме „мидис* при о сутствни сквозных или хотя бы достигающих 
2 3 толщины стены тычковых камней. Глиняный рас вор, имеющий 
ничтожною прочность сцепления с камнем, нс мог обеспечить над
лежащей связи между слоями кладки, чем и объясняется то обстоя
тельство. ч- о характерным разрушением при такой кладке явля
лось отслоение наружного слоя. Внутренний же слой кладки, ввиду 
опирания на него балок перекрытия, в большинстве с. учаев не раз
рушался. Балки перекрыт ня в лучшем случае опирались на 2 3 тол
щины стены, поэтому и происходило разрушение именно наружного 
слоя. Пример такого разрушения показан на фиг. 2.

Фиг. 2.

В большинстве зданий, имеющих балконы или навесы, балки пе
рекрытия последних опирались на стены без надежного их присоеди
нения. При землетрясении балконы и навесы разрушились и за собой 
повлекли наружную часть стен, на которые они опирались. Пример 
такого разрушения показан на фиг. 3.

В зданиях из постелпстого туфа, выложенного на известковом 
или сложном растворе, обеспечивающих необходимую прочность сцеп
ления раствора с камнем, каковыми являлись здания обсерватории, 
пос: роенные за последние годы, повреждений не наблюдалось.

В обследованных зданиях отсутствовали присущие сельским по
стройкам деревянные антисейсмические пояса, которые, например, 
имелись в большинстве зданий города Аштарак. В некоторых зданиях,
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в частности в сэром здании школы, были обнаружены напоминаю
щие антисейсмический пояс деревянные брусья, проложенные выше 
и ниже оконных проемов, однако они прерывались у дверных прое
мов и ио ому нс выполняли основного назначения пояса, заключающе
гося в обеспечении жесткой связи стен между собой. Тем не менее, 
положительная роль этих деревянных брусьев заключалась в обеспе-

Фйг 3.

ченни равномерного распределения нагрузки, передающейся о-.՛ верх
них слоев кладки нижним и. тем самым, создающих сравнительно 
благоприятные условия для работы кладки при сейсмических воздей
ствиях.

Обобщая результаты обследования бюраканского землетрясения, 
приходим к выводу, ч.о в основном пострадали здания из мелкого 
бутового камня на глиняном растворе, из-за несоблюдения горизон
тальности рядов кладки, недостаточного сдеплсния раствора с камнем, 
не жесткой связи перекрытия с несущими стенами и отсутствия ан
тисейсмических поясов, в час. кос: и деревянных, как наиболее прием
лемых в сельском строительстве.

Отмеченные факты разрушения имели место также при севан
ском и ереванском землетрясениях, причинивших аналогичные по
вреждения в сельских постройках в Севане и Паракаре [3].

Таким образом, к возведенью зданий в сельских местностях еле 
дует подходить со всей серьезностью, соблюдая все те требования 
|1], которые предъявляются к опасным с точки зрения сейсмики обла 
стям.

Институт строительных матерпалов 
и сооружен;:;: АН Армянской ССИ Поступило I VI 1954
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Հոդվածու մ բերված /. /՝յա բտկանի' 1949 ք>?. հանիսի 3-ի երկրա~ 

՞արմիրյ <ւ յա ասկան » ին ո ւ ի1 յր։ ւ ՆՆ ե ր ամ п/ишУиг ցած ւ]1ւ Ш и վ ած _բն/ւ ր ի ուսո։.մ~ 
նասիբա }•!յա նը։ !/,նաէիդի /; ենա/«//</ած դյրրւ >>ական միա՚ա/րկ քինա [3յա ն֊ 
ների Ш‘ իւա <ոան րա յին ււյ ա յէ.'անն Л (ր ր կասա րյւքած յ։ի uL յււմակա յա նա /,/ յան 
աեասկԼս/ի tji Նշված են ւ1՚ի ՛բանի կւՀէւ и ա բ ա կա ի վ ե -ինարարաեան աշիւա- 
։<ւ սւն բն /. ր ի 3 ա ։1'ա՛հ ակ ււէԼ՜ւ> դաած ք<11, ր ա թ յ ա ն՚հ ե ր, որոնյ» ւյ / իւա վ ո ր ա tt/ե ւ> 
սյւստճաո 1էն բարձեք երկրաքարշից կա till ։ ցվ ած յ>ի յյւ իվ կամ մասնակի 
ավե ր ւ/' ան րւ
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