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Обобщение ряда Тейлора и некоторые вопросы 
теории аналитических и квази-аналитических функций

С О Д Е Р Ж Л 11 И Е

Предисловие-
Глава III. Некоторые приложения общей теории.

§ 1. Применение к суммированию асимптотических рядов.
§ 2. Факториальные ряды, как аппарат суммирования расходящихся рядов.
§ 3. Аналитическое и кв; щ-.-пи дитичо-хОг продолжения функций.

ПРЕД-НСДО ВНЕ

Настоящая работа является продолжением нашел статьи, помещен­
ной в Известиях АН Армянской ССР (серия ФМЕТ наук, т. VI, №5 6. 
1953 г.) и посвящена применению изложенных там результатов к двум 
группам вопросов, которые касаются суммирования расходящихся ря­
дов. а также аналитического и квази-аналитического продолжения 
функции.

В § 1 доказывается, что для тою. чтобы асимптотический ряд

Ус„ г ՛՛. определяющей функцию i(z>. суммировался методом факчо- 
Л-0
рнального ряда по последовательности чисел | yJ при Re(z)>a։ >■’), 
необходимо и достаючно. чтобы существовала функция
ф(х) А (՝,<,. Да. с-.), а. О, i;i'ah. • ю ф '՚ (а) = , k — О, 1,J, •• .

It--)

причем порядок равномерной сходимости соответствующего ժ-обоб- 
щенного ряда Тейлора равен а, .

Далее получается признак суммируемости асимптотических рядов 
методом факториального ряда.

В § 2 доказывается, что изложенный в работе метод суммирова­
ния рядов регулярен и суммирует ряды, которые не поддавались сум­
мированию другими методами.

В § 3 вводятся определения:
Условимся говорить, что:
I. Бесконечно дифференцируемая функция ф(х) задана своим эле­

ментом в окрестности точки «. если задана совокупность ее после­
довательных производных в точке а
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2. Функция ф(х) аналитична в е-области D(a. {yv|), определяе­
мой последовательностью {Т„] и а>0, если она разлагается в сходя­
щийся при х£[я, со) ряд

Ф(х)=Х^Г " -•
п-0 I П(ь+ту)

U v-o
с

Доказывается теорема:
Лля того, чтобы бесконечно дифференцируемая функция ф(х). 

запанная своим элементом в окрестности точки а (-(0, ос), ф"’(а>= 
—■ сп..| , п = 0, 1, 2, , продолжалась аналитически или квази-
аналитически по е-области D(a, • т.,|), необходимо и достаточно, 
чтобы ряд 

к п+1 ._
V . ո Պ' , где ап = VCksM>k, tm“k

п о Ո(շ-?*Լ) k”a ՝”° k-°
М-0

сходился при R'. (z)>c. , а,.>0—некоторое число; откуда получается 
один признак аналитического или квази-ана.ип ического продолжения 
функций.

Наконец, доказывается теорема об аналитическом продолжении 
од..ого класса функций, заданных своими рядами Дирихле.

Последняя теорема даст возможность судить о расположении 
особенностей всякого факториального ряда на границе его сходимости.

Глава III. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ

В настоящей главе обобщенные факториальный ряди ряд Тейлора 
применяются к суммированию асимптотических рядов, а также к воп­
росу аналитического и квази-аналитического продолжения функций.

§ 1. Применение к суммированию асимптотических рядов

Определение 1 (е). В отличие обозначений в определении 1 на­
зовем функции
ф,(х)=ф’(х). ф2(х)-[е:Л Ф։(х)|'........... Фи+,(х) = Ie1֊՞՜՛"՛֊ ։ Чт(х)|՛ , . . .

ш = 1, 2, .... обобщенными последовательными е-пронзводнымн 
функции ф(х) по последовательности {Т,|.

Там где нет указания о форме обобщенных производных, сле­
дует их понимать в смысле определения 1: а в случае ^-производ­
ных всегда будет соответствующее указание.

Теорема (3.1). Всякая функция ф(х), имеющая на некотором 
|« со) , (н \-\'-ую интегрируемую производную, может быть пред­
ставлена в виде
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в
Ф(х)=У-^

v-0

е1«-к
-- ---------- d;+rn(a, х), (3.1) 

ПК+ն) 
к-О

где х < [а, оо), простой [контур С.—охватывает окрестности то­

чек (— тк|, к=0, Ь ?........... у, (Го = О), ак ֊ е'Ь ф|:(«), где Фк(х)—
к-ля е обобщенная производная функция ф(х) по последователь­
ности |yj, а

'A *) = ?е •1X1dx1(,’c"('J"‘1'5t’dx. 

а а

... с-т" Tn J 1в dx„ (фп+|(Хп iJdXn,։’ (3՜2'
а а

Эта теорема может быть доказана самостоятельно повторением 
метода теоремы (1.1). ио и может быть получена из нее заменой пе­
ременных.

Применим второ!։ способ.
Пусть ф(х) ?(е ՝) = ?(։).
Очевидно функция ?(t) определена на (0. и], где и е՜՜ и там 

дифференцируема (п փ 1) раз.
Для функция ?(t) имеем представление:

X ■
( [“ճ——+Rn(u. 0,

-“՜ J ПК+Tj 

» —I» * О

где 0<Հէ <u. х = z(?) >0—некоторое число.
J Jn - }п

R.(u, t)=j tr'dt.J й' <11, Tn ■•1dt„j<p„+l(t1,+1)dt.+1. 
и u u '.I

Значит для функции փ(է) получим:

՜»
Д а J*—*ф(х) - ф(е Х)=У-<Н“ | —-----------ds-г Rule х); (3.3)
—4 I г-т

I Пк+ъ)
х *4

здесь х |х. эо).
Для определения коэффициентов а. и Ra(e . х) в терминах 

функции ф(х) нам придется c?in(t) выразить через обобщенные е-про- 
изнодные функции ф(х).
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Для этого заметим, что в лем.ме 3 теоремы (1.8) доказано, что

Ф,п ։(1)=|ф(и+1)(х) -h SiV>(x)+ .. . 4֊S?V (х)! •" • (3.4)

где числа Տ-”\ v = 0. 1. 2........... п определяются из тождества

m m
Ո(<-Ւր,)==^տրր '•
*я 1 k-0

Нам теперь остается выразить (tn — I )-ую обобщенную е-нро- 
изводную функции р(.х» через ее обыкновенные производные и срав­
нить полученное выражение с ?„։.:(х)

Имеем

Ф?(*‘ = |Ф|(х)е71ХУ •= 1ՓՆ՜)տ՛'*)' = ’Ф"(хЫ- rp|'(x)]e‘ ՝.
Далее имеем

•у/х) = [*г!х)е >■ *'*]' = фГ (xi т։О'(х)|е!' = 
=[Ф"'(х) -1Հ. — rj-ffx) I г։т,'/(х)|е>-՝.

Продолжая этот процесс щ — I раз. получим 

•?«i։a)-H<nl4>’U)+ sf՞'+ . .+si,n"y(x)|f"''. (3.5)

Сравнивая (3.4) и (3.5), получаем

^|^ = Фт-.(*)*х- (З.г>)

Используя последнюю формулу, покажем как преобразуется

։ Л” ՜1 1,1
R„(u, t)=Jtr 'dl, ... j l’„" ,n ' 'dt„ I Mt-. I 

II՛ u u
после замены t с ’.

Нетрудно заметить, что

Rn(u, t) =ги(я, x)^je 7։X|dxjje °' ;,)х‘ tlx» ...

*п I ՝n
. .. ie”" :,։ '“"dx,, >(x...,)dx„,..

9' V

, 1 где xk — In , 
‘k

7. == hi причем берем арифметические значения

логарифмов.
Для завершения доказательства теоремы нам остается выразить 

а, через производные функции ф(х>.
Заметим, что согласно теоремам (1.1). (1.3) 1 1 ®v.u) 

у «= 2, 3, ... . и = е՜’, значит
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а. = -е ՛>՝ <“> • (3.7)

Этим теорема полностью доказана.
Определение 3 (<?), Формулу 

р 
" а е(х’а,с 

ф(х) = \.~. I —- <1ч + ги(а, х). (3.1)
*-°՜՞։ 1 ГКч-Нх)

cY “-°

гдех£[а, оо)5 а О, простои контур С> охватывает окрестности 

нулей функции П(’ + Y-j, а
к-0

X X,
гп(а, х)=\е ■•’Х1(1хДеЧТ։“1,>х’ dx. J’PD+i(xn4-i)dxn+i

будем называть обобщенной ^-формулой Тейлора, а ряд

(З.Г)

который получается из (3.1). после перехода к пределу, когда 
п -> со (при соблюдении условия сходимости), будем называть обоб­
щенным е-рядом Тейлора.

Определение 4 (е). Число х называется порядком равномерной 
сходимости ряда если оно является порядком равномерной схо­
димости ряда 

оо

?(») - У 4
•*-0

ժ;. 
ПК+Yk) 

к-0

где I —е \ и = е՜0 на сегменте [0, п].
Введем классификацию функций ф(х) = ®(е՜*) т(0, где է £(0,1).
Определение 8 (е). Функция ф(х) на (0. со) принадлежит к классу 

функций С. п 1./С.-П .(0, оо)\, если функция
Пг, ( Пт. )

( I J ՝ I । J ՛

?<1) ?(е-х)£СГп ДОЛ).
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Определение 8'{е). Функция ф(х) на [а. о.-.). где а>0, принадлежит 
к классу функций С, п >- /С. п [%. оо)\, если функция

М է М )
<Р(0 = Ф(е х) С/п ,(0, и|. где ц = с“".!'"■!

11з определений 8 и 8' (<?) следует.
Теорема (3.2). Пусть Функция: С „ .(), оо). тогда для

Пг!
I ։ J 

всякой точки а£(0, со) существует последовательность чисел oyJ. 
где 3 = 5(а, [у,]). тикая, что при х - :ճ<Հօօ сходится ряд

Հ»
х а I<-М = У֊_^֊ I ֊г----------- d<- <3.8)

Ժ ,-р*—I w

где х> 0 - некоторое число. ait = е " ’й/х), а փո(ճ) ո-ая обоб­
щенная е-произвооная функции.

Замечание 5. Не нарушая общности, впредь вместо 5yv всегда 
будем писать у,.

Для доказательства теоремы достаточно заметить, что сущест­
вует число 7-^>0 такое, что при ։ (0. и], где и — с ։. сходится ряд 

«-ri*
Г UT

•(1) ճ՜շ^ր | 7------------ ւև’
«-о ։! П(*-н.)

»-0 
где ?(է) = ®(е *) ։Хх).

Последняя теорема может быть применена к суммированию асимп­
тотических рядов, а именно справедливо:

Теорема (3.3). Асимптотический ряд

С.,+ -г4+ ... Ւ>-ր ■■■■ <3.9)

определяющий функцию i(z). всегда суммируем при помощи 
факториального ряда по последовательности чисел )у [. ког­
да Re(z)>ac, где >. 0 некоторое, число, если существует 
ф(х) С п рО. о՜) такая, что в некоторой точке х (0, оо), ՝ м

ф(։"(х) — сп । . п — 0. 1,2............a. z = сгс .
Из условия 'ХхУ^С. п Հ0, оо) следует, что

Ж
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’Ях)
е-(‘֊хК

ПК+г.)

V-0

где ճՀճՀօչ, х։>0 некоторое число, превосходящее порядок рав­
номерной сходимости последнего ряда х

Составим интеграл 
00

P(z) (3.10)
а 

который существует для всех z при Re(z)>-z. 
Обозначим х — % = х', тогда (ЗЛО) запишется в виде 

00
H(z)—c։J=(e /x'Xa4֊X)dx. (ЗЛО')

о
Интегрируя (ЗЛО') по частям, что законно в силу леммы 2 тео­

ремы (1.81. получим
ՒՆ) - С.+ + -ф- + • ■ • + + Rn (z), 

<х>
где R«(z> = -^Tr ( е-"ф‘" ’։)(х T֊«)dx.

и
Но условию теоремы <’"'(«) Գ-։ , k= О, I, 2. ... , значит

1-Ն) = €«+-֊-+ •••

Оценим теперь сверху Rn(z)|. когда Re(x)>x>0. Для этого 
заметим, что в лемме 3 теоремы (1.8) доказано, что

1У"’(х) <С(х։) П'х1-гГ.) (е-е)“е',(х ”.
к-1 

где %?^>7.^-стс произвольное число, а<2>0 абсцисса сходимости ряда

S ” I \ I
У вп СХр I — ZY v . 0<г< 9 .

п-1 \ ։ •*/

Последнее неравенство показывает, что

1 '> ”(х+а) |<С (•/.,) п К*. + Г*Же ։)V<
k-1

Согласно полученному неравенству имеем
։։|R»(4K^ri(*i+Yk)(e z)"(e “'“'Mx.

1 ’ k-l i

или, при Rc(z)>> z։>-x.
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(е-е)пП(*-гТк)

,R„(z)|< С,(х) , ֊֊֊

Ո 1
X.S---г. Ն

ПИе £)rJe

2 .ti-j-l

Из последнего неравенства следует, что 

определяет функцию F(z) единственным образом, следовательно 
F(z| — f(z) и

сс • с»
i(z) — сг = е ‘Ч(х 4- a|dx = j e-i՝”’4(x)dx.

(I «

Функция ?(t) = ф(е~х) на |0. и], где и—e՜’ разлагается в обоб­
щенный ряд Тейлора

?(օ՜տ > i 4r֊;d;՝ 
n-o J -»-.o

Значит

где x։ > %,
Нетрудно заметить, что при Re(z)2>x будем иметь

где С„ —окружность -| yn |*=Yn о, причем 0 < о< х.
Совершая почленную интеграцию с перестановкой интегралов 

(что законно), получаем



Обобщение ряда Тейлора И

со

К?) - գ=£
п-0

«п_
2r.i

dz

Так как Re(z)>x, значит z находится во внешней к контуру 
Сп области, а так как подинтегральное выражение вне контура Спкроме 
полюса ' = z других особенностей не имеет, заключаем, что 

dz
2«i

Գ
Следовательно, ряд

Ո 

(*-Հ)Ո«+ն) 
v-0

__  I

П(2+тД

i(z) = cft4 У 

n—О

Я|>

П(*+Г.)

сходится при всяком z. Re(z)>x = Gc,
Этим теорема доказана.
Докажем предложение, являющееся обращением теоремы 1.3.3).

Теорема (3.4). Если асимптотический ряд f(z) ~ с0 ֊R
р

• • • ֊■+••• ори Rc(z)ас լ>0 суммируется методом фак то-
z

риального ряда по последовательности чисел | Tj. * 0. 1,2. •••.
Հօ = Օ. тогда существует единственная функция 6(х), принадлежа­
щая к классу

С . и Да. ОО), {?rj

такая, что ։/к>(а) = ck+։ . к=1, 2. •••, причем порядок равномер­
ной сходимости у. обобщенного е-ряда >(х) равняется ас.

Действительно, составим ряд

вд֊с.=]М— 
"֊° Ո(շ+ւ> ,-0

который согласно условию теоремы сходится при Re(z). где 
п+1

ап -г V ск8п'м‘ к. а числа Sk։> определяются из тождества

к-2 
п я
П(х+гД = £зГхп-к.
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Составим теперь функцию

где

или

Zj >ас , uf (О, I). t£(0. и].
Очевидно, что в силу теорем (1.7) и (1.8)

։։-г։~ Л

-И* + *’ՀՏ тг^֊ «• 
п-о J П (£*Ьт.)

х,—I» ■--О
Легко заметить, что

Ф՛”’{։) = £„,, , п =0, 1.2,

или

Действительно, согласно формуле (3.5) имеем
Ф„+,(г) ЗГ'Ф'Чг) +■■•-֊-З^Ф'иЛс’”'

Фт+1(0) Ф1”+1’(0) i Տր’Փ1°”(0)+--- րՏ£”Փ'(0).

Полагая ф(х 4-а)—Ф(х), т-Ь1=п. получаем

а„ = 4֊ S'," ” ф’”-։)(а) + ■ ■ • I- Տ^1|Փ4«)

Задавая гл значения ш=1. 2,-•֊, получаем треугольную систему 
линейных уравнений относительно 'У';}(я), к = 1, 2, ••• . (тф1).

Решая имеющуюся систему уравнений и зная, что
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ո+ւ
а|։ = У СкՏ}'Հ։'\. получаем 'Уп,(а) = с։։ : . п = I, 2,--- :

к-2
нетрудно заметить, что и с, = }(*)• Значит /П|(а) •=.cn* । при 
ո«0, 1, 2, •••

С другой стороны, на основании формулы (1.19) леммы 2 тео­
ремы (1.8), а также теоремы (1.7) получаем, что порядок равномерной 
сходимости обобщенного е-ряда функции 'р(х) равен գ .

Этим георема доказана.
Объединяя теоремы (3.3/ и (3.41. получаем:
Теорема (3.5). Для. того, чтобы асимптотический ряд

, С- ф+"+>+ ■■

определяющий функцию i(z), суммировался методом факториаль­
ного ряда по последовательности чисел | yj при Re(z)><?c>G. 
необходимо и достаточно, чтобы существовала функция

•р(х)£ Ср1 [«, оо)I N
такая, что й,к|<а/= ск+։ . к « U, 1. 2. -••. причем порядок равно­
мерной сходимости v. соответствующего е-обобщеиного ряоа Гей­
лора равен сс.

Отметим также предложение.
Теорема (3.6). Если асимптотический ряд

с/ \ I Գ . , Сц։(z)~c»+ z -I---------Ւ֊^ր

методом, факториального ряда суммируем ко послеооаательности 
17Հ при Re(z)>a<->0, тогда этот же асимптотический ряд сум­
мируем по тому же методу ко любой последовательности [У, |.

00 1, , , V со, для всякого г, прикогда начиная с у = I. у, > у. и Լ../ . < <> , {

v-l
Re(z)>a‘. где

Действительно, пусть ряд

= (3.11)
п ° 11 (х~гу,)

V-0
сходится при Re(z)> ст .’

Тогда в силу теоремы (1.5) функция j(z) — cft разлагается также 
в факториальный ряд по последовательности |’Հ), где начиная с ?-=!.

« |
հ у и V Լ_ = со, причем каждая точка сходимости с > аг , 
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յաօ = 0 ряда <З.П) является точкой сходимости также для ряда

-------  (3.1 Г)
՞ ’Пе+тЭ

...о

Этим очевидно устанавливается, что абсцисса сходимости ряда 
(3.1 Г) не больше ас.

Так как числа Щ:п>. k=0. 1, 2,-՜1. ”. получаемые из тождества
Ո п
П (*+»)=£ eJV*

к-и

называются числами Стирлинга, будет естественно числа ] St”'!, по­
лучаемые из тождества 

И И
n(z-rr.)=VS[“’i!՛ к,

называть обобщенными числами Стирлинга.
Впредь под символами S?՛. k=U, I. 2. ---.п будем понимать 

обобщенные числа Стирлинга.
Следующие две теоремы могут служить в качестве признаков 

суммируемости асимптотических рядов методом факториальною ряда.
7еорема (3.7). Пусть функция f(z) задана своим асимптоти­

ка
Сп 

ческим рядом i(z)~֊ ' и рядLt 
n —1

п

ГГ

имеет конечную абсциссу сходимости а,. ^>0, тогда

—
П1г+т.) 
.«О

причем абсцисса сходимости последнего ряда также равняется . 
Для доказательства теоремы заметим, что ряд

V֊ д»
—J г.
п-0 П(2+Г,)

ч-О 
сходится для всякого z, удовлетворяющего неравенству Re(z)>ac.
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Составим далее функции

• + ւ- 
р

« / 1 с»
<Лх) V^;o։(x)=V I -------
П-0 п—*0 ։ I П(£4~Т.)

v О
и

- 1
f,(z)= |c '4(x)dx- jt։ 

о о

где

■■»

**>-v Ջ I »■՛■՛ ■*՛'•• 

П ° , ' П(£“ Tv)
v о

Очевидно, что функция f,(z) определяется единственным образом 
в силу единственности функции ?(t); учитывая то обстоятельство, 
что ряд

л

П<?+г.։

при Re(z)><7c на [0. 1| можно интегрировать почленно, получим

W = v^֊
->-0 I I(z + rv)

>-0

С . ругой стороны, интегрируя ко частям

!,(z)= )е “TlxldK,

получим
ои

Мг)> ֆ+ֆ + ■••+ |:-+ .Me -Vn'<x)dx,
О

НЛИ

т-
Сп
Z|։



16 Г. В. Бадалян

Учитывая единственность функции f(z), замечаем, что

Цг) - f(z).

Значит при Re(z)>or

iUl- — 
՛-« rhz -ւն) 

,-(I

Последняя теорема существенно упрощается, когда последова­
тельность чисел [yj удовлетворяет условию ■' Հ а>՝/, где v=L 2.---. 
а ш > 0—некоторое число.

Теорема (3.7՛Հ Пусть функция f(z) зааана своим асимптоти­
ческим рядом

и
а |«п <С-П (х I Y»)‘ г^е v = 1. 2, • •*>>«>0, х>0—не- 

у -I
о— ։

которые числа, и„=\с\ EiTi'k.
ս~շ

=х
Тогда ряд сп z-n iсуммируется методом факториального ря- 

л I
да по последовательности (у при всех z, для которых имеет 
место неравенство Reiz) >%.փՅ, где o>w.

Для доказательства этой теоремы нам достаточно заметить, что 
из условия

Ո

Ип '-֊ спей*?*)

следует, что при достаточно больших п

ո 1
—(» + տ)ճՆ ո I

i с lin __________ ք» 1 ՚ո ո C
ПСл-гГЛ®) Пт-

I I i I

-(^4)L։ _5֊4֊L --1'՛՜-՛
■ IV ГН 'r W

^Ce 1 = Cuti

Iде £։>s>0 сколь угодно малые числа. С. C2(&i>.
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ос 8-;|
Так как 5>w, то ряд сходится, следовательно, схо-

II — I
ОО

дятся также ряд У -—2----- , когда Reiz) х - 5.
п-u I ]iz+yJ 

v-l>
Дальше доказательство теоремы г;-одолжается так, как и гео- 

реме (3.7).

§ 2. Факториальные ряды, как аппарат суммирования 
расходящихся рядов

зг
вз

Доказанные и предыдущем параграфе еоремы показывают, что 
факториальные ряды могут быть рассмотрены как аппарат суммиро­
вания рядов.

Для обоснования этого следует показать, что этот процесс удов­
летворяет условиям:

I. Метод суммирования регулярен, т. е. всякий сходящийся ряд 
преобразуется также в сходящийся ряд.

2. Если данный ряд суммируется методом факториальных рядов 
« по двум последовательностям 1-։ ՛ и :Հ՝. то суммируется к единст- 
է ՜венной сумме, независимо от взятых последовательностей.

Речь идет о суммировании рядов вида

Գ) 4- С| + с֊» -f- — (3.13)

Не нарушая общности, мы можем рассматривать ряды вида

Ряд (3.13) получается из (3.13') при z- 1.
Покажем» что процесс суммирования методом факториальных 

рядов регулярен; для этого заметим, что если в теореме (1.5) гл. I 
настоящей работы положить у - и, v и, I. 2,••• (ла что мы имеем 
право, так как в геореме нигде не использовано отличие от нуля 
чисел '(Կ. v 1, 2.---), тогда получим предложение.

Теорема. Если функция f(z) при |z >$.>’) представляется 
сходящимся рядом

ВД-с,+ ^֊ + ֊3-+ . (3.13")

то функция j(z) разлагается в факториальный ряд по любой по­

следовательности } у’}. если только 0 

Известия VII, № 1—2

се
« Ճ 

»->
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причем каждая точка <з, где Jm(a) = О, сходимости ряда (3.13") 
является точкой сходимости, полученного факториального ряда

П(г-г 

v-0

Этим регулярность процесса суммирования ло методу факто­
риального ряда можем считать доказанной.

В частности, получаем, что если ряд с0-г -----F • • ■ ՜ր _ + •••- ' о cr
сходится, то сходится также ряд

Գ + Ճ ֊֊------- W = £ ck S’n7\ •

ո“0ք1(օ+Ն) k"J
I 

притом к той же сумме.
Теперь покажем, что если данный ряд суммируется по методу 

факториальных рядов по двум последовательностям |yj и iv’j. то 
суммируется к одной единственном сумме.

Теорема (3.8). Пусть ряды

вд-Ьн1—
п-<՝П(3+т')

П4-1
V с'О’-н Оп— Հ , Си k .
k-2

Ո՜’
I Ո։?+ր;> 

Տս"-’’=֊4։

п П<а : Г?
♦-о

П 4-1 .
где о„ = У ckSj"

к-2 

_ " ՜ ' 
( ГШ+тЛ 

տլո-յ> -—Լ- I jlJ—-—(j£. 
21Հ1 I Հ” л 

*յ с с

при данном a, Jma 0 сходятся, тогда f։(z) L(z).
Составим ассоциированные с функциями f։(z) и fa(z) по Лапласу 

функции tpj(t) и փ2(է).
Нетрудно показать, что

փ>(0=Ջ^ր֊

ո-° J Ո^+ր։)
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г'и;

■.-Cl

:где контуры С, п С, -охватывают окрестности полюсов подинтеграль- 
ных функций. Эти ряды сходятся на (0, 1]. причем порядок равно­
мерной сходимости каждого из них нс больше о.

Сделав замену переменного 1 = е~х, получим:

[ ?,(е ») = ф1(Х) = У]_^_ I ___£-------- di.

-« J ПК+г.)
С, V -О

Հ\
■ I (к

<р,(е-Ч-Ф.<х) = 2 -^֊ I ֊„—------ ас.
' J П«+Т.) 

c' *-o
l Ыеем M <»

f.(z) = [e"4(x)dx, f։(x) = (e-’Wz)dx.

<> 0
где Re(2) > a.

Проинтегрировав последние интегралы по частям, соответственно 
получим:

•V'
сг‘ +{? + ••• + > + ^fe-”'>i',’(x)dx, 

О
և(*) = ֆ+ ֊!+■■■+֊” ■ -гfe-^i«>(x)dx. 

о
Обозначим 

«0 «X
-1 f e-^l"’(x)dx = r,n(z). 2V f e-”W)dx = r2a(x). 

о 0
где Re(z) > a.

В силу неравенства (1.19') имеем 
п 

|i',n։(x)|<c(z) П(х+т>)(е-։)"е“, (1.19-)
>• 1

тле х£ [0. оо).
Имеем также

1'ԽՈ (x)|<c(z) Ц(х4-г;>(е—sjnc'\
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где Мп 5..ЛН-, п = 1, 2.
ТПп-1

Ն °

Эго значит, что JO. оо). ։к.(х) 1՜ Ci JO.
I Bln I 1 Hln I

вательно,
I / M k:imn I , к. - k "n»n
lr^>|<-|7p- Kt*)|< ,z..

Re{z)J>x = Գ- >0.

co), следо-

ИспользуЯ решение проблемы Ватсона, убедимся, что Աճ) -֊ L(z): 
следовательно Աօ) =i2(a).

Этим теорема доказана.
Теперь естественно поставить вопрос возможностей предложен­

ного метода суммирования рядов.
Различим два понятия:
I. Процесс суммирования условимся называть сильным методом, 

если он данный ряд преобразует в сравнительно быстро сходящийся ряд.
2. Процесс суммирования будем называть мощным методом, если 

по данному методу суммируются ряды более широкого класса.
Заметим, что сильный процесс суммирования может оказаться 

маломощным методом (процессом) или. наоборот, более мощный ме­
тод суммирования в применении к отдельным рядам может оказаться 
слабосильным.

Докажем, что метод факториального ряда суммирования рядов, 
является наиболее мощным методом суммирования.

Действительно, пусть имеем ряд

СсЧ-сН-См + ••• 
или ряд

Если этот ряд определяет единственную функцию, то последняя 
должна быть представлена в виде

fU) = c,-|--^ + ... + А. 4 го (г),

где r„ (z)' гпн k'! zдля всех г. удовлетворяющих неравенству 
Re(z)>o (о?> 0—некоторое число).

Это значит, что существуем функция 'P(x), ассоциированная с 
f(z) по Лапласу:

i(z) = \e՝z4(x)dx 
о

и такая, что о(х) Հ С/тц j[0, се), О1Г1>(0) = Cn+i. п—0. I, 2, ••• и 

' ’Хб(х)] = V-
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Функция Ф(х), а с ней и f(z), определяются единственным образом 
только тогда, когда класс Cj п1) |խ.օօյ (в смысле Карлемана) является 
классом аналитических или квази-аналитических функций.

сс

С другой стороны, известно, что ряд V G,՜' суммируем по мето- 
•«

п-0
ду факториального ряда, если существует функция й(х)>'С.п ДО.оо),

М

где т\==3, v-l, 2, ■•՛. ()<о< оо такая, что ։У " (0) сп., 
ПК - |

П = О, 1. 2. .
Из последних рассуждений заключаем, что асимптотический ряд 

. СI«О + ~ +
определяет единственную функцию f(z). если ассоциированная с f<z) 
функция ’р(х) = ?(е х) = cp(t.r С/П1 յ{0. 1|, причем существует такое

конечное число т. что limfo(t) —0. Но ряд с,)—— ՜՜ н- - • •
t-.o ‘ ? 2

суммируется методом факториального ряда, если '^(t) -С. ։։ ЛО. 1] 
՜ ՛

{в смысле определения 8), где у,———о. v = l. 2. - • 0<"3<Հ со.

■Заметим, что
С(” )«>■ Ч=С| пи Ч.

(П..(
причем неизвестно

cfn |(О. 1)сС։тп)(0. 1] или С;й ЛО. !]= С,тп}(0. 11.
Ir'l . lH,՝j

В последнем случае получили бы. что определяемость асимптоти­
ческого ряда и его суммируемость методом факториального ряда 
ос у ществ.՛ । я н >i с я од повременно.

Но и без этого, тот факт, что С< ЛО. ljaCfn .(О, 1]. гово- 
1 mn i 11 II՛, ''•/

рнт о том. что метод факториального ряда является самым мощным 
из всех известных методов суммирования расходящихся рядов, потому 
что все известные методы суммирования, возможность суммирования 

оо 
уч Сц

ряда х связывают с фактом аналитичности функции
п-0

С» + С,г - г5-• • • 4- ֊;՛֊2՞ + ■ • •
в той или другой области.
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§ 3. Аналитическое и квази-аналитическое продолжение функций

Определение 9. Условимся говорить, что бесконечно дифферен­
цируемая функция 'р(х) задана своим элементом в окрестности точки 
а, если задана последовательность чисел J е„} п=1.2. ••• такая, 
что փ* "*(՝«) = еп->. п ■==• 0, 1, 2,--

В случае аналитичности функции Ф(х) такое задание функции 
равносильно заданию тейлоровского разложения функции 0(х) в ок­
рестности точки а.

В случае квазн-аналнт ичности функции փ(.\) элемент функции 
также определяет ее н некотором интервале, содержащем точку а.

Очевидно, что другие классы бесконечно дифференцируемых 
функций своими элементами однозначно не определяются.

Так как аналитические и квази-аналитические функции своими 
элементами вполне (притом однозначно) определяются, то для них 
ставится проблема аналитического или квази-аналитического продол­
жения, когда задан элемент данной функции.

В настоящем параграфе рассматривается несколько георем такою 
характера.

Для этого достаточно обратить теоремы (3.5), (3.7). (3.7') пер­
вого параграфа настоящей работы, выражая их в терминах функции 
б(х). являющейся ассоциированной с f(z) по Лапласу функцией

Определение 10. Мы говорим, что функция аналитична в ^-об­
ласти D(x. [Yv})j определяемой последовательностью j у.։ | и а > 0, 
если она разлагается в обобщенный ճ-ряд Тейлора по последова­
тельности |YV1*, сходящийся при х , [а, оо).

Замечание 6. Заметим, что если функция Ф(х) аналитична в 
^-области D\«. |yJ), то'Хх)<С1а .[«. оо)СС| 1Ոյ. (a. օձ). где 

l?rT " ■ 
и

mn = Пт,н. следовательно, или аналитична в некоторой области, содер- 
1

жащей |а, ас-), или квази-аналитична на [а. х>) с точным указанием класса.
Полученные теоремы соответственно будут занумерованы (3.5*). 

(3.7‘) и (3.7м).
Георема (3.5*). Для того, чтобы бесконечно дифференцируе­

мая функция заданная своим элементом в окрестности точ­
ки аб(0. ->՝). -/"'(я) = с„tь п=(), I. 2, ••• продолжалась аналити­
чески или квази-аналитически по е-области D(a, | yj), определяе­
мой последовательностью и %, необходимо и достаточно,, 
чтобы, ряд

ПО П + 1

У п (1п — . ?ժժռո=]լ CkSSn-k

«-<՛ ritz-TY.) k՜2
v-U

сходился при Re,z)2>oc. a. >0—некоторое число.
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Легко заметить, что доказательство этой теоремы отличается от 
доказательства теоремы (3.5) лишь тем, что в этом случае необходи­
мое и достаточное условия переставлены местами, поэтому мы здесь 
ее доказывать не будем.

Теперь выразим в терминах функции >(х) теоремы (3.7) и (3.7').
Эти теоремы очевидно будут одновременно являться признаками 

аналитического пли квази-аиали՛! ического продолжения функции.
Теорема (3.7*). Пусть бесконечно дифференцируемая функ­

ция *(х) задана своим элементом в окрестности точки я (ДО. с- ) 
= сп+։ и пусть ряд

n 1-zS—
« 1G п + 1
V» «п е \д . cm- >՝> п . toe <ju = У CkSn-i и 
•в ։ յ՜լ՚ք*

1

сходится npu ^t{7.) <J, , тогда функция 0(х| продолжается анали­
тически или квази-аналитически по е-области, определяемой пос 
ледовательностью [ ■' ; и х.

Эта теорема также не нуждается в доказательстве,.
Между прочим, теорема (3.7*) позволяет установить также в ка­

ком классе Cf n Да, ) продолжается функция у(х).

Действительно, в силу теоремы (1.6) нетрудно заметить, что если 
функция б1х) продолжается по ժ-областп D(a. |), то она продол­
жается также ио f-областн D(a. если только, начиная с у=1, 
1>Т.

И \ — ОО.
I

Однако обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Заме­
чание 5 в силу теоремы (2.9) показывает, что функция 0(х) может 
аналитически или квази-аналитически продолжаться ио ^-области 
P(a. iVj) тогда, когда она нс продолжается по ^-области

D (a, |Yj).

Таким образом, теоремы (3.5®' и (3.7*) нс только вообще отве­
чают на вопрос возможности аналитического или квази-аналитиче­
ского продолжения. во и указывают класс функций С, я |[а. *»).

ւՓ' I 

которому принадлежит функция 0(х).
Теорема (3.7'*). Пусть бесконечно дифференцируемая функ­

ция •■р(х) задана своим элементом в окрестности точки а (О,ос)
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| <*П , —

п + 1
V с<" ։»Ск о,, (։ •<
Jt-Չ »— ։

где х><Л и начиная с некоторого номера р, yp._:<ov. (v=p, р4-1.---), 
тогда функция -р(х) аналитична в области

I е-՞1-”'֊ 1 <1.

Для доказательства этой теоремы заметим, что ряд 
ОС

f(zj = V —----------- сходится при Re(z) > х — 5. где о > w > 0.
п-о n(Z-f-Yj

*—О
Согласно теореме (Ь5) функция f(z) при Re(z)>x — о разлагается 

также в ряд

-О 1 hz-յ֊Հ)

где у у,. когда ՝/< р и Հ — «v. когда v> р. 
Составим теперь функцию

*,+։*

?pO) = (-l)pV

n-p

Известно, что полученный ряд при է-ՀՂ 1| можно дифферен­
цировать любое число раз.

После р -кратного обобщенного дифференцирования ио после 
довательности получим:

«I+։»

I Гр- I 1
Hi-----------
Ո(Տ+Հ)
*“Р

3 силу формул (4) и (5) главы И работы [1] получаем:

ос

?|<(1) = (~1)|,^’(- I)1՜" Ч՛,^՛ ։>-։Ա’ Հ’ Հ.+ 1- ”• Հ,)լփ՜փ՜' ' =
Ո-|>

п-р * 1
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или
ОС

։’р-1?р. ,(։) = ։"”’" “У ( ւ)"*"Լքլ=ր֊- 

п-0

причем ряд в правой части последнего соотношения сходится на 
(0. 1]; следовательно он сходится в է՛’ — 1.<Հ1. Это значит, что функ­
ция ?(է) регулярна в |Г—1 <1.

Составим теперь функцию
<1 +1 «■

Ш =֊- £֊&
—— Ճ.

П-0
flG+Ն)

• 1«в ».-0
Очевидно, что функция ф#(х) получается из ?(։) после замены 

переменной է = е ։. Это значит, что функция ?,(х) регулярна в об­
ласти | e~wX— I j < 1.

С другой стороны, замечаем, что

Հո)(Օ) = Օո+ւ. п = 0, 1. 2.

Это значит, что

^(z) = ’y(z + «) ='ИИ» 

следовательно, функция -՛ՀՀ) регулярна в области

|е 1 ;< 1.

Этим теорема доказана.
Покажем, что теорема (1.5) может быть использована также для 

аналитического продолжения некоторых рядов Дирихле. Ньютона и 
Р. Лагранжа.

Рассмотрим две последовательности чисел av = ir'j. ( 3, = vy . 
v=l. 2, ••• , а и и V—произвольные, отличные от нуля комплекс­
ные числа.

Пусть последовательность чисел j ՜հ удовлетворяет еще условию 
ո 1

<-г ՛ • где а 0—некоторое число, а 

c/e)_«Re(± + -L).

Все эти условия в совокупности будут называться условиями 
совпадения.

Докажем .еперь предложение о совпадении особенностей на об­
щей прямой сходимости некоторого ряда Р. Лагранжа и ассоцииро­
ванного с ним ряда Дирихле.
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Теорема (3.9). При выполнении условий совпадения на общей 
границе (прямой) сходимости особенности рядов

g(z) = V (Jn ехр 7'ճ( а 
п-1 >- I '

и

Д ո 1 а~
«ճ) = լ«ո ц------ ֊՛

1 '֊» । +4֊ 

совпадают.
Для доказательства теоремы рассмотрим функцию

(3.14)

(3.15)

” 1 < 
M(z) = П------- .. *

>-ւ I 4-А 
F,

(в силу условий теоремы функция M(z) существует) и составим раз­
ность

После вынесения общего множителя за скобку, получаем

gp(z) -
М(2)

(3.16)
Докажем, 

можно указать
что для произвольного заранее заданного числа г>0 
целое число по>0 такое, что для всех р > п0 будем

иметь ('■} ֊ f|։(z) I 
m(z) ; <€ равномерно для всех удовлетворяющих

неравенству Re(z)>ac а, где ас — общая абсцисса сходимости рядов 
(3.14) и (3.15).

Примем обозначения:

Ап— Цпехр
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и применим преобразование Лбе.: я

Известно, что при ո • для конечных ճ справедливо:

Для краткости обозначим

С одной стороны, имеем

а, с другой стороны.

v, («) v(z) v?(s)е -' = -ТГ ՜^ւ |<|v.W M|>|v,(z)|.

Из (3.17) для достаточно больших •/ получаем:

(3.17)

, , . . Z5 7.' , , [ ZJ , 2Э|v,(z)| ֊..г -з£--Ь --г Haf т ---------
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ГО"
(3.179

* : Z

а

С

где с постоянная, зависящая от |zi и и, v. 
Таким образом.

Следовательно в

где с։ зависит, как и 
Оценим теперь

, vjz) 
|С

С

■(
(3.18)

силу соотношений (3.17z) и (3.;8) получаем 

|В„֊вп+н<-£-.
• й I 1

С. от ;zl. u, V.

<ю
У |v։(z}[-exp| У |v,։iz) ).

С I
Зная, что |\\(zi <Հ ՜^- и учитывая сходимость ряда V ֊ , бу-

СЛ

дем иметь

где с, = с2( | z I. v, и).
Перейдя теперь в формуле Абеля к модулям, получим

; ч
VA„B„

!՜ и--Р

It

AJ+ вч у.\,։, 
П1 {I

а после замены I Вп Bn Н и Bql своими мажорантами будем иметь

ч-’ II

У л։п
п-Р • п- I ||П -Р

|Bql = l I —exp
՛<։•*■

q * 1

И» — |)

Q

п р п

Для завершения доказательства теоремы оценим сверху также

Лк|

1м сем , Аю

1>

II

У, «и ехр
т-р

х.

tn

обозначим Ац| Ош ехр
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Тогда, имея и виду, что у нас введено обозначение Re^

-t- ֊ j = о(а). для I в,„ I и I в’П1 — bi:i- iV соответственно будем кисть 

оценки

Подстйнлня мажоранты I В':: > и В|Я —Вю+1: в неравенство

получим

max
I՛ ш<«

и-։
Sib^-bl.i -֊|в;,|
т-р

где с, = с4 а. и. v).
00

Заметим теперь, что ряд VA^ при Re(z) — հհ — е„, 0<£Ա<Հշ, 

k- t 
с ход in с я рав. о мерно.

Зададимся теперь сколь угодно малым числом е։>0 и возьмем 
р настолько большим, чтобы

max 
р < ni Н

,к֊р



(3.19). получим:

В силу условии совпадения получаем

где

Вспомним теперь, что]
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Значит ряд (3.16') функции

И(*)֊
fiZ)

M(z)

сходится равномерно также и любой конечной области плоскости z. 
если только Re(z) > ас — где 0<Чв«£а.

Этим доказано совпадение особенностей рядов (3.14) и (3.15) не 
только на их общей прямой сходимости, но и в полосе

тс г0 <Հ Re(z) г=_-а,- . О < efts^ а.
Так как от чисел и и v кроме требования, чтобы они нс обра­

щались в нуль (в теореме (3.9)) ничего больше не требовалось, зна­
чит мы можем по желанию устремить и пли v к бесконечности, 
тогда соответственно получим теоремы:

Теорема (3.9'). На общей прямой сходимости, при выполнении 
условий совпадения, особенности факториального ряда

и ассоциированного с ним ряда Дирихле

g(z) «У Ли exp 
п-1 

совпадают.
Теорема (3.9"). На общей прямой сходимости, при выполне 

нии условий совпадения, особенности ряда Ньютона
՝г>

f(z) = V<jn
л I

и ассоциированного с ним. ряда Дирихле 

g(z) -֊ У ап ехр

совпадают.
Причем мы можем в последних теоремах соответственно пола 

гать u = 1, v = I.
Заметим теперь, что соединение теорем (1.5) и (3.9') позволяет 

сформулировать теорему аналитического продолжения для рядов Ди­
рихле (при выполнении условий совпадения).

Теорема (3.10). Ряд Дирихле
со и |

g(z) = У а«ехр — zy —
11 1 I

л конечной абсциссой сходимости сс при выполнении условий сов-
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падения аналитически продолжается в область Rc(z)< с... если 
существует такая, последовательность чисел у'[, Հ > Հ.

I
Հ ֊/ >, что абсцисса сходимости ряда

« I
эд •■։ ,

Տւ(ճ) = V..\„exp ֊֊zV_, •
п-i »-։ * ’

где

Пг„ Ր п(1 + £)
A«=v«k<k-. е-ձտ՜ I d՜՛ 

»-■ ՜' 1 п>ш
с «•-։

меньше аг .

Действительно, составим ассоциированный с
эд 

g(*) = V^cxp
ո֊ I

факториальный ряд
ՀՕ 

f(z) = Ջ
n—1

On

Согласно теореме (3.9՜) особенности этих рядов на обшей пря­
мой сходимости совпадают.

С другой стороны, нетрудно заметить, что, преобразуя послед­
ний ряд. согласно теореме (1.5), получим

причем абсцисса сходимости этого ряда совпадает с абсциссой сходи 
мости ряда функции g։(z).

Когда абсцисса сходимости ряда 
эд 

И1(/)==У Лп ехр
п~ I

меньше з- . это значит, что f(Z) на прямой Re(z) - сг1; не имеет осо­
бых точек: следовательно, на Re(z) — особых точек не имеет так­
же и g(z).

Этим теорема доказана.
Заметим также, что теоремы f3.9") и (3.10/ позволяют доказать 

след у ю щее 11 ре л л о ж е и не:
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Теорема (3.10). Ряд Ньютона

F(z)=V«.,n(l-f) 
п-1

г конечной абсциссой сходимости а , при выполнении условий совпа- 
аения, аналитически продолжается в область Re(z)^>c<., если су­
ществует такая последовательность чисел |հ՚;. у' > Հ, v = l. 2.....
« |
V— -оо, что абсцисса сходимости ряди

Замечание 7. Используя свободу выбора последовательности 
J/, ]. можем получить сравнилсльно удобные признаки аналитического 
продолжения факториального ряда, а также рядов Дирихле и Нью­
тона.

В заключение параграфа отменим, что теоремы (3.9') и (1.5) поз­
воляют судить о расположении особенностей суммы всякого факто­
риального ряда на границе его сходимости.
Сектор математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 31 X 1953
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Р. Л. .Манукян

Расчет высоких балок под действием сосредоточенных 
сил, приложенных в точках верхней грани

В настоящей работе сделана попытка найти решение задач о 
равновесии свободно опертых и заделанных высоких балок, нагружен­
ных сосредоточенными силами, приложенными в точках их верхней 
грани. В имеющихся решениях для прямоугольных пластинок при дей­
ствии сосредоточенных сил, разрывная часть решения не отделена, 
вследствие чего вблизи точек приложения нагрузки черезвычайно 
трудно или невозможно найти численные значения напряжении. Кроме 
того в них нс достаточно точно удовлетворяются граничные условия.

В нашей работе мы стремились отделить разрывную часть, в то 
же время достаточно точно удовлетворить граничным условиям. Ра­
бота состоит из двух глав. В первой главе рассматривается равнове­
сие упругой полуплоскости при действии периодической разрывной 
нагрузки. Полученные в первой главе результаты используются во 
второй главе для решения задач о равновесии свободно опертых и 
заделанных высоких балок.

Результаты, полученные нами в первой главе, аналогичны резуль­
татам. полученным С. С. Голушксвичсм для расчета свободно опер­
тых тонких плит [1]. В работе С. С. Голушкевнча составлены табли­
цы для некоторых из функций, через которые мы выражаем конечные 
части наших решений.

Глава I. Равновесие упругой полуплоскости при действии 
некоторых частных видов нагрузок

,\V /. Решения. выраженные в конечном виос>

1. В этой главе рассматривается напряженное состояние упругой 
полуплоскости при действии на ее границе исключительно нормальных 
нагрузок.

Как известно, компоненты напряженного состояния при плоском 
Напряженном состоянии выражаются формулами Колосова [2]

Х, + У>- 2[Ф(г) + Ф(Д), |
У, Х։ + 2iX,. = 2(гФ(г) + 4T(z)|, | (|1)

где Ф(я) и ’I'(z)—некоторые функции комплексного переменного а
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Փ(շ.).—функция, сопряженная с Ф(г). В случае упругой полуплоскости 
функции Ф(г) и *F(z) определяются формулами:

Ф(г)

ос.
±*Ն

Z
оо

<х֊

W)= ik՜ f т֊rdt -ф(ч-гф'и).

—се

где N интенсивность нормальной нагрузки на границе полуплоско­
сти, а Т интенсивность касательной нагрузки на той же границе. Ес­
ли касательная нагрузка на границе отсутствует, то из (1.2) получим:

Ф(г) - .՛■(,—11։- 
27Հ1 J t Z

4f(z) =—гФ'(г).

Подставляя значение Ф*(г) из (1.2') в (1.1). получим:

X, 4- Уу = 2|Ф(г)4-Ф(Г)], I

ձ у — Хх 4֊ 2iXy — 41уФ'(х). | (1.Ո

Решая эту систему, для компонентов напряженного состояния
получим следующие выражения:

Хх = (Փ(շ)4- Փ(շ)1 — у[Ф'(г)—Ф'(г)],

Уу |Ф(г)4-Ф(Л)| | у[Ф'(2) Ф'(г)].

Ху֊ — у[Ф'(х) 4-Ф^л)].

Таким образом, все компоненты напряженного состояния опреде­
ляются через одну функцию Փ(շ) комплексного переменного z и ее 
первой производной по z. Обозначая удвоенную действительную часть 
Ф(г) через Ф(х. у), формулы (1.3) ложно переписать в виде

(1.4)

(1.2')

В случае действия на границе полуплоскости нормальной сосре­
доточенной силы Р, приложенной в начале координат, напряжения 
в ы ра ж а юте я фо р м у ламп:
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.. Р 2хау
Ах՜ к (х34֊уТ

Р 2х/ 
г. (хЧу’Н՜

(1.5)

Непосредственным сравнением (1.4) и (1.5) легко заметить, что 
функция ծ в этом случае равна:

. р У •
?*=֊ т тгцз ■ (Լ6>

Если сила действует не в начале координат, в точке (а. 0). то 
функция Ф։ примет вид:

, у
к (х — (i)4-ys (1-6Z)

2. Предположим, что по всей границе полуплоскости действуют 
сжимающие сосредоточенные силы Р на растояиии а друг от друга 

р
и равномерно распределенная нагрузка интенсивности р ==— (фиг. I). 

3
Функцию ձ для совместною действия этих двух нагрузок можно на­
писать в виде:

, Р V 1 , Р Г vd*Y2 лУ ^(x-֊na)֊'4-y֊ + naJ (X-l)24-ys ՜ 1 J
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Следовательно.

, 2ку sh—
а

: 2хх
cos

(1

к
а 2ху 

sh—- 
а

V------- . —— — Jm ctg
—1{х֊п<։г4-у։ а

Второй член н (7) равен

В f yd: Р f у— • - . . յ
яв .) (X Շ ■ у’ ах I а2 - у3 "ох вГ $ у I а ГуТ

** W •» * а» •

Подставляя полученные значения в (1.7) получим:

Р 
а

ч_____ —и— У
. 2ху 2хх а Г у
ch ——cos------

а а

(1.8)

Для ннжнен полуплоскости |у|=у 
<11ед(жател ьно.

(1 8')

Для верхней полуплоскости |yf -у. 
Поэтому для нее

. 2ху 2z>
ch —------ cos------
а а

(1.8")

Из решения (1.8) сдвигом сил можно получить решение для на­
грузки. показанной на фиг. 2. А именно, в этом случае функция Ф на­
пишется в виде:

Г У 
Фнг. 2.
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. 2nv 
sh -- 

______ а  
. 2ку______2я(х֊Ь$)

а а

. 2яу - х — §) 
ch—- —cos—------- ~

а а

(1.9)

3. Рассмотрим теперь напряженное состояние упругой полупло­
скости при действии нагрузки, показанной на фиг. 3. Присоединим к

а . 2ку 2~ х 4- с) 
ch- - -cos— —

а а

(1.Ю)

При с = -- получим: 
•т

4Р 
а

. 2яу 
sh 

(I
sin - а

. 4wv , -1“х
ch ’--֊cos-----
а а

П.Ю')

дК 2. Разложение полученных решений г> ряды.

В дальнейшем. наряду с полученными нами конечными решени­
ями. понадобятся и решения в тригонометрических рядах. Непосред­
ственное разложение полученных решений в ряды требует громозд­
ких выкладок, а между тем все эти разложения легко получаются 

. кг . .
при использовании нижеприведенного разложения ctg — • где z х-Ну

комплексное переменное.
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Применяя известное тождество

(1.П)

и разложение

(I 12»

можем написан.

2k=lx

։

-ClgKZ 
а (1.13)

I

Учитивая (1.13), 
но написать и виде

разложение функции Հ из формулы (1.8). мож- 

2 key
•2РЛ ՜

. Լ
2 k хх
cos-----

a (1.11)

Так же легко находятся разложения решений (1.9) а (1.10). Пер­
вое из них имеет вид

2 к-у

4PVc “ 2 кг.; 2кях ,| ։=»
•Հ =-------_ COS-------- —COS---------- ’ (1.10)

а — а а
1

второе —

2кху
4Руе ° ■ -М 2кях (| |б)

0«=------- ' Տ1Ո------ -Տ1Ո---------а а а
1

2кеу_ 
(•

Вследствие наличия под знаком суммы множители с рнды(1 14). 
(1.15) и (1.16) сходятся очень быстро со своими производными до 
п-ого порядка, где п конечное число, даже при сравнительно ма­
лых у.
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Глава II. Расчет высоких балок

А՝' /. Балка свободно опертая по концам под действием поперечной 
силы., сосредоточенной в некоторой точке верхней грани.

I. Предположим, что в некоторой точке верхней грани балки, на 
[расстоянии с от левого конца, действует сосредоточенная поперечная 

сила Р, направленная по положительной оси ОУ (фиг. 4). Пусть по 
концам балки условия закрепления таковы, что

Хх<О.у> О, X» (/, у)=0 
հ

Ri |Ху(0, у id у, 
о

I $՛

R2 = | Xy (/,y)dy,
0

где

R,-^, Rl. = 5P.

Для решения si ой задачи обратимся к функции из формулы 
(I.10). Напряженное состояние, выражаемое этой функцией, опреде­
ляется напряжениями:

Ր 
'll

sh -

dlT
-(x Փ 5) 

cos ch—cos Ջ՜+
/

ch • —cos — J

, , яу -(X
I -ch -j- cos

xv я(х -I—ch I

ch -4 cos

у;=
P 
ii

. i»V sh -j-
. 7CV Z(X-; 

ch -j —cos —!

"7 __ 

. тсу я(х — ;) 
Cll ֊լ - - COS ------ լ----

(2.2)

՜.

՜ I

I - ch -y'-cos ch -֊• cos

теУ *(* *
I -cos I ch ՜ —cos'

(x֊;l
/

. — =i\a
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7CV . 7t(X֊t-Й . “V . К*Х —
sh у-sin [ sh-y-sni у—

. , Г.у ’|X-֊-?iV . ,~v W(x—Ց\*I ch -j- -cos I ( ch -j -cos - - • j

I la линиях x=0 и х=/ отсутствуют нормальные напряжения X։>
а касательные напряжения равны:

(2.3)

Таким образом, для получения решения, удовлетворяющего гра­
ничным условиям (2.1 և нужно компенсировать напряжения, действую­
щие на грани у —հ.

Разложение функции |4. согласно формуле (1.16), имеет вид
_ kr.y

. 21’ V ' „• • к~х (1.16'»
?« = յ 2յէ Sin—y-Sin-y--. ՝ 7

Подставляя это выражение 
лучим следующие разложения:

и (1.4) для напряжений У у и Ху по-

k~h
... ., 1 • кя£ • ккх/ fc-p\

I

,\ y(x,h) ® --fV sw z • sin—у— Н֊р-- Ի
\ Z /

Ху (х,1й —
?.pV^e

Z - Z 
I

k~c клх տւո-շ- cos—ւ֊

(2.4)

Для компенсации напряжений Уу(х. հ) и Xy(x,h) используем ре­
шение Файлона в тригонометрических рядах.

2. Напишем функцию напряжений Эрн в виде

со
V „ , кпх 

Ф — ?, Fk (yjsin -֊ .
I

(2.5)

где . . . к-у . кку
Н. (у) ЛК ch — у - В* sh — ■ |
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. Հ. kxv . kny , |ч клу кпу 
4-Ск Հ ch--- 4֊Dk ■ sh ՛ (2.6)

Напряжения при этом напишутся в виде:

СО

Х,= Ճ кт:х 
T՜’

X.

. кхх
Fk (y)$in • (2.7)

v»kx . клх 
V ( F x (y)cos — •

Граничные условия напишутся в виде

— ճ I ՜ք ) Fk (O)sin ^- = 0, 

J

I — 7“ V Fk(0)cos =0,

I 

kr.h 
ил/ккХ5 . ктех 2Py> 1 . кл£ . кхх Z, , kwh
Цт) Ւ1<(հ)տւո / 7՜ 1ւ Տ1Ո րտ,ո / I1՜1՜ T

k-h 

СО ОС —~~~__

к7:х 2PvkzhA 1 . кя? кях
— լ֊յ֊ F..(h)cos /-=յձ.՜/՜ Շ sin-у—cos• 

I I

Из первого уравнения этой системы найдем: 

Ак - 0.

Решая систему следующих трех уравнений, получим:

2Р , кх! 
= TslnT

(2.9)

Ск —Вк,
2Ph’sin

4‘
„kxh / kxh V ՜
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Таким образом, для компенсирующих напряжений мы получим 
следующие выражения:

(2.Ю)

где В-х и Dr определяются по формулам (2.9).
Напряжение в балке при изгибе сосредоточенной силой Р, ког­

да граничные условия имеют вид (2.1). определяется как результат 
вычитания напряжений (2.10) из напряжений (2.2). Для упрощения за­
писи п вычислений, в формулах (2.2) сделаем следующие обозначе­
ния:

sh.-y

. теу тех 
ch ֊'— cos ։

теу
1 —ch ":՝ cos ֊.X

. теу . тех
SH ■ Sill y- 

I 4

(211)

. теу тех 
ch -- cos —

Имея в виду эти обозначения, выражение для окончательных 
напряжений можно написать в виде:
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(2.12>

Для функций «։, у2 п ^составлены таблицы, которые приведены 
в конце работы. Пользуясь этими таблицам։։ легко можно вычислить 
конечные части напряжений (2.12). Что касается вычисления рядов, 
входящих в формулы (2.12), то благодаря их очень быс трой сходимо­
сти достаточно взять два-три. а для достаточно высоких балок, лишь 
один член этих рядов.

Пример. Балка с пролетом / свободно оперта покойцам. В точ­
ке верхней грани балки в середине ее пролета действует сосредото­
ченная поперечная сила Р. Отношение высоты балки к ее пролету

равно֊; ■ Построить графики изменения напряжений по высоте балки

I 
в сечениях х=-„ и х=0.

Подставляя в формулы (2.! 2) х =-~ ՛ ; = ~ • получим:
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Xх ” 21 ?ւ (Лу) - ri (О.У) + ?1’(ЛУ) ՜ Ь

(2.12')

а Вн и Dk определяются по формулам (2.9). Вычислим коэффициенты 
Bi и Dr:

B2k=Dk 0.

в; ֊ 3.19353. D! = 1.74462.

в.; -0.017833. Da — ֊ 0.013793,

ВЛ 0,000084441, d;= 0,74369.1 О՜՜4.

в; = - 0.83898-10 ~16. d7-= - 0.76614.10՜ 'Հ

Имея значение коэффициентов Вк и Dk и пользуясь таблицами 
функций с,, ъ., и ®:|т без особого труда можно найти значения напря­
жений н любой точке балки.

11а фиг. 5 но вычисленным значениям напряжений Х?. и Уу н сече- 

НИИ х балки построены графики изменения этих напряжений по вы- 

соте балки. При вычислении взяты лишь три члена рядов.
Вычислим теперь напряжения в опорном сечении. При х = 0 из 

формул (2.12) имеем:

X, У у = о,
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Результаты вычислений но этой формуле графически изображе­
ны на фиг. 6.

Таким образом, из решения этого примера видно, что распреде­
ление касательных напряжений в опорном сечении мало отличается 
от параболического закона. Из графика изменения нормальных на­
пряжений Хх в сечении пол сосредоточенной силой видно, что нор­
мальное напряжение в этом сечении нс следует линейному закону 
и в крайних волокнах балки напряжения меньше, чем следовало бы 
ожидать на основании элементарной теории изгиба балок. Более того, 
с первого взгляда может показаться, что н этом сечении нарушаются 
условия равновесия, а именно, момент нормальных напряжений X. 
относительно центра сечения меньше момента опорной реакции от­
носительно середины пролета, и алгебраическая сумма площадей 
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эпюры Хх не равна нулю. Если рассматривать левую часть балки, 
то главный вектор напряжений Хх равен — 0.32 Р и направлен по поло­

жительной оси оХ. По дело в том. что в этом 
сечении находи! с я особая точка напряженного со­
стояния точка приложения сосредоточенной си­
лы. Напряжения, действующие в особой точке 
на левую часть, эквиваленты вертикальной силе 
р
9 и горизонтальной силе — 0.32 Р (см. фиг. 7). 

направленной по отрицательной оси оХ. Наличие 
горизонтальной сосредоточенной силы, действую­
щей в точке верхней грани балки, обеспечивая 
равновесие, увеличивает плечо внутренней нары 
и тем самым уменьшает максимальные напряже­
ния в сечении.

Полученные в

Фиг. 7

этом примере результаты хорошо согласуются с 
результатами. получ иными Зсевальдом.

Д 2. Балка с заааланными концами.

1. Комбинируя решения (1.8), (1.9) и (1.10) можно найти решение 
для нагрузки, показанной на фуг. 8. Функция б для такой нагрузки 
имеет вид:

Фнг. ».
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ՏԽ

p sh7 4P? Sh T cos 7

.<■ I , XV R ՛.
ch - — cos —

I I
ch —- — cosy'x

(2.13)

Подставляя это выражение в формулы (! 4), для напряжений получим 
следующие выражения:

(/
Р
Р

. . XV -X ZV КХ
~с 1 fcos / +<֊■ Il у cos у

I ch — — cos j ( ch -֊cos — I
' I I ' \ I I )

(2.14)

. “У ** ch -i- cos

Известия VII. № 1—1
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, . ку кх , , -V “X
1 ch j cos у 1-t-cli ՚ cos յ

1 I ьЯУ ՜Հ '՜ ? 7 . 7--V ՚ KXV
| ch j —cos j J ch ~ -Leos — | 

sh֊^ sin - shy sin—

I с|^_да^Г՝У _cos* * W
I i i ) \ i i )

Найдем разложения этих напряжений. I la основании результатов; 
второго параграфа первой главы имеем:

При x = Z, Х.=0, а

Таким образом, срезая полуплоскость по линиям №0, х = / и 
y=h, снимая при этом возникающие на линии y=h напряжения, мы 
получим решение задачи изгиба балки сосрсдочениой силой. Способ 
закрепления концов в рассматриваемой задаче показан на фиг. 9. Как- 
видно из фигуры, в точках (0,0) и (Ь. 0) предотвращены как верти-
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кальные, так и горизонтальные перемещения*. В остальных точках 
•опорных сечений отсутствуют горизонтальные, но возможны верти­
кальные перемещения.

Для компенсации этих напряжений используем решение Рпбьсра 
в тригонометрических рядах.

2. Напишем функцию напряжений в виде

և TTY 
_F|։(y)COS Հ. (2.18)

1
где Fk(y) имеет вид (22). Напряжения при этом будут выражаться 
формулами:

(2.19)

' Вместо ’Тих т i'b-к кэсижч.» мхреплчгь дкИЗьь- другие точки опорных геч •- 
itUH.no тогда, конечно, вс’.'сго системы си i, показанны х на фиг. 8, нужно брать другую; 
систему.
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Граничные условия напишутся в виде:

Fk(0) sin^ = O,

Sfv') Fk(h) cos ^

\ / •I ' '
(2.20)

k- . knx
-Fk(h)sin —

Из первого уравнения этой системы находим: 

Лк = 0.

Решая систему остальных трех уравнений, имеем:

(2.21)

Компенсирующие напряжения будут выражаться формулами:

г,« / . кку , кку ,k~y\ Л . кг.у к-у , кку И кжх
ВЦ ’ 7 ՜+ I II 2 7" Т Т' cos Т'
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(. knv krcy , krcy\ , , kj:v . kwyl ккх
(h 7 T ' 77 D«Tsh T cos 7՜

l

v v Г». kzy . kr-v r>./ . кг.у . кяу . krcy\ . ктсх 
X=— ՝ B* - s i — — D‘( sb — 4 ձ<րհ- sin ,>• — k / / «Լ i ; i ) l

где ^“(тУ0*֊

Применяя обозначения (2.11). выражения для окончательных напряже­
ний можно написать в виде:

p
= 1 x ՜Ւ՜ ’' -) ՜’՜ *■x У)+?>(Х— :>y)J 4֊

1п</֊х.у)

. kxy kxv . 
sh ֊ + / Ch

2ch^ +

±l
2/

. k~v . knv \'+ TS"7 j cos

(X ?ЛХ Г7У)— ?2(x (2-22)

+~՚Հ1 y)֊r,(X.y)j Н(?,а-Х,У)-?:(/

, krcv k-y , kxv \ . r.. krcv , krcv 
sh—i -cli— D.—^sh—-

I ! I ! " I I

x.y)jH

кях
cos — 

/
p

'2l

/ kzy k-y . k~v\ . krcx 
sh —ձ —^ch —~ sin \ I I I ) I

При пользовании гйблпцамн функций ^։, и ?3 напряжения (2.22) 
вычисляются так же легко, как и напряжения (2.12).
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Таблица функций 7., э» и

֊Խ°
■

՜ւ <Р1 * Ф»

0 0О — 00 0

0,Q5 12,76133 —12,70874 0

0,10 6,41930 ֊ 6,31477 0

0.15 4,32217 — 4,16621 0

0,20 3,28715 -3,08045 0

0,25 2,67604 -2,41952 0

0,30 2,27686 -1,97172 0

0,35 1,99646 1,64622 0

0,40 1,79571 1,39766 0

0,45 1,61281 —1,20088 0

0,50 1,52487 -1,04083 0

0.55 1,43'214 -0.90789 0

0,60 1,35801 ֊0,79569 0

0,65 1,29822 0,69980 0

0.70 1,24945 0,61704 0

0,75 1,20941 0.54507 0

0,80 1,17628 -0,48210 0
0,85 1,14876 -0,42677 0
0,90 1,12577 —0,37797 о
0,95 1,10652 0,33482 0
1,0 1,09033 ֊0,29660 0

X 
т =0,2

у
1 'fl 'Л

0 0 i 
•

0 0

0,05 0,775(56 0,68753 0,35218

0,10 1,32658 0,81711 1 ,01757

0,15 1,60763 Ն50693 1,46431

X 
т==0,1

У,
1 '֊fl ф.т? Ъ

0 0 0 0

0,05 2,57308 1.55420 2,03744

0,10 3,23599 0,05225 3,18321

0,15 2,01635 -1,05212 2,71098

0,20 2,65106 -1,42492 2,03536

0,25 2,32545 1,46217 1,51091

0,30 2,03071 -1,33390 1,10586

0.35 1,86215 ֊1,2'447 0,88264

0,40 0,70301 — 1,12714 0,69757

0,45 1,57724 1,00674 0,56194

0,50 1,47697 -0,89702 0,46013

0,55 1,39624 -0,79852 0,38190

0,60 1,33055 -0,71065 0,32(64

0,65 1,27681 -0,63242 0,27156

0,70 1,23253 -0,5627'. 0,23182

0,75 1,19387 -0,50033 0,19918

0,80 1,16534 -0,44558 0,17200

0,85 1,13984 -0,39633 0,14916

0,90 1,11846 -0,35237 0,17976

0,95 1,10047 0.3131' 0,11329

1,0 1,08532 -0,20488 0.07294

X
Т =0f3

у
/

1
?i 1

1
?3 Փ։

0 0 0 0

0,05 0,37150 0,35287 0.11119

0,10 0,69130 0,56380 0,35030

0,15 0,93062 0,59038 0,67536
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У 0,2 ֊=0,3

у Ут ?i քո Ь 1 Г1 1 *
0,20 1,69759 0,10465 1,58742 0.20 1,08811 0,48375 0,89762

0,25 1,68478 -0,21159 1,50852 0,25 1,17893 0,32031 1 .01661

0,30 1,62681 ֊ V,41216 1,31717 0,30 1,19484 0,14911 1,00020

0,35 1,55418 ֊ 0.52072 1,16947 0,35 1,21314 0,01782 0,98147

оно 1,48109 -0.56724 1.ՕՕ35Տ 0.40 1.23122 0,08495 0,95454

0,45 1,413-19 -0.57499 0,85845 0,45 1,21675 -0,15654 0.87554

0,50 1,35357 —0,5.5970 0,73507 0,50 1,19772 -0,20204 0,79218

0,55 1,30152 -0,53137 0,63121 0.55 1,17767 —0,22802 0,71175

0,60 1,25672 ֊ 0.49632 0.54391 0,60 1,15675 ֊0,23887 0,63126

0,65 1,21847 - 0,45838 0,47041 0,65 1,13753 ֊0,23990 0,56129

0,70 1,18559 -0,41968 0,40801 0,70 1,11992 ֊0,23404 0,50108

0,75 1,15824 —0,38235 11,35538 0,75 1,10412 0.22371 0,44452

0,80 1,13470 -0.34651 0,31018 0,80 1,09008 -0,21062 0,39401

0,85 1,11473 -0,31291 0,27143 0,85 1,07776 -0,19605 0.349U

0,90 1,09775 - 0,28157 0,23781 0.90 1,06698 -0,18085 0,30922

0,95 1,08330 0,25275 0,2087.4 0,95 1,05760 ֊0,16564 0,27382

1,00 1,07102 - 0,22637 0,18341 1,00 1,04949 0.15083 0.21210

Т = °'4
X _
/ °֊0

У_ 
7 «8

У
1 ք-յ ТЯ

0 0 0 0 0,0 0 0 0

0,05 0,224. Պ21820 0,01763 0,05 0,15580 0,15327 0,02417

0,10 0,43114 0,38683 0,17389 0,10 0,30422 0,28509 0,09105

0,15 0,60798 0,47814 0.33886 0,15 0,43920 0.38033 0,18675

0,20 0,74917 0,49262 0,50022 0,20 0,55689 0,43346 С, 29068

0,25 0,85533 0,44978 0,62907 0,25 0,65580 0.44763 0,38884

0,30 0,93101 0,37469 0,71385 0,30 0,73636 0,43144 0,46956

0,35 0,98234 0,28854 0,75593 0,35 0/0034 0,39524 0,52762
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Т=0.4 ք=0.5

у

/ ?1 ?՛.՛ ?а
J1
1 1 ъ • 0 1 .

о.ю 1,01536 0,20534 0,76314 0.40 0.85013 1 0.34828 0,56281

0,45 1.03510 0,13253 0,71499 0.45 0,88828 0.29823 0.57677

0,50 1,01596 0,07290 0.71021 0.50 0,91715 0,24919 0,57116

01 i >5 1.05067 0,02612 0.(56551 0,55 0,93381 0,20501 0,55878
о,«о 1,05137 —0,00826 0.61591 0,60 0,95493 0,16608 0,5.3431
0,65 1.0-1966 —0,03301 0,56485 0,65 0,96688 0,13302 0,50392
0,70 1,04655 -0,04981 0.51443 0,70 0,97570 0.10557 0,17011
0.75 1,01273 -0,06062 0,46604 0,75 0,98220 0,08317 0.43479

0,80 1,03861 —0,06633 0.42017 0,80 0.9S696 0.065 И 0,39923
0,85 1,03451 -0,06873 0,37817 0,85 0,99045 4,05070 О..З(>146
0,90 1,0305$ -0.06862 0.33913 0.90 0.99302 0,03931 0,33108
0,95 1,02691 —0,06686 0,303-17 0,95 0,99490 0.03037 0,29951
1,00 1.02356 0,06372 0.27105 1,00 0,99628 0,02338 0,27001

X
/

= 0.6 X
Z

=0.7

У_
1 ?1

L
1 *?а

0,0 0 0 0 0,0 0 0 0
0,05 0, И 9.37 0.11811 п.01350 0,05 0.09857 0.09785 0,00783
0,10 0,23503 0.22536 0.05168 0,10 0.19503 0.18945 0,03027

0,15 0,31377 0,31316 0,10831 0.15 0,287 43 0,26979 0,06442
0,20 0.11315 0,37660 0,17502 0,20 0,37 120 0.33123 0,10616
0,25 0,53:7.5 0.41176 0.24313 0.25 п.45123 0,38195 0,15092
0,30 0,60903 0.42992 0^0517 0.30 0.52163 0,10458 0.190»>3

0.35 ! 0,67525 0,42635 0,35718 0,35 0,58651 0,42038 0.22942
0,40 0.7.3118 0,40898 0,39571 о.ю 0,64922 0,43000 0,26510
0,45 0.77787 0.38257 0.42065 0,45 0.69945 0.12135 0.28932
0,50 0.81659 0,35113 0.13287 0.50 0,74308 0,40533 п,30193
0,55 0.81852 0,31769 0.43408 0.55 0,78097 0.38393 0.31281
0,60 0,87471 0.28110 0.12638 0.60 0,81308 0,3.5882 0,31337
0,65 0,89619 0.25261 0,11173 0,65 0,81075 0,33221 0.30826
0,70 0,91362 0,22322 0,39220 0.70 0,86137 0.30513 0,29350
O.75 0,92830 0,19662 0.36937 0,75 0,88 152 0.27S46 0,28527
0.80 0,94019 0.17252 0,31156 0,80 0,90166 0,25278 0,26957
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-=0.6 
I

— =0,7 
/

У
/ Г1 ъ У. 

/ ?1 "Հ 2 ?Л

0,85 0,95001 0.15125 0,31888 0,85 0.91625 0,22847 0,25232

0,90 0,96811 0.13251 0,29312 0,90 0,92866 0,20577 0.234'25
0,95 0,96183 0.11601 0.26789 0,95 0,93922 0,18476 0,21595
1,00 0,97040 0.10163 0,24362 1,00 0.94819 0,16547 0.19786

X
7- = 0.8

X
7 =0,9

У.
1 ?՛.•

У.
1 ?։ ?з

0,0 0, 0 0 0,0 0 0 0

0,05 0,08660 0.08613 0.00439 0,05 0,08033. 0,07998 0,00199
0,10 0,17181 0,16815 0.01707 0,10 0,15962 0,31353 0,01548

0,15 0,25434 0,24241 0,03665 0,15 0/23684 0,22768 0,01671
0,20 0.33Ж 0.30609 0,06111 0,20 0,31112 0,29020 0.02803
0,25 0,40713 0,35712 0.08809 0,25 0,38172 0,34272 0,04071

0,30 0.47588 0.39565 0,11527 0,30 0.44640 0,3814 1 0,05.333

0,35 0,53894 0.42105 0.11062 0,35 0.-0971 0,41161 0.06613

0,10 0,59618 0,43461 0,16261 0,40 0,56617 0,43108 0.07718

0,45 0,64763 0,13777 0.18021 9.15 0,61823 0,44359 0,086.31

0,50 0.69351 0.13228 0.19299 0.50 0.66507 0,11126 0.09330
0,55 0,73423 0,41989 0.20089 0,55 0,70717 0,43749 0,09797

0,60 0,77003 0,40232 0,20421 0.60 0.71471 0,12461 0,10041

0,65 0.80140 О.ЗЯКХ» 0,20349 0.65 0,7780$ 0.10709 0,10083

0.70 0.82878 0.35757 0.19946 0,70 0,80743 0,38614 0,09949

0.75 0,85260 0,33252 0.19257 0,75 0.83330 0.36290 0,09671

0,80 0,87325 0,30716 0,18371 0.80 0,85’91 0,33832 0,09279

0.85 0,89112 0,28201 0,17311 0,85 0,87570 0,31319 0,0880-1

0,90 0,90651 0,25755 0,16218 0,90 0.89289 0,28815 0,08272

0,95 0,91981 0,2-3415 0,15019 0.95 0,Г-0781 0,26366 0,07706

1.00 0.93128 0,21242 0.13868 1.00 0.92073 0.24012 0.07127
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у
1 ՚*յ ?3

у 
i

0,0 0 0 0 0,55 0,69830 0.14210 0
0.05 0.07838 0.07806 օ 0.60 0,73636 0,43144 0
0.10 0,15580 0.15327 0 0,65 Օ.7702Տ 0.41521 0

0,15 0,23136 0.22301 0 0.70 0,80033 0.39524 0

0,20 0.30122 0.28509 0 0.75 0.82685 0,37206 0
0,25 0,37368 0,33786 0 0,80 0,85013 0,34843 0
0.30 0,43920 0.38047 0 0.85 0.87051 0,32340 0
0,35 0.50036 0.11211 0 OAN> 0.Տ882Տ 0,29823 0
0,10 0,55690 0,13316 0 0.95 0.90374 0.27346 0

0,45 0,60870 0,14495 0 1.00 0.91715 0,24949 0
0,50 0,65^79 0 11763 0

Лени и г радскя и полнтсхнмческнй 
институт нм.. М. И. Калинина Поступило 31 VIII 1953
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1. / олушксепч С. С. О равновесии тонких плит Труды Высшего инженерно-строи­
тельного училища В. М. <}՛.. ими. 11, .1.. 1912-

2- Мусхслитвил:։ /I. И- Некоторые основные задачи математической теории упру- 
гости. М —Л-, 1949.

ft*. Լ. U*uiGnul|jiiiG

ԹԱՐՋՐ ZbtfUVbbPb ZMUUPkC՝ ՆՐԱՆՑ <ЬРЬЪ ՆՒՍՏՒ ԿեՏհՐՈհԱ 
ԿԻՐԱՌՎԱԾ ԿԵՆՏՐՈՆԱՑԱԾ ՈհժԵՐՒ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ

Ս. Ս* Փ Ո «I» II Ի Ս'

Հոդվածում րհրվում Լ ազատ հենված ե ծ այր երն ամրացված բարձր 
հեծանների (հեծաններ ֊սլտ/ոեր] հ ա վ ա ս ա րա կ~ н п ք թ յ ան խնդրի լուծ Ոէմր 
նրանց վերին նիստի կետերու մ կիրաոված կ են ա ր ոն ա ։/ ա ծ ամերի ուղդ ման 
դե Ալրում ; ('ոլոր / и ւ ծ nt. Աե ե րն ա ր ւ/։ ա հ ա յ ա վ ա ծ ե՜ն երկու դոt մտրելիների 
դամարի աեսրււվ, որոնցից աոաջինն արտահայտված !, վերջավոր ւոեսրով 
և պարունակում I՜ րսրվածային վիճակի բոլոր առանձնահատկությունները; 
երկրորդ գումարելին արտահայտված I; Ֆուրյեի' շատ արադ դա դամ իտալ 
շարբաթ ա շ վ ո t.ifh ե ր ի դ յա բոէ թ յան համար կազմված են որոշ քիունկցիսյ֊ 
ների ադյուսակներ, որոնց օդնա թյումբ աոանց մեծ դմվարոլթյան կարե/ի 
Լ- հաշվեք աոացված լուծ II Liflt ե ր ի վերջավոր մ ասե րր: Սաուցված լածումեե- 
րի կիրառման իլյուստրացիայի համար բերված Լ կոնկրետ թվական 
օրին ակ։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. Л1. Манукян

Напряженное состояние в сжатых железобетонных 
элементах с учетом нелинейной ползучести бетона

В работе исследуется напряженное состояние центрально-сжа­
того железобетонною элемента с учетом ползучести бетона, когда 
между напряжениями и деформациями ползучести существует не­
линейная связь.

Кроме этого, принимается, что бетон обладает свойством изме­
няемости но времени модуля мгновенной деформации.

Общее решение этой задачи по линейной теории ползучести с 
учетом старения бетона дано Н. X. Арутюняном [1]. а в случае н<?- 
-ншейной связи между напряжениями и деформациями ползучести без 
учета старения бет она—П. II. Васильевым [2].

Ниже, при решении задачи, будем исходить из нелинейной тео­
рии ползучести бетона, предложенной Н. X. Арутюняном.

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим же 
лезобетонный элемент, находящийся под действием постоянной цен­
тральной сжимающей силы N. приложенной в возрасте бетона t Tj. 
Допустим, что этот элемент армирован продольными стержнями и 
поперечными хомутами. Будем отсчитывать время от начала бетони­
ровки данного элемента. Влияния усадки не будем учитывать.

Напряжение в бетоне рассматриваемого элемента в некоторый 
хомент времени է с учетом ползучести и изменяемости модуля мгно­
венной деформации обозначим через a,-, (է). Ползучестью железа бу­
дем пренебрегать ввиду се незначительности по сравнению с ползу­
честью бетона. Напряжение в арматуре обозначим через (։).

Эти напряжения при любом է должны удовлетворять уравнению 
равновесия:

Mt)Fa -KW-N. ПЛ)
где Fn и F<$ — соответственно площади поперечного сечения армату­
ры и бетона.

[Полная продольная деформация бетона &<■, (է) с учетом его пол­
зучести. согласно [IJ. будет:

I (1.2
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где р֊— — упруго-мгновенная деформация, a C(t.r) -деформация по,л

зучести к моменту времени է. Очевидно. 4ToC(t,t)=0. (')] —не­
которая определенная из опыта функция от а., (г). характеризующая 
нелинейную зависимость между напряжениями и деформациями пол-
зучести для данного бетона.

Из условия совместной 
равенство их относительных

работы арматуры и бетона имеет место 
11 род ольпых деформаций:

8(5 (1)~8a (է).

С другой стороны, имеем:

,.ч (t)
(tk= -g- 

(1-3)

(1.4)

где Еа — модуль деформации, арматуры.
Из соотношения (1.2), пользуясь равенствами (1.3) и (1.4), на­

ходим:
։

(է) _ (է! 
Еа “ E(ti

dC[t, г)
Ժր (1.5)

11одставляя 
преобразования.

значение օ3 (է) из (1.1) в (1.5) и 
получим:

сделан некоторые

Об (0 = F6ll+pm(t)J ՜! |iha J^(T)ck
д֊. Е(г)

dr___
pin(t)

(1.6յ

Ra 
где |i=p----- процент

нис Pz данный момент 
деформации бетона в

dC(t. г) dr 
ժր 14 |мп(О

армирования. m(t)= .47.— модульное отношс- Ед 11

времени. Ei'rJ ֊значение модуля мгновенной
момент 1 = т,.

Пользуясь зависимостями (1.Կ и (1.6). получим следующее урав­
нение для определения напряжения в арматуре та(() как функцию 
времени է:

Об (է) =
<1-

ժր Ё(г) I— ptm է)

с;. (r)F
F<,

oC(t.r) _ dr 
ox 1-ր|էՈ1Ա)

(>.7)

N

Ժ I

t
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Таким образом, задача определения нормальных напряжений в 
арматуре Н) и бетоне (է) в центрально-сжатых железобетонных 
элементах с учетом нелинейной ползучести и изменяемости модуля 
мгновенной деформации бетона сводится к решению интегральных 
уравнений (1.6) и (1.7).

§ Չ. Приведение интегральных уравнений (1.6) и (1.7) к диф­
ференциальным уравнениям. Заков изменения меры ползучести C(f.-r) 
бетона можно принять в виде [']:

C(f.?)-?(?} ի-е-’М. (2 ’)

где <?(?) —некоторая функция только возраста материала т, опреде­
ляемая из опыта в. характеризующая процесс старения данного бето 
lia. а у—некотарая постоянная. Такое выражение меры ползучести 
для бетона дает достаточно близкое совпадение с экспериментальны­
ми кривыми ползучести бетона как в старом, так и в молодом его 
возрасте, а также отражает основные свойства явления ползучести 
бетона во времени, именно—его старение и наследственность.

Подставляя значение С(1.т) из (2.1) в (1.6). получим:

t
N , ր г , ՝ д Г 1 от 05 01 - й?(I+1мйГ + J л m 1 +)«ո(է) +

՝1
1

В (2.2).

Помножив уравнение (2.2) на l-f-jun(t) и продифференцировав 
по է, получим:

I
M)|l4-pni(l)’=pE3 Y | յխձ (-:)] >(т)е ,|! ‘| ck-jxEa у[[с6 (է)]?(է). (2.3)

՜:

Отсюда, определяя значение интеграла

I
| ЦМ-)) — [w с՜5՛- Т1| (1т

•1
и подставляя в исходное уравнение (2.2). находим: 

t ’
Об(0(1+|1ПЦ1);= Д- +рЕ3 ( о6 (т) Д 

• 6 ,՛ О V
՜1

(t)[l+jim(t.)] рЕ4 ք[<ր« (t)] »(V. (2.4)

ch+|iEa I քխօ (ր)]փ(Հ)մէ-
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Дифференцируя выражение (2.4) еще раз по է. после некоторых 
преобразований приведем окончательно к следующему виду:

Аналогичным образом для aa(t) получим следующее уравнение:

Տ5Ջ ,(U F.., т?(П
l + pm(t)

M’) Ւ
1

(2.6)

Таким образом, решение, исходных интегральных уравнений (1.6)
и (1.7) сводится к
(2.6). Заметим, что 
дующие начальные

решению дифференциальных уравнений (2.5) и
согласно (2.2) и 
условия:

N •/- X

(2.5) для Go (է) имеют место еле-

Аналогичные условия получим

N m (т։) ..

для a., (է)

(2.8)

Положим, что ((a) является степенной функцией лила: 

f(q) — а -г fo­

il характерна тем, что обладает слабой нелинейностью, т 
мегр 3 является малым.

Тогда будем иметь:

f[ad (т)] - a6 (т) 4- ^дт).

е.

(2.9) 

пара-

и

rpm(t։)

N-oa (tiF, •յ

F« Fo

(Подставляя значения I խ.-, (т)’ и f 

(2.5) и (2.6), получим:

N~aH (x)i
F6 из

(2.10)

10) в

f о
С

N

aj է)

Hjini(t)

. pH.. Y?(t)
‘ I I нт(Т)

I f1'’
l-t-pni(l)

ИТ'Ф 1 ժ(է)4- 
1—p։n(tj I "Լ r

CM I)

4-23 . I , ,t)_
и F6 [1 -}-|im(t)| I •*

Таким образом, задача определения нормальных напряжений в 
арматуре <ju (է) и бетоне a., (է) в центрально-сжатых железобетонных 
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элементах с учетом нелинейной ползучести и изменяемости модуля 
мгновенной деформации бетона сводится к решению нелинейных диф 
ференциальных уравнений второго порядка с переменными коэффи­
циентами вида (2.11) и (2.12).

Положим, что модуль мгновенной деформации бе: она Е(() изме­
няется по времени незначительно и практически его можно считать 

оянным, т.е. Е—Ео; тогда уравнения (2.11) и (2.12) примут вид:

«‘>+* |1+ԺԼ ”” ] (։) Հ(։)“°- (213)

_ շը |U--4 Тт< է ' 0i(|)0 (t)eU։ (2 |։J)
1 ,"t* рГПо

где En—постоянная величина
Уравнения (2.13) и (2.I I) определяют нормальные напряжения в 

арматуре и бетоне в центрально-сжатых железобетонных элементах с 
учетом только ползучести бетона.

Исследования показывают [I], что для <?(■:) можно принять сле­
дующее выражение:

ր(-^Գ+4'' (շ-15>

где Со- предельное значение меры ползучести для данного бетона, 
А| — некоторый параметр, зависящий от свойства и условия старения 
данного бетона

Если в уравнениях (2.13) и (2.14) заменить функцию <?>(() ее пре­
дельным значением ?(с)^Со. то полученные уравнения будут харак­
теризовать состояние ползучести для старого или стареющего бетона. 
В этом случае уравнения <2.13) и (2.14) примут вид:

Հ(է) 4-րՐ ֊ A)x(t)4֊2AfraJtxx:(t) = 0. (2.16)

Հ(0 + •ai- Л) Հ(է)-2ձ?յւք<յ։(է)Հ(է) О. (2.17)

где Л=**^
Н-ртл

§ 3. Интегрирование уравнений (2.!6) и (2.17). Интегрируя урав­
нение (2.16) один раз и принимая во внимание начальные условия (2.7), 
юлучим:

’.(D+rd4 Л)а6(04-АЗа’(()=Тад(т։). (3.1)

Интегрируя это уравнение еще раз и сделав некоторые преоб­
разования, полечим:
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m l-ate
”6 (и — 5 1 j _я е ֊А.^у։-у,| (t-M ■ 

где
-(Л ; 1)4֊ V (A4-I)։ • 4А>Г. (Г1), 

у| 2А<,

(А 1) | (Л-: 1)Ч4Л^Й-])
>։---------------------------2А?

Аналогично получим решение уравнения (2.17)
J_d։

°Л ( 21 1— о рАЗхии -ZJU--,! ’
1 м«> U

где ______________________
А+1-;-2А^ - |/։а+1)«+,^ «»(-,) 

ГЛ ) Иц..)
Zj ՜ —2Afr

Л+14-2АЗ & ֊ 1/ (A4-I)2 • п4։:УЧ(ч'
I 6 I НЦ t։) __

Z:= 2A?p

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.7)

(3.8)

Выражения (3.2i и (3.6) определяют закон изменения напряжений 
в бетоне и арматуре в сжатых железобетонных элементах с учетом 
ползучести бетона. Так как у։>0, у>>0. то А3у(у, - уг)՝>0: кроме 
того, из (3.5) следует, что 0<а,<1 и а, < 0. Отсюда непосредствен­
но следует, что напряжение а6(|) с течением времени монотонно убы­
вает по (модулю), стремясь к >4 (когда t — -с, а6 (է) = \-յ). Аналогич­
но получим, что напряжение са (t) с течением времени монотонно воз­
растает (по модулю), стремясь к z։ (когда է = со, au (t) = z։).

Ниже приводятся некоторые числовые данные (см. . аблицы 1 — 6). 
которые характеризуют закон изменений нормальных напряжений в 
бетоне и арматуре в центрально-сжатых железобетонных элементах 
в зависимости от возраста бетона т։, интенсивности меры его ползу 
чести C(t, т), процента армирования и меры нелинейности Меры 
ползучести бетона приняты следующие:

Գ 0.9-105; г = 0.026;

Еа = 2- \ 0'"кг езг; т0 — 10.

Из этих таблиц видно, что; I) начальные напряжения в бетоне 
Գ', (-rj с течением времени быстро затухают, а в арматуре (т.) быстро, 
возрастают, причем величина затухания ай (т) доходит до 30—35° (>1.
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t . — —— ——________________ —— - - —------------------------- ------------- , — — ֊ . —

Таблица. 1 
дней; cv (г,)- 40 З—О.ОО!

I Н=։.57и |*=2-'/( Г*=2.54, и-зо;0

28 дней Ч (0 40 40 40 40 40
=6 (0/Գ (-1) J I 1 1 1

1.5 мес. =б (о 37,655 36,691 35,816 30,050 34,600
°б (0 =6 Сй) 0,941 0,917 0,895 0,876 0,865

3 мес. М«) 34,317 33,241 31,683 30,361 29,174
=6 U) =6 (ն) 0,857 0,831 0,792 0,759 0,729

«6(0 34,271 32,242 30,586 29,217 28,044
°б (о.’б <■>; 0,856 0,836 0,764 0,730 0,701

1 год =6 (0 34,230 32,202 30,550 29,184 28,017
=6 (0 Зг> (՜ւ) 0,855 0,805 0,763 0,729 0,700

■X՛ =б(0 34,230 32,202 30,550 29,184 28,017
=б (։)'=.•,(•«) 0,855 0,805 0,763 0,729 0,700

Таблица 2
н — 28 дней; эГ/(:։)-= 40кг.<.՛.«?; 2 =-0.01

։ 1‘=1в/о ՚ժ = 1.5>/օ Р*=2.^о И=3%

28 дней =6 (։) 40 ■10 40 40 40
=б (0 =6 '•։) 1 1 1 1 1

1 ,5 мес. =б (0 32.857 30,644 28,882 27,012 26,258
=а (О.'ч <՝•> 0,821 0,766 0,722 0,675 0,656

3 мес. М‘) 32,818 30,607 28,850 26,986 26,255
=4<»Л, (-<) 0,820 0,765 0,721 0,674 U, (։55

6 нес. ■56 '0 32,818 30,607 28,850 26,986 26,255
=ձ(Օ =6(ն) 0,820 0,765 0,721 0,674 0,655

1 год •=6 (о 32,818 30,607 28,850 26,986 26,255
=6 (Օ֊՚Պւէն) 0,820 0,765 0,721 0,674 0,655

—

(О 32,818 30,607 28,850 26,986 26,255
=6 (0;=.-. (-») 0,р20 0,765 0,721 0,674 0,655

Иж'стйя VII, .V. 1—5
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-։ — 14 дней; з6 (Т|) = 10 кг-см''՝, £ •= 0.001
Таблица 3

է .«=1.5'/о յ* = 2Ղ ,ս=2..՝)''/(, F-3%

®б 10 40 40 40 40 4014 дней
7ճ(0;’ճ <«,) 1 1 1 1 I

28 дней :и (о 37,817 37,129 36,395 35,693 34,872
«6 (04 <’։) 0,945 1 0,928 0,909 0,892 0,871

МО 36,475 35,049 33,816 32,447 31,7601.%/ МСС»
=6 (ч> 0,911 0,876 0,845 0,8П 0,794

3 мсс. (0 34,822 1 32,852 31,240 29,885 28,602
'6 (0/5б (м) 0,871 0,821 0,781 0,747 0,715

6 мсс. Ч (0 34,268 32,237 30,580 29,212 28,025
Դ П)/--л (֊,) 0,857 0,806 0,764 0,730 0,70!

МО 34,230 32,202 30,550 29,185 28,017I год
2б (О/’б (■՛) 0,853 0,805 0,764 0,729 0,700

’6 (0 34,2.30 32,202 20,550 29,185 28,017о>
М։| V (“О 0,853 0,805 0,76-1 0,729 0,700

Таблица 4

х_ 28 дней; (~,)=400 хг/сз/*; 3 ~ 0.001

է и=» ։*'/<> ;ւ=1.5',, l*=H

28 дней % (0 400 400 400 400
1

400
1=а (0 Հ (ն) 1 1 1

1.5 мес. ча <0
:а (04 (*,)

631,5
1,586

(520,6
1,550

609,2
1,523

598.0
1,495

580,0
1,450

3 мсс. ն '0
МО'М-О

968,3
2,421

850,6
2,126

815,8
2,039

785,6
1,961

760,9
1, ‘/02

6 мес. в* (0
% (1>4 (•։)

972,9
2.432

917,1
2,293

870,7
2,176

831.3
2,078

798»o
1,996

За (0 977,0 919,5 872,5 832,6 799,4
1 ЮЛ

ն ։')'հ (-,) 2,442 2,299 2,181 2,081 1,998

(О 977,0 9! 9,8 872,5 832,6
1

799,4

’а 10 '"а (”։) 2,442 2,299 2,181 2.081 1,998
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•-I 28 днем; сд (т։) = КХ) кг'см> s = 0,01
Таблица 5

։ F— 1 */•) :*= 1,5% Р=27п (ч=2,5"/0 H-3o/n

28 дней За (0 400 400 400 4(Х) 400
Ն W’a (ч> 1 1 1 1 1

1.5 мес. ':а 0) 1114,3 1023,7 955,9 919,5 858,1
Ն (0 Կ (ч) 2,786 2,539 2,340 2,299 2,145

:а (է) 1118,2 1026,2 957,5 920,6 858,23 мес.
Ն («)/% (’ч) 2,795 2,565 2,394 2,301 2,145

6 мес. ն «>
1 1118,2

1026,2 957,5 920,6 858,2
°.»(О."’., Г-|) 2,7°5 2,565 2,394 2,301 2,145

1 ГОД
% (I) 1118,2 1026,2 957,5 920,6 858,2

Ն (0 ’а 1-|) 2,795 2,565 2,391 2,301 2,145

та (0 1118,2 102(5,2 957,5 920,6 858,2
\ 0ՆՀ (ч) 2,795

т(- 1-1 дней;

2,565

Ն (ч)=4С0

2,394

К2.СМ՝-’, [1=0,

2,301

001

2,145

Таблица 6

։ н=։«/о Н֊=1 5% Н"2‘7о ս֊շ/Հ1.,.

И дней та (’> 400 -100 400 100 400
% (0 -а (՜է) I 1 1 1 1

<։ а(0 618,3 591,4 580,7 572,3 570,9
о 0(«).Ч ( ч) 1,544 1,478 1,452 1,431 1,427

1 ,5 мес. % (0 752,5 730,1 709,2 702,2 674,7
=а (1). =а (ч) 1,881 1,825 1,773 1,755 1,688

3 мес. За (0 917,8 876,5 878,0 Ւ04,6 779,9
Ч (>) '□ (ч) 2,294 2,181 2,095 2,012 1,950

6 мес. Ն (0 973,2 917,5 871,0 831,5 799,2
«а (0/та 0,) 2,433 2,294 2,178 2,079 1,998

1 год % 0) 977,0 919,9 872,5 831,2 799,4
% о )ն 0.) 2,142 2,299 2,181 2,085 1,999

=. 0) 977,0 919,9 8ւ՚2,5 831,2 1 799,1ос
(ԴՀ (ч) 2,442 2,299 2,181 2,085 1,999
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а возрастание аа (tj доходит до 245—2806 6; 2) величины затухания 
с , (г) и нарастания ая (-) зависят от процента армирования р: чем 
больше процент армирования, тем быстрее происходит затухание на­
пряжения в бетоне и, наоборот, тем медленнее происходит возраста­
ние напряжения в арматуре: 3) затухание напряжения бетона Գ}(րէ) 
и нарастание напряжения арматуры происходя.- в течение только пер­
вого года, после чего изменения этих величин почти не происходят.

Сравнивая эти таблицы с таблицами, полученными II. X. Арутю­
няном [I] для линейной ползучести, видим, что при нелинейной ползу­
чести затухание напряжения бетона о.՜. (т) и нарастание напряжения 
арматуры Պ (т) происходят быстрее, чем при линейной ползучести. 
При 3 = 0,01 затухание напряжения бетона (т) и нарастание напря­
жения арматуры а* (т) происходя! в течение только первых трех ме­
сяцев, после чего изменения этих величии почти не происходят; чем 
больше меры нелинейной ползучести 3. тем быстрее происходят зату­
хание (т) н нарастание (т).

Ереванский государственный университет 
нм. В. М. Молотова Поступило 11 XI 1953
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и*. 1Г. տաճոսկյաճ

UbllHUtf ՒՐԿԱԹԱԲեՏՈՆ ԷԼեՄԷՆՏհ ԼԱՐՎ_ՍԼԾԱՅՒՆ ՎհճՍԼԿԸ 
ԲեՏՈՆհ ՈՋ֊ԳԾԱՅՒՆ ՍՈՂ.ՔՒ ձԱՇՎ-ԱՌՈհՄՈ Վ_

II. 1Г Փ Ո <!> Ո I» Մ

տուրք ածում քննարկվ ու tl Լ սԼգմ ված !. րկ ա f! in pl. in սն Լք I, մ I. ն in ի /М/ГГ- 
վածայքւհ վքւճակր, I. p p flu րվ ած nt fJ յան h Untfjtfi Г] l.tfm pif nt if ft այ ի միջև գոյու­
թյուն nt.hfl ոչ-գծային Ipinip Բարի if p ահ ի ц , ph if n, նվո լ մ է, որ րևտոնի 
ակ1ւք1արի1 ային գե՚իորմ աւյ իայ ի մոդուլր E (է I Ժ ա մ ահ ա կ ի phfJ ալրում փո­
փոխվում է,

ll.jn խնդրի րնդհանուր քՈէ-ծումր րևտոնի գծային ււոգյւի գևսքՀէու մ 
т,Нч. Խ. Հա րութ յունյանր \1\, իւ/կ Ոշ֊գծ ային խնդրի /Ուծամր, ասանդ 
րեսւսնի ծևրաւրւէմր հաշվի աոնհլու՝ Պ. Ի. 'Լաոխևր [2],

Stiff ված ում դւո յւ/ Լ ար վ ա մ, որ րհտոնի և արմատուրայի նորմալ 
լարէո.ւ(1էհր ի որոշամր րերվում Լ ( 1.6 յ և ( 1.7) քւհ ահ դրա { հ ,„•] աո ա ր ու №• I. ր ք, 
և կւա)' և ք2.12) փոփոխական դ п ր ծ ա կ խյնե ր ո վ երկրորդ կարգի որ
դծային գ fitfJi pl.'ll ւյ քւա լ հավաււա րումէւեր ft ին in եդր մ տն ր ւ

Լնդունելով E —const. (2.! էի հ (2.12) հա if ա սա ր m tfitli ր ի ք II ւ.ծ ու I. ր ր 
tltniutjifnt it հհ ք3.2) ե (3.<>) inl.ujmif, սրււնյ. ւոալիս ե՚հ րհտոնի և արմա- 
ասւրայի քարվածություհների փոփոխման Օրեհրր, է. ր ր հաշվի Լ տոնվում 
րհաոնքւ ո շ - գծ այ ին էէՈգրը:
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II { В I С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Нч ֊մատ.. |՝ն. և mbjub. qjiinmp. \/j] լ 1954 Физ мзт., сстеств. и техн. науки

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

В. В Пинаджян

К вопросу о несущей способности внецентренносжатых 
стержней стальных конструкций

§ I. В работе [7] в соответствии с основными положениями ра­
счета конструкций ио предельному состоянию [1 !2] предложен при­
ближенный метод определения несущей способности сжато-изогнутых 
элементов любой симметричной формы сечения. Решение основывается 
на предположении, что изгибающий момент в сжато-изогнутом эле­
менте действует в плоскости симметрии сечения, ври этом: плоская 
форма изгиба устойчива; сечения элемента в стадии упруго-пласти­
ческой деформации остаются плоскими; материал элемента за преде­
лами упру। ости характеризуется линейным упрочнением (фиг. 1). .У рав-

Фиг. 1.

некие действительной формы изогнутой оси для упрощения решения за­
менено одним членом тригонометрического ряда*. Рассмотрены сле­
дующие возможные деформационные состояния стержня при работе 
сто в упруго-пластической стадии: деформационное состояние I, при 
котором пластические деформации имеются только в сжатой зоне се­
чения; деформационное состояние II характеризуемое односторонней

' Возможность таком замены без ущерба для точности практического расчета 
.имметрнчно нагруженного стержня при различных законах деформации материала 
доказана многими исследователями.
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пластичностью сечения со стороны растянутых волокон. Наконец, де­
формационное состояние Ш. при котором пластические деформации 
имеются и в сжатых в в растянутых зонах сечения

1Խ основании |7) несущую способность внецеятрснносжатого эле­
мента любого симметричного сечения в плоскости изгиба можно опре­
делить из следующего выражения:

гп •?
(1.1)

еу. F 
где in = -~ относительныи эксцентриситет в плоскости изгиба,

.. отношение критической силы внепеитренносЖатого эле- 
Т|| • г

мента к усилию текучести при осевом сжатии.
В (1.1) знак минус в знаменателе дроби соответствует деформа­

ционным состояниям I в III: знак плюс֊ деформационному состоянию II.
Коэффициент х в (1 1) характеризует пластические деформации 

элемента.

При деформационном состоянии I:

у I _ 5л. . ( j_ А) I Տ’“. է !__ 12 . 'О*՜7 (н I (-1
հ ՜ Յյ*Ի՜ in • q? Լ (1.2)

Здесь (Հ-высоту пластической зоны в сжатой части сечения —
находим из следующего уравнения:

с . / ♦ т,!?Sit,-f-^at -С|-т- • W,\ 
F !

ԺՏՆ m?'W, 
<тс։ (1-фМ1“9) (1.3)

где F—площадь сечения. I, момент инерции сечения относительно 
главной оси, перпендикулярной плоскости изгиба. Տա и 1п> — стати­
ческий момент и момент инерции части сечения расположенной выше 
оси 1 1 относительно этой оси (ось 1 —1 проходит по контакте упругой 

1 Е!
и пластической зон н сжатой части сечения): ф ֊ отношения мо­

дуля упрочнения к модулю упругости материала.

При деформационном состоянии И:

? ֊₽+֊:• !*
а, з.г ш-тр ц

(11)

Значение е« - высоту пластической зоны н растянутой части се­
чения находим из следующего уравнения:

с . I . ni ? W. \ ԺՏւտ. гП’ф-Wj ք. .. _.
Տ;" ՚ Դ+1 ՛- -I-J- (I ^ii+H (1;>) 
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где Տշ,< и Ьн—статический момент и момент инерции части сечения, 
расположенной ниже оси 2—2 (ось 2—2 проходит по контакту упру­
гой и пластической зон л растянутой части сечения) относительно 
этой оси.

При деформационном состоянии 111:

«=*=&ճ£ւ +<ելՓ>:0֊?)
2а։ րո՚®-Ա

X՛ lib+ кн + (а։—c։)-Sib4-(a3—са)• S21,]. 0.6)

Значения с, в с, для (1.6) находим на основании следующих урав­
нений.

с . / . ш-ф W«\ oSib m-<p-W։Su. + (з.֊ с, ■ ֊ ■ т) - ֊ժ֊ ֊=

Г/ о , т? W, \ ԺՏՉէ։ с 1 ժշ2 .. 7- ]Дс=-а=+т-< т I՛ *ր՜Տշ՛՛ • л;՛ <17)

(h֊c։ -c,).(l-?).F=2-(l—».(Sit>-S2„)+2F.(a։-c։). (1.8)

Для ряда напряженных состояний сложных сечений выражения х 
и с> получаются более простыми, если взамен Siu и Ьь в (1.2), (1.3) 
и (1.6)- (1.8) подставить соответственно:

Sib SjH 'Г . (Յլ Cj), 
lib = k —11и~тР-(а։—с Д’.

(1.9)

Здесь Sj„. In, — статический момент и 'момент инерции части сечения 
расположенной ниже оси 1 — 1 относительно этой осп;

а։ —кратчайшее расстояние от центра тяжести сечения до наибо­
лее сжатого волокна сечения.

Границу между областями деформационных состояний I и 111 на­
ходим из условия о,. а„ на основании следующих уравнений:

F . (I—ф). (h—с։)

liv (а։—с,). Su»՜ր

Su, -г (аг—с։)
ԺՏյհ
<?d՜

(1-10)

(1 — ф). (h—с։). F =2.(1 -0),S։b4֊2F.(a։-c։). (1.11)

Границу между областью деформационного состояния II и об­
ластью деформационного состояния 111 находим исходя из условия 

= оп на основании следующих уравнений:
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Л11֊И1

F.(lt-'f),(h-c2). Sa,+ (u5-cs} . .

+------------- I .4 1 — • <112)
2.|МН) .

(1 +?) • (հ֊Գ). F»2. (I ֊9). SiH-F 2. и . (a2-c2). (1.13)

Верхней границей области деформационного состояния 1 является 
гипербола Эйлера, сопряженная с прямой у — Г. нижней границей 
области I является кривая, определяемая уравнениями (1.10) и (1.11). 
Границами области деформационного состояния II является гипербола 
Эйлера и линия, определяемая уравнениями (1.12) и (1.13). Области I 
и 11 имеют контакт только в одной точке, находящейся на гиперболе 
Эйлера. Ординату точки контакта находим из условия ес | = =гп . 
В этом случае с, «գ-Он, следовательно. ՏՈ-. = Տ՛.,. = 0. Поэтому 
на основании (1 11) находим:

Подставляя в это выражение и имея в виду.

что высота сечения h«=a։ а-. получим:

W,—W.
?n“\v. \v.‘ (1.14)

Этот же результат получим на основании (1.13).
С помощью приведенных выше, формул могут быть составлены 

таблицы (графики) для расчета внецентренносжатых стержней любой 
симметричной формы сечения.

§ 2. В сжатых и сжато-изогнутых элементах современных сталь­
ных конструкций в основном применяются: коробчатое и. реже, двой­
ное зетобразное сечения, главным образом в сквозных тяжелых фер­
мах; Н-образное сечение в арочных фермах, каркасах высотных и 
промышленных зданий; швеллерное сечение, тавровое сечение; симмет­
ричные и асимметричные двутавровые сечения—главным образом для 
колони и стоек (10].

Рассмотрим элемент коробчатого сечения. В зависимости от гиб 
кости стержня и эксцентрицитета приложения нагрузки в сечениях 
стержня в упруго-пластической стадии его работы могут возникнуть 
напряженные состояния, показанные на фш . 2. Напряженные состоя­
ния 1. 2. 3 фиг. 2 относятся к деформационному состоянию г, напря­



К вопросу о несучц, способа. вкецентрениосжатых стержней 73

женные состояния 7,8 к деформационному состоянию II. Остальные 
напряженные состояния -к деформационному состоянию III.

Пи основании уравнении § I в таблице I даны частные значе­
ния •/. для 10 напряженных состояний внецснтренносжатого элемента 
коробчатою сечения. Здесь и в дальнейшем напряженное состояние II 
(фиг. 2.։) нс рассматривается, так как оно не представляет практиче­
ского интереса. Кстати говоря, это напряженное состояние может воз­
никнуть в нерациональном сечении i резкой асимметрией при очень

Фиг. 2.

большом эксцентрицитете приложения продольной силы. Формулы для 
определения границ областей напряженных состояний, показанных на 
фиг. 2, приведены в таблице 2.

На фиг. 3 в координатном поле у- л показаны области различ­
ных напряженных состояний внецентрениосжатого стержня коробча-

<1’нг. 3.
того сечения. Цифры в кружочках соответствуют областям напряжен­
ных состоянии сечения, показанных на фиг. 2; цифры в скобках ука-



Таблица I

Значения у. для вкецснтрскиосжэтого элемента коробчатого сечения

Деформапион- 
нос состояние

Напряженное 
состояние

К о •» ф ф и и цент ч Номера фор­
мул

I I 2

1/1

(фиг. 2,)

Լ2

(фиг. 2а)

На основания (1.2)
с, , 1—փ . ГЬл,։ 1-у Ь։С։5(За:-£i)
»i 2 խ-ւ^Կո-? Յև

На основании (13)
-5». =,_ . Ջ 1 ՚ ’ 3| inv

г пр 7 = -—- ֊р — - W,
հ ։֊; 1-9 bjh^J ’ ։дс հ Կ- 7 h-F

На основании (1.2) (2.2)

С) 1-; I՜ b;.C|;_(b,-d).(c,-i,)3 , I -v Ь)с1?-(3э1—Cj)—(bt—d)-(ct—t1)t-(3;.՝, —сд—2t.J
a, Դ 2 I arF m-<? ՚ ՜ -. և

На основании (1.3)

На основании (1.2) и (1.9) (2.3)

[ b;(h-c )> 1 у
2a,F щ-у

Ь.Х11-с,?-(211-Зз։ + с)
1----------------- 6 և------------



(фиг- 2а) Ил основании (1.3) и (1.9

I ^--1— Ղ1 -2Լ. т? w>|-+ гг.»
’’ ftc аД m'? W»

‘ Л h l-v h.F

111/4

(фиг. $))

На основании (1.6 и (1.9)

^±^.(|_?Խ.<էճճԼ
-«։ m-ф

На основании (1.7)—(1.9)

(l-J.cs։-~2. (!-?)֊( 1

lh-< ;,)-— 2-»(h-c,)

<г)чх 1 Ьг(h-с,)- (2հ-3.1։+С,)—b3 с?-(За.-с?)

1

Л •

Я (հ-Պ)4

2Լ ту
1 — 1 I~т

tn-^
՜ '՜7 1 — с

6-1*

_ 2£F (;j o-n 
h, ba (dj Cl>-°՛

֊^-Мс.’-З’с-.)- ^=0- 
bj oc-i

F '

111/5

(фиг. 28)

Па основании (’.6) и (1.9)

у (h с,- с;.).(1-?) (|-ձ).(1֊?)4 ! 3(а,-c։)[(l»-c,)- b.. (h-cj-tJ-Hb, d)|+b9-cuլ(ձՆ-էշ)_ _

■ (-Ն-ր,) = Օ,

^0-

2э, т.?

.. РН.1!

На основании (1.7) и (1.9)

(•—■-.я- (• Л г'.

6 b

-c,) -(h с, »;Р-(Ь,-<1)|
3-lx |

֊<'-4)>վ(հ c,p

(2-4)

(2.5)



Продолжение таблицы 1

1 2 3

иге На основании (1.6)

(h-c’՜- Գ) • <։֊¥) ОН Ml-'f) X Вмг^ч-с,) ba-c34

-r) (h c։)-2F(a։^-Cj)֊

Ь, о/ ։•։?*.е։-2 ի ֊ ।Հ

■ (Заа—<*■;) ] •

(1 - Ь) Ь.с^в»

w.V ьл<
1' )х ь,

(2.6)

(фиг. 2С) На основании (1.7) ։

Ո ձ). <•..-՛

2а։

(1.8)

Г СхО-т) .

J.I
- .71֊ X

 
~

sr
! 

— -п
 

э
+ 

О
 

-а

It.

x^֊1с.а-2 , ms W։^ 
Vlrfi^--F ; •Դ

ь..

9

И/? На основании (1.4)

1 Լշ + - _ф Ь.с։- , 1 4՜ т Ь}։С3*-(Заа ։՛<)

(2.7)

(фНГ. 2;) На основании (1.5)

li

а2

շ
J

2 a..F

m= W 
‘ 14-7 ' Ь3-

m-? 3-1х

ւ] ", где £ + i Wl.
4- 7 ՚ հ -Г

II 8 Па основании (1.4)

| с’ . 1>,с - -(b,֊d)- (ст-Գ)3 ։ I i Ьл?(Зз7-с3)—(Ь,- 1-’) ՜ (с,- Ь)3 ՜ (За2— — 2t9)
(2.«)

(фиг. 2^) Па 

с2-2.

11 2

основании (1.5) 
Л 4- ”** W'

а5Р

)^+4-х

ու • 7

1 ,5./h О 1 П։? .

3-lx

շ-dH 4- ■ . tn • 7-Wj
( Н ?‘ F U7‘S Г լ I4-?



Ill 9

(фиг. 2..1

111'10

(фш. Հք)

7,=

На основании (1.6)

•(՜'՜?1 '2<С‘ C:l + lef’.b.c.’+Mcrl'hb.l? I-.3(1>,- d)-(2c։-l-).(2.^-t։) I։-2(b,c,։-dc?)|.

На основании (17) и (1.8)

^--d (1֊У)Н 
1-ձ 2(bj—-d)!; Cj-b

b,c, 2a... 4 e, 2Hb? W 
i֊? ■ г

На основании (1.6) и (1 9) 
(h-c.-cj-d- у) ( 

2а ։ n»V

(2.9)

F 1

W,
—Հ F

2m ?
CJ Й

d-'.c:

[ 2(dC,4(bj-d)MX

de i 
de. •

(b.. -dl.|h < ..I
6-և *2h

dc5-s л
6L 'Jbc’W,

(2.1<>)

X(d(h-c։)։-bfb:-֊d)X(2h-2c1-l.).t։-dc/- (b3- <l)-(2c;-t.) t..| I .

H.: основании (1.7) и (1.9)

Й.3- ^a-f-»(h-c,)-(h-c,)>~ 2tr-,~C,,>F 0. где а=
(*— ?)•<! d

d(h-c։)=+(br- d)-։,"֊2?..(d(h -c։)4-ij

<*L 
xdc։

Lz5
1-ձ 2(էԼ—d)t.j .

2i-(di |(b;-i!)l;| -de.— d)t-l

w <^Лз_т? . w
1-7 l-? F



Таблица 2
Формулы граничных линий областей напряженных состояний внсцеитренносжатого элемента коробчатого сечения

Уравнения, с по- 
мощью которых 
получена фор­
мула граничной 

линии

Формулы граничных л и и и й 11 омера 
формул

1 2 3

при С| -*1։

Между областями 1 и 2

?‘Sn j 12 և
11 з!՛ (2at—1|>՛
[ (Р-(1-^Ь,«,]։2г

| •
(2.11)

(1.10) Между областями 1 и 6

?,= Լ (»—rW,3
7-п ! 12- !х

где с։ определяется ид (1

1 1 3-F-(2a,-Ct)- 
' (F֊(l—ИЬ։с։)с։’

И) при S.b- ֊4" 'b>c։՜ •

(2-12)

3) и (1.9) 

при C| = h -ta

Между областями 2 и 3
। ?г-<^-лг 1 .։

г*. 1 • 12-Jx ’ / :.F\

(2.13)

(1-Ю) Между областями 2 и 5

'-= ~ b։c|3-(3a։-ct)֊(b։-d).(Cl-l,)։X(3a։-2tI-cJ)-t-?՚՜ո 1 olx

(2-14)



4- — F (1 ?) (h—с.) . -(2"‘ -C_l> <£
շ ’ F-(i—;)i<Jc,+(b,-

где c։ определяется ил (LU) при SJb =-֊ - • [<Рс։4-2с։
Հ

, «,)(b,-d)t, |
J/’

t։-(b,֊d)-։։-֊.(b։^d)] •

(2.14)

(1.9)—(!.И) Между областями 3 и 1

1(±ւ1£±>. (1 т>ч4
V-՜ո լ 12b/-h

1.
(2.15)

(l.l). (I.?/ (1.9)

при c,=h ij

МеЛлу областями 1 и 5

>.2= _ճճը. LL-1LT.3 х 12±d?_!+Հ
?-сп Г2-Ь?-1х F

(2.16)

(1.1), (1.6) и (19)

при C|~l|

Между областями 5 и 6

>•-' “֊֊ * -fci) . |blil’(33,֊tl) + b։c?(3ay-ca)] I.
У3п 1 Z3| <>1х

Здесь ։п и с. определяются нл основании двух последних уравнений (2.5) при с. —1։.

(2.17)

(1.1) и (1.6)

при с—J

Между областями 6 и 9

~xf 1 !-Д- 1Ь|с,».(За,-е,)4-Ьа1?.(За>-1а)|- m V(h-c-l,) 1?՚3ո 1 о-ix /а։

Здесь in и с: определяются на основании двух последних уравнений (2.6) при с, էյ.

(2.16)



Продолжение таблицы 2

1 2 1 3

(1.12) Между областями Г> и 7 (2.19)
*>Е | (1 i» b։.c.?. 3-F(.’a3 с..р_ 

‘ c?-(F (1--})Ь;с3] 1. i?.=П х(1 12 և

где са определяется из (1.13) при Տ21, • Ьа-са3 •

(Ml. (М) и U.5)

при с3=1»

Между областями 7 и 8

V3n 1 l-'-l*
1- 3F ՚

г

(2.20)

(М2) Между областями 8 и 9

Ճ.1՛ . ,1 । 'zix [bx.,».(3a.^-c3)-(b3-d) (c3-t3)’. (Зл3 2<3 с3) + 
?*зп J Olx I

! 3 fMcMh <MF у (2а3—Cj.[dc34-(bg- d:)»3|-Kc3- էշ)-(b.>—d)-l3 1 ]
■ 2 ( rM ' x Ւ- (l-D«Nc2+(ba-d)l3| 1 J’

где с. определяется из (М3) при ՏՁ1| -1-у (dca։ 2с31։Х(Ьг d) L,».(b3- d)]-

(2.21)

(М) <1.6)֊(1.ն)

при с2 l2

Между областями 5 и К)

>,=
V-;n • լ 12 մ’-և

(2-22)

(М). (1.6) (1.8)

при с։=1|

Между областями 9 и 10

?.=П х| 12 d«-!x Х

(2.23)
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зывают номер;։ форму.՜ помощью которых вычисляются граничные
линии

Формулы § 2 остаются справедливыми и для внецентренносжа-
того стержня аенмме՛։ ричного
ствия изгибающего момеш а

двутаврового сечения, при условии дей. 
плоскости симметрии сечения. 14а осно­

вании этих формул могут быть получены значения коэффициента z и вы­
ражения граничных линий областей напряженных состояний дли ос­
новных типов сечений, применяемых в металлоконструкциях. Напри­
мер, для получения выражений и граничных линии 11 - образного и 
крестообразного сечении и формулах, приведенных в таблицах I и 2.

I։ . . Ь —(1, . ,.следует положить а, = а.— —֊ • = • b4 = 2d, (d2 — тол­

щина горизоитала. 2d,- сумма толщин вертикалов). С помощью фор­
мулы <1.Ь и уравнений, приведенных в §2. вычислены графики зави­
симости ? = ?(о. гп,л) для Н-образного, крестообразного, коробча­
того, швеллерного, таврового и прямоугольного сечений.

Анализ этих графиков показывает, что с увеличением коэффи­
циента линейно’о упрочнения 6 величина коэффициента? возрастает, 
при этом влияние փ увеличивается с увеличением относительного 
эксцентрицитета ш л уменьшением гибкости элемента л.

На фиг. -I представлен график с 9. (6, m, Հ) для внецентренносжа- 
того стального стержня Н-образного сечения при пределе пропорцио­

нальности (пределе текучести) стали а„ =3.6 т-см3 и модуле упру­
гости Е—2160 т с.ч-: сплошными линиями на графике показаны кри­
вые ф=?(н1. л) для идеального упруго-пластического материала (6=0), 
з пунктирной линией—аналогичные кривые для марганцовистой стали 
повышенного качества, не -имеющей площадки текучести и с коэффи­
циентом линейного упрочнения у—0,01 [3].

Известии VII, № 1—6
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По кривым на фиг. 2 видим, что при одинаковой величине m и А 
разница между փ для значений $=0 и >=0.01 невелика.

Анализ кривых ?=<?(<>, т, л) для различных типов профилей, 
примененных в металлоконструкциях, показывает, что при изменении ՛> 
от 0 до 0,01

0.0!

Ф*-0
< 1,06.

Следует отметить, что для подавляющего большинства строительных 
сталей, по многочисленным опытным данным, փ обычно меньше 0.01.

В свете изложенного строительные стали с площадкой текучести 
и без таковой при рассмотрении несущей способности элемента мо­
гут быть причислены к категории идеального упруго-пластического 
материала. Это обстоятельство имеет немаловажное значение, так как 
учет упрочнения стали не даст существенного эффекта в смысле по­
вышения несущей способности сжато-изогнутых элементов стальных 
конструкции и вместе с тем очень усложняет решение и без того 
сложной задачи.

§ 3. В сжатых элементах современных* стальных 'сооружений в 
подавляющем большинстве случаев применяются сечения симмет­
ричной формы. В сечениях с одной осью симметрии стараются избе­
гать резкой асимметрии. Например, в коробчатых асимметричных дву­

тавровых сечениях отношение
а3

обычно меньше 1.7. Наряду с

этим следует отмстить, что нормативные положения лимитируют пре­
дельную гибкость сжатых элементов. Как правило, гибкость ос­
новных сжатых элементов стальных конструкций л <120. Исследо­
вания показывают, что в сечениях с одной осью симметрии при

Я-.
—- < 1.7 и а-յ֊՜հ 120. в зависимости от относительного эксцентрицитета ш. 
а։

возникают деформационные состояния 1 или III; деформационное со­
стояние II может иметь место только в очень гибких элементах с се՜ 
пением. имеющим резко выраженную асимметрию. Таким образом, 
имеющиеся ограничения в отношении конструктивной асимметрии се­
чения и гибкости элемента позволяют формулой (1.1) пользоваться 
в следу тем виде:

На практике пользование громоздким выражением •/.. входящим 
в основную формулу (1.1). встречает затруднения. С помощью вычи­
сленных графиков о—<р(ф, m, X) и данных таблиц 1 и 2 для основных 
типов сечений при заданных параметрах оп и Е графо-аналитическим 
путем определялась функциональная зависимость вида:

(Փէ гп, А). (3.2)
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Результаты исследования показали, что при изменении оп в пре­
делах 2.2 4-3,6 т(см“, 9=0 4-0,01, ш = 0,05 4՜ 5, X = 20 4՜ 200, влия­
ние гибкости элемента X на коэффициент х существенно, а влияние 
остальных факторов на х мало.

Анализ показал, что для внецентренпосжатых стальных стерж­
ней любой симметричной формы сечения с достаточной для практики 
точностью зависимость (3.2) можно аппроксимировать в следующем 
виде:

при 20 <*<150 х = А+В.^֊|, (3.3)

при х> 150 х= I.

В выражении (3.3) А и В—некоторые постоянные, зависящие от 
формы поперечного сечения элемента. Значения А и В для основных 
типов сечений, применимых во внецентренпосжатых элементах строи­
тельных металлоконструкций, даны в таблице 3.

Таблица

С с ч е и и е А В

Н-обрэзнос, крестообразное .............................................. ом 0,4

Швеллерное, коробчатое, тавровое- прямоугольное . 0,55 0,3

Двутавровое ........................................................................... 0,35 0,1

Сечения,близкие к ..идеальном) профилю’ (рассеянные про 
фяля составных стержней)........................................ 1,00 0,0

§ I. Ниже результаты теории сопоставлены с эксперименталь­
ными данными. На фиг. 5 сплошными линиями показаны теоретиче-

Фнг. 5.
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скис кривые, вычисленные на основании формул (3.1) и (3.3) для пря­
моугольного сечения при сп = 2,85/и/си2, Е —2150 ж/c.w'; значения 
А и В для (3.3) взяты из таблицы 3; кружочками показаны экспери­
ментальные величины критического значения ?, полученные Колл- 
брюннером при испытании виецёнтренносжатых стержней прямоуголь­
ного сечения с целью проверки теории Хвалла, Роша в Гартмана |13].

На фиг. 6 сплошными линиями показаны кривые, вычисленные по 
формулам (3.1) и (3.3). для швеллерного сечения при 2.4 н1;слг 
и Е 2100 т слР; кружочками показаны опытные данные, получсн-

Փա. G,

ные автором и А. К. Шаншиевым при испытании виецентренносжатых 
стержней швеллерного сечения, выполненных из стали марки ст. 3(6].

На фиг. 7 жирными сплошными линиями показаны теоретические 
кривые для внецентренносжатого стержня Н-образного сечения при
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ап = 2.7 т ем- и Е 2210 т ем*. вычисленные но формулам (3.1) и 
(3.3) п данным табл. 3. Кружочками показаны экспериментальные ве­
личины критического значения коэффициенту 9, полученные М. Ро­
тем при испытании внецентренносжатых стальных стержней Н-об- 
разиого сечения |14|.

Совпадение приближенных теоретических формул с опытными 
данными, как следует из фигур 5. 6. 7. удовлетворительное.
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ՊՈՂՊԱՏե ԿՈՆՍՏՐՈհԿՑհԱՆեՐհ ԱՐՏԱԿեՆՏՐՈՆ ՍեՂՍՎԱԾ 
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Ա 1Г Փ П Փ Ո Ի Մ
հոէյվսւծը 'ւանղ խւանւէէ.մ է ^7j fuui սւ tte fJ յ ան հևտադա դսրրգա- 

քյամր։ Հոդված ում p'h'li ա ր1րքո ւ մ I; պողպատե կոն и սւ րուկդ (ւ անե ր Ոէ.մ կի- 
րաովու/ պրակտիկ պրուիիյներ ունեէյող ա ր ա ակեն տ րոն սեղմված ձողերի 
Աահմանա էի՚հ if իՀակր.
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Հեղինս/կի հե in ա ղոտ n t թ յ ուննե ր n վ պարզված I;, որ նյութի գծային 
ամրապնդու մր Լական էֆեկռւ շի տալիս շինարարական պողպատե կոն” 
U ուր Ուկղ իան ե ր ի նկտւոմամ ր. մեծ ած ավ ա/ ֆորմուլաների վերրւէ ծման հետե՝ 
վանյ/ով ս/ո աք արկված է կամայական հատվ ած ր ունեցող սիմետրիկ ձողերի 
հաշվարկման մոտավոր կոմպակտ և պարդ մեթոդ/

Մոտավոր մեթւ/դր /""/ համաձայնում կ Մ. !1ուշի, ե. և ոլ ր րուննե րի 
և ուրիշների է րո պե ր ի մ են տ ա / տվյալների հետ:
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ИНЖЕНЕРНАЯ СЕЙСМОЛО1ИЯ

Л. Г. Назаров

О сейсмическом районировании

Существующее состояние вопроса о сейсмическом районировании 
можно вполне конкретно установить по Положению по строительству 
в сейсмических районах (ПСП-101 51) [1,4].

В приложении к этому Положению [приведены карты сейсмиче­
ского районирования отдельных сейсмических районов СССР, а также 
списки основных населенных пунктов с указанием принятой для них 
сейсмичности в баллах по шкале ОСТ ВКС 4537. Далее в Положе­
нии указывается, что уточнение сейсмичности пункта строительства 
производится на основании карт сейсмического микрорайонирования. 
При отсутствии таких карт в районах 7 баллов и более уточнение 
сейсмичности площадки строительства может производиться в сторону 
уменьшения или увеличения на один балл по материалам общих ин­
женерно-геологических и гидротехнических изысканий. Далее даются 
краткие характеристики различных грунтов в отношении их сейсми­
ческой опасности.

Казалось бы, что формулировки даны достаточно четкие и не 
должны возникать какие-либо недоразумения при уточнении сейсми­
ческой балльности в конкретных случаях. В действительности же воз­
никают существенные недоразумения, па которых считаем нсоб- 
х оди м ы м остановиться.

Рассмотрим сначала тот случай, когда нет карты сейсмического 
микрорайоннрования и уточнение балльности осуществляется по ма­
териалам изысканий в сторону уменьшения или увеличения на один балл.

Из самой формулировки операции уточнения балльности можно 
сделать вывод, что в картах сейсмического районирования или, что 
то же, в списках основных населенных пунктов указаны средние 
балльности.

Только средние балльности, данные для средних условий, могут 
быть пересмотрены в сторону уменьшения или увеличения на 1 балл 
в зависимости от того, насколько местные условия лучше или хуже 
средних.

Обратимся к картам сейсмического районирования.
Огромные районы, подчас протяженностью в сотни километров, 
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имеют один и тот же ..средний* 4 балл. В один и тот же район могут 
попасть горные хребты, долины. равнинные участки с различными поч­
ве л.ымн условиями и с различной степенью увлажнения почвы, все 
это протяженностью в<> много десятков километров. Как понять сред­
ние условия для такого района, которым отвечает „средний11 балл? 
Не ясно ли, что такой средний балл вообще невозможно установить 
л он не може։ иметь никакого физического смысла.

При составлении карты сейсмического районирования следовало 
бы указать, к каким конкретным грунтовым и прочим условиям при­
писана „средняя балльность՜ рассматриваемого сейсмического района. 
Это послужило бы ориентиром для сейсмического микрорайоннрования.

Действительно, зная что именно данному комплексу почвен­
ных, морфологических и других условий отвечает „средняя* 4 балль­
ность, можно путем сравнении комплексов условий интересующей 
нас площадки с данным комплексом, принятым за „средний* 4, дать 
уточнение балльности этой площадки.

К сожалению, к сейсмическим картам не даны пояснения, из ко­
торых можно было бы вынести суждение —к каким условиям приписан 
„средний* 4 балл и. потому, по существу, у нас ист ключа для расшиф­
ровки карты в требуемом смысле и для правильного осуществления 
сейсмического мпкрбрайоннровання.

Как же практически протекает работа по сейсмическому микро- 
райоиш ованию?

Обычно сравниваются почвенные и гидрогеологические условия 
рассматриваемой площадки с таковыми же условиями на более или 
менее протяженной территории, скажем л пределах площади, занятой 
данным населенным пунктом, обычно в радиусе по более 10 км.

Для такой территории устанавливаются лучшие и худшие в 
сейсмическом отношении грунты, создается представление о средних 
сейсмических условиях и на основе этого решается вопрос: следует 
ли повысить или понизить сейсмическую балльность для рассматри­
ваемой площадки. Против такого приема трудно было бы что-либо 
возразить, если „средние условии* 4 для рассматриваемой территории, 
где находится интересующая нас площадка, совпали бы со „средними 
условиями՝4 для всего сейсмического района. Ясно, что такие случаи 
редки. В общем случае различные территории, находящиеся в данном 
сейсмическом районе, имеют различные „средние условия14. Такой 
прием сейсмического микрорайонирования может привести поэтому 
к противоречивым результатам.

Покажем это на примере.
Рассмотрим два населенных пункта, скажем пункты А и В, рас­

положенные в одном и том же сейсмическом районе, балльность ко­
торого 8. Пусть пункт А расположен полностью ни скале, а о пункте 
Б микрогеологические условия таковы, что примерно треть площадки 
занята скалой, треть неувлажненным аллювием достаточной мощности 
и. наконец, последняя треть представлена водоиасыщенными грунтами.
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Сейсмическое мнкрорайоннрование пункта А совершить просто. 
Так как средни։։ балл дастся для средних условии и рассматриваемая 
площадка совершенно однородна в геологическом отношении, то а дан­
ном случае сплошная скала представляет средние условия и потому 
пункту А следует приписать 8 баллов.

Обратимся теперь к пункту Б. Для это; о пункта положение так­
же ..остаточно ясное; среднее условие представляют неувлажнеиные 
аллювиальные отложения, поэтому участку, занятому ими, следует при­
писать балльность 8. участку, занятому скалой, приписать балльность 
7 и. наконец, участку с водоиасыщенными грунтами припишется балль­
ность 9.

Пункты А я Б отнесены к одному и тому же сейсмическому 
району с силой землетрясения в 8 баллов, а одинаковые грунтовые 
условия а этих пунктах привели к различным балльностям: скальный 
участок в пункте А получил оценку силы землетрясения 8 баллов, а 
скальный участок в пункте Б получил оценку силы землетрясения 7 
баллов.

Если в том же сейсмическом районе окажется третий населенный 
пункт, вся территория которого занята водоиасыщенными грунтами, 
го на основании тех же соображений всей этой территории придется 
цшписать 8 баллов, в го время, как для населенного пункта Б такой 
же участок был отнесен к зоне 9-балльной сейсмичности.

Результач получился противоречивый. что указывает на неточность 
принятой методики. Приведенные примеры схематичны, но они даны 
с целые полного обнажения существа вопроса и для возможности от­
влечения от множества всяких привходящих обстоятельств, могущих 
лишь затемнить существо дела.

Существо же разбираемого вопроса, как видно из приведенных 
примеров, заключается в том. что различным средним микроусловиям 
для различных пунктов, входящих в единый сейсмический район, от­
вечает один и тот же сейсмический балл, что, конечно, неправильно.

Стало быть мы не можем в точности осуществить сейсмическое 
микрорайонироваиие, принимая балл сейсмической карты для средних 
условий участка.

Конечно правильнее было бы считать сейсмический балл средним 
для всего рассматриваемого района, если была бы какая-либо серьез­
ная возможность установить средние сейсмические условия для всею 
района в целом. Такая возможность не исключена в отдельных бла­
гоприятных случаях. Как правило, как это указывалось выше, в осо­
бенности если приходится районировать горную страну с разпообраз 
нейшими местными условиями, что обычно и бывает при сейсмиче­
ском районировании, трудно всерьез говорить о средних грунтовых и 
прочих условиях и о средней балльности. Поэтому приходится отка­
зываться и от этого пути.

Обратимся теперь к картам сейсмического микрорайонирования. 
Составлением гаких карт занимались преимущественно Геофизический 
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институт АН СССР. Институт строительного дела АН Грузинской ССР, 
Институт стройматериалов и сооружений АН Армянской ССР (2. 3, 8],

При составлении карт сейсмического микрорайонирования неиз­
бежно должно было возникнуть то же противоречие, о котором го­
ворилось выше, может быть в несколько более завуалированной 
форме.

Если при составлении карты сейсмическою мнкрорайоннроаання 
исходили из сейсмической балльности как .средней", то все приве­
денные выше соображения о дефективности такою пути остаются в 
силе и потому на них останавливаться нс будем.

Некоторые исходят из той предпосылки, что балльность для дан­
ного пункта по карте сейсмического районирования является макси­
мальной, т. е. относится к наихудшим грунтовым условиям.

В основу такой предпосылки поставлено следующее соображение.
Сейсмический балл для данного населенного пункта устанавли­

вается на основе опенки разрушительных последствии землетрясения. 
Наиболее разру;шпельно землетрясение при неблагоприятных условиях: 
пало быт», балл сейсмического районирования есть балл, отнесенный 
к наихудшим мвкрогеологическим. рельефным и др. условиям.

Поэтому балл, указанный в Kajrrax сейсмического районирова­
ния, является максимальным, Стало был» при составлении карты сейс­
мического мвкрорайопнровакня речь может идти к основном только 
о снижении сейсмической балльности.

В некоторых случаях, ко։да. например, вновь застраиваемые 
участки населенного пункта находятся в сравнительно худших грун­
товых условиях, то при уточнении балльности последняя может быть 
и повышена. Эта точка зрения не лишена здравого смысла, но все 
же и она имеет ряд сомнительных сторон.

I. Статистические данные о разрушительных землетрясениях в 
рассматриваемом круп ом населенном пункте, характеризующемся оп­
ределенными почвенными условиями, автоматически распространяют­
ся при сейсмическом районировании, подчас на огромную территорию, 
могущую иметь разнообразные почвенные условия, отличные от тех 
наихудшпх почвенных условий крупною населенного пункта, которые 
предопределили его балльность.

2. Положим, что данный населенный пункт расположен на тер­
ритории, лишь незначительная площадь которой, скажем 5% от всей 
территории, находится в неблагоприятных условиях в сейсмическом 
отношении. Трудно представить, чтобы при оценке силы землетрясе­
ния для данного населенного пункта, исходили бы из неблагоприятных 
условий на этой ничтожной части площади. .

Конечно, этот пример также утрирован, и здравый смысл подска­
жет нам как поступить в данном конкретном случае. Но спрашивает­
ся. какой процент площади данного пострадавшего населенного пункта, 
на которой имели место наибольшие повреждения, уже должен дать 
доминирующую балльность для всего населенного пункта? Конечно, 
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и здесь имеет место произвол, и есть почва для противоречивых тол­
кований.

3. Далеко не. все населенные пункты в прошлом подвергались 
разрушительным землетрясениям и потому отнесение балльности 
этих пунктов, данных в картах сейсмического районирования, к мак­
симальным. является произвольным и нс опирающимся на факты.

4. Если имеются в данном сейсмическом районе фиксированной 
балльности несколько населенных пунктов сильно различающихся по 
своим микроусловиям, то возникают те же недоразумения, что и при 
приеме оценки по „средней  балльности, поскольку невыгоднейшие 
условия для различных пунктов будут различаться между собою, в 
то время, как им приписывается один и тот же балл по данным кар­
ты сейсмического районирования.

*

5. При составлении карт сейсмического районирования учитыва­
ются не только ссйсмостатистичсскис данные, но и данные сейсмотекто­
ники, т с. карты могут содержать некоторый элемент прогноза, ни­
чего общего не имеющего с худшими сейсмическими условиями на­
селенных пунктов" [5]. Поэтому такая постановка вопроса также не 
может считаться удовлетворительной.

* Пункты 1,3.5 в равной мере относятся и к сейсмическому микрорайонированию 
по .средним* условиям.

Как следует из вышеприведенного, все недоразумения, связан­
ные с сейсмическим микрорайонироваиием. являются прямым след­
ствием неточно поставленной задачи о сейсмическом районирова­
нии. Эта задача поставлена неточно потому, что огромные райо­
ны протяженностью в сотни километров с разнообразнейшими гео­
логическими, грунтовыми, рельефными и другими условиями отнесены 
к одному и тому же баллу, причем не дано четкого определения, 
что понимается пол этим баллом и к каким конкретным условиям 
он отнесен.

Мы считаем, что имеется единственный логически правильный 
выход из создавшегося положения. Он заключается в следующем.

При составлении карты сейсмического районирования следуеч 
полностью отвлечься от факторов, влияющих на местные значения сейс­
мического балла. Для этого надо рассматриваемую территорию, под 
лежащую сейсмическому районированию, заменить условной террито­
рией, вполне однообразной по почвенным и другим условиям. Этим 
самым мы полностью выключим из карты сейсмического районирова­
ния факторы. влияющие на местные изменения балльности. Мы пред­
лагаем исходный сейсмический балл для всего данного района отно­
сить к одинаковым (приведенным) почвенным условиям и к горизон­
тальной площадке.

Для получения действительного балла в данном пункте мы долж­
ны провести сравнение между действительными почвенными условия­
ми и приведенными и вносить поправку к исходному баллу. Такой 
прием дает возможность четко отделить задачу сейсмического райо- 
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пирования о։ задачи сейсмического микрорайонирования. Повялимому. 
удобнее всею исходный балл относить к скальным породам ненару­
шенной структуры достаточной мощности.

Интересно, что Институтом ст роительно) о дела АН Грузинской 
ССР одно время применялся следующий прием сейсмического микро- 
районирования.

Балльность территории, которая подлежала сейсмическому микро- 
районированию, относили к коренному субстрату и уже оттуда, от 
этого общего уровня сейсмической интенсивное-»и. пели отсче։ билль- 
ности и зависимости от грунтовых .слонин на поверхности. Такой 
прием, поскольку оп был применен на малых площадях, не мт дать 
эффекта. Он лаже не позволил уйти от тех противоречий. на кото­
рые мы указывали выпи Тснстпптельпо. соседний участок террито­
рии, имеющий ту же балльность, но иные грунтовые условия на по­
верхности, при отнесении к коренному субстрату ласт другой исход­
ны й балл.

,У нас речь идет о том, что нужно найти исходный балл. отне­
сенный скале (или при желании к какому-либо другому однород­
ному Грунту), для всей сейечической области и из такого условия 
составить карту сейсмического районирования.

Карты сейсмического районирования, а также списки основных 
населенных пунктов следует :ана:ь <• указанием принятой для них 
сейсмичности в баллах, н предположении, что грунт скалистый и мест­
ность горизонтальна.

При этом условии содержание работы по сейсмическому микро- 
районированию станет совершенно четкой.

Зная влияние местных факторов на силу землетрясения (почвен­
ные условия, рельеф и др.), можно вводить коррективы в исходный 
балл и получить его уточненное значение для целен проектирования 
и строительства для данной площадки. Ясно, что при сейсмическом 
районировании таким путем исходные балльнбети снизятся в пределах 
1—3 баллов.

Существенную роль в задачах микрорайонирования должны 
играть сейсмометрические наблюдения за сравнительной интенсив­
ностью землетрясений при различных почвенных и других услови­
ях с учетом основных динамических характеристик сооружения, 
для чего могут быть использованы и слабые землетрясения /7/.

Итак, мы приходим к следующим выводам:
1. Имеющиеся карлы сейсмического районирования отдельных 

сейсмических районов СССР могут приводить к неточный результатам 
при сейсмическом микрорийоинрованнн:

2. Сейсмическое районирование должно быть осуществлено а пред­
положении, что вся рассматриваемая территория в отношении поч­
венных к морфологических условий совершенно однообразна: таким 
путем устраняется пестрота картины в отношении микроусло внй; 
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желательно исходный балл относить к граниту, при горизонтальной 
дневной поверхности.

Задачей сейсмического микрорапонпровання является уточнение 
исходного балла применительно к местным условиям, влияющим на 
величину приращения сейсмическою балла, с максимальным исполь­
зованием данных сейсмомегрическпх наблюдений.

При переработке кар։ сейсмического районирования, согласно 
рекомендованному здесь пути, придется совершить довольно значи­
тельную работу. Трудно заранее установить в деталях методику, ко­
торая должна развиваться в процессе работы.

Ясно лишь одно, что при обработке с.Сйс моста истическо!о материа­
ла самым тщательным образом должны изучаться местные условия 
для рассматриваемых населенных пунктов с тем, чтобы правильно 
выделит ь факторы, влияющие на местные значения сейсмического бал­
ла н. таким образом, подойти к установлению исходного балла, огне 
сенного к скале для рассматриваемого района.
Институт строительных материалов
к сооружений АН Армянской ССР Поступило 29 X 1953
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