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МАТЕМАТИКА

В.-К. И. Карабегов

О разрешимости задачи Дирихле для линейных 
уравнений эллиптического типа

1. В работе рассматривается задача Дирихле для уравнения
L (u)-|~cu=0, (А)

N N
где I. (п) ֊ V аи։ ц. V.b,

' ' — Ժ\| tfxk — Ox,
i. к 1

есть дифференциальный оператор эллиптического типа, удовлетво­
ряющий условиям, приведенным в работе О- Л. Олейник [1].

В работе [1] показано, что если с-ՀՍ, то задачу Дирихле 
для уравнения (А) и произвольной ограниченной области G можно 
решить методом Винера.

В настоящей работе вводится достаточное условие для приме­
нимости того же метода к решению задачи Дирихле в случае, ког­
да коэффициент „с“ имеет произвольный знак.

Описывается также процесс, с помощью которого можно по­
строить так называемую „обобщенную собственную функцию- в 
случае, когда упомянутое условие не выполнено.

2. Пусть L(u)-{ cu=O (1>-‘-ура'й1(е։։й^’вида'(Л), G—ограничен­
ная область в N-мерном пространстве. I' граница области G, 
Е„ множество иррегулярных граничных точек. (По поводу опре­
деления регулярности точки см. [Ц и [2].) Мы будем говорить, что 
для области G и уравнения (I) удовлетворяется „обобщенное ус­
ловие единственности- [условие (О)], если:
тождественно равна нулю каждая функция п такая, что

а) и удовлетворяет уравнению (I) внутри G,
б) |п(Р)! < М внутри G,
в) lim ц(Р) = 0. когда Q принадлежит множеству Г Ео .

P-Q

В формулировке обычного условия единственности условие 
(в) заменяется требованием lim н(Р) = 0. когда Q принадлежит Г.

P-Q
Ясно, что если область и уравнение удовлетворяют условию 

(О), го для них выполнено обычное условие единственности.
Однако можно построить приседы, таких ч областей, для кото-
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рых обычное условие единственности [для некоторого уравнения 
вида (А}] выполняется, а условие (О) [для того же уравнения] не 
выполняется.

3. Пусть для некоторой области G условие (О) не имеет мес­
та. Тогда существует хотя бы одно, отличное от гождественного 
нуля, ограниченное внутри области G решение уравнения (I), пре­
дел которого равен нулю в каждой регулярной граничной точке.

Такое решение будем называть обобщенной собственной функ­
цией.

Как известно [2]. условие (О) имеет место для любой области, 
если в качестве (1) взять уравнение Лапласа.

Имеет место следующая
Теорема /. Для уравнения вида Լ (и) 0 и любой ограниченной 

области G выполняется условие (О)
Доказательство. Известно [2]. что множество Ео иррегулярных

т очек границы Г области G представляет сумму У Е», , где Е„ -
н» I

замкнутое множество емкости нуль.
Как показал Эванс, для каждого замкнутого множества I' ем­

кости нуль существует такое распределение массы р (е), что

И Р(р)=1.
«») о, (Р)=. fdp(Q) __| 4-со, когда Р принадлежит Е.

J pQN • I < + <»'՛ во всех остальных точках, 
г

I loci роим функцию «п (Р) потенциал Эванса для каждого из 
замкнутых множеств Е„ .

Пусть

J pqn՜2

Построим функцию

<lp.> (Q) 
P(P>Q)

где ՜յ ( есть Фундаментальное решение уравнения Լ(ս)=().

Составим ряд (Р)_.
9»

п— 1
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Этот ряд будет представлять функцию О-(Р), ограниченную в 
каждой области, лежащей внутри G и стремящуюся к-}՜00՛ когда 
Р приближается к множеству Е„. Кроме того, Й(Р) удовлетворяет 
внутри G уравнению Լ (и) = 0.

Предположим, что и(Р) £0 есть обобщенная собственная функ­
ция для уравнения Լ (и) = 0 и области G.

Рассмотрим функцию V (Р)=֊^֊^ •

Она будет удовлетворять уравнению
N . N

О(Р).У ։<.—֊'’֊՛• vb.
*7 OXi 0Xk “՜

-Д=о.
<?Х|

(2)

где коэффициенты аште.же, что и в данном операторе L, а коэф­
фициенты bi регулярны внутри G.

Кроме того, функция v обращается в нуль в каждой точке Г 
и ограничена в области G. Следовательно а потому и и 0. 
Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует, что если функция и удовлет­
воряет уравнению

L (и) 4- Хеи =։ 0 (I.X)
внутри G, ограничена и lira u(P) = f (Q), когда Q регулярная точ- 

P-Q
ка Г, то

II (Р) - Л J Г (Р. Q)c(Q) u (Q) d Vq - Hr (P). (3)

G

Здесь Hi (P) есть обобщенное решение задачи Дирихле для 
уравнения L(u) = 0 и области G. Լ-оператор входящий в пра­
вую часть уравнения (1,д). Г (P.Q) функция Грина, построенная для 
того же уравнения Լ(ս)=Օ и области G (с.м. 11]).

Действительно, функция

Ф(Р) НДР) u(Pi Л l'(P,Q)c(Q)u(Q)dVq
< J

•есть обобщенная собственная функция для уравнения L(u) = 0 и по­
тому Ф(Р) 0.

1. Так как ядро интегрального уравнения (3) регуляризуемо, 
то множество тех значений л, при которых не выполняется условие 
(О) (при фиксированных уравнении и области), не будет иметь пре­
дельных точек в конечной части комплексной плоскости X.

5. Покажем теперь применимость процесса Винера для построе­
ния обобщенного решения задачи Дирихле в том случае, когда ус­
ловие (О) выполняется для области G и уравнения

L(u)4-cu = 0. (1)
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Пусть f (Р) непрерывная функция, заданная на границе Г об­
ласти G п непрерывно продолженная на всю область G.

Последовательность нормальных областей G} аппроксимирует 
область G изнутри.

tin.։ (Р)—решение задачи Дирихле для области G„ , уравнения 
(1) и граничной функции L

Положим М։։ = гпах |un.f(P)|. Тогда имеет место
Теорема П. Если lim Мп = — со, то условие (О) для области 

п —ио
G и уравнения (1) нс выполняется, г. е. существует нетривиальная 
обобщенная собственная функция.

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций

Vi։(P)= \ Покажем, что существует подпоследовательность
М,։

этой последовательности, сходящаяся к нетривиальной обобщенной 
собственной функции

Ясно, что lvn(P)L<l и существует точка Р„ в замкнутой об­
ласти Оц такая, что vn(Pi»)| = 1.

Выделим из {vu(P)J подпоследовательность, равномерно сходя­
щуюся внутри G. Обозначим ее снова через {vn(P)|.

Пусть lim v,։(Р)=у0(Р). Очевидно, что [vo(P))< I. Ясно, что
П->-Х

vn(P) удовлетворяет интегральному уравнению:

vn(P)- I Ta(P,Q).vn(Q)dVQ=-5i^- (Հո)֊

Gn ' “
Устремляя n к бесконечности, получим:

у,(Р)- I r(P,Q)c(Q)v„(Q)dVQ=O (4,0>

G
Остается убедиться, что vo(P)^0.
Пусть vo(P) 0. Покажем, что в этом случае последователь­

ность |v„(P)i будет сходиться к нулю равномерно во всей области 
G (а не только внутри).

г м д НпЛ(Р)Гак как по предположению Мо ■*>», то функции
М» 

стремятся к нулю равномерно во всей области G.
Зададим £> О и выберем нормальную область G. столь близ­

кую к G, чтобы иметь:
pr„(P,Q)c(Q)idVy<-i֊-

G-Gt 
каковы бы ни были п и Р.

Это возможно в силу того, что
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|Гп(Р,О)|<-±гя_։ где
PQ 1 ГДе

PQ -расстояние между точками Р и Q, a N—размерность про- 
стране тва.

В области Gt, лежащей внутри G, функции vn(P) равномерно 
стремятся к нулю и, следовательно, начиная с некоторого и, будем 
иметь:

v.,(p)|<| ( +1 [ + !֊֊Ջխք+ ֊v±f = г
I •/ IJ I A Լղ I «3 *3 о
G-G. g.

равномерно’ относительно P.
Между тем мы имели, что :vn(pn)|«- 1.
Полученное противоречие показывает, что функция v0(P) от­

лична о։ тождественного нуля. Теорема II доказана.
6. Теперь нам остается показать, что если для уравнения (I) и 

области Go выполнено условие (О), то задача Дирихле будет раз­
решима для всех нормальных областей, лежащих внутри G«> и дос­
таточно близких к этой области.

С это/։ целью рассмотрим последовательность нормальных об­
ластей !GH;, аппроксимирующих Ga изнутри, и соответствующие 
интегральные уравнения:

Но(Р)-л J l\(P,Q)c(Q)MQ)dVQ =TU(P) (5,0)

Gn

iin (P a I՝ r„(P,Q) c(Q) un (Q)<1Vq = H„(P) <5’ո>

<4
Имеет место следующая
Теорема III. Число է» будет собственным значением для урав­

нения (э,0)тогда и только тогда, когда существует последовательность 
такая, что Хя есть собственное значение для уравнения (5, п).

(Հ и ап , вообще говоря, комплексные числа).
Доказательство. Легко показать, что каково бы ни было С>0, 

можно подобрать такой полином Т. (P,Q) в 2№мерном простран­
стве (Р и Q—точки N-мерного пространства), что

j' J’ (P,Q) — Т, (P,Q)| dPdQ<s (6)

•G»> Go
|T,(P.Q)|<rA֊ + C, (7)

PQN-2 V)

[C, 0 и C.. >0 ne зависят от г; Ko (P,Q) —ядро интегрального ура­
внения (5,0)|.
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Г-. ■ - ■ — - - — - . -........ . ——= _=—. —- - —»

Так как lim I՝ f |К։, (P.Q) ֊ К,. (P,Qi>dPdQ=U, 
ll — so ./ J

Gn Gn
то, начиная с некоторого n, будем иметь

I՛ f K„(P,Q)-T. (P,Q)| dPdQ< ։.

Gn Gn

Выберем теперь £>0 и положим:
Ko (P,Q) = Т. (P,Q) + Ro (P,Q), ' (8,0)
K„ (P.Q) = T. (P,Q) 4- Rn (P.Q). (8,n)

Ясно, что
I J'|Rn(P,Q)|dPdQ<s

Gn Gn
(начиная с достаточно большого п, которое мы будем считать рав­
ным единице).

Построим резольвенты ядер Rt (P.Q) (i = 0,l....)
го

г, (P.Q.X) = у; XX ՛ R't> (P,Q). (9.i)
К-1

Здесь R(? есть к-тая итерация ядра R; .
Построим числовой ряд, мажорирующий все ряды (9,i) одно­

временно.
С

Рассмотрим в качестве ядра функцию , мажорирующую-
pq ՛■

ядра интегральных уравнений (5, i). Итерации этого, ядра (по 
области Go ) будут ограниченными, начиная с некоторого номера 
in©. Пусть Мо>>0 есть число, превосходящее итерации того же 
ядра с номерами:

пц, т0Ч֊1, ...2т0.
Тогда, обозначая через Զ объем области Go, получим:

Rk (P,Q) < j J (Ri (P,Sx)|!Ri <S„S։)||R. (S3,Q)’ dS, dS, < 

Gi Gj
< Mq f I ;R) (S1։S,)՛ dS։ dS, ֊Հ sMi, 

Gi Gi

|n'2mo+l) Ր C Ր ։m<'> (° (»n«rRi (P.Q) = J j I R| (P.S,)Ri (s,S,)Rl(S։.S,)R1 (S„Q)

G| G| Gi

dSjdSodSJcQ
Аналогично

(i=0,l,...; n=2,3,...).

(R> (P.Q) 1< sM„
n(2jn0+l + k| n-1 n

|R, (P,Q)i<£ (mV) (K=l,2,...2m,X
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Выберем теперь г>0 столь малым, чтобы иметь
2m,,-֊ I

W֊ V а.

Тогда ряд:
г де г/> О, 0 < «<1.

1 I _ _ — 2m, _2inu
•■֊ « Ха-֊... փ Л аа* 4-Аа-... ֊ л
-2 I

а Կ

будет мажорировать все ряды (У, i) одновременно (начиная с 2me-oro 
члена).

Заменим теперь уравнения (5,i) эквивалентными им уравнения­
ми с вырожденными ядрами:

н.'(Р) KrP. Qju. (QHQ=Hi (P).
G

Здесь введены следующие обозначения:
L

если Т. (P,Q) V=p, (P)f, (Q), то:
I I

щ (Р) щ (Р) - /.J Pi (P.Q) и. (Q)dQ. 

Gi
ւ

Ki (P.Q) У ?/ (P) Bi j: iQ), 
/—I

(10. i

Bi'5(Q)-5(Q> ' >. I r. (P.QAK(P)dP, 

Gj
\ ? к—1 (к) 

r,.(P.Q,X) = y;. Ri (P.Q).

Как известно, собственное значение а уравнения (10) будет ну­
лем функции

1 —п։п(л)а,—։п12(Л.—hiju(a)a

...........................................................

Здесь
— П1|.| (а)Х. Ո1ա-( а) а. ... 1 — ։пи(Х).Х

m.,(X)= I (Р)в; S, (P)dP I ?»(P){, (P)dP +

G G

+У/ I J R<i>(P,Q)¥„ (P);, (Q)dPdQ

j = l GG
есть аналитическая функция or а в круге ;Х- < у.
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Следовательно, функция Д(Х) будет аналитической в том же 
круге.

Легко доказать, что при каждом фиксированном п имеет место 
равенство:

. Hm I J RT(P,Q)b(P)i- (Q)dPdQ /Rl."'(P,Q)?« (P)i< (Q)dPdQ. 

Gj Gi GttGn

Отсюда следует, что каждый коэффициент а!" " ряда m‘k*(X) = 
= aS* 4-Xа’?1 • .... при п-*оо стремится к соответствующему коэф­
фициенту aik":l ряда mf? (X) = aft'" Հ-Xa'k'՝ + ...

Так как для всех рядов mli” (X), աճ' (X) существует общий ма­
жорантный числовой ряд

МД’ ֊ z . . : W х + гх;лЧ ...-|-л?гоа- где

Mik — max (|ф, |. |& |!« то ПРИ Х -Х0|<т/ функции ШиТ' (X) равномерно 
сходятся к функции m'iu’ (X). Следовательно, функции Д։,(Х) равно­
мерно сходятся к функции Д0(Х) в том же круге.

По известной теореме о нулях равномерно сходящейся после­
довательности аналитических функций получим, что если Х=Х0 есть 
нуль функции Д0(Х), то найдется последовательность (X,, } такая, что 
lini Ха = Х(| и Д» (ап ) == 0. 
П-»ео

Обратно, если Дп(а., )=() и числа Х„ стремятся к числу Хо, то 
Х„ будет нулем предельной функции ДП(Х).

Так как нули функции 1(Х) являются собственными значениями 
соответствующих интегральных уравнений, го теорема III полностью 
доказана.

7. Теперь становится очевидным, что если для области Ge и 
уравнения (1) выполнено условие (О), то задачу Дирихле можно 
решать методом Винера.

Действительно, так как Хэ^1 в этом случае не является соб­
ственным значением уравнения (5,0). то все уравнения нп(Р)

— I К„ (P,Q)u։։ (Q)dQ=O, начиная с некоторого, будут иметь только

тривиальные решения.
Следовательно задача Дирихле для уравнения (1) будет разре­

шимой при любой непрерывной граничной функции i для всех об­
ластей последовательности {Gn}, начиная с некоторой.

Таким образом, каждой непрерывной функции I, заданной на 
границе Г области G. можно сопоставить последовательность (un.f|. 
Далее, в силу теоремы II, խո.((Р).<М. Следовательно, из последо­
вательности (սո,ւ) можно выделить равномерно сходящуюся подпо­
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следовательность. предел которой и будет искомым обобщенным ре­
шением задачи Дирихле.

8. В случае, когда л0=1 является собственным значением, т. е. 
условие (О) не выполнено, собственные значения . сходящиеся к 
л0 (существование которых доказывается в теореме III), могут ока­
заться комплексными.

Тогда соответствующие им собственные функции w1։ w-,...wn... 
буду; комплексными.

Пусть max |wn (Р)' — М«. Рассмотрим нормированные собствен- 
PGGn

ные функции v„ (Р)=—• 
. Мп

Пусть v։i(P)=a„(Р)-НЬп(Р). Из последовательности (vn(Р)) мож­
но выделить подпоследовательность, равномерно сходящуюся к 
функции v0(P), удовлетворяющей интегральному уравнению

v,(P) ֊ f r(P,Q) с (Q) v0(Q) d Vq = 0.

Չօ
Следовательно, функции a,։(P) и bn(P) сходятся к функциям 

ajJP) и Ь<,(Р), удовлетворяющим тому же уравнению. Так как v„(P)- 
нормированные функции, то их предел не может быть тожде- 

■ ственным нулем. Это следует из рассуждений, приведенных при 
доказательстве теоремы II. Значит, хоть одна из функций а0(Р) и 
Ь*(Р) будет отличной от тождественного нуля, т. е. будет обобщен­
ной собственной функцией уравнения (I).

Итак, процессом Винера можно построить решение задачи 
Дирихле для области и уравнения (1), если условие (О) выпол­
нено.

Если же это условие не выполнено, то тем же процессом мож­
но построить хотя бы одну обобщенную собственную функцию.
Сектор математики и механики Поступило 15 IV 1952
Академий наук Армянской ССР
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ԳԾԱՅՒՆ ԷԼՒՊՏՒԿ ՃԱՎԱՍԱՐՈհՄՆեՐԽ ՃԱՄԱՐ ШЬЫЬЬ հՆԴՐհ 
ԼՈՒԾեԼՒՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

It 1Г Փ II Փ Ո Ի Մ

Հա/ ւ/inA III if հհ in ւսղՈ tn if mA /; '^՚ ք' I' ք'/'4/' 1г,,,ч1Ч,1*
L(u)4-cu= О (Л)

Ու վա и tn ք։ 11 ւսն համարւ
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N N
, ք . V C/Zu V ։L(u)s У йц -  -  --------- i- У b։ .֊—

, — tf.Xi Ժ-Хк — ЙХ| ։, к i
'1 Ւ՝'Ւհ Ւ"4 Л"//'/"««»«/' Հ h րավարարա մ կ |/j աքիւասւո՛ - 

թ J ան պա յմ աններին.
||| nt” fninintu f>t Jin'll մեք ijutjt/ Լ տրված, որ եթե C Հ 0, ապա ( )

'• uuf ա ii nt րմ ա՛հ հ ր անկար ած и ահմ ան ա էի ակ (] ա ի րա յ ի համար 'ք' ի ր ի քս/I, ft 
քսնղիրր I. ՛Լիների մ՝ /. թաք ովէ

զոդվածում ա պ т ւ/ ո t ր վ ո ւ մ է. որ I, ք>1 Լ C '[ "[‘ծ ա կ [i if ր կամայական 
նյսւն ni'hfi, inn/ni ^int.j'h it LfJnifft կ է ր ու n if ա՛հ համար րավակա՚հ Լ. որ 
G աիրույ^քր հ \\) • ա վ ա U ա ր и ւ it ր րավարտրեն 4 մ ի տ կո t է! _հ ան ընդհան-
րարված պայմ ա՛հ /i'll fi, ո ր ր կայա՚հոււք Լ հետևյալում

աւքե՚հ մ ի Ա վւոէ-նկյւ քւա նու յնարար հավասար է ոերոյքւ, ե fJ և ՝հ ա րա- 
վարարում կ 'ւեաևյա/ ոլա յմ աննե ր քՀհ.

ույ Ա֊Ն ր ավ ա րա րւււմ Լ (}-ի 'հհրսր (Д) հա վա и ա րւք անր ,
ր) и(Р)| Հ ЛА G֊/' ներււր,
7> limU(P)=O, ևրր Q-ն պnun և անում կ Г |լ|} 

P-Q
րաղմաթյանը, որտեղ 1’՝Ն G տիրու յթի եդրտւլիծն Լ, իսկ Е„֊Ъ* եզրաւքծի- 
իոևդոպյար կետերի ր ա ղւք ու թ յ սւն ր ։
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МАТЕМАТИКА

Т. М. Тер-Микаэлян

К непрерывности однолистных функций в 
замкнутых областях, ограниченных некоторыми 

спрямляемыми кривыми
В настоящей статье рассматривается характер непрерывности в 

замкнутом круге |w| <5 1 функции w = f(z), конформно отображающей 
круг |w|<l на область D, ограниченную некоторой спрямляемо;! 
кривой.

В общем виде этот вопрос до конца разрешен М. А. Лавре н- 
тьеным [1|. который ввел для этого понятие относительное" расстоя­
ния ? (z։, z=) между двумя точками z, и 2, произвольной ограничен- 
ной области D. положив

? (z։, z.) = min {p;(z։, ?3 (z։, z.)J,

где p| — нижная граница длин линий, содержащихся в 1) и соединяю­
щих точки z, и z5, а р- нижняя граница длин линий, разбиваю­
щих область 1) на две связанные области и отделяющих точки z, 
н z5 от точки z = 0(z = 0$D). Граничной точкой z области D 
М. А. Лаврентьев называет каждую последовательность z։. ;՛-, ...то­
чек D, имеющую все свои предельные точки на границе I' области 
D и такую, что

Нт ? (zn . Zm.) = 0.
и, ill — ое

Относительное расстояние ? (z՝u, z(2)) между двумя гранич­
ными точками z”‘=</,' } и zW = [ Հ; ՝) определяется как 
lim р (շ]Կ, ); если оно равно нулю, то точки z(n и z{S> считаются иден­
тичными.

Так, введенное метризованное понятие граничной точки совпа­
дает с понятием простого конца Каратеодори.

При этих обозначениях М. А. Лаврентьев доказывает следу­
ющую теорему.

Пусть функция w = f(z), । (0) ■= 0 отображает круг |w| < I на 
область D, содержащую внутри себя круг |z|<l. Если zi и z? две 
любые точки области D (граничные или внутренние) и wt и ws 
точки единичного круга, соответствующие им при отображении w ~ 
= f(z), то имеет место следующее двойное неравенство
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К,
е ₽’ (г“ 2j) < |w։ - w,| < К Г р (z։, zj, (1)

где К—абсолютная константа, К։ — константа, зависящая лишь от 
диаметра d области D.

В дальнейшем, методом близким к методу, предложенному 
ЛА. А. Лаврентьевым [1], указанное двойное неравенство уточняется 
для следующего частного вида областей.

Обозначим через D(q) произвольную однолистную, односвязную 
область, содержащую внутри себя круг |z| < 1, ограниченную спрям­
ляемой кривой Г, удовлетворяющей следующему условию: отноше­
ние длины / (у) произвольной дуги հ границы I к длине <1 (г) ее хор­
ды ограниченно одной и той же константой q, не зависящей от 
дуги Հ, /(у)

d (Y)
/ (Г)

если только I (у)< —, где Z (Г) —длина границы Г.

Для областей D (q) доказываются следующие две теоремы.
Теорема 1. Если на границе области В (q) дана одна дуга у, 

длины ь, то при конформном отображении w — i (z) области D (q) 
на крут |w| < 1, дуге границы области D (q) соответствует на 
окружности |w| = 1 дуга yw , длина г/ которой удовлетворяет нера­
венствам

2 г. - 2,ч

где М константа, зависящая от длины /(Г) границы Г и числа^q- 
При этом верхняя оценка точная в том смысле, что показатель при 
£ не может быть понижен.

Теорема 2. Пусть точка z<, области D (q) отстоит от границы 
области на расстоянии е. Тогда при конформном отображении w = 
= f(z), i(0) = 0, области D(q) на единичный круг |w| < 1 точка 
wo =F(z0), соответствующая точке z0, отстоит от окружности 
wj = 1 на расстоянии I։, которое удовлетворяет неравенствам

М s < h < б тс г 2 " - 2/4 , (3)

। дг М зависит ог / (Г) и числа q. Правая оценка точная в указанном 
в теореме I смысле.

В правых частях неравенств (2) и (3) уточняется для этого ча­
стного вида областей общая оценка М. А. Лаврентьева: показатель 
’ тс |

— при е в (1) заменяется показателем — , который больше --

1 и стремится к — , когда qсо, г. е. когда мы рассматриваем

произвольные области, ограниченные спрямляемыми кривыми.
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Переписав неравенство (3) в виде 

и заметив, что для круга |w|< 1 функцией Грина с полюсом в гон­
ке Գ' = 0 будет функция In |w|, мы можем сформулировать теорему 
2 в следующем виде:

Георемп 2'. Линии уровня функции Грина области D(q) с полю­
сом в точке 7. = 0, на которых функция принимает значение In (1 — Ի.). 
0<1|<1, удалены от границы области D(q) на расстояние не мень-

I а( ' ) —1 ■
шее------ h' q и не большее M.h 6lq՜ , где М. зависит от

360
/ (Г) и q.

Сформулируем предварительно некоторые понятия и теоремы, 
которыми мы воспользуемся при доказательстве теорем I и 2.

Пусть область D ограничена жордановой кривой Г и на Г за­
дана конечная система попарно непересекаклцнхся дугу։,..., уп. 
Рассмотрим гармоническую в D функцию u (z), принимающую зна­
чение I во внутренних точках дуг у; и значение 0 в прочих точках 
границы Г. Такая функция всегда существует |2]. Гармонической 
мерой օ>(ճ -(| , z, D) дуг у։ ..... уп границы Г области D в точке z 
называется значение в точке z указанной гармонической функции 
u (z) |3|. Если мы отобразим функцией w = f(z), f (zo) = 0, z„ £ D, 
область D па круг |\v|<J. то сумма длин дуг окружности |w] = l. 
соответствующих при этом отображении дугам Tn. будет рав­
на 2к в (z<,) |4].

Заменим теперь дуги у։, .... уп также попарно непересекающи- 
мися дугами yj...... у՜, лежащими вне области D и обозначим через
D* область, содержащую внутри себя область D, ограниченную ду­
гами у’. ... т‘, и границей Г. Как гласит принцип расширения об­
ласти [5], если z„ £ D, то

w(Ey , z0 , 0)>ս)(ՏՀ, Zo. D*).

Геометрически это значит, что, если мы отобразим функциями 
w = f(z), i(0) = 0, и w = f*(z), i*(0) = 0 соответственно области 
D и D* на круг |w|<l, то сумма длин дуг окружности |\v| — 1, со­
ответствующих дугам У;,..., уп, не меньше суммы длин дуг той же 
окружности, соответствующих дугам у’,..., у*.

Приведем, наконец, одно неравенство, принадлежащее Ր. Не- 
ваилинна |6].

Пусть у—дуга жордановой границы Г области D и z0 £ D. Сое­
диним точку 20 с произвольной точкой А дуги у гладкой кривой I 
и пусть длина этой кривой от точки А до точки Zz £ L есть /, а 
расстояние от точки Z/ до дополнения Г у дуги у до границы Г 
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равно տ (/). Если <л (у, z, D) означает гармоническую меру дуги у в 
очке z I) и in(/) означает минимум ш в пересечении D с кругом

/ ч sW о -1(z — 7.1 ) —, е=2, /։..., то 
е

(I ու չՕ 
(1Z

_ 1 П1(Л 
* տ(0

(4)

(I ш 
где под понимается нижняя производная.

d I
Перейдем к доказательству правой части неравенства (2), пере 

писав его в виде

со(у, 0. D(q))<E2R-2(l.

Возьмем для этого на у такую точку z . чтобы окружность К с

центром в точке х*н радиуса—содержала дугу у внутри себя. Без ог- 
2

раннчения общности мы можем считать, что точка ?հ расположена 
на отрицательной части действительной оси. Пусть yv—дуга окруж­
ности К. лежащая внутри области D (q) и разбивающая D (q) на две 
односвязные области, из которых одна D' содержит точку z =0. 
а граница другой содержит точку z*. Мы будем говорить в таких 
случаях, что дуга уф отделяет в области r><q) точку 2=0 от точки 
2*. В силу принципа расширения области <-•> (у. 0, D) Հ w (у*, U, D*).

Обозначим через D;: дополнение области О4 до расширенной 
плоское;и. Так как граница Г4 области 1)* есть жордановая кривая, 

ю Г);; есть односвязная область, содержащая внутри себя точку 
/ = Пусть К, — окужность с центром в «очке z՜ и радиуса г. 
Кривая Г выделяет на окружности Кг счетное множество интерва­

лов. лежащих в области D*. Обозначим через а, те из них, которые 

отделяют в области D* точку z = co от точки 2°. Покажем, что дли- 
2 гпа каждого из интервалов а, пе меньше —. Действительно» обозна-

<1
ним через С и F концы интервала аг . Длина дуги CF границы I , 
содержащей точку z®, не меньше 2 г: следовательно, длина хорды 

2 г(Л՝ окружности К. не меньше и, тем более, длина интервала я, не 
Ч

2 г меньше —.
Ч

Z~ 7,'i‘Совершим теперь замену переменной, положив z' = 2 -—' и 
Z

обозначим через у', Г', ГУ соответственно образы Հ\ Г՜*, D*. Окруж- 



К непрерывности однолистных функций J5

кость К перейдет при этом в единичную окружность |z' = 1, а дуга

в дугу •>' этой окружности IIри этом, если D' есть дополнение 
D' до расширенной плоскости, то каждый интервал я, окружности 
К,- радиуса г и с центром в точке /.' = 0, лежащий внутри области

D'и отделяющий в области D' точку z'« 0 от точки z' = oo, но 
длине не меньше 2 rq.

Если расстояние от точки z* до точки z — 0 было равно г<,. то 

точка z = 0 переходит в точку— на действительной оси и

«(Г* о, D*)= ю [ Հէ — .D'J.

Совершим теперь преобразование инверсии и обозначим через 
հ полученную переменную. При этой инверсии область D' перейдет 
в область D;, лежащую внутри единичного круга, граница которой 
состоит из дуги Հ единичного круга и из жордановой кривой , ле­
жащей внутри единичного круга, причем концы дуги ՝'. совпадают 
с концами дуги Հ. При этом точка ; = 0 лежи: вне области D .

֊ր" >Наконец, точка переходит в точку s 2г*. и

Кроме того, если 1): обозначает дополнение области D- и обо­
значает любой из тех интервалов окружности Кг с центром, в точке

; = 0 и радиуса г. которые лежат внутри области D; и отделяют в

1|լ.է.. . — Of
области Г) точку с —О от точки <5— то длина а не меньше ֊ .

‘1
Нам достаточно установить какова форма границы области D; , 

удовлетворяющей только что высказанным свойствам, при которой 

гармоническая мера '•J/,֊՜' » D. | достигает своего максимума или.

чти то же самое, при которой гармоническая мера w 

достигает своего минимума.

I
I Сложим для этого ; = с ՛> . В силу указанного свойства до­

полнения D область D перейдет при этом преобразовании в одноли­
стную область D.; , лежащую внутри единичного круга | у I <4, гра­
ницей которой служит дуга единичной окружности и дуга у:, соот­
ветствующая дуге у-, лежащая внутри единичного круга, причем 
концы ft лежат на единичной окружности и точка С = <) не прянад- 
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лежит области D;. Как это доказывается у Р. Неванлинна [7| мини­
мум гармонической меры дуги у: в точке, лежащей на отрезке (0,1), 
достигается для случая, когда кривая ус совпадает с отрезком 
(—1,0). В области D-этому отрезку соответствует угол с вершиной 

2
в точке с = 0. раствора — , биссектрисой которого служит отрица- 

<!
тельная часть действительной оси.

Итак, нам надо вычислить гармоническую меру дуги Հ единич­
ной окружности в точке г/2г0 относительно области I): . состоящей 
из единичною круга, из которого удален указанный выше угол.

Для этого возведем ; в степень 5- ; тогда наша об-

У 7)
ласть перейдет в единичный полукруг, опирающийся на мнимую ось и 
лежащий в правой полуплоскости, а точка г '2г0 перейдет в точку 
(տ.2ր<, )ձ на действительной оси. и нам остается вычислить гармони­
ческую меру полуокружности в точке (е/2г0)' относительно указан­
ного полукруга. Последняя равна (8] величине 2(1 — вгде 6—угол, 
под которым виден из точки (е/2г0 )й отрезок (— i, 4-1).

Следовательно

4
= — arctg**

-- 1 ր֊так как о > __ и потому > 3,14. р 2 > 4 и r„ > 1.

Выясним теперь степень точности полученной нами верхней 
оценки.

Из приведенных рассуждений следует, что указанная верхняя оцен­
ка достигается для следующего случая. Рассмотрим окружность К

С

радиуса ՜՜ и с центром в точке z = - 1. Проведем из точки z= 1

две бесконечные полупрямые, так. чтобы они образовывали угол а 
раствора 2 q, биссектрисой которого служит часть х < 1 действи­
тельной оси. Обозначим через у дугу окружности К, лежащую ине

/ 1 \ гл кугла а, через г։ -длину дуги у, равную е те- — и через D — оо- 
\ Ч /

ласть, содержащую точку z — Օ и ограниченную дугой у и частями, 
полупрямых, лежащих вне окружности К.
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Тогда
• 4 4

(О (Y. Գ D) =  — Տ՚՜ =------ 7-------Г-Г7 £ ։ £ե
z24z—L) 

\ q /
J “

W ° =-------- у *
2л——ч

Обозначим через Dr часть области D, лежащую внутри кру­
га Jz| <R. При в достаточно малом область Dr содержит внутри 
себя круг, близкий к кругу Далее, если 1<г окружность 
радиуса г с центром в точке 7. — 1, то длина дуги аг окружности
К, , лежащей вне области Dr, равна 2г q, а длина /(уг) куска уг гра­
ницы области Dr, лежащей внутри окружности К, , равна

2г- 2---f-2z - ------ 12- = 2г 4- £ (к 1 — —Y
2 2 q 2 \ q /

Так как при дбетаточно малом г > £ длина хорды дуги а близ­
ка к длине дуги а, . то мы можем считать, что — * = q. Итак.

<1(Гг) 
область Dr есть область типа D(q).

Так как радиус R может быть сколь угодно велик, то полу­

ченная нами верхняя оценка տ '֊ является точной в том смы­

сле, что показатель при г для областей типа D(q) не может быть 
понижен.

Доказательство левой части неравенства (2) проведем в не­
сколько шагов.

ք ՃԼ '' г S
I. Покажем, прежде всего, что если г< ----, го на рассто- 

2(2q֊H)
янии г от произвольной точки А границы Г в области D(q) суще­
ствует точка В. которая служит центром окружности радиуса

֊Տ = —, принадлежащей области D(q).

Действительно, проведем окружность К с центром в точке Л и 
радиуса г. Кривая Г выделяет на окружности К счетное, множество 
интервалов, содержащихся в области D(q); среди них есть хоть 
один, разбивающий область D(q) на две односвязные части, из кото­
рых одна содержит точку 2 = 0, а граница другой содержит точку 
А. Если при любом положении точки В на этом интервале окруж­

ность К, с центром в точке В и радиуса տ = — будет пересекатьгра- 
2q

вицу Г, то существует на границе Г дуга у, содержащая внутри себя
точку Л и не имеющая с окружностью 1Լ иных общих точек, кроме
своих концов Си F. Так как q>l, то ■
Известия V. № 2-2 

3՝ .............
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/(Т)>2г - 2s = 2г - ֊ ֊ = ր(2-—> г, 
q \ q /

и
d(T) ^2s= Г . 

q
Следовательно

« f

что неверно, так как каждая из точек С и !• удалена от точки /\ 
на расстояние не большее

г : г ( • ■- 1 •)------ *------ . Ջ • 1 _ L
2q \ 2q / 2(2q -- 1) 2q 4q

տ
и. следовательно, каждая из дуг СЛ и 1-Л по длине не больше—, а 

4

потому и /(у) <

2. Докажем теперь следующее предложение. Пусть 1. обозна­
чает дугу границы Г длины /. Будем катить вдоль границы Г окруж­
ность К радиуса տ гак, чтобы окружность все время принадлежала 
замкнутой области D (q). Пусть L'—кривая, которую опишет центр 
окружности К, когда окружность при движении вдоль Г будет иметь 
общие точки с дугой L. Покажем, что длина кривой не больше 
2Z ~г 2ks.

Заменим для этого границу Г близкой к ней ломанной и обо­
значим через р тот из двух углов, образованных соседними звень­
ями ломанной, внутри которого проходит окружность К, когда она 
катится по ломанной гак, чтобы лежала внутри той из двух об­
ластей, ограниченных ломанной 1\ , которая не содержит бесконечно 
удаленной точки. Обозначим через Ա те из звеньев ломанной Г\, 
которых коснется окружность К при движении вдоль Г* и будем 
считать соседними два последовательных звена Системи Lk . Когда 
окружность К катится по двум соседним звеньям системы Lk, угол 
между которыми есть £, ее центр опишет кривую длины равной 
сумме длин этих звеньев плюс вличина տԼձ ՜.), если и не 
большей суммы длин этих звеньев, если Таким образом, длина 
кривой 1/. которую опишет центр окружности К, когда она катится 

вдоль Lt, не больше длины Lk плюс У տ(£- ՜) для всех углов меж-
3,z

лу двумя соседними звеньями ломанной Ա, для которых
Ясно, что У (3 ֊՜) не может быть больше

₽>к
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2/длина Լ> +1\ Հ,յ.ճ_ + 1\ ±_: 2_ 
\ длина К / \ 2՜տ ; s

так как ломанную Гк можно взять сколь угодно близкой но длине 
к границе Г.

Итак, длина L' не больше

/4֊s( — + 2*) = '214’2՞տ.

3. Положим теперь г<, =--------------
■Ц2Ч + 1)

Соединим отрезком Լ՜ точку z = 0 с ближайшей точкой той 
част границы Г, которая лежит вне окружности КЛ радиуса г„ и с 
центром в произвольной фиксированной точке А дуги у.

Возьмем окружность Ks0 с центром в точке z = 0 и радиуса 

s„ = --. Окружность Ks0 CZ I), ибо область D(q) содержит внутри 

себя круг z <1 и տ0<Լ Будем сдвигать центр окружности К$о 
вдоль Li до тех пор, пока К$^ не коснется границы Г. При этом 
центр опишет отрезок L։ . длина которого меньше Տ, Далее будем 
катить окружность вдоль границы Г, пока центр ее не совпадет 
с некоторой точкой I3s„ на окружности Ко. При этом центр окруж­
ност опишет кривую L2. длина которой нс больше

2s 4- 2tcs0 = 2s Н--------- ------ .
8q(2q 4֊ 1)

Покажем, что при этом движении окружность К$о все время 
принадлежит области D(q). Для этого будем катить окружность Kso 
вдоль I пока это возможно, не выходя за пределы области D(q). 
Если мы остановимся раньше, чем центр Ksu попадет на окружность 
К,„ то окружность և\, будет иметь с Г не менее двух общих точек, 
причем две из них, С и F, будут ограничивать дугу CAF границы Г, 
содержащую внутри себя точку А и не имеющую с Ks„ иных об­
щих точек, кроме своих концов С и F. Ясно при этом, что хорда 
CF принадлежит области D(q) и разбивает D(q) на две области 
D, и D-, из коих Dt содержит внутри себя точку z = 0, а гра­
ница другой содержит точку А. Если длина дуги CF, дополняю­
щей дугу CAF до Г, не больше տ 2, то хорда CF не может быть 
меньше г. q, ибо область D(q) содержит круг |z|<l, а область D, 
содержит точку z = 0. Это неверно, так как длина СГ- не больше 

диаме՜-ра окружности Ks. . равного 2so = =-------------- < — .Если
2q 8q(2q֊{-1) q

же длина дуги CAF меньше տ, 2, то она во всяком случае не больше

,Л ■» Л Г (J2го — 2 So = 2Го--------= г0
2q 2-i)>-ч>|-
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В то же время длина хорды CF не больше 2s0 = r0/2q и» сле­
довательно, отношение длины дуги CAF к длине ее хорды CF нс 
меньше 2q, что тоже невозможно.

4. Построим теперь кривую L3, соединяющую точку А с точ­
кой Вг0 и удовлетворяющую следующему условию: если длина этой 
кривой от точки А до точки Z/ равна /, то точка հ служит центром 
окружности радиуса s(/) = //15qa, целиком принадлежащей области 
D(q).

Для этого окружность 1<տՉ радиуса sn = г0 4q и с центром в точ­
ке Вг(> будем катить вдоль Г до тех пор, пока ее центр не окажется 
лежащим в точке Вгод на окружности радиуса г0/2 и с центром в 
точке А, что возможно в силу п. 1. Проведем радиус, соединяющий 
центр Вы-.» с той точкой окружности, с которой Г имеет общую- 
точку (или с любой из них, если их несколько). Возьмем окруж­

ность Ksir-C центром в точке Bro..-շ и радиуса-s-= —и сдвинем 
2 8с|

центр этой окружности вдоль проведенного радиуса, пока окруж­
ность Kso;2 не коснется границы. После этого будем катить 
эту окружность вдоль границы, пока ее центр не окажется лежа­
щим в точке В го-» на окружности радиуса So 4 и с центром в точке 
А. Заменим теперь окружность Ksn-շ окружностью К so 4 с центром 
в той же точке, но радиуса st>» и сдвинем центр этой окружности 
вдоль радиуса, соединяющего точку Вгоц с ближайшей точкой 
границы, пока окружность Kso*t не коснется границы Г.

Если обозначить через L3 кривую, которую опишут центры 
окружностей, то продолжая так шаг за шагом мы получим в пре­
деле кривую, оканчивающуюся в точке Л.

Пусть z некоторая точка этой кривой, служащая центром ок­
ружности радиуса rQi2nq. Вычислим длину I этой кривой от точки 
А до точки z. Эта длина равна сумме длин прямолинейных участков, 
кривой L3, равной

г0 _ւ_ __  । ___  Ri
2’i։-Jq ' 2"*2q ՜1՜ 2nq ’

плюс сумма длин криволинейных участков, которая не больше

2/Н 2п -Г|,-4֊2/.։Ч------
2։lq 2n+։q

ЭДН-/»+-.) -|-2ТС ro
2" ’q

где Z։—длина того куска границы Г, по которому катится окруж- 

ность радиуса r0/2 q, Z։—длина того куска Г, по которому катится 
окружность радиуса г0/2՛' 'q и т. д. Следовательно, сумма Z, — 
не больше длины куска границы Г от точки А до точки границы, 
ближайшей к точке z, и потому не больше
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Итак.

_նւ ՛ _1?_ 
2п-2 1 2”qp-

/ ֊4Ճ_ 2 К Г°----- 1- —֊~
2"q ' 2"-‘q ՚ 2n՜3

x —г°— - г + 4тс 4- Լ
շո-ւ т* 2nq

Таким образом,

2”q 8q’-J-2q 4-4% + I 15qa

гак как q>—-я, следовательно, 2q 4- 4те 4֊ 1 < 7q здась s(Z)—рас- 
2

стояние от точки zt кривой L;| до границы Г.
Следовательно, длина /(Լ3) всей кривой Լ3, соответствующая

случаю п = 2, не больше

. 8q2 4՜ 2q + 4к 4֊ I z 8q* 4֊ 2q 4-4к 4֊ 1
1(լ։)-ր. շ-֊ 4(2q7D՜՜ 4q

б. Обозначим через L* кривую, соединяющую точку Л с точ­
кой г-»0 и составленную из кривых L3, Լ, и Լ։. Если z, —точка 
кривой 1.*, I длина этой кривой от точки А до точки Zi и s (i)- 

расстояние от точки Л до границы Г, то при z£La имеем s(Z)> 1 , 
15q- 

а при z£L34-Lt имеем

s(Z) = So = = - Հ , -■ = p(q).
4q I6q(2q4-1)

Заменим теперь кривую L* гладкой кривой L., соединяющей 

точку г=0 с точкой А, длина Z(L) которой равна сумме длин кри­
вых Լ^ԼշփԼտ и которая удовлетворяет следующему условию: 
если / длина куска этой кривой, отсчитанная от точки А до неко­
торой точки z и s(Z) расстояние от этой точки до границы Г, то 

при Հ Z(L3) имеем տ(/)>֊ --- , а при Z(La) <Լ / < Z(L) имеем 
15q’

s(/). p(q) —п, где л—произвольно малое число, меньшее г.

Проинтегрируем теперь неравенство (4) вдоль кривой L в пре­

делах от £ до I (L). Получим
/(L)

—j f——

է
0, D(q)) > m(/(L)) > m(e)e
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ЯЦ) „/(Լ)

- ։'-Կ
= m(s) е . е

60q’l ։i(s — а)
= ni(e';e . е I P(q)—Л 1

, . 460q' * N (q. /(L,+L,). I Lj).
= m(£) (8 — Л) - c

Следовательно, ввиду произвольности a.

60<г
o»(Y, 0, D(q)) > п1(е)е e

Так как при этом /(L .) <------ —------  . Ւ 2q 4~ 4it -|- I
4(2q+l) 4q

TO
-N(q,/(L։ + 1.Д /(L3))

e >M։(stq).

6. Докажем теперь, что

m(e)>mt(q), 

где m։(q) зависит лишь от q.
Для этого заметим, что точка zt кривой I.;., отстоящая от А на 

расстояние не большее &. служит центром окружности радиуса 
s(e) = s/loq’1 принадлежащей области D(q), а т(е) есть минимум гар­
монической меры дуги у в точках круга К. концентрическим с пре­
дыдущим и радиуса s(s)/e. Далее, относительная длина p(y) дуги y в 
области D(q) не меньше s/q и т(е) только уменьшится, если заме­
нить область D(q) той ее связанной частью D', которая лежит вну­
три круга радиуса q(2e 4-s'15q2) с центром в точке А и содержит 
круг К.

Растянем теперь всю плоскость в

I 15g2 е 
s(s) — s(s)/e е е — 1

раз и обозначим через y*» К*. D* соответственно образы Y. К, D' 
Тогда расстояние каждой точки круга К* до границы области !)* 
будет не меньше единицы, диаметр d области D* будет не больше 

2г Ч-
]5ցձ е 

տ е—1
2 = Ni(q)
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и, наконец, относительная длина ? (у*) дуги у* в области D* не 
е I5q։ е , - е меньше-------- - --------- = loq--------- .
q s е —1 е — 1

В силу левой части неравенства (1)

-_К,0п 
Р(?) 

т(г) >е

֊ Kt(N>(<l))

> е

откуда m(s)>m։(q).
Таким образом мы доказали и левую часть неравенства (2).
Для доказательства теоремы 2 нам надо будет предварительно 

доказать следующую георему.
Теорема Զ. Пусть Dw—область, содержащая точку w = 0 и ог­

раниченная дугой окружности |w| = 1 и кривой yw принадлежащей 
кругу |W|<1, концы которой лежат на окружности Jw|=l. Если 
диаметр кривой уw равен d <Հ I, то гармоническая мера w(yw . О, Dw) 

4 
дуги в точке w = 0 относительно области Dw не больше —d:

«W

СО (г, 0, Du ) (5|
է •

Эта теорема является обратной к теореме М. Л. Лаврентьева 
(9|, согласно которой

— d < coffw . 0. Dw ). (6)
4՜

Для доказательства будем считать, что точка w' дуги Հ, лежа­
щая на окружности |\v| = l, совпадает с точкой w=l. Так как рас­
стояние от точки w' до любой точки -fw не больше d, то дуга у це­
ликом попадет внутрь окружности радиуса бис центром в точ­
ке w = 1.

Рассмотрим теперь окружность К. ортогапальную окружности 
w|=I, проходящую через точку w = l — d, центр которой лежит в 

» 1 , d։ d(2-d)точке w.t= 1 + ------ и радиус которой равен .

Если

W| = ei? и 
гольииков

окружность К пересекает окружность (\vl — 1 в точках 

w_-=e i?, го по правилу решения прямоугольных треу-

d(2-djտափ =-----— — и cos? =
d’ - 2d +2

2(1 -d)
d= 2d փ 2

Ясно, что кривая у лежит внутри окружности К. Если обо­
значить через у® дугу окружности К, лежащую внутри окружности 
|w|=l и через D® область, содержащую точку w = 0 и ограни­
ченную дугой ՝(' и дугой окружности |w|=l, то в силу принципа 
расширения области,
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о>(у,(), D)<co(y*,O, □*).

Для вычисления последней гармонической меры отобразим об­
ласть D* преобразованием

■1+Հ z)(e'? —1 + d)
I ֊5 (е|? — 2) (e—i?—1 + d)

на полукруг, опирающийся „а отрезок (—1. 4-1) действительной 
оси и лежащей в верхней полуплоскости. При этом дуга у* перейдет 
в отрезок (— 1, 4- 1), а точка w = 0 — в точку

„ = ֊ 0^-d)siny = . d3 - 3d 4֊ 2
՜° 1—(1 — d)cos? 2—d

на мнимой оси.
Гармоническая мера ?(у®. 11.ГУ) равна гармонической мере от­

резка (- 1, 4 I) в точке ;0 полукруга, а последняя равна величине

где Н—угол, под которым виден отрезок ( 1, 4-1) из точки |8|. 
Таким образом,

w(y*,0, D*)= — ( 2arc է։?֊-1 - - = — arctg------Ьа1_ =
2/ - 14-I?ol

= — arc tg —, 
- 2 —d

откуда

w(y* О, D*) < — —— < — d. 
- 2 — d тс

Таким образом теорема 3 полностью доказана.
С помощью оценок (6) и (5) можно доказать неравенство (3).
Докажем сначала правую часть этого неравенства. Заметим для 

этого, что при доказательстве правой части неравенства (2) было 
доказано, что если А—точка границы Г и у* - дуга окружности ра­
диуса г и с центром в точке Л. разбивающая область D(qj на две 
односвязные области, из которых одна—D* содержит точку z = (), 
а граница другой содержит точку А, то

я

4r*,U,D*)<(2®) • (7)

Отобразим теперь область Dfq на единичный круг | w | < 1 
гак, чтобы точка z=() перешла в точку w—0. При этом дуга у* 
перейдет в дугу у».. принадлежащую кругу 1 w | < 1, концы кото­
рой лежат на окружности | w | = I. Обозначим через Dw область. 
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содержащую точку \v=0 и ограниченную дугой единичной окруж­
ности и дугой у»-. Так как при этом <о(у*, О, D*) = w(yw , 0,'Dw). 
го из неравенств (7) и (6) получаем

2к — 2/q 2к 2/q
h < 4те(2г) < бтег ,

где 11 диаметр континуума у*.
Докажем теперь левую часть неравенства (3).
Для этого соединим точку w0 с окружностью | w =1 двумя 

отрезками длины h | d, совокупность которых мы обозначим через 
у*-, так, чтобы они отсекали на окружности |w| « I дугу длины не 
больше h и обозначим через Dw область, содержащую точку w=0 
и ограниченную дугой окружности } w | = 1 и дугой yw . Так как 
диаметр кривой yw равен h-f-d, то согласно неравенству (5) имеем

4 ,
«(уж,0, Dw).<—<h 4֊ cl). (8)

те

Кривой Yw соответствует в области D(q) жордановая дуга Հ 
области D(q), концы которой лежат на границе области D(q), а об­
ласти Dw соответствует в области D(q) область D*. ограниченная 
жордановой кривой и при этом

w(Yw , О, Dw ) = ш(у*. О, D*). (9)
Остается вычислить последнюю гармоническую меру.
Для этого обозначим через z* один из концов дуги у*, лежа­

щий на границе Г области D.։ и через f наиболшее расстояние от 
точки г* до прочих точек дуги у*.

Проведем окружность К радиуса i-|֊b. b>(), и с центром в 

точке г*. Соединим точк}' г* с точкой 2 = 0 гладкой кривой L, 
удовлетворяющей свойствам, описанным в и. 5 и заметим, что рас­

стояние от точек L до границы Г области D(q) совпадает с рас­
стоянием от этих точек до дополнения дуги у* Д° границы области 

Da. Пусть /0—длина кривой I. от точки z: до последней точки 

встречи кривой L с окружностью К. Ясно, что /в>>г. Соединим точ­
ку I՛ с любой точкой дуги у* гладкой кривой L' длины и обо­
значим через L* кривую, составленную из кривой L' и куска кривой

1. от точки Հ до точки z = 0. Проинтегрируем неравенство (4) вдоль 
кривой Լ՛ ,в пределах от /0 до Z(L*)« Также, как и в п. 5, получим

( * п пх /«lSOq? — N(4’ «(у4, С, D*j > m(Z0) Z° е

и гак как /ժ>տ, то

где M։(s։q) зависит только от s и q.
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Нам остается оценить ш(/0) снизу. Для этого заметим, что рас­
стояние от точки г' до точек границы области D®, не принадлежа­

щих дуге не меньше —— —— , относительная длина дуги Հ- в 
15q- 15(ք

области D® не меньше f/q и расстояние от точки гЛ дуги у : до точ­
ки ւ' равно Н-Ь. Так как b может быть взято сколь угодно малым, 
то также, как и в п. 6, можно доказать, что

t : ‘ m(/oj> ։n,(q).
Итак, ЛЯЖ"

օՀՎՕ. (10)

где М2 зависит лишь օ՜ր տ и q.
В силу (8), (9) и (10) имеем 

, , . -М, (՝>0q>
h 4- а >----- -  г

4

и, так как „а* может быть взято сколь угодно малым, то 

h > Ме60^3,

где М зависит лишь от տ и q.
Теорема полностью доказана.

Сектор математики и механики 
Академии наук Армянской ССР Поступило 15 IV 195'2
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ՈՐՈՇ ՈհՂՂ-եԼՒ ԿՈՐեՐՈՂ. ՍԱ2աևՓ11Կ4.ԱԾ SbՐՈհՅԹՆեՐՈհՄ 
ՄՒԱԹեՐԹ ՖՈՒՆԿՑՒԱՆեՐՒ ԱՆԸՆԴՃԱՏՌհ^ՅԱՆ ՄԱՍԽՆ

Ա 1Г «1> II Փ П է' 1Г

Հաչ iJuiAut if и ւ и fu lfil ш и (ր p if ա <> Լ \\' | Հ 1 փակ • ր У ա՛հ и ւ մ, | W | <С I ՚
I/ււ՚հ 1խւ ր if 1/1. ր "րւվ այնպ^սւ^ 1 ոււյղհւի l/npitil II III հ if Ill'll III փ ւսկ i/iik՝՝- 

D(q) tn ft fl Ui jfil ft >![>"> in [tin tn u/iit nt կհ ր n I/ \V = f(z) ф n ւնկէյ ^ni՛ յ ի
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թյուն րնույթր, որր րավտրւորու մ /. հետե յալ պայմանին | //<■//» А Ц տնկա֊
У'пЬ Հ ւէււ/եււի հ ա ր ա ր եր и ւ թ յ ո« նն իր / ար ի ե րկարու թ յանր , ա՛հ կախ աղե- 
'/իր. "",։*մ անափակ I; <[ հա и tn ատ ո ւն ով։

P'Llipl>։f- />*///. D(l]) աիրոէ j(J /• եդրի վրա ւովւոծ կ E երկուրու-թյան մեկ 
Հ. пи/hi/, ապա \V = |(7.) կոնֆորմ կերպով jPt’ I W Վ 1
նի >1ր։:ււ ա րաաււրււակւ. րման J ամանակ 111 /• /’ "՚ J fl/' АI/ ր ի ՝' այեդին
համապսւա ա/էխանում Հ՜ w I = I շրջանադծի վրա Yv. '">ւեէ]ր, որի 7J Ар- 
կարռւ ի/ յունր ր ա վ ա ր ա ր ո t մ Հ հետե յալ անհ ա վա ո ար ու իք յ nt ն'հ !• ր իէւ.

M£ 60<P<y?<2zs - -

npmlit] \',-ր հաոաաաՈւ ն Լ, կախված I եղրի 1Հ[ ) i. րկա ր ո ւ ի! յ ո t ի ր ե >| 
P‘lba-

եչված թեորեւքում աիրույիքների if աոնավ ո ր ւլեււքրի հաւէար ճշտված 
են ակաւյ 1.մ իկւււ/ If. If.. Լտվրենտեի ււաաւյտծ ր’հ ij հ ա՚էւ Ո ւ ր ւ/ն ահ ա ա ա կ ան ֊ 
ներր-
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

О. ЛЬ Сапонджян

Изгиб свободно опертой полигональной плиты

В работе дано решение задачи об изгибе свободно опертой 
полигональной плиты при действии нагрузки равномерно распределен­
ном по площади круга. В качестве примера решена задача об изги­
бе правильной многоугольной плиты.

1. Определение прогиба упругой поверхности. Общее выраже­
ние прогиба упругой поверхности плиты, при действии нагрузки 
равномерно распределенной по площади круга (фиг. I) радиусом г,, 
и ценгром в начале координат плоскости ху, нами ранее представ­
лено в виде [IJ:

р z’z3 , Р Г о / ~ . Го \ .
W‘= 6W+T6^D [2^2+i>|lnfo +

4֊zz -~r- 4-zcp(z)-i- z?(z)4-z(z)֊|-x(z ), (I.I)
'i

в замкутон нагруженной области плиты

w՛. = i;։_D ( InzI 4֊l<p( z) -z?(z) - x ( z) -|- z (z) . (1.2)

где p — интенсивность нагрузки, P = к г; p ֊ равнодействующая на­
грузки, Eh’/12(l — а2) — жесткость плиты, h — толщина плиты. Е мо­
дуль Юн։ а, ծ коэффициент Пуассона, г = х 4- iy, г = х—iy , ?(z) и
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-    =   =-----= --֊֊------ ■ -- —-------=----- =йм

x(z) —функции комплексного переменного, голоморфные во всей об­
ласти плиты, ф (z и х I z'i —функции, сопряженные с функциями ф( z) 
и x(z).

Для решения задачи об изгибе свободно опертой полигональной 
плиты при действии нагрузки равномерно распределенной по плоша­
ли круга (фиг. 2) применяем формулы (1.1) и (1.2).

У

Фиг. 2.

Функции <plz) и xfz) определяем из условий опирания 

w։=0 и VaWj=0, (1.3)

или согласно (1.2)
z, з (z, I 4֊ zs tp (z՝s ) 4-х (zs) 4-у. (z, ) =
= ՜ 16“D (z* Z* ՜ 2՜*) ln Z* z<!։ * j

Ф'(г։)4-ф (Jd = - (2 4-lnz։z.l, * (1.5)

где.s —контур плиты.
Пусть функция z = <o(C) при w(O)=0 (1.6)

конформно преобразует область единичного круга плоскости комп­
лексного переменного £ в область многоугольника на плоскости z.

Тогда, обозначив 
?1Q=?(Z). *։G) =-*(*)» 

а через 1 = с'"—аффикс произвольной точки на окружности еди­
ничного круга, и имея в виду, что In է է—0 , из (1.1) и (1.5; получим:

ом I) ф։(է) 4- io (( ) Փ|(է) 4- x,( ։ ՝ 4- 'Հ(. է I =

(1.7)

ՀԱԽ փ/ (է)  _____р_
'••Հէ) 0 III 160 2 4- In w(0

I '
(1.8)

) 
t .
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Из (1.8) легко можно определить функцию ?յ(Հ). Действительно, 
обозначив через

֊®-W ճխ-?]-

согласно (1.8) получим:

g(t) -г gU ) = (». (1.10)

Так как gQ голоморфна в области единичного круга, то един­
ственным решением уравнения (1.10) будет.

g(Q = ic,

где с— произвольная действительная постоянная.
Таким образом решение, уравнения J.8) представится в сле­

дующем виде:
?11£! = —1 -г In -(՝’ .pic (111)

i6kd ; ] ՚ 1 '
Мнимую часть функции <р'(0), т. е. 1Ш [?'(0)j» можно зафиксиро­

вать произвольно [2], поэтому можем принять

1խ ՜ 1бН)’"՛! |пш'(°)1 •

Тогда из (1.11) получим: с = О, и потому

!6nD
l-i 1п^

Интегрируя и полагая ф,(0) 0 [2], получим окончательно
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Из (1.13), полагая Цх(0)) = 0 [2], найдем:

М9 Pr՞ in 4- 
i&D ? + 16՜Ո [2ici J 

7

;адй։-
11—s

2-
֊ fa(e'։) <ю 

u
. (1Л5>

Р 1

где у — окружность единичного круга. 
Бигармоническая функция

<P=Z ф( z) -1֊ Z <p(z ) + z(z ) 4- z(z) , (1.16)

согласно (1.12) ч (1.15), примет вид

(1.17)

(1.18).

Функция Ճ (е1,1) непрерывна на окружности у. В этом случае 
входящий в (1.18) интеграл Пуассона представляет собою регуляр­
ную в области единичного круга гармоническую функцию, непре­
рывную вплоть до у, причем на •' этот интеграл принимает значение 
У(ел). В силу этого бигармоническая функция (1.18) также будет 
непрерывной в области единичного круга, вплоть до у, причем на у 
опа принимает значение

ф; = — pjTQ р”10®(t) -ь ■;՛ ।in«(<) w(t).

Внеся это выражение в (1.2), найдем, что на контуре плиты 
w, = 0.

Легко проверни, обратным путем, что удовлетворяется и вто­
рое условие (1.3).

Имея в виду (1.16) и внеся (1.17) в (1.1) и (1.2), найдем окон­
чательное решение задачи об изгибе опертой полигональной плиты 
при действии нагрузки равномерно распределенной по площади кругам
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в замкнутой области нагруженного круга

7

(1.1Э)

в замкнутой ненагруженной области плиты

Р I | г/ _ւ r'± I In s С — 2 Re I z ( —Ы dC -f
IotcD ( \ 2 / L J ъ

Полагая в (1.19) z —О, ^ = 0, найдем прогиб в центре нагру­
женного круга

2֊
*1°>0) = 3^>п1 ^(ей)<1е-^г„։1п . (1.21)

|| £
О

При го = О, (1.21) дает значения прогиба под сосредоточенной 
силой Р, приложенной в начале координат

w(0։0) =
2к

—Е— [ Զ (е1*) d6 .
32r?D J ; (1.22)

2. Выражения изгибающих и крутящих моментов и перерезы­
вающих сил. Пользуясь выражениями (1.12), (1.15) и известными 
формулами теории изгиба тонких плит, получим:

в замкнутой области нагруженного круга

М1+М,= -Р^>гг + .₽ (1 + Ш֊—), (2.1)

М։-М,+21 н։ = - ’-п а) Г3 1- РГ - °) Ռ _ 
8 4* ( z

շ Հ Г. 1 I
W) lw լ т

L Г-Ж dt -1 1 Г ад dt> fesa
v» 2«i J (t֊cr dt [Hs)]a *i J (t-cr dt J ■

T 7
Ичвес;ия V. № 2—3
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ь - — : — ==■-֊----------- Տ= ' ' ~ -   ==^И

N,-iNs=-f :+£[г-Й)]’ R

к замкнутой ненагруженной области плиты

м,+м. = - P(l4j՜а) 1пл5, (2.4),'

где М,. М։ и Н։ , ՒԼ = —Н։ — изгибающие и крутящие моменты, 
.\'1. N, -перерезающие силы, а —коэффициент Пуассона.

Формула (2.6» совпадает с формулой Г. Ю. Джанелидзе, выве­
денной для случая нагрузки, сосредоточенной н начале координат |3].

Полагая в (2.1) (2.3) z —О, - — 0, получим для центра нагру­
женного круга

М. + М,= ֊-(1+<7)[ 1+in . (2.7)

го
5ЙН 1 < !4ы"(1.|)|--4<->'(0)ы"/(0)

” 1 I- (24 [mW

2- 2r.
՜՜ Ьо'ЙГ е '2-е ՚ մ0Հ խ'(1))]3 К՜ je ' L>le ' d°!’ (2’K)

» о

N։-iN։ = Р <0/z(O)
4֊ խ'(0)]’ (2.Э)

Выражения (2.7) (2.9) имеют вполне определенные значения,
гак как u>z(0)^0, а функции 2(е‘°) непрерывна на окружности Հ.

Конформное отображение единичного круга на внутреннюю 
область многоугольника осуществляется формулой Кристоффеля- 
Шварца

а1 __լ — - 1 — 1
г = «(?) = с | №-?)’ (a,-Cf ֊Հ)ռ <, (2.10)j

I

где с- постоянны։! параметр, п число сторон многоугольника, 
°։. , ••• , (in точки на окружности у, соответствующие верши­
нам многоугольника — А։, А3, ... , Лп , at, х.,__ , ап — внутрен­
ние углы многоугольника (фиг. 3).
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Легко можно показать, что функция w(t) на у удовлетворяет 
условию Гельдера h(jt), причем |i=«min я, где ашт — наименьший 
внутренний угол многоугольника.

Тогда, согласно (1.14), Զ(է) также будет удовлетворять на у 
условию щвппп/я)- Этим обеспечиваются условия непрерывности из­
гибающих и крутящих моментов в области плиты (из формулы по- 
неречных сил непосредственно видно, что они также удовлетво­
ряю! этим условиям).

упругой поверхности и внутренние усилия плиты непрерывны вплоть 
до контура, кроме, может быть, угловых точек.

3. Поведение перерезывающих сил в угловых точках. Согласно 
(2.6) п (2.10) имеем:

[Ж р յ_ճ
* N։-֊iN2= _(Պ -Հ) ր'(օէ-հ) \..(«n-Q « (3.1)

откуда непосредственно видно, что на вершине угла ак при 0<ак <к,

N։ = N2 = 0,
а при тс < ак < 2тс,

Nt — iN3 -► ос .

Таким образом, па вершине входящего угла перерезывающая 
сила (распределенная) принимает бесконечно большое звачение. 
Однако легко можно вывести формулу

N(ls = -֊-d€i. (3.2)

где X -перерезывающая сила на контуре.
И; (3-2) следует, что равнодействующая перерезывающих сил, 

действующих в окрестности любого угла многоугольника, стремится 
к нулю.
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Заметим, что из (3.2) следует условие равновесия плиты 
2г.

I NdR= —Р.

4. Поведение угла наклона упругой поверхности плиты в угло­
вых точках. Обозначим 4Շ$շյ v внешнюю нормаль контура, угол 
между v и х, а — угол наклона упругой поверхности на кон­
туре. Тогда

ծ-ճ - 2е<?Ш= -5֊ е” Г—г» - f '”'5 1 d с 4dv дг 8nD Լ2;»4Հ) J ?

+ »4C) 2zi j (է-ЧУ dl J
v և ‘ «0

где t0 = произвольно фиксированная точка на у.
При <2к согласно (2.10) <о'(аи » =0, вследствие чего для 

вершины угла а» из (4.1) получим:

Этот результат указывает на то, что наше решение в 
входящего угла неточно.

Рассмотрим теперь случай 0<«х<я.
Обозначим:

случае

dC

л = «к |4.2>

d£ -

и представим (1.14) в виде:

Q(0=x«(i) 4
I S A

։
а: х w(t)

и

1

С
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Внеся (4.3) в (4.1) и пользуясь известными свойствами инте 
трала типа Коши, получаем

1-^-
V(0 = w'(t) («К — է)

причем функция V(t) и ее производные непрерывны в точке ак ■
В силу (4.2) и (4.G) U*(aK)=0. Первая же производная функ­

ции U։(t) непрерывна в окрестности ак за исключением точки ак, где 
опа претерпевает разрыв конечной величины. При наличии указан­
ных условий функция U(t) в окрестности ак (включая а*) будет удо­

влетворять условию li(p) |4), причем р = — •

Благодаря этому

1 ini
С - «к

ճ2^1 J է-Հ dt = Вх, (4.7)

՜ր
где В, — конечное число.

Имея в виду также, что согласно (2.10) и (4.2)

<в'(як) -* 00 (0 < а,. < п)

(4.8)
О и

из (4.4), полагая t0 = a,_ , получим окончательно

(£Լ-° "р« 0 < а,. < тс. (4.9)
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Таким образом угол наклона упругой поверхности на вершине 
угла 0<ак<~ равен пулю.

5. Поведение изгибающих и крутящих моментов ч угловых 
точках плиты. Внеся (4.3) в (2.5), имеем:

Р(1֊о) I г?.
4л I 2

J , HQ '-*>(£) 
. ?K(Qla W.

+ 1ճ!1±թ)(1է_ճ_± f _W) d։ I. (5.d
MO ա J i-c [toW a*։ J (t-Q> )

7 7
В силу того, что Ս(է) удовлетворяет условию h(a>, л) при 

О < а, <л. для окрестности а* имеем оценку[4],

1 [ ■ да. dt 
) (1-0*

const
2тп 1 1—«—

(5-2)

Тогда, имея в виду также (2.10), получим:

Jim
Ч — Як

1 _l ra_dt 
L(*'(Q)։ 2*i .) (է֊Հ)3

7

(5.3)

(0<ак <л) .

Далее, имея в виду (2.10), (4.7) и (5.3), из (5.1) получим:
(М.-М^НЛ. |Hn,K֊Q'֊2r-(5.4}

где V(tix )7--0.
Учитывая также, что согласно (2.4) на контуре М։--М5 —О» 

из (5.4) имеем :

при 0<а,; < ~

(М։)лк °(М=)лк=(Н։)ах=(Н2)Ак=0,

при ак = ~

<M֊+iH^=w^[«4+2XB”
при — <ак <тс

(Мх4-1Н։)ак֊> оо.

Таким образом, изгибающие и крутящие моменты на вершине 
острого угла обращаются в нуль, на вершине прямого угла прини­
мают конечное значение, а на вершине тупого угла становятся бес­
конечно большими.
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Легки проверить, что указанные величины на вершине входя­
щего угла (т: <а,. < 2«t) также стремятся к бесконечности.

Крутящий момент на боковой поверхности плиты определяется 
формулой

Н = ֊ ֊ I ег|’(М, - М. -Ւ 2iH,) - е-'чМ, - М, - 2i II.) |,

из которой, имея в виду результаты и. 5, получим:

(Н)лк = 0 при 0<лк <՜՜յ՜ * £

Это показывает, что опорная сосредоточенная реакция, заме­
няющая крутящие моменты, на вершине острого угла равна нулю.

При о. = —֊л»

Ж » - (Н)Г = Ր-(' ֊ ” Re (*\ ~ ( i + 2Х В..) . (5.5)

В этом случае заменяющая сосредоточенная опорная реакция 
будет:

(QK = 2(< • <5б>

При <«к<2-

■ (НС֊ (Н)Г -

Определим результирующий крутящий момент, действующий 
на произвольном отрезке АВ какой-либо стороны многоугольника. 

Имеем по известной формуле
Ж H»D(1֊a)^-(^V

Ժ? ԼԺՏ j 
можно показать, что

ժ7 Լժտ ) ՜ ժտ ԼժՀ ) p ժտ 

где ? —радиус кривизны кривой տ.
Тогда 

ս ՛ гл,. \ ° 1 IH = эгН гэг]1 

откуда 
в в
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Последний интеграл на контуре, при w =0, обращается в нуль. 
Поэтому

Из этой формулы следует, что при 0 ак О результирующий 
крутящий момент вблизи угловой точки (слева и справа от верши­
ны) стремится к нулю, а при ге-<ам <Հ2՜ он стремится к бесконеч­
ности.

Из той же формулы следует, что если каждый из двух сосед­
них внутренних углов многоугольника меньше г., то крутящие мо­
менты действующие по общей стороне этих углов, статически экви­
валентны нулю.

б. Проверка найденного решения. Найденное решение удовлет­
воряет на контуре многоугольника условиям м,=0и v3w։ = 0. 
Однако необходимо отмстить, что для угловых точек полигональ­
ной плиты условие Vaw։ = 0 не выражает равенства нулю изгибаю­
щего момента, так как в этих точках радиус кривизны обращается 
в нуль. При *,=0 на контуре, изгибающий момент на контуре вы­
ражается формулой

.. г-х I ~Ծ (Av. .M. = -D (6.1)

Поэтому для угловых точек следовало бы использовать
условие

=0. (6.2.
\ Л Л -о

Но тогда задача становится весьма сложной и при решении ее 
могут возникнуть серьезные затруднения математического характе­
ра. Поэтому мы заранее отказались от точного удовлетворения 
контурных условий и основывались на условиях (1.3).

Теперь проверим, удовлетворяет ли найденное решение усло­
вию (6.2). Для этого, очевидно, надо проверить условие

lint о, (6.3)
р -0 \ Р )

Заменим угол ак дугой окружности малого радиуса р. Точку 
пересечения этой дуги с биссектрисой угла обозначим через z*. 
.. „ 1 d\v. ±Далее, найдем значение выражения в указанной гочкеz , и.

затем, приблизим эту точку по биссектрисе угла к вершине мно­
гоугольника, полагая при этом 0<օՀ <гс.
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Опуская промежуточные выкладки, напишем окончательный 
результат

Нш
Р~0

I Ск е‘«

1-֊
-֊2ХВк հու (а« —Հ> (6.4)

тле 6 — угол между биссектрисой угла ак и осью ох, ч* - точка вну­
три единичного круга, соответствующая точке 7.*, а

с, - «кտւոշ
Из (6.4) следует:

при 0 < «к < ~

при «к = ~

(1 <^W« \ TZ -— | — принимает конечное значение, и при Հ

Таким образом, найденное решение, дает точный результат, 
когда все внутренние углы многоугольника острые, т. с. в случае 
треугольника с острыми углами.

Если имеется в многоугольнике прямой угол, то в вершине 
его возникает изгибающий момент, величина которого, согласно 
(•'>.1) и (6.4), равна:

/М )а »= 1^—՜ ~ 1 * J֊՜՜՜ °) Re ! - — — I֊-’ -I °/.Вк !■ • (6.5) 
32kD KCI (V(aH))’ |aK H J

Изолированный изгибающий момент (6.5) не может оказать ни­
какого влияния на плиту. Поэтому условия w։ = 0, V’w։=0 дают 
точное решение и в случае прямого угла.

В случае тупого угла

(М, )л, - =0 . , (ЧС' -* 00 .
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Однако легко проверить, что равнодействующая изгибающих 
моментов, распределенных по дуге окружности малого радиуса ? , 
описанной внутри тупого угла, стремится к нулю при р -О. Кроме 
того стремится к нулю и равнодействующая крутящих моментов, 
действующих в окрестности угловой точки Iслева и справа). Поэто­
му можно полагать, что моменты (Mv )Л> , (11)Հ" и не окажут 
существенного влияния на общую работу плиты, если только число 
тупых углов невелико. Если, например, увеличить число сторон 
правильного многоугольника до бесконечности, г. е. перейти к кру­
гу, то условия w1 = 0, 0 дадут погрешность для расчётных
величин в пределах 20—30%.

Вопрос применения этих условий к полигональным плитам с ту­
пыми углами требует дополнительных исследований. Большую поль­
зу для выяснения этого вопроса могут оказать эксперименты.

7. Представление отображающей функции в виде ряда. Слу­
чай правильного многоугольника. Приводим некоторые результаты, 
имеющие практическое значение.

Пусть отображающая функция представлена в виде ряда

(7.1)

Тогда, согласно (1.21) и (1.14) значение прогиба в центр՛.՛ на­
груженного круга (начало координат) будет:

(7.2)

Прогиб иод сосредоточенно։։ силой Р будет:

w(0,0) = (7.3)

где с« — коэффициенты разложения отображающей функции к ряд
Тейлора.

В случае правильного многоугольника (центр многоугольника 
принят за начало координат, а ось ох проходит через одну из нер- 
шин многоугольника)

Г ,|;«О») = с | • -
• (1 Հ")''

շ~Ո +1
s 4 пТпТП ՜

_շ(ո • լ 
пг(2п | I )-2!

֊_. 2(п-Ь2)(2п+2К3,"‘ 
n*(3n֊| l)-3 !՜ ;7.4)
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КпГ fl - -Ц

C=֊j-------------------- ---------------------------- . (/.э)

где п — числи сторон многоугольника, R —радиус окружности, опи 
синил՜։ вокруг правильного многоугольника, Г гамма функция.

На основе (7.5) составлена таблица I тля значений •

Таблица I

п 3 ♦ 5 е 8 12

1 
'К

0/566.1 0,7623 0,8514 0,8985 0,9142 0,9759

Внеся (7.4) и (7.2), получим:

1 • Sr.D п’(п ֊ If П«(2п I 1)3(2!ք

4. ՜4(ո4-2ք(2ո-Ւ2)= . 1 P±L C . Д z7G)
Ո°(3ո+1)տ(3’ք ՚ 16zD է R 1 Ս' [ '

Для сечений, проходящих через центр нагруженного круга 
(н.*-зло координат), согласно (2.7) (2.9) и (7.4), имеем:

М(0,0) = М,(0,0) = М.(0,0.)=—У՜֊’ (1-Ւ21Ո —) . (7.7)

Н։(0,0) = Н, (0,0) — 0, 
N1(0,0) = N«((),0) = 0.

Перерезывающая сила, действующая в срединных точках сто­
рон многоугольника, равна:

Вычисления показывают, что при п > 3 можно ограничиться 
верным членом ряда (7.6). Погрешность, допущенная при этом для 
ս՜ՕևՕ), не превышает 0,9*,.

Таким образом, взамен (7.6) можно пользоваться формулой

В йг ֊ Ճ (ln i+т) • <79»
Прогиб в центре многоугольника в случае сосредоточенной 

силы Р, приложенной в этом же центре, будет:
Рс-w(0,0)=^. (7.10)
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Па основе формул (7.6) и (7.7) составлены таблицы 2. 3 и 4, 
при а = 0,3.

Треугольная плита (фиг. 4).

Фяг 5
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Таблица 3

1000 100 10 5 4 3

Dw(O.O)
0,02320 0,02320 0,02319 0,02255 0,02114 0,02026 0,01488 0,01001PR»

֊М(0.0) с» 0,7380 0,4999 0,2618 0,1901 0,1658 0,0946 0,0596

Фиг. 6.
Таблица 4

R
Г» ■» 1000 100 10 5 4 2

Г
 

04

Dw(0.0)
0,03218

ОС

0.03218

0,7553

0,03217

0,5171

0,03149

0,2789

0,2999

0,2072

0,02904

0,1841

0,02305

0,1124

0,01299

0,0556

PR3 

|м(0.0)

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Поступило 19 IV 1952
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О. «Г. Uiuu|n(>ojuili

ԱԶԱՏ ճեՆՀԱԾ ՊՈԼՒԳՈՆԱԼ UULLb ԾՌՈՒՄԸ

Ա Մ Փ Ո Փ II Ի Մ

Հւ1դվտծ ա մ արվէէւմ Լ եղրաւ/ծ ււվ ազտտ հենված պպիդււնալ ՚ ր ա դմ ա՛հ֊
կյէււ՚հ) ասքի ծ Ո մ ան խն դ ր ի ր՚հդ հանուր / ո ։.ծ ո t if ր, /■/'/< հալին I/ ի ր ա ո վ ա Л 
ար տարին ումևրն ո ւ դդահ այա ւլ են աււլի միֆին հա րթ ութ յան ր և հավասա­
րաչափ բաշխված շրֆանի մակերեսի վրա: 11րպես մտսնավււր դեւդր հեաա֊ 
պռտված !; կանոնավոր րազմանկյուն սաքի ծռման խնդիրրւ

Խնդիրբ րնդ հանռւ ր ձեով լր/ւծ եքիս սալի ծ ո մսւն դիփե րե՚հւյ ի ա [ հավա֊ 
սարման ի՚հաեւլրսպր ներկայացված կ կսմպ/երս փոփոխականի ա՛հալի աիկ 
քիունկւյիանևր ի մ իգայով, բաս Գուրւոււյի րանաձեի: Շրֆանի մակերեււի 
վրէ։» հավասարաչտւի րաշիւված ու.մերի ւ/ես/րում, ինշպեո t/ni.jif Լ արված 
[7 սւշիւա։ուււվ1 յան մեք, դիքին րենրյ ի ալ հավասարման /ւոծ ա :1՚ր կսւնե՚հա 
(1-1) ե (l‘%) աեսրը: Այւրոեղ if ա սն ա կ ц ո if ՜Չ ('/.) ե ՝/{'/.) անալիտիկ ֆանկ֊ 
If իսՀհե րր ււրոշվտծ են սալի եզրային պա յ մ աննե ր իւ/, սզա ա զ ո րծ ե լս վ 
/•. /’. U ոէ սիէելիշվիրււ մշակած կոնէիււրմ արտապատկերման մե/։1ոզր |?]<

Հոդվածում րերվսւ.մ Լ նշված խնդրի ր'հդհա'եւււ ր վերջնական у/иЛгп- 
it ր • ք 1.7.9) /1 (1.20) ր ut'ii ած hi, ր ի աե որով, որոնւյ մե9 մասնակցում Լ մ իա- 
՛l՛՛l՛ 21'?"' հ/' "'/'I"" յխ[' րսւդւք անկյան ներսի տիրոէ-յթի վրա կււնէիււրմ կեր­
պով արա ասլա ակե րող 'իա՚հկց ի ան t էքլնելււվ l! ր ի սա ւմի՚իե/֊ Շ վ ա ր յլ ի արտա­

պատկերման !իու.նկւք իս՚յ ի// '/"‘Л) k արված, и ր սալի հատ վ ած րնե ր ում զոր— 
ծալ ‘հերրին ճիղերն անրնդհաւո են սալի in ի ր ււ ւյխ ս ւ մ, ր՚հդհուպ մի՚հշե 
եղրադիծր, ր ա ցաո ո ւ թ յա մ ր, կարոդ Է պատահել, միայ՚հ ւոնկյունային 
կետերիցւ Հոդվածում ui lint llhiuu իրվւււծ կ Հիդերի վարրր անկյանային 
կեւոերամ;
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Е. А. Александрин

О кручении некоторых призматических 
стержней

В работе приводится точное решение задачи о кручении неко­
торых призматических стержней полигонального поперечного сече­
ния с вырезами под углом 45 .

При решении задачи применением метода введения вспомога­
тельных функция (I) решение уравнений задачи с частыми произ- 
пилными сведено к решению линейных дифференциальных уравнений 
второго порядка с постоянными коэффициентами, а определение по­
стоянных интегрирования сведено к решению бесконечных регуляр­
ных и вполне регулярных систем линейных уравнений.

Полученные формулы определяют жесткость при кручении к 
зависимости от геометрических параметров сечения.

<• ; Кручение стержней с поперечным сечением в виде квадрата с 
вырезом под углом 45 (фиг. 1).

\. Постановка задачи. Функция напряжений U(x, у) при круче­
нии \довлетворяе .՛ уравнению Пуассона

Ч'и1. I
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V’U = + — 9 (1.1)

в области сечения и принимает значение, равное нулю на контуре. 
Функцию U(x, у) ищем в виде:

U(x,y) =

U։(x,y) 
Щх, у) 
и,(х,у) 
Щх,у)

при х < О, 
при х > О, 
при х > О, 
при х < О,

У < О, 
У <0, 
У > о. 
у>0.

(1.2)

Тогда для непрерывности и однозначности решения достаточно 
удовлетворить следующим условиям:

VaUi=֊2 (1.Г)
(Ji =0 (io» 1, 2, 3) на контуре сечения.
U։(0,y)=U2(0,y) (1
U։(x,0) = Us(x,0)

/ <ю, \ /յլս3 \
\ /у о \ ду /у о

(1.4)

Функции Ui =(х, у) (i = I, 2, 3) ищем в виде:

U»(x,y)« -(x-է у) (л-у.f-<1)4- У Ак sh —— (х 4-d) sin ~-
2 d d

к=|
. к-у . к- к- . ... ккх
— sh—-sin---- (х 4-d) 4- sh — (v — d) sin  -----------

d d d d
. kkx . ktc , 1

-sh -sin—ly-d) , 
d cl

Щх, V) =T V fx (y)sin 
K-J

КГСХ
a

(1.5)

(1.6)

<Z<
Щх, y}֊= V Фк (у) sin 

к=1

кях
a

(1.7)

է У Apshpzsin֊^—՛- (1 8)

2. Решение уравнений задачи. Согласно условию (1.Г)для кеиз 
вестных функций fK (у) и фк (у) получаем следующие уравнения:

/ К7С \2 3 4 2'.<7С I 1։֊(у) (—) Му)--—U + ( 0к+']-^г [~у(у + <1)у +
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/КЯ г 4Му> - Н <Му)= ֊-11 + ( ir'l-
\ «1 / КА

Л Х
-^֊֊ V ։„(Օ.1Տ։Ո-5ՋԼ. (19)

д’ а
Р=1

Решения этих уравнений будут:
I.: (у; = F,. ch —+ Լ, տհ -ՋԼ + -2Ճ- (1 + ( - I ! '1 

а а к’тс1՝
1 .... .. ad , клу 2а1 /. . клу \

------У(У <Н । — sh--------:--------- ГТ 1 ՜ с,։ —"՜ +
кл к2«с* а к’л’ \ а /

■Му) = М,chՅՋ. + N,տհ -5ՋԼ • -T-|l֊i-( 
а а к՛1?:4

рлу ,Ksin ք՛ -psh
а

(l.H)

3. Определение коэффициентов интегрирования. Из выражений 
(1.1>0 и (1.11) исключим коэффициенты FK , Ա-. М.. и Х,< ; тогда, обо- 
зйпчая

fh(O) = .>UO) = 5ft. (1.12)
[учим

, տհ — (у Г d)
f.iy) = !o.-r-TL — [i+( I)-11] —- ------- .

I | кгя3 k’z’ 1 ' ') ,h Kxd
а

(1 13)

՚Հ (у) = к 1а=
К’Г?

I КГ' / տհ — (а — а
shKTC

4з։
к'г. ՝

/ տհ —<-
!֊+■(- 1)-'] ’-֊г-5- 

shKx

ОО

р-1

On
----- ։— sin
Ps -г к’

pzy 
а

(1.14). 2к

Мест и п V. № 2—1
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Для определения неизвестных постоянных 5,. и Ак воспользуемся 
условиями (1.4). В результате получим совокупность трех бесконеч­
ных систем линейных уравнений в виде:

AJK_lsh(2K 1)я =

Id* 
к*(2к — 1)а

—!------------------l2։h+cth 1М ।
ctli(-K 23 11 1

у Л +
* d ' cth (-K-1l>^4-cth^K-.) р’-с.’к -

2.1,6
I ±;v pap sl|p* 

p "’+(2K n" ’

A>. sh2icn= da 1

cth “K~- 4-thKT;

L3.5
4  I у pAj.shpn
~ 2kk<։ ~~ p՛- 4 4i<2

cth . — thK- n ’<1

(1.15)

-------------1_______ I _.!‘2L 11 4֊ (
Cth ^+CthKX > 

a

I)* 4 th r։h^

•■՚յև I։ КЯ1 -4JLI + .-. —J------------- V J’5L_
2 г. с(11!^.։.с(|1|._ p- p‘ + lc

il

- /’ d է I_________у pAp shprc
Ctll _!£2(]_|_С||1КК p_| j

Введя новые обозначения

к о,. - / b

(2к-1)Л_.к i,sh(2K l)r.= zu (1.16)

— 2к A.kSIi 2кт: = 2lh.
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совокупность бесконечных 
системе

систем (1.15) можно привести к одной

zi = «i \_CijZj, 1=1,2...

• 1=1

(1-17)

ГДс
1______

cth -——4- cthKTC 
a

4а=»
4(֊1)* '] th

ктсб
2а

~֊ էհ 
катс?

ктс<1

2а
ad I 
ктс’ ’ ՚

4d:
^(2К-1У th (2tc - Ока h (2K l)g | 

.1 ' 2
2«1

®4и —

4-cth (2к — 1 )тса |
(1

ктс- 2ктса cth------- 4- 11։ктс

1

1

d

1
Сим-։. ;р-1 =

2к
cth кя<* 4- cth кк P։ + K" 

a

2к <1
тс *». KK(J . *1cth----- H cthKTC

a

C 4k j. .՛]> 1 =

d֊vr- a.>8)а

2(2к -11 a____
d cth l jK 1 -+• cth (2к հ՜

(1
ри ■ (2к

а •

fck-.' ip 1 ctb M
cth(2«zil)™ 

d
4р’ - (2к — 1)՞֊’

4 к а I
'.Сйя. ty- I =

cl . 2кяа cth —
ci

t-thKTC p24-4k'

С |к, :р .. 2ктса ՜. ՜ (2p - 1 )* 4-4 к2 ‘
cth------- , • thKTC r

d

8 к
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Докажем регулярность системы (1.17).
Пусть i = 2к — 1, 

тогда

Пусть теперь i=4k —2,

тогда
□с

1 с«к .?>j । ֊
1=1

2(2к֊1) а_____________ 1_____________  у I__________
’ a cth(2»Ld^L.clh(^֊-n- ֊,. (2ճ_Ր|-՚ք 

d 2 ' \ d J

4(2к - 1)1 у 
тс (2к — 1)г.а , (2к- Inc

cth----------- ------ l-cth------- n_id 2 P՜1

1
4p2-(2k I)7

24֊֊
___ !_________________ £__________

ЧА- -1) ~ Z cth -֊in

Пусть, наконец, i = 4i<, тогда

У I c,u I = ——----—J--------V ____ 1____+
=1 ՜ d cth -U.K- p֊ I ;.4k։(-֊-)՜

8 k____ Լ___
«Uh*™+thK!։ 

d 
- (2р-1)’4֊4к։ p=l

d
1 ___ a

cth ■ tliKK
(I.2D
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Согласно неравенствам (3.8), (3.9) и (3.10) имеем: 
ос.
S I Cij | <1 (1.22)

1=1
при всяком i> 1. т. е. система (3.6) регулярна.

Из теории регулярных бесконечных систем известно (2], что 
если । а. | , где я, — свободные члены, К — положительная по-

ггеянная, a pi = I V ] С(| | . то регулярная система уравнений 

1=1
имеет единственное ограниченное решение | zi | К.

В нашей системе применением лимитант для неизвестных коэф­
фициентов Zi получены следующие оценки:

0,19034а* = z, < г, < ՜լհ= 0,21019а-,

0,029313й = z. z. < z. = 0,06515а'-',

п.о.ПНа’= zu z. z, « 0,06927а?, 

0,02468аа = z, < 1, <z4 ֊ 0,08316а-,

О zK < 0,07434а֊,

(1.23)

к — 5, G, 7.....

•1. Определение функции напряжений. Пользуясь соотношениями 
(1.Д (1.5), (1.6), (1.7), (1.13), (1.14) и обозначениями (1.16), для функ՝ 
пин напряжений получим:

Цх.у) = —~(х .-у)(х + у4-<1)+ У ;֊'к |sh^-(x4-d)‘Sin^ — 
2 ““ KShKKl d d

к= J

. KKV . КП КП кпх— sh — sin-----(x d)-f-sh------(y-f-d)sin---------
d d d d

— sh— sin —- (y + d) , (1.24)
d d I

X Հ. 0, у ՎՀ 0.

. кг.у sh —-
L_

, Kzd sh
a

sh (y -i d) 
a_____

L End 
sh-------

a

— У(У+ d)—
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х > 0: у СО.

кпх 
а (1.25)

ZZ
1.1(х,у) = V

х= 1

Z2k~i.___ ՜1 — 11 _ւ (_ ւ )«•; ոк 1 kV 1 1 Լ ’ 1

տհ Ճճ (a — v) 
a
shKu

2к у _ Z2p-1_ Կո jgy_ 
к — р(ра 4- к2) а

Р=1

х О; у > О.

sin

2а? 4а2
К’/Հ3 К’т?՜

տհ -‘֊-(x-bd)

[1-Н-

х С О, у > О .

5. Определение жесткости при кручении. Жесткость при кру­
чении определяется формулой

C = 2Cj jU(x,y)dxdy, (1.28)

Զ

где Զ — область поперечного сечения стержня, G модуль сдвига. 
Подставляя в (1.28) значение функции напряжений из (1.25)—(1.27) 

и произведя интегрирование, получим:

ռ ւ а4 аМ . ad’ <14
1з 3 6 12
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։Д5 ։.з,5
96 уч I kz<1 64 уч I кт:

— —а4 ' —th------------------- а* 4 —th г
г.- — к’ 2а ~ “к- 2

|Ц к к

о • |Д5
4 V .Դ. > (th ,(> , .

Г,1 - к* \ 2л 2 )
*•

, 1Л.5 ’.4.6
•кг V г.ч .. кг. 4<1: уч z... kz• У • — clh - ' HiՀ’ — К: 2 ՜յ — к: 2к К

gif . 1 3,5
V ?*th . (1.29)

•’ “ к։ 2dI к
Кродставляя сюда коэффициенты z. из 11.23». получим верхнюю 

и нижнюю границы жесткости С.
В таблице 1 приведены значения жесткости С при различных 

отношениях ։* 4
а

ГлбМЩа t

I дQ 0 . |Л 1 3 X

|!С. 0.141 в* 0,377 л‘ 13,114 а* 0.02Ճ d*

i 0,141 л* 0,412 з* !,493 а» 14,1о1 а* 0,026 d‘

ГС 0,141 з* 0.3У а« 1,35У а« 13,638 а* 0,026 d«

v . с ■+ СЕсли принять за расчетную формулч жесткости С = ֊-. то 

погрешность будет не боле<* Юг

§2. Кручение стержня с сечением в виде параллелен рама (фиг. 2).

Фиг. -
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Функцию напряжений U(x,.v) ищем в виде,:

U(x, у) =
U, (х, у) 

и..(х,у) 

и,(м)

О < х < <1 

d < х < b 

b . х Cb — <1.

(2.1)

Вспомогательные функции U։ (х, у) (։ = 1, 2, 3) должны удов­
летворять условиям:

v2Ui=-2 (2.2)

Ui Сх. у)==0 на контуре сечения

Ս, (Հ У) = IJ2(d, у)

l’-c(b,y) = U3(b,y)

Положим

sh
кпх KXV

— տա —--------sh KHV K7CX— С1П ֊bill —
(1 d d d

U.(J, v)= У fk(x)sin к֊'
<1

(2.1)

(2-5)

а
LI3(x, у) = (у — d) (х — 1) у)— У

к 1

. кп , . .. . К” ,sh (х —Ь dr տա (v—d)
cl J

֊ sh----- (y d)-sin----- (x—l> —d) .
d d

где в силу (2.2)
MxJ=C.cl>-^X ; D« sh A™ -- ‘fjl+( 1F‘J. 

d d K‘V

12.(5)

(2.7)

Аналогичным образом, как это сделано в первом параграфе ра­
боты, определение постоянных интегрирования сводится к решению 
совокупности двух бесконечных систем линейных уравнений.

sh-^
.4 дт

sh —(Ь —d) sh — (b — il) K ՜՜ 
d d

_ճ(_ո«է PbOLApShpK.

” p-ip’ + K5
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КхЬ

в.-------Д------;֊ Jzzl,, xhK՜ дК = 2и՜ ( ֊ 1Հ-
sh-^(b-d) sh֊(b--<h

(1 d

֊ -^ (-1 >■֊ v ֊֊֊^֊B- sl’ps' с--в) 
” P-Ir+K՜

Вычтя из первой системы вторую и введя обозначения 

к(- I)” яИкте А к — Ак, л, 9)

к(— I )к shKx В, = ВЙ,
ПОЛУЧИМ:

Л„ Вк =
2к_________________ 1_________________

clhi<-<՝1!1 К” (b-d!--------֊——
sh ՝ (b—dJ d

Система (2.10, вполне регулярна, гак как

2к_________ _ 1_______________
- , - — ։_ I

cthKTt- cth (b d)-----------d . kz .. ...sh — (b d)

cthKn
—— K՜ — --------  •... 1 -Ե. (2.11)

ctliKic—cth (b — d) — —------- b>0.
Sh-§l(b-d) 

d

Следовательно, система (2.10) имеет единственное ограниченное 
решение, равное Ак—Вк=().

Для определения коэффициентов А.. — Вк получим бесконечную 
систему:

, _2d»____________________լ
՚ ՚ ՜՜ кп՜ к<? (՜ IcihK- i cth —(b - d)--------i ----------

sh-y-(b-d)

2k ____ _________ I __ ______ у A։,
մ cthKKj-cth -^-(b-d) 4---------—(,l՛ 

которая, согласно неравенству (2.11), вполне регулярна.
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В качестве примера рассмотрим случай ромба, т. е. когда 
b = а| 2. Для этого случая имеют место неравенства

Aj = 0,09301(1’<Ai - 0,ll3Ulds = А?,

А* =֊.0.02345(1’ . \ СО,03681 d։=Aj,

Аз = 0,01723d2 < Аз •= 0,(J2550d’= Аз, (2.13}

А,. =0 <:Ак <0.02519d'J = А,..
к = 4,5,6....

где Ак и Л,.—соответственно значения с недостатком и с избытком 
неизвестных Ак.

Для функции напряжении получим следующие- выражения:

U(x,y) = у(х — у) 4- У

к=* 1 

ւ_լ; а,. ।
ksIik- |

. К-.\ КХ}’
sh ֊.֊ sin -Ժ- d d

. кху кхх I— sh հ- • sin ’• (2.14}

О < x < d

U(x,y)= У sin 

к = I

Ak(- 1Ի

(!>֊ d)

К 7Z
sh —(b x) —

(2.15)

d -Հ x г b

U(x, y)= У L-1) V lSh ±ձ*. (x b d)sin k" (y - d> —
•' ~~ KshKx I d ՛ d J f

k=J

sh~-(y֊ d)sin֊~(x b-d)j. (2.16)

b -< xX b + d.

Жесткость при кручении выразится формулой

( I KI. d1 24d՛- ь<1
1.3.5

К

(2.17)
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Подставляя найденные, значения АнИЗ(2.13)в(2 17), приb—<i| 2 
для жесткости получим следующие оценки:

С = 0,20302 Gd* < С < 0,22097 Qd4 = С . (2.13)

За расчетную формулу для жесткости примем

С 4- СС=-—(2.19)

при этом погрешность будет не более 5°
§ 3. Кручение стержней стрелковидного поперечного сечения 

(фиг. 3).

Вследствие симметрии достаточно найти функцию напряж ний 
U(x, у) только для части области сечения, т. с. для A BCD.

Функцию U(x,y) ищем в виде:

U(x,y) =
[Ui(x.y) 
Щ(х,у)

0 С х Cd 
մՀ х Հ Ь.

(3.1)

При этом для Ui fx, у) должны выполняться следующие условия:

(Jj(x,y) = O на контуре

Uj (<‘<>y)=Lk(dy)
,Ժ1Հ\ = W|
I С/Х А-մ \ C>X A. d 

/ԺՍ, . _ . ԺՍտ \ = ,<ЯЛ L
' d\> / \ dy \ „ \ c*x Հ-ь

(3.2)
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11 сложим

. KJtX кку
С1!----- -  COS------~

2d 2d
. KTCV KKX- ch —cos-------

2d 2d

1.3.5
sh — id — xicos———sh — (d— v) 

2d 2d 2d
к~х
COS --------
2d

(3.3)

1.3,5
и..(х,у)-= Vfh(x)cqs±^ 

2d
(3.4)

t<r-V KFV 30<P ~T~где fk(x)- CK ch .K-±4-r).sh~+^(֊ 1) ֊ . (3.5)
2d 2d K3res

Пользуясь условиями (3.2) и (3.5), исключим коэффициенты

к-1

Вк , Си и Ок, тогда, введя обозначение (—I) ~ ch-^-A,. -Ак, по

лучим:

а; к-т:՜՛

) -Т- 2էհ (b - d)

th th Ջ (b * <0
2 2d

sh-֊-(b-2d)

. K~b
sh -2Г

+ KT? '

к-1 -I >3.0
64da  (֊1) ■_______yi

.t KTC ! 4U K~ /V ““th -. th — (b-d) p

p-l 
( ֊D-‘ 
P(P։ ֊ к’)

a___ L_____ _ A,
■ 7 p’-I-k’

(3.6)

Система (3.6) вполне регулярна, гак как

1,3,5
1 к у» i _  1 • ")

th + th od (b“d) P 14֊th-֊-(b-d).cth-

где 0>O;

следовательно, она однозначно определяет коэффициенты Ак.
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Функция напряжений будет имет.. вид

IJ(x.y) = x(y-x)-֊

1.3.5
■■ V

X

к-1
_м) • а;

. кп ксй —

1.3,5
V
к

. kzx к яг .ch ----- cos ■— ------ ch
2d 2d

I 2

K’ch— 1Հ՜

к— I

K~y 
~2d cos

K7CX I 
ld|

sh K" (d — x)cos——— 
2d 2d

— sh —(d y) cos K"X •
2d " 2d

0<x<d

(3.7)

1.3,5
U(x,v) = VCOS—1^- 

—1 2d
к

. ch^t (b~x) 

ch (b—d)

8d> ch><b~x> 32d-> ՛;'

K?r? ch—(b-d) K’K’
2d

Ch--_(b-x)

ch (b—d)
2d

Id < x < b.

Пользуясь формулой (1.28), для жесткости профиля получим 
едуютее выражение

C = G
1.3,5

2ibd’-9d- -3*Ч V ֊ <
-։ — к3

к

th K^-(b֊d) +

'th к”֊ 4-th —(b—dl 
2 2d

1.3,5
. i>l՝^ >4 V I I 1 41 Kr* Ո4Ա КЯ /I 1%]--------d* >. — I - th---------2th ֊(b —d)

к* Kr* լ 2 2d
к

(3.10)
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§ 4. Кручение стержня с поперечным сечением в виде уголка 
с вырезом под углом 45° (фиг. 4).

Функцию напряжении Г(х. у) ищем в виде:

П(х.у) =

Ujx.y) 0<x<d. 

U,(x. у) d ֊- x I), 

Ut(y. x) ։><x d.

О С у < d 

0 < у d 

d Հ. у < l>.
(4.1)

При лом юлжны выполняться следующие условия:

I -Ч), = ֊ a
1' (x, y)=0 (i = l,2) на контуре

(4.2)

Полагаем

U,(x.y) = - ’

U։(d. у) » 1’a(d, у)

■ԺՍ,. = ^_U
’ дх Ա к дх Լ d

(4.3)

(x y)(x 4-V -d>- Лк sh —(d — x)s։n-----՛֊-----
“id dк-!

, K«v , . Ki»X , K” . КЗ» . , . K«»XI .- sh—-sni— (d x)—sh— sh — (d-֊v) sh (d- vbsin - ,(4.4) 
d d d d d d I

l’1(x,y)= !K(x) • sin֊’^֊
— d
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не в силу (4.2)
, , ։ . к-х кяЬ . ккхU(x) = Ck ch-------- с th sh —

с! d (5

(4.4')

Тогда воспользовавшись условиями (4.3) и 
— к А» shKre=Аж, получим

введя обозначение

ՃԼ *“Ь , 
cIikk — cth------- shK

d
•=(-!)* 81)КГ Лк

(4.5)

MSf Г k'7"
Л» cthKz+cth ~ (b - d)

•Id3 slinr ,.
, ,<.b 11 

sh .—
+ (֊1Г’) cthKK—cth ‘4-*- (b 4- d)j-i-

+ -£-|3 + (֊ 1Ի: 1 ]-r —՜OH ֊֊ (b ֊ մ) 
кг.’ Г d

-'Idh -֊* (b-.U . (1.6)

Нетрудно убедиться, что система (4.6) вполне регулярна, а ее 
сноболный член ограничен сверку, поэтому эта система однозначно 
определяет коэффициенты \ь.

Согласно соотношениям (4.1), (4.4), (4.4') и (4.5) функцию напря­
жений можно представить в следующем виде:

— 1 (к \ -1՝ к v) Л: Ահ — (d x)sin 
2 “՜ ksIikt: I d d

I u KKV . KX . . . КЯХ . КГ , . КГ. КГХ I
£-$h— - sin—(d — x)—$h— sin --(d—V'H-Sh—(<l ~ y) sin — , 

d ' d d d <1 dh

при 0 < x Հ d: 0< у % d.
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sh-' (b-x)
1)* Ч —-----------

sh — (b—d)

кГ ր (֊ււ-ւ^Լ 
՛■ sh

sh-^* (b —х) 

sh ^p֊(b—il)

при d < x < b: О у <d.

U(x.y)= У
к —1

, К7Г .. .sh d -ib- y) 

sh ֊֊ (b-d)

2ds

Kz sh — (b-d) 
(I

1Հ — 
sh -y’ (b-y) 

Sh-^y-Cb-li)

sh-^-(b—v) 
I տ1լճ7Հ cl 
J , Kzb . к՜ . 
sh - sh - - (b-d) 

d d

K~V 
Sb. — d kt;x Sin -

d

npnd<y<b. 0<x<d.

Согласно форм՝, ле (1.28) 
выражение:

для жесткости получим следующее

С = G ' 4da bd3+ ՚ •ն
к3

cthK”
sIikt:
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Լ3.5 «, 13:3
дат v Aw к~ .. , .. 16 .. v ։ и к- ,.Л —1 |հ — ի _ <|| _ (|՚ _ gj ՝ lh il> d)
s’ - ic 2d -:l - K:t 2dк -к

111 (b ֊ II) -r .icth
K~b_____ 2 eh^(b;-d)

d sh 2SfLCii—(b _ф 
d 2d

'.er. op математики и механики
Аидемпн наук Армянской (,(.|'
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bi^l/'p'liiiiiiti/ 1.րկրորղ կարղի ղծւււյի'հ դ ի!իե րհ^էց ի տ ք հա if ա ոա pm էէեե րի րււծ֊ 
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ղու/յայւ h ifintf fl'll III.ղու/jin ր գծային հւուք ntunipnt tfiih րի ս fiuinhiliil. p ft рнծ if ան

II էււարւված րանաձե I, րուք ո pn^tf ու մ / ձողի կոշա ու թ J ոլնր ո/որւքան «/տ- 
մանսւկ, կախված հտաված րի h րկ ր in у in փ in կ որն պա րա մ եա րնե ր ft դ է
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. О. Гулканян

О кручении призматических стержней 
с прямоугольным поперечным сечением 

при наличии продольных трещин
В работе приводится точное решение задачи о кручении приз­

матических стержней с прямоугольным поперечным сечением при 
наличии продольных трещин. При этом рассматриваются случаи од­
носторонней. двусторонней и внутренней трещин произвольной дли­
ны (фиг. 1,2 и 3). Полученные решения позволяют исследовать воп­
рос о влиянии глубины трещины на жесткость стержня в указанных 
случаях, а также определить значения максимальных напряжений 
а поперечных сечениях.

Получены формулы для определения функции напряжений 
U(x, у) и жесткости С. В качестве числового примера рассмотрен 
случай квадратного сечения. Полученные количественные результа­
ты сведены в таблицы 3 и 6.

1. Кручение призматических стержней с прямоугольным 
поперечным сечением при наличии односторонней 

продольной трещины

I. Постановка задачи. Сведение решения задачи к бесконечной 
системе линейных уравнений. Определение функции напряжения 
U(x,y)npH кручении призматических стержней с односвязным попе­
речным сечением сводится к интегрированию уравнения 

при условии
и = 0 на контуре сечения. (1.2)

В силу симметрии поперечного сечения и граничных условий 
относительно оси EF (фиг. 1) функция напряжений U(x,y) будет 
;.1КЖс симметричной. Следовательно, достаточно определить функ­

цию l'(x.y) в области OBCDEF. требуя при этом, чтобы ее нормаль­
ная производная на оси симметрии равнялась нулю

*У.М! =0. (1֊3)
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Положим, что функция

г . ( Ui(x, у) в облает ОА1-.Е
' ' ' । U2(x, у) в области OBCG. (1.4)

Следуя методу вспомогательных функций Н. X. Арутюняна [11, 
функции Ux(x, у) и П.(х.у) ищем в форме

.. , . , I 0 в области DEFG
U.(x, у) = Ч । x,y)֊t-

I Ф3(х, у) в области OADG, (1.5)

. |1ք, Հ , (0 в области Л BCDU(x. v) = Фа(х, у) ֊г
’ фа(х, у) в области OADG,

где в силу (1.1) Ч’։ и Чг5 должны удовлетворять уравнению Пуассона

W։ = - 2 и V’V2t= —2, (1.6)

а вспомогательные функции Ф, и Ф.. — уравнению Лапласа

:С 2Ф, = О, V24’5 = 0. ( 1,7)

При этом, согласно (1.2) и (1.3), эти функции должны удовлет­
ворять следующим граничным условиям:

Чг։(х, (1-) = О, 'Г։(х,0) = и, Ч\(0,у) । Ф։(0,у) = 0.

Ч\(х, Ь) = 0, Ч;.(х, 0) ։ Ф,(х,01 = О, »1Հ(0, у) ֊ 0, (1.8)

•Г.2((11։ у) = 0. Ф։(х,0) = О, Ф2(0, у) = 0, Ճ1! 
дх = 0. 

х а

Для непрерывности решения Ф։ и Ф± на линиях контакта об* 
ластеи должны удовлетворять также условиям
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Ф,(х,<1։) = ч\(х,(1։1, ф,(<։„у)=о, = 0.
<1,

(1.9)

Ф.<х, tlJ = O, а,у = 0, 
y=ds

^2(d։..v) = ’lVd։.y).

Функции Ч’։(х, у) и ‘Г?(х,у) будем искать в виде

У) = V և (х) . sin յՀ (1.10)

к=»1

Ч\(х, у) = У Vk (у) . sin -р.

к= 1

Граничные условия для определения Ф։(х, у) и Ф2(х,у) неодно­
родны. Следуя идее Гринберга [2|, решение для функций Ф։(х, у) и 
Ф։(х,у) будем искать н гаком же виде, как и при однородных гра­
ничных условиях

ф։(х.У)= Ճ ?*(х) . sin—' , 

к-։

где «у (х) = -j- Ф,(х. у) . sin *** dy,

о
И

(1.11)

Ф2(х.у)= У Wk (у). sin К^Х ,

к=1

d։
где Wh (у) = յ- Ф.(х, у). sin К*Х dx .

<•

Уравнения (1 .5) —(1.11) полностью определяют функцию напря­
жения U(x, у) в области OBCDEF, так как определение fk (х), фк (х)‘ 
\\(у) и Wk (у) сводится к решению линейных дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.

В силу ( 1.6) и (1.10) имеем
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1 * ՜-|Ւ՜ -------------— - ~ — — - ֊ ——

Умножив уравнения (1.7) Соответственно на -Հ- sin и на d2 а» 
- . ктсх-д—Sin . и интегрируя первое из них во от нуля до (L, а втл- 

Պ Պ
рое по „х" от нуля до d։, а также пользуясь условиями (1.8) и (1.9)» 
получим:

\ /КК\3 / 1 / 2кк V w / . . • кях^ՕՕ՜հք, ) = ո (քշ՜ -֊ VHdJ.sin - —•
3 l»=l

(1.13)

w;(y)-(^Wk(y)-(-l)‘ '2*'. У [„«!,) . sin 

’ P-I ։

Из граничных условий (Լ8) и (1.9) следует

fu(a) = Vk(b)= ?k(d>)= Wk(d:) = Wk(d5) = 0. (1.14)

։\(О)+фк(О)^О, Vk (0) 4-Wk (0) = 0. ։ (1.15)

Общие решения уравнений (1.12) и (1.13) на основании условии 
(1.14) будут

ch Ъ֊<а֊Х’ .№■
f‘« В‘ 'к«з »-).

(և

К7՜
«Ь —(b-y) 2

v..(V\_ \, 1 „ 4111 ri / iv<+n
sh

I

K-l
d?

, KTib (кп)’1 1
sh -r- ' sh к кЬ •

d։ di _

?։(x)=(_I)44sl-(x_(1,.y pkdi 
d> d: p-i ₽’+(

VP (d,) 
Kdt\* 
d. 1

(1.16)

Wk (у) = (—1 )к —. у-. sh ”֊ (у — (և) v Р-Ւ 1)11 М?‘)
11 1 1 р֊1 Р“+Й)՜
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fp(d,).siiiP^

.» / (և \ ’р=1 р- + | К )

Подставляя в (1.15) значения U(xj, 
( = .16), получим две бесконечные системы

Vk(y). ?fc(x) и Wk(y) из
линейных уравнений вида

-I- I)"i

Nk = ( 1 )k

2 «1, |=( ’)“ -• Հ
sh (ь - «։,) 

՜7հ W

d‘ <ii —-1 / S(1։ 1 
d/ <1. ' - I

iL. . kwL v ։>
, • sh r • >

<1| d։ —

1
X

. V __

p=i,3 Pa

P(֊ D”
• d’ i

(1.17)

ch (a - (]։)

՜ր^—ii..

4d*

2. Исследование и решение бесконечных систем. Введем в (1.17) 
следующие обозначения:

B„ = S։.<1,. d։e\!)k
հ Աշ

(2.1)
4. o । 1 ( 1)к IX к = Rk. а. '.11. (1- - . sh —:— .К л։

Тогда бесконечная система (1.17) будет приведена к следую 
тему виду:
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V.
Rk = V ам, S։ -4- у-.

Р=1

ОС
Sk“ V C|j|, Rp : ,‘Հ .•

Р*1

(2.2)

где 2 к d..
՜ ՜ ՜ ն7Л (1|

ch — iL

2 _<k ,hj<2k , 1 A 14-(֊Dkt l
Kit d- ' 2dj kW ' 7. ' d. . K”d..

sh —r֊2֊

1 Jfe L ։ 1)“ *1 
kj՜ d, ՜ . Kitd.s" V

Вводя обозначения R,. — ZjK j, SK=--Z?K< = B_,K t, Հ = BJk,
AiK.jp A’k֊j, 2p I = 0, Яир — A ՛>; I. ip < Cxp= A-_>,„ _՚|> -i, (2.4)

совокупность двух бесконечных систем (2.2) приведем к одной бес­
конечной системе следующего вида:

Z. = A.p.Zp -1-1Լ V=l,2,... (2.5)

P=i

где А.,, и 1Լ определяются соотношением (2.4).
Из теории вполне регулярных систем [3] hhu-ciho, что. если

'7-
՝ I А,р < I н для любого v и н>о и свободные члены си- 

р-1
стемы ограничены 1Ն | Հ М, то система имеет ограниченные ре-

-/ Мшения, удовлетворяющие неравенству Zv <К=
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Покажем, что бесконечная система (2.5) вполне регулярна. 
Пусть v — 2к — I. Тогда

V —J 
р=1

Ос
A-.’k-i, |. । = V I а,:р

р«1

. pied. . որ . ։ ч։հ —. ch . (а — մ.) ւԼ մ..
. рта 

ch'd...

— ֊’ 1 ra d։ \
(a d։| I cth ֊[■’ кг.

1 d,

< X , ±(t .;.e- Հ d11 ) հճ, 

k«d 1 ■_՛'/ ■... ' 1 ' а

Пусть v = 2k, to։ ui

IJpii этом использованы следующие неравенства:

. DTcd. . рта . ря , I I -л“ (а ՜մ«> I
sh Т-—Լ . sch Ц-. ch -֊- (а — d։)<^ ։1 \ I -е U։ I, 

iin ci* cl} •«

, prd5 . prb ря 1
sh ֊‘.sch1, . sh 4֊- (b d.X-r-,

d։ d։ d, 2

cthx 1 < 1 . (0 < x <oo).
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£ _
Выберем а так, чтобы т. е. « = । շ . Тогда для любо-

V I Т
го v А.,։< I < ֊ — , 1. е. система (2.5) вполне регулярна и

р՛— I

О ֊ 0,29289.
Свободный член В. системы (2.5) ограничен.

I | -С 0,14329 4-ОЛ8244 . ----- т-----1------?,

С 0,20264 Ч- 0,25801 . —֊—!---- :------ .
տհՋ

(Г ՚ ւև

Обозначим значения неизвестных Z с избытком через 7. ас 

недостатком через у., т. е.

Z. < Z, հ 7 , -

В случае систем с положительными коэффициентами (3| нахож­
дение конечного числа неизвестных Zx сводится к решению двух 
систем

_ к •
Z\ —Zv = լ A,plz. Zjr2K. V Аф, (v= 1,2.......N)

p-1 p=N+l

N
Z. Z, = v A.,,!.Z,+ zJ 2R, . (v—1,2......X).

p=l

Применение лимитант, введенных Кояловичсм [3|, позволяеч оце­
нивать значения неизвестных дляу(у - 1) и уточнить полученные 
оценки дли неизвестных ZJ։ Zt, .....Zx.

В качестве примера рассмотрен квадрат Ajc трещиной 

различной длины S.
Поскольку ширина трещины принимается за нуль, то при вы­

числениях полагаем ւԼ = а. После применения лимитант получим сле­
дующие оценки для неизвестных (табл. I и 2):
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Таблица I

Sb 1/4 12 3.4

Z. —0,1’168 -0,08660 0,0788
Կ 0,01017 -0,09752 0,18508

z, -0,11382 —0,12697 -0,11352
Լ 0,10792 -0. 1 1089 -0,16072

0,13524 -0,14801 0,16259

Таб шца 2

S/b 1/4 I 2 3/4

Հ -0,09773 -0,06977 0,09404

Zs 0,02056 0,08069 -0,15409

-0,09201 0,07320 -0,08811

՜ճ4 0,09119 0,08712 0,11845

0,08229 0 0,07801

Н(х.у) ■ Z?k ]

. кж!sli ------
а

1 К7СУ ch —--а

4֊ ch

, ккЬ , 2кя> clh — . sh------а а

1 к
а

в области A BCD,

Л __ sh ——
Щх,у> . (З.п

՜ւ 3 - 7

3. Определение функции напряжений. Полагая d։ -а из (1.5), 
(1.10), (1.11), (1.16)» (2.1) и (2.4) для функции напряжений U(x.y) по­
лучим следующее выражение:

/ , . 2к«*у , к«*Ь , 2к<»у ։ . 4а . 1\х и( л. ell - Cth. Sh — )+(^(Ь( ') 1՛
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где („(a) =-L_l£_ai|..Z,p.tli — + g֊[l Н-1ГЧ- <3J

4. Определение жесткости при кручении. Жесткость пр» кру­
чении определяется но формуле

С = 2GH I ’ (x,y)dx. dy,

где Զ — область поперечного сечения стержня,
G — модуль сдвига, 
н угол закручивания стержня на единицу длины.

Подставляя выражение Щх,у) из (3.1) в (4 1), 
жесткоеги (.: получим следующую формулу:

для вычисления

для жесткости С будет:



О кручении призыатич. стержней при наличии продсльн. трещин 77

КяЬ ..
Id -th

(4.3)

Подставляя значения Zk и 2к в (4.3), получим верхнюю и ниж­
нюю границы для жесткости С, причем значениям /к будс т соот­

ветствовать нижняя граница жесткости С, а значениям 7.„- -֊-верхняя 
граница жесткости С.

Ниже, в таблице 3, приводятся значения жесткости С для стерж­
ня квадратного сечения с продольной трещиной при различной ее 
длине S.

Таблица 3

5. Определение напряжений. Напряжения т>.х и ту.՛

S b 3'4 1/2 I.'-I 0

C/Gb< О.ОГИ 0.079 0,116 0,141

C/Gb< 0.062 0,081 0,119 0,141

определи-
югся из соотношений

_ Ge <Я_)(х.у) . -----------ойЛ)(х-> >.
<?у • у։՜ ох

Подставляя значение U(x.y) из (3.1) в (6.1), получим:

(6,1)

... v • ктех«։н ' SII1 
— а

| 2 d.-(- 1)K.Z-?K ։.sh
Kxds

a

. 2кгл- sh a
1 КТСУ ch —- a

.1 K~b . .. kz\ 2кку\ 4a . ... ..•Ch------(1—cth — • cth------ ■- — - v. 1 - Կ'l a a a / к՜)- 1

. kz\ 
ch —- a

в области \ВСГ).
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. 2k«v
» ՏՈ---------

т„-«Н V | Հ_՜ • n-.ZiK-i-sli *К—-.ctlih’lb------- —
— • a a . кяу

к=1 ch—i

ch —'՜
'|. *L ,[|+(_ir.j, С1Д +

a a J (кг)’ 1 ' J jftcb
a

I u ֊ 1 ։ кп 14 V p( ՜ 0՛՛ ip (aj
— i — I )h — • Ktkch - (v —՝ —------ - , -----

a- ' a ~ V₽=' p +(kt)

V ------ . cos 1ՋՃ . sin
a’ — a / (1. \’ (L a p-i 1^ (к- )

КПХ cos 
a

в области. OAF.I-՜, 
. K<xd,

— sl>~
7-.л

ch2S_cth^b ь2кку \ 4a
Д a a a ) (k-)։ 1 ‘ ՝ ’ 1

sh a
. клЬsh — a

в области ABC|\

“ул « GO

. Kxd։ sh----- -a
, KZy ch--- i

a

Pl~U!Jp_(_a)
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г (֊•«)՛
2к_3<Г 

а»

« fj> (a).sin^-֊֊ 

р՜ 1’։-(кгГ
cos а

в области OAEF,
гае !,,(а) определяется из соотношения (3.2).

II. Кручение призматических стержней с прямоугольным 
поперечным сечением при наличии двусторонней трещины

6. Постановка заоачи. Решение уравнений. В силу симметрии 
■ОПерЫн»го сечения и граничных условий задачи относительно цен­
тральных осей, будем определять функцию напряжений U(x, у) только 
1 области OBCDEF (фиг. 2).

Фиг. 2.

Для того, чтобы U(x.y) можно было продолжить на всю область 
сечения, достаточно, чтобы нормальные производные на осях сим- 
мегрпи равнялись нулю

=(< tfU(x,y) | =(|
ПВ х = Ьа ’ <*У । у = 0 ՜

Пусть функция U(x,y) в области OBCG принимае։ значение 
и։(х,у), а в области OAEF—Щх.у). Тогда U։(x,y) и U-(x,y) аналогич­
ным способом. как и в пункте первом, можно искать в виде

Ս» (х,у) = ‘Г| (х.у)-СФ (х.у), (i = l,2) (6.1)
где функции Ф| (х.у) (i — 1,2) существуют в области OADG, функ­
ция ’F։{x,y) в области OBCG, а функция ’Г5(ху)— в области OAF.F. 
причем Ա՛յ (х.у) и Ф| <х,у) (i 1,2) должны удовлетворять уравнениям
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3Ч’| = - 2, V։<1>< = О (i = 1,2) (6.2]

и граничным условиям:

,Г։(х>Ь1) = ’Г1((1„у)«Ч’|(0,у)=0:

ф*(хл)=(■# ։ v. d= ф,(0,у) ~0; <l>i(di,y)=՝едуь

= 0, 
\=0

(6.3>

"՜Ք’մ’)= (ՓԼօ “ (Ш -0: ’‘\<и.у>4- «iMO.y) _ 0.

=(Ш^=с,: Фг(хл) - "՜՚ւՆւ|;)
Функции 4՜ (х,у) и Ф, (х.у) (i = 1,2) будем искать в виде рядов:

ni(x,y)-= և (у), տա , Ч,(х,у)= \ <р>* i(x) . cos------  -,1
<ii 2с13

к=1 к-1

- Հ՛
Фдх.у) = V \հ (у). sin -~’х , где \'t. (у) = Ф,(х.у) sin <1х, (6.4)

к*= 1 у

<։>շ( X, у) = у W2k I ( х ). с OS ֊հ- . где
к 1

d;
W.:k -1(х)= ֊- ф2(х,у). cos

Заметим, что системой уравнений (6.1) —(6.4) полностью опре­
деляется функция напряжений U(x,y) в области OBCDEI-.

Действительно, определение fK (У), ։(х), Vh(y) и \V-.»k-_։(x՝ сво­
дится к решению следующих дифференциальных уравнении:
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2 ՋԼ=յ»( ,ր'ճ ,,М„„.РЛ-, 

p-l

iimie решения которых на основании условии (6.3 будут

К(У)= Ал
. кяу .. кл1>. . ккуch ֊֊— — 6th —х-. sb -֊■ d. d. dj

. v , (2k ’)kx (2k —Ihvbj . (2k— 1)kx՜, Ch—^1֊-------- th—շ^-.s!?—^— +

32d֊>
(2k

V։(v)=^-ir’sh ^ (y

P=i

(2p^L> 
2d,

(2p ֊ 1)*K’ 
(2d/

(֊ IP՜’
?-.’P-i(d,) —

■»
. (2p — 1 )тсу

кзА & ??-։(d։).cos----- շ^- —
dj - A ՜(2թ֊՜՜ւ7^՜7՜ճր.՜\3՜ 

p“l (2d,)’ VdJ

(6.5)

2 . (2k-1). US (~1)1,lp(d։)

W7K.֊i(x)-dJ-֊ I Г ՝ • sh (d։- x). .р_у 2к-_
P“։ (d, I ՜1՜ (2d/

(-1Г’
(2к֊ l)r. 

2d, '
V 

p-i

fP(d,).sin^

i p՜/ . ւ ՜)շլ

Подстзвля։՛ значения функции ՛• (у), ?_>« i(x), VK(y) и \VJK (х)из
(5.5) в условия) ^֊հ— -֊ ֊?-' I =0 и ^՚շ(0,)Հ) + d\(O,y) = 0, или coot- 

I ay ay /y=={i
ветственно в Լ (0) — \ (())- и и «...֊մՕ) 4-W.„ ։(0) = 0, получим со­
вокупность двух бесконечных систем линейных уравнений.

И։весгмя V. № 2—6
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Введем обозначения:

A; = _ep(_։)։.A1>
Ch-յ֊

;^(2P- ij( i)₽ x.—^֊
sh^ 1)ж1։ ’ (6.6)

2da

тогда совокупность двух бесконечных систем приведем к виду

-«•г

2a к где aM.j|, i = ֊_ -

p—1

yth .K"b-.---------------Լ֊
' 1 '2p—1)’4k։ 2d.

-P 1 ԳՐ I +* ’

а

հշ., - |,|

(2р-1М։ th (2р 1)֊\
Jd.,

(2p _1խմ 
zd.;

4(2k- 
an

I՝ml> . Ch —;—

pnd.. cth prd>,
<b

J , P“(L 
- • sh di

. sh

I

. ch
d

a. — —
•la. d‘ 1
_Ա,+(_!)«*.).

chV-ch^r
ккЬ։
“d?

2ad'
к . th

?2к 1 =
32(1֊
- I)’®’՜ ՜ 

sh

I
(2k — i)zd։

2d.

32d.

2(2k - 1) ’ 3 2k - 1 ’
.. (2k —l)xd.

•cth M,



О кручении ггризматич. стержней при наличии продольп. трещин S3

սИ 1 ('oi? _ V (2к—I)р” '<

«-1Հ4 W ։,“ рз[р» + (2К_!).[А)’| sl,P^ ՝

I Подстановкой А; = С*,к_ ։ = Z2K. <Հ = Հ.՚հ-ւ, ?.Լ_։ = Гл,

՛է...-Iл՛,.-։ ՜ С՛.*. .•p=U, a։.: 2p_։ = С..к-1.2P и Ц>к֊1.р = C*k. jp-i , (6.7)

CuiiouyaHOCTb указанных ;вух бесконечных систем можно принести 
к одной систеди вида

чр ' Zp ~i *f|. , (6.S)

где Ем и уч определяются соотношением
Покажем, что бесконечная система (6.8) вполне регулярна.
Пусть к = 21 — ). Тогда

I от а ос
լ I &~ւ.յ» = У 1 Ед i. -jj j = У , I ai. 2j

J=1 J֊’l
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Примем, «пи х= 2
3-d։)

тогда яля любого к

имеет место следующее неравенство;

т. е. система (6.8) вполне регулярна.
В качестве примера рассмотрен квадрат (b։ b, — dt-»b) с дву­

сторонней трещиной различной длины S Для неизвестных полу­
чены следующие оценки (таблицы 4 и 5):

Таблица 4

S/2b 1/16 1/8 i;< 3,8

z,;ip 0,26273 0,26687 0,21159 0.07542

Л/b’ 0.17988 0.00795 0,19450 0.18017

Z,ib’ 0,17941 0, Г-663 0,19328 0,13019

Լ ь; O,O9«r2 0,15592 0,15598 0,08678

Zv . -•. > О 0 0 0 0

1 обличи 7

S2b 1/16 1/8 i : 3/8

z։ w 0,33347 0,34703 0,285.32 0,12457
ZJb' -O.I434S 0.06137 0,26499 0.25691

0.28208 0.36660 0,29424 0,20511
z4fb’ 0.17888 0,26528 0.28112 0,19892

0,25583 0,28603 0,27312 0/21465

7. Определение * есткссти С. С A'rf* I I U(x, у) tlx . dy

b ь. Ь *13
8GH f J* П,х. y)dxdy f ( U(x,y)dx .dy] . 

0 d, ։ *
(6.1)
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Согласно (6.1). (6.4), (6.5), (6.6) и (6.7) функция напряжений 1 Цх, у) 
имеет вид:

к тик

(7.2)

в области ABCD,

. у
Р-1

(ь.) •
8dh 
лЬ?

<z.
(7.3)

в области OAEF,

p-I

где

• th

(2p-l)2 +

(2p-l)*b, , 32dj
2da ’ (2р-1)5к’ Г՛ ■ (7.4)

(2|>- 1)(֊1)" '

. (2p—1)7й}'
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Подставляя в (7.1) значение U(x, у) из (7.2) и (7.3). для жестко֊ 
стн С получим следующую формулу:

cth

z*֊, + ■ У — • th к3 th
ккЬ։ 16Եշ
y<i; ճ’“՜ ՜^ր

к Ttbj 
Ж

Ch t -г֊------------ ;------------- -r-b. . Kitbi . KTcd, sh -7—1 . ch — ’b, b.

. 128(1? v 1 “A , b,b?
----- -— ՝ — . h----- - -4- - 

к- — Kt։ 4(1.--------- 6
IC—1.3

Для иллюстрации полученных результатов ниже, в таблице 6„ 
приводятся значения для жесткости стержня квадратного сечения с 
двусторонней трещиной при различных значениях ее длины S.

Таблица б

5,2b 3/8 1/4 1/8 1/16 0

C/(2bl< 0,066 0,091 0,120 0,133 0,141
c/(2b)< 0,07! 0,1 0, J3I 0,140 0,141

8, Определение напряжений и ту։. 
U(x,y) из (7.3) в (6.1), получим:

Подставляя значение

4b, 
w

ch ֊—-
Ь, 

, ккЬ sh — 
b,

в ибласти A BCD,
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..... v ■ KZX = GW >. Sin -----J b, 
k«l

ьг

л

Р-1

I 4-е

(-I)1"'

Sh К”У cth . ch
Օշ I), 0.

. K7ZV ch — 
_b± 

. KKb. sh - 1 
b.

ևԿ< ■ ( I)' 
ba2

(2Ր РН)1

(2p

.։• ।
ГГ-^р-.

-24

4b., ■ — ■■ 
(KX)2

Kxda 7 ch —— - ■ Zax-i b.

ch V(y~d։)<

(Ь=) ֊ (-1)
ь

СФ- 1)

.к-М

p I -1'
u области OAEF ,

<z
г/a V KZXzyr = (iH > cos ——

— b.>
. k-1

(-DK

—2- jh.

. kxcL
• ch ~ս~'b.

ь;.

КЛУ M K*b. , кху cn —cth -7—֊* • sh-r2֊ b. b2 b.

4b2
(КХ)2

в области A BCD .
ՀՕ

V K7CXту։ = GO ? cos — b.
k=1

Ьг

sh
1 ։ KKb,

sh -7--- 4
b3

6,

, K7cd2 „
■ <-h-br • Հ.

кяу .. Kxb.ch ֊֊ cth —
b, b. • sh

KXV 
b-

4b, 
(kx/

ՏհՋ
1—M 

. ктсЬ
sh Б7

+
4dsK

b2
(-If shKb“(y-d.J
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. У 1) ¥2р .(Ь-յ) ( gj- Кэ . .
4J / Л К\? ’ —~Р=1 (2р-11’+ (2 Հ

в области OAEF , 
где y2p_j(b;) определяется из соотношения (7.4).

III. Кручение призматических стержней с прямоугольным 
поперечным сечением при наличии внутренней трещины

9. Постановка задачи. Решение уравнений. Определение функ­
ции напряжений U(x,y) при кручении призматических стержней

с двусвязным поперечным се­
чением сводится к интегри­
рованию уравнения

-2
0хг ду9

при условии, что функция 
U(x, у) обращается в нуль на 
внешнем контуре сечения и 
принимает постоянное значе­
ние на вн\трением контуре.

В силу симметрии будем 
искать [функцию напряжений 
U(x, У) в области OBCDEF 

(фиг. 3). Для распространения 
решения на всю область се­
чения потребуем, чтобы нор­

мальные производные функции U(x,y) на осях симметрии обраща
лиев в нуль

оЦх.у) == 0 ЭЦ(х,у)
<?У v=b ’ дх

Полагаем, что функция U(x,y) принимает значение 1Цх, у) 
в области OAEF и Щх.у) в области OBCG.

Как и в пункте первом функции Ui (х,у) (i = 1,2) будем 
искать в виде:

Ц(*» у) = ’1Г,(Х' у) “Ь ФЛХ- у) > fl e 1.2). (9-1)

1де Ф, (х, у) (i = 1,2) существуют в области OADG, *Г։(х,у) в обла­
сти OAEF. а функция Ф.(х,у)— в области OBCG.
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Функции Ф,(х.у) п у) (i -1,2) внутри области сечения 
должны удовлетворять уравнения^՛:

узц; х_х_ 2: V4>,=0. (i = I,2^ (9.2)

И граничным условиям:

т?՝..՛ . ՛>՝,<'■.՝.՛ •։•<֊'.у>-о.
\ Г,Л /ч=.1

Ч-,(О.у> ~ ւՀ11 I -Ս. Wilx.'O) Ф։(Х,О) = 0, у) — и..
' "У / \ =ь

Ф|((1». У) = Ф((ХД»|- =0, d։) -‘Г։(х.б,) —Св. (9.3)
' </А /Х-’ll;

<։>.(х.<1,)-ф.|0,у) • Д'1'*'։ =°. ф-М-м ■ ՚։՜,ւէ1..0-|Լ.
\ <;У / \ = d.

Представим Ч*։(х. у) и ‘I’ (х.у) 0 = 1/2) в виде рядов:

։Г,(х. у.1 = V (х) . sin , ir։(x, у) = V (у) .sin . (9.4) 

к=1 к«₽1

v , кях . \ч . ։ ктех
ф,(х.у)= у? ix)-s։n , ■ • Ф.(х, у)= լ Wk (yl sin (| •

К • - ! К I
Для определения функции L (х). ?х<х). '.Ду) и W,, (у) получаем 

следующие дифференциальные уранпеиия:

ru>. («»rf.w-!-!.֊• -71?.- i.|i-(-ւրՆ 
\б| di К-

vj'fy) I'py- !)’ 2֊U։-,֊: • |l H 1Г'|,(11.5) 
\ Լ]֊. J J\V.

?;(X) ..֊!)•2к; ■ у v,(d^.7 4-ir
p=։

w: (y)֊(֊)\vu ) V (pUU.sinP^_( ir^-U0.
p=j ՜-

()б։цие решения этих уравнений при условиях (9.3) будут
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V.(у) - N. (ch֊/ - th 

+ ճ. 
(Kit/

К“Ь KTty \ . K+lж տհ՜ժ)+,՜,)

• |1+(֊1)к"| ■

2U. ս
к тс

(9.Պ

wK(y) = ( ։/֊;

ЭД» 
к к

է , к?с . 
l-ch֊d-(y

В сил) условий Ф,(0, у) -| Ф։(0, у) — 0 и Ф\<х, 0) 4֊ Ф։'х, 0) = 0 
имеем:

fx (0) 4-фк (О) = о, VK(0)4-WK(0) = 0. (9.7)
Подставляя в (9.7) значения функций և (x)t Ук(у),?м(х) и W,։(y) 

из (9.6). получим совокупность двух бесконечных систем линейных 
уравнений.

Введем обозначения:
с- । . (— О* • КК(|, nil (—If . KTtdj

Rx = SK<d,-d։՛ -*-֊֊'-sin > NM = aR< djd,-—— sh-д—< - (9.8) К Cl I Աշ

Тогда эти системы можно представить в виде:
■л

SK = У ДкР Rk 4 рк .
ОС

Rk — У Скр Sp 4 ’Ռ »
р=1 Р 1

где
2 d. . pTtdx ак1, = ка֊-’ sh’ л d։ d։

ch i- (b - dj

ch^b 
d։

= 2U0 1_____4_ d,
К 7? J* K’rt* dt

i _ 
, икс!, 

sh
d,

2
кг3

_2d։ 
Kwd,

• th
i<Kd, 1
2Հ I ’ (9.9).
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ch P^-d»)
— ճե I- prcd? dt 1_____

'*p «« d։ s ‘ -d։ рзд / d. \։ . ՜
■ chT (-dip)+K

Լ«ձ. 1____ JL.J-.A. K-ir-11 . 1______
Kit“ x .I2 K'-'r:* d, a 1 ! . KTcdj

я sh -y—ck

2 I . 2d. .. кжк_ —- . .. I------- -է . th ——։ -
кгс* a K7;d, 2d։

Подстановкой
Sx — Z-Jic. I , R« = ZjJk , Yk = Bi!K » Л; = Bjk -|, (9.1 0)

A?«. 2р. 2р = Л'2к J. 2p—1 = 0, Икр 80 A'Jf; !, Jp , Скр = А'»к. -.‘p J

двух бесконечных систем (9.9) можем привести к одной 
еые

Оо
Z. = £a,(Z| + B, (v=1,2...J,

յ=։
A.j и В, определены соотношением (9.10).
Покажем, что система (9.7) вполне регулярна.
Пусть v = 2к — !. Тогда

(9.11).

33 а- 9
У A-'k IJ I — լ I A-'k. i. jp I = V I 3|jp ! =— • K- a • —J ■

j=l p-I p-1

• Ssh 

p-l

ch ~^(b d։) 

. P^b
ch dT

Если v = 2к, to

V I A-2JCJ I = լ I A'2k, 2p ֊ I I = У I Ckp I = ^ . .
j«l p-1 p=l ’
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При эп>м использованы следующие неравенства:

ch ^(b-d,> &> d'։”1
He 1 — c

ch^-(a — <lt) 
$h P*h . _ճձ-------------

di ch

cthx----- — < I (0<x < o°).

Тогда для лю5>-^ v имеем неравенства:

$11 >Հ< . I

иля, поскольку ширина трещины практически равна нулю (т. с.
<1, = а), то для любого ? получим:

Следовательно, система вполне регулярна.
В качеств.՛ примерз рассмотрен квадрат (2а 2Ь) с внутренней

трещиной длиною S -• а.
Для неизвестных получены следующие оценки:

0,22064Ue;a’ O,12938<Z։ < 0.58457 (Հа’ 0,17348 

0.49874 1Լ/8’ - Ղ10630 < Հ. < 0,7.5823 U./O’ Д 0,08465
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0,163'201- 0,08445< Z, < 0,50676 U0/aa - 0.14417

0.1863 L0,068!6 <Z, Հ.0,56609U(1 а՜ -0,10381

- ՛• Է386:)5 Լ’„ ;•? - 0.00954 < Z>։/ < 0,60336 Uo -0,1294. .

10. (. :уеОе.!е:{ие постоянной l'a- Постоянная 1Հ, определяется 
из теоремы Вред га (4| о циркуляции касательного напряжения при 
кручении, пи которой

f Т, -£1Տ = 2(։ր<2. (10.1)
Գ

где С.0 — внутренний контур сечения, к! площадь, । :; винченная этим 
контуром, G—модуль сдвига, т- угол закручивания на единицу 
■лины, Т проекция касательного напряжения в какой-либо точке 
контура на на ՛ авленне касательной к этому контуру к той же точке.

Т.
ԺՍ дх ԺՍ dy

</у о> <7х ԺՏ) 1 ՛ (Ю;2)

11одставляя 
мий получим:

значение Т. в (10.1). после некоюрых преобрйзива-

.- ь
j\M-J,dx+JW)x=?y”2lii_d։)(b"‘I,)՜ ()о-з) 
da d։
Ila oclobchv.h (9.1 Լ (9.4), (9.6), (9.8.) и (9.10) из уравнения (10.3) 

получаем ՛..։ . .iy>՛ це֊.- выражение для определения Г„:

___Оз________
? ч-(а dj+d.tb-d,)

2а b — ad, bd.--- V ՜՜ " . 
ո — к3

K= i

( Kftb . KS|b-֊J.) di у Z_. I !u.d.
՜՜Ղւ ֊ - d։

k-I

, к^а . кжм (L)• sch ch------ . -
d։ d.

(10.4)

Постоянные инте։ рпровзння Z-.՝x и Z՛.՛.. t в свою очередь. зави­
сят от Մօ.

Подставляя в уравнение (10.4) значения 7.^ и 7.^ ։ с избытком 
и недостатком получаем верхнее и нижнее значения IJO.

В случае квадрата с внутренней трещиной длиною Ь = а. 
Un принимае» следующие значения:

0,57335а3 С Սմ 0,6457а:.
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И. Определение жесткости при кручении. Жесткость при 
кручении стержней с нрлым поперечным сечением определяется 
формулой:

С = 2Се[ Զ*Ս» ‘Л1Л + j'juix.yjdx-dyj. (11.1)
*Q

где <i модуль сдвига,
н угол закручивания на единицу длины стержня,

‘J площадь, ограниченная внешним контуром,
— значение функции напряжений на внешнем контуре.

ևԼ площадь, ограниченная внутренним контуром,
UH значение функции напряжений на внутреннем контуре,
‘2 область поперечного сечения стержня-

Поскольку значение U(x,y) на внешнем контуре принято за нуль 
и при наличии трещины внутри поперечного сечения !2,. — 0, то 
формула для определения жесткости (11.1) принимаем следующий вид:

л d։
С — 2G6 | у) dxdy=8G | | j U(x, y)dx(ly 4- 

'о о и

а b
4- f I U(x, у) dxdy] - (11.2)

♦ d,
Па основании {9.1), (9.4), (9.6), (9.8) я (9.10) функция напряже­

ний будет иметь вид:

и.(х, у) = _ y(d _ у) + <1, <1= у <_!>’ . տհ «Պն .
II] IV VII

к-1

ch~-(a-x)
.-------—---------- • sin K~* • Zux-j и области DEFG, (И-3)

. к*а о,ch -j- 1

..(х, у) = х _ x(d2 - х) + adxd. • У Լճ? sh - 

к = 1 '

к Հհ 
ch -d.

sin Z.4 в области ЛBCD,

b(x. y)=x(d:—x)4-a-dj-d2- У Ц—տհ -1- 

к—I

. KK .ch 0) y)

, 1Ы) 
ch d,
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. . КГС.Х .. 2Ս։> V (—В* , кк . . .. К7СХ
• ”п — ■ Za+ к ■ S -Нг- •chd..,y dJ S,n <1

и-1

- ֊՜ • J • V ( -irsh^ty-il.hsin!^ • V fp(d։..

* к=1 * 1 * * * * p=l

p(— 1)' VI .. t . ч КЯХ .— v — ֊֊֊ \ Vk(d։)« • sm — в области OADG.I ’ll „ I* _ - . KiCO. Ц,
K-l Sh֊dT

Подставляя (1132 в (1ւ.՜2) и учитывая, что (I, = а, получим:

■ = 8с>е !а։.՛՛ (b-dj-k j,, - 2aJi.
loo 1 2 ' 7Z։

է P«XL p ж sh ~
1я-.Р( •■•֊֊ —4- V fP (<!..) • ----------- • sin’’7՝ u области OADG ,
r <1. H - pnct. d.v)+K ₽-> s"r

. K7CZ .к ch — (d—x)
r.fx.yJ-M-yl + d. •<!, v Հ” • -֊{— ■

. I ch ՜ր՜ь-1 (Լ

kkvsin -- у ( n> 1 
— к

к=1

, КЯ . . ։ . Knv .ch-3-(x-.!։).SllI (li

- 4 ■ 1 • S (-im-jjlx-d-J. sin • V Vp(d։)- 

K=! 1 p=l

, K7CV sh —-
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— ■ ՜ ՜ - 1 '՜ ----—•    — ---- ֊  ■ ■ - -   - —— ----Հ*

В качестве- примеоа определен.» жесткость квадрата С с внут­
ренней грёщиисй длиною 8==а.

С = 0,13« б(2а/.
Сектор математики я механики 
Академии наук Армянской ССР

Поступило 25 III 1952
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‘Ь* О. (puiGiiuG

եՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ճեՂՔեՐ ՈհՆեՑՈՂ. ՈՒՂՂԱՆԿՅՈհՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 
2ԱՏՎԱԾՔՈ4. ՊՐՒՋՄԼԼՏՒԿ ՋՈՂեՐՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄՍԼՍՒՆ

1Է IT Փ П Փ II I» 1Г

^ոդվաձոււ> րերվոաէ Լ I. ր կա յն ա կան ճեղքեր ч ւ.'հ ե ց ող ուղղանկյուն 
/առնական հատվածքով ւղր իղ մ ատ իկ ձողերի Աքորման խնդրի ճշգրիտ 
րււծէու1րէ ‘իիէոված են այն ղեպքերր, ե ր ր ձողր ունի մ իակողմսքնի. երկ֊ 
կողմանի հ նւհրրին ճեղրեր՝ կամավոր երկու րւս իէ յան է էւո ր Ո ւ Ifh ե ր ի քիւււնկ֊ 
ղիայի ե կոշաա fJ յան որոշման '•սւմար րերվւոծ /.Ն րոււք ահա յա րանաձհեր, 
որոնյւ 'ւնսւ ր ավ и ր ու. fJ յ ч ւՀէ։ քւն տաքիս հև ա ա ղււ т I. ք и ւ ճԼղրի երկարության աղ- 
ղեց nt-թ յանր ձողի կս^աա թ յոՀհ վրա, կախված հաավտծյւի երկրաչափական 
ւղ ա ր ա ւ1 ե ա ր՚հ ե ր ի ւյ ւ 1՝ւու/ի ղրանից иг,1'1 րանաձեերր թ"*յք են ւոաքիււ որո- 
շհքէէւ •ւաւով ած jnn ւ) մարււիւէայ [ ա ր и ւ ւէե ե ր ի ա ր<1 ե' յւ“ե ե ր ր ■ 1}րւղես օրինակ 
մանրամասն ՝։ ե ա ու ղ ուո վււ> ծ Լ ե ր կ ա յ"հ տ կ in'll ճեղր ունեցող րաոակուսի 
հատվածքով ձողի դեպքրւ Սաացված են թվական արդյունքներ, որոնք 
քերված /.Ն աղյոաւակնե րա մ:



տեղեկագիր հայկական սսո- դիտոիթյոինների ակադեմիայի
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1ի4.-մաթ.. рГ>. I. գիտսւթ. \/Հ № 2։ 1952 Физ.-мат.. естеств. и техн, пауки

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. К. Капанин

О кручении некоторых полых призматических 
стержней

Как известно, компоненты касательного напряжения по осям 
координат в сечении стержня, скручиваемого парами, приложенными 
по концам, будут [JJ:

ԺՓ

ԺՓ

где Փ -функция напряжений, определяемая из уравнения
•<7Эфвв_ 9G-

(1)

(2)

(3)

Так как боковая поверхность стержня свободна от внешних 
усилий, функция Ф на внешнем и внутреннем контурах должна при­
нимать постоянные значения.

Общее решение уравнения (3) в функции комплексных пере­
менных z и z выражается в виде:

Ф =

где <р, (zl и ф։1.z) сопряженные аналитические функции z jiz.
Пользуясь теоремой о циркуляции касательного напряжения, 

доказываем, что для двусвязной области функция <p,(z) однозначна.
Задача о кручении призматического полого стержня постоян­

ного поперечного сечения может быть решена, если известна функ­
ция. отображающая двусвязную область данного сечения на кольцо.

В некоторых случаях эту отображающую функцию можно опре­
делить следующим приближенным способом.

Пусть ւ — <o(Q конформно отображает некоторую односвязную 
область плоскости z на внутреннюю пли внешнюю область единич­
ного круга в плоскости '. Начиная с некоторых |ъ! = Р окружно­
стям в плоскости Հ будут соответствовать замкнутые кривые в об­
ласти z, весьма близкие к окружностям. Таким образом, z = w(Q 
можно рассматривать как функцию, приближенно отображающую 
Известия V. № 2 -7
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на кольцо цвусвязную область, ограниченную по одному контуру 
произвольной кривой, а по другому -окружностью.

Введя в (4) z = w(Q [2], получим:

ф= ($)+<?( Է|. (5)

Функция փ(տ) голоморфна в области кольца и разлагается вряд 
Лорана:

,(!)= У У £ . од
к=0 к=1 ъ

Для определения пользуемся условиями на контуре, при­
няв па внешнем контуре

Ф = 0, (7)
а на внутреннем контуре

Ф«А. (8)
Рассмотрим кручение стержня, сечение которого ограничено 

извне произвольной кривой, а изнутри окружностью.
Если функция ւ = о>(с) конформно отображает внутренность не­

которой односвязной области плоскости z на единичный круг пло­
скости ч. то она представляется степенным рядом:

w(Q= V С,ՀՀ |9)
К-!

гдеСк — постоянные коэффициенты (комплексные или вещественные).
Точкам единичного круга Հ-t^e1'1 соответствуют точки, ле­

жащие на внешнем контуре области плоскости z. Возьмем внуцш 
круга окружность •, = ц = р,е с таким радиусом р։, чтобы соот­
ветствующая ей замкнутая кривая на плоскости z была достаточно 
близка к окружности, и примем му кривую за внутренний контур 
сечения (фиг. 1).

Подставив (9) и (6) при Z = t0 и s = h в (7) и (8), получим:
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Фиг, I.

Выполнив умножение рядов и приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях е1'1'' в обеих частях равенств (10) и (11). полу­
чим систему уравнений:

G՜/ \
а<» 4՜ а(| = I լ Сп»Сш I •

\rh—1 /
C^l ™ \

՜|՜ 8q ~ 7) l ճԼ Pi j “է՜ A , 
\m = 1 7

(՝ ( J \
a« 4 К=тг Усга+кСш և

\m= 1 7

/ V- _ \
Ьк 44 =~ V Спч-кСп. Ի

\m = l /

«к р* + ь> р| ' = ~ [ V Ctn + k Cni pj"' k j ’ 

\m-l 7
bK P?K 4- Эк РГ = -^֊ I V Cm+k Cm - 

1 
\m = I /

Решая эту систему, получим:
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(13)

(14)

УС...С. [?;"'֊ ₽,']
6rm J ах ——֊ ------------- -------- — --------
2 Pt-?, ‘

У Ст -«С Cm | Pim+k- pfl
, __ Gt гп=-1

“ ՜՜ 2 ?ГК — Рг

Таким образом, функция ?(ч) = ?i(z)» а значит и Ф. полностью 
определены, следовательно, при известных коэффициентах Ск, за­
дача решена.

Этим же способом решается задача о кручении стержня с по­
перечным сечением, ограниченным извне окружностью, а изнутри - 
произвольной кривой, при этом для отображения пользуемся функ­
цией z = со(С), конформно отображающей внешность некоторой одно­
связкой области на внешность единичного круга.

В том случае, когда внешний контур сечения—правильный мно­
гоугольник, функция со(ч) определяется из формулы Кристофеля 
Шварца:

(15)

где и —число сторон многоугольника,
К — постоянный параметр.
Раскладывая в (15) подинтегральную функцию в ряд н интегри­

руя, получим:

ш(Г| = К Гс 4------ ------ С"՜’՜1 4- Հ2"՜'1 +•••!. (16)
п(п4֊1) ’ ' пт(2п4-1)2! ՛

Если в (16) удержать лишь конечное число членов, го полу­
чим полином, приближенно отображающий область, ограниченную 
извне правильным многоугольником, а изнутри—окружностью, на 
кольцо, у которого внешний радиус р = 1 , а внутренний ? = р,,

»К) = к Ус„х ,:п1։+',
к=0

(17)

где д число членов полинома, 
Сйк+ւ — вещественные коэффициенты.

Решение числовых примеров для квадратного и шестиугольного 
сечений показало, что при числе членов полинома (17) л — 7. внешний 
контур сечения практически близок к прямолинейному многоугольнику. 
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а внутренний-при| Հ| = р։ Հ является замкнутой кривой, у кото 

рой разница между наибольшим и наименьшим расстоянием от центра 
составляет менее 2%.

Имея в виду (17), выражения (12), (13) и (14) можно представить 
так:

Л К
V у Г1 -'(mn+l)
/ ■ tmn I ■ ‘'ИП' 1 pt

n։=<) m-=0
X
V ր՝ ր՝ I- n(2m . ՚ՀՆ1Հ! -nfct

■ . Сп ni I I '-mu—I J p[ P|

։ itK m=0 ______
Hnk = .-j ok iik

?! - ?1

X
Vr (' г 4 .'ui-hVl-j _ O«K1
_ Ln(m-к - I ^rnn • : ' ? I ?l |

_ G’Ka m 0
,։k >7 it к ин

Pi ~ Pl

(18)

(19)

(20)

Пример 1. Сечение ограничено извне
окружностью (фиг. 2).

Возьмем функцию wQ.b 
виде суммы семи членовйряда 
(16): при п - ; имеем:

!=(■>£)«- к [;+о, 1 ;3 4-0.041667 ;՛

4-0,024038 ч13 4-0,016084 ч'Ч

■ 0,011719'?-НЬОО4331С''| . (21) 

Коэффициент при седьмом чле­
не полинома (21) взят менее 
соответствующего коэффициен­
та ряда (16) и вычислен так, 
чтобы устранить кривизну в 

точке I г = ֊ > с? = 45' ) внеш­

а изнутри-квадратом.

него контура, где касательное 
напряжение принимает максимальное значение, а наличие кривиз 
ни искажает величину этого напряжения. / ՁПараметр К определяется из условия, что точке (г = — » 

? = 45; | на плоскости z соответствует точка (р=1, w= 15°) на пло 

скости Հ.
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К = 0,539768 а. • (22}
Определив коэффициенты а.1к и Ь.։к функции по формулам 

(19) и (20), вычисляем напряжения в точках внешнего и внутреннего 
контуров из выражения 

Т„ - ։Ն = 21 е" (23>

где Тп и Ն—проекции касательного напряжения на направления 
внешней нормали и касательной к контуру в рассматриваемой точке, 
а — угол, образованный положительным направлением нормали в дан­
ной точке контура с осью ох.

Значения напряжении в долях от Ота приведены в таблице I.
Таблица !

0 'Հ к Тп

0 1 0,315199 0
45’ 1 0,685530
0 1/2 0,219952 0

45՛ 1Й 0/317697 0

Для двусвязного контура крутящий момент вычисляется по 
формуле:

M,p--2A,F0+2AF + 2 JjexlF. (24)

где Ао и Л значения функции напряжении Ф на внешнем и внут­
реннем контурах сечения (в нашей задаче принято Ао = 0),
Ро и F —площади, ограниченные внешним и внутренним контурами.

Двойной интеграл последнего слагаемого распространен на пло­
щадь сечения за вычетом внутренней полости.

В рассматриваемом полом сечении получим:
Мкр = 0.13260 Gra*.

/Для сравнения приведем величину крутящего момента для. 
стержня квадратного сплошного поперечного сечения по i очному 
решению

Мнр = 9,1406 Ота4.

Пример 2. Сечение ограничено извне окружностью, а. изнутри 
квадратом (фиг. 3).

Функцией, отображающей внешность правильного многоуголь­
ника па внешность единичного круга, будет:

= К [5+ ֊₽) ՝ ՜" + 1Й) • ՜“+ • ՝ ՝ ] •



О кручении некоторых полых призматических стержней Ц)3

Взяв полипом из четырех первых членов ряда (25), при п = 4, 
получим функцию, достаточно точно отображающую область, огра­
ниченную изнутри квадратом, а и звнс-՝окружностью, па кольцо, 
у которого внутренний радиус р I, а внешний р = р։ = 2.

г=ю(О = К (ъ +0.166667 s +0,017857: 7-f-0,005681Հ ”]. (26)

Точкам (р = 2, 0 — 0) и (р = 2 и Н = 45') на плоскости £ соот­
ветствуют точки (г = Rm;u , ? = 0) и (ր=₽տյ0 , ср 45 ) на плоскости z, 
где Rmai и Rm!» — максимальное и минимальное расстояния точек 
внешнего контура сечения от центра, которые отличаются между 
собой менее чем на 2° 0.

Параметр К из (26) выразим через Rcp= ^—՝ »

тогда К =0/99960 Rep .
Коэффициенты функции ?(>) определяются тем же способом, как в 
предыдущем случае.

Напряжения (в долях от Gt Rtf(,), вычисленные по формуле (23), 
приведены в таблице 2.

Крутящий момент вычисляем по формуле (24) и выражаем в за­
висимости от среднего радиуса окружности внешнего контура

Мкр= 1,460354 (k R^p.
Для цилиндрического сплошного стержня круглого поперечно­

го сечения величина крутящего момента
Мкр =֊ 1,5708 Gt R‘.
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Таблица 2

0 Т» Tn *

0 1 2,006073 0
45" 1 0,220578 0
0 12 0,988767 0

45 1/2 1«0094Ո5 0

Ослабление от квадратного 
ставляет 7°/0.

отверстия круглом сечении со-в

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса
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1Ч. Կ. Կաս|ա6ւահ

ИЬ ՔԱՆԻ ՍՆԱՄեՋ ՊՐՒՋՄԱՏհԿ ՋՈՂեՐՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԱՍՒՆԱՄՓՈՓՈՒՄ
Սնամեջ պրիղմաւոիկ ձողերի ոլորման իէնղիրը հնարավոր կ լուծել, 

LfJh հայտնի 4 ս,յ՚1 ձողի հատված ըը ներկայացնող ևրկկաւղ տիրոլյյր/բ 
օղակի ,//,«, կոնքիո բմ ձևով ա ր տ ու պա ակև ր ող քի ո ւ Ն կ ։յ ի ան t

Հող 1/ած nt if բերված կ եբկկաւղ տիրույթները օղակի վ/1 ա կոնֆորմ 
ձևով արտապատկերելու tl ուոա վոր եղանակը, երբ հայտնի կ մ ի ակապ ու ի֊ 
բույթը շրդանի վրա տբուապա տկերե/ ու էիո։ ն կղի ան։ Այղ եղանակը օզւոու- 
գործված կ սնամեջ պրիզմատիկ ձողեր ft ոլորման խնդրի լուծման համար, 
երբ ձողի հատվածքի ար տարին եզրագիծ ր կանոնավոր բազմանկյուն կ, 
իոկ ներքինը' ո ահմ ան աւի ակ շաո ավ ի ղով շբ 9 ա՛հ ա՛լի ծ ք ե բնղհակա ո ակր ;

Լոէ.ծված ո ր ինակնե բու մ տրվոէ մ են լաբու մևերր ե կոշտ nt fj յ ո ւն'ն ե բ ը 
որոշելու համար հտշվա[՛կայի՚հ բտնաձհեբ երկու մասնավոր ղԼւղյւոէմ' ա^ երբ 
ձողի հա տվածը ի ար տարին եզբտգիծ ր րաոակու ո ի կ, իսկ 'հերրի՚հը' շր՚^՚ս՝' 
նադիծ, h բ) երբ հատված քի աբտաըին ևղբաղ իծ բ շ բ 9 ան ա գիծ կ, իոկ ներ­
քինը' րտոակոլսիէ


	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	11
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	29
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45

	47
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64

	67
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94

	97
	95
	96
	97
	98
	99
	100
	101
	102


