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Затухание напряжений в железобетонных элементах 
с предварительно натянутой арматурой под влиянием 

ползучести и усадки бетона

§ I. Предварительные замечания и основные положения

Основное преимущество преднапряженных конструкции перед 
обычными железобетонными заключается в том, что, благодаря пред
варительному обжа гию бетона в растянутой зоне путем натяжеии 
арматуры, достигается возможность значительного уменьшения соб
ственного веса сооружения в целом, открываются большие перспек
тивы Для внедрения в них экономически выгодных марок бетона и 
стали, а также повышается трещиноустойчивость конструкций.

В монолитных сооружениях, в частности, мостах с большими 
и средними пролетами, преимущества предварительного напряжения 
становятся особенно очевидными.

Поэтому, в течение последних лет. изучению предварительно 
напряженных железобетонных конструкций уделялось особое внима
ние со стороны исследователей, которые провели и проводят в на
стоящее время целый ряд исследований как экспериментального, 
гак и теоретического характера.

Основные вопросы по теории расчета и конструирования пред- 
нтпряженных железобетонных элементов получили свое развитие в 
работах В. В. Михайл .ва [2. 3], Л. Л. Гвоздева (4], П. Л. Пастер
нака [5], Л. П. Коровкина [6], С. Е. Фрайфельда [1, 7], Э. Г. Рат- 
да [7,8], С. А. Дмитриева [9] и других.

Па основании этих работ IV Всесоюзная конференции по бето
ну и железобетонным конструкциям, отмечая серьезные достижения 
советской науки в этой области, одновременно нашла необходимым 
дальнейшую разработку основных вопросов как теории расчета, так 
•։ конструирования преднапряженных железобетонных элементов 
вести таким образом, чтобы обеспечить их внедрение в строитель
ство в более широких масштабах.

Некоторая необычность и специфичность предварительно напря
женных железобетонных конструкций требует более внимательного 
изучения методов расчета и основных приемов их конструирования.

Несомненно, что для более эффективного применения этих ме-
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годов в инженерной практике необходимо в первую очередь отчет
ливое представление напряженного состояния данного железобетон
ного элемента, начиная ог момента монтажного натяжения арматуры 
до полной эксплуатации сооружения в целом.

Действительно, в обычных бетонных и железобетонных соору
жениях собственные напряжения* могут возникнуть только от усад
ки бетона и температурного воздействия. Эти напряжения в течение 
времени развиваются в связи с нарастанием усадки и ползучести 
бетона, о которых достаточно подробно сказано в наших предыду
щих работах [10].

В предварительно напряженных железобетонных конструкциях, 
помимо действия усадки, возникают еще собственные напряжения 
после отпуска натянутой арматуры. С течением времени эти напря
жения будут подвергаться непрерывному изменению под влиянием 
явления ползучести и усадки бетона. Поэтому, для полного и все
стороннего изучения работы предварительно напряженных железобе
тонных конструкций необходимо знать закон изменения этих напря
жений во времени I. Это даст нам возможность достаточно обосно
ванно подойти к разрешению основного практического вопроса о 
влиянии предварительного напряжения на работу конструкций под 
нагрузкой в эксплуатационный период, а также определить величи
ну несущей способности данного сооружения.

В настоящей работе приводится решение задачи об определении 
напряженного состояния в железобетонных элементах с предвари
тельно натянутой арматурой с учетом ползучести и усадки бетона, 
при следующих предпосылках-.

1. При обычных отношениях размеров элемента, применяющих
ся на практике, напряжения в нем как от предварительного натя
жения арматуры, так и от усадки бетона, распределяются равно
мерно на больше։։ части длины элемента и только на концах его 
наблюдается чувствительная концентрация этих напряжений. Это 
обстоятельство с предельной полнотой доказано в работе Е. С. 
Фрайфельда |1].

2. Согласно вышесказанному, при исследовании преднапряжен- 
ного элемента в дальнейшем будем предполагать, что рассматривае
мые сечения его достаточно удалены от концов и, будучи плоскими 
до деформации, остаются плоскими и после лее.

Вопрос о концентрации местных напряжений у концов элемента 
здесь рассматривать не будем.

3. Определение напряжений, возникающих в железобетонном 
элементе как от предварительного натяжения арматуры, так и от 
действия внешней нагрузки и усадки, основывается на учете пол-

Собствеиными напряжениями, согласно терминологии, разработанной Ака
демией наук СССР, называются напряжения, возникающие в геле при отсутствия 
внешних силовых воздействий.
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вых деформативных свойств бетона, выражающихся в наличии как 
упругой, так и ползучей части деформации.

Рассматривая некоторые задачи по теории расчета предвари
тельно напряженных железобетонных конструкций, мы будем пред
полагать, что предварительное натяжение арматуры в них вызвано 
до твердения бетона, причем усилие, возникающее в элементе в 
момент освобождения арматуры от натяжных приспособлений, при
нимается как мгновенно приложенное воздействие.

Конечно, расчет железобетонных конструкций, предварительное 
напряжение в которых вызвано другими способами, будет несколь
ко отличаться от излагаемого, однако, при сохранении принятых 
предпосылок, общий путь решения останется аналогичным.

§ 2. Затухание напряжений в изгибаемых железобетонных 
элементах с предварительно натянутой арматурой под 

влиянием ползучести и усадки бетона

Постановка задачи и основные уравнения. В предварительно 
напряженных изгибаемых элементах ползучесть и усадка оказывают 
существенное влияние на интенсивность предварительного напряже
ния, заставляя последнее затухать во времени. Это объясняется тем, 
что происходящие в течение времени явления ползучести и усадки 
в бетоне, вызывают деформации укорочения, вследствие чего перво
начальное значение предварительного напряжения падает, а вместе 
с тем уменьшается и его эффективность.

Таким образом, первоначальное, так называемое монтажное 
предварительное напряжение в железобетонных элементах под влия
нием ползучести и усадки бетона затухает во времени еще до за- 
гружения конструкции внешними силами. Поэтому, при расчете и 
проектировании преднапряженных конструкций, следует учитывать 
только остаток предварительного напряжения как в арматуре, так 
и в бетоне перед вводом его в эксплуатацию.

В дальнейшем этот остаток напряжения будем называть проект
ным предварительным напряжением, а напряжение, возникшее в рас
сматриваемом элементе непосредственно после освобождения арма
туры от натяжных приспособлений,- монтажным.

Очевидно, что величина проектного напряжения является функ
цией как возраста бетона т։, при котором была освобождена от на
тяжных приспособлений арматура, так и времени է. При этом разу
меется, что значение проектного напряжения в данном железобе
тонном элементе в момент времени t=t։ будет равняться монтаж
ному напряжению для этого же элемента.

Рассмотрим изгибаемый железобетонный элемент, поперечные 
сечения которого симметричны относительно оси действия внешних 
сил. основные размеры которого показаны на фиг. 1. Пренебрегая 
работой защитного слоя бетона, предполагаем, что арматура распо
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ложена только в растянутой зоне на расстоянии հ, от центра тяже
сти бетонной части поперечного сечения.

Допустим далее, что до затвердения бетона в арматуре задан
ного железобетонного элемента была вызвана начальная относитель
ная деформация А, т. е. было создано предварительное напряжение 
в ней, равное ДЕа .

После натяжения арматуры производится бетонировка элемента. 
Созданное предварительное натяжение арматуры сохраняется до 
приобретения бетоной достаточной прочности, после чего произво
дится отпуск натяжных приспособлений, г. е. устраняется внешняя 
монтажная сила, равная Хап —АЕзЕа, а вызванные ею усилия пере
даются на железобетонный элемент.

Положим, что отпуск арматуры от натяжных приспособлений 
был произведен в возрасте бетона т = т։, причем в этом случае 
время отсчитывается, как и прежде, от начального момента уклад
ки бетона.

Тогда отпуск арматуры можно^рассматривать как воздействие 
на поперечное сечение железобетонного элемента некоторой сжима
ющей силы Nan AEaJ-’a, приложенной на расстоянии h։ от центра 
тяжести бетонного сечения в возрасте т—т,.

Предварительно введем следующие обозначения: 
* 4։

аап.$0)и °«n.s (է)—соответственно напряжения в арматуре и бе
тоне изгибаемого элемента в момент времени I от предварительного 
натяжения арматуры, вызванного в возрасте бетона т = с учетом 
ползучести, усадки и изменения модуля упругости бетона:

°Հ»(է) и (I)—напряжения в арматуре и бетоне изгибаемого 
элемента в момент времени է от предварительного натяжения, выз
ванного в возрасте бетона է =т։ с учетом только ползучести и усад
ки бетона:

Հ (է) и аб (է) —напряжения в арматуре и бетоне изгибаемого эле
мента от предварительного натяжения, вызванного в возрасте бето
на t = T։ с учетом только ползучести бетона;

аа (г։) и (-։)—соответственно значения монтажных напряже
ний в арматуре и бетоне в момент отпуска натяжных приспособле
ний t=T,;
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Fn —площадь поперечного сечения арматуры;
Еа —модуль упругости арматуры.
При отсутствии внешней нагрузки, уравнения статики в этом 

случае выражают, что сила Nj0|,(t), растягивающая арматуру, равна 
силе Ntf0։»(t\ сжимающей бетон для любого момента времени и что 
момент Мб1М (։), изгибающий бетон, равен моменту усилия в арма
туре относительно оси, проходящей через центр тяжести бетонного 
сечения, т.՛ е.

Nan։» (է) 4- Nen։« (է) — О, 

М;В|в + (t) = 0.
или, замечая, что

Nan,s I է) — Գա,» (t)՜ I՜.՝ И Man,» (t)’-= CT։niJ (t)-Fj 11 J, 

получим:

(t)=- ՒԱ(է) - o£n։»(l)-Fa,
(2-2) 

М$п։» (է) — - Man,s (է) ՜ - — Գ,ո։։ (է) Fa • Ид ,

где հ։-расстояние центра тяжести арматуры до осн OY.
Нормальные напряжения в бетоне от усилия Njn,s (է) и изгиба

ющего момента МвВ։» (է), при условии сохранения плоских сечений, 
выразятся следующей формулой:

(։>=֊• -N(t) + — 7ft)'z , (2.3)
•"б

где Fo и 1((—соответственно площадь и момент инерции бетонного 
сечения относительно осн OY, z координата точки.

Подставляя значения и М’и,,(() из (2.2) в (2.3), по
лучим:

’Հ. (t) = ֊ (|*+ Fj,‘1|Z ) Հ..,. (է) . (2.4)

С другой стороны, между полной продольной деформацией бе
тона տԼ, (t) и напряжением а*Яр (է) существует зависимость:

t
4,,.(։) “ “ВД1’՜ ՜ տ"(է) ՜ J ’*■֊' (T)4՜ I w +c<։-՜)] d'

Подставляя из (2.4) значения a’jU,s (t) в (2.5), находим:

£ճո,ծ (է)
t№„.(t)+

-ВД֊----------- S-« +
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н /1 №... w + °;°-(?оРа1м- ] ֊ +c(t,՜) । մր. (2.6)
-I

Условие совместности деформаций арматуры и соприкасающе
гося с ней слоя бетона в данном случае выразится так:

40,։ (t)r«b, 4- А “ 8J01* (է). (2.7)

Пользуясь этим соотношением и замечая, что

Հո,>(1) = ֊^1, (2.8)

выражение (2.6), после некоторых преобразований, приведем к виду:

Պո։տ(է) 1֊ rn(t)
*0 !

= ДЕа — Sn (t)Ea 4-

։

+ ('‘“иг)Е>J а™'։(՜} /г .՜€^՜+Շ(է,՜)
•։

dr. (2.9)

Но

, F, Հ . F«uli’ I /лип
И 4֊ -r-L = И 4-------г— = И-7֊ = РПо (2-։°)

‘О *0 о

так как
1 = 10-7- F6 Հ,

где I—момент инерции бетонной части поперечного сечения рассма
триваемого элемента относительно оси, проходящей через центр 
тяжести арматуры параллельно оси OY;
р—процент армирования;

Iп0—отношение моментов инерции -т- .*0

Пользуясь зависимостью (2.10) и преобразуя соотношение (2.9), 
приведем его окончательно к виду:

։
• /М EaSu(t) . ,, Г . ... д Г 1

“ i+iin։m(t) ՜ ւ+ւ*ո։ա(։) + •*"«ь> J "•"՛■ (է)՜571Твд +

4֊ C(t.r)
dt 

l4-pnom(t)
(2.11)

В первой части выражения (2.11) сумма первых двух слагаемых
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представляет упруго-мгновенное выражение в арматуре данного эле
мента от совместного воздействия предварительного напряжении и 
усадки без учета ползучести бетона. Обозначим его следующим 
образом:

• /Ж , էև Տ„ (է)
Գ։ո'։ (t)= J... ;лПотц) |-f-pnl(m(t) ՜ (2.12)

Следовательно, определение величины проектных предваритель
ных напряжений Հո, (I) и Հո, (է) в изгибаемых железобетонных эле
ментах с учетом ползучее hi и усадки бетона сводится к решению 
интегральных уравнений:

I

Հո,»(է) = ծ.։„։; (է) -Ւ ЛО а՜,,,, (-) K(t,T)dr,

t (2.13)
Հո,»(է) — ՀՈյ, (է) + Հ ( ՀՈ։ն (T)K(I,T)dr,

с ядром
К^-Н^-£[е'г) +C(t4 (2*

свободными членами
* m- ձհ՚ 

аП|Л l-j pn„ni(t) ՜ 1 +pnom(t)’

_ -J ՛ §n (0
1 + pnXt) 1 I ֊jinom(t) ’ 

и параметром

где - ո„֊ X ~1+-^.
•о ’О

;2.15)

(.2.16)

Для нахождения 
C(t.f) использованной

решений этих уравнений воспользуемся для 
ранее зависимостью общего вида:

С(М)-9(т)|1-е 7(1 т)]. (2.17)

Подставляя это значение С(1,т) в первое из уравнений (2.13) и 
дифференцируя обе части полученного равенства по է, находим:

[1 -4֊ |ւո0ա(է)]ՀՊ8(է)+ 1*ոօա'(է)ՀՈ։Տ(է) = —Eu Sn(t) + 

+ pfleEa - Y<p(t) ՀՈ։. (t) + 

t
4-ЖШ) ( 1тЧ»)4 ր^|6՜1<|՜՚։) 0;n,^(t)dT. (2.18)
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Определяя значение последнего интеграла из соотношения (2.18)
и подставляя его выражение в исходное уравнение (2-11), получим:

(1 + |աօա(է)խ'ո. (է) 4֊ Y{ 1 4֊ linom(t)4֊|in(tEJ ?(է)]Հո.։ (է)

ТЕ> д -уЕа Srt (է) Ел Տո(է) -Է rpn.(ta

Հո,» (2.19)

Повторно дифференцируя полученное уравнение по 
телыю имеем:

է. оконча-

ԳՊՀէ) ! Y ; |iH0
mz(t) 4-уЕ> <»(է) 

1 -+- pn„։n(t)

1 4- gnon
Аналогично

?6n,s (0 4- Y + pn0
in'(t)4-rEa <p(t) I

1 4- pnom(t) J

Հո,.(է) =

(2.20J

• m-un F sn(t)4-rSn<t) ^nHt)-|!n0La H.WIllU

4* ?'(-/

Таким образом, закон изменения во времени проектных пред
варительных напряжений ՀՊ.(է) и Հո> (է) в изгибаемых железобе
тонных элементах определяется дифференциальными уравнениями 
второго порядка с переменными коэфициентами (2.20).

Затухание предварительных напряжении в изгибаемых желе
зобетонных элементах под влиянием только ползучести бетона. 
Положим, что модуль упругости бетона в данном железобетонном 
элементе постоянен и равен Ео, а мера ползучести его определяется 
зависимостью

С(1.т)=(-'։ 4-С0) 1-е 10 Х) (2.21)

Исследуем, как при этих условиях будут изменяться во време
ни проектные значения предварительных напряжений «а (է) и (է) 
в рассматриваемом железобетонном элементе пол действием ползу
чести бетона. Влияние усадки пока не учитываем.

В этом случае дифференциальные уравнения (2.20) для опреде
ления Հ(է) и at. (է) примут следующий вид:

Հ՛ ւէ) + րՀ В) |_j_ E4։pnIt<p(t) 
14֊pnom(t).

(2.22)

Հ (t) 4- '(Հ (t) 1 4 pn0E., ?(l)
1 4-pn0n։(t).
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Начальные условия для a.’(է) и <Հ (է), согласно (2.11) и (2.19), 
будут:

Հ (и) = Ъ (г,) « АЕа_
I рп„т

* /- \ _ \ рп0֊^Г>('!) I 1-ртП,

МчН
|1ПоЕягф(т։)
—;—:--------------Գ>1 + ИПоШ

Հ(^) |хп0Еа-;ср(ч) 
1 4՜ <1П|)П1

(2 23)
(7։).

Пользуясь начальными условиями (2.23), решение дифферент! 
альных уравнении (2.22) можно записать в форме:

Հ(է) .о,(Т|)||_^^.)еГ| ք с ֊г- l^brj U, 

I 14- рпотп J -I I
(2.24)

= т- U.
I 1 4֊ pnom J I

•I

Подставляя в выражение (2.24) значение <?(т) из (2.21) и поль
зуясь при интегрировании обозначением для функции влияния Ф(€,р), 
окончательно получим следующие формулы:

Հ(է) = Գ> (и) [1 ֊
1 Ц-рпоп։ Ф(п,р)-Ф(гх։,р)

Հ(է) = ^(ր։) 1 -
1 4֊ pnom

Փ(րէյյ) -

Ф(ГХрр)

где г = у । ... йпде, е0 у
1 4- pnom I '

ГЦПрЕа А) 
1 4֊ ипот

(2.25)

Ф&Р) = I d*. 

о

т модульное отношение, равное Ев

р—процент армирования,
Мч) и 76 (т։)—величины монтажного преднапряжения в арматуре 
и бетоне в момент освобождения натяжных приспособлений t— т։.

Выражения (2.25) можно представить в форме:

Հ(է) = Վ,(<)1և(Լ?|. |Վ

Mt)=a6(r։)Hj(t,Tbp), (2.26)
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При ЭТОМ

Փ(րէ,թ) Ф(гт։, р) (2.27)

Таким образом, величины Н« (t,t։.|i) и Нб(։,г։,р) в соотноше
ниях (2.27) представляют коэфициенты затухания предварительных 
напряжений са*(I) и Հ (է) в изгибаемых железобетонных элементах, 
причем ими определяется закон изменения величины этих напряже
на й во времени и в зависимости от возраста бетона (т. е. до мо
мента времени t =—։, при котором были освобождены натяжные 
приспособления), интенсивности меры ползучести С(1,т։), геометриче
ской формы поперечного сечения и процента армирования ц.

Для иллюстрации величины потери предварительного напряже
ния в изгибаемых железобетонных элементах от воздействия ползу
чести бетона вычислим значения коэфициентов затухания предна
пряжений 11.’(t.Tpji) и 11бН.Т|.р) железобетонной балки прямоуголь
ного поперечного сечения высотой h и шириной b для различных 
моментов времени է, процента армирования յւ и времени отпуска на
тяжных приспособлений т։.

При этом характеристики для меры ползучести бетона в (2.21) 
принимаем: Ai=4,82.10 Со=О,91О՜4, 7= 0,026.

Полученные данные сведены в таблицу I.
/аб.шца /

Значения коэфициентов затухания ՒԼ.'(1, р.) и 11а Д, т։. р.) и изгибаемых
предварительно напряженных железобетонных элементах с прямоугольным 

поперечным сечением

11*(է.7„թ). lljt.T,.:*)

Tl 7 дней 14 дней 24 дней
% а р миро н а и и Я р.

է 0.5 1 1,5 0,5 1 1,5 0,5 1 ■

7 ди. I 1 ։ — — — — — —

и . 0,913 0,852 0,810 I 1 1 — У—:

28 , 0,792 0,698 0,532 0,875 0,835 0,742 1 1 1

’J0 . 0,622 0,512 0,490 0,703 0,559 0,640 0,760 О,64( 0,574

б мес. 0,600 0,460 0,390 0,680 0,540 0,500 0,722 0,621 0,569

1 год 0,600 0,160 0,390 0,680 0,510 0,500 0,721 0,621 0,569
«• 0,600 0,460 0,380 0,680 0,540 0,500 0,721 0,621 0,569
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Из данных, приведены* в этой таблице, видно, что величина 
потерн предварительного напряжения в изгибаемых железобетонных 
элементах под влиянием ползучести бетона достигает от 3'1°/0 до 60% 
в завасн мости от того, в каком возрасте бетона произведено осво
бождение арматуры от натяжных приспособлении и какой процент 
армирования у данного элемента. При этом степень влияния дефор
мации ползучести на величину убывания предварительного напряже
ния в изгибаемом элементе сказывается тем сильнее, чем в более 
раннем возрасте произведен отпуск натянутой арматуры и чем выше 
у него процент армирования р

Эти результаты достаточно наглядно подтверждаются опытами 
С. А. Дмитриева |9), произведенными в лаборатории железобетон
ных конструкций ЦНИПС-а.

Затухание предварительных напряжений г, изгибаемых желе
зобетонных элементах от совместного воздействия ползучести 
и усадки бетона. В настоящем пункте этого параграфа мы займем
ся исследованием вопроса о том, как будут уменьшаться во времени 
предварительные напряжения в изгибаемых железобетонных элемен
тах при совместном воздействии явлений ползучести и усадки.

Будем полагать, что процесс нарастания явления усадки бетона 
в рассматриваемом элементе протекает согласно закону

S. (t) = s;<x, z) (e-’-'-e-։l). (2.28)

при этом считая что Sn(x,z) или постоянно и равно S<>, или являет
ся линейной функцией координаты г.

В этом случае дифференциальные уравнения (2.20) для опреде
ления Հ,(է) и a* (է) примут следующий вид:

°»W+rf։ + -i^^֊l -:.(։)=-Е, 
. -г pnom J

1 4- |»n*m 1 4- |inom

Sa (է) — ;Տ„ (է> , 
1 -j- pnom

Հ՜ (t) - ր Հ. (Ո = — Ej }1Ո*
ՏսՕ-ք-րՏո (է)

I ֊ր pnorn

(2.29)
LjMbg- <?(!) 1 
՚ 1 4՜ pnom ]

Начальные условия для ՜«(») и (է), согласно зависимостям 
(2.11) и (2.18), будут:

Հ.(ն) 1 1՜ն SBh,)___ pn^rEu^T։)
1 4- |Miem I 4- pn9m

рпйДЕ, 
1 4- pncm

pn»E, Sa (T|)
I 4- pnom

(2.30)

Հ>(է,)=» Pn«E. Sb(t,)
I 4-

!>п»Г&
1 • pn0։n
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Но, замечая, что в силу (2.28) 
Sa (т,)=0.

S.(t»)= S.se ֊*«
получим:

Е. Տ» $е

ЛЕ. 
1 4- рп4п> 

ynjiE. ?(?t)
1 4- |*nem

pneEj Д 
! • |1ПвП1

(2.31)

Հ.(ր։) pn0E. Sftse ՜՜'Հ|
I 4- pn.m I 4- Hnem

»a (X.).

I -֊ pnftm Ъ (-1).

Пользуясь этими начальными условиями для a..(t) и аб» (է) и 

замечая, что ?(•:) = Հ1 4-Cft> решения уравнений (2.29) запишем в

следующей форме:

Հ»(է) ֊- а. (т..) - er’ I е :ք՜" Ռ ндд։ J I 7 ' C)ldz| ! Հ»(*է) — 

: Հ« ՚ ' 
->

•I

& (է) = Об Си) 4֊ er‘ J е I J ( z +C°) dzJ j Հ.(ր։) 4- 

rl

^7- f S։(rs - S’>e֊« ֊.-֊֊ J +C“)d1' dzU,
* 1 J*”o Հյ ՛

4

или. вынося постоянные величины аа знак интеграла и, для кратко
сти письма, обозначив подобно предыдущему:

р „РД»ГЕ»А| г = [ j յ*Ոշք-Գ1 , 
I 4- pmne ’ ‘ j ~ 1 4- |швш

для а.»(է) и O6.(t) получим следующие выражения:

I
Հ. (է) - о. (г,) 4- а/. (т^Ге'’» J С— dr -

т»
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1 т
S0(r֊s)sE. (՚Ճ2.Ճ- fe^Vdz.

1 -j- |ХПО1П J cP J
4 Հ1

t

Հ (է) = Ծ6 (t։) -l- <^(t։)tper,‘ f ‘ xP - dt 4-

Tl

(2.32)

+ J)SE:. fXJIdr /։e(M)zzPdZ.
1 + |лпот J tp J 

՜յ "1
В целях получения приемлемых для практического применения 

расчетных формул оценим выражения (2.32) для <Հ..(1) и oJA(t) свер
ху и снизу следующим образом.

Предварительно проинтегрировав по частям двойной интеграл 
в первой части выражения (2.32) и замечая, что

L ։ ։ ։

I ~г'л ( (г—S)z ₽. If —ST Р I 0 " f (г—S)t p J
J c d~J e z dz=~l e 1 —ր՜ Iе x.dt, (2.33)

I МО-М^+т’е'ма'ит,) (Y+nn^nj* { ] е S'd՜

t ։ '
—t~pe՜rl j*e^r"si՜ dr — p | e ~ր՜ր՜ք| P>dr | e(r s|zz₽ dz (2 35)

Պ T, ։ -J
Оценим полученное выражение для o.,s(t) сверху и снизу, обо

значив через aa',(t) значение с избытком, а черезԾՔ„(է) — с недостатком.

Հ Al ՜ւ ч

получим:
Հ(է)= + t փ ^dT_

է I Հ
-t-"erlJ'e" s|'r’drjp

*1 *։ -J

Ж'

— P I \i+FdTJ t՝(T-s)z z₽ dz I. (2.34)

Հ1 Ti -

Интегрируя по частям предпоследний интеграл этого выраже
ния. после некоторых преобразований приведем его к виду:
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Пользуясь очевидными неравенствами

е(г -s,zZp dZ-C

(2.36)

которые имеют место при любых значениях I, лежащих в интервале 
TjCt Coo, при условии Հ-տ>9 будем иметь:

t
օՀ/է) = գ, (-,) -J Հ ег՜' <ь(г։) р — dr -

•1

или

S0(Y
■ (1 4

' ~$^Ед I f

e(r-s)zm I (2.37)

<s«(t)= аа (rj -г чрег:։ з
e f՜ _ S0(r-s)sEj I e x-»

-P v (14֊piioni)r I
— e~st 
s

e- s։ — 0՜ r։ • <r—8)x« 
r — s

s՝֊e՜'՜ (ր՜տԻ՚|ր (, + р}с։т] . (2.38)

”1
Интегрируя последний интеграл в выражении (2.38) по частям, 

получим:

а..,+ >Sr ie՜

е
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Пользуясь обозначением для функции влияния Ф (;,р). можно 
выражение (2.39) записать в форме:

Ou.it) = аи <-։Н е'՜’"/ г₽ 'Հ1 (Փ(րէ,բ)-Ф(гт։,р))

_$л(г_ _տ!Ջւ I е '՜}՜e st
(l-b|inom)r ( s

_p
• ~ 1ф<§1,р)“Ф(5Т։.р)] 

I Ծ

- |Ууе<г ՝։>Чф(<։.р) ՜ ф(г-..р)1! • <2-40>
Подставляя значение о,’. (т։) из (2.30) в (2.40). после некоторых 

преобразований окончательно получим следующую формулу:

Ծ»»(է) = с3 (-J [ 1 <•' гр 1
Ուո<ւ(՜1' -T-CfljE., 

I ֊֊ рпош

+ 14>.^||^р)-*(п,.р| -

֊ l1,' "K'-e 51 ՜*՜ ՜ր՜7-(փ1րէ՚|)1 ф1гт"Р։) j ■ <2-41)
I —* I l О

откуда непосредственно имеем:

. . г ТРПо(4' + С0\Ез

Գ. (ч) | 1 :

՜1՜ ------ 1 Փ<տԼբ^ ՜ ф(гт**^
(Г — Sja I

Փ(Տէ,բ) Փ(տ՜3.բ) (2.42)

Пользуясь неравенствами (2.36), аналогичным путем из соотно
шения (2.35) находим:

Հ:(է) = Օս (т։)
ГРПП j 4֊ Со (Ед 

I + iwii
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S§se ձ՜։ 

д Ф(г1,р) -Ф(гТ1,р) -՜տ'

4-se г1 (r s)՝J-ps|Ej (—st) — Е, (—s-j)] н-pse(l s)‘J[E։ ( rt) -

-Б(-гт,и|г (2.43)

откуда
н;=?՝> = ՛ e'V րԴ՜1 ■՚|ՀՈօ К ■ c‘k+

’’W ----Г7и..тн Д

Ф(г-рр) (г ֊ s)S0
(г տ)րձ

|(r s)t-”'_re-sl+se-"+(r-sl’‘-

ps[E. (֊st) -Ei (-st,)) + pse(r-s>T’ [E, ( rt)-Ei (֊rr,)] ] . (Ջ.44)

Замечая, что Հէ(է)= ^noaa\(t), дли напряжения в бетоне ծ^(է) 
получим следующие формулы:

««-М (т^г^+с.)-

՜Տ"7Ճ|[։"|՚|>| *-■'"11 п’тдаг!" * ՛՛՛-

re"st 4- se-rl (ր՜տԻ։ ps(E։ [ st] E) J- st,]) -{

+ pseir $>T’(Ei I rt]—Ei I rr,]) j, 

откуда
н;^)=։-е^г1 ?®^(ձւ+Գ)֊

(2.45)

|ф(г|’р)_ф(гт"р)1 (Y-s)S,-, 
Д(г s)rpn0

((r_s)e-^-

—е՝”'г+ se~r‘՜Ար՜ psJEi ( —st) —Ei ( st.))4-

-r pse(t֊s,T'[Ei ( ri) E,( гт,)1[.

Аналогично

(2.45)

Հ»(է) = «Л (Т։) | 1 е г’'г,('г;'

So(r y)sc. s՜-- 
A(r-s)pn0 ‘I’(rl,p) — Ф(гт,.р) So(Y-s)

Дгрп0
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—si t։’sp ” / V I_е փ[տ1,թ]_փին։Րյ ,

откуда:
(2.46)

Su(r — s)se ՜՜ՏՀ> 
ձ(ր-Տ)14Ո0 Ф(Н,р) - Ф(гт։,р) 4 ֊ տ) I - տն

Arpn0 I
TPSP՜’

r — s ‘l>(st,p) - Փ(տէ։,թ) (2.46')

Напомним, что здесь Գ, (т։) и (т։) — соответственно предвари
тельные? напряжения в арматуре и бетоне изгибаемого элемента в 
момент освобождения натяжных приспособлений i=rt. a Е« (х) ин
тегральная показательная функция, равная

—х

Ei W = ,

значения которой приводятся в таблицах Янке и Эм де.
Таким образом, формулами (2.42), (2.44), (2.45'7 и (2-46’) пол

ностью определяются значения коэфициен/пов I16։(t,r1։|i) и Н^(1,Т։.|А), 
характеризующих закон затухания во времени предварительных 
напряжений в изгибаемых железобетонных элементах под влия
нием ползучести и усадки бетона.

Чтобы проиллюстрировать эффективность полученных оценок 
(2.42), (2.44), (2.45') и (2.46') при определении верхней и нижней гра
ней коэффициентов затухания ՒԱ(է,ր։) или H(u(t,ti), а также выяс
нить, насколько уменьшается предварительное напряжение в изги
баемых железобетонных элементах от совместного влияния ползу
чести и усадки бетона, рассмотрим в качестве примера железобе
тонную балку прямоугольного поперечного сечения при следующих 
исходных данных:

геометрическая характеристика поперечного сечения п0 = 4, 
процент армирования ц= 1 %»
освобождение арматуры от натяжных приспособлений произве

дено в возрасте бетона т։ = 14 дням,
относительное предварительное натяжение арматуры А в мо

мент освобождения арматуры равняется ձ=18֊10՜4,
мера ползучести и усадки бетона принимается та же, что и вы

ше, а именно:
C(t,r)= ^~՜՜+0,9^ I - e֊0*026(t-7) 10_s,

Տո (է) = 2-JO-4 I e“°’°°85k։_e~0.00S5t

Известия IV, № 5—2
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Пользуясь формулами (2.43), (2.44) и (2.41), а также исходными 
данными задачи, вычислим значения коэфициентов затухания пред
варительного напряжения в данной балке сверху и снизу, т. е. опре

делим величины Hn5(t, 14) и Ha„(t, 14) для различных моментов 
времени I.

Полученные данные сведены в таблицу 2.
Таблица 2 

Значения коэфициепта затухании предварительного напряжения
Н1Г։0) в железобетонной балке с учетом ползучести и усадки 

бетона при ։* Ի՚/„. щ = 4 и -։ = 14 дням. ձ= 18-10—*
1 В ДНЯХ 

ՈԼ(է, ՛■՛ 28 45 90 360 ОО

54) - 0,789 0,736 0,532 0,485 0.482

н;ко. 14) 1 0,788 0,733 0AS3J 0,484 0,482

Из приведенных в этой таблице результатов можно сделать 
следующие выводы.

1. Полученные для 1Ա(է, Հ։) и Нб,(1, т։) в форме зависимостей 
(2.42), (2.44), (2.45’) и (2.46') оценки достаточно эффективны, так как 
погрешность при этом не более 0,2 %.

2. Из сравнения приведенных в таблицах 1 и 2 данных видно, 
что на интенсивность затухания предварительного напряжения в же
лезобетонных балках большее влияние оказывает деформация ползу
чести бетона, чем усадка. 11ри этом степень влияния ползучести бетона, 
по сравнению с усадкой, по мере увеличения возраста бетона г։, воз
растает.

Последнее обстоятельство объясняется тем, что при освобожде
нии арматуры от натяжных приспособлении в позднем возрасте бето
на, в работе преднапряженной конструкции выключается первона
чальный наиболее интенсивный период нарастания усадки и ползу
чести бетона. Но, как известно, процесс нарастания последней, по 
мере увеличения т։, более чувствителен, чем усадки.

Вот почему в рассмотренном выше примере при т։ = 14 дням, 
максимальное уменьшение предварительного напряжения в железобе
тонной балке только от ползучести бетона составляет 46%,*֊а от 
совместного действия ползучести и усадки бетона— 52%, т. е. усад
ка увеличивает затухание предварительного напряжения в данном 
случае, при т։ =- 14 дням, лишь на 6%.

Напряжения и деформации в изгибаемых железобетонных 
элементах с предварительно натянутой арматурой в период дей
ствия внешней нагрузки с учетом ползучести и усадки бетона. 
Картина напряженного состояния в изгибаемых железобетонных 
элементах с предварительно натянутой арматурой в период действия 
внешней нагрузки значительно усложняется в силу новых условий 
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деформаций, вследствие чего закон изменения нормальных напряжений 
становится иным.

Изгибающий момент, вызываемый внешней нагрузкой, начинает 
действовать на поперечное сечение данного элемента, когда в бето
не и арматуре уже имеется предварительное напряжение с соответст
вующими изменениями, которые получаются благодаря влиянию пол
зучести и усадки бетона. Поэтому, в этом случае, будут два этапа 
расчета: первый, охватывающий время с момента освобождения арма
туры от натяжных приспособлений է = 7, ю загружения конструкций, 
т.е. до ее распалубки, а второй этап — с момента загружения и 
дальше. .,

Исследование напряженного состояния в предварительно напря
женных изгибаемых железобетонных элементах в первом этапе их 
работы было проведено в предыдущих параграфах.

Ниже мы переходим к изучению напряженного состояния в 
преднапряженных элементах во втором этапе их работы.

Положим, чго в момент времени է = т. к предварительно на
пряженной железобетонной конструкции была приложена некоторая 
система внешних сил Р<(к?= 1,2,3,....п). Предварительные напряже
ния в арматуре и бетоне в некотором элементе данной конструкции 
с учетом ползучести и усадки бетона обозначим соответственно 
через а4, (է) и ծԼ (1), напряжения же от совместного действия внеш
ней нагрузки Рх (к= 1,2,3..... о) и предварительного натяжения армату
ры с учетом ползучести и усадки будем обозначать через Հ. ркя(1) 

11
Разумеется, что значения яоа(() и օ&Հէ) полностью определя

ются формулами (2.41), (2.43), (’2.45) и (2.46) для всех значений է, 
лежащих в интервале т։ < է < т2.

При этих условиях полная продольная деформация бетона 
Чрк (է) для любого момента времени է > выразится зависи
мостью

է՜ Հ?«-(է)= —^-(t) -SHO- խ(0£C(t,r)dr֊

Լ ֊j ^.P,s«֊^^dt , (2.47)

'1

где ծ՛,(t)-предварительное напряжение в бетоне изгибаемого эле
мента с учетом ползучести и усадки бетона, определимое форму
лами (2.45) и (2.46).
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Условие равновесия в этом случае выразится следующим об
разом:

а) усилие Ni Рк> (I). растягивающее арматуру, должно равнять- i 

ся в любой момент времени От. силе N’i PfcS (է), сжимающей бетон;
б) сумма моментов этих усилий относительно центра тяжести I 

бетонного сечения должна равняться изгибаемом}՜ моменту внешних 
сил Мх.

Таким образом, имеем:
(0 + Ni?K.(o = o,

Ma, Рк. (D 4֊ Mi (է) = ձև , (2.48) ]
или, замечая, что

Ni Рк. (է) = Հ Plt , (t) F.,

m;PkS (t) = oi?K»(t)Fah։ . (2.49)
Получим:

Ne, P„ S (t) = - Na. » (I) = — cr0. pK s (է) ՒՀ ,

Mi pK. (t) = Mx - Mi Pk 8 (t) = Mx - Հ ₽„ s (t) Fa hP (2.50)

где Fa —площадь поперечного сечения арматуры,
11,—расстояние центра тяжести бетонной части поперечного се

чения данного элемента до арматуры.
Нормальные напряжения в бетоне от совместного действия осе

вой силы NipKa(t) и изгибающего момента Mf,. выражаются
следующей формулой:

(2.511
* 6 *0

где z—координата точки,
Լ-момент инерции бетонной части поперечного сечения эле

мента относительно оси, проходящей через центр тяжести (фиг. 1).
Подставляя значения NJ. рк (է) и Mi рм • (է) из (2.50) в (2.51), 

получим:

Հ. .. , (t) = - Л" °-՛ .р« ‘(է) + 1м> ՜ F- h'0»- Р.• W17 (2.52)
1'6 lo

С другой стороны, из условия совместности деформаций арма
туры и соприкасающегося слоя бетона, имеем:

£0. ?gs (t)/x = £я. рж տ (է) , (2.53)

где А—начальная относительная деформация арматуры в момент ос
вобождения ее от натяжных приспособлений t=r1։
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կ. ck (է)—относительная деформация арматуры в момент времени
I > т. от совместного действия предварительного натяжения и внеш
не՛! нагрузки с учетом ползучести и усадки бетона.

Замечая, что Հ։ձ<։(է) = ■> (2.54)

приведем условие (2 53) к виду

• Պ. р » (է)
$б, Рк ։ (O/x~Ji։ 4՜ =---  J ------ (2.55)

‘-д Ч

Подставляя значение £б (է) из соотношения (2.47) в (2.55) и 

одновременно замечая, что <Հ (է) выражается через Հ ։ (է) по

средством зависимости (2.52), находим:

[. ձ + -S.O-
֊МИ>- е.«>

4 -է
где р — процент армирования,

Ей — модуль упругости бетона,
Еа модуль упругости арматуры,

I — момент инерции бетонной части поперечного сечения рас
сматриваемого элемента относительно оси, проходящей 
через центр тяжести арматуры и параллельной оси OY 
(фиг. I). При этом

1 = I0 + Fo h“

По — отношение моментов инерции -֊- •
*0

Произведя интегрирование в (2.56), после некоторых преобра
зований, для определения Հ 0 (t) получим следующее уравнение:

յ = Еа [А — SH (t)| . 4- EnC(t, т,;) _
J °* *Լ ' I4|imne ЬП+рНопИ

E. f’ . , . dC(i.t) , . цЕ*п0 f • .. ԺԸ(է,:.ր) .
ГмиппГ ) °"<T> - X~dt+ 1 ,unn0 J (257)

ն . -a
Замечая, что

К °«.fx.W= ՜11ՈօՀ.(շ-58)
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из зависимости (2.57J для Հ. Р1{ ДО получим аналогичное уравнение.

рЕа па Ր’. ԺՇՈ. т) |1Еа п„ (• • ,}да\.х)
1 • |ипп0 J 6֊ О' ' 1 -|inom J *>+** w <к

՜ւ ~i
Таким образом задача определения напряженного состояния в

предварительно напряженных железобетонных изгибаемых элемен
тах при одновременном действии внешней нагрузки с учетом ползу
чести и усадки бетона сводится к решению интегральных уравнений

И

։

'э

(2.60) 
t

*э.
с ядром, равным производной меры ползучести бетона, т. е.

K(t.r)=^> (2.6i)

свободными членами

г; /. յ __ 1*^ Sn (է ) 1
1 Ч- ու

М։ h, ш 
IjTTpm nJ lH-EeC(t,x)l-

ф(։) = Т7Г 1 loll • |im nJ
I* E*

I * pmn0
|A-Sn(t)) +

p Eu nft tfC(t.-c) , 
- dT

и параметром
л = l1 Ез no

1 -I- |unn(

v 1 4- pm n0 (2.63)

где Eain — модульное отношение, равное =~ 
ho
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г. (է) и a*» (է) — натяжения в рассматриваемом элементе в момент 
времени է только от предварительного натяжения с учетом Ползу
чести н усадки, значения которых определяются но формулам (2.42), 
(2.43) и (2.45).

Для определения значений нормальных напряжений в предва- 
рньмьно напряженных изгибаемых железобетонных элементах при 
одновременном действии внешней нагрузки с учетом ползучести и 
усадки бетона воспользуемся соответствующими зависимостями (2.17) 
и (2.28) для С(է. т) и Su (է) и, поступая аналогичным способом, как 
в предыдущих параграфах, приведем интегральные уравнения (2.60) 
к следующим дифференциальным уравнениям:

ՀՀ. го+ги+ч(0= ֊ '՜;;յտ:(է) + րտ,(է)|,

<Р,.(‘) + т|։-и1)?(1)| ՀՀ, (t) = A0[s„(t)+Ys„(t)]. (2.641

При этом, согласно (2.57) и (2.59), для Հ р ։ (է) и о*б (I) бу

дем иметь следующие начальные условия:

• н\_ J? Р ՜ So/hl . Ji 'П
•- М 1 ֊• |1П1 п„ i.JI [ini n |

<РК - <т=) = -

pm и , Ա11 4֊ pm н0| (2.65)

Ծ’ (т.) = - Mxb|___
л J ՜ l0|l ■ pm nJ

,!‘E։"° [Д s„(r,)H 1 pnuift 1 "

P E:i По
’ pHiii., 0Z

(-.•)= ^=)"-

Еа յւ n0 Sn (tJ _ Mx h, Ea YJL nft<? (т.,)
1 rpinnft 1JJ tun nJ

Пользуясь этими условиями, а также замечая, что согласно 
(2.17) и (2.28)

?(?)= ^4-С։,

Sn(t) = S0 |е ^-е s‘|,
(2.66)
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(2.68)

Փ(րէ,Ր))

(2.67

решение уравнений (2.64) для z , (է) можно представить в форме

։1) __ с- /- \ „| (Wfe., &» у Z A1 с \ — 
I | |։ ц-итп, L. с» I

Еа So s е
1 ртпй

I -1 Sft s(*'
1 4- p.m n6

Имея же в виду, что

аб. Рк Л (0 =

(•

И.

I е '՛ հI ֊,_,МФ(Н.Р)

х" dx.

и подставляя значения (է) из (2.67) в (2.68), хля Հ . (0 по-

ЛУЧИМ:

*s-3

Հ.?,. (';)! |Ф(г։.р1—Ф(гт,,р)|
т .1 Р

- A So s(y S)
(r—S)X Р е х dx. (2.69)

•2
Оценивая аналогичным образом, как и в предыдущих 

фах, выражения (2.67) и (2.69) сверху и снизу, получим для 

и օճ (է) следующие расчетные формулы:

Հ.օ.. (՝)

’ , (t) = Հ . a
"••'к * ՝ ' J-izK »

(■M-iJMJii JkJL_ E.S.se՜*՜’

1 4- յա։ nft

■о I

ег"'гр
_ շ_[Փ(ր։.թ)^Փ(ր-շ;թ)| -

Е.^-8) Հ |
1 4՜ По г— s ] ֊,, (<T*(st. p) - Փ(տր„ р)1 

s

ё
7

о

о

— |Փ(րէ. р) - ф(гт2, р)| j . (2.70)
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I__ £ S!* *j' j_ (л՜՜*՛'՜՜-1& Sfl տ(ր — Տ) е ՜՜ — - ---  , -----
1 -{- p.m пц r s

rf Հ .$« s(r - s) —±_ J— [ Փ(տէ, p) - <I>(st., pj] -

■։
eIM'” ' 1

---------— !4>(rt.p)-4>(rt.;p)J .

. 1 =7<i л„. „1, л._ '
* . [МП По

§ 3. Затухание предварительных напряжений в железобетонных 
трубах под влиянием ползучести и усадки бетона

Постановка задачи и основные уравнения. Обычные железо
бетонные трубы, применяемые при строительстве напорных трубо
проводов, резервуаров и т. п. без предварительного напряжения, 
имеют тот существенный недостаток, что в их стенках уже в ран
нем возрасте появляются трещины.

Эти трещины в стенках железобетонных труб возникают под 
влияние растягивающих кольцевых напряжений, вызванных дей
ствием внутреннего давления воды и объясняются низкой сопротив
ляемостью бетона растяжению.

Кроме внешних нагрузок причинами появления трещин в стен
ках железобетонных труб часто являются также усадка бетона и 
температурные воздействия.
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Поэтому, трещины в стенках железобетонных труб, работаю
щих преимущественно на растяжение, можно считать почти неизбеж
ными, если предполагать, что растягивающие напряжения должны 
восприниматься главным образом бетоном.

Для повышения водонепроницаемости железобетонных труб 
обычно применяют водонепроницаемую штукатурку, бетон высокой 
плотности и ряд других мероприятий.

Однако можно считать установленным, что никакая изоляция, 
кроме сплошной металлической рубашки, не гарантирует полной водо
непроницаемости отдельных участков в стенках этих труб до тех 
пор, пока не удастся передать наибольшую часть возникших в них 
растягивающих напряжений на арматуру с таким расчетом, чтобы 
достигнуть условий работы бетона в пределах допускаемых напря
жений и тем самым исключить появление в нем трещин.

Кроме того, конструкции железобетонных труб без применения 
предварительного напряжения оказываются также неэкономичными 
как по расходу основных материалов (сталь, бетон, дерево), так и 
по стоимости сооружений в целом.

Поэтому, зачастую, несмотря на очевидные преимущества желе
зобетона как материала для трубопроводов, резервуаров и т. п. по 
сравнению с металлом, отдают предпочтение последнему.

Радикальным средством, обеспечивающим отсуствие трещин в 
стенках железобетонных труб, с одновременным достижением зна
чительной экономичности, является предварительное напряжение.

Идея предварительного напряжения железобетонной трубы за
ключается в предварительном сжатии бетона в стенках настолько, 
чтобы при давлении воды и других факторах воздействия (усадка, 
температурные напряжения) растягивающие напряжения в бетоне не 
имели места, а уменьшалось только его предварительное сжатие.

Опыт строительства предварительно напряженных железобетон
ных груб показал полную возможность обеспечения их трещино- 
устойчивости при одновременном достижении значительной экономии 
в их стоимости.

В настоящем параграфе приводится решение задачи о затуха
нии предварительного напряжения в железобетонной трубе от воз
действия ползучести и усадки бетона. При этом предполагается, что 
труба достаточно длинна и поэтому влиянием закрепления торцов 
можно пренебречь.

Рассмотрим круглую железобетонную трубу, в которой наруж
ная поверхность бетона радиуса г=Ь соприкасается с арматурой тол
щиной о, а внутренняя поверхность имеет радус г—а. Для простоты, 
работой защитного слоя бетона будем пренебрегать.

Обозначим через Fa площадь арматуры на погонную единицу 
длины трубы. Очевидно, что Fa = 5 • 1 = о (фиг. 2) .

Положим, что арматура в железобетонной трубе предварительно 
вытянута на относительную величину ձ, которая сохраняется до ее 
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освобождения от натяжных приспособлений. Если бы арматура при 
своей деформации после освобождения не встречала сопротивления, 
то относительное уменьшение ее ради

уса было бы . При совместной рабо- 

■ ••• бетона и арматуры, между ними воз
никает сила взаимодействия q^ (է), сжи

мающая бетонный цилиндр и растяги
вающая арматуру, причем, в силу сим
метрии, касательные напряжения будут 
равняться нулю. Расчетные схемы пока
заны на фигурах 3 и 4.

Рассмотрим сначала задачу Ляме 
для бетонного слоя и арматуры в от
дельности под влиянием нагрузки զ*ձ (է).

Нормальные напряжения ..(է) и Վ(է) и радиальное переме

щение Ve(t) в бетонном слое (фиг. 2) выразятся через усилие Цд (է) 
следующими формулами:

. b ’ z. b In г/а ...
= - ГПГьГа' °-(1)=-ТйьГа' ЧдО).

(3.1)

Напряжение же % ? (է) в арматуре и радиальное перемещение 

ее Հ (է) будут:
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(3/2)

где

Еа — модуль упругости арматуры, 
о — толщина стенки, т. е. приведенная толщина арматуры, 
v։ — коэфициент Пуассона для бетона.
Переходим к определению закона затухания предварительных 

напряжений в железобетонной трубе под влиянием ползучести и из
менения модуля упругости бетона, т. е. к определению величины 
проектного предварительного напряжения в зависимости от времени է.

Радиальная деформация бетона при плоском напряженном >:о- 
стоянии железобетонной трубы выразится формулой:

t
Հ ն <4,(0 

8fiW֊֊ ад £ gL .«л) От.(3.3)

С другой стороны, условие совместности деформации в этой 
случае выразится равенством:

. ձ
Հ(Գ'ր=հ= v,(t)- , (3.4)

ИЛИ 
q\(l)b’ д J

где, для простоты, принято с = Ь.
Далее, замечая, что

Հ(է)
4(t)=-y-r (3;Й

условие совместности деформаций (3.5) приведем к виду 
q*. (t) ba л

ге«(‘>'^ь=-щр;------- аГ <3-7>

Подставляя в (3.7) значение радиальной деформации з© (О из 
(3.3) и пользуясь для Հ .(է) и Հր(է) соответствующими выражения

ми (3.1), получим:
q’JOb’ д Г | 1 bq'A(t)
Е>а 2*՜ 1п± 1 ն E<t}

I

+J Li՜7՛ ]b4i(t>^ [й) ‘c °* t> ]dT ՛ 
ч a

(3.8)
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F Fили, умножая обе части уравнения (3.8) па 'а^ - и имея в виду, что

= ։n(t), находим:

I ՜ ՜ր՜ (ioj՜’1 ) j 4ձ(։) Эт |g(z)dl ՚ 
՜ւ

где h — площадь арматуры,

(3.9)

Произведя группировку подобных членов в соотношении (3.9), 
будем иметь:

• _  _F»_ А К;|
l'՜ 2теЬа ՛ I ֊ք֊Խւ(է) ՜1՜

t 

՜։
Здесь принято обозначение

• . Fa 1—vjnp
А* b ’ 1ոձ '

Таким образом, задача определения усилия զձ(է), возникающе

го между бетонным слоем и арматурой железобетонной трубы от 
воздействия предварительного натяжения арматуры с учетом ползу
чест. сводится к решению интегрального уравнения (3.10) с ядром

В к<։^=й^4[ёЙ+сН’ ,ЗЛ1) 

свободным членом

В й ■ т+йга l3J2)
и параметром
I X, = X, 4 = ^ • • (3.13)

Для нахождения решения этого уравнения воспользуемся для 

с(1,т) зависимостью c(t, т) = <р(г) 11 -е ՜՜^։՜՜*)1.
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Подставляя значение с(1, т) в уравнение (3.10), получим;

[ 1 + Ч;(1) ֊ Х.Е. [ ; 'gt։ 4Y(r) [ I - е-1,|-')] _

(-)<։-■ (3|>

Дифференцируя обе части этого равенства по I, находим 

[1 4- ?.;Ո1(է)]էվ (է) = - y\ Ел <p(t) q; 4-

t

+rX։Ea I խ'(ր) + րփ(է)] e 7(1 ՜Հ) q;(T)dT. (3.15)

’l
По, из (3.14) имеем:

։

*|E. f [ф'(т) + тф.т)] e՜10՜՜’ q; (т) ։1т =

է

[1 I- A։m(0] q; (է) + \ЕЛ (վ(ր)(1ր. (3.16)

Подставляя значение этого интеграла в соотношение (3.15), 
после некоторых преобразований получим:

[1 +л։п։(0] ql(l)4-Y[l + Հա(է)4֊ 4ձ 0) =

-Т4^ Д Г5֊,Е։ [ I ՚ T'(t)] q’4(t)dt. (3.17)

՜:
1 loBTopno продифференцировав это уравнение, окончательно 

находим:

(1 4֊^m(t)]q;*(t)4 !Г4 Հ[ա'(է)4- Ym(i)4֊7Eacp(t)]) 4ձ’(է) = 0. (3.18)

Таким образом, закон изменения усилия цд (է) в предварительно 

напряженной железобетонной трубе определяется дифференциаль
ным уравнением (3.18).

После того как величина ցձ(է) определена из уравнения (3.18), 

проектные предварительные напряжения в железобетонной трубе1 
a6?(t), c’r(t) и Հ?(է) с учетом ползучести и переменности модуля 

упругости бетона определяются по формулам (3.1) и (3.2).
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Затухание предварительных напряжений в железобетонных 
трубах под влиянием только ползучести бетона. Положим для 
простоты, что в данной железобетонной трубе модуль упругости бе
тон.; постоянен и равен Ео, а мера ползучести его определяется за
висимостью (2.21).

Исследуем как при этих условиях будут” изменяться во време
ни проектные значения предварительных напряжений ծ’?(ւ) и (է) 

в рассматриваемом железобетонном элементе под действием ползу
чести бетона. Влияние усадки пока учитывать не будем.

В таком случае дифференциальное уравнение (3.18), для опре
деления <|д (!) примет следующий вид:

ч’ЛО + Г l + ^T^I ql(0 = O. (3.19)
I “рА|П1 I

Начальные условия для (է), согласно (3.10) и (3.15), будут:

. ,Հ FaAEa
Чд(ч)֊ 2zb*[l +X,mj’

(3.20)

Пользуясь этими условиями, решение дифференциального 
нения (3.19) можно написать в следующей форме:

урав-

4*ձ(է) = 4ձ1՜:) 1֊
Г>чЕи ф(Т|) ef ’ 

1 4- л,ш

)+СГп dz

<1т (3.21)

—т

е

Подставляя в выражение (3.21) значение <?(т)= 4՜ Со и поль-

зуясь при интегрировании обозначением для функции влияния <1>(с, р), 
окончательно получим формулу:

'0

։> г 
՜է е 
՜7^

|Փւրւ, р)-Ф(гт.,р)| .(3:22)

Здесь принято:
_ A, YA'h-a г ~ -Հ 14-

р ; 4-Х։ш ' ’ ՜1՜ 1 4- А|Ш

. __ F. 1-т 1пЗ 
1 ՜ b * In?՜

. Е" 
п1= г՜' 

1-0

(3.23)

4ձ(՜ւ) -величина усилия q'A(t) в момент освобождения арматуры от

натяжных приспособлений է = Հ.
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Подставляя значение <]д(1) из соотношения (3.22) в выражения

(3.1) и (3.2) для а*? (է) и Հ_(էյ. приведем их к следующему виду: 1

Հ?(է)= ae<T1)H;<?(t.T1 .֊I֊, А), ■

-ц-'т) ’ (3'24Ч
При этом

va F / д \ Հ1՝ ег՜*- 1 - те (тг+ с« )-^Г քՓ(րէ- I»- Փ(րէ>֊ Р>1 • Ш

Заметим, что процент армирования трубы связан с ее геометрии 
ческими размерами следующей зависимостью:

Տ о
и "Р-1' ь '

Таким образом, величины Н, / է, ) я Не Iէ, г..-?- • И.
\ b a ) \ 1} а/

определяемые соотношением (3.25), представляют коэфициенты за
тухания предварительных напряжений в железобетонной трубе, при
чем ими определяется закон изменения величин этих напряжений 
во времени в зависимости от возраста бетона (т. е. от момента вре
мени 1=тъ при котором были освобождены натяжные приспособления). , 
интенсивности меры ползучести c(t,r), геометрической формы попе
речного сечения трубы и процента армирования р.

Для иллюстрации в количественном отношении величины поте
ри предварительного напряжения в железобетонных трубах от воз
действия ползучести бетона, нами вычислены значения коэфициен- 

тов затухания преднапряжения Н* է, “p-jy- . — J и 1Հт,. 

для различных моментов времени է, процента армирования ц в вре-
5 I

мени отпуска натяжных приспособлений т։, при =0,002: мера пол

зучести бетона c(t. т) такая же, как и в предыдущих параграфах.
Значения этих коэфициентов приведены в таблице 3.
Из таблицы видно, что величина потери предварительного на

пряжения в железобетонных трубах под влиянием ползучести бе
тона оказывается меньше, чем в изгибаемых балках. Объясняется 
это тем, что железобетонная труба находится в условиях плоского 
напряженного состояния, при котором влияние деформаций ползуче
сти бетона на напряженное состояние данного элемента сказывается
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слабее,, чем при линейном напряженном состоянии. Одновременно 

здесь следует отметить, что по мере увеличения отношения $ — — > 
Л 

коэфнцнент затухания преднапряжения в трубах увеличивается. Это 
о 

показывает, что при данном отношении ползучесть оказывает бо

лее сильное влияние в тех случаях, когда труба тонкостенная. 

В среднем, придкзмеиснии >= от 1,1 до 1,5, максимальное значе

ние потери преднапряжения при т։ = 7 дням достигает от 60 
ди 30%.

Таблица 3
Значения коэфициентов затухания предварительных напряжений

u. I -i 1> \ ; г, ь\
• Б ' Т I ” ! с I *’ ՜1 ՛ Ь ՚ ՜ւ՜/ в железобетонной трубе в рэсличные мс -

о
менты t при -g- = 0,002

. / I b \ , / й b \Нб « ( է։ ՜1 ՚ Ъ՜ ’ Т ,) “ Պ ? ( '• • ՜Մ ’ Т ,)

ձ 
а 11,1 <P=2.2%) 1,2 (P = 1.2%) 1.3 ( 1 - 0.867քՀ,-,) 1.5 (я = 0.6%)

__

7 14 28 7 14 28 7 11 28 - 14 28
JI
Г1

■
7 — 1 —— — 1 — — 1 — —

14 0,8262 1 — 0,8931 1 — 0,9205 1 — % 9433 1 —
28 ГО,6154 0,7631 1 0.7515 0,8510 1 0,8112 0.8886 1 0,8615 0,9191 I
45 0,4849 0,6217 0,7637 0,6554 0,7500 0,8507 0,7317 0,8075 0,8784 0,8020 0,8601 0,9201
90 ւ 0,5144 0,584310,5667 0,6564 0,7124 0,6514 0,7284 0,7600 0,7388 0,7968 0,8345

360 0.3780 0,49640,554210,5450 0,6336 0,6782 0,6326 0,7066 0,7267 0,7170 0,7760 0,8050
М ք ք to,37800,4964 0,5542 0,5150 0,6336 0,6782 0,6326 0,7066:0,7267 ;o. 7170’(), 7760 0,8050

x l0,3780 0,4964
Il I 0,5542 0,5450 0,6336 0.6782 0,6326'0,7066|0,7267 0.7170 0,7760(0,8050

Однако при фиксированном значении отношения 3 = 8 даи՜а ,

ной железобетонной трубе по мере возрастания * , т. е. с увеличе

нием процента армирования р коэфициент затухания предваритель- 
. / § Ь \

лого напряжения Н6 ? 11, т,, ՜ի՜ • ~ I будет также убывать.

Кроме того, следует отметить, что при возрастании т։ величина 
потери будет уменьшаться и когда т։ стремится к бесконечности, 
г. с. практически при старом возрасте бетона эта потеря будет стре
миться к нулю.
Ibiecnm IV. № 5-3
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Затухание предварительных напряжений в железобетонной 
трубе от совместного влияния ползучести и усадки бетона. Пере
ходим к изучению вопроса о затухании предварительных напряже
ний в железобетонных трубах от совместного влияния ползучести и 
усадки бетона. Будем полагать, что процесс нарастания явления 
усадки бетона в них протекает согласно закону

Տ» (է) = Տ“ (г, ?) | е-5՜1—e“sl | (3.26)1

считая при этом, что S'n (г, <р) или постоянно, равное So, или являет
ся линейной функцией координаты г.

В этом случае радиальная деформация бетона в рассматривае
мой трубе выразится следующей зависимостью;

«՛>- Н- ‘-Հ1/
I

֊ ք ! Հ, (՜) ֊ V. (Т)} £ [ gL + c(t, т) ] dz. (3.27)|

՜է
С другой (фороны, условие совместности деформаций будет:

Հ,(է)/,=հ = Հ, (է) ֊ • (3.28Й

или
’ /А/ %s(t)b’ ձV61. (t)/r=b— g-֊թ- . (ЗЛ

Здесь <ւձտ(է) есть радиальное усилие, возникающее между бе

тонным слоем и арматурой от предварительного натяжения послед-; 
ней, с учетом ползучести и усадки бетона.

Замечая, что

Հ(օ = ճ֊տ(է)-

условие совместности деформаций (3.29) приведем к виду: 

г£бД0'г b
(t)b-

Еэ Fa
(3.31)

ձ
2я

причем здесь, для простоты, принято с^Ь.
Подставляя в (3.31) значение радиальной деформации из (3.27) 

и пользуясь для <Հ?,տ(է) и ^г.ДО соответствующими выражения

ми (3.1), получим;

(t)b’ _ձ -_bs (է) Ь(1֊МД?) • (t) + 
E,E. 2к ՜ ЬЬ"() E(t)ln? զձտԱ
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Г + —Тп?1 |П?) / " [eh 4 c(t Հ| j dT- (гз2)
IgSaL ч

Произведя группировку подобных членов в соотношении (3.32) 
пекле некоторых преобразований будем иметь:

• /о _ ______ Ei ՒՀ Տ, (է)
ЧЛ«'М 2яЬ’’ 1+Х։т(!) հին. X,m(t)| *

I
+ X, Е. J Чд, (г)^- | К(_( -• c(t, rij -J-՜ <333>

Ч
Здесь приняты следующие обозначения:

Я= m/tk  Е։ ~' V| /Ч 3-Й• m(t)x=|£<1> , Х։=------Б -3 (3.34)

Д -начальная относительная деформация арматуры в момент 
освобождения ее от натяжных приспособлений 1 = т։.

13 первой части уравнения (3.33) сумма первых двух слагаемых 
представляет значение упруго-мгновенного усилия, возникшего меж
ду бетонным слоем трубы и арматурой от совместного действия 
предварительного натяжения и усадки без учета ползучести бетона, 
Обозначим это усилие так:

_ _  Fа ֊ ________ Рд Տո 11) ОГ\
1 ֊ր֊Հա(է) ծ(յ֊րՀա(է))

Таким образом, задача определения величины усилия (է) 

возникающего между бетонным слоем и арматурой железобетонной 
трубы от воздействия предварительного напряжения с учетом ползу
чести и усадки бетона сводится к решению интегрального уравнения

(3.36)ч;։(։)"Чд,(‘Н^ч;,мк(<.т).к, 
|И| ”։

с ядром
Ив К<1. ■) = -j֊7;-m(|) [ вд + С(1. է) I •

свободным членом
м F. ДЕ. Е. Fa Տո (է) 

Чд- W ֊ շ.|,։ ։ + Ь(1+Л,т(1)|

II параметром
Х,=л,Е.,

, F. (I - V, Inf») .. Е, . Ьгде X,«.------. m(t)- tv.֊. . ?=•-֊-

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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Vj коэфициент Пуассона для бетона.
Для нахождения решения этих уравнений воспользуемся для 

c(t, г) зависимостью (2.17).
Подставляя значение c(t,r) из (2.17) в уравнение (3.36) и диффе

ренцируя обе части полученного равенства по է, аналогичным обра
зом, как в пункте 2°, параграфа 2, находим:

Р F[1 + i,n>(t)j qAS (է) =. - Eljp. S„ (t) - X,E. TT(t) Чд։ (t)

t

4֊ Y*։ Ea j |?'C0 -J- Y֊?(x)j e՜'0՜^ (t) (It. (3.40)

•1
Но, из исходного уравнения (3.33), имеем

Ш J+ ТЯР(т)1 е-‘° т) ЧДч (г) dr = - g^MQ -

-|1 ••-A։fn(t))q^(t)+A,E. q’ (r)dr. (3.41)

Подставляя значения этого интеграла в соотношение (3.40), 
получим:

11 + Н)1 Чд, (I)+111 + + ’.Е. «₽(1)1 qls(t) = г֊֊^՚ -

I

֊п֊ I Հ W + Л, (I) I +тЧ& [ Ш'(")
Ёд q^Mdr. (3.42)

Вторично дифференцируя это уравнение по է, находим

[1 +Հա(է)]4’ձտ (0փ )Հա'(է) +ր(1 4-Հա(է) <p(t) )} q*As (0 =
p p ,

= - -b— Is" <։)+՚տ» <4 ■ <злз)
или, после разделения обеих частей уравнения (3.43) на (I -|-Х։т(0]. 
окончательно приведем его к следующему виду:

- м 1 I , - ЖШ + г Еж ф0)| ..
ր+Կ 1 Հա(0 j Mas (0 §?.F< . ՏՀ04-YSo(0 . (3.44) 

l> 1 -I- \m(tj

Таким образом, закон изменения во времени величины усилия 
Чду П) в железобетонных трубах определяется дифференциальным 

уравнением (3.44).
Для простоты, рассмотрим тот случай, когда в данной железо

бетонной трубе модуль упругости постоянен и равен En, a c(t, т) и 
So(0 определяются зависимостями (2.17) и (3.26).
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В этом случае дифференциальное уравнение (3.44) для опре
деления цд,_ (է) примет следующий вид:

- ■ | ֊ - YiS | <տ о ֊֊ ֊ • (з.45)
Начальные условия для 4^(0, согласно (3.33) и (3.40), будут:

• F ДЕ
4ձՀ (rj= 4ձտ(',)= շ^֊ք * 1՜4-Հա ՜ _5ւ!ճ§ձՋւԼ 

հի-ք-Հա]

էՀ՜ (ր \ — Տո(՜։) Y'-J՛-յ t("i) /_ \ ГЧ 46*
%S p-“ -ni|— - լ՜Յր^՜ա՜ ,ձտ (ն)’ (M6)

или замечая, что согласно (3.26)

S„ (г,) = и

$л (՜յ) — Sn SC ՛.

Получим:

. . E.P.Sjse rXjE.^rJ
“*»՝” Ь (1 + Հւո) 1+Հւո qAs W.

Пользуясь этими условиями решение дифференциального урав
нения (3.45) можно написать в форме:

՜Հյ 
w-J. "

1 4- Հա W

X.E.

I -лрп
dz

I Е. F, S„ (-,)
I [1+Xmfb

—t

е

ПТ?» ?(У) dy 
1 I AjHI

dr. (3.47)

Подставляя в выражение (3.47) значение <р(т) — 4- Со и S0(t)

е е " | и произведя некоторые квадратуры, получим:

• E
4ձտ

F.SaS — տկ
-fa-e
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է

՚ ՀԿI, С/՜ с°) Ш Ы |է?՜' Հ \ ~~ dT ՜

где A,yAj E.։
1 l-U.m

Ea Fa Տօտ(ր — $) 
b(l 4- лхш) z₽ dz ,

r = Y

<3.48)

A] Ea Cg\
I 4- Xxm у

Для получения в замкнутом виде расчетных формул, удобных 
для практического применения, оценим выражение (3.48) сверху и 
снизу аналогичным путем, как в параграфе 2.

Для этого, предварительно проинтегрировав по частям двойной 
интеграл в правой части выражения (3.48) и пользуясь зависи
мостью (2.33), приведем это выражение к следующему виду:

. F
4is (։)= 4ձտ (T>)--j4x„n Sos F, 

~b

Интегрируя по частям предпоследний интеграл н соотношении 
(3.49), после соответствующих сокращений получим:

Еа еГГ|?₽ 
чд« <’> = (*-’ -ւրր,»-

SosFa e“ST‘ 
b
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Оценим теперь это выражение сверху и снизу в том случае, 
когда у տ>0. Обозначив значение (է) с избытком через qA (է), 

а с недостатком —через q*4 (t) и пользуясь неравенством (2.36), бу

дем иметь:

Е>ег’чтр
= ПА-п

S„s И. е ՜տ':' 
------Б-------

Интегрируя по частям последний интеграл в выражении (3.52),
после группировки найдем:

Տ» s (r-r) Fj
Г b(r ֊>

1 Л.П1

•I

Հ — 3)ЕД Fa 
г b (1 + Хрп) s

% <’)=4ձտ (-,)
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(.3.53)

Пользуясь обозначением для функции влияния Ф(£, р), выраже
ние (3.53) окончательно запишем в виде:

Eae-f7’ rp rp՜’ 
ш w = w — i. >.;m 4is <‘>>

Sfts(r-r)Ftte 
b(r s)

-P cP-rI
—St *e 4֊- r — s

Аналогичным

Փ(րէ, p) Փ(րր„ p) _ So (Y 
rb(l лдп)

s) Ea Fa e-ST*

4Լ(է) = Նտ(ն)

(Փ(տէ,թ)-Փ(ՏՀ։, p)l |-

путем, из соотношения (3.50), находим

(3.54)

Ea en‘ Հ

I Xjm
/ Д I

A ֊Կ CJq

ЧИЖ՜ !<r֊s)e— ֊

- re֊։l + se-'՛*՛1*'՜5’՜-՛ ps [E, { st) E, ( sr,)| +

+ ps e(r-s)7‘ [Ei ( rt) - E, (֊ rr,)] ) . (3.55)

После того, как верхняя и нижняя грани величины усилия 
4ձտ (է) определены по формулам (3.54) и (3.55), значения проектных 
предварительных напряжений ^«.տՕ) и s(t) в железобетонной 

трубе с учетом ползучести и усадки бетона определятся по форму
лам (3.1) и (3.2).

В заключение отметим, что задачу по определению напряжении 
в железобетонной трубе от совместного действия внешней нагрузки 
и предварительного натяжения арматуры с учетом ползучести и 
усадки бетона можно решить таким же путем, как и в случае изги
баемых железобетонных элементов, приведенном в § 2 настоящей 
работы.

Сектор математики и механики 
Академик наук Армянской ССР

Поступило 3 1 I95S
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

С. А Амбарцумян

Расчет пологих цилиндрических оболочек, собранных 
из анизотропных слоев

1. Рассмотрим многослойную тонкую цилиндрическую оболоч
ку, построенную из нечетного числа однородных анизотропных слоев, 
симметрично расположенных относительно срединной поверхности 
оболочки. Эта поверхность одновременно является срединной поверх
ностью среднего слоя (фиг. 1.).

Считаем, что материал каждого слоя подчиняется обобщенному 
закону Гука и в каждой точке имеет лишь одну плоскость упругой 
симметрии, параллельную срединном поверхности оболочки [1].

Предполагается также, что все слон при деформировании остают
ся упругими и работают совместно, т. е. скольжения слоев по по
верхностям контакта не возможны.

Положение точек на срединной поверхности цилиндрической 
оболочки будем определять координатами: а — вдоль образующей, 
и по дуге поперечного сечения срединной поверхности (фиг. 2)- 
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Коэфицяенты первой квадратичной формы в этой системе коорди
нат имеют следующие значения: А = В=1, т. с. срединная поверх
ность цилиндрической оболочки имеет метрику плоскости.

2. Формулы, харак
теризующие деформации 
и изменения кривизны 
срединной поверхности 
анизотропной оболочки, 
не отличаются от соот
ветствующих формул изо
тропной оболочки, и в 
случае пологой цилинд
рической оболочки имеют 
вид [2]:

ժս dv ժս . dv
• da 2 ԺՅ dp da

У ~~ •—■*՛• 1 *^* ■- ՚ ՚ * * ~~ —- _• ■ •
’’ da- ' d? dadb

(2.1)

где u = ula,,3), v = v(a. ?), w = w(«, S) — соответственно тангенциаль
ные и нормальные перемещения точки (%, 3) срединной поверхности, 

I
к — -г.- кривизна срединной поверхности.

К
Для слоистой анизотропной оболочки в целом считаем спра

ведливой гипотезу о том, что нормальный к срединной поверхности' 
прямолинейный элемент оболочки, после деформации, остается пря
молинейным, нормальным к срединной поверхности и сохраняет свою 
первоначальную длину [2].

В силу этой гипотезы, из обобщенного закона Гука в случае 
наличия одной плоскости упругой симметрии, для напряжений 
а"’, а"1 и т’", m-го слоя оболочки получим:

in . nin I огп . om г>П1ДՀ = B„s, +В,; «.+В,,, ш+ В„ х,+В„ х, , В.. X )

’₽ = Ви •• Вя 6=+А, “ V 1 В„ »։+Вя *։+в„ т 1 (2-2)
ГП ,։П1 „ГП ,.,П1 | ,,Ш ռյո . լ.111 iBm®+Y( B„ x, Вих։+В„ т), 

где аналогично тому, что у С. Г. Лехницкого [1]:

= (i, к = 1,2,6) (2.3)
Հ

Здесь А՛” являются упругими постоянными. Общее число неза
висимых упругих постоянных равно 13. В силу симметрии матрицы 



Расчет пологих цилиндрических оболочек 375

коэфпциентрв обобщенного закона Гука Л՛],' =- AjJ]
I Остальные три составляющие тензора напряжений определяем 

ла условий равновесия дифференциального элемента m-го слоя обо
лочки [2].

Ограничиваясь точностью формул (2.1) для напряжений и

Հ получим:

C1Y - Фш(Л>?)

Фт(а. Я

<Ն

3 А |П

*«т ՜^՜՜ ժձ

-I"
Л
1

- tn 
C/7, Л-1” o'-ля

՜ г. у ՕՀԼ

(2.1)

где 0) н փտ(«. £) функции, появившиеся в силу интегрнрова- 
пия по հ. Функции <рт и փա определяем как в слоистых пластин
ках (3), т. е. из условий на поверхностях контакта смежных слоев 
И аа внешних поверхностях оболочки (фиг. Г).

а) На верхней поверхности у = 5

(2.6)

(2.7)

(2.8)

г;.? + 1=Х. ^’+, = y. (2.5)

»де Х(«.?) п Y(а,являются тангенциальными составляющими ин
тенсивности внешней нагрузки, о — половина толщины оболочки.

б) на нижней поверхности у = — 5
I “г/ = 0. = 0.

в) на поверхностях контакта смежных слоев:

при ՚՜ = օ m = (п 4-I), (п 4֊ 2), .. . 2п,

при ? = —5 п։=2, 3, 4 ... (п 4 I).

um~um —1 > vm = vi!i-1 >

hi _ тп—I in ni 1
Խ ֊ ’aY - *3f — ■

R силу того, что основная гипотеза дана для всего пакета обо
лочки в целом, условия контакта (2.7) выполняются автоматически.

Подставляя значения напряжения Հ', з? и из (2.2) bi2.1i, 
и учитывая (2.1), (2.5), (2.6) и (2.8), для касательных напряжении 

и ., получим |4]:

для слоев от внутреннего (1-го) до среднего (п 1)-го вклю- 
агьно, т. ё. для m — 1, 2, 3 ... (п 4֊ 1)
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-™ = f е(В^) w + Q1?(B^)v-|-Ra (bJJJ)w] -
-V E(s"k)w--3.lpi (*ikl « + Qa?l ‘Kb+R, ( <bv I ■ (2՛9) 

< = V F (B*)*-T Ip? I в!") v+ Q։? (BS) U + r? ( bJJJ) w I -

- հհ P|.gik)w-« | Ppi. ։™.lv + Q,p( tJ2) u + rs (tJJJ) w|. (2.Ю)

Для слоев от наружного (2п 1)-го до среднего (п 1)-го включи
тельно, т. е. для ու = (п 4-1), (п 2) ... (2п 4՜ О

հ = у Е (Й+2-՞) w - Т [ Р. I вГ2--т) U+Q.P (в’Г2т) V + 

:кД'вГ‘2-"^]֊ £ E(g2r2-mlw ֊3|рЛГ2-'")и +

,, I /2в 1-2— itii ։ п 1 '2п-1-2— ։п । I , v•QasHik >V4-Ra(tlk^ |w|4-X. (2.11)

= '• t-1 B^,+2-ral w - Y [Pp(вГ։-т)v+Q,p(B^+2-m) u +

‘ Кр(вГ2-тН ^F(gr2^n.hv-S|Pp(t?r2֊m)v +

+ Qapl'։?r2-mlu-i-Rpl'trk+2_'")'v| + Y. (2.12)

В этих формулах введены следующие обозначения: 

ժ։ ժ։ Ժ3
Р«(Ь‘Х) =Ь**^+2Ь'«-3^ + Ь«-^’

а3 д- д2
( b։k) = bp. 4- (ь։։ 4- ьй6) ժյէժ? -4- bw ֊^, . (‘2.13)

Ь1к) = ь„ : 2 п5|. \ Ьй

м ЛЗ (Ճ АУ
Е I b,k) = Ь„ ... 3Ь„. , Ь„ + 2ЬИ) + Ь,_ . (2.15)

( k|k) —
, д . . д 
br - ----- bM

6/a • ' (Ւ.

•
K>

։
(2.14)

к я hk) =
h d ■ h ժ
՜' </jj <7a K.

ժ’ ժ՝ Ժ3
F' 1 1>ik ՚ = "՜-5 ’ Ь։« д^с)7. ՝ ^։1 : ժ^ժյժ ' և1<ժօ*՜ ՚ ^2՜16)
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_ I4k — — 
փ

эфициентамн линейных операторов служат:
m—I

R Rm I V °iii *-4k ՜է՜ / i
s—I
in—1

5s • Uk=BIk (2.17)

m I gik = ձ 
о-

5m + V B|k I o’ - oJs g;k = Blk ,2.IS)

где m = 2, 3, 4 ... (n ; 1;.
3. Напряжения в каждом слое оболочки вызывают внутренние, 

татически эквивалентные им обобщенные усилия [2,4,5]:
д д

Т1 = ժ« (Cji ս ՜1՜ c*6 v) Դ (c”v փ C’c ս)H C|? KW>
՝d ծ

!Ն = (Си- V փ c2Gu ) 4֊ (Cjjii -1 c2Cv) -Г Գյ kw,

Id Ժ
S = tfa^ClbU 4՜ C'"'V) ՜1՜ dpi ^C֊bV + C':°u) C-,J KW ' 

i сгибающие и крутящий моменты:

(3.1)

G-=D.

2D,.о

да.՝

д2\\-

+ 2D։v
д-w 

dadl

Ժ՜ w O;; g ■ SBi.

Л-DԺ» ai
02W

Hi 7/a*’

-E(Dik)w. N, = ֊F(Dik|w,

(3.2)

(3.3)

гдеЕ(Д'к) и F(D։k) - вышеприведенные линейные операторы треть
его порядка.

Здесь и в дальнейшем коэфициенты cik и Dik являются соот
ветственно жесткостями растяжения (сжатия) и изгиба. Их 
определить посредством следующих формул (4,5]:

можно

си< = 2
11

B"k+I 5п4-1 + V В|” i Om — 3m+ (3.4)

9
Dlk =у

n
B"k,l5n+1+ Ճ Blk(5m (3.5)

D
0*W

D
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4. Из общих уравнений статики (2), после некоторых преобра
зований, для пологой цилиндрической оболочки получим следующие 
уравнения равновесия:

֊£• -5-+Х = °. ^■’+t֊+Y=0 
tfa di Օթ <7а

кТ5 LjDjkjw Z —О,

где I , Dik )—линейный оператор четвертого порядка:

<7* о* (Ji
L <Dlk ' = Dn Та* ՜ 4Djg </а’^ " 2(D-*' 2D,^da«^

(4.1)

д* д*
+ <4'2>

Как четвертое уравнение системы (4.1) может служить уравне
ние неразрывности [2.6], которое для анизотропной слоистой цилинд
рической оболочки имеет следующий вид:

ժ’ Ժ’
(1хч (аи * ։ ais1 ՛ ~~ аы$) ~ Tzdfi ^’ес$ ~ a?«Ti — aJ61-f-

z/: <7aW
(<Ц։Т։ а։Дз — a։6S) — к -r֊^, = 0, (4.3)

где ап —

а։ь=

с։Ао —с;б
а22 =

Й26 =

С’5С«. ~ С2в

с22сп; СдаСоц
с«<Я

c«eQ

cnc2ti ClgCu ։ 
с

а1։ =
CjjCo. -- С’з

(4.4)

Здесь
cefiQ d88 СГ.<£

Й=с« I ( c"c« - Վ ) ( c’>c« - Գ.) ~ ( C»C« ~ с»с’« )*I • <4-5)
5. Пусть искомыми будут составляющие перемещения п(а, £), 

v(a,p) и w(a,3), через которые посредством формул <3.1) - -(3.3) вы
ражены все внутренние усилия.

Подставляя значения Т։, Т, и S из (3..1) в (4.1). получим пол
ную систему дифференциальных уравнений (5.1) относительно грех 
основных искомых u, V, w:

Ра (clk)u + Qa?(C‘k) V“ R* ( Cik) W ~ X = 0,

(ctk) v + Qa?(Cik )u + R? (Cik)w4-Y = 0. (5.1)

Ka ( cik) u b ( C|k) V I- L (DJk) w 4- c92 k’w - Z = 0.

Система (5.1) является разрешающей, т. к. имея решение этой си
стемы, при заданных граничных условиях можно определить все 
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в։п т-.-нние усилия цилиндрической анизотропной и слоистой обо- 
•i- . iH п| •։ произвольном загружении.

I .Наряду с внутренними усилиями существенный интерес пред- 
eta мн 11 напряжения а'1՜, а"' и в каждом слое оболочки. Пос
ледние определяем посредством следующих формул:

m _ 1}m ժս „ш dv ж / ժս , dv\ . ռ|Ո 

vHV”d’W-. R։n —W 1 ou'n

in pindv omdu m / Ժս d\՛ \ m- M + B.= 37+ B« (Հտ + B.KW-

I Rm$*W inO’w m (T-W \
՜ԱՀ CF 1 :

(5.2)

(5.3)

յո „աժս in d\’ in / Ժս (Ւ/\ tn= B.« 37 + B>. - B~ ( 3F + ) + B« KW ՜

/„п։Л П1 O*W tn d\\' \՜ • (B.« 7«? + B- ЭГ + 2B“ ' (5֊4)

Определенный интерес представляет случай, когда X —Y==0, 
е. случаи наличия лишь поверхностной нормальной нагрузки Z / 0. 

Н этом случае, полагая:
w = L1(aik)*, 

д / o’ o’ \
ժ« լа” ՜տթ ՜а” + а’։ это? I

а”
. ч <?։

; (Зев а։։)^՜^՜

+ 28»О« Ф а1«
՝<?’ и 

К . 3 Ф,

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям системы 
При этом третье уравнение принимает следующий вид:

L,(3il։)L(D,k)<I. +к» =Z.

(5.5) 

(5.6)

(5.7)

(5.1).

(5.8)

U = к

V =
Ժ 

К

Это разрешающее уравнение восьмого порядка является раз
витием разрешающего уравнения В. 3. Власова |2|, данное для изо
тропной цилиндрической оболочки. Это же уравнение можно было 
бы получить, воспользовавшись смешанным методом В. 3. Вла
сова [2, 7, 8]. •

В формулу (5.5) и в уравнение (5.8) входит новый линейный опе
ратор четвертого порядка, который имеет следующий вид:

ժ* ժ* . Ժ*
Կ I 3,к ■ = <հւ -^֊4 2а։(; ժօ5^ ՜' +

Ь 2а” ! а’։ ~д^ ՜ (5*9)

Изиссгнн IV. № 5 4
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Подставляя значения и(а, £), v(a,; ) и w(a, 3) in (5.5), (5.6) и (5.7) 
в формулы (3,1), для тангенциальных сил получим.՛

„ Ժ<Փ ,г , Ժ*Փ Ժ*Փ
1 d«'<7pa ՝ (7а4 (5.10)

Подставляя значение w (а, £) из 13.5) в (3.2) и (3.3), для моментов 
и поперечных сил получим;

d..^ + d‘M’ + 2D-
/ Ժ՞ <Р (7s XG’=(D^

(5.11)

(Ժ2 d* /Р ՝
2D“ ժ< +

N, = - 1£ (DIk) |L։ ( aik)| Ф. N։=-F|D,k| [L,( .illc 11 •!>. (5.12)

Напряжения в каждом слое определяем посредством следую
щих формул:

ITI
— _ 14 111 III | (р J in tn

;ււ: В;։ ՜ «Նւ В։2 - ак 1?щ а a?s B։i а։2 Bn

ու \ d՝ I m HI in \ (}' I <7аф
~ iJ։c. B։il ) ձլտ3 <4<3ji т a1։Br. a։;iiB։i; . ՜^^յ՜ j K ^5՜

(i։tn <7J in Ժ3 hi d‘ X , . . _ ...Bn da2 : B=-' d^2 ՜ “B»‘i 7)xa? ) '*1 a|k 1 Ф’ (эЛ

, tn m rmi J։ i m ni
ր ~ «նշ!Լշ 1 au^22 ‘bobjH г a..,. Bj;:. a12 B.w

-
tn . d'J ( »n m in . d3 I ^’Ф

a5s В.,. ՛ ր,թ ՝Ь<.Ь.. a։,,lk. ;ւէ;(ՀՀ; . I K —

(in cP . in d՝ in d՝ \
B'= + в-'= ժթ+5B=“ (*ik)ф- <5՝l4)

m i I in m in d' ( m ։n
’aS = I a12‘ ';a I ‘hJ՜ւ՜ ՝,а2гВ։0 - 3Г.В>Ч!

111 ւ г>|,։ m ,JJ I 0^$
'ЧгДел .՛ .‘^бВр-, | З^В..,! — J К дл2

(tn cP „։•։ (Р ու ср \da3 ’ + 2B,4i dad^ L« ( а«к ■ Ф’ <5,15)

Հ" = |՜Է£ (В^)--?֊Е (g,n’)J Е։(а|к)Ф. 

т?( = 'TF< gfcl] в։(а|к)ф.

(5.16)

(5.17)
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.Л М III IIIФормулы касательных напряжении и т2., не отличаются от 
аналогичных формул С. Г. Лехницкого [3,9], данные для анизотроп
ной слоистой пластинки. Это совпадение объясняется наличием ис
ходных предпосылок (2.1).

Рассматривая формулы (5.8)—(5.17), заключаем, что задача рас
чета пологой анизотропной слоистой цилиндрической оболочки, при 
действии лишь нормально приложенной нагрузки, сводится к разы
сканию скалярной функции Ф(а, 3), т. е. к решению разрешающего 
дифференциального уравнения (5.8) при заданных граничных условиях.

6. В инженерной практике широко применяются слоистые обо
лочки, составленные из ортотропных слоев, т. е. из слоев, материал 
которых имеет три взаимно перпендикулярные плоскости упругой 
симметрии.

Пусть одна из плоское гей упругой симметрии каждого слоя 
будет параллельна срединной поверхности оболочки, а остальные 
две—перпендикулярны к координатным линиям

a — Const, р = Const.

Тогда для коэфициентов BjjJ будем иметь:

III
в1П

tn
1 — I1‘ I»

ГП

tn 
l\r

tn

է՝"1
в1” «= —*—՝:-— 

» , m nt
1 —1\.. I1.

В”1 =Gin «г. 12

Brn tn III
IV ։ \м

П1 ptn
, в"'=в'"=о.

, ( П» Ш 10 W
1 1‘а

(6.1)

•ձ (ч111 • «Ш e-.ni ▼֊» 111Здесь Е։ = Е3 и L = Е. модули упругости соответственно

г г-. ր՝ . ո։вдоль главных направлений, ? = Const, а = Const, |i
in 

=

֊ |ս’Հ коэфициенты Пуассона (первый индекс показывает 

ление действия силы), Ci'” = G"l модули сдвига.
В силу (6.1), на основании (3.4) и (3,5), получим:

С։о = С50-=О, Dln-D:o = 0.

Разрешающее уравнение (5.8) примет следующий вид:

in 
и U = ‘ 51

направ-

(6.2)

ժ8<1։р-^ +Р’ «Ьф <н>
OZ7/5- ‘

֊ К3 Հ . = Z, 
(Խհ

Ժ8Փ Ժ«Փ

(6.3)

где Р։ =ai։Di։.

Р5 = a22D։2,

P, = [D„ (a,,,,- 2a,.) + 2an (D„ + 2D..,,)], 
P, - [D„(aw - 2a'i։) 2a„(D„ + 2D«)],

1% = anD22 2(autl ֊ 2a։,)(Dn + 2DW) at2D (6.4)
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Для внутренних тангенциальных сил имеем те же 
(5.10).

Для моментов и нолеречных сил получим:

Dit ժօ՜’ ՜ր Эр ) Լ* а’к 1 Փ' 

g։=(d„j+d,։^) L«(a»c)փ

tfl
H= 2D" ԺՏԺ?Լ'(%)Փ-

d1 d*
N, = - D„ 4- (D„ + 2D,,)

(Ր Ժ"
N-= — D„ +(I)։5 + 2D«b)^3

формулы

(6.5)

(6-6)

(6.7)

Ма1к )ф-

Ժ) L< (alk) Փ'

Для напряжений в каждом слое оболочки получим:

m Г ( m m\ д'- { rm d2 Ժ3Փ
Сл — J ~ап^и! + |312^Ո К

(m m d2 \Вп£.+ В^)Ма*)Ф' f6-8>
m ( m m\ d2 , ( m r m v Ժ2 ] д*Ф

^3 = 1 а22^и ~a։2^:-j} ^2 ~b 1 aj)b?.. ~ar.[^,, 1 , к

-^(B^+B"'X)L,laik)lI>՛ (6-9)
nt tn сНф in &

= - kaHBK ֊ 2 YBK L։ (a։k) Ф. (6.10)

Формулы (5.16) и (5.17) касательных напряжений внешне остают
ся без изменений.

Линейные операторы, входящие в эти формулы, примут сле
дующий упрощенный вид:

Ժ* о՜1 д*
L|(aik) = ait oat ■ (a«r. 2at=) дл2др ' a:։^r*’ ^6,J^

Ժ* д4 д*
•-(Oik) = L)M <7Я* ' ‘֊(l)l2 ■+■ 2DW) + ’ (6.12)

ժ՚* d^
Е(Ь|0 = Ьч^+(Ьн + 2Ь««)^рг • (6.13)

^(6|k^= ^12 ՜՜ ('■)ւտ՜։ 260в) ՚ է6.14)
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В этом случае упрощаются также формулы перемещений:

w = L,(aJJc)<&, (6.15)

, д / ժ» (Ր
11 ֊k di \а’։ да? Ф, (6.16)

< II 1 4՛^ J‘j) да? փ. (6.17)

| 7. Пусть пологая цилиндрическая оболочка, парекрывающая 
имоугольнын план (а X Ь) несет сосредоточенную силу Q, ирв- 
женную в произвольной точке (а=х, н = у).

Если Н центральный угол поперечного сечения оболочки, то 
TcRдлина дуги этого сечения Ь= Гс-.0 .
։ ОО

Пусть оболочка на всех четырех краях а = 0, а — а. ji = О и 
з = Ь имеет радиальное шарнирно подвижное закрепление. Это зна
чив что мы должны искать решение, дифференциального уравне
ния (6.3), удовлетворяющее следующим граничным условиям [2]:

\v = 0, V —0, G։=0, Т։ = 0 при а=0, а = а
(7.1)

w = 0, u = 0, G; = 0, Т5 = 0 при £=0. £ = Ь

Таким решением уравнения (6.3) является:

. 4Q ая v v I ։*« . kzS . ircx . ктиу о.
ab те8 — — lQik a b a b

где введено обозначение
i

•^Qik = P։ ։M P3 aW + Ps №k4 4֊ P« W + PJ*k* 4- • (7.3)

Здесь и в дальнейшем

Имея значение искомой функции Ф(а, խ, посредством раннее 
приведенных формул найдем расчетные формулы оболочки:

4QXa3w ,r'a • KZ? ■ *тсх КЛУ tiw — . -r-— sin - - sin —- sm-----sin » (7.4)— д0. a b a b
i к

W дaik = a։։i4 4֊ (aM — 2a։5)X։i’i<a փ а„Х4к4. (7.5)

Для напряжений получим:

ИП1 пй ( in mVаи^гх ~ алВ։։ )i44-^.Յյշ6ս а13В։а)Х*1 к’J Ч/.
Va *Qik

I k
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» 'Л Հ ՜ - ' . ' = - ■■=— ՛ —— - -■ =

. {тех . ктеу . ։теа . кте£Xsm sin sin— sin-И 4- a b a b 
i tn m \ 

4Օհո\< В . is4֊ B13 X2K3.'Aaik . {тех . ктеу . ։теа ктеЗ_ւ-, Zh£Vy__1 ՝ __*>к sin--------  sin ֊ sin — Sin r-- » (7.6)+ ‘ -■----- ДО|к aba b
I к

I ( tn in I / in in I Im 4QXa’ у«у« I I a„Bia - ֊ alaB.„ I kWJ {- I a, ,B2J -a։.Bw ) i4 |
Vtr<r ՜՜^ ՜ " ՜՜

. {тех . ктеу . 1теа . ктеЗ , X sin sin-j-֊ sin— sin—г ! a b a b

I ,п. .. m I
4QXw՛ В., /гк-'֊ր Bia ial AaJk ixx . ктеу . ira . ктеВ /7 
~J —- AQik a b a b

»։ 4QX2aa w i8K . {тех . ктеЗ {тел ։теЗ-3 = -^ ’Alli֊» а տ՚ո-b «>* a COST- 
I k

9v 19*’ R™ VV ||{Д«* sin 'ях L։„ “Ф cn«!2 rrt« кя? 17 MՀ[ I»,., ' ' *-------- Տ1Ո — Sill COS— COS , • l».olте3 —— Др,к a h a b

m 4QVV
•H Kb.

1 k

[YJ ni m \ 32 ■ ni ni . 1 _փ( B։5 + 2BM I - -y( g։3 4- 2gw ) A3i3K3Aaik

AQik

in 5' ni \
B։j .5 Ծէէ 1 ՝ ^aik

AQlk
, 1тех . ктеу ։теа . ктер Հ_ ո.

Sin- - տա ֊— Cos- Sin . (/.9)a b a b

[r֊ m . in o2 m in . .T (2B“ ) ՜ ՜շ (gi։ + 'ек) Xi’K I Ла1к

՝։=ч՜' zb— ՜՜ iQik
I k

(У- _ III ձ3 ni \
2 B„ - • ,y gw ) X’K3 Aalk 

AQik
. ikx . ктеу . 1теа ктеЗ

sin— տա . sin cos -г4- • (/.10)a b a b

8. В качестве численного примера рассмотрим трехслойную 
фанерную оболочку, характерные размеры срединной поверхности 
которой суть: а= b =50сл, R = 150c.«.

Пусть оболочка состоит из двух продольных (наружных) и одно
го поперечного слоев (фиг. 3). Общая толщина фанеры h = 3,0 .и.м, 
толщина каждого слоя о0 = 1,0 мм.
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Расчетные толщины 6. =о = 1,5 .мл, о. = 0,5ли.
■Упругие характеристики каждого слоя приведены в нижесле

дующей таблице:

<1 в" Gm w
я Ո1

Л.

1II III слон . 120000 Ikxxi 4X00 0,6 о,оз
II слой .... 6000 120000 4S00 0.03 0.6

На основании ирин< д.-иных 
стей получим-

данных. из (3.4) и (3.5) для жестко-

си — 25000 л.՛г см, 
Си e 1-W0 кг см. 
Dn » 260 лг < м.

=■ 1 1 К2СМ,

с„ = 13400 кг см, 
с|3 = 1100 кг см, 
D„ = 23 ки'см.
D։> = 8 кг/см.

Фиг. 3.

Для подсчета напряжений в каждом слое оболочки необходи- 
ны значения BJJJ и gjjj; их определяем с помощью формул 6.1) и 
(218). Результаты подсчетов пометены в нижеприведенных таб
лицах:

»г. ("Н в“ сэ
 

? 9

1 и II cwm 120000 еИНХ) 3600 4800
III слой ГЮ0О 120000 эчю 1-400

ЙГИ HI in
^*«1

1 u II слон 12000И «ЮОС* 3600 4800
III слой 10’000 18700 3600 4802
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Пусть внешняя нагрузка распределена по поверхности оболоч
ки согласно закону:

. тис .
Ч = q(1 sin sin £

В этом случае расчетные формулы получим, если Q заменим 
. кх . kv . .

через q0 sin տա dxdy и полученные выражения проинтегри

руем по всей поверхности оболочки.

После соответствующих преобразований для расчетных вели
чин получим:

а* ձս.ւ
w=4» -Հ.Տ

. ~а 
տա а

■ «3 sin b
Չ

. I 111
а 3; t !•>,., — 8)»

֊'R

/ , in in i
1аюВп a!;B,-, X՜

\;՜՜՜՜
тп 

а. Чо

. r.a . k3 
Sin- SHI .* . 

a b

m 
=

a4 ( зХ1 mi 
a12B. 'X՜ 4-

( П1 Ո1 ■
lanBfc, Д;$Bp_l

4.

I По
а’1в™ХЧ в!"1да„ -X s 

sin — ’

in
■>з=

in
a1 X a„(.B.?;

4“-' R Др,.

ni
a? ^B,.,. ձ,.Խւ “2 

cos — a
кЗ 

cos b-.

- m I-r2B„ )

SUI — cos 
a

a

На основании приведенных данных, учитывая (4.4) и (6.4;, 
а также, что для рассматриваемого численного примера >.= 1, для
основных расчетных величин получим:

прогиб центра | а а = ^., оболочки w = 2,6 q0 ,
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Нормальные напряжения н каждом слое оболочки при

На фиг. 4 приведены эпюры вычисленных выше напряжений. 
iOiin наглядно показывают влияние слоистости и анизотропности на 
рлспр. деление напряжений по сечению оболочки.

1 слой 11 слой
■■■

Ill слой
Напряжен.

точка 1 точка 2 точка 3 точка 4 точки 5 точка о

ее

ж 
=ч 

1

520,0 q„

70,2 (Խ

ные касат 

еченни j а

641,4 q0

79,6 q։.

зльные на 

а

67.1 Цо

I248,3 q„

тряжения

°)

76,6 Чо

136 ',7 «|„

в сечет ч

762.9 q0

89.1 qy

/ 
ши | *=0,

$84,3 Цо

98,5 Чи

Напрей.
1 слой II слой 111 слой

точка 1 точка 2 точка 3 точка 0 точка 4 точка 5 точка 6

0,0

0.0

0,84 t|,,

0.12 q

0,84 <р.

0,12 <1

и,

0.

85 q„

23 q„

0,84

0,12

<Խ

Ч.

0.84 q0

0.12 q..

0,0

0,0

Фиг. 4.
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9. Выявим влияние анизотропности материала оболочки на про
гиб центра оболочки при различных отношениях сторон.

Из предыдущей задачи для нормального перемещения имеем:

WQ = у У да1к iKX ктсу isa кпЗ 
sin а~ sin g— sin ;J sin

при сосредоточенной в точке (х, у) силе Q и

w 16Яа* W 
.----------- _

1тса . к тер 
sin տա ~а ь

при равномерно распределенной нагрузке <|.
Выделяя из решения анизотропной оболочки решение прямо

угольной изотропной пластинки со сторонами аХЬ и с произволь
ной жесткостью D, для прогибов окончательно получим [2.10]:

WQ = w 
jc4D “ 

i k

. l~X . K-V 171» KKp
Տ1Ո Տ1Ո ր֊ Տ1Ո Sill- ' a b a b

(i’ + Х’к’)”

4Qa3/. yy, -4>ik ak’p AnI|.
■ W*Qik

i~X IC7CV 1ТСЛ KTv'i
sin .. sin -г sin ՜ sin r~ » d И «I 0

------ik Ա- -t- л-KT а 
i к

16qa4 уу AQ;k l)(r - а:кТ AJlk 
л'-D —— ik (r1

I6qa4w • 1 • >"a • ктеЗ= ... > ' տա Sin |։- —

irea . ктеЗsin— sin֊- • 
a b ik x-

Таким образом для прогибов получаем двучленную формулу, 
где первая двойная сумма со своим коэфнциентом является проги
бом произвольной точки (а, ,8) прямоугольной шарнирно опертой 
изотропной пластинки, а вторая сумма со своим коэфнциентом 
представляет влияние упругих свойств и кривизны на прогиб обо
лочки. Значения первых составляющих формул Wq и Wq берем из 
известных таблиц Б. Г. Галеркнна [11].

Ограничиваясь первыми членами разложения вторых состав
ляющих. получим:

Qaa
WQ=“D 

!a Ag ■ ֊ 0Հ1 Ш;1
՛՛■ (i 4

qa4 w = -=---q p

Sin i~x 
a

. K7CV sin --- 
D

. I7ca . 
sin-— sin a

к ՜;
b

г 16 ձՉ„ — 0(1 - ХЪэАа„
*4 ՜ ՛] /.֊)'■• ձ, ,.

. ITWt sin 
a

к-,з 
sm .՛ b
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где а[\ н — числовые коэфициснты из таблиц Б. Г. Галеркина.

D —цилиндрическая жесткость изотропной пластинки.
Рассмотрим однослойную анизотропную оболочку, геометриче

ские размеры которой суть:

2, = h = o.u. -R=o'0'

сп=0,5Е, с,2 = 10Е, сй<1 = 0,4Е, 

с1а = О,ЗЕ, D11 = 4,17E, D2- = «3,3E, 

DW = 3.33E, DI5 = 2,5E.

В каждом случае рассматриваем три отношения между а и Ь: 
а= 3֊ = 0,5. Х = 1,0, /.= 1,5.

Рассмотрим два случая комбинаций упругих постоянных:

Е, Еэ Ни 1Խ а» Е«
•ef

1 случай

II случай

Для

1 слу

С.1

Գ
// сл_

Е

0.05 Е

жесткостей 
чай

= 10Е,

= 83,3 Е ,
у чай

0,05 Е

Е

получим

c2j = 0,5

D„ = 4,17

0,6

0,03

Е, сйг. =
Е. О6С =

0.03

0,6

0,4 Е , с

3,33 Е, D

0.04 Е
0.04 Е

п = 0,ЗЕ, 

и = ‘Д5Е.

0,03 Е

0.0 ЗЕ

/ случай Х=0,5. На основании (4.4). (6-4). (7.3) и (7.5) получим:

Др., =239,4, Да„ = •

Учитывая, что I) можно подобрать произвольно, ищем его зна
чение из условия, что вторые составляющие формул wq и wq 
должны обращаться в нуль, т. е.

Ч)н -D(l =0.

Отсюда получим: D—58,9 Е. Таким образом мы получили 
Жесткость эквивалентной изотропной пластинки, прогибы которой 
не отличаются от нормальных перемещений соответствующих точек 
рассматриваемой анизотропной оболочки.

Поступая аналогичным образом, получаем жесткости эквива
лентных изотропных пластинок для всех трех значений X в каждом 
рассм а т ри в а ем о м с л уча е.



Пользуясь предыдущими результатами и таблицами Б. Г. Галер- 
кипа, для пригибов центров рассматриваемых анизотропных оболо
чек, получим:

Нагрузка равномерно распределенная (qwtjr)
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Жесткости приведенных пластинок

Случаи а «0.5 >.= 1.0 л-1.5

1 ■ 58,9 Е 35,4 Е 18.1 Е

11 16.7 Е 35,1 Е 48.4 Е

wq — а([
b*q
ТГ

Случаи 1 0,5 1,0 1,5.

1

II

Сосредото генная

0.00001

0,00004

.ила Q (кг]

WQ = «Q

0,00012

0,00012

приложена в

b’Q
Е

0,00046

0,00015

центре оболочки

Случаи >. 0,5 |.о 1,5

1
II *Q

0,00007

о. 00025

0,00033

0,00033

0.00086

0,00034

Произведенные подсчеты показывают, что в анизотропных ци
линдрических оболочках при малых а, т. е. когда а меньше едини
цы, целесообразнее иметь большие жесткости в продольном направ
лении оболочки, а при больших а, т. е. когда л больше единицы, 
целесообразнее большие жесткости иметь и поперечном направле
нии оболочки.
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Աշխատության մե9 բերված են անիզոտրոպ շերտավոր գրսնային 
թսւզանթների հաշվման հ frtflt ական հ տ վ ill и ա ր ո t tlh ե րր II հաշվային րանա֊ 
ձեերրւ

Ընդունվում I;, որ յուրաքանչյուր շերտի նյութը ենթարկվում կ 
Հակի ընդհանրացած օրենքին և ամեն մի կետում ուհի ա и ա 3 ղա կան ո ւ- 
թյւս՚հ սիմետրիայի մեկ հարթություն, ււրր զուդահեո I; Я ի}ի ե մտկերե՝ 
վայթինւ

11րպես մասնավոր դեպք ու սու ifli աս ի րվւսծ են որտոտ րոսք շերտերից 
կաղմվ ած գլանային թ ագանթներրւ

(րլնեյով տեսական հեւոացոասւթյուններից բերված են ինմեներական 
երկու խնդիրների / ու ծ ո cilii ե ր ր >
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян

Изгиб призматического стержня с крестообразным 
поперечным сечением

В работе приведено точное решение задачи Сен-Венина об изгибе 
иэматического стержня с поперечным сечением в виде креста.

При решении задачи применен метол введения вспомогательных 
функции II. X. Арутюняна |1, 2], с помощью которого решение диф
ференциального уравнения с частными производными задачи сведено 
к решению линейных дифференциальных уравнений второго порядка 
с постоянными коэфицнентами, а постоянные интегрирования опре- 

• Деляются из решения вполне регулярных бесконечных систем линей
ных уравнений.

- Решение задачи приводится в обще»! алгебраической форме в 
зависимости от геометрических параметров сечения.

§ I. Постановка задачи
В работе рассматривается изгиб заделанного одним концом приз

матического стержня кзд дезе: в.:ем еялы Р. приложенной к свобод
ному концу стержня вдоль вертикальной оси симметрии поперечного 
сечения (фиг. ;

Берем начало координат в плоскости заделанного конца в 
центре тяжести сечения, ось i направляем по оси стержня, а оси х 
и у направляем по осям симметрии поперечного сечения
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Предполагается (в отличие о։՛ чистого изгибаЛ что из шести 
составляющих напряжений Отличны от нуля только Zz. Xz и Yz , при 
чем напряжение Zz принимается равным

(1-1)

где / длина призматического стержня, I—момент инерции попе
речного сечения относительно осн у I =П x’dxdy, Զ—область попе

речного сечения стержня.
При таких предположениях задача об изгибе призматического 

стержня сводится к определению функции напряжений F (х, у), ко
торая в области поперечного сечения удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению

(f-F o’F Ру' Р
v’F= — + ֊֊ = - — y--f'(v) . (1.2)Ox3 dy’ Иф/ 21 ՚/։

и условию на контуре сечения

<?F_P
ժտ 21

dy
•ds ’ (1.3)

ԺՒ’ ,

где v —коэфициент Пуассона, Пу) произвольная функция, подле
жащая определению из условий на контуре, ds — элемент дуги кон
тура.

Напряжения Х2 (х,у) и Y2 (х,у) определяются соотношениями: 
д\- р

r?FYz(x.y) = -^ • (1.4)
ах

Ввиду симметричности области поперечного сечения, функция 
напряжений F(x,y) отыскивается только в одной четвертой части 

области сечения (фиг. 2).
Для распространения ре

шения на всю область попе
речного сечения, на основании 
мембранной аналогии |3], тре
буется, чтобы на вертикаль
ной оси симметрии функция 
напряжений обращалась в 
нуль:

F(x,y)=0, (1.5)
а вдоль горизонтальной оси 
симметрии обращалась в нуль 
его нормальная производная:

(1.6)
х=о
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Уравнения (1.2). (1.3), (1.5) и (1.6) полностью определяют функ
цию напряжений F (х.у) для рассматриваемой задачи.

§ 2. Введение вспомогательных функций

Полагаем, что в области ОАВС (фиг. 2) функция F(x,y) прини
мает значение Fa(x,y). а в области ONHG—значение F;(x,y).

Функции Fj(x,y) и К(х,у) должны удовлетворять граничным ус
ловиям (1.3), (1.5) и (1.6). Выберем здесь:

f(y)=b’f (2.1)

тогда из уравнений (1.3), (1.5) и (1.6) для функций F։(x,y) и F»(x,y)
получим следующие граничные условия: 

F։(x,0) = 0.
(֊1) =о.
\dx Л о

р / 2 ’«2 •
РДх.Ь,) = - - I b-dl | (b.. - <1յ).

F>(^>y) =
l(y֊d?

F։(d„y)
и
F..(x,0) = O,
Ft(bny) = 0, 
(= 0, 
\ dx / x = о
F.(x.d0=l 0 

' IF.fx.d,)
Ищем решения в виде:

(2.2)

(di<y-<b,)

(Ocycdj)

(2.3)
(d, ^xcbj) 
(O x -<d?)

• - d

-’Г, (x,y) քՓւ (x,y) (i=l,2), (2.4)

где вспомогательные, функции Ф| (х.у) (i=l,2) существуют 
области OAMN и удовлетворяют уравнению Лапласа

Ժ’Փ , Ժ’Փ . ..г’ф = — 4------ - = о
v d.x2 dy2

и дополнительным условиям

только в

(2.5)

= 0 
y = d, (2.6)

։bj(d5,y)= —=U, 
\ дх Jx = d2

а функции ‘К, (х.у) (i= 1.2) существуют: ’Г. (х,у)—в области ОАВС, 
Ч*։(х,у)—в области ON1IG и удовлетворяют уравнению

V’4* =
^4՜
dx2

d^F _ p у
</y։ ՜ 1 I 4- v Ւ (2-7)

Согласно (2.2) и (2.3), функции Чг։ (х.у) и 11г3(х,у) подчинены 
условиям:
Известия IV, № 5—5
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1Г։(х,О) + Ф1(х,О) = О.

U*։(x,b։)= - ֊֊ (Հ-d’j (b... d։), 

4ri(d;,y) = -֊I Հ-Հ) (y-dj. 
p՝i +te\ =<», 

\dx/x=o \^h=(y 
4'2(x,0) = 0, 
4\(b։,y) = 0, 
4'2{x,d։)=0.

Функции Ч’։ (x,y) (i = 1,2) ищем в виде рядов:
■зс

1Г / Ч V г / ч — 1 )г'х
’>>(х.у) = ձ ։к (y)cos’——, 

, -1ՆК= I
ОС

Ф’а(*.У) = У vK(x)sin’Y ■ 
Պ к= 1

(2.6)

(2.9)

(2.10)

(2.П)

Заметим, что для определения функции Ф\(х,у) граничные 
условия неоднородны.

Решение, определенное рядом (2.10), отличается от решений, 
получаемых по методу Фурье-Ламе, ибо каждый отдельный член 
этого ряда не является частным решением дифференциального урав
нения (2.7), а представляет собою лишь один из членов разложения 
искомой функции в ряд Фурье по одним косинусам от аргументов, 

7» X 
нечетно кратных ~ в интервале 0<х Cd2.J Աշ

Действительно, при х = d5 каждый отдельный член ряда (2.10) 
обращается в нуль, истинное же значение функции լ1րյ(<Լ,\) есть

Это объясняется тем. что ряд (2,10) обладает слабою сходимо
стью, но эту сходимость можно усилить выделением из ряда членов, 
соответствующих скачкообразному изменению функции Ч’рх.у) на 
границе х = (Լ [4].

Аналогичным образом для функции Ф| (х,у) (i = 1,2) получим 
условия:

)։ = о “°- Ф,<<’։։У) " £ Vk l<Wsin 7՜ + 21 ’• b՛ d=1(у ՜։||К 

к=1 ’
(2.12)

Ф,(хД) = 0, (^) =0
\ ду /У • Պ
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Ф5(х,0) = 0, 
d>-(d31y) = 0

= 0. 
x - dj

Ф,(х.<1,)^ У fjd.jcos (21t 1)ЯЧ 
K=1 2d=

Здесь также полагаем

Ф,(х,у)= У ф (y)c()s(—--1֊— 
кТ1 2d’

<x>

Ф:(Х,У) = У WK (X)Sin ՛ j’X . 

к «I

§ 3 Решение уравнений задачи
Из (2 10) имеем:

d.
Му) = է)՜ ^’.(x.y)cos (2K~ I),ix dx.

2d

х

о -1 i“*x
Умножив уравнение (2.7) на -у cos -----—и интегрируя

о» 2d;
от нуля до ds, для функции Ч\(х,у) получим:

397

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(3.1)

его no

d..
(7Ժ»4:’։ , (W։ Р у \ 2

Ч------- լ — у — cos\ժ№ ճ/у3 1 1 փ v 7 / do
(2* • O^dx=

2d

о

(I

d3
f (2к — 1 )t:xI —^-cos---------- -—

дх. 2d..
dx+fK(y)

2 Ր
do 1

v
У

dj
(’ (2k -7 1 ’PCX . nI cos------------ dx = 0.J 2d2

Заметим, что 
4

2 
d.

Ժ’Փ։ (2к — l)r.x , ------ L cos---------- — dx s=
2d, 

d.

շ

d3 дх 2d
+

։՝

2d ()х
(2k - l)zx , -dx 

2d,
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(2к- 1>

(2к I խ
2dT՜

, . . (2к — 1)-Х d-W,(x.y)sin
wU« 0

d.
(Հ, . . (2к—1)тех .

4 (x,y)cos —լ—dX -
.) ՚ 2d3

= (֊!)“ ' Р- (2к ֊ 1 )г. ( b; -1 Խ, - У) ֊ [(2֊^—^-151-, (У), (3.3) 

\ (] / I ֊Պ

при этом использованы условия (2.8) и значение (3.1).
Подставив (3.3) в (3.2), получим:

Му)֊ [(2к>, 1)в]Ч<у) = (-1)’:1^ (2k-1)«(-^-iV 

2d, J 21 . \ d /

v 8
I -т- v (2к— 1>.

к 4- ! р / Ь \у-(-1) 42k-1)J -id,.
21 У (I /

\ 3 /

(3.4)

Общее решение уравнения (3.4) имеет вид:
, . (2к — 1 )kv , . (2к — I )яу ,L (у) = Лк sh------- 4- Вк ch -------- ----------— 4-

2d, к 2d,

+ f к-(5)sh <21Г (у ֊eid?՛ (3՝5)
где

Кк ($)=(-! I
21

к + 1 р

(3.6)
к ֊Ւ1 Р / b’ \

-(֊1) (2к-|)Л| _!֊_ 1 Id,.

Подставив (3.6) в (3.5) и произведя интегрирование, 
(к (у) w Ак Sh + пк ch ^.М.'2=У ..

2d, 2d,

получим:

+ (֊!)
к 4-1 2Р 1____

(2к — I )х

+_J_ 8d» Г_Ж_ _ տհ (Дк- ))"У _
1 -I- v(2k — 1)’^ (2к — I )՜ за.

+ ‘->“

Для определения функции фк (у) из (2.14) имеем: 
da

?к(У) = 7 | Ф)(х,у)со5—К lbvXdx.
d2 J 2d.

(3-7)

(3.8)
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v , .. г. 2 (2к—IhtxУмножив уравнение (2.5) на —cos ֊ ___ £__и интегрируя его
d, 2d.

по х от нуля до d,. для функции Ф։(х,у) получим.

J \ dx։ dv3 J d. 2d. 
о
d,

2 f Ժ’Փ։ (2к — l)r.x 
d, J dx3 2d.

■ "O' .
dx + ?K (y) = 0. (3.9)

Интегрируя здесь первый член по частям, получим: 
dj dj

2 ք ժ։Փյ (2к ■ 1)кх , 2 ւ՜ԺՓյ (2к — 1)кх
d։ J dx2 2d. d. dx 2d,

fl и
d3

, (2k - l)z ՐԺՓ։ . (2к - l)vtx .4-3 _.isinJ--------- L—jx =
2d. .1 dx 2d.

0

<1;
(2k — 1)“ . . (2к — 1 )%x= ------- =—Ф։(х,у)8։п -----------— —

d 2d,a if
d։

(2к — I խ Г. . (2к — 1)лх .
------ ,. Ф։(х,у)С08-—— — dx =

2d, .) 2d.

=( _!)•= + ' V Vp(d։)sin £Ջ +
<։= P=i d'

+fj( b’-<l(y֊dj|- ’ Ч>к(У). (3.10)

при этом использованы условия (2.12) и значение (3.8). 
Подставив (3.10) в (3.9), получим:

. (2к — 1)я I3 .
(у) ՜ —’ Тк (У) =

. __ К (2к- 1)к 

Հ
со
S Vp

р~1

(d,)sin +֊ | ь; ֊ Հ) (у ֊ d.) . (з. 11) 
d։ 21 ‘ 3

Общее решение этого уравнения имеет вид:

(у) =СК Sh ,2к ՜ 1)лу + d,
2d, 2d,

Vp (d,)
|)^-Н2р d,)*

. (2к 1)ку2pd։d8sh --------- —и ‘ 2d,
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— (2к - 1 kf sin р^] 4- ( ֊ 1 )к — ——— 
d, 1 (2к-!)п

d։ ֊ у -{-

+ ——shfclw_d и L2*zJ*yl ։ (312V
(2к- J)?։ 2dj 2<i..

Аналогичным образом для функции vK (х) и wk. (х) получаем 
следующие дифференциальные уравнения:

", \ /К5С\' . f 1Чк41 2Р v dj ։о.vK(x)֊֊ vK(x)=( 1) ----------------» (3.13)
\d։ / I I ф v кп

", \ /KKV i \ / ixK 2Кте V .֊ (2p— 1)ях ......wK(x) — . wK(x) = (—1) ։ > J., (Ij)cos—------ . (3.14)
\ Qi / d 2d։։ p = I

Общие решения этих уравнений имеют вид:

, . ... КПХ , .. . K7IX ։ . ..К 2Р v /d, V ,,
VK (Х)= Мк sh —+NK ch —+(-1) — (3.15)

d։ (Լ I 14֊v\kh/
и 

, < , , кнх , ,, . K“X .wK (x) = LK sh +ьк ch 4- 
dj d։

+ (. !)“ 8Ճ V ---------Ш--------Lh^ _cos (2ր^ՈՋ£1 ,(3 16)
* p-'| (2Kd։։2+(2p֊l)’։i,l <>■ 2d։ J

Для определения постоянных интегрирования Ак , Вк , Ск , DK 
Мк , NK , LK и FK согласно (2.8), (2.9), (2.12) и (2.13) получим сле
дующие условия:

և- (0)+?к (0) = 0.
(кад = (-1)« ֊(2к1|)я (հ*-Հ)(հ; -<!,). (3.17)

vK(0)4- wK(0) = 0, 
vK(bJ) = 0, (3.18)

?K(di) = n-(d։) = 0, (3.19)

wK (d2) = wK (d..) = 0, (3.20)

§ • Определение постоянных интегрирования

Исключив из значений (3.12) н (3.16) неизвестные коэфициенты 
посредством условий (3.19) и (3.20), получим:

?к(у) = ( 0
К f I 8 d^sh-lto* 

к ■ 2da
(dl-y) у

■ p71(2K~i’)di4֊(2pd3)’



Изгиб призматического стерАня 401

/14- РтеУ. .,rt .. 3 -л vn (d,)sm —-К + I 4 2i< - ) d Г» р v “z d1

и

֊ր(֊1) pt|(2K֊l)’d>(2pdt)’

. .3 к + ։ op b — d I ֊‘13 2d- , (2к -տհ -
(2к—1)к 2d.

^(y-d.J-ty-d,) . (4.1)

wK (Xi =
“'14 dld.sl,K*(d.-x) V ւճ^-ւււ-՚Լ

՜ d' р"|(2кс1։)’+(2ք> - 1)։Հ

(֊|)К + ’^ Հ V
Р-1

... (2р — I )хх:р (d,)COS
2(և

(2к<12)? + (2р — 1)’էԼ
(4.2)

Удовлетворяя условиям '(3.17) и (3.18) из (3.7), (՜Յ. 15), (4.1) и 
(4^2), получим:

К + I X
Вк +(-!) - dAsh

<2к D-d, & vp (dI)p(-l)1' 
2։1։ -J (2к֊1)^ + (2р(1,;։

к 2Р b—d,

I (2к-1)я
2d. (2к- 1)яа,

. w 1J ———
(2к֊1) 2d.

4֊d։ = о. (4.3)

sh(2K-D^ +в |։(2к֊!)кЬ։
К 2d. * _Ղև

+ (-1)
к - J 2Р

I (2к-1)к

8dJ

1 4- У (2к - 1)3тс’

2Р d, 
I (2к - 1)%

2d, sh(2K֊b^_b
(2к - 2d2

2ds

V

»Л u KTtbj .. . ктеЬ։ . . , K 2P V / dj V A /1MKsh—1 i-NKch—1Հ ------ —i- =0. (4.5)
d։ dj I 1 4- v \ кте /

и
"" P՛՜՜!՜ I I
MK-H֊1)K՜' ’4 d,d.ch КЖЬ- V =O.(1.6)

d, " ’ d, p"| ֊(2Kd։)= + (2p-I)>d; I
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Исключив из этих соотношений коэфициенты А։: и Мк , получим 
совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений:

Вк=(֊1) — djcUsh (2 к— 1М, у
2d.. -

Ур (d,)p( — О 
(2K-l)’d’ + (2pd.)’

К + I 
+ (-1)

, 2 3
2Р V d,

I (21< 1 ::
2<l. _ (2к—l)~d

(2к—1> за. (4.7)

NK=( . ккЬ. sch —
<1.

к +
-Н-1)

4 Hd.ihJ^chL’iV Ip^P-'X-OLLL 

л df d1 ““ (2кб2)’4-(2р— 1)4»
p - 1 i

(4.8)

где i\ (d;) и vK (d2) имеют значения:

և (<Լ) = BK Sh
(2к — 1Խ . (2к—1 i-b3 --------------b.—d.)chs----------- --  •

2d» ' 2d2

К

(2K -_nE (bl_ d,)csh(^֊'^.+ 
1 (2k - l)z 2d. v * 2d.

+ (֊ I)
P v 16d՜

1 I -I у (2k — 1)M 2d- 2d.
. (4.9)

и

, . . M u K75 .. ... KZb,v-k (d2) - NK sh (b, -d.jcsh —bJ- 
d։ d,

, . ,,K 2P v /d. \5 / . KJzd, , клЬ, \ .. ,A.4-(֊l)K—, ’ 1 _ sh -֊֊’-esh —֊1֊-1 (4.Ю)
1 1 + v \kw/ \ d, d, /

Введем новые неизвестные:

вк =(_ 1У + 1 l6d-d« ■ Sh <2?^֊d- SK . (4.! I)
3(2k-1) 2d.

Nlt=V֊l)'‘ + ։ “iich^th ”*LRK . (4.12)
к d։ d։

Подставляя значения (4.9), (4.10), (4.11) и (4.12) в (4.7) и (4.8), 
совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений приве
дем к виду:

Р= 1
к = 1 2...
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R« = I SpC։p-?«. (М3)

d- I 
где выедены обозначения:

3(2ы—1) , , . pxd. pznKp=----------d,d.ch ^sh ‘ (bt-
* <1, d,

Yu

P 4k

Tr5

—d,j$ch ~— I 
(2ic-l)>d’+(2pd,)’’

I2(2k -l)d' ֆ 

k* •“
P-

l_shP’»‘,cst. РЛЁ1 
d։ dt

։(2P;’|cJk Ո’Հ - C-W’l

3P _b’ "ճ 11 j.<-K -Hsd, ^ (2K-IM,]

41 (2k —l)d։n’ I - 2d. 2d,

32k , . . (2p— hndj . (2p — l)n .. I 4 c։„= —-<l,d,sh 1 sh =-1—֊— (b,-d,).
1 3* 2d. 2d.

(4.Н)

(4.16)

,csh(2p^l>b.---------------1. (416)
2d, (2 k d4)’4-(2p — l)’d։

P - V
I I v r.« -

p= 1

P V
I l+v

d։_bsSh^^ csh(M^
_____________ 2d,_______^Sd.______

(2p-j)t[(. -D’dJ

_Հ_
d.K’x3

к-b, , K«d.
csh------- sch ------ =----

d, d,

. (2p - Г»- .. ։(2p— l)~b.X sh —-----------(b.—d»)csh  --------—2
V M,

; (2p 1)»Հ
(4.17)

Системы (4.13) могут быть написаны в виде одной системы:

Ճ Mi +Bv (v-1.2....). (4-։«)

յ- ։ 
где обозначены

= ^гп—Ի
A2n-I.2m -I —°՛ Л2а-1,2т Ջ акр« B2n I = Т»
А2л. 2т " °՛ A2n.2m - I = сыр« ГЪп =?к • (4.19)

+

I

1 l< -4-dJ d։
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Заметим еще, что для всякого р имеют место неравенства:

. P*d5 pit . pzb, .. p-b, ,, pnd, . pad. . pnd. _ch-—- sh I).—(k)sch ‘—- = th ֊ Lch2J—- ch — - sh ֊ ՜ <
d։ d,.. ' d, d, d, d, d,

. (2p—J)nd, , (2p 1խ/։ .. . (2p — D~b.sh —----- L—’sh H (b,._ dt)csh —L------- - =
2dj . 2d. * 2d,

(2p -1M, (2p-l)TCd, _ oil ՜ 'Ll! "՜՜՜
2d։ 2d, 2d,

’(շր

1-| shfclM? с1Ж֊
d, d5

4[-4-^)| V (4.21)

Для случая v = 2n — 1 имеем՜-

ւա I
* nrl(2pd2r+(2k-D’d; |l — I i

3
4

cth 1 - ■??;_ I.
2di (2k- D-d, 4

(4-22)

При этом использованы неравенства (4.20)

cth х — < 1 при 0 < х հ. оо 
х

и значение ряда

У —!֊— = —(cthar- 1 '
— p‘J4-r? 2а \ ат.,

Р= *
Для случая v = 2n имеем:

(4.23)

(4-24)

V А,։ |= V .скрк i®Kd,d, s —; -Ц--------------=

յ = ւ р=, 3՛ Р ։(2р 04 + »’
2 К-d. °

= T։h 1 «Г’ <425>3 d, 3

при этом использованы неравенства (4.21) и значение ряда

X ---------------------- = ||1
՜“ (2р - 1)’ -р aa 4<г 2

р = 1
(4.26)

Из неравенств (4.22) и (4.25) следует, что для любых чисел v 
сумма коэфициентов A.zj системы (4.18) удовлетворяет неравенству:
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н-27)
1 = 1 

го есть бесконечная система (4.18) вполне регулярна.
Пользуясь теорией вполне регулярных бесконечных систем ли

нейных уравнений (5). неизвестные ZK определим с любой точностью.

§ 5. Определение функций напряжений

Пользуясь соотношением (4.3), выражение (4.1) для функции 
ФК(У) приведем к виду:

?К(У)- խ +(-1)‘(2֊Лят (Հ- <Ф

, . , . (2к — 1խփ(у djesh 1 1
2<L

+(֊!)“ + 1 2Р b-cl.
Т(2к-Т)к(>՜մ,) (5.1)

Исключив из выражения (3.7) коэфициент Ам , получим
, . . п ,(2к —1խ., . . (2к —1խհ.
և (У) = В. տհ —------(b,-y)csh - —i

2d> 2d,
, >£ 2P(b’֊-dJd. J2k-1)x,. . .(2к-1)яЬт

H-( 1) —L-i-----ճ_Lsh----------(b5— v)csh֊-------- ---- I
1 (2к—1)я 2d, 2d.

-H-l)
К P v 16d’ 

1ТТ>(2к^1Т^
. (2к — 1 )r.y (2к — 1 )xb.

v—b.sh---------— esh :-------- - —֊
2d. 2d.

K2P(b’-dta)(y-d։) 

1 (2k-1)*
Аналогичным образом для функций w, (х) и v, (х) получим:

wx(x)=— N«cih—— sch — -sh- (d. x) 
d։ d, dj

к - 1 2P v
-M-J)

I 1 4֊V
esh

+( B*+ ՛ - Հ S 
X — 

p -1

кхЬ, Kxd, . kx . .
----- •- sch — sh — (d. — x) 

d։ d, d, 
fptd.jcos^e^5'

(2Kdt)’ - (2p - l)’d։
i5.3)

м

v« (x) = N. esh xxb։ . kx.. . 
~sh

d. d,
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+(֊ (М’ (1 - cshф-sh K֊^Y (5.4)
I I -bv\K%/ \ d։ 1։ /

Подставив значения (5.1)—(5.4) в (2.4), получим функцию на
пряжений

F։(x,y) = У [և (у) 4- <?* (у)] cos 1>пх 
2d.

к = I
х
У COS

к « 1

(2к в
2d, I

. (2к — 1)к .. . . (2к —1)пЬ.
sh  ----- -—(Ь, —y)csh֊-------- —L—

2d, • 2d.

. (2к—l)r. , (2к — l)-d,
sh n,""՜ (<հ — y)csh ----- T—֊֊

2d, 2d,

h-2P (b2-da)d։ f
1) _. . » r 1 s

I (2k-1)k|

+ sh 
2d.

(b.-yRsh^-1^- 
2d, 2d.

(y-djcsh (2k—l)rcdt
2d,

К P
1) ֊

* 16a;
1 1 4֊ v (2k-1)’tc8

у — b,csh (2к—1)лЬ, (2к 1)теуО J I 1
2d. 2d,

I- £ vp(d,)sin ֊PpLch_P^Sch₽^. (5.5)
p = | d. d. d,

для области DAMN.

F։(X.y)= լ L(y)C0s(2^—i^=-P (b-d‘)(y-d,)|- 

_ 1

+ у cos<*L-!>^{B«Sh ^֊l)l(bi_y)esh^֊i>b» + 
K^։ 2<և 1 2<15 2(1,

I (2k— 1)k 2d. kd,

+( ֊ 1)KP ’ 'ճ_ у - b,sh g!^1 csh gL֊1^] j (5.6)
I 1 4- v(2k ֊ l)='r? 2d. 2d. I)

для области NMBC.

F,(x,y)= У (vK (x)-f-wM (x)] sin K^ = 
d,
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V : (2р 1)ях (2р 1)гсу . (2р — l)zd։= У fp (d.)cos —------ լ— տհ —------ — csh — ------ -—14Л PV '՚ 2(1- 2d. 2<J.
p=J

V ктеу к. . ктос . Kr.d, , ккЬ. . кк .-- > sin -----— N„ch — sch-------  csh----- լ տհ - b։-d. 4-к^։ I <h d։ d, d,

.. k2P v / dj V , 4| KTido . ։<r.bj . KTCX՜] I
4-( — 1)------------ — J — th -------- • csh----- ch — (o./I 14-йШ/ d, d, djl

для области О A MN

F,(x,y)- S

К =

, , . KTtvVg (x)sin 
d։

V • клу lx, . x . Kzb, .= ՝ sin —— (NK sh — (b։ — x)csh-------  4
d» ’ dl dj

. . ,,K2P v /djV/. . ккЬ, kxx \| u.
-H-i) vr ՜ ~ J-csh —Ժտհ —Г՜ <°’8>I 1 4- v \ KK / \ dj d։ / I

для области AMHG.
При этом использованы значения:

» . .к + ։
У —— -------cos (2к — 1 )х = —

2к - 1 4к =1
<л

Ճ (֊I) К 

к5 -|֊ as
sinKX = г. shox

■j slw~

(0 X <7t)

(0<X <5X)

(5.9)

(5.10)

oc К 4-J 
(-1) (2k ֊1)

(2k — 1)’ 4- fls
<t chox
4 ch1771 

о
(5.11)cos(2k — l)x

В случае, когда d։ = bs = b и b։ — d2 — а, из (5.7) получим:

. 2P v b’ v ( —1)< . к%у / . . kfx . кita \
Г- x.v) =---------------- >, ------- "sin —— 1 ch------- sch—— =1 1 I- vr? — k:։ bl b b )

к =1

P V 2b3
I 1 •- v к5

(y?
12 \ b5

V \ v ( — 1)* . , kjcx . кг.у֊֊ — > ------ —sch—ch sm—-
b / “ к՛' b b b

к «» I
.(5.12)

Здесь использованы значения:

-0 a, — b-_.
И

а

к
KKV sin —- ՜ 

b 12
ճ_ У
Ь3

’ (0< У <Ь) (5.13)
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Выражение (5.12) есть функция напряжений при изгибе призма
тического стержня с прямоугольным поперечным сечением, которая 
приводится в курсах теории упругости (6|.

Функцию напряжений при изгибе призматического стержня с 
прямоугольным поперечным сечением можно представить и в другом 
виде.

Подставив н (5.5) — b, — Ь и Ьх = (Լ = а ,получим:

'■(х’у, = ТгЫт(х’-а։,у-
У < rlLcsh (5.14)

к — (2к -! > .2а 2а 2а IК I

При этом использованы значения: 
vp((Mi . =0 |d, -=■ b,

И

ճ «՜Հ7cos (- ~-l)BX = ֊ (x*-o’) (0 • X<«) (5.15)
(2к—1)” '2а 32а*к = 1

§ 6. Определение напряжений Xz и Yz

Согласно (1.4) и (2.1) компоненты касательного напряжения оп
ределяются соотношениями:

X? (Х,у) = ֊ ֊~(х=-1>). Yz (х,у)=— ֊ք՝. (6.1)
Оу 21 ах

Пользуясь выражениями (5.5) (5.8) для функции напряжений,
для напряжений X/ и Yz получим следующие значения:

Для области NMBC:

Xz (х,у) = - р- ֊-!— (х. _ Հ)
21 | է V з/

- G (2к - 1)кх । (2к - 1)лЬ* . (2к — 1)к .-2d; ձ^տ֊ ֊-'(2к—!)ВКesh——— -=ch-J-—------(b,-y)-

(֊if а.. 2Р . d csJ] (շ^-ւխհ։ j (2к ~ 1խ (Ь _ у) _|_
I ՜ 2d- 2d2

-H-D* J6dX (6.2)

1 H-v(2k-1)W 2(1, 2d, I

Yz (x,y) =

~ V • (2k— l)~x| , . (2к— 1 )”b, (2к — 1խ . , .- > sin ֊֊֊ (2k -1) Bk esh-----֊֊J shv֊—(b, — y) 4-
2d5 2d» I 2d? 2d,
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^(Հ֊6>1չտ1։(2ա-1^տ11 (2K-l)n(b_v) 

I Г. 2d։

« Р v 166 к . <2к - \ — b.csli —
2d.

l)Kb,sh(2K- |)пу
2d,

(6.3(

Для области AMHG:
p . 2X/ (x,y) = ^-(b ֊x’) +

4 У cos K"4 [ttNicCsh K,'‘'։ -sh h" (b, — x) -J-
d։ Հ- d։ I d։ d։

-H-bK^_2____1.
u I 1 - V K’«:1

. К—Ь, , KZX— csh------ — տԽ------
dj d,

(6.4)

Yz (x,y) *= “ У sin —•• *kN, csh —ch '^(b,֊ x) ֊- 
d, — d, I dj d,h —՛ I

К *>p V
4( 1) ՜ — d. i Krcb. ....J_csli —t-cli

W d։
КЯХ I

<1. Г
(6.5)

Для области (DAMN:

Xz (X.y) = P (Հ֊ =։*): +

+ 4֊ V {2p_1)fp(djcsh12jL֊-n^.C0J2p-l)-xch^Pjz^y Ւ 
2d, _ “ ։ 2d2 2d, 2ds

~ V кху I xr , kzx . Kiwi, - k“/u . к zb.14- ֊ ՝ cos ՜ kN։ ch sch-------sh (b.— d..)csh -- -r
.Հ֊! d, I d, d, d, d,

3
, , K2P V d / , K^d, , K7cb. , K75X\ I ...

— Ն-----------—1 — th -•’-csh-------LCh — • (&6)P ՝ I 1 փ v к’я’ V dt d, d, / J V 
ф>у)в

’ V /о i«/n* (2P“ 0TCX i (2p —l)^v . (2p—l)Kd,«= ։ ձ (2p Dtp(djsm r 7 sh1 { э z • csh 1֊
2d.. “■ 2d, 2d. 2d»

՜ P = I

z V - кку ( .. , kzx . Kzd= , ккЬ. , кгс,. .. > sin —- KNsSh sch csh — sh (b. da)
d, “ d։ I d։ d, d, d, 

В՛ К — 1

. 14K2P v d Kzd, . ктсЬ. . kzx I
-(-։։—i------ -^L-th -֊-csh։ sh —— . (b.i)

I 1 4- v к-я3 d։ d։ d։ J
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В области OAMN (фиг. 2) касательные напряжения, кроме фор
мул (6.6) и (6.7), .могут определяться также и значениями:

Xz (х.у) ==;—( b{— № ) }■ յճ V pvp(d,)cos -’հ ch -- sch ֊’^ — 
“՛ d> cl, d. (I.

^VC0S^֊JUx 
2d,

|(2k—1)B« ch (2k x , (2к—1)тсЬ.-----------—(b2—v)csh —к֊—‘
2d, ' 2d2

sk (2k —1)“Z1 , t (2k — l)-d։— ch ------- (d։ v)csh --------------— 1 •
2d. ՜ 2d.

. ../2P1 Հ“Հ)<1ւ . (2к 1խ .. U2k—1)кЬ,

- ( -П) Т ՜^՜ Ich ^/n֊y՝CSh 2d,

_chJg£^(y_dl)cs„(?-<-'M,.]_ 
2<l, ՝- 2d, J

H |_

114 v(2k — l):ln‘
_  (2к -1 խխ ch (2к-1)ку (2k—1 Ml. | , 

2d, 2d. I'd. I ’

Yz (x.y)= —— У pVp(d2)s։n — sh '—sch f- 
d։ ~ ։ d, d։ d։

2d.
Г (2к i)- . (2к — 1 )nb.sh —-——(b.— y)csh----------- - -լ 2d, ։ ' 2d,

. (2к—1)“,. . . (2к —l)7cd.— sh -------- — (dv csh ՝--------- -—L
2d, 2d,

к 2_P KM՛ r5h iж (b։_. y)cs,։ 4

1 ” 2d, . 2d.

(2k — i)՜ . (2к—l)-dt
2d. 2d,

. кр v J6d3 Г
— f — I )---------- --------- i----- v --J 1 4֊ v(2k - 1)նէ՛ [ '

, (2k — 1)-v (2k Dr.b, II’.sh —csh - -------------- *-
2da 3d3 I■

(6.9)

В формулах (6.2), (6.9) величины X’x . Вк, Vp(d,) и fP (<IJ опре
делены соотношениями (4.9)֊ -(4.12).

Все эти величины выражаются через коэфициенты S>; и RK, 
последние же определяются из вполне регулярной бесконечной сис
темы линейных уравнений (1.18)
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Формулами (6.2)—(6.9) определяются касательные напряжения в 
любо»։ точке поперечного сечения стержня.

Наибольшее значение касательное напряжение получает на бо
ковых сторонах сечения в серединных точках сторон (в точках) 
[0,Ь,| и (O,-bJ).

Напряжение в точке (O.bJ будет

у (-о“Ւ1 11 <ւ։<ւ։տ.Տհ -!£*. «հ рх 11яЬ>_
d, -, I з л|,

և (Հ._Հ) dieSh<M^-֊ , cti, ). (6.10)

I ■ ‘ 2d I 1 vi-'к w 2(L I

С удалением от точки (U.b>) напряжение Xx уменьшается по 
величине и в точках (<1а, Ь3) и ( —d,. Ь,) обращается в нуль.

Заметим, что горизонтальный компонент касательного напряже
ния JYxjiia баковых сторонах сечения равен нулю:

Yx (х, ±Ь,) = 0.

У входящих углов сечения касательные напряжения становятся 
бесконечно большими, ибо в этих случаях значения напряжений за-

Л до
висят от значений рядов У R. и У S«, которые, согласно

к<= 1 к «=1
(4.13)—(4.17), расходятся.

На горизонтальных сторонах сечения касательные напряжения 
будут

Хх (Ь„у) = О

Yz (bvv)«2n >, (—1) s»n —- djch----- -sch --------RK —
", d, I d, (1,

Подставив в (6.6) и (6.7) d, = b. = b. b։ = J,= а и, учитывая, что 
для этого случая fp (d,){d։ = О, для напряжений при изгибе приз
матического стержня с прямоугольным поперечным сечением получим: 

х>). М-Л! 1)
21 ' I 1 -J-v «հ* I 12 \ b’ /

V (— 0" V. K"X u К*У I /С I «иՀ -i—-^-ch------- sch——cos—^֊, (6 12)
, к5 b b b J 

. к — 1
Илвссгия IV, յ* 5 6
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v . . Р ՛/ 2b’ v (—О* , кях . кла . кяуУ/ (x.v) = —----------у ֊------- — sh —— sch------- sin------ —. (6.13)
I I v — к2 b b b

к = I

При этом использовано значение ряда

у (^ULC0S_^= ?’(3>-_a (б.14)
~ к3 b 12 \ Ь* ) '

к «? I
Напряжения (6.12) и (6.13) для стержня с прямоугольным попе

речным сечением приводятся в курсах теории упругости (6).

Сектор математики Поступило 3 I 1051
и механики Академии 
наук Армянской ССР
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(X. ll.prinliiu-fjiaG

խԱՋԱՋեՎ. ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 1ԱՏՎ.ԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ. ՊՐՒԶՄԱՏՒԿ 
ՋՈԴ-ԵՐՒ ԾՌՈՒՄԸ

Ա Մ Փ Ո Փ II I' 1Г

էէշխսււււսէ JJ յան մեջ րերված I; Աեն-’Լենանի խնգ րի ճիշտ րււծրււմր 
իւաշաձե հատվածք ունեք/ ալ պրիզմատիկ ձա/երի ծ ո մ Աէն վերա րե ր յալ՛

Խնդրի լուծման րնթաւ/քա.մ Օգտագործված Լ Ն.Խ. Հա րա fJ յու.ն յան ի 
օմանղակ էիո ւ նկք/ ի ան ե ր մտցնելու եգանակր, "րի միջոցով մասնակի 
ած ան ք/ յ ա i'll ե րսվ դ իւիւիե ր են ք/ի ա j հավասարման լա ծ ա մ ր լւերված Լ հաււ- 
ւոատուն ւրւլւծ ակիցներսվ դծային լւ էլ րւր լււլ կարղի դ ի !իէիե րեն ց ի ա լ հավա- 
ւ> ա ր ու ՚մե ե ր ի լա. ծ ման, ի“է( ինտե՛գրման '> ա ււտ ա ա ո ւ նն ե ր ի որոշումր' լիովին 
րեդւււ /յար դծային սւնվեր^ հ ավ ա սա ր ո ւ ւՈւ ե լւ ի սիստեմի լսւ.ծման>

1ւ1րԱւ1ր[ւ լածամր տրված Լ րն ւ/ i ա՛հ ա ր հանր ահաշվաէլան ձ/էււվ՝ կախ
ված հատվ՛ած րի ե րկր ա շ ա էի ական պա ր Ш մե սւ ըն ե ր ի г/1
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

4

Н. А. Словинский

Опытное исследование железобетонных колонн 
с жесткой арматурой при центральном сжатии

За последние годы железобетонные конструкции с жесткой ар
матурой нашли довольно большое применение ин строительстве ря
да гидроузлов, промышленных и высотных здании. Следует отме
тить, что целесообразность широкого внедрения в строительство 
этого вида железобетона была доказана обстоятельными опытно-тео
ретическими исследованиями, произведенными к ЦНИПС А. А. Гвоз
девым и его сотрудниками [1. 2].

В 1948 г. нами была выявлена целесообразность применения 
жестких арматурных каркасов для железнобетонных арочных мостов 
при существенном увеличении допускаемого напряжения на металл 
арочного каркаса [3|.

В случае навесного способа монтажа в стальном каркасе арки, 
после его обетопирования, возникают относительно высокие началь
ные сжимающие напряжения. Вследствие этого возникают опасения 
в отношении возможного выпучивания предварительно сжатой арма
туры в бетоне и раннего трещинообразования в бетоне.

Эти вопросы требовали экспериментальной проверки, так как ав
тором статьи совместно с В. В. Пинаджяном для одного моста было 
спроектировано железобетонное арочное пролетное строение и для 
арки этого моста была предложена жесткая арматура, предвари
тельные напряжения которой после обетопирования конструкции по 
расчету достигают значительной величины.

В свете изложенных соображений нами в 1949 г. в Институте 
стройматериалов и сооружений Академии наук Армянской ССР были 
произведены опыты с целью экспериментально։’։ проверки несущей 
способности центрально-сжатых железобетонных образцов для слу
чая, когда в жесткой арматуре имеются предварительные сжимаю
щие напряжения порядка от 350 до 2000 кг 1см*.

11ами были испытаны десять образцов, размерами 25 X 25X112си. 
Размеры образцов были продиктованы габаритами и мощностью гид
равлического 20 /-тонного пресса.
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Металлические каркасы образцов имели четыре ветви из угол
ков 50X50X5 мм (Fa = 19,2 см2) с соединительной решеткой треу
гольной системы из полосовой стали со сварными узлами (фиг. 1).

Процент армирования р = 3,2° „.
Перед обетопированием каркасы испытывались под нагрузкой 

от 30 до 35 тонн. При испытании каркасов производился замер де
формаций в стойках и связях.

Железобетонные призмы были подразделены на следующие груп
пы:

Группа 1а. Образцы №№ 1, 4, 7 и 10—с предварительно сжа
тым в специальных приспособлениях металлическим каркасом; за
щитный слой бетона армирован хомутами из стальной каталки диа
метром 5 мм, с шагом 10 см.

Группа 16. Образец № 6 с предварительно сжатым металли
ческим каркасом; защитный слой бетона не армирован.

Группа 2а. Образец № 5—металлический каркас которого не 
подвергался предвари тельному сжатию; защитный слой бетона арми
рован хомутами из стальной катанки

Группа '2б. Образцы №№ 2, 3 и ՝)֊ металлический каркас ко
торых не подвергался предварительном} сжатию: защитный слой 
бетона не армирован.

Предварительное сжатие в металлических каркасах осущест
влялось специально изготовленными приспособлениями (фиг. 2 и 3), 
устанавливаемыми в 200-тонный пресс.

Бетон для образцов, а также для кон.рольных бетонных ку
биков 20 x 20X20 см был изготовлен на базальтовом щебне, речном 
песке Эчмиадзинского карьера и цементе Араратского завода имени 
С. Орджоникидзе.

Предел прочности при сжатии контрольных бетонных кубиков с 
размерами сторон в 20 см приводится в таблице I.

Таблица !

Номера 
образцов’ 1.2 и К) 4 и 5 II б 7 н 9 II

Предел проч
ности при сжатии 
в кг см- (среднее 

из трех испыта
ний)

175 150 140 135 15(1

Испытание на разрыв стальных образцов нормальной длины, 
вырезанных из стоек жесткого каркаса, показало, что предел теку
чести маталла колеблется от 24,6 до 28 кг. мм?.

Все изготовленные призмы испытывались на 28 —30 сутки с мо
мента их бетонирования.

Призмы си .X I до № В) железобетонные, № II֊ бетонная.
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Вид сроку Вид по 1-1

иг
а

Разрез и-и.

Фиг. ! Каркас жесткой арматуры испытанных образцов
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Фиг 2. Приспособление для предварительного сжатия каркаса 
жесткой арматуры
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Испытания на центральное сжатие бетонной призмы (образец 
№ II), имеющей такие же размеры, как и железобетонные призмы, и 
соответствующих контроль
ных бетонных кубиков, пока
зали, что отношение призмен
ной прочности к кубиковой 
Ф=0,72.

Кстати, по многочислен
ным опытам других исследо
вателей, коэфициент ՛!> для 

/ 112 соотношения (֊« —4,э, при

марке бетона 140—170, близок 
к полученной величине.

При испытании железо
бетонных призм продольные 
деформации измерялись: ар
матуры—тензометрами с точ
ностью 1 микрон на базе 2 см, 
в четырех точках сечения, бе
тона— деформометрами с точ
ностью 10 микрон на базе 50 
см, также в четырех точках 
сечения (фиг. 3).

Вел и чип ы раз ру ։ н а ющей 
нагрузки для железобетонных
образцов с жесткой предка- . .։ ,, . ,Фиг. 3. 1Ն нытзниг образ։։? с ирсдиарл- 
РИТельИО-НИПряженной И не- тедьно сжатой жесткой арматурой 
напряженной арматурой при
ведены а таблице 2.

В пятой графе таблицы 2 приведены, для сравнения, расчетные 
величины разрушающей продольной силы, вычисленные по несколь
ко видоизмененной формуле Н и Т У -3-49:

NP = фй1՝б + ат Fa
1000

тонн, (1)

где по нашим опытам: փ=0,72. Fa» 19,2 см', Ffl ; 606 см'.
Но показаниям тензометров, замерявших продольные деформа

ции арматуры, и деформометров, замерявших продольные деформа
ции бетона центрально сжатых железобетонных образцов, было ус
тановлено следующее:

I. Равномерно возрастающей осевой нагрузке соответствует 
плавный рост деформации бетона и арматуры; на кривой за внешно
сти „нагрузка-деформациия" резко выраженных переломов и скачков 
не выявлено:
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Таблица 2

Ку би ко- 
вая проч-

Пред ва ри
гельное пап-

Ра з ру ։н а ют а я на гру зк а 
в тоннах

Расхождение 
между Н и ’Г У — 

—ЗД֊И> и опы-

№
№

 пб
ра

зц
оЕ лисп, бе

тона в
кг.см- в 

момент 
испыта
ния ж. 6. 
образна

ряжение ар
матуры в 

кг'см*
по на
шим 

опытам

по формуле
Н иТ У—3—40 при:

там и
в процентах

5, = 2480 5т - 2800 
кг с.и*

при =т 
2480

кг ем-

при 5Т = 
2800 
кг ‘см*

Преднапряжснкая рматура хомутами

10 * 1֊5. 770 1 126 123 1-30 +2,5 3,1
! 173 350 130 123 130 +5,7 0
7 135 2090 117 106 113 4-10,5 +3.6
■1 150 1320 122

Преднапряжснная at

112 119 I +9

>магура без хомутов

1-2,5

* 140
825 1 ПО 108

•

Ненапряженная арматура ։

115

хомутам։

4-1.9 ֊4,3

5 150 0 115 П֊> 119 +2,7 -3,1

’к'напряжснная арматура без хомутов

2 ■175 0 ПО 123 130 -10,6 -15,4
9 135 0 106 106 113 0 - 6.2
3 140 0 по 108 115 ֊ 1.9 4.4

2. В образцах, арматура которых не подвергалась предваритель
ному загруженню и, в особенности, в образцах без хомутов наблю
далось раннее появление трещин в бетоне. В образцах без хомутов 
напряжение в арматуре достигало предела текучести после появле
ния трещин в бе гоне. В образцах с предварительно напряженной ар
матурой появление трещин в бетоне происходило не раньше, чем на
пряжение в арматуре достигало предела текучести.

На основании проведенных опытов приходим к выводу, что при' 
соблюдении нормативных требований в отношении постановки необ
ходимого количества хомутов и марки бетона, предварительное за- 
гружение жесткой арматуры, как и следовало ожидать, не снижает 
несущей способности.железобетонного сжатого элемента.

При большом проценте армирования железобетонных конструк
ций возможны случаи, когда в стадии разрушения бетон достигнет 
предела прочности раньше, нежели арматура предела текучести.

Предварительным загружение.м арматуры можно достигнуть та
кого благоприятного состояния, когда разрушение железобетонного 
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сжатого элемента с любым процентом армирования произойдет не 
раньше, чем будет достигнут предел текучести арматуры.

Эго положение подтверждается описанными выше опытами.
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'l>. U.. Ս|ու{ի6ս1|ի

ԿՈՇՏ ԱՐՄԱՏՈՒՐԱՅՈՎ. եՐԿԱՌԱՐԵՏՈՆ ՍՅՈՒՆեՐհ ՓՈՐՋԱՌԱԿԱՆ 
ՈՒՍՈՒՄՆԱՍԻՐՈՒԹՅՈՒՆԸ ԿեՆՏՐՈՆԱԿԱՆ ՍԵՂՄՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

II. 1Г Փ Ո Փ II I’ II

1հւ՝ա սւրմ ԱէԱէէրւ,րայէ1ւ/ ևրկէէւքր/uiphiiui'ti и յ rt ւ.ն եJi /< ական iiiltiuif-
‘հաս ի րու flյու Ն у/ I, itnn/fiu, tt/I կենա րո՚հ ակ ill'll հեղւքման tjl> պվւէէւմ՝ ար
մատ ա.ր այ ի ն ա քււ՚էւ ակա՚Ա ր!ւււն ա tftt ր Пէ if ր iffAtsh նրա > ни tn *|« гг• ք.1 յ ւսն umi- 
tf Ill'll/А շ քւ ի Հեղն tn մ սյունի կ ր ո ղակա՚հ րն ղ tn ն ա կ и ւ ft յու ն у/ւ

Hi.Uinfi այղ in քող ft կէՀհսսրրսւ կէ) իւոնԼ yi fl կի րաո tit tf ր 'it ւղ աin ակահ ար if ար 
Լ աղեղնավոր կաւք tn ր9ն1. րու if, »/yi»/»/.<y՝ у ш и ա ա կն հ ր ft հ и ղ՚հ ա ր 1ինԼ ր ft վււէքսա՝- 
զինման նււքաաակով' ՛Հհ ա ր ա if и ր Լ ի ր ա կ ill’ll ա ւյ՚հ ե ք կւէշա ա րւք ա աւ II ր այով ’հաքււ֊ 
նակա’հ ղդալ!ւ րհ ո*հ ա if ո ր и ւ if:

քքէէշա ա ր if ա ա и ւ ր այ ք. 'inf ա՛հ oryr/i աղ и րւ՚ււ ։ if ր հ ր I/ա fl ա ր I. ա ո“հ կամարք֊ 
նԼրււււք Լաւղ1.ււ ՚հ if ա ղ1, ղ՚հ in if Լ վ I, ր fi'l/h հ ր քւ и կա и n t ղ մ ան mpf/lijifl հ </ ա if կ!. ա ըէ
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