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МАТЕМАТИКА

I И. В. КОВАЛИП1ИНА, В. II. ПОТАПОВ

МУЛЬТ!1П/111KATIIBI1АЯ СТРУКТУРА АНАЛИТИЧЕСКИХ 
CTBEHI1ЫХ ./֊РАСТЯГИВАЮЩИХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ

Г. В статье изучается аналитическая матрица-функция W (а). 
юряклцая следующим двум условиям:

I. Г (л)./ IV* (а) - ./ > (.) (Re X > 0).

2. U (7 ) - IV-(/ ).

ь вещественная, ./-растягивающая и правой полуплоскости мат- 
функция.
Очевидно, что вещественная матрица-функция IV (X), имеющая
i кратности k в мнимой точке >0, имеет полюс той же кратности 

««пряженной точке /0. причем коэффициенты в разложениях в 
Mi Лорана в окрестности этих точек комплексно сопряженные.

Простсиш .то вещественную, /-растягивающую в правой полу- 
жвети. /-унитарную н мнимой оси матрицу-функцию Z (X), име- 
ю полюсы первого порядка в точках Хо и а0 и нормированную 
MUU -2(ос) /. будем называть элементарным вещественным
[йтелем и записывать так:

Z (л) = / + + -֊’«Ջ֊ (о, = Re Хо).
A-Ao AQ

сигарные множители будем рассматривать для точек л0 и х0, 
тих в правой полуплоскости. Гели точки Хо, Xo(ReXo>O) являются 
сами Z-1(a), то рассуждения доказательства проводятся аиало- 
р.
|-2(л; можно разложить па произведение двух элементарных мно-

Н'.н с полюсами в точках а0 и Хо:
I = + =

P]^PV PxJX)y P^Pt. PJ>0

Разложение Z (а) на произведение элементарных множителей 

го осуществлять в любом порядке, и так как Z (X) — Z (X). то
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» I'.

Однако, и. силу некоммутятивностн умножения, Р։. вообще го
воря. нс равно Р։

2 . Рассмотрим разложение матрицы-функции IV (д) в ряд Лора
на в окрестности точки Хо:

. । uz(k)«֊_г...
(А Аф)

Выберем любое решение х уравнения с*Jex — г* и составим мат
рицу Рх — exj

11етрудно проверить, что ZJ։ не зависит от выбора д- и является 
У—неотрицательной проективной матрицей, то есть Р[ = /Հ, PXJ >0.

(շ3 р
1 +-J-777— (отщеп

ляется от IF (а). матрица-функция IV\(a) ծ՜։(/) Uy(^-) обладает 
следующими свойствами: IV\ (а)֊ •/-растягивающая в правой полупло
скости и порядок по носа в точке а0 у 1Гх(л) понижается на единицу. 

От матрицы-функции lFt(X) отщепляем аналогичным способом 

элементарный множитель = -|- ■
X а — л0 /

Можно доказать, что произведение

является элементарным вещественным множителем, и ձ՜1 (/•)/' 1 (<) •
IF (>■) IF,(а) остается вещественной матрицей-функцией.

Этот процесс отщепления приводит к основной
Теореме I вещественная, рациональная, J-растягивающая 

ժ правой полуплоскости, J-унитарная на мнимой оси матрица- 
•функция IF(а) разлагается на произведение вещественных элемен
тарных ин о ж и т елей

W(r.) Zx(a)-Z։։/.)---ZHa) F.

где V-постоянная ■•ещественная J-унитарная матрица.
Из теоремы I вытекает, что изучение вещественной матрицы- 

-функции сводится к изучению структуры элементарного веществен
ного множителя

3°. Условие вещественности /О) накладывает следующее огра
ничение из Р՝ и ՀՀ.

) = 6+ рф’„ (3.1)

являющееся необходимым и достаточным условием
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I возникает вопрос: можно ли для любого ./-положительного 
проектора /\ отыскать /-положительный проектор /<„ удовлетвори 

Ьпый равенству (3.1). Доказана
■Теорема 2. Для т о ?. о у т о б ы .к н ом:ител ь

,, ,, Ջ-;
Юи элементарным естественны и множителем Z(>.) 7.(к).необ-

и достаточно, чтобы выполнялось неравенство:

/<(./_ Д,л։./)р;^а. (3.2)

| ՝ IԿI ՛

кОднако, построение Р5 по /-\ приводит К ДОВОЛЬНО сложной 
•труктуре /< Поэтому целесообразнее решать сначала эту задачу 
«’■проекторов первого ранга, доказав затем, что любой элементар
но вЖестнеиный множитель разлагается на произведение конечного 
՚4||՚՚.Ն՜ւ множителей первого ранга.

2э0Д 9, д
■гцСшественный множитель 7,(՝к}=.]-г------- — — —— ° . в ко-

* — \ А — Лй
лором Л—матрица первого ранга, будем называть вещественным мно- 
'Ц'гёлсм первого ранга или примерным вещественным множителем.

■ Если прлмарпый вещественный множитель записан в виде произ- 
■Ясяия двух комплексных множителей, то, очевидно, что /?, и р։ 
«Л1ЯЮКЯ проекторами первого ранга, то есть рл= .^ՀհՀ-1.

= - I. 11 *(>•) (/b—
I Заметим, что вектор g определяется проектором р с точностью

■скалярного множителя е1‘.
I Из равенства (3.1). -■.апиезнного тля проекторов первого ранга. 

№ка«-т

ГТеоргма //усть (/ дЛ Pj ,հ։/Հ = )-

*a иентарный множитель первого ранга
В Дан того чтобы существовал множитель первого ранга

{/•г Ն дополняющий первый до вещественного

Г ’ ” Ло /
I ■■"֊(՛•- ;*|

^бхооимо и достаточно, чтобы

I I < sec G (G = агр ле).

При этом орты и ,հ2 могут быть так пронормированы, что
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հ։ՀՀ։ = th a sec 6ей. (3J
а

Й2 = е1։ад տհՎՀ։.
Гак как вектор g2 определяется п« • вектору одно начно i

точностью до скалярного множителя е‘. то множитель >■֊ J 1
а. следовательно, и вещественный множитель первого ранга

2=0 ch а   2«հժ /_>. Jg,gi+'■ 1 ։ւ А — А|)

определяется вектором щ однозначно. Поэтому для векторов g, и £ 
принимаем стандартные иб< значения:

Я։ = = ch ag — տՍ
В дальнейшем изложении вектор g։ = Հ, нормированный р: 

венством (3.3), будем называть правильно нормированным щч: торой 
4°. В заключение докажем, что элементарныi; вещественный мж 

Житель разлагается на произведение примарных вещественны . мн< 
жителей.

Легко видеть, it<> если 7. (>.) = (7 — • ~~~~ )('------ ՜'~^՜ )

улементярный вещественный .множится։ и если g։ любой орт из пр 
странствя

/И2 = НРХ, то |£ЛД'։ <sec^.
Это обстоятельство позволяет ир.п-.н.п.н нормировать попой о

ձն ( и построить вектор g։ = ch ag, sh«g։. причем произвел

Л /. /՝ \ է_ է I I \(; \ Гм'и
нис множителей /Л. (') ^v(ai — { / 4- —---------- ) / —— I '>> 1\ а —/у а — ал /
примарггым вещественным .множителем. Однако. неясн< лдет ли i 
кои примерный множитель отщепляться от 7().).

Отщепим от первого комплексного элементарного множителя 
Z(X) комплексный примерный множитель, порожденный пре-шль 
нормированным ортом j^x (֊ НРЛ, я от второго комплексный прим.։ 
ный множитель, порожденный ортом

где Q, = Р, — р,. />! = а

// . \ / /__ •^'7о^я_ V / -■‘7Ն \ ։
\ Л — Ло / \ А — Л А - Հ /

где Q2 f\֊Pt. р. = и. следовательно.



Структура мщестиснныл /-рясгягмвзтишх мйтрни-функикй

Խճ = /'/ + _23>^ У/+_֊^9>_у/+_2^_у/ч. 2зА_\ 
w \ ' ֊ ֊о Д < - ч А /. ֊ л. А >. ֊ )
Иреставня местами второй и третий множители Эта нереста- 
^В&эможии. так как отщепление элементарных множителей от 

лщи-функннн (/ н — W/4—можно осуществлять.
\ ♦֊ - 'о Л А — > 0 /

юя с любого полюса, то есть справедливо рршшегйр

я того, чтобы множитель (/ -т —УI I—был 
\ * - *ժ а — а0 /

в
енпым, необходимо и достаточно. чтобы #. ch agt- shajf.

рос СВОДИТСЯ к тому, су шествует ли такой вектор ,հգ Н/Հ, что

ւ = ձր։ » мк выбирать его в ,И3 = /7Р։.
Լ-Однако, здесь целесообразнее ։՛.« .-Поль овиться гругим критерием 

стаенвости примерного множителя. Из условия вещественности

1рного множителя 2‘с.Г1
—к

|о. что второй множитель (/ л- ~՛0^- j при перестановке его

первое место имеет вид ( / 4- - Нетрудно убедиться в том.
I Հ — >Ն . •
• и счучне множителей первого ранга это условие является не 
it.Ko необходимым, но и достаточным для пещестпенногги г(Х).

| Имея в виду этот критерий вещественностн . (*■), поступим сле
тим пбризом:

I I. Отщепим в (^ / д- ~~՜?—) прмммриый множитель ( / -ք- /՜^՜՜ J՛ 

||>ЖД(Ч1НЫЙ вектором /?։. Тогда

/и а . 22»й_,у/+^а_у/.
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2. Переставим последний множитель//
\ >• — '֊о

место

на перни

_ /' / *■;е ^J՝i \i/ / __ ~со Р। \// _ _ 23(i Ն .
'• — '֊о 0? }՜ ՜ Л° ' *՛ “՜ Л

В снл\ вещественности 7 (X)

3. Выделим из этого множителя примарный множитель
/ | Y порожденный вектором g.. Тогда

л /

•I. Переставим множитель (/+ ) на последнее место

Для того чтобы убедиться в том. что примарный множител!
_ А

является вещественным, поменяем мес

А
Легко видеть, что — р\.

Это пытекает из следующих двух свойств перестановок:
А А

I. Если ծւ.^)/^. (а) ^(л)/>х,(л) =^(а), где АрЧьр0.

то /Л.(А)=/Л,(М.



Структура вещественных յ растягивающих м.лрин-функций <)
■ ■ ՚ ■■ ■- ■ - - ——- ՜ - — ■ ■ - ■- -֊ ---- —=».

Таким образом, справедливо равенство:

I I'
Ьгэт<< и означает. Согласно упомянутому критерию. чт< отщепленные.

I А
Ьиожнтель (/ " ՛ л‘ )(/-ք- — °^։ \ является примарным нещест-

X >• — 1о / \ л — Դ /
осиным множителем. Тем самым доказана

[Теорема 4. Пусть дан элементарный естественный чни~ 
мотель
I /('.) = (/^֊րԴ.է X/ Ւ ՜’’\ )■ =

Для любого правильно нормированного орта ип подпри- 
ипранства НРУ порожденный этим ортом примарный веществен-

кий множитель Z (л) — ( / г —°֊։ W / л-----\ г#е Pi
\ x - Лв /\ /

и Տ՜յ -chr/.e, shai»։. отщепляется ат Հ (И.

а ՀՀ
[ Так как остаток //4 V/ յլ՜՜օ^։ \ |

\ ' — /\ >• — '-о
нмйется элементарным вещественным множителем, то процесс 
отщепления нримарных множителе ։ можно продолжить.

| Повторяя т — I раз {ր(/Հ) = т.\ процесс отщепления, приходим 
Ь разложении» элементарного вещественного множителя на иронте- 
мние т нримарных множителей.

| Таким образом, вещественная, раниоцалышя. ^-растягивающая 
U правой полуплоскости, /-унитарная на мнимой оси матрица-фуик- 
[[Янн 1Г(л) может быть разложена ня произведение нримарных пеще- 
пвенных множителей.

■ .Одесский техполо! ический ннстигуг
iiiijjenoii >■ хололн.'и.но»՝։ промышленности 1ос7\нил.. 12 VI J965

2. Если /^(л) {ծ14 (>.' 6^(л)} = ) и

=
Л

где лр-tpy. >(,. то /ЪДХ) = bj.(k).
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I՛ Վ. ««ՈՎԱԼՈՈէ՚ՆԱ, Վ Պ. 411ՏԱՊ1Ի1.

Ա-ւԱԼԼԻՏհ՚ւ 1«|'ԱԿԱՆ-2ԴՈՂ IHlSPb3UWM»mWaWI« Ս՚ՈԻԼՏԻՊԼԻհԱ 
USPnb’lSnhPlVb

Ա մ փ ո փ ո I il

Հալված ր նվիրված է ւէեակտիվ մ ւէւարիւյա֊ւիէէւնկէյիա լի ։1^Ր1"ւծա/Լ 
աոաջին կարդի պար։լա։չէո լն ա րտաւլ րի չնե րիէ

Ifintjil iu.il Լ ոլա րէլաւլա լե ոեակտքէվ արտւալր/ւչի ւլուրյավւարր և ւէ1պ\ 
уш.гр/in //' Հ ռեակտիվ niulj/in’tttii / մատրիւլա֊ վւէււնկււիալի ռեակտիվ
աադ րի Հհհ րի tj /։ր լա Л in իք րո՚Ն if ասին [JI։ и րհ if ա ։

Նկալւաէլրվում Լ п հակաիւյ աոաջին կարւյի արտադրիչի Г (/.) ււ1ււրուկտւո՝_ 
րան ե ալււխււք են նրա ոեակտիվ լինելա անհրաժեշտ ա րավարար պւպւքք ’ 
ներր:

1>ւ/ վերջապես, ապա էյււււր/mif է թեորեմա կամա (ական պարղակ. 
•ւեակւոիւ/ արա։յ։ւլրի >/ւ' ուոաջին կա/պի պարղ տդէէԼքն արաադրիչնհրի ։//ւ| 

ծա.իէլան մսաին:
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ГЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В В ЕГЛНЯН

ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
пя бесконечной плоскости С ДВУМЯ КРУГЛЫМИ 
ВЕРСТИЯМН. ВДОЛЬ КОТОРЫХ ДЕЙСТВУЮТ ЗАДАННЫЕ

УСИЛИЯ

I В данной статье рассматривается напряженное состояние беско- 
щой плоскости, ослабленной двумя круглыми отверстиями (фиг. 1),

и’да на контурах отверстии нагрузки произвольны, а на бесконеч 
пости нагрузка отсутствует:
• 1=з,(3). т,3| ^у.(З)

И) 
| 2; х, —а. =7).

[.Для решения ։адачп вое* 
пользуемся системой биполяр* 
них координат (а, £),

I В этих же координатах 
Я. <С. Уфляндом рассмотрена 
Й1цая задач.! о растяжении 
^конечной плоскости с хву.мя 
круглыми отверстиями, когда 
и.штуры отверстий свободны от 
усилий. т. с. пылал ня о гея тсло- 
Й |1|:
■Ц=Ч-,="

Фиг 1

Вт:՜ 1*2: х՛ *
[ Предположим, что инешнне нагрузки статически урявновеши- 

яился на каждом из контуров а=а։ и « а„.
Кроме этого полагаем, что պ($). Հ'(3) и производные функции 
интегрируемы в пределах от г. до Д

I Общие формулы напряжений плоской задачи к биполярных ко- 

ИЦ1И1ШХ имеют следующий вид |1|:
Ժ2 sha О sin3 д t ch а

Ջ д?,֊ а дт. а 1 а

(2)
Ժ' sh а д sin 3 0 cos 3

(ЯФ).Ъ ֊ Հ'Ժյտ а (Ն а ԺՅ а
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■-’= Հ՜Ճ(*Փ)'

где
g _ Cb.-CO,»

Функция յ?Փ удовлетворяет уравнению

Ժ* Ժ* . Ժ« , Ժ &
да4 ՜ Qa’d'i3 tfi* <и’ 2 ф ’ ц'ф‘ (Լ *

Общее решение последит* уравнения, г. *. а"!՝, нрг. у• лониях (I 
ризыскнпаем аналогично Я. ('. Уфляилу

Л'Ф в (ch в cos?) / 4-C0(ch a cos?) In (ch-з cos?) t

I ofi0cos? ♦ У |Հ։ (л. a) cosոֆ • /',(«. ai sin zB|, Hi 
•-։ • 

где
/,(//. a) - .4, (zilch (л f* l)a-r fy(n)ch (w l)a

. C/(n)sh(n-r l)a-r D/(zi)sh(n |)a (y ֊ 1. 2; n 2), (5)

/>(!.«) Л (I)ch2a I C,(l)sh2a 7=1.21. (6)

Однако, при этом функция £Ф не должна изменять напряжен* 
ное состояние на бесконечности, т. е. должно выполняться условие 

(ЯФ), =(£Ф)։_, = 0. (7)
j-tt

Обратимся к граничным условиям (11. которые с учетом (21.(3) 
и (I) можно записать в виде

. . -Ч & Г. . ւ О
(ch з cos?)տհ»-т-— sin? — - Cha<71* 03 r ai (^Փօ)յ=5։ =

aMrl+sh’i(Cha —cosi} I aBQ Co(sh:a, f cos’? — ch a,cos?). (HI

-ճ_(„Փ„է ___ а,»<Я Գտ՚ոՅտհ., !
—4i chai—cos? ch a. - cos & -1

(/« 1. 2).
где

ՀՓ0“2 |Л(л. з)со$л& /,(л. a)8ln ո?|. (<Я

Гак как функция #Фв представлена в виде рядя Фурье, то Ле
нин часть второго услопия (8) будет представлять собой некоторые 
ряды Фурье. Однако, первое условие (8) непосредственно нс пред
ставляет собой ряда Фурье, так как перед знаками рядов имеются 
функции от переменной р. С полью преодоления этой трудности, еле- 
ten Я С Уфлянду, дифференцируем первое условие (8) по ?.
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С учетом второго условия (8) получим

I — Խփ I - —ճձւԼ__ ԱՀէ Տհ *<
I; W4 ' 01 ch a- -cos В (cha/i—cos3)2

+ C.I sin? ■ f1,1 9 cos ?______ .
ch a, — COS M (cha/ cos8)s

Из второго условия (81 и из (10) с учетом (9) находим

/։(«. «/) = /;(«, а..) = /{3J(rt).

/э (/t. а։ ) - А'2.։ (//Լ Հ («, 2l ) /<_м (Հ/յ

(/ = 1.2; //.>2)

(10)

(И)

ZJ (1 • ’.՛) = о = I. 2). (12)

Л’и(я) =

տհ л.1
(сБаГ-ТБяЗ)’

'I "i տհ at I
Cha; -cosS (cha,— cos3)5 |՛

(« 2)

№Дл)= М* -^.Տ1,,4 48 4-
~'i J ch®/ cosji -Հ/ J‘

(13)
I к..,(„>=֊.c֊^4 л

-n J ch a./ — cos 8 '
-•'S

b Հհւ;<օտ^տէււ«3 1 r COS(/; շ) 3 cos'(// ■ 2)«?
■h«. cos? 1։՜ շ ) :.|]7i ,,.sB

0
r

/Հ-- I* siii S sin z/3 1 oH։
’ J (cha/ — cos 3)* “ sha/

H է I ill' ■ 4ՈՃ1 ֊' _ Г £0$ <'/—1)3 cos (n • 1 յ £ ն
* J cha, - cos3 •- J cha, -cosВ ՝<մ

-e C

Из таблиц интегралов |6| находим
В ր

ւ' cosm3rf3 ՜ , ,
J Cha/ —cos 8 ՜ slTi.՜ (C la ”ShX,) '
G 
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откуда, при т п — 2; п—1; п 1: /?֊н2 вычисляются значения 
интегралов А/։, /Л к Л/д

Из (15) находим коэффициенты .!,(//). /?/(ч). С,(п\ и /?/(л) (при 
fi 2). выраженные черен Со. а из (16) находим .Հ(1). С։(1), Л2(1) 
и Cj(l). выраженные через / и Со. Остается определить коэффициен
ты Со, Яо и /.

Для их определения требуем, чтобы удоклетипрялось условие 
(7). а также первое условие (8).

Из условия (7) с помощью (41 получим следующее равенство:

о/^ч-Д։(1) У |.4։(л) 4֊ Я։(//)| _<1. (14)
~2

Так как первое условие (8) имеет место для всех Ь < г. 
то умножая обе части на ԺՃ и интегрируй в пределах от — - до — 
с учетом (9), (11) и (12) получим

2aW0֊/shL4 (1 4-2 sir а,) Сб 4֊2/։(1. *, ) ֊£֊1Հ(3)մՏ (/ = 1,2).

(15)
Ил (18) и 119) находим Со. Во и /
Таким образом, при данной внеш

ней нагрузке находятся все коэффи
циенты т. е. поставленная задача 
полностью решена.

Рассмотрим частный случай инешпей 
нагрузки, когда на контурах отьерсткЙ 
приложены экспоненциально изменяю
щиеся нормальные нагрузки, симметрич
ные относительно координат а и ₽ 
(фиг. 2):

- Qt (ch г - cos.3)'-(cos р0 cos 2)c 
при 0 %հ [i <-30Հ

— Q, <ch r cos; )'J (cos 3o - cos p) r՜*՝' 

при (16)
МЙ *<.(2) ■= (‘ при

где k положительное число, <?i ս Չշ параметры, связь межа;, ко
торыми пслучяется с помощью уравнений статт к.՛. .<

|ie = firctgsh7<^ -- (17)
Ճ Ьн I

Из (16) видно, что такой выбор нагрузки не только облегчает 
вычисление интегралов (13), но дает возможна егь совершить предель
ный переход и сосредоточенной силе (когда k • оо).
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При таком выборе нагрузки следует брать

քՀո. а) = С.(п) = /Л(л) = 0 (//>1). (18)

/ =0.

Тогда в этом случае с помощью (5), ((>). HI). (12) и (18) полу
чим следующую систему уравнений:

</г)ch(/z 4- Dr 4֊ £։(w)ch (л I )у = Л’ы (л).
(п 2)

և-Ւ I)/1յ խ)տհ(//4-1)тН-(л 1) Я։ (//) տհ (// 1 )т =/<зл (л) (19)

2Д, (1) տհ 2հ = ZG.i (1) (20)
где

л- 2ц f М?)*»”? +
։'։ пл(л։—1)J ch т ֊ cos ' ‘՚' -л (л2- 1) 

о

(л > 2). (211

,. . . аСйНя *հ -| , ,.Аз,։(л)=- %;’-- (« з> 1).

Решая систему (19) и (20), находим Д։(л). Z?։(//) (при п > 2) и 
4,(1). выраженные через Со.

Вид уравнении (14) в этом случае не изменяется, а уравнение 
(15) принимает вид:

S
2ав„ (1+2sh2r)C,+ 2.4, (l)ch2T= ““4 =,(3)'«- (221

о

Тогда коэффициенты /Հ и Со находим из равенств (14) н (22).
Для вычисления о-. вблизи контуров предварительно определим

разность са
Из (2) находим

з» —«з --- g
сг ծլ

<);? (Jo? (А’Ф). (23)

С помощью граничных условий (16) из (23) легко вычисляется
напряжение с. вблизи контуром

асаЬ-т ~ а՝1 (chТ cos fi ch 2т — cos 23) ‘

4-(chт cos£) 4.4։ (I) cos(tch2; f 2 У it (n I) /<u(//)co^ n[> (24).

Теперь перейдем к сосредоточенной силе.
Если по фиг. 2 подсчитать суммарную нагрузку, приложенную 

ио линиям а = 7 и а= — т и приравнять каждую из них (при/; —ос) 
заданной величине Р. т. с
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<* «-Г 3,

оу 
г>7 մՅ = Р.

гп получим случаи действия осевых сосредоточенных сил (фиг, 3), 
С помощью (16) из (25) получим

(chг l)(cos30 1) Нт-Й-= —- —
4 - И ձ(1

(26)

(ch Г * l)(cos?o4- I) Um =

Из (16) и (21) при k -ос с помощью (26) находим

А'֊' <"» = Т(7,^й Н֊'>" ֊И (« >2).

(27) ,, dC.
Aj.i (л) - sh у ■ /У, (// > 1).

В качестве числового примера в случае сосредоточенной Сиад 
с помощью формул (4), (6). (9), (10) и (18) (31), с точностью ЮЛ 
находим значения напряжений и начале координат, т. е. в точке J 
координатами з = 0. ի

Կ1 - О
. _ _ 17_ Р 2տհ4? — sb 2?

2“ а 3 sh 2f-с տհ 6հ

. = և 14sh 4i — 31 sh27
2հ a 3 sh 2y I- sh 6?

где sb ; — a ■

Для разных сиотиошеннй _ шапенин э, и з՛. приведены н

таблице.

отцошения
л



Напряженное состояние бесконечной плоскости с шумя отверстиями | /

В частности, если принять

Յւ (?) ~ — <//• ՜< (?) о՛ й= ։՛ 2)՛ (23)

рассмотреть случаи, когда по контуру z — *, действует равно 
Верное давление, равное </,. а по контуру а = а2 давление, равное у2 
|фпг. 4). то с помощью (28) из (5). (6), (11), (12). (13) и (15) получим

Фиг. 3. фиг. 4.

пь
-ь

аз
о.

4 (л) ^(//)«=C1(/z) = D2(n) О (п 2).

•4. (1 )= Շ\ (1) = 0.

Л (л. i. 1-/<։., (w) _(/Հ //. slr aj.

/1|Л.։.') = А’;и(я)֊ '° sha.-A/յ (it 2). (29)

/-/<v(l)^/--fn sliz../Հ
I»

|Л2«Яй - / ■ sh 2а/ ֊ 11 - 2 sh։ z,) Co 4֊ 2/, (1. a,) = — 2a</,.

«помощью (5). ((>) и (1 11 нз (29) находим .և(//Լ /^յ(«). C։(//) 
W") (при fi ->2). л также .4,(1). C։(l). /. Co и /Հ.
[ Если в предельном случае а։ оо принять (3) = (ի) (), то

Խ՚-՛ч иметь плоскость с одним круглым отверстием, вдоль которого
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Ч- Վ. հԴԱԱԱՆ

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԽՆԴՐԻ ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ 1,(էՒՈՈ!»ՄԸ 
ԵՐԿՈՒ ԿԼՈՐ ԱՆ8ՔԵՐՈՎ ԱՆՎԵՐՋ ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ, ԵՐՐ ԱՆՅՔԵՐՒ 

ԵԶՐԱԳԾԵՐՈՎ ԱԶԴՈՒՄ ԵՆ ՏՎԱԾ ԾԱՌԵՐԸ

U. մ փ ո փ ո » մ

Հողվածում զիաարկվոէ մ Լ hflfm էքքքէր անցրերով անվերջ հա 
աոա,\զա1րսնու իքլան <ոե>4սի1լան ընղհանուր խնդիրը. երր անցքերի 
զծերով ազդում են տված րեոերր։

Խնդիրը դիտարկված Հ եըկրևեոա լին կոորդինատներովդ '4'1' 
լարումների ֆունկցիան որոնվում Լ (4) աեսըով, որտեղ մ անոդ ւ/Որն*- 
կիէ/ները որոշվում են ( I ՝). (/•» /. (44յ ե ( М ) պարզ հավաստրու մներիէ/ւ

Դիտարկված է րեոի ալնպիոի մաոնավոր զեպյւ, որը ոջ միալն հեշասւր 
նում Լ Ֆուրլեի ինտեզրւսլի զործ ակիցներր որոշող ( №) ինէոեզրայների 
վսւմր, ա/լև հնարավորովլուն Հ սւալ/ւս սահմանալին ւսնրումով զիսւսւրկհ 
կենարոնուցած ումի ղեպրրւ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
.. -

Л. А. МОВСИСЯН

ОКОЛЕВАНИИ И УСТОЙЧИВОСТИ БАЛОК ПЕРЕМЕННОЙ 
ДЛИНЫ

Вопросу колебания упругой струны (шахтный подъемный канат) 
:сящены работы |1 — 4] и др., где исследуется движение струны 
«различных законах изменения ее длины. В нашей работе [5| 
сматривались колебания балки с периодически изменяющейся 
июй отличным от |1—1] методом.

В настоящей работе даются решения задач колебания балки. 
’Д8 первоначальная длина балки с постоянной скоростью укорачи- 
։тся, и устойчивости балки, когда длина се периодически изме-

§ 1. Колебания балки с линейно укорачивающейся длиной

j Пусть имеется балка с первоначальной длиной / и с постоянной 
сгкостью на изгиб, которая приводится в движение вследствие на- 
ииого отклонения и начальной скорости, сообщаемых си в՜ мо-' 
ffrt=O. Принимается, что одна из опор балки неподвижна (л՜-/), 
вторая с постоянной скоростью 4 движется в сторону первой, не 
|М»ая при этом сжимающих напряжений.
■ Исследуется поведение части балки, находящейся между оно- 
Ия, в предположении, что скорость движения опоры мала по сран- 
Йхю со скоростью распространения продольных упругих, цолн на* 
нений. п и •, ? ,г.-
! Нетрудно видеть, что уравнение движения элемента балки, а
Ш начальные условия будут обычными

(1.1)

0)=/(х), —?(х), 
(>!

tu=|/ ——скоростьраспространения продольных волн, 

г= | / ■- радиус инерции поперечного сечения балки.
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Краевые условия будут*

d2w л . >
w =--------- 0 при х ֊ с( и л՜ I

дх*

i $ не J ա։ б ез р а з м е р 111 ,t e к по рд и н ат ы 

х а t
■ z И •֊

уравнение движения (1.11 мы приводим к виду

. ԺԿծ (fi-wА։ ---- ---- — О.
ду* д~*

где * — -Г------ величина, обратная гибкости балки

Переход к новому переменном у

е
где и . приводи । к уравнению шижсния 

а
;л-,,Հ- ֊2rz(?' ֊ Пл л
Ժհ- dz(n

т |Лг’ ((.: 1 )•■= ծՀ + 2iAr (jit — I<- 0.
dz- dz

Красные и начальные условия при этом будут

А /Чк* — - ------- = (} ||ри Z — О и .՝ = I.
dz2

Л. Z/ v ,a>(z, 0)-/(z) и — o(z) — uz 
д' а

(1.2)

(1,3) 

iHi

ll.fi)

(1JI

(1«1

По предположению, коэффициент и [из (1.5) меньше единицы. ։|<и 
этому решение (1.6) с условиями (1.71 и (1.8) представляется в ним 
ряда по степеням и.

ос

к-0

(1Я

Подставляя (1.9) в (1.6) -(1.8) и приравнивая кбэффйии’
при одинаковых степенях թ. будем иметь

' Для конкретноеги рассматривается случаи шарнирно тертой балки. Օււ>՚թ 
двигается, прогиб при атом остается равным нулю, однако па этой опоре ноаннкл։? 
изгибающий момент влияние части балки, пяходнщейся между л Онх -слВшЛ 
кием новой функции можно из х ct получить однородны։ условия (1.2), прй ։։wi 
уравнение движения будет иметь правую часы,. Найти час։ юе ]>е:пение tjkoit՛ ураЯ 
нения нетрудно, поэтому тля краткости приняты однородные услопия (1.2).
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Л> d4ga _ dX 
dz*

. Ժ4»’. , Ժ’է£<.л- J--------- ■
дг* дх*

շշ օ^Ե 
d-: dzdt

_ |_ d'“Wk 1 _ (• » &Wk-i I
<֊'.՝* <М дх* дх2

(МО)

JU _ -4 2z f^'k I 6շՀ
дх* ժ-2 дгдх дгдх

,.jt, dX , . շ?ժ dX . _, dX-շ d‘w,^
<>z(K dzdx dz2 L֊:

շշ^ճ^^֊ճ շ, ժճ’ձ2_ . 4>> dw*~* շրէ» ■ 
dz* oz dz dz

O2Wk
к** = —— = О при г 0 и c=l, (Ml)

02*

а,0(г. (|)-/(г) и _ L?(Z).
д’ а

Ա.„ (г. 0) = 0 и о) - г
ժ՚ր dz

(1 12)

рн этом, как и следовало ожидать, нулевое приближение соответ- 
иует колебанию свободно опертой балки с первоначальной длиной 
и с начальными условиями (М). Оно будет иметь вид

тес Ьп .
tin COS ч»«’. ------$1П ս*ոՀ Sin rlT.z, (М3)

«л = 2 j Հ (г) sin ur.zdz. 

о
, (l.M)

2Z ГI © (z) sin n-zdz. 
ci J

0
Подстановка (М3) и правую часть второго уравнения (МО)

Л’ ~ ~-4----- г?_=՜ 4т V w„ (ծ?1 sin <0^ t аяц»ясо8«Лт) sin лкг —
dz1 дх- л—է

ос
- 2z У^п~{Ьп cos ш,т-а,шв sin <лят) cos ո^շ. (M5)

л— 1
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Решение (1.15) ищем в виде

ОО
(•) Sin т֊2, 

га-1
(1.16)

которое заранее удовлетворяет краевым условиям. При этом для 
неизвестных /«(՜) получается

А (•) •+ (՜> = - ia^v) cos «„т - (-

(— 111” inmn
4-lsina’«: I 4 У. •֊՝— . - (Йясо8<ия< • an<»n sin »>ят) (1.17)

•/ п, որ ոՂՈ - I 
(էս* Л)

Решение (1.17) будет

Գ (՜) = cos + ^շ« s,n w«՜ ат*^՜ sin »«»CTt 4֊

ծ,,. / 1 \ / I \
• ^mT3cosu>wr 4֊ ' / ------- J ) - sin սյ^- Ч- am I — l)։cos<’>«- •

шт \ 2ni~ ./ \ 2m- /

Հ֊ 4 v------1—P—m“ (/?„ cos — али>п sin <v„-j. (1.18)
Д (/«* ֊֊/ԺԱՎ-ur) 

<m + л)

Постоянные интегрирования С1я| и 
пользованных начальных условий, 
уравнениям

Сет определяются 
которые приводят

из еще неис
следу ютим

С 2т
з> .«4-я

4 у ( 0 "|,էձ"
ՈՀ (ռք- --„։)pn֊,.,»)
(Я* ՀՈ)

= 0. (1.19)

к

1 ՀԼ _ ։ \_4 V (֊^'ՈոցոՀ 
т\2т^ ) л“ (^2 "Н

(Ո1 т)

.00..
ат 1 (—1) тпап

4 2 ՀՈ քոՂ-րւ՝
(Ո *«յ

АшНоГичным образом строятся второе приближение и т. д.
Для очень малых К первые два найденных члена достаточно

точно будут описывать процесс колебания.
В заключение следует отметить, что подобным же образом

можно было рассмотреть случай, когда 
друг от друга с постоянной скоростью.

опоры балки отодви гяются

I Ո
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§ 2. Динамическая устойчивость балки с периодически 
изменяющейся длиной

десь предполагается, что п продольном направлении балки 
вует постоянная по длине балки сила Ր, одно и i опор испод- 
а, й вторая совершает гармонические колебания в продольном 
iiWGiniu. т. е. имеются следующие краевые условия

tV -О “Р” X = .4sln։f И
Ժ.Հ3

(2.1)

Л амплитуда» а а частота колебаний продольно движущейся 
м. 11;н и,., I. ,. гея, что .-1 но много раз меньше, чем щрнонл- 

illflH длина балки /.
Уравнение движения и начальные условия при этом в перемен- 
У - (|;3) будут

№+Л ժն.+=0.

t/y* E dy3 ձՀ1

®(У. 0) =/(У). —= — ?(y). 
Ot a

(2.2)

(2.3)

P j e« — ( F

11 й чей является определение значений Р и а. при Ko
tt балка теряет устойчивость, т. е. возникнут бесконечные

[бы.
Введя вместо у новое переменное z

у-’
ц sin

(2.4)

а/ 
а

(2.5)

1зусм уравнения (2.1)- (2.3) к виду

Ժ3Ջ' п
X' ~ . «О при г = 0 и 

д՝՝
(2.6)

ftfic* -

ii՝ ' ւ:
(psinpx 1)’^ ( (pstn !)•„“. 2p₽r cos pt (թ sin рт

OZ3 ժէ’

I)3
ծ՝ и!.՝

cos’^т(ц sin թէ — |)’
ozd-

փ ucos’^i) (usin^ I)’

dz*

dw 
d:

I - յփԴ (u Sln?x t

(2.7)

A
I

з

= 0

Թ [1 рдбснс |5| исследуется (2 2) 6с.։ btojmmo maciu
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«Ц2. 0) /(г).
dw(zy 0) / . , . dw(z, 0)------ --------——փ (г I !i<5z ---------

Ժ- a bz
(2.8)

Но предположению параметр $i из (2.5) меньше единицы, и՛ 
тому решение уравнения (2.7) с условиями (2.6) и (2.8) представ 
ляетСя в виде ряда по степеням малого параметра а

ОО

w = V |*Х (г. т). 
к -а

(2.9)

Подставляя (2.9) в (2.7) и приравнивая коэффициенты при оди
наковых степенях р. получим

,։ ЗХ О_ dX _(|

Ժր։ /: Ժշ= Ժէ2

. ЭХ 0 , dX 2c , dX
----------- - 4-------- - = — Sin Зт

ժշ« Е dz2 д-г Е Ժ-.3

I 4 sin
йгсозЗ ’̂ ^sln^

օՀ-՝
(2.10)

Краевые условия для системы (2.10) ничем не отличаются по вид\ 
от (1.11). Остаются без изменения и начальные условия нулевом 
приближения. Единственное изменение претерпевает последнее усло
вие (1.12). вместо z в право) части как множитель и ՝. ւ ж но стоять ն.

Система (2.10) решается последователь по. как ւ § I.
Для нулевого приближения имеется следующее решение

ОО

л I
ап cos ‘"л՜

Հ .
Տ1Ո 4>ո՜ 

"•ւ
Shi nr.z. (2.П)

ւ де ол и br. выражаются формулами Рида (1.14). а

= к’л*к*'----— яМ. (2.12)
“ Е 1

Подставляя (2.11) в правую часть второго уравнения (2.10).
будем искать его решение в виде

ео
и-'t == 2 /,„(”) sin/«-£. (2.13)

т— 1

Для определения неизвестных fm (т) приходим к следующему уран- 
пению

Гт (Հ) + Վ/rn <х) ՜ (тг Я/С"2 1 4ш« + у՜) Лда տ|ո cos Ш/п •

2а В2 \
— — 4- 4«)т 4---------- ) bm sin St sin «>тт + ^bm cos ?т cos <итт —
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со > .Л»+л
— Зл*п">л cos &Հ Sin ս^-֊ 23 X’ —— -----—

Ո~1 «'
I» Ւ /п I

| 'М,. Sil! Հ՜ COS <ւ>ո՜ ’

bf-ճ r I
sin sin b շ^ս», cos sin w„- 2ծո cos cos w„-. - (2.14)

<“л I

'ешенис уравнения (2.14) будет

fm cus '*»«' 4 C'2m sin Mm cos (3 шда) -

-t* Рп» sin (•* f- Wm) ՜ Ain cos (p ‘"w) “* ։ Q« sin (p U>n) ” +

/ У ------7------m;'1 I Ma cos (r - ’M • -Г /< sin (6 • wn) '■ r
„ri n-

m

i- jVflCOs(p՜ -%)t 4֊ sin (£ <՚կ)’|. (2.1-5)

где

bm ( I - "֊ nMi>„ ) 
f: _ X '

2ew« Ժ -I- 2<0«)

Y _ X£/ ։ 
2/ll'<ri (? 2<om)

I, _ bn I ;i 4֊ 2ч>„) 
— - -—հ----------------------

»Я|«<т (? 4՜ «Ьт)*]

д, _ bn (Ji  2и>д) 

«Ч |<«»m (р- WflFI

= 4ս>Լ -- -}-

— т֊^ 
Ճ

2р(В 2шот)
т

<։ո{՚հ

У>Л (? 4 “»л)։
(246)

_ пл (г 2։“л) 
\2"’ж — (н ՜ “»л)

Ջ2’ Ч. + շ ?■»՛

рянные интегрнровання Cim и С2т находятся из начальных ус-

tp։(z. 0)֊0 и =- —Зг -1£լյ"—()) . (2.17
дх dz

оторые дают

<Ч гл I п
Cim + нВ у и------ №| о,

4 л։ "I1 
(лг>1) 

ее .»+«
•ЛС։„ +(? + ...m)P„ I (fl У |(Н »»)₽.+

ո՝ т2 л-1
(Л>4-Л)
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.-(₽ = -1-2? 2 1 —^֊ճ„. (2.18)
2 пр — ггՈ — I

(ОТ
Довольствуясь первыми двумя членами ряда (2.9), можно су - 

дить об устойчивости рассматриваемой балки. Заметим, во-первых, 
что при нулевом приближении, кэк видно из (2.11) и (2.12), влияние 
продольно движущейся опоры не входит в выражение прогиба и 
балка теряет устойчивость при силе, равной эйлеровой критической.

Как видно из (2.13). (2.15) и (2 16), при определенных значе- 
ч’ениях ։»/п и «>„ прогибы балки неогранипенно возрастают. Рас
сматриваемая задача по характеру похожа па задачу о параметри
ческих колебаниях балки [6| и, по-видимому, здесь также должны 
существовать сплошные зоны Собственн ах значений, при которых 
балка теряет устой ч и вость. При полученном при ин келпи возмож
ные значения £ и ш. при которых балка теряет устойчивость, сле
дующие

։’>л» ± “>л (да, л = 1. 2,- • •). (2-19)

Условие (2.19) в раскрытом виде будет

। Հէ _ ± М2 ւ/լ _ . (շ.Of))
Р Ւ уР ( ElmW [ Е1лЪР

Из (2.20), в частности, при т = п = 1 для положительного знака 
скобки получается такая зависимость между я и Р, которая соответ
ствует главному параметрическому резонансу.

Институт мз гем.пики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 23 III 1965

Լ. Ա. ՄՈ՛ԼՍbUՅԱՆ

ՓՈՓՈԽՎՈՂ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐՈՎ ՀԵԾԱՆՆԵՐԻ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ԵՎ 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ ո ։ մ

Հոդվածում դիտարկված են երկու խնդիր՝ այ հեծանի տատանումները, 
երը նրա երկարությունը կարճանում է ժամանակի դծային օրենքով, և ր) հե
ծանի կայանա թյունր, երր նրա մ ի հենարանը կա ա արում է հարմոնիկ տա
տանումներ երկայնական ուղղությամբ! Առաջին դեպքում ենթադրվում Լ, որ 
շարժվող եզրի աըաղու թյունր փոքր Լ աոաձդական ‘"(իրի տարածման արա- 
դաթյանից, իսկ երկրորդ դեւդրում որ եդրի տատանման ամպլիւոուդր փոքր 
Լ հեծանի նախնական երկարությունից! Երկու դեո/քում 1,լ խնդիրների լուծումը 
ներկայացված կ շարքերի տեսքով րստ փոքր պարամետրերի աոոէիճանների։ 
Uտարված / հեծանի 1/տ ւանությունր կորցնելու (2. 20) պայմանը։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б < РАДОВСКИЙ

О НАПРЯЖЕНИЯХ В ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЕ ПРИ НАГРУЗКЕ. 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НО ПЛОЩАДИ КРУГА

В работах II. И. Кандаурова՜. Р. А. Муллера и других исследо
вателей [1 5| успешно разпинается статистическая теория напряжен
ного и деформати иного состояния зернистых сред, представляющих 
агрегат из бесконечного количества соприкасающихся твердых ча
стиц произвольных размеров и фирмы. Г. статье |1| опубликован ряд 
решений для различных случаен <ai руления массива.

В настоящей работе исследуется распределение напряжений и
полупространстве, состоящем из зернистого материал и. при нагрузке.
равномерно распределенной по площади 
круга на поверхности (фиг. I).

Поставленная задача представляет 
практический интерес при расчете ос
нований сооружений с круглой подош
вой.

§ I Вертикальные нормальные на
пряжения и произвольной точке /И(г.г) 
полупространства могут быть опреде
лены путем интегрирования по площади 
круга решения И. II. Кандаурова |1| 
1ля сосредоточенной силы

2- «■՛
W2 Ր Р յ յ

ъ(г. г) <= I t’ 
՜~ձ J 

о V
(Е1)

։ де г: z координаты рассматриваемой точки.
R радиус круга, ио площади которого ранномерно распре- 

телена нагрузка интенсивности р.
Զ коэффициент распределительной способности среды.

Для точек, расположенных под центром штампа (г = 0), интег
рал (1.1) значительно упрощается и может быть вычислен в элемен
тарном виде 111
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йко. вследствие
Й ТОЧКИ .массива

Шй.

трудностей интегрирования (1.1). для произволь- 
отсутствует выражение для определения папря-

|Р. А. Муллер, исходя из математической аналогии между про- 
ом распределения вертикальных нормальных напряжений в <ер- 
Ой среде и процессом блуждания броуновской частицы |3|, по- 
.։. что распределение вертикальных нормальных напряжений опи- 
[ется дифференциальным уравнением параболического гипа. Это 
ihvhhc 1.чя осесимметричной задачи в цилиндрических коорди-

1х имеет вид |5|

<h‘
дг ' дг г дг

(1.3)

; коэффициент бокового 
ш испытаниях, материала 

(нтельной способности

давления, определяемый при лабора
v. связанный с коэс^фицнентом расире-

Чтобы иолу чти выражение Ն(ր. z) для произвольной точки 
массива, проинтегрируем уравнение (1.3). Для приведения к канони
ческому виду дифференциальных уравнений параболического типа

заменим переменись ш формуле .7 - • Гог ia получих՛

7Г " փди \ аг
1 (Խհ 
г дг

(1.5)

Уравнение (1.5) подлежи։ решению при следующих 
делаемых внешнем нагрузкой

. при О г- н.
Л' է լ էi10 при րլ>/ձ

а также при условии 
"• .1 »<։

Роль краевого играет также условие
Ժճ •т, • (I И ֊ - «о при Г — 00 
аг

хсловкях опре

(1.6)

(1.7)

I1.S)

1..1Я р. HientO: уравнения 
ласа

(1.5) применяем нрсобразое;-!՛;.՛ . Խւ

Ւ'(ր-. S) ^г(г. .7)^ ՝ddu 

(I
11реобразовзнное уравнение (1.5) имеет вил
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֊0(Դ Տ) + յ_ ժք(ր, տ) ձ F (ր տ) ք(ր) 

dr г dr 5 Տ

и представляет модифицированное уравнение Вессели. Его общее 
решение

первого и второго рода нулевого порядка от чисто мнимого аргу
мента,

Л и ZJ — постоянные.
Определяя постоянные из условия (1.6) и преобразованных 

условий (1.7) и (1.8) с учетом некоторых соотношений, известных 
из теории бесселевых функций |G|. получим лапласово изображение 
искомой функции с. (г. z): 
при 0 Հ г < R

УтЧ/т'И/Н
при г^> R

(1.10)

--г). (1.11)

ГЛС^։( |/՜^^ 11 ^(|/ ^^ — соответственно функция Бесселя 

первого и второго рода первого порядка от чисто мнимого аргу
мента.

Оригинал полученного изображения отсутствует в каталогах; 
поэтому для обратного преобразования используем общую формулу 
обращения Медлина

е"‘Г (г. s) ds.

Имеем

’лг-а}-^ ֊р- -v тЧ/f
у ~£<i.

(1.12)
В соответствии с правилами операционного исчисления |7, <8] заме
няем путь интегрирования в комплексной плоскости вдоль прямой, 
параллельной мнимой оси, замкнутым контуром, имеющим разрез 
вдоль всей отрицательной части вещественной оси; тогда получим
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ли

=.(Г, И)=֊

о

ճ՜₽“֊֊ dp

зг (г, и) ■» pR y(i(rx}Jl(Rx)e’l‘tA,dx. 

о
0.13)

[с J6(rx) и Հ (Rx) — функции Бесселя первого рода соответственно 
левого и первого порядка.

При г = 0 имеем

О.(0, и) — pR ^(Rxje'^'dx.

о
Тик как нёпрсредстгсино выстелить последний интеграл затрудни- 
?льно, дифференцируя, получим

оЧ- (0, и) 
du

j Հ (Rx) е~г,ил' x2dx. 

v
(1.14)

)апая часть (1.14) содержит первый экспоненциальный интеграл 
бера, । ьргячк u.iu с я через ссслкчст։ \ и щу ю si.cnc нсканальную 
.'Ш.нгю |6|. Подставив эту функцию в (1.14), получим после инте- 
НрОвания

с.

А”
՜հ-մ- е (1.15)

Возвращаясь в выражениях (1.13) и (1.15) к переменной z по 

)р.мулс и — > получим искомую формулу для определения вер-
2

(ильных нормальных напряжений в прсизкльной точке массива

о J(i(rx)Jl(Rx) г ՜ dx. (1.16)

О
для точек, принадлежащих оси симметрии.

_ А“
/ ՜ 20-’՜ \

с. (О, z) = Р ( 1 - е )•

ослёдняя формула совпадает с выражением (1.2). 
;И. И. 1индауро1ьм, если учесть (1.4).

полученным

По формуле (1.16) построены изолинии вертикальных нормаль- 
‘ 1 

йнх напряжений (фиг. 2). При вычислениях принималось 1 — г—•
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Можно „оказать что выражение для вертикальных нормальных 
напряжений, предложенное К. С. Теренецким |9| и имеющее хоро
шую сходимость с экспериментальными данными различных иссле
дователей при շ 1Հ |Ю]. достаточно высокой точностью аппрок
симирует решение (1.16) при гом же условии. Это обстоятельство 
указывает что решение (1.16) хорошо согласуется с эксперимен
тальными данными.

§ 2. Используя полученное выражение (1.16), можно найти фор
мулы для ос ильных ю.мнонентот напряжений in гем дифференци
рования и элементарных операций

Так. согласно |5|. для касательного напряжения имеем

:: ծՆ- 

dr

Дифференцируя (1.16) и подставляя результат в ւ2.1). получим

причем ия точек, лежащих на осн давления. ~г£ (Ս. г) — I). Но фор
муле (2.2) построены изолинии касательных напряжений (фиг. 3).

Фиг 2. Iiiiipii ранных напряжений у. Фиг. 3» Линии ранных напряжении

Приводим выражения для определения остальных компонентов 
напряжений, пол՛■ ценные аналогично (2.2). Для произвольной точки 
массива

Для гочек. лежащих под центром штампа
(2.4)
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А-
։,(0. ։) = ։,<0. г)-=Ь.-((>, г) !'֊֊' е ■ (2.5)

2г

Следует отметить, что выражение (2.4) позволяет вычислить 
личину зо при нагрузке, распределенной по площади круга, в то 
>емя, как непосредственное интегрирование пи площади круга ре- 
ения И. И. Кандаурова для сосредоточенной силы не приводит к 
■комом v результату, поскольку при действий сосредоточенной силы 

» = 0.
Осуществление расчетов по формуле <1 16). я отличие от (1.1). 

с требует большого вычислительного труда, т. к. в выражении 
1.16) подинтегральная функция быстро затухает. Таким образом, 

можно вычислить при помощи однократного численного ннтегри- 
ования. а печальны*-1 компоненты напряженного состояния могут 
ыть рассчитан 1.ч по формулам (2.2 2.5) без вычисления квадратур.
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L устойчивость движения

|
м. С. ГАБРИЕЛЯН

О СТАБИЛИЗАЦИИ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ПРИ 
ОДНОЙ ЦИКЛИЧЕСКОЙ КООРДИНАТЕ

В статье рассматривается задача об управляющих воздействиях, 
вбил пирующих движение гилономной механической системы, при 
(НОЙ Циклической координате, когда управляющее воздействие 
•алярная величина.

§ I. Рассмотрим голономную, механическую систему, движение 
второй описывается уравнениями

(есь </t ֊- обобщенные координаты. 7' кинетическая энергия. Qi — 
общенияя сила, соответствующая координате // внешнее ул- 

мя ющее во зд е йс т в и е.
Пусть система (1.1) обладает решением (ц — V при и & 0.
Предположим, что линейное приближение стационарное и имеет 

I
п

+bi" а L---, л). (1.2)
/-։ z-i

ле «к. bij, bi постоянные, причем определенно-положи-

li-няя форма, (և, = blt и. при п = 0.
ԺՈ ri

Qf —՜^՜։ Пусть координата

Циклическая |1|. т. е.

-^0. = о ПрИ // = о, (| .3)

ила система (1.2) примет вид

■№! л >i
У«РУу = Ь.и, у = V չԿէ// Л. btu (i = 2,- • •. я). (1.4)

/-1 /-2

Если в уравнениях (1.4) отлична от нуля лишб координата Ьк 
։ктора то будем говорить, что система (1.4) управляется по
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Задачи 1.1. Найти функцию

л л
» <Լ5>

f-l J..1

такую, чтобы движение </{ = 0 было асимптотически устойчивым н 
силу уравнений движения (1.4), (1.5) и чтобы при этом на движе
ниях 7,(0. и (է) системы минимизировался функционал

R

/=^“к(О. 7'(0- «(01^. (!-<»)
(|

где <»{(/. </'. и) определенно-положительная квадратичная форма.
Приведем систему (1.2) к нормальным координатам |2|

.Հ «= 4 хм (/= !,•••. //). (1.7)/

Уравнения, определяющие числа >.< И X; . При I ! .3) принимают НИ.։.

«։։՛'> • • • ая։д

Ь'>ц • • ‘(1Ոդէ. 1>пп

п
У (djV-i f>ik) *1! = Ч- 
/-՛-•

п
*t = (Л к = 1,- • п).

!-i

/ =0 удовлетворяет уравнению (1.8), и мы можем принять 
тогда ам(/е — 2, • ■•. л) определяются из уравнений

л
^Мд’О (/= м). (1.10)
/=2

Предположим, что ранг матрицы В \\Ьц\. г (В) и 1. г. е. имеется 
только одна циклическая координата. Это предположение необхо
димое, так как при ր(Շ}<Լո 1 уравнение (1.8) будет иметь 
н г (В) нулевых корней. Но такие системы мы нс рассматриваем 
|3], потому что они не могут быть вполне управляемыми ОДНИМ 
у и ра вля Ю1ци м воздействп ем.

Следовательно, из (1.9), (1.10) а*։ ֊ 0 (k 2.---, п) ju т О. так 
как в противном случае собственный вектор матрицы .1 был бы 
нулевым. 

»г
. Таким образом, при - 1. .էյ 2<Ն/7. нормальная коордн- 

/-։
нага их. ծ.
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Следовательно. задача 1.1 разрешима только тогда, когда ծյ^Օ 
I-

Для разрешимости задачи 1.1 необходимо и ‘достаточно выпол- 
'ине следующих условии

>.,՝=#(). Л/ =# А/ (ij = 2.-• •. г։, i փ /). (1.11)

|рИ г(/#) = « 1 числа 7-iii—2, . //) нс зависят от ծձ, следова-
ельно. условия (1.11) выполняются голые- тогда, когда 0 хотя

бы для одного k (k — 2. •••. п). ’Г. е. система (1.4) нс вполне управ
емя только по одной координате Для управляемости системы 
йбходимо, чтобы управляющее воздействие было приложено к
той и к какой-то другой координате системы (1.4) 11ри выпол
ни условий (1.11) |4| решение задач։։ 1.1 приводится к решению

темы алгебраических .-уравнений с определителем. отличным от
ля.
I Если уравнения (1.1) отличаются от (1.4) лишь членами нысше- 

:՛ порядка малости в окрестности </, — О. и О равномерно ио է и

(/', //] в (1.6) определенно положительная, аналитическая функ- 
Мя. то подобная задача (ля системы (1 I ) также разрешима |5 6| 

и условиях (1.11).
I Система 11.4) |3. 7| нс управляема также импульсным управ-

§ 2. Обсудим вопрос о наблюдении сп темы (1.4).
Задача 2.1. Найти 2п <2 матрицу Гр) такую, что

(2.1)

« л
:(>) = շ с\х\ -| V (֊tXx է՜ Հ v - 0). 

/-I i-l

тсь лД/). и (Г) являются решением системы (1.-1), (1.5).
Пусть г — 0, Հ #= 0 (/ = 1.- • д). что соответствует наблюдению

сгемы по некоторой обобщенной скорости. Так как для системы 
.4) '| = 0, то |3| система не наблюдаема ио одной скорости.

Пусть e't— (Լ с, О (/ = !,•••. /г), ч то соответствует наблюдению 
некоторой обобщенной координате. При выполнении условий (1.11) 

тема (1.4). (1.5) наблюдаема по пели -о н< *. = </ если только
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Т О Ղ АО и хотя бы одно нз чисел d։, / 0 (/<5=2, •••. ռ). Оче
видно, что система (1.4), (1.5) не наблюдаема, если наблюдение ве
дется по одной координате. При выполнении указанных условий 
определение матрицы V'(•*) приводится к решению алгебраических 
уравнений [8J с определителем, отличным от нуля. Таким образом, 
верно следующее утверждение.

Т е о р с м а 2.1. Линейная система (1 .-I). (1.5) при наличии 
одной циклической координаты не наблюдаема по любой обобщен

ной скорости. Она при (1.11) наблюдаема по величине ^dt</ . 

если / 0 и ժ* Հ О хотя бы. для одного r (k — 2, • ••. к)
§ 3. Обсудим вопрос о стабилизации системы (1.1). когда управ

ляющее воздействие и явно не входит в первое уравнение. Тогда 
система (1.1) не вполне управляема и нс стабилизируема так как она 
при этом юпускяет хотя бы один первый независим ый от и интеграл 
вида

Пусть линейное приближение данной системы имеет вид

ч л/։
\^օՀ = 0. = (f=2. ••-.//) (3.2)
/-1 /-1 i-i

Напишем уравнения движения в-канонических координатах |9]

‘^'֊о. -p-i = у ЬцЧ։ - bl и (/ = 2..... и). 
dt dt “

։' (3.3)
dii. ՞
dt “S V = ’••••• ">• 

/-։

где матрица С <с՝г/1| =-= Л ՜ 1 ,а^|| ՜’.

Допустим, что система (3.3) при и О допускает решение

Ai—*?-const. (i = 2.-• a).

(/= !.•••. н).

Поставим уравнения возмущенного движения при возмущении
-л (Լ (/)=?, (О ֊ у, (/ = 1,-п) (Pi не

возм ушается)

dx '•
3՛ ‘= Г Ь>и (1' = 2''"' 
dt ...

11 (3.4)
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юложим. что система

dx л
-Հ =2 М + ь< “■

Հհ
dt

39

(3.51

а ֊- շ,

ри управляема управляющим воздействием и Если при этом 
1НЗИровать J (1.4), зависящий только от хр yt (z = 2.--«. п), 

при стабилизации движения х2 = • ■ • = х,. = у, = • • • = уе ~ О w он- 

.елится единственным образом |4|. v: определяется из ‘ — - 
di

£? 4'1?л/։ где х (/) известные функции.

рк как система (3.5) вполне управляема и линейная, то при 
Цйзации 110] имеет место экспоненциальная устойчивость, еле- 
гельио, у^/) при г • будет стремиться к конечному пределу. 
Если вполне управляемая система нелинейная, то при упеличе- 

й/у։(/) может неограниченно зозрастать,
| §-I Пример. Рассмотрим материальную точку массы 1. прнтя- 
к*м\.ч։ неподвижным центром 0 пропорционально //-ой степени 
стояния

Г- - yr". ц>0. (4.1)

Пусть на точку, кроме силы Г. действует управляющее, воздей- 
!•֊• и. находящееся в плоскости движения точки. (Известно, что 
/ктория точки плоская кривая).
Уравнения движения в полярных координатах г. з будут

г” — гъ'~ =- ‘xr-- ՝|- a// — (ր5®') 3zz. (4.2)
dt

яускаюшие при и 0 частное решение

1
г^г0. г' =0. Հ = է’ւրշ֊։, (4.3)

ыясним. можно ли подобрать управляющее воздействие и гак. 
бы .чнижени։ (4.3) стало асимптотически устойчивым. Для этого 
шшем линейное приближение уравнений во смущенного движения 
I возмущении движения (4.3)

А* ։ .Հշ. ,\շ
2ш .
—х,- ծՀս.

х՝, = л\. х‘ = ЙшГдХ, 4(1 и) <ч։х։ 4 М. (4.4)
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Здесь
8 ()П = х (։Г 
го

Система (4.4) вполне управляема. если

ձ <-» b\ (п 1) «Л {4гр/>։ - (// — 3) ծշ| =/=0. <4.5

Полярный угол при и 0 циклический, следовательно, ио второ, 
уравнение системы (4.4) явно не входит, г. е. >.։ - О [3J. почтим; 
при /?д = 0 система (4.1) не вполне управляема.

Пусть 1^—0. Напишем (4.2) в канонических координатах

dt

(iPi _ Pt >յԱ„, ի^Ա (4.6)-
dt г3

dz pt
dt r

, (tz dr где л = г- Д.,։ = -

Система (4.6) при и = 0 допускает решение

Pi = Г ։ir՞՜՜3’ Ря = О- ? = 1 ;ւր’~Ա. г - г0. (4.7)

Составим линейное приближение уравнений возмещенного движения 
при возмущении

Рг = -Դ ? = V lirJ՜ 1 է 4֊ хг. г = г0 р л-3. 

(циклический импульс р։ =-| ։ не возмещается)

ал' = (л 4- 3) u>3Xj -4- ծ, и. 
di

dx.. '2v>
d! Г.

(4.8).

dt

Система (4.8) вполне управляема при ձ /^/-0.
Դ

Это объясняется тем. что имеется гироскопическая сила |Н|.
Из (4.5) следует, что при ծ, = 0. ոփ\ система (4.4) 

вполне управляема, а при Ь. = <> всегда не вполне управляема. Это
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значит. что если управляющее воздействие и действует во радиаль
ном} направлению, то движение (-1.7) можно стаоили.чнронат։ если 
всегда р։ /jirg 3.

Если же управляющее воздействие действует по направлению z. 
го при известных условиях можно стабилизирован шиженне (4.31 
системы (4.2). когда рг тоже возмущается

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Iкн ।а'пнл.ч 23 III 1965

И II ԴԱ|44՚|ՎՈ|Լն

ՄԿԿ Տ1’Կ1.1՚Կ Կ11Ո1’ԴՄւ,ԱՏ 11ԻՆԵՑ1111. ՄԵԽԱՆԻԿԱԿԱՆ Ul’IISUUb 
ԿԱՅՈՒՆԱՑՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ и փ и ւ il"

եերկա աշիւաաա [Jլան մեջ դիէոարկւիւ/մ Լ ‘/{'կք/'^ մ եկ կո/> րդինտ и/ անե - 
4"4 '•հլոնոմ մեխանիկական սիստեմ; 7՚'հն ա րկվո/./f են սի//ւ/ւ հմի շար՛/ ման 
կա րււնտքյմ ա՛հ ե //իաելի/// fJ քան հարլյերր. ե ր ր կա / ու՚հ in ւյն ո 4 ե դիւով//4 մեծու- 
[Jլսէ.ններր սկա լար են:

11րպեէ» ւրււ/յա/լ րական օրինակ դիտարկվում է կեն տ րոն ական արրլե ւր/ւ • 
ի/քան ենթ արկվոդ ն (/// իք ական կետի շարժման կարսնա/քման խն/լիրր:
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АЭРОГИД POM EX АН ИКА

3. Л ЗОРЯЛ

ИССЛЕДОВАНИЕ ВОПРОСА АДАПТАЦИИ НА СРЕДНЕМ УРОВНЕ 
С ЦЕЛЬЮ КРАТКОСРОЧНОГО ПРОГНОЗА МЕТЕОЭЛЕМЕНТОВ

Геострофическое соотношение имеет большое практическое значе
ние. так как оно очень просто описывает основные свойства движения I 
большого масштаба. Кроме того, это соотношение позволяет отфильтро- | 
вывать паразитарные волны с точки зрения иогодообразования, в силу I 
чего дает возможность упростить уравнения гндротермодинампки с уче
том квазигсострофического соотношения и получить прогностические 
уравнения, предложенные впервые И. А. Кибелем (1940 г.) [4].

Несмотря ня эти, геострофическое равновесие не может постоянно 
сохраняться, в противном случае погода осталась бы неизменной. Слё- 
ювательно. нарушение геострофического равновесия имеет не менее ■ 
важное значение, чем геострофическое соотношение, и процессы его < 
установления (адаптация) и нарушения являются наиболее важными 
динамическими процессами, влияющими на изменение погоды.

В литературе известен ряд работ по линейной теории адаптации ме- 
icopo. ioi ичсских нолей [2, 5—12].

В этих работах показано, что при любых начальных значениях го
ризонтальных скоростей и давления движение в атмосфере быстро пе
реходит в геострофическое. Аномалия в распределении ветра вызывает 
образование волны, распространяющейся со скоростью, близкой к ско
рости звука. С течением времени энергия этого волнового компонента 
рассеивается, и характеристики поля приближаются к геострофическому 
соотношению

Что касается вопроса адаптации в нелинейном случае, то здесь МЫ 
пока полного представления не имеем В работе |1] исследован вопрос 
.«даптации с помощью полных уравнений гидродинамики для одномер
ного случая двойного слоя жидкости. Расчеты показали, что начальная 
агестрофпчность быстро адаптируется в соответствии с линейной теори
ей многих авторов, ио с увеличением времени н прежних невозмущен- 
ных районах развиваются новые агестрофические ветры, которые быстро 
усиливаются. Новая область разрушения геострофического равновесия 
со скоростью инерниопно-гравитациопной волны перемешается с запада 
ни восток.
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Нашей целью является исследование вопроса адаптации на среднем 
уровне с помощью полных уравнений гидродинамики с неявными про
изводными.

Исходными уравнениями являются (7]:
du
՜ժէ

. Он ди ԺՓ
:՚Պ. ---^ ՚ /:՚ (1)

dv 
ծէ

Ծէ' , ժւ՛ 0Փ . л.
+ "^+V<>y (2>

дФ , 
֊ Ա ԺՓ оФ л/ди , dv \

ժ7+’ժ7 = ՜ժ՜ ՜Թ + <3)

Здесь приняты следующие обозначения:
Ф gH reonoieHima.i; и, V горизонтальные госта иля ющие 

вектора скорости ио л и у, соответственно. причем л направлен:! 
по касательной круга шпроты па восток; у по меридиану на се
вер; / ՜՜ 2и> cos О параметр Кориолиса: и» = 7.29JO ’ сек՜' величин.՛! 
угловой скорости Земли; <՛ = | ,հ/70 . /Հ высота однородной атмо
сферы. скорость звука с 230 М}Сек: I! - 8.10J м.

Для решения системы (1) (3) иве iем новые переменные, как 
н Ml

А՜ л— и <л. у, 1} dt: У - у— | г՛ (х. у. /) dt-. Т - է: 

ъ ’о
Л (л. у. /) = Я (А՜. Г. Л; /(•՝•'. у. է}֊=/(А. Г. Л.

ГД1

Л (л. у. О -
и (л. у. О
■Г(Л. у. 0 ; 
Ф(л. у. ■’)

I ֊ Ф, 4- /г 
/(л. у. О « — ф> !и

-с (ил г'Д

Тш սւ имеет՛՛ урякиепии гппа (I) (3) будем иметь:

(М ք / о А <М\ .. { оЛ "А \tT-S=u\Tx - дх) ՝ Г (-0

lli.il по времени выбираем таким, чтобы члены, стоящие н правой 
части уравнения (2). были бы. по крайней мерс, ш: порядок меньше, 
чем в левой части, т. е.

г/ . շձճ_.

I'oi in вместо уравнения (4) получим

Я (А*. Г. Щ-Կք - Я (А'. Г.0).

Переходя к старым переменным, будем иметь

Я (л. у. 'J) ^/ = А°(А', } ). (5»
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где
Л”(.¥, П= Дк-о.

Правую часть уравнения (5) разлагаем в ряд Гейлора в окрестности 
точки (а- у). При выбранном нами шаге можно брать лишь нервы։ 
члены разложения, так как нелинейные члены, ио крайней мерс, ни 
поря чок меньше линейных. Тогда получим

и — SitttJ • и - ձէ ւհ - v = — 5/Фт -• /б/ • v - р°. ((>)

-е 4- W). и _р Հ/у •. •:» _ — ?7фч. i?,t. ц 4. у». (7)

Ф • и Հէհհ -V — — Կւ - (и, 4- т\) 4- Ф°. (М

Из уравнений (6} и (7) можно 
it. V и их производные, из уравнения 
для геопотенциала:

найти и и V. Тогда ис'к л ючая
(Si получим одни уравнение

՛՛" ժ.է>
Ժ-Փ Ժ2Փ . ԺՓ

(>ii о.хду ՚ дх
в м՝ 

оу
,Լ, փ

ч = д 1(1 о/фж) Հ)ւ՚ր(| 'նփյյ.

(91

(10)

*'= լ |(i - ггф,.) ֊'՝/(/ Հ)(ս”-^փ,)|. (П) 

здесь
ov - I - Հէ-՝Հ > 0. <iZ2 - I 4- £/«,>(>. a.t ={-Հ //’J.

--- 1 4-0/4- V՝',) 1('>քք(ւղ -/)>,<).

A = __լփօյ_?ւ07 r..^A

0/(/ «;.)(— Փ") + (1 ֊Ն^)( д (;:фу)’

k
ff \ / ’Л* \

фх 77- р (Ф? ^A'-i 2(П°. V0) /(^ /Ар

:( (ւհ <';>֊ՊւՓ”, •

ф = Փ Փ°.

Здесь ••торошены члены порядка (ofT'.)՛-’ по отношению к 1. Коэффи
циент а15 мал по отношению к ап и «տշ. так чтг» третий член в урав
нении (9) опускается.

Положительность выражений «п,йй и ձ обеспечивается выбором 
шага о/



исследование вопроса адаптации на среднем уровне

1роизводные, входящие в коэффициенты уравнения (9), н ко-
разностном виде ап рокси мнруются выражениями

(иж)о — $$$ («յ<ւ ՚ ^ւ«

(wv)ij • Պ* Պ։ Պօ)-

p1’՜ 12 (Տտ)2

(1М>= (fap >ф» “ф< -"'՛>>■

(фг). = 25տ (Փ' Փշ)- ф> “ 25տ ւՓ« ՜ Փ«>

ечно-разностное уравнение, соотвстствуlumce (9). решается нте- 
ионным методом Либмана по начальным данным.
I После каждого шага по найденным значениям геопотенциал;! на- 
н.м и и հ՛ по формулам (1(1) и (И). Полученные шачения и. v 
нимаются как начальные для следующего шага и т. д.
I Рассмотрим несколько примеров для исследования вопроса план 
|Н.

Г
уст».

//=/7 —Л ехр ( —Л5 J-y )cos2r r{ - (jo)

есь
Г - I (х — Յօ)=՜(\! , Н 50(՛ окм k3 = 9.

я численного расчета примерен приняты следующие шачепня:
Ճ =4,8-10’ ir. .4 - 20 (или 10(/л.'.«). 3-!0''ж

|=7.5‘lO4.»r-c-W-. / -1,2.10 ‘с™-’. 3 1.3.Ю 11 и ’ сек֊-՝.

меть интегрирования была покрыта сеткой 20 14. причем н центре 
й области, согласно формуле (12). в начальный момент имелся 
мцнклон.

Рассматривались следующие варианты.

(«и + «ո "ս ՜Ւ «ււ w։c : >Կ “ ֊Պւ 2"օ 2«»9>-

(ttjryb - ‘ X (ձտ)։ ^птоН-«л lln !lu "սՆ

1®**^՜ լ»?(ձձ’)տ 4 1)1 W,a ՜1՜ z/r- 'Կ՚\ '֊fJK —՜֊^օ ՜՜ ֊յ7ս^

1умерацня здесь поставлена согласи» • нижеприведенной диаграмме.
Диаграмма 

Г П~ ՜ ю

1 5

՜օ i 9

՜4 8~
И | 15 16

1фоизводньк геопотенциала <И1рокснми- 
русм fro формулам

(Фг’’* 1'= (5s)֊՜ (Ф։ ф° ‘2Փ,1>'
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I. //— по формуле (12). Л — 20 дкм. и = 0, г՝ — — հ>,.

II. Н по формуле 112), .4 = 20 акм, и и к, v - г\..
111. /7 — по формуле (12). -4 = ЮЭо/. и = и 0.
IV. // 0. и — ււՀ, v = и,,. ик п Vy; вычислялись по формуле (12)
при 4 — |()do.

Расчеты проводились при о/ — 30 .։///«. и Հ/ = 1 •/.. причем при 
՚>է = 30 мин вы числились только варианты I и II. Результаты обра
ботки представлены на խււ. 1 и 2. При = 1 ч вычислялись такж։

ное in значений и л՛ , , | и | v — ։՛,,! Значений |п и
при հք ₽ 30 мин. 30 мин

варианты III и IV. результаты обра
ботки полученных данных представ
лены на фиг. 3.

Па этих графиках приведены 
максимальные значения /7 и откло
нения скорости от скорости геостро
фического ветра р. hiiiiichmgctii от 
времени.

Обработка велась следующим 
образом. Через каждые три часа 
ЭВЦМ ::<? ч атяла значение величин
Н, и уА/, По этим дан
ным нм плоскости размерами 16X10 
строились поля давления и скоро
стей. после чего по максимальным

Фиг. 3 Вэриаип. (II и IV: при it — | ч. 
1 /■/. 2—максимальное и значений

и и}, | н Ie — vr

значениям //. |м (<?|, 1 V — и}. | в зависимости от времени строились 
графики, приведенные на (риг. 1—3. Следует отметить, что при 
՜7= I ч.. максимальные (или минимальные) значения // в зависимости
от времени че перемещались от точки к точке, а это изменение 



Исследование вопроса адаптации па среднем уровне 47

происходило и своем первоначальном месте. Это относится ко всем 
четырем вариантам. Как видно из этих графиков, процесс адаптации 
происходит очень быстро, за несколько часов, например, в 1 варианте 
(фиг. 1) при t = 0 в центре плоскости максимальное значение 
Н -֊ 20 дкм, |w — kJ 16.5 м/сек и и — 1՚ճ| = 33 м/сек. через 3 часа 
в этой же точке Н = - 8 окм. а максимальные значения и пк и 
խ соответственно равны 6 и 3 м/сек; при է - 6 ч. Н о дкм, 
а \и и.. | и |t»- vj не превышают и 2 м/сек.

Каким образом, в I варианте за 6 часов происходит адаптация. 
С возрастанием времени разности и нк и -у — -ул. еще больше умень
шаются и // тоже уменьшается.

В III и IV вариантах приспособление и чату ханш со временем - 
происходят еще быстрее. Это объясняется тем. что начальное возме 
щение ограничено в области радиусом 1200 км и с ростом времени 
это возмущение передается в прежние певозм у шейные области пло
скости и, кроме того, происходит приспособление поля давления к 
полю скорости. Поле, скорости гоже изменяется значительно от своего 
первоначального значения. Здесь также влияют нулевые граничные 
условия,

Что касается 111 варианта (фиг. 3), то быстрое затухание про
цесса связано с процессом адаптации ноля давления к нулевом} полю 
ветра.

Нафиг. 1 показан пример процесса изменения первоначально 
адаптированной ограниченной области. Через 3 часа возникают агео- 
строфические ветры порядка 5 м/сек и понижение /7 от 20 дкм до 
12 окм. Это вызнано тем. то энергия антициклона из ограниченной 
области передается в прежние ненозмущенные места. Через несколко 
часов процесс снова приспосабливается.

В этом варианте, как видим, поле давления уже в конце 24 часа 
имеет значение 4 дкм и так быстро не затухает, как в прежних при
мерах потом}, что поле давления поддерживается полем скоростей.

Здесь речь шла о расчетах, при которых It = I ч.
При расчетах Ы — 30 мин. наблюдается качественно другая кар

тина. Процесс адаптации в начале происходит гак же, как при 
3/1 ч. (см. фиг. 1 и 2). Это квазигеострофическое движение про
должается до t= 12 ч. В прежних певозмущенных местах возникают 
агеострофические ветры, которые с ростом времени растут, это ясно 
видно из фиг. 2 (соответствующей II варианту). Это связано с воз
никновением инерционно-гравитационных волн, которые в свою оче
редь приводят к резкому изменению поля давления и резкому воз
растанию барического градиента. Здесь следует упомянуть, что мак
симальные (или минимальные) значения поля давления ш- остаются 
r своих прежних местах

Как видно из этих пфиков, во всех этих вариантах происхо
дит адаптация между полями ветра и давления, каковыми бы ни бы
ли начальные возмущения. Время, необходимое для адаптации, не
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превышает Г) часов, а то к меньше, при этом поле давления приспо
сабливается к полю ветра, которое н свою очередь шачнтельно из
меняется.

В расчетах при о/ - I ч после адаптации процесс либо начинает 
затухать, либо остается таковым некоторое время в то время, как 
при it = 30 мин после приспособления через некоторое время, порядка 
нескольких часов, в прежних невозмушешшх местах начинают воз
никать агеострофические ветры, которые с возрастанием времени 
растут. Это приводит К резком) изменению ноля давления, что пы- 
ibhho возникновением инерционно-гравитационных подл.

Произведенные расчеты с it ?, и. показали, что процесс про
текает так. как при it I ч.
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ճնշման ու արաէ[ուի}րոն ղաշաերի ւքի^ե աո ա Ifijni մ՛ Լ ղե ո սա րո էի իկ կոող . гп/. 
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սլեււ իւնղրի ղծ ա/ին գրվածքի ղեւղ րա մ՛; Г’пц^ որոշ J ամ՛ անակիղ \Lmu ա րլ 
կսւոլր իււսիւավամ Լ։ է՛ (՛է’ ՛է ՚>^ րոսլե , որր <եաեանր Հ ղ րա վի ու ա ղ ի ո՚հ ւուիր֊ 
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АЭРОГИДРОМЕХЛ И И КА

А. М. МХИТАРЯН. Г. Г. ПАХЧЛНЯН. Л. Г. ЛАЗАРЯМ

ОБ ЭФФЕКТИВНОСТИ МОНОСЛОЕВ ДЕПРЕССОРОВ 
ИСПАРЕНИЯ

Введение

Проблема сокращения потерь воды на испарение с поверхности 
водоемов и озер является актуальной и имеет важное народнохозяй
ственное значение, особенно для южных засушливых районов на
шей страны.

Сэкономленные воды, наряду с естественными иодными ресур
сами. могут найти комплексное применение в сельскохозяйственном 
производстве, энергетике, в водоснабжении промышленных объектов, 
городов, населенных пунктов и др.

Исследования показывают, что изменение испарения в сторону 
его уменьшения связано с уменьшением ветра, турбулентного обмена и 
температуры поверхности воды или с увеличением влажности воздуха.

Возможны три наиболее реальных способа воздействия на испа
рение. Первый способ основан на периодическом изменении глубины 
водоема. Для этого необходимо добиваться резкого увеличения глу
бины летом н резкого ее сокращения зимой |7|. Такое регулирование 
глубины приведет к сокращению испарения летом н почти к его пре
кращению зимой. Пэ практически добиться такого большого изме
нения глубины почти невозможно. Некоторое такое регулирование 
возможно лишь для искусственных больших водохранилищ на реках. 
Но режим этих и ՝следиих часто диктуется другими энергоэкономн- 
ческими соображеньями, а испарение с их поверхности далеко не 
всегда имеет решающее значение.

Второй способ, связанный с понижением температуры водь’, мо
жет быть реализован покрытием поверхности специальными вещест
вами, нс мешающими биологической жизни в водоеме, ио обладаю
щими способностью увеличивать отражающие свойства водной поверх
ности, так называемое альбедо. Расчеты показывают [8], что увели
чение альбедо от 5 до сокращает испарение лишь на о 8% 
при одинаковых условиях. Ио нее дело заключается в том, что при 
искусственном увеличении альбедо прочие условия не останутся 
одинаковыми. В частности, это приведет к уменьшению температуры 
воды, и сокращение испарения будет более существенным. Следует
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отметить, что в этом направлении почти никаких работ не ведется,
лишь в работе М. И. Будыко |!| этот способ рассматривается для
возможности изменения режим ւ ледников, путем уменьшения альбедо.
то есть увеличения поглощенной радиации.

Существует, наконец, еще один способ уменьшения испарения.
Заключается он покрытии водной поверхности так называемымин
мономолекулярными слоями из поверхностно-активных веществ или 
жирных спиртов, которые способны сокращать испарение в значи
тельной степени |2, 4֊ 8|.

Научно-исследовательские работы но борьбе с испарением с по
мощью монэмэлекулярн лх слоев в СССР была начаты п I960 г. В 
том же году осенью были начаты исследования в Армении, в ИНН 
АН Армянской ССР.

В это же время II. В. Егиазаров начал издавать ряд сообщений 
|2] о работах, проводимых за рубежом. В этих сообщениях приведен 
большой список опубликованных статей по данному вопросу.

Первые работы в Армении проводились совместно с Всесоюзным 
научно-исследовательским институтом гидротехники и мелиорации. 
Результаты работ опубликован .1 |3—7|. Ц.мью этих исследований 
было выяснение эффективности мжэслоев из разлитых спиртов по 
сокращению испарения с поверхности испарителя в условиях берега 
оз. Севан. 11аучнэ-исследовательскне работы 1931 —1931 гг. проводи
лись более широким фронтом.

Во-первых, на водно-испарительной площадке проводились ис
пытания новых, главным образам, оте лсствейн зго производства мо
нослоев. Изучался тепловой баллас воды в испарителях при нлличии 
пленки и без псе. Проводились и другие работы. Во-вторых, в на
турных условиях на Артапишском реликтовом озере, площадью 
0,45 о1, проводились работы непосредственно по сокрзщзнио испа
рения. В открытой лаборатории института б ил создан забетонирован
ный бассейн площадью 653 .»г (5)Х13) и глубинЛ 1.4 м. Бассейн 
снабжен с одного конца специальным волнопродукторэм, на другом 
конце установлен специальный аэрэдинами юский стенд, дающий воз
можность создавать волны высотой до 19—15 сч и воз души ли поток 

। со скоростью до 3-5 м/егк на высоте несколько десятков сантиме
тров над водной поверхностью. Ил этом бассейне прозон и։сь испы
тания пленок на сопротивляемость ветру и волнениям |3|.

И, наконец, в 1931 г. прззодатлсь рзбэгы по соцлио пленоч
ных ковров площадью до 4- Տ кмг на оз. Севан с помощью специаль
ных автоматов, установлен։։ дх на берегу Арганишской бухты. Ре
зультаты этих работ можно найти в отлетах института за 1933—1961 гг. 
(В. II. Жамагорцян, Б. 14. Бек-Мзрмар ։ев, А. Г. Л паря։։ и др.), а 
также в |3 -7]. Краткое оп ։сание водно-иепарнгельнэй площадки 
можно найти в [3 -6|. На фиг. 1 показан общий вид водно-испари
тельной площадки, на фиг. 2 -ковер мопослоя из вторых неомы
ляемых спиртов на о.з. Севан.
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Фиг. 2 Копер пленки из Артакищекой бухте.

Ниже излагаются результаты работ, выполненных под руковод
ством Л. М. Мхитаряна. А. Г. Лазаряном проведены эксперименталь
ные работы, си участвовал также в обработке данных экспериментов 
(§ 2). Г. Г. Пахчанян принимал участие в разработках §§ 3 и 5 и в 
некОторых расчетах

§ I Некоторые результаты опытов

Опыты показывают, что жирные спирты, типа гексадеканоль, 
октадеканоль и другие, практически не растворимы в воде и обра
зуют на ее поверхности бесцветные пленки толщиной в одну моле
кулу. Молекулы с водолюбивой частью притягиваются к поде, уста
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навливаются в ря ւ в вертикальном положения днскрето. Гакос рас
положение молекул и создаст моиомолекулярную пленку.

Эффективность защиты водной поверхности от испарения моно- 
слоем зависит от физических свойств нелестна и. прежде всего, 
плотности пленки, характеризуемой двухмерным давлением |9|.

Пленка не препятствует проникновению в водм света и кисло
рода. не нарушает нормальной жизни водоема и. вместе с тем. со
кращает испарение. По физическим свойствам пленка эластична, 
упруга, повторяет формы свободной поверхности вол ւ и быстро вос
станавливается после разрывов.

Как указывалось выше, эффективность монослоев зависит от 
двухмерного давления в слое. Для измерения этого давления при
меняется модернизированный для работы в полевых условиях вариант 
прибора А Трапезникова |9] Кроме т > о. в опытах 1931 1961 гг. 
применялся набор индикаторов, рассчитанных на определение двух
мерного давления г։ пределах 0.1—29,2 дишем [3|.

Опыты показали, что сокращение испарения составляет <н 10 до 
52%. Доста гоч и и эффективными оказались пленки ։и цетилового 
спирта и спиртов из каталогового жира и вторых неомыляемых.

Температура воды под пленкой оказалась выше на 1 -З'С. Со
кращение испарения ja отдельные дни при малых скоростях ветра 
доходило до 90% и более. Некоторые пленки образуются ia не
сколько минут.

Опыты показали, что при разовой подаче химиката наиболее 
эффективное сокращение происходит в течение нектгорно времени, 
названного нами продолжите.лыщетью эффективности пленки. Далее 
процент сокращения испарения резко умсныплегся. Увели ivime рас
хода вещества при малых его значениях приводит к довольно за
метному росту процента сокращения н продолжигельмости эффек
тивности пленки. Дальнейшее увеличение расхода химиката приводит 
к незначительном у их увеличению | 1. 5|.

Проводились и трутне опыты, например, для выбора способа 
подачи химиката одно и го же количество химиката подавалось 
сразу на определенный промежуток времени и в рнличных дочах 
ежедневно, через 3 дня. 5 дней и т. д. |-1|.

11а основании полу генных результатов сделан ряд выводов и. 
прежде всего, о том. что монослой in отечественно! » хнмиката-нто- 
рых неомылясмых спиртов довольно эффективный.

Монослой этот применялся в натурных условиях к целях сокра
щения испарения ■ поверхности Арг.ши|иекого otcp.i. уровень кото
рого поддерживается па определенной отметке, с илм.ицью насос
ной установки, которая перека твист воду из оз. Севан |3|.

Сокращение испарения поверхности <нСря составляло около 
15%. что следует признать вполне э.Ь Ьектнвным. тем более, что озеро 
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находится в трудных условиях, при которых сильные скорости ветра 
направлены по его малой осн и почти за 30 40 минут сгоняют пленку 
к прети։.оположнему берегу. Наблюдения показали, что скорость 
дрейфа пленки примерно в 25 30 раз меньше скорости ветра на 
высоте 2 .и. Заметное перемещение пленочного ковра начинается при 
скорости ветра порядка 3.5 5 м/сек [3|.

Наиболее важный результат заключается в том. что если с уве
личением скорости ветра испарение с поверхности чистой воды уве
личивается прямо пропорционально пергой степени скорости, то при 
наличии пленки этот рост происходит быстрее. Это означает, что 
если испарение при .малых скоростях сокращается и значительной 
степени, то с ростом скорости ветра, следовательно, и испарения, 
процент сокращения уменьшается, а при некотором значении скоро
сти ветра вовсе прекращается. При дальнейшем увеличении скорости 
ветра испарение с поверхности воды под разрушенной пленкой даже 
становится больше, чем с поверхности чистой воды из-за разности 
температур 16. 7|.

Տ 2. Об определении испарения при наличии монослоя

Прежде чем перейти к изложению метода определения испа
рения при наличии пленки, отметим, что в |1| приведены соображе

ния об эффективности монослоев при их применении в большом ма
сштабе. Поэтому наряду с другими методами в этой работе приме
нение монослосв на арктических морях рассматривается как средстве 
повышения температуры воды, а следовательно, и воздуха. Воздей
ствие этих факторов на льды Арктики способствовало бы таянию 
льдов и задерживало бы их разрастание.

В работе |8| М. П. Тимофеев решил гада чу в зависимости от 
свойства пленки и гидрометеорологических характеристик водоема. 
Формула испарения при наличии пленки по М. II. Тимофееву имеет 
следующий вид

Ея
Ьи{еа е) 
՜ 1 4- Խ/? (2-1)

Здесь 8 величина, пропорциональная коэффициенту аккомодации 
|8| В естественных условиях, при отсутствии пленки по
этому формула принимает обычный вид, при этом гл — <?0, где eQ 
упругость насыщения, определяемая по температуре поверхности 
воды в отсутствии пленки.

Для роста температуры водь։ под пленкой и сокращения испа
рения автором получены соответствующие формулы |8|

На основании этих исследований автор |8| пришел к выводу о 
том. что с ростом скорости ветра эффективность монослоя увели
чивается Результат этот был бы точным, если бы пленка сохраняла 
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•свою сплошность я двухмерное давление при больших скоростях 
ветра, тем более, что эффективность пленки повышается с увели
чением испарения в естественных условиях, л это последнее прямо 
пропорционально скорости ветра.

Все дело в том, что с увеличением скорости ветра способность 
пленки сопротивляться испарению ухудшается, а при некотором се 
значении пленка вообще разрушается и становится неэффективной.

Скорость ветра, при которой происходит разрушение, пленки, и 
последняя перестает сопротивляться испарению, назовем критиче
ской. Опыты показали, что эта скорость зависит в основном от вида 
пленки.

Обозначим через скорость испарения с поверхности чистой воды 
при температуре Го и упругости насыщения ժ0, через ճ0 испарение с 
поверхности чистой воды при температуре воды под пленкой Тп и 
влажности насыщения еп, определяемой но Тп, н, наконец, через Еп 
испарение с поверхности воды при наличии пленки при температуре 
7\ и влажности е' отличной от е„ г» Л

£п = а (Ь • v) (е0 (2.2)

Ео^ а (Ь -4- v) (е„ (2.3)

Е„ = а (Ь v) (еп ^). (2.4)

причем вес эти формулы написаны, например, для одного и того же 
испарителя. Собственно, две первые формулы совпадают, такая за
пись лишь подчеркивает разницу в температурах чистой воды.

Возможность такой записи, когда ветровой фактор для всех 
случаев совпадает, была обоснована в работе |7|. Физически это по
нятно, ведь величина a(b-\-v) учитывает конструктивные особен
ности испарителя и внешние факторы, такие как турбулентное пере
мешивание в приземном слое воздуха, которые, конечно, не завися! 
от условий опыта на испарителях.

Введем следующие понятия

3=1- : 3' = I —?֊• (2.5)
Ео £о

Так как Тп > 70, по (2.3) и (2.4) будем иметь Eq > Ей, то ест». 
Э'>Э. Здесь 3' некоторая фиктивная экономия испарения за счет 
пленки, если испарение пленки отнести к испарению с поверхности 
чистой поды не при естественной температуре ее поверхности, а при 
температуре, равной температуре воды под пленкой.

Синхронные наблюдения на одинаковых испарителях с моно- 
лоями и без них [3—7] дают возможность измерять величины: /з0, 

Еп (следовательно, и Э. Э'). Л». Т'п. е*. а также е и Т воздуха. 
Одновременно для каждой пленки определяется критическая ско
рость ветра
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Группируя зятем полученные данные по интервалам скорости 
ветра, отнесенной к г՛,.,,. пол ученные данные осреднялись и наноси
лись на график в логарифмической шкале. Для одного и того же 
вещества точки ложатся на прямую. В обычной шкале уравнение 
имеет вид

Э'=1 ե'֊ - 1 В/-}՞- (2.6)-
£о ' է’«յ. /

Уравнения этих прямых выводились по способу наименьших квадра
тов. в самом худшем случае разброс точек все же нс очень боль
шой. коэффициент корреляции изменяется от 0.65 до 0.9.

Величина /■>’ изменяется от 1 до 1.05. в среднем Д 1.02 и учи
тывает то обстоятельство. что при г некоторое ^ремя имеет 
место Еп > Eq.

Если такую же зависимость построить для величины Ը.ո ;L'b. ока
зывается /У — (I.ОС» 1.12). Это и понятно, так как при г’^>тхр имеем 
Ял>£о.

Зависимость (2.6) представлена на վար. 3.

Фиг. 3. {аниенмоси. эффективности мовослосв от 
скорости ВСТрЗ. ,

Для лучших спиртов ш|= 0,8 0,9, ы։я малоэффективных 
т ='0,2 0,3. Например, для гексадеканоля и спиртов из каш ал от оного 
жира т = 0,85. Для чистой воды /я=0. Соотношение (2.6) показы
вает, что чем больше т, тем меньше /:ո/ճ0, следовательно, больше 
Э', так как v/v^^ 1. Опыты на испарителях (20 м2 площади) дали 
возможность определять эти параметры для некоторых видов пленок.

Для лучших из них ^кр==8—10 м[сек. Для спиртов из вторых 
неомыляемых получено = 7,5 8 м/сек.
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Имей экспериментальные данные о величинах т и v.p, опреде
ляемых физическими свойствам» самой пленки и гидрометеорологи
ческими условиями. легко теперь проводить расчеты испарения в 
естественных условиях при наличии пленки, го есть определит! «о 
сути дела Հ.

Разделяя (2.1) на (2.3) и пользуясь (2.5), полечим

ձո
Հ. (2.7)

Отметим, что /•. влажность воздуха: Л’о определяется ио <խււ 
է еп ио температуре поверхности волы пол пленкой. Имея Հ. легко 
ио (2.1) рассчитать испарение при наличии пленки

Можно было бы весь расчет ՛ гнести к построив мтиси- 
мость. подобии фиг. 3. Тогда в расчет вошла бы величина с0. соот
ветствующая температуре поверхности чистой воды, которая в пи
ру рных условиях при покрытии водоема пленкой ни будет известна. 
При желании се можно рассчитать. исходя из уравнения теплового 
баланса.

Отметим, что проводились опыты но изучению теплового бн- 
тякса воды в испарителе при наличии пленки. Они. но-перных. пока- 
шли, что монослои, как правило, иг меняют альбедо водной поверх
ности |4 6|, во-вторых. при эффективном сокращении пленки тем
пература воды повышается на несколько ։ рядусон л зависимости от 
величины сокращения испарения. В дальнейшем рост температуры 
прекращается, хотя сокращение и продолжается. Это означает, что 
устанавливается новое равновесное состоявш . при котором сэконом
ленное за счет уменьшения испарения тепло тратится на дополни
тельный теплообмен с атмосферой и грунтом и на некоторое увели- 
пение собственного излучения. особенно ночью.

Объединяя теоретическую формулу М. II. 
формулу, предложенную А. М Мхитаряном |7| 
риментальных работ в виде

Тимофеева (2.1) и 
ни основании экспе-

= bv ահ с) A', (2.3)

получим следующее выражение

*г 1 — bvfb
(2.9)

откуда легко определяется величина

bv
ծ (2.10)

•)та формула покалывает, что, действительно. з швиент от скорости
ветра. При v = 0 имеем р»0, т е .4' = 0 и испарение под пленкой 
прекращается. При v — v,f & и .4' — ! и, согласно формулам 
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(2.1) и (2.8) испарение происходит, каке поверхности чистой води, так 
как пленка исчезает.

Согласно формулам (2.5) и (2.6), для определения экономии 
испарения получаем следующую формулу

Э = 1 (2.11)

1ля расчетов по которой необходимо знать т и :\г

§ 3. Другой метод определения испарения с водной 
поверхности и его экономии при наличии на ней монослоя

Подойдем теперь к решению вопроса с несколько другой точки 
зрения.

Предположим, что испарение сквозь пленку происходит с коэф
фициентом обмена при наличии монослоя Dn, пря чем влажность из
меняется от е„. определяемой 7’, под пленкой, до некоторой неиз
вестной влажности / над поверхностью пленки. Это испарение будет 
определяться формулой

LEa = Da(ea- Հ). (3.1)

Далее, испарение в прнпленочном слое воздуха будет происходить 
согласно формуле

ձ£« = Ո(Հ — ег), (3.2)

где D = £>0,б22Ао/р коэффициент обмена в обычном смысле, по
скольку поток влаги сквозь пленку и далее в атмосферу будет один 
и тот же. Исключая неизвестную величину упругости пара е'п, по
лучим

Легко заметить, что справа стоит величина испарения с 
чистой воды при температуре Тя, т. е.

LE,> ==֊ D (ея е,)

Объединяя (3.3) и (3.4), получим

Л'= + d
Հ ՜

Для определения экономии испарения будем иметь

.v , А, Е9-Ея ԵЭ =1 Д = ------ ,------- -------------
Eq 1)п 4՜ 7?

II » лого выражения легко может быт։, определена величина коэффи
циента обмени сквозь пленку t)a. если известна экономия йенаре-

(3.3)

поверхности

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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я, н наоборот. Ниже будет показано, как можно определить Dn. 
гда легко но (3.6) определить некоторую фиктивную экономию 
парения, которая несколько больше, чем фактическая экономия. 
К как отнесена к испарению Ео с поверхности чистой воды при 
мпературе воды под пленкой.

Истинная экономия испарения должна быть определена по фор- 
уле (2.5) где определяется по формуле (3.3). т е

LE" = 7ГТЛГ(е" <37>L-’ --
К Ео но формуле

LEO = D(JO t>9). (3.8)

фнчем с'о упругость насыщения при температуре поверхности воды 
Го, которая имела бы место, если бы не было монослоя Подставляя 
3.7) и (3.8) в (2.5), получим

■а зависимость представлена на фиг. 4

Фиг. -J. .Злинснмость экономии вспзрсиин от относительного 
интегрального коэффициента обмена монослоя при цп 0 (1).

— 0,3: I в ц„ — 7 (4). На графики нанесены опытные точки 
а- Артаннш; б -Норк.

Остается определить еще е0, т. е. То. К определению этих ве- 
чин мы вернемся ниже. Имея Го, т. е. г.'о, можно по (3.9) найти 
этическую экономию испарения.

Если при такой интерпретации испарение при наличии пленки 
ределяется по формуле (3.7). то теплообмен с атмосферой будет 
ределяться По формуле
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(Հրն, °а- т=>- (3-10)
ԼԼսՀՀ/.

Тогда ։ля отношения Боуэна получим

Рп _ /о р ‘-/Л Р Լ I:
! F.:/ /./■• /- i.i. . : .՛

Здесь штрихи обозначают значение элемента в отсутствии монослоя, 
но при температуре воды под пленкой. В случае, когда DK = 0. это 
отношение неограниченно возрастает, в случае, когда D„ ос. наобо
рот. стремится к своему значению при отсутствии пленки.

§ 4. Зависимость повышения температуры воны от величины 
сокращения испарения

Рассмотрим уравнение теплового баланса водной поверхности 
при наличии пленки, которое для чистой воды (без пленки) напишем 
в виде

«։ = Ц + />,4В, в?. (4.1)

При наличии пленки »то уравнение примет вид

Rn = LF:K -/ձ-ւ-^-ք-в?. (4.2)

Вычитая ил первою уравнения втброе. получим

/<. R^I.{E0 £п) (/>., /<) (й„ Й„) (й? йг). (4.3)

Согласно определении՛, имеем

Р« $о(1 4(1 շրհ) 1Г^(7Г1 Г).

յ') /0(1 ք%՜) -1Л='Г(7; п.

Здес։ R радиационный баланс; ЛЕ, Р затраты тепла на испарение
и турбулентный теплообмен; В и В\ изменение теплосодержания
поды и поток тепла в грунт; Л՝л суммарная солнечная радиация: 
з альбедо; /£, эффективное излучение при безоблачном небе;
ոշ облачность в долях единицы: ՜. յг коэффициенты Стефана

Больцмана и излучения; Т некоторая средняя температура но аб
солютной шкале. Индекс „ноль- относится к поверхности чистой 
воды: индекс „л՛՜ к поверхности волга при наличии па ней пленки, 
к ней относятся и „штрихи".

Очевидно, суммарная солнечная радиация и облачность при на
личии пленки и без нее изменяться не будут, т. е. ձ՝0 = ձ’օ и ?/0--Д0. 
Далее, как показали опыты, альбедо тоже не меняется, т. е. а-д^в'- 
Предполагая еще, что эффективное излучение при безоблачнно.м 
небе также не меняется, т. е. /0 и ette' и. кроме того, мало 
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изменение температуры воздуха, что имеет место для малых водое
мов. из (4.4) получим

/Հ-/Հ.1 = 4/տՒ(7„ 7о). (4.5)

Отсюда получаем первый результат. Радиационный балам иодной 
поверхности при наличии пленки уменьшается, если только имеет 
место сокращение испарения, т. е. Гп Г0>0.

Поскольку опыты показали, что при наличии пленки Норму.пз 
(3.10) сохраняет вид

Рп^с^1У{Г„ - Г). (4.6)

т. е. коэффициент обмена почти нс меняется, то можно предполо
жить, что формула (3.7) тоже сохраняет свои вид. только вместо 

определяемой 7՜.... след\ ՝т писать Հ,. определяемое по (2 7)

/Еп «»0.622 D (Հ <?). (4.7)

Тогда лг| ко получить
Рп Pv = Cprf)(Ta 7’п). (4.8)

(’читая теперь, что глубин.՛! воды и водоеме мала, можн*« прибли
женно положить Вп ձ՚0^(); В,- /Հ - 0. Кроме того, обозначим 
еще /Г։, Еп &Е. Тогда подставляя все полученные, результаты в 
(4.3). в первом приближении получим

/ЛЕ (1/=Г’4-г>р/7)(/'я 70) 14.91

Принимая J >1.95; 7’= 283: с„ 9.24; կ 1,03 P‘J г>м‘ />֊ ’. с ч/сек.

для условий оз. Севан будем иметь к/Гл = 0.7! 10 \ <>p/J= 1.44՛ 10՜ ’ 
при одной и той же размерности кал/см* мин С.

Отсюда получаем второй результат. Сэкономленное за счет со
кращения испарения тепло тратится на увеличение теплообмена с 
атмосферой и собственного излучения водной поверхности, причем 
две трети идет на первый процесс, одна греть на последний. При 
чтим ।лубина коды мала и теплообмен с грунтом ие учитывается

Подставляя значения указанных величин в (4.9) и переходя 1ля 
ձ/f к размерности мч'сутки. получим

7\ Г0=1,92Д£.

Рассмотрим теперь влияние глубины (//) и теплообмена с 
Согласно определению, имеем

(4.10)

I руНТОм.

н
14 - Г'Р'֊\ 7Ժ/J 

о'

Զ? - c'?1t
дГ
az п

Написав такие же выражения при наличии пленки, введя среднюю 
на вертикали температуру и ее связь с температурой на поверхности.
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И
Tn=—[rdz-. »ЛН. (4.11)

н .) р

получим соответственно

= Во = с'г/^н '^֊Г&- (4.12)△է Д՜

Здесь Д’. = է" ֊է՛ интервал времени, соответствующий разности
V՛ Т. За этот промежуток принято const. Обозначив

I‘r + Yo.24-10’, (4.13)\ △ •мин
согласно основному уравнению окончательно получим 

△£ = (0,52 + ра) ЬТп. (4.14)

Здесь △£' берется в м^С-утки.՝ тогда △ Г.- —будет в °C.
При но — 0 получаем (4.10). Зависимость (4.14) для~различных 

значений ц0 представлена на фиг. 5.

, мм

Фиг. 5. Повышение тем։:е;)ату;>ы под мэвоелюм в Зависи
мости or уменьшении исиаре i ։я ձճ и величины .рс. 1 -Лр- 

глниш; 2—Норк.
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Таким сбразсм, получаем третий результат. При наличии глу
бины часть СЫСЕСМ/Д1.1.Сго тепла расходуется на увеличение собст- 
tci:i:cro Ислучогл.я, спреде/ясмсдо величиной 0,17 Д7’я; часть-на 
угсличение теплообмена с атмосферой, psi него 0,?5 ДГ„ и на увели
чение тсплсседори-опия годы и теплстока и грунт, равного սօձ7Հ 
причем ^определяется ио (4.13) при с' =* I калием9 град՝ р' — 1с/слгэ; 
Н— в метрах; Дт—в Լминутах, тогда убудет иметь размерность 
мм/сутки град.

Рассмотрим следующие случал.
1. h = 0 пли малья геличина. В этом [случае р0= 0,24-10* рг . 

Подсчеты г:с։ а: ыгист, что в этсм случае на теплообмен с грунтом 
может расходыгатыя до Ю®/0 сзкснсмленнсго [тепла. Поэтому при 
малых глубинах после устаисглспия разности температур при продол
жок шомся сел р; идш.и lxEf рсы.ч лишь 10% сзкснсмленнсго тепла 
идет п грунт» £0% передается в атмосф еру в является как бы чистой 
sr.cHCMHCfi. В дальнейшем, при исчезни!сини пленки, теплоток с 
грунта в году приводит к некотс рему у г.сличай к* испарения, а также 
двух других потоков (излучение и турбулентны!: теплсебмен). Та
ким образом, чистая экономия составит Э֊ Օ,էՕՃ£-ք 0,5*0,!()•△£ = 
= 0,(5.’/:. ото езначьет, что в случае малой глубины почти 95% по
лу՛.сенсго сокращения передастся и атмосферу в виде тепла и те
ряется накида, т. с. яиястея чистой экономией и лишь 5% этого 
тепла снова тратится на дополнительное испарение [Еследстьие при
тона со стороны грунта к воде.

2. ГлуСиш с՛ и ь Солпгя И — ос. В этом случае пало рассмо
трен. три следующих этапа:

а) происходит эффективнее сокращение и по формуле (4.14) 
лин ч. 0,52 ձ7՜ո энергии теряется в ат мсоф еру и является чистым 
выигрышем, часть, равная р։|ДТя идет на исполнение запасов тепла в 
водке в толще и в будущем частично расходуется на 1'лпг.ра:ие.

б) £фф скип гос col ргщсг.1.с гр< дел шьется, профиль темпера
туры оды у си; кс г клея, т. с. прсгрсь годных месс практически пре- 
|.| «л глея. Тогда мы переходим кек бы к Еодссму без глубины, 
£(;% coi-.pru.cij я является ч1.счь.м выигрышем, 10% или.даже менг п;с 
идет па re । (Л1.с। не тепле:-oiic.ccв грунта. Чем продолжительнее этот 
ПС]. ПОД, ТОМ офф С КТВГГ.СОЧЬ |Ц I мснсш.я мснослосв выше.

1) После некоторого грсмсни плекка исчезает. Тогда часть па
ке пленною в тг.’шс годы и ij\ma |тепла идет на теплообмен с ат
мосферой и угеличигаст чистую экономию эт:.па а), остальная часть 
идет на д< и յ гл.те.».ь» i v i ci:.- [ i eh h у ме п h u t i:c pro начал ы:у ю эко
номию испарен։ я. Для определения доли это։ о дополнительного испа
ри i я отмен м, что г.сслс исче: нсл сипя пленки теплообмен с атмо
сферой и затраты тепла на испарение определяются по формулам 
(4.6) и (4.7) при е'п{Гп).
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Предположим, что их отношение мало отличается от существу 
щего отношения без пленки. Тогда, согласно результатам работы |7|, 
будем иметь следующие данные для оз. Севан.

а также пользуясь разложением

ГодивОН ХОД ОТНОШЕНИЯ 1урбу.ыитнчг'» теплообмена к латрат.и 
испарение дли оз. Севан

Pad лица 1
тепл.’ пн

Месяцы 
нс л. 1 II III IV V VI VII VIII IX X XI XII foil

Р 4.9 3.4 1.2 0,2 ֊0.3 0.2 0.4 0.» 1.3 1,9 4.1 м 23 J

ЕЕ 5.1 4.0 м 0.9 0.7 •7 <3 3.6 5.0 6,8 7,0 6.7 6.3 50.9
Р1. Е 0.91 0.85 0.52 I 0,09 0.11 0.18 0.19 0,27 o.oj 0.84 о.я

Ясно, что Ти 7Հ >7-ft л. ТО ГД.‘ для отношения Ьоуэна без пленки
но при температуре под пленкой. и отличие ОТ (З.П). будем I меп

Рп = 0.5* ) п 7\ 0,52 T-о- 1\ 7„ 7: го ~ t’j
(f-l.'D

!-Еп ея - 7; 7 ։ *

Подставляя сюда значение P^LL{„ 
формулы Магнуса

е 0 է՜շ —- d Т յ I 7 о 7..). е„ -е, ^d | *(7'«- Г,). (4.16)

легко получим след՛, книую оценку

р0 |? а/а. /л
/./:г /,/:„!•■ -/(7՜. /-)

Поскольку ври сокращении испарения имеем 7',- 7՝23>7՜ք1֊ 7‘3, вы
ражение в квадратных скобках формулы (1.17) будет больше еди
ницы. поэтому !>niLl'.n> PJLEn. Это означает, что экономия испаре
ния по данным табл, 1 будет определена с небольшим запасом; При 
желании можно воспользоваться формулой (4.17).

Таким образом, получаем следующий окончательный результат 
Наиболее выгодно применить пленку летом на малых водоемах, 
когда испарение большие и в последующий беспленочпый период за-, 
.четного дополи отельного испарения не будет, так как в период ра
боты пленки тепло почти не будет накапливаться. На i лубокнх водое
мах целесообразно работать в период охлаждения водных масс, 
когда отношение P'LE большая величина, и чем больше продолжи
тельность покрытия пленкой, тем выгоднее.

По данным для оз. Севан, например, получается следующая 
картина. За теплый период года (месяцы Hl VIII) имеем: 
— 20.3кал1СМ\ Pt - 5,3; В, = 36,4: /Հ,՛/•/-, 0.261. Соответствующие 
величины за IX II месяцы равны: 1.Е2 29,0; Р2 = 19,4: В* = 36.4 
и PJLE2 = 0.662. Если теперь пленкой покрывать в период прогрею 
водных масс, когда 7Հ՜>0. то в это время небольшая часть сэконом
ленного тепла теряется в атмосферу, значительная часть накапай- 
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вается и и последующем снова тратится на испарение. В то же время, 
если покрывать пленкой в период, когда 7?2<Հ0. то в это время от
ношение PJl.E՝ значительно и уже в период работы пленки значи
тельное количество тепла теряется н атмосферу и увеличивает чи
стую экономию.

На зависимости (3.9) и (4.14). полученные теоретически и пред
ставленные на фиг. 4 и 5, нанесены точки по экспериментальным 
данным, проведенным Л. Г. . Чазаряиом в Лртаншпе (черные кружки) 
и Б. И. Бек-Мармарчевым и М. II. Тер-Астванатурян в Йоркской 
лаборатории института (крестики). Результаты хороню ложатся на 
график, соответствующей испарителю глубиной 1,5 2,0 .и и водоему 
глубиной 15—18 м. Это и понятно, так как коэффициент обмена в 
хороню перемешиваемом водоеме примерно в 1<>։ раз больше такою 
для испарителя, а скорость распространения тепловой волны от 
поверхности воды в глубокие слои прямо пропорциональна корню 
квадратному от коэффициента обмена. Поэтому в водоеме глубиной 
20 а/ и испарителе глубиной 2 м тепловая волна доходит до дна за 
одинаковое время |7|.

§ 5. Определение эффективности монослоя

Поскольку эффективность монослоя определяется экономией 
испарения, выраженной формулой (2.5). постольку для се вычисле
ния необходимо рассчитать испарение при наличии монослоя за пе
риод его эффективной работы (Еп) и испарение с поверхности чистой 
воды, которое имело бы место за тот же период, если бы не было 
монослоя.

Испарение при наличии пленки может бью. вычислено из (1.2), 
если подставить сюда (1.6) и (4.12) н считать, что 5г~0. Тогда 
получим 

т __ т'
LEn = /?„ - CppD (Тп - 7Д - а „ • (5.1)

Д-

При этом радиационный баланс или измеряется непосредствен по или 
определяется по (4.4). Все остальные величины известны.

Испарение с поверхности чистой воды, которое имело бы место, 
если бы не было пленки для периода работы пленки, когда факти
ческое испарение происходило н<> формуле (5.1). можно определить 
по формуле (3.8), если бы было известно е0, т. е. 7'0. Для опреде
ления этих последних воспользуемся (4.14). Получим

W22-^-D(eQ-e,) LEn = (D3 4֊ 4֊ D«) (Л - Го). (5.2)
Р

Здесь введены следующие обозначения

D, = 4/зТ՜3: Dp = bCpD; Da = յ*ք -}-՜. (5.3)

В уравнении (5.2) LE„ определяется по (5.1), все остальные величины 
’ И.ШССТПЯ АН. серия физ,-мм, «лук, .4 G
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известны, кроме. 7'0 и е{}. Привлекая еще разложение (4.16), можно 
определить Т9 и ей, а по сути дела определить 7.±՝0. Получим

Э = 1 — — =___— ՜*~ / ո ՜ Ղ. (5 4)
£n 0,622 7.6 D е^ — е.

Подчеркнем еще раз, что р, р, атмосферное давление (5.4), плот
ность и упругость водных паров; Լ скрытая теплота парообразо
вания; величины коэффициентов «обмена" Ջ, £):, £)р. Ds известны; 
7'.։—температура воды под пленкой — измеряется; То и е0 опреде
лены из двух соотношений: (5.2) н (4.17), причем

т = (Р, + Ро + Рв)Тп + кЕя-Р(4->7\) J

O.+ Dp + Da+տ

Здесь D — 0,622 l.'>D;p. LЕп определяется по (5.1): с0 по психо
метрической таблице при Го по (5.5). ЕЕп может быть определено 
и по (3.7).

Если £ЕЯ определяется из (5.1), то из (3.7) можно определить 
коэффициент обмена сквозь пленку

-^- = =--------- ----------------- (5.6)'
Р P(en-es)-LE„

Поскольку D (еп — е։) ££0 испарение с поверхности чистой воды
при температуре воды под пленкой, то легко видеть, что обратная 
величина (5.6) является некоторой фиктивной экономией испарения, 
отнесенной к LE,;, т. с.

Таким образом, Dn может быть вычислено по формуле

/ _ __________ /?л- <„?Р (Л ֊ Л) - сУ (И//,'Д4 (Հ - Л)___________

0,622 7հ5 (cn e.)ID -Rn փ ср?Р (Тп -7\) + сУ (^/^(Հ-Հ)
(5.8)

причем /?,. можно вычислить по формуле (4.5) пли (4.4).

§ 6. Рекомендации по определению эффективности 
мономолекулярных пленок

На основании анализа полученных результатов эксперименталь
ных и теоретических исследований можно предложить следующие 
практические рекомендации для определения эффективности моно
слоев.

1. Метод водного баланса. Для применения этого метода водный 
баланс водоема, который предполагается покрывать пленкой, должен 
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быть предварительно хорошо изучен. Это тем более необходимо, 
что для периода покрытия пленкой испарение должно быть опреде
лено нс только при наличии пленки, по его следует вычислить за 
прошедший период в предположении, если бы пленки нс было. От
сюда можно сделать первый практический вывод. Нели точность 
определения испарения по методу водного баланса известна, то ври 
ожидаемом сокращении испарения следует так выбирать продолжи
тельность эффективного покрытия монослоем, чтобы сэкономленное 
количество воды п несколько раз превышало указанную точность, 
тогда фактическое сокращение испарения почти с такой же точно
стью может быть определено по водному балансу.

Для более мелких и недостаточно изученных водоемов потре
буется покрывать пленкой в течение нескольких сезонов, чтобы по 
водному балансу уверенно определить эффективность монослоев.

2. 11зучение температурного режима. Для каждого водоема в 
зависимости от комплекса гидрометеорологических и климатических 
факторов средняя температура его водных масс из года в год изме
няется мало п имеет сравнительно небольшой годовой ход. Отсюда 
следует, что путем определения этой температуры за сравнительно 
большие промежутки работы пленки, 'можно оценит!, ее эффектив
ность. Этот метод может дать неплохие результаты, особенно если 
применить его параллельно с изучением водного баланса. Путем 
сравнения полученных но двум методам результатов можно сделать 
количественные выводы, так как увеличение теплосодержания водных 
масс определенным образом связано с сокращением испарения. От
метим, что можно произвести сравнение температур для нескольких 
характерных для данного водоема вертикалей.

3. Метод теплового баланса. Этот метод подробно рассмотрен в 
предыдущем параграфе, где показано, что его можно с успехом при
менить не только для понимания физического механизма процесса 
сокращения испарения, но и с неменынпм успехом применить для 
определения эффективности монослоев.

•1. .Установление зависимостей различных свойств пленок от 
гидрометеорологических факторов. Этот метод может быть назван 
полуэкспериментальным. Один такой пример был продемонстрирован 
в § 2, когда путем экспериментальных исследований удается вели
чину сокращения испарения связать с величинами т и г\р. характе
ризующимися природой пленки. Имея данный вид химиката со стан
дартными свойствами, соответствующими тем, которые он имел при 
экспериментах, можно но полученным связям легко определить со
кращение испарения при данной гидрометеорологической обстановке. 
При экспериментальных исследованиях целесообразно устанавливать 
зависимости наиболее консервативных характеристик монослоен от 
метеорологических и иных факторов, чтобы эти связи н натурных 
условиях нс нарушались.
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5. Трансформация температуры, влажности и скорости воздуш» I 
кого потока. Опыты показали, что трансформация тем перату рыУ Д 
влажности воздуха при наличии на водной поверхности монослоя, ■ 
эффективно сокращающего испарение, количественно происходит I 
иначе, чем в отсутствие пленки.

Проведенные па Лртаиишской бухте эксперименты показали,! 
что по трансформации влажности воздуха над водоемом при пленке 1 
и без нее можно оценить эффективность монослоя по формуле

Э=-^Л_. (6.1)1

Պ։յ> — 1
где z = е2!е‘2— рост влажности воздуха на подветренном берегу (e։l I 
по отношению к влажности на наветренном берегу (Հ), если бы ill’ I 
было монослоя; зпр = eti{e2.

В условиях одного опыта, например, оказалось <յ = ԼԱ; s^sl 
տ=1.52, т. е. Э = 0,21. В это же время по данным береговых нспцЛ 
рительных бассейнов тот же химикат сокращал испарение на 23’/Я 
т. е. Э = 0.23. I

6. Можно предложить ряд других методов, например, радноые- I 
трическнх, береговых испарителей и др. Остановимся на последнем;® 
На разных берегах малых водоемов можно устанавливать испарители. I 
из которых испаритель на подветренном берегу примерно показы-Я 
вает то же испарение, что такой же испаритель, установленный на ! 
плоту, на акватории озера, если нет монослоя. При наличии моно* 1 
слоя на водоеме эта связь будет нарушена, так как испаритель ни 1 
плоту будет испарять больше за счет того дополнительного тепля, | 
которое он получает от водоема вследствие повышения температуры 1 
воды под пленкой. Путем сравнения данных этих испарителей можно 
приближенно оценить эффективность монослоя.

Здесь мы нс рассматривали вопросы образования монослоеп, 
способов нанесения химиката, определения его нормы и др., имею* | 
тис важное практическое значение. Эти вопросы являются предметом 
специальных исследований.

II.. IT. irbl'P-Rl'Bin.. Դ. Դ. ՓԱԱ«ԱՆ311.Ն. Ա. Դ. ԼԱՕ11.ՐՅԱՆ

ԴՈԼՈր՚ՇԻԱՑՈհՍՀ ԿՐՃԱՏՈՂ Ս11՜ԱԱ41.ՂԱՆՐ''1,1մ։|< 
ԱՐԴՅՈՒՆԱՎԵՏՈՒԹՅԱՆ U'lUlb’l,

Ս. մ՜ փ ո փ ո ։ if

հալանի կ, է[Ո[ա (ժ/ուն անեն հատակ սպիրտներ, որոնր 
մ տկերեա /թի վրա ստեղծում են մ ի ա մ ո լեկուլ /ա ր fj ա ղ ան իէնե ր 1 Վերջիններս
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որոշ "րոխ ‘"նների աոկալութլան դեպրում ա րդւունավե ա կե րպով էի ո րրա դ- 
նրս ։! են ղււլո րշիւոցումը ջրի մ ։։ւկերե ու / թ իրյ։ Հոդվածում րե րվու մ են •" [՛} 
Ուղղաթրսմր արված որոշ փորձերի տրդրոն րներրէ II' ոն ոթ աղ որն թ ի աոկա- 
րո.թլան դեպրու.է> դո քո րշիացու մ ր որոշվու•f I. Iոոնա ձև ույ, որն իր
տեսքով չի տարբերվում (3.2)-ի։յ: 'Լերջինււ որոշում Լ սորւրշիւսէլումր ջրի 
աղատ մակերևույթից, թ աղսրնթ ի րա ցակա լա. թ լան դեպրում:

Խնայված ջրի քտնտկա թրււնր կամ թաղանթի ա րդրւ ,նա վ ե tn ա թ լան ր 
կարե/ի Լ որոշել (2,3) բանաձևով, օդւովերէվ դծ. 3-ից1 Ալս ղծէսդրի վ {"" 
նե րկա լացված Լ ղ ո լո րշի ա ց մսւն կրճատման աււաիձանի փ ո փ ոխ ո t թ լան ր, 
կախված քամու ուրադութլունից ե խաղունի)ի 1իէղիկական հու ուկու թլո։ն- 
ներիյր

Փորձևրր են տալիս, որ աոանձին թաղանթներ պտհպանվու մ
են նա /նիւ/կ ntt/եղ քամիների ուղդե ցու թլան տակ ե արդյունավետ կերպով 
փոքրաոնա մ են դи/որշի ա gm.fl ր։ Ալդ դեպքում եթե թաղանթի ւոակ իւոնու- 
վութրոնր հւողեցած ի. ապա nt'tuf իջւոսլե ո թ ադանթ ի վրա՝ սղում, իւոնավա- 
թլունր հեոու Լ հար։ ե ցած ի ց ե, րո։ո (2.7 J" ի • այնքան շատ, ո րքսւն արդ ՛ու • 
նավետ Լ թաղանթր:

՛! ոնո թ աղանթնե րի ա րդլունա վև աոէ {■' լան ր ամենից աոաջ կտրե՛ի Լ որո
շեք ջերմալին հաշրվեկշոի մեթոդով։ 4՚րլ 'հւդու՚ոուկով ոդտորդորձվուէք են ՝եր- 
tl ու լին հւոշվե1րշոի ',ւո վ ա ո որրրո ‘մե ե որ (-1.1 ) Ոէհսրով թ արրոնթ ի ր ա ր ՚ոկ որ լա- 
թ լան դեո/րրոէ) ե • 1.2} ուերրրու1՝ նրա ասկարոթլան դեպրա մ:

Ջերմա(ին հտշվևկշիւՀէէերր հւուքէուդուասէոիւանար՚սր որոշվում են (1.1 !֊ից, 
դ ո I ո րշիւողա մր ե ջե րւ1 ու փ ո իէ որն ակու թ քուն ր' (3.t • ե (3. ! 1 թիւլւ Ч-էդ. դեսլրում 
ա րդ ր։ ՛նավի nttn թ լան ՝,ոււքւոր ոոււուրիուք կ '.՛{,{/} ու րաաԿա լտա.թ րէէնլչ: եոլոր- 
շի՚էէէքման կրէ\ոէւոմ ՚սն հե ու ե ւսնրո վ ջրի ջերմ աւրԱէի՚^սէնի տէ\ը որոշվում է, 
(4.1 I )՝ իր! 4՚<դ ա րդ (ուն .րնե րր նե րկու լարված են դծ. 4-ի ե ՜> - ի վրա. ար 
ո՚ե դ սոլ րվ ած են նտե փորձնական ա րդ ( ան լ,ն ե ր:

Ջրի ‘(ակերեուլթի ջերմ աս սւիճանը թաղանթի ա ոէրո (ո ւ թ լան դեպ յ՛ա մ 
չափվում Լ . իսկ ալն ջերմասւոիճւսնր, "րր կա^էենար t)ւս)լերե ո t / թ ր անցած 
>/,411'անակի համար, եթե նրա մակերեսին թաղանթ չլիներ, որոշվում Լ : ■> .՛>) 
րանաձե ով:

Լոդր!ածու է) հէսմաոոտ կերպով դիտարկվում են մոն"թաղանթների ար֊ 
դ րոնավ1, աու թ րսն որոշման if ի շուրր ա/լ մե թույներ., ինչպես, որինւսկ. ջրա
լին ’.աշվեկշոի, ջևրմասաիճանալին ոեմիմի, ալալին -4ւսանշւ(է խոնավա , 'լան 
փ ուիոիէութ րո նների ե "4քնէ
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теоретическая ФИЗИКА

Р М. АРУТЮНЯН

К ВОПРОСУ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СВЕРХПРОВОДЯЩЕГО 
СОСТОЯНИЯ ПЛЕНКИ С ТОКОМ

Рассматривается вопрос устойчивости сверхпроводящего состояния ндеаль- 
iroii пленки без краев толщиной 2Ժ-Հձ(1(7), где Ъ0(Т) — .'1ондоновская глубина про
никновения, с током и с током при наличии магнитного поля.

Найдем термодинамический потенциал ФЛтонкой пленки н сверх
проводящем состоянии н, исследуя его. покажем, что пленка в при
сутствии тока вблизи точки перехода из сверхпроводящего состояния 
в нормальное находится и метастабилыюм состоянии.

Как известна, плотность свободной энергии вещества в сверх
проводящем состоянии выражается следующим образом |1{:

Л = F,,. + — +  ------- Ж» - -е- A'V *, (1)
8к 2/7? 2* с

хде

Л. = Г».-а(Т)|Ч' |» + ±/>(Г)|ЧГ|’.

Здесь Ч* эффективная волновая функция сверхпроводящих элек
тронов л.,, a Fn, плотность свободной энергии вещества в нормаль
ном состоянии.

Из (I) получаются уравнения Гинзбурга-.Пандау |1|. с помощью
которых можно определить равновесные значения Ф и А:

- L (- ih- V- — А У Ф + = 0>
2tn\ 2т. с ) ԺՓ* (2)

J= _ (Ф»7ч-’_ ’КуФ») - — д’ГЧ’-*. (3)
4/д- ուշ

Из совместного решения этих уравнении 
толщиной 2^<С %(/■). 4' можно принять

ленке |11. Уравнение (3) есть выражение для

вытекает, что для 
постоянной по всей 
плотности тока. В

. расе м от ре н н о м сл у ч а с, 
■равнению Лондона;

как нетрудно убедиться, оно эквивалентно

rot А/, = — ‘ //, 
с (О
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. ■ It ИЪ / к .
где Л = = —•; отличие заключается лишь н том. что в (4) \

տնւ» ժ24Ռ
зависит от температуры, внешнего магнитного поля и тока.

Из уравнения (I) следует |2|;

С помощью соотношений (1). (4). (5) определим выражение тер
модинамического потенциала ФЛ для пленки при условиях 7= const 

и - const (где у9—плотность тока через пленку).
Для этого рассмотрим начальный процесс перехода пленки из 

сверхпроводящего состояния в нормальное.
Первое начало термодинамики для процессов в электромагнит

ном поле имеет вид |6|
/• р ~ — ՜

ձձ՜=ձՉ4֊ձր— (6>
J 

где последний член Ա-'= Л/ ' (E'XH)ih количество электромаг

нитной энергии, втекающей в пленку за время Ճ/.
Предполагаем, что пленка является частью замкнутой цепи с 

внешней ЭДС, причем ЭДС меняется таким образом, что общий ток 
/0 в цепи остается постоянным в течение всего процесса перехода 
пленки из сверхпроводящего состояния в нормальное |5|. При этом, 
плотность сверхпроводящего тока у> меняется от значения /овсверх- 
проводящем состоянии до 0 в нормальном. Постоянство /а еще не 
означает, что распределение тока но толщине пленки во время пе
рехода нс меняется, так что под /0 в дальнейшем везде мы пони
маем среднюю по толщине плотность тока.

При этом учтем, что в течение всего процесса перехода соблю
дается соотношение Jn 4՜./ = Л = const, где /я — плотность нормаль* 
ного тока.

Рассмотрим теперь член U7 в уравнении (6). Для этого возьмем 
на пленке (фиг. 1) участок длиной I и шириной ///. Допустим, что И 
направлен по оси х. а ток по оси у. На каждой из поверхностей 
этого участка (обозначенных иа рисунке цифрами 1 и 2 и параллель
ных плоскости хоу) вектор Пойтиига постоянен по величине и на
правлению, перпендикулярен к поверхности и направлен внутрь 
объема.

Произведем вычисление IV՜ методом, аналогичным приведенному 
в |2]. Используя соотношение (5). получим

» = "[(?хй)Л = 7-[(^’хй) хй) }•
4-J 4®|\ dt Л \ dt J.\

Учитывая, что сЛ/՜ перпендикулярен //. а векторные произведения 
ut



Об устойчивости сверхпроводящего состояния пленки с током

объема пленки. для V7кобках направлены внутрь выделенного 
iy»raexi следующее выражение:

13 нашем участке возьмем контур k. находящийся в плоскости 
юндикулярного сечения пленки. Циркуляция вектора магнитного 
I по этому контуру равна

СрШ/ = 2111.

слользуя это соотношение, из (7) получаем

W - — т Hdl = '■ III f rot Hds. (8)
4тс di ,.r 4c dt. \

риипмая по внимание, что rot//=—/0-ք֊ — —.из (8) получаем 
с с dt

В “Л֊֊֊ <3/rfm) + — (m-2Zrf). (9)
fft 4к at dt

ронзведенне 2nitd есть объем выделенного участка. Для платности 
|епррмагнит110н энергии, втекающей в единицу времени в пленку, 

Ь J9) получаем 

io г - диэлектрическая постоянная (/?—-Ճ-). При помощи (10) урав- 
иис (6) выразится в виде
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1 7)2
Д£ = ՃՉ -Ь /одл/,։ -ь — д — • (ID

$ 8~

В выражениях (10) и (11) потерями на джоулево тепло можно 
пренебречь.

y j
Действительно, джохлево тепло /я Е = у„ * ' н начале перехо.

dt
намного меньше по сравнению с w, так как вблизи сверхпроводя
щего состояния /л Оо- И гак, процесс перехода в начальной сталии 
можно считать квазиравновесным.

Учитывая это обстоятельство, из (11) получим, что при Т = const 
л у0 = const (ввиду того, что теперь можно принять AQ7՜ձՏ), дол
жна быть минимальна термодинамическая функция

О2= (12)

В сверхпроводящем состоянии յտ=յՀ и /9=0, так что (12) 
принимает следующий вид:

Ф, - Е ֊ ST - A/J = ТЛ ֊ АД. (13)

В (13) Е< плотность свободной энергии в сверхпроводящем состоя
нии. определяемая выражением (1).

Перейдем теперь к исследованию Ф.,,
Рассмотрим сначала пленку с током. В этом случае, как не

трудно убедиться из (1), Л имеет вид

/'ч ° + ֊№ ֊ О*' 4- 4 ЬЧ!> + 4 А/?, (14)
Зг՜ 2 2

где второй член плотность энергии магнитного поля тока, послед

ний член - -- V֊ кинетическая энергия сверхпроводящего тока. 

В дальнейшем будем придерживаться обозначении, приведенных в 
статье |3|. Так.

= (15)
п.>> Л

где л,• —плотность сверхпроводящих электронов при Т = 0 й от
сутствии тока и магнитного поля, a nf ■ плотность при температуре 
7՜ при наличии тока и магнитного поля. Коэффициенты а и ծ при 
данной нормировке имеют значения

ь = fl(n A£Lf. J

4֊ А,. (0) Л, (0) .

где Л։. (Т) глубина проникновения слабого магнитного поля при тем
пературе 7' (т. е. то же самое, что и оо(Г)), а Ле(0) —при Г = н, 
а Мл термодинамическое критическое магнитное поле. Учитывая 
(13), (14), (15), для Ф, получаем следующее выражение
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Ф„ = £.• —Я (Г) г» + ± Ь (Г) т< + ф - ± А-4. (16)

условие равновесия пленки в сверхпроводящем состоянии:

^-ат+аг+^-о. (17)

in фиг. 2 представлен ход кривых Ф,/, где /0 рассматривается как 
триметр.

Фиг. 2. Зависимость термодинамического потенциала Ф. 
от квадрата волновой функции Ч'.

При 
а 
V

70 О Ф» = F и система находится в равновесии при 

При Jq ■-*- о ход кривых уже отличается от /* . Кроме точки

шпимума на кривых появляется еще точка максимума. Устойчивое 
рлрновесне соответствует ’Г,П1П. С увеличением /0 высота пика макси
мумов уменьшается, а Ч’пЧп передвигается в сторону меньших чип- 
iCHiift.

При определенном значении /<.. на кривой появляется точка
, ԺՓ, 1Ср1‘гп6а, где • (>.

Ժ*1ք
ժ’Փ, 
er которая и соответствует переходу

йленки и I сверхпроводящего состояния в нормальное. Таким образом, 
31шчен11я/0Кр и ՝Г„։, получаются из совместного решения системы 
уравнений
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ճ<>իՀ=_շ<,4- + շ№ + ^Հ = °>

Ժ’Փ<- = - 2а + 6Л’Г2 - ֊'^/- = 0.
ԺՓ* Ф< °

(18>

В точке перехода волновая функция и плотность критического тока 
удовлетвори ют ел еду юще м у соотношен и ։о:

, \։/։W2 — -—0- /՛’.■•»г«₽-

Из решения (18) для /ՕէՓ получается выражение, выведенное в |1|
другим путем.

/о»*Р —
2£2 Н А_1
3 1'3՜ <П4г^(П

Ф; = = ֊?. = 1_ £և\օ _Լ_
kp ձծ 3 Л; (Г) 3 Խ Й(7)‘

Փա՛. .3, Зависимость магнитного 
поля тока ла поверхности пленки 

ог волновой функции ‘Га.

11нтсресно сравнить ход кривой зависимости /•/, от Чг (где ///—магнит
ное поле тока на поверхности пленки) (фиг. 3) (4| с фиг. 2.

На фиг. 3 в точке максимума про
исходит переход. Часть кривой, лежа
щей с левой стороны максимума, соот
ветствует устойчивому равновесию си
стемы, а лежащая справа неустойчи
вому. Это означает, что свободна? 
энергия системы Fs с левой стороны 
меньше, чем с правой при одном л том 
же значении /0. 1ктрудио заметить, что 
левая часть кривой па фш. 3 соответ
ствует точкам минимума на фиг. 2ч 
а правая максимумам. Максимум ни 

фиг. 3 соответствует точке перегиба на фиг. 2. где равны нулю од
новременно первая и вторая производные Ф,.՛.

Теперь рассмотрим пленку с током j9, помещенную во внешнее 
магнитное поле Н, параллельное ее поверхности. Принимаем, что на
правление // перпендикулярно току. Так как 2ժ<50(7). то магнит
ное поле можно считать полностью пронизывающим пленку. В этом 
случае, в выражении свободной энергии пленки н сверхпроводящем 
состоянии добавляются члены, связанные с магнитным полем. Это 

/•/* плотность энергии магнитного поля — и плотность кинетической 

энергии мейспе.ровского гока
r = ±.V֊. (19յ 
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сражение (19) можно преобразовать следующим образом. .Условие 
ваитованпя магнитного потока есть |3|

Ф Л / dl = я?0. (20)

де о0 — = 2.07-10 ՜ 'гс/см-; контуры интегрирования берем в пло- 

костн сечения пленки перпендикулярно и симметрично относительно 
редней плоскости пленки.

Так как пленка односвязная, то /1=0. Таким образом, в нашем 
л у чае

0. (21)
s

Рассмотрим контур длиной / и шириной 2х и применим к пому 
равнение (21). Получаем

/7-2/х4-гА/Л-2/ = О.
^тсюд а

Н— х. 
с\

(22)

€ помощью (22) и (15) для плотности кинетической энергии тока 
Мейсснера получаем

d J 2 6
0

ip (23)

В этом случае, учитывая (23). для свободной энергии имеем

F = г* + C + S7"rf։ ՜ a>1'՜’+ T ծ'1'" + 1 /7М=
6 ժ.\0

1ճ0/2 
շ »р'<»

Отсюда

/Հ-Д՝Р- * b՝V* + /73 . 2n 1 /7=ժ2
8* Յժ'° ՛ 6 c2A0

Ч*3 _ д‘о ՀՀ /24) 
2 »Р °

Используя (24). представим условие равновесия сверхпроводящей 
пленки при постоянном /7 и ,/0 н виде
I ժէ|ճ = _ 2 дцг _|_ 2 /др -|_± qr + А д в 0. (25)

ժ’1* ‘ 3 c2A0 ‘Г3 0

Зависимость функции (2-1) от ‘F такая же, как на фиг. 2. с тем от
личием. что точки минимума, максимума и перегиба смещены в 
сторону .меньших ’F.

При/0 = 0 из (24) получаем, что система находится в равновесии
■при
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а
siln —

где А/п = I 6/7,.>Sc (7 есть критическое магнитное ноле тонкой пленки 
в случае, когда ток отсутствует и поле направлено параллельно по
верхности пленки.

В точке перегиба, где система переходит и нормальное состоя
ние. значения 4‘Լ и /0,г определяются из совместного решения си
стемы уравнений:

</Ф։ -= - 2аТ |-2/>Փյ 
t/'F

I HW
з С’ЛО

ч՜ + - Հ о, 1 l|*J J о

d’P
— 2а 4- 6ձ։ր 4- 1 քՒ<ր՜ ֊ ЗЛ'72 « 0.

3 Ժ.Լ ‘Г4 0

Для 
ине

плотности критического токи получается известное mjpflMi

11рн

. 21 2 .. 1
/о»р= ... г-Г (л ~ ՅՒ 3 %

этом значение ՝Г'кр равно

»К2 ч*
2 а
3 Ь v

Итак, мы показали. что тонкая пленка с током вблизи точки
перехода из сверхро водящего состояния в нормальное находится в 
метастабнльном состоянии.

Действительно, из исследования хода кривых зависимости тер. 
модннамического потенциала Ф5 от 4' вытекает, что в точке пере-

_ ԺՓ,хода обращаются в нуль одновременно . и

вует точке перегиба на фиг. 2.

Институт металлургии им Л А Байкова Москва
L1IIII Физико-техническая лаборатория

АН Армянской ССР

IE 1Г. ՀՍՔ11Ւ^8ՈհՆ8ԱՆ

ժ24>.- ------• что соотв
№

Поступила 261111965

Д111ПГь՝1Ч1'1. 1»Ա'Լ1Լ'»1»Ի ԴԵՐՀԱՂՈՐԴԱԿԱՆՈԻքհՅԱՆ ՎԻՃԱԿԻ
Կ1Ի311Ի*1»11Ի1 HUL'b ձԱ14>Ի ՏՈԻՐՋՀ

II. մ i|i ո փ n i J

Թհրմւս/ինէսմիկէս1ւ»4ն մեթոդու} nt սու Անասիրւք ած Լ իէադէմնիքի ղևրհսպոի* 
ղականա {J [Hi’li վիճակի կալոՀնսւ լսւն հարցր, երր թաղտն իքի
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| անխնամ, այն դեպքում, երբ թաղանթի հաաոա թրւլնն ավելի 'իսբր է • 
քան րւնղոնլան թ ափ ան րե/իա֊ թքան [սորա թքանք/:

Ցա լց է տրված, որ վիճակներր որոշող աիրալթի ալն մ ասա մ. "րր 
ւբոնվում Հ ղե ր՝էաղո րղականա թ քունիրյ նորմալ վիճակին անցնելու սա՚էմ անի 
Jnui, թարյտնթն անի մեէոաւոոարիլ վիճակ։ ,

եոէլնսլիււի ս/րղլա.ն,ր աոտցվամ է նաե u/fij ղեոլբամ, երբ '>օստնրէէվ 
իաղանթր ւրոնվա մ Լ արտածին մագնիսական ղաշաամւ
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теоретическая ФИЗИКА

Р М. АРУТЮНЯН

К ВОПРОСУ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СВЕРХПРОВОДЯЩЕГО 
СОСТОЯНИЯ ПЛЕНКИ С ТОКОМ

Рассматривается вопрос устойчивости сверхпроводящего состояния ндеаль- 
iroii пленки без краев толщиной 2Ժ-Հձ(1(7), где Ъ0(Т) — .'1ондоновская глубина про
никновения, с током и с током при наличии магнитного поля.

Найдем термодинамический потенциал ФЛтонкой пленки н сверх
проводящем состоянии н, исследуя его. покажем, что пленка в при
сутствии тока вблизи точки перехода из сверхпроводящего состояния 
в нормальное находится и метастабилыюм состоянии.

Как известна, плотность свободной энергии вещества в сверх
проводящем состоянии выражается следующим образом |1{:

Л = F,,. + — +  ------- Ж» - -е- A'V *, (1)
8к 2/7? 2* с

хде

Л. = Г».-а(Т)|Ч' |» + ±/>(Г)|ЧГ|’.

Здесь Ч* эффективная волновая функция сверхпроводящих элек
тронов л.,, a Fn, плотность свободной энергии вещества в нормаль
ном состоянии.

Из (I) получаются уравнения Гинзбурга-.Пандау |1|. с помощью
которых можно определить равновесные значения Ф и А:

- L (- ih- V- — А У Ф + = 0>
2tn\ 2т. с ) ԺՓ* (2)

J= _ (Ф»7ч-’_ ’КуФ») - — д’ГЧ’-*. (3)
4/д- ուշ

Из совместного решения этих уравнении 
толщиной 2^<С %(/■). 4' можно принять

ленке |11. Уравнение (3) есть выражение для

вытекает, что для 
постоянной по всей 
плотности тока. В

. расе м от ре н н о м сл у ч а с, 
■равнению Лондона;

как нетрудно убедиться, оно эквивалентно

rot А/, = — ‘ //, 
с (О
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. ■ It ИЪ / к .
где Л = = —•; отличие заключается лишь н том. что в (4) \

տնւ» ժ24Ռ
зависит от температуры, внешнего магнитного поля и тока.

Из уравнения (I) следует |2|;

С помощью соотношений (1). (4). (5) определим выражение тер
модинамического потенциала ФЛ для пленки при условиях 7= const 

и - const (где у9—плотность тока через пленку).
Для этого рассмотрим начальный процесс перехода пленки из 

сверхпроводящего состояния в нормальное.
Первое начало термодинамики для процессов в электромагнит

ном поле имеет вид |6|
/• р ~ — ՜

ձձ՜=ձՉ4֊ձր— (6>
J 

где последний член Ա-'= Л/ ' (E'XH)ih количество электромаг

нитной энергии, втекающей в пленку за время Ճ/.
Предполагаем, что пленка является частью замкнутой цепи с 

внешней ЭДС, причем ЭДС меняется таким образом, что общий ток 
/0 в цепи остается постоянным в течение всего процесса перехода 
пленки из сверхпроводящего состояния в нормальное |5|. При этом, 
плотность сверхпроводящего тока у> меняется от значения /овсверх- 
проводящем состоянии до 0 в нормальном. Постоянство /а еще не 
означает, что распределение тока но толщине пленки во время пе
рехода нс меняется, так что под /0 в дальнейшем везде мы пони
маем среднюю по толщине плотность тока.

При этом учтем, что в течение всего процесса перехода соблю
дается соотношение Jn 4՜./ = Л = const, где /я — плотность нормаль* 
ного тока.

Рассмотрим теперь член U7 в уравнении (6). Для этого возьмем 
на пленке (фиг. 1) участок длиной I и шириной ///. Допустим, что И 
направлен по оси х. а ток по оси у. На каждой из поверхностей 
этого участка (обозначенных иа рисунке цифрами 1 и 2 и параллель
ных плоскости хоу) вектор Пойтиига постоянен по величине и на
правлению, перпендикулярен к поверхности и направлен внутрь 
объема.

Произведем вычисление IV՜ методом, аналогичным приведенному 
в |2]. Используя соотношение (5). получим

» = "[(?хй)Л = 7-[(^’хй) хй) }•
4-J 4®|\ dt Л \ dt J.\

Учитывая, что сЛ/՜ перпендикулярен //. а векторные произведения 
ut
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объема пленки. для V7кобках направлены внутрь выделенного 
iy»raexi следующее выражение:

13 нашем участке возьмем контур k. находящийся в плоскости 
юндикулярного сечения пленки. Циркуляция вектора магнитного 
I по этому контуру равна

СрШ/ = 2111.

слользуя это соотношение, из (7) получаем

W - — т Hdl = '■ III f rot Hds. (8)
4тс dt ,.r 4c dt. \

риипмая по внимание, что rot//=—/0-ք֊ — —.из (8) получаем 
с с dt

В “Л֊֊֊ <3/rfm) + — (m-2Zrf). (9)
fft 4к at dt

ронзведенне 2nitd есть объем выделенного участка. Для платности 
|епррмпгнит110н энергии, втекающей в единицу времени в пленку, 

Ь (9) получаем 

io г - диэлектрическая постоянная (/?—-Ճ-). При помощи (10) урав- 
иис (6) выразится в виде
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1 7)2
Д£ = ՃՉ -Ь /одл/,։ -ь — д — • (ID

$ 8~

В выражениях (10) и (11) потерями на джоулево тепло можно 
пренебречь.

y j
Действительно, джохлево тепло /я Е = у„ * ' н начале перехо.

dt
намного меньше по сравнению с w, так как вблизи сверхпроводя
щего состояния /л Оо- И гак, процесс перехода в начальной сталии 
можно считать квазиравновесным.

Учитывая это обстоятельство, из (11) получим, что при Т = const 
л у0 = const (ввиду того, что теперь можно принять AQ7՜ձՏ), дол
жна быть минимальна термодинамическая функция

О2= (12)

В сверхпроводящем состоянии յտ=յՀ и /9=0, так что (12) 
принимает следующий вид:

Ф, - Е ֊ ST - A/J = ТЛ ֊ АД. (13)

В (13) Е< плотность свободной энергии в сверхпроводящем состоя
нии. определяемая выражением (1).

Перейдем теперь к исследованию Ф.,,
Рассмотрим сначала пленку с током. В этом случае, как не

трудно убедиться из (1), Л имеет вид

/'ч ° + ֊№ ֊ О*' 4- 4 ЬЧ!> + 4 А/?, (14)
Зг՜ 2 2

где второй член плотность энергии магнитного поля тока, послед

ний член - -- V֊ кинетическая энергия сверхпроводящего тока. 

В дальнейшем будем придерживаться обозначении, приведенных в 
статье |3|. Так.

= (15)
п.>> Л

где л,• —плотность сверхпроводящих электронов при Т = 0 й от
сутствии тока и магнитного поля, a nf ■ плотность при температуре 
7՜ при наличии тока и магнитного поля. Коэффициенты а и ծ при 
данной нормировке имеют значения

ь = fl(n A£Lf. J

4֊ А,. (0) Л, (0) .

где Л։. (Т) глубина проникновения слабого магнитного поля при тем
пературе 7' (т. е. то же самое, что и оо(Г)), а Ле(0) —при Г = н, 
а Мл термодинамическое критическое магнитное поле. Учитывая 
(13), (14), (15), для Ф, получаем следующее выражение
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Ф„ = £.• —Я (Г) г» + ± Ь (Г) т< + ф - ± А-4. (16)

условие равновесия пленки в сверхпроводящем состоянии:

^-ат+аг+^-о. (17)

in фиг. 2 представлен ход кривых Ф,/, где /0 рассматривается как 
триметр.

Фиг. 2. Зависимость термодинамического потенциала Ф. 
от квадрата волновой функции Ч'.

При 
а 
V

70 О Ф» = F и система находится в равновесии при 

При Jq ■-*- о ход кривых уже отличается от /* . Кроме точки

шпимума на кривых появляется еще точка максимума. Устойчивое 
рлрновесне соответствует ’Г,П1П. С увеличением /0 высота пика макси
мумов уменьшается, а Ч’пЧп передвигается в сторону меньших чип- 
iCHiift.

При определенном значении /<.. на кривой появляется точка
, ԺՓ, 1Ср1‘гп6а, где • (>.

Ժ*1ք
ժ’Փ, 
er которая и соответствует переходу

йленки и I сверхпроводящего состояния в нормальное. Таким образом, 
31шчен11я/0Кр и ՝Г„։, получаются из совместного решения системы 
уравнений
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ճ<>իՀ=_շ<,4- + շ№ + ^Հ = °>

Ժ’Փ<- = - 2а + 6Л’Г2 - ֊'^/- = 0.
ԺՓ* Ф< °

(18>

В точке перехода волновая функция и плотность критического тока 
удовлетвори ют ел еду юще м у соотношен и ։о:

, \։/։W2 — -—0- /՛’.■•»г«₽-

Из решения (18) для /ՕէՓ получается выражение, выведенное в |1|
другим путем.

/о»*Р —
2£2 Н А_1
3 1'3՜ <П4г^(П

Ф; = = ֊?. = 1_ £և\օ _Լ_
kp ձծ 3 Л; (Г) 3 Խ Й(7)‘

Փա՛. .3, Зависимость магнитного 
поля тока ла поверхности пленки 

ог волновой функции ‘Га.

11нтсресно сравнить ход кривой зависимости /•/, от Чг (где ///—магнит
ное поле тока на поверхности пленки) (фиг. 3) (4| с фиг. 2.

На фиг. 3 в точке максимума про
исходит переход. Часть кривой, лежа
щей с левой стороны максимума, соот
ветствует устойчивому равновесию си
стемы, а лежащая справа неустойчи
вому. Это означает, что свободна? 
энергия системы Fs с левой стороны 
меньше, чем с правой при одном л том 
же значении /0. 1ктрудио заметить, что 
левая часть кривой па фш. 3 соответ
ствует точкам минимума на фиг. 2ч 
а правая максимумам. Максимум ни 

фиг. 3 соответствует точке перегиба на фиг. 2. где равны нулю од
новременно первая и вторая производные Ф,.՛.

Теперь рассмотрим пленку с током j9, помещенную во внешнее 
магнитное поле Н, параллельное ее поверхности. Принимаем, что на
правление // перпендикулярно току. Так как 2ժ<50(7). то магнит
ное поле можно считать полностью пронизывающим пленку. В этом 
случае, в выражении свободной энергии пленки н сверхпроводящем 
состоянии добавляются члены, связанные с магнитным полем. Это 

/•/* плотность энергии магнитного поля — и плотность кинетической 

энергии мейспе.ровского гока
r = ±.V֊. (19յ 
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сражение (19) можно преобразовать следующим образом. .Условие 
ваитованпя магнитного потока есть |3|

Ф Л / dl = я?0. (20)

де о0 — = 2.07-10 ՜ 'гс/см-; контуры интегрирования берем в пло- 

костн сечения пленки перпендикулярно и симметрично относительно 
редней плоскости пленки.

Так как пленка односвязная, то /1=0. Таким образом, в нашем 
л у чае

0. (21)
s

Рассмотрим контур длиной / и шириной 2х и применим к пому 
равнение (21). Получаем

/7-2/х4-гА/Л-2/ = О.
^тсюд а

Н— х. 
с\

(22)

€ помощью (22) и (15) для плотности кинетической энергии тока 
Мейсснера получаем

d J 2 6
0

ip (23)

В этом случае, учитывая (23). для свободной энергии имеем

F = г* + C + S7"rf։ ՜ a>1'՜’+ T ծ'1'" + 1 /7М=
6 ժ.\0

1ճ0/2 
շ »р'<»

Отсюда

/Հ-Д՝Р- * b՝V* + /73 . 2n 1 /7=ժ2
8* Յժ'° ՛ 6 c2A0

Ч*3 _ д‘о ՀՀ /24) 
2 »Р °

Используя (24). представим условие равновесия сверхпроводящей 
пленки при постоянном /7 и ,/0 н виде
I ժէ|ճ = _ 2 дцг _|_ 2 /др -|_± qr + А д в 0. (25)

ժ’1* ‘ 3 c2A0 ‘Г3 0

Зависимость функции (2-1) от ‘F такая же, как на фиг. 2. с тем от
личием. что точки минимума, максимума и перегиба смещены в 
сторону .меньших ’F.

При/0 = 0 из (24) получаем, что система находится в равновесии
■при
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а
siln —

где А/п = I 6/7,.>Sc (7 есть критическое магнитное ноле тонкой пленки 
в случае, когда ток отсутствует и поле направлено параллельно по
верхности пленки.

В точке перегиба, где система переходит и нормальное состоя
ние. значения 4‘Լ и /0,г определяются из совместного решения си
стемы уравнений:

</Ф։ -= - 2аТ |-2/>Փյ 
t/'F

I HW
з С’ЛО

ч՜ + - Հ о, 1 l|*J J о

d’P
— 2а 4- 6ձ։ր 4- 1 քՒ<ր՜ ֊ ЗЛ'72 « 0.

3 Ժ.Լ ‘Г4 0

Для 
ине

плотности критического токи получается известное mjpflMi

11рн

. 21 2 .. 1
/о»р= ... г-Г (л ~ ՅՒ 3 %

этом значение ՝Г'кр равно

»К2 ч*
2 а
3 Ь v

Итак, мы показали. что тонкая пленка с током вблизи точки
перехода из сверхро водящего состояния в нормальное находится в 
метастабнльном состоянии.

Действительно, из исследования хода кривых зависимости тер. 
модннамического потенциала Ф5 от 4' вытекает, что в точке пере-

_ ԺՓ,хода обращаются в нуль одновременно . и

вует точке перегиба на фиг. 2.

Институт металлургии им Л А Байкова Москва
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Կ1Ի311Ի*1»11Ի1 HUL'b ձԱ14>Ի ՏՈԻՐՋՀ

II. մ i|i ո փ n i J

Թհրմւս/ինէսմիկէս1ւ»4ն մեթոդու} nt սու Անասիրւք ած Լ իէադէմնիքի ղևրհսպոի* 
ղականա {J [Hi’li վիճակի կալոՀնսւ լսւն հարցր, երր թաղտն իքի
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| անխնամ, այն դեպքում, երբ թաղանթի հաաոա թրւլնն ավելի 'իսբր է • 
քան րւնղոնլան թ ափ ան րե/իա֊ թքան [սորա թքանք/:

Ցա լց է տրված, որ վիճակներր որոշող աիրալթի ալն մ ասա մ. "րր 
ւբոնվում Հ ղե ր՝էաղո րղականա թ քունիրյ նորմալ վիճակին անցնելու սա՚էմ անի 
Jnui, թարյտնթն անի մեէոաւոոարիլ վիճակ։ ,

եոէլնսլիււի ս/րղլա.ն,ր աոտցվամ է նաե u/fij ղեոլբամ, երբ '>օստնրէէվ 
իաղանթր ւրոնվա մ Լ արտածին մագնիսական ղաշաամւ
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИК.

E. Л. АФАНАСЬЕВА. Э В. ХГАБАБЯН

О „ПОЛЯРИЗАЦИИ** АЛМАЗНЫХ СЧЕТЧИКОВ

§ 1. Введение

По сравнению с другими кристаллическими счетчиками, гомогсч 
ные счетчики на полупроводниках с широкой запрещенной зоной, 
которым относятся алмаз. сера и т. д. |1| имеют то преимуществ՛ 
что они могут работать без охлаждения, поскольку темновые токи в 
них малы уже при комнатной температуре. Однако, существенны՝ 
недостатком счетчиков этого типа (иногда их называют также дй 
электрическими счетчиками) является падение амплитуды импульса 
от частиц, регистрируемых но внешней цепи, с ростом дозы облучи 
иия или так называемая „поляризация

Обычные представления о механизме этого явления изложены в 
|2, 3, 4| и сводятся в основном к следующему. До начала облучи 
ния счетчика, поле в нем однородно и равно Vid, где V—прпло» 
женное напряжение, a d-толщина кристалла, (фиг. 1). Носители

Фиг. 1 Обычная иодел! .поляризации* диэлектрического счетчика при 
облучении частицами. £внутр Vpl — const. I захват носителей на 

лонушкн, ՛—средний слинг и ноле £Вд,.;

заряда, образованные при торможении быстрой частицы, двигаясь к
электродам и этом однородном поле, захватываются на ловушки.
копление их на ловушках приводит к образованию в счетчике об



О поляризации алмазных счстннков 81

«много заряда, поле которого (.поле поляризации*) искажает вну
треннее поле, ослабляя его в части кристалла. Поэтому по мере об
лучения счетчика уменьшается путь, проходимый носителями в кри
сталле, и амплитуда импульсов во внешней цепи падает. Таким об
разом, причиной искажения внутреннего поля считается захват ня 
ловушки и объеме кристалла тех самых носителей, которые образо
ваны при ионизации вещества счетчика частицей, во время их дви
жения к электродам. Следствием такой точки зрения являются: 1) при
менение для интерпретации явлений счета простой теории фотопро
водимости и стремление сопоставить свои результаты с формулой 
Гехта, выведенной в этой тсс грин [5. f>| и 2) убеждение, что .поля
ризация" счотчи .а определяется концентрацией примесей и несовер
шенств tf объеме кристалла.

Нам кажется, однако, что для уточнении механизма .поляри
зации" диэлектрических счетчиков следует:

1. Выяснить, можно ли считать поле в счетчике ժօ начало об
лучения однородным и равным V d.

2. Проверить, как зависит .поляризация" счетчика при облучении 
частицами от приложенного к нему постоянного напряжения.

В качестве материала для исследований нами был выбран алмаз, 
так как в мировой литературе имеются некоторые сведения об ал
мазных счетчиках и поэтому в какой-то степени ясна общая картина 
явления.

§ 2. Методика измерений

Нами исследовано 5 кристаллов алмазов II типа |7|. Первона 
чально образцы представляли собой слегка уплощенные октаэдрн- 
затсм им была придана форма плоскопараллельных пластинок толщи
ной 1 2мм. Вес измерения проводились в вакууме -֊ Ю՜4 .и.ч рт. ст. 
Облучение производилось сквозь электрод a-частпцами Ри՜* -4-, ин
тенсивность облучения составляла «коло 10* частиц/сек. Электроды 
наносились вакуумным распылением, толщина слоя золота составляла 
примерно 500 .4 . Измерялась амплитуда максимального импульса, 
интегральная скорость счета, а также сне мялось распределение им
пульсов по амплитудам. Методика -тих измерений подробно изложена 
в работе |Я|.

§ 3. Результаты измерений

3. I. Вольтампсриые характеристики кристалло»

Для снятия вольтлмиерных характеристик нами применялась 
электрометрическая схема Бирта |9| чувствительностью около 10 1 а. 
Первый отсчет величины тока производился примерно через 5 сек 
после подачи постоя иного напряжения (до 3 кв). Гок через образцы 
сильно падал со временем (приблизительно на порядок за 15 20 ew). 
». IIjuccihii ЛИ. серии ф1Ы мл: наук. .V» б
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ЗНОа

Фиг. 2. Вольтлмперные ха
рактеристики образца алмаза 
II типа для разных поляр
ной ей приложенного напря

жения.

обычно измерялась либо

Обнаружена зависимость вида вольтамперпбй характеристики образца 
от полярности приложенного напряжения (фиг. 2). При этом изменя
ется не только наклон начальной линейной части характеристики, но 
которому рассчитывается удельное сопротивление (у нас оно ~ in’3 
ом. см.), но и величина предельного напря
жения. т. е. напряжения, при котором ток 
через образец резко возрастает.

3.2. .Поляризация' счетчика и зависимость 
ее от приложенною к нему постоянного 

напряжения
За меру собираемого счетчиком заряда 

можно выбрать амплитуду максимального 
импульса напряжения, отмечаемого во внеш
ней цепи. Если она со временем умень
шается. говорят, что счетчик «поляризу
ется". Часто пользуются, однако, другим, 
более простым способом наблюдения „поля
ризации" счетчика измеряют скорость сче
та. т. е. число импульсов в единицу вре
мени. превышающих некоторый фиксиро
ванный порог дискриминации. Считалось, 
что скорость счета издает со временем из-за 
уменьшения амплитуды импульсов (в том 
числе и максимального), а поэтому второй 
способ описания «поляризации" счетчика 
вполне, эквивалентен первому |10|. Поэтому 
скорость счета, либо амплитуда максимального импульса. Мы опре
деляли одновременно обе величины, и было обнаружено следующее:

1. При заданном напряжении амплитуда максимального импульса 
и скорость счета по-разному зависят от времени. При достаточно вы
соких напряжениях первая от времени совсем не зависит, а вторая; 
после включения источника л-частиц (начало отсчете времени) 
сильно падает (ср. кривые 3 и ■! мп фиг. 3 и 4).

2. С ростам напряжения на счетчике амплитуда максимального 
импульса и скорость счета стремятся к насыщению. Однако, насы
щения они достигают при напряжениях, отличающихся в полтора-два՛ 
раза.

Таким образом, два способа описания „поляризации" счетчика 
оказываются не вполне идентичными.

Для того, чтобы выяснить, какого знака носители ответственны 
за „поляризацию" счетчика, мы изменяли полярность электрода сквози 
который производится облучение.

При облучении счетчика сквозь катод импульс напряжения по 
внешней цепи обусловлен движением электронов через кристалл,' 
так как пробег а-частиц в алмазе равен -֊ 10 мк, а толщина кри
сталла составляет около мм. Зависимость амплитуды максимального: 
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импульса от времени для разных значений приложенного к образцу 
постоянного напряжения приведена на фиг. I. Мы видим, что до не
которого напряжения счетчик ,полярнзяруется* за одну-две минуты. 
С ростом напряжения ня счетчике начальное значение амплитуды 
максимального импульса, однако, увеличивается. Затем при сравни-

напряжения наблюдается следующее:лыю небольшом изменении

Фнг. 3. Зависимость скорости счета от 
времени при облучении а—частицами 
сквозь катод 1— 1(Ю в; 2-450 г. 3—600 4.

4-800 в. 5—1200 л

Фнг. •»’. Зависимость лмпл+иуды макси
мального импульса от времени при <>б- 
зучгмин з—частицами сквозь катод
1—400 ж; 2-450 а; 3-800$. 4—1200 в.

анальный импульс достигает стационарной величины, обычно не- 
Крлько меньшей начальной. При дальнейшем повышении напряже- 
р на счетчике амплитуда максимального импульса перестает зави
сть от времени, однако еще растет с ростом напряжения (фиг. 1). 
Гзкнм образом, счетчик перестает .поляризоваться* до того, как 
(остигаеп’я насыщение величины максимального импульса по напря
жению.

Одновременные измерения скорости счета показали, что при 
1ВЛЫХ напряжениях Характер ее зависимости от времени такой же. 
;пк и максимального импульса. По стационарное значение оказалось 
|ри всех напряжениях много меньшим начального.

| Такое поведение типично, однако величина напряжения, при 
второй счетчик уже не „поляризуется’. ia висит от образца. Она по- 
«жнется с ростом температуры (фиг 51.

При облучении сквозь анол во внешней цепи также наблгодились 
«пульсы, но импульсов стационарной амплитуды не было получено 
m на одном образце при температурах от комнатной до 23(ГС. Тем 
|г менее начальная амплитуда максимального импульса (измеренная 
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сразу же после включения источника) была немногим меньше, чем 
при облучении сквозь катод, и наблюдалось насыщение ее по напря
жению (фиг. 6).

Далее, мы наблюдали счет в „поле поляризации*. Для этого 
сначала отводили от образца источник а-частпц, снимали высокое 
напряжение и закорачивали образец. Затем источник частиц полно-

Фвг. 5, Зависимое и. амплитуды максима.՛! ьнрго 
импульса от нре.менн при заданном напряжении 
на счетчике. I—комнатная re.Mnepaiypa 2- -160°С, 

3 -230'С.

дили снова, и на экране осциллографа можно было наблюдать им՛ 
пульсы, амплитуда которых быстро падала со временем. Импульсы 
наблюдались всегда как после облучения со стороны анода, так и со

1ы катом При повышенных 
температурах они также наблюда
лись во всех случаях. Таким обра
зом. даже когда счетчик не .поля
ризуется՜, т. с. амплитуда импуль
сов во внешней цени со временем 
нс падает, сам кристалл поляризо
ван. так как поле поляризации в 
нем есть.

§ 4. Обсуждение результатов

Совершенно очевидно, что по
лученные результаты не могут быть 
объяснены с помощью общеприня
тых представлений о „поляризации* 
счетчиков, изложенных в § 1. Од
нако, их объясняет модель, в осно
ву которой положено четыре экс- 

Фнг. б Зависимость амплитуды 
максимального импульса or напря
жения: 1—облучение сквозь каюх 

2-'Облученне сквозь анод.
п ери м е । i та л ь ны х фа к та :

1. Сильная зависимость тока через образец от времени на по
стоянном напряжении.

2. Слабая зависимость потерь заряда в счетчике от температуры. 
Величина эффективной энергии образования нары электрон-дырка дли1 
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наших образцов составляла от 75 до 175 эв (вместо теоретической 
՞տ20 эв |11, 12|) и очень мало зависела от температуры до ^230 С).

3. Сильная зависимость „поляризации" счетчика при облучении 
сквозь катод от температуры (фиг. 5).

4. „Поляризация" счетчика при облучении сквозь анод при всех 
напряжениях вплоть до предельно допустимого в исследованном диа
пазоне температур (до 23()°С).

Сильная зависимость от времени тока через образец на постоян
ном напряжении показывает, что имеет место объемная поляризация 
кристалла [13]. Значит, поле внутри образца не однородно и не равно 
среднему (UVrf).TaK как ток падает за 15—20 сек. примерно на поря
док, иоле во внутренней части образца может быть много меньше 
среднего. Таким образом, еще до начала облучения поле в кристалле 
искажено объемными зарядами.

Рассмотрим случай облучения сквозь катод, когда в объеме 
кристалла захватываются электроны.

Пробег л-частицы с энергией 5 в алмазе*, как уже п.о- 
уилось. равен примерно 10 л։к. Наибольшая энергия '/-электронов 
доставляет ~2 кэв, а глубина проникновения ~1 мк. Таким образом, 
трек а-частицы представляет собой узкий капал диаметром -2м 
п длиной -֊֊• 10 мк. Плотность носителей в этом канале довольно вы
сока (<- 10й см*) и очень сильно отличается от плотности носителей в 
деионизованной части кристалла. Во внешнем поле канал поляризу
ется. и облака положительных и отрицательных носителей смещаются 
друг относительно друга настолько, чтобы скомпенсировать внешнее 
Ирле. Так как плотность ионизации в треке большая, это смещение 
должно быть невелико, и в большей счоей части облака разноимен
ных зарядов перекрываются. Дальнейшее разделение зарядов проис
ходит путем диффузии |1-1|. Скорость растекания области ионизации 
будет определяться, стало быть, скоростью диффузии, т. е. разностью 
концентраций в треке и вне его. а следовательно, и скоростью от
вода вылетевших из трека носителей. Очевидно, эта последняя за
висит. прежде всего от величины внешнего поля вне трека. Сильное 

j-чоле быстро подхватывает вылетевшие носители и уносит их, в слабом 
'Поле они будут дольше находиться вблизи трека и могут за хватиться 
на ловушки. В таком случае диффузия из трека затрудняется. В са
мом треке носители также могут захватнться на ловушки, что в свою 
очередь, замедлит диффузию, а потому вызовет возрастание времени 
[растекания и тем самым увеличит вероятность рекомбинации носите
лей в самом треке. Потери заряда при растекании .река будут вы՜ 
малы, таким образом, рекомбинацией и захватом носителей на ло
вушки внутри трека и о некоторой его окрестности.

Однако, в результате захвата носителей на ловуш.՜.и в ;р՝.-:с и 
около него в приповерхностном слое, толщина которого порядка глу
бины проникновения л-частиц, может произойти накопление зарядов 
1вы будем называть это „поверхностной поляризацией счетчика**).
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Из наших опытов при повышенных температурах следует, что ло
вушки для дырок довольно глубоки и глубже ловушек для электро
нов. Значит, если происходит захват дырок в треке или около него, 
они могут не успеть освободиться из ловушек к моменту прихода 
следующей частицы. В ее треке (или в его окрестности) тогда ока
жется избыточное количество дырок, и растекание трека затруднит
ся. В тех участках приповерхностной области, где ловушек много, 
со временем может накопиться столько дырок, что из трека попав
шей сюда частицы в кристалл будет выходить мало электронов, и 
импульс от частицы не будет превышать уровни шумов. Следователь
но. эти участки поверхности как бы выключаются, чем можно объ
яснить временную зависимость скорости счета при больших пап ря
жениях на счетчике (т. е. не стопроцентную эффективность счета и 
стационарном состоянии, фиг. 3). Видимо, аналогично объясняется и 
улучшение амплитудного распределения со временем |8|.

Вернемся к кривым фиг. 4 и 5. В слабых полях, помимо япо
верх постной поляризации счетчика’, должна иметь место и .поляри
зация", обусловленная захватом движущихся к электродам носителей 
на ловушки в объеме кристалла. Температурные измерения показы
вают. что ловушки для электронов неглубоки, так как .поляризаций* I 
сметчика при облучении сквозь катод заметно ослабляется уже при 
160 С (фиг. 5). Значит, захваченные электроны могут довольно быстро 
выбрасываться термически из ловушек даже при комнатной темпера
туре. Но так как поле внутри кристалла слабое, пройдя небольшой 
путь, они снова захватываются, потом снова освобождаются и т. л. 
Таким образом, электроны .ползут՜ по кристаллу. Поскольку опн 
находятся в кристалле, поле в нем дополнительно искажается и ослаб
ляется, и постепенно счетчик .поляризуется' подобно тому, как это 
описано в § 1. Импульс напряжения во внешней цепи, вызванный по
паданием частицы в кристалл, в нашем случае будет обусловлен дви
жением электронов, вышедших из трека, на расстояние *։ (фиг. 7а), 
Перемещение по кристаллу электронов, освобожденных термически 
из ловушек, должно быт։, только дополнительным источником шума.

Обычно полагают '• = ?-Е,ЯГт? (здесь հ -среднее время жизни до 
захвата, р—дрейфовая подвижность, а — ноле внутри образца), 
('трою говоря, сдвиг 'Հ (фиг 7а) должен определяться более слож
ным выражением, поскольку поле в образце неоднородно: средний 
путь электрона будет зависеть от того, п какой части кристалла он 
движется. Однако, с ростом напряжения на счетчике внутреннее ноле 
в кристалле псе же растет. Сдвиг о, поэтому также увеличивается, л 
стало быт։., возрастает и заряд, отмечаемый во внешней цепи. Нико- 
йен. при некотором достаточно большом напряжении происходит сле
дующее.

После включения источника частиц электроны сначала движутся, 
проходя в кристалле путь ձ։ и захваты вина» где-то в области 
ослабленною поля. Накапливается объемный заряд. Однако, имеется
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существенное отличие от предыдущего рассмотрения: сдвш в этой 
части кристалла равен d — ծ'. Электроны, выброшенные из ловушек 
термически, попадают поэтому в область прианодного поля и доходят 
до анода, не захваты каясь более (фиг. 76). Устанавливается некое 
равновесие между вырвавшимися из трека электронами, которые за

лу Малые б). Переходное
НАПРЯЖЕНИЯ - НАПРЯЖЕНИЯ

էԼ-ЧАСТИЦЫ

Фиг. 7. Модель .поляризации * счетчика на алмазе II типа, 
а) Малое напряжение; б) Переходное напряжение; в) Высо
кое напряжение. Поле внутри кристалла искажено, £ei,yT{, ¥= 

Г d. Величина сдвига Ъ зависит от того, п какой части 
кристалла движется носитель. [захват носителей на лопушки, 

է термическое освобождение захваченных носителей.

хватызаются па ловушки, пройдя расстояние, равное сдвигу Ь\, и ос
вобожденными из ловушек термически электронами, ушедшими в 
анод. Счетчик не „поляризуется“ более, и амплитуда импульсов во 
внешней цепи со временем не падает (фиг. 4, кривая 2). Стационар
ное значение амплитуды максимальною импульса при заданном на
пряжении на счетчике определяется, следовательно, сдвигом носи
телей о' в искаженном поле внутри кристалла и потерями при расте
кании трека в том участке приповерхностного слоя, где концентрация 
ловушек минимальна.
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Время установления стационарного состояния будет определяться 
скоростью роста объемного заряда, скоростью термического освобож
дения носителей из ловушек и скоростью накопления заряда в при
поверхностном слое (т. е. скоростью установления „поверхностной 
поляризации счетчика"). В зависимости от их соотношения мы можем 
получить для изменения максимального импульса со временем кри
вую с минимумом или без него (фиг. 4 и фиг. 5).

Максимальный импульс растет с ростом напряжения на счетчике 
по двум причинам. Во-первых, растет поле в объеме и увеличивается 
сдвиг носителей (фиг. 7в). а во-вторых, растет поле в прнкатод- 
ной области и облегчается диффузия носителей из трека. Этим же 
объясняется и рост эффективности (интегральной скорости, счета) с 
напряжением (фиг. 3). поскольку с ростом прикатодного поля все 
большее число участков приповерхностного слоя включается в работу.

Так как с ростом приложенного к счетчику постоянного напря
жения амплитуда максимального импульса стремится к насыщению, 
сдвиг электронов внутри кристалла о" становится равным расстоянию 
между электродами d (фиг. 7в). Поскольку с ростом температуры 
„поляризация“ счетчика сильно меняется (фиг. 5), а потери меняются 
мало, величина максимального импульса при насыщении, а стало՛ 
быть, и потери заряда должны и основном определяться количеством 
электронов, вышедших из трека в кристалл.

При облучении сквозь анод, как уже указывалось, мы не полу
чили импульсов стационарной амплитуды. Поэтому разделить поля
ризацию" счетчика из-за накопления дырок в приповерхностной об
ласти и в объеме не представляется возможным. Однако, поскольку 
величина импульсов при облучении сквозь анод немногим меньше,, 
чем при облучении сквозь катод (фиг. 6). нам кажется, что и в этом 
случае потери заряда происходя г в основном в треке.

В ы в о ,1 ы

Мы видим, таким образом, что в счетчиках на алмазах II типа 
еще до начала облучения объемная поляризация должна искажать 
внутреннее поле, которое нельзя поэтому a priori считать ни одно
родным. ни равным V,d. Таким образом, применение простой теории 
фотопроводимости, и в частности, разновидностей формулы Гехта, не 
оправдано. Кроме того, при облучении частицами с высокой ионизую
щей способностью (например, а частицами) с ростом приложенного 
постоянного напряжения может изменяться число носителей, выхо
дящих из трека в кристалл. При выво;ье формулы Гехта, однако, это 
число считается постоянным. Не вызывает удивления поэтому обна-т 
руженное еще ранее в ряде работ несоответствие полученных резуль
татов этой формуле (см., например, [ 15]). Можно с уверенностью 
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сказать, что изучение не только алмазных, но и любых других счет
чиков на полупроводниках с широкой запрещенной зоной должно со
провождаться изучением темновой электропроводности на постоян
ном напряжении и распределения полей в кристалле. Между тем при 

; исследовании. например, алмазных счетчиков, основное внимание 
всегда уделялось фотопроводимости, темновая электропроводность 
оставалась в стороне, а объемная поляризация вообще не исследо- 
валась.

В заключение авторы выражают искреннюю благодарность до
центу МИЭМ А. Н. Губкину н сотрудникам ЛФТИ II. Б. Строкану, 
0. А. Матвееву и Д. В. Тархину за большую помощь при обсужде
нии результатов работы.

Физический институт
ям. II. Н. Лебедева АН СССР Поступила 18 I 1965

ь. ա. ։ւ1ԱՆԱււե՚ւււ. է ч.. ц'1,анц|«.чць

ԱԼՄԱՍՏԱՅԻՆ ՃԱօՎԻՑՆԵՐԻ ԻԵՎԻԱԱՑՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. մ փ ո փ ո ւ if

Աշխ unit ութլան մհջ հետազոտվում Ւ միջուկալին մասնիկների ալմաս- 
աալին հաշվիչների էական filերա թլունը րևեոացու մը, ալււինքն' իմպուլսների 
ամպլիաուզի անկումը, որը զրանցվում է, արտածին չզխ ալում, ճաոազա{քյ֊ 
ված մ աոնիկնե րի աճին զուդ ըհ իք ա զ:

Սուլց է տրվում, որ հաշվիչե րևեոացման երեու քթի նէլա րա զրո ւ [d լո ւն ր 
զհտլւ է ւոարրերվի նախկին ում ալլ հերչինուկնե րի աո աջարկտծ նկտրաղրու- 
P լուննե րիյր

Ստացված արդլունրներր ր<»• լյաարելա համար սւոաջարկված է որակա
կան մոդել, որի հիմնում դրված Լ քորս վւորձարարական վւաււաէ
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АСТРОФИЗИКА

М. Ф. ГЕЙДАРОВ

ДИНАМИЧЕСКАЯ ЭВОЛЮЦИЯ ЗВЕЗДНЫХ СКОПЛЕНИЙ

§ I. Общие соображения

Процесс динамической эволюции звездных скоплений может 
зависеть от ряда физических факторен. Фактор прохождения посто
ронних звезд через скопление был рассмотрен С. Росселнндом |1|, 
фактор сближений между звездами в скоплении впервые был про
анализирован В. А. Амбарцумяном |2|. Л. Спицер и М. Шварцшильд 
|3| рассмотрели случай влияния массивных межзвездных облаков на 
скорости звезд в звездных системах.

Известно, что для звездных систем строго равновесное состоя
ние (I. е. наиболее вероятное состояние) не существует, и в звезд
ной динамике его роль в известной мере играют стационарные со
стояния. Однако, в отличие от равновесного состояния, стационарных 
состояний много. В процессе движения звезд внутри скопления про
исходят сближения между звездами. Следовательно. между членами 
скопления непрерывно происходит обмен кинетической энергией. При 

звезды, получающие достаточную энергию, уходят из скопле
ния. если затем не происходит других тесных сближений со звездами 
скопления. Также известно, что воздействие сближений со звездами 
скопления в несколько раз больше, чем воздействие, производимое 
проходящими через скопление посторонними звездами. Поэтому 
можно сказать, что из основных факторов в динамике звездных си
стем самый результативный—это сближения между членами скопле
ния. На этой основе становится необходимым исследование динами
ческой эволюции звездных скоплений, учитывая сближения между 
его членами.

Эволюционный фактор сближений между звездами отклоняет си
стему от первоначального состояния необратимым образом. Это видно 
хотя бы из того, чи» полное число членов уменьшается По можно 
предположить. что ւ течением времени первоначальное стационарное 
состояние системы заменяется другим стационарным состоянием и т. д. 
Эволюцию звездной системы можно рассматривать как последователь
ную смену вышеуказанных состояний. Итак, возникает вопрос: сколько 
времени потребуется для того, чтобы одно стационарное состояние 
заменилось другим стационарным состоянием? Величина времени
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релаксации грубо определяется формулой, выведенной В. А. Амбар* 
цумяпом [2| для скопления, состоящего из звезд одинаковой массы.

_ _յ / W 
161g АМ Г Gm

Здесь .-V — число звезд скопления, А? — его радиус, т — .масса звезды: 
G— гравитационная постоянная. Грубо говоря, за промежуток вре
мени - восстанавливается .максвелловское распределение скоростей и 
координат, в связи с чем часть звезд скопления приобретает ско
рости, превосходящие критическую, и получает возможность поки
нуть скопление. Отсюда не следует, что все эти звезды обязательно 
покинут скопление. Небольшая часть уходящих шезд может отдать 
некоторую долю своей энергии другим звездам и остаться в скопле
нии. Пренебрегая этим эффектом, мы можем сказать, что скопление, 
теряя звезды, уменьшается в своей массе, меняет свои размеры и 
плотность. Эти процессы могут сопровождаться сжатием или расши
рением системы. По |2. 4| после ухода части звезд из скопления 
полная энергия системы уменьшается, и это приводит к сжатию 
оставшейся системы. Само скопление все более быстрыми темпами 
рассеивается в пространстве и, в конце концов, должно превратиться 
в кратную звезду е устойчивым движением, например, в двойную- 
В 1957 1958 годах И. Кинг в своих работах |5.6| подтвердил выводы 
В. А. Амбарцумяна. По И. Кингу |5. 6} после ухода звезд скопле
ние сжимается и его радиус изменяется приблизительно пропорцио
нально квадрату числа звезд, остающихся в скоплении и, наконец, 
такое сжатие ускоряет темп ухода, т. е. время релаксации умень
шается. Однако, было высказано и обратное представление об эво
люции звездных скоплений. По мнению С. Чандрасекара [7| скопле
ние, теряя звезды, стремится стать более рассеяным с течением вре
мени, т. е. время релаксации увеличивается: а ио результатам 
Р. Мише |8| выходит, что во взятом им конкретном примере область 
скопления, заключенная внутри /?=!,6 не, в ходе эволюция сжи
мается. а область скопления вне R = 20 пс расширяется.

Чтобы найти, как меняется состояние системы с течением времени, 
надо в частности знать изменение ее полной энергии. Процесс сбли
жения между звездами скопления завершается уходом одной из звезд 
только тогда, когда звезда получает положительную кинетическую 
энергию. Следовательно, при этом скопление уменьшает свою энергию, 
что по теореме вприала должно сопровождаться увеличением абсо
лютного значения потенциальной энергии, т. с. сжатием системы, 
или, по крайней мере, ее основной части. Таким образом, можно 
сказать, что сближения между звездами в скоплении это такой 
фактор для эволюции звездных скоплений, при котором основная 
часть скопления, теряя звезды, сжимается, в результате чего уско
ряется темп разрушения.
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Возникает вопрос: сколько времени потребуется для полного 
разрушения скопления, принадлежащего к категории открытых скоп
лений? С. Росселанд |1|, учитывая только прохождения посторонних 
звезд через скопление, пришел к выводу, что время, необходимое 
для полного разрушения открытого скопления, порядка 10I * * * * * * В * 10 лет. а 
В. А. Амбарцумян [2, 4|. рассматривая в качестве основного фактора 
сближения между звездами скопления показал, что время, необхо
димое для полного разрушения открытою скопления, оказывается 
порядка нескольких сот миллионов или миллиарда лет. В 1940 году 
.'I. Спицер |9| своими расчетами подтвердил, что время релаксации 
н механизме распада скопления, рассмотренном В. А. Амбарцумяном, 
на порядок меньше, чем в случае, рассмотренном С. Росселандом.

I -£-=0.
dt

где р — пространственная плотность шарового скопления. Этот вывод
справедлив для случая, когда в качестве начального состояния бе
рется стационарное. Делается вывод, что скопление в значительной
степени устойчиво. Кстати, следует отметить, что исследование
И. II. Скабицкого подвергалось не совсем обоснованной критике.
В работе Г. Г. Кузмнна 112| рассматриваются уравнения, позволяю
щие проследить изменение функции распределения скоростей и коор
динат и гравитационного потенциала, а также выводятся формулы, 
необходимые для вычисления функции сближений. Как известно, 
эволюция звездных систем, в основном, связана с изменением функ
ции распределения скоростей и координат, поэтом) подход 112], в 
котором дается метод вычислении этого изменения, является наибо
лее эффективным. К сожалению, следует отметить, что к цитируемой 
работе Г. Г. Куз.мин воздержался от продолжения анализа вероятного 
хода эволюции звездных скоплений. Для описания структуры сфе
рической звездной системы Р. Мише |8, 14] использовал в качестве 
начального распределения усеченную функцию распределения по 
энергиям и угловым моментам

/(£■. /)=.4е ,А W'Q(£).
гд< /:՝ энергия. / угловой момент. Q (Е) — функция, обращаю-

В последние годы некоторые авторы начали заниматься вопросом 
эволюции звездных систем, исходя из уравнения кинетической теории 
газов [7, 8. 10—22|. В частности, И. II. Скабнцкий |11] изучал 
звездные системы с помощью уравнений, описывающих изменение 
состояния скопления с течением времени. В работе |11| сначала вы
водится кинетическое уравнение для звездной системы, обладающей 
сферической симметрией в пространстве импульсов и координат, 
затем дается приближенное решение этого же уравнения для про
межутка времени ձէ, считающегося достаточно малым и, наконец, 
для первого приближения получается 
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щаяся в нуль при Е=Е-.. энергии ухода, л учитывающая усечсв- 
ность распределения для энергий, превышающих энергию ухода. В 
работе |8| делается предположение, что приведенная форма функции 
распределения по энергиям и угловым моментам с течением вре
мени сохраняется, и поэтому задача сводится лини, к вычислению 
изменений значений ее параметров, т. е. А. а. через промежуток 
времени △/. что делается численными методами.

Итак, следует отметить, что в работах |7, 8. 10 17. 23. 241 не 
дастся полная картина описания эволюции звездных скоплений с по
мощью уравнений Больцмана или Фоккера-Планка обобщенного тишь 
Поэтому, имея в виду необходимость дальнейших еще более деталь
ных исследований динамической эволюции звездных скоплений, по
ставим «ада чу применить уравнение Фоккера-Планка обобщенного 
типа (см. § 2. .3):

֊֊ T,divr(/c) ф wr7-

Dгде стоксоная производная для движения в регулярном поле.

V/ — лапласиан, divr дивергенция по с, с — скорость; величины q 
и 1) соответственно носят характер коэффициентов диффузии и ди
намического трения. При решении уравнения Фоккеря-Планка обоб
щенного типа (см. § .3) примем в качестве начального состояния 
системы стационарное состояние, т. е. такое, которое оставалось бы 
неизменным при отсутствии столкновений, и одновременно будем 
искать решение этого же уравнения в первых приближениях так, 
чтобы найденное решение описывало бы происходящее из-за взаим
ных случайных сближений изменение функции распределения ско
ростей и координат, пространственной плотности и т. д. Мы наде
емся. что эта решение алэкватным образом будет отображать зло- 
люцию звездных систем.

§ 2 Учет далеких звездных сближений

Известно, что состояние звездных систем полностью опреде
ляется заданием функции распределения скоростей и координат. Та
кая функция в пространстве скор- стой н координат символически 
записывается в виде /(.с, у. г. и. v. w. (}, где х. у. г координаты, 
л и. v, w компоненты скоростей рассматриваемых частиц. За про
межуток времени ДГ функция распределения скоростей и координат 
подвергнется изменению. Это произойдет вследствие действия силы 
от сглаженного распределения грдвнтирующнх частиц в системе и от 
эффекта их случайных сближений. Обе силы носят гравитационный! 
характер. Из них смажеицую силу притяжения какой-нибудь частицы 
остальными частицами системы В. \ Амбарцумян предложил пазы-
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вать регулярной силой, а силу, возникающую от эффекта случайных 
сближений между частицами системы—иррегулярной силон.

Если рассматриваемая система стационарна в регулярном поле 
собственного тяготения, то функция распределения скоростей и ко
ординат удовлетворяет уравнению

и րճօ_|_v dJf>. ц. w °և dfs> (2.1)
дх ду иг ди dv dw

где
^°>=_СССССГ hi dytdz,dudvdw.

JJJJjJ lix-Aj’-Hy ^+(>-*х)Т
(2.2)

Для и /<; ' выражения аналогичны. Вообще же. поскольку зна
чения функции распределения скоростей и координат не меняются с 
течением времени в точке, движущейся вместе с частицей (теорема 
Лиувилля), то в любой нестационарной системе

% + u*L + v*t_ w ՀԼ + /<, ՀԼ : f + К, = 0. (2.3) 
at дх ду oz an ov aw

Если строить теорию с учетом иррегулярных сил, то в уравне
нии (2.3) правую часть следует полагать равной нс нулю, а некото
рой малой величине. Известно, что регулярная сила прямо пропор
циональна произведению общей массы системы на массу рассматри
ваемых частиц, а иррегулярная сила прямо пропорциональна произ
ведению массы тех частиц, между которыми имеется сближение. 
Следовательно, порядок величины регулярной силы Л'։ и иррегуляр
ной /Լ определяется выражениями

Мт 
/Ժ ՛

где Л'! - общая масса скопления. т — масса одной частицы (для 
простоты рассматривается скопление с одинаковыми массами). /?—ра
диус скопления, и,-»- расстояние между двумя частицами, а О’ —гра
витационная постоянная. I և» п .■ '֊вязано с .V и R соотношением

или
з \ շ 7 з

Л.а֊ 2A^V'\

где Д' -общее число частиц в системе, так что для Л. имеем

Г\ - G Мт 
rR ՝t\ ‘

Таким образом, если мы пожелаем дополнить уравнение (2.3) чле
нами, описывающими действие Л, то последние должны содержать
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множитель 1//VЕсли их пишем рядом с другими членами, которые 
описывают действие регулярных сил, то

где в выражении для \ можно выделить некоторый малый 
/ сбз.

множитель }а—1/Л''’ (см. (2.8)). Уравнение (2.4) является уравнением 
Больцмана для нашего случая и представляет собой обобщение тео
ремы .Лиувилля классической динамики.

В более поздних работах С. Чандрасекара 110, 15, 16} развита 
теория динамического,трения, которая описывает поведение частицы, 
у которой должна быть систематическая тенденция к замедлению 
скорости в направлении движения. Уравнение Фоккера-Планка обоб
щенного типа, учитывающее влияние далеких звездных сближении, 
может быть написано в виде

/"{՝) ai֊- +
\ at ДСл, 7 ос, 2 7 ос,

Ժ2: V ֊- (/<6ճ։^7>(;{..)-Еср_). (2.5)
П, ddOCf

где <<՝<’7>Ср, <Txj''(j>cp. и т. д. означают различные мо
менты вероятности перехода за время Д/. Математические ожидания 
заключенных в скобки приращений и соответственно их произве
дений суть

<^>ср. ֊- ֊ v^ +
< ''С, >ср = 2<;ДГ I֊ R (АГ2).

<^%7>гр. ^/?(Д/2)

(('.. Чандрасекар [10|). Величины /? «ос.-ог^сд.^р,) более иысокоги 
порядка малости, чем А/, поэтому можно отбросить эти малые вели
чины в уравнении (2.5) и перейти к пределу при А/—0. Toi да 
имеем

Л֊7) =1^ (/<֊,) |֊? у (2.6)
\ dt /сбл. 7* 0Ci 7^7

или

= Ti^lv,. (/е)-Ь<7У;Л (2-7)
X VI /С&л,

Поскольку коэффициенты т։ и <? являются малыми величинами, со
держащими коэффициент |*. мы можем положить

՜Ո = Ro II <7 = М(р (2.8)
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I после чего уравнение (2.7) примет вил
('’{) -H’iodlM/O-Wotf/l- (2.9)
\ (Ո /<йл.

I Комбинируя уравнения (2.4) н (2.9), .мы получаем

-р“ « M%d»vf (fc) փ ft??/). (2.10)

I Это уравнение называется уравнением Фоккера-Планка обобщенного 
типа. Оно учитывает далекие звездные сближения и в свою очередь 
Является обобщением теоремы Лиувилля классической динамики, 
тик же являясь приближенной заменой уравнения Больцмана.

Чтобы полностью охарактеризовать эволюцию звездных систем 
। необходимо проследить изменение функции распределения скоростей, 

и координат с течением времени. Уравнение Фоккера-Планка обоб
щенного типа (2.10) как раз позволяет найти ход изменения функции 
распределения скоростей и координат но времени. Попытки прибли
женного решения уравнения (2.10), основанная ин использовании 

.малости коэффициента *. должна явиться шагом вперед по сравнении» 
С примсняишимпся до сих пор более грубыми схемами |7. S. |0 17, 
23. 2-11. Мы бу и м решать урапнгннг (2.1OI (см. § 3) методом по- 
юедоват«‘.1Ы|ых приближений, который коренным образом отличается 
от метода Р. Мише J8. И|.

При решении уравнения (2.10) будем для простоты рассматри
вать случай сферической симметрии, потому что, если системы не 

г обладаю! сферической симметрией, ?՛> исследование взаимодей
ствий в них потрёбощ решения весьма трудных динамических 
ащрблсм. По этой причине распределение массы н регулярное сило
вое ноле скопления принимаются сферически симметричными. Далее 
..՛։■■. ■ что !-։я получения качестаёйной RftpTHHbt ЭВОЛЮЦИИ сков- 
Ленни тот или иной выбор начального состояния не должен иметь 
■большого значения, допустим, что в начальный момент времени со
стояние системы является стационарным

§ 3. Метод решения уравнения Фоккера-Планка. 
Первое приближение

Для решения уравнения Фоккера-Планка (2.10) допустим, что 
ядоссматри каются звезды в элементарном объеме dxdydz = dR, доста
точно малом н смысле количества заключенных в нем звезд. Извс- 

е стно, что влияние ближайших непосредственных соседей пл рассма
триваемую звезду будет изменяться во времени, так как изменяется 
состав .1։>ка.11.н<!1 о шездного распределения. В дальнейшем мы будем 
учитывать, что за промежуток времени ДГ, большой по сравнению 
с периодом флюктуации ускорения, ио малый, по сравнении» е теми 
■лите риал им в времени, за < i ■ :՛ скорость и положение рассмотрит 
ваемых звезд изменяется заметным образом. стационарность нару
шается нелипчнтельно.
7 Имсспш АН, серии фн:1.*млт. и«>'к. .4 է»
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Принимая во внимание, что и малый коэффициент пропорцио
нальности, попытаемся решение уравнения (2.10) представить в виде

/ = Л + нЛ4-р72+---. (3.1)

где /0 —функция распределения в стационарном состоянии, мы ее 
назовем нулевым приближением. fQ 4՜ н/ւ» fn i I֊1/։ ՛//։••• • после
дующие приближения к функции/. Гочно также для /<х. /<у и А- мы 
можем написать

Х.г = к?’ + fW!.” + №’+•■■

/<>• ” к“’ + 1‘/<у ’ + rAf’+ ■ • ■

/<_. = А<°> + jxK”1 + [iVtf’ 4-... (3.2)!

Потребуем теперь, чтобы (3.1) и (3.2) тождественно удовлет
воряли уравнению (2.10). Подставляя в уравнение (2.10) для / его 
выражение согласно (3.1) и для /<х, /Հ и их значения согласно 
(3.2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях щ мы 
соответственно получаем

^Z°- = 0, (3.3)

7/-I- _ԳՃ =
dt DQt du dv dw

df.. + Р.Л + dfl + z<(l> _?/. _ <У. +
dt D^t c du ’dv ' dw

+ Al2’ + K? d/° + Л?’ ֊/° = t։o div r ( M ֊ ?ov?/։. (3.5)
/it I /1-71

где
D*. „ d .J v ճ+ w± + K<?> Ճ + Z(w Ճ + /<»> A. (3.6>
է)օէ dx dy dz du dv dw

Функция /0 определяется из уравнения (3.3). функции/։,/г, fi.՝-- 
находятся затем последовательно из уравнений (3.4). (3.5).- Если 
уравнение (3.3) решено, то уравнение (3.4) содержит только одну 
неизвестную функцию /. и т. д. Уравнение (3.3) определяет измене
ние функции распределения скоростей и координат вследствие регу
лярных сил и является основным уравнением звездной динамики без 
учета сближений. Общее решение уравнения (3.3) в случае сфери
ческой симметрии зависит от двух интегралов движения звезды: ин
теграла энергии и величины интеграла угловых моментов

А=/о(^ /’), 
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где Е и / соответственно вышеуказанные интегралы. В случае сфе
рической симметрии системы Е и / имеют вид

Е = и? 4- փ w= - 2Ф0 (г), (37)

/’ = /2 + /1 + /3, (3.8)
А = xv — у и,
/л = У™ — гг1> ($•$)
/,։ — zu ла»,

где Ф0(г) потенциальная энергия, а Л, /3 и /,։ — проекции интеграла 
угловых моментов на координатные плоскости.

Для конкретности рассмотрим частный случай, когда решение 
уравнения (3.3) имеет вид

/„=/«’* (£) Qt (О = Q։(£). (3.10)

где Л, а — постоянные величины, a Qo(£) функция, обращающаяся 
и нуль при Е = Е-„. энергии ухода, в учитывающая усеченнрсть 
распределения для энергии, превышающей энергию ухода. Подстав
ляя в уравнение (3.3) Z0=^/i";QM и учитывая, что Q- тоже является 
интегралом движения, получим

Ջ&-0- (3.11)
*-'о‘

При решении уравнения (3.11) используем граничные условия

Qo(£) = ! 1 "ри Е = "р (3.12)
( О при Е — Е.

Итак, решение уравнения (3.11) при (3.12) возьмем в виде
Qo(£) = <։-^ £-<^1 т,й
Qo(£)=O Е Լ ՛'

где
1 _

I - е 1 I — е +

Следовательно, для /0 мы имеем
/о(£՜) = Ле-в£ (տյ — з։е’Л). (3.14)

В предыдущем параграфе мы условились, что при решении урав
нения Фоккера-Планка обобщенного типа будем рассматривать слу
чай сферической симметрии системы, а состояние системы как по
следовательность стационарных состояний. Так как за промежуток 
времени Д/ первоначальное стационарное состояние системы заме
няется другим стационарным состоянием и т. д., то функции /։. 
/д.---, для системы, обладающей сферической симметрией, должны 
удо вл етво ря ть уравнения м:
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+ Հ»» ճև ди» ժ/օ _Ւ д<п ժձ = (Լ (3 15)
DJ ди dv dw

Գ/» . д-п> Հճ х Д<П ЗЛ Д<» <У1 |
D0Z * ди У av * dw

4- К? ԺՀ° 4- К,1 ֊֊* 4 К?' = 0. (3.16)
ди </z՛ dw

Таким образом, принимая но внимание (3.15), (3.16),из
(3.4), (3.5).. • • получим

- M’VrCAH 4֊VoV;/o. at
(3.17)

~ div, (/։r) -4 հ-Л.
dt

(3.18)

Если рассматриваются скопления сферически симметричные, 
приблизительно стационарные и состоящие из очень большого числа 
грзвнтнруюшнх частиц, то члены (3.1) быстро убывают при малом 
промежутке времени Д/ и поэтому для таких скоплений /„ 4՜ и/, яв
ляются достаточно хорошим приближением. При меньшем числе ча
стиц следует использовать приближение/0 4֊ 4՜Рж/з » т- Л.

В наше исследование входят скопления сферически симметрич
ные. приблизительно стационарные и состоящие из очень большого 
числя гравитирующих частиц, поэтому мы можем ограничиться при
ближениями /о 4- ՛л/է и /о 4- р/1 4֊ F/s-

Итак, имея ввиду распределение (3.10). мы можем написать 
уравнение (3.17) в более удобном виде

= Ir„<uv, (QoC) -г f.tfQJ Հ'+1 ն diva/Ли ?oV.:/։0') Q* (3.19)

Известно, что случайные сближения не могут изменить максвеллов
ского распределения скоростей и координат. Математически это озна
чает, что правая часть кинетического урзннсния Больцмана обра
щается в нуль при подстановке в него максвелловского распределе
ния. С другой стороны, хоти правая часть уравнения Фоккера-Планка 
обобщенного типа является достаточно точным приближением к пра
ной части уравнения Больцмана, она уже не обращается тожде
ственно в нуль при подстановке в нее распределения Максвелла. Это 
происходит только из-за того, что уравнение Фоккера-План кв обоб
щенного типа является лишь приближением и содержит некоторые 
неточности. Поэтому, приняв

’<,dlv,(/ с) ,т Հ. -0 . (3.20)
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(хотя формально это равенство строго не выполняется), мы частично 
уменьшим ошибку, уже имеющуюся в правой части уравнения (3.19). 
Таким образом, приняв (3.20). можно вместо (3.19) написать

hodivHQoc) H/oVpQol/J”’. (3.21)

Итак, имея ввиду (3.13) и учитывая (3.7). мы можем вычислить
левую часть уравнения (3.21)

TfodiVr (Q(>c) = v)0(3Q0— 2я;2сЧ”/;).
</oV‘;Qo — 2?o”s (3 T 2«ժ) с^:.

(3.22)

С л с до ва тел ы ւ о. нм е е м

- |3ч,«?, ֊ - 2q^ (3 4- W) ё*'| /J”. (3.23)

Введем в это выражение вместо <?0 его значение 2а</0 = ij0 (С. Чан
драсекар |Ю|), тогда получим

'֊- = 3710 ( 2Qt.- Պ)/օ''’ 4агЛ№/о”. (3.24)
(ft

Таким образом, учитывая (3.24). мы можем в первом приближении 
определить функции распределения скоростей и координат / из ре
шения уравнения Фоккера-1 -ланка (3.1) в форме

[<?0 + 3tf(2Qp ^)-4ат^с՝^]/о”. (3.25)

Из этого выражения видно, что для эволюции нашей Звездной си
стемы величины Qo. у, и играют весьма важную роль. Это обстоя
тельство будет показано в параграфе 6.

Чтобы полностью охарактеризовать эволюцию звездных скоп
лений. необходимо было определить изменение функции распреде
ления скоростей и координат с течением времени. Выполняя эту 
задачу, в первом приближении мы получили (3.25). Физически этот 
результат может быть интерпретирован следующим образом: в про
цессе сближения между членами скопления непрерывно вроисх лит 
обмен кинетическими энергиями и изменение угловых моментов, что 
сказывается в (3.25). Из (3.25) видно, как влияет фактор сближения 
между звездами скопления на функции распределения скоростей н 
координат, н важность сближений между членами скопления стано
вится очевидной.

Зная функцию распределения скоростей и координат (3.25). мы 
можем определить изменения пространственной плотности в скопле
нии и время релаксации.
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§ 4. Изменение пространственной плотности звездного 
скопления с течением времени

Найденное нами приращение функции распределения скоростей 
и координат позволяет определить изменение пространственной плот
ности в первом приближении.

Интегрируя функцию распределения скоростей и координат 
/։(г, г, /) при фиксированных х, у, z, է по всем скоростям от нуля 
до критической скорости, найдем приращение пространственной плот
ности р։ (г, է)

h(r, t)=] ft(r,cyt)dc. (4.1)
u

Дифференцируя выражение (4.1) по времени и принимая во внима
ние (3.2-1). получаем

4* = Յն I (2Q, ֊ о,) -4 «м=^ | ffde. (4.2) 
Ժ/ J I 3

Далее, принимая во внимание (3.13), (3.11) и учитывая (3.7), из 
(4.2) получим

-^ = тлл \ e-“'<ic~ 14.,(4.3)
О

Итак, для приращения имеем

Рассмотрение уравнения (1.1) показывает, что в центральной части 
скопления первый член п этом ур пшении в несколько раз больше, 
чем второй член. Иными словами в централ*.них частях скопления 
плотность возрастает. Вместе с тем в периферических частях скоп
ления выражение (1.1) отрицательно, т. е. плотность с течением вре
мени убывает.

Итак, можно сделать следующий вывод: в результате сближений 
между частицами, скопление н первом приближении сжимается.



Динамическая яюлюцяя пиезлных скоплений 103
§ 5. Изменение пространственной плотности и потенциальной 

энергии звездного скопления во втором приближении

Для вычисления потенциала гравитационного поля используем 
уравнение Пуассона, которое в случае сферической симметрии си
стемы. может быть написано в виде

1Ճ 
? dr

ր2 ԺՓ (г, 0 
dr

= ֊4«Gp(r, է). (5.1)

где G гравитационная постоянная. Функции Ф(г, () и p(r, է) пред
ставим в виде рядов:

Ф (г. է) — Фф уф, 4՜ р-Фа 4՜ • ’ * 
р(л 0=Ро-НР։ + игР2 4֊՝--

Из уравнений (3.1). (4.1). (5.1) и (5.2) получим

ք՜Հ-
Pi(r. 0 = I Л (г. с, t) de.

ձ_ ճ. I ր- (1փ^ր՛ ք} 
rz dr dr

^-4^p։(r. 0.
♦

Дифференцируя (5.3) по времени и учитывая (3.18). получим

dt
diVciM + qQ^Mde.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Теперь, принимая во внимание (3.25), из (5.5) находим 

о
4™*с2е'՛') —2т]0а<4 (Ззх 4՜ 4з2^’Л)

6?оа (3«։ 4՜ 4;2йа£ — 2аз։с։) | fl՜՛ de. (5.6)

Учитывая, что 2</ох — Tj0, из (5.6) имеем

| ВС
ֆ Г (3 + W) e'tffdc (5.7)
df Jо

или
֊4 = ֊ 10т^в։л^(з + 4 «Հ Л (5՛8’ 

О է \ • յ /

Известно, что = 6. Следовательно, для приращения Др будем 
иметь
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Ар = т}Л | =т9։е*’ф* G (| 6 ) — 14cJ ci. — 70т/з31 ci. |ձք. (5.9)

Далее, из (5.1). учитывая (5.9). получим

— —I 
г1 dr I ր’֊(ձՓ) 

dr

= — -.Հ՝*- a(/б ) - 14«,/с-; . (I + v) I Ճ1. (5.10) 
I 3

IԻ (5,9) легко видеть, что в центральных частях Др > 0. Сле
довательно. шездныс скопления и но втором приближении с течением 
времени сжимаются. Необходимо отметить, что изменение простран
ственной плотности, вычисленное нами аналитическим методом, сов
падает качественно с результатами работы Р. .Миши |8|. которые 
получены им при помощи счетной машины 1ВМ650.

§ 6. Время релаксации звездных скоплений

Нол временем релаксации понимается тот промежуток времени 
в течение которого изменение начальной функции распределения, 
скоростей и координат становится сравнимым с величиной самой 
функции распределения. Для того чтобы оценить время релаксации 
количественно, мы можем обратиться к решению уравнения Фоккера- 
Планка обобщенного типа—(3.1). точнее к приращению функции 
распределения скоростей и координат, которое может быть иаписаио 
в виде

Выражение в квадратной скобке есть безразмерная величина, поэтому 
мы ее обозначим

|5| 9 _ 2» 
Q.

4
3Q>

Отметим, что |ճ| должно быть отлично от нуля там. где функция рас
пределения .меняется со временем вследствие сближений.

Итак, приращение (6.1) принимает вид 

|ДЛ=/,-֊.

где
՜ = ----- ------ » Հ = ----------- ------------- (6.2У

ՅւյւՋ) ЗГД2-1.Н,)
г, Д/ -Если безразмерная величина близка к единице, то измене-
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1 ' -VA>y ।
46,8 Г Gm 1g/V—0,45

ние начальной функции распределения скоростей и координат ста
новится сравнимым с величиной самой функции распределения. По
этому величину т, определяемую выражением (6.2), можно принять 
за время релаксации звездной системы. Следует подчеркнуть, что 
важность дисперсий интеграла энергии, значения энергии ухода и 
коэффициента динамического трения для эволюции звездных скопле
ний была отмечена нами выше. Теперь эти величины в явном виде 
фигурируют в формуле времени релаксации (6.2), и эта важность 
становится очевидной.

В выражении (6.2) от величин tj и =։ удобно перейти к величи
нам /н, X и R. Известно, что коэффициент динамического трения tj 
определяется формулой (Линдблад, |22])

г, = 8г« (Gm)’ (In Հ 1 [Ф (Л-О) - х,Ф' (х։)|. (6.3).
\ '2fllG / | с ձ

где Փ(.ր0) функция распределения случайных ошибок, Փ՜ (л֊0) ее 
производная. Do - параметр сближения, (I - гравитационная постоян
ная. п - число звезд в единице объема, а х0— определяется фор
мулой

>-0 = а|7|Х

Выражение (6.3) после некоторого очевидного преобразования при
мет вид

ч = 26 ՚ւճճ91”լԼ .а.М |g (Л72’-՛), (6.Հ).
R

где А՜ ֊ число звезд скопления, R - его радиус, a G (х0) опреде
ляется формулой

б (*<,) = ֊֊ г 1ф(*о) М>'W1- 
2л։о

Функция (j (л'о) дана в работе |7|. согласно которой мы можем взять 
ее среднее значение

Օփգ) 0,2 (0,6 < Հ 1,6). (6.5)
Для имеем

=------- 1g— (6.6).
I-t’ + 

пли
g։^1. (6.7>

Следует отметить, что 1/?| -/ 0. гак как в случае |S| = 0 отсут
ствует сближение. Таким образом, для времени релаксации мы полу
чаем окончательно следующую формулу:

(6.8)
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Если мы выразим массу, расстояние и время соответственно в 
единицах солнечной массы, парсеках и годах, то в этих единицах 
0 = 4,5-10 Jv. Тогда из (6.8) получим

t=6.3.10-TWj՜՜;— ' г ■ (6.9)
IgA/— 0,45

Но Б. Е. Маркаряну (25| скопления Гиад. МИ, и т. д. находятся 
в стационарном состоянии и относятся к типу Л. Применяя формулу 
(6.9) для типичного скопления Л'= 400, R=2nc, найдем

Т= 1,2-10’ лет. (6.10)

Для հ мы можем составить нижеследующую таблицу при раз
личных значениях Л' и /?.

Времн релаксации скоплений'
Таблица

■\/?
Л'\

1 2 4 6 10 50 100

50 2,6-10* 7,3-10* 2.1-10* 3.8-10* 8,3-10* 9,2-10’ 2,6-10’
100 2,9-10* 8,1 10я 2.3-10* 4,3-10* 9,3-10’ 1.0-10’ 2.9-10*
150 3,2-10* 9.0-10® 2,6-10’ 4,7-10* 1.0-10» 1,2-10’ 3,2-10*
200 8,4-10* 9,5-Ю* 2,7.10* 5.0-10* 1,1-10» 1,3-10' 3,4-10’
250 3,7-10я 1,0-10я 3,0-10* 5,4-10* 1.2-10» 1,3-10’ 3,7-10*
300 3,9.10я 1,1-10’ 3,1-10* 5,7-10* 1,3-10» 1,4-10’ 3,9-10*
350 4,0-10* 1.1-10* 3,2-10* 5,9-10’ 1,3-10» 1,4-10* 4,0-10’
•100 4.2-1С* 1.2-10* з.з-ю* 6,2-10* 1.4-10» 1.5-10* 4,2-10’
450 4,3-10* 1.2-10* 3,4-10* 6,3-10* 1,4-10' 1.6-10* 4,3-10*
500 4.4-10я 1.2-10’ 3.5-10* 6.5-Ю* 1,5-10» 1,6-10* 4,4-10*

10’ 5,7-10* 1,6-10* 4.6-10* 8.4-10* 1,7.10՛ 2,0-10» 5,7-10*
10* 1,3-10* 3,6-10* 1.0-10’ 1.9-10* 4,1-10' 2,7-10» 1,3-10“
10» 3.2-10* 8.9-10* 2.5-10* 4,7-10’ 1.0-10* 1,2-10” 3,2-10“
10* 8,2-10* 2,3-10* 6,5-10* 1,9-10* 2.6-10’ 2,9-10“ 8,2-10“

I leooxojuiMi.i отметить, что время релаксации, вычисленное нами, 
значительно отличается от времени релаксации в работах 11, 2, 7 и 
т. д.|. Гак. например, для типичного скопления В. А. Амбарцумян 
|2| получил время релаксации порядка -֊ 1-10՞ лет.

3 а к л ю ч е и и е

Изложенный выше метод решения уравнения Фоккера-Планка 
обобщенного тина, позволил нам вычислить изменение функции рас
пределения скоростей и координат для малых է, что необходимо 
было для описания структуры и эволюции звездных скоплений. Для 

R в парсеках. - в годах.
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вычисления изменения функции распределения скоростей и коорди
нат нами рассмотрена последовательность стационарных состояний 
в самом простом случае звездных скоплений, т. е. звездных скопле
ний. обладающих сферической симметрией.

Применяя результаты решения уравнения (2.10) к звездным 
скоплениям, мы пришли к слеующим выводам:

1. Пространственная плотность в сферически симметричных 
скоплениях в первом приближении с течением времени увеличи
вается. При этом звездные скопления должны разрушаться в срав
нительно быстрые сроки.

2. Во втором приближении пространственная плотность и потен
циальная энергия изменяются по закону (5.9) и (5.10).

3. Время релаксации для скопления Ясли порядка 1,2-10՜ лет.
4. Первый из сделанных выводов совпадает качественно с ре

зультатами работы Р. Миши |8|. которая выполнена посредством 
машинных вычислений.

В заключение выражаю глубокую благодарность академику 
В. А. Амбарцумяну за руководство и весьма ценные указания при 
выполнении данной работы.
Бюраканскзя петрофизическая обсерватория

ЛИ Армянской ССР Поступила 26 11 1965

Մ. Ֆ. ձՕՈԴԱՐՈ՚Լ

ԱՍՏՂԱԿՈՒՅՏԵՐ!’ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԷՎՈԼՅՈՒՑԻԱՆ

Ա մ՛ փ ո փ ո ս մ'

!!ֆերիկ աп սւր/տկու iiiihրի կառուցված քի ե կվհլլոէ .ցիա ք/ւ նկա րադրրււվժ լան 
համար տրւիէէմ է էհոկկեր-Պլանկի րնդհանրացված հավասս/րմսրն լած/րւմր. 
որը թուլլ Հ ւոտ/իո հաշվելու и/րսւդււէիք րււննե րի կռորդ ինս/տներքէ բաշխման 
ֆանկցիւսլի ձվ փոփոխա թլոլն ը փոքր է-երի համար: Ч-լդ ֆունկցիալի փո- 
փոխա իք լունր հաշվելա. համար արված կ ալն են թ ռպրւո թ /ան ր, որ կվ/էլլո/.֊ 
ցիոն էլտրդացման լ/նիք ացյ/ր կարելի Լ դիտել Որպես ււտացիւրնար վիՇակների 
հաջո րդականա իք լան:

'1‘ննս/րկված Լ ասադակսւրոերի ււֆերիկ ււիմեսւրիալի ղեսլքր:
Խնդիրը /ածված Լ 1-ին ե 2-րդ մռատվորու թլամր:
H.itni շին 1! ոտավորրււի) րրւնը տալիս !;

ճք - 3т, (2Q„ ֊ =, ֊ А

որաեդ Հրն դինամիկական շփման դսրծակիցն Լ , յ^ն, С ֊,-ն ե <3.-ն հաաււտ- 
աան են- Qq(Z:)-5z իւդւիրդ ֆունկցիա է, "րր Լ դաւէնտ.ւ)', երբ 1Հէւերդիան 
հավասար է կրիտիկական կներդ/rալին (E = /հ+ . իսկ /^'(/հ)֊ն ր>'տքսվելլան
րաշխման ֆունկցիան Լ:
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Որոշված I, նաև տարածական քսաաթ/ան փոփոխո1 [Jքունր:
1}էոաքյված արդլանքնհրր հաււաաասէ մ հն *Լ. Լ. Համրարձա // /անի |հ?| 

աևոոլթ րէէնր шишц ակւս րո և րի յւա լյչա (մ ան մասին:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

М. П. ЛОРНКЯН

К ВОПРОСУ ИОНИЗАЦИОННЫХ ПОТЕРЬ ЭНЕРГИИ РЕ.ЯЯТ11ВИСТСК1IX ЧАСТИЦСогласно работам |1, 2, 3|. при входе релятивистской частицы из вакуума и вещество в граничном тонком слое поляризация среды на ионизационные потери энергии не влияет. Для практического применения этого эффекта важно знать оптимальную толщину вещества, в которой еще влияние эффекта плотности не существенно. Для точного определения величины этой толщины необходимо производить измерения роста ионизационных потерь энергии при разных толщинах Йленок с. целью нахождения порога, когда начинает проявляться эффект плотности. Величину этой толщины можно оценить не произведя такие н ’.морения, а зная экспериментальный рост ионизационных потерь энергии при некоторой толщине пленки, когда влияние эффекта плотности заметно уменьшает эти потерн.Для этого разделим ионизационные потери энергии частицы на две части. Одна часть в граничном слое толщиной d, где влияние поляризации не ощутимо, и другая часть в остальной толщине поглотителя. Обозначая общую толщину поглотителя через а, величину потерь энергии в пластинке через 1Г(/>). можно написать
\V{p) = + (а - d) d±- (1)

Переписав последнее уравнение один раз для импульса /Հ и другой раз для /Հ, вычтем из первого уравнения второе. Тогда учитывая. что на части пути частицы а — d ионизационные.потери энергии нс зависят от импульса, для прироста ионизационных потерь лщргии в интервале импульс.։ /?,. pz получим△ ֊ йй, (2)где ձ= U"(Pi) IV (р*) рост ионизационных потерь энергии в тол-
. . . . dE (/>յ) dE(p<,)щине « (экспериментально измеренный), « = ——֊-ионизационных потерь энергии, когда эффект поляризации равен нулю.Из соотношения (2) для d получим

d=~- (3)О ՝ '



1 JO M. П. ЛорнкяпОчевидно, что соотношение (1) приближенное, так как такое резкое разделение поглотителя на две части, какое было сделано, нс справедливо и полученное значение d следует принимать как ориентировочное.Следует отметить, что формула (3) применима только тогда, когда ձ<ճ, так как случай Д = о удовлетворяется для всех толщин пленок, меньших оптимальной величины.Резул ьтаты измеренияИзмерения производились на линейном электронном ускорителе физического института АП УССР, в интервале импульсов 20—90 Подробное, описание методики измерений приведено п работах [2. 3|.

Фиг. 1 Зависимость относительного роста ионизационных потерь энергии электронов в полистироле от толщины пленки По осн абсцисс отложена юлщин.т пленки в г.« а но оси ордлнат- отношешгё экспериментального роста к теоретическому.В табл. I приведены отношения экспериментальных и теоретических значений ростов ионизационных потерь энергии электронов при разных толщинах полистирола. За теоретическую величину взяты значения роста по формуле Бете-Блоха без учета поляризации („чистый роет**), а экспериментальные значения ростов вычислены ио метолу наименьших квадратов.
Таблица /

а в r.u՜. ю-<5 10-5 2.10 5 2.10՞4 2.10՜3ձ & 1.Ո.-0.05 1.2 ±0.05 1,1+0,04 0.47 _0.24 0,0+0.05Подставляя в (3) значение роста, дЛя толщины пленки 2.10 4 см и учитывая, что тглщины пленок определялись с точностью 50%, ш лучим d — 0.94-10՜1 ±0.66-10 ‘ см.
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1ՒԵԼՈԱՏԻՎԻՍՏԻԿ ԷԼԵԿՏՐՈՆՆԵՐԻ ԷՆԵՐԳԻԱՅԻ ԻՈՆԻԱԱՏԻՈՆ ԿՈՐՈՒՍՏՆԵՐԻ 1Ո1ՍԻՆԱ մ փ ո փ и ւ մ
Հոզվ ածոէմ քննարկվում են ոեյ յւստիվիստիկ էլեկտրոնների էներգիայի իո- 

նիզացիոն կորոէ ստնհրր նյութի եզրային յերտումէ ելնելով տարրեր Հա и in ու 
թյուն շերտերում էլեկտրոնների իմ սյու լսիր, կախված այւլ կորուստների աճի 
էքսո/հրիմեն տալ արժեքներից, պպիստիրուի 'ամար գնահատվում է եզրային 
օպտիմալ • աստ nt թ յունր , որում րեեոացմաև ազզեցութ յունր զեո չի ն կւսսււ/nttf ւ
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HOHHjainioiiHMX потерь энергии энергии быстрых элекгроноа н быстрых электронов в тонких.
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