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МАТЕМАТИКА

Р. И. ОСИПОВ
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ РЯДАМИКак известно, еще не решен вэрос о существовании для любой полной оргонору.ированной системы |?я(х)} ряда

У <М>Л (■*).
п - I универсального относительно перестановок в смысле сходимости почти всюду.Однако. Л. Л. Талаляном доказано [см. (1|. стр. 135], что если заменить сходимость почт всюду exo ih.mociыо по мере, то вопрос о существо ван ин рядов, универ.-альчых относительно перестановок, будет иметь положительное решение для любых базисов пространства Հ p>i-Ввиду трудности вышеуказанной задачи, можно рассматривать более простую, а именно задачу о существовании для любой полной оргонорчированной системы (или час։чего класса таких систем) 1тв(х)| такого ряда соՋ «»?„(*).я- Iчто для произвольной измеримой почти всюду на отрезке [0. 1] ко- ь‘-<вой функции / (х) существует подряд этого ряда, который после некоторой перестановки сходится почти всюду к /<х).В настоящей статье решается частный случаи этой задачи, а именно справедлива следующаяТе о р е м а. Пусть систе ча функций (?я (д)| — ортонормиро- . лша, полна в Լ- (0. 1) и

при

т ձ„ -* 0, (1)-■'Д՝ - интервал. принадлежащий отрезку [0. 1].
Тогда существует такая перестановка ©. х), что для лю- foil измеримой почти везде на отрезке |0. 1| конечной функции /<л) можно указать ряд



4 Р. И. Осипов
(X), 

кп

сходящийся почти всюду па [0, 1 ] к ней.Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие леммЛемма I. (Л. А. Талал ян). Пусть Ф0(х) произвольная фун 
ция, определенная на отрезке ձ= |я, 5|, принадлежащая к лас 
Լբ[ձ). р^>1 и равная нулю вне некоторого множества Ео, Ейс

Пусть ф։ (%),•••, 0„(х) -- произвольные функции (п—конечно 
определенные на △ _ |а, [>| а принадлежащие классу £ДД), гЛ■ք֊ ֊'֊= I. Тогда для любых наперед заданных чисел 1>г0> Р Я
и е^>0 можно определить ограниченную функцию ք (х) и множ 
ст во е, обладающих следующими свойствами:1) ք (х) = 0 при х£е, где е с KQ, те < г0 ձ |։2) J l/(x)fdx<€o | ф0 (х) ք саГлг 1

&■ А

3) \ [фо(^)-/(х)]фА(х) дх 1 <
Введем некоторые обозначения. Пусть Ф։ (х), • • •, Фл (л) - я печная система функций, ортогональных в интервале [0, 1 о km) — перестановка чисел (I, т)У (а, о) = УФЛ (х) и S՝m(x, =) = шах |5,(х, с)|. . , ' I V«. тЛемма 2. (Garsla). Для каждой системы ортогональю 

функций Фдх).--, фт (х) мы имеем

—У i Sm(x, о) dx < 4
*7 J о

1

где первая сумма берется по веем перестановкам.Доказательство леммы I и леммы 2 можно найти соогветствеа в работах [I], |2|.Лемма 3. Каковы бы ни были функция Г{х)^П^, (f(x) = 0, x£Z:c:[0, !]), числа й^>0, существуют множес 
К, ступенчатая функция ?(x), значения и концы, интервалов 
стоянства которой—рациональные числа иI) т(Д^(х)7-0)֊г)<4՝ от<£'-Д(Нх)*0))<4

2) ГИ*)-П*)1О3) |'Hx)|<sup|F(x)|.
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-= ֊ - . - ֊ =֊ ■== - -Лемм а 4. Пусть даныа) произвЬльная полная ортонормированная система {фя(х)}, 

удовлетворяющая условию (1),в) функция փ (л*) £ Is (О, 1), причем tp (х) = 0, x(£cz[O, 1], а£^0,с) натуральное число п, числа 7^>О, q>0.
Тогда существуют множества Р, Q, натуральные числа П>п и
■п, перестановка ? (Alt•••. km) чисел N-\ т),
числа а.. -, ат такие, чтоI) Pcz.CE т{СЕ-Р)<ч2) mQ> I -ц3) а։Ъ,<лН----- 4 (л*) О х(Р i = !,•••, т4) + мл (.<)'< J-Հ' 1?И Ь1,2,...։ т

I |-Պ35) Պ?ձ,Ա) +----- he«w4W֊fW.<1 -<€Q-zwЗдесь
1

G‘ V*
?=(-<) dx\ .

Лемма 3 очевидна.Доказательство леммы 4. Нетрудно показать, что существует открытое множество £>։={0, I], имеющее конечное число составляющих интервалов и такое, чтоя(О-£)<4 (2)4m(£-G)<4- (3)
4В силу условия (I) можно указать настолько большое натуральное число N, что если } — совокупность всех тех интервалов из (Дя|, для которых

/лДа/<7>°, (4)110 т(О։-О)<Л (5)со гда 0> 
i-N

■х>Обозначим множество V через Д и рассмотрим функцию /-Л'
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= A5° (6)110 x(-Q.Выберем число 70 0 настолько малым, что для каждого х <ւձ некоторого множества Д, для которого

тЛ > 1 - А, (7)8справедливо следующее неравенство £То{+ ••••+ |®vU)ll< -•
Это возможно в силу тою, что функции (/ 1, 2,•• •) чочы везде конечные.Далее положим в лемме 1 [а, ЭД |0. 1|; р = q — 2, Е^ GE,.ф։(л)=^(лг),..., Շ (л)=г? (х), е = т. ,0=-Ч4 IПусть ряд ос 2 *?,(•*) 19)՝
является рядом Фурье функции Ф 1 л) — Ф0(л') —/(.<).Из (7), (8) и п. 3) леммы I следуетК?։(х) >-• • • 4-(jc)I< -֊ (ОД
на множестве А с тА> 1----- -•8Возьмем число Л' ч- т настолько большим, чтобы выполнялось неравенство

Ir(sw+„(x)-0(*))։rfx< տ’֊у ։’Ч о(где S.yim(x) — частная сумма ряда (9)), откуда будет следовать, что во всех точках некоторого множества В, для которого (12|8 выполнено неравенство |Sy+m(x) - Ф(л)|
Для множества Р — [0, 1| —jO’։ Е\ имеем, что РаСЕ а далс?շ £ж(0։-0) + 0 + Я. ф|Г=Л’+1



Представление измеримых функций рядами 7Из (2). (5) и (14) следует, чтот(С,-|-Я)<֊1 4 (15)
«уда получаем.

тР I mF. — 7j — tnCE — rtи. следовательно, m{CE~P)<i т„ t. e. п. 1) леммы 4 доказан.Далее, при любом Z >/V <•/?,(.*) 0 при х<-Р.В самом деле, или ձ. G =0 и тогда из (6) следует, что или если ձ/G =/•■ 0 (ио ձ; с и, следовательно, Д/Р«0), то следует. что фДл) —О при хРР. т. е,.V-F4-2 <?.?,(л) ^0 х$Р 5=1, 2,..-,

(16)
ct ֊ 0. из (!)

(17)
откуда вытекает справедливость п. 3) леммы 4.А из (10), (12), (13) следует1Հ-+1 ?.V+1 W + • ■ • + <՝.v^m (Л) - Ф (х) I < «. (18)Но— F (л) при Хг- е и далее из (6) следует, Ф(л) = ?(х) при х — G) = Ро и. учитывая (18), получаем (19)при х< (СР^-А-Р.Далее, полагая в лемме 2 Ф։ (•*)-*= c\41 ?iV.։ (*).••• . Ф«(х)е (*)• получим НСКОТОруЮ ПереСТВНОВКу 5=(^j,---,^m) чисел (N+!,•••, Лг-|-/п) такую, чтоI „ IтV е?ձ ЛЧ-/ <4

irexi. учитывая п. 2 леммы 1, (6) и следующее неравенство
|4.(#)-/(x)|։rfx :2Հ| 0VX4 |О ом.г.чаем из (20)

| Фг(х)4х ■յ
(21)

= 4о

о

Հ 8 л J о

о

։
м

о
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Из (21) следует

на некотором множестве R 4Учитывая (3). (7). (12). (19) и (22). получаем, что ыв точек множества Q = R (СР0) /1 • Н справедливы неравенства
(■*) 4- , Հ 100 ,+ а,о (л) ------- 1| փ I = !,•••, т

..............1 U) ?(*)1 <г - 7»Л<»где а, - сД։ , / = т и rnQ > 1 — г,.'Гем самым лемма 4 доказана.Доказательство теоремы. Пусть ,о4(а')| — множ всех таких ступенчатых функций, концы интервалов постояв^ значения которых являются рациональными числами, причем /ггД(М<, = 0)>0для каждого I. Очевидно, что множество этих фунтсчетно.Фиксируем последовательности т,,—>0. ՜|ք->0, Տ>0.смотрим множество [ь(л'), Պ. -J. зависящее от грех параметре՝ пробегает множество (ф/(л՜)], т(—множество nJ, հ — множесяПеренумеровав это множество, мы можем виде последовательности [’^(х). r։i, тх]. (?2(л), 'г, ложим в лемме 4 ®(х) = б։(д), т = 7։. Պ = тп и множества /Հ, натуральные числа ЛГ։>0 и о։= (^1.1,։ 1) чисел (Л\4- Л’, 4֊ /«J,
представить еДал« 
п = 0 и по.’.՛
тх, переставчисла rtf’.-такие, что/Հ с CL\ т (СЕ1 - Рх) < та Z:\_A(^;a)^0)

wQi > 1 — Պ։-------- (л')^0 xk-Pl j ֊ I.---. w։1ՌԶ1а11,<Рл։.,(Л) 4 --- +а/°?ь U)l -<•. Չւ. J
I. ։ Պ։ld(i։><P*„։(x)4 Г (л) ^(л)1<Т, x(-Q.

ml։ \Пусть уже определены числа Л'1։ Л'։,• • •, ու,-. Հ1’,• • •, аф, • - •, , множества /Հ. • • ■, Р,■ \ Qx.• • •, (ձ и соответсщие перестановки з։, Далее поступаем следующим образом.
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Ц’ .     .֊■ ' - ——    1 ■ ’■՛■  -• '• . ~

9Полагаем в лемме 4 c(jr) = '!>z.,(%). T = TJ(P 71= ՜Պ-ւ и «= (V, -|_ րՈւ.Тогда получим множества Р/+։, Qi+i, натуральные числа Л'/4.|, m.и, перестановку 5/ք։ = (ծ։. է ւ,-• km чисел (M+i + 1,-•A'ui zn/+i), числа такие, чтоот/+։A+i c CEt+i, m. (CE. 11 — P/+1) < t</+։. El+ , ֊ ձ (<p/+, (x) =# 0). (28)
mQi+i >1 — 1/тГ

К. /+։ M ' • 4֊ <+l) %. /֊pi <*) s ° (29)*£Рж / = L-••» /”/+։.(30)
«Г+։Ч.

1ГМ՜)
i 'h~i (31)

(+1 (■<)+•■• + Հ՛Հ" fk . (■։) ֊ ?(+1(^) I<Titl Q,+, ^+« Л/Л/+։. /-‘1 (32)Продолжая этот процесс до бесконечности, получим такие последовательности чисел |М), nii}; множеств (PJ, {Q/} иперестановок {а/}, что справедливы соотношения (L8)—(32) для любого натурального Z.Мы получим искомую перестановку (<р. (х)}, если положим 
/Сг.

4+-",+/ = № + «<,• J 
kN,^=k‘-'

tX'i — m{ i = 0, 1, • • •1 < j < mt ։ = 1, 2, •(окажем справедливость этого утверждения.Введем обозначениеФ/.Ях)-^^ ^л)-' ••• + «</> <?Հ/ (х) х£[0, 1J. (А)
Пусть /(х) — произвольная измеримая и почти везде на отрезке |0, 1) конечная функция и числа 10 таковы, чтоОО2 =!<=»• /-0 (33)

Пусть Л(л)е/.։(0. I) И Д։^Д(/0(х)=/(х)) /nS0>J֊4 (34)Ок тд настолько велико, что(^^(х)—/0(х))гг/х<^֊^ .



10 Р. И. Осиповоткуда следует, что |S„.W-A(x)|<^-y
на некотором множестве .40, для которого т.%> I —-°-.

W
(3S)

где (х) — /п0-яя частная сумма ряда <1>урье функции /0(х). Рассмотрим функциюg։(x) =/(х) - Sw.(x) х£|0, I]Г։ (х) = [^ х ■■ = Л°’ (37)I 0 Rq.Из (35), (3G) и (37) следует, что
х£[0, 1]. J

Положим в лемме 3 Л(х) — Г։(х). Е =з Ro, №)■и определим множество Л։ ֊ Е и ступенчатую функцию ф(х) так. что
1ф(л)-г,(х><4(~У '«^>>֊4 »

| ծ (х) | < и» следовательно, '‘ւ փJ< ՚ (^
Выберем //յ таким, чго փ.Ն (х) = Փ (х).т <±^7 (411Я| 8 я* 4 \ 8 /и ,V„, > mv- тогда, положив в (29), (31) и (32) i Ц- I = л։. получим 1фя т И-К(-«)К7Я։

я»

<л,
x£Q»t 7 = I.---. mn,

^Qn, > 1 — ղ,։.Учитывая (39)—(44), (36), (34), (37), получим



Представление измеримых функции рядами ] |
-------------------------------------------- ■ ■ — — - ՜ — -. *- լ -:,г. ..--тх —— .՛.:■>ф«,. И*)' < ֊£ 25 X (■ Rt. (46)

______ _  /=!.■••, րոՈւ где ^։>1֊֊|>1 s0. (47)
ՀրI Рассмотрим функциюgs(x) = .<,(x)-<l>n (л) Х.:|О, 1|. (48)* «IИз (45) и (47) следует, чтоffi(x)| ֊֊(g) 'Հ ^' (49)

ЧХ֊֊֊" 9 (50)ием еще и рассмотрение функцию 
10Пусть Г0(х)-£:(О. 1) и/л-\ (Л(,(х) = Г.(л’)) > I — фнчем

(51)
(52)

/<сД Определим по лемме 3, Д R,. х = А/ -1 V, 8 _= _fl
(К0(л) = !՝=(*))• положив в ней Л(д՜) Л0(х),4 ступенчатую функцию փ(л) и Л՝ г=мио-

Ч8

lecrao At֊E, дли которых ' (4'Y хСА‘- ^A։>i 2 (53)4 \ <8 / 8т|Д(<«(л-, 0) £’1<4 «|С֊Д(4(х)^0))<4- (54)h 8iSMC'M п. таким, что
V= g - t,(-t) Их). Л'л,>Л’Л1+.тл> . (55)Тигла, положив в (28), (29), (30) и (32) i 1=л2 и учитывая (52), {53), (54), (50), (49), получимФ„„ ;(л)=0 (56)

./= րոՈ1фл„ тп ('<) ֊ АЧ (X) • < (“ ) * £ Кг (57)
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где Q,.։-.4Z-A (Л0(л՜) Га(д՜)). и поэтому

rnR. 8
тРП։>\-^- ^->1-^-Դ (S

Теперь рассмотрим функции Яз(х)=Яа(*) Ф„։, (х) х [0. 1|Г,(х) = ^(х> XJ'<* (6110 xf /ձ.Из (57) и (61) следует
X |0. 1|. |«

Положим в лемме 3 /• (х) = Г3 (х), Է = R9.
լ 4и определим множество Д3 Е и ступенчатую функцию 'Ь(х)тяк.|Ф(х)-Г3(х)|<4 (v) ^>1 ՝’4 у 8 / о|Ф(х)|<( — ) и. следовательно, հփ|ւ<. ( ՜։ ) • \ 8 / \ 8 /Возьмем пл таким, чтоԼ« -՛>(■«)- v=7՛ ր-.<7(՜8՜) *••>*»»+«».• •'

Тогда, положив в (29), (31) и (32) > I = п3 и учитывая (63). (61 (65), (58), (61). получим|ՓՈ../Ա)|< ֊ր֊ք֊4) <25/ч х^/Հ*Я։ \ О / 7 = 1.՛ тп,1 /£„\’1флэ. ) Л‘ /$>”где
Q,.A,R, 1 ֊8Продолжим этот процесс до бесконечности, тогда получим следователыюсти !л,) !^(х)| множеств {/?л( такие, что₽։+,Ws g,(x) - Փ„ (х).
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■ 1---- ■ ------ ■ ------------------------ — - յ ՛ ■ — ■ - W-C-R

<Ч./(*)-о (™)
/ = !.•••, րոՈշւ 5 = 1. 2,...փ^,. (•*) । < (<71)Պհ у о /

x£R2, 5=1. 2,...К»>1 тР»։.>‘--,՜' Т>։ ‘■•(72>■Ц; $ • - О5=1. 2.-..| Ф* ։. / (А') ։ • 251 '։Т Л-£ R*п. (73)'%l4| ««<>. է-*-It^H«»,„/•») А’..։,<ж)1 -֊(ճ֊-)* •<֊«։.<> (74)
5 = 0, I, - • •

т Rx+i >1 — — £, > 1 — «. 175)8s = 0. I.---.Л теперь докажем, что ряд
5«,(А)Ц-У,Ф/։ - (л). (76)1=1•орый следует понимать н раскрытом ниде по формуле (Л), схо- ся почти всюду на отрезке J0. 1| к функции f (х).Фиксируем произвольное s>0 и для него выберем настолько ibiuoe натуральное число /с, чтоОО2 (77)и рассмотрим множество
« Г1 (/’„г>7?2..| А?։.). (78)• — /»4 IУчитывая (72), (75). (77). находим, что w/?>1-t. (79)Из (70), (71) и (78) следует, чтоФ,,1?(х)е() X. R (80)/=1.2. --. -Ո
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i > /0 я 1,<х>т. е. ряд V Ф?։ ,Пп (л)| .мажорируется сходящимся рядо ₽-2<М֊О

По из (73) следует для х г R.

I Փշ«+Լ / (•*) 1 < 25/х Հ R, (8!/■= 1, m„S։+։ s = Z։+l,..- а из (80) и (82) следует
$«.<*)+2 ф/.Ив,и)+Ф..х*)|

* I м-1■ Sw„ (л) -}֊ У Ф? р֊15\.(л) УФ,, о-։ v — нечеУчитывая, что е/->0, получаем сходимость ряда (76) на множен /?. но из произвольноеги г и (79ւ следует сходимость почти всюду на отрезке |(), 11. Теорема доказана.В заключение автор выражает благодарность А. А. Талаляну.1 постановку задачи и советы при ее решении.Институт математики и механики АН Армянской ССР Поступила 131119й
Ռ. I*. 0ՍԻՊՈՎ

ՉԱՓԵԼ!» ՖՈ1«ՆԿ31’1ԼՆնք'1> ՆԵՐԿԱՅԱՑՈՒՄ!! ՇԱՐՔԵՐ!» ՄԻՋՈՑՈՎԱ մ փ ո փ ո I ifտււ/^աժ/ա/ ապացուցված կ հետևլալ թևորեմը.Թե np biff Գիցուր (-v)j-A' 7?(0, U'l"l օրթոնորմավորվէ
ֆունկցիաների սիսաեմ Հ, և^«(Л՜) =0. երր/ЛДл->0,
որտեղ ձո֊Ը—[0, 1 | ֊ին պատկանող ին աե րվա! Էէ

^'1'1 ղեպրոէմ Աէհղի ունի ալնպիսի ( X) ս>եղաւիոի/ութլուն, ոլւ կ*>ւք*
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ւական չափեք ի ե I օ, lj-nttf համարլա ամԼնարԼ^ վերջավոր ք (.է) ֆուն'/- 

համար կարեքի է նշել2ал?А (X) շ^րքր՛

"քր ր,ամարքա ամենուրեք [(է I |֊„1»Հ ւյու ц ամիտու մ Լ ք (Х՝)՝ (՝նւ

ЛИТЕРАТУРАI Талдлмн Л. Л. Прслеппдсинс измеримых фупкивГ՛ ряда»и. Успехи мат. паук. 15. /и 5. I860. 77-Ml.
‘..Adriano М. Gorsia, E>lrtfnrc of almcM everywhere convergent rearr.rgenicms for Fourier series of I, h.nciions. Ar.tralsol n՝.a:h։ nutio, vol '9. X-. 3. IU.4. p. G23.
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М. СААКЯН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРУГОГО РАВНОВЕСИЯ 
ПРЯМОУ ГОД Ы ЮГО П АРАЛ л ЕЛ ЕПИ П ЕДА

Рассматривается задача об упругом равновесии прямоугольного 
рараллел^пйпеда, когда граничные условия на поверхности паралле
лепипеда заданы в перемещениях. Подобная задача была рассмотрена 
к работе Э. Н. Байды |1|, где задача сведена к решению бесконеч
ных сйстем линейных алгебраических уравнений. Сначала общая за- 
рлчз приведена к шести аналогичным задачам, в которых перемеще
ния равны нулю на пят гранях и отличны от нуля только на шестой 
Грани. Затем каждая из этих задач в свою очередь разбита на две: 
1) когда на шестой грани и =- v = 0; w О. 6) к 0; v =£ 0; w = 0. 
Мтобы обеспечить разрешимость бескошчных систем, автор предпо- 
авгаст, что коэффициенты Фурье граничных функций являются вели
чинами порядка не ниже (пт ) /г-г ш2 i '. Сходимость рядов иссле
дуется только в открытой области.

В данной работе эта задача сводится к решению вполне регу
лярных бесконечных систем и доказывается, что. если граничные зяа- 
ченкя перемещений֊ непрерывные функьии, то бесконечная система 
имеет решение, а ряды, входящие в выражения перемещений и на
пряжений, сходятся в замкнутой области <— 
-eczCc.).

§ 1. Находим компоненты вектора смещений и (х. у, z), v(x, у, г), 
$(л, у, г), которые внутри области — а<х<а, -b^y&b, 

удовлетворяю г однородным дифференциальным y.aBie 
илям Ляме

+ 4-И)— = 0; hv^ + (>. + h)^- = °;
ох оу

ф (X + էւ) = 0. (1.1).
dz 

и имеют вид:
СО ОО

“ = «<Н 2
гл-0 л-0

X ОО ОО СО
4-У У ?!J?Cv)sina'A'cos V + У V Ч’Й (z)sln a/xcos^y;

1-։ л-0 /-lm-0
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Գ 4֊ У У /Հ (х) sin h„y cos ynl

■X ос ->: ас
4- У У է՚Հ՝ (y)cos։».tcos-*,T У У (г) cos а/х Sin (И 

J-0 “о |-о m-J I
~ * i

»е^т У У/„«։x)co$^ysinrnz4
ж-O.-l Ц|

rv ж՛ во оо
է՜ 2 У ^'(.VjCGS ИХ Sill 7„Г -b v V ’i'^ulcosa^.vcos^y. 

1-0 л-է ’-Ow-o

где

"о = Պ. + Պ* azy 4 a,:: v0 =* Ao -r M I 4 A4z; 3

&t> = ԳԴ1՜ - <-y -r «•»’- I

Учитывая, что при otcjtctuhh объемных сил перемещения яидякн* 
бигармоническими функциями, можно неизвестные функции /«а(дЯ 
•••'! •;„ (г), входящие к выражения (2). представит!» в следующем н«| 

է «л (х) — Атл sh z.-t'.x —knax — Cnnk,x sh A' aj,.jX — ГЛПлА’ш<ХС^В 

r/n (у) = ֊ԱՀ sh A-.,y \'Հ ch A՛, .y E’nkia у sh kt„ v -? Ei'n'ki,, у ch k(lJ

U’=l.2.3) ('d
(z) - A'f;; sh k;n r 4- Ch .֊ - sh k^.= G^WchwJ 

где

А’.ил = I ;5*w 7: . A*/n I 3: 4՜ rZ։ • klr- ~ I (4

— постоянные интегрирования, .между которыми cyia 
стнуюг следующие соотношения:

А>яА'4!» + (3 4 4 A’^D^ ֊֊ Ьп.Л'4'; 4 Тя^ = О. knnD'in 4- *4Й1 =1

А՝ИЛЛЙ - (3-44 knK Cl!; Тч.|ՀՈ = О. А^лС’Л 4-

D& - = 0. \,Я‘ - ъ F.,:՛ = 0, 3, //й = о. (Լ

֊ =■֊ 0. . ոձՀ - Յր ւՀ' «X 0, a, GJ-, - = 0. I
Ар, Им՜ • л*й(3 4v)Ffi ТЛЛЙ 0. / , • /ч,/^d

к,п.\ (•■ - 14Л’ wfi .„и;; <՛. . /..
А/ЖЧ-АГя,(3-44П|3я! О. «/Г/՚ձԿ-О

k!mLtt 4֊ ktm (3 -»VК?2 4֊ ЪКК - 0. .! а-р.,6Й^«
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§ 2. Займемся решением задачи упругого равновесия прямоуголь- 
о параллелепипеда — а л* '.֊.а, —b •<..)՛</>, - մ <гՀ. с, когда 
яичные условия заданы в перемещениях. Для простоты примем,

что деформируемый параллелепипед имеет три плоскости симметрии 
& 0, у ֊ 0. z = 0.

В силу симметрии, задачу можно решать для восьмой части па
радлелеМпеда (.v>0, у 0, z>0), требуя при этом, чтобы на пло- 

ях симметрии х = 0. у = 0. 2 = 0 удовлетворялись условия сим-
трки

л՜ =0 и = "л у = '.г.- ~ Ղ

у = 0

z Й
V = ~ху Ъу — 0, 

w = = -у. = 0.

(2.1)

1ичные условия для рассматриваемой задачи имеют вид

№/>(у. z) -
ОО ОО
У 5] aCT«cosbCTycos V, 

:п- 1

*=/s(y. г) =
ՕՀ ОС
У у/>m։։sinpmycosTfl*. 

т -1 « -1

При А' = л. 
0 < v< ь, 
0 с.

да=Л(у. г) =
05 '5О

У <?ОТЛ COS 3wy Sin Հո2.
1'1 ■ 1 ո - 1

(2.2)

2) =
օօ օօ
у V (lln sin а/ Л- cos Тяг, 
/-1 л-1

при у = л, 
0 < а а.
0 z с,

*=Л(*» г)=-
ос сю
у V//«COSа։хcostЛг, 

I л— է

да = /■; (л-, -) =
ОО ©о
2 2/.„cos»(xsInr„z, 
/-։л-1

(2.3)

«■ = /.(л\ У) =
ОО ОО
S У ^msina/xcos3wy,

I 1 я»-1

При Z = с, 
0 а а. 
0 < у Ь;

оо оо
■Р = /Ч(А, у) - V V hlm cos л. X sin Зоту.

Г-1 т-1
ео сю

«» /и (-<• У) - У </,т COS Л; X COS %,у,
Г-1 гл—|

где
л_ (2/-1)* 0 (2от-1)к v _ (2n-D-

2а ’ ՝т 2Ь ’ ՝а 2с

(2.4)

(2.5)

и АН, серия физ.-мат. наук. № 5
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Неизвестные функции f„ln (д')-• (?) и соотношения (1.5)
рассматриваемого случая имеют вид

fmn (л ) — «‘1/пл Sh kmnX ;• Din'nktnnX c!l kmnX,

(.V) = Вй ell kmRx С(т„ктпхsh kmnx, (i = 2, 3);

*/? (>՛) = sh kln у Ч- F^klny ch klny, (2.6

(>’) = A։/« ch k!n у -f- E(iaklny sh ki„y. (i = 1, 3);

‘HS (z) - sh klm z 4֊ G$kimz ch ktmz,

‘Й! (z) ֊ /.!!! ch klmz 4- /&lmz sh klmz, (/—1,2);

cS = ֊ &=- o,+ (3 - 4») D'2 k„„+4- 7„eS - 0. 
к աո

r'ntn Ria Kin

k,„ .ИЙ1 4- b„ (3 - 47) fg> + «, Afl,’ 4- 7,M? = 0, (2.7;

WtS 4- - 47) oS 4- '■։№ 4- ֊ 0,

h!H =■ - oS. //ff = - 4=- GS’*.
klm kim

где v — коэффициент Пуассона.
Удовлетворив граничным условиям (2.2. 2.3, 2.4), получим ря.’ 

соотношений между коэффициента мн интегрирования /Vj,!,՛ •• Раз
решим эти соотношения вместе с (1.5) относительно неизвесгнш 
постоянных. Для последних получим выражения

ry«> _IJmr. —
Xmn Л'Г.Ц А гял

՛Հու ։ nk.mn C֊'l кmnd

>-ՀՅ) _  ___  Xmn
Շ՛ ' ։ 2 II•,Jn:Rtr։n Cl) Rfltn

A mn ։ кщп

• Л kmn (lh lif/ind-

a
FP Y‘a .1

i^rr.n - IH Rnir:-l

&>n’n — d i.l i-r!tnd

nkmn ch ktn.id 

Xmn

ch klllf,(i

। £гпл

а/ ьЛясЬ кщЬ 

րՀՅ) _ b K/n
Հուսար: ch k/fin(l Ch k.mnd a ^k;nchklnb'

ЛО) г/՞՝ 4Л I л .։, I, Л1 Лтд Ymt'mn . т^г,т-. = —1(3— 4v) -1֊ кт„а thЛдала| — ----- —---------------------—-----
hikmn ch кт nd кաո ch R mr.d

|I> /■. h '',t I _ ք/-'՚4 
ch kinb

£t i) b У in
'lln \“Rlnv ,

d • nkfn CH k;nb a Гл/v’MchW



Задача равновесия врямрупйг ного параллелепипеда 35

Л7,< - -- լհ W------- ,п--------------------------  (2.8)
a T„fc'nCh/e/Mfr ch klnb

ք֊յէԿ У Imilhn — — — — ՜ և— —------ •
Й -trJ'lm Ch kfmC

- h (3-4* ---- V'«----------- а2<ЛяЧ-Тп/м ։
a k{n ch klnb kla ch kinb

lfc>= ‘L.------- ----------- ;հ*,„ր+ e,m . Н% = -е -.X"'—.

I Л rm^tmCh k;mC L'll ktmC (I «/ k'„։ ch k ;mC

lfi'=-tliAw----- 4-—-—. <jg| = — Z'5------------------
« »/ k'm ch k!mc ch k!mc at Яmktlmch k!mc

nffi == — — (3 — 4» + k,mc th k,mc) — Z,n—--------*'glm +
■*.՛ CiJ k(m C k'm ch klm&

Входящие в (2 8) неизвестные постоянные Хт„, Kf„, Zlm должны быть 
определены из следующих систем бесконечных уравнений:

ес <о
тп ՜է՜ , ^>тп .гл 4՜ 'S b -„lnZtir. ՜| ^тп 0 (tfl, tl — 'l, 2 • • • oo);

T-l Г-1
co co

) Խ 4՜ \ С/отлЛ.<п/2 4 V ^1/։ч\У'т ~ Q/я = o 
nr — J n: - J

(/, /1 = 1, 2---сю); (2.9)

no «J
У In 4' У /?йг.лЛ mn ՜է յ՚/ոո ) tn 4՜ @!т — 0 (Z, til — 1, 2 • • • Oo)։ 

л ֊ J л-1

где введены следующие обозначения:

(i!mn
______ 4(- Ո^՞՚Յ՞^

a (.։-4֊)lh*„„a 
clr kmna

1
(«Т+ Հն2’

Clmn —

4( 1)։+л*?Лй«
a (3 - 4>)lh^ -֊

ch2 kmna

^k;n

(3 — 4v)th k!nb _հէո1լ_ I 
ci "kt„b I

(я/ I
(2.Ю)

b

I

____1 _
(r’ffi 4՜ ^ln)՜

4 (-DwMrX_____________ 1_____
b I (3~ 4-/) th kmb------ kl։l> I < ՜'ո ՜

ch’W
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4(- 1)'*•"»?*»( 
i-ԿքՈՈ — | Ь г

J(3-4>)thW-֊֊֊'^- 
ch2 ktnc

(ՀՏ-է-ճր

4(֊ 1)л>от &*'■■■• 1
kmt

I ch’fcflC

Ртя
P/п 1 /ւ^/па

(3 — 4v)thZfmafl- A «flA
Ch՜ Amn1^-

lv(_ -am„ .
C f_( 4՜ kmn

4»)th*(„6-֊*'<
ch- ktJ>

% I tilts 4՜ • njln 
kin

a/ ktnn 1 nkitn
՜Ւ kin

'3-) I^ma
4՜ k'lm

_ t'm Jin____
Y- lb* V{• и 4 Kim

Докажем, что бесконечные системы (2.9) вполне регулярны и ийек 
ограниченные сверху и стремящиеся к нулю свободные члены.

Пользуясь подобием бесконечных систем (2.9), докажем per՛ 
лярность одной из бесконечных систем. Имея ввиду обозначен(| 
(2.10), получим

■^та — Vl^rmnl'i 2 — г. .
Й Й A (3-4>)tliA-..;,..u ֊-1тл -

ch“ I՝ mnii
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Из (2.12) видно, что числа 5/лл<1. Представив эти числа в виде

= 1 — р,п„,
2 — 4vлегко видеть, что ? быстро стремится к пределу----------->0 при
3 — 4v

больших /я и п. Отсюда видно, чго системы (2.9) вполне регулярны 
при 0 -#<'0,5.

'Гак как функции/։« •-Д являются значениями упругих переме
щений на боковых плоскостях, то они должны быть непрерывными 
и иметь кусочно-непрерывные верные производные в соответствующих 
областях изменения. Кроме того, они должны удовлетворять усло
виям непрерывности па линиях пересечения двух соседних боковых 
плоскостей (л* — <1. г = <?), (х — а. у — ծ), (х = а, у — Ь) и условиям 
симметрии на линиях (y = Z>, z = 0), (\» = ծ. х = 0), (х = «, у=0). 
(х = a, z — 0), (г = с, х = 0). (z = г, у = 0).

Представив коэффициенты разложения Фурье • «Я/m в виде 
I а„,:^ )(- + (_ D—1Л(Д. +

4 I Вот ‘ п Рот Тл

-И-!)"-’ -|-0(4֊շ-Ղ ш.-2-”)
Նւ Рот

н подставляя эти выражения в (2.11), легко доказать, чго свободные 
члены бесконечных систем /}тп, Q;n. Gi„ имеют порядок

Ртл = 0(т—՛. /Г՜’’),

Qtn = O(er-,\ 

01т = 0(е-'՛. /г/՜’*), 
где

(е,>0, / = 1, 2-..6).

Причем, если граничные значения перемещений w, v, имеют не
прерывные первые производные, то > 1 (/«=1, 2-««6). т. е. в этом 
случае свободные члены бесконечных систем (2.9) ограничены сверху 
и при возрастании индексов стремятся к нулю. Когда же эти функ
ции имеют кусочно-непрерывные первые производные (например, при 
вдавливании параллелепипеда острым жестким штампом), то некото
рые из чисел ч = 0, т. е. некоторые из свободных членов бесконеч
ных систем, остаются только ограниченными (не стремятся к нулю). 
Но так как системы (2.9) оказались вполне регулярными, го это обстоя
тельство не затрудняет оценивать неизвестные коэффициенты Хтп, Yin, 
հո с любой точностью [3]. Из уравнения обобщенного закона Гука 
и (1.2) найдем выражения для напряжений. Пользуясь оценками неиз
вестных коэффициентов бесконечных систем |2], легко доказать, что, 
если граничные значения перемещений имеют непрерывные первые 
производные, то двойные ряды, входящие в выражения напряжений,
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будут сходиться в обласги (0 < х Հ. ак О < у < Ь, ()< г с). Если же 
граничные функции имеют кусочно непр-рывяые производные, то; 
эти двойные ряды сходятся в открытой области (0 0<y<i.
0<z<c).

Ереванский политехнический 
институт Поступила 26 I 1965

И. 1Г. ՍԱՀԱԿ&ԱՆ

ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ԶՈՒԳԱՀԵՌԱՆԻՍՏԻ ԱՌԱՂԳԱԿԱՆ 
ՀԱՎԱՍԱՐԱԿՇՌՈՒԹՅԱՆ Ս՛Ի ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Հոդվածում դիտարկվում I; ուղղանկյուն դուդւսհեոանիււսւի աոաձքղական 
հավաиարակչրէ ււ թլան ի՚նդիրր, ^րր '/"'Տ/» ոանի սա ի X ft* у — £?, 2 ~С 
նիստերի վրա /• Ч/чи ւին սլալ/քաններր արված են ա ե ղ ա փ ո իր ու ifith րով ե սիմե

տրիկ են ղու ղտհեո անիստի X = {)', \> 0՝, Z = 0 հորրթութլսւնների նկսոո-
մ ամpi

Խնդրի լուծոէմր րերվում է դծային հանրահաշվական հավա սարա ւքեերի 
անվերշ ոիստեէքների յուծմանր, ւրււ լդ է արվում, որ ալդ սիոտեէքեերը լիովին 
ոեդա լլար են և ունեն վերեիէյ ոահմանա փակ ու 0-ի ձդ՚ոոդ աղատ անդաՕնելՈ
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ТЕОРИЯ УПРУГОС)II

Л Л АГАЛОВЯН

ОБ УТОЧНЕНИИ классической теории изгиба 
л Н И 3OT РОП И Ы X П Л АСТИ н •

В работе делается попытка построить теорию изгиба анизотроп
ной пластинки малой толщины без какого-либо предположения, обычно 
принимаемого в классической теории. Применяя метод асимптотиче
ского интегрирования |. Հ|. доказывается. что, исходя из уравнений 
трехмерной задачи теории упругости, можно представить напряжен
ное состояние и пластинке в виде суммы трех напряженных состоя
ний. Первое из напряженных состояний определяется построенным 
основным итерационным пронес ом и распространяется на всю плз-
стику, при этом исх иным приближением этого итерационного про
цесса определяется напряженное состояние, эквивалентное класси
ческой теории [3. 4J.

Двумя вспомогательными процессами определяются 
ные состояния, быстро затухающие при удалении от краев 
Этими процессами учитываются краевые эффекты.

напряжен- 
пластинки.

Интегралы, определяемые этими процессами, в сумме содержат
столько произволен, сколько необходимо. чтобы удовлетворить раз
личным граничным условиям.

§ 1. Основной итерационный процесс

Рассмотрим ортотропную пластинку толщиной 2հ, которая при
нимается малой величиной по сравнению с 
рами. Выберем осн л՜, у декартовой системы

двумя другими рлзме-
координат в срединной

плоскости пластинки, ось г — перпендикулярной к поп и потребуем, 
чтобы положительные направления этих осей совпадали с главными
плправлениями упругости Основные уравнения теории 
ортотропного тела имеют вид | . 4|:

упругости для

уравнения равновесия

f. 4. 4 __ճ_ . о (յղ V։
(fx dy az

соотношения деформация - напряжение
• Работа была долокеш дги лзом на V ikecovuio.» к.ни|» чини 

оболочек к пластин (Моекпл 3 6 феврале 1965 года).

(1.1)

ио теории
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— - «ոՀր 4֊ a։s«y-r апЬ (Л. у, z) 
ox

(1.2)
ժօ> » .. . ժ<£' &fl _ ()v . Ои

-  tf-4-Г УЛ ՜ " «ГЛ*» ’.’. ՜-----Ւ .'Оу дг дл дг их оу

[Здесь и в дальнейшем будем считать, что (х. у. ?) означает, что су
ществуют еще два соотношения вида (1.1). (1-2). получающиеся из 
этих циклической перестановкой (х. у, z), (и, v, w)t индексов (1, 2, 3).

Граничные условия: пусть на наружной и внутренней плоскостях 
пластинки (2 = - ■ Л) заданы

= Ճ -i /> (х. у), г.- = 0, 'у։ =0. (1.3)

где/?(х, у) — интенсивность внешней нормальной лвгрузки.
Учитывая (1.3), из (1.1) можно написать

~ = 0 при z — ձ //. (1.4)
) 01
М Для интегрирования системы дифференциальных уравнений (1.1), 
>(1.2) с граничными условиями (1.3) и условиями закрепления на бо

ковых поверхностях пластинки применим метол, развитый Гольдеп- 
^аейзером Л. ,'Լ |||.

Назовем основным итерационный процесс, позволяющий нахо
дить напряженные состояния, не обладающие свойством быстрого 
затухания при удаления от бокового края пластинки. При построе
ний этого процесса принимается, что напряжения и перемещения не 
слишком быстро меняются по переменным (х, у), тогда как и направ
лении z эти величины меняются быстро. Произведя замену перемен
ной по формуле

г = АС, (1.5)

удем считать, что по переменным (х, у, '.) быстрота изменения на
ряжений и перемещений будет не слишком велика. В силу (1.5) 
оо сношен ня (1.1), (1.2) примут вид

ք /, ' *«•- _п (.V, ճնտ.. հ 0.
ох ду д\ дх Оу Ժ;

ди , dv .
— Պւ<» + ճւ։°>՛ = flisa* т*  ^։։=v ~ox 0 у

/Г1 4^ = а^х 4- f?:jGy -f- «Յյ5.-. (1.6)
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Решение системы (1.6) будем искать в виде

л-1
(1.7>

где Q — любое из напряжений или перемещений.
Принимается, что Qf4 = 0 при տ<Հ1.
г —целое число, различное для различных напряжений и пере

мещений. которое нужно подобрать так, чтобы после подстановки 
(1.7) в (1.6) и приравнивания в каждом уравнении к нулю коэффици
ентов при всех степенях А, начиная с низшей, получалась непро
тиворечивая последовательность систем уравнений для определения 
коэффициентов разложений (1.7). Такие значения г называются не
противоречивыми. Величину г выберем следующим образом

(Գր, 5у, -ху) ֊*  Г = X 4- 2, (-у5, TtJ->r = -z+1. o.—>r = 7.,

(«, т՛) -> г — z 4֊ 2, w -> г — х 4- 3.

Подставив (1.7) в (1.6) и учитывая (1.8), получим следующую^
систем}' уравнений Г

di(s> dz<s> շ
-dx֊+-# + -3F=° <*•֊՝՛>• 

, <4S> , ժՀ” 0 ?֊dx- + -gr + -dr-°՛
Л ) 

«ո0։ 4- а12ву 4-Քյ3^ ,

՜) U)
֊- ^ = аյշ՜ձ՜ ՚ т ՌշշՀ' ՚ ՜ր ОцсУ * ՚. (19)

_ո .в-2) . ո Յ’-2’ I , Ք'*>՜Ծ-~- ճ։յ<» +“53бу I ах&

, Ժ//!Հ' j.-i,
+ ~дГ =П5$‘Аг ’ ՜^՜փ՜ժր ՜Պ4^՜ 1

Решение неоднородной системы (19) будем искать как сумму 
общего интеграла однородной системы, получающейся, если в (1.9) 
отбросить величины с индексом, меньшим х, и частного интеграла 
системы (1.9). в котором все величены с верхним индексом, мень
шим Տ, рассматриваю гея как известные, т. е. представим

q(֊o= qgo _j_ q-ю (լ ДО)

Основной итерационный процесс теперь заключается в последо
вательном определении величин Q1՜' в порядке возрастания индекса 
s. Интегрируя получаемую из (1.9) однородную систему по ч, получим
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и™ =ՀսէՀ (х, у),

где

As} - 
zxi — ->cxl

9> = х т9>

(X. у).

(х. у),

= (i.ii)

+€ճ?.
(iw[} t \ 

— ,֊ °- (X, у). OX յ
յ*>  ---։ ֊՜ (7 շշ d'w

()x2
-4- «2:

Оу2

.(» __ 2

օ«0 Охду '

ք յ» 
° 1

Г?2 — (J

ժ-.<ձ , 
՜ ОХ ՜

ծՀԼ
ду

л.6>
O«.ryl 

Ժ>»

(1.12)

u
a

.(0 _ 1
°*  - - ֊3

օՀե Հ
Ох О у

(I

д 9 r'i?X^1 ' I 
дхт дхду ՜՛ dy2՜ |’

2 
i'2։

Отметим, что в (1-11) принято, что величины, имеющие внизу 
дополнительный числовой индекс. \ множат ։си на С в степени, рав
ной этому числу, и ивляются функциями двух переменных л՜ и у.

Частный интеграл сисюмы 0 9) можно найти следующим об
разом

№•<■> = р«1ГЛ՝-” + М*- 2) + «„4-411 л.
О

С С
■U-O7 = (1ա J tv;֊2> 0Լ- y^d^.

и и

1 I ՛ dv'<s} I 
йй| ду дх I

1 О 7*6)0-6» = — а.ЛЛ------- (А у. 1, 2), (1.13)
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г ле
Պ3Պ2

а

Очевидно, что величины, отмеченные звездочкой. будут являться 
функциями от х, у. Լ, более того, по Հ они представляют собой по
линомы. При 5=1 и 5 = 2, как видно из (1.13), эти величины равны 
нулю, так как Q<։> — 0 при .-?<!.

Теперь потребуем, чтобы напряжения, вычисляемые при помощи 
основного итерационного процесса, удовлетворяли граничным усло
виям (1.3) и (1.4), более того, потребуем, чтобы

-տ = _ԼՀՀ во> = 0 (տ> 1),

՜’- ֊0, -£=0, -ՀՀ>֊֊0 (տ>1) при z = A ('.= !). (1.14)(7Z

Так как задача об изгибе пластинки обратно симметрична. .. е. 
принимается, что искомое напряженное и деформированное состояние 
пластинки обратно симметрично относительно плоскости хоу, то ана
логичные условия будут автоматически выполняться при z — — к.

Учитывая (1.7), (1.8) и (1.11), представим (1.11) в виде

А'՜’՜1 (Հյ ‘ ’-V-I-Հ0*)  = Р„. где ֊ п. />, = О при х> I.
(i.isj

/1' ‘՜ՀյՔԿ֊Հ? Ւ-^’)“0. л' -(Հճ ւ-Հն Հ'/> - о. (л՛. У) 

Решим эту систему относительно ծ^', -о’с, ՜ՀՀ;,. принимая, что
внешняя нагрузка п(х, у) не зависит от Л, величины Q' и Q так
же не должны зависеть от А. Учитывая, что величины, отмеченные 
звездочкой, отличны от нуля лишь при տ>2 и положив у. = 0, по
лучим

Как видно из (1.16), об>—известная величина, так как р (х, у) 
заданная функция; Հ?/ =•(•). Подставив значения Հ?.' и ՀՀ в уравне
ния (1.12), можно из них найти остальные Q',1' и Q/', а учитывая эти 
значения, из (1.13) определяются величины со звездочкой. При տ>2 
з£? выражается через величины со звездочкой, эго значит, что при
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любых տ можно считать о<*>  известной величиной, если уже построены 
(5 2) первых приближений и, следовательно, (1.12) образуют систе
му, из которой можно определить

* У Лохвицкого толщина пластинки принята за Л, у нас эта толщина—2Л.

«՛,՛>, -Հ-. °Й’. Հ?. ’й
Решение этой системы приводится к следующему неоднородному

даненню четвертого

‘ (JX*

порядка относительно

I 2D. <М։>

= --== • D. 
12а 12<շ

гу 1 /2а /;э= (---- Պւ
1Հ \

ilj֊
6

3 (Л<:оуц . D =
' ֊ Ժ/'

ЪЭ
շ ’

Ж

Нетрудно проверить, что эго уравнение при х — I совпадает 
уравнением изгиба анизотропной пластинки по классической теории 
|4|, для этого нужно учитывать, что -к{>1‘ = h*w*.

Таким образом, исходное приближение основного итерационного 
•процесса совпадает с классической теорией изгиба анизотропной пла
стинки. Легко проверить, что уравнение (1.17) для изотропного тела 
превращается в неоднородное бигармоническое уравнение. Из этого 
уравнения, как частный случай, можно еще получить соответствую
щее уравнение для изгиба трансверсально изотропной пластинки.

В заключение этого раздела заметим, что если определить , 
:у.о и из уравнений (1.16), то последнее соотношение (112) для 
<:՛ удовлетворится тождественно, так что это уравнение не является 
независимым уравнением и не будет влиять на ход получения (1.17).

§ 2. Вспомогательный итерационный процесс

Вследствие особенностей загружения краев пластинки у этих 
краев возникают дополнительные краевые напряжения, которые, бу
дучи локальными, могут быть соизмеримы с главными напряжениями 
основного напряженного состояния, поэтому их учет имеет особенно 
важное значение, однако учет этих напряженных состояний невоз
можно описывать уравнениями ochCejCio иге pci hchhcjo процесса 
так как этими уравнениями описываются вообще напряженные состоя
ния, не затухающие по удалении от краев пластинки, между тем 
напряжения краевого эффекта быстро затухают по удалении от краев. 
,'1дя учета этих напряжений, следуя А. Л. Гольденвейзеру [I ], будем 
строить вспомогательный итерационный процесс для анизотропных 
пластинок, при помощи которого можно находить напряженные со
стояния, сколь угодно быстро затухающие при удалении от некото
рой фиксированной линии плоскости хоу. Для простоты примем, что 
эта линия есть х = (), а затухание происходит в сторону .հ<Հ0.
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В уравнениях (.1)н(1.2) перейдем к новым переменным по фор
мулам

л = Л:. 2 = АС. (2.1)
Эти уравнения примут вид

Л-*^+ + Л _0.
«я ду ժ: Л՜' =0.

cl ду Ժ1

Л՜
Ժ։ ду

-А’ дь — О,

л ՚ ժյ
Ժ; ր Պ»9< * Оц^г 4

dv
» ап9л 4- д„оу 4- дма„

л ֊։ -1 dv . dw
о» </, ду

,_ । / ժտ , ди \ ди ,_| &v
k (л- ’^ ) = а^хг' —- 4- А = а„~.л,.

\ О: Оу дг

(2.2)

Будем предполагать, чго скорость изменения искомых величин 
по переменным у, С не слишком велика Решение системы (2 2) 
представим в виде

։-Ք
Я= հհ у A<J 

յ-։
(2.3)

где R — любое из напряжений и перемещений.
Считаем, что R{ * տ- 0 при s " 1. q — целое число, различное для 

различных напряжений и перемещений и выбирается так, как выби
рается число г в основном итерационном процессе. Для вспомогатель
ного итерационного процесса сущее в>ют дна варианта нспротиворе- | 
чивых значений q.

Первый вариант

(^у, Тух) ֊*«/= — X. ( = ,. Зу, -«) —<7 = - * Ь I (շ 4) 
(и, х») — q = — ։ 4- 2. t; — 7 «= — X + I,

второй вариант

(«г. су. з/։ = — К 4- I, («=,». тк) -</ = ֊֊ л. 4-2 (2.5)1
(и, w) — q= — 4- 2. ц-»•(/= л + 3 В ]

(*,  X пока произвольные числа)
Этим двум вариантам непротиворечивых значений q соответ 

ствуют следующие два варианта вспомогательного итерационного про 
цесса, получающиеся из \ равнений (2.2).
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Первый вариант

_ՀՃ 
d- dy (Հ

ди(л 
д\

= 0,

ժօ(#) dw“--՝ -а Հ$}
ժւ՚1տ> -■֊ ди^ - а

д\ ду Ժ; ду 6в'лу’

ժՔ’ ժ?;,! , Лй д±՝> . Л»1 ԺՀ5’
Ժ; ду 4 л“ = °' di + -ду---------5Г ='

= ՈոՀ* ’ + «,/,՝’ 4- Պ/Л
> (Й О) |

()у =Պ/ր -гая4Чв

di№ dwM
Ժ

О,

-а j5)HjjoV ' 4- «2։Հձ' а334Лdw"s
ժ:

(2.6)

(2.7)

Второй

±^Լ
д- Դ

вариант

°‘ХУ__
ду

dz^
ժ; = 0,

д^

о.

Рассмотрим

di ду ՚
д^

= о,

Ои - л „<•՝’ Ո ■ п — аиох ֊• ,

Ov1՝'

ду ֊Պշ-х . «иЛу

Հ\'

dw(s)
^дГ

— 1— •bj-’x 4-ՊյՀ*'  •

ди^‘ dw'՝'
=ժ; + d\

л_<՝> c?xvv
di ' dy

dw{*> , .U) dv^ ,
о.

первый вариант

О,

дц М - а 
д— -

(2.8)

(2.9)

вспомогательного итерационного
процесса. Система (2.6) при пренебрежении членами с индексом
(я 2) составляет полную систему относительно неизвестных Հ՛Հ • л у у*.
v Վ Поэтому общее решение (2.6) представим в виде

Rls) = R\ Ւ R\'s\ (2-Ю)

где /?!՛"— интеграл однородной системы, получающийся из (2.6), если 
принять величины с индексом ($ — 2) равными нулю. R* (s)— частный 
интеграл системы (2.6), где величины с верхним индексом (s — 2) 
считаются известными.
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Система (2.7) составит полную систему относительно неизвестных 
Հ.Ղ 37‘։ ՝V-- 11 Ч’ w'։ > если считать ՀՀՀ, Հ,լ?. ս՝Հ| известными ве
личинами. определяемыми из системы (2.6). Поэтому решение этой 
системы представим опять в виде (2.10), где /?{ ” будет означать ча
стное решение системы (2.7), где принимается

-(.*)  -i>) _ -ОН 7(0) =
.гу .гуР ’у/ *угР  I •

АА ' частное решение системы (2.7), если положить

лу -.гуГ > уг y.՝J • 1 Կ

и считать эти величины известными.
Решение однородной системы, соответствующей систем» (2.6), 

приводится к отысканию функции ։Г '(;. Ն у), удов, створяющей еле- 
дующему уравнеиию

ժ։։րււ>
д«։ ~)Р՜ ՜1՜°**  ՜ ժ* ։ = Г՜ ՞ (2*  • 0

В самом деле, вводя функнию напряжений Ч ио формулам

, ժ=4- ■ ,,, _ 0=4՜
•д\ - -jyl — «Ц ^го ’ -у.֊ — -у.-l О||Л •

(2.12)
^.<)=

<7:

мы удовлетворим однородной системе (2-6). если 4' будет удовлет
ворять уравнению (2.11).

Решая уравнение (2.11), найдем Т ' = ‘Г '(=, 2), где в ‘Г пе
ременная у будет входить в качестве параметра. Для нахождения 
частного решения (2.7) подставим туда значения ՀՀ,հ։. :՚Հ'. Полу
чается следующая система

о1՝։՛՜*
Ժ; 1 Ժ;՜՜

д£1 , дз^ _
Ժ; ՜1 Ժ' "ло Ժ:Հժ\՛ ‘

" r (2J3>

Հ?՛ = - В.
2 3 ծհՕ\՝

Ժ:
4 ր<յ>•чи5,г 4՜ -Ն

,/-‘Г 
дсбу ՚

ժճ՚ 
ժհ

-Д3֊' Л-'“ •! °:’Г'
— -Ч12-л- , Կ “ЭГ (!՜ "

где
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ճսճ3շ а~ Պյճ» ~ °։2^гз
• • 11 :г։ • • • ։*  ------ •

Օ։տ Ц22

^յյ^շշ ^23 , 44^88^1*  , ^4l^6Ur723

1 ая.. յ ո,. 4 rt։<
(2.14)

/Հ = -^֊ ^/շյ 

(1^
/i լ_- 2ձճ(1ր։<} 

Պ։
FL

Учитывая (2.11), нетрудно проверить, 
ме (2.13). если примем

что мы удовлетворим си-

2մ“ 'дуд-'
crT0 
д’ду

z)2 я,'

4'՝ - 4,’ - (2Տ,«„ я,) • 4'1 = 41’ - о.

ЛЦГ<'

"{31> «<*> « (Д3 ֊ շ.4ոՊ։) Ճ__Հ, (շ. 15)

где
( ’ — - ^ll<Z-i4 -Ь ~ ֊^J.'rt4l՛

В этом варианте вспомогательного итерационного процесса, если 
определены "Հձ՚, г՛՛'’, то остальные неизвестные определяются по 
формулам (2.15), поэтому эти неизвестные назовем основными, а соответ
ствующую ей разрешающую систему однозначных уравнений (2.6)— ос
новной системой, которая представляет собой систему дифференциальных 
уравнений задачи о i.py нении анизшровных призматических стержней с 
осью, проходящей вдоль оси у. Решение этой системы приводится к 
нахождению функции ‘Г , удовлетворяющей уравнению (2.11). Нетруд-

проверить. чго для изотропного тела уравнение (2. 1) превращается
ч гармоническое уравнение. Отметим также, что для изотропного 
тела գ=ր2-0 и, следовательно, «՛՛•՝> = (), чго согласуется с приве
денным в работе [1] результатом.

Теперь рассмотрим второй вариант вспомогательного итерацион
ного процесса. Как и в первом варианте, решения систем (2.8) и (2.9) 
будем искать в виде

R‘s>^ /?Г. (2.16)

Для системы (2.8) R'tf означает общее решение однородной 
системы, которая получается из (2.8), если принять там величины с 
верхним индексом (-s' —2) равными нулю. /?нА> — частное решение си
стемы (2.8), в которой величины с верхним индексом (х 2) рассма
триваются как известные.
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Для системы (2.9) — частное решение этой системы, если
положить

0О) _ -(*>  — -гСО ,3(О = 0О> дО) = 0(4 и(л) = W(y) _ дасл•*  -«14 ль А<-1| у JflB' * aII II ’ II 

и считать эти величины известными.
/?пл>—частный интеграл неоднородной системы (2.9). если в ней 

принять
_(.о _ -*(<)  _<») _ •<«> յօ •($) » _ _•<#> Պր — З.т11 . — VrzH, эу — 5у11 . -*г  — Згц ,

~ /zjco, и»<-0 =

и считать эти величины известными
Очевидно, что /Հ{Ն и Ջււ?) равны нулю.

Покажем, что построение решения /?н՛' сводится к отысканию 
некоторой функции Փ<Օ(Լ Q, которая удовлетворяет некотором) 
уравнению в частных производных четвертого порядка.

Отбросив в (2.8) все величины с индексом ($ 2) и исключив
а<*>,  получим систему

dw(s> (Ք) 
4՜ —“ ^55тдг

Я 1 Ժ’
±ՏԼ+^Լ=Օ

du(s} 
дГ

— 4 ^.֊ = М?Ч/։В^. (2.17)

<Խ<տլ 
՜ ժ;

где коэффициенты Аг*  определяются по формулам (2.14).
Эти уравнения составляют полную систему относительно , 

«(քԼ '(ր՝Լ «<յ>. w(J) и no смыслу совпадают с уравнениями плоской де
формации в плоскости (:, О. Заметим, что эта плоская деформация 
отличается от обычной плоской деформации. Здесь учтены свойства 
материала по третьему направлению (коэффициенты а21, ай). 
Поэтому, следуя С. А. Амбарцумяну |3j, назовем ее обобщенной 
плоской деформацией.

Вводя функцию напряжения Ф° по формулам

= ֊Л2_. г„ =х„11 = -ж-, (2,18)

решение системы (2.17) приведем к отысканию функции Ф<ч из урав
нения

л4ф«) Э4Ф(,) д‘Ф(э)ԺՀ +(2.41։ + ^) -^?֊֊1-.4п ԺԼ -0. (2.19)

В частности, когда имеем изотропное тело
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= .4„ — —֊֊• 2<4134- as., = 2^֊—•
г. Է

уравнение (2.19) превращается в бнгармоническое уравнение.
Теперь найдем частное решение системы (2.9), принимая э(у։) = 

֊ :u>։ «<(•»> — :հօ։ «о» = за известные величины. Принимая

յօ___ш
՝уг — *угП

, Ժ*Փ<-' Չ
1 оУ)у ‘-ту .(•ОхуП

, Ժ2Փ<4>
1 օ\օ\՝ ՚ 12.20)

мы удовлетворим первое уравнение системы (2.9). Из последних двух 
уравнений (2.9) можно получить

ԺԴ ° д-.у2 , д'(х}
“ ~Պ։ ժ; • а՛16 dZ ду

Откуда, учитывая (2.18), определяем •ujp 

^>=է,օ)=Հ ԺՓ(Հ'
(2.21)ду '

где

' (^։^и 4՜ ^а^вб 4- 
«4

Таким образом, во втором варианте вспомогательного итерацион
ного процесса основной является система уравнений (2.17), из кото
рой определяются о(։՝։{, У-}’, оро։ н{*\  «'(9, так как остальные не
известные легко определяются но формулам (2.20), (2.21).

Построение решений Ջ?" и /Հ!տ) каждое в отдельности сводится 
к интегрированию системы уравнений, эквивалентной одному неодно
родному уравнению второго порядка и одному неоднородному ли
нейному уравнению четвертого порядка. В частности, для изотроп
ного тела эти уравнения превращаются соответственно в уравнения 
Пуассона и в неоднородное бнгармоническое уравнение.

Напряженное и деформированное состояние в анизотропной пла- 
хтннке представим теперь как сумму трех напряженных и деформи
рованных состояний, определяемых основным итерационным процес
сом и двумя вспомогательными итерационными процессами и потре 
буем, чтобы определяемые таким образом напряжения удовлетворяли 
раничным условиям (1.3). Та к как мы уже потребовали, чтобы на
ряжения. определяемые основным итерационным процессом, удовлст-
ряли граничным условиям (1.3). то потребуем, чтобы в обоих ва- 

иантах вспомогательного итерационного процесса в каждом прибли- 
(ении выполнялись однородные граничные условия (1.3), тем самым 
удет обеспечено выполнение (1.3) для суммы интегралов, соответст- 
ующих всем трем итерационным процессам.

Потребуем также, чтобы интегралы, определяемые двумя вспа- 
югательными процессами, обладали свойством затухания при удале-
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нии от հ=0 в область ;<0.более того, потребуем, чтобы ,
R\i'. /?нЛ в отдельности обладали этим свойством. В общем эти un
it тралы содержат столько произволов, сколько необходимо, чгобн 
удовлетворить этим требованиям. Кроме того, в этих интегралах 
нужно сохранить некорые производи для удовлетворения граничных 
условий на боковых краях пластинки.

Как видно из формул (2.12) и (2.15), мы удовлетворим одно
родным граничным условиям (1.3), если потребуем, чтобы

Ժ4’՝^
Հ =n при : 1.

Таким образом, нужно искать решение уравнения Г2.11) в пол у бес
конечном прямоугольнике հ < 0, ’ 1. Найденное решение должно,
удовлетворять условию (2.22) и должно быт՛., таким, чтобы определяе
мые по формулам (2.12) и (2.15) напржения н перемещения обладали 
свойством затухания при — се.

Во втором варианте вспомогательного итерационного процесса, I 
как видно из формул (2.18) и (2.20). однородные граничные хслоьия 
(1.3) будут удовлетворены, если потребовать, чтобы

фй>- 'նօ при :֊ -1.
(2.23)

Таким образом, искомая функция Փ' юл ж на в нолубсскон<_ - 
ном прямоугольнике ; <0, ՜.— 1 удовлетворять уравнению (2.19,;.I
условию (2.23) и обладать свойством затухания при : ֊> =«. Отмел!
тнм. что нахождение такой функции даже, когда Ф"' удовлетворяем 
бигармоническому уравнению (изотропное тело), связано с некото
рыми математическими трудностями.

Рассмотрим первое однородное уравнение (2.6) и два первых 
однородных уравнения (т. е. в этих уравнениях величины с индексом 
(х 2) принимаются равными нулю) системы (2.8). Будем интегрпрс- 
вать эти уравнения но ; в пределах ( оо, 0), а по ’ в пределах з 
(—1, 1) и учитывать однородные граничные условия (1.3) и усло
вие затухания напряжении При : —> — Ос. Получим

4.1 4֊1 -bi
(«Й|Л«0. [W- = 0- ք^՜=0 при 5 = 0.

I _ ! - 1
(2.24)

Теперь умножим первое однородное уравнение системы (2.8) на Լ 
а второе на ; и проинтегрируем в пределах (—ос, 0) по 5 и в 
( I, —1) но ч. Сопоставляя результаты интегрирования, получим 

0 при ■ = 0. (2.25)
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Условия (2.24) и (2.25) показывают, какие требования нужно иакла- 
|лыв:*ть  на граничные значения -'л'п, Հձ։ւ, ՜՜-.?ւ при определении /?'• ' и 
/?Г, чтобы обеспечить иевозникновение разрывов на ребрах пластинки, 
т е. при ; —О, С=± 1. Эти условия имеют простой физический 
смысл. Они означают обращение н нуль нормального усилия, пере
резывающих усилий и изгибающего момента, создаваемого краевыми 
нормальными и сдвигающими напряжениями, что в совокупности дает 
фактически условия равновесия (э смысле Сен-Веиана) края пластинки 
гЬо.ч действием краевых напряжений.

Таким образом, напряженное и деформированное состояние в 
Ынютрапной пластинке можно представить в виде суммы трех на- 

^пряже^ных и деформированных состояний. Первое определяется ос
новным итерационным процессом, при этом исходное приближение 
для этого процесса совпадает с классической теорией изгиба анизо- 
тропной пластинки. Два остальных состояния определяются уровне- 
нйями двух вспомогательных процессов В сумме интегралы, опреде
ляемые этими тремя процессами, содержат необходимое число произ
волом. обеспечивающих выполнение всех граничных условий на краях 
лдасгинки.

I Вопрос о граничных условиях для изотропных пластинок был 
шробпо рассмотрен в работе 11|, Полученные там основные резуль
таты верны и для анизотропной пластинки, так что мы снова не 
останавливаемся на этом.

А в гор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
С А. .Амбарцумяну за проявленный постоянный интерес к работе.

ш։пут математики и механики 
АН Армянской ССР

Ереаансинн Государе .псиный
унниирешет Посгуиила 5 III 1965

I. 11.4.ԱԼՈՎՅԱՆ

Ան1Փ,ՈՏՐՈՊ ՍԱԼՍՐ1' ԾՌՄԱՆ ԿԼԱՍԻԿ ՏԿՍՈԻՌՅԱՆ ՃՇԳՐՏՄԱՆ ՍԱ11ԻՆ

Ա մ փ ո փ ււ ւ if

Աչիւատէէւթ լան //'/.<• փոր A է արվում կաոու քքևլ անիզոտրոպ բալոււկ ռա- 
М ւհււքան ահ и nt թ լա.ն ր > աոսՀհէք կրոսիկ ւււհ՚ււու./՛)լա’հ ւ/հք կատարվող որևէ 
^սնհլաթլան։

ԿիրսւոԼ քով ղ ի 1իե րեն ց իա լ հավ ա и ա ր ո՛ Ifhh րի ասիմ պտոտիկ ին ահ դրման 
մևթուլլւ. էրս/I/ է տրվում, որ, 1ւլնհ[ււվ աո սւձղականութ լան ւոևոու թ րոն հոա- 
'ափ խնրլրի հավաս արւս քքհերիր. անիդ աո րոոչ բարակ սաչի / ա րված ա լին ու 
ղհֆոքւմացիոն վիճակնհրր կարհլի / ներկա լացնե է երեվ> չարված աչին ու. դե- 
^Որմաէյիոն վիճակնե րի դում արի սւհոքով։ Աոաջին լարվածալին վիճակր 
փչվում է հիմնական և որոշվում Հ կաուո էքված հիմհական իւոերարյիոն պրո~
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դեսով։ Ս.)ն ճիչս։ է ամրոդչ սալի համար: 4>րլ պրոդեււի առա?.Ւն մ ft VtU^'v I 

րութլունր համարժեք է "'"էի ծոման կլասիկ աևսա [Jլանր։ Я
//* րոռ երկու պրո դ/էււներով> որոնք կոչվում են լրաւրււցիչ, որոշ4 

այնպիսի լարված ալին վիճակներ, Որոնք արադ կերպով մարում են Աք[ 

եդրե րիր հեոանալու. դեպ քու֊մ: Ч-լղ պ րո դեււնե րի միջույով հաչվի են ifiail^lU 
ե դրա լին Լ ֆեկանե րր:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Р М. КИРАКОСЯН

ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
БЕЗМОМЕНТНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ ОБОЛОЧЕК В РАМКАХ 

ТЕОРИИ СТАРЕНИЯ*

Хорошо известно, что соотношения ползучести для большинства 
конструкционных материалов характеризуются сильной нелинейностью, 
что приводит при решении даже простейших задач к значительным 
математическим трудностям. Это обстоятельство заставляет искать 
эффективные методы приближенного решения задач ползучести. В 
настоящее время существует много вариантов приближенного реше
ния, основанных на различных линеаризациях уравнений ползучести 
[1—7|. Ниже рассматривается неустановившаяся ползучесть в рам- 
ках теории старения |1|.

Доказывается, что задачу ползучести можно свести к задаче 
неоднородного изотропного линейно упругого тела с переменными во 
времени параметрами упругости. Этот метод имеет некоторое пре
имущество по сравнению с методом „дополнительных деформаций* 
[6’;, однако его применение но всегда возможно. В работе показы
вается, что предложенный метод „переменных параметров упругости՜ 
с успехом можно применять к задачам ползучести стержневых си
стем и оболочек по безмоментной теории. В конце работы дается 
решение задачи безмоментной ползучести и релаксации трехслойных 
оболочек вращения.

1. Пусть компоненты полной деформация Txv.--- опреде
ляются уравнениями теории старения |1)

=,« + <։ = 2- [о, ֊ + =,)| + ±/(О/, է) (շ=Հ ֊«д
£ о

Тгу = ТлИ 1xv = /)тх> (xyz) (1.1)

I (/(’-'>֊)•

’ Работа доложена на V Всесоюзной конференции по теории пластин и обо- 
fc >՛*՛<՛.■. (Москва. 3—6 февраля 1965 г.).
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где £, * модуль упругости и коэффициент Пуассона материала, 
Հ и 5, — интенсивности деформаций сдвига ползучести и касательных 
напряжений.

Символ iavz) означает, что недостающие уравнения получаются 
круговой перестановкой букв х. у. г. Запишем уравнения (1.1) в виде

v = ֊jl’. »■<=. М|. ր,,-֊1~֊Ա.. to*). <i.J

£ £

где обозначено
£• • • 6' (J

3 /*/(-•;. Ո 2|3 Ի£/(յ,./)|
Уравнении (1.2) характерна к г некоторое неоднородное изо-1 

тропное упругое (приведенноеI тело с переменными во прсмеии по- 
ра.метрлми /? и **.

Попутно заметим, что при несжимаемости материала **®»0.5?
Таким обратом, задачу пол.учес ги теории старения можно свести 

к задаче неоднородного изотропного линейно упругого тела с перЛ 
меяными но времени параметрами упругости (1.3).

Если известно решение задачи произвольно неоднородного \п- I 
ругого тела, то с использованием формул (1.3) можно получить рс-;| 
шенне той же задачи с учетом ползучести материала, определяя при: I 
этом значения лераметров упругости £* и >- методом последом-1 
тел ьн ы х п р ибл я же и и и

--------- ^г֊.

3-£/(«/.» 2|3—'£(/., /)|

Принимая за исходное приближение решение задачи без учепЯ 
<°> <о.

ползучести материала, получим £* —£. •* — ն Как известно |6]. no ■ 
метод) .дополнительных деформаций* величины 7\у. (xyz) сле-| 
дует рассматривать как дополнительные, для отыскания который 
применяется метол последовательных приближений (при этом заЯ 
исходное приближение опять принимается решение упругой задачиД 
Преимущество этого метода по сравнению с методом „переменииЯ 
параметров упругости* заключается в том. что задачи ползу МОСТИ ГО.Я 
этому метолу сводятся к задачам того же однородного линейно уо-Я 
ругого тела с дополнительными де»|юр.мациями. Однако. для волучей 
ним //-ого приближения по методу .дополнительных деформаннД 
следует приближенно вычислить деформации ползучести целиком I 
(Л1 | </ր*~հ <я-П (*֊И <•-!» «я-Ь Ui!) й

/( Պ , Л (2 3» 3. 5;). з։ . П հ։¥, (.vylla
о В

В скобка» Maut-pxv оболнл чле7см номер приближения.
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При этом возможны случаи, когда ошибки определения /(=;, /) 
и компонент девиатора напряжений (2վ, еу з.), -.л (хуг) в ре
шении задачи вызывают ошибки одинакового знака. В таких случаях 
процесс последовательных приближений или не сходится, или схо
дится очень слабо.

Очевидно, что такое явление не будет иметь место при примене
нии метола „переменных параметров упругости1*, так как по этому 
методу приближенно вычисляется лишь величина/(з,՛. /). а компо
ненты девиатора напряжений, путем исключения, в процессе после
довательных приближении участвуют со своими точными значениями- 
Поэтому, в смысле точности приближений, предпочтение следует дать 
методу .переменных пераметров упругости“ и при возможности при
менять именно этот метол как более рациональный.

В задачах ползучести стержневых систем, в силу равномерности 
напряженного состояния каждого стержня, параметры Ճ* и >* зави
сят только от времени и характеризуют однородные тела с перемен
ными во времени упругими свойствами. Следовательно, в этих зада
чах применение метода „переменных параметров упругости** не свя
зано с особыми трудностями.

Нетрудно убедиться в том. что применение этого метода целе
сообразно и в статически неопределимых задачах безмоментной пол
зучести оболочек. На самом деле, в статически неопределимых за
дачах оболочек по безмоментной теории неоднородность упругих 

■ свойств материала не влечет за собой особых математических труд
ностей. При определении искомых функций интегрирования упругие 
параметры неоднородного материала входят в подинтегральные выра
жения. Это обстоятельство не мешает проведению последовательных 
вычислений значений искомых функций. Кстати, применение метода 
.дополнительных деформаций1* в данном случае не облегчает, а, на
оборот. усложняет процесс последовательных приближений, так как 

(л—։ ।
i в подинтегральные выражения, кроме величин /( -.՛ , Л, н этом слу- 

i.f> -։.։ (л- ։,՛ Ն (л—л
чае входят и комбинации напряжений 2 -«• а 5. . -<v, ••• 

I Uy?). Это обстоятельство ниже будет иллюстрировано на конкретном 
I примере.

Таким образом, в задачах ползучести стержневых систем и обо- 
I дочек по безмоментной теории целесообразно использовать метод 
I .переменных параметров упругости՜.

Ниже, в качестве приложения, приводится решение задачи без- 
моментной ползучести и релаксации трехслойных оболочек вращения.

2. Рассмотрим трехслойную оболочку вращения, слои которой 
I симметрично собраны относительно срединной поверхности. Будем 
| считать, что крайние слои изготовлены из одинакового материала, 
[а средний слой —из другого материала.
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Положение какого-либо параллельного круга срединной поверх
ности оболочки будем определять меридиональной дугой а, отсчиты
ваемой от некоторого праллельного круга а0 = 0.

Пусть рассматриваемая оболочка свободна от поверхностных на
грузок, один конец ее (а—а0) защемлен, а другой конец (<* = /) 
растягивается (сжимается) по направлению меридиана на величину 
«о (О- В случае и0(/) = н0 «const произойдет релаксация напряжений в 
слоях оболочки.

Граничные условия запишутся следующим образом

м(0. 0 = 0, «(/,/) = «о (/). (2.1)

Как известно {7j, усилия оболочки по направлениям меридиан 
7, и параллельных кругов 7', в данном случае имеют вид

г, («. О ■= т* (л-l}=- тг^՛ (2-2)R2 cos’ ft /?։ cos՞ ft

где U (/) искомая функция интегрирования. Zx։, R2 - радиусы кри
визны срединной поверхности оболочки, ft — угол между касательной 
к меридиану и осью вращения.

Очевидно, что
Тх (*. 0 = 2*։Ч» + 2՛ Л (х» 0 = 2ЛгЧ ։ + Л։Ч«• (2-3)

Здесь и 42 — толщины, а аа>։, տ₽։շ и । — напряжения но на
правлениям меридиан и параллельных кругов крайних (с индексом 1)и 

среднего (с индексом 2) слоев обо
лочки (фиг. 1).

Меридиональное перемещение 
с учетом первого из граничных 
условий (2.1) выражается через 
деформации по формуле [8|

(2.4)

Определяя полные деформации по соотношениям |1]

Ч / = ֊֊ (<Ч / - /) 4- 4֊// (”/» 0 (2ч. յ С/).
Et 6

Ч /я 4 v/c‘- /) ՜^՜ ք ՜ °*- $3
6

(ք,(*Խ ։> = ֊֊> և շ\ 
\ Պ /

для приведенных материалов слоев оболочки получим
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£/=------- 3-<---------- ,
34-(0/, О

. 6уу '■ i)
1 2[з -ад^. О] (7=1, 2). (2.6)

Решение задачи сводится к определению пяти неизвестных функ
ций а֊.,. и I ՛ (է), относительно которых имеем следующую систему 
пяти уравнений

24,=,.. ։ = ֊է/(/>_,
л ..СОЯ- О

2Л։з?, ^37₽. — ստ
А\ cos5 О

*-.1 = ^.2. Sp, |-=з_., w (/, է) = //0(Г), (2.7)

(первое и второе—уравнения равновесия, третье н четвертое -усло
вия совместного деформирования слоев, пятое неоднородное гранич
ное условие оболочки).

(ля сравнения, ниже приводятся решения по двум методам: 
а) по методу .дополнительных деформаций-

LbSUl ''&L- '•М
cos5 О /Հ

Щ*)

0 !՛■ I
(Л) (»։ 

/ЛМ՛:
(»>
ЕЬ>հ..)

O.W !_-,/?շ) - v,R,) £, fl .
/?,/?, cos=» о;֊

'.л)

ձՀճքշ/ձյ
/Л-D;

(л^
(Цг)

RJi, cos5 О

/Л(

— 
//.

D(o = Dro(o!i - - 
I MOJ՛

է л՝ 
гг

COS (•

tn>

(л)
зз. 2 -

(Я)

4/(0

<л)

RjAjCOS^O

<«)
4-/М',

2A, ^-^.1. (2.S)
л.

(л)

/?։. ֊և^։ <:>
(2.9)

R

где введены обозначения

1y։lri
COSO J

(D? -Dl)
,)ff?R.cosJ8
u

4 i(v։ ն) /</<| Dz |(v։ 4֊ >3) (/?• 4- /?;) 4- 2(14- V։) R^\ j da

(2.10)
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л- = |
*<i Լ-b՜J *>2:J

լ> г: f,

/<. Aj \U\ iJz)

/Հ = EJi..-r2F.՝hv \EJk 2vs/:/։. Հ«Ա(/) Ղ

й) по метолу „переменных параметров упругости11

IM) (п) (л) («•
<«> /;;< /< 4֊ հ/<.) />:(/?-+ <А)

՜ /</?.. cos*~

ЛЛ>
/:' Ы

75-------
(/Հ)= (7Հ)=

<л> ։«՝ (л; (л) iwj
(«О /Հ(/?. ՀՋ,) /Հ(/?3 Հ/ձ) /.-: .«»
Հ . - il֊-------- ■ —1 —L • -J- . — Լ;(է}

/</?.cos։i> (2Հ’.)Ճ (D.)S

<Ո) (л) <л) էՈ) |ր/,ւ

■ л> • ■</?..) Е) Л R„ ֊I '‘}Rii <■■>՛.
------՜---------------------- • —- ---- ------------------ ---------Л//). (2.121

՝n) (fl) Ol> (ff)
{Հչ-^ Հ^շ) >;/?.)

/?j/?3 COS՜-' и

(л)

('/ՀՐ Փ.}2

■ /II
(/(/).

(л I
U if) -

cos Այ
_____ I

<л> <л> /Հ(/?յ֊֊(- /?■?)

— ։
(՞) I (fl) <л) Ol> „ .. (л) -. j (9 И)

•2 D-.RJE I ( Հ + Հ) LtyR] 4- RE) 2D; AV<J I ’

D‘{ = 2£jA։ t- EJi.. D, շՀք:\/:ձ Հճ>;. (2.14)

Сравнивая эти решения, легко заметить, что и обоих случаях реше
ние задачи фактически сводится к последовательному \ гочнению зна
чении неизвестной функции интегрирования Ս (/) но соответс гну ютим 
схемам последовательных приближений (2.9) и (2.13). !՝с.’։и по методу 
„переменных параметрон упругости11 н подннтегральпое выражение 

<л—1>
входят только величины քէ( . г), то по методу „дополнительных 
деформаций1*—приближенные значения деформаций ползучести цели
ком (см. (2.6), (2.14). (2.13) и (1.7). (2.9)).
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Таким образом, применение метода ,дополнительных дефор.ма-

е1ем’
(«)4 А-Հ 

'-С.»Г

1 п 111 IV 1 >1 111 IV

1-10’ Ы0’ 1-10» 1 • 10е 0.5-10’ 0.5-101 0.5-10» 0,5-10»
0.93 0.97 0.95 0.96 0.36 0.43 0,41 0.42
0,89 0.94 0.93 0.93 0,30 0.40 0.39 0.40
0.85 0.93 0.91 0.91 0.26 0.38 0.38 0.38
0.82 0.91 0.89 0.88 0.23 0.38 0.36 0,37
0,78 0.89 0.86 0.87 0.17 0.37 0.33 0.36

НИй* н данном случае не облегчает, а, наоборот, усложняет процесс
слова тельных вычислении значении функций Շ' (г). Следовательно, 
осмотренной задаче целесообразно применять метод .переменных
метров упругости*.
В заключение заметим, что при несжимаемости материалов в

ях конических и цилиндрических оболочек кольцевые напряжения 
отсутствуют, т. с. слои оболочки не давят друг на друга. В этом

трудно убедиться, если значения >։ = •> 0,5, էհ — 2£> . v.
.ставить в соответствующие уравнения (2.12).

3. Рассмотрим задачу релаксации напряжений в трехслойных
шдрических оболочках крашения, 
Для конкретности положим

/?2 = /? — 100 см, I = 400 с.и, uQ = см, Zr։ = I см.

V, =0.2, », = 0.4, £, = 10 — (3.1)
глг

Հ, = 5-10> Հ. ք{(ն, Օ = Զյ(ՕՀ'Հ 
см-

2Л0 = Ю
(3.2)

В нижеприведенной таблице представлены результаты вычисле
нии значений искомой функции интегрирования Ս (է) и параметров 
нрияеденных материалов оболочки Հ.

Из таблицы видно, что разница между значениями искомой функ
ции f.’(t) при 3-ем и 4-ом приближениях не превышает одного про

цента.
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Таблица
(Л) 

ն ն
<5.- ,
Z/(0 кг

1 II III | IV I 1 ւ։ I III IV 1 ** 111 IV

0,2 0.2 0,2 0.2 0,4 0.4 0.4 0.4 101.11-10* 101.11-10* 101.11-10’ 101,11-10’
0.22 0.21 0,22 0,21 0.43:0,41 0.42 0.41 83,79 92,31 90.62 91.35
0.23 0.21 0,23 0.22 0.44 0.420.42-0,42 75,39 88.19 87.11 87.84
0,2-1 օ,շշ!օ,24 0.23 0, 13 0,420.43Ն.42 69.32 85,27 83.74 84.12
0,25 0,22 0.25 0,23 0.45 0.42 0,430.43 04,44 82.69 81,61 SI .93
0,26 0,23 0,25 0.24 0.400,430.44 0. 13 79,69 78.32 78,32 78,45

Па фиг. 2 приведены графики функции ?(/)= для четы

рех приближений.

Имея значения U (t). Е* и ՝гь напряжения вычисляем по форму
лам (2.12).

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 23 111 I'M

Ռ. Մ. նԻՐԱնՈՍՅԱՆ

ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ԱՆՄ11ՄԵՆՏ ՍՈՎՔԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԻ 
ՄՈՏԱՎՈՐ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Աշխատս։ թլան մեջ ցուլց I. տրվում է որ սողքի խնդիրք։ կարեքի է րէւ րել 
մ ամանակի ընթար/քամ փոփոխվող պ ։։։ րամ հարեր ւււնեւ/ող անհամ ասհո, 
ղծա/ին աոածդական իղոտրոսյ մ'ս։րքք1։ի խնղրին: Առաջադրվող մեթոդր ո[,ո1 
աո ավե քո։ ի! լան ունի <[ լրացումի չ դեէիո րմացիանե րի 2 հալտնի 16 j մե քմ ողք։ 
նէրստմ ամ ր։

Աալց է տրվում, որ ալն հաջռղռւ [Jլամր կարելի ի Հպաաղործել ձուլային 
սիոահմէւերի ե անմէէմհնա թա/լանթնևրի սողքի խնդիրների լուծման համար!
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Աշխա чип [Jլան վԼր^ւսմ սւրւիէէմ Լ и/tu աif ան եուսշհլւտ իք Шղանքմների անմւէ֊ 
մենտ սողքի և all լաքսա էյի ա լի խնդրի րււծւոմր։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧ

К. С. КАРАПЕТЯН

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ НА ПРОЧНОСТЬ И ПОЛЗУЧЕ 
БЕТОНА В ЗАВИСИМОСТИ ОТ РАСХОДА ЦЕМЕНТА

Как известно, бетой является анизотропным материалом, и в.тнп| 
анизотропии на прочность, деформат ивность и ползучесть бетона м 
существенно ] 1 —I].

Настоящая работа посвящена результатам исследования щш! 
анизотропии на прочность и ползучесть бетона при сжатии и pacrj 
нии в зависимости от расхода цемента.

$ I. Общие сведения, обч։м и методика исследования

Влияние анизотропии па прочность, дсформатнвность и ползуч 
бетона изучалось над четырьмя составами шлакобетона и над четщ 
составами тяжелого бетона.

Составы бетонов приведены в табл. I.

Составы бетон,)

№
№

 
со

ст
ав

ов

Вид бегонл Состав бс гони 
пи весу

Расход .мл сериалов на 1 
бетона в кг

ж’
Ն. >’

ицемент 1 весок щебень | ВОДА

1 1.3,08:2.98 239 736 711 310 1’йМ
շ Шлакобетон 1:2,29:2.23 312 71 Г, 694 305 2027 О.Я
3 1:1,66:1.88 371 615 697 312 1995 0.11
4 1:1,37:1,55 433 592 669 322 2016

о
6
7
8

Тяжелый 
бетон

1:3.68:4,73 
Խ2.96։3.90 
1:2.45:3.26 
111,88:2.50

281
329
408

861
831
807
768

1112
1095
1071
1022

194
195
197
202

2402
2402
2401
2400

с.а 
о я

Эксперименты были выполнены на призматических образцах ив՛ 
мерках сечением 10X10 см, высотой 60 см, изготовленных в вертик: 
пых и горизонтальных формах.

Приготовление бетона производилось вручную, а уплотнение на 
броплощадке при продолжительности вибрации 30 секунд. Образ) 
побеждались от форм через 48 часов.
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Шлакобетонные образцы до месячного возраста хранились во влаж- 
н камере, далее в обычных лабораторных условиях, где проводились 
Йтельные опыты. Образны из тяжелого бетона сразу после распалуб

ки хранились в обычных лабораторных условиях.
В помещении, где проводились опыты над шлакобетонами, в про

чее длительных опытов температура Т 21±5°С, а относительная вла 
Нрсть Р = 664; 12%. В помещении, где приводились опыты над тяжелым 
тоном. Т=21±6°С. а Р = 62—12%,

Призмы и восьмерки из всех составов шлакобетонов были уставов- 
(иы под длительную нагрузку в возрасте 29 дней, а из тяжелого бетона 
(Ставов № 5 и 6—28 дней. Призмы из тяжелого бетона составов № 7 и 
были загружены в возрасте 31 день.

Из каждой разновидности образцов загружались но три образна.
Всего было загружено 48 призм и 36 восьмерок.
С момента длительного нагружения образцов па таком же количе- 

ве Образцов-близнецов определялись усадочные деформации.
Величины напряжений в длительно нагруженных образцах указаны 

। Соответствующих графиках
Помимо длительных опытов, под кратковременной нагрузкой были 

пытаны кубики, призмы в восьмерки.
Испытание призматических образцов производилось ступенчатым 

1груженем и выдержкой под каждой ступенью нагрузки в течение од- 
»й минуты. Восьмерки испытывались без выдержки.

§ 2. Влияние анизотропии на прочность и деформативность бетона 
при сжатии в зависимости о г расхода цемента

Прочностные показатели бетонов на сжатие приведены в табл. 2.

Влияние анизотропии пл прочность бетона при сжатии и зависимости 
о։ расхода цемента

Таблица 2

бетона

Во
зр

ас
т б

ет
он

а 
к м

ом
ен

ту
 ие

ны
- 

т<
 н

ня

со
ст

ав
а 

бе
то

на
 

Ра
сх

од
 це

ме
нт

а 
вл

 1 .ч
3 бе

то
на

 
в к

г_
__

__
__

__
_ Прочностные характеристики бетонов, 

когда направление сжимающей силы 
при испытаний по отношению к слоям 

бетона IV
R RuPперпендикулярно ՛__ п раллелыго__

R в Z?nj> н /?цр /?’ в А’Пр в ^п|>
к? с.и- лг.г.в д. кг елг кг см-. ц՛

941Л1ХСбеГ0Н “%

239 139 75 0.54 131 93 0.71 0.94 1.24
312 206 137 0.66 211 163 0.77 1.02 1.19
371 207 167 0.80 197 179 0,91 0.95 1,07
•133 272 221 0,81 276 214 0,77 1.Ш 0.97

235 67 — — 60 — — 0.90
281 116 — — 119 — — 1.02
329 -- МО — — 159 — — 1.13
4U8 227 — — 163 — — 0.72

Тяжел ын 
бетон

:стия AH, ccohs фнз.-м;։т. изук. V 5
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Как видно из табл. 2, относительная призменная прочность () бе- 

тона но испытаниям призм параллельно слоям несколько больше, чем по՛ 
испытаниям призм перпендикулярно слоям. С увеличением расхода ։м- 
мента относительная призменная прочность бетона возрастает.

Данные табл. 2 показывают, что анизотропия бетона оказывает за
метное влияние на призменную прочность бетона. При малых расходах । 
цемента призменная прочность по испытаниям образцов параллельно 
слоям больше, чем призменная прочность по испытаниям образцов пер
пендикулярно слоям. Однако, с увеличением расхода цемента разница 
призменных прочностей уменьшается и после некоторого расхода цемен- 
тя наблюдается обратное явление.

Таким образом, влияние анизотропии на призменную прочность бе
тона в большой мере зависит от расхода цемента.

Кубиковые прочности шлакобетонов составов № 2 и 3 практически 
получились одинаковые, несмотря на то, что расход, цемента для состава 
№ 3 был на 60 кг больше. Причиной этого, несомненно, является то. чти; 
песок, примененный для шлакобетона состава № 3, имел меньший объ
емный вес (1056 кгДи3), чем песок, примененный для состава №2 
(1230 кг/ле3). По этой же причине увеличение расхода цемента не кри
вело к существенному увеличению призменной прочности.

Экспериментальные кривые деформаций каждой серии призматиче
ских образцов были описаны зависимостью следующего вида

3
а —

£= ----- &£— (1Й

I ծ-
Rn.

где и и b - коэффициенты, определяемые из опыта.
На основании формулы (1) для модуля деформации получается сле

дующая зависимость:

£.=—'1/1 ծ-—у. (2>
(I \ A*:ip /

где —ր' — начальный модуль деформации бетона (£*0). 
а

На фиг. I приведены кривые деформаций призматических образцов 
из шлакобетонов, испытанных перпендикулярно и параллельно слоям.

Как видно из фиг. 1, кривые деформаций, построенные по формуле 
(1), с использованием соответствующих значений параметров я и b хо
рошо отвечают опьыным данным. На фиг. 1 во всех случаях кривые де
формаций призм, испытанных параллельно слоям, расположились выше 
кривых деформаций призм, испытанных перпендикулярно слоям. Обрат
ное явление наблюдалось только при тяжелом бетоне с наибольшим рас
ходом цемента (состав 8).
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Таким образом, влияние анизотропии на деформации бетона при 
сжатии в большой мере зависит от расхода цемента При малых расхо
дах цемента деформации бетона по испытанию призм параллельно сло
ям заметно меньше, чем по испытаниям образцов перпендикулярно сло
ям. С увеличением расхода цемента разница деформаций уменьшается, 

Д| при некотором расходе цемента они приобретают одинаковые значе
ния. Дальнейшее увеличение расхода цемента уже приводит к тому, что 
деформации образцов, испытанных параллельно слоям, становятся боль 
те деформаций образцов, испытанных перпендикулярно слоям.

фиг. I. Влияние авизо:рокии па деформации шлакобетона при гжатии и 
зависимости or расхода цемента.

В
тонов

табл. 3 приведены значения касательных модулей деформаций бе- 
при сжатии, подсчитанные по формуле (2). Здесь ясно видно, как 

г. увеличением расхода цемента характер влияния анизотропии на модуль 
■деформации бетона с увеличением расхода цемента изменяется. Па о.спо- 
| Ванин данных табл. 3 можно сделать вывод, что влияние анизотропии на 
модуль деформации тяжелого бетона при сжатии гораздо больше, чем 
на модуль деформации шлакобетона. Одновременно ешс раз подтверж 
дается и тот вывод, что с увеличением напряжения влияние анизотропии 
на модуль деформации бетона увеличивается 13, 4].
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Таблица 3

= и Отношение мод тли деформации образцов, нс-
я_ Направление .Модуль дефтмдции бетона по пытанных параллельно слоям, к модулю де-

« я 5 сжим ющей си- касательной в Т см1 лрн напряжении формаций образцов, испытанных перисидику-
п; —.Q. к 32 с

Вид бетона
с ~

«С
Х
О
Д
 

из
 1 

на
 и 

j лы при испы
тании н_ отнош 
к слоям бетона q-0 е~30 с=60 3=10О « = 150 т — 0

тярно ело 
с-֊-30

ям при напряжении 
с=-60 ! о=1Ю

_______  
««=150

Քշ- Хо £ Տ н Х2 сл." кг см1 кг.см։ лгг.си’ кг. f.w кг см1 кг:слс кг/см2

1 239 перпенд.
парад.

192
181

75
109

1>
55

— 0.94 1.45 4.58 — —

28 дней шлакобетон 2 312 перпенд.
парад.

211
216

147
166

95
123

20
74 —. 1,02 1.13 1,29 3,70 —

3 371 перпенд. 
парад

2f?5
224

161
180

123
141

79
97

38
53 1.09 М2 1.14 1,23 1,39

4 433 перпенд. 
парад.

23G
226

19(5
193

КО
162

121
124

77
85 0.96 0,98 1,01 1,02 1.10

5 235 перпенд. 
парад.

146
165

55
77

— 1.J3 МО — — —

1 год тяжелы)! 
бетон

Г. 281 перпенд.
нарал.

199
229

136
168

86
116

36
62 ■— 1.15 1,23 1.35 1.72 —

7 329 перпенд.
парад.

235
269

170
216

115
169

59
115 .— 1.I4 1,27 1.47 1.95

8 408 перпенд 
парад.

240
252

214
211

190
574

159
130

125
81 1,05 0,99 0,91 0.81 0.67

К- С. Карапетян
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§ 3. Влияние анизотропии на ползучесть бетона при сжатии 
в зависимости от расхода цемента

На фиг. 2 приведены кривые ползучести 4-х составов шлакобетонов 
при ежа 1 пи по испытаниям призм перпендикулярно и параллельно слоям.

На фиг. 2 независимо от состава бетона во всех случаях кривые пол
зучести призм, испытанных перпендикулярно слоям, расположились вы
ше кривых ползучести призм, испытанных параллельно слоям. Однако, 
как видим, е увеличением расхода цемента расходимость кривых ползу- 
Лести образцов, испытанных перпендикулярно и параллельно слоям ук
ладки бетона, уменьшается. Аналогичное явление наблюдалось в опытах 
нал четырьмя составами тяжелого бетона.

մ>ւո 2. Вдшшяе аин.«>гг,к>иин на ползучесп. шлакобетона при сжатии 
в злиисимосгн о։ расхода цемент;։.

В момент длительного нагружения призматических образцов из со
ставов бетонов №№ I, 2. 5 и 6 сжимающее напряжение составляло 
40кг/с.я2, а призматических образцов из составов бетонов № 3, I, 7, 8— 
50 кг/см-. Поэтому, чтобы можно было более правильно качественно и 
количественно Оценить влияние анизотропии на ползучесть бетона в за
висимости от расхода цемента, на фиг. 3, в качестве примера, приведены 
кривые мер ползучести всех составов шлакобетонов. Последние нагляд
но показывают, как с увеличением расхода цемента кривые меры пол
зучести по испытаниям призм перпендикулярно и параллельно слоям 
лее больше приближаются друг к другу.

В табл. 1 приведены предельные значения мер ползучести всех со
ставов бетонов при сжатии. Одновременно для каждого состава бетона 
приводится отношение меры ползучести призм, испытанных перпендн- 
кулярно к слоям, к мере ползучести призм, испытанных параллельно 
слоям.
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Как видно из табл. 4. независимо от вида бетона с увеличением рас
хода цемента мера ползучести бетона при сжатии уменьшается. С уве-

лнчением расхода цемента у меня шлется 
С и —•
С

Хйпыосп г л«>>
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Фиг. 3. Влияние анизотропии на 
меру ползучести шлакобетона при
сжатии в зависимости от расхода

Таблица 4 
Влияние анизотропии на меру ползучести бетона 
при сжатии в зависимости от раската цемента

Мера ппд-лучести бетона.
Я когда направление ежи

zf п а МЗКШЦ’Й ГИЛЫ по отно- с
Տ е. е Ма «Ո те шенню к слоям бетона

со ֊7 = и >- О <-> - 1-ri нервен 1. парал.
Ճ — •: — и — “՝- (СХЮ*) (СХЮ«)

1 2 59 55.9 42,1 1.33
lil.юно- Հ. 312 30.0 22.5 1.33
бетон 3 371 23.1 21.9 1.06

4 433 21.1 19.2 1.10

Тяже
лый бе-

5 235 40.4 32.0 1,26
с, -М 23.7 19.2 1,23
7 329 18.4 14.4 1.28

ТОН 8 •ЮЗ 12.1 11.2 1,08

цемента.

Таким образом, с увеличением 
зотропии на меру ползучести бетона

расхода цемента влияние 
при сжатии уменьшается.

анн-

§ 4. Влияние анизотропии на прочность и деформа тинное гь 
бетона при растяжении в зависимости от расхода цемента

Прочностные показатели 4-х составов шлакобетон՛ ж и 2-х vt ставов 
тяжелых бетонов на растяжение приведены в табл. 5.

Как показывают дачные табл. 5, прочностные показатели шлакобе* 
гонов составов № 2 и 3 на растяжение практически получились едина? 
ковые. Причиной этого, кан уже указывалось, является и;, что шлако
вый песок, примененный для составов № 3 и 4, имел объемный вес мень
ший. чем шлаковый песок, примененный для составов № I и 2

Как видно из табл. 5. во всех случаях, независимо от величины рас
хода цемента, прочность образцов, испытанных на растяжение парал
лельно слоям, получилась больше, чем прочность образцов, испытанных 
перпендикулярно слоям Но этой же причине и относительная прочность 
бетона па растяжение в первом случае больше.

На основании данных табл. 5 отношение ճ՝:ւ. ыя всех составов 

бетона получилось практически одинаковым.
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Таблица .5
Влияние анизотропии на прочность бетона при растяжении в зависимости 

от расхода цемента

Лид бетона
Возраст бе
тона К МО-

а 
га 
w ем

ен
та

 
бе

то
на

1 (рочностныс 
направление 

испытан ин

показа тели бетонов, когда 
растигнн.поихей силы при 
по отношению к слоям

бетона
менту испы

тания
у О •հ’» перпендикулярно параллельно

2 Ра
сх

о 
на

 1 
в кг

. А- п.
кг/саг

/?,»в 
кг/с аг '•1

'0 /?’ в 
кг /см’՝ Հ. ° кг саг /г

Олакобстом 28 шей
1 շ
3 
4

239
312
371
433

139
206
21*7
272

7,7
12.1
12.8
13.8

0.056
0.039
0,062
0,050

131
211
197
276

10.7
16,9
17.1
19.1

0.081
0,080
0.086
0.069

1.39
1.40
1,33
1,38

Тяжелый 
бетон 1 год 5

6
235
281

— •1.4
8,0 ֊

5.7
11.5

— 1,29
1,44

Таким образом, несмотря на то, что влияние анизотропии на проч
ность бетона при растяжении весьма существенно, от расхода цемента 
как будто оно не зависит. Однако, мы полагаем, что и в данном случае
алияиис анизотропии имеет тот же характер, который мы наблюдали в
лучар сжатия. Разница заключается лини, в том. что при растяжении 
арактер влияния анизотропии на прочность бетона стирается при более 
ольшом расходе цемента, чем это имеет место в случае сжатия.

По данным табл, 5 при одинаковом расход՛.՛ цемента прочность in- 
:елого бетона при растяжении получилась меньше, чем прочность шла՝ 
эбетона. На первый взгляд это может показаться неправдоподобным 
собеино если учесть, что данные испытании тяжелых бетонов соответ- 
гвуют возрасту 1 год. а данные шлакобетонов 28 дней ©ДНЙкр, как 

Йудет показано, па это есть свои причины.
Мы не располагаем данными испытании образцов из тяжелых бето

нов в возрасте 28 дней, хранившихся в обычных условиях, где проводи
лись наши длительные опыты. Поэтому мы воспользуемся результатами 
։спытання восьмерок из бетонов составов № 5 и .V՛ 6. которые храни

лись во влажных условиях.
В качестве примера мы приведем данные, относящиеся только к бе՝ 

тону состава № 5.
По испытаниям Восьмерок, хранившихся во влажных условиях пер- 

евдикулярпо слоям, прочность бетона в 28-дневном и го. идиом возра- 
тах соответственно составляла 9.8 и 18 каД-՜-1'2. а по испытаниям восьмерок 
1араллсльно слоям — 10,0 и 26,7 кг!см2. Сравнение этих данных с анэ- 
югнчными данными, относящимися к обычному хранению (табл. 5), по
дзывает, какое большое влияние оказывает влажность среды на проч
есть бетона при растяжении О.тако, надо полагать, что это влияние 

ао месячного возраста было не существенным и поэтому без большой по
грешности данные прочностных показателей бетона состава № 5 на рас- 
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тяженис. хранившегося во влажных условиях, можно отнести и к усл< 
вия.м обычного хранения.

Таким образом, нарастание прочности бетон;։ на растяжение во в pi 
мани при благоприятных влажностных условиях весьма существенно; 
при малой влажности среды нарастание прочности не только может при 
остановиться, но даже может наблюдаться падение прочности бетона 
во времени.

Такое явленно неоднократно наблюдалось и в ранее проведенных 
нами исследованиях [3, 4].

Падение прочности бетона во времени в данном случае обусловлено 
тем. что портландцемент, на котором были приготовлены все составы бе
тонов. был иуццолановый, а. как известно, при этом условия твердения 
приобретаю։ спи* большее значение.

Низкие показатели прочности тяжелых бетонов на растяжение ш 
сравнению с показателями шлакобетонов частично объясняются и тем, 
что в момент приготовления шлакобетонов цемент имел марку «400», а 
тяжелых бетонов—«300».

Все. что было сказано в отношении влияния влажности ept .։՛ на 
прочность бетона при растяжении, в полной мерс относится и к проч
ности бетона на сжатие. Однако, при неблагоприятных влажностных ус
ловиях падение прочности бетона на сжатие во времени относительно 
меньше, чем падение прочности бетона на растяжение.

На фиг. 4 приведены кривые деформаций 4-х составов шлакобетонов 
на растяжение. В этом случае также все экспериментальные кривые де
формаций каждой серии образной были описаны зависимостью (21 и по
лучены значения параметров а и Ь.

На փա. 4 все кривые деформации образцов, испытанных параллель^ 
но слоя՛.։, расположились выше кривых деформаций тех образцов, кото
рые были испытаны перпендикулярно слоям, указывая тем самым на то. 
что в первом случае деформации меньше Однако, нетрудно заметить, что 
с увеличением расхода цемента расходимость кривых деформаций образ
цов. испытанных на растяжение перпендикулярно и параллельно слоям, 
уменьшается, и очевидно при некотором расходе цемента они совпадут. 
А дальнейшее увеличение расхода цемента уже приведет к тому, что бу
дет наблюдаться обратное явление, т. е. кривая деформаций образцов, 
испытанных перпендикулярно слоям, займет положение выше кривой 
деформаций образцов, испытанных параллельно слоям

Таким образом, характер влияния анизотропии на деформации бе
тона при растяжении, в зависимости от расхода цемента, такой же. как 
при сжатии. Разница заключается лишь в том. что в первом случае тот 
расход цемента, при котором деформации образцов, испытанных перпен
дикулярно и параллельно слоям, приобретают одинаковые значения го
раздо больше.

В табл. 6 приведены значения модулей деформаций бетонов по каса
тельной при растяжении, определенные по формуле (2). при различны) 
напряжениях. Как и в случае сжатия, модуль деформации бетона по нс
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1таниям образцов параллельно слоям больше, чем по испытаниям об
разцов перпендикулярно слоям. Однако, с увеличением расхода цемента

ношение модулей при этих двух видах испытаний уменьшается.

Фиг. 4. Влияние анизотропии н.ч деформации шлакобетон;։ 
при растяжения в залисимогги о։ расхода цемента.

На основании данных табл. 6 можно сделать вывод, что и при ра
стяжении влияние анизотропии на модуль деформации тяжелого бетона

фаздо больше, чем на модуль деформации шлакобетона.

§ 5. Влияние анизотропии на ползучесть бетон» при растяжении 
в зависимости от расхода цемента

На фиг. 5 представлены кривые ползучести 4-х составов шлакобето
нов при растяжении. Как видим, ползучесть образцов, испытанных пер
пендикулярно слоям при всех составах бетонов, больше ползучести об
разцов, испытанных параллельно слоям. Однако, разница деформаций 
ползучести и в этом случае, как при сжатии, с увеличением расхода це
мента уменьшается. Болес наглядно это видно из фиг. 6, где приведены 
кривые мер ползучести шлакобетонов при растяжении



Влияние анизотропии на модуль деформации бетона при растяжении и зависимое»»» от расхода цемента
Таблица б

Вид бетона
Возраст бе- 
юна к мо
менту ис

пытания

Н
ом

ер
 со

ст
ав

а
Расход не

мей »а на
1 .н’ бег 

И KZ

Направление ра- 
.тятиплпчцеи силы 

при йены г по 
ОТ ПО 1. К СЛОЯМ 

бетона

Модул», деформации бетона ио каса 
тельной в 7 где при напряжении

Отношение модуля деформации об
разцов. испытанных параллельно 
слоям, к модулю теформ.тнй об
разцов, испытанных перпендикулярно 

к слоям, при напряжении

3=3
кг «՝.»/’ 5?՚Հ кг гаг

: 10 
кг c.ir' з-О :֊3 

кг,саг
3=6 

кг саг
о=10 
кг с.иг

1 239 перпенд, 
народ.

167
172

112
145

67
121 —• 1.03 1.29 1.81

Шлакобетон 28 диен 2 312 перпенд. 
парад.

164
178

131
167

101
157

67
144 1.09 1.27 1.55 2.15

3 371 перпепл. 
парах.

186
204

158
178

132
153

100
126 1.10 1.13 1.16 1,26

4 433 перпенд. 
пара л.

219
225

187
201

158
179

125
152 1,03 1.07 1.13 1.22

Тяжелы 11 1 гол
5 235 пермеил. 

парад.
112
195

45
108

—
— 1.74 2,40

бетон
С 281 перпепл. 

парад.
138
207

11)Ь
159

82
115 1.50 1.47 1.40 —
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Фм| 5 Влияние .ши им рои ни n.t по. и к ՛ահ и. шлакобетона при растнжснин 
U lamtciiMoi :м от рлехчи неМенгл

В табл 7 сведены значения предельных значении мер ползучести
:е.х составов бетонов но испытаниям образцов перпендикулярно и па- 
эллсЛьно слоям при растяжении Здесь же указаны значения отноше

'1’|П. (■• II.IKIlllllc .'II1H 1'Ս|» IIIIII1 11.1 чг- 
Ip.V ПОЛЛуЧССЧ И 1ПЛ.П<0бг:О>|.1 при р.н- 
ВжЫинн и инн» ичоггн о- расход.» 

цемента.

ний мер ползучести бетонов ( — •- )• 
\ Ср '

На основании данных табл. 7 с 
увеличением расхода цемента мера 
ползучести как шлакобетона, так и 
тяжелого бетона при растяжении 
уменьшается. При одинаковом ра
сходе цемента мера ползучести шла
кобетона значительно больше, чем 
.мера ползучести тяжелого бетона.

Меры ползучести шлакобетонов 
составов № 2 и 3 практически полу
чились одинаковые (табл, 7) Такое 
жч явление мы наблюдали в проч
ностных показателях этих составов 
бетонов, что было объяснено разными 

.■•«ними весами тех песков, ко
торые были применены зля их при- 
.отопления. Именно по этой же при
чине. несмотря на больший расход 
цемента. мера ползучести шлакобе- 
.о|ш состава № 3 получилась рапной

Йере ползучести шлакобетона состава № 2.
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Таблица г
Влияние анизотропии на меру ползучести бетона при растяжении и запнсимосп; 

or расхода цемента

Вит бетона Номер 
состава

Расход це 
мен а па 

1 бетона 
н «г

Мера ползуче։ ։ и бетона, ко’-да на
правление растя։ ивйющсй силы по 

отношению к слоям бетона
Գ 
Գ

перцепд. Дф 10*) ! парад. (Ср 10‘)

I 239 100.5 73.2 1.37
Шлакобетон 2

3
312
371

48,0
48.8

35,3
36.8

1,36
1,33

4 433 36. Չ 28,0 1,28

Тяжелый 235 69.5 40.5 1,71
6 281 40.6 23.4 1.73 1

Отношение
(Հ

для разных составов шлакобетонов и гяжс-лых би-

тонов отличается незначительно (табл. 7|. Однако, из опытов нал ч։
тырьмя составами шлакобетонов вытекает вывод, что с увеличением рас-! 
хода цемента влияние анизотропии ил ползучесть бетона при растяже
нии также уменьшается.

Таким образом, влияние анизотропии на ползучесть бет։ на при рас
тяжении в зависимости от расхода цемента имеет тот же характер, что! 

С,.
и при сжатии. Однако, очевидно, в шипом случае отношение —;՛ ПРИ'1 

^ •՛ • I
обретает значение, равное единице при более значительном расходе Цй-я 
мента, чем это имеет место при сжатии.

§ 6. О причинах уменьшения п.тияпня анизотропии на прочность, 
деформатнвность и ползучесть бетона с увеличением 

расхода цемента

Проведенные исследования показали, что влияние анизотропии на֊' 
прочность, дсформативность и ползучесть бетона в большой мере зави
сит от расхода цемента. При малых расходах цемента призменная проч
ность и прочность бетона па растяжение по испытаниям образцов парал
лельно слоям больше, а деформации меньше, чем по испытаниям образ
цов перпендикулярно слоям. С увеличением расхода цемента разница 
как прочностей, так и деформаций образцов, испытанных параллельно и 
перпендикулярно слоям, уменьшается н при некотором расходе цемент.-.: 
полностью стирается. Дальнейшее увеличение расхода цемента приводит 
к тому, что прочность бетона по испытаниям образцов параллельно ело՛: 
ям уже получается меньше, а деформации больше, чем по испытаниям 
образцов перпендикулярно слоям.

Прочностные и дсформативныс показатели бетона по испытаниям 
образцов параллельно и перпендикулярно слоям на растяжение получа
ются одинаковые при более большом расходе цемента, чем на сжатие.
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Для выяснения причин, которые приводят к изменению степени влия
ния анизотропии на прочность, дсформативиость и ползучесть бетона с 
увеличением расхода цемента, мы будем исходить из той гипотезы, кото
рая нами была выдвинута для объяснения природы анизотропии бето
на [I. 2].

При укладке и уплотнении бетона в результате внутреннего расслаи
вания излишняя вода отжимается на поверхность бетона, а часть ее по 
Пути задерживается под частицами крупного заполнителя, образуя мно
жества водных прослоек. В дальнейшем но мере твердения бетона, осо
бенно когда это происходит в условиях невысокой влажности среды, во
да из указанных прослоек испаряется и па их местах образуются пусто
ты, которые ослабляют структуру бетона и тем самым оказывают отри
цательное влияние на прочность бетона. Отрицательное влияние получа
ется наибольшим в том случае, koi да призмы и восьмерки испытываются 
перпендикулярно слоям укладки бетона, так как внешняя нагрузка на
правлена перпендикулярно плошали пустот [I. 2].

При приготовлении бетона с увеличением расхода цемента количе
ство воды, которое поглощается цементом при его затворении, увеличи
вается; поэтому уменьшается количество свободной излишней воды и той 
ее части, которая задерживается под частицами крупного заполнителя 
три укладке и уплотнении бетона. Л последнее приводит к уменьшению 
как количества, так и размеров тех дефектов, которые образуются в бе
тоне в результате внутреннего расслаивания, и тем самым к уменьшению 

‘Влияния анизотропии.
Таким образом, с увеличением расхода цемента Влияние анизотро- 

пни на прочность и дсформативиость бетона, обусловленное внутренним 
расслаиванием, уменьшается и при некотором расходе цемента стирает
ся. Такой вывод вытекает из наблюдавшегося того явления, что после 
некоторого расхода цемента при дальнейшем его увеличении призменная 
прочность бетона по испытаниям образцов параллельно слоям получа
ется, наоборот, меньше, а деформации больше, чем ио испытаниям об
разцов перпендикулярно слоям.

Исходя из данного нами объяснения причин анизотропии бетона, 
внутреннее расслаивание не может привести к такому явлению. Здесь 
несомненно есть другая причина, влияние которой противоположно влия
нию анизотропии и их наложение приводи։՛ к такому явлению.

На основании опытов О. Н. Штерна прочность призм, испытанных 
параллельно слоям, на 10- 13% меньше, чем прочность призм, испытан
ных перпендикулярно слоям |6]. Аналогичное явление наблюдалось и в 
опытах Г. Н. Пнсанко [5].

В работе О. Н. Штерна состав бетона, над которым были выполнены 
его опыты, не приводится. Что же касается опытов Г. Н. Пнсанко, то они 
относятся к высокопрочному бетону с большим расходом цемента. Одна
ко, нет сомнения, что и в опытах О. Н. Штерна испытывался бетон с 
большим расходом цемента, так как на основании наших исследований 
только в >том случае призменная прочность по испытаниям образцов па- 
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раллсльно слоям получается меньше, чем но ист таниям образцов пер* I 
пен ди ку л я р н о слоя м.

При изготовлении бетонных образцов слон бетона по высоте из-за I 
неодинаковой степени уплотнения приобретают разные прочностные и 1 
деформативныс свойства. И. как укалывает О. Н. Штерн, это обстоя- I 
тельство отрицательно сказывается на прочности призм, бетонируемых I 
в горизонтальном положении. А происходит это так потому, что при их 1 
испытании из-за неодинаковой прочности слоев нагрузка сечением вое- I 
принимается неравномерно. Вначале в работу включаются более плот- I 
ные и прочные слои бетона, и с повышением нагрузки происходит пере- I 
распределение напряжений с прочных слоев на менее прочные. А по- I 
скольку еще до того, как все сечение бетонного образца в полной мере I 
включается в работу, происходит разрушение прочных слоев, рабочее се--1 
чение уменьшается, и разрушающая нагрузка понижается. При верти- 1 
кальном бетонировании образцов бетон по высоте также получается не-1 
однородным, однако при испытании, поскольку нагрузка воспринимает- I 
ся равномерно всем сечением, прочность получается больше. Это и есть 
гот дополнительный фактор, влияние которого, накладываясь на влия
ние анизотропии, приводит к полученным соотношениям призменный 
прочностей, модулей деформаций и деформаций ползучести бетонных об
разцов, испытанных параллельно и перпендикулярно слоям в зависимо- । 
сти от расхода цемента.

Влияние анизотропии, обусловленное внутренним расслаиванием, на 
прочность, деформативность и ползучесть бетона до определенного рас
хода цемента более существенно, чем то влияние, которое оказывает не
однородность бетона, возникающая вследствие неодинаковой степени уп- ' 
лотиеиия его слоев. Это так потому, что в противном случае и при малых, 
расходах цемента прочность призм по испытаниям образцов параллель
но слоям была бы меньше, а деформации больше, чем по испытаниям об
разцов перпендикулярно слоям.

Все пышссказпное в полной мерс относится п к случаю растяжения! 
Разница заключается лишь в том. что в этом случае влияние анизотро-- 
пни па прочность, деформативность и ползучесть бетон:՛, стирается пр»: 
более больших расходах цемента.

Выводы

I. Анизотропия бетона обусловлена внутренним расслаиванием, ко
торое имеет место при его укладке и уплотнении.

2. Анизотропия оказывает существенное влияние на прочность, де* 
формативное™ и ползучесть бетона при сжатии и растяжении и в боль
шой мере зависит от расхода цемента.

При малых расходах цемента, благодаря анизотропии, призменная 
прочность и прочность бетона на растяжение по испытаниям образцов 
параллельно слоям гораздо больше, а деформации при кратковременном 
и длительном загружениях меньше, чем по испытаниям образцов перпен- 
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ликулярпо слоям. С увеличением расхода н֊ мента, влияние анизотропии 
на прочность и де.формативность бетона при сжатии и растяжении 
уменьшается и при некотором расходе цемента стирается.

3. При укладке и уплотнении слои бетона по высоте из-за неодина
ковой степени уплотнения приобретают разные прочностные и деформа- 
тнвные свойства, что более отрицательно сказывается на прочности об
разцов, бетонируемых в горизонтальном положении.

4. До определенного расхода цемента влияние анизотропии на проч 
н.ость, деформативность и ползучесть бетона, обусловленное внутренним 
расслаиванием, более существенно, чем влияние неоднородности бетона 
из-за различной прочности и деформативности его слоев.

5. Прочностные и деформативные показатели бетона по испытаниям 
образцов параллельно и перпендикулярно слоям на сжатие приобретают 
одинаковые значения при относительно меньшем расходе цемента, чем 
на растяжение.

Институт математики и механики 
ЛИ Армянской ССР Поступила 20 lit

Ч. II. ’ւ1Լ|'ԱՊեՏ«ԱՆ

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊԻԱՅԻ Ա9.Դ1)311Իէ*311ԻՆՐ ՐԻՏՈՆԻ 11ՈՎՔԽ ՎՐԱ՛ ԿԱԽՎԱԾ 
ՅՍՄԻՆՏԻ ԾԱԽՍԻՑ

II. մ ւ|ւ ո փ и ւ մ

Հողվածում tn it tn ւէհ in ո ի լոք ու մ է րեաոնի սողքի վր“' անիղււտրուրլիտլի
աղդեէքոլիէ լունր սեղմ ման և Հպման <f աif անակ կախված ղե if ենtnft ծսւիէռիէք:

Հհ Hint դո ու in իք քուննև ր ր [tttlfg են որ անիղսսւրոպիէսն, որր րհուոնի
տեղադրման ու. խտացման մ ttnl ա'հւոկ ներքին շհրաւոլնnt fjքան աոաշաէքման 
արղլունք է, մեծապես ուղղում կ րեաոնի ամրութ լան, դեֆորմատիվ հաւո- 
կէււթ քունների և սողքի վրա սեղմման nt Հպման մամ տնակ:

էէերտերին ղուղա',հո փորձարկումների դե ւղքոլ if լւհւոոնի պ րի ղմ ալական 
սւմլոս [Jքունր ե ամրաՀւ) քունը Հպման դեպքում մեծ են, ի՚>կ կարճատև ա եր֊ 
կարատե. ղեֆորմ ս/ցիսւնե րր փոքր են, քան շերտերին ուղղաԿալուց էիորձար- 
կրո i/եե րո i.if ւ Արէ սւարրերութ լունր ղ եմկնտի ծաիւոի մ հծ աւյու ֊մից կախված 
փոքրանալով վերանամ Լ ;

fi/ւմենսփ ծախսի հեատղա մեծ աւ/nt.՛f ր հսւնղերյնտ մ Լ նրան, որ պ/վւղ֊ 
մարււկտն ե ձդման ամրէովմլուններր շերաեր/էն ղաղահե/ւ վւորձաքւկա.ւ1եերրո մ 
ււաարվում են վաքքէ, իսկ դե ֆ ո րմ ացիանե րր' մեծ, քան շերտերին ուդղւոհա- 
fiug ւիորձարկոլ՚ւքեերում: ’Լերջինււ աոաշանու մ կ րեսւէէնի ան',ամասեսա թլան 
հետևանքով, <էրր րետոնի տեղադրման հ խտացման ժտմանակ, ըստ րար- 
ձրուխւան տարրեր ամրութլան ե ղեֆորւք աւոիվ եատկա թ լոլններով շերտերի 
աոաշացման արղլոլնք Լ:
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АЭРОГИДРОМЕХАН1

С. М. ТЕР-МИНАСЯНЦ

ЗАДАЧА О РАСПРОСТРАНЕНИИ УДАРНОЙ ВОДНЫ В НИ.ЖН 
ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ. ЗАПОЛНЕННОМ СЖИМАЕМОЙ

ЖИДКОСТЬЮ

Рассматривается автомодельное движение возмущенной ча 
нижнего полупространства, заполненного сжимаемой жидкостью, i 
действием постоянного давления, распространяющегося вдоль сзсб 
пой поверхности с постоянной скоростью, значительно большей, Ч 
скорость звука в жидкости, заполняющей нижнее полупространст 
Рассматривается плоская задача. Уравнение состояния предполагает 
представленным произвольной дифференцируемой функцией р --/(?,։ 
удовлетворяющей условию д];д'1 Հ>0 и не нарушающей автомоде^ 
носги движения. Решение получается путем сведения к краевой 
даче Римана-Гильберта. Всестороннее исследование других случ 
этой задачи содержится в монографии А. Г. Багдоева [I].

§ 1. Введение

В момент г 0 в какой-либо точке свободной поверхности с: 
маемой жидкости возникло давление /’2 и. оставаясь постояли! 
стало распространяться вдоль свободной поверхности. Мы будем рас 
сматривать тот случай образующегося движения, когда можно а| 
небречь влиянием деформации свободной поверхности на поле даг1 
кий в верхнем полупространстве. Предположим также, что скор* 
распространения фронта этого давления вдоль свободной поверх» 
тоже постоянна и равна 1/з, причем если — скорость зв
в исходной ненозмущеиной жидкости. Вследствие вышесказанног 
глубь сжимаемой жидкости будет распространяться слабо-искрив.?? 
пая ударная волна. Мы рассмотрим плоскую задачу. Возмущено! 
область состоит из двух переферийных областей постоянного теш 
\LF и CKD (см. фиг. 1) и центральной области дифракции ABCDE. 

где локализованы возмущения, порожденные искривленным участ 
ударной волны. Эти области разделены двумя кугамн окружж 
Маха DC и ГА. Систему декартовых координат свяжем с жидкое 
движущейся за ударной волной в нижнем полупространстве, напр։ 
ось д* перпендикулярно, а ось у параллельно иевозмуще.нной i 
бодной поверхности жидкости (см. фиг. 1). Изучаемое движение
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И'тся величинами порядка ։ от одномерного движения, пролегав
шего собой прохождение плоской ударной полны через Гранину 
1СЛЗ

Фиг. I

§ 2. Постановка задачи для волнового уравнения

Обозначим через I скорость ударной волны, идущей в нижнем 
рол у пространстве, относительно заполняющей его не пол му щепной жид- 
Ьсгн, а через И редуцированную сю скорость жидкости. У раине- 
Це нашего слабо-искривленного фронта можно записать тогда в виде

X (U-V)t : 7Հէ. у). (О

Закрепим индекс .Г за параметрами исходной невозмущенной жид
кости. а индекс .2" за параметрами жидкости в области за ударной 

йЬлной. Уравнения плоского нестационарного движения сжимаемой 
1кидк1сги и соотношения на искривленной ударной волне (см., наир . 
i|5]) после их линеаризации относительно вышеуказанного одномер
ного движения можно записать в виде уравнения:

ди dv . ди др
— ֊гр------ Р± — О. 3- —-------— •
dt дх ду * at дх

(2) 
dv др dp дъ
dt ду dt ‘ dt

[ерез />2. ра. <z։ мы обозначим явление. плотность и скорость звука

ГраИНЧИЫ<։ УСЛОВИЯ на искривленном фронте

(U И'*-֊р։м Р»
V of п,----------. р (U
U at

\T-,֊29.(U^V)4^Q,

(3)
„ 0УЬс И ('о 1)? ֊ 0; 

ot

1ДССЬ

’ Pz f
consl.

л df f df 
h 'OT /r ՛ (4)

области .2*. ո /;. и. ւ՛ возмещения давления, плотности перти-
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калькой и горизонтальной составляющих скорости в области днф] 
ции, Т температура, Cv—теплоемкость при постоянном обм 
/ -механический эквивалент тепла. В уравнениях состояния Л 
обозначают суммарные величины, однако пет оснований для смеш| 
их с возмущениями р, ?. В случае уравнения состояния Клапейр 

г 'г г 1
обозначая через ■/. показатель адиабаты, бу lcm иметь х0 ----- -

'Х*=И

Систему (2) нетрудно свести к волновому уравнению для давлении]

= <՛"՛՛ Հբ 1 <Г-р (1
дх- ду2 a՛: dt-

Иетрудно получить величины углов наклона переферийных учз< 
ударной волны к оси у

Լ՛ ՜ՀՀ I՛

Для этих участков имеем очевидные равенства

—֊ 0. Z(Cy) <v. 
Ы

Подстановка (7) в третье уравнение системы (3) лает 
v = ± VV. (Н

Это третье уравнение и остальные уравнения системы (3) взвны 
независимы. Поэтому с учетом (7) для областей постоянного тсчс 
из (3) получим

р tj — к = 0.

.Условия (3) мы, в силу линейности задачи, считаем выполняющими 
на прямой

х - (L — И) է.

Соотношения (3), (9), (Ю) вместе с замечанием в начале ра(н 
постоянстве давления в верхнем полупространстве (р = 0) опрел) 
условия на границе возмущенной дифракционной области.

§ 3. Сведение к задаче Римана-Гильберта

В силу автомодельности задачи мы можем, введя переменил:

X - х . V -2- 111
а г։ ' аЛ

и произведя последовательность преобразований

1 /?2
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и-=/? cos О, v = /?sin6, (14)

нпи от (5) к уравнению Лапласа

д-р д՝пւճբ . = 0 (10)
d\tA (J՝r

три единичного круга.
| Преобразование (И) фиксирует положение и размеры нашей 
сги Прямой (10) переходит при этом в прямую
I G6)

«2

рая в результате преобразования Чаплыгина (13) переходит в 
’жность

27? cos О = т (I ֊Ւ /?'), (17)

тальную в единичной окружности — границе дифракционной 
сти в переменных (11), (13) и (14). Центр окружности (17) бу- 

ёт в точке р= 1;7//, V 0. Указанное свойство преобразования Чап
ина позволяет отобразить конформно возмущенную область на 
моугольник

-/<□</. 0<-<~ (18)

И. U , 14 z " .1,1/;/ . /1П.
Mi-/֊=1п-----------/ / / In — ц. • /'<(19)

1—/. 2 4 1-т

1хняя полуплоскость плоскости ՛»՝ - s i'j функцией

Z = С (20)
\' (1 — ш3)(1 АРи>2)

I и
Эражается на прямоугольник (18) с соответствием точек <•' 0.
|0; о»= 1, z = /; <» = 1//г, г = /

Константы Ւ. \\ С определяются указанным соответствием точек 
)мо(ныо условии [7]:

С/С (*) = /, К' (2).7< (а) = ր.{Լ (21)

<сь Sina=fc, /((ос) и А'(а) полный и дополнительный полный 
Оптические интегралы первого рода.

В координатах (11) функция 7(1, у). входящая в (1), преобра- 
шсяследующим образом:

'/(/, у) -//2/Z(y);

Йметим, еще, что д7. ду = ԺՀ ду.
В работах [3 и [4j. взятых вместе, проведено преобразование 
зого условия на этом слабо-искривленном ударном фронте к пс- 
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ременным (19) для случая уравнения состояния Клайперона при 
х —1,4. Так как в случае рассматриваемого здесь произвольного 
уравнения состояния соответствующие выкладки аналогичны, мы не 
приводим их здесь, ограничиваясь выписыванием результатов преоб
разовании и выражений для констант, входящих в получающиеся 
условия. Условия на ударном фронте приводят к двум соотношениям

и=лр. Հ֊ՀՀ՞., j
dy у dy

которые вместе с уравнениями движения (2) приводят в плоскости 
X к условию

Ф , др_ = A 1g О - tfctgO , 
du ds У 1 — /fl’sec’b 

причем
A _ dt \-\)(U-V)4 ՀՍԼՍ֊ V}

U-V 2^ — V(U- V)

U_ a^U- Ю|(2 '՜11»1 (24)
и - V 2z0al- V(U- V)

Из (19) и (17) для образов нашего слабо-искривленного ударного 
фронта в созгвегсгвую-Цчх плоскостях, с учетом того, чго на дуге 
окружности (17) у — я/tgO, можно получить

у = — V 1 — щ։ cos г = — тх cos т. (25)

Подстановка (25) в (23։ дасг условие в плоскости г на правой вер
тикальной стороне прямоугольника ()8):

— _D — A cos 2т _ 1 fi.
du՝ ds ճ!ո2հ b{~)

I) = 2B-^ - A. (27)

Дтя получения граничного условия на образе прямой (16) в пло
скости и> необходимо подсгазагь в (26) зависимость

_________
1)11

Однако, для выписывания решения этого не требуется: ниже мы будем 
jjpocto писать, чго на действительной оси ? плоское։и и>

17? Ժ՚|>

а\ Iх (?)] - D - A COS 2 X (?) при — Ос <?<Ос (29)

^[т(?)| = — sin 2՜ (s) при <«?<1/^
при ?<լ 1, ?լ> }jk.
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■ркчем при 1<?<1/Л |t(p)) = Aj/a։ определяется по (27) и (26), 
Ь з остальных точках этой оси b - 0. Из (24), (26). (27) нетрудно 

установить, что ճյ и р, непрерывны при — օօ<՜?<Հօօ. Соотношения 
Ю5), (29) дают постановку однородной краевой задачи Римайа-Гиль- 
рср.д с непрерывными коэффициентами для функции

г==^ + ^-
Ժ® Ժփ

(30)

§ 4. Решение задачи Римана-Гильберта

Нетрудно установить, что индекс функции л։ ф 7ծ։ равен нулю, 
к решение задачи (15), (29) представляется в виде [2]:

։/*
— I ArctgВ |А(С)] 
я J Լ — и»

Arctg ծ ի| = arctg ծ ի] - /г
0 при “<Ь
1 при -։ < т < ՜;
2 при '^>'л

(31)

1 D— a recos — •
2 А

1 Dт. =֊- - --------arccos՛------
2 А

Здесь հ — переменная интегрирования в направлении оси ?. Опреде
ли входящую сюда постоянную 3 и получим формулу, дающую рас
пределение давления вдоль искривленной части ударного фронта. 
Ли формуле Сохотского имеем для внутренних предельных значений 
робого на разомкнутом контуре — отрезке 1<с<1/Л, интеграла, 
кодящего в (31), который .мы обозначим через F (<$.):

= 1 C-ArctgW - .. 1)(1 _ кг.2) dh
С,) С — <р

о

-t Arc tgZ>(՜) In
I — Ло i- Arctg b (t). (32)

Г

Здесь учтено, что arg [(1 —• 6о)/Л (о — I)] =-0 и в интеграле произве
дена за^на переменных по (28). Необходимые д я подстановки сю..а 
йяясимосги С(Л) или, что одно и то же, ?(-) образуются из (20) 
следующим образом |6|:

(33)

V здесь дополнительный модуль эллиптического интеграла (20). Из 
(30) и (31) имеем
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iRer W= L^ = _ rթ ? ժ? Հծ’Ի(փ)| + ւ exp (4ReF*} (
.Условия для определения нам теперь доставит второе соотношу 
(22). интеграл от правой части которого по отрезку (—/п։. тЛ 3 
мой (18) (или его образу) равен в нашем случае 2v. Запишем jiff 
интеграл вдоль образа нашего отрезка в плоскости Согласно (Г 
(8). (25), (28) имеем:

ՑԶ Г 1 др Г) (1 -Л352) — = 2(.'И 
COS -

величина
1 fJf)

- подставляется сюда из (34). Распределение даал< 
> а?

вдоль искривленной час.и ударного фронт;: получим, интегрируя (1
— - urcco»(v /я,)
I՜

’ а?
k^FUh.

I)

§ 5. Решение для давления

Из (31)с учетой (30) и уравнений Коши-Римана 
ходим:

интегрируя,

J £ <*? 
о

здесь нижний предел отвечает точке Г (см. фиг. I). и которой р= 
Вводя функции
х - exp I Сдг^ад 4 1

l*cj с ?)շ4-՚ձշ
о

֊С J (С —9)։ ք ձ*
о • ,

разделим действительную и мнимую части (31)

Г(Ч - Hsin ր֊ՀՅ^օօտ Г.

Величин д ՚9 и входящие в(3>), определяются разделением дей<
тельной и мнимой частей первого соотношения (33) |6|:

___ п/ 1 — ^,ձ Հ* Հ/( 1 — т/2) (I — •>,-) (1 — А*#Д

где
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т4(з) = տո k \ г/(т) -֊ $п /г'Ն (41)
\ Ն / \ G /

К(13) и (19) имеем зависимость гит от исходных полярных коор- 
ЯЯЯТ

1 , 1 -г г cos 6 - г sin <i .= - — In---------------» - =----- r arctg (42)
2 I—rcosO 2 յ 1—ր2

В обозначениях (38) решение для давления из (39) и (37) представ
ятся в виде

р = ? I A՜cos Yd՝j -MXsinLrf». (43)

Blвал расчета поля давления по заданным U, V и s необходимо ис- 
рьзовлть следсюшис формулы (последовательно): (16), (19), (21). 
՛? (25). (26), (27). (42). (40). (38). (39), (35). (43).

§ 6. Форма волнового фронта

Из (3), (6), (8) и (22) имеем для функции Z следующую зада- 
ij Коши

Ժ4. В I др
dy- V’ у ду

Б*
У = — /г/։ Z — — s£7zzzlt ™ = ւե', 

dy

1 ее решение

հ - nteeotf у՛.’«।) - - u rccoiO'/.n,)

f (' Rer<?> ■
Счя1։) J

о о
I х did._ . մ;„(]

cos т

В последнем соотношении символ Ф употреблен для выделения ве- 
»п11и, переменных при интегрировании по t, тогда как « в этом со- 
рзошйнии зависит от :, причем Ф(-) с(;) при - ֊ Такой же

Ешц имеет и величина у: у (;) — у(-) при - -

Вычислительный центр
(Нхховского государственного уливерсиг՛.-га Поступила 15 II 1965

Ивяпя ДН серпе фиэ.-лшт ппук. X՛ 5



82 С. М. Тер-МинисяниII. 1Г. ՏԵՐ-ՄհՆԱՍՅԱՆՅ
ՍԵՂՄԵՍ՛ 21>*Լ111'Կ11՚1. ԼՑՎԱԾ 11Տ11ՐԻՆ «Ս՚ՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅՈՒՆՈհՄ 

ՀԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴԻՐՐ

Ա մ փ и ւ|ւ ո ։ մ

Ստորին կիւ/ատայւածութ րոնն ղրաղեցնող սեղմելի հեղակի '>որխ[ոնա->1 
կան աղատ մակերևույթի մի մսէէէին հաստատուն ճնշում է կիրառված «պՆ 
պես, որ նրա ճակատր մակերևույթի և րկտ լնա ի} լամր շարմվոսէ է հսէւ-,
տատոճէ մեծ արաղութլամր (տես պտտկեր 1), "[՛ի հակադարձ մեձաթլՈէՏ 
հանդիսանում է, հարթ ավւոոմ ոդե լա լին խնդրի ւիո ր ր պարտմեւորրէ P'/rq/»-' 
արվում Լ ш и ու Utt ո։ սիրվող շա րմ մ ան տվտ ոմ ոդե / ա լնտ թ լուն ր չիւաիււոող ւՀ՛ 
ճակի հավասարումների լալն դաւււ Գի ֆրւռկղիալի ւոիրտ լթի արտւաւրսսւկերոմքւ 
վերին կիս ահա ր թութ լան վրա. Ջապլիդինի ձևափոխումը» 
ու. եղրալին պա լմանների դծալնացումր հարված ալին ճակատում ի/։ււ ա W.1 
տայիս ստանալ Սիմսւն֊Գիլրևրտի համասեռ եղրալին ի՚նդիր անափով I 
ֆոլնկւյիալի համար, որի կեղծ ու. իրական մասերը հանդիսանում են ււրոնե^ I 
ճնշման մասնավոր ած անւյլալներր րստ տվտոմոդ.ևյալին կոորղինաանե^իէ 
Լուծումը ճնշման համար արվում 1հ ոևւլուլլար րաոսւկուստւ/էսմււերով։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М М МАНУКЯН

РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ
ЛЗУЧЕСТИ ПРИ НАЛИЧИИ ДВУХ УЧАСТКОВ

В настоящей работе приводится решение плоской

КОНТАКТА

контактной за-
։чи теории ползучести с двумя участками контакта. В качестве 
полной теории ползучести принята лилейная теории паследсгвен- 
мгтн с учетом старения материала, предложенная И. X. Арутюняном 
]. Как известно, зга теория применима для таких материалов, как 
пои. дерево, фенольная пластмасса, связные грунты и лр.

Плоская контактная задача теории ползучести при одном участке 
«пакта решена И. Е. Прокоповичем [2|, а плоская контактная за- 

теории упругости при двух участках контакта рассмотрена в ра
нах И. Я. Штаермана |3|, М. Г. Крейна и Г. Я. Попова [4|.

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения

! Пусть два соприкасающихся между собой тела, обладающие 
шетвом ползучести, прижимаются одни к другому под действием 
ieniKHx сил, равнодействующая которых перпендикулярна к оси х 
(|иг. 1). При решении этой задачи силы трения не будем учитывать.

Фиг. 1.
[опустим. что контакт происходит на участках (—67. -Ь) и

№, ч) (фиг. 1). Рассмотрим симметричный случай двух участков кон- 
ЬсгагКак известно [2], решение плоской контактной задачи теории 
Кэучесги в .случае одного участка контакта ( а, я) приводится к 
редующему интегральному уравнению

г.
ր-ւՀ(Օ ( dlf)

£=(')
рх (s /) ds

-«(О

9

ձ(0
АН. серия фиа.-мдт. wavt .4 ՜>
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I «(О
(Հ 1„֊_1 P*(S> x)tlsA|d ֊ Հ2(է, -vw, օ+
J J I A — 5 I Ժւ
-» -<ր(0

+ (1 '))Ш ')]rf-j=^(/)֊/0(4

где £(/) —модуль упруго-мгновенной деформации. յւ(/) — коэфа 
циеяг поперечного расширения для упругой части деформзлп. 
Տ(Հ հ) = —֊!---- }-С(/, ') полная относительная деформация при а>

f (')
тип или растяжении, и* Մ. ՜) ■ коэффициент поперечного расширЯ 
при деформации ползучести, '2a(t} переменная ширина кон га л 
С* (/) — произвольная функция, />* (/, т) — контактное давление с yi 
том ползучести, -։ время приложения нагрузки, է - время./0(д|« 
= А (Л)+/։(А')» причем /։(л՜) и /2(х) уравнения поверх hvct 
первого и второго гел.

Если контакт происходит по двум участкам (—а. — Ь) и (М 
то в этом случае основное интегральное уравнение контактной 
теории ползучести будет иметь вид

4 (1- <Հ֊’(է т)В3(Л Հ)1^( = С* (է) — f0(x), b<\x\<a. (I

Рассмотрим симметричный случай задачи, т. е. когда /։(4 
/։(л)—функции четные и, стало быть, правая часть запис iiud 
уравнения гож - функция четная Последнее обстоятельство прзад| 
нам считать справедливым

р*(л, Z) = рг ( х, է).
В свою очереть (1.3) позволяет интервал интегрирования в урзвв 
нии (1.2), состоящем из двух участков, свести к одному.

Интегральное уравнение (1.2) можно переписать в следуюя 
форме
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К(։, т)
2 д ի :Հ2(է -)| МЛ 7) || T)]Sj(t է)
- Ժ МО

> (1.6)

0(0 ֊
2rl tf(/)

^‘1(0
1-До I

£,(О I (1.7)

Тзким 
шлкгной

образом, основное интегральное уравнение (1.2) плоском 
задачи теории ползучести с двумя участками контакта рас- 

«дается на интегральное уравнение Фредгольма первого рода (1.5), 
вписнвающее упруго-мгновенную задачу, и интегральное уравнение 
Вольтерра второго рода (1.4). учитывающее влияние ползучести.

Пользуясь условием (1.3). нетрудно показать, что интервал ин- 
^грирования в уравнении (1.5) можно свести к одному, для чего в 
ЙШТеграле на участке (— а, ծ) следует положить

տ = տ։.
tan уравнение (1.5) примет следующий вид

«но
ш(х, 0 = j In - ' />*k 0^s.

J Ի՝- 1̂
*<O

՛հհ;; ч уравнении (1.9) сделать замену переменных
Ьй ֊I֊ Հ֊ = bz ֊I ? = х3,

(1.6)

(1.9)

(1.Ю)
то вместо (1.9) будем иметь

у'«*- г.»
«■(/*’ + V՜, 0 = i' In——֊ - q (Գ է) ճ-ո, (1.11)

J K’-f о

* ?Oi. 0= ^^,'L. (i.r.o
I b- -1 T3

Здесь 7(tj, 0 представляет собой новую неизвестную функцию, под
лежащую определению в дальнейшем.

Нетрудно видеть, что из (1.4) и (1.11) при ծ=(1 получим урав- 
Мйня Прокоповича [2|.

[ Таким образом, решение плоской контактной задачи теории 
юлзучести с двумя участками контакта сводится к ранению инте
гральных уравнений (1.4) и (1.11).

i
§ 2. Решение интегральных уравнений (1.4) и (1.11)

Решение уравнения (1.4) представим в виде |2]

и»(х. О = Г*(О֊//*(0/о(*). ; (2D
где Հ՝(ք) н Н* (0 — неизвестные функции, подлежащие определению. 
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Здесь у*(0 решение уравнения (1.4) при правой части, ряв։
С* (/) 1-֊ • Н* (է} — решение при правой части, равной - — •

Тогда (1.11) принимает вид
/о» ֊ծ՛
Г In ֊֊'—J ч(ъ t) = f*(t) - *’ + ? ).

Эго обычное уравнение упруго-мгновенной задачи при на.тич 
двух участков контакта для момента времени է с дополи ительн՛ 
множителем А/* (/) при fQ(x), который учитывает влияние под
мести.

Интегральное уравнение (2.2) при одном участке копта։ 
(—а, а) будет

а
( |пТ Г—тг/>*(*• 0</«=Тф(0 ^’*(/)/0(л).
J |a2-s2| 
о

Пользуясь решениями Н. А. Ростовцева |5) и М. Г. Крейна j 
И. Я. Прокопович для этого уравнения получил следующее решен

Р*(х. () =
՜՜"'1 ... ■ /7-(0 . J

Г Р а9 X1 г* J / ю2 л2 ,) 1 ւՐ ?
.։' Ս

Эго решение непосредственно можно получить также из рам 
Н. X. Арутюняна [7|, полагая «• = I.

Из сравнения интегральных уравнений (2.2) и (2.3) հ. 
убедиться, что р.чпение уравнения (2.2). аналогично -о
представить в виде

<?(С, f) — —г-" (է}____ I /^(0 2 1
:<т)

udu
ւՐ՜՜ձ՜

-г-/.(/*’ I T)rf'.. 
di\-

Из (1.10), (1)2) и (2.5) найдем
Ք* (л, 0= “7—Х~—'•

/л3 /А
г<р*л’՜՜ и

ат/
udu I

о
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| Если в (2.6) принять ծ = 0, то это решение будет совпадать с 
ением (2.4), полученным в работе [2| для плоской контактной 
пи теории ползучести при одном участке контакта. Неизвестная 

.функция •'*(/) определяется из уравнения равновесия
а Уն»—ծ»

Р«) = 2 J />* (տ. /) ds = 2 q (tj, 0 dq. (2.7)

Подставив (2.5) в (2.7) н поменян порядок интегрирования, по
лучим

о р___________ ,/г ______
г'10——H*(Z) Հ аг й։ С։ — /0(У *34-ր )Л.
I ’ л‘ (28)
йогда выражение контактного давления р* (л՛. է) примет вид

И а2

> ) а-

г. Հ (а՝ - х՝) (х* ծ*)

о
। <7«ДлГ՜

udii

ծ՛

_____ ,ys ,______
b2 V ֊72/о(/ *а + <г)Л 

а2

II՝ Л= 4- Z>2 J 
о

\/ и2 - 7)а ат? 1

и

(2.9)
При этом решении предполагается, что величины а и b известны.

Если и и b неизвестны, то для определения неизвестных а и b 
Ылует пользоваться условием ограниченности контактного давления 
fjj’U. /) во всей области контакта, включая и границы участков кон
такта X = а И X = Ь.

Как известно |2], И. Я. Прокоповичем было показано, что при 
Йапом прямолинейном участке контакта ползучесть не оказывает влия- 
ИИ8 на распределение напряжений в месте контакта. Из формулы 
Р*9) видно, что при двух прямолинейных участках контакта ползу- 
^Жхлзывзет влияние на распределение усилий в месте контакта.

§ 3. Определение функции /•/* (/)

Интегральное уравнение для определения //*(/), согласно (1.4) 
1(21), можно представить в виде

/7* (/) ֊ /<(/. у) //*(-) = (3.1)
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Решение уравнения (2.7) будет 
t

—1 -н I R(t, ֊) •— dx, I
0(0 J 0(v)

՜՜1 
где /?(Հ հ) — резольвента линейного интегрального уравнения В< 
терра с ядром К (t. t).

Если для полных относительных деформаций принять вырг 
ния [I]

\ (Հ - ֊’֊ + (- '■ + С,) I1 е՜”'՜” !• ' Լ I
мл^-'- + (ф ք՜’''՜"ւ՛ I*2 (•) \ - /

где А2, А3, Сх, С.,, հ — постоянные параметры, определяемые и игь 
тов, а для упрощения дальнейших выкладок предполагать, что

МО *)-н = const, nJ/) լՀ(Հ х) = = const, (3.
то выражение неизвестной функции Н*(1) можно будет прелстави 
в виде [2]

Л/*(п^rvl1 7(ԳՀ՜՜)ք՜րրրժՀ • b(-t)l ՝ 'i/J Мй”1 I
где

’Со = dtCt d2C...t zl։ — d։Aa 4֊ </,A3, 
2(1~Ղ I

1 rz ~

Из формулы (3.5) следует, что функция /7* (/) принимает м; 
сммальное значение при է — ՜ւ и минимальное при г—»֊ос.

Если пре.дполагагь, что модули мгновенной деформации ма 
риалов постоянны, т. е.

= Еу - const, Е2 (О = Ег =• const, 
го выражение для //*(/) примет следующий вид [1| 

н.(0=_1_ ւ-րձ£ՀԳ- .
0(х,) \ Г й

где
-)=/п, Ц’’- п, ?։(։) = С։ —2* <рс(-) = С. +- ~
/:1 ?('։) I itS

r = T(l +*C,f։). Р1 ЬуА^. *=֊֊֊ d.m
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сь

(3.11)
о

ртся неполной гамма-функцией.
| В случае контакт тел. имеющих одинаковые характеристики 
змагивности. b будет ргвю единице.
Таким образом, значение неизвестной функции //*'(/) найдено, 
являя найденное выражение //* (г) в (2.9), получим значение 

,.исгного напряжения р՝ (х, է).
В заключение расоогрим одни пример решения контактной за- 

чи теории ползучести с двумя участками контакта.
Пусть контакт происходит по параболической цилиндрической 

tpXHOCTH

2R
b հհ х < а. (3-12)

рв.1 допустим, что величины а и b известны. Подставив выраже- 
/о(л) КЗ (3.12) в (2.9), после некоторых преобразований получим

х;'(х. է.}=֊
к/(а։-л։)(ха -Ь3) |

Va’-b'

2л4) 4

а'

H*(t) 
«R *"+

1 a'-bz — ԺԼ -

/л’-՜Խ
иеной т} — и sin ■? получим

J у ir v (Ь- -г 
о

(3.13)

;есь

■з
С___ ________________= I I
J У/г-т=՝(/;=^тг)’'։ Л\!
и о

-----7Г-1՜ Հ- £
Ь‘\ //- ։ ir ՝ 2

и
У b ‘ 4- ռ՝

(3.14)

2՜
֊ !1—sin2 a da
и3 +

(3.15)

и 4

 и du

и
2 /ծ= №

и
1 1

вляет собой полный эллиптический интеграл второго рола [S].
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Далее, пользуясь (1.10). можем написать

и

-ft» _____
I a"

(6е I- С3)
dx.

.) X‘ V x- - № 
b

(3.16)

Подставляя (3.14) и (3.16) в (3.13). окончательно для 
получим

/>* (х. Ո

p--ix. и- л 1 P(i) /Y:'in ( .•
Z) (a2 л Ա.ր:- ձԿ I

2дл) ■

/<=(/)- (a b) /;= J 
b

Л2 ;dx 
bz

-I а2֊х
Հս- b- է u- x-

(3.17

Сейчас рассмотрим тог случай, когда величины 
стны. Для их определения нужно воспользоваться 
р- (х, О должно оставаться ограниченным при х — а

а и I) иеизве-
условием, что

Ь. Как
видно из формулы (3.17), это возможно лишь в том случае, если 
числитель в этой формуле обращается в нуль при я и х = Ւ. 
Отсюда получаем два уравнения

\-b) Ե' l’-Ц՜ Л' dx = 0,
.) Xj A;- id 
b

/У» (Г)
t.R

(а
у a- — л- .r —ax -

/а’ V ծ- I- м=
1 bz -1 ir

о

Из этих уравнений определяем значения и и Ь. Подставляя их 
значения в (3.17), получим выражение контактного давления /J*(x, /).

Институт мате.мпгнкн и механики 
АН Армянской ССР

Еревански!) государственный 
университет

Поступила 11 V 19

1 >i՛՜ t>՝ ՜ uE г и
2 ՚ Հli- 4 1>'

и

и
2
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1Г 1Г. IFIVbnbMBIVi,

HOW ՏԻ1111ԻԹՅԱՆ ձԱՐք* ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ IJII'lJlIblH! ԻՐԿՈէ' 
ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՏԻՐՈԻՅԹՆեՐԻ ԱՈ-ԿԱ:5ՈԻԱ31Լ1րՈ

Ամփոփում

շքոաաա թլան մեջ գիաարկվում Լ սոր/րի աեսու թքան հարթ կոնաակ~ 
Ւt'P ՚ 1,РГ 4"1'"թւ"1<է' ունի կոնաակաա լին երկու աիրոէ լթւ П րււլեւէ 

an'll֊l' 'փ'3>ական աեււաթ լան րնդունված է ե. 111. Հա ր ու թ րւ ւն լան ի աոաջսւ֊ 
:լրած d աո ան ։լ ակա՚էսոթ յան ц ծագին տես ու թ քան ր ՛ելա թի ծե րարման հաշվա- 
ւէումէւվ: 1‘նչպես հալանի Լ, ալս աե սաթ քանր կիրաոե/ի է րեաոնի> էի ա լա ի, 
•цшuntil աո սա ւ ի , կապակցված ւլրուն անէ, րի և աք( նրսթերի Կամար;

Սորրրի ‘„եսաթ/ան հարթ կոնաակաա լին իէնէլիրր, if եկ կոն ա ակտ ա լին 
'ոիրուլթի '}եպ_րաւ1. լուծված կ /՝. Ե. Պրոկոպովիչի կողմից, իոկ աո ա ձդակա֊ 
նա թլան տեսա թ լան ~,արթ կոնաակաա քին քսնդիրր, կոնաակաա լին երկա աի- 
լտւլթների աոկաքա թլան ւլեպ։րւո.մ, րննարկված Լ Ւ. :1ա. (rninthրւք անի • 
1Г. Գ. Կրելն ի և Գ. вա, Պո Ոք ով ի աշիւաաու թլա ններու.մ '■

Դիաարէլվոէլ կոնաակաալին ի^՚՚լրի րււծումր րերվւււմ Լ ( /) և ( 1.1 1/ 

քէնաերլրսւլ հավ աս ա րա Uhb րի Կամ աաեէք րո ծ tl անր , որոնցից աո աջինր իրենից 
ներկա լացն tu.il / ’Լոքաերի երկրորդ սեռի ինէոեո րա լ հավասարում, իսկ եր֊ 

'^[•երլհո/մի աոաջին ոեսի ինաեւլրալ հավասարա մ; ք 1.11 j ե (1.1J 

հավա и ա րա Ifii և րի լա ծ m'diih րր 'it ե լւկա լա էլ վ ած են հա մ Ш ոլ ա ա ասիսոնո,րար (2.9) 

ե (3,9) ւոեսրերովւ 4. քԱոլիսով, որոշվա՚մ Լ անհալա Ր (X, Г) ֆունկլ/իան . 
ո1'1' (’նորոշա է! է ճնշման ինաենււիվա թլունր ոոէլյւի հաշվաոա մով)

Ս.շիւաաա թ լոՀհ վերջում, որպես կի րււաութ քուն, էլիաա րկվրս մ է մի որի֊ 
նակ, երր կո՚հաակար աեէյի Լ ունենա մ սլա րա րո / ական <ք / անա քին մ ակհրևրսյ- 
թով: '1՝ննարկվոէ մ Լ երկու. րլ ե պ ր' 1. (I, է> մ եծ nt. թ քո ւ ննե ր ր հա քանի են և 
֊• (I, Ь մեծաթլուններր անհալա են:
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Ю. М. АПВАЗЯН. Д. М. СЕДРЛКЯН

ИЗЛУЧЕНИЕ ТОЧЕЧНОЙ ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЫ, 
ПРОЛЕТАЮЩЕЙ ПО ОСИ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО

ПЛОСКОГО ВОЛНОВОДА

j В последнее время появилось много работ, в которых рассма-
■вастся излучение заряженных источников, пролетающих мимо раз- 
■ оитических неоднородностей |1-4) Во всех этих задачах приме*  
խ՚ր-м разных моди | икании метода Винера-Хипфа удается получить 
Воюе решение поставленной ладами |6] К классу этих задач отно- 
■Кя задача об излучении точечной заряженной частицы при пролете 
Imo открытого конца полубекконечного плоского идеально прово
ре го волновода, к решнию которой мы перейдем ниже.

Плоский волновод сосюнг из двух иол., бесконечных тонких 
■ciiiii ^<Հ0. у ֊ b. Ось г направлена но нормали к плоскости
fcyax.1 (фиг. 1). П.сть hi вмнзводл 
^ւ։փ». движущаяся пи оси .< со
fclpOCIbK) Vj = V.
I Л. я нахождения полей ряс- 

Ьрмваемоа задачи мы до жны 
Шгьуравнения Максвелла с гра- 
hv^kiii условиями, накла/.ывае. 
Ваш кК’.ичш-м дв} :՝. -։ол\ и՛, с. онгч- 
■ ндеа.1ьво проводящих пол\- 
■Сюстей. Следовательно, к ре-

I
I 
j

Erki неодно[ одно։ о уравнения 
Б должны прибави ь такие pruie- 
■ уравнения Дал а м б ра, чтобы 
■|Граннчные условия удовлегво- 
teicb. Как решение 

вылетает точечная заряженная

■ж гиде заряженной 
fcoro волновода

неОлноро.и ого волнового угарнения мы выСе- 
частииы, пролетающей ио оси плоского беско-

£г,Дх, у,
I -֊x-b/t-M 

£°։... (и>, г/, у) е " dqd<»

</. У) = R
Ch lb

(1)
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где
/шет*

Т 2к/б։’ ■’ Ыч /=/AV4-V3. №•֊-’ л = 7 
й с

Здесь £?. —тангенциальные компоненты электрического ноля. Осталь
ные компоненты электромагни того поля .можно выразить через них. 
Решение уравнения Даламбера для этих же компонент полей будем 
искать в виде

Ех. г = j Фх. ։ (а. <7, <о։ у) е ,3' f‘“ " ‘ dadqd^. (2)

— я»

Тогда для функции Фх. .(a, </, ш, у) получим соответствующие ре
шения

Фа* (а. Я> <“» У) = Ах. - '' при у> b

Фх. *(а,  Я. ш. У) = Вх.(«) ? '' -г Сд, Да) /‘՚ при |у| <£ (3)

ф<лл)/(а, <7, у) = • (a)e>v при у<- Ь,
где
* = (а2— ргУ!\ — 1ուծ = ծշ>0, ReX>0 при

Неизвестные функции АХ։ г, Bx.t, С։.1)х,. определяю гея и։ сшивки 
решения (2?—(3) с решением (I). Сшивка должна быть произведена 
так, чтобы на пол)бесконечных полуплоскостях удовлетворялись 
граничные условия

h’x.x = 0 х<0. у = ±/>. (4)

Из условий непрерывности Ех,: мы получаем связь между Д4 /Հ 
Сх. Dx. z

Ах. ։ (а) = Вх. t(o.) I • сх, г (а) е2^ ...
DK. «(а) = /Հ, .{и)епь Сх.(а).

Для нахождения функции Вх,: и СХ։ z, следуя методу, изложенному 
в книге [5, § 3.3], мы получим систему функциональных уравнении

._.,х _._ձձ2--։ I

(
• р+

I- V 
bL (а) 

где

К(а) = e“x"ch U>, L (а) = sh ).b.

Функции ԲՀհ и ՏՀշ — некоторые функции от комплексного пере
менного а, соответственно голоморфные в нижней полуплоскости ։
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где А3®|щЛ), а 
։верхней полуплоскости а 
С. выражаются через S.7 -

Р'х,: и ՏՀ : соответственно голоморфны 
(1та> —/г2). Искомые функции Вх. г и 
и Рх.следующими соотношениями

—Cv...(a)

ch Х/>

рЪ.
տհ

(?)

Од.. к тЛ֊ , находим из условий непрерывности на продол- 
каин двух пластин дифференциалов (по у) полных нолей: так, на- 
■ймер, о,.определяется из формулы

1 П дЕ(' (<Л °», У) I
е 

\у-Ъ
dx. (8)

Ииолыуя формулу (1), получаем

Т.Г. г — — °.г. ;
^г,£ 1 1

4 «г ch lb a д °*
Ղ)

(9)

При учете (9) уравнения (6) переходят в

ՏՀտ = - >
ծ/, (а)

I_____ 1______
2"/ Ch/ծ /< (а)*

ъ

(10')

(10")

Решение функционального 
кедьно, из (7) получаем

уравнения (10') даст Р±, г = О, следова-

Вх, 2 (л) = Сх. г (а), Ах. .’(а) = /Ն, ,(а).

йюсаеднее соотношение физически ясно, так как из симметрии за
дан видно, что поле в пространстве у>0 и у<0 должно быть 
одинаково. Поэтому при да. ьне( тем рассмотрении мы ограничимся 
рострзнством у>0. Для решения (10") мы должны факторизировать 
[функцию /((а). (Факторизация /((а) ֊ Я'(а) К'(а) приведена в книге 
Ю). Тогда уравнение (10") примет вид

2 J 
о
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. fa+pSj,*  RXt. I______\ v )_________ 1_______

К Կ1) 2"Z Ch lb a և J" Հ w
f I v P

Решение этого уравнения при учете условий на ребре [4| запишет 
следующим образом

<՝.։ I । \ v / ,
2-i Ch 1Ь „ւա — ։/ л ' |/֊а 4- р

Ա2)

где С — пока неновее гний постоянны. коэффициент. Зная функции 
St и Sx, мы можем с учетом (2). (3). 5). \7) определить тангев*  
циальные компоненты элеюрическо։ о по. я следующим! формулами

^..- = ճՏ,։+f s;,.ch'-v при |y|<i (131
J ch tb 
— w

E.,s=- J dad q(U y>b. (13՛)

Нормальная к стенкам волновода компонента электрического ноля

Ry определяется из уравнения div Л ֊ U, откуда излучаем

£■, = £?+( ’֊ |։։ձՀ + ։օձ\՛ | Տհ, >՛ «՜'՚ր՜<’՚՜'’'մ»մցժա IVi ծ (14'1 
J X ch /.b
— »•

— f -L l»«5i ’I՜ I ‘“dadqd.- у h. (14’1
•J 
— *•

Компоненты магнитного вектора H находим из уравнений

rot 1Լա= tw //.... 
г

Неизвестный коэффициент С мы определим из требования, что£ 
скачок нормальной компоненты электрического ноля равнялся ну-՜ 
на продолжении плоскостей волновода. Это требование дает следу։ 
щее условие
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лови я (15) получаем
ps; (— р) = qS- (-/>). (15Դ

(15")

(16")

Ы ch II՛

и вычисления 
‘итегрального

полей внутри волновода нужно знать поведение 
выражения формул (13) и (14> в верхней полу-

гости комплексного переменного ։. Легко заметить, что единст- 
шк особенностями подинтегральных функций в верхней полу- 
гости являются нули функции ch 'tb. Поэтому интегралы (13) и

|дятся к сумме вычетов в полюсах a>-.i = | р- 4ծ2
юически это соответствует возбуждению собственных волноводных 
Ми. лк при влете, так и при вылете частицы.
НПодипгегральные выражения имеют полюс также в точке

<- которая лежит в нижней пол*/плоскости  ։. Для нзхожде-

• Пол большими p.tccTOMiiitiiMii ми донимаем /? • — —
Ւ *1П .

s I v
ни полей в пространстве продолжения волновода х>0 контур ин- 
^^ввалия нужно замкнут։. с::;м։.. тогда вычет в этом полюсе вместе

г даст поле частицы в пустоте.
Рассмотрим теперь поле, возбужденное в пространстве вне вол- 

«а. Формулы (13*)  и (14 ) дают возможность вычислить ноля 
рленнн на больших расстояниях от открытого конца волновода, 
дем сферические координаты х г cost. y = r$ln®. z = /?cos։|*.

Тогда для нахождения полей наибольших расстояниях’ мо- 
« полЬзоваться формулой
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— — (2“/А)-------sin ? sin Փ ք (— k sin Փcos փ, k cos Փ. — ik sin sncl
R

tj
Угловое распределение интенсивности излучения h:i частоте ՛՛■ иайдв 
из формулы [6)

/. (Ф. փ) = с E.„\2R''do=

- հՀ-k'c sin2 О sin2 Փ 1 Si I2 - I Si - ֊Г aSr ■ (jS? * 
).

где в аргументы функций Sx, S/ и X подставлены соответствую! 
выражения по формуле (17). После довольно долгих преобразова 
окончательно получаем

/ с cos*(£Z>  sin с sin Փ) \ у / у
2~':с ch2 lb /С(—Л cos <р sin Ф)

cos2 Ф cos2 ֊— (I — > sin ф) aj sin2 (1 ֊|- 3 sin Փ) 
Հ ճ

а© (I —8 sin Ocos©)2
Ժփմ©. (1'

где
ь

а*  = 1 —32տ1ո2Փ. / - - а0.

Учитывая, что при больших частотах функции 

1 К (— k cos9sin Ф) [2 стремятся к единице и усредняя по быстрь 
колебаниям cos2 {kb sin с sin Ф), получаем угловую зависимость, хари 
терную для излучения заряженной частицы, пролетающей ми» 
идеально проводящей полуплоскости [2, 3]. Распределение излучен! 
при ф= * переходит в формулу для излучения заряженной н.п

пролетающей по оси плоского волновода |1|. В заключение авто): 
приносят благодарность IS. М. Болотовскому за полезные обсуждени 
Ш1И Физико-техническая лаборатории

АН Армянской ССР Ппгтупила 9119

:հւ.. «Г. ԱՅՎ1ԼԱՅԱՆ. Դ. 1Г. 11եԴՐԱԿՅԱՆ

Կ6ՏԱՅԻՆ 1.Ի8ՔԱՎՈՐՎԱԾ iril.U’bHib ՃԱՈԱԴԱՅԹՈ1՚Մ(!, ԵՐէ»
ՆԱ ԱՆՑՆՈհՄ |: ՀԱՐԱ >աՍԱԱՆՎ1?է*Ջ  ԱԼԻՔԱՏԱՐԻ 1).ՈԱՆՑՔՈ՝1.

Ա մ փ n փ n ւ մ

Հոէ]ւքաձա մ ւ]իտսւրկվաձ Լ լիէքվէավորված մասնիկի Ճսւուսւյււււիր>ս1 
երր նսւ սւնցնու.մ Լ- Կարթ կիս/սան/քերք ւււլիյ>սւ/ուսրի աոանցքուի ^'սւնւ/աձ 
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էոաղտւթման դաշտե րը ինչպես ալիքատարի ներսում. տլնպես էլ նրանի;/ 
•ւրս մեծ հեէսսվորութ/անների վրա է Հաշվված է ճաոադաչքմ մ ան ինտեն- 
իոիրւէն անկլունտլին բաշխումլո В ա լց է արված, որ մեծ հաճախականոլ֊ 
էՕւննհրի դեպքում ճաոադալթման ինտենսիվում լտն անկլունալին բաշ- 
\՝ւ«ն ահի նա լհ տեսքը, ինչ որ մեկ կիսաանվհրք հաբթութ/ան դեպքում է
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИ!

В А. БАРЕГАМЯН. О. А. ТРЕТЬЯКОВ. Э. И. ЧЕРНЯКОВ. В. II. ШЕСТОПАЛОВ] 

ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОННОГО ПОТОКА. ДВИЖУЩЕГОСЯ J 

ПАРАЛЛЕЛЬНО МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ. ПОМЕЩЕННОЙ
ПА ГРАНИЦЕ ОДНООСНОГО КРИСТАЛЛА КОНЕЧНОЙ ճ 

ТОЛЩИНЫ

Излучение заряженной частицы при движении в анизотро 
среде подробно рзссм привилось в ряде работ (см., например. С 
указатель [!!). В работе |-| впервые высказана идея использов 
черепковского излучения для генерации радиоволн. Практическое 
пользование этого способа генерации затруднено, в частности, из 
появления поверхностного заряда, во шикающего при оседании э.п 
тропов пучка на диэлектрик. Нанесение металлической решетки 
поверхность кристалла позволяет нзбавшься от этого нежелательш 
явления. Решетка оказывает также существенное влияние на те: 
рацию электромагнитных колебаний.

В настоящей работе приводится строгое решение задачи об 
лучении пучка, движущегося над поверхностью анизотропного днэл 
трнка конечной толщины с решеткой.

I. Решетка из металлических лент нанесена на одну из ионе: 
ностей плоскопараллельного слоя анизотропного диэлектрика (од 

осиого кристалла) с проницаемостью £• Период решетки Z. inapi 
лепт d и толщина слоя А— произвольны. На расстоянии «от реже 

перпендикулярно ее образующим со скоростью v — i'^c движется эл 
тронный пучок, плотность заряда которого задается в следующем вя

Р = 9^ (?) 1
Здесь: р0 амплитуда модуляции, ш — частота модуляции; с — ск< 

рость света; k = ; -5(т) дельта-функция; /, k — орты яря»
V

угольной системы координат, выбранной таким образом, что ось о 
проходит через середину ленты, а ось ох паралельна образуют! 
лент. Будем рассматривать кристалл, ось которого параллельна о 
oz, т. е. в нашей системе координат тензор диэлектрической прои 
цаемости кристалла запишется в следующем виде

/ «о 0 0 \
г = О Դ 0 . Н
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ыеаует отметить, что полученное ниже решение можно использо- 
иать в случае, когда ось кристалла параллельна оу. Для этого в 
последующих выкладках следует :0 заменить на и z< — на s0.

I „Собственное ноле пучка можно получип. из решения неодно
родного волнового уравнения для векторного и скалярного потенциа- 
ш в виде поверхностной волны

//х_ Грг е ,?|г г,к>

(3)

</ = АО = А| 1—թ и /•' = 2-ро

Зависимость от времени exp [ W] здесь и далее подразумевается). 
Гребу«*тся определить поле, возникшее в результате дифракции этой 
Wmm на плоскопараллельном слое с решеткой.

I Будем считать пространство над решеткой (£> — </) областью I. 
1ространство. занимаемое кристаллом ( -<т>г> —а Л), областью 2, 
ййррстранство под кристаллом (г <Լ a — h) областью 3. Искомое 
юле в первой области является суперпозицией падающего (3) и от- 
рженного полей: во второй области иоле представляет суперпозицию 
волн.: распространяющихся или затухающих в направлении ог одной 
стенки кристалла к другой; в третьей области будут возбуждаться 
уямящие от слоя волны. Гак как падающая полна (3) является 
^поляризованной волной, то при данном выборе ориентации осн 
■Сталла она возбуждает в нем только необыкновенные волны |3]. 
бедствие периодичности структуры с юй-решетка дифрагированное 
ссав будет периодичным и его удобно представить в виде ряда Фурье. 
Легко убедиться, что поле, подчиняющееся уравнениям Максвелла, 
Шет иметь следующий ви i
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В„е

(5)

7) «= -֊-. х = —, Л« —♦ kn = k,-i =-- (7)
р /■ W с

2. Для отыскания неизвестных коэффициентов .4.., Cfl, I)K 
воспользуемся точными граничными условиями

z = — а, = £jy = 0 (на лентах)

£iy=£,2y, Н\х =■ /-/շէ (на июлях) (8)

շ = - ֊ (а 4- //), Е2у = £'зу. Hix Hxt.

Поскольку электромагнитное поле (4)- (6) представлено в виде 
ряда Фурье, то достаточно подчинить его условиям (8) только на 

одном из периодов структуры, например. Это при

водит к системе функциональных уравнений относительно IV՞., 

00 *|**?™)y
V lV„e ' =0 (щель) (9, а)

У ԱՀ Ն е ՝ ‘ -֊ - ։. (мегалл) (9,6) 

и обнаруживает связь между коэффициентами отражения и плохо» 
дения во есзх трех областях
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֊ Г(1 -|-«,) ֊7- е0°л
•Ն = - /Հ (I + «.) - М/-е 

гО°л

Г ՈСп — — Впл„е

Սղ — Ьп {е — ал<? )

:W для простоты записи введены обозначения

®л =
£»% ֊֊ Г'ле Ъ<1п£ 
с0^'1 ՜է՜ 

f 1. л = 0 
{ 0, и 0.

г.., = 1
1 ֊ք- <ւո Կ„ր

(10)

Обозначим

֊„а
V.

ж ֊ Լձ±ՃԼ1 о 1 у<)
ти

----- .Հո. 
Ո

(ественно, что Հ = () при |// »1 (՝/. и ? всегда ограничены).

С учетом (11) система уравнений (9) после некоторых преобра-
1ннй принимает вил

<х
2 xnein 

п— — •
(Г2,а)

со
х,;֊(|-угч ֊օո (|փ1<«) 

л
(12.0)

2W>

?*ап —

0=^

^2?/^.

2.^- 
I

d 
!

л. как при образовании (9,а) в (12.а) использовалась операция диф- 
миирования по переменной у. то систему '12) следует дополнить 
Ктвом

S лл-М = 0, 
SZx Ti И՜ п

(13)

►рое получается в результате подстановки в (9,а) {качения
շ
2՜
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Система уравнений (12) образует задачу Римана-Гильберта [4] 
для аналитической функции х(т) от переменной г е‘-

|г1<1

которая непрерывна но lyre единичной окружности г|=1
и терпит разрыв на дуге ? < ձ. Решение последней приводит к бес
конечной системе линейных алгебраических уравнений относительно 
неизвестной л-я и некоторой промежуточной константы b

2bR.+ у сИ
_ — и

24/?.+ v

Здесь

——
2 Sin ftij

V".= 5—1 [Л-։(«)Ра.|(«)- P»(«)l
2 sin rrj ц 4- Ո

Ho («)=և H = — щ |1Л = Րղ — 2uPn-i -+- Pe.-z (n>2), 

Pm(n) и P, (и) - полиномы н функции Лежандра соответственно 
(см. формулы (28). (2-..) работы |4|>.

Бесконечная система уравнений (14) квазирегулярно и. следова
тельно, допускает решение методом редукции. Для отыскания числен
ных значений х, целесообразно использовать ЭВМ. По полученным 
значениям х„ легко находятся с учетом (10) коэффициенты НП1 а 
также .4я. С«. Dn.

3. Электромагнитное поле (4)—(6) представляет собой суперпо
зицию распространяющихся и затухающих волн; та часть поля, кото
рая представлена распространяющимися гармониками, соответствует 
излученному пучком злекгромагни гному нолю.

Определим условия, при которых излучение будет существовать 
в кристалле и свободном пространстве.



Излучение электронного потока

В свободном пространстве (первая и третья область) будут рас- 
оетранягься те гармоники, для которых величина —вещественна, 
с, когда

₽>>Л + ,։1у. (16)
\ х /

■о может иметь место только при //<0.
Внутри диэлектрического слоя условие излучения будет выпол

нен для тех пространственных гармоник, у которых вещественна 
личина qne. т. е.

>(1+л (17)
\ х /

яедует отметить, что, в отличие от свободного пространства, излу
пите в диэлектрик может наблюдаться не только при л < 0, но и 
случае п 0.
[ Найдем среднее значение вектора Умова—Прйитинга Ճ на еди- 

ичной площадке произво. ыюй плоскссти z = const. Для л-ой про- 

явственной гармоники ձ' в свободном пространстве (области 1 и 3) 
ди*лек1рйческом слое определяется следующими выражениями
I Д=-с- 711՜Ւ'Կ*| 1 -(’ ’ "У IM, (*>-а) (!8) 

8~ х J \ х /

й= ‘ |71±ճք_ *./ ։ _7i_«y ID.,., 
or. I 7. J \ z /

(2< — a — h) (19)

Հ + fl 

/I?x

(-a»-a-/;). (20>
■o

I Таким образом, излучение монохроматического пучка образует 
декретный спектр, и направление излучения для л-ой пространствен- 
10й гармоники, как видно из (18)-ւ20յ. составляет с направлением 
гзкгхения пуч^а угол в свободном пространстве и угол хке в крн- 
вше

■ ’•—«/(,ՀՉ’-՜'_ ՞"
I «

4. В заключение заметим, чю при выполнении условия излуче- 
н։ (17) только д. я нулевой ирис гране гвеннои гармоники из (և0) 
haai получить выражение для мощности, которое аналогично най- 
«нному в раооге |5]. формула (29).
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Дла этого необходимо положить и = 1 (решетка отсутствует), 
г = г0 = £,. и толщину Л устремить к бесконечности. Если I — ժ->0 
(сплошной экран), то Տօ = Со = £)0 О и к длинноволновом прибли
жении ‘ .40| - I.

В качестве примера приведем аналитическое выражение для ну
левой амплитуды ноля над решеткой

\> = —------- Դ(2-Դ)4-

* - ֊ (1 4- И?^ ) 1(1 4 «) ^-1 (") ֊ (")!
___________го?____ ____________________________ ________________

(// - I) /Հ_։ (и) - 2Р,։ (а) + /g0 [(1 Վ и) /Vi («) — («) | 

которое получается из (14) при т —0 и - О при п փ 0.
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II. մ փ H փ ո I մ

Հուլվածում լուծված Լ մետաղական ցանցով ան իէքո տ րո и/ դ/Վ /եկտրիկի 
[միառանցքանի րլուրեղյ հարթ ւրււ ղահեո շերտի վերևով չարմ վող փնջի 
ձաոաղտլթմտն /»*^/7/,ГГ՞’ ահմանալին էլեկտրադինամիկ խնդիրր րերւ/ամ է 
ւթսք ան Գիյրերտի իէնղրին, որի լուծումը րերված է՛ ,էոն րահսէ չվական հտ- 
վաոարու .Օեերի րլծալին անվերջ սիստեմի։

'հանի որ ււիոաեմր քվտղի֊կարղավորող Հ, ուոաի աքն թաղ Հ տալիս 
ցանկացած ճչաաթլամր լուծում։ Иրոշված են ճաո աւլա t ք>1 ման պալ՝էաններր, 
ղանված են ր1',,(,եււի մեջ ե աղւս ո տարածաթրոնում թլմով — Պոյնււփնր/ի 
վեկւոորի համար արաա՚էարոութլուններ:
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

ЯП ШИ

АНТИФЕРРОМАГНЕТИЗМ В МОДЕЛИ
КОЛЛЕКТИВИЗИРОВАННЫХ ЭЛЕКТРОНОВ

В последнее время возродился интерес к модели коллектнвнзи- 
ишых влекгромов в теории ферромагнетизма [1— 6]. которая сво
ди or некоторых недостатков традиционной гейзенберговской мо- 
|И локализованных электронов. В настоя щей работе мы попытаемся 
пространить эту модель на случай ферро - и антиферромагне- 
и«.

। Следуя идее Нееля, вводим две подсистемы электронов, взаи- 
Мствующих между собой, как внутри каждой подсистемы, так и 
Հ. подсистемами (см. также [9]). Будем считать, что обе подси- 
|н •бладают одинаковой трансляционной симметрией. Тогда гамиль- 
kiH всей системы в представлении вторичного квантования может 
L записан в виде

i 4pj'a’ ( /1 f i: J-l /1) ««/, Ճ-Յ/֊Ճ ■а (1)

весь, как и в работе |6], а и а — фер.мн-операторы одноэлектрон- 
ta •֊՝■՝:■■ :-нйй, £(/)— гг Активная часть энергии, ' i /1А» /-•/» ) — 
»:?нчные элементы энергии взаимодействия. Индексы а, £ обозна
чит и-мер подсистемы (а, р= I или 2). Если пренебречь переходами 
Яйггронов между подсистемами, то среди матричных элементов 
Ա > можно оставлять только ձձ,-., = Ս,, 1}^=^ I >12, п = Լ ’к- 
Б#?). В общем случае гамильтониан (1) описывает ферромагнетик, 
диетном случае, когда две подсистемы полностью эквивалентны, 
Тиче- ч а и гифе ррома гнет и к.
L Вместо одной коллективной функции Грина с противоположными 

ьвмн б*; (k, q), рассматриваемом в теории ферромагнетизма 16], 
;ь мы должны рассматривать четыре коллективных функции 

& (1Հ (к, q) . I{ 1 ] • ««ч-t 3>. описывающие флуктуа-
тноной намагниченности в подсистемах и корреляции между 
шчепностями подсистем. Составляя пеночку уравнений для этих 

uiift Грина и расцепляя ее на первом знене (см. |6р, в случае 
юй связи получаем следующую систему уравнений 
и • АН, серия физ.*х։а?. «зук, S- 5
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[£- £,। (А + 7) + ft t (*)] 0“ (Հ <?) + [«I. (А) ֊«и (4 4-<?)| X

XS[O։(?)G“(A', ?) + Ц։(?)О«(А', </)! =4֊[«.,(*)֊«и (»+«)) 
к'

(Ճ ֊ Ег, (А + ?) + Е2 , (Л)| G« (А, ?) ֊г [«:. (*) - «։ . (* + ?)l X 

xS|t/։(?)G՝-֊(A', 7) + ии(9)О“(А՛, 7)]=0, 
к'

а также аналогичные уравнения, которые получаются из уравнен։ 
(2) заменой индексов lzt2. В уравнениях (2) были введены օծ 
значения

£♦ (Л֊Ւ <?)-£*: (k)=Ea{k \ q)-E^k) ±

± L/,(0) c, Т £/12 (0И ;

с- = ± 2l'M (*) — «»: (*)].
к

где верхний знак (4- или —) относится к случаю а = 1, 3 = :՛, 
нижний знак относится к случаю а 2, 8=1. £в —фактор Лан. 
для подсистемы а; магнетон Бора: /-/ — напряженность внешне 
магнитного поля.

Спектр элементарных возбуждений определяется корнями сек 
лярного уравнения. Поскольку система уравнений для функций Грн 
распадается на две независимые системы (содержащие в отдельное 
функции G։։, G’։ н бгэ. ծ12), то мы имеем два секулярных уравнем 
определяющих два спектра. Физический смысл имеют только вел? 
нательные корни.

Для уравнений (2) секулярное уравнение имеет вид

1 - ft (7, £) ֊• ft(?, £) + [1 - , ft ('/. ft Рг(?. ft = <М
I сад) c'4(v). j

где
ft (7, £) = У. (?) S֊֊" ֊֊^) 'М(* + ?) ■

"Еа, (k±</)-Ea՝ (k) Е

—„поляризационный оператор՝* для подсистемы а.
При (/ = 0 уравнение (о) сильно упрощается и приобретает

Е2 ֊ I (0) ֊ с2) + (gx + g5) Е ч- ■ 
+ 4֊ (g։«x - g-«2) Շ\։ (0)1 ua/7 = 0. I

Другое секулярное уравнение получается из уравнения (7) заме 
Е->-Е.

.Уравнение (7). полученное в модели коллективизированных ?. 
тронов, точно совпадает с соответствующим секулярным уравнен 
для ферромагнетика в гейзенберговской модели (см. |7]). Знача 
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Ленх моделях энергия элементарных возбуждений одна и та же для 
яуле-юго квазиимпульса (q = 0).

Рассмотрим теперь спектр элементарных возбуждений при ма- 
pt квазиимпульсах q. ('начала изучим случай антиферромагнетика, 
Й8 обе подсистемы полностью эквивалентны. Кроме того будем 
ртать. что внешнее магнитное поле пренебрежительно мало.

Разлагая уравнение (5) по степеням q и учитывая полную сим- 
трию двух подсистем, получаем решение

Հ= \<А (0) - Ц Կ) - (0) ֊ Ц։ (V)! 1(Л (0) Ц (7)

- ճ/„(0) 4֊ £/|3(<?)1 °2 4-
*2Ц5(С)

1Գ(0)֊շր12(0))3

(8)

Мы видим, что в выражении (8) для спектра спиновых волн на- 
р с членом, обусловленным обменным взаимодействием между 
тронами, имеется также член, обусловленный подвижностью элек- 
:ов в кристаллической решетке. Спектр линейно зависит от квази- 
Г-чьса q (при малых q), но благодаря наличию второго члена, 
егсн, вообще говоря, анизотропным. В предельном случае беско- 
1о узкой энергетической полосы, когда электроны могут считаться 

[тко закрепленными на атомах кристалла, второй член обращается 
1уль, и спектр £,; (8) переходит в спектр спиновых волн в гей- 
йерговскбй модели |8]. Напомним, что подобный предельный по
год имеет место также и в случае ферромагнетика |5, 6].
| Наряду со спектром (8) коллективных возбуждений, система 
кет также квазннспрерывный спектр индивидуальных (одночастич- 
т) возбуждений фермиевского типа, определяющийся другими осо- 
Ьосгями функций Грина 0“ . С точностью до членов, асимптоти
ки исчезающих при обычном предельном переходе: Л -*ос, И—>ос, 
» = г՛՜’ =-const, спектр индивидуальных возбуждений определяется 
^частичной энергией (как видно из уравнений (2) или из уравне- 
(5)’ н (6)):

F. =Eal (k +<?) — £'=♦ (А). (9>
этот спектр отделен от нуля щелью.

Из уравнений (о) и (6) можно также получить спектр спиновых 
s и случае ферримагнетизма, то есть когда две подсистемы пеэкви- 
hitjju и поэтому имеется ненулевая результирующая намагничен- 
Ь «сего кристалла. В этом случае, как видно из уравнения (7), 
։ио так же, как и в случае гейзенберговской модели, см. [7]), 
Клея две ветви спиновых воли, одна из которых, как обычно, 
[дат нз нуля, а другая — отделена от нуля энергетической щелью 
ниц обменной энергии между подсистемами (подобно оптическим 



iOO Ян Ши

колебаниям в молекулярном кристалле). Предельные значения энерг; 
в этих двух ветвях при нулевом квазиимпульсе •/ = 0 нетрудно по
лучить из уравнения (7). Разлагая уравнение (5) по степеням q <»tw 
енгельно утих предельных значений, получаем (при малой напряжё) 
пости внешнего магнитного поля)

3» — Դ 1 I. I 
где

. 1 дЧ\ a d4'2 t o dWn
" I-a,I °' ’ <Wv, ’’ вл

+—I—։— s <«., w—»..(*)) —
2 l’>- =>l. ։

и

___________1___________\։ .
(Պ - *з) (Ц-’i ֊ Ц:°з) *Г П " ՜ * П11 <4 “*

1 v. у дЕ2
(֊ն֊-ն)(է'։։ն-Շ’53:) ք дд, օհւ ’

Հ» = £Д։ (պ— ов) — ք 
-։ --- ”• է i

(10.

(11)

(12)

где

1 Г Ժ4Հ , ծ*Ստ 9 ծ'-Ս12 _
■շ ֊ -■ I ЧЧ 1 ՚ ՜

1
Г 2(Պ-

v I C- . . (րՇք . Յյ . . O՝E<2_ I — (/.’։ • - «ւ, ) ֊4— յ----- ք- 1 - ո.; ) ֊.---- —
Tl =1 Л/Л/

՜յ . аг.у otz,Т^" ՜Ո11)^ժ7, ՜ I

--------֊I-------- Д77----- 7TT-S(«Jt <131
7 &հէձհէ

Как видИо. Об вн казались кпИАргичко мвисящими от 
кназннмпульса </ (при малых </). Так же. как и н <’.։ чаях ферро- и 
лиги : ■•». в спектре В с обм.-пнымн членнми. иш
югся также члены, обусловленные подвижностью электронов.

Нетрудно проверить, что в предельном случае иелолпижнм 
электронов спектры (10)—(131 переходят в с»՝»т«егсгнукнцие спектр; 
в гейченб'.'ргонскол моле ш |7|.

Для пычвелении намагниченностей подрешеток можно постула! 
аналогично тому, как в случае ферромагнетизма |б|. Считая чис< 
электронов в каждой подсистеме постоянным, г. случае антнферр 
магнетика получаем следующее трансцендентное уравнение
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1-------- Г jexp^/D-ll ЧпД1—(14)
-(2^)յ J 1ՀԿ) J 1 D

D = 1_Հ-Հձփ
էձ(<?) № (15)

Если рассматривать только вклад, от коллективных возбуждений, 
(•уравнение (14) будет иметь точно такой же вид, что и соответ- 
Вухицее уравнение для антиферромагнетика в гейзенберговской мо- 
ин [8]:

± = _^_ПЩ0)^Л^М|2_ ճ
| (2“)3 J Л, 27- ' ՝

Разница лишь в том. что в уравнении (16) спектр спиновых волн 
гея формулой (8). содержащей член, обусловленный подвижностью 
стропой.

Ill физихс-техничсгкая лаборатория
I ЛН Армянской ССР Поступила 26 IV 1965

ՅԱՆ Г.Ь

ԱՆՏԻՖԵՐՐՈ1րԱԳՆ1՚1111.»ւԱՆՈ1’Թ-։Ո1«Ն1! ԿՈԼԵԿՏԻՎԱՑՎԱԾ 
1:Լ1։ԿՏ1’11ՆՆ1ւՐ1- ՄՈԴէՎՈԽէր

II. մ փ ռ փ ո ւ մ

^պհկտ[քվսէ1’է/էսծ կ լհկա րոննհ րքւ մոդելր tutu րտծ ված Հ՛ ֆհրրո֊ ձ անա[ւ~ 
i 1Լքրոմւ.էէՀտրքէ, /.о/,ա՛հ и t. j<i րէՀհ tj.ll ttj [ill ր7՚ էքրա: I) nun tji/mil I՜ и u[ fl'll in J fl'll in [ քէչւ՚էւ h ր ft 

րէքհէրրրրի էսրուահարոտ թրոնւր ui[i[. ւ[եպր1ւրք։ համար, ttputhtj հաշվի է աոնված 
շա [,.f и լ՚հ Ifii.fJ ւա^է[1 հ արտածված !՜ րերէքած մա 1[ն ft чականա tj— 

|6bb, (ւանաձհ ո:
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИКА

М. Е. МОВСЕСЯН. В. А ГЕВОРКЯН Дж. X ГРИГОРЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ФОТОЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ БОРАТА СТРОНЦИЯ, 
АКТИВИРОВАННОГО САМАРИЕМ

I Интерес к люминесценции веществ, активированных релкозе.мель- 
ямин элементами, за последние годы резко усилился. Особый инте

рес представляют вещества, имеющие линейчатую люминесценцию 
при комнатной температуре. Линейчатая структура люминесценции 
гадких земель объясняется тем, что у этих элементов переходы на 
Мвкгоонном уровне защищены от внешних возмущений заполненной 
Оболочкой 5տ85/?" Но все-такн внешние факторы сильно влияют на 
хагйхтер люминесценции, на интенсивность, спектральную ширину и 
т. д. |1-6|.

В настоящей работе сообщается о синтезировании и исслелова- 
МЯХ бората стронция, активированного самарием.

1. Экспериментальная часть
I Кристаллофосфор получался спеканием смеси окиси стронция и 

[Сорной кислоты с добавкой l°/0Sni. Полученный поликристаллический 
НСюсфор имел желтовато-красную окраску. Кристалличность фосфора 
подтвердилась рентгеноструктурными исследованиями. Люминесценция 

• возбуждалась кварцевортутной лампой ПРИ—2 в обычном эллипти
ческом ^осветителе. Спектры исследовались на спектрографе ПСП—73. 
;Интенсивности спектральных линии определялись методом фотогра- 
Йяческой фотометрии.

Ւ Для измерения температуры была изготовлена печь (на кварце
вой трубке), которая помещалась в эллиптический осветитель. Тем- 

[вература образца, помещенного н эту печь, измерялась термопарой 
“ .и -константан. Длины волн люминесценции определялись на ком- 

iJUparope ИЗА —2 сравнением со спектром железа.
I Для измерения затухания была собрана установка на базе спек

трографа ПСП—51 с фотоэлектрической приставкой ФЭП—1. Иссле- 
I'tuwfi образец помещался в эллиптический осветитель, где осве- 

huwcii импульсной ксеноновой лампой. Кратковременные световые нм- 
пульсы получались разрядкой конденсаторов емкостью в 4р/? на 
импульсные лампы. Выход фотоумножителя подавался на осцилло- 
Граф ПО-4, с экрана которого фотографировались импульсы. Уста
новка давала возможность измерять длительности 10 * сек н больше.
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2. Полученные результаты н их обсуждение
Спектр люминесценции кристаллофосфорэ приведён на фиг. 

В табл. I приведены длины волн, частоты и относительные ннтенс։ 
пости наблюденных линий люминесценции в области от 6200А?дй 
7700 А°. Интенсивности измерены в относительных единицах. Дя 
наиболее интенсивной линии, для линий 6855 А', принята интев.՝ма1 
ность 250. Условно, спектральные линии мы разбили па две трупом 
по длинам волн (см. табл. 1).

Табла» 1

1 группа 11 группа 1

МА’) •Հր.ս-յ)! । цАО Н(сл-’)|1

6813 14678

6855 14587

6270 15948 1 6935 14421

6282 15918 1 6915 14399

6359 15726 1 6980 11326

6369 15701 6992 14302

6388 15654 1 7046 14193

6-131 15550 о 7219 13851

6578 15202 0.5 7246 13-801

6598 15156 0.5 7288 13721

6633 15076 0.5 7349 13607

6678 14976 0.5 7160 13-105

7620 13123

7662 13051

Фиг. 1. Спектр люминесценции бо

рата стронция, активированного 
самарием.

11л финн рафии учлмкл спектра 
(позитив) стрелками отмечены ли
нии ртути. Крайние стрелки соот
ветствуют линиям ртути Հ =6123А

и 7.2֊7С81А1>

—+

адюо- 

15700֊

1400

15Ю0 •

14300-

14500-

_ц_£1
--------.... 

■ 
1

IIIIU
I!

14200-

13300

—

13600

13300-

13000- 
СИ*’

—

Самая сильная наблюденная лиж 
(6855А ) появляется уже при конце

•грациях 10՜ ։‘гр}гр. Ширина этой линии при комнатной темпе, 
составляет примерно 10 с.и՜1. Интенсивности этой и других л ни։
II группы с повышением температуры остаются постоянными до 
пературы 80 С. а потом быстро падают. При температурах 280е—ЗС 
они практически отсутствуют. Для некоторых линий П группы՛ 
зультаты приведены на фиг. 2.

Интенсивности линий 1 группы при комнатной температуре о’ 
малы. С повышением температуры до 150 С интенсивности этих
ний возрастают, а при дальнейшем повышении температуры пзда| 
На фиг. 3 приведены зависимости интенсивности люмииесцен.
температуры для четырех линий I группы.

Нами исследовано поведение затухания линии люминесце
от температуры. Измерения показали, что при комнатной темпера
длительность свечения линий 6855 А ' составляет 3,6-10 ‘ сек. II
фиг. 4 приведены результаты измерений относи гельвой длнтелы 
люминесценции линий 6855А при разных температурах.
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Интересно отметить, что ход кривой зависимости относительной 
длительности от температуры совпадает с кривой зависимости интен
сивности люминесценции от температуры (фиг. 2).

Зависимость относительной интенсивности люминесценции некоторых 
линий Н группы от температуры.

•- А, = 6270 А0 о- Л3 = 63&9А°

х-Л2 = 62ЙА° а-Л4 = 6431Л’

Фиг. 3. Зависимость относительной 
hhtchcmiujocth люминесценции неко
торых линий 1 группы ci темпера

туры.

Фиг. 4. Зависимое». относи
тельной длительности люми
несценции от температуры для 

липин /_=б855Аи.

Поглощение синтезированного кристаллофосфора в видимой об- 
:ти измерялось следующим образом: пластинка кристаллофосфора 
1ЩИН0Ю в 1 дме освещалась отдельными участками видимого снек- 



106 М. Е. Мовсесян. В. Л. Геворкян. Дж. X Григорян

тра. Прошедший рассеянный свет изучался спектрографом. Спектры 
показали, что поглощение кристаллофосфора линейчатое и самые 
сильные линии поглощения расположены на длинах волн >. — 4735 А* 
и 4765 А0. В табл. 2 приведены линии поглощения.

Таблица 2

л(А°) ■'(Aj '(Аа)

5430 4735 4430

5370 4665 4410

5332 4643 4383

5150 45S4 437G
4420 4551 4360

4865 4532' 4310

4810 4487 4325
4705 4460 •1305

При возбуждении в этих линиях наблюдались все । 
линии люминесценции II группы. Линии люминесцен
ции 1 группы не наблюдались, возможно из-за малой 
интенсивности. Согласно литературным данным |1.3| 
зависимость интенсивности люминесценции кристзл- 
лофосфоров от температуры в большинстве случаев 
подчиняется следующему закону

Л =--------- ■ (I)
լ+Ае кг I 

где Et и — величины энергий, вызывающих соот
ветственно безизлучательный и излучательный пере
ходы в нормальное состояние.

Полученная нами кривая на фиг. 2 хорошо аппроксимируется 
функцией такого типа. Если принять /т. — 0, то из экспериментальны!
данных возможно определить А и Ev Наши вычисления дают для 
Л = I010 и для Ех = 1 ev. Сплошная кривая (I) на фиг. 26 представ
ляет функцию (1) с этими параметрами. Для линий / группы меха
низм люминесценции другой. Такую зависимость (фиг. 3) тоже можно 
представить функцией тиа (1). когда А 0. Сравнение полученных 
линий поглощения и люминесценции с известными уровнями трех
кратно ионизированного самария дает возможность предположить, 
что линии люминесценции обусловлены переходами с верхнего воз
бужденного электронного уровня на разные уровни основного со
стояния. Переходы, по-видимому, заканчиваются на достаточно высо
ких уровнях нижнего состояния, так как в спектрах поглощения 
длины волн, совпадающих с линиями люминесценции, отсутствуют.

Одинаковая зависимость * и от температуры для линии 
А

6855 Аа показывает, что т тоже можно представить функцией (1) с 
теми же параметрами. Эго подтверждает, что тушение люминесцен
ции кристаллофосфора .подчиняется .закону Вавилова [7].

.Ереванский государственный 
уливерсите։ Поступила 21 XII 1964
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1Г. ն. Մ11ՎՍԻԱ311Ն. Վ. Ա. ԴհՎՈՐԴՏԱՆ. .9. Ь. Դ1ՓԴՈՐՅԱՆ
1И1.1Г11.('1411'1ПЬ1. ԱԿՏ1’ՎԱ8ԱԾ ՍՏՐՈՆՑԻՈՒՄ ԲՈՐԱՏԻՖՈՏՈ1.8ՈԻՄԻՆեՍՑԻՆՑԻԱՅԻ Ո141ՈՒՄՆԱՍԻՐՈՒ(*8ՈՒՆ1!

I). մ փ и փ ո ։ մ
II ինի! ե էլվ ած ե ՈԼԱՈէ էէէւաւ/ի րված է St)!֊ով ակաիվ ա էյվաւՏ ո ա րոնքքիում 

Հ111 մ ինե սրեն ցիան: iiափվել Լ /լոււէ ինեи ցենցի ալի էխերի ալիյփ 

i է|Հ արու քյ լան ր ե հա րա թե րական ին ահն սի վուի րսնր է II t и nt ifh ա սի քէվ ե չ I; Աումի֊ 
’̂ ^^նցիալի ինտենսիվության ե inlinrjni թլան կախում ր ջերմաստիճանից՝ 
BW*C~ С էհիրուլթու մ:

£• ոք'՝
I. fisiii----իէ. էխերի ք/ա մին ես ցեն ցիա[ի ին ա են и ի վո ւթ լո ւ.ն ը էքինյե

հոաաաաուն I, մնամ, իսկ ջերմաստիճանի հեսւսպա րսւ րձրա t/մ ա մ ր' 

օվուղէււմ !■։

՚Հ. 6!$70 —fflitS \ ղծերի Աումինևսէյիսյրյիււէլի ինտենսիվա իմւունր մինչև 
!1W C աճում է, ապա նվաղտմ:

նկքԱւովև[ է, որ 6'Л‘2.7.\ ----76’6’? А լլա մինևսցենյյիալի ւլծ/ւրի ինաենսի֊

խիլանր և տեււդու թլու.նր. ջերմա и տի ճանի ր/ 
Ifrtlt.fli պւէւնլւով :

կախված , փոխվում են մի֊
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