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МАТЕМАТИКА

В А. ДЖРБАШЯН

ОБ ИНТЕГРАЛАХ ОТ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

При решении ряда физических задач оказываются необходимыми 
интегралы вида

л
(Л)

а

Ւ

fe. (рП £.(=<) dt (й)

а

И Т. Д.
Здесь / . :կ ' — комплексные, р, = —действительные или мнимые 

числе. - эо са, b հ; ос; (р/), Е. (з/) — решения уравнения Бесселя. 
Произвольность перечисленных величин ограничивается лишь требо­
ванием существования интегралов (71), (В).

В некоторых частных случаях значения интегралов даются:
для (А), (В) при (2=0. b — ос формулами Вебера Шафхейтлнна: 

для (А) при л= ՛- >4 2т + 1. где т - натуральное целое число, или 
нуль-рёкуррентными формулами; для В) при >• — ’ 1. ——р —v 1, 

7 I |—формулами Ломмеля. Если ?. отличается от приведен­
ных четным числом, то при Հհ = £Հ значения интегралов вида (В) 
могут быть найдены с помощью формулы приведения Шафхейтлн­
на |1].

В настоящей работе излагается метод вычисления интегралов 
(А). (В) в их области существования. Значения интегралов, как и в 
известных частных случаях, даются рядами, причем, если предел b 
(или а) большое число, то соответствующий ряд является асимп­
тотическим.

В приложении приводятся простейшие интегралы вида (А), (В) 
для всех возможных значений параметров.

Применяемый подход может быть полезен к при вычислении 
интегралов других типов.
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§ 1. Вычисление интегралов вида (А), (в) при bх

Рассмотрим сначала интегралы (А). (Я) н случае, когда b - х 
Изложим метол вычисления таких интегралов на конкретном пример* 
интеграла

\ՀՀ2(ք} di, 
а

где Л',(Г)— функция Макдональда (см. приложение).
Если </=(), то рассматриваемый интеграл сходится при 

Re(X-f- I)>2|Re(v)|. (1 1}
Если <'/>՝>. го он существует для произвольных комплексных 

>, Л.
Допустим сначала, что имеет место условие (1.1). Тогда можем 

написать

f 1՝к։. (Г) Л = Ф, ֊ ՓՀ (я), (1.2)

а
где для сходящихся интегралов введено обозначение

?/<*(*) = ,րՀէ).
Л» •՝ у 

О
Ф гл2(зо) мы можем вычислить непосредственно, воспользовавшись 

представлением Барнса [I]. При предположении (1.1) получается из­
вестное |2| выражение

Найдем теперь <Հ ^շ("). Исходя из определения [1| функции К,(О, 

нетрудно показать, что

Кг. (0 = 2г֊ Т։ (■<) է ՜Հ' ,А ( - •- + ֊; — •< 4֊ 1. - 2» + ։: +

+ Г'ГНГ|- ’)л(֊: -’-I-։. +

+ 2՜5,'։ր(֊ )^'1ЛЛ + ֊֊: ’+։. 2»-Ы: '*)• <։-4'

где է—обобщенный, гипёргеометрическнй ряд.
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Учитывая, что получающийся ряд сходится {3], помножим (1.4) 
на и почленно проинтегрируем. Таким образом будем иметь

+ <K?<eH ՓՀ «’(“>■ U-5)
где

<?к? («) - շ*՜-Ր(*Խ՜* *41 «/' 1
— 2у 4 Հ -Ւ ւ \ 2 * ֊ Н 2 + 2

С kW = I (v) I ( >)'■՛' -
2 (> I 1)

՛- - -1 . - v — ], >4 1: or Y
2 2 /

Равенства (I 2), (1.3) и (1.5) дают решение поставленной задачи. 
Действительно, результат (1.2) мы получили при предположении (1.1). 
когда ФА д... (оо) и Ф. («) сходятся и даются формулами (1.3) и 

(1.51. Однако, правая и левая части равенства (1.2), где под 
Ф? д,з(‘Х>) и Фх (</) подразумеваются правые части (1.3) и (1.5), 

являются аналитическими функциями от *, л. д при любых комплекс­
ных •, /. и положительном а. Поэтом} согласно принципу аналитиче­
ского продолжения (1.2) справедливо для указанной широкой об­
ласти V, Л, <1.

Особо следует остановиться на случаях, когда среди —---- ՝ ,
2 2

М № 1 1
*---- —------ < V— •—------ есть нуль или натуральное число, а

2 2 2 2
. -1

—— — 1 отлично от таких чисел. В этих случаях первый и второй 

члены правой части (1.2) в отдельности обращаются в бесконечность. 
Однако, после устранения неопределенности получаем конечное вы­
ражение. Приведем значения (1.2) для наиболее простых таких слу­
чаев, когда только одно из упомянутых грех выражений есть нуль 
или натуральное число.

Пусть
п, п', /։”, п"'= 0, 1. 2,---.

Когда

л. V- К-----
2 2 2 2
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—tts ՛, ■ ■ ч—- в т " ~ г—;. 1 ■* - д. ~ ■ ՛ ~ ; —

to)dt=( Ո՞ ~^< >-Д)г(1_£) х
֊՚ 4«։г(֊п+֊-)

J 4л ? Г (4 > — п 4- — )
а \ 2/

У 2 In (7 — փ [fl 4- 1) — փ ( v II) ձ ( ±2> ri) ֊| փ v ո Հ- $ j-

֊փ; հ;(«). (ւ.26)

bieci. Փ;,/<•’( л) есть Փ) д-?(а) за вычетом обращающегося а бесконеч­
ность члена а (1.5). 4— логарифмическая производная от гамма- 

функн.ий: 'г-(г)-- - In I ’(г). Исли մՀՕ, то рассматриваемый инте- 
dz

грал сходится при условии (1.1) и лается формулой (1.2). При на­
рушении (1.1) несобственный интеграл не существует. Однако, если 
при этом существует его главное значение (при Re (). 1)>0,
Re( 1 2*)>-0, если — 2* —1 действит. чети., при Re(>- 1) О, 
если >.4- 1—действит. чети., 2* действ, чети.), то нетрудно убедиться, 
что оно дается правой частью (1.2) и следующих из не». формуй 
1.2а), (1 2б) и т. л., в предположении, что а под логарифмом (если 

он входит в ответ) понимается в смысле абсолютного значения.
Выражение (1.2) и вытекающие из него формулы, хотя и явля­

ются общими*, но практически удобны при небольших а.
При больших |а| рассматриваемый интеграл представляется 

асимптотическим разложением

Нетрудно убедиться н Частно, ти. чго при I (1.2) >• -ь xooquiu HjBecor.;i 
формула

Сdt = а՞ I /<;-(«) ֊ А + 4) А: (а) 
’ 2 \ II՜./
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dt V ( °՞1 1 '-•« + !)
J 4 А

получаемым почленным интегрированием асимтотнческого разложе­
ния /'А:(/1, с последующей подстановкой выражения [2| для непол­
ной гамма-функции — 2а), при больших а'.

§ 2. Вычисление интегралов вида (.4), (3)

Теперь исследуем интегралы (.4), (Я) для произвольного Ь. Пред- 
b PC »

ставив | как разность интегралов и мы можем воспользо- 
п /ib

ваться выражениями для них, выведенными способами, описанными 
л § 2. Особый интерес представляет случай, когда а—небольшое, 

ծ
Ь большое. Например, для интеграла \Հ1<Հ(է}մէ получается 

« 
ի

| ^(оо) ֊ ՓՀ K,ib). (2.1)

It

тде Ф? Ф, ժտ(<0 дается формулами (1.3). (1.5), (1.2а), (1.2б),

а через /՛. д.ДА) обозначена правая часть (1.6). представляющая со­

бой асимптотическое разложение.
Формула (2.1) пригодна как для положительных, гак и отрица­

тельных и. Ь. Однако, в некоторых случаях, такие формулы непо­
средственно даю։ значения интегралов для а любого знака, но при 
ծ^>0. Значения интегралов и их главных значений при даются 
аналитическим продолжением приводимых формул.
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В приведенном примере интегралы j. j сходились, во всей об֊ 
71 X»

Ь
ласти существования искомого интеграла . Однако, возможны Со-

а 
лее сложные примеры. 

Л Հ»
Рассмотрим интеграл [ля него нетрудно получить-

ст 
я. ***.

интегралы и (см. (П. I) (II. 16)). 
а ծ

Равенства (П. 1) и (П. 16) имеют место лишь при Rep-X-y*

При Re (>.) > интегралы в левых частях (П. 1), (П. 16) расхо­

дятся. Однако, разность выражений (П. 1). ill. 16). являющаяся ана­
литической функцией, согласно принципу аналитического продолже­
ния представляет собой интересующий нас интеграл во всей области 
его существования. 

ь, ■»
Для вычисления интеграла ( t'J.. (М J.{t) dt находим сначала | 

и а
(см. (11. 5)), а почленное интегрирование асимптотическое разложе­
ния подинтегрального выражения лает

'Ч (ОЛ(0 Л = s cos (2b - ղ - Ջ - ) X
J 2~ m-о \ 2 2 2 /

. I-,֊... . 1) » 1
(2ЬГ Г (->• + »'֊! I)

, ,, cos (Я-, — От) — 
'-’у
՜^m-Օ Ч ".'.М2֊'՝
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,п (֊1Г'г| ич-/л'-ь յփՀ-^ա'-}- շխ
Iх? /՜ Т\

п ° т'< (т — тг)!Г( 4- — ) X

+ — т՛ )Г( v Հ-m ա' 1 )
------- 7---------- Г\ ' / ПТ՜/՜ is ~~ + 0 ">■ (22>

Г + т)Г0 1 2)Г(“’+ շ)

Причем при целом неотрипа тельном У- в (2.2) положено р 4-1 > 
(П. 5) и (2.2) имеют место при Re (>.)<£'(), а если >. —целое неотри­
цательное число, то расходятся обе части равенств (П.5) и (2.2).

Теперь учтем, что последний конечный ряд в (2.2) может быть 
просуммирован.

Действительно.

(2.3)

где через обозначен обобщенныи

гипергеометрический ряд с аргументом, равным единице. Воспользо­
вавшись (2.3) и формулой (2) работы 14|, второй член в (2.2) со своим 
знаком можем представить в виде
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Таким образом, возникающие при /■ целом неотрицательном ра- 
•- * •

сходящиеся члены в разности интегралов | и сократятся. Эта раз- 
X

кость и в данном случае является аналитической функцией и пред- 
h

ставляет интеграл ((см. (II. 5) (1Ч.5г)).

П Р И Л О Ж Е Н И Е

ИНТЕГРАЛЫ ОТ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Ниже приведены значения простейших интегралов вида (Л), (Z?). 
во всей области существования, вычисленных методом, изложенным

Ж frt
в § I. 2. Сначала даны интегралы (, удобные для малых а, и | , 

г е>
/>

удобные для больших Ь. По этим значениям определяется ^без ог- 

«3
раничения на Re/֊, необходимого з некоторых случаях для суще­

ствования ) 
и

b

Затем приведены значения | для тех случаев, когда интегралы
а а

( не существуют.

4
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Выражения для справедливы для действительных а. Однако, 
п

при ճ<ՀՕ интеграл ( существует при дополнительном условии схо- 
v

димости интеграла При его нарушении, но при соблюдении дру- 
0

гих условий, которые также приводятся, существует главное шаче- 
*- Л»

ии- интеграла /Л. Оно дается.выражением для ( или ) п предпо- 
tl О

ложении, чго а ноя логарифмом (если он входит в ответ) понимается 
в смысле абсолютного значения.

■*

Основное выражение для , при некоторых значениях парамет- 
Л

роя и, у. обращается в неопределенность. Для этих случаев ( 
п 

«в
приводится отдельно, причем через Ф' ( Г для j J тогда обозначз- 

г>
•тся Ф{Р) за вычетом обращающихся в бесконечное։ь членов.

Интегралы представлены асимптотическими рядами. В случаях, 
//

когда в полинтетральную функцию не входят ./.(/) или .V.и), уги 
формулы справедливы при действительных Ь. В противном случае 
они непосредственно справедливы только при 2»>0, а при b <Հ и ин- 

те г рал» лаются аналитическим продолжением, которое просто по-
ծ

лучить с помощью приведенных формул и аналитического продолже­
ния |2| бесселевых функций.

Отметим, что формулы (П. 1а). (П. 2в). (II. Зв) получены неза­
висимо Люком [5].

Ниже введены следующие обозначения 
w. 1, 2,...

Р = 0. - 1, 2,--«
С — постоянная Эйлера: С— 0,577215 6649

дзета—функция Римана: ր. = 1,2020569032•••, 
Если
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„ „•֊ Нп1if « (я* -Л_ 1).
■ • '■ I < ■ | К 1)

/ /г \ 2ят,4-x+i «■ (—0 f-y)
ФА /(а)=-------- V------------------------

2 Հ70 Ի->- ֊ք-2/п -: 1)/И! Г и-г/Л 4 1

2 2 )
/Л(гЫг = Հ ՜ Հ -Ф, .. т. .. ]>

г/~ • 1
\ 2 2 2 /

Re (;.)<-!■
4>

При а < 0 существует, если дополнительно Re {՝• '■ 4- I) >(); 
«

при Re (՝>-]-/-j-1) 0 существует /3^ .если 4 /. ֊ր 1 действ, петн. 
п

При 1=2/յ. /,՛ -}- /.=£ п'

2 In ‘J
2 •?(A։ Т 1)-փ(>4 fl 411

ըօտ ^Փ) 7 (<յ) Փ} յ (a) • —՝ »
ՓԼ № = ֊ 1

տհւ

X у '՜ "'fi)” _

4֊ A f 2//?-t- 1)* Л» J (// -{-/« )! 2"
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2 Հ՛ր
(л т

(П. 2)

Re(X)<

V если дополнительно Re(Z-M)>существует

. если

֊ ՓԼ **,(<')• (П. 2а)
S!П 2

При •

* Г(> —«)( է'ւ\րՀէ) մէ — -Ф у խ).2 In
//.In

(П. 26)
При ч = п. - п 1 = 2«

1)г'г1 2 л

ռ'! (it 4֊ ;/')! ՜ к I

(П. 2в)

1 
k

I 
k՛

2 in հ-Հ(ո+ 1) •;(•' + « + О ֊

J /'A'.(Z) di = ՜ sin ( — ՝* -• k) 
и

>|Re(v)i;npH Re (a-4-1) iRe(v) существует

J л! Г (v-i- n ♦- 1

При a<0

I = 2//. — •/ -L ti /I

VI ՜<Հ>(ս’'
П-гП . II
V 1 4. V— J I—А-1 К k-l

Հ ֊֊^(Л -I-1) -

t. -- 2w 4֊ 1)/«!(« • ///)!

a
действ, чети, при Re ( >0, Re (л I ) |Re(v) или, если ՝• и /. 4- 1
действ, целые числа одинаково։: .четности при Re (/■ ~ Г) Re(>) ;. 
При * р, 1 — X | = ՝2п
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♦и.И-НГ*1» ' Фл.4</а)(1п “■ + с )+<-!>’ а"’.‘,-Х

Л“о (« + х + 2т ֊•֊ 1 )2 т! (д ֊| т)!

-J±lv' (֊1Г(Д֊Л' 1)!(У 

2՜՞’’ Л ( “ + х 4-2/n+l)/W!
(սՀ'ո

(— i)« ֊ — у __________ ՃՃՃ___________
‘^՝ „Հ՞օ <« Н- + 2® ՛ 1)т|(л + я!)!

J/X(O dt = շ>- ‘г (֊Հ֊+1+±) 1Հ- Л+ճ + ±)_ Փ, k W.

(П. 3)

При«<0 I существует, если Re ().- !)> Re(v)|; при Re(>. -1-1)*'

Հ. Re (■*) существует , если -j-> Ь X4-1 действ, чети, при Re(±v) >0, 
a

|Re(/-+I)|< Re(v)| или, если v и л 4 1 действ, целые одинаковой 
четности при | Re (>. 4֊ 1) | > i Re {՝•)
При — < — ).— != 2/լ v -|. n n՛

J n\



ո
]ս С

tu Ն v 4-л — ‘Ահ. = լ — у ֊ г. wd[յ

(«6 'Ll) -(ոՀ^՚՚Փ- (w-* ■ յ?.-(ւ + ւ/)9 —~լ11Տ X

21 УНПМН<Ф ХННаС'ЭЭЭО0 io XUI-’i:tij.)lHil 90
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2 ( 2m 1) //.՛II и - m •
(П. 4)

Интеграл не существует, 
а 

/>
При а < О, существует, если Re (v 4՜ /. — 1) > 0; при

V « 
b

Re (՝* 4- X փ I) 0 существует Р^. если 4- /. 1 действ, чети.
ч

При —X — 1 = 2л 
ь
\CL(t)dt - -------------- =--------- bin- -*(«+■ I) —ծ(\-ր п -|-1)| -

п\Г (•< + п -1)1 |

а-^՝ г< (■■)
֊ 4 — ----------------------------------------- Л. ,(ծւ. (П. 4a)

2՜ m о (•# ; • Հրո l)m! Г(* /// Ի

Փ'-Հ. Հ<"> ֊Հ^. X -*

X 2-------------------------;-----------------------------Ш---------------------------
■' I- Л — I) m’l (•* 4- < m -f- I) |*(յւ^/ո 1) Г (•* «4 1)

F>. J.,. J, <ծ| = հ: 2<°։ (2* -: о ՜ V “հ ) х
, Г( Л. :- 'է1 4-1) Հ. 1
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Р'Л, {/)./,(/).// =

<1

ке ) < и

При ս*Հ0 I существует. если дополнительно Re (р • •> л4֊1)^>0:

при Re(p-f ՝' I '• i 1) >П существует PI, если u 4՜7 -'4-1 действ, 

четн.
При — ;л — / — — 1 — 2'/. • | ■ 2/1 '. •< .. ,
? | л - | т շքէ”

— (-1) х
.՛ '։Н’(*+'4-л-НИ(и ֊-п փ DO 4-л- 1)U

2 1п ?(ч 1) 4“-И—Л) - ծ (р. 4֊ v •- л I) •И:а4- f‘ + D —
•' С' 4 /! -h I) - Ф,„ уд1 у L (П. 5а)
*

7,(0Հ(ծ). (II. 56)
Л

При /, = /I
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֊ фХ. Հ. հ(«)— Ղ j(by (П- 5в>

При 'к—п, — и — ч — п — 1 ==.2л', -- и ֊֊>֊}■ н 1 ¥= 2л". a — ՚#4՜ п — 
— 1 -Հ 2л*

\tnJ*(t)J (t]dt ~ ________ 2՞՜1 (л 4-л')Г_________  
л?л'!Г(“4֊ л' փ 1)Г(-*4 ոՒ |- 1)

X 2 In — 2-Ь (л փ 1) 4- ձ (п' 1) 4֊ -И/i - /f 1) 4- ծ (u 4- //' 4- I) 4-
<։*

Г(*—1) ~0 (н 4֊ ■* 4՜ * + 2"* I 1) л/!1'(р +л։4- 1)
(П. 6)

если с t d Re (л) <Հ 1.

существует; если дополнительно
а

Re 4֊ * 4՝'- 4- 1)>0;

при Re (р 4 • /. 4֊ 1) ֊0 существует Р если и * 4- л 4֊ I действ.

четн.
При — р. — v л — 1 = 2л, — р. — п — 1 п', — * — 1 փ п."

\t\i, (ct)J,(dt)dt= (- l)՞44 շԿ
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21пП/ - Ф(й —zn 
2 •

■ J) — 6 (и. - п т -г I)

т\ Г (р. -֊ т -4- ])
(II. ба)X

Если с =ւ d

J ’ ։ cd ьт

X 3?"—;------ 7ТТ» V (Հ՜է■<0*՜"՜'«օտ (< | d;^ — (^+v|֊/n)4-
,֊ol (-Х4-ОТЧ 1Լ-յ 2

-<-l)”'(c-d)։ " 'sin (c d}b (и ч f-

Физнческнй институт ГК Аг) СССР 
յ. Ереван

Поступила 15 VI 1964

•I.. Հ ՋՐՈԱՀՅԱՆՐԵԱՍԵԼԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻՑ ԻՆՏԵԳՐԱԼՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ
Ա մ փ ո փ ո ։ մ

ԿէԱրէսղրված Հ էքրևնէք էքոլութլան mիրուլքժներում ('եււսելի ֆունկցխււ- 
bbplttf b'atnbgfitn լհել։ի հա •էիք иЛ/ մհթող։ 1'ևրված են արք Լնասյա րէք ին ահ դրա [֊ 
նհրր սյտրամհտրերի րոլոր հնարավոր արժեքների համար:

1երսւկսւնու թ րոն մեգ հալան/l րանաձևերր համրնկնում են դիա ա րկված- 
ների մասնավոր դեէէ/քերի հեաէ
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МАТЕМАТИКА

Л. Л КИТБАЛЯН

ОБ ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИИ И БИОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ 

ОБОБЩЕННЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

Введение

В работах Г. Сеге была построена алгебраическая и предельная 
теория полиномов, ортогональных на единичной окружности относи­
тельно произвольного обложения (см., напр., [1]). В случае, когда 
данное обложение является четной функцией, им же была обнару­
жен։ явная связь междх такими полиномами и полиномами, ортого­
нальными на отрезке [—I, 1| относительно соответствующего об­
ложения. Эта связь, установленная другим методом Я. Л. Герониму- 
сом [2|. выражается простым соотношением, что позволило вывести 
различные оценки и асимптотические формулы для полиномов, орто­
гональных на отрезке, при помощи результатов, известных для поли­
номов. ортогональных на окружности (см... наир., |1|. |3|).

В недавно опубликованной работе Г. Сеге [4] приводится по­
строение системы тригонометрических полиномов, биортогональных 
ч.ч единичной окружности относительно произвольного обложения. 
В этой работе выведена связь между функциями этой системы и 
функциями системы полиномов, ортогональных па единичной окруж­
ности в случае уже произвольного обложения.

В работе М. М. Ькрбяшяна [5] была развита алгебраическая и 
частично предельная теория систем рациональных функций с полю­
сами. лежащими на заданной последовательности точек вне единич­
ного круга» ортогональных на единичной окружности относительно 
произвольного обложения. Эти результаты явились дальнейшим 
естественным обобщением теории Г. Сеге. Кроме того. в них содер­
жатся качественно новые данные для >ех случаен, когда порождаю­
щая последовательность полюсов системы достаточно редкая.

В работе |GJ было получено естественное обобщение классиче­
ских полиномов Чебышева. А именно, там была установлена явная 
алгебраическая формула для представления системы рациональных 
Функций, ортогональных на отрезке | 1. - 1] с весом ~ J֊== ’ 

произвольные полюсы которых лежат вне этого отрезка. При помощи
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этой формулы была обнаружена алгебраическая связь между функ­
ция ми упомянутой системы рациональных функций и системы рацио­
нальных функций Мальмквиста, ортогональных на единичной окруж- 

ности с весом
2*

В работе |7] был л введена в рассмотрение система обобщенных 
тригонометрических функций и доказана теорема о сходимости раз­
ложений по этим функциям в метрике LP.

Настоящая статья посвящена применениям обобщенной системы 
функций Чебышева и обобщенных тригонометрических систем.

В § I устанавливается справедливость формулы, аналогичной 
формуле Г. Сеге, между системами рациональных функций, ортого- 
гональных на единичной окружности относительно четного обложе­
ния и на отрезке относительно соответствующего обложения.

В § 2 излагается дальнейшее развитие результатов работы 
Г. Сеге |4]. Л именно, приводится построение биортогоиальной отно­
сительно произвольного обложения системы обобщенных тригоно­
метрических полиномов и устанавливается явная связь меж iy функ­
циями этой системы и системы рациональных функций, ортонормаль­
ных на единичной окружности относительно того же обложения. При 
этом существенно используются алгебраические свойства системы 
рациональных функций М; М. Джрбашяна |5| и результаты §•!.

Автор выражает глубокую благодарность академику АН АрмССР. 
профессору М. М. Джрбашяну за постановку задачи я руководство 
при выполнении настоящей работы.

§1 . Система рациональных функций, ортонормальных на 
отрезке J I, ф1| относительно произвольного обложения

1.1, В первую очередь отметим ряд фактов к введем некоторые 
понятия и обозначения, необходимые в дальнейшем.

В статье |6| для произвольной последовательности к< индексных 

чисел лежащих вне отрезка А' | !, йрнводилось по­
строение системы рациональных функций ,Л)-. ix) с .г юсами в 

точках последовательности «ц}0՜. ортонормальных на отрезк- л с ве- 
1 

сом
2к /1 - х’

Г£сли с последовательностью чисел |Հ, лежащих ине отрезка 
К. ассоциировать три последовательности чисел: |**)0~, \ր Հ, и qk^> 

где при данном k > 0 ч- означает кратность появлени-л числа и>4 з 
группе чисел | «0. •«>). а /б и q., определяются ил условий

pk = հ* = 0 при ։ол փ V .

?»■=’*—1 ИРН
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го легко видеть, что систем:, рациональных функций ЬИ>(х)|0“ пред­
ставляет собой результат ортогонализации на отрезке К с несом 

---- - ■- = последовательности функций
2«г |Հ I 4-յր

(u>t— X) * О

переходящей в систему степеней |х*|0՜ при (k О).
Поставим, далее, в соответствие последовательности чисел 

>t)g‘ последовательность комплексных чисел ’ J“. лежащих внутри 
единичного круга и определяемых из соотношения

„<-> ։>= !■•. + » Л-1| ' при i. х {1շ)

О при = OQ

(* —0. 1, 2. -«).

^->(г) = ֊(1֊.-£•>(։) 
I-

Системой рациональных функций Мальмквиста. ассоциированных 
С последовательностью Հ ' Հ. принято называть следующую систему 

ճ!_1_!ՅձՈԼ n g< ~~_z ե*ւ! (լ .3) 
I—aAZ /..ll —3/Z a, 
o=i. 2,•••).

■ортонормальную на единичной окружности с весом ֊ , dz в смысле* 
2к

— | о'-ччЗг’и) =«,..= |°՚ п~п ох» 
2т. Л ՚ Ц, т = П

I.-j-t 
(л. m = 0. 1. 2---).

Как показано в |6j. при = «ю, т. е. при а0 = 0, система функ­
ций явно выражается посредством функций I'?*.”'(z)!o по

следующим формулам

Мв(л)=1. ЛЪ(.О = ф‘-»(.г4) (л— | л’- 1) (1.5)

(* = Լ 2.-
Заметим, что п частном случае, когда все полюсы системы 

|ЛЫг)1о отождествляются с бесконечно удаленной точкой, го есть 
нее з* = 0 (/? =֊ 0. 1.2.--Վ система рациональных функций Мальм- 

r систем՛, полиномов Чебышева первого рода ,Л(х)|0‘. 

а ։ 1• Условные», что при Х/-0 — = ՝.(/ 0. I ).

ж виста переходит я систему степеней к*|0'. а система
I 2
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Пусть, далее, >(х) есть произвольная неубывающая ограничен­
ная функция с бесконечным множеством точек роста на К.

Результат процесса ортогонализации последовательности рацио՛ 
лальных функций (III или, что то же самое, последовательност» 
функций 1.И*(л)1о относительно обложения на отрезке А'

֊ |— I, > 1| обозначим через ;/? (х)1о Иначе говоря, система ра­
циональных функции Ք. ս)Հ с полюсами в гичках последователь­
ности |«ч1о будет удовлетворять следующим условиям ортонормаль­
ности

| (х) /?. (л) - о<_ „ (1.6)

- ։
(л. т — 0. Լ 2, • • •).

Введем, наконец, неубывающую и ограниченную па 
(0, 2к] функцию з(0). связанную с функцией !/(х) следующим

__ | — 6 (cos 6) при 0 0<հ

I о (cos 6) при

отрезке 
образом

(1.7)

Ортогонали гания последовательности рациональных функций 
Л՜1 ■

------------- -г- , где •_ — кратность появления числа i* в группе чисел 
(1— лкг) * 0

ап. «».- Хк . а Հ =֊ 1 при -г Он р = Հ. при շ. =0 (£ - 0, 1. 2-- ) 
или, что то же самое, последовательности функций Мальм квиста 
I<?*(2) о՜ относительно обложения dz(h) на единичной окружности 
jz = 1 приводит к рассмотренной впервые М. М. Джрбашяном |5| 
системе рациональных фхнкпнй Фи֊) Հ с полюсами в точках JJ-I .

I «А Jo
ортонормальной в смысле

11 ф, (Л ф. (Ил
О

ЮТ. п = 0. 1. 2,- • •).

(1.8)

Предполагая в дальнейшем, что последовательность чисел հ՚»>1ս 
начинается с бесконечности <••»©— =^). то есть, что последовательность 
|«*Հ. определенная но формуле (1.2), начинается v нуля (»Չ = 0), 
для любого целого п с Հ ассоциируем следующую последователь­
ность чисел

М"’ а9, 2. 2ft, ։, շս, в,».-.,

члены которой улонлетворяют условию периодичности
(А-«0. 1. 2,-..). * (1.9>
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Систему рациональных функций Мал ьмк виста. порожденную 

последовательностью чисел /Հ". обозначим через /Հյ)!0՜.
В силу формулы (1.9) и условия а„== 0 функции этой системы 

запишутся в следующем виде
при о հ: k п

?.(*. ^"") = Ч'Чг): (МО)

при ո<Լձ <Հ2ո

?,_.(*. Я”) *,’(*). <1.Ю')

где через “Л(2) обозначено произведение, которое определяется гак

Պ>Ա) = 1.
при 1 < k < Ո

Л-1
пИг) = П-Ь^М (1.П)

(-о а,—Г

при п < к < 2п

Уведем, далее, в рассмотрение последовательность функций 
•И,. (х, Zv")|“, определенную следующими соотношениями

.и, и. />!;"’) ֊ 1,

.Ин.г. л(;') = ?(.(*+1. —1. /Հ;) + п(* > ■?-։. ^'i (i.isj

Согласно теореме, доказанной в работе 16], система функций 

;Л(д(х. /Հ'"|)0“ будет ортонормальна на отрезке А* с весом ( 

в '.мысле

֊ Гл^(х. /ՀՊ М, (х. />Г) , (1.U)
2-J ] 1—X-

— 1
(т, к = 1. 2, • • •).

Обозначим, наконец, через Фа(z, P'.’։)o' ассоциированную с по­

следовательностью чисел /Հсистему рациональных функций, орто 
нормальных на единичной окружности относительно обложения 

— с/с (0) и введем в рассмотрение следующею системе функций 
-

1<К(г. «■•’)!.•

■ L 'l>;(z.Pj,"!) = ^'(z)4>»( ^ (1-15)

(А = 0, 1, 2,-..).
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■ 'I’J-- - _ - — ■ — - . Հտր srn՜-հ _հ=— ,■ , a ■ ■ Я1

Заметим также, что из самого определения линейно-независимых 
систем ?*(?, /Հ ՝>!,; и 1Ф*(г, Р\“})\0‘, ввиду того, что их полюсы со 
своими кратностями совпадают, легко следует, что справедливо раз­
ложение вида

*
<Ы?. РГ’)=2>.!“?(и. Рл"’) (>•՝«).

i-0
(k-O. I.

где կհ' Հ — некоторые, вообще говоря комплексные коэффициенты։
1.2. В настоящем пункте будет установлено, что в случае, когда 

u>.vi,7 — произвольная последовательность вещественных чисел, лежа­
щих вне отрезка А' (и>0 = оо), систему рациональных функций 

ортонормальных на отрезке К относительно обложения 
rf'K(.t), можно представить через функции ФаДа, Pi"”) и Ф.'л(г. Р՛,"՝'). 
Эта связь, аналогично случаю полиномов Г. Сеге или случаю системы 
| Vft.(x)!0', выражается следующем теоремой.

Теорема 1.1. Пусть произвольная последователь­
ность вещественных чисел, лежащих вне отрезка К, причем ^Q=x., 
Тогда функции системы \Р,. (х)1о • ортонормальной на отрезке К 
относительно произвольного обложения մփ. х). выражаются со­
гласно следующей формуле

Рп(х} = Сп\Ф1Л{г, ^Л-|֊Ф1я(г։ Р<Г’)| (г). (1.17)

А-«-1./24 _LY ,/=() | 2
2 \ г '

где постоянный множитель Сх определяется так

/ i<2я > \ ’
с-= շպւ+֊Ն-) ’• <։’8)

\ Ajn /

՜1 о к-а з а те л ь с тв о. В первую очередь заметим, ч го r силу условия 

вещественности чисел !«ч- 0. последовательность {а*1о, ассоциирован­
ная с по формуле (1.2), а также последовательность /V. бу­
дут лежать на интервале ( I, + 1). причем % = 0.

Введем в рассмотрение следующую последовательность веще­
ственных чисел

՜ %. 2л I- 2я-2-’ • • . *յ, д-|. —X0i

также удовлетворяющую условию периодичности (1.9).
Обозначим чере. |®л.(г, Qn 'lo систему рациональных функций 

Мальм, к виста, порожденную последовательностью чисел Q՝n։).
Ввиду равенства (1.9) и условия ։в==0. функции этой системы 

запишутся но следующим формулам
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М֊. <?Г})= I.
при I Հ/i п

Q»"'’) = Н, ։’“։>Հ- П (1.19)
1 I. л-44-1 1 ~ fJ-‘z *1

при ո՚Հհ <, 2п

?*{*, Q';՝") - (г. Ч ' (г). (1.19')

как и нише, введем в рассмотрение последовательность функций 
Qj')|0“, определенную по формулам

Л10(х, (#->>== Լ

Q1T*) | Х~, Q՜., ) Л(.с-| Հր՜՜լ (Հ։)) (1.13')

(* = 1, 2,-->

и ортонормальную на отрезке К с несом , -7 ° смысле

1
֊i .И„(х, Qi >ll»(x. Q. Т /* . ֊{.. „ (1.14')
2*J Г 1 —Д’

—1
(Г/, k = I. 2..-.).

I' лесу ж де ниями, аналогичными приведенным при установлении 
формулы (1.16). получим, что имеет место также разложение

Л
Ф* (г, /Հ' ’) - у Հ(\ (г. Q<~։) (1.16')

•<—о
(А = 0, 1. 2.--Ղ

где коэффициенты Հ|>։ J, как и определенные по формуле (1.16) 
коэффициенты (Հ֊՜1 jfj ։k — ‘). 1,2,-֊-Լ вещественны r силу веществен֊ 

кости последовательности 1՚»Հ.'(0 и четности функции з(0).
Заметим, что из определения последовательностей Р՝а‘ и Q« ' 

следует равенещо функций ?24(z, /Հ ') и ?_■„ (շ. <?» ՝)• Поэтому, если 
сравни 1ь разложения (1.16) и (1.16'), го получим, что

, <2я) __ > *,2п> '■-•л — '-'.‘л

Теперь уже, используя определения (1.10), (1.Ю'), (1.19), (1.19՛) 
и il.l 1) функции Р'п ՛)•;. {с* (г. Q'DhT нМг). а также суще­

ственное условие вещестяенности последовательности можем
.чаии.аг;, следующие соотношения, необходимые нам з дальнейшем:

р
Условим.-я, что при Հ՛ р символ Г1! • • ’ раней единице.
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а) при 0< k ■ п

сдг. Հ՜') «.(г) = ?„_,(֊-< «■’)•

6) при О k < п

= РГ):

в) пои ո<Լհ 2/1

г) при О •< k < п

Վճ_- ^’)«.Ա) = 9» „(֊- W՝)-.

л\ при о k ■> Ո

м*. ^-նՀ֊Կ=?*..<-р՛^
'.Л ** ‘

е) при О < а՛ ■- ղ

ж) при О k п

?Հփ՛ О!Г‘)«„(})-?. <<- /Հ”):

з) при О k Հո

h(-. Q1»՜’) *Հփ) = ?4,„ (г,

и) при О < k <. п

?Հ֊’ = Հ4’ fA"՜՛)

(1 20)

(1.201

{1 2(F)

(1.21)

(1.2Ո

(1.22)

'1.22')

(1.23)

(1.23r)

Преобразуем, далее, выражение, стоящее к правой части фор­
мулы (1.17). Имея и вИду разложение Ա.16), а также о֊;р- (елеНй^ 
(1.15) и (1.12), получим
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откуда, воспользовавшись формулами (1.20) и (1.20"). с учетом соот­
ношений (1.13) и (1.13'), будем иметь

' 4-0

«;Ք.|շՀ;՞>+շ1 ,f։.w. . (х. չ!,"։) + ՜Հ;'Հ.«„_։ա /Г) '■ (1.24)

Из представления (1.24), если у честь, что системы <|>ункиин 
{/И*(х, Р(п ’)}□ и {.И>(д-. tf. ’)}J линейно-независимы, следует, что 

для доказательства ортогональности системы {/?«(д)}о на отрезке К 
относительно обложения </Ф(х) достаточно установить справедливость 
равенств

/ՀՀ= [/?.(х)Л1„(х, Р‘”) Л,(х)=-0 (1-25)

է> - I
(т = 0, 1, 2,..., Ո- 1) 

H

/??„ = ( R,, (X)ЛЬ(*. Qi">)'rf4.(X) ֊֊ 0 (1.25')

- է
(М =0, 1, 2, - • Л — 1).

С згой целью используем следующие соотношения, вытекающие из 
ортонормальности системы функций ;Ф (з. на единичной ок-

լ
ружности относительно обложения ժօ(0) и формул (1.16) и (1.16')



2г.

= (՜Փ։. («-'*, Р?1) /Հ")ժօ(0) = 0 (1.267

О
(w = O. 1, 2,..-. я — 1): 

2г.
[Ф։, (е*, РГ’) ФМ„(Л Qi") do (в) = ;

и
2֊

= J<Me'՛. Р?’)т։1л։(г՜'’. Qi")rfo(«) = 0 (1.27)

О

(т =0, I. 2,-.., л-1);

|фл(е“. /Г)?,.,(Л Q<")do(6) = 

V 

2».
= (փշ»(<'։, Pi")T„,„(?՛. Qi”)*(f)>0 (1.27')

է)
(m = 0, 1, 2, •••, /t—1).

Составим теперь интеграл /«.՛«, заменив в нем функции Rn(x) и 
Мт (л, соответственно по формулам (1.17) и (1.13) и положив 
х = cos b, 2 = f 

։
4?» - С R„ (х) Мт(х. P^)d^ (х) = 

*1 
с

- р?. (cos 0) AMcos';. Р’"7 do (в) = 

и
2е

= -- С. рФгиЛ Pi"»)n„(?։)+ Фг,(е-'։. Р(") г, (,֊'•)) х 

и

Хк,(е,։. /Ч")-г?„(г л. Pi")l<7=(«). (1.28)

Далее, с учетом формул (1.20), (1.20'), (1.21) и (1.2Г) получим 
2г.

/<!>„ = ±с„ [[Фгя(Л Pi")Qi") + 

о
-фг.<г, Р‘Л?„,„(е-й, Р<") + Фг.(г-“. Р?’)9.+„(Л Р'") + 

+ Փ։.(«-'։, Pi")?„_m(e“. Qi"’)] (в). (1.29) 



Об ортогональных системах рациональных функций 31

Наконец, из формулы (1.29), ввиду соотношений (1.27). (1.26). (1.26') 
и (1.27'), следует, что

/1?« = 0 (/// = 0. 1. 2.-.., д-1).

Перейдем к интегралу Аналогичными рассуждениями, с 
учетом формул (1.22), (1.22'), (1.23) и (1.23'), получим

I йЧ֊С. рф,„(г“. ^”Ն.(ժ“)-ք <м«՜'0. Р^-^е “)| >. 

О

■ X 1?„ (Л ) 4 ?„(в"я. 05Г’>] <* (6) = 

2=

= -С, рФ։.(А Я"’)?. .(/. РПЧ-Փշ. (<■'՛. Qir>) +

pw

+ Փշ»(«՜ձ (?!,”} + Ф։.(г ", /Հ"’)?, „(А PS"’)]*(։),

откуда в силу соотношений (1.26), (1.27), (1.27') и (1.26') будем 
иметь, что

Ц%, = 0 (m=0. 1, 2,- -, л-1).

Ортогональность системы {/?«(л))о на отрезке А' относительно обло­
жения մփ(յր) доказана.

('.оставим, далее, интеграл

I I
in.r.= ( Rn (х) /?л(д:) дГф(х) = J |/?я (х) ;5 ժձ (л )

и подставим в него значения функции /?я(х) из соотношения (1.17). 
Тогда получим

2=
լ /»,.=4е«| ] ।Փշ» <'“• ^՜1) i*^ (в)+

о
й։ 2л

+ Pi'’)l։<Me)+2Re յ՚ՓԱժ". Ք1-’)Փև(« ". Pi”’)«=<0) [■

q'
(1.30)

Легко заметить, что справедливы формулы

^В: || ф։.(е'։, Р^’)|։Л(е) = 2- (1.31)

о
и
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[life*. (A /Հ-'):=Ժ=(Օ) = (|Փ։.(ք ". /Հ',)|։ժ։(») =2=. (1.31') 

ո и

Остается вычислить интеграл
2;-.

/.■»,։. ( «“» Փշ՚, (e ". /Հ"’)^(6) =

<1

(1.32):

0

Заметим, что из формул (1.20), (1.20") и (1.23') вытекает сле­
дующее соотношение

Փտ,.(<■'*, к՛ } ^\е ՛'•)
А-Г1

2 Հ2՞ QH + 2 *?'Ч к 0 հ-ո . Լ
(?։. РГ’)

= ք "• «&“’)• 0.33)
*-0

Подставляя полученное выражение (1.33) в формулу (1.32), бу­
дем иметь

2^
ձ».շ. = Հ"։ (ф։.(е'։, ZV՛)^^՜'՛. Qi"’>d=(’).

0

Но так как. ввиду pa сложения (1.16') и формулы (1 27). справедливо 
равенство

/Հ՝։>փ2.(ք՜". /Հ՚“’)^(«) = 
о

(фйИ. ". Qi"’)rf3('i) = 2r,

О 

то. следовательно.

՜րշյ,)—' (1-34)
'-2а

если ВСПОМНИТЬ, ЧТО >.շոԽ' — /.ՃՂ
Наконец, учитывая формулы (1.311, (1.3Г) и (1.34), ит (1.30) 

получим
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/ /•"> \
՛' ֊-'-.Г- I 1- 

если иметь в виду соотношение (1.18) для С„.
Тебреча полностью доказана.
1.3. В Заключение параграфа отметим два частных случаях тео­

ремы. которые сводятся к ранее известным системам.
а) Допустим, что все полюсы {»»*}0‘ системы функций [.Н,Дх)!0 

стигивак тся в бесконечно удаленную точку. Тогда последовательность 

Функций (Ф* (շ. /Հ '>}0 перейдет в систему полиномов I Сеге 
И’Н-Հօ*. ортонормальных на единичной окружности относительно 
обложения функция Փ.Լ (г. /ՀՀ' ) перейдет и функции։

‘*ЛФ.՝« J и. наконец, произведение ~п ։г) н фу акцию 2՜՛՜'. В итоге 

формула (1.17) теоремы переходят в хорошо известную формул) 
Г Сеге для полиномов, ортонормальных на отрезке [- 1. ' 1] отно­
сительно обложения </ձ(.է)

fe(x)= '!'ճճ!_2Լ'ւ:! з-. х=- 1 (.- • ' i
I 2<ч ) ՝ - г (1.35)

б) Рассмотрим другой частный случай, котта обложение ժւ .0) 

Тождественно равной, иначе говоря, когда ԺՇ (.v) =■ - - В этом

случае система функций ]<!՝,՛.. (г, М, переходит в систему рацио­

нальных функций Мальмкяиста {?*(£. 7Հ» ')}п . а это означает, что все 

коэффициенты . входящие r разложение (1.16). ранта нулю, кроме 
Հ՛-՝. равного единице. Поэтому из представления (1.24) следует, что 
в этом случае приходим к формуле

/?, («) = -X ,М„ (х. /Հ '1 = 
է 2֊

= I [Ц'(Х 1 Х-— Ո + ?; (х—) х"- 1)1.
I 2՜

установленной н работе |6].

§ 2. Бнортогональная система обобщенных
тригонометрических полиномов

2.1. Пусть, вновь, Ju-.՛..’, ("•(-,= ос) есть произвольная последова­
тельность комплексных чисел, лежащих вне отрезка [—1. !|,

а !յ*րօ (։о= °?) ассоциированная с нею по формуле (1.2) после­
довательность чисел, лежащих в единичном круге.
3 II.Bs-ev а АН, -epiiu վ«>ր։ мат. И.Ък, N- 4
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Поставим, далее, в соответствие последовательности чисел 
следующую систему так называемых обобщенных 
функций» рассмотренных в работе [7]

1. Գ (6>, ճ\(0), - • .. Сл (0). տո (6), ..., (2.1.
где

Գ । = Re ?£••> -S* (ծ) = |щ ®է" • (е*)

ւ£ = 1. 2.---Լ

а (e'*)}J система рациональных функций Мальмквиста, опрсд 

ленная по формуле (1.3).
Назовем обобщенным тригонометрическим полиномом порядка 

выражение вида

г/г.С,. (6} - Հ.ՏՀ (0) 4- - • • - «,С։ (0) • ձ»րՏ՜. (6) - av (շ.շ:

где коэффициенты ал и ип одновременно не равны нулю.
Два обобщенных тригонометрических полинома порядка п

И
*1 

G„CO = f W,(&)|,
Jr-О

назовем линейно-независимыми, если

Отметим, что в частном случае, когда я* = О (6 = 0, 1,2,---) 
функции системы (2.1) переходят в тригонометрическую систем) 
1. cosO. sinO,.--, cos/zO. sin/ifl,---, а обобщенный тригонометрически 
полином вида (2.2)— в обычный тригонометрический полином.

Пусть, наконец. является произвольной неубывающей, огра 
ниченной на отрезке [0. 2՜| функцией с бесконечным числом точе» 
роста, причем не обязательно четной, в отличие от функции, опре­
деленной в § 1 по формуле (1.7).

Определим теперь биортогональную систему обобщенных трнго 

неметрических полиномов '/Հ, (0), Оя(0)%', ассоциированную с даннш 
обложением մտ(6) согласно следующим условиям:

а) функции /•*,» (0> и G«(6) ортонормальны в смысле

"= -2 s
j f . (») ?Г(в) </= (0) = ֊֊ (#) (/ДГ) 4а (0) = .

։> 6



Об ортогональных системах рациональных функций 35

~ \Հ,Ո (6) G„ (0) dz (0) = О (2.3)

V
(т, п — 1. 2.-• •):

б) они являются линейно-независимыми обобщенными триюио- 
метр||ЧЙ?кими полиномами порядка //.

Введем, далее, для данного обложения ds(fi) линейное функ­
циональное пространство посредством следующего скалярного произ­
ведения и нормы

(/. А') ~ (/ (М dz (6) = 0, (2.4)

о 
2.- 

о 

здесь функции / и р таковы, что интегралы н формулах (2.4) и (2.4') 
(существуют в смысле Лебега-Стилтьеса.

Нетрудно убедиться в том, что биортогональная система обоб­
щенных тригонометрических полиномов JA«(O), G„ (б)}0определенная 
вы те. является результатом процесса ортогонализации системы обоб­
щенных тригонометрических функций (2.1) к метрике (2.4)—(2.4')-

С другой стороны, вновь существует явная связь между функ­
циями бийртогойальной системы обобщенных тригонометрических по­
линомов и рациональными функциями системы {Ф*(г, . орто­
нормальной на единичной окружности относительно обложения ժօ(0). 
Лля установлении згой связи опять будем предполагать, что {a>*J0՝ 
и \քՀ^—вещественные числа, и для любого целого п обозначим че­
рез {С\(0, /Հ’), 5*(6, /Հ’ ՚))օ систему обобщенных тригонометрических 
функций, ассоциированных с введенной в § 1 последовательностью 
/<'. Обобщенный тригонометрический полином порядка k при этом 
будет иметь вид

a,Ch (б, /Հ"’) -|- P՝nv>) 4-... 4֊ а0.
2.2. Установим связь между функциями биортогональной системы 

обобщенных тригонометрических полиномов и функциями Ф»я (г. Р^).

Теорема 2.1. Пусть (»>() — »х>) — произвольная последо­
вательность вещественных чисел. лежащих вне отрезка [ — 1,4-1 ], 
ч Рп ассоциированная с ней последовательность чисел, лежа­
щих на этом отрезке. Выберем постоянное число ■■2п так, чтобы 

произведение е ,Հո 1շո, гое

ն = փյ,(օ.
было бы вещественным числом.
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Toida
u) функции системы {r^(O), определенные no форму.

r«(0) • /<7л(0) = 4> Դշ« п„ (с) Փշ« (2. Р'п'). (2<

Z ֊ еА. л =0, 1, 2,---, 

удовлетвир яют. < леоующим соотнии։ ени ям

(гп, </„)=() («, m = 0. 1, (2.1

(гя, гад) = 0 (п т). (</„, <?J-0 (4 7 /л), (2.6'

(п =1), I. 2....); (2-6'1

б) функции биортогональноб системы обобщенных тригоНь 
метрических полиномов 6\ (6)J0՛. удовлетворяющие условия
биортогональности (2.3), выражаются по следующим формулам

12Л1
{'2п

= «• 'Հւ“^(շ)փՏո(տ, /Հ"' (Мл

4=0, I. 2,- •,

6,(0) =
(հո '

■аю 
Կո

G՜., (6) = ■аю 
кЧп

(2.7’1

в) при z — clb имеют место

гл(0)=А. ■1Ч(г)ф...и-. е:՛

/t = 0, 1. 2,---:

с. г едующие соот нот ени. я

+ е‘ь’п;՝(П^.п( -• Հ"1'

е ՚հ"^(֊’)<1>;Հշ։ rf՝՝ н

Jin

-<2«)

՛էս
/Հ ’) ■

G„

z„ ՚ (շ)ՓտՀ 1 •

2/1 'l ՜1 e ՝иА,(г)<1>..„(.-. IC )-
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-(Հ)Фа, (
\ 2 /

(2.9')

.4 о к а з а т е л ь с т в о. В первую очередь отметйм. что соотноше­
ние (2.8; и (2.8') непосредственно следуют из Формулы (2.5) и ра­
венства

г, <6 /</„ (')) - <-'՚տ“ Հ ՛ (г)Ф;„ ( /<">). (2.5')

л соотношения (2Л)) и (2.9') из форм)л (2.7). (2.8) и (2.7՜). (2.8՛) 
соответственно.

Для доказательства соотношений (2.6') прообразуем выражение 
(28). С учетом разложения (1.16) из (2.8) следует, что функцию րո('ւ) 
можно представить в виде

= = с‘\ (2.10)

где հ. я ч (Л —О, 1.- • •. 2//) — некоторые комплексные коэффициенты.
Преобразуем формулу (2.10). имея в ннлу соотношения (1.20). 

(1.20Դ и (1.20՞): 
У? ч

г^) -I 
к-0

I Հ-֊ • (ЛИ>)-

(2.11)

где Q՛,՜"1—последовательность вещественных чисел, введенная при 
доказательстве теоремы 1.1.

Из формулы (2.11) окончательно следует, что функцию г„(6) 
можно представить в следующем виде

r.W ֊ (<■"'. /<') + </•?,(<■ ՛'. M")l
А- I

ч
+ Տ14?*(«Հ ОТ’) -ЬфДе Л. 0Т’)1, (2.12)

л-մ
где >.. б/л.. Ik и /ь (/г = о. I,---. //.) — некоторые комплексные числа.

Нетрудно доказать, используя формул) (2.8') и соотношения 
ւ!.1քՂ 11.20), (1.20') и (1.20 ). что аналогичное представление имеет 
также функция qri (0)

՛ Отметим, что ь формулах (2.7), (2.7'). (2.7"л (2.9) и (2.9՛) следует брать 
ДКбо ч.хновременно верхние знаке., либо <»д||։)в|>сменн։>“1։нж։։не
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/ՀԴ-4֊ Հ?* ('-'•• /ձ"”)) ; 
k 1 

и 
>1

+ s քճ?.(<?«, Qi"')+/.'?,(«֊«, Q?’i| 
Л-0 

• / f ' » 1
(<•/. //. и 4, k 0, !,•••, // — некоторые комплексные числа!.

Из представления (2.12) следует, что для доказательства спра­
ведливости соотношения

(гя, г,п) - 0 при ա<Դ
достаточно проверить, что выполняются равенства

2^ 2.-.
2~ [г.('< ) ^Л. (й - շ՚ր խ(Йfc, (<>'•. K'"lda («) = 

о О
֊Հ

»•.(«)?,(<• (S,,|)rf=(6) = А Q« '։rf«(6) =0 (2.1,i

о
при т<п.

Составим, например, нервы»'։ из интегралов соотношения (2.13) н 
подставим в него значение гл(6) из формулы (2.8)

2г.
= ֊ [ R г, (ժ; ф., (е«. Pi"’) + €՛•՝■" (е л ։ф.л Հ-|)|

о
Х?т(е֊‘\ /Հ"1Հ)Ժ=(Օ). (2.14)

Если учесть тенерт соотношения (1.21), (1.22'). (1»27) ‘.26z)
то из (2.14) немедленно получим, что

« = 0 при т <Լ п.

Таким же образом, с учетом формул Ա.20)—(1.23) и (1.26) (I..27) 
легко Убедиться в справедливости всех остальных соотношений 
(2-13).

Диалогичными рассуждениями, используя представление (2.12') 
можно доказать также соотношение

Vw)=0 при zzz<//.

Если же имет։ в внд\ представление (2.12'1 и формулу (2.8), то не 
трудно убедиться, что имеет место соотношение

<?■.) = ° при in <п.
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Рассмотрим, далее, интеграл 

՚

Из формулы (2.5) следует, что

/я^глр֊[^Г + 2/(л.. <?> (2Л5)

С. другой стороны, интеграл 1 „ можно вычислить, если воспользо- 
Н.1Т6СЯ значением интеграла входящего и формулу (1.32). В са­
мом деле, из формул (1.32) и (1.34) следует

Из равенства (2.16), с учетом определения постоянной имеем, что

• (217)

причем знак формулы (2.171 зависит от соответствующе го выбора
Сравнивая формулы (2.1.7) и (2.17). приходим к заключению, что 

?,л=а и r.?-;?,i== ։4֊7

Если к тому же учесть, что
.А՛?4- հՀր^Ն 

го будем иметь

I <2Л8)
■ = (2Л8'>

Из соотношений (2.18) и (2.18'՛) непосредственно следуют заключения 
теоремы (2.6м), (2.7). (2.7Դ и (2.7"). Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует, что последовательность веще­
ственных чисел ,«>4, (и><) ос) и данное обложение ժ«.(0) опреде­
ляют ^ортогональную систему обобщенных тригонометрических по­
линомов не единственным образом, а с точностью до выбора посто­
янной 7,г.

Интересно разобрать частный случай доказанной теоремы, когда 
■функция տ(0) является четной, г. е. = ’(Ч В этом случае все 
коэффициенты Հ* U. А 0, 1, 2,--։) разложения (1.16։) 

*
=?>.!% (z, /ՀՂ

| /-0

՛ н том числе и вещественны.
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Однако, ввиду условия •d(>=oc (а0 = о), имеем

?.(0, Pt1) I. 9Л(О. Ч"') = <> (* = ], 2.---).

и. следовательно, число

/..„=ф,,(о, ч-’։-*?' 
вещественно.

Поэтому в этом случае следует положить т.л=А ’ (£—0. 1.1

2,--«) для всех п, если ձ4=#0; если же և=<\ то հ,.. берем про­
извольно. Вели выбрать, в частности, k — (1, т. е. у..., — и. то формула 
(2.9) теоремы переходит при a՜ =cosfJ в соотношение (1.17) теоремы] 
1.1, функции (0) переходят в этом случае в функции /?в(х) и пред-1 

ста вл я ют из себя линейную комбинацию функций '51* (л. М;')՛:' л 
(ЛЩх. о!г>);;.

Нетрудно также показать, что в этом случае функции Gn(0) при 
л = cos О переходят в систему рациональных функции, ортогональных I 
на отрезке 1. -г 1] относительно обложения (1—хг)д'о(л), где I 
о (л՜) — функция, связанная с 7(0) по формуле (1.7), и представляю. I 

собой линейную комбинацию обобщенных полиномов Чебышева вто­
рого рода 51* ’ (-*). введенных н работе [6]. Однако, в настоящей 
статье .мы не будем останавливаться на этом.

2.3. Выведем теперь два соотношения, которым удовлетворяют 

функции систем {гп (€•>, <;л(6)’о и 6Հ (0)}о'.
Теорема 2.2. Лля любого целого числа и при. г — еЛ спра­

ведливы следующие соотношения

= ՜^-J՞'<г). - '* (J’ <2-։9Ч
.1 .1

(' 1 - ֊^0-) ‘ О) + ' (I 1- °՞(6) “ I

'֊■’ '' ՜Լ?ՅՋ- 2ձփ,( ’Հ /Հ՛■■■). (2.20)1

'֊2л А-0 ՝ z

.Доказательство В работе |5] М. М. Джрбашяно.м установ­
лено следующее рекуррентное соотношение ыя функций системы 
ИМ^'о'. ассоциированных с произвольной последовательностью а?. Չ
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- —Հ< г) к .(«, .)Ф.+1
Z

(2.21)

л » • Д,՞’’ շ ։ у
где ftr. . .՛ (շ) = Ո ‘ —--. а под отношением при а, —0 под- 

jf о 1
разумевается минус единица.

Запишем формулу (2.21) для последовательности /Հ. при г=<՝''', 
заменив к нем и на 2// — 1 и учитывая, что при z — el>J

/М-) = --։(г) (fc=o, 1, շ....).

^2я
-------- •Я-------- ГФ‘,(:. /О - 
(I ֊

= /<”)Ф2А ( և /< ) +

1'л - I

А.-О

/հ"’)փՀ4’ /հ՚“ (2.22)

Нели иметь в виду, что в после. ц>вателности /՜Հ" ՚ О, то и >{2.221 
получим

• Հ /<")=֊/ :-.. '(?) ( ’ ■ /<”3 »

■ + ' ц)' v1 ш (֊-’/Հ;"')

или

Հ’ Мг)Ф.'„|г, /Հ“') 1 Д ") ֊ ^’(z/v /,Ф»( ' • /Հ, ).
ft-o х 2 /

2 =

Отсюда, с учетом формулы (2.5), имеем

ժ,'-Գ(րո (О) -I- /\/.։ (6)] - |ր„ (Կ - 1ցղ (0)1 =

г.п : (О ՜\Ч,Ф., ( . /< у г -= г-’. (2.23)

Из соотношения (2.23) получаем

- /..„к • <?„(!!)(ՀՀ՞՚ + Iև ) =

. г '■։,S.-'(z)V /.ՓՀ 1. /հ\ z = e. (2.24).
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Наконец, если обе части формулы (2.24) разделить на Հ.;". а 
также учесть соотношения (2.7') и (2.7"). то доказательство теорем! 
на этом завершится

2.4. Введем н рассмотрение ядро биортогональной системы о( 
об । не н н ы\ тригономе три ческих и олиномо в

Кп (О, ,)=V |F*(0) Ъ (>) -г <7> (0) (}k (v)l. (2.25)

где ri и ՝/ вещественные переменные.
Нетрудно проверить, что ядро /\я<6, •/), как н введенное М. М 

(жрбзшяно.м |5| ядро обложения <h(0) системы рациональных функ 
пин {Փ„Ա)’0Հ z = е‘\

п
Տ.Ա.'.) = УФ,('.)<!>,(г) (2.26)*—• 

Ւ-Կ

обладает следующим свойством:
для того, чтобы для любого обобщенного тригонометрической 

полинома % (9) выполнялось тождество
2к

2֊ ք » (6. ,) Л (9)== |ГД>. (2.27)

Ո
необходимо и достаточно, чтобы «•(*), у)=А'л(9, հ|.

На основе этого свойства устанавливается следующая георема.
Теорема 2.3. Пусть .ՏՀ(շ. ’.) является ядром обложени 

е/о (6) системы, рациональных Функций {Ф<(г, /Հ. p,(j. Тогда ядр՝ 
биортогональной системы обобщенных тригонометрических поли 
homo.-: у) выражается по следующим Формулам

л., (0. V) ֊ V՛ G) (г) Sto(«. (2.28

при z = еЛ, *, = Ժ;

К. (0. .) - <l֊^)(| —«.Q я-, (.) (2) х 
՛ а|

՛■ ֊ с. /< И- нГ/?') Фд..1(г./<; ')ФЯ-1С. р£'\

I Հ 
где

ФТЧг. /Հ"") =-,.?■(.՝) Ф, Հ * . К")■

.1. о а ч а т е льет в о. Тля доказательства формулы (2.28) пока 
жем, что выражение, стоящее в правой части (2.28). обладает спой 
ством (2.27) относительно произвольного обобщенного тригоноые 
трического полинома !\(Ф.
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однако. ввиду определений (2.1) и (2.2). любой обобщенный 
энометрический полином можно представить в виде

п

Л-0 

означает, что достаточно проверить справедливость соотношений

>^7«»rf5(0։ = ^» (2.30)

О
II

Ч*
/?(֊)= f-„ '(е'Ч .■■•) £(F“j <Ь (♦) И (2.30')

՛
при k Հո.

Учитывая то обстоятельство, что ядро ձ\(’. '.) обладает свой­
ством (2.27). ввиду соотношений (1.10), (1.21) и (1.20"). имеем

/;՚Ն) = ֊'’_՛՝’ р2Де“. еО֊ЛелНДе •*. =

= ՜"<լ' ’ <>կ?։„(<■ '՝• A;')rf=(’o

• 0

= ^(e Կն je՜'". /Հո1)-?,խ֊'Հ РГ) ֊?,(<-'’) 

при k я.

Наконец, из соотношений (1.10), (1.20) и (1.22') следует, что 

>
= ՜^՚չ ‘ > յՀ, (е'‘. .■■•) г„ (,.«) (ел. />;; ՛) d> (П) 

Л

1 <>-՝)•;„_,(<> л, Q!," )</:('>) =

I՛

= -,(е ‘-)-г„ Д<’ « k н.

Фо(№ула (2.28) доказана.
Для доказательства соотношения (2.29) используем формулу 

1\ри՝т-;реля 1ля ядра обложения Ժյ(0) системы рациональных фупх- 
шм ;Фк(зР(0 . установленную М. М. (жрбашяном [5{
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<й ■ Н-> Ш I. ՛•
ւ -Ն

Если записать эту формулу для ядра системы J(l>*(z, Р'„' )}ՈՀ за­
менив в ней п из 2п, с учетом соотношения (2.28) и свойства перип* 
личноети последовательности /-Հ"՛. то это приведет к соотношению 
(2.29). Теорема доказана.

Отметим в заключение, что теоремы 1.1. 2.1. 2.2 и 2.3 могут 
быть использованы в дальнейшем при установлении алгебраических 
и предельных свойств рассмотренных систем функций 1<г. ( 0‘ и 

!.Ял(&), Ղ (*>>:. в зависимости от свойств систем рациональных Фу ин­
дий '։ФА. (г)!0.

Ина и-յ у г мгнемагикн и механики 
АН Армянской ССР Поступила 22 I J8

Ա. II.. 1|1«Տք4ԼԼ:1ԱՆ
1ՒԱՅԻՈՆԱ1, :1.111՚ՆԿ»>1՚ԱՆ!յ1՚1’ ՕՐԹՈԴՈՆԱԼ 11հՍՏԵՍՆ|յՐ1՛ ԵՎ RI.'IJJA.PԱՏՎԱԾ 
1յ|>ԱՆ»1.ՀՈՒՆ։1.Չ11.Փ1).’|11.Ն !M! b'MlHI'l 1.ՆԱՐՒ 1:1։()ՐՒ11ԴՈՆԱ1. UHISUIIWI» 1П1.111Ф I

II. մ փ п փ и ւ >1

Գ. 1/և1քր,յի աշիւաաւււվւք լաններա մ կաո ա r/վ ած' Հ կամ ա ք ական կշսով I
միավոր չ րգանապծ ի վրա Օր fd п ւլ հն ա ք ր ա դման էլ ա Hit հ րի հտնրա-.ա-վ ական щ 

էւա .մ անա լին ա հ II m fJ ini'll ft I 1լէ երա կոդմիէլ նաև nit րււնա րե րված Լ ա fif պ իէվէ 
pin ղ if ut'h if util'll) րի h • t , // -tin ավ ած tn if ֊ա <f ա Uf ut ill ա 11 fu ill'll կշոււվ «րթո-
ifit'huff /till էլ մ ill'll if ա Uh 11 fl ի մի^ե if n I ni fj / n Հհ էէւնե tfhtf րարահա j in կասքքէէ 'l‘. U եէք֊ 
1'էքի կո,/,^1>քք ){ ft :> Լ) ր ւ> հրատարակված աչիլ ա ա ա իք цп'и մհօ ի-I ի րևրվւէէ մ Է կ“>- 
մ ա/ակա'հ կչււււվ <! իավitր չրքանաւլծ ի էք րա րիորիժ ուր/նալ bn անկ /ան ա չ ա ւիակւսն 
րաէք մւււնւք աւէհհքւի էէիստեւք ի կաււ tu iftit if լւ:

U՝. Մ. S! լւյւաշքանի ա չիւ ա ա ա.թ րււն մհչ ! '> ի էք ա րւ/ ա tfifա-} Լ ւքիւայէւր I
1[՚ջ",^,",1ք^I' '{{’“՚ կ"ւէքարււկան կշա"! Օրfdւէդոնաք Л էքիաւյււր չլւքանիր fitiftu 

ւի ի յա if ած քւքւհհնե ft iii'hlt t/ttif и ա ւ/ի it'll ա f 1ի ււՀհկքլ ի անհ ft ի էւիւււււհւք ի ‘-.ան »ր ա էար 
ւքական ե iJ uitiiittf fi ч iu-.ll ա՛հ ա / ի՚հ tnliinti jd/անր: j/ij ա չխա ա ա ի/ / ա՛հ iiutliiif-

ւյած Լ 2 հ քի չհ ի կլաււիկ րաէրք անդա՚ւքհհրի րնակա՚հ քւնւքհանրաւքււէ if ft:

հհ քւկա ա չիւաաա իք /ան ր նվիրված Հ Զերիչևի քէնդՏա՚հ րա րվւ՚սծ րաւյմւււն- 
դաւէհերի հ քքհ 1քհւււն րա է/վ ած L ո անկ քան ա լ ա փական и ի п ա hifiih րի կի լւաււ ա ի! րււն- 
ներին:

У l֊mtl iinifiittjiti րէյա if / 111ւ1քրւքի րան ա 3/ր ին ա'հալւււլ tl ի քէւււ՚հաձհ, 
"!'1' ‘/'"'Y I՛ чччшнчшч if միավոր չրջանա/քծի վրա կաւք ա (ական կշաւվ ււրթո֊ 
Ifti'liuif ft ի I. 1ւ -.աաված nnf \ա if ա iif ա ա ա и իք ան կ չո ntj пր fd tt էքոնա ք ոա/քիէէ- 
նալ ւի անկլլ ի ա՛հ L fl ի и ի и nt liif'it հ րի մի..հ:

2^1էէմ րնրլհանրաւյվոէէք են ՛!•. Ilht/րււի j 4 j ա չիւա աա իք/ան աքւդրհնր- 
նեոո:
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Ьчичп էրյւէէւ! Լ մ ի ափ էր չրջանա‘{ծի »/րա կամայական կջսսվ րիօրթւպէւ֊ 
նալ (հպհանքէսւէյվաձ եոանկլանա չափական րաէ/մանդամս!/րի ւէխւահւք հ կապ 
Լ 'էւււսւււաաւիէէ մ արք էփւ/ilihtl ի հ if իաւիէր շր<ք ան ադծի նույն կչւաւք օր֊
քձւպրնւսլ ոա ցիոնա / 'փ ւոնկչյի ան /»րի ւքիգև:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. А-. КОРБУТ

ОБ устойчивости цилиндрической оболочки 
С УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

В работе излагаются результаты исследования устойчивости ци­
линдрической оболочки средней длины с упругим заполнителем. Рас-1 
с.матрнваются три вида нагружения: внешнее радиальное давление. I 
осевое сжатие, кручение. Задача решается в линейной постановке с I 
помощью уравнений пологих оболочек.

Оболочка считается тонкой и работающей в пределах упругости.] 
Граничные условия на торцах соответствуют шарнирном} опиранию 
и защемлению, допускающих некоторое равномерное радиальное 
смещение ]1|. Последнее обеспечивает безмоментное докритическое 
состояние.

Упругий заполнитель моделируется винклеровским основанием с 
постоянным коэффициентом .постели", величина которого считается 
известной.

§ 1. Внешнее радиальное давление

Исходная система линейных уравнений пологих оболочек имеет 
вил (1]

Ц . , I Ժ’Փ Л’ о о’сс՛ а ...V-V-JC. 2-—---------՝< (])
// R дх- Ох- <1\- ОхОv h4 •

I յ ... 1 ժ2ս՛
Л R дх'1

(2)

Здесь: а՛ радиальный прогиб. и <?у докрнтические нормальные 
сжимающие напряжения соответственно в осевом и окружном направ* 
лениях, - докритическос касательное напряжение. Ф функция 
напряжения, Vs оператор .'1апласа, />—цилиндрическая жесткость, 
/:՝—модуль упругости материала оболочки, R и // — соответственно 
радиус и толщина оболочки, а коэффициент „постели՜ заполни­
теля. х и у координаты вдоль образующей и по окружности.

В рассматриваемой задаче следует положить <,=հ = 0.
Напряжение gv найдем из условия равновесия и деформации эле­

мента оболочки [2]
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= <?ձ, 
Ло

где
’օ/Շ
Eh

(3)

(4)

В (3) и (4) </— внешнее давление, а., — коэффициент „постели*1 
заполнителя в докригипеском состоянии. а — коэффициент Пуассона.

I _ d\՝— I - f ------ u—dy = 0. (9)J dy ■ J ԱՂձԺ дуЧ R
0

найдем функцию напряжений
И . փ= -------- Տ1„«Տ|„Ջ. (10)

+ ~)՜ ՛■ R
\ 1.П-/

В отношении найденной функции напряжений заметим, что, если 
граничные условия по осевому напряжению удовлетворяются в каж­
дой точке, то по касательным напряжениям удовлетворяются лишь 
,в среднем՝՜.

Внося (6) и (10) п уравнение равновесия (1) с учетом հ։ = - = 0, 
получим выражение для давления

Определим критическое давление при различных условиях опи­
рания торцов оболочки.

а) Шарнирное опирание.
Граничные условия имеют вид при х = 0 и л՜ /

ժ2 * * * * * В̂
К) տ= — — 

ах՝
0. (5)

Удовлетворяя условию (5), частное решение системы (1) —(2) 
ищем в виде

. , -х . пу w=jsin sin ■.
1. ւՀ

(6)

где/. длина оболочки. / стрела прогиба, л— число волн в ок­
ружном направлении.

Подставляя прогиб (6) в уравнение неразрывности (2) и решая 
его с учетом граничных условий и условия периодичности окруж­
ного перемещения ?

=0.
<v= Л .0.1

Mt

J дхду од

(7)

(3)
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1 И* 'Չ
(П

Здесь введены следующие безразмерные параметры

<1
<//?:

•’о Eh Eh

Т.Р 
ու

п*Л
՜ն՜ (I

Выражение (11) можно 

’Hi

упросит.. если принт». ba 1
н« «I

(131

Из условия

"" -о
ап

c j четом (12) определим 
ноли

критические значения давления >1 ЧИС.11

ՀՀլ
՜ R I.* h n':v

R 1 ш----  —
հ ч «р

(15),
/<“ А*

—!— " - -«՛, - з=4 — - о.
12(1 ֊ U=) R՝ " ■”

б) Защемление.
Граничные условия имеют вид при .г = 0 их — !

ай-
հլ՛ = — = 0.

дх

С учетом (17) частное решение (1) (2) ищем в виде
- . пд . nv

и* = /sin- —sin —— •
L R

Решая уравнение неразрывности (2). получим

Ф = -

(16)

(18)

2EfR^
COS

\г.х , tty 
/. я ■ (19)

Выражение (19) удовлетворяет условию периодичности 
луюшим граничным условиям

.-«л՛
(• о’Ф| — с/у = о,
J ^5" « од

(9) и ело

(20)

ՀՀՓ 
дхду

« и.
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Здесь имеет место обратная картина: граничные условия по осе­
вым напряжениям удовлетворяются .я среднем", по касательным 
и каждой точке.

Внося найденную функцию напряжений и выражение для про- 
гийов (18) в уравнение равновесия (1) с учетом =ж = - 0, найдем, 
используя метод Бубнова-Галеркипа 

о

9(1-4=)
^ = 5 3V . 16 Ո4 1 , «.| г -|՜---- ------------— — . —

Ъ/ 3 (40=4- I)1- Т4 т,

Считая юврежнему о- ]. окончательно получим

= г հ :i-i! ,4)
9(1 ֊ր) 1 /4 /? Ь R /

16 _t A” R 1____ - R

3 լէ հ /ց-= и* ’) r,Z h
(23)

Критическое давление определяется из условия (14).
В качестве примера рассчитана оболочка с параметрами «0 = а;

, R 1 h 1
n֊u,o; — —: = • Результаты расчетов представлены на

/ о А» 250 ՜ 1

4’1՛- |. Зависимость критического ынленин от жесткое и» 
заполнители при внешнем шнленнн.

•?и 1—а. Как и следовало ожидать, заполнитель существенно повы­
шает критическое давление при обоих типах граничных условий.

Влияние условий закрепления оболочки на величину критиче­
ского давления сказывается ипнь при незначительной жесткости за- 
4 (вс.ич Ml, сери« ф|||.«м>г. наук. .V >
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полнителя (ц>^ (),02). При больших шипениях •» критическое дали
ние практически не зависит от 
В связи со сделанным выводом

граничных условий (см. фиг. 1—<3>.
заметим, что сравнение случаев а) и

б) следует понимать в несколько условном смысле, в силу различ:
граничных условий по функции напряжений, отмеченного выше.

Фиг 2. 3jhhchm<x:i. числа волн по окружности
<>1 жесткости заполнителя при ннсшием пилении 

(шарнир).

Фиг. 2 иллюстрирует характер волнообразования, из когоро/ 
видно, что число волн в окружном направлении растет с увеличение* 
жесткости заполнителя. Попутно заметим . что непрерывное измене 
ние п надо понимать условно.

§ 2. Осевое сжатие

Здесь можно ограничиться рассмотрением лишь шарнирных гра­
ничных условий, поскольку критическое напряжение мало зависит от 
вида крепления оболочки на торцах.

Используем уравнения (I) и (2), приняв - = О. Удовлетворяя1 
условиям (5). функцию прогибов зададим в виде

. тт.х , пу s’=/s։n sin ՜ -
L R

(241

где т число полуволн в осевом направлении, остальные обозначения 
прежние.

Подстамяя (24) в уравнение неразрывности (2) и решая croj 
будем иметь

Ф—------
/Лл«

f-.fR3*- ткх tty
' mVRi-Հ sln ~ s)n ft

Найденная функция Ф удовлетворяет условию периодичности (» 
и следующим граничным условиям

се’Ф
S 0.

<-«. L
(26
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?г/?

,1 дхду 
о'

Հ\՚ 0. 
/.

(27)

Внося (24) и (25) в уравнение равновесия (1) с учетом т»0, 
получим

1_____ I I (1 -Ւ »)g $*- 1 ®_
!1 I 12(1 -Н2) 1)2 Т‘ (1 + «7 Հ ' &М*

П‘- 1փա0

Здесь введены безразмерные параметры

. -л 
Eh ՚ til.

a0/<” 
Eh '

R
Eh

(29)%

Критическое напряжение определяется из словнй

Результаты расчетов, выполненных с помощью (28) и (30), пред- 
сглвлелы на фиг. 3. Из приведенного графика следует, что несущая 
способность оболочки с увеличением жесткости заполнителя растет.

Фиг. 3 Ззвиаинкть критического напряжения от жесткости 
заполнителя при осевом сжатии.

Характер волнообразования таков, что с ростом жесткости заполни­
теля вмятины стремятся стать кольцевыми при уменьшении их длины 
вдоль образующей. Соответственно параметр т,—>0, а параметр Н—>ос.
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§ 3. Кручение

Ограничимся рассмотрением оболочки, для которой условия шар­
нирного опирания удовлетворяются „в среднем*. Следуя работе |3| 
и принимая начало координат по середине оболочки, задаем прогиб 
к виде.

cos т ~х п . .
—cos /г у +7Х ' (31)

где ; параметр, характеризующий наклон волн, остальные обозна­
чения прежние. Функция (31) удовлетворяет следующим граничным 
условиям:

при •'==՝,- f^<v=o. (3|
2 J

и
Представим выражение (31) в виде 

ws, 
где

X». « ' f f cos /Z V cos fe.v — sin ,/ Հ- sin A’x ' • 
’ 2 7 \ R R 1

սև - —//’cos -- cos/a sin ֊ sin/л V
2 շ Դ. R R /

причем
. ոհ m- . n'i m* к =---- ■ ■■ ■ ■; I — —— —* - •

R /. R L

(33)!

(34)

(35)

(36)

Решая уравнение неразрывности (2) с учетом (33). (34) и (3>), 
получим

Lfr / //V . . nv . .---------- ------ =-r^“iCOs ՜- cos lx — տա -smlx 
op (P : ՃՋ Հ \ R R

V R\)

(37)

Найденная функция напряжений удовлетворяет условию перио­
дичности (9) и .и среднем* следующим граничным условиям

Չր/Հ
՝ Ժ։Փ

<V 0,

2г/,‘
Հ о-Ф
J Oxdv 
о

//у — (I.
А’“- т

(381

(39)
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Внося (33) и (37) в уравнение равновесия (1) с учетом с.։ = 
-О и решая его методом Бубнова-Га.черклиа, получим

<1>т. 4. З.ипн нмисп. критического напряжения от 
жесткости заполнителя при кручении.

’Риг. 5 Характер волнообразования при кручении 
(непрерывное намеление п -условно).



.54 Б. А. Корбут

где введен безразмерный параметр

հ* = — • 
Eh

Критическое напряжение находится из условий.
ժ-v* th* ---  = ----  = ------  ֊ 1.1.
от on о (ող)

(41)

(42)

С помощью (40) и (42) проведены расчеты для оболочки с па­
раметрами — = ' ; ֊ = •——: = ОД Результаты вычислений при- 

/. 5 Я 250 ' Ч
ведены на фиг. 4 и 5 Как видно из графиков, критическое напряже­
ние увеличивается с ростом жесткости заполнителя. Одновременно : 
этим растет число волн и наклон их к оси л, характеризуемы»՜։ пара­
метром у. В пределах принятого изменения жесткости заполнителя 
число волн в осевом направлении оставалось неизменным и равным I.

.Машиностроительный иистнтут 
им. В Я. Чубаря । Запорожье Поступила 16 XI 10.4

I՛ Ա. ««M'Prtl'S

ԱՌ11սԴՍ.4ԱՆ 1.ՋԻՉՈՎ ||.11.Ն1աԱՎ HlVljU.I’b ԿՍ311ԻՆ1Ա4հաՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ и I Ա՛

իиниրկէիէէ մ է ա ոտ ձւրւ/կէսն հ ք՚կուրա յժր՚Հհ էքրէէնաձե րւ/ք
[•ufl/ fJարյանթ: Ու uni մնւսսիրւիււ if f տլդււքխւի ք/ք ւայանքմ [• կտրււ նա fj լւււնը 
տարրեր րեոնավրրոէ մների դեպրււււք։ Խնղ(էրր րէէ.ծվւսմ Լ 1[ծաւին I/րվա՛) րով:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

А М. СИМОНЯНТЕМПЕРАТУРНАЯ ЗАДАЧА ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ТРУБ В УСЛОВИЯХ ПЛАСТИЧЕСКОЙ НАСЛЕДСТВЕННОСТИ
В настоящей работе рассматривается равновесие цилиндрической трубы, находящейся под действием теплового потока, а также вну­треннего н наружного равномерных давлений, в условиях пластиче­ской наследственности при плоской деформации.Решение этой задачи в предположении упругой работы материала дани в работе |2|, а для случая линейной наследственности—в ра­боте |3].Работы |4) и |5* посвящены ползучести цилиндрических труб в упругой среде на основе уравнений нелинейной наследственности, приведенных в работе |6].

§ I. Связь между деформациями и напряжениямиЗависимости между деформациями и папражениями в случае от­сутствия воздействия температуры при пластической наследственности в условиях объемной несжимаемости материала будут следующими |1|:I ^(0րխ(/)]=^(Ո-4Ո֊ք1»Հ-)--=(')1-—(I)
*1 Г■е.(Г|?[а,(О1==ЛП =(П- Йо. tz)֊ 5(41֊^^-^. (2)

է֊ ъ(О?И. (01 = МО-ЛО- քխ= (•)֊■> (-01 (3)
где

տ(/)= ’ ի,(ք) + =.(/) + Պ-(0|
| | (»,-»,)»+> :г)= о,-.,)*+ խ. ՀՀ- Հհ).

Уравнения (J), (2) и (3) выродятся в уравнения линейной наслед­ственности при условии несжимаемости материала, если положить
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<?խ(Ո| 26; С, (7. E C (է, -Լгде C(է, -) мера ползучести.Рассмотрим, теперь, какие коррективы следует внести в формул! (I) (3) к случае переменной температуры.Мы принимаем С։(/, -) не зависящим от координат, то есть буя |.ем брать его значения, соответствующие средней температур материала трубы. В таком случае воздействие температуры выра­зится лишь в прибавлении к тензору деформаций шарового теня зора, помноженного на зА7'(г, 7), а интенсивность определяя мая девиатором деформаций, останется без изменения.Таким образом, в случае температурных воздействий формам! виси мости между деформациями и напряжениями при пластической наследственности будет следуюшен:

t
MOMMOI =,(/)—-(Ո ք Ի, Ի) :(-)!—J V՜

+ *ЬТ(Г, 7)?խ(/)|. (d
ԱՈ?խ(Օ| = տ.էՕ Л<) J от^хДГ(Г. ո?խ(Օ|.

I
= =.-(O-c(O-Jl--«(-) = (՜)1 '֊) I

+ аАГ(г. /)?(=, (t)J. (6|Функция AT՝(r, t) определяется ио формуле
ST(r. t)=T(r, 71-7Հ (7Jгде Т (г. 7) ֊ температура в точке г в мрмент времени 7. а 7Հ - тем­пература а трубе до затру женин (</1։ с/.,), соответствующая отсут­ствию напряжений и деформаций.§ 2. Постановка задачи и получение общих зависимостейРассматривается цилиндрическая труба (фиг. 1), находящаяся под воздействием внутреннего ft (7) и наружного ft (7) давлений и теплового потока, определяемою функцией Г {г, 7). Задаемся также температурой Го, при которой фиксируются горны трубы без при­ложения нагрузки.Поставленная здесь задача с учетом гипотезы Дюамеля свозится к определению системы функций напряжений и деформаций, у швлет- воряющнх* следующим уравнениям:
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+ Л - Ճ „ о, (9)

dr ггг=О, (10)и тйк;кё удовлетворяющих уравнениям (4). (5) и ՛.6) и краевым ус­ловиям (11)где /Հ и /?2 — соответственно внутренний и наружный радиусы трубы.Складывая (4), (51 и (б), получим условие несжимаемости мате­риала >г.-В; ֊ ЗаДГ(г, /). (12)Ре пая совместно уравнения (9), (10) и (12) относительно < получим
г — ճւ. = ЗзД7 (г. /). Xs"՜՜

ժր Հ \Решением этого уравнения будет [ Ր՜ 24-^4 г՜
■ Կ = ֊ ’ ! ֊ + Հ.7 | гА7(г, t) dr, (13) Л

где .։(/) пока произвольная функция от Հ ՝ВЫчнТывэя (о) ИЗ (4), получим ‘Риг. I.г1м0֊-=-101?Р<<0| -,<•>) ’ '/--(14)
О'.

•“։решением которого относительно м/) ՜ - (0 будет 
!МО-МО ֊ |МО- = 1П|?|-’ИП| - ։. 1')1Х* -1Xrh(-)|^(C 71^. (!•■>)')где /<(С ՜) резольвента интегрального ядра -- ------- -Используя уравнения (8) и (9), можно записать уравнение- (15) в следующем виде.

IА1Д-[£,(/)| |նճճձԱթ.(: )]/?</. -.)dz. 116)
dr or J or

•*Определим интенсивность c^r, n. учитывая осесимметричность I задачи и условие плоской деформации. При использовянин (9), (10), (12) и (13) будем иметь
Հ՜լ՜ ____ _______ ________________(Г, /)= | G֊֊||:. :.Г- - 4-5-՜ =1 • За:ДГ« —ЗаДЛ. == |^.! ; [rir(r.Orfr+^JJ^fc t)4r '֊.
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3*ձ7(ր. է)С гдГ (r. t)dr֊\֊:^-ST։(r, /)['• (I 

/■։ rzПодстайляя (17) и (16) и беря интеграл от обеих частей, получим/■ •5, (г, /) = .'И (г. .И (г, T)A>(i, z)d--K(t). (18)
где Л! (г, /)= ГР Д7(г,/) —(£?_ ՋւՌձ7'(ր, t) drJ I г rl r3 J

6յՀ(/) \րձ/'(ր, ր)ժրփ֊*՜| \րձ7'<Հ, J}dr |՜

-ЗаДГ.(г, /) ‘А|£)- 
ր2

'ձՋՃ՚ւճճԼ СгДТ(г, t)<lr + &W-(r, է) 
Г* . (19)Функции .4 (?) и Տ(/) определяются из краевых условий (И)

t
M(R„ /) + Слил?,. -ifiit. = (20)
.W(/?,. <)+ ֊)R(t, -)d- ■ Й(Г|=./.(О. (211TaВычитывая (20) из (21), получим 

t,V(0-: i’.V(։)«(^)rf- = ?։(0-?IU). (22)
где .V(f) = .M(r, <23>Решая уравнение (22) относительно .V(7), получим 

IV(0= )Ն։(-)-?i(-)l 1<А -)<Л+ </.(()-?,((). (2+1
где Г (/, т) резольвента ядра /?(Л т).Используя (19), (23) и (24), получим, уравнение для определе­ния функции .4 (Г)

tf, iT_֊J.uL ՚?ձ i r\T{r, t\dr- ֊ШТ'Г, է) 'JI r3 r3 J г
п.
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> ?| է Ьд^‘° (րձ7>. A dr \гУГ(г, t) dr :-

'Р _ ւճձԼՃՃ^Հ-ձ՛/ir. Ոճր :;րձ?-Ն, r)j dr

= ¥։(') ֊ + !<?■.(-) ֊‘7։('ll Г(Л ')</’- (25)•у •|После определения .4(0 функция Л (7) определяется из (20) или (21). пос՛՛? чего зг (г. /) находим из (18). я -Аг. 7) из (8).Из уравнений (6) и (101 получим
■ ».(г, /)- = (г. /) р:..(г. -)-Лг. -)]^L2L^ =

*1= ֊ 3Д7(г. /)?խ(ք)|. (26)(Решая (26» относительно а., (г, 7), будем имей.
М>. 0 = է} * 5; (г> ՜I , <- 3 13ДТ(Г.խ(*)| [»дГ(г,-.)<ф(Ь)|Я։'. (2՜)

I в|Таким образом, поставленная задача сводится к решению уравнения (25)
§ 3 Метод последовательного уточнения .4(0

Р.։ссматризаем уравнение
^/•(Д(0,г) dr=fc(t)/?1 (28)

.ի- и /,, - заданные функции, причем /0 - непрерывна, т F не |рерывна и дифференцируема по Д, а .1 (7) — искомая функция.Положим АЧ Hrfr. (29)
К функции Т((/). выбираемой-нами, предъявляем требование не­прерывности и дифференцируемости но Հ. а также удовлетворения1 ֊9</Հ(Հ)<1 6; 0<0<1. (30)Наша задача будет заключаться я определении /'„(/). удовлетворяю­щего уравнению
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ИЛИ (Расс мотри м I юсл едовател ьность, он редел яс м у к > per у ррент! формулой Л, ,“/.+ /„-В(/„ ). |п . Я пЗдесь fa, — /0.Теорема. /7'оследова техьноешь B{fu ) равномерно схоот ‘ п

К f0- !. о к а •. а т е л ь с т в о. 11роинтегрировав неравенство (30) в п делах ог Л. ю fu . будем иметь
п - J п

Вычитывая и-: каждого члена неравенства (33) единицу и homhi полученное неравенство на . . поучим
Հ..1- JЗаписывая формулу (32) для (л-Н)-го и п-го членов и вы՛։ гыная из второй полученной формулы первую, будем иметь

Հ-Հ, ,=*Л, , + >• I
г. "п I 1 "л "л я-1Подставляя (35) в (34 Լ получим

Применяя формул} (36) н рад, получимИ«,+1 И
Вследствие не прерывности /՛. \ ц ք,„ имееми«.֊/оКС (где С конечная положительная постоянная.С учетом (ՅՉ) и (38) неравенство (37) запишется |Л>֊л(/„„)|<б”с '(

Из последнего вытекает равномерная сходимость B(fu ) к /0.Рассмотрим теперь геометрическою интерпретацию изложенш метола. Ясно, что если լ (Д) является решением уравнения (2ծ), на фиг. 2 мы получим наклонную пунктирную прямую. Ciuioi линией показана кривая, удовлетворяющая (30).Принимая л/։ = /»֊«(Л).для ր՜.Կ с использованием (32) получим



Температурная «адача цилиндрических труб 61При и горам приближении будем иметьАЛ - Հօ ^(At) и
f։i] = Հր.՛, 4֊ Д/՜յ.Из фиг. 2 легко усмотреть что при 0 = 0Л» —Հօ-В заключение отметим, что если неравенство (30) удовлетворяется везде՝, кроме некоторой точки, где #'(/1 = 0, го метод последова­тельных уточнений опять же применим.Действительно, для применения этого метода достаточно удовлетворение неравенства (33). которое к данном слу­чае йудет иметь место при любом ко­нечном, не равном нулю /„ - ),։ . Вслучае же, когда f„ f„ бесконечно мало или равно нулю, мы из (32) полу­чим бесконечно малое #(/и ) - Л или правенство B(fu ) — fa. ч го vже является •I

конечйой 
метода.

целью при применении этого
§ 4. Случай линейного изменения температуры по толщине трубыКак известно, в случае установившегося теплового потока \ ци- 1индрически.х труб распределение температуры, соответствующее н՛ пению уравнения теплопроводности; должно быть :։□ логари фми­ческому законх Д7'(г, г) = Д in г 4- В.ли пренебречь скоростью изменения температуры, то .4 и В могут здесь рассматриваться как функции от времени.С определенным приближением мы здесь принимаем линейное распределение температуры по толщине грубы

ձ?(ր. = (40)

= <к (O — 7i(O + \ 1'Л(О-«7,(01 Г(/. -tdt (41)



62 Л. М. СимонянКак известно [7]. для функции о принимается степенная зависима
?(=) = а;г-’: 11 == _լ

тгде т показатель ползучести.Нетрудно видеть, что (41), как и (25). является частным слу-1 чае.м уравнения (28), гак что здесь применим метод последовательных уточнений .4 (Г). В обозначениях § 3 здесь будем иметь
Л(0 = <7г(0 <7,(П֊: | խ,(-) <?ւ( -) I Г (Л

5(/)= 2,1 (/) -«ar ) к‘ г- a ar А dr.

(441Условие (30) для функции л(/) здесь запишется
df

If:

I՛ — ЛЯГ/г, 2Հ(/)г1
г’

(12Г

атг

ժր<2. г» (45)
Чем выражение в (45) ближе к единице, тем скорее будет сходиться последовательноеւ ь (32).Для функции ij(/) примем следующее выражение:

тfRcf

где /?<Р = /ձ Ք2Так как т. вообще говоря, не предполагается целым, го _г:< отрицательных f функция ր((Հ) из (46) не определена. Мы же в фор" муле (46) будем считать второе слагаемое г. (/) для /<0 продол­женным нечетно и ъто распространим на случай любого т, ь том числе и целого.Вышеуказанное условие применения формулы (46) запншетсув видеаа^р __ ь Я<р / (՜ւՀ ')Аср2 \2'-|JA'„(/?. /?,) т=ф-? ^•р /_____ \J ।2՛ %(/<.֊/?,)/ (4#2 г г 9
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При использовании (48) —будет определена и для отрицатель--ных /' И ИЗ |4б) получим

^Պ(/) R<y I .•;«-! Ц(Л
df 2 |2։'“Л^№֊/?։)Г 17

Постоянной 3 из (46) мы будем задавать лишь положительные зна­мения.Используя это, а также (42) и (49). находим, что левое нера­венство (45) удовлетворяется тождественно везде, кроме одной точки /= 0. где выражение в (45) обращается в нуль. По сказанному в § 3 это Обстоятельство, однако, оказывается приемлемым для применения метода.Теперь запишем правое неравенство (45) с использованием (46)1

Ջ=|/«**?₽ _йаг\/ ֊“ /<о(^ /у ՀՆ
Ի г՝՝ Л /?сР/ /

Зж’ДГ
R<-vJУчитывая, что выражение в фигурных скобках в числителе левой части (50) может вообще получать значения в пределах от 1 до т, заменяем неравенство (50) более жесткимА*.

В случае, когда Л 7'и՜. /)=?=0, выражение внутри фигурных скобок в (51) не обращается в нуль и тогда соответствующим подбором ма­лого 3 можно удовлетворить (51). Если же Д7’(г. .0 = 0 в некоторой точке г։, то выражение это обратится в нуль лишь врио = № Л ( (52)՛ Д R(vf /Если гх =# Rcv, то при уменьшении ?условием для неограничен­ности подынтегрального выражения в (51) будет увеличение/. Та­ким образом, при достаточно малом 3 неравенство (51) будет удов­летворяться всюду, кроме, регулируемой малостью Р, области, боль­
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ших f. Если же rt = PCi>. то во всяком случае при конечном, на рапном нулю /. подынтегральное выражение конечно при любом не ранном нулю ; и. следовательно, подбор 3 для удовлетворения (511 возможен. Отмстим, что в нашем численном примере? (§ 8) испбЛь зование (46) при 3 = 1 оказалось приемлемым и >ля области. вклю чающей точку / ֊ 0.Принять для * заведомо малое значение ле выгодно, так ка при этом В (Հ) будет малым, а это снижает скорость сходи мост последовательное!и (32). Нам представляется, что в практически случаях \добро брать 1. как мы и сделали в в; нем численно' примере (§ 8).Функция Д(Г) здесь определяется (§ 3) ио формуле

, «Հ / /«» Я.. Հ'2 ' 2 \2՝-"К^И.-^) ՛

зная, что
.!(/)- lini л-. . /<■/ 4-л-__2 ՚ 2 \ 2՛ •%(/?, А», Iпричем приближенность (53) контролируется асимптотическим раас ст ном

Перейдем теперь к рассмотрению С\(А *)Принимая экспоненциальную закиси.мость и учитывая отсутствя старения, будем иметь
Ctit, -■) -ԳՈ (ЯЯдром интегрального уравнения (14) будст

а-.Используя метод определения резольвенты Работнова [9j.no лучим . -Т(СО 1)(Г-г) I
R [г. С,,е , (58Г1Г, -.) ~с'ле"։,' '\ (59Вместо (43) здесь будем иметь 

t ••/o(O = 72U) ^i(-) П‘А(”) -?է(՜)]7^.ժ ՚ ՜՜՝մ֊ (6



 Температурная задача цилиндрических труб 05§ 5 Случай отсутствия воздействия температуры
При ձ7՜=0 определение напряженного и деформационного со­стояния трубы значительно облегчается. Формула (41) запишется в виде я.

Л*.Решением уравнения (61) относительно A (է) будет
где Л(0 определяется уравнением (60).Формула (19) ..осле соответствующих упрощении ласт.и(г. /) = -Ло /d!?>y. а у /- /Функцию Л(7) можно, например, определить из (20) и (58)
I Л(7) = 9l( է) ֊г֊п^|л <')‘-7С р(--)е '1%՜ 1И/՜

(61)

(62)

(63)
(64)

После этого напряжения з. (г, /), з. (г, /) и з_. (г, Հ) соответственно определяются из уравнений (18). (8) и (27). (еформации же легко определяются из системы (12), (13) и (10).
§ 6. Насадка трубы на жесткий вал

В тех случаях, когда на /՝\ и А\ задаются перемещения, задача определения напряженного состояния существенно упрощается.Определим ралиазьное перемещение, используя (13).
iif = /•֊,. = —— 4 — (րձ՜/'(ր. t} dr. (65)

г >'lh уравнения (6,5) следует, что можно задать лишь одно краевое условие в перемещениях, и это ограничение связано с объемной не­сжимаемостью материала (12).Пусть заданы краевые условия: и. iA. == ?£՛(/). Դ/г = </(/). Крае­вое условие в перемещениях при использовании (65) позволяет сразу определять .4 (?)
-4(?) г R.U'i0 — 3?. րձ7՜ (г. t’ dr (66)

Г ■?<•.

й Идй^ии ЛИ. серн։ фнз.-миг. иуь. л ;



66 A- M. Симонян ______ _____  IТак как вообще неопределенный интеграл в (19) не берете то удобнее В (Ո исключить из уравнений (18) и (21), тогда получ!
Յք (г. /) = '/(/)4 |.И(Г,Г) Л1(/?։. П| - խք(ր.,> M(Rt, -:)\Ա(էՀ.Ն

Йгде .М (г. О — .И (/?,. О равно определенному интегралу в (19), к торый может решаться простыми приближенными методами, a R (/, определяется формулой (58).
ОЛЦг. է)Так как определяется подынтегральным нырлжешк

Or
(fa, и (19) точно, то при определении г- . являющимся зачастую пре 
дгналнруюшей частью з .мы не будем связаны с вышеуказанными при ближениямн интегрирования.

§ 7. Исследование полученных результатов
Задача о равновесии цилиндрической трубы, находящейся по' действием теплового потока, а также внутреннего и внешнего давле ний. при нелинейной ползучести свелась к уравнениям (13), (18) (25) Из этих уравнений легко видеть, что в случае gt(t) д2(() ве՛ личина А перестает быть функцией от времени, а «это значит, что несмотря на изменение напряжений но времени, деформации остаютс։ постоянными. Другими словами, этот случай тождественен релакса пион ной задаче.Теперь покажем, что приведенное выше решение обобщает об щензвестные формулы Ламе, которые соответствуют упругому слу чаю без воздействия температуры.Действительно, в этом случае (следим за формулами (18) и (19) ф(«)--2б, △ 7 (r. г)֊ 0. С, (/.-:) = /?(/. т) = Г(Г. т)=0. При это! имеем

Л1(г, /) = А (О 
г*и

Ъ(Г, է) в
20 А (/) г’ + Д(П.

Определяя 1 (/) по формуле (25). находим
— 2иА(/)-

/?- — R\что совпадает с формулой (1.80) |8|.



Температурная задача цилиндрических труб 67Рассмотрим теперь состояние линейной ползучести, как частный случай приведенного выше решения. Решение данной задачи по ли- неййЬй теории ползучести может быть дано в виде
= «(/) + - Л (О ֊֊֊

/’ Г

Ф(Г.1)=-------С (Г, Z),!֊-(/) ' ' (68)
?М=- £(/)а (,ՃԼՏ!ՃՐհ՜ С£(-)в 6'ձ/ <Г-Ч /?1<с -.ԱշՀ 

dr J Օր*•где #j(Z, ՛)— резольвента ядра E(t)-1 1 --г C(t. ՜) •

о,(г, /) = Л(/)

О' Е (т)Подстановкой можно убедиться, что (68) удовлетворяет фор- Вулам (8), (9) н (10> в случае линейной наследственности с учетом старения |6].Принимая для (68) несжимаемость материала v(Z) ֊֊ ֊ и отсу;- стэие старения, получим по формулам линейной ползучестиа,(г. /)=. _!^_СгДГ(г. t) dr-

г- г*

баб
Г-

&Г (г, -) R (է, Հ1 {!՛- dr. (69)
Теперь получим решение линейной ползучее ги. как частный случай нелинейной ползучести. Принимая в формуле (19) <р(МО| £ 20 и Со = С0Л, мы из формулы (18) получим

1
՛■■■

- 2(7,4 (Г) — 26 Л О) Я (Л -.)d֊

r&T(r՝ t) dr ±T(r. '\dx dr. (70)
— '2(iA(t) 2(7 J J не является функцией от

՜«то решения (69) и (70) необходимо совпадут после удовлетворения краевым условиям.
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§ 8. Численный пример

Пусть имеется цилиндрическая труба из горячекатаннои стад марки 351 С.Торцы трубы закреплены при осевой деформации, соответствуй шей нёгреву грубы до 400 *С.Труба подвержена действию стационарного теплового потока.Основные данные: /?։ — 9.75 с.и: /Л — 10,25 с.и; 7'р,=370 (7Հ«43Օ’С; а=12-10’6——
граиВ экспериментальной работе автора 110} производились подро! ные исследования кратковременной высокотемпературной ползучее) указанной стали. При учете упругих деформаций для испытание 400°< подобие тефор.манионных кривых по времени можно были сш тать удовлетворительным. Это позволило применить исходные фо, мулы (I), (2) и (3) при обработке опытных данных, в результат чего были получены следующие константы:

. = 0.16—; и ֊-. «.=22000 — ■ Со= 2,2064. 
час 2 см1Принимая линейное распределение температуры по толщине, легко определяем параметры формулы (40): <j = 120^—; b= 

см1200 град.Так как давление на трубу отсутствует, то /„(/) из (60) тожде­ственно равно нулюВыражение л я функции »,(/) возьмем по формуле (46). Согласно § 3, мы в (46) принимаем сначала / =
-д = (»,,2сл֊.

Ця определения первого уточнения .1(7) следует определить б(Д которая при учете (44) имеет вид

Решая интеграл в (71) приближенно, аналогично
111.25

Փ (г) dr Ф (9,8)-0,1 ֊՛֊ Ф(9.9)-0.1 Ф(10.0) -0,1 ,75



Температурная задача цилиндрических труб 69получим Л (Д) — 0,7397.5 кг см1.По формуле (32) имеемА, = 2/0 В (/0) = — 0,73975 кг!ем\•Л-уш.ествйм первое уточнение Я (/)лщ =■- «,(/„ )= “’*» /?Д , У 0.7199887 wr\ 2‘ Ч(/?։ •/<>/Определяя /Л/и.) аналогично (71) и (721Я (/„,) = • 0,1951 кг/cw*,видим. что #(/„.) меньше отличается от /0. чем Л(/в).Осуществим теперь второе уточнение Л(<). соответствующее уже определенному />’(/»,)/«, = 3/0 — /У (/0) Н ( /..,) = — 1.2^485 KZiCM-я ■•>(0 ՝ Հ(/«։>='֊֊Р Р:"( ֊, ------ 1՞'= 0,71998-142 2 \ 2‘ ։л0</?:-/г։)/Дальнейших приближений Д(/) мы здесь делать нс будем. тем бо­лее, ։>то приближения в (72), ио-видимому, более грубые.I' настоящей задаче I (/) и Д7՝(г, О оказались не зависящими от времени, а потому и Л)(г. () из (19) օր է не зависит. Учитывая это. и также используя (18). полечим формуле для —֊—-Լ, удоб- 
дгпук> при вычислениях

Для определения напряжения :Дг. /). при учете (18) и (20) будем иметь следующую формулу
=,е. О = fl, (/>+).« (И-;М(«,)||1+ (я (է. 7) rfT

Из (8) получим формулу для определения \ (г. /)■ =.(г, 7) = /) + Г-*Д'Д>-.
or

(74)
(75)Составляющая с.-(г, /) определяется через (г, /) и о. (г, г) По формуле (27).
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Из формул (74). (73). (75) и (27) нетрудно усмотреть, что а ставляющие напряжений могут быть даны в виде

-г (Г. t) -G,(r. ^)₽(/-Ь) =?(Г. /)=<Ար. ն)?(*~ո) (76
zs(r. t)=cz(r, ն)^(/-Հ1), где 5(z֊, -։) соответствуют мгновенному решению с учетом пластая ности и даны в табл. I, а3(< —14- [«(/. z)d-.~ 1---------I

J 14- <'о \
--=0.829 0.171 .^՜°'։93(/-’ՀИз последнего выражения следует, что при Z—т, 3 — 1. Значей։ 3(<*—т։) для некоторых значений / ՜։ даны в табл. 2. 7 ибли ад Г

г (САО 9.75 9.85 9.95 10.05 10.15 10,251
ч ■ о —8.68-8 4-14.636 4 14.368 . 1 4-8.370 0 1

03 f (кг 1 1-117.095 4-86.672 4-36.1ՃՅ 36.693 -86.010 -109.6$
дг \ см1 1

ч кг ՛-. 
см- 1 4 1141,68 -1-845.03 1-345.38 381.17 881,37 1126.33?

’Հ кг \ 
см՝ ) 4-1 HI.08 -| 851.48 1 398.76 —385.64 -806.63 — 1043.0)

Тиб л нал 2 ‘2 » 3’ 5, 10 ч 20, X)

0.9695 0.9450 0,9230 0.8940 0.8540 0.8320 0.8’290
Напряжения з?(г. -։) и ir. графически изображены на фиг. 3, функция 3(/ -х։) на фиг. I.Используя (13), (12). (10) и (65), получим формулы для н։ числения ef, sf и и гч = -Օճ1??^± + 1,44.1Օ՜:’ր֊2,161Օ՜'ճ, I

Г- 0.00432 (г —10)֊ е?|
нгя* րտ?.Значения 'гг, и иг даны в табл. 3.
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Фиг. 3. Фиг. 4

величины լ- и иг графически изображены на фиг. 5.Из рассмотренною примерз приходим к следующим выводам.1) В случае отсутствия давлений на стенки грубы деформации и перемещения не будут зависеть от времени, а напряжения будут убывать со временем пропорционально друг другу.2) Радиальные напряжения значительно меньше тангенциальных, а радиальные деформации, наоборот, больше..Институт математики и механики АН Армянской ССР Поступила 30 I 1965
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ԳԼԱՆԱՅԻՆ հ.11ՂՈՎԱԿՆեՐ1« .VIjPUIUIm, bVH’PI! ՊԼԱՍՅԻհԱևԱՆ ԺԱՌԱՆԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՒՄ

U. մ փ Ո փ I' է Մ
Հ,ււդէ[ածnt ։է տրւիւէւ1 Լ- գ!ւ րմ Ш լին հոււյփ It 'հ1ւ[ւվ>ին пи արորածին հափ 

ո արաչ աէի ճնշման տակ դսէնէքոււ <յք ունա լի՚հ ի։ ո ր/ովւււկի հսւվաււարսէ1քշոէու!\ 
դեֆս րմ աւլիա լի ժամանակ սլ[աւււոիկական հուրանա թ լան պայմ անՆև 

րո ւ մ է
Լա Ժ ամ ը ալււքած Լ, ելնելով ’ll pnի! ի ծ ավաչ ա լին у и ե >չմվհ լիա ի1 լան սլւսչ 

մանսե րիչր
Գտնված Լ . որ սլաաերի վրա ճնշման ք'՚ս.4 "՛կալա [dլան հ հասւոատա\ 

ջերմալին հււէւյէի մ ամ til'll ակ տե ւչաւի ո խ ո t Hit ե րր կաիրվ nzJ չեն d ամ անակիօ 
արւինյւն աոա/լվու մ Լ ո ելա յւиազիալի խնղիլ,լւ ;
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АЭРСМ ИДИОМ IX хникл

i А. 1>\Г»ЛДЖАНЯН

ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ТРУБЕ 
С ПОРИСТЫМИ СТЕНКАМИ

I. Рассматривается осесимметричное, стационарное движение 
несжимаемой вязкой жидкости в круглой трубе радиуса а с пори­
стыми стенками. Проницаемость вдоль трубы принимается постоянной, 
’•'.ими тяжести пренебрегаем. Направим ось ОХ по осн трубы фиг. 1.
Скорость движения 
уравнения движения 
пенни Нзвье-Стокса 
Грдинатах

— 4֊ ~-Л 
иг дх

1 дР
Р дх

мала, так что за 
можно взять урав-

'лвлиндрических

Фиг 1.

R

dzvx д-г>л 1 c/v, \
—■“ “г —՜ ’
дг2 дх* г дг •

дгг _ 1 dp / ջ-Vr (>՝v-

дх rJ дг \ ԺԺ дх2
1<”՚'_ՀՃՀ (i.n 
г dr г- )

(K>r dvx Vr
— 4* —։-----------
dr ox r

Здесь ?v. Vr- компоненты скорости по осн трубы и по перпендику­
лярному к цен направлению, р давление. •• плотность. •• кине­
матический коэффициент вязкости. Исходя из постановки задачи, 
на неизвестные функции ставим следующие граничные \слонин

При г - а = О, vr = А’ (/> — plt),

при г = 0 ֊ժւ’յ-=0, г’г = 0, (1.2)
дг

при а- ₽ 0 = />п. pt = О
и г

О (• ‘
Ucn — ֊ Xrv^.dr, \rvndr—^ i ՜ 1.

rt=J J
о

где i>, есть внешнее игвление. p - давление в начальном сечении, • Р * II
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k коэффициент пористости стенки. Нели р р^^, имеет место 
отсос, п случае р-рь<$- вдувание жидкости.

2. Задачу решаем методом малого параметра |1|.
В качестве малого параметра принимаем отношение радиуса и 

характерной длине трубы.
Приведем систему уравнений (1.1) и граничные условия (1.2) И 

безразмерному виду, пользуясь соотношениями

X — 1х. г = ar. <»j- — cv vf = <5(47, L'fp = elJfp,

uf - . з'։а г и
р = р. k = — k. s =

за I

(2.1

где - — малый параметр.
Уравнение движения и граничные условия через безразмерн 

величины будут

0ւ՝Հ dvA др / (Pv. , Л . 1 ժ*յ։\ 
С. -----  ) — — v -4- • S~ -\ дг: ax'- г дг /

. / dv, Ovf \ op , , / (Pvf , , ժտէ»Հ , 1 dvf z’/Ն
о3 (г՛, — v, — ) = v —4- vs- (— փ -- -— 4-

՝ дг ՝ . ’ r dr
СЙ

ժէ»։ , dvr vr_ _ $
Ox dr r

при r=l 1^ = 0, vf — k (p — p,).

av.. Iпри /■ = () ------= 0, £7=0. (2.3Я
dr

i I

при л == 0 = Л = 0? t’.p—2 ^r-vo.tdr, rut1dr = b / 1. I
о

Для удобства письма черточки сверху опущены.
Неизвестные функции ищем в виде степенного ряда по стеле41 

ням малого параметра з, г. е.

г'х = t'ac4- s?'i.r Ч- 5?է'շ.ր

■Vf Vor ֊- IVu 5гТЬгЧ- ’ * (2?

P = P^'Pi I 37ձ ••••

Подставляя .наценка ул, £7 н р из (2.4) в систему уравнений (2.2) и 
в граничные условия (2.3), получим новую систем} уравнений, к 
которой путем приравнивания коэффициентов с одинаковыми степе­
нями 7 можем решить задачу с желаемой точностью. Так, например; 
приравнивая коэффициенты при нулевой степени получим
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др0 fFVtot ,1 №0։ ,
дх дг2 г дг

■$₽S = 0. (2.5)
дг

d vQx ()1Կլ о’о, _ 0
дх дг ' г

(лхпветствующие граничные условия будут

при г = 1 = 0, = k (р0 — Рь).

Жри Г=0 —^֊ —0, = 0, (2-6)
дг

1

при Л։ = 0 /?0 = рп> Utf> = 2 I r-v^dr.

о

Решая систему уравнений (2.5) и пользуясь граничными усло­
виями (2.6), получим для и :՚օՀ следующие значения:

— ֊<՛ (г՛- 1), (2.7)
•I дх

J С-Р-(Г^ (2.8)
8 ал-=\. 2/

Й1з второго граничного условия системы (2.6) для р9 получим сле­
дуют։ .■ дифференциальное уравнение

k (ра — р , ----------—■'՛ ° 16 d.^

Решение этого уравнения будет

= w'+cs Г—Р„> (2՛9)

где :=16А՛.
Из граничных условии (2.3) ио переменной л можем жредели;ь 

постоянные интегрирования с։ и <2

1 , ч‘•. = ֊г(/'„֊Л) ՜ 
2 f-

■ е.- ‘ (!>֊Р,)+^՛

посла для /Հ, получим

/'о = Q3.; — Pt) ch r x — տհ ,x Հ՛ Pi՛ ՚ (շ-’• °)
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Подставляя значения р(։ н выражения -г՛^ и г»»,, получим окончэтельим 

t’cn 1 |'■ (р* - />„) sh i.x - 8Uep cl; X.v) (г — 1 յ. <2.1 I)
4

Z l Г$ \
rOr= * P-(/?,.-pjch/x «ZApsliU-՝՛ ( r- )• (2.12Й

Для нахождения второго приближения искомых функций при­
равниваем коэффициенты при первой степени z r системе уравнений 
(2.2), при этом получим

av.yx dV(,։. ժ//։ ԺԴ։.։ •, dvJr-z'o, - = —-v *- -р v —— -|-
аг ах дх иг՝ * г аг

др՝ = о. (2.131
аг

Ն + = о. 
дх аг г

Подставляя значение и н первое уравнение системы (2.13) 
и производя некоторые математические операции, относительно тц 
получим следующее \равнение

. г "Р‘ 4- |4,sh2>.։-4.'Ch2*x| (— г г). (2.141
аг \ fir I fix \ 2 ՚

где

, _'‘<Р„-рХ-! 84 Ц, Р^игр
~ 2.

Интегрируя дна раза уравнение (2.14) и определяя постоянные ин՜ 
;рирования, получим

1 —։ (г2 — 1) լ (.Հյ sh 2/. л 
4 ах

29
1444

Из третьего уравнения системы (2.13) получим значение

1
ծ дх2

X(.41ch2/-.v- X։sh2'.x)X

х ր՜՝ г5 . г3____ շ$լ
48 8 ՜ (Hi

Воспользовавшись условием vif = kpx при 1. для t'ri из (2.16) п< 
л\ чим следующее дифференциальное уравнение

- - 16 kp, (.4 ։ сh 2лх — .4sh 2 лх).
iJx՝ 2

решением которого будет
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4 4
/>։ — (\е 1 , С..е l — ' 1-с112лх—-s!i2ax. 

2k 2k

Определяя постоянные интегрирования и пользуясь граничными усло­
виями (2.3), для ր} получим следующее значение

'Ր ch l-х — ch 2>х-г —sh 2X.v. (2.17)
v 2 k 2>.

Подставляя значение pt в выражения и ւ՚յ,է получим соответ­
ственно

v„^(—?- shU- — shi'.x + Л։ «հՅսՆր* l)-t- 
\ 4? 4 4 /

/ ժ ր4 ր- °9 \
փ (.4xSh2rX-,4.Ch2/.x) - ՜֊ ■ (2-18)

\ 72 16 4 144 ./

( ^‘^CP է • ^‘.4 1 1 Л՛ I ր յյ \/ \•Ujf•= I----- -  ch f.x--------- ch 2дл -—՜ տհ 'Ух )( г -V $v 4 4 л 2 /

/ /՛՛ " г՛' 1-^9 \
/.(■4։ch2лх—A.sh2'A) | }-г------ ՜՜ <)•

\ 288 48 8 144 / 12.19)

Треть.՛ приближение задачи найдем из следующей системы уравнений

„ °1'։.
V<)r-------

0Г

<К'9Л 

dr
Ժ1’| Г <— -Vg r - -|- Հ' I .<
dx

dv^_ 
ox

.. dP.l |.
дх о>л or1 r

Ժս-չ, 

dr

dp* Ժ4’<»ր . I dv.JA vilf
dr dr2 r dr r

(2.20)

dr

Решения этой системы дифференциальных уравнений имеют довольно 
грр.мо։дкнй вил, и ПОЭТОМ) н работе не приведены. Ограничиваясь 
агорым приближением задачи и переходя к размерным величинам, 
для неизвестных функций получим следующие значения

г, (г, г) = (Сх sh Zrv (Լ ch / Pv - Cn sh 2>.t.v + C\ ch У ,.v) (r- 1) (-

4- — (C,sh2/.vv ֊ C։ch2ZpV)(2r’։—9r‘4- :^r- 2J), (2.21)
36

?. (л, r] = (O։ ch /։д- - £L sh ZjX — Z>, ch 2Հ.Հ />։ sh 2-*.rv) (2r — r )

J (/J, ch 2/ j.v - £)| sh 2>.։a ) (r— C>r՛ - 36H — 58r), (2.22)
36
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р (х) = Ег ch /.jX — sh XjX — /Г, cli 2>.։л* 4 E4 sh 2X։x pb, (2.23) 

где
c, = |/ у </’« + ՜ք v՜^՝ c* ՜2U'”

_ "*| '‘'խ- Р^ + ^Հ* 2ka(p,-p^

G։ — ------—---------------------------------- - —■• C. — • —
°V 7

O, = *(/>.

- Pjf + 4^kUff, 1 - •
]xk kaip^-p^Ua, 

. = 4 -T------------z----------

ak(pti — pt)z-v 4Ulpv.
■ - ” ՛ “ ■ •

Հ՜ս-fe a (/Հ, - pj 6;-ff

3. Рассмотрим численный пример по следующим данным:

/>„=С. p, = io։^.

/>=10 6_ճ!Լ֊ , и, = !(Г։ —. 
к/ • сек сек

ճ = 3.10՜2.«, յ. = 3.ւօ-’5^ճՋ, 
и’

,= 10֊'^. 
сек

Функции т'х(х, г), г%(г, г) и р(х).
вычисленные по формулам (2.21) (2.22) и 
(2.23), представлены на фиг. 2, 3 и 4.



Լ. Течение вязкой жидкости в трубе 74

Исходя из полученных результатов можно сделать следующие 
выводы:

1. Вдоль трубы (начиная с начального сечения) осевая (v,) и 
поперечная (vf) скорости уменьшаются.

2. В отличие от движения реальной жидкости к плоской грубе 
|2], в этом случае максимальная поперечная скорость (ւ՚Հ։1,4յ в каж­
дом сечении трубы получается не на стенке, а на расстоянии

|й՝|/ 3 от оси tp-v6n-
3. Зависимость давления от независимой переменной г начи­

нается с третьего приближения
4. Нулевые приближения совпадают с результатами .1еибензо- 

на Л. С. |3|.

Е ре и дне к и й государе г ве к 11 ы й 
университет Поступила 2 VI ИНИ

Դ. ճ. ՈԱՈԱՋԱՆՅԱՆ

Հ1յՂՈ1’’։1> ՇԱՐԺՈԵԱՀ ԱւՍւՈՏհհՆ ՊԱՏԵՐ ՈՒՆԵՑՈՂ 1ս11'1.11’1.Ա։ւՈԻ1ր

II. մ փ ո փ ր. է մ

Լողվածու մ րնՆարկվո։ մ Լ մածուցիկ անոեղմեքի հեղուկի լտմինար, 
աււսւցիոնար շարժումը ղ չանա լին իէողովակում, որի պաաերր ծակոտկեն են: 
ենղրի Լուծումը րերվում ե ետվ/ե — Ստորււի հավա ոարումե հրի ինաեղրմանր 
սսմապԱքԱէասիքան եղրուփն սրսլմանների տոկա լուքժ լամր։ Հավաոարաէ/եերի 
սիաոեմը Լուծվում Լ- փոքր սրսրամեարի մևքմ ողով։ Գտնված են որոնելի 
ֆւււնկւչիաների արմ երնե րր երկլարդ մ ո տ ա վո րուքմ լամ ր :

Հաշված է (d վալին օրինակ։
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ЛЭРОГИДРОМЕХАННК»

Л М. МХИТАРЯН, М Г ДЛП-СГЛНЯН. 3. А ЗОРИН, II А. ПЕТРОСЯН

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 11ССЛЕДОВА1II1Я ТРАНСФОРМАЦИИ 
ВОЗДУШНОГО ПОТОКА НАД ГОРНЫМ ВОДОЕМОМ

Под трансформацией воздушного потока, обычно, понимают им 
пение его характеристик под влиянием подстилающей поверхности, к 
например, и вменение скорости шижения, темпера гуры и влажности в 
душного потока при переходе от одной подстилающей поверхиост! 
другой. Трансформация происходит из-за изменения гл ւ род и на ми чес.» 
характеристик подстилающей поверхности, например, шероховатости 
также ее тспло.физивеских характеристик, в частности, когда имеет м 
сто температурная не.олнорол носат. в горизонтальном направлении Ук 
чанные причины приводят к некоторому изменению коэффициента ту1 
булентного перемешивания.

Таким образом, при переходе воздушного потока, например, с cyi 
на водоем изменяется скорость его движения, температура и влажное 
а также их вертикальное распределение в приводном слое воздуха. С; 
дуст отметить, что эти изменения происходят одновременно и взаим 
обусловлены. Поэтому при рассмотрении вопрос*՛, следует приписка 
всю систему уравнений гндротермолннамики

Вместе с тем совершенно ясно, что при решении ряда прнкЛаДай 
задач, например, расчета испарения с поверхности водоема, пеобходн 
знать значения температуры и влажности воздуха, скорости ветра и д| 

их характеристик именно на во iног. поверхности в то время, как го 
вегстаующие измерения провозятся, как правило, на береговых гидро;
теоролргнческнх станциях.

В работе 12] приведены наиболее часто употребляемые эмпир! 
скис формулы для расчета скорости ветра, влажности и температур 
воздуха над водной поверхностью водоемов по береговым данным. 
[II] в цзиболег систематическом виде рассмотрены вопросы грп 
формации указанных элементов теоретически на основе решены i уи 
шейных уравнений. Сл<-гует подчеркну гь. что резулыагы теоретичен 
исследований с достаточной ьтя практических пелен точностью сот 
лают с результатами экспериментальных данных.

При uepexo.li ОТ повсрхносги суши К новсрхиостн НОЛЫ ГК(ф|
ветра. как правило, увеличивается вследствие уменьшения ։рения о
верхиость воды или уменьшения шероховатости Наиболее резкие из1 
нения происходят в довольно узкой прибрежной полосе. Температур: 
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влажность изменяются до определенного предельного значения, причем 
даже при очень длительном пребывании воздушного потока нал водной 
поверхностей влажность воздуха не достигает насыщения. Все эти выво­
ди хорошо известны и относятся к равнинным водоемам.

В работе [Н]. при расчетах испарения с поверхности оз. Севан, было 
показано, что для водоемов, находящихся в горных условиях, решение 
задачи значительно усложняется вследствие появления довольно разви­
тей местной циркуляции. В теоретических работах но трансформации 
рассмотрены различные стороны вопроса [3—9, 14. 16], в [2. 8. 11, 15] при­
ведены экспериментальные данные, которых вообще очень мало. Опре- 
релейный интерес представляют работы 11. 7, 12, 13], особенной, 14]. Но 

всех этих работах задача решается для равнинных водоемов. Ниже 
нри.чодятся некоторые экспериментальные данные о трансформации воз­
душного потока над горным водоемом. Этот вопрос представляет не 
только некоторый теоретический интерес, но н имеет конкретное практн- 
'ujCKo՛ значение.

§ !. Некоторые данные о трансформации воздушного 
потока над озером Севан

В работе [II] для расчетов температуры и влажности воздуха над 
озером Севан был применен интегральный метод в то время, как для 
расчета скорости ветра пришлось районировать акваторию озера и при­
менить различные связи для различных районов.

• На основании большого количества непосредственных наблюдении 
было ..оказано, что влажность воздуха над озером в среднем за год на 

больше, чем иг» берегу. В отдельные месяцы эта разность юстнгает 
'зиач1пельис» больших величин. В зимних условиях происходит значи­
тельное повышение температуры воздуха пол влиянием озера.

Что касается скорости ветра, то было показано, что непосредствен­
ные измерения ня прибрежной открытой части озера в нескольких пунк­
тах позволяют надежно определить эту величину для всего озера. Это 

^утверждение основано на том. что, с одной стороны, сказывается влия­
ние гор. приводящее к уменьшению скорости ветра по сравнению с изме­
ряемой .ее величиной на берег у вследствие растекания. С другой сторо­
ны. скорость ветра увеличивается вследствие уменьшения шероховато- 
Гтп. Очейь часто эти дна фактора в шачителыгой степени компенсируют 
друг друга.

, При исследованиях гидрометеорологического режима оз. Севан и 
его бассейна проводилось большое количество одновременных наблюде­
нии за профилем ветра, влажностью и температурой воздуха Часть ма­
териалов этих наблюдений позволяет осветить и трансформацию полей 
температуры. влажности и ветра.

6 1 ■’"» АН серг« фнк-м»։. мук. .V I
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С этой целью из наблюдений 1957—1962 гг. выбирались те. при к՛ 
рых ветер имел одинаковое направление. Эти результаты представл 
на фиг. I и 2.

Фиг. I. Трансформация профили скорости ветра. 1—профили до начал;.; 
2—после трансформации.

Как видно из фиг. 2, ветер приходит с Алучалу |10] н Бабиджан! 
Алучалу в Дара почти без изменений, при этом температура воздуха и 
метилась соответственно с 1.6 ю 1,7" в зимнее время, и с 1-1,9 до 15,6 
летом, то есть всего на 0.1 и 0,7°. а влажность воздуха с 4.5 до 5 мб 
с 10,5 до 11,3 мб, соответственно. Относительная влажность при э1 
соответственно изменилась с 64 дс 73% и с 63 до 66%. Ветер между э
ми же пунктами приходит с Бабаджана в Алучалу значительно yci
ваясь, когда с Дары в Алучалу приходит, наоборот, несколько осл
ляясь. При этом температура воздуха изменяется от—0,3 до Г и от 1
до 13.9". а влажность в первом случае остается почти без измен՛
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(нс.:՛дствие низких температур отсутствует испарение), удельная же 
'влажность уменьшается, во втором случае происходит довольно боль- 
ПЮ): рост влажности с 9,6 до 11,3 мб. а удельная влажность увеличива­
ется с 62 до 73 %.

Фиг. 2. Трансформация величины скорости ветра на высоте 2 м. 
1—исходный пункт на оси ординат; 2 исходный пункт на осн 

абсцисс.

§ 2. О трансформации воздушного потока 
над Артанишской бухтой

Для исследования вопроса трансформации ветра при переходе от 
одной подстилающей поверхности (суша) к другой (вода), Артанишская 
бухта является наиболее благоприятным местом (см. фиг. 3). Во-первых, 
|9то объясняется тем, что в летнее время с гор к озеру дует ветер в устой- 
(шном направлении, что даст возможность длительное время непрерывно 
вести наблюдения в нескольких пунктах по направлению ветра. Во-нто- 
фых, как видно из фиг 3, очертание контура Артанишской бухты такое, 
что коса (точка 4) используется как озерный пункт, что дает возмож­
ность увеличить число створов. Поэтому в 1962—1964 г г. на Артаниш- 
скон бухте были проведены экспериментальные работы по изучению 
трансформации ветра, температуры и влажности воздуха.

Одновременные наблюдения проводились либо в 5 пунктах, либо 
толькр н трех 2, 3, 4 или 2, 4, 5, причем на горе и на катере скорость
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ветра, влажность к температура воздуха измерялись на высоте 2 м, з» 
пунктах берег, плот и коса были установлены мачты, где измерял!
скорости на 6 высотах 0.5: 1.0; 2,0; 4,0; 8,0 и 12.0 м (или 16 и 24 м ня
се) и специальные мачты для психрометров, установленных на Выс.»

0.25; 0.50; 1,0 и 2,0 м.
Таким образом, изучалось] 

ченение профиля ветра в 12՛ 
метровом слое (на косе 24 .«)՛ 
расстоянии 2 км, когда плот ус 
напаивался и точке 3. и центре 
лива, и 4 км. когда плот б 
установлен в гонке о, на откри 
акватории озера. Там же H3V 
лись профили температуры и и-и 
ности воздуха в двухметровом с-1

Наблюдения в 1962 г, про 
водились с 15 по 25 авгудгй; 
1963 г,—с 25 но 31 августа, в 19б| 

с 2 августа по 3 сентября. И 
наблюдениях 1962 и 1963 г г. 1 
2 по 8 августа и с 27 августа ш 
сентября 1964 г. плот был устан 
лен в центре залива.i 9 но 26• 
-уста плот был установлен в точХ

Фиг 3. Схема Лринмшской бч'хгы. 
1—гора. 2—берег; 3 и 5—плот; 4—чосл: 

51—катер.

Полученные данные наблюдений отдельно для каждого часа об 
батывались н сводились в специальные таблицы. Затем эти данные 6ւ 
сгруппированы по интервалам скоростей для одного и того же напри 
имя ветра. Группировались данные по скорости ветра на высоте 2 м 
плоту. Затем осредненные таким образом данные сводились в специю 
ные таблицы и наносились на графики в полулогарифмической iiiki 
Эти результаты представлены на фиг. 4—7, и частично в табл. 1.

Точки хорошо ложатся на логарифмическую кривую

v, . г I
■v «= -- In —• flffi

Z
1дссь vx—динамическая скорость: X постоянная, Հ, параметр 1 

родовитости. В табл. I приведены—lg z0 и величины Z/2.3 е„. явл! 
щиеся обратной величиной углового коэффициента прямых (2.1).

Далее. данные 1964 г. были сгруппированы к по интервалам f 
пости температур вода—воздух (ДГ), а также по интервалам nd 
метра устойчивости ДГ/тц. причем ДГ — Г„ 7Հ. Зги результ 

здесь не приведены.
При соответствующей обработке, по интервалам ли скорости ас՛ 

разности температур кода-воздух или по интервал им параметра yci 
‘И1ВОСТП, одновременно группировались к данные о температуре и ал 
кости воздуха и температуре поверхности волы.
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I Фиг. 4. Профили скорости негра, м—1962 г.; 6— 1963 г.; 6—1964 г.; плот в 
точке 5; г—1964 г.՝. I֊ берег; 2—плот; 3—коса.

I Следует отметить, что, во-первых, за указанные эти 41 час наблю- 

ты в среднем ձ7' = Յ յՕ, а скорость ветра на плоту на высоте 2 л
= 7,9 м/сек. и, во-вторых, данные за те 13 часов, когда плот был 

з центре залива, приведены и среднем за этот срок.

§ 3. Краткий анализ полученных результатов

Как показывает фиг. 4. трансформация скорости ветра происхо­
дит непрерывно вдоль потока, когда ветер направлен с суши на во- 
До« V. При ЭТОМ происходи! некоторое увеличение скорости ветра и 

рворот профиля в сторону увеличения углового коэффициента при-
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7ն&

Трансформация профиля скорости негра (196*1 г., пи усг). 
Направление ветра с суши (GCB).

(Плот на расгоянни 4 к.и)
Скорое]ь ветра в м/сек на высотах в и

з
У я Ջ
•Հ Р

24 16 12 •3 4

է՛. 5,9 м сек

6

п

8
8
8

5.8

4.1

5.5
5.0
3.7

б V. 7.9 .w

б 
к 
II

8
8
8

9.5
9.0 ֊

7.8

9.1
8.5

8.4 I
8.2 1
7.2 1

б

н

б

в

б 
К 
п

16
16
16

9
9
9

41
41
41

•б*—берег;

.мых. Это

13.1

10.9

13.2

10,7 | 10.0 I

10.4

10.1

12.1

12.8

9.7

9.1

0.5 7.
2,3v.

5.2
1,8
3.6

4.8
3.5

4.1
4.3
3.2

0,98 
0.98 
0,99

0.715 з.:
1.28 5,1
1.40 4.1

сек

8.0 I 7.4
7.2
6.4

6.6
6.4
5,8

1.00
0.99
0.99

0.493) 3.1
0.60 I
0,72 I

4, 
4.

8 V;

9.9 !
10.3
9.7 I

9,9 ,н сек

9.2 | 8.7
9.7 9.2
9.2 8.8

է՛. 10 м сек

11.5 10.7
12.3 11,7
12.1 11.3

средняя

9.3 , 8.7 I
9.3 I 8,9
8.8 I 8.2 '

к’—коса, .11* ИЛИ г.

10.0

10.н

8,2
8.5
7.9

8.0
8.6
8.1

9.3
10.1
9.9

8.0 !
7 3 !

видно и-. фиг. 4. где а соответствует

7.0

7.3

8.3
9.2
8.8

6.6
7,1
6.5

0.99
0.99
1.00

1.00
1.00
1,00

0.418 3.
0,470 3.1
0.51 4,1

0.375; 3.41
0.88 Я
0.36 3.J

1 1.00 0,46 13,1
......  I 0,54 41

0.55 I 3,1
1.00
1.00

данным за 1962
п- 1963, в 1964—в среднем за 41 час, когда илот установлен на. Q1 
крытой акватории озера и г֊ 1964 i. в среднем за 13 часов, коп 
плот к центре залива, {десь хорошо видный рост скорости вдоль пс 
тока, и уменьшение параметра шероховатости и рост величины Xjj 

Таблица I показывает, что только для двух из трех ством 
(плот, коса. 1962—63 г г., иди коса и плит. 1964 г.) параметр шером 
ватости увеличивается с ростом скорости. В среднем за все вре|
наблюдений на косе 5.8 при скорости ветра Т’3 = 5 .»6՚7Հ1
закономерно изменяется до lgz(t — — 3.84 арн ?2 ֊ 10 м/сек. Эти
зультэты представлены на фиг. 6—а для всех пунктов. На n.ioi
lgzoe 4,8 при, t's = о м сек и Igr0 = — 1,0 при |н м/сек. П|
-,то.м на берегу по данным 1962 1964 гг. параметр шероховатости՜! 
проявляет заметных изменений и составляет 1Հհո=՜ 2.3 по даннь! 
1962 г. и- 3,1 но данным 1964 г В среднем при изменении скорое! 
ветра на высоте 2 .нот 4 до 12 м/сек имеем |gz0 = —3. Следует по;
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Йдеуть, что логарифмический профиль ветра оправдывается и по 
ным береговых наблюдений, хотя имела место сильная неустой- 
юсть. Разность температур почва—воздух достигла десятков гра­

влажности. а пло» и гочке 5;фи. 5. Профили температуры и
ժ-плот и точка 3 (фи։ 3). I—берег. 2 -плен (0), коса («)

3—плот (и), коса (0).

На фиг. 6 б показана трансформация величины—lgc0 при дви­
жении потока от берега к косе, от берега до плота по данным для 
различных интервалов скорости ветра на высоте 2 .«г. т. е. при у2—4; 
6; 8 и 10 м[сек. Как показывает этот график, при движении потока 
от берега к косе происходит уменьшение параметра шероховатости, 
причем это особенно заметно для малых и средних скоростей. При 
сильных ветрах з0 особенно не трансформируется, даже на расстоя­
нии -I км. так как, очевидно, мало время пребывания потока над 
волной поверхностью указанной ширины. Некоторые нарушения зако­
номерности вносит коса, которая по разному реагирует на различные 
скорости ветра.

Анализ полученных результатов показывает, что во всех слу­
чаях. когда воздушный ноток при сильной неустойчивости (большие 
разности температур почва воздух, ДГП = — Л) переходит на вод­
ную поверхность при слабой неустойчивости, вследствие больших 
.разностей Г, 7'0. происходит иазначнтельное увеличение скорости
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ветра, более значительный рост влажности и Значительное уменьн| 
ние температуры воздуха, причем, если воздух был много холоди 

Фиг. G. Зависимость параметра шерохо­
ватости от скорости Петра (д) и расстоя­
ния or берега (ճ|. I—берег; 2—плот;

3—коса.

почвы и значительно теплее води] 
на берегу, то на косе температур։] 

воздуха на высоте 2 м станоэм 
• ась даже меньше температурь I 

поверхности воды. Это озмачаеИ 
что в начальном участке воздр 
отдает свое тепло водной поверх՛' 
пости и в более высоки» слои. ։< 
далее лишь в более высокие слои.

Ниже, в табл. 2, приводятся 
некоторые средние данные о тран­
сформации скорости ветра, темпе՛;] 
ратуры и влажности воздуха, ;-pi- 
чем через /< обозначено отношм 
ние -мементя на расстоянии л՜ к 
своему значению на берегу, на зк- 
СОТС 2 .։/.

Данные за 1963 г. к 1ч64 г. 
отдельно за 41 час, когда плот.быд 
на четвертом километре и за 13 
часов, когда он был как я в 1963 п

в центре залива, представлены на фиг. 7. В среднем получается с.н 
дующая картина. Скорость вечра на расстоянии 1 км увеличиваете 
на 13%, 2 к.н-8% и 4 км уменьшается па несколько проценте։ 
Следует отметить, что точка на кривой 2 фиг. 7 с абсциссой 3,5 к.» 
соответствующая тайным на катере, вызывает сомнение, так ка 
катер дрейфов.։.! и оказывался на защищенном участке, что призе 
лило к занижению скорости.

Таблица
Трансформация скорости ветра, температуры к влажное, i волтух.: па зысоте 2 Ц

равяеЯис ветра с суши

.V. км
1962 г. 33 часа 1963 । 20 часов 1964 г.. • 1 час 1
V, V, 1 А'.. ч 7՝, <’з А՛., А'г К, 1

0 8.2 1,0 7,6 1.0 8.2 16.9 12.4 1.0 1.0 1 ° 1
1 8.0 1.10 8,7 1.15 — — —

•> 8.6 1.05 8.5 1.12 8.9 15.8 13,4 1.09 0,91 1.03
4 — — — 7.9 15.8 13.5 0.96 0.94 1.09

д. К.И
1964 1.Г 3 часов 1864 ։,. 2 часа

V. Т, #՛. 1 К... 1 К г «.1 v.. | Г, 1 л;, i К,

0 8,4 16.3 12,2 1.0 1.0 ։,о 7.8 13.1 1 12.1 1.0 1.0 1.0
1 9,6 15,5 12.7 1.14 0,95 1.04 8,0 13.6 12.9 1,03 1,04 1.072 8.6 14.7 13,4 1.02 0.90 1.10 7.1 13.6 13,4 0,91 1,04 1,11
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Фиг. 7 доказывает, что если скорость ветра по данным 1963 г. 
ւս горе била равна 11.1 .и сек, то далее было: 7,4 —на берегх, 8,5— 
на плоту (3). 8,3 на косе (4) и 6,8—на открытой части озера Севан 
(5’1. на катере. Такая же картина между берегом и косой получена 
а 1964 г. за те 13 часов, когда плот был установлен в точке 3 
(::н Гб). В случае, когда плот был установлен в точке 5֊ 
(фиг. 7—в), в точке 3 наблюдения нс велись, поэтому часть кривой 
между точками 2 и 3 изображена пунктиром.

Фиг. 7. Трансформация величины скорости ветра ни высоте 
.ч вдоль нои । у пшено потока но чанным за 1963 17/1. 1964 հ6), 

когда плот в центре залива (точка 3) и 191)4 н. (и ՛ когда 
плот в точке 5.

Подробные данные ио интервалам скорости ветра и разности 
температур вода—воздух приведены в табл. 3.

С целью исключения влияния берега проводились специальные 
наблюдения в вечерние часы, когда разность темпертур почва (7'„)— 
вода (7’0) была .мала. В среднем ча эти сроки было Гп — 7'0 = 2.5՜ на 
берегу я 1,6° —на косе. На волной поверхности было Го — Т,. = 3,6, в 
то же время Гп Т„ — 1,0 на берегу и—2 на косе.

В этом случае ветер почти не трансформировался, температура 
воздуха увеличивалась незначительно и лишь рост влажности нэхо- 
Ьнлся в обычных пределах. Этот анализ лает возможность до неко­

торой степени объяснить результат, полученный выше, согласно ко­
торому температура воздуха к косе сильно уменьшается.

Как известно, в случае, когда ձ/՜.՛;՛-՛—малая величина, профили 
скорости ветра, температуры н влажности воздуха хорошо описыва­
ются логарифмическим законом

Z -Л
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Таблам

Трансформация Btrpa. температур։/ и влажности вдоль потока по интервалам 
скорости ветра и разности температур вода-нозхух (август. 1964 г.).

направление ветра с суши

v. 5.9 _______  б-. с';\ 7,9
՝•> ь с» Kv к. Ко *. 1 Т. | С2 Kv | К. |

0 5,2 15.6 10.1 1.0 1.0 1.0 8,0 18,7 13,1 1.0 1.0
2 •1,8 14,5 10.4 0.92 0.93 1.03 7,7 17.3 Ы.4 0.96 0.92
4 3.6 14.7 10,6 0.69 0.94 1,05 6.9 17.5 14.6 0,86 0.94

8 v. 9.9 СЧ.--10

АГ<0 О Д7' 2

О 8.7 16.7 12,3 1.0 1.0 1.0 10.0 17.0 13.8 1.0 1.0
2 9,2 15,7 13.5 1.07 0,94 1,10 11.2 15.8 15.0 1.12 0.93
4 16.0 13.5 1,01 0.96 1.10 10.8 15.8 15.1 1 ՚ • 0.93

2.1 УГ 1

0 к.4 Ш.:՛ 14.7 1.0 1.0 1.0 8.5 19.4 13.9 1.0 1.0
2 8.7 19.4 15,7 1.05 0.92 1.07 8.3 18.0 15.1 0.98 0,93
4 8.5 19.4 16.1 1.01 0.92 1.07 7.7 18.1 15.5 0.91 0,93

Ճ7 1.1

О
2
4

9.1 15.6 12.8 1.0 1.0 1.0 7.1 15.2 10.6 1.0 1.0 1.
9,9 15.7 13.9 1.08 0.95 1.09 7.2 14.0 114 1,01 0.92 1,
9,1 15.9 13.9 1.0 0.96 1.09 6.5 11.3 Н.4 0,92 0.94 1

Е
</о - 7 = .. рХ'1».

In
~0

(3

Отметим, что здесь г=0 при с - МТ = Г6 при z -֊ 2՛ и Ч -■

г = ?0. Если считать, что измеренные значения 7՝0 и определенна 

этой температуре </tl совпадают с их значениями на высоте cooi 
ствеино с0 иг’, то ио данным на плоту за 41 час, 1961 г. полу՛

lgz0-= —3,95 в поле ветра; ig-Հ, ~ 
4,55 в поле влажности, при

4,34 — в поле темпера

этом плот установлен в то
•’>. Соответственно для косы получено lgz0 = 4,22;

igz;=-«.o.

Для указанных выше вечерних сроков, когда разность Го­
мана и плот—в центре залива, получено lgzQ= —4,6: lgn = —!
1?շ, —3,6 для плота и соответственно —4.2; — 5.0 и 3.7 для ко

Эти данные показывают, что величины lgr0, lg z и lg z не 04 

сильно отличаются между собой, а если отбросить еще данные 
косе, где берег все же оказывает некоторое влияние, го для пл 
получается примерно lgz0 lgz՜^ 1g z’ = — 4,0.
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В некоторых случаях, в зависимости от разностей Д 7Հ = Гп — Т2 
или Д/' /„ —Т. или Тп • - 7’0, параметры шероховатости в полях
tivlpa, температуры и влажности сильно отличаются и тогда соотно­
шения (3.11—(3,3) дают возможность оценить и и /. Действительно, 
если вспомнить формулы для определения влаготеплообмена

Р = (3.4)

</;, ֊ УД, (3.5)

II подстйлять Е и Р в (3.2) и (3.3), легко можно получить

и подставляя

сюда й = ЗД?, легко можно из (3.1) и (3.6) при z = z. (поскольку 

мы ■.беди'яись. что профили ветра, температуры и влажности аоши 
ви всех случаях описываются логарифмическим законом, но с раз­

личными параметрами lgz,j в получить

откуда можно определить гу;; и Z.
В частиости. сравнивая профиль ветра при А/'/тг ֊ О, при кото­

ром 1gг0 =— 3,77 и (V#./>0 = 2.04, с профилем при ДУ т»’ — 0.06. при 
копиром 1gՀ-, = — 4.1. v.,^7. = 1,85 можно по формуле

(г^/.)0 = (^/>'-)(1 ֊տ) (3.8)

получить для этого случая » = —ււ,1Օ. Отметим, что при этом ско­
рость ветра на высоте 2 .и в первом случае равна 8.5 во втором— 
3,4 И'Сс'.ч\

Если же сравнивать норный случай со случаями ДУ'- 1.2 и 
ДУ = 4.5 . получим соответственно х — — 0,18 и г-- —0.29.

Таблицы и графики показывают, что на первом километре эф­
фект трансформации (увеличение скорости вследствие уменьшения 
тройня) преобладает, а дальше уже начинает сказываться влияние 
расширения струи, и рост скорости ветра замедляется или даже ско­
рость ветра начинает убывать по мере удаления от берега. Интересно 
спустить, что трансформация ветра почти целиком оканчивается на 
первом километре, а изменения температуры и влажности воздуха 
и приводном слое в основном завершаются уже у косы. г. е. на рас­

каянии 2 км от берега.
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Таким образом, для объяснения особенное гей пронесся грансфорй 
мании над горным водоемом, по крайней мере, необходимо учитывай! 
кроме обычных факторов, характерных и для равнинного водоем! 

а именно, горизонтального температурного градиента, шероховяййЯ 
и степени устойчивости, еще и дополнительные факторы, а именно! 

эффекты обтекания горы, растекания струи вдоль и поперек потоЯ 
и влияние вертикальных токов, которые при наличии гор могут 6ып«| 
значительно больше по своей величине, чем при их отсутгтнм! 
Тогда результирующий процесс будет зависеть от того, при кая 
условиях и какой из указанных факторов будет превалировать.

Из всего изложенного выше наглядно видно каким образом гране 
формируются профили скорости ветра, температуры и нлажшхФ 
воздуха и как происходит уменьшение параметра шероховатости пр 
переходе воздушного потока с суши на водоем.

Приведенные выше графики дают, конечно, суммарную id 

тину, являющуюся результатом одновременных действии и трест 
(шероховатости) и растекания и расширения струи (эффект диффузор) 
и горно-долинной циркуляциии. и бризов и других факторов, в тш 
числе устойчивости стратификации, которая сильно сказываете; й 
турбулентном обмене.

lllH'THiyi ИОДНЫХ проблем И I ИДрОТСХННкП 
МВХ Армянской ССР 11OC7 V1III.1.-I 9 III М

II.. 1Г. irigbP-ԱրՅԱՆ. 1Г. Դ. ԴԱՎ11ՏԱՆՏ1ԼՆ. & Д «11ՐՅԱՆ. Ն. Д «ւհՏՐՈՍՅԱն

էհՈՆԱՅԽՆ Ջ (՛ԱՍՐՍ.! ՛Ի Վք՚Ա ՕԴԱՅԻՆ ՀՈՍԱՆՔԻ ՏՐԱՆՍՖՈՐՄԱՏԻԱՅԻ 
ՓՈՐԶՆԱԿՍ.Ն ճհՏԱԱՈՏՈ !• ՕՅՈ հՆՆէ»14է

II. մ t|i ո փ ո ւ մ

Հոդվածոս։ րհրվուծ են օդային Հոսանբի արաՆս՚իսրմ արիա (ի վւորձնօձ 
կան հետաղոաոէթյուններ/t ւսրդյսէՆրներր {եոնային Լ՛ճի վրա, tlitna՝
դոտոէթ յուններր կատարվեք են Սևանա քէ\ի Սդւաանիյի ծորում։ Գծ. 3 ում նեյո 
եւսյարված Լ նշված ծորի Հասսոկադիծր, որի վրա 'I'^J'I են արված վիտակն* 
ահրր: Միաժամանակ հետազոտվել են րամու արադոէ թյան և օդային 'Гпмипи 

րի ջերմ աստիճանի օւ խոնավության վւ աի ո իւ ութ յանն ե րր 2‘իր մինշե 24 ■ 
րարձրութ յան աներոդ Հրամերձ շերտում. երբ օդային հոսանրր դա մ տիք» 
անդնւււմ I ջրի մտկերեույթր և փախ։խվում /, վերջինիս ազդեցության Ш։Щ 

Հետադաոաթյաննևրի արզյոէնբներր Համււււդաաաւէ խան մշակում իր Հեւստ 
Ներկա ւարված են զծադրեր -I t ֊ի վրա։ (/դային Հաւանր/է արսւնս՚ֆորմ ւս 
1]աաայւվսւմ Լ անրնդճաա՝ Հոսանքի ntդդոէթյամր՝. Սյոարվւսծ են ջրային i!-y- 
կ ե ր Irmj ի(ի ա եր и դ ]ւն ա մ/ւ կ ա // ա ն ի> որ դո։ ր tt р դո ւ թյ ունն ե րի ւդ ար ա մ ե արի рЬиртМ 

արմերներր, ինշսյես րամս։, այնէդե» է( էերմասաիճանի ո։ իւււնավոէթյան | 
էոհրում:
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Հեսւաէրւսւուքքյոէ.ննհրի uinij յէոնընևրր gntjfj են աալիս, up լեոնաչին (Հի 
որս pl աններում ւրաւքււււյիչ պևտր Լ հաչվի աոնեք աեդանրի չրջհոսմ ան, ուդղա֊ 
>\խ/ սւրաղու քքյունների ե ա]/, քեռնային и/ ա րք աններին Հաաու 1/ , Հ ան դա մ ան ր 
ների աղղերութ չունր ուսումնասիրվող պրոցեսի վրա, Հաչվի աոնե^ով նաև 
11, [t մ աւոիճա ն ի հ ո ր /<դ ո ն ա վ ա ն վւ ո վւ ո խութ յ անների, աուրրոպենտ վւ ո /и ա J/ ա I) - 
մ օրն Ո С իւորղսւրորղււ <վ1 յրոն՚հ երի աղղեցութքոլնր, որոնր Հատուկ են նաև Հար- 
իտվայրային քրամրարների համար:
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИ

Г А. ВАРТАПЕТЯН. А. Г. ХУДАПЕРДЯИ

ГЛММЛ-ГАММЛ УГЛОВАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ В ЯДРЕ Cs”‘

Введен к с

В последнее время были сделаны попытки к рамках мод! 
Давыдова описать энергетические уровни и их свойства н неч<-тн 
слабодеформированных ядрах [1].

1.1 частности, такие расчеты были сделаны для 55CsJ” [2]. П 
описании природы возбужденных уровней ядра Csia։ возникаю» со 
нения относительно спина возбеждепного состояния 124 Км (’д ii 
7= 1 |2|. 131. (4].

Установление факта существования угловой корреляции каем 
495—124 Кэи однозначно дзет ответ на вопрос, спин уровня 124 Kf.\ 
\5 или нет, это вытекяеп из (2) (см. ниже).

Ii настоящей’работе было произведено измерение угловой ю 
реляции каскада 495 —124 Afi՜ в С$։’“.

Аппаратура

Аппаратура состоит из двух сцинтилляционных 7-спектрометр! 
включенных в схему быстро-медленных совпадений (фиг. 1)с разреи 
ютим временем 2-= от 5՛ 10 ' до 5-10՜՜’ сек (см. ниже).

7-кванты детектируются цилиндрическими кристаллами NaJ( 
размерами 30 Հ 30 им. Кристаллы монтировались па фотоэлектр 
ных умножителях ФЭУ—36. С. анодов ФЭУ импульсы, возникшие о 
световых вспышек и кристаллах, после задержки и формиров;
подаются на схему быстрых совпадений. На фиг. 2 представ.
схема быстрых совпадений Л, вместе с формирующим 
(Л։Л..Лл). На лампах .1։ и Л. происходит усиление, а на 

устройств
Ла плампе

помощи коротко-замкнутого кабеля РК—50 длиной 2,5 .и—форм, 
ванне импульса. Па схему совпадений (Лл) подаются импульсы в 
чиной Около 1.5 Со схемы быстрых совпадений импульсы, п 
усиления на усилительной ячейке (Л5;1Й. ’!-) и интегральной дискр.1 
нации при помощи .’Г. подаются на схему пропускания (рззрец 
щая способность схемы быстрых совпадений зависит также и 
уровня дискриминации 151).
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Схема пропускания открывается импульсами, поступившими со 
схемы медленных совпадений (с 2т = 2,4-1(Г6<?<?к) (фиг. 1). Схема

медленных совпадений и схема пропускания 
6Հ8Ո |5]. |6]. На схему медленных совпаде­
ний подаются импульсы с эмиторов ФЭУ 
после усиления и амплитудного отбора.

Нафиг. 3 представлена схема усилителя. 
|||« входе усилителя состоит фачоннвертор и 
катодный повторитель (Д), собранные на 
лампе 6НЗП, благодаря чему на вход уси- 

“лнтсля можно подавать сигналы обеих по­
лярностей. После катодного повторителя 
следуют две усилительные ячейки (,Л«.'13Л։ и 

а далее еще один катодный повторн- 
! тель (Л։). В ячейках для уменьшения выб­

росов в сигнале применена сильная отрица­
тельная обратная связь, собранная на кри­
сталлических диодах |6|.

Усилитель имеет коэффициент усиления 
А = 2000 и полосу пропускания 2 мгц. В 
области линейного усиления максимальная 
амплитуда выходного импульса достигает до 
120 л Конструкция и работа одиокаваль- 
ного дифференциального амплитудного зна­
ли гатора описаны в работе [7].

собраны на лампах

Фиг. 1. Блок-схема аппа­
ратуры: s—источник, К-

кристаллы N,3.1(77),
ФЭУ — Фртоэлекронные 
умножители. У—усилите­
ли, АЛ -амплнтудныеана­
лизаторы. с. б. с.—схема 
быстрых совпадений, ИД— 
интегральный дискрими­
натор, СМС -схема мед­
ленных совпадении, СИ— 
схема пропускания. П.У- 
пересчетные устройства.

Фиг. 2. Схема быстрых совпадений и интегральный шскримнил гор.

В описываемой аппаратуре применен такой же анализатор, только 
вместо одновибраторов с положительной сеткой, собранных на лам­
пах 6J6 (fig 4 (7)) поставлены системы из 3-х ламп (фиг. 4), которые 
Обеспечили более надежную работу схемы при более высоких загруз­
ках. Система состоит из формирователя импульсов, состоящего из 
дросселя и диода, включенных в анодную цепь лампы Лл (6Ж5Г1),
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одновибратора .՜և. собранного на лампе 6113П и фазоинвергора Л, 
(одна половина 6НЗП).

Фт. 3. Схем,՝։ усилшеля

Благодаря тому, что при помощи описываемой аппарату риг мож­
но снимать задержанные .77-совпадения (фиг. I), представляется воз­
можным установит»,, как со временем меняется корреляция каскадов', 

•I’Hi 4. Часть схемы лмплнгудит •։> ана­
лиза гора.

у которых период полураспада про­
межуточного состояния Т. "■ Յ.Հ 
X Ю "сек.

Методика измерений

Функция углового распреде­
ления 2-х последовательных 7-кнан- 
тои W’(0) записывается в виде

IV(6) =^.4,/\(со$0) (I)

(•/ = 0. 2. 4,-..),

где Л (cos 0)—полиномы Лежандра 
|81. |9|. |Ю|.

Если обозначим исследуемый
каскад через Հ(/.,/., 4-I) 7(/.։/.г ф I)./. (практически примеси муль­
типолей порядка /.4-2 и выше не наблюдаются), а через о2 — отно­
шение интенсивности Լ 1 пильного излучения к интенсивности 
Լ дольного излучения то величина А, । 0) будет зависеть от 
./. 7։. /_, -֊- 1, Lz, L.-- I, ճ,, а число коэффициентов vn, , будет

vmax<inin|2J, 2(/.,4-1), 2(/.,4֊1)|. (.2)

Связь между функцией корреляции и экспериментально измеренным 
числом совпадений Асо։, (0) н зависимости от угла 6. образованного 
осями 2-х счетчиков, включенных в совпадение, имеет вид

= (О)т.Ч... (3)
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активное! 1. источника. н —эффективности счетчиков, и», и 
Г«:-их телесные углы. U’0)—экспериментальная функция корреляции, 
л Х.—число случайных сояпаденнй. Тогда число истинных совпадений 
Л'<пи(6) — Л'сд пропорционально экспериментально измеренной функ­
ции корреляции U’" (ն). [ля исключения малой децентровки и изме­
нений одиночных загрузок в канолах, число истинных совпадений 
Делится на счеты в каналах Л'։ и А',:

лг(&)=-Vtr- 0° yr րյ. (
Л։Л. A^J

.Талсе по методу Роуза |Н| находим коэффициенты .4.. На эти
:оэффнпиенты должны быть введены 
мческих Коэффициентов Լ к 
функции корреляции.

поправки для получения тсоре-

Попранки

а) Поправки на конечное уг-
JdSOC разрешение de тек торов.
Попраиочный фактор на конечное 

утдовое разрешение для А, будет 
произведению Q, для каж-

■W> детектора. Связь между А 
и .4 следующая:

л.= А
(5)

Ա-0 ։։։-».

ф.ЛМ! *«3м»

-2? 0

Фиг. 5 Кривая у слои ։ разрешении 
хигекл»;-.: к ометрин установки.фавки Q, находились по методу

iaycoiia и Фрауенфельдера (!2|. Измерялись кривые углового разре­
шения 5(9) для обеих кристаллов при различных энергиях -квантов 
Е», 1,17, 0,661. 0,280. 0.134 Ate Г). Пучок ^-квантов диаметром

а 1.5 мм коллимировался свинцовым 
коллиматором толщиной 120 мм 
(фиг. о) После численного инте­
грирования выражения

V

( /•’.(cos г>) г (&)• । sin ОI dh (6)

о
находим поправочные коэффипи-

енты Q

!'И1. б Понраиомнис кеоффицненти 1'4 
Юечное углопос рллрсшсннс счеччикол 
jj и Q, и зависимости «я эиср։кн 
HimiMMi Hyhktmjhuiu крина» ны-тсина

теоретически |И|
Иь ЦЭНИ ЛИ, С«р|1М фИЛ-М411. им > >» I

энергии 
фиг. 6.

<0

՛ • Չ. как «функция от
К

^-квантов прицелена па

Поправки на размеры
источника. В настоящей работе
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использовались источники диаметром 1,5 им и длиной 5 мм. еоп 
рые помещались на оси вращения детекторов на расстоянии 10*՛ 
от них. Расчеты показывают, что этой поправкой можно пренебречь 

в) Рассеяние ^-квантов. При нахождении функции коррелЛм 

надо также учесть и комптоновское рассеяние -.-квантов как внутр 
источника, так и между кристаллами. В нашем случае рассеянна 
фотоны не регистрировались аппаратурой, так как а обеих капал! 
брались фотопики от у-кнантов.

Испытание установки

Для проверки установки было произведено измерение yrilOj 
корреляции каскада 1,71 — 1,33 /ИгVе в Д7М, которая известна |13|t 
[14|, |15|. Измерения проводились через каждые 10 от 90՜ до 1&Ն 
Вычисляя коэффициенты .-և и Л., по вышеупомянутой методике, по 
лучили: .4ч 0,110 ч 0.009 и ՃՀ = 0,018 ± 0,015. Теоретические'рм* 
четы лают для и .4., значения .4, = 1Ц0Д), .-Լ — (1.0091.

Измерение

Измерялась 17-угловая корреляция каскада 495—1’24 KeV вСй 
образованного после распада изотопа Ваш. При этом схема быстр» 
медленных совпадений бралась с разрешающим временем 2т = 1,8) 
Х10'в<м.

Для осу ществления совпадений одноканальнымн дифференциал? 
ными анализаторами выделялись фотопики от т-квантов 495 и 124/й
Получились следующие коэффициенты для функции угловой кор

реляции W" (6):

.Հ = О.0054 - 0.0014:

.4.', = - 0.0003 0.002.

После поправок находим

/և = 0,0063 0.0015,

.4, = -ԷԾ065 0,003

03Й Mbiirliriw*«8*ilo’lSHSO’nttW՜։в* Результаты измерении приведены I

фиг. 7. 11рц этом получалась энизотрМи 

. _ IV'(180 )- IV'(90 ) _ 1
U''(90°)

= 0,009 ±0.003.
Из схемы уровней Csul, приведем 

ной в |4]. [16]. видно, что функм 
угловой корреляции может быть на? 

наличия других каскадов 480—133 А'й1 

Фиг. 7. Корреляция направлении 
каскада 495—124 KeV в ядре 
Cs։։l. Точки экспериментальные. 
Сплошная кривая—эксперименталь­
ная функция IV” (0>. Пунктирная 
•припая—функция It (О) после по­
правки на конечное углонбе разре­

шение счетчиков.

рема неверно [3] из-за
918 124 KeV и 907—133 KeV. Но после того, как известны всем 
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реходы в этих каскадах и их интенсивности, а также времена жизни 
уровнен 124 и 133 KeV [4], 16], и благодаря тому, что установка 
Лис-՜ возможность измерить корреляции՛ с введением задержки, можно 
установить. каково влияние вышеупомянутых каскадов за измеренный 
результат. Измерялась анизотропия с введением задержки 1,1\ 
ХЮ՜ сек в канал регистрирующей 7-кванты 495 ArV.

Получили .4=0,01 ±0,0045.
Как видно, анизотропия с введением задержки в пределах оши­

бок не нарушается. Расчеты на основе различных времен жизни 
уровней 124 и 133 KeV и интенсивностей переходов |4| показывают, 
что анизотропия происходит из-за корреляции -.--квантов 495 и 
124 KeV.

Сам факт существования угловой корреляции каскада 495 — 
֊124 KeV исключает спин յ/3 для уровня 124 KeV. Принимая, что 
каскад 495—124 Ке И имеет следующую последовательность 
':(Л4| 1:2) ՚3!շ, находим отношение примеси £2 к .441 ՛՛• Հпереходе 
124 K<V. $ = 0.178 ± 0.003. Отсюда следует, что переход 124 Ке\ 
i'veuT вид ЛИ (96,9 ± 0,5)%+£2(3,1 ± 0,5)%, что лает ускорение 
!:'2 порядка 20.

Обсуждение результатов дается в работе |16|.
В заключение авторы выражают благодарность Л. II. Алнханяну 

■а интерес к работе.
4 п жческии институт
|.|‘КАЭ г. Ереван Поступила 10 IV 1964

lb. II. ՎԱՐԴԱՊԵՏԻՆ. Ա. Գ. հՈԻԴԱՎ1ւՐԴԻՆ

ԴԱ1րւր1ԱԴԱՄ1ր|1. ԱՆԿՅՈՒՆԱՅԻՆ ԿՈՌԵԼՅԱՑԻԱՆ ՄԻՋՈՒԿՈՒՍ* Ըտսւ

Ա if փ ո փ ո ւ մ

Աչիւատրււի1 լան մեջ նկարա /քրվաձ են -անկլանալին կա՛ ե լ լա ւ/ իա //> չափ-
V tub սւսրսրաւււա րան ե մե /г/ ոդիկան է Սա ա t/tf աՕ է CS5'11 միջուկի Հք/՚՜ւ 124 KeV 
կւսսկւսէլի -հվւվանաների անկլունալին րաշիւղւմր: IV (0) — 7 ^>.ՕՕ6’ձ*
+ o,w>/5;P„<cosO; — о.ооог, ± 0,003) %(cos Կի
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИКА

М. Е МОВСЕСЯН, в А. ГЕВОРКЯН. Ф. П САФАРЯН. II Г МЁЖЛУМЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ . 1ЮМИНЕСЦЕНЦИИ
АЦЕТИЛАЦЕТОНАТОВ САМАРИЯ. ЕВРОПИЯ И ТЕРБИЯ

Исследование люминесценции органических комплексов редко­
земельных элементов представляет собой большой интерес.

Поглощение и люминесценция ионов редкоземельных элементов 
обусловлены переходами между уровнями электронной оболочки 4/. 
։ так как эта оболочка хорошо защищена от внешнего взаимодей­
ствия заполненной оболочкой озЧ)//9, го люминесценция имеет линей- 
чатую структуру. Такая же люминесценция наблюдается и у органи­
ческих комплексон редкоземельных элементов |1 10j.

В отличие от активированных кристаллов и растворов неоргани­
ческих солей редких земель, у которых поглощение и люминесцен­
ция обусловлены ионами редкоземельных элементов, в органических 
"мллексах поглощение и люминесценция обусловлены разными ча-

.сгями молекул. . 1юминесиенция орга­
нических комплексов редкоземельных 
элементов связана с миграцией погло­
щенной энергии. Электроны органиче­
ских комплексов поглощают энергию и 
совершают переходы с основного уровня 
ня верхний синглетный уровень, затем 
6e3H.ii учения спускаются на триплетный 
уровень, откуда и совершается мигра­
ция энергии к ионам редкоземельных 
цементов (фиг. 1).

Этим и обуславливается большой 
кв-шгавйП выход люминесценции. Наше 
и сел едока ни е пос вяще но л ю м и нес це н ц и и 
■цетилацетонатов.

Фйг. 1. Схема энергетических уров­
ней комплексон, а, и. с—энергети­
ческие уровни |»еикп.1еме.ч.ного 

нона.

Экспериментальная часть

А цетил ацетон с некоторыми металлами н редкоземельными эле- 
ментаии дает комплексные соединения следующего строения

СН3 X

СН
СН3 Д
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Такие комплексы синтезированы некоторыми авторами |8-10Ш 
В нашей лаборатории синтезированы комплексы с Sm, In. Th по ме­
тодике, описанной в работе [8]. Для полученных соединений точит 
плавления после первой перекристаллизации на 1,5—2 градуса были 
ниже, чем данные, приведенные в литературе. После вторичной п« 
рекристаллизации точки плавления комплексов совпадали с литера* 
турными данными.

Поглощение растворов комплексов рс-дколемелгных элем^пов 
исследовалось с помощью кварцевого спектрофотометра СФ 4. Люми­
несценция и в некоторых случаях (и видимой области спектра) по­
глощение исследовались на спектрографе ПСП—73 метолом фотограф 

фической фотометрии. Охлаждение образцов производилось napnwi 
азота. Температура измерялась термопарой.

Полученные результаты и их обсуждение

а) Спектры поглощения.
Полученные спектры поглощения растворов Տա, Ен, ТЬ ацетиле- 

петонатов в этиловом спирте приведены на фиг. 2. Как видно из -тот 
спектров, существую г две области поглощения. Максимумы поглоще­
ния исследованных ацетилацетонатов совпадают друг с другом и на­
много смещены в сторону длинных длин волн по сравнению с п.оглй 
'п.ением раствора чистого ацетилаиетона. Совпадение максимумов погло­
щения ацетилацетонатов разных редкоземельных элементов еще раз по­
казывает. что это поглощение связано с органической частью комплекса.,

Фиг. 2. Зависимость коэффи­
циента поглощения растнорок 
.щетилацетоилгон к инливом 

спирте от длины волны.
1. Sm— листила педонаг O.i ° 0.
2. Еи -ацетилацетонах 0,19 „
3. ТЬ—эцетилацетонат 0.1 ’
4. .|цс։планетой 0,1 %,

Фиг. 3. Зависимость коэффициента 
поглощения чстырехпроцеянюгп ра- 
niop.i Sm—anerH.i.jпегонага ՛ «ти 

лоном спирте от длины волны;

Поглощение самих редкоземельных ионов слабое и обычно, не? 
наблюдается на фоне интенсивного поглощения органической паств 
■комплекса. При больших концентрациях растворов оно наблюдаете! 
Например, на фиг. 3 приведен спектр четырехпропентного рл



_____  Исследование люминесценция 10,3

>ւր. ацетилацетоната в этилоном спирте. На этом спектре хорошо 
виден максимум при 4030А . Такой же максимум поглощения дают 
растворы неорганических солей Տա |7| и стекла активированные Տա 
15-61

Линейчатое поглощение, относящееся к редкоземельному иону. 
• наблюдал ось также для Ей—ацетилацетоната. Максимумы поглоще­
нии и этом случае были на длинах волн 4660 А , 4651 А и 4638 Л . 

■Э։и максимумы не смещаются при температуре жидкого азота.
61 Спектры люминесценции.

I Люминесценция Sin —ацетилацетоната достаточно сильная, осо­
бенно интенсивна линия 6453 Ас. При низкой температуре линии снек- 
•(՛■:» люминесценции Տ/.ч ацетилацетоната усиливаются и несколько 
сужаются.

В табл. 1 приведены длины воли линий и относительные интен­
сивности спектра люминесценции Sin—ацетилацетоната при темпера 
туре- 185 С.

Для Ей ацетилацетоната при комнатной температуре наблю­
дается только несколько линий люминесценции. 11о при температуре 
|~185С появляются новые линии, кроме того усиливаются и сужаются 

пр՛.кипе линии. В табл. 2 приведены данные спектра люминесценции 
Ен-а цел а цетоната при температуре 185 С.

Таблица 1 Таблица 2
֊185 :С —185’Շ

К№) | >(см 1) 1 > (АД •.(<-.«“ ն 1 >.(Аа) Чсж՜’) 1 > (А1) Чс.ц՜1) 1

М20 16339 20 6534 15305 2.5 6301 15868 1
Mill 16176 20 6649 15203 8 5924 16880 1 63'26 1.5808 1

61W 16139 15 7003 14279 5 5959 16779 1 6495 15396 1
-«53 ՛ 1.5-197 25 7033 14219 5 6115 16433 25
i.6506 1 15370 251 6137 16'294 20 6546 15277 1

6164 16223 15 6880 14534 3
6196 16137 10 6962 14364 3
6253 15992 5 7023 14239 3

Особы 1! интерес представляет спектр люминесценции ТЬ аце-
тнлзиетонатз. Люминесценция То—ацетилацетоната интенсивная при 

комнатной температуре, особенно интенсивны линии 5420 А . 5446 А 

Կ|1 т472Ас. В этой области заключёна почти вся энергия люминесцен­
ции. Люминесценция для этого комплекса особенно усиливается при 
понижении температуры, наблюдаются смещения линий и перераспре­
деление интенсивностей люминесценции. В табл. 3 и 4 приведены 
дздпые ТЬ -ацетилацетоната как при комнатной температуре, гак и 
при температуре —185 °C.

I Для всех исследованных комплексов, кроме люминесценции ред- 
Рз՛.иельных элементов, наблюдается люминесценция органической 

сш в синей области спектра.
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20 ։с
Таб.тца 3

֊185 С
Таблица /

> (Л » Ас.м ’) 1 НА) .(си՜1) 1 1 *(А) |.л< ’) 1 > (А ) ^֊•)

1867 20275 1 6170 16204 0.5 4867 20752 3 6131 10310 0.5
4880 20492 1 6191 16152 0.5 4880 20492 3 6115 16273 0.5
И20 18450 18 6227 16059 0.5 4899 20412 3 6175 16194 1

18362 25 624 i 16018 0.5 4907 ■20379 3 6191 16152 1
5472 18275 17 6250 16000 0.5 4916 2034? 3 6226 16000 1
5817 17196 3 64 Г» 1550(> 0.5 5420 18450 19 6243 16018 1
5845 17126 > 6523 15330 0.5 '>447 18361 17 6249 159‘HJ 0.5
5884 16995 1 15265 0.5 5473 18274 25 6449 15506 0.5
5914 1690!» I 6593 15167 0.5 5817 17191 3 6492 15450 0.5
5944 10832 1 5845 17126 3 6525 15326 0.5

5884 16995 1 6552 15204 0.5
5914 16909 1 6588 15179 0.5
5904 16852 0.5 6548 15179 0.5

Авторы выражают глубокую благодарность кандидату химиче­
ских наук С. Л. Варданяну за консультации чп синтезу комплексов. 
1.рс*ванский тису трстнснный
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II. մ փ n փ к ւ մ

П ինթ եղված և ՈԼԱՕէ մևսւսիրված Լ Sill . El) • Th— ացե т 1ч~'“ Jf!‘ >чп~- 
'կարոների լքոր մ ինե и է] են ցիան и են լակի և /8՜./ գէւ րմ արրրոիէ\աննե րորմ է

են Աու մինե սցենցիալի էքծերի ալիքի ե րկա րա [d քունք է, հարաբերական 
ինւոենււիվա ի/ լունր ե կ/ անումր: 11րոշ մ և տ աղսրղանական կոմսքլե րս՚հե րի մոտ, 
բացի կոմպլեքսի սրղանական մասի կլանումից, նկատվեք է նաև հաց վաղ լա irr 
հողերին բնորոշ ցծւււքին կյանորմ:
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗ

Л. Л. ДНКАБРУП, А Р. МКРТЧЯН

УСП.1ЕНИ1 СИГНАЛОВ ОШИБКИ В ПРЕЦИЗИОННЫХ 
СТАБИЛИЗАТОРАХ ТОКА

Рассмотрены параметры усилители сигналон ошибки, определяющие гоЧ 
сис: мы . габилилаинн мектрического тика. Угчашжп-'пы орлиц i ироничны՛. v.mi 
этих параметров и наиболее точных применяемых из практике системах—aw 
стабилизации тока ^.кчетромл։нитон радиоспектрометров. Подвергнута лпадв! 
стена преобразования сигнала с<> входным трансформатором Рассмотрел принцип 
строения безтрансформаторнон системы преобразования сигнала и метона 
о։ возможных помех. Описан контактный преобрззонате.п. с м;п нитно-изолир< 
контактном системой. Приведены основная н вспомогательная схемы PC—yen 

а также схемы фазовой поде тропки и синхронного детектора.

Точная стабилизация сила тока необходима во многих зкеп 
ментальных методиках, в частности в радиоспектроскояическрй 
иаратуре. Если относительные изменения стабилизируемого тока 
должны превышать 10՜10 {что является обычным требоваг 
к системам стабилизации тока электромагнитов спектрометров я; 
кого магнитного резонанс;:), то при разработке системы стабилиа! 
должен учитываться ряд факторов. влияние, которых на работу б| 
грубых систем мало существенно. Системы точной стабилизации՛ 
являются я настоящее время предметом интенсивных, теоретически 
э кспе р имен та льн ы х и селедо ва 11 и й.

Одним и։ узлов системы стабилизации тока, в значительной; 
пени определяющим ее точность, является усилитель сигнала ошш 
При разработке спектрометра ядерного магнитного резонанса 
исследования кристалл >в (1. 2| шпоры пришли к определенным 
водам относительно принципов построения таких усилителен. В 
стоящей работе излагаются эти выводы и приводятся варианты ре 
ния наиболее важных схемных и коструктивных вопросов.

а. Основные характеристики усилителя. Основными хар։ 
ристинами усилителя сигнала ошибки, являются.

!. Полоса пропускания.
2. Коэфнциент усиления.
3. Чувствительность (иля приведенный уровень шумов).
1. Полоса пропускания должна, очевидно, начинаться с 

(/кпжи. ), = 0, 
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поскольку система стабилизации должна подавлять действие сколь 
Вгедпо медленного возмущения. Верхняя граничная частота полосы 
пропускания определяется обычно динамической характеристикой 
рабочей нагрузки стабилизатора. Вели нагрузкой стабилизатора яв- 
рется электромагнит, то (/0)гР. может составлять несколько деся- 
тых и даже сотых долей периода в секунду.

2 Коэффициент усилен ня определяется из необходимой жест- 
v .:ih стабилизации тока. Стабилизатор тока, независимо от того, что 
ШЯется его нагрузкой, представляет собой усилитель с токовым 
выходом, охваченный отрицательной обратной связью по току |3. 4J. 
Его сзуккрная схема представлена на 
фиг. i. Стабилизируемый гок /,. проте­
кает серез контрольное сопротивление 
А’о. Падение напряжения на контроль­
ном сопротивлении /.,/?„ сравнивается с
мерным напряжением ՇԼ,. Получаю­
щаяся в результате сравнения разность 
^пряжений

Фиг. I Прикцнпнальнам схема ста­
билизаторов гока,

1Ո --  С он /«/<0 (2)
ивля- тся сигналом ошибки системы стабилизации.

Эта разность усиливается. Это усиление приводит к изменению 
величины / и соответственно к уменьшению Ц1Х.

Усилитель напряжения и усилитель гока. показаны на структур- 
ЙЙ схеме (фиг. 1) раздельно для отражения функционального деле­
ра электронной (или полупроводниковой) схемы стаблизатора. Оба 
•тн из io их совместному действию являются усилителем с резуль- 
тнр-.ющей крутизной

֊Տ’ = (3)

Стацйщцфное состояние системы стабилизации описывается сле­
дующим уравнением

(4)

Устойчивость системы определяется с помощью диаграммы Най- 
Жиис՜. [3,5; <ля комплексной величины ձ'/?0.

Точность системы стабилизации, если усилитель обладает достаточ­
на полосой пропускания, определяется весьма просто, поскольку 
при тасчете ее реакции па внешнее возмущение комплексным харак­
тером, S можно пренебречь.

Пусть ձ/,|-изменеши стабилизируемого тока, вызванное внеш- 
№ возмущением; А/,, — противодействующая реакция системы ста- 
бидизапин.-Обращаясь к структурной схеме стабилизатора (фиг. I). 
найдем, что эта величины должны быть связаны следующим соотно­
шением-
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(л/,; ձ/j .?os = ձ/,՚„

Отсюда .остаточная' флуктуация тока:

(5)1

Или. н относительных единицах:

г/,, = д/,■,֊!/,',= ֊ձ/" 
1+.W,

(б)-

/.. Г- ՏՀ՜ (7)

Для обеспечения заданной точности стабити дшнн — при известной 
/ II

интенсивности возможных возмущений

™ - ձ/«■s?c" ,/ч

необходимо:

(8)

или. учитывая уравнение 3:

(9)

1

В прецезиоиных стабилизаторах рассчитываемые на жесткое по­
давление действия внешних возмущений

ДА.

4г» •• < ,о>
I
Նւ

и уравнение (9> может быть упрощено

Д/п

֊֊"֊• (III

' II
А'равнение (11) является основным расчетным уравнением системы 

стабилизации. Оно определяет результирующий коэффициент передачи 
разомкнутой петли стабилизатора, произведение A’.S\P(1. Так если *\-

А 
может достигать о. 1 (Эго обычная величина в системах с сетевым 
питанием, где основное возмущение—нестабильность напряжения 

источника, от которого получается /„). а величина "՛ не должна 
At

превышать 10՜' (обычное требование к стабилизаторам тока электро;? 
магнитов радиоспектрометров), то произведение kSiR0 должно быть 
не меньше, чем Юл Конкретные величины А՛, \ и /Д в зтом произ­
ведении определяются по известным характеристикам нагрузки ста-
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тшзаторз и источника. от которого получается стабилизируемый ток 
֊Л. Поскольку контрольное сопротивление А*о очень редко может 
иметь величину, превышающую несколько омов (из-за трудности над- 
лежшего отвода тепла защиты от внешних помех) и крутизна уси- 
Ьятеля гоки S։ (как в ламповых, так и н транзисторных вариантах) 

.;5лнот обычно доли ампера H.I нольт, необходимая величина /г\/< 
■(мучается практически полностью за счет k. Таким образом, в ста­

билизаторах высокой точности, где -֊֊” не должно превышать 10՜
Հ.

• I՛ , усилитель сигнала ошибки должен иметь коэффициент усиле­
ние ^=10՝֊ 1Q*. Это некоторая типовая величина, от которой в от- 

.иных конкретных случаях могут быть отступления в ту я другую 
сторону.

J 3. Чувствительность. Минимальный сигнал, четко „различаемый” 
иснлителем на фоне теплбвых и ламповых шумов, равен:

( f - ИХ ) МИН == ( f,l it ) МНИ А\). I 1 2)
Пн/кольку /?0 по порядку величины составляет единицы омов и в 
ылыиинстве случаев составляет единицы ампер. <Հ՜,Ո Խ,տ в системах 

ЙпчнрЙ сгаблизации составляет несколько единиц или даже десятых 
долей микровольта.

б. Блок-схема усилителя сигнала ошибки определяется его 
Вй^рп пропускания и чунеiвитсльносдыо. Это ՛. силитс.и постоян­
но!՛ тока с преобразованием входного напряжения. При заданной 

Иуйгтвительности возможно только контактное преобразование, 11о- 
нидичому в будущем контактные нереобразовлтели будут вытеснены 
бесконтактными системами на базе сложных полупровпиковых струк­
тур. При атом .максимальная частота преобразования не может пре- 
ьы ишь 100 . 120 пер сек и. следовательно, максимальная полоса 
Пропускания усилителя в целом не может быть более 10 >12 переек 
|6|. Однако, такая полоса пропускания вполне дос га точна в подавляю­

щем большинстве случаев и необходимости в применении более слож­
ных схем усиления, например, рефлексных, или схем с непрерывной 
[коррекцией нуля |3| нет.

в. Защита от внешних помех. В усилителях, предназначенных 
aw усиления очень слабых сигналов, электромагнитная и электроста- 
гнческая экранировка недостаточна. Мощные (по сравнению с полез­
ным сигналом) помехи могуч быть вызваны блуждающими токами, 
если последние могут замыкаться по какому-либо (хотя бы и очень 
короткому) участку входной цепи усилителя. Поэтому вся контроль-

> системы стабилизации тока должна иметь о iпоточечное 
.заземление [7].

г. Система преобразования с согласуници ч трансформатором. 
■рттвительнбеть усилителя определяется главным образом структу­

рой и параметрами системы преобразования входного сигнала в нп- 
I пряжение переменного тока. Одна из наиболее распространенных
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систем система с согласующим трансформатором, принципиальная
схема которого представлена па фиг. 2. Качественный анализ работа
таких схем приведен в [3]. Для выявления их рабочих характеристик 

необходим более детальный анализ. ւ

‘Р>н 2. Схема конгакпнио пре- 
<<6р,ч.к.»։ате.1я усиливаемого сиг­
нала со входным трпнсформз-

Ток в секциях первичной обмотки 
трансформатора Ա''Խ и Ա՚Ն, (фиг. 2 за­
мыкается и размыкается контактом А. 
поэтому переходной процесс в каждой 
секции протекает автономно независимо 
от электрической и магнитной предмете* 
рии трансформатора. Ток в секции 1Г։, 
после замыкания контакта в положении 
/ нарастает по закону (если не \ читы­
вать индуктивность рассеяния первичной

тором. обмотки и сеточный ток дампы, нагру­
жающий вторичную обмотку)

/< —(I

. ֊_և *
Հ ՜՜ /?Л

<13)

(М)

Здесь /Հ — активное сопротивление секции,
/<, магнитное сопротивление для потока в сердечнике транс

форматора

/?» = —֊֊. (15)

/.« средняя длина магнитной 
линии (си)

.ՏՀ- сечение магнитопрово­
да см՞

!*».— магнитная проницаемость 
материала магннтопровода.

Процесс, описываемый уравне­
нием (13). будет длиться половину
периода напряжения задающего ге- •։*«։՛. 3. Диаграммы токов и напряж- 
иератора. управляющего работой ,|НЙ п схсме с0 «годным трзеформа- 
преобразоватсля. По истечении 7’/2 тором.
цепь секции Ա/լ. будет разорвана и практически о тот же момент 
включена секция Ա՜Ղր. магнитопровода трансформатора н противопо­
ложном направлении (фиг. За). Магнитный поток связан с намагни­
чивающим током соотношением

Ф (16)

а ЭДС, полученная на входе /?С — усилителя равна
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• Л U", <.'/
(П)

м .образом, на входе усилителя получается напряжение в форме 
периодически повторяющихся импульсов (фиг. 36), каждый из кото- 
р(ь-описывается уравнением (см. ур-я 13 и 17)

I Форма этих импульсов? или их „наполнение” при заданном Г 
редслястся величиной ~х. т. е. конструктивными данными трансфор- 
тор;։. Напряжение, полученное в результате синхронного детекти- 
ванпя преобразованного и усиленного напряжения сигнала в первом 
иближении пропорционально постоянной составляющей в серии им­

пульсов одного знака [3] относительная величина которой.

легко рассчитывается. В этом уравнении
Т'Л■֊ о р

1
^20֊ btdl. (19—б)

Аналогичная но характеру зависимость связывает с постоянной 
времени первичной пени, -։, амплитуду основной гармоники навряже- 
иия Е..

I !< характеристики, описываемой у равнением (19—а) следует, что
•аметры входной цепи преобразователя должны удовлетворять- 
ювик»

Ъ>(1.5-5֊2) Г (20)

Нели не учитывать активное сопротивление источника сигнала 
(трансформаторные преобразователи принципиально могут работать 
только с низкоомными источниками Շ՚11ձ), го выражение для -։ нахо­
дился просто. Положим для простоты, что магнитопровод трансфор­
матора имеет круглое сечение и средний диаметр секции обмотки 
равен ДР. Предполагая обязательную в данном случае рядовую на- 
՝" тку с коэффициентом заполнения 0.9, найдем

1,2 — Ջ-.10 
l\v

(21)

(Нм~ магнитная проницаемость материала магнитопровода. ձ’„ — семе­
ни- магнитопровода, /м — средняя длина магнитной линии, а и Ъ со­
ответственно аксиальный и радиальный размеры секции). У больший 
ст в а трансформаторов
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5м 
/мД:р

= (0.08 : 0.2).

Принимая эти величину равной 0.1, находим

ч = 1.2-10՜ ՜ (</ձ) ;км |ЭД|
Это соотношение показывает, что при обычных частотах преобра-1 
зовэтеля (Հհ 100 гц) для .магнитопровода необходим материал .1 
»ц, 104 в самой начальной части кривой намагничения. Таким мак-1
риалом является молибденовый пермаллой, подвергнутый специальном 
тер.момагнитной обработке. Изготовление трансформаторов па пермйДг| 
левых магнитопроводах доступно только хорошо и всесторонне оснз-1 
шейным лабораториям и может быть рентабельным только при мас-| 
сово.м производстве (например, н усилителях серийно выпускаемы! I 
автоматических потенциометров ЭПП используются хорошо конструй-1 
тишю и технологически отработанные трансформаторы).

Серьезное затрудниние в применении трансформаторов вызывае?! 
необходимость их астатизации по отношению к внешним магнитнымI 
полям. Авторами испытаны несколько возможных методов астатив-1 
ции. (В том числе входной трансформатор от усилителя ЭПП—09),| 
Ни один из них не дал удовлетворительной защиты от магнитных! 

илей приводной обмотки преобразователя или трансформаторов схе*.| 
мы синхронного детектирования. Известно |8|, что при самой th^I 
тельной астатнзании необходимо многослойное экранирование трлнс-1 
форматора пермаллоевыми экранами. При этом трансформатор сти-1 
нонится чрезвычайно сложным конструктивно и громоздким |9|.

Приведенные выводы по нашему мнению сильно обеспенивзюи 
несомненное серьезное преимущество трансформаторной системы, зд-Й 
ключающееся в том. что выбором соответствующей величины 1V'r3V'; 
можно сколь угодно уменьшать величину шумового сопротивлении 
усилительной лампы, приведенной к контуру ՇՀ (фиг. 2). Поэтому 
был а ре. принята попытка реши ть задачу преобразования бе i при- 
м е н е и и я транс фор м а то ро в.

д. Бе.< трансформаторная система преобразования. Основные 
трудности н осуществлении такой системы следующие:

I. Выбор материала контактов, обеспечивающего надежную ком* 
мутации ■ микровольтных напряжений.

2. Исключение ложных сигналок, об֊. словленных комму гацием 
сеточного тока усилительной лампы.

3. Защита подвижного контакта системы преобразования от внеш! 
них магнитных полей, так как в противном случая в подвижном кон­
такте неизбежно будет наводиться паразитная ЭДС,

Зля коммутации микровольтовых напряжений рекомендуется [10] 
контакты из сплавов с преимущественным (95° Q и выше) содержа­
нием золота. Удов те твори тельные результаты получены с помоШй 
контактов из сплава золото — серебро-плагина (золота :i6°0) и сплава 
золото никель—марганец (золота 94%).
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Принцип исключения эффекта коммутации сеточного тока усилн- 
тельиой лампы представлен на фиг. 4. Цепь источника и «мертвая" 
цепь имеют равные сопротивления /?. На время пролета контакта 

ретка блокирована небольшим (^бОццЛ) конденсатором С.
Несколько сложнее обстоит дело с зашитой подвижного контакта 

,ог внешних магнитных колей. Если такое иоле В направлено перпен 
дикулярно плоскости движения контакта К (фиг. 4). то во входном
контуре неизбежно будет наводиться ЭДС Это 
и юлюдается, например, у поляризованных реле 
типа РП, у которых подвижный контакт находится 

ի поле поляризующего постоянного магнита. Проб­
лема защиты контакта от магнитных полей обе уж- 

мается давно, в числе возможных решений пред֊ 
Пугалась замена электромагнитного провода пнев­

матическим |11|. Опыт показывает, что удовлет- 
|Wpirrc.ibHoe решение дает магнитная изоляция 
t приводного механизма и контактной системы, 
Ккратко описанная в [2]. Сущность ее состоит в 

Փա՛. 4. Бесзрансфор- 
маторная схема пре­
образования, устраня­
ющая >ффек1 коя чу- 
гапня сеточного тока 
ус ил и 1 ел hi ю i i лампы.

том, что поляризованный приводной механизм (например, электро­
механическая система поляризованного реле РП 4), связана с под­
вижными контактами системы преобразования тонкой тягой, прохо- 

дпи։,И!։ через небольшое отверстие в магнитном экране.
Контакты системы преобразования (иногда вместе с первой лам­

пой усилителя) заключены в магнитный экран, в качестве которого 
\Южег быть использовано простое железо, так как требования к акра֊ 
инро?пд- здесь неизмеримо ниже, чем у трансформаторных преобра­
зователей.

Бестрзнеформатерный преобразователь имеет следующие серьез­
ные преимущества:

1. Он прост конструктивно, его изготовление не требует приме­
нения специальной технологии термообработки.

2. Он практически не ограничивает величину внутреннего сопро- 
։ имения источника сигнала.

Бестраисформаторный преобразователь не позволяет осуществ­
ить редукцию шумового сопротивления усилительной лампы при 
приведении его ко входной цепи. Снижение шумов здесь должно 
проводиться путем ограничения полосы пропускания усилительного 
г пакта в целом.

Интересно отметить, что в настоящее время наметилась явная 
ынденцня к использованию в усилителях слабых электрических сиг­
налов контактных преобразователей [12].

С. КС-усилитель. Возможны многие схемные варианты усили- 
j Телей, обеспечивающие необходимое усиление при заданном уровне 
шумов. Трудно сформулировать условия, позволяющие однозначно 
набрать необходимый вариант. Одним из существенных факторов, 
характеризующих схему при прочих равных условиях является ее 

И Шоег։и;| ДИ. серия физ.-мэт. наук, .4 -4



114 .'I. Л. Декабруп, А. Ր. Мкртчян

простота и стабильность. Именно этим продиктована схема, предстз 
ленная ла фиг. 5, которая нс требует пояснения.

Одной из трудных задач, которые приходится решать в так! 
усилителях. является задача устранения фона источников питани 
Радикальным решением угон задачи является жесткая стабилизэу. 
анодного питания ламп, а также питания накальных пеней постоя 
ним током or хорошо стабилизированного источника. Последнее .1 
гично (поскольку речь идет о небольшом напряжении и относитель 
сильном токе) осутетсвлять с. помощью полупроводниковых схе

Фиг 5. Принципиальная схема !Հ<хгилив-ля с максималь­
ным КОи|ц|։цц|1С1ГД>м усилении ~2֊10*.

Схема представленная на фиг. 6. предназначенная для ин гания ւ 
калов пяти ламп, включенных последовательно (/..՛„ = 5X6.3 и; I» 
= 3"»0 п: \), прекрасно ^рекомендовала себя па практике.

Фи։. 6. Принципиальная схема высоки- 
еибкльного синхронно։" детектор;։.

Фиг ՜ I габилшатг-р напряжения пи­
тания накальных пенен ламп усиди* 

тели.

ж. Синхронный оетектор. Фазовая подстройка. Наиболее с 
бильной схемой синхронного детектирования, является вухтакп 
схема, представленная на фиг. 7. При правильной ее регулировк 
помощью сопротивлений /Հ и R., входное напряжение будет пол! 
костью назависимы.м от величины опорного напряжения в вес։ 
широком диапазоне его значений. (Отметим здесь, что при ясно 
Юванни вместо вакуумных диодов 6\2П кристаллических дно; 
любое՛» типа получить высокую стабильность схемы по отлошннию 
Л’о1, не удается). Известно, что в схемах синхронного детектирован 
.шорное напряжение должно совпала՛ь по разе с напряжением С| 
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Шэ. Поскольку инерция приводных механизмов системы преобразо- 
Мння начинает сказываться уже на частоте несколько периодон в 
секунду я при частоте несколько десятков периодов в секунду, вы­
бираемой для преобразования, вносит фазоный сдвиг, близкий к 90', 
п схеме усилителя необходимо предусматривать (разовую коррекцию. 
Наиболее простое решение использование /?С цепей. Поскольку с 
ИЙмощью таких цепей трудно получи и» (разовый сдвиг больше, чем 
.60՜. задача решается двумя звеньями подстройки: .опережение" в 
передаче напряжения на синхронный юте.ктор и п отставай и ие11 в пере­
даче напряжения на проводной механизм. помощью этих звеньев 
сдвиг между напряжением питания привода преобразователя и онор- 
яы’.: напряжением синхронного детектора может быть доведен до 
ПО и более.

з. Заключение. Усилитель, элементы схемы которого описаны 
WJiiie, полностью решает поста пленную задачу: его чувствительность 
(при постоянной времени синхронного детектора -0.1 сек) состав­
ляй десятые доли микровольта, максимальный коэффициент усиле­
ния более, чем ԻՀ Он длительное время успешно эксплуатируется 
в системе питания электромагнита [2|. Следовательно, можно считать 
■правильным использованные нами при построении этого усилителя 
принципы (бестрансформзторная истема преобразования, магнитая 
изоляция подвижных .оптантов системы преобразования, тщательное 
устранение фона источника питания, использование простейшего/6С- 

• л՛ штеля с надлежащим образом выбранными лампами и надлежа­
щей конструкцией). Это дает право заключить, что во многих изве­
стных нам работах [см., напр. 12). задача построения таких усили­
вай излишне усложнена.

Следует отметить, что в дальнейших работах авторы предпола­
гают строить такие схемы только с одной вакуумной лампой па вхо­
де /?• С -усилителя. Все остальные элементы схемы предлагается 
строит-, на полупроводниковых приборах, это дает серьезное сокра­
щение габаритов и потребляемой мощности. При этом принципиально 
возможно „вписать* единственную вакуумную лампу на входе /? С- 
усмлягеля (из-за относительно высокого уровня шумов транзистор 
здесь не может быть использован) к систему питания транзисторных 
схем. Для этого экономично применять лампы прямого накала, напри­
мер, 2ИЭД1.

В заключение авторы выражают благодарность сотрудникам 
группы ядерного магнитного резонанса Института химической физики 
Академии наук СССР, тт. Ветрову О. Д.. Кильянову Ю. И.. Зими­
ну К. за помощь в настоящей работе.

Ниоитут химической физики
АН СССР Поступила 9 XII 1964
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11ԽԱԼ1* Ա,9.ԴԱՆՇԱՆՆհ14« Ո1՚ԺԵՂԱ»11 W ՊՐ1»ՑեԱ1՚11ՆԱ5ԻՆ 
Հ11ՍԱՆՔ1’ ։|ԱՅՈ1»ՆԱՐ։ԼՐՆեՐՈԻ1ր

11. մ փ n փ и ւ մ

Լոոանքի ճշտորոշ կու լա-նազմ ան ոիոոէեմների 
կամ են տեոակուն ու ւի որձն ական ինու են и իկ
աո inրկա:

■Լոոունքի կալունա դմուն ոիոտևմի կարևոր
մ արկում / ոխալի ա դդ >ոնշանների կա լան սյ րա րր:

հարէքևրն արքմ համա 
I 11Ո1 մնւոոիրա ի!րււննհ

հանդոււզներիւք մևկր M

հոդվածում քննարկկած Հ ոխալի տդդանշանների ու <1 ե դարարի պար
մետրներր, որոնք րնորո-nt if ե՛ն ե ո րոն դի t/ կախկամ Լ է լեկա րակւոն հուրան, 
ճշտորոշ կաւու֊նարւք in’ll ոիոաեմի աշխատանքի ոտա լդու իք/ունր: Ilnr.dni
կամ են ուլդ պ արումե արնե րի կոդէքնորո • մ՛եմ ncjJլուննևրր դո րմնուկանու 
բակ ականին մեծ ճշդ րԱւուիք լորն պահանգոդ ոիււաեմնե րի՝ ո ուդիոոոլեկւորոմ 
ա՚րների Լ[եկւորոււք  ադնիոների հոոանքի կա րււնաքլմուն ո իո աեմնե րի հաւհղ 
'ե՚ննադ աաա իք րոն ու անալիզի Լ ենիք ու րկկ ած մա տքւոլին ա ր ա՛հուի որմ 11111114 
ուլւոուդործH ամր ազդուն շանի կե րպւոկէոխմ տն ոիուոեմր: ‘1‘ննարկկսւծ Լ այ 
դւոնշանի կե րպա կա յա) ա՛հ սւնւո րա ոնկա րմ ա ու ո /ին ոիոաեմի կաոա դման ււկ ՜
(ini’ll,րր և .նա քակոր խանդա րա Iflth րիք պա չու պան ե լա ւ)ե իք ո դնե րր: հկւսլոսւււ 
կամ Լ կսնաակաալին կևրպտփոի՚իշի մտդնիո~մեկա սիշալին կոնուուկւոալին սյ 
ւոեւքի '.եա Տրված են հիւՈոոկտն ա աք անդակ /?С ամ եդուրարի ււիւհմունհ 
ի՚հչոլեո հ ֆազալին կարդակորման ա ոինխրոնաէին դեՈէևկուորի ոիւեւ) ունէ^

I Լո ա Հ\ա րկկ ա ծ նկդ րոէ՚հքր ՜ոո р ո դ ա ի! լա մ ր ու երկտրսւաե ոտադւքան Լ ե 
թարկկել Լ լեկա րու մ ա դ՚նւիււի պ րե դե դի ոն ա )ին հոաոնքի կւուու՚հ տդմ տն 11(141» 
մամ ե սւրդարա դրե ք է իրեն, որր և հիմք Լ Ուալիո ե դրւոկւո դնելա ՚ րսպմւ 
խիկ հ աոնադեսւներ ոխալի ադդսւնշաննե րի ո ւ մ եդ inրւորննրի մշակման 
շաոոդո րմ մ ուն մ ամ անուկ անաեդի կերոլոկ ե \ափիդ ակելի րա րդ՚ո ք)նա մ 
նշված խնդիրք-.
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