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.МАТЕМАТИКА

М Б. БАЛК

ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ПОЛИАНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИИ

1. Пусть D — некоторая область плоскости комплексного пере- 
«ениого z (для простоты будем в дальнейшем считать D односвяз- 
■OAL Через z будем обозначать число, сопряженное числу z. так что 
кай г = х 4֊ iy, то г — х — iy.

Функция K'=/(z) называется по ли аналитический функцией 
грядка п (или п-аналитической функцией) в области D, если она 
է О представима в виде:

/(г) =<р„(г)+г9։(г)+ •■•+։" ’■?.-,(«), (I)

где все функции ©<(z) (£ = 0, 1, •••,// — 1) аналитичны в ZZ Поли- 
1й2литические функции порядка 1—это аналитические функции. По- 
Мтно, что полнаналитическая функция порядка п может рассматривать- 
я также, как полнаналитическая функция порядка т при любом 

(здесь полная аналогий с определением степени полинома). 
Например, функция (г — г) / (2/) является подканалитической по­
ляка 2; и в то же время ее можно рассматривать как полианалитн- 
lecK'yio функцию порядка 3, 4, 5....

Характеристическим свойством функции к*—/(г), /z-аналити- 
геской в D, является то, что она удо влет вор нет в D следующему 
зверству (обобщенному условию Коши — Римана):

֊֊,=0. (2)

Нетрудно понять, что всякую функцию к.’—/(г), //-аналити- 
>5£кую в области /j. возможно в некоторой окрестности 5(«) каждой 
пики а из D представить в виде

/ (z) = V (2 — ау (а;г), (3)
4-0

•де ?* (а; z)— аналитическая функция переменного z (А* = 0, 1, •• •, 
1֊1).

Изучением полианалитичсских функций впервые занимались 
1 Бургаттн [1] и Н. Теодореску [2]. Заметим, что в работах по- 
леднего эти функции обычно называются ареоларными полиномами.
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2. Пусть теперь в области I) заданы дне «-аналитические ф\ш.՜- । 
ш։и /(с) и g (г). Эти функции могут совпадать на каком-то множе­
стве А, имеющем точку сгущения внутри D. но все же не совпадав 
во всей области D. Например, функции / (z) = (л — г)/(2/) и
— (г— г)г/4 обе полианалитичны (порядка 3) на всей <-плоскоеni.| 
совпадают на параболе у х\ но тем не менее не тождественнн..| 
Спрашивается: что достаточно потребовать от множества Ճ (име>?| 
щего точку сгущения внутри D)t чтобы из совпадения/’(z) и 
Е вытекало тождество функции f {z} и g(z) всюду в £>?

Ответ на этот вопрос был нами сформулирован в [3| в виде 
теоремы единсгневности для полианалнтических функций. Здесь мы 
эту теорему докажем и выведем из нее некоторые следствия.

С. Ц. Саркисян [4| впервые обнаружил, что установленные в 
данной статье результаты могут быть использованы для изучения 
свойств решений некоторых уравнений Коши-Римана с нелинейным^ 
правыми частями, то есть некоторых уравнении вида

dwfaz  ̂f(z, w).

3. Пусть £—произвольное множество точек плоскости комплекс­
ного переменного z; а—какая-либо точка (не обязательно из £); 
/—луч, исходящий из точки а. Пусть уравнение этого луча таково; 
arg(z —д) =• а Множество Е назовем сгущающимся к точке а вдоль 
луча I, если в /: содержится такая последовательность точек 
что при

//■ * 11 гп Zff ~~ а и llm Arg(z., — «) = а.

Иначе можно так сказать: £ сгущается к точке а вдоль луча 71 
если всякий угол с вершиной в точке а, содержащий внутри себя 
луч /, содержит также такую часть множества Е. для которой d *?• 
ляется предельной точкой.

Пусть теперь /-—произвольная прямая, проходящая через точку 
а. Множество Е назовем сгущающимся к точке а вдоль прямой կ 
если оно сгущается к а хотя бы вдоль одного из лучей, на которые 
разбивается прямая /. точкою а. Последнее определение можно. ык 
перефразировать: множество Е называется сгущающимся к точке а 
вдоль прямой X; г а ■ fexp(za) (Z и а вещественны, х 
0<а<г), если Е содержит такую последовательность точек 
= a -h tn exp (h«) и a„ вещественны), что при z/֊»oc Հ..—0 ո

Точку а назовем точкой сгущения порядка k для множества 
Е, если Е сгущается к точке а нс менее, чем вдоль k различных 
прямых. Если при этом не. существует k — I прямых, вдоль которых 
множество Е сгущалось бы к ճ, то говорим, что точка сгущечия а 
имеет точный поряоок к.

Так, например, начало координат является точкой сгущения то • 
него порядка 1 для синусоиды у = sinх, точкой сгущения точного: 
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Ьорядка 2 для лемнискаты (л2 4- у2)2 — 2 (х: — у՛'). точкой сгущения 

вёсконечного порядка для кривой у = a sin (.v — О).
Д'

4. Лем ми /. Если функция Ф(г), полианалитическая норяд- 
л в некотором, круге о J ; z — а '( < о'. обращается « нуль ни 

hnwecmee Е. для которого центр а круги Հ служит, точкой сгу­
щения порядка щ та в Հ Ф(г) 0.

[ Д о к а з а т е л ь с т в о. Без потери общности можно ограничи ։ ь- 
’.’1 случаем, когда а = 0 (если «=?-(), го следует предварительно со- 
Ершить перенос г — z а). Функцию Ф (г), «-аналитическую в круге 
р. возможно в этом круге представить в виде:

Ф(г) = у'г‘?Дг). (5)

А=О
где ;®*(z) —функции, аналитические в <> (/г 0, !,•••, я — I). Разлагая 
эти функции в ряд Тейлора и полагая z — re՝\ получим

Ф (շ) = շ zk\\a^ =Лу у a<*J Е+к’ 

А~0 >֊0 А-0 v О
откуда 

ос б’Т
Փ(4=շր”2«»։^՜“։'’. (6)[ст-0

гой формуле считаем, что

а[*> = 0, если տ < 0 или к > п. (7)•»
дем обозначения: = 

tn

Dm (г՛) = 3 vm -k. (8)
Հ-0

Тогда
Ф(г) = ^Л-'Чм. <Ց>

т— 0

Теперь легко убедиться, что Ф(г) 0.
допустим противное; тогда среди полиномов Ег. (ъ<) должны иметься 
Ьтлнчные от тождес г венного нуля. Иначе говоря, существует такое 
р, что Dm(v) - 0 при աՀԼբ, а

/ 0.

Из формулы (9) следует, что

(Ю)

֊-Փ (z) = Нр (ք) + г е-'^В„ (■»). (П)
ст=р+!

!йлу условия леммы 1 существуют ц различных и попарно несим-
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метричнн.х (относительно точки ՜ = 0) лучей argz = Ot, arg с 1», 
• • •, ariz г = вдоль каждого из которых множество f сгущается и 
точке г֊- 0. Сгущение множества Е к точке z=0 вдоль луча argz=5t 
означает, что в Е содержится такая последовательность точек Հ|, 
что г^О и при А՛-* эс. г։->0 и .4rgzx —0։ (под покимбеа:
один из аргументов числа гх). Ясно, что Ф(гД=0. Пологая в (11)1 
z հ и переходя к пределу при А —получим

В, (е:й՝)—0. W

Таким образом, многочлен Տր(<») имеет корень ехр(2/0։). Лиа.югнчоо 
можно показать, что корнями многочлена НР (г) служат еще числа 
ехр(2/Ч) (fc-= 2.3. •••./»). Итак, полином Н., (•€.») имеет и различии 
между собой и неравных нулю корней. Используя (7). можно Д»(«) 
переписать и в таком виде

Bp(v}= vp~*'x • Др (ծ). fl

где

,-V (г) = V <։<•>։?"՜1՜*. <Н|

Следовательно, полином Яр(т>) должен быть отличен от гож.И-1 
ственного нуля и иметь п различных корней ехр (2/т».) (Л = I, 2, •••,»), 
Но это невозможно, ибо степень полинома ЯР(Чт) не выше, чем « I. 
Полученное противоречие доказывает ложность исходного допу шеям. 
Итак, мы доказали. что Ф(с1 = 0.

Следствие /. Если функция Ф(г). нолнаналитическая ЛО՛ 
рядка п в некотором круге Հ обращается ժ нуль на некоторож 
(сколь угодно малом) кружке Е, содержащем внутри себя пли но 
своей границе центр а круга о, то Փքշ) = 0 в Й. Действительно, 
в этом случае множество Е сгущается к центру а круга Ճ вдоль 
бесконечного множества лучей, исходящих из а, и в силу леиш I 
Ф (?) ~ 0 в й.

Простым следствием из леммы является следующая гсоремп. J
Теорема /. (Первая теорема единственности для полйма՝ 

литических функций). Если функции ք (:) и g(z), полианалитиче.֊ 
кие порядка п б некоторой области D. равны на некотором нт 
м'еетве Е, причем это множество имеет в области D точку 
сгущения (а) порядка и. то /«<՝) g (?) в {).

Доказательство. Достаточно рассмотреть цепочку из копен-. 
Кого числа кружков >՝,. Հ,. •••,&«, таких, что: а) все они принадлежи 
(вместе со своими окружностями) области D՛, б) первый кружок (JJ 
имеет своим центром точку а. а последний (5*) содержит тот») Ь, 
где Ь —произвольная, наперед выбранная точка области D; в) центр 
каждого кружка о* лежит на границе или внутри кружка Пусть 
Ф(г) /(c) — g (с). В силу леммы I Ф(?) 0 в й։. Применяя след* 
ствие I из леммы I достаточное число раз, мы последовательно пока՛
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'.кем, что Ф (г) 0 в %, Հ։, • • •, հ„, я, значит, и Ф (/>) 0. 11так, Ф (?) = О
и D, так что /(z)=g-(z) я D.

I 5. Полученные выше результаты могут быть перенесены на 
Колее широкий класс функций, которые назовем ^полианалигпически- 

Ш1 функциями счетного порядка.*. Пусть в некоторой окрестности 
точки а определена функция u՝—f(z). Эту функцию назовем поли- 
ицилитической счетного (или бесконечного) порядка с точке а, 

•е*ли существует такая окрестность ч (а) точки а, в которой Հ (z) 
Ьредставима в виде следующего равномерно сходящегося ряда:

/(z) (15)
А-0

гл՛՛ о.(a;z) — какие-либо аналитические функции относительно 2 в 
>).

Так как допустимо в случае необходимости заменить окрест­
ность о (а) окрестностью меньшего радиуса, то возможно всегда счи­
тать, что в о (մ) ряд (15) сходится еще и абсолютно.

Функция /(z) называется нолианалитической функцией счет­
ного порядка на множестве (в частности, в области) D. если она 
является нолизналитяческой функцией счетного порядка в каждой 

рйке из D. Вместо термина „полшгналшпическая функция счетного 
порядка11 будем употреблять термин ^полианалитическая функция 
порядка А“ (здесь символ А обозначает счетную мощность) или тер­
мин „полиакалитическая (функция".

'՛. Понятно, что всякую подканалитическую функцию конечного 
порядка п можно рассматривать как полианалшическую функцию 

.счетного порядка (сравните формулы (3) и (15)). Обратное неверно. 
Заметим, что полианалитические функции счетного порядка впервые, 
видимо, встречаются н [2].

Введенное в и. 2 понятие точки сгущения порядка п возможно 
перенести на тот случай, когда под п подразумевается какое-либо 
трансфинитное число, например, счетная мощность Л или мощность 
континуума С. В частности, точка а называется точкой сгущения 
порядка А (или счетного порядка; для множества Е, если множество 

сгущается к точке а не менее, чем вдоль счетного множества раз- 
!чных прямых.

Лемма I и теорема I остаются в силе, если в них букву п (обо­
жающую натуральное число) заменять буквой А (обозначающей 
гтную мощность). Что касается доказательств этих предложений 

при такой замене, то они претерпевают лишь несущественные и.-и 
тривиальные изменения. Сформулируем предложения, которые могут 
быть тзкпм образом получены.

I Лемма I А. Если функция Ф(г), полианалитическая счетно- 
го порядка в некотором круге z — обращается в нуль
ни множестве Е, для которого центр а круга 5 служит точкой, 
лущения счетного порядка, то а ձ Ф (z) = 0.
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Теорема 1 А. Если две Функции /(?) и ։հ(?). полианалити- i 
ческие счетного порядка в некоторой области D, раины, на пеке՝՛ 
тором множестве Е, причем это множество имеет в D точ.ч.՝ 
сгущения счетного порядка, то J (?) — հ (z) в Г).

6. Приведем еще несколько простых следствий из теоремы I.
Следствие 2. Если две функции ք (?) и g (z) полианалаткч- 

ны (безразлично, какого порядка) в некоторой области- D и сов- 
падают в каком-либо (малом) кружке Ъ из области D, то они 
тождественны всюду в D.

Действительно, каждая точка а из Ъ является для о точкой сгу­
щения бесконечного порядка.

С л едет не 3. Пусть функция ք (г) полианалитична в нгкю 
торой (односвязной) области I) и пусть область ձ такова, чть 
ее пересечение $ с областью D не пусто. Существует не бо.а'с, 
чем одна функция, полианалитическая в ձ и совпадающая с ք (г)

Опираясь на что следствие, возможно осуществлять аналитиче­
ское продолжение полианалитических функций.

Следствие 4. Если в каждой точке а области D функция 
ք (с) является полианалитической порядка п (а) (порядок пол и ана­
литичности зависит от выбора точки), то ք (г) будет во всей 
области D полианалитической порядка и, где. п = min п (а).

Для доказательства следует построить такую же цепочку пере­
крывающихся кружков, как и при доказательстве теоремы 1.

В частности, если, функция f(z), полианалитическая в неко­
торой области D, является аналитической хотя бы в одной тач­
ке из D, то она аналитична всюду в D.

В качестве следствия из теоремы 1 выведем следующий извесм 
ный факт, обычно устанавливаемый иными средствами.

Следствие 5 (теорема единственности для поли­
гармони ч е с к и х фу н к и и й). Если две функции (л՜, у) и г՝3 (х.-ф. 
по Ангармонические в некоторой области D, равны в сколь угодно՛ 
малом кружке о из этой области, то они тождественны со всейд 
области D.

Д о к а з а т е л с т в о. Функция v (х, у) (х, у) — (х. у) поли-
гармонична в D; пусть // — се порядок полигармоничностн. В г'- 
v (д՜, у) 0. Для v(x, у) существует такая функция Ф (z), л-аиалнти» 
ческая в D, что Im Ф (г) = v (х, у). В кружке В 1тФ(г) 0. Отсюда 
следует (см. (6]), что Ф(г) совпадает в ձ с некоторым вещественным 
полиномом С (г, г) от г и г (, вещественной //-константой “). Но С(г. г I, 
будучи полиномом, определена на всей плоскости и, в частности, во 
всей области D. В силу теоремы единственности,, всюду в£> Ф(г)~

С (z, г). Но тогда Im Ф(?) = 0 всюду в D, так что v(x, у) О, 
т'։ (х. у) = т2(х. у) в D.

7. В качестве примера применения первой теоремы единственно-' 
сти полианалитических функций к изучению свойств анали/пфческцх 
функций рассмотрим следующую задачу.



Теоремы единственноегя для полнаиалтггпчсскнх функции 9՝

Пусть f(z) и g(z) — две функции, аналитические в некоторой 
связной области D, а Р(х.у) и Q(x, у)—два вещественных мио- 
ена. Если на каком-то бесконечном множестве Е имеет место 
яство

Ր (х, y)f (г) = Q (X. у) g (г), (16)

геюда еще не следует справедливость равенства

/(z)^g(z) (17)

ду в D. Например, при Р«=х-Е1. Q = хг -г 1. f = zz֊'- 1, g = 
4- 1 будем иметь, что Р- / ֊ Q- g на всей вещественной осн, но 
jhctbo (17) верно только приг = 0 и z=l, так что (17) не имеет 
га ни 8 какой области г-плоскости. Спрашивается: что достаточно 
)ебовать от множества Е для того, чтобы из (16) следовало (17)? 
ен такой результат:
Теорема 2. Пусть 1) Р(х,у) и Q(x. у) — два вещественных 

огочлена степени не выше п, причем хотя бы в одной точке 
'кости они принимают равные ненулевые значения:

у։) = Q(xv у,) 0; (1«)

Հւ и g (z) — аналитические функции в некоторой, области Г)\
юсество Е имеет в /) точку сгущения порядка п 4- 1. В та-

я случае из справедливости равенства 
itueocmb равенства Հ/7) всюду в D.

(16) на Е следует спра-

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждый полином //-ой степени является 
лпан.алнтнческой функцией порядка //4-1. Следовательно, 
(л, у)-/(г) и Q (л\ у) • g (z) полианалитические функции порядка 
4-1. Но тогда, в силу теоремы единственности, равенство (16) име- 
' место всюду в I).

Если обе функции /(г) и g(z) равны тождественно нулю в D, 
I справедливость теоремы тривиальна.

Допустим, что в D одна из функций, например, g(z) не есть 
Шественный нуль. Тогда найдется такой кружок /J„ внутри кото- 

jwro g{z) вовсе не имеет нулей. Так как полиавалитическая функция 
релином) Р(х, у) отлична (по условию) от тождественного нуля, то 
«утри должна найтись точка, в которой Р(х,у) Ւ 0, а, значит, и 
гр\жок в котором Р(х, у) =?=(). В 5

f(z) = Q(-x.y) (19)
g(zj Р(х,у)

!азя часть этого равенства — аналитическая функ :ия в Հ правая 
егь вещественна. Следовательно,/(2)/g (г) = Я, где .4 — некото- 
я константа, и Q(x, у)IР(х,у) А в о.
Так как полианалитнческие функции Q(a՜, у) и ,4 • Р(х. у) совпадают 
круге Հ то они тождественно равны во всей области их полиана- 
тачности (то есть на всей плоскости), в частности, в точке (л,. ух).
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Поэтому Д Q(-v։. у1)//э(х1, = 1, так что/(г) — g(z) в 8. а. зна՛
чит, и во всей области D.

8. К первой теореме единственности примыкает следующее 
предложение, обобщающее известную теорему Витали на случай но 
липналнтических функций произвольного конечного порядка //.

Теорема (Теорема В г тал и для пол и а на л ити че 
с к и х ф у н к ц и и). Пусть последовательность \fk (z)} функций, п 
аналитических в некоторой Области D. равномерно ограничена 
внутри D и сходится на некотором множестве Е, имеющем в D 
точку сгущения, порядка и- Тогда эта последовательность сходится 
ойвно мерно внутри L). и притом к п-аналитпческой. функции.

Д о к а за те л ьс т в о. Так как по условию последовательность 
'/՛■■։>); равномерно ограничена во всякой ограниченной замкнутой 
области G. принадлежащей D, то в (J равномерно ограничены и по­
следовательности (// Re/д. (г)) и (гц. 1п։/с(г)}. Но это два семей­
ства w-гар.монических функций в Id. В силу одной теоремы Привяло- 
вй-Пчелйна ([7]. теорема 3) семейсшо полигармонических функций 
порядка п, равномерно ограниченных внутри D, компактно в I). Сле­
довательно, возможно выбрать такую последовательность номеров А',
что внутри I) будут сходиться, и притом равномерно, две последо­
вательности и/{ ; л ;. Обозначим через и и v предельные функции 

для этих последовательностей. В силу теоремы I из тон же статьи 
{7] и иг՛ будут //-гармоническими функциями. Последовательность п- 
аналитических функций |/. (?) = и. } гоже, очевидно, будетЯм А • Кч
сходиться равномерно внутри I) к функции /(г) = а 4֊ iv.

В статье [7] (см. теорему 2) было установлено, что равномерно 
сходящуюся последовательность полигармонических функций возмож­
но почленно дифференцировать сколько угодно раз. В частности, при 
V—> ОС

lini (duf. ox) — дн/дх, lim (ժս* I дх) - ди/дх, 

Нш (ди!; ' ду) — да/ду, lini (ժս/։ /ду) = до ду

(сходимость равномерная внутри D).
Отсюда, очевидно, следует, что при v֊>oo

-lim df. / Ժ z = df! az. (20)A w

Повторяя аналогичные рассуждения достаточное число раз, можно 
убедиться, что d\H։dzn =։ lini (ժ"/^ ldz,։).

Но (г) —//-аналитическая функция в D. Поэтому ծղք^տո = 0 в D. 

следовательно, dnfidz՛' 0 в Г), а это значит,՝ что /(г) — //-аналити­
ческая функция в D.

Нели ^(z)—предел какой-либо другой равномерно сходящейся 
внутри D подпоследовательности последовательности |/*(z)h то 
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խ:)=/(տ) на множестве Е. В ch.iv теоремы единственности g (?) = 
в D.

Рассуждая далее тзк же. как в случае аналитических функций 
{су., например, |5|) возможно затем показать, что вся последователь­
ность |/»(z)) сходится к /(г), и притом равномерно внутри D. Теоре- 
iiu доказана.

Из приведенных рассуждений ясно, что верен и такой факт: 
<с,ш последовательность функций [f>(z)\. п-аналитических в не- 

чпорой области 1Հ а) компактна в Г), б) сходится в каждой 
уисе некоторого множества Е, имеющего в L) точку сгущения 
рядки и, то /\(г}\ сходится равномерно внутри D, и притом 
п-аналитической функции.

Из теоремы единственности и теоремы Витали следует, что 
югда возможно сделать заключение о свойствах «-гармонических 
шкций («), если известны некоторые свойства им сопряженных по- 
гармонических функций (тО (го есть таких, что и j iv «-аналити- 
ские функции).

9. В |8) (стр. 9) мы условились называть открытой простой 
шильной аналитической дугой (ОППАД) всякий такой гомео- 
рф Г какого-либо интервала (я, £)» который может быть задан с 

iпомощью аналитической функции

: = i.(/)=/.։(/) + rMO (я </<?). (21)

причем Г (O’S* О на (а. ₽) (22)

|(слу4аи я——■х՝ или 3 = <х не исключаются).
Следующее предложение имеет место для полианалитических 

функций произвольного (не обязательно конечного) порядка (спра­
ведливость его для полианалитических функций порядка 2 была нами 
отмечена в [8]).

Теорема 4 (вторая теорема единственности для 
пол и а и а л итичес к и х ф у н к ц н й). Пусть две функции ք (г) и 
g(z), полкана панические на некоторой ОППАД Г, принимают рав­
ные значения на некотором множестве Е. принадлежащем дуге Г 
а имеющем хотя бы одну предельную точку (Լ(|) на Тогда /{՝) 
и g(z) совпадают на всей дуге Г.

Доказате л »>ств о. Дуга Г может быть задана уравнением 
айда (21), где /.ДГ) и Ха (/)—вещественные аналитические функции 
на интервале (я, 3). Пусть точка Հ соответствует значению параметра

Выберем какой-нибудь сегмент |а. Л) так, чтобы я<л<-0<Л 
</. Функция г=д(П отображает этот сегмент на некоторую (замк­
нутую) дугу 7, принадлежащую дуге Г. Рассмотрим теперь плоскость 
комплексного переменного f. В ней существует такая область Д, 

•держащая сегмент խ. ծ|, в которой функции Հ (/),Հ{ր) и >.(/) ос- 
иотся аналитическим։*
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Обозначим через ՜ какую-либо точку из сегмента խ,b\. Ejgg 
ответствует некоторая точка ' дуги у (например, если ՜ ='о, то 
В некоторой окрестности /)։(’) точки ’ функции f(z) и £(z) npeici 
вимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов:

f (z) = V (z - Q* с* (Հ; z), g (z) = У (г - ’)«֊• ձ. (Լ; z) 
Л՜՛ О к-<)

(здесь ?/յ(';շ) и бЛ. ('; z) при k = 0, 1. 2. ••• аналитические функт 
переменного z). Так как / '(т) =£ О, то возможно выбрать окрестной 
Д (՛) точки հ настолько малой, чтобы функция з = л(0 отобрали. 
Д (՜) взаимнооднозначно на некоторую подобласть ձ(Ն круга /?,(՛).

Нз бесконечной системы кругов Д (“), покрывающей сегмент
խ, ծ), возможно (в силу леммы I ей не - Ворел я) выдел ить конечную
систему кругов, обладающих тем же свойством; в эту систему можем
всегда считать включенным круг До Д (т0). Обозначим эти крутя) 
(в порядке возрастания абсцисс их центров) через Д*;А, 
(/г = — т,— /л֊Ь I, •• - , — 1.0. 1, •••.//). Л соответствующие им области 
плоскости переменного г обозначим через <և; о* где '.>■ •՛՛'»).

Часть интервала (а, 3), лежащую в круге Д*, обозначим через ц; 
интервалы р'*| в своей совокупности целиком покрывают сегмеяг 
|«, Ь\. Отображение z»k(/) сопоставляет интервалу և некоторую 
дугу 7* —часть дуги Г; в своей совокупности дуги (>) -покрывают 
всю дугу ?. Заметим еще, что при любом А'(— տ -Հ/г հո—1) интер­
валы it- и 4-1 имеют общий интервал; аналогично, дуги ;•> и име-1 
ют общую дугу.

В области о0 функции / (z) и g(z) представимы в виде:

/(,) 3(*--Գ)4(Գ։ «). gU) = S(z-i-Ч» 
Л-0 Л-П

Функции f (z) и g(z) представляют собой аналитические фуикгик 
двух переменных л, у в %:

f(z) = <?(*, у), g (г) = փ (х, у). (25)

Положим в (25) л' = л1(/). у = к2(/) и рассмотрим в До две ана՞ 
а ит и че.ск не фу н к ци и:

Փ(0^?|Հ(0, Հ(01. (26)

Если /—вещественное число из сегмента (а, £], то

Ф (/)=/[>•(/)], Ч-(0 =gp.(/)l. (27)
(Для невещественного / числа Ф(/) и /(>-(/)] могут оказаться различ­
ными; то же относится к числам Ч'(/) и gp.(/)|.

По условию теоремы 4 в множестве Е содержится такая после­
довательность точек {z, . что -*Z0 при >->оо. Начиная с некоторо­
го номера v0, точка շ.է будет лежать в области Так как отображе-
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Зше ? = ).(/) взаимно однозначно в -'0, то в До обязательно найдется 
такая точка /,, что /.(/,) = z,. Ясно, что при v->oc (ибо

Кроме того Ф(/У) = ’Г(Л)
I В силу известной теоремы единственности для аналитических 

'функций Ф(/) ֊ Т(Г) в ձ0, а, следовательно, и на интервале /0.
Учитывая (27), заключаем, что на интервале г.э 

/IMOWIXWI.

1 ло означает, что на дуге ft.
/(Z)z=g(2).

Теперь можно повторить аналогичное рассуждение применитель- 
Иг кругам Д, и Д_։ и показать, что /(z) = g(z) и на лугах ?։ и ք_յ. 

[ Повторяя аналогичные рассуждения достаточное число раз, мож- 
Кубелиться, что f(?) = g(z) на всех дугах հ* (£== — т, — т~- !,-• 
р՛,֊ 1. fi, i. • • , ,7), а, следовательно, — на всей дуге հ.

[Так как всегда можно выбрать сегмент խ. Л| таким, чтобы дуга 
■содержала наперед заданную точку дуги Г. го отсюда следует, 
■ для любой точки z дуги Г

/(*) = £(*).
i.’no и требовалось доказать.

Е
ский педагогический
тут им. К. Маркса Поступила 20X11964

«г. Р. РЦДЧ

ԱհՈԻԹՅԱՆ 1>Փ11Րե11ԱՆ1>Ր ՊՈ1.հԱՆԱԷ1՚Տ1Պ ՖՈհՆԿՅԻԱՆնՐԻ ՀԱՍ՛ԱՐ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

(z) 1իոէ.նկցիան կոչւքրոմ Հ՜ Ц. պոլիանա ւՒ'"Ւ,1 D ւոիրոէ յթ ու մ,

(?)•ր £)֊ա.մ ներկայացվել է հետե լա/ ուեորով՝

4-0

(z) 'խս-նկլլիաներր անալիտիկ են ԼՆում [k — Գ, I, Л- ֊ 1)’ ճ 
կո,վոէմ Լ II կարւլի խա in ւրք ւսն կե in /7 (t ա ղմ tn թ քան հաւքալւ, h թ ե 
պարոՀււտկվա մ են U հւսջորդ>ո1րսնւո.թքաններ'

շ(*՜՛ = а -и /<*) ехр(га^>) (^ = I, 2. • • •, //; v = 1. 2, ■ • ո)

Ւ>1/^4'1' 1>[,,1'կ"քն ենյ, րոա որում Я'1'1 թւյերր տարրեր են ե պատ֊ 
\է են |(), zj կխւասեպմե^ւտի՚էւ:

՝ե ի ա կ ո ւ թ ւ ա ն ա ո տ у ի ն fef ե ո ր ե մ տ ն.— Եթե j (z) ե g (Z) երկու, 
շիաները if ի որևէ [) ուիրուլթոէմ Ц կարէլի պ ո լիանա յ ի տ իկ են և համ֊
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ընկնում են D-ում Ц /քւււրւ^ի խտացման կետ ունեցաք րադմութ րսն
ապա ք {z) !Հ (,3) ամենա ըե ր 1)֊ա մ։

/Z լս թեորեմայում օդտադործված դադա/ի ա րնե ր ր և ինքը թեո/ 
տարաձվում են ա քե դեպքի վրա, երր Ц = ՀՀ):

1Г իտկու թ րսն աոաջին թեորեմա ;ից րիւամ I; ‘Լիւոա /ի հարոնի թեորեմա 
լ/ւ սւնու լալը պ ո լիանա լխո իկ Տիունկցիանե րի համար:

II ի Ш կ Ո ւ թ լ ա ն ե ր կ ր ո ր դ թ ե ո ր ե մ ա ն. Դիցուք ք(շ) և %(;} եր 
կա ֆունկցիաներ, որոնք պո լիանա լի տիկ են մ ի բաց պարդ կւոնէէնսոի 
անալիտիկ 1 ադեդի վրա, հավասար արժեքներ են ընդունում մի E ք“'< 
մութ լան վրա, որը պատկանում Լ | սւդեդին ե ունի թեկուդ մեկ աւ։>մա 
նալին կետ I ՝ի վրա. ա(ն «/ամանակ ք(շ) = Հ{շ)֊Ւ ամրոդջ | ադեդի վրւ
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МАТЕМАТИКА

В. А. ГУСЕВ

ОБ .АНАЛОГЕ ИНТЕГРАЛА КОШИ ДЛЯ 
MOIЮГЕННЫ X ФУ НKi 1И И

Г. К. Мойсил в своей работе |1| построил аналог формулы Коти 
!я некоторых частных видов гиперкомплексных моиогенных функ- 
ih. В настоящей работе выводится аналог формулы Коти для не- 
iTopux иных видов таких функции и, в частности, получено инге- 
ельное представление для бианалитических функции (о них см. 
ик М. Б. [2, 3]).

§ 1. Пусть 2 = х-\- iy, р (z) =- у Р (г) е/, где/), (г) комплексная
/-։

функция действительных переменных х. у класса Cl(D) для некото­
рой односвязной области D\ 21։-• •, гт (г։= 1) — база некоторой ас- 
юциатнвнбй коммутативной алгебры .4 с единицей над полем ко.м-

;ксных чисел. Предполагаем, что в D существует

Следуя В. С. Федорову [4—6] назовем функцию f{x, у) моно- 
инной по р в D, если в этой области найдется такая функция ?(х, у), 

df df df др df df др
dp дх dp дх ду dp ду

Теорема 1. Пусть найдется такая точка z0=.v0 r iyfl'D,

Г| ---- !—- с\՝щестеует />՝ области Id с исключенной точкой z0.
P֊PQ

<Р =Р^)> /’6 = Р(-в)).
'՜ 6՛ точке z0 для всякого действительного z имеем

■-уч,/-,։?)
/-։ /֊։

т

/֊։

0,
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/./(?) — aj cos ? + ծ/sin т.

(Հ Л z = !.•••. I®) -■ комплексные постоянные в таблиц ум։ 
женин элементов базы ։,,•••, ։« данной алгебры:

т Ж

ր~։ I
Тогда для всякой функции f(x, у), моногенной по р(х. у) d Dm*  
лучим

• Эгот интеграл нс мвискт от иыборл уклимной крноо)! С окружи 
точку |о|.

Г _ fty. _ = I °» точка ц вне С 
Р Ро էձ'(-Դ Уо)/(*о.  Уо). *•  внутри С.

где С кусочногладкая простая лайкнутая кривая внутри /). .о- 
держащая точку z0 внутри или вне себя:

К(х0, -*$£-.
£ Р֊Р0

l"i .։ - ателье тио. Полагаем Др -V др■= /7(c)— р (zj. ГН

Dq — круг с центром в точке г0 радиуса R. D<^D, i\ - 01 ранич] 
пая замкнутая область, содержащая круг £>0 и расположенная ггр< 
внутри D\ z — za = թ’-Հ ?>0. Тогда Др. = а, с. cos 9 փ fyosln в т »й 
где ’0 при р֊-*0.  Очевидно, что Др.^сур, с/= const>0 да 
z ' О,. По условию ---- -----  в области D с исключенной точ^^Н

существует. Найдем такой элемент - = V т..®д Л. чтобы Др -: = | 

отсюда придем к системе

v = 1 

Л-1 /-1
Я1 яя 

է 2. •••./л 
>-ւ /-։

с определителем ւ\—'Հ |/՜'է?. г0) — «•]. где «~*0  при р-*0.  1 ак кз 
по условию Р^, .’о) ГЛ 0, то

2? mln I Ւ'(z, zp)!>0. (2)

Пусть радиус R столь малый, чтобы иметь для :՜ D^.
<и. (3)
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№ (2) и (3) следует, что в круге Dn имеем для : zQ: 
U = const>(l,

рктда, очевидно, ’ -•.՛ • где о.- = const>0, h = 1,- • •, т. Поэтому
РР

• < • где Г —const >0. го есть 
г ?

i р-р„ 1
г
о

того, в области Ц, (с исключенной точкой z0) 

ногенной по р (5| и. следовательно,

7 Ф ф
Г֊ Го Հ Р — Рс1

Р ֊ Го

(4)

бу­

ке — окружность радиуса р с центром в точке ?<(. причем внутри
Си внутри круга D9. Интеграл Л. есть функция от

чке г,

К(-Ч. Уп). пол\։чим(£| (it)~ 
/ Г-Го

Л’<х0, yj. Пуст։.

zQ. Обозначив 

/*(х,  у) моно-

на но f, тогда—- — будет моногенна по р в I) 
Р֊Ро

с исключенной

кок г0. Поэтому ։ля любого контура C<z:D (контур С содержит 
очку ?„ внутри или вне себя) и для любой окружности հ с центром

■0 и радиуса ?, заключенной внутри С и э круге Д„ имеем

ПЛ q
; Р Рч 

г=0. если z0 вне С.

:\
•Հ р Го

если ~0 внутри С.

2) Iim J-, =/(хй, у„) Iim ;
?-о -..о ,»

т

dp
Р- Рч

11П1ф/(^.Ь£ОоДО
Р Го

dp

h (4) и очевидного неравенства (| dp < с0?. с0 - const следует

iim | 
-о

Г
/ Iх՛ у) ~/Ц» у.>) dp = 0>

Г֊֊Го

МСудя и следует < 1).
Теорема доказана.
Замечание 1. Рассмотрим в качестве примеря алгебры .4 та- 

ую алгебру 1 второго ранга с базой 1, что т5 = >. где ■< - неко- 
ое комплексное число.

Получим Г — Г1 4 :-Р-՝- Тогда имеем 
тин ЛИ. серия фитлдыт. и>уи. .4- л If 4
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Р(=՛ հ) = («? — *fl?)  cos- е - 2 (a.bx — -а3Ь։) cos ? sin ? 4- (ծ? — >!հ) sinh, 

откуда, очевидно, следует, что теорема 1 имеет место в случае

Հ-«М. b'i-.bi o, .Im A*  L\** - О,
Պ + р > «է

если Др- —>Д/>- .• О для z ф zc
Следствие. Если алгебра Л рассматривается над полем дей­

ствительных чисел, то из замечания I следует, что теорема I мшш 
иметь место только в том случае, когда алгебра Д изоморфна алге­
бре обыкновенных комплексных чисел и получим известную формул 
Коши.

3 и м е ч л и и с 2. Пусть р «• г ф cz. f « и -ф«о, где i8'«a 
п, f комплексные функции х. у, тогда /» удовлетворяет условии 
теоремы 1. и если/ моногсина по р в D, ю

Н) = А (-\֊, уоу/ (д0. уД А' (л„ yj = с|* —|
е’ Р~Р*  Р-дЦ

причем, легко показать.
4"-^- = ■

г р-р.
откуда

Но функция f=u-\֊tv, моногенная по р = z-r ir имеет вид |(ф 
/(•*.  у) = //(г)4-> ?(^) —zu’(z\ , где «(z), : (z)—аналитические, 
тогда

/ Р - Ро
2r.i [и (г0) I |•- (ze) u z9u (г0)| z0 внутри С

О г0 вне С

§ 2. Пример интеграла типа Коши

Сохраняя все введенные обозначения (замечание 2), ип.ЮМ 

интегралом типа Коши интеграл видя -—(I ' . где f=u •••:••
շՀ| Л р - р0

какая-нибудь непрерывная функция на контуре С, р « г ։*•,  »’« 
11о.таг:։м

/։ (*о) 2г/ р pQ



Об аналоге интеграла Киши для моногенных функции 19

2-'-? I г z„ Ա-.’„ (z .֊։r

Тогда, как известно, можем положить

1
-о

I' adz
՜ | • - Г* V?0A*

՜ го Г

где ?(շ0), ՚?(^) аналитические функпин внутри и вне С. и получим 

Л (г®) = ? (-о) 4- = |Ф (г0) 4֊ г#' (?0) |,. (5)
то есть, как легко видеть, в этом примере функция /։ (?в) будет мо- 
ногениой по р = г0-г внутри и вне контура С. Небезннтересно 
отметить, что из формулы (о) получим

где в правой части имеем гак называемую бианалигическую функ- 
uiiio [2, 3{.

§ 3. Пусть /(.г, у) C'(D) моиогенная по р = a (z) -J- d) (z)-: 
(г2 —0) в односвязной области Г) с границей Г и непрерывна на Г.

Обозначим г = z - z.t = J {х — хс)"' Iу — г..)•
х — х„ о In г _ у — у0 0 In г

тч = Z------՜—' 1% — Г՜՜՜ ՀՀ '*г՝ ах г- ру
Тогда

Рассмотрим область Р. — D - £)0. где Զ. — замкнутый круг радиуса 
Р с центром в точке и границей Г (/> расположен строго внутри 
О).

По формуле Грина будем иметь (предполагая допустимость фор­
мулы Грина для £).„):

\Pdx-{֊Qdy^ i Ա-Հվ °1 ( ?ւ՜"
.) յյ!ժ*\  <ix dv / tfv \ dv dx/l
dD „ />ա՛ in

՛ з(г) (’i (г)) — лназигическая функция oi z (r)
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Откуда
I,ш 4- Ւ - *» +И1

Г г. /Հ

df др Of օր 
оу дх дх ду

dxdy.

В силу моногенности / по р имеем
Of df dp of df up of Op of Op q

dx dp Ox Oy dp Oy Oy ox dxdy

и, полагая ։ vp)1 = ( - (-֊ 1 • полечим
\ dx / \dy ‘

Pdx 4- QJy Pdx - Qdy -f- | (\՝p)3dxdy. fl

Имеем - a i . °f = ia idi, откуда (=-Խ'0ն. Кроме w
Ox dy

Pdx = խ, (/j — Й'г| 4 re(։' 4 =

= — * (?։ («' — ?*)  — <r- («’ -г ։Ь')|/7/л'.
Q<V - !?։(«' -г *'«)  - Ь ('*'  ֊ /0'2)| /Wy «

= - < I*?։  («' 4֊ + ?։(։' ^’)\/dy.
Pdx 4 Qdy = if;।dx idy) — zfi' (dx — idy) s —

— (dx — idy) — (dx — idy) ֊; =

= — - И-. -r- •'?:> dri = - : —'֊C— : -1^-
1 г՜ ՜՚յ 2 I

На окружности ! ■ : - .՝, = ? ֊ .е ’ . .! > = j i ։ </г=м7<Я

db = h'dz^=—dvie 'dz. —it'd?, ——---- —i^dz.
z ՝ a Z — Z9

Откуда, в пределе при р— *<?

Ilm — ( Pdx + Qt/v = /(.v0. 
»-o 2iv J

I .
У» (1Ա.) + *•(.-<,))  -/(x„ у։)^4^ 

dx I
Поэтому формула (7) в пределе приме։ нид

tlii ' «=llm Н а'0'dxdv г

Р„

+/Ա։.,օ,"ճ^ճ«»
дх

и. в силу /6)
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Jim 1 ՚ փ 1 \dxdy.
P-о J J dp X z - z z0 / 

'Հ.

осмотрим случай p = 25-36(2). Тогда 

dt J /.Ճ —i 1Ն֊ 
dp dz 2 ՝ dx dy ՛ 

будем иметь:
1 I’ulx, v)dz՛' 

"(л'о>Л)в9г2k/J z — շ0 
Г

0 частности, при 6(z) ~z получим

этом случае v (х. у) Ф(г) ; zu՛ (z) и мы получили другой виг. 
ггегрального представления для бианалитической функции.

юаовский энергетический институт
им. В. И Ленина Поступила 9 XI1904

Հ —и с е (§ 1).
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Ս՚ՈՆՈԴհՆ ՖՈ1<ՆԿ8Ի1Լնե14> JJ.II U.P ԿՈՇււհ ԻՆՏՍԴՐԱԱ՛ 1ԼՆԱ1.ՈԴ1» ITIUII

Ա մ փ ո փ ո » մ

I ՛երկու աշխատա թ լան մե՛ջ հետտղւէւոէ(ա մ են ալն պալմաններր, ւէրսն 
դեպքում աեդի ունի ՚հէչա հա քանի րանաձե ր երկու իրական փոփոխակս 
ների մոնոդոն հիպև րկոմ պչեկսա լին 'իսւ նկդիաների համար:

Ւիաարկվէէէմ / Կոշա տիպի ինտեդրաչի մի օրինակ նշված փ անկցի 
ների (ձ } ,ամար. ոաադվսւծ 65/ ՛Կահ ինտեդրալ ներկարւ/t/nt Աեեր րիանսէ^ 
աիկ ֆանկէքիաների համար վերջիններիս մասին տես Մ. /՝. է'ալկ ք2, ՛(

Л И Т է Р А Т У I’ A

I. J.ioz.v//C/< 4etoda June lor de ՛. ..riabilA Ipercomplexa in Idrodinamiw pjan 
Hchldclor 7asc(Mse Incompnsibile. Siud:i $՛ ‘л-rcetari Mar. Acad. RPR I, 1 19 
9-35.

2. Балк Л1. /i. Теорема Пикард для целых бианалн՛ п' ссккх фтикииН. 1ЛН Щ 
152 № 6. 1963. 1282-1285.

3. Балк Л1. /»’. Вырожденные билнэ.п։ |нч>> хне отображения Известия АП Лрм1,.( 
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.---------------- — . ...—, —տ.------------------ГС -Ж  ■----------- ■ Г- 7

Cty4l|iu-tlui|il.tJmiri. <]իտու|ւյոմւրձր Х\'|П, Л* 3. 196՜ Ф--•hko-msttm.sT’.wcckmv науки

МАТЕМАТИКА

I». Л ШАХБАГЯН

ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 
{ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В пилинлрнче кой области 2 = (О, Г) 'հ(Լ где G — ограниченная 
Масть евклидово пространства Яа. рассмотрим первую красную зи­
му для параболического уравнения второго порядка вида

|.(«) "" ֊Հ' " At(Du)~h(t. X), (1)

Ժ/ ^i0X‘
1С

х=(л1։.... Ля). D = (DP.... D,). /Л = --. =
дх։ cfDi

С( ; ” 1). Л(0)=0.

ункцин Аг(;։,---. имеют порядок роста но не превосходящий 
- ։. причем, для простоты, предполагается, что при р — I > 1

«
Ц$„-• •. С( ; ՜՜1 I). где : =V s. . На боковой поверх-

.=։
ости Զ = (0, 7'1 Г, где Г — гранила G. зададим, для простоты, ну- 
свые граничные условия

Дл = 0. (2)

при ft=O— начальное условие

|Հ
Используя то обстоятельство, что } равнение (1) имеет .потен- 

иальиую1* форму, удается получить априорную оценку для возмож­
на решений задачи (I). (21, (2'). и< которой следует существование 
’ решения суммируемой ։ квадратом производной пи времени.

I Это позволило рассмотреть уравнения более общего видн и до- 
ать для них однозначную разрешимость первой краевой задачи.

Введем некоторые обозначения. Пу< —пространство С . 1. 
колена |3| функций п(л) с нормой
I ■-<[('^йГН; * 

» Л «
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и £;։(0, Т\ Wp ) пространство функций к-(է, х), 0<Լէ<Հ7, -՛. •֊G г 
конечной нормой вида 

7՜ । ։

М։.р far X

iTx <**•
X.I»

п

6
(0

Обозначим через ԱՀ?' (0՜) и /.ДО, 7՜; ԱՀ,Ս> подпространства зтвх 
пространств, состоящие из функций, удовлетворяющих (в среднем) 
на Г, соответственно на (0. Т) X. Г. нулевым граничным условиям. 
Функции /4/(;г, «։,•••, $п) имеют степенной порядок роста на беско­
нечности по

А։(«1. ?„•••, ?»)| «С( iT' + l).. |5>

где t р >2, С не зависит от
/-1

Решение задачи (1), (2). (2') ищется в пространстве и (է, i)£

՜ !,р (О, Т\ -- ֊ /.2(0, Т\ LS(G)). Это решение п(1. х). по ипре- 
dt

делению, удовлетворяет соотношению

֊“• *1 + ИаЙМ խ[Հ У|, (6>
c)r I ох. I

где v любая функция пространства ճր(0, /'; U7J,1 ), причем н по­
следнем соотношении квадратными скобками обозначено следующее; 

խ, v| = Ա и (t, x)v(t, x)dxdt. В дальнейшем будет использовано-

также обозначение: (и, w (х) г (х) dx. 

а
Условия, при выполнении которых существует и единствен»» 

решение задачи, для простоты, приведем в алгебраической фСфЧе.
Условие /. Для любых чисел Լ и

; тц., Ъ) = V А/Л (կ, - • •, •„) /|Л т։/ > 5; $ (=v • • • է ;ո) 
a-. I -1 Г7։

где

Փ(?) = Ժ(1+|*ր“). ՚ (<

Условие //. Функции Л/(с։,--«. сп) удовлетворяют условию (5ւ.. 
а частные производные по имею։ порядок роста на: единицу мень­
ший, то есть
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| հ с (I ■;ր ՜2 փ ո. (9)
ծԼ.-

Условие HI, Билинейная форма £(;; հ . <,) оценивается сверху 
через соответствующую ей квадратичную форму:

(ij.---. Հ. С? \Г Н: \к. -■ /:(;: Հ. Ղյւ.
Խ 1 -- (Ю)

Предположим далее, что функция /;(/, х), входящая в правую часть 
уравнения (1). непрерывна и допускает непрерывные частные произ- 
н՝айые до второго порядка в Զ. кроме того, հ (է, х) удовлетворяет 
условию согласования

(Л«, *). քՎՀ));, „ = 0, ք Հ U>y'(G). (II)

Как доказано н работе |1]. при выполнении вы шесформулированных 
условий задача (1). (2). (2') имеет, и притом единственное, решение

х) 7՛: — - Լո (0. Г\ при любых гладких
dt

правых частях А(/, л*), удовлетворяющих соотношению (11). Реше­
ние задачи строится с помощью некоторого аналога метода Галер- 

кннэ. Выбирается некоторая система базисных функций £-ое
приближение искомой функции /;(/, л) ищется в виде: м.«(Л .г) —

-֊^elk(t)v{(x)-, функции подлежат определению. 

'՛1
Из равномерной опенки

к
где z* = У (/) сп (-*). ’И*) ՜ гладкая функция, обладающая еле? 

/-1
iy ютим и свойст ва .м и:

ձ , = 0,• • •. 1)Ц '1Г 0, -—։ >0, 'Ь(л)2>0 при а՛-֊О,

f(x't t\ граничная функция: и B=^.f(x\ է}Հ8), легко выво­
дится сходимость галеркинских приближений к точному решению 
ս{է, л) задачи (I). (2). (2') и принадлежность

■ тЧ, է Л։<0- Г: ճտ(0,)'дх, dt at
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ди • 
dxk.

д2и 
дх/ dt

\dxdt : ос. и ւր(0, Т-. iv;;,։>).
(13)

где С' = бХ(0, Г). Г<Т.
Входящая н оценку (12) постоянная /< (й./) зависит. вообще 

ծ ք
говоря, от й. - « /'. ֊• Мы покажем, что в случае уравнения (I).

можно получить опенку, аналогичную оценке (12), 6 которой, одна: 

постоянная /( зависит только от А н не зависит от Таким об|
dt Я 

зом, при замыкании нам удастся расширить класс правых частей.
Действительно, умножив обе части уравнения (1) на произвс.:ь« 

кую функцию и (л՜. /) !./,({). 7’; Ա”₽*) и проинтегрировав по Զ, по* 
лучим

ди - . , 
дг

.4; (Du). (Н)

Введем обозначение 
7" ■* 1|

[//, i7j'= и (х, /)т»(х, t)dxdt. 

О Ct

Подставим в (14) 7՝=՜՜ и заменим интегрирование по (J нятегрнро-

ваннс.м по Ճ . Получаем
=1/Ч"'• J

dt dt J 4-il dxtdf I dt

Докажем сходимость интегралов, входящих в (1-5). Коиечн՛
I ди ди. Г , ..

— • — следует из (13). Далее
Ժ7 Ժէ
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десь мы воспользовались порядком роста At на бесконечности и 
13). Таким образом, сходимость второго слагаемого левой части (15)

h.д"'
жай на. Сходимость же

di 
ем теперь соотношение (15)

следует также из (13). Преобра­

О U (И! 
—՝ I ------
at д/

* (Л (£>«))*■«» = [*. I (16)

суда получаем важную для дальнейшего оценку

ди ди 

ot nt
rdx< С։|//. АГ.

й

Прежде чем перейти к процессу замыкания оператора !•(«) от- 
ительно д(г. х), получим еще одну оценку. С этой целью положим 
оотношении (14) имеем

ди
— • не
/7

• ե (£)«). е
—..г ди ,. - к?-, •— =(/>, ие ] .

fix.
(18)

егко видеть, что

с/и 
не

д(
("(*, Г’). ш, П)-г — (1'0

льзуясь (7) и (8), оценим

^խ(Բ(/4-ս))-^(Օ/), е-к/ ди

dxi

ди ди.

oxi дх:

ди ой
дх uxi

d АЛО (-.и ■
dx dxt ■

, и \lpdt, (20>

Й /’(/, д։) — произвольная функция, принадлежащая пространству 
է, «О, Г; UZp1’). Из (19). (20) и (16). получим требуемую оценку

-- (//(х, Г),«(Х, 7*'))4- -֊֊ խ, не՜"!'

т՛
Ռ “ u?.,dt

С
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--• ие |+֊|

ր՝ 
е (^ւ օ. ■/4_A'5'w । 

о

ип T
է’ ----- ,X

Ս.Հէ

(2Ո

Перейдем теперь к процессу замыкания оператора L(a) отно­
сительно Л(/, л՜). Пусть Ал(/, х) последовательность функций, удов­
летворяющая условиям теоремы существования и единственности, 
причем

г

hn — A* lo.ct/Z -*0 при //. Л- 

о
1.22.1

Этой последовательности правых частей соответствует последователь­
ность решений х), удовлетворяющих соотношению

I"* v| + v| Л/(£>«„). |//,։. ք|Հ
I Ծէ I .1 dxi

(231

Вычитая почленно из (23) такое же соотношение с заменой п на է 
հ՛ — на («„ uk)e fl и, пользуясь (21), (получим следующую оценку 

г
Հ («»֊«*, <«„-„»)?- ']' Ռ *'(с, u„-u,\i„)dt l^czMl

*- J I at
о w

(и к) с -г I Д/ (У)//,,) — .-Լ (Du ^(Чг. —
՜ t-
дх,

՜հ* «.ч ‘̂՚ (J e ՛՝"* ՜ у՚ • I

е о
откуда

—՚ * cfH-'iA» аиХ.։л)’. (23դ
1)Ч. 1 \J /

V 
11з (22) и (23*) следует, что

11m аП։= Um bn.k — О, 
И. *-֊-ос II. А- »

где

Г
Чп.1. = ръ, — w*, («., — uk)e '|' />Я Л=( j е-'л1 սէւ—

o'

Обозначим и = lim //,. в пространстве ^(0. Т ; U”p ?). Таким образом,! 
л-* * 

имеем

Нт пп и f.p = 0. 
л-» (24)
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[ени.м теперь

..Լ(Թ/)— А։(Оик) = Ani(Dun-r-D(u и „У)
4'

'"2+ 21֊«Л " 9(- D'<" "’>՛)’
уда при р 2

у,
рЛ(О«)֊ЛаО«,>о ,«-֊֊ <-"|Հ(։ Ջ о,+

Согласно (241. отсюда следует, что левая часть (25) стремится к 
нулю. Из (17) следует (с помощью (24)). чго равномерно ограничены
du, 

I df |Լ J 
dU, X)

< С. Переходя к пределу н (23). получаем, что функция

lininn(/. л) является решением задачи (1 >. (2). (2'). Поль- 

&ясь априорной оценкой (17). получаем слабую в /..сходимость

-֊• Таким образом, справедлива 
<н

Теорема 1. Пусть оператор I (//) удовлетворяет условиям 
II. 111. Тогда для правых частей Л(/, л) существует

[нетленное ''решение и и, х) L„(0, Т’\ IV'!,0», <>Ա /...(О, У': /.,(0՝)) 
(it ՝ ՜

(I). (2), (2Հ). удовлетворяющее соотношению (I I), при том 
чклнена априорная оценка (17).

Перейдем к рассмотрению уравнений, содержащих подчиненные 
ены. а именно, рассмотрим уравнение вида

L(w)+ Г(п) = 4. (И)
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լ<"> - 1Հ--Ջ 
ժ/ rfdx/

i՜՜ս')= — v-~ v.(t, л-, w) -֊ .г. и).

Пусть оператор !,(//) удовлетворяет условиям теоремы 1. Для ура 
нения (Г) рассмотрим задачу (2), (2'). Для доказательства одиозна 
ной разрешимости поставленной задачи, следуя идеям работы Ղ И 
Вишика [2], докажем сначала подчиненность оператора I (и), точна 
его полную непрерывность

Обозначим через //(2) пространство функций ՛ i'.

£/.,(0. 7՜; < /.,(Й) с нормой

1 г ձ 4

։«;«=(ff|^ i/xtlt)'+(p">րէ1,Հ- ■
, * ______  •՛ ' К __ Տ

.1 е м м .1 I. Пусть р > 2 и функции Vt{t. х. :), (։ = 1. 2.---. л: 
удовлетворяют условиям Каратеодори. то есть они непрериж^ 
ПО ; с,ри почти всех {t. х)£2 и измеримы по է, х при всех шаЧ<- 
паях Пусть, далее, существует функция f (f. х) ՜-Լ?՚(12) ОЯ

\ Р 1
1 . \

-4------= I ) такая, что
Р )

х, и) /{t. .v) о.։я (/. л) 2. (/ п), (29Г

Тогда аперапюры

Ht{u)= ~ х. //) 
дх։

с областью определения Пр2) н областью мочений ЛР (0, Г; ) 
в п о л не н еп рер ы <;н ы.

Доказательств о. Опера горы Pi (и) непрерывны. Де։к 
тельно, пусть lim \ип и ., = 0. тогда по теореме В. В. Нсмыш 

[4] 1-7(Հ х, //„)-> 16 (Г, х, и) по .мерс в 2.
Кроме того, в силу (29), для любого տ>0 найдется 0 такси, 

что

j | К(/, х. ип)\՝ dxdt j\t, х)\,։ dxdl<i (30)

Г *•

при րոշտժՎօ. Из (29) и (30) следует

Игп!' 16[Г, х. ип) — 16 (Г. х, и) Լ .,.=0.

Далее
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ւ|'-1ձ(^ х. «Л-/-Гд/. х. н)| =
P-Vf dXi

< — է-՛Д/. х. «ж)— ~ Г’Д/. X. и), V ) 
дх։ dxt

■ sup ---------------------------------- ---------------------------------
uf/^10. r. U^J VHi. p

| Ид/, x, и,) - 1’д/. x. էՕԼ, .-*0, 
' л- •

откуда и вытекает непрерывность операторов ЯДм) (/ 1, «).
է (/, р ) означает значение линейного функционала I ни элементе-о).

Теперь докажем полную непрерывность операторов />,(и). Пусть 
Й?-—ограниченное множество в пространстве Н(2). тогда, в силу 
люрсмы вложения С. .1. Соболева |3|. оно будет компактно в про­
странстве 4f(£)ft. следовательно. и» него можно выбрать нодлослс- 
ивательпость |«я|. сходящуюся в /..(Զ). Отсюд.՛, точно так же. как 
и выше, убеждаемся, что Д(«Л)-* Я, (и) в 1.г (0. Г; Ա՛՛Հчто и 
КМ
Ькпвывпст полную непрерывность операторов Иди) (I !.•••. л). 
Полная непрерывность оператора /1д«) Гд'. х. и) доказывается 
Ьиалогични. Лемма доказана.

> Перейдем к доказательству разрешимости задачи (Г). (2). (2')« 
Оэтой целью получим априорную оцеяк\ для возможных ее реше- 
ии>.՛. Рассмотрим квадратичную форм:

Л՝(м, /Д — «I +у|.4до«). ֊
or j £ 1 OX,

+ 21 V.G. X, ս)Հ’" ! - (Vjr. X. «)֊ X). «(r, x)|.

Если п(/, x)—решение задачи (Г). (2), (2’). удовлетворяющее не­
равенству

F (и. н) > с2[и|ք р — С, (32)
»>0. с. " не зависят от и. то, учитывая, что F (//. я) —0. из 
Ю2) получаем Априорную оценку для ее возможных решений

։«к՛., 5=.И. (33)

Таким образом, достаточно доказать спрлвежливость неравенства (32). 
Ht нарушая общности, можно предположить, что Л (0) = о. (/ = 
«!.•••. и). Оценим
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у/Ч'?(-О«)Л а“ . <>и V С, 
о

При выводе оценки (34) мы воспользовались условием (7) и оцен­
кой ,1. 11. Слободецкого |5):

Ր О I A!,t,г 'р«4, = У ( Ds„ "rfx С0У И ֊ '' dx.
3. 14 J 1..1J дх\ |

Կ ' G

где иг ԱՀ”"(Օ>.
Пусть. iaлее, выполнено следующее условие:

Vt(l. .с, и), flu

(IXi
I 1'п(/, x, и) -h(t, л). w|

(35)

где с. с։. С- -положительные юсгоянные, причем <։ то же. что н и 
(34). Тогда из (34) и (35) получаем

О Е(и. и) -֊(«(х. /՛), и(х, Т)) г с, Ա՛Տ.Г — (Դ —

-с > ժ ; /cjf ր — с

и. следовательно, верна априорная оценка (33). Таким образом, ижа- 
зана следующая лемма

.Чем ми 2. Ест главная часть I. (.՛.՛) уравнения (Г) удовлет­
воряет условию (71 или (34), с/ Оля поочиненных членов справед­
лива оценка (35), причем в (34) и (35) q одно и то же, то олч 
решении и [г. հ) спривеолива априорная оценка (33).

Теорема 2. Пусть оператор 1 (/м удовлетворяет услрваяЛ 
1, II. ill, а оператор \' {u\-\yi левая м ле.чиы 2. Пусть кроне 
того, любое решение уравнения

!.(//) 4֊/1’(Ц)—0, 0 <t I

имеет норму, не превосходящую .14:

Հր ;-и. (зп

где И не зависит от /. Тогиа уравнение (Г) или щдача (И. (-). 
(2') имеет по крайней «ере одно решение и

Д о к азатель с т в о. Рассмотрим операторное уравнение

|.(//)е-4. п֊Н^), Л.'£.(2). (38)

В силу теоремы ! уравнение (38) однозначно разрешимо. ОбоЗна’п 
его ре met։ не

и = /?(А).
где /? = Լ՜Լ Докажем непрерывность оператора А*. Пусть I. (.vj =h

.1. (м.) = тогда, аналогично неравенству (34). имеем
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•: Լ (и.) — 1.1//,). и„ w։) = V At(DuA ֊- А(ԼԽ,). ք/</՚' 'Դ’ >
ri ՜

> — "iiii.p- (40)

IC другой стороны,

< Լ(«5)-Ա«յ), Й,֊й։)| ^-Հ!օ. -«xlli.p* (41)

Из (40) н (41) следует

1Կ — 111 If.՜/ <Գ'' 4, — hx ?օ, շ.

откуда и вытекает непрерывность оператора R(u). Вернемся к урав­
нению (36). Вместо него рассмотрим вспомогательное уравнение от­
носительно и

L(w) = -/lZ(w), /z, Т‘ Win).

тласно (38) и (39) имеем

«-֊/?( Zlz(«)) /?/(«՛).

Таким образом, доказательство разрешимости задачи (V). (2), (2')
водится к доказательству существования неподвижной точки > операто- 
1/?։(«)=/?(—1'(«)• Операторы Rt(u} вполне непрерывны. В самом 
еле, V՜ вполне непрерывен по условию, а оператор R. как мы только
о показали, непрерывен. При / = 0 /?0 (:г) - 0, так как при 4=0 
ииствённым решением уравнения (38) является и — 0. Отсюда еле-
■ет, что степень покрытия нуля при отображении «֊>«֊/?й(а) 
|вна 1. Па сфере радиуса 2/И: ||« ։.р — 2Л1, и — Rt(u) 0, так как
гласно условию (37) все решения уравнения (36) имеют норму, не 
«восходящую Л/. Следовательно, степень покрытия нуля при ото-

женин и — Rt(u)
при / = 0 она равна

шара //[!,,,< 2.И не зависит от /, и поскольку 
1. то при /=1 она тоже равна единице, откуда 

следует существование такого и, что и — Rt (и) — 0. Теорема доказана.
Резюмируя, получим следующий результат.
Теорема 3. Если оператор L (//.) удовлетворяет условиям 

/,//, ///. а оператор \ (к) — условиям лемм /, 2. то задача (Г), 
(2), (2 ) имеет по крайней мере одно решение

Доказательство. Достаточно проверить выполнение условий 
теоремы 2. Так как по условию теоремы 2 выполнено неравенство 

1(35), то имеем

/( Г(н), /*■>>֊ ((?! с-)(рИ1".^ С-

и։яем предполагается, что с3 0 ճէ 1. Все остальные условия 
оремы 2 выполняются автоматически. Георема доказана.

। Докажем единственность решения задачи (Г). (2). (2Հ).
Теорема 4. Пусть՝ выполнены условия теоремы 3 и. кроме 

rwo для любых ut(r. х), ււ9(է, х) Т\ U"/’) 
3 Ижсши ЛИ. ։ 1 рк« .{:։«:։.-ял г ։н,', к, № 3
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1ձ(Հ л*, М —
Ժ(Պ-//2)

112 հ 7----------
dxi

4՜ IK (А л, "х) — Ц;(/, л, «8)։ п։ — //J > - с- ,ил — и* !%, 

где 0<Հք,<՜ր, тогда задача (Г), (2), (2՜) имеет единственное ре­
шение.

Доказательство. Пусть ux{t, х), սհ(է, х) два решения 
задачи, тогда их разность иу и» удовлетворяет соотношению

0= +\՝|д,(Ои։)-Л(О«гх ժ("» |ф

dt rJ дх‘ 11

X. Պ>-։/,(/. х, U1).d<u‘-uJ 
dxi

-Г IK) (Л A «։)—К(Л л*. «տ), п։- "շ|>- Օն-«շ. «։ — "։) |f г^

4-tVI"i—'MG. գ>օ.
При выводе оценки (43) мы воспользовались неравенством (40) в 
условием (42) георемы. Из неравенства (43) следует, что =nj 

Теорема доказана.
В заключение пользуюсь случаем принести глубокую благодар­

ность профессору М. II. Вишику за внимание к моей работе.

М • >сковс кий j ։:ёрге I; 1 ՛ । с > к и ։։ 
институт Пос сипла 25 IV 1964

Ռ. I.. 5ԱՀ₽ԱԴՅԱՆ

ԱՌԱՋԻՆ ԵԶՐԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԶ ԵՐԿՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ԻԼԱԶԻ-ԴԵԱՑԻՆ 
ՊԱՐԱՐՀ1ԼԻԿ ՀԱ»ԼԱՍԱՐ11ԻՄՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա մ փ ո ւի и ։ մ

'ijifilfiii ։/ածւււմ 4իսււււր1ւփււ.մ Հ ւււռա-,'ին եւյրա)fi^lt ^1՚^11Ո1՚'1

Ր՝1“'Ч1"Г^ll'՝1' ս1'" 1,ս'ր՛1 /ք՚՚ւ հաւքчиииpittiliiliրի որոնց 1ц1ччп[гц*

։fuiu'lt ունի պոտենցիալ tnllujt, իււկ gitրծա![իցների ш'л/fան կւորցր անւ[Օքէ^1"՝ 

ի! (ունա մ՝ չի ցհ լւ աղ til’ll gnt.J ք) ֊ ] (/? ՜ • 1 !)•
'1‘ործ ակի rfiihրի և ւսջ ւ}աոի ///"Z' դնելու] որոշակի . иւոհ մանաւիւււկու }ք1ւեր, 

որոնցից էւոկոէնր ■>սւնդիուոնու մ կ հոո]ա ոարւ1՛սւն m tnրած ական մասի կիսւս- 
iiuinl ան ափ ուկո t ի/ ;tit‘li ր, ապա gtt t ցվում Լ իւնղ րի լուծման դո լա ի/ լո ւն ր և ւքքէա-
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. с:. ВАРДАНЯН, Р. Е. МКРТЧЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ НАПРЯЖЕНИИ 
МЕТОДОМ ФОТОУПРУГОСТИ

В настоящей статье предлагается метод исследования нестаци՛.- 
нарных напряжений с применением поляризационно-оптических из­
мерений.

Исследуется напряженное состояние в консольной балке, ослаб-] 
ленной тремя отверстиями, при свободном колебании с затуханием. 
Картины полос интерференции в зоне отверстий в процессе колеба­
ния регистрируются при помощи скоростной кинокамеры СКС 1М.

Подобие нестационарных систем

Поляризационно-оптические исследования на моделях приобре­
тают практическое значение лишь тогда, когда напряжения, переме­
щения и др . замеренные на моделях из полимерных материалов, мо­
гут быть перенесены на деталь конструкции реальных размеров.

Введем масштабы для напряжений, деформаций, линейных раз­
меров, времени, плотности и модуля упругости следующим образом:?

<зи=агзм, /„ =2./w, р։1 = гррм,
(П

=Н — а։гМ , 6| = я/ = ft£ ճս .

Необходимым условием подобия является требование равенегш 
коэффициентов Пуассона для модели я оригинала, то есть 

-

Если материал для модели выбран, то коэффициенты подобия 
для плотности а? и модуля упругости определяются однозначни.Ч 
Коэффициент геометрического подобия г. выбирается, исходя из удоб­
ства проведения эксперимента. Коэффициенты подобия напряжений^ 

деформаций а: и времени а, должны выражаться через остальные > 
коэффициенты подобия.

Для установления связи между этими коэффициентами, следуя֊ 
А. Г. Назарову [11, мы пользуемся не методом анализа размерностей, 
как это часто делают при моделировании, а общими зависимостлхя 
динамики. Если пользоваться методом анализа размерностей, то должны
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снимать а, = 1, так как относительная деформация — величина без­
мерная.

Если исходить из общих зависимостей динамики, то это ограни- 
ние снимается и коэффициент а. может принимать л։ бое значение, 
о дает более широкие возможности для моделирования.

Применив закон Гука, для натуры и мидели пол; лнм

«>=-’«• (2)

Предположим, что на тело действуют поверхностные и объем­
ные силы. Найдем коэффициенты подобия для этих сил.

Если на натуру действует сосредоточенная сила Рн, то напряже- 
й на бесконечно малом элементе поверхности Д.$'.։ будет Р 'ASn. 
ютветствующее напряжение на подобной модели будет Л ձձՀ, 
^гласно (1) можем написать

; вди рв=в’а?/’й=«-»£а?/’м- (3)

Коэффициент подобия для объемных сил получим из уравнения 
.вновесия теории упругости

^Зм ■ ^’.гу "'хг , п л
At + — ՛■ ~^՜ + ՜ °

применив эти уравнения, для модели н натуры будем иметь

(4) 
я/

В случае нестационарной задачи на тело, кроме поверхностных 
|л, действуют также и силы инерции, которые являются объемными 
1лвми. На основании (4) для моделирования сил инерции имеем

/ (Pw \ __я3 / d2W \
V Л ՜ «, v dP Л

или, применив соотношения (1), получим

а, « ajo^a^r2. (5)

Эта формула лает возможность, в случае нестационарной задачи пе- 
рейгн от напряжения, замеренного на модели, к напряжениям в 
ату ре.

Из соотношения (2) и (5) получаем зависимость для масштаба 
Ими՛

Рассмотрим случай свободного колебания стержня с учетом за-
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Если не учитывать инерции поворота внешнего затухания, то 
дифференциальное уравнение поперечных колебаний стержня можн՛) 
записать в виде

ծ* и , .«ժ2// , ժ5« Л
Ժ;4 дГ֊ ‘ Ժ/Ժ:4 

где
„ т/7/’ է Л-й- = - ----- - ; — — .

gEJ I

Из этого уравнения, с учетом того, что a.- — получаем масштаб 
подобия для коэффициента затухания // « |м>* следующим образом

Для частоты собственных колебаний

получаем

Экспериментальная установка

Для ио.|яризационно-оптнчсских исследований нестационарны 
напряжений при колебаниях использовали поляризационную установи 
ППУ—5 ։т скоростную кинокамеру СКС—IM.

В качестве источника монохроматического света служила мош 
пая ртутная лампа ДРШ—250 с зеленым светофильтром (>֊ =546,1 /njxJ 
Во избежание пульсации тока, которая сильно чувствуется при ско 
ростиой съемке картин полос, лампу ДРШ—250 питали постоянны։ 
током от генератора. Далее, для упрощения фокусировки картин по­
лос и для возможности получения различных увеличений снимаема'՜*' 
объекта, в оптическую схему установки были введены дополните.1։ 
ные линзы с различными фокусными расстояниями.

Кинокамера СКС—1М при транспортировании 16 мм киноплень 
длиною 30 .и дает возможность снимать со скоростью 4800 
Съемка производится на протяжении всей длины пленки. Однако, 
первые 12 .и пленки соответствуют разгону камеры; на этой длине 
пленки скорость съемки постепенно возрастает. Чтобы изучаемый про­
цесс был снят на последних 18 метрах пленки, процесс нагружения 
модели соответственно синхронизируется с началом работы камеры.

При проведении эксперимента оказалось, что при дайной опти­
ческой схеме установки объектив камеры концентрирует свет в ценгре 
поля, и в связи с этим в центральной части кадров получается пере­
держка, а но краям недодержка. Далее кадры получаются очень
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миленькими и занимают только половину полезной ширины пленки, 
р связи с этим съемки производились без объектива; при этом фоку­
сировка картин полос достигалась с помощью дополнительных линз 
«а поляризационной установке.

При съемке без объектива хорошо обеспечивается равномерность 
света на пленке, и кадры занимают всю полезную ширину пленки 
(величина кадров в два раза больше при том же относительном уве- 
ииченин).

Были применены различные кинопленки для фотографирования 
картин полос: негативные М3—2, А—2 и обратимая кинопленка. 11аи- 

>лее подходящим оказалась обратимая кинопленка со светочу встви- 
льирстью 65 ед. Приведенные ниже картины полос сфотогряфнро- 
!ны на обратимой кинопленке.

Исследование концентрации напряжений около отверстий консольной 
балки при свободном колебании с затуханием

Размеры модели и схема ее

///Л7.-7/А/?////■■/., ...

■Фиг. 1. Размеры модели и схема её 
“рируж-ення. Толщина — 6,2 .ч.к.

нагружения приведены на фиг. I.
Оптическая постоянная мате­

риала модели oj)l'0> = 12 кг'см. мо­
дул ь упругоети Ем = 33.10’ кг-см\ 
удельный вес 7.. - 1.4 г!см3.

На свободном конце балки 
была закреплена сосредоточенная 
масса весом Ա՜'ն= 1.727 кг. а в 
горизонтальном направлении через 
нитку приложена нагрузка £ы = 
= 3,133 кг. Далее нагрузка Р, 
мгновенно снималась подрезанием 
нитки, и балка под действием инер­
ционных сил совершала свободные 
колебания. Скоростная кинокамера 
включалась гак, что первые три 
полупериода колебаний снимались 
j։a последних метрах пленки, где 
скорость достигает максимальной 
величины.

менке определены частота
ннй для модели =0,104

1^посредственным измерением 
съемки—4800 кадр! се к. период коле- 
сек. Частота колебаний /ы =!_■% =

9,6 герц.
Изменение порядка полосы т в точке С на контуре отверстия в

8ИСИМОСТИ от времени приведено на фиг. 2.
Коэффициент затухания Ли определяется на основании получен- 

го графика
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«/ 1 . i rib I , 7.6 . Ր7-— In ------- = ------- In = 1,6/0.
iii յ ՜ I Wj-f-j 0,104 6,4

Картины полос интерференции для участка
равные интервалы времени приведены на фиг. 3.

О Л графика, через

Фиг. 2. Диаграмма изменения порядка полосы т 
н гонке С. модели. Порядки полос для статиче­

ских нагрузок показаны крестиками.

Напряжение на контурных точках отверстия определяется по 
формуле

-(1.0)
ом — —— т — 19,35 т. (9)

Здесь сП՛0) = 12 л-г/г.ч֊- оптическая постоянная материала модели; 
sM = 0,62 сл —толщина модели: к точке С порядок полосы т берется 
из графика (фиг. 2).

Так как за принятый интервал между кадрами упругие волны 
пробегают несколько раз по длине балки, го естественно заснятые 
кадры в связи с интерференцией волн дают квазистатическое распре­
деление напряжений.

Для сравнения были определены порядки полос в точке С мо­
дели при статическом приложении соответствующих нагрузок.

Нагрузки для различных моментов времени определяли’ но 
формуле

Рм (/) = Рм е՜,1»1 cos է, 

где по данным эксперимента Рм= 3,133 кг, = 1,675, <»м = 2"/и = 
= 60,3.

Как видно по фиг. 2, диаграммы для динамических и статиче­
ских нагрузок практически совпадают: максимальное расхождение 
составляет 7°/0.

Для пересчета полученных величин с модели на натурную де­
таль воспользуемся формулами подобия, полученными выше.

Предположим, что стальная деталь (Zin=2.10* кг^см". т, = 
= 7,8г/с.«’), геометрически подобная исследованной модели (^ = 2),
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свершает свободные колебания при мгновенном удалении 
Р =20 кг.

силы

Фиг. 3. Картины полос интерференции для участка ОЛ диаграммы.

По формуле (3) определяем а,

1 Р„ 1 2Q
60,7-4 3,133

= 0,0263.

Вес сосредоточенной массы, закрепленной на свободном 
1ли, определяется по этой же формуле

1Г„ = 7:ал я-lV7., 0.0253*60,7-4»1,727 = 11 кг.

штаб времени af определяется по формуле (6)

а = 2 1 ^Й֊ = 0,606.

конце
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Имея масштаб времени, по формулам (7) и (8) определяем коуф-
фициент затухания и

Л». = 1^5 
0,605

Напряжения на

частоту колебаний для детали

2.75: J — = 15.85 герц.
0,606

натурной детали определяются по формуле (5)

0,606-
= 1,585

где g»< для контурных точек определяется но формуле (9). 

Институт математики и механики
All Армянской ССР Поступила 6 VII 1Չ54

Դ. II ՚1.Ա|"111.-|,ՑԱՆ. fl- |j. IHiPSSm

Ո9֊«ՏԱ8141ն,ԱՐ 1,ԱՐՈԻՍՀեՐԻ
ՖՈՏՈ1Ո1-ԱԱԴաւԱ%1114*ՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ

ՀԵՏԱԶՈՏա՚ԱՀ 
11Ե|3’11ԴՈ’1,

մ

Հոդվածում աոաջարկէէոէ մ Լ ոշ՝ ոաադիււնար (արա մների հեաաղոէոման 
}; լւ է/սլե րիէք են ա ա [ iflt[ilnt[: Pltptptttf են t/ինւոմիկ իէ՚եդ ի րնե րի համար նմէսնու
ի} լան բանաձևերը: րհն[[իոն fJրււ նր աատանմ
պրոցեսում նկարահանվում ի կինոկամերա /ի միջոցով> 1ՏՕՕ կադր ՚յ[՚կ- արւս՝ 
դու ի? րսմր:

Որպես կրւնկրե հեաաղո սււքսւծ կ կոնսս յալին հեծանի օ՚ն՚/րի
չրչակա լրում [ntրամների կոնցենtnրացիալի փովէոիէա. թլոլն ր հեծանի սպսՈՈ 
սւատանոււքների դե Ալրում մ արման հաւլ>իաւմում[t:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г <.. ГРИГОРЯН

К РАСЧЕТУ УСТОЙЧИВОСТИ В ОГРАНИЧЕННОМ ИНТЕРВАЛЕ 
ВРЕМЕНИ ПОЛОГИХ ГИБКИХ ОБОЛОЧЕК В УСЛОВИЯХ

ПОЛЗУЧЕСТИ ПРИ КОНЕЧНЫХ НАЧАЛЬНЫХ 
И КОНЕЧНЫХ ПОСТОЯННО ДЕЙСТВУЮЩИХ 

ВОЗМУЩЕНИЯХ

11 Задача расчета на устойчивость к условиях ползучести материа- 
т! заключается в определении наибольших значений грузовых парэ- 

Нрон, при которых рассматриваемая конструкция устойчива на всем 
данном промежутке времени (первая задача), а также в опреде- 
!нин наибольшего промежутка времени, и течение которого кон- 
'рукния устойчива при заданных значениях грузовых параметров 
торая задача). В последние годы эта задача привлекает особое вни- 
шие исследователей [1 — 171. $ [1'1 мь| исходили из теории устой­

чивости движения А М. Ляпунова |18|. Ниже задача рассматривается 
। основе теории устойчивости движения в ограниченном интервале 
[Смени при конечных начальных и конечных постоянно действующих 
змущениях. Основы этой теории разработаны в [19—251.

§ 1. В [17J задача определения прогибов в условиях линейной 
(лзучести материала в пологих гибких оболочках положительной 
уссоиой кривизны, при поперечной равномерно распределенной па­
узке, определяемой параметром <у0, была сведена, в первом прнбли- 
гнии в методе Бубнова-Галеркина, к нелинейному интегральному 
|авнению Вольтерра вида

+ од) (1 —/<*)  г, 4-(0.5а2 4-од) (1 К*)  z\ + = 0, (1.1) 

где г։ = z, (է) — характерный прогиб.
«։. н:. аа, — постоянные, определяемые геометрической формой и 

'аннчными условиями рассматриваемой оболочки, а также коэф- 
ациентом Пуассона v-const;

А'(Л т)/С=)^.

Будем полагать, что исходя из той или иной теории ползучести 
периала, а также учитывая нс только первое, но и некоторое конем- 

ое число последующих приближений в .методе Бубнова֊ Галер-
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кина, взамен (1.1) получена система из конечного числа диффсре 
циальных уравнений вида

֊=Л(С’11-.2п) (5=1. •••.«).

Для явлений ползучести характерен большой разброс опытных
данных, поэтому, а также вследствие ряда других причин, которь 
не могут быть учтены заранее, рассматриваемый процесс нарастят 
прогибов в оболочке, взамен (1.2), в действительности, будет опис; 
системой

= F. (/, z։, • - •, zn) փ (/, z։, • • •. z„) (5 = I, • • •, n), 
at

(1.3)

содержащей постоянно девствующие неизвестные возмущения, харак­
теризуемые функциями Ф, (/. Zj.---.Zr.) (5 = 1, • • - , п).

В (1.2) и (1.3) F։ и փ.։ вещественные функции, заданные не­
которой области Н:

/
<£« = К>. '.4-7՜!. ֊’-г0.= | 3(г.-г։.)’ D + 

ծ-1
(Պ

где /0>-0; D>0 и R0 — вещественные числа.
Ниже, в настоящем параграфе, мы будем пользоваться выйлаД 

ками и критериями устойчивости С. К. Персидского (26), опускз։ 
доказательства и подробности его рассуждений.

Пусть
(տ=1,-•-,//.) (1.4)

есть решение системы (1.2). проходящее при է /0 через точку 
(Лэ» *ю.  ՛ • *. 2 ոռ) области Н.

Обозначим через ?., = г (/) (տ=1, •••,//) решение системы 
(1.3), проходящее при / = /։, через точку (70. Ло + AzJ0, •••, zfl0-AzuJ 
области /7.

Допустим, что при всех /но выполняется неравенство
/ D.

Положим
Л (/)=/,(/) 4֊-Л (7) (s ® 1, ...,л). (1.6)

Очевидно, что тогда (/) будут решением системы

֊= А*,  (/, д-р •••, хп) -г?.< (Հ Xj, • хп) (s= I, fl), (1.7) 

где
(/, .<։, • • •, Л’л) /’л (է, л\ ֊г/ւ. • • •. А'к -г//֊) — 7- (/. J յ, • • •, /•),
о. (/, л-р .... хя) = б, (Հ д։+/։. •• хп 4֊/п) (տ =!,•••, п). 

Очевидно также, что
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А'>(/,0. ...,0)ջ0 (տ=Լ •••,»).
&1И все փյ (/. Zj, * • • zn) =sO,to (1.7) примет вид

dX- =Х։ (.5=1, •■•,«)• (1.8)
at

1усть в /7
HOUx. •••,2Я)!1<Р. (1.9)

де р—произвольно заданное число. Тогда
1|,֊(1.Ю) 

а области
*€*-.14.'о4-7 ‘] НлгЦс/г. JA)

Из (1.5) и (1.6) следует, что А'; (/. х։, ?.я) я օ.է (է, х։, •••. хп)
определены в области А.

В дальнейшем будем полагать, что функции /՝> (Л г1։ • • •, ztl) и 
■Ь, (t, z1։ •... zrt) таковы, что через каждую точку области Н прохо­

дит единственное решение системы (1.3). Очевидно, что тогда систе­
мы (1.7) и (1.8) будут обладать аналогичными свойствами в области А.

Выделив линейную часть функций X. перепишем систему (1.7) 
в виде

֊- = Ai (0 А -I------ ЬА» (О + X® (Հ Л'1, •••,*«)  Ւ (С Л'ь -. *«)Ки

Здесь р,k (է) — непрерывные функции на а.
В области А функции X удовлетворяют условию

Л' )• х||, (1.12)
Тле 

?(Խ11)-*0  при ||д:II —О. (ИЗ)
Пусть

А-, = Лз (/,/о. А-10, .. .,Хло) (ձ՝ = 1, . . ., л) (1.14)
есть решение системы

֊ = A։(O*i  ֊I------- (г)л֊я (ճ= 1. - //.), (1.15)
at

проходящее при է = է„ через некоторую точку (Го. -Чо. ՝ ՝• х»о )•
Обозначим через

ул=уЛ(О (5 = 1, ...,//) (1.16)
чтение системы (1.11). проходящее ври է=է0 через ту же самую 
ЬЧК\ (/q, Л'10, * • •, Xtl0 ).

Пусть г^>0 —любое наперед заданное число (է<Հ/?). 
Обозначим

в=,пах1/Ж (>17)
<£, I А(0
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։ = —maxu(Z), (цЯ
I t 5

где ձ (0 и >֊ (Z) — наименьший и наибольший корни уравнения

det1 алк — /Հ*  | = 0, (1.19)

у-(/) —наибольший корень уравнения
det || /л*  - ?а,к || = 0. (1.20)

В (1.19) и (1 20) алк a,<t. (Z) суть коэффициенты некоторой знако- 
определенной положи тельной на - квадратичной формы

Г (Л -v։. * Л'->) = (Ол-лА-д («,*  = aki )
к - 1

с дифференцируемыми коэффициентами;
Ь.,к = /л*  (է) — коэффициенты квадратичной формы

•••, л-я) = У^(/)^х*,  (1.22)
5, *-։

где V'— полная производная формы (1.21) в силу уравнений (1.15); 
М — символ Кронекера.

Пусть
^maxf( у ) при у|| <г. (1.23)

Как показано С. К. Персидским [26], устойчивость нулевого 
решения системы (1.11) будет соблюдена и промежутке если толь­
ко

|!хо ! I Р7><_77« Щ’и я — հ

>о ք՜7՜<-^֊ exp (։ — ՃՅ) Г. при a —B3<0. (1.24)
ID

§ 2. Принимая в (1.1) ядро в форме принятой в линейной теории 
ползучести бетона Маслова-Арутюняна [27, 28], заменим (1.1) систе­
мой из четырех дифференциальных уравнений и осуществим пре­
образования (1.3) — (1.7). Полученную систему уравнений назовем 
системой (Д Ее линейная часть, соответствующая системе (1.15), бу­
дет иметь вид

= *3; (/) х։ + /7Э. (/) л2 4- Д1311) х3 -г ։>3. (է) л4;

(2.1) 
dx.t dx.

֊ - /’«(О-*!֊  ГЧ2(Ол'2 4֊ /’«(0.<j-i-Ai(0^

где
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Рм (0 = - 2ՊՊ) Պ/ւ 4- Հ«տ 1(0.5<г- - а։«з) А4- -
Е 2 (Ճ, 4֊ «зЛ) |/յ (а- — ага3 4- 4«։Պ/։) ! 7 (2ՊՊ 4֊ Յ^Հ 4 2a3a3f3 4-

4՜ 4Мл/,)11 — 77,1Պ - 0-5«J) fi -г 2«տ (Պ ֊ Պ/i) («։ 4՜ 2«շ/ւ 4֊ Л'Р

4֊ 2‘և/յ) 4֊ 2 (Պ I֊ Պճ)“ (Պ 4֊ Պ/։) ֊ *&>!•

Պշ (0 = ~֊ (0.5а- — ала3) [ Հ (ах 4- tf/J -Wal 4֊

/W
4- ֊~-(պ 4֊ պՀ) (0.5«է:—պպ)1*

PM = ֊֊ {2/յ 1(ՁպՊ֊Պ:>պ/2“ (պ4 պ/1)2<Պ4- 2պ/1) - 2Պ’Պ1 - /»!
֊ (2axa3 ֊ а֊) {ал 4 a2fJfK 4 Հ (Պ 4֊ а, Հ։) | (0.5а> - а, Վ.) А 4- <М01 —

֊ 7 (Պ 4֊ Պ А)? (Պ 4 2«t/i 4֊ 2<Vf)l,

Ai(0= ”յ֊(Պ i Պ/ւ)(Պ-2‘ՊՊ).

Pu(^)=4 12 (a: 2պՊ)|/յ/1(Պ 2^Л) Պ/է/51 4֊ 
Л1

-\-^ՀքՀ(Կ ր մշ/) [(Պ 4֊ 4аэ/։)Л4֊2<?о1 4 ^<ЛЛ 1(պ+ 2պ/1)/Ջ4֊
4 0Օ| 4֊ 2(1.ձս3Հ ք3քյ՜3 — 4a,]/.j<70 — հքճշ/է/յ <Պ 4֊ J2 —

֊ Հ (<?ւ հ Պ/»)8 |2«зАЛ “ (Պ 4֊ 2Պ/յ) Л1 ՜ 2ր/ճյ/ւ/։ (Պ 4֊ «2Л)г ֊
֊շճշՀ/յ (ժյ 4 а2/1) |2алА/з 4֊ (Պ 4֊ 2«а/։)Л1 4֊ 7/а (Պ г «г/։) [(2«4Պ ՜

- - 2«յՊ1 4- մյ (27.ЛЛ - Հք, 4- 2/տ) |(ՊՊ ֊ 0.5а|)Л 4֊

4֊(«ւ4֊Պճ)’- ՊՊ1 4֊2«2(Պ I-Պ/1>427/1/յ -r//j4-2A)) —

“֊•[պ(ՊՊ -0.5a|)/3 2a2(<?։ պ/։)(Պ 2Պ/ւ г 2a,/?)4- 
Лг

4- 2(Պ 4-Պ/։)։(Պ 4-2Պ/1)-"Խե

Pl'.ij) = эд i — 2<^/1 — ֊'Լ /լ («յ -j- i/z. /յ)՜ <լ/3 ֊Г

4֊ (27 Л Л ֊ ՀՀ 4- 2.Հ) («а 4֊ «2/ւ) («ւՊ “ 0.5«’) 4֊

: 4 Հ (Պ 4֊ Л3/х) (պ4֊ 2«a/i) Պ/j /э’ 4֊ (Պ Պ/>) (°-5ճշ ՜ ճւ^յ).

Лз (0 = — (2/ւ («: ֊ 2ՊՊ) [ Л («ւ 4֊ Պ/i) ՜ 2պ/=Հ1 4֊

4՜Հպ/1(Պ Ь Պ/i) [(Պ 4՜ 2Պ7ւ) /շ4՜ 2tfol —՜
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— ֊7 А (Պ 4՜ 02/։)’ — 2Հ/1 («յ փ Պ/j)’А/а 4֊ 
4֊ (2lA 4- 4/;|) (Պ 4֊ a։f.) [(ՊՊ - 0.5a*)  A 4֊ (Պ 4- a,.fj - Պ7օ|)։ 

/\.։ (Ո - — {2/։ /3 (Օյ 4- a.. f j) (a*  2«1ճ3) ՀА (а։ 4- л2А)2(аа4֊

! 2лз/1) Հ (Պ Т Պ/1) |(«»А “ 0.3(?‘)/5 ք- {a3 փ <?շ/։)2 — Պ^օՍ- 
Здесь

л/ = (Պ J- aj\) 1(^3 - С.За.р/, 4֊ (մ։ -r ajj (a, 4֊ 2а,Л 4- 2^/5) - 1 
— <Mol.

Л1з = ('2а}а3 - ст*)  \atfs f3 - (Պ 4- (1շ 4-

4֊ VA (A 4֊ Mi) |(0.5^֊-ՊՊ)/24֊ ֊/1(Պ 4֊ ^յ/1)3(Պ4֊2պ/։)֊

7 А <Պ 4 а,/,}֊ (a, 4֊ 2^/։ 4֊ 2^/ք) ֊
ՅՀ = 2 А (ay - 2ՊՊ) |Л/։ (а։ 4 а,/,) - МаА1 4-

4 պՀ/\А («։ 4- I (а, Վ 2«,/։) Л - շ(/օ| -
-i/i /з (wi 4՜ л*Л) 3 — —

Հ.է\ («1 4- a2j\y [2Այ/յ/9 4֊ (a2 4 2<դ/։)Հ| 4֊ 
4՜ <~"J՝Ji — ՀՀ։ ՜: 2/>՝) («х 4֊ ^./։) fz փ

՜ (ճւ ‘ Պ/?2 ՜ Պ<7օ|.
օ' = Հ I +Գ i ձ). 'V

7. Со- ^ — постоянные, определяемые из опыта.
Нетрудно, далее, для коэффициентов квадратичных <|к>рм (1.21) 

и (1.22), получить следующие формулы:

о при s^k, un = 1, а..,(п q /а

/’л(^/43(/) РМ

««но -
Ai (')Аз (0

Հւ-Հշ=/’:։ =0, ^3 = Հւ-2:
bn (t) = Հ; (է). ւ>„ (է) ֊ օլ (0+ ‘̂Լ, ծս (Г) = |

Рл (0 1
4- ^(0^44(0

Л1(0Лз(0 ՚

1 Ри (0
(2.3):

1 /’и(0р» io 1 1

Հ. М = Հ, (О = ֊4й (Z)- , />„ (0 ր ьк (է) = -^ւ; (2.1)
^1(0 Аз (0 P>x(t)

h" <Z) = Հ=(0 “ -^"lo - ь« W <0 = ... I
Ри^чРаз'֊ ■ Pll(t) 
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ри (2.2) корнями уравнения (1.19) будут
L|х - } 1 х =____ Л>«(')

Ри (')/>»(') ’ ’ РзЛ"' ' А»Ш>и(0

а уравнение (1-20) примет вид

------ Ղ 0 2
0 ձշյ -pfl,. {քս
շ ^зз — 'ձսл Հ. II C To

 
•Տ

հս է>31 1>ո —

Таким образом, неравенства (1.24) могут быть проверены, если 
вестны функции /?.<՛.(/) при t z. Соображения, на основе которых 
лжны быть назначены величины л'о и р. опускаем.

Выбрав на з достаточно близкие друг к другу фиксированные 
ачения ?0<Հ/յ<--- Гп = /‘оф-7՜ и принимая в (1.1) у։ (/)=Հ1(/). 
н можем, на основе метода Боголюбова- Крылова [29] и следуя 
Ьеиову [301. заменить (1.1) рекуррентными алгебраическими урав- 
гадями

|Պ |0.5д2-«д/։(/Л)|/.(Г )Ч֊у0 0 (ճ = 0, 1. ••..//)
(2.7) 

юсительно (О.

ии-лси.
») = (1 ад '■ I/, (/յ ֊ (С*.  - - ад: (/j (<;AJ ֊֊ ад qrj-

• Они moi : быт: в.՛ чиглсК!., <՛ .видно. :йкжс нл основе непосредственного 
iHiioio Й1ВС1 рированим системы ($)
еегкя АН. ctnii!i фил.-мат. ii.ivk, հձ J

— • • • — (Շա֊-՛ — 0՚. д 1)2(6 >1—(<-.՛;/:-!— G-A-)’-(6 : )].
z(6)=/i'(U.

Zio = (14- Go.) l|/i(M-(C....-Qxi/fl)-(Gi -c\.)z(f։)- 

-----(C ..֊Գ ւ)/Փ ;)֊(CA,.-:--Cpz(/. ,)]. 
ИСЬ

C,. C (6 , f.). Ctt -C(t։ '9+Zt

W.4-(c. 4*)l l~e "'՜ ’’>•
Решив уравнения (2.7) и получив дискретные значения /.(6) 

|>՛-0,1. • • •. л) функции /յ(է), можем вычислить аналогичные дие­
тные значения функций /3(т), Л (/)• /։<т) следовательно, и дие­
тные значения функций /б*(/)  и. приближенно, проверить выпол- 
he критериев (1.24).
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Если, при некотором </0= <;г. условия (1.24) выполняются. :о 
следует принять и, повторив все выкладки, снова прои
верить выполнение условий (1.24). Мы можем повторить эти выкладки 
до тех пор пока не придем к некоторому значению ”РИ w'
топом критерии (1.24) уже не соблюдаются. Отметим, однако, что 
несоблюдение критериев (1.24) enie не означает неустойчивости, ибо 
они являются достаточными, но не необходимыми условиями устой- 
чипости.

Таким образом, предлагаемая методика позволяет решить сфор­
мулированную выше первую задачу устойчивости с запасом. Вопрос 
о том. как велик этот запас — остается открытым.

Аналогичным путем, также с некоторым запасом, может мып.- 
решена и вторая задача устойчивости, при этом следует при за.тан-j 
ном q0 — qt проверять выполнение кригер.иеп (1.24) при различных, 
последовательно увеличиваемых, значениях Т.

Ереванский политехнический
институт нм. К. Маркса Поступил^ ЮХИ 19Sti

Ն U. 'հ1ԴԳ11Ր«Ա'և
ԺԱՄԱՆԱհԵ 1111Հ1ր1ԷՆ11.Փ1Սւ ՀԱՏ’1.ԱԾ11141՜ ՑԱԾՐԱՆԻՍՏ ՃԵՈհՆ

ԹՍ.ՎԱՆԹՆԵՐ1’ հԱՏՈԻՆՈԻԹՅԱՆ ՀԱՇՎԱՐԿԻ <l.bl*  11.ՐՆPBH.I.. ՍՈՎՐԻ
ՊԱ81րՍ.ՆՆԵՐՈ1’1Ր ՎԵՐՋԱՎՈՐ ՍԿՍՆԱԿԱՆ ԵՎ ՎԵՐՋԱՎՈՐ 1րր,Տ»ՍւԱՆ 

ԳՈՐԾՈՎ ԴՐԴՈ-ՈԻՍՆԵՐԻ ԱԿՆԱՌՈՒՄՈՎ

Ա մ փ п ւ]ւ ո ւ մ

ՀԼ դինէոկի նախէւրւք ա քխ ա տ էէ էվժ քան մեջ ,17 _ դ tn rtiu и ւ ան ՛/ բտկան կխ 
(tin իքքան անեցոէք r/i/.aր անխոս ճկուն թաղանթների ճկւ/ածքների որոշմէսն 
խնդիրը հավասարաչափ րաշխված լա լն ակտն րեոի աղդևցա թրսն դեպքում) 
ն/ութի դծաքին ապրի պարմաններում, է'ա րնովի— Դ'այրւրկինի մեթրոյի 
հիման վրա, առաջին մոաավորաթ լամբ, (th րւխւէծ էր 'խ։ [ nth րրա լի աիպի ։։,» 
-դծային ( J » 1) ինտեդրալ հավասարմանը:

11նթ տդրելււվ, որ, ելհեըէվ սրպչփ արւ կամ աքն աե ti nt թրոնից ft uitf 

վի առնելով Ւ՚ուբնովի — 9*м/уу/»у|/у^ЬД  մեխողի մե.> ոչ միոյ/ն առաջին մոտոր- 
վրրրութ քէէէ.նբէ ալք նաև tj li րջաւք ռ ր ի! t(n ւ/ հաջորդ մ ոորավորրռ թ լորններբ, 1.1 հի 
փոխարեն կսէոաբվի դիէիերե՚հէքիալ -.ավաиարա մնևրի 1.2} տեսքի սիստեմ, 
աւէաջաքւ1քւքւււ ti է, վերջավոր էէկզրնական ե վեբ^ավոլ, մ 'սոսկան դործող 7/T’ 
tfftnnt ւէների ակնառա մ ււվ, </ ամ անակի սահմանափակ հաս/ւվածտմ կսւլունու՝ 
իք րււնն ոտադեքիէւ հիմնվեք ա րխ'աաա.թ լաններոսք մ քակված տեսոէ-
իք քան վրա և. էէ՚աււնավորապես, ռգավել I/. և. Պերէւիդռքքոլ ստացած (2.11} 

անհա/իսսարաթլուններից։ }}ւււլց է տրված, ոft եիքե եքնենք Ifutu/r'iHt - 

>ա րէէէ թ (Ոէն (անի 1/ոդքի դծալին ա ե tun թ լան ի ց ե /'ա րնովի '/•ալրէրկինի ([Я 

խոդա/f ււահմանափակվենք աոաջին մէէէոսէվորախ(ամր, ապա (1.2) սխւսւնմք
1ր"11'քի! 1'.նդհանա.ր դծերա) tjttt fy Հ արված ս*քդ  դևպքւււմ (1 ■՝’ ’ 

էսնհաւ/աէւարու խլռւհներն աոանարււ. ե նրանց հիման վրա կրիտիկական րկոր 
որոշելու քէն իմ ա ցքր :
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. САРКИСЯН. В В МИКАЕЛЯН

ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛОЖЕНИЯ ЦЕНТРА 
ИЗГИБА АНИЗОТРОПНОГО СОСТАВНОГО СТЕРЖНЯ

Проблема об определении центра изгиба изотропного стержня 
при помощи решения только лишь задачи кручения исследована в 
работах [1 8|. В [9| доказана возможность решения задачи об опре­
делении цен тра изгиба анизотропного призматического стержня с сим­
метричным поперечным сечением.

В работе [Ю| получены формулы для определения координат 
центра изгиба изотропного составного призматического стержня при 
помощи функций, аналогичных функциям Сен-Венена и Прандтля в 
задаче кручения изотропных однородных стержней.

В настоящей статье рассматривается задача об определении по­
ложения центра изгиба анизотропного (неортотропного) составного 
призматического стержня с произвольным поперечным сечением при 
помощи решения задачи кручения.

§ I. Постановка задачи. Рассмотрим анизотропный стержень, 
составленный из различных анизотропных призматических тел. спаян­
ных или склеенных по боковым поверхностям, когда упругие постоян­
ные этих тел различны. Предположим, что в каждой точке каждого
тела имеется лишь одна плоскость упругой симметрии. нормальная
к оси стержня (то есть каждое теле неортотропное) Области попе­
речного сечения, соответствующие различным материалам стержня, 
обозначим через Г)}, D,.- • ■. линию раздела смежных областей 
£>։ и £)/ —через а контур всей области через Ао. Предположим, 
что линии раздела / ш либо целиком находятся внутри области 
(область всего поперечного сечения), либо пересекаются с ее конту­
ром /.„ под определенным углом, не равным нулю.

Пусть один конец стержня заделан, а к другому концу прило- 

;-.жена поперечная изгибающая сила Р(Р,. /Հ.) произвольного направ­
ления. Поместим начало координат л*, у, z в некоторой точке сече­
ния заделанного конца изгибаемого стержня Ось : направим парал­
лельно образующим поверхности призматического составного анизо­
тропного стержня, а оси л՜ н у —в плоскости поперечного сечения. 

| Примем, что коэффициенты Пуассона ‘о.-, и коэффициенты взаим­
ного влияния первого рода yvv. материалов составляющих тел оди-

рНЙКОВЫ. *
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Касательные напряжения т‘у/ в области ՀՀ при поперечном 
изгибе неортотропного составного стержня, когда /Л=?=0, /Հ = 0, оп­
ределяются формулами |11]:

I оу >а&

•!.. = я -'հհ - ֊(В.У*4-/<„у)-Г Հ(л) I.
ох 2a-ss

Здесь Ч'<(л*. у) -функция напряжений изгиба в области /Л, 
удовлетворяющая дифференциальному уравнению

Կ14-ն 1 = (2<гА -г т(ху> ; Ло) a--(2vA + 'և>>. Д) у + 
at

-I- ֊г (Л.Х - 50у) 4- % (Л-) - и‘ Հ (у) -ь Շօ (1.2)Պ-։
и условиям

ժո; 
ds

֊ (в,У=+«.У)+■>, W I ֊- + А» -г f, (у) I d->- на I.t.
2«3i I as 2gsj as

(1-3)

}՝‘ H!1 ՛■"՝as os

/ժ*4’\ /Ժ*Փ\
"։ Լ՚հ

r.ie введены следующие обозначения

^■2=2 3(-»'+'в(+з.м։-тт֊—; ^,=Х.
/-1Й ОХ; ОХ}

-’•ն = У.

с, (у) л 'j, (x) - произвольные функнни,

(".№ -1 Kay}dX 
as as

dx 
'■‘ds

ay 
‘ds՝

g- = ֊^(^0y2-r/<0y) ^ydx ,r, 
«'i3 dn a'3i d/t

• (Дох- -/<oa) '<֊ a՝>'
(ixidti a-^dn

s

+ |՚Հ (.v) <- + ?/ (y) «յ«1 + Hr, (A-) a\K ■ (y) ay •

б/у _ __

ds ‘ ds
a/у—упругие постоянные. Постоянные коэффициенты До,/^0 и/<0 

определяются из следующей системы уравнений:
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n c “ Հ * С
+ ' -О,

J-I Л» յ—i 1*-1 a&>

лу7՛;՛ + л. у. ¥+а,у #=o. (1.6)
/-l"® ւ-1ճս Г-I a®

ЛУ֊ -Й.У— А.У?"--1.
I-J <J« r-i a« 1~ճ*>

1 где ձ'/ площадь /Л. Տ/4, Jix. -h*՝ статические моменты и 
моменты инерции Dt относительно осей координат.

Отметим, что постоянная С9, входящая в правую часть уравне­
ния (1.2), определяется из условия

Գ - (2^ До 4- тЪг 7Հ) Հ- (2V. + ЧЖу. z Д«) Հ» И-7)

которое необходимо и достаточно для того, чтобы поперечный изгиб 
анизотропного составного стержня не сопровождался кручением.

Здесь х’ и у* координаты геометрического центра тяжести об- 
■ ласти /)(1.

Расстояние у = у линии действия главного вектора касательных 
напряжений и.пиба от начала координат определяется из уравнения

/>,у-г Л1у(/<) = 0. (1.8)
где

Л1, (Л) - 2 |՜[ (х:‘, — ry dxdy. (1.9)

Легко убедиться, что в окончательное выражение Л1О(РХ) не входят 
֊функции ?. (у) и հ (х). Поэтому не нарушая общности задачи, для 
простоты, в дальнейшем примем s = Հ — 0.

Абсцисса х центра изгиба анизотропного составного стержня 
определяется из уравнения

Р,.х-,Ио(/\)=О. (1.10)
В случае /Հ = 0, /\ 0, постоянные, входящие в Л1О(РУ), соответ­
ствующие .40. Яо и Л’в обозначим через .1-'. Л, и Эти постоянные 
•определяются из системы уравнений

ՀՏ ֊?4-42л? + ЛоЕ֊‘=о,
Чл ~ Ճ13

Հտ’֊;՛. в;у^֊ + Հ>՝ձ՝;՛ =-1. (Ш 
|-t ։Tj
л , 0 , я հՀ՝֊՝ 7; ։ . a;v֊Y = о.

4-X J —J *^։ <-l u
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Поставим задачу: определить положение центра изгиба при по­
мощи решения задачи кручения, ие решая задачу об изгибе.

§ 2. Решение задачи. С этой целью функцию напряжений при 
изгибе 'Г, (а, у) представим в следующем виде

՝г, (х. у) = Ւ, (х. у} ֊ -£?Ф, (х. у). (2.1)

Здесь Фил. у)—функция кручения анизотропного составного стержня 
в области /Л , з F'ilx. у) будем называть функцией изгиба тою же 
стержня.

Функции Փ.՚(ր. у) удовлетворяют дифференциальным уравне­
ниям [12]

/.,|Ф,| = —2 в областях /Л (/«!,•••. п) (2.2)
и условиям

^*-=0 
as

или Ф/ = 0 на Ճ.,. (2.3)

аФ{ _ аФ, 
as as

или Ф. = Ф/ ИЗ L;, , (2.4).

\ <?// ft \ дп 7/
,'!егко видеть, что из (1.2)—(1.5) и (2.1) для /՝՝, (х. у) получим 

следующие дифференциальные уравнения

Կ |Л I = (2\,А + ն>՚. Ио) * - (^Л 4֊ \xyi у 

а*.г ՛
-г (Лох /?оу) в областях /Л (/= 1, 2,---, /г) (2.6)

Лзэ
и условия

— =Л на Д„, (2.7)
as

где

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Подставляя значения Հ. и из (1.1) в выражение (1.9). пере­
ходя от функции Т, к функциям Ft и Փյ по формуле (2.1). затеи 
интегрируя по частям, для Л/(|(РГ) получим следующее выражение
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П Р " 1 Р Р
Л*о(^) = рл V Ri 4֊ V -г л-у (Ноу Л.Д) ԺԶ. (2.1!) 

‘֊' 2 ՜ '

;есь

Ri == f I՛ " 1Հև) д- ք,ձճրւ} 1 dQ _ 2 C Ռ; յ<շ _ 
J J <JX c>y J J/ձ

֊ U| ' ՝ "Լփյ ԺՋ - чИ- 
2?.’| "x <-v Կ

или ла основании формулы Грина

ft«2^//"</s 2 j'j’fttfa-C. |'<1>.-֊Կ/տ Cof քփ, մւ> <2.12) 

p'l
*

I =-֊֊J(A't/y-yrf.v)^
0

вставим следующее скалярное произведение
I (<1>. /.։թ|) = ^'Փ£։|ք|ԺԶ. (2.13)

Тогда, можно показать, что имеет место следующее соотношение

(<1>, Д։|/;1) (Л. Ճ.[Փ))= |‘;Ф — ds-'\j/--— ds. (2.14) Ժ// On

)и производными функции Сеи- Ժ// /i
Вена на (х. у).

При кручении анизотропного составного стержня касательные 
(ряжения выражаются так [12, 13|

ч.—֊7֊
ի через функции кручения ©Дх. у)

где » — угол закручивания на единицу длины стержня, а ДЬ модули 
Йругости, которые снизаны с коэффициентами деформации а'., еле- 
ующи.м образом
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А1 а55 .1 А‘_______ <
• ։oS — Л, «'..ai- — •н Гю

На основании (2.15)—(2.17), можно доказать, что

/ Ժ*Փ \ о ,
\ с) п d s ՜ d s

Принимая во внимание (2.2), (2.14) и (2.18), находим
7Ձ ,։ Г2(| F, S ds-2 | jf.dS (Ф,. Z.IM)- 

Հ ‘ S D,

Կ
cfs 

Կ

Затем учитывая (1.8), (2.11), (2.12) и (2.19), получим

у =У<Ф,. Д։|Л|)...
(Г.

•ds — 
ժտ

f փ< V՛
•’ as 
f;

п л

Л,
շ — ճև ) 1

•՜։ ~ ն>/՜

(2.18)

(2.19)

as

(2.22)

.է-,4-)մԶ.
(2.20)

Л ԱԼ)
На основании (2.3) и (2.4) Vн Ф/— մճ = 0. так как интегралы 

‘-Ч, ds

no I.Q равны нулю, а по линиям раздела 1.ц сокращаются.
Нетрудно убедиться в следующем факте

л

I.

К

Կ>

или. учи.свая (2.3) и (2.9).

V. ds= у 1 <|>,(g( -g)rfs.
i.j-i J 

Կ

Так как У լ| հ. ds = 0 на основании (2.3). то выражение (2.21)

можно преобразовать так

Ժճ У Iփ, (^ 
I. J

Կ

— g,} as ф, }հ.ds = V (| ф, g;ds\
I. 1-1Կ
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Интегрируем па частям третий член выражения (2.20)

л е ժտ, ° w Ր дГ'\

2—17 ”•՛ /—1 * i“i/ ճԿ Կ
(2.23)

IT
?J = 0 в силу однозначности функций ?, и ՝Г на замкнутых 

Г։контурах Z./|10).
Преобразуем второй член выражения (2.23). При помощи (2.7) 

и (2.8) можно написать

(2.24)

Составим следующее выражение 

я ր п t*
/=У ( ^фФ/Я/rfx. (2.25)

‘֊'Կ ^’Կ
Подставляя значения ft и gt из (2.10) в (2.25), затем принимая

формулу Грина, выражение (2.25) можно представить в таком виде

! = - У 4֊ ( ( ?! (Л* • Д>У + Л'„) «Զ
I “Ъ,

| Ժջ. ԺՓյ , ԺՓ/ +(««>*4- л.՛»/) I I «« -57

На основании (2.15) —(2.17) .можно получить
ժ'ձ. ԺՓչ ԺՓ/
— al,---  «է-֊---- г У
дх ~ ду ■” дх

<><р.
— -----u дх

— X.

Тогда в силу (2.27) выражение <2.26) примет вил

Ազ. (2.26)

(2.27)
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’ 3 ֊/ J f A-v (.40х - Я(,у) ժ<2 V ռՀ [ф, (ЛОЛ- - Воу) մճ. (2.:

4“: 33 հ о/
Учитывая выражения (1.7). (2.6), (2.20)—(2.24) и (2.28). для оп 

ределения ординаты центра изгиба у анизотропного (неортотропно! 
составного стержня находим следующую окончательную формулу

Хналогично, из (1.10) получим формулу для абсциссы а цент 
изгиба

X = Л).:л--л<)-

-(Ջ’Կ-Հ-’.ճ в’)(.у Հ)|ժ®4-^’֊: ff+ /&՛ + /<;)</ջ.
, ! «за J JՂ՛ (2.3

Из формул (2.29) и (2.30) нетрудно получить выражения
определения координаты центра из: пои анизотропного (неортотропне

д

однородного стержня

№ о «յ -%) (а ՜ । ՜ «згТ^о) (у — Ус)| Փ^Ջ
Ռ

( (Д.х 4֊ /^У -ь /<0) ?մԶ. 
ւ>

(2.31)

— rt.,„/40) (X X - (2д„Д0 - (у - ус)| ՓՃՃ4-
/>

/<<() ?ԺԼ>
/>

где Ло,•••. К6 определяются из следующей системы уравнений

■ 1сУvy 4“ Л v~ А(гУг
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■ւ-л՛ .  —--г֊ • ■ ՛ 3fc==s:

До^у ֊֊ JiQSx -j \’0L’n = < >

<*W>'y ՝у г A0Sy = 1 * 

40Лгу 4՜ #цЛл4 AOS.V — J 

Հտ> 4֊B0Sx4 Vo֊0.

Отмстим, что для определения положения центра изгиба орто- 
1ПН0Г0 составного стержня, когда физические оси совпадаю՛', с гео- 
трическими осями ( а'. — = 0. а‘,3 — — ֊'՝ . aj = — . «.«. - J-)

йз (2.29) и (2.30) получим

֊ շ Е'г <?, (Л1;л- 4֊ Воу 4 А.,) <72. (2.34)
1 1 Ъ'

В частном случае, если предполагав материалы составного 
ржнч изотропными, то есть Е‘х - F.\ — Е: Е. = > - — ՝>, (j .

= G‘-:^=(j\ то из (2.33) и (2.34) получаются формулы для определения 
фложення центра изгиба составного призматического стержня |1о|.

Теперь перейдем к определению положения центра изгиба ан­
изотропного составного стержня с продольными полостями.

Можно доказать, что решения задачи кручения анизотропного 
составного стержня с продольными полостями (то есть область Ц, 
является многосвязной) могут полечиться из решения задачи круче­
ния анизотропного составного стержня при помощи 'предельною пе­
рехода, когда упругие постоянные й{ --р©, а • <х>, <Հ5- - х- (7 = 
<=it 4 I. н 4 2,-• •. а {-яг). Здесь Օո^հհ՝՝. Ол4.т — области 
соответствующих полостей.

Учитывая эти соображения, из (2.29) и (2.30) находим формулы 
для определения положения центра изгиба анизотропного составного 
стержня с продольными полостями
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п
Г*ху,/’О^Л -Vc)

- (2»» Հ + r;, Д) (y ֊ y,) iia + V ֊Լ | I հՀյր гЛЭ4г
A

т I
- 2 Ф? ((2»„Հ + Ն ;Հ) (х, - X,.) ֊ (29„.Հ + Ո Д) (у, - yj] 2,; 

л-։
ո

У = v I I 4֊ T,xv .Д0)(х - .ve) —
A

- (2»„Д, + ч Д) (y-y,)] Д -V±f Г ?/ (,Հ.ր - - IQdSi (
i-l **33 J •

+ շփք|(Ձ»«ճ,+ г>. ..л,)(л, ж£);֊(2»уМ0+г(,, .fi(1)(y,-yf)|2,.

ւ
Здесь Զ(, л;, у.—площадь и координаты центра тяжести об 

ласти т). а постоянные Փ/Ա = 1. 2.---. /»), япляю,
щиеся значениями функции напряжения ня контурах LJ/ew-pj 
п ֊I 2,- • •, п ք- т), определяются при помощи обобщенной теореме 
Бредта |12|.
Ереванский imc>дарственный 

унивсремге։
Ереианскн:! полтелкнчегкн»: 

ИНС:итут Поступила 18 XII I

Վ. II. ИНС'МПЩЪ. <1., Վ. Մ1>Ք1Ա|ՎՅԱՆ

inail.Uli’I.hl1 ԱՆ1Փ.ՈՏ141Պ РПДи/КЧПк’. Ufl'l.b ԾՈ-ՍԱՆ ԿԵՆՏՐՈՆ!» ԴԽՐՔՐ.
ՈՐՈՇԵԼՈՒ ճԱ1րԱՐ

Ս. մ ։|ւ ո t|i ո ւ »|*

հէււր/м/<1 ntlf ииниуфий են րանսւձև եր, ււրոնւ) էպնուի)լամր կարել/ւ I, պ 
^եք ծոմ ան կենտրոնի կոորււինաանե րր սւոսւնր լուծհւո։. ա ւդս/իււի ձողերի 
ծոման խնէքիրր:

1^է'] րսՀհ/սձե ե ր ր ա ր 4։ տհւս րւււյ ած են անիզոտրոպ րաղսւդրրս/ ձոդի ոլոք 
ման խնդրի Ս են֊՝Էենանի ե Պրանդքի ֆււ/նկւք1ւաներ1ւ միջոցով:

Օ՛սման [ոնդրի լարւսՀւե՝։I։րի 'I'j (Д"։ \’) ֆանկցիան ներկտլացնելով հետե՛ 
լալ տեււրով _



О центре изгиба анизотропного составного стержни 63

Т,(Х, У) - Ջւփ,(.ք, у),

•աչււղվու if Հ խնդիրը պա րէք /«ցնհ [ A աթւէոհետե սաանալ էքրվաձ հիՏՈւակսւն 
№քքփ լոէ-ծա.մը: Ալստևղ F4-(\, '*) /' ^րրւ/ո»ն ֆունկցիան է, ф (.ՀՀ )*)“/?՝ "/"ք“ 
մ՛ան ֆսւնկցիան . իսկ Շ ^-ն հաստատուն Լ՜'•

ll՝ ասնավսր դեպջա d‘ чin սւ i/if in՛՝! են <>ր fd n titրււ и/, րաղադրրս], ինչպես 
նաև րարյւ1 ակա պ Լա/նա կան կտրւքածր ունեցող ան ի դ ո տ րո պ րաղսպրչալ ձո­
ղերի ծոման կեն տ րոնն ե ր ր հաչվեր!! համար րանաձեեր:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

К. С. КАРАПЕТЯН

ВЛИЯНИЕ ВЛАЖНОСТИ СРЕДЫ НА ПОЛЗУЧЕСТЬ БЕТОНА

В работе приводятся результаты исследования влияния влажное՜ 
среды на ползучесть бетона при сжатии и растяжении.

Опыты были поставлены над бетоном, приготовленным на песке
и щебне из вулканического шлака Авапского месторождения (г. Ере­
ван). В качестве вяжущего был применен пуццолановый портландце 
мент Араратского завода активностью 471 кг.'см2. Состав бетона ш 
весу 1 : 2, 51: 2,65, В Ц 1.18

Испытывались призматические образцы и восьмерки сечение» 
ЮХЮ с'.и. Высота призм составляла 40 и 60 см. я восьмерок—60 сд 
Образны бетонировались в металлических формах, r горизонтальном 
положении.

Образны освобождались от форм через 48 часов. после чего
50% хранились в обычных, а 50" 0 во влажных условиях. Образны, 
хранившиеся в обычных условиях, были как изолированные, так и 
без изоляции. Изоляция наружной поверхности образцов с целью 
исключения испарения воды из бетона осуществлялась непосредственно 
после освобождения их от форм путем нанесения нескольких слоев 
расплавленного парафина.

Призматические образцы и восьмерки высотой 60 см были нагру­
жены длительной нагрузкой в возрасте 28 дней. Напряженке во всех 
призмах составляло 30 кг:см\ а в восьмерках — 4 кг/с.и*. Под дли­
тельную нагрузку были установлены 9 призм и 9 восьмерок. Пара.՝.- 
дельно на 6 призмах и 9 восьмерках определялись объемные де 
нации бетона.

В процессе гантельных опытов в помещении обычного хранения 
температура 7 — 18 : 5'С, а относительная влажность /Հ= 66 11“1Й. 
В помещении влажного хранения Г = 20 4 С, а Р 90 6%.

Для изучения влияния влажности среды на прочно՛ гь и дефОЙ 
мативность бетона при сжатии и растяжении были испытаны 
также кубики, призмы и восьмерки. Испытание призм высотой -10 см 
производилось ступенчатым нагружением образцов и выдержкой по; 
каждой ступенью нагрузки в течение одно։) минуты. Каждая етупев'1 
нагрузки составляла примерно 0,1 Восьмерки испытывались бе 
выдержки.

1,ля изучения влияния испарения воды из бетона на ползучесть
через 107 и 105 дней длительного нагружения изоляции одной призмы
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с՝:

нения.

։ <

и одной восьмерки были сняты. Соответственно были сняты изоляции 
и незагруженных образцов.

В табл. 1 приведены прочностные показатели бетона при сжатии.

Таблица !
Влияние влажности среды на прочность бетона при сжатии

что влажность

Условия хранения
R в л г r.w3 
в возрасте

/?пР. и л-г г../3 
в возрасте

«ПР.
д,- в возрасте

1 нес. 3 мес. 1 мес. 3 мес. 1 .мес. 3 мес.

тоычное без изоляции • • • J09 74 82 0.68 —

Важное без изоляции .... 126 178 88 140 0.59 0.79
Обычное с изоляцией .... 132 198 87 132 0,66 0.67

среды оказываетНа основании таблицы 
существенное влияние на
I &

замечаем.
начальную

20 40 80 80 /00 /20 /40֊

I 4иг. 1. Влияние влажности среды на де- 
I формации бетона при сжатии: /—об­

разны неизолированные обычного хра-
образны

■влажного хранения.
нен.чолнроианныс

.У — образцы изоли­
рованные обычного хранения.

прочность и на интенсивность 
нарастания прочности бетона 
во времени. Чем меньше 
влажность среды, тем меньше 
как начальная прочность бе­
тона, так и дальнейшее ее 
нарастание.

На фиг. 1 приведены кри­
вые деформаций бетона, а в 
табл. 2 значения модулей де­
формаций для различных ус­
ловий хранения, которые дают 
ясное представление о влиянии 
влажности среды на деформа- 
тивность бетона.

Из фиг. 1 нетрудно за­
метить, что деформации не­
изолированных образцов, ко­
торые хранились в обычных 
условиях, во времени возрасти.

На фиг. 2 представлены 
кривые ползучести бетона при 
сжатии для трех режимов хра­
нения. Наибольшие деформа­
ции соответствуют неизолиро­
ванным образцам, хранившимся 
в обычных условиях,а наимень­
шие изолированным, хранив­
шимся в тех же условиях.

Ползучесть неизолированных образцов влажного хранения несколько 
больше ползучести изолированных образцов обычного хранения.
allnwnio АН. серии физ.-uar. наук, 3
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Таблица 2
Влияние влажности среды на модуль деформации бетона при сжатии

Условии хранения

Модуль деформации бетона при окатив по касательной 
в Т1см: и возрасте

1 месяца 3 м е с я ц с в

- - н з = 30 
кг՝см:

5 60
Kt;CAtZ ’-° •5 = 30 

кг/c.ir
5 = 60 
кг см՝

: 90. 
кг‘С.и:

Обычное без изоляции 145 17 106 54 14 —

Влажное без изоляции 168 94 42 211 153 104 53
Обычное с изоляцией 192 104 43 246 170 122 63

Таким образом, 
уменьшается.

с увеличением влажности среды ползучесть

Фиг. 2. Влияние влажности сред.'-: на ползучее:в бетона 
при сжатии: /—образцы неизолированные обычного 
хранения, 2—образны нензолиррванн'-е влажного хра­
нений, ձ”—образцы изолированные обычного хранения.

Согласно фиг. 2 при обычном хранении отношение деформаций 
ползучести неизолированных и изолированных образцов в конце опы- 
тов составляет 3,5.

Эти исследования еще раз пока .ывают какую важную роль иг­
рают капиллярные натяжения в порах бетона в ползучести бетона 
при сжатии |1, 2]. Для ясности более детально рассмотрим наши 
опытные данные.

'՛ ; 5л. I призменные прочности соответствуют призмам высотой 
։՛) •’ч, .1 ползучесть определялась на призмах высотой 60 см. Несмотря 
на эго. мы воспользуемся ими для некоторого качественного анализа, 
наших опытов ползучести бетона.

Как уже указывалось, напряжение в длительно нагруженных 
призмах Составляло 30 кг см՝. Исходя и?, данных табл. 1, относитель­
ные напряжения в неизолированных и изолированных образцах, хра­
нившихся в обычных условиях, н в неизолированных образцах, хра­
нившихся во влажных условиях, в момент длительного нагружения. 
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соответственно составлял» 0,41; 0,31 и 0,34, а спустя 2 месяца (при 
возрасте, бетона 3 месяца) — 0.37: 0,21 и 0,23.

Таким образом, в момент нагружения относительное напряжение 
^изолированных образцах, хранившихся я обычных условиях, на 

21%было больше, чем в изолированных образцах, а спустя 2 месяца— 
на 62%. Между тем при длительности нагружения 2 месяца ползу- 
адсть неизолированных призм в 4 раза больше ползучести изолиро­
ванных призм (фиг. 2).

Поскольку разница относительных напряжений была незначите.ш- 
нон, это не могло принести к столь большой разнице деформации. 
Поэтому, несомненно, большие деформации неизолированных образ­
цов обусловлены действием капиллярных натяжений в порах бетона 

Йагодаря испарению воды [2]. То. что роль капиллярных явлении в 
■ ползучести бетона при сжатии весьма существенна, подтверждают 
■опыты и над темп изолированными образцами, изоляция которых 
тыла снята на 107 день после нагружения. Результаты этих опытов 
■Приведены на фиг. 3, откуда нетрудно заметить, что дальнейшая пол- 
■«учесть бетона с момента снятия изоляции составляет 0.61 ил/.и, что 
|:в 1.5 раза больше ползучести изолированных образцов за 315 дней. 
|. Разница деформаций несомненно была бы еще больше, если бы приз- 
I иенные прочности в момент длительного нагружения и снятия нзоля- 
■ дни были бы равными.

Фиг. 3. Влияние испарения полы из бетона вл ползу­
честь при сжатии: /—образцы изолированные обыч­
ного хранения, /'—образец, изоляция которого была 

удалена через 107 дней.

Ползучесть призмы после снятия изоляции составляет 0,61 
изолированной призмы— 0,12 л.и л/. Столь большая разница дефор­

маций ползучести обусловлена действием капиллярных натяжений в 
юрах бетона благодаря испарению воды после снятия изоляции.

С момента снятия изоляции в иенагруженной призме наблюда­
юсь интенсивная усадка, что в свою очередь указывает на ту важ­
ную роль, которую играют капиллярные явления н усадке бетона.
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Эти опытные данные мы не приводим, так как этот вопрос подробно 
рассмотрен в работе |3|.

В таблице 3 приведены прочностные показатели бетона на растя* 
жение.

Таблица 3
Влияние влажности среды на прочность бетона при растяжении

Условия хранения
/? и кг/с.it'- 
ii возрасте

А*р в «г/сч? 
в возрасте

*р
-д,— в возрасте

1 мес. 3 мес. 1 мес. 3 мес. 1 мес. 3 нес.

Обычное без итоляцни • - • 109 ֊ 9.3 «.1 0.085 — 1

Влажное без изоляции • - - • 126 178 12,0 Н.1 0,095 0.079
Обычное с изоляцией .... 132 198 п.з 22,0 0.085 0.111

Как видно из табл.հ , с увеличением влажности с реды пр
1 

очность
бетона на растяжение увеличивается. Наибольшее нарастание проч­
ности бетона во времени имеет 
место в изолированных об­
разцах. 3 случае же неизоли­
рованных образцов при обыч­
ном хранении, наоборот, на­
блюдается даже некоторый 
спад прочности.

На фиг. 4 приведены кри­
вые деформации бетона при 
растяжении для различных 
условий хранения. Кривые 
деформаций по отношению 
друг к Другу расположились 
точно так, как это имело 
место при сжатии (фиг. 1).

В табл. 4 приведены зна­
чения модулей деформа цнй 
бетона при растяжении.

На фиг. 5 представлены 
кривые ползучести при растя­
жении. Н в этом случае наи­
большая ползучесть соответ­
ствует тем неизолированным 

Фиг. 4. Влияние влажности среды на де­
формации бетона при растяжении: / — об­
разцы неизолированные обычного хране­
ния. 2 образны неизолированные влаж­
ного хранения. 3 образцы изолирован­

ные обычного хранения.

образцам, которые хранились 
в обычных условиях. Что ка­
сается ползучести неизолиро­
ванных образцов, хранившихся 
во влажных условиях, и ползу­
чести изолированных образцов,
то они до длительности загружения 210 дней практически одинаков» и 
только в конце опытов деформации в первом случае на 25% больше.
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Влияние влажности среды на модуль деформации бетона при растяжении

Моду, ь деформации бетона но кгслтслы'.ой в Г т.н1 
в возрасте

Таблица 4

Условия хранения 1 месяца С м е с я и е и

о
 II о_

’Г3.
кг!с аг

= -б
кг саг

■ 9
кг саг 5 = О 7 = 3 

кг т.н3
г 6 

къ/саг
9

кг саг

Обычное без изоляции
I 121

103 86 71 114 те 48
Ыж'ное без изоляции 156 138 121 105 170 149 129 111
Обычное с тол я иней 1 155 138 121 105 197 193 188

Рассмотрение фиг. .5 показывает, что и при растяжении влияние 
важности среды на ползучесть бетона весьма существенно. Однако, 
как будет показано, это влияние уже не связано с действием капил­
лярных сил, а имеет совсем другую причину.

Фиг. 5. Влияние влажности среды ил ползучесть бе­
тона при растяжении: / образцы неизолированные 
обычного хранения. 2~ образны неизолированные 
влажного хранения. 3 образцы нзолироианные обыч­

ного хранения.

В длительно нагруженных восьмерках напряжение составляло 
4 кг1см-. Тогда, исходя из данных табл. 3, относительные напряжения 
з неизолированных и изолированных образцах, хранившихся в обыч­
ных условиях, и в неизолированных образцах влажного хранения в 
момент нагружения соответственно составляли 0,43: 0.35 и 0.33, а 
спустя 2 месяца 0,49; 0,18 и 0,28. Эти цифры показывают, что в мо­
мент нагружения относительное напряжение в неизолированных об­
разцах обычного хранения в 1,23 раза, а при длительности нагруже- 
ция 2 месяца в 2,7 раза было больше, чем в изолированных образцах. 

'Отношение же деформаций ползучести этих образцов при длитель- 
Iijdcth нагружения 2 месяца составляет 2.54.

Таким образом, деформации ползучести развивались почти про- 
г рционально относительным напряжениям. Последнее говорит о том. 
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что при разной влажности среды одной из основных причин, приво. 
щей к разным деформациям ползучести бетона при растяжении, яв­
ляется неодинаковое изменение прочности бетона во времени н в 
связи с этим неодинаковые относительные напряжения.

На основании этих опытов еще раз можно утверждать, что ли­
нейная ползучест։, бетона при сжатии п основном являете^ следствием 
как вязкости гелевой структурной составляющей цементного камня, 
так и капиллярных явлений.

Пр։։ растяжении ползучесть бетона в основном является след-

Фиг. С*. Влияние испарения вбды и ւ бетона на ползу­
честь при растяжении: /—образцы наолнрбвйнныё 
обычного хранения. /’ — образен, изоляция которого 

была удалена через 105 дней.

На фиг. 6 приведена кривая ползучести изолированных восьме­
рок и кривая ползучести той изолированной восьмерки, изоляция ко­
торой была снята спустя 105 дней после нагружения. Как видно, л 
при растяжении после снятия изоляции ползучесть значительна. Од­
нако, в этом случае деформации начинают интенсивно развиваться не 
сразу, а только спустя -15 дней после снятия изоляции.

Незначительная деформация сразу после снятия изоляции еще 
роз указывает на то, что капиллярные явления не играют роли в пол­
зучести бетона при растяжении. Это гак, потому что в противном 
случае ползучесть развивалась бы интенсивно сразу же после снятия 
изоляции. Интенсивное развитие деформаций ползучести спустя 
45 дней после снятия изоляции несомненно имеет другую причину 
и очевидно связано с изменением прочности и модуля деформации 
бетона в связи с потерей воды. В наших многолетних исследованиях 
часто наблюдалось такое явление, когда прочность и модуль дефор­
мации бетона после некоторого нарастания во времени в дальнейщ!
падают. Э։о имеет место когда бетон твердеетв тех случаях, в среде
с низкой влажностью. Нарастание прочности и модуля деформ: 
бетона во времени тем меньше, а дальнейший их спад гем болыи 
чем меньше влажность среды. Причем спад прочности и модуля д 
формации бетона более существенен при растяжении, чем при ежат։
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Как видно из табл. 3, прочность бетона на растяжение, при
ычвом хранении, н грех месячном возрасте уже получилась меньше, 
м в месячном возрасте. С падением прочности падает и модуль де- 
фмадии бетона (табл. 4).

На основании фиг. 6 ползучесть изолированного образца после 
:нягия изоляции в 6.5 раза больше, чем ползучесть изолированных 
образцов за тот же период времени. Такая большая разница деформаций 
является следствием падения прочности и модуля деформации бетона 
благодаря испарению воды с .момента снятия изоляции. Падение проч­
асти бетона приводит к увеличению относительного напряжения и 
ем самым к увеличению деформаций ползучести. Падение же модуля 
^формаций приводит к увеличению упругих деформаций бетона под 
ействием неизменной длительной нагрузки.

Следовательно, деформации изолированного образца после снятия
юлянии частично включают в себе и упругие деформации, которые 
ретерпеваст бетон во времени по мере падения модуля деформации.

Все то, к чему приводит падение прочности и модуля деформа- 
ии бетона при длительном растяжении, имеет место и при сжатии, 
щнако, как уже указывалось, падение прочности и модуля деформа­

ции бетона на сжатие относительно меньше, а поэтому после снятия
аоляцни развивающиеся деформации ползучести в основном обуслов­
лены капиллярными явлениями вследствие испарения воды.

На основании проведенных исследований могут быть сделаны 
ледуюшие выводы.

I. Влажность среды оказывает существенное влияние на проч­
есть и модуль деформации бетона при сжатии и растяжении. С 
меныцением влажности прочность и модуль деформации бетона 
меньшаются.

2. Влажность среды оказывает существенное влияние на ползу­
честь бетона при сжатии и растяжении. С уменьшением влажности 
олз;.честь возрастает.

3. Характер влияния влажности среды'па ползучесть бетона при 
жатии и растяжении в корне отличается.

При сжатии под действием внешней нагрузки диаметр капилляров 
етона уменьшается, а капиллярное натяжение увеличивается. Уве- 
нчение капиллярного натяжения приводит к интенсификации дефор- 
’ацин ползучести, причем тем больше, чем меньше влажность среды.

При растяжении имеет место обратное явление, то есть унели- 
!ние диаметра капилляров и как следствие этого уменьшение калил-

мирного натяжения.
НИЙ в ползучести бетона

Поэтому в этим случае роль капиллярных явле
стирается.«-и ползучесть в основном прота­

ют за счет вязкости цементного геля.
Влияние влажности среды на ползучесть бетона при растяжении 

^основном обусловлено тем. что нарастание прочности бетона во 
ремени в условиях разной влажности различна. Это обстоятельство 
бусловливает разные относительные напряжения в длительно narpv- 
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женном бетоне и тем самым разные деформации ползучести. Причем 
чем меньше влажность среды, тем меньше нарастание прочности бе­
тона во времени, больше относительное напряжение и больше ползу­
честь. Сказанное имеет место и при сжатии, однако при этом влияние 
влажности среды на прочность бетона относительно меньше, л поэтому 
и меньше ползучесть, обусловленная изменением относительного 
напряжения.

4. Линейная ползучесть бетона при сжатии в основном является 
следствием вязкости гелевой структурной составляющей цементного 
камня и капиллярных явлении, а нелинейная ползучесть еще и след­
ствием появления и развития микротрещин в бетоне. Чем меньше 
влажность среды, гем большую долю общих деформаций ползучести 
составляет та часть ползучести, которая обусловлена капиллярными 
явлениями.

5. Ползучесть бетона при растяжении в основном обусловлена 
вязкостью гелевой структурной составляющей цементного камня.
Институт математики и механики
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Հեէոաղոաա իք/Ոէննհրր ք/ոլյց են տվել. որ սեղմման Հղման դեպքում 
էապեո ուղղում Է բետոնի ամրաիքրււն. ղ.ե1իււր֊ 

il ացիաների մոդուլի հ սողքի վրա։ Խոնավու իք րււն փոքրացման հետ փոքրա­
նամ են րեաոնի ումրա իքքոնն ու դեֆււրմացիանե րքր մոդուլը և մեծանում Լ 
սողքը։

Սեղմման ղեպքա մ, արաաքին րեոի աղղեցա իք լան սււսկ մաղանսինևրի 
inրաifաղիծր փոքրանամ կ, հե տե արար ifաղանոիքալին ումքւրը մեծանամ են- 
որը 1'երում է սողքի ղ ե էի и ր մ ա ւյիանե րի մեծացման, ընդ որում Որքան վաքր 
£ միջավալրի իւոնավա իք քուն ը, այնքան ին ու են и իվ Լ ոողքի ղե ֆ и րմ արիա­
ների աճը։

Աղման ղեոլքրո մ տեղի / ունենում հաքլաոակ երևուլիքր. մ աղան ո /քների 
սւրամաղծի ifեծ uiyniil և, հեւոեարար. մ աղան ո իք ա լին ումհրի փոքրաւյում: 
4.լդ ւղա ւոՀաոո :j il ու դան ո թ ա լին երհա լիքների ա դդե լլո է թ լուն ր փոքր էք ե 
••ոդքր աեղի է ունենում հիւՈւ ականամ ցեմենտի քարի մածոււլիկա թ լան 
հաշվին։

իջ՚՚՚վա լրի [и ոնավու ի}/ան ադդեւրէւ իք րււն ր րեաոնի աւդքի վր՚ս ձդւէ ան 
ղեւդքա մ հիւք՚հակա՚Ոա մ պայմանավորված Լ նրանով, որ սււսրրեր իւոնավէՈ- 
թլան պալմաններու մ րեաոնի աif րաթ;ան ա՜պւ մ ամանակի րնիհո ւ/քւու1 սււսր­
րեր Լ։ !՝նդ որում որքան միջավա/րի խոնավա քմ լանք, աքսքան
վ’ոքր Լ րեաոնի ամրաթլան աճր ե մեծ Հ սոդրր! Ս.(ս երևոէ֊ւթր ւոեդի անի
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սեղմման դեպքում, սակայն ա['1 ադդե ւրս (J լանր փոքր է, քանի որ 
սեղմման դեպքում, երր մ իհ^աէքա քրի խոնափո fJ քունը փոքր է՛ սոդքր հիմնա֊ 
անում պա րքանափ։ րւ]տծ Լ if ա դան ո[d ալին հ րևուքի1նե րով։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕЕ

М. М. .МАРТИРОСЯН 

05 УЧЕТЕ ВЛИЯНИЯ ОРИЕНТАЦИИ ОБРАЗЦА НА 
ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ НАПРЯЖЕНИЯМИ И ДЕФОРМАЦИЯМИ 

ПОЛЗУЧЕСТИ СТЕКЛОПЛАСТИКА СВАМ

Как было отмечено в работах [1,2. 3], деформации ползучее! 
ориентированных стеклопластиков, помимо величины напряжени 
длительности действия нагрузки, температуры, влажности, завис: 
также от орненгаг.ии образна, то есть от направления армирующий 
волокон. Было показано, что для данного соотношения волокон су 
шествует определенная плоскость наименьшей жесткости стеклопла 
стика. При прочих равных условиях деформация ползучести тем боль 
ше, чем меньше угол, образованный между направлением деформ 
рования и нормалью к плоскости наименьшей жесткости. Поэто: 
при построении теории ползучести стеклопластиков следует осу тес 
вить экспериментальные и теоретические исследования, учитывающ® 
влияние ориентации волокон материала.

В работе [3| на основании экспериментальных исследований на­
ми уже было отмечено, что имеется линейная зависимость между 
напряжениями и деформациями ползучести при растяжении образцов 
СВАМ 1:1 в направлении волокон. Однаксч сравнительно большие 
ступени напряжении (недостаточное количество опытов) не позволили 
определить эту зависимость при других ориентациях.

В настоящей работе, на основе результатов сравнительно мно­
гочисленных опытов, вопрос о зависимости между напряжениями и 
деформациями ползучести стеклопластика СВАМ 1:1 количественно 
решается при разных ориентациях стекловолокон.

Материалом исследования служил СВАМ на связующем БФ—4 
с соотношением волокон 1:1. Образны имели форму и размеры сог­
ласно ГОСТ 4649—55*  и были изготовлены из пятпмиллимстровых 
листов путем механической обработки с применением охлаждающей 
жидкости (эмульсин). Образцы вырезались в 5-и направлениях и со­
ставляли с основным направлением (то есть с направлением волокон)՛ 
углы 0; 22.5; 45; 67.5 и 90 . Испытания проводились на двухрычажных 

* Форма образца удовлетворительна для испытания н направлении волокон. 
При тругн.х (джентация.х форма и размеры образца требуют дополнительных нгсле-i 
даваний.
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стаковках со 100-кратным увеличением нагрузки. Удлинения измеря­
ясь на баш 4 1 мм механическими тензометрами с точностью 0,01.мм.

1 о4, — нремемпос соиротви.Тенне разрыву при растяжении (крагкоиременные 
шання).

Для установления зависимости между напряжениями и дефор- 
апнями ползучести были выбраны 5 значений относительных напря- 
Кннй. Так как при относительном напряжении 0.1 z։;՜ деформации 
есь.ма незначительны, а при 0.7 zh со временем наступае! разруше- 
Йе. были выбраны следующие относительные напряжения—0,2; 0,3; 

0,4; 0,5 и 0,6 Յծ.
Многочисленными опытами, как и следовало ожидать, установ­

ит, что механические свойства стеклопластика СВАМ с соотноше­
нием волкон 1 :1 имеют полную симметрию ио отношению к оси, со­
ставляющую 45 с направлением волокон [4]. Следовательно, углы 
22.5' —67,5 и 0 — 90 в этом смысле эквивалентны. Исходя из этого, 
при выборе углов мы ограничились углами 0 ; 22,5 и 45 , распро- 
траняя, однако, полученные результаты на углы 67,5 и 96°. Таким 
|®азом, образцы испытывал 1сь в 3-х направлениях и в каждом на­
бавлении под 5-ью относительными напряжениями.

В табл. 1 указаны количество загруженных образцов, направяе- 
|ия и величины относительных напряжений.

Количество образцов меньше 3-х. загруженных при относитель­
ных напряжениях 0,2 и 0.3 zt). оправдывается тем, что при низких
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6,4 0.2 о
9,6 0.3 2

0 32,0 12.6 0.4 3
16.0 0,5 3
19,2 и.6 3
3.05 П.2 '>
4.6 0.3 2

22,5 15,3 6.1 0.4 3
7.6 0.5 3
9.2 0.6 3

1Л 0.2 շ
2.75
3.67

0.3 •>
45 9,2 0.4 5

4.6 0.5 3
5.5 0.6 3

На фиг. I, 2. 3 приведены

напряжениях разбросы отсчетов 
отличаются менее, чем на 2%, что, 
по нашему мнению, вполне прием­
лемо в опытах на ползучесть.

Загруженне образцов произ­
водилось вручную с помощью ма­
ховика червячной передачи, при 
этом нагрузка на образцы переда­
валась постепенно в течение 20— 
—30 сек. Момент полного затру- . 
жепия фиксировался и деформации, 
соответствующие этому моменту, 
относились к мгновенным дефор­
мациям |3|. В дальнейшем отсчеты 
по деформации ползучести снима­
лись через каждые 24 '«аса в тече­
ние 20 суток. По средним значе­
ниям отсчетов строились графики 
ползучести.

кривые ползучести при разных ори-
птаниях образцов; Каждая кривая на графике соответствует одному 
Носителвному напряжению.
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Помимо кривых ползучести, на левой стороне фиг. I, 2, 3 по­
строены зависимости относительных напряжений от деформаций пол­
зучести для разных длительностей действия нагрузок <в данном слу­
чае для 5; 10; 15 и 20-дневных длительностей).

Фиг. ւ

Легко заметить из графиков, что эта зависимость имеет различ­
ный характер для образцов с разными ориентациями.

При ориентации образцов 0 и 90г зависимость между относи­
тельными напряжениями и деформациями ползучести линейная впр(- 
делах принятой базы времени загружёния (20 дней), то есть имеем 
случай линейной ползучести. Эго говорит о том. что физическая
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шность механизма ползучести 3| образцов в направлении волокон 
। величины относительного напряжения и длительности действия 
грузки не меняется. Совершенно другая картина наблюдается при 
шзучести образцов с ориентациями 22.5 я 15е. В этом случае меж- 

у относительными напряжениями н деформациями ползучести наблю- 
ется иная закономерность, чем в случае нулевой ориентации. Эта 
кономерность выражается тем. что до напряжения 0,2 պ, и выше 
3 а» снизь между относительными напряжениями и деформациями 
Йзучестк подчиняется разным линейным законам.

Такая закономерность строго соответствует механизму ползу- 
гсти образцов, вырезанных под разными углами к направлению во- 
йкои.

Действительно, при ползучести под относительным напряжением 
2 механизм явления в корне отличается от того, который имеет 
есто при высоком уровне относительного напряжения.

Многочисленные опыты показывают, что при разгружен։»։ об- 
13ЦОВ, ползучесть которых проходила под относительным напряже- 
вем до 0,2 з$, происходит обратная ползучесть, и вся деформация 
осстанзвлн чается практически за то время, за какое она была виз-
IHU.

Это говорит о том. что деформации ползучести н этом случае 
меюг упругий характер (упругие мгновенные н высоко эластические) 

м чти эти напряжения нарушения монолитности системы не ны-
ыппют.

Разгружение образцов ненулевой ориентации, ползучесть кото­
рых проходила при высоких уровнях относительных напряжений, но- 
.изывяет, что, кроме упругих деформаций. и этих образцах со време- 
1ем развиваются остаточные деформации. Эти деформации после 
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разгрузки не восстанавливаются даже за очень большое время. Ми
склонны предполагать, что остаточные деформации являются резуль­
татом возникновения трещин в материале и нарушения монолитное?! 
системы стекловолокно—связующее. Так как прямые, характеризую 
щие линейную ползучесть я первой и второй областях, пересекают^ 
в зоне относительных напряжений 0,2 з*  и 0.3 =ծ. было интересно 
иметь картину этого перехода. С этой целью были поставлены опыты 
на ползучесть под напряжением 0,25 =& (см. фиг, 2). Опы гы показали, 
что в этой зоне зависимость между относительными напряжениями и 
деформациями ползучести выражается кривой.

Для описания кривых ползучести, следуя гипотезе упругой? 
зучегр тела [5], воспользуемся выражением

^ = С(Г)/(з), (1)

где 2,г—деформация ползучести,
С(/) — мера ползучести, го есть деформация ползучести в момент.! 

է от воздействия единичного напряжения, 
о — напряжение.
При линейной ползучести, то есть когда связь между относи-:| 

тельными напряжениями и деформациями ползучести линейная, в вы­
ражении (1) ք (?) заменяется с. Таким образом, значение C(t) ա՚| 
случая нулевой ориентации легко можно найти \\л экспериментальных՛ 
кривых ползучести.

Для этого достаточно значения деформации ползучести при дан­
ном напряжении и времени разделить на величину напряжения, т0.| 
есть

С(Л = —- (2)1
с

Если кривые ползучести подобны, то для всего семейства этих 
кривых выражение (2) должно дать единый график функции С (է).

На фиг. 4<? приведен график функции С(/) для образцов с ори­
ентацией 0 и 90'. Как видно из графика, кривая функции C(t) дает 
основание считать кривые ползучести образцов СНАМ 1 :1 нулевой 
ориентации, в пределах принятой базы времени, подобными.

Рассмотрим теперь метод определения C(t) для образцов с ори­
ентациями 22.о՜’ и 45 .

Как было показано выше, зависимое;?։, между относительными 
напряжениями и деформациями ползучести для образцов ненулевой 
ориентации выражается двумя прямых?։։, которые в промежутке 

0,2 < — <0,3 соединяются кривой линией. Естественно, такая за виси*  
б Л

мость значительно осложняет аппроксимацию и может привести к 
большим отклонениям при описании кривых ползучестЪ. Поэтому для 
составления аналитического выражения зависимости между относи­
тельными напряжениями и деформациями ползучести примем следу-
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шую схему. Рассмотрим всю кривую как состоящую из двух нря- 
|ых, пересекающихся в зоне напряжений 0,2 0,3 ;3 (см. фиг. 2 и
՛}• Таким образом, мы получим две области линейной ползучести с 
иумя мерами ползучести.

5 Ю О }0
1им> С а

cubin' у 0'00

• у _ -г* -*-г- ֊Հ-7-

0 S is й

C(tH0J У֊?7 5*
У-Б75* •

4-М 4--------

------------ 1

Вйгм։ է Հ C»t«*։
Фиг. 4.

Мера ползучести для первой линейной области определится так 
о, как для случая ползучести образцов нулевой ориентации,

то есть С(/) = —.
*■ 3

Для второй области понятие меры ползучести в той формули­
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ровке. которая была дана выше, несколько условное. Поэтому.w 
определения меры ползучести необходимо значение деформации по՜ 
зучести разделить на значение напряжения, определенное из уравнс 
ния прямой второй области.

Таким образом, для меры ползучести второй области будем иметь

ОД = (3)
3 ֊ b 

где ծ — расстояние от начала координат до точки пересечения прямой 
с осью относительных напряжений.

Нетрудно заметить, что b меняется во времени (см. фиг 2 и 3).
На фиг. 4 (о) и (с) представлены экспериментальные кривые мер 

ползучести тля вторых областей образцов с ориентациями 22,5' и 45*.  
Кривые построены по формуле (3).

Имея форму кривых функции C(f), мы задались целью подо?] 
брать для нее аналитическое выражение.

Эксперименты показали, что наиболее удачно эти кривые опи­
сываются экспоненциальной функцией.

Следуя 11. X. Арутюняну [5]. для меры ползучести стеклоплас­
тика СВ АМ 1 : 1 положим

C(t) = Со(?) {1 - fa, (9) + ճշ(?) е-^֊-Ա ||, (4)

что при подходящем выборе функций C0(tp), պ(®), ?,(?) и
дает достаточно близкое совпадение с экспериментальными кривыми.

Так как С(0) -0, то из (4) следует, что ау ֊[ = 1.
Насколько удачно выбрано выражение для С(/). можно заклю­

чить из фиг. 5 а, б и с. На этих фигурах сплошными линиями пока­
заны теоретические кривые изменения меры ползучести в зависимости 
от времени ыя образцов с разной ориентацией. Кружочки обозначают 
экспе ри ментальные точ ки.

Для сравнения в табл. 2 приведены значения мер ползучести 
стеклопластика СВЛМ 1 :1 в зависимости от ориентации образцов .ю 
опытным данным и по формуле (4) (в 10 3 мм. для 9 = 22,5'. 45՜ И 
67,5 и в 10 мм для 9 = 0 и 90 ).

Таблица 2

О
ри

ен
­

та
ци

я 
об

ра
зц

а Эксперимент По формуле Значения посгошппд 
ВХОДЯЩИХ п формул/

(4)1 2 5 10 15 20 1 2 5 10 15 20

О2; 90փ 25.2 2b.'J 31.0 33.7 35,4 36,8 19.6
1 

26,932.3 34,7 36,0 36,7
Со —37,6-10՜*  
а։=0,2, zZj-0,8
71 ֊0.119. ъ-Ш

22,5
67.5 12.3 13,0 13.5 14.0 14.5 11.4 .2,7 13,5 14,3 14,7 14,9

ՇՀ =45.2-10՜ 3
а. =0,2. л, 0,8
•а =0.12, 7з=2,4

45е 20,0 22,2 24.7 26,4 27.4 27,9 17.6 22,2 •26.9 27,8 28.1
С„ 28,5-10՜’

-0,25, as = 0,75j 
Л- 0.15 i3 = l,5
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Согласно гипотезе упруго-ползучего тела, из (2) и (3) для де- 
фмации ползучести имеем

(5)

Ф)«<й‘ I у » 7]

J ic ։$ и
5.- мл О СУ I КАЛ

Фиг. 5.

Формула (о) применяется в случае нулевой ориентации образцов 
э = 0' ; 90՜) и для первой линейной области при других ориентациях.

тчи АН серия фиэ.-мат. наук. Х> 3
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Формулой (6) можно пользоваться для второй области ползучести о 
разиов ненулевой ориентации.

Фиг. б.

На фиг- 6. 1, 8 сплошными линиями 
кривые ползучести СВАМ 1 :1 при разных

проведены теоретическ 
ориентациях образцов :й

данным табл. 2. Каждая кривая соответствует одному относительному 
напряжению. Экспериментальные данные обозначены кружочками. Из 
сравнения приведенных результатов можно заключить, что презло-
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է । ււրս։

Фиг. 8.

енные выражения для определения как меры ползучести, так и де- 
ррмации ползучести дают удовлетворительные резхльтаты и могут 
мть применены для практических расчетов.
Институт математики и механики Поступила 1 XII 1954

АН Армянской ССР

Մ. Մ. ՄԱՐՏ1ՓՈՍՅԱՆ

СВЛЛ1 ԱՊԱ1ւԻՊԼԱ11ՏԻԿԻ 111ՐԼՔԻ Կ-ԵՖՈՐՄԱՅԻԱՆԿՐԻ b*l.  ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՄԻՋԵՎ 
Ե՛ԼԱԾ ԿԱԽՎԱԾՈՒԹՅԱՆ ՎՐԱ ՆՄՈՒՇԻ ԿՈՎՄՆՈՐՈՇՄԱՆ

ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՀԱՇՎԱՐԿԻ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ n փ n 1 մ

Հոդված ո։մ ըերվէոծ են СЛ.4.И ապակեպյասաիկի սորլքի դեֆորմացիա- 
նեՐի և յարա մնե րի միջև ևդած կա իոքած ո։ f'J լան 1,քսպերիմենտալհ1ւէոարքոէՈէւ։.- 

կւ>է նների արդ /ու ն քները։
Պարզված է. որ ամ րակըոդ մանրա [<! ե/ի նկա ամամր 0° կամ 90 անկյան 

ւնհրյոդ նմուշների համար л/;/уքի դև ֆ որմացիանե րի և լարումեևրի կապը 
ծւււյին Լ՝ անկախ լարումների մեծաթըոնից (մինչև 0,G C|, ներառյալ)։

0 -ից աարրեր անկյունների դեպոյում ապ կապր արտահայավա մ Հ մի 
՛դավ, որն ունի երկու դոաի, որոնք, կախված լարվածությանից• ենթարկ֊ 

խւ>ք են աարրեր ղծային Օրենքների։ նկարադրհլով CBAM ապակեպլաոտիկի 
դյդւ աոաձդա֊ nnr/քա ւին աև որո թ յան միջո ցով, արված կ րանաձև' սոդքի 
ֆորմացիաներր հաշվեյո։ համար!



К4 М. М. Мартиросян

ЛИТЕРАТУРА

1 Огибалов /7. .47., Ломакин В .1. Механические свойства стеклопллс.иков. Инже­
нерш.!։։ сборник, 30, 1960

2 . Огибалов П. Л1., Тюнеева И. И. О ползучее։։։ СВАМ-а при нормальней'։ -сыиср.։-! 
туре. Вестник Моск, университета, серия мат. и мех., № 2, 1964.

3 Мартиросян .И. Л! о ползучести стеклопластика СВА.М в ранний период после 
изготовления материала. честин АН АрмССР. серна ф։։.։.-.ма наск.. 17. .X  5 
1964.

*

4 . Ашкенази К. Хмилбтропи. механических cbojiciii некоторых cJeMOji.iacniw։ 
ЛДНТП, 1961

•5. Арутюнян Н. X Некоторые вопросы теории пол о-чести. I'ocrexreopu.t.wr, Ms'l 
1952.



Я4 М. М. Мартиросян

ЛИТЕРАТУРА

1 Огибчлов /7. АТ., Ломакин В .՛. .Механические свойства стеклоплас.нков; Hiti 
мерный сборник. 30, I960

2. Огибилов П. Л!.. Тюнеева И. .17. О ползучести СВА.М-а при норма i.aioi't темпе) 
туре. Вестник .Моск, университета, серия мат. я мех., № Լ 1964.

3 Марти рое ян .И. Л! о пол.ту чести стеклопластика СВА.М к ранний перво։ после 
изготовления материала. Известия АН АрмССР. серия физ.-ма:, sravK. 17. №§; 
1964.

4. Ашкенази В. К. Аннаотрокип механических cbojiciii некоторых с:ек,11ш.'|а.стнко| 
ЛДПТГ1, 1961

5. Арутюнян Н. Л՜ Некоторые вопросы теории пол о-чести. Гос тех георил.ыМ.-Л 
1952.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ սառ գիտությունների ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
и 3 в ։ с т и я академии наук армянской с с р

I ֊մաթէմատ «ifitnnipjnu.FiU XVIII. .\"? 3, 196՜ Фюнкомлтемйтнческие науки

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

I
C. Р. МЕСЧЯН

б ДЛИТЕЛЬНОМ СОПРОТИВЛЕНИИ СДВИГУ глинистых 
ГРУНТОВ

Строительной практике известно много случаен внезапного раз- 
ушения земляных сооружений и естественных склонов после долгих 

[«ет их безупречной службы. .Эго весьма распространенное явлен»* 
(ясняется [1,2| понижением прочности глинистых грунтов нследс:- 

влияния ползучести, то есть их длительного деформирования 
действием внешних постоянных нагрузок.

В целях выяснения причин указанного явления как у нас в СССР, 
и за рубежом за последние годы проведены большие работы по 
щдованию длительной прочности (длительного сопротивления 
ну) глинистых грунтов—изменяемости показателей прочности (со- 
гивления сдвигу) в зависимости от продолжительности действия 
гоянной внешней нагрузки. Было установлено, что увеличение 
тель» ости действия постоянной внешней нагрузки может привести 
к понижению [1, 2], так и к повышению [3. 4] прочности грун- 

, То есть были получены явно противоречивые результаты, час֊ 
но опровергающие возможность понижения прочности (сопротив- 
ня сдвигу) глинистых грунтов вследствие влияния ползучести.

Поскольку существующие данные о длительной прочности (со­
противлении сдвигу) глинистых грунтов бы.ж противоречивыми, а- из­
меняемость прочности (сопротивления сдвигу) связывалась с увеличе­

нием длительности действия внешней нагрузки, в и,елях уточнения во­
проса, автором настоящих строк, начиная с 1958 г., проводятся иссле­
дования по длительному сопротивлению их сдвигу. Результаты полу­
ченных данных частично были опубликованы ранее [5,6]. Новые дан- 

F. иые, подтверждающие полученные ранее результаты, приводятся 
в этой заметке.

Длительная прочность (сопротивление сдвигу) материалов (грун- 
[՛тов). как известно |7|, определяется испытанием нескольких образ­

цов-близнецов при различных постоянных нагрузках (сжимающих при 
I одноосном и трехосном сжатии, касательных при простом сдвиге, 

срезе), не превышающих их „стандартную*1 (начальную, кратковре­
менную) прочность (сопротивление сдвигу). Для установления харак­
тера изменяемости прочности материала, в зависимости от длител։ - 
пости действия постоянного напряжения /. полученные из длительных
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опытов данные сравниваются со „стандартной" прочностью (сопротив­
лением сдвигу) грунта.

„Стандартная* прочность (сопротивление сдвиг՝, q ։) грунтов и, 
разных лабораториях определяется но разным методам, отличающимся 
друг от друга длительностью разрушения (среза) образцов.

Чтобы выяснить влияние метода опреДетения //.на изменяемость 
сопротивления глинистых грунтов сдвигу в зависимости от длитель­
ности действия постоянных нагрузок, нами было исследовано влияние 
длительности среза на qn?. Результаты испытаний, проведенных на 
приборах одноплоскостного среза, приведены н |5|, а данные, полу­
ченные на приборах кольцевого сдвига |8), излагаются ниже.

Испытаний па приборах кольцевого сдвига проводились на нор­
мально уплотненных образцах-близнецах трех грунтов (табл. I) на­
рушенной структуры, предварительно уплотненных нагрузками ; = 
= 2 кг/ем- и течение 20—30 дней. Высота образцов до уплотнения 
21 после 21 22 им. Повторность опытов—двухкратная.

Таб.нща I

Лаб. № 
грунта Наименование

Удельный 
нес г/см*

iipt
граница 

текучести

дели пластичности
гракнпа пла­
стичности

число пла­
стичности

2-57 Суглинок 2.66 31.3 18.6 12.7 ’
4—57 Глина 2.70 41.2 23.3 1N.0
6—57 Чпсонярскля глина 2.65 59.07 412 37.87

Как и ранее |5|. образцы-близнецы испытывались на срез прило­
жением постоянных ступеней нагрузок через различные интервалы 
времени— 5 сек. I мин, 1 час, 12 часов. Кроме того, образцы-близ­
нецы испытывались по стандартной методике, зафиксированной п 
„Руководстве по лабораторному определению фи зн ко-йе ханичест 
характеристик грунтов при устройстве оснований сооружений" |9], 
имеющей широкое применение л лабораторной практике в СССР.

Отметим, что под стандартным сопротивлением сдвигу, соглас­
но |9|, подразумевается сопротивление, определенное по методике, 
■ри которой каждая последующая тунень нагрузки прикладыва­

ется к образцу aocAt достижения им условной стабилизации ас- 
формации сдвига. За условную стабилизацию деформаций сдвига мй 
принимали скорость сдвига 0.00՜» мм/мин.

В течение всего оныг.т фиксировались как сдвиговые деформа­
ции, так и деформации сжатия (уплотнения). Деформация объема об­
разцов нс превышала 1.5%. поэтому считали, что сдвиг практически 
протекает в условиях постоянного объема. Результаты испытания 
образцОв-близнецов щух грунтов приведены в табл. 2, а суглинка 
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(лаб. № 2—57) на фиг. 1 в виде графика кривой <?пр— длительность 
среза /.

Таблица 2

Режим тагруження
Интервал приложения нагрузок Стандартное

5 сек 1 мин 1 час 12 часов испытание

Л = 24 .и.и, №№
Грунт 4— Г 

опытов 4/657—'
7
/66*., Л!(1р- 18 ха. см

Продолжительность 
fpeaa в мин 1.2 11.5 600 7920 180

Число ступеней на- 
1 грузок 14 14 12/11 11 12/10 11/11
Сопротивление С.18И-

I , л։г.т.н: 1.03 0.82 0.77 0.78 0.77

Грунт 6—57
1: = 21 мм, №Л« опытов 6,635—6/643, Л!ир - Տ кг см

Продолжительное ГЬ 
среза в мин 1 10.5 630 7920 178

Число ступеней ид- 
1 гру.тки 11/12 10/11 11 10 11/11 12/11
Сопротивление слин­

гу. 0.37 0.3-1 0.34 0.35 0.37

Резу льтаты ОПЫТОВ показывают. что увеличение длительности
(уменьшение скорости) среза է приводит к уменьшению сопротивле­
ния сдвигу г/,,,, суглинка и глины на 20—30%. Вместе с тем, увеличе­
ние : практически не влияет на с/Щ։ часовярскОй глины. Причем, как

Фиг, 1.*

из случае испытания грунтов на 'приборах одноплоскостного среза, 
уменьшение ?яр наблюдается на начальном участке кривой 7пр=/(0» 
-о есть при сравнительно кратковременных испытаниях (фиг. 1). При 
дальнейшем увеличении / </п;. практически остается постоянным.
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Наиболее интересным является то, что изменяемость </пр. в зави­
симости от /. практически заканчивается в пределах времени, необ­
ходимых для испытания образков по стандартной методике |9). 
Именно поэтому автор выдвинул гипотезу о равенстве стандартного 
сопротивления сдвигу qc. пластичных грунтов длительному сопро­
тивлению сдвигу q, |5, 8]. Некоторые данные, подтверждающие 
правильность указанной гипотезы, приведены а [6|, новые—приво­
дятся ниже.

Отметим, что результаты, аналогичные приведенным выш«-. ранее 
получены Бьеррумом. Симонсом, Тарблебом [10| и Я. .1. Коганом 
и А. Н. Чухровой |11|. По их опытам понижение сопротивления 
грунтов сдвигу нарушенной и ненарушенной структуры также прак­
тически прекращается при продолжительности разрушения (одноосное 
сжатие) и среза 100—180 минут, то есть в обычных пределах дли­
тельности стандартных испытаний. Понижение прочности при увели­
чении длительности разрушения цилиндрических образцов установле­
но также М. Н. Гольдштейном и С. С. Бабицкой |2|. Но. к сожале­
нию, по приведенным их данным в [2| невозможно судить о характере 
изменяемости прочности в зависимости от режима загруженяя.

Чем же можно объяснить понижение прочности (сопротивления 
сдвигу) глинистых грунтов io ocr (q ) при увеличении длительности 
разрушения (среза) образцов?

М. Н. Гольдштейном [ 12| (1957), С. С. Вяловым |13| (1959), 
С. Г.. Могилевской J14) (1961) и др. установлено. что разрушение 
образцов грунта насту пае г при какой-то, постоянной для него, отно­
сительной деформации. Если это так, то очевидно, что чем меньше 
длительность разрушения, гем меньше возможность проявления де­
формации ползучести, и поэтому для достижения предельной дефор­
мации сдвига потребуется приложить больше ступеней нагрузок. При 
увеличении дли дельности опыта наблюдается обратная картина. А эго 
значит, что понижение прочности (сопротивления сдвигу) обусловлено 
накоплением деформации ползучести и достижением -.редельной де­
формации 71|:. при напряжениях, меньших кратковременной прочности 
грунта.

Деформация сдвига сопровождается разрушением структуры грун­
та. Поэтому и скорость накопления деформации и понижение проч­
ности (сопротивления сдвигу) зависят от прочности структурных свя­
зей и скорости их разрушения. Чем больше структурная прочность 
грунта и меньше скорость разрушения структурных связей, тем боль­
ше понижение его прочности при увеличении длительности среза, и 
наоборот. Увеличение длительности разрушения (среза) способствует 
увеличению количества разрушенных связей и разупрочнения» 
грунта.

Дальнейшее увеличение длительности испытания (среза) и рез­
кое уменьшение скоростей деформации грунта, обладающего к основ­
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ном водноколлоидальными связями, приводит к его упрочнению 
вследствие тиксотропии, лучшей упаковки в ориентации частиц [6] и 
образования более прочных структурных связей. .Этому способствует 
также уплотнение грунта, правда, небольшое, в процессе сдвига 
В условиях сложною напряженного состояния. Грунты, преимущест­
венно обладающие жесткими цементационными связями, при увели­
чении длительности опыта нс упрочняются, поскольку разрушение 
указанных связей имеет необратимый характер.

Теперь познакомимся с результатами исследования длительного 
\ сопротивления сдвигу, проведенного (в соответствии с методикой, 
изложенной в [б|) для проверки гипотезы автора о равенстве </лл 
(о, 8| и определения влияния длительности действия постоянной 
•внешней нагрузки на сопротивление слегка переуплотненных грунтов 
сдвигу,

С указанной выше целью испытаны диатомитовый грунт (нару­
шенная структура), глина из Ереванской ГЭС (нарушенная структура) 
и глина неокома из Саратовской ГЭС (нарушенная и ненарушенная 
структура». Опыты проводились на приборах одноплоскостного среза 
и кольцевого сдвига. Повторность опытов двухкратная.

I. На приборах одноплоскостного среза испытаны диатомитовый 
грунт (лаб. № 5 57) и глина неокомп (лаб. № 8—63). Как и ранее 

j [б], для определения влияния длительности действия постоянной 
1 внешней нагрузки на </Г1. плотных и достаточно прочных грунтов, 

перед испытанием образцы-близнецы нарушенной структуры подвер­
гались четырех (гр. V-5—57) и восмимесячному (гр. №8—63) пред­
варительному уплотнению пол ՜ 8 k։'cmz. Испытания на сдвиг про­
водились при з = 4 к г/см-.

Методика приготовления образцов-близнецов нарушенной струк­
туры и условия проведения опытов прежние [6].

Стандартное сопротивление сдвигу (<Լ.ք) определялось по изло­
женной выше стандартной, методике (7|, а испытание на ползучесть 
при двух значениях касательных напряжений 0.8 и 0.9 от qn. Ско­
рости нарастания касательных напряжений при испытании образцов 
ни ползучесть равнялись скоростям загруженкя при определении q ..

Сведения об основных физических свойствах образцов до и пос- 
Ж испытания приведены в табл. 3.

Выдерживание образцов-близнецов пол нагрузками q -- 0.8 и 0.9 
°' 9СТ в течение 120 и .35 диен ие-привели к их срезу, поэтому, что- 
'бы определить их сопротивление сдвигу (после испытания на ползу­
честь). они были доведены до среза по той же методике стандартного 
'испытания. Результаты испытания образцов сведены в табл. -I.

Чанные, приведенные в табл. 4. показывают, что после опыта на 
ползучесть сопротивление сдвигу переуплотненных руитов нарушен- 
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ноя структуры г/|ф но сравнению с дс։ или остается без изменена: 
или же несколько увеличивается (</որ/Վ =1.08—1.15).

Влажность в *,6 |ОбъемныЙзесг.с.и3 ((редел пласгич
Таблица ■:!

Таблица 4

5 -57
диатомитовый 

грунт 56.3 •11.5 39.5 1.72 58.1 32.21

8-61 |.|ппа неокома 67.1 33.8 34.6 1.82 1.83 69.9 з4*Я

Сопротивление сдвигу </(Г
после испытания ла дднгс.п.ио сплог-'Количество Продолжи .

<7tr шшмчесть при....... . ............. I____________ ценных образно» испытанных кость опыта на 
os 1(, t) оуlf_______ кг!слг образной ползучесть, дней

1|>. 5—57 Ц.груктура нарушенная |
5>глч —8 Հ'Հ՚'ք-,,:՛ Պա։ւ=4 Л՜-’с-*'՜՝. опытов 5/965—5'971

3.0 3.14 3.14 — 7 1Չ0

4«Р Հ-ր ’-°5 — -
‘ ■ Л 1гр. 8—63 (структура нарушенная)

-н , 8 кг, саг, 3( и 4 кг елг. №№ опытов 8 972—8 97$

1.62 1.75 1.87 1.62 7 35
Mo 1.0S 1.15 1.0

Испытание на длительное сопротивление сдвигу глины нёдкома 
ненарушенной структуры выполнялось по изложенной выше методике. 
Образцы имели высоту 15 ч.и. До испытания на сдвиг они в течение 
36 дней выдерживались иод предварительно уплотняющей нагрузкой 
'֊- кг'<՝1г. Под этой же нагрузкой выполнялось испытание на сдвиг. 
Повторность опытов двухкратная. Всего были испытано семь образ­
цов. Из них два по стандартной методике, два под напряжением 
9 = 0.8 </ , два - </ = 0.9 <7С, и один образец был оставлен под 
уплотняющей нагрузкой = = 2 к? с.и-՛ для испытания на срез поен 
окончания опытов на ползучесть.

В отличие от предыдущего случая, здесь по одном) из образов 
загруженных </ = 0.8 и 0.9 от հ,. разрушились (срезались) через 2- 
■ 3 часа после их загружения и показали сопротивление сдвигу 
(/պՀ- 1.25 и 1.37 А'г.'с.к2 соответственно. Остальные образцы под ука= 
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энными нагрузками нс разрушились, поэтому после опыта на ползу- 
[есть были доведены до среза.

Результаты указанных опытов приведены в табл. 5.

гр. 8—63 (структура ненарушенная։

Таблица 5

£ 1 X

। 1опротин.։еннс с ։ниւ у 
после испытания на 

ползучес п, при
</пр дли ге.п.по 
уплотнённого об­

раз։ ւ;։ кг см'-

К ։».։։ւ честно 
Щ'ПЫТЛННЫХ 
Образцов, 

пнук

Продолжитель­
ность опыта на 
пол ։учесть, дней<?-0.S«7cr <7=0,9<7ст

Чанные, приведенные в

л 15 .¥.։/. -нлч 2 =й011-2 кг см-. №№ опытов 8 627—8.633

1.5 1.5 I 1-s" I 1.75 5 НО-149

hip՛ ¥6 1.0 1.W — —

табл. 5, показывают, чго те Обратны,
которые нс разрушились при у — 0.8 и 0.9 </,. показали повышение
опротивления сдвигу после опыта па ползучесть.

Поскольку вырезка образцов грунта ненарушенной структуры 
есткон консистенции была связана с определенными трудностями, 
втор склонен думать, что как „повышение*1 сопротивления сдвигу 
теле опыта из ползучесть, так и „разрушение1* образцов при у—U.S 
I 0.9 от с;сг в значительной степени обусловлены образованием микро

и макротрешин в них по время их вырезки. А это значит, что к ре 
зультатам испытания грунтов жесткой консистенции (в частности гли­
ны неокома) ненарушенной с груктуры надо относиться очень осто-
южно, ибо процесс вырезки образцов сопровождается образованием
ретин в них и их разупрочнением.

2. На приборах кольцевого сдвига „Гидропроектя*, подвергнутых 
[«большой переделке |к], были испытаны образцы-близнецы из глины 
йии. № У—63) нарушенной структуры в двух различных его началь­

ных состояниях плотности- влажности.
Изготовление серин образцов-близнецов двух различных состо­

яний выполнялось предварительным уплотнением грунтовой пасты 
нагрузками 5 = 2 и 4 кг/г.»г. с последующей разгрузкой до с = 1 и 
ւ кг;см' соответственно. Испытания из ползучесть выполнялись при 
тех же нормальных нагрузках.

В каждой серии испытывались по 11-15 образцов-близнецов при 
постоянных касательных напряжениях </ = 0.1. 0.3. 0.5, 0.7 и 0.9 от 
у.,. Стандартное сопротивление сдвигу (։/. т) определялось испытанием 
2х—Зх образцов-близнецов. Как и в описанных выше случаях. ско- 
рчсть приложения касательных напряжений полностью соответствовала 
загружен։։ ю образцов при определении </
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Чанные о физических свойствах серий образцов-близнецов до и 
после опыта на ползучест-., приведены в табл. 6.

Таблица б
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42.4 24.4

Как и при испытании образцов на гриборах одноплоскостного 
среза, так и в рассматриваемом случае опыты на ползучесть при на­
пряжениях не привели к разрушению (срезу) образцов. По­
этому, как и ранее, после опыта на ползучесть образцы были дове­
дены до среза по методике стандартного испытания. Полученные дан­
ные приведены в табл. 7.

7u(7.iu/<d 7

'ձ.
К2. c.ir

Сопротивление сдвигу 
после длительного опы­
та на ползу честь при

'/пр Длительно 
уплотненных, НО 
не испытанных 

на ползучесть об 
раЗЦОВ ՀՀՀ.<ք:

Продолжи! иль­
ное 1Ь претя ри­
гельного уплот­

нения. шей

Продолжи- 
ге.н.носгь 

ползучести, 
дней"'1 <’.7 Ч <№ Чет

'II.•՛. - л С.«/:. 5К0|1 1 К

0.38 0.43 0.55 — 37 30
'/нр 1.26 1.45 — —• — fl

-И.1Ч ~ 4 С«։. Зх<„1 2 кг(см2

0.77 0.89 0.98 0.77 67 72

'/пр '/a 1.15 1.27 1.1) — —

В табл. 4, 5 и 7 приведены также данные (четвертая колонка) 
о сопротивлении сдвигу образцов, выдержанных под уплотняющим;; 
нагрузками в течение всего опыта на сдвиг, но не испытанных на 
ползучесть. Как и ранее |б|. эти испытания выполнены для установ­
ления влияния уплотнения и тиксотропного упрочнения в процессе 
ползучести на сопротивление грунта сдвигу.

Анализ полученных результатов и данных, приведенных в таб­
лицах 4 и 7. показывает:

1) независимо от вида пластичного грунта, «го состояния к на­
чалу опыта и приборок испытания, испытание ни по.глучеешь при 
напряжениях не приводит к их разрушению (срезу). Наоборот. 



О длительном солрсггпвленкн сдвигу глинистых грунтов 93

испытание на ползучесть в большинстве случаев приводи г к сущест­
венному упрочнению грунта;

2) чем больше плотность и меньше влажность грунта, тем мень­
ше его упрочнение после ползучести:

3) испытание на ползучесть практически не приводит к измене­
ниям начального объемного веса и влажности грунта. Поэтому повы­
шение сопротивления сдвигу, по сравнению с </1ք« нельзя объяснить 
уплотнением грунта но время опыта па ползучесть;

4> упрочнение грунта нельзя объяснить также его тиксотропным 
упрочнением, поскольку сопротивление сдвигу образцов, не подверг­
нутых испытанию на ползучесть, но выдержанных под уплотняющи­
ми нагрузками в течение всего опыта, практически не изменяется по 
сравнению с qCT\

5) поскольку отсутствуют уплотнение и тиксотропное упрочне­
ние, упрочнение грунта можно объяснить явлениями, связанными с 
деформациями ползучести при сдвиге, переориентацией частиц и об­
разованием более прочных связей между ними в процессе сдвига 16]. 
Завершается ли эта переориентация соединением частиц с частицами, 
имеющими пленки связанной воды наименьшей толщины (места наи­
меньшей блокировки межмолекулярных сил) |15], или же с более 
устойчивым треугольным расположением [1G] и т. л_. трудно сказать, 
ибо этот вопрос окончательно не решен и требует дальнейшего изу­
чения. Однако, очевидно, что упрочнение грунта в рассматриваемом 
случае обусловлено переустройством частиц в процессе сдвига.

Разумеется, сказанное не относится к грунтам преимущественно 
обладающих! жесткими (цементационными) связями. В этом случае, 
ввиду необратимого разрушения указанных связей, упрочнение грунта 
>а сче'1 образования новых связей практически невозможно.

Полученные данные позволяют заключить, что 1) гипотеза автора 
[6,8] о равенстве стандартного сопротивления сдвигу пластичных гли­
нистых грунтов их длительному сопротивлению сдвигу (7С - удл) яв­
ляется правильной; 2)՜.увеличение длительности испытания на ползу­
честь при напряжениях <7<?с: в большинстве случаев приводит к 
повышению сопротивления сдвигу—к повышению прочности грунта.

Эти выводы автора [б, Я] подтверждаются опытами В. В. Жи- 
хович [17],

Используя аналогичную с нашей методику определения и 
изучая влияние длительности действия постоянных касательных на­
пряжений (при 7 — 0.՜ 0.86 </..։, / 25 45 дней) на прочностные
свойства меотической глины ненарушенной структуры одесского по­
бережья (твердой и полутвердой консистенции), В. В. Жихович об­
наружила их упрочнение до 40%. Такие же результаты были поду­
чены А. Казагранде и С. Уилсоном [ 1|, Р. \ефели |3]. Сидом и др. 
[4]. Тролопом и Чэном [16] при испытании искусственно приготовлен- 
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пых образцов (с полным в неполным водонасыщением) па одноосное 
раздавливание при постоянном их объеме.

Возникает вполне законный вопрос: чем же можно объяснить 
понижение прочности грунтов при увеличении длительности ислыт. • 
ния на ползучесть, зафиксированное и ряде других лабораторий лру- 
гимн авторами |1. 2. 12, 16|.

Еще в 1962 г. автор настоящих строк пришел к выводу [6|. что 
указанные результаты, r основном, обусловлены методикой определе­
ния начальной, стандартной прочности (сопротивления сдвигу) гр՛.՛ ■ 
тов. Чтобы убедиться в правильности высказанного положения этот 
вопрос осветим несколько более подробно.

В отличие от принятой в большинстве лабораторий механики 
грунтов научно-исследовательских учреждений и проектных органи­
заций СССР методики, \\. И. Гольдштейн и С. С. Бабицкая [2] .стан՝ 
дарткую* прочность определяют испытанием цилиндрических образ­
цов на одноосное и трехосное сжатие методом ускоренного раздав­
ливания. По указанной методике нагрузки прикладывают к образцу 
равными ступенями через каждые 5 сек. а величина ступени прини­
мается равно։։ 8 10',,, or ожидаемой прочности грунта. Продолжи­
тельность испытания образцов по угон методике менее одной минуты, 
тогда как по стандартной методике ]7| она колеблется в пределах 
1.5—З-.х часов.

За рубежом, независимо от системы испытания (закрытая ила 
открытая), начальная („стандартная") прочность глинистых грунтов, 
в основном, определяется одноосным или трехосным раздавливанием 
цилиндрических образцов при длительности опыта 10—15 мин. [1. 16].

Принимая во внимание результаты приведенных выше опытов по 
исследованию влияния длительности среза на сопротивление грунтов 
сдвигу, нетрудно понять, что полученные указанным методом проч­
ностные характеристики будут всегда выше, чем srr (<? ). Поэтому, 
если за величину начальной („стандартной") прочности принять խ 
(«/уск), то очевидно, что разрушение (срез) образцов произойдет при 
напряжениях Б7<7у£к)- так как в<»^«м<ву -

По данным А. Казагранде и С. Уилсона 11], понижение прочно­
сти грунтов ненарушенной структуры, вследствие ползучести (при 
различной степени их водонасыщенностн и консистенции от мягко 
пластической до пол . твердой), колеблется в пределах 20 60%. Ана­
логичные опыты Д. Тролопа и К. Чэна |16| показали понижение проч­
ности гртнта ненарушенной структуры до 20%. Примерно такие же 
результаты получены А. М. Скибицким [18],* А Н. Гольдштейном и 
С. С. Бабицкой [2].

Судя по приведенным данным, понижение прочности грунте 
нарушенной и ненарушенной структуры, вследствие ползучести, ко­
леблется в пределах изменяемости их прочности при переходе от 
(7vcx) к ^ст)- Следовательно, =. ։ (<? ։|) действительно является лай-
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I меньшей прочностью (сопротивлением сдвигу) грунта и зс։(.;г)^- 
l^3" ''/дЛ

Поскольку стандартная прочность (стандартное сопротивление 
■сдвигу) является довольно стабильным показателем прочности, то 
■ незачем пользоваться другими методами испытания образцов и оп­
ределения длительной прочности грунтов. Тем более, что при уско­
ренном сдвиге затушевываются влияния пластических явлении (Н. Н. 
■ Маслов [19], и наибольший интерес представляет изучение изменяе- 
I мости прочности грунта .по сравнению со стандартной, находя по­
веденною в условиях стабилизации деформации от каждой ступени 
I вертикальной и горизонтальной нагрузок- (В. А. Флории |20|).

Таким образом, противоречие в результатах разных авторов, 
I 'J котором мы говорили выше, является результатом использования 
■различных методик определения .стандартной- (начальной) прочности 
■сопротивления сдвигу). Следовательно, чтобы впредь не было путя- 
кянцы в этом деле, при определении изменяемости прочности (сопро- 
Iтнвления сдвигу) грунтов за начальную (исходную) прочность надо 
■брать Ссг (<?,.,), определяемую по общепринято}! в СССР стандартной 
I методике.

Вместе <* тем надо отметить, что вывод автора о равенстве q.^ 
Iрг<7.л не относится к грунтам очень плотным и обладающим цемен­

тационными связями [о] (конденсационные структуры по П. А. Ребнн- 
рдеру [211). В этом случае ползучесть может привести к дальнейшему 
■юнижению прочности грунта, вследствие медленного, необратимого, 
Кзрушения цементационных связей и разрыхления [22] (увеличения 
I объема) грунта в этом процессе. Однако, очевидно, что понижение 
точности грунта ниже стандартной не может превышать 10—20%. ибо 
Каибольшее фиксированное значение его по сравнению с <; равно 
Кй%|12], а наибольшая разница </VC(. — Հ.. определяется величиной 
■©рядка -10% [17|.

В заключение считаем необходимым заметить, что изложенное 
ваше положение о разрушении (срезе) образцов при какой-то посто­
янно!։ тля него предельной деформации сдвига (,../> справедливо 

'только для сравнительно кратковременных испытаний. При длитель­
ных опытах на ползучесть разрушение образцов не наступает и тогда, 
югда деформация сдвига у значительно больше 7пр (; ^>7,,.,)- Дело в 
том, что при малых скоростях ползучести, как бы не были велики 
деформации. формоизменение (сдвиг) пластичного грунта происходит 
• виде вязкого течения без разрыва его сплошности. Поэтому и ни 
видном из опытов, как бы они ни были продолжительными (до од- 

; зого гола), деформация ползучести протекает без каких-либо призна- 
W разрушения грунта.

Нпстнгус математики и механики 
АН Армянской ССР

Поступила 17 X 1964
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II. IV. ՄԵՍՋՏԱՆ

Կ1Խ1.11.3ԽՆ 1’Ն11Հ11Ղ1մ'1՛ 11Ա2ՔԻ JLPILSb'l. ԴԻՄԱԴՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ it փ п ւ մ

>ող վածո, il րննա թլան են առնված կավ ալին (էն ահս ղե րի սահքի ղխհա 
•]]'"'ի! 1։1'ն •[("•> նմա շների փորձարկման ահ ողա Д/ քան ա ղ у ե ,/и, ի)քան ե աււհշի 
Կարաաե ղիմint/fini [Jլան որոշման հարղերր:

Փորձերը կատարվեք հ՛հ խախտված կաղ,1 ված ք էռներսղ կավ ափն քւնսւ- 
հողերի նմա շների ■//"" Ч “։ >• /”’/• //»fh /' ե Աղա կա լին կարման սարք/ւր,ւք։1ւ

Պ արղվտծ Լ, ռր նմտշյ,եըի փորձարկման աեողա խ րսն ր//ճ^ւ „կ՚դրպ. il 
( սկսած մեկ fttuiflifii] ւ>/»5/։/« 120 — /Л'О րոպե) րերոլմ Լ սահքի q իմ աղ րա [J յան 
նվ աղ մ անր մինչե մՕ'' չտվավ, 1"'կ dunn նրա մեծ ա ք,1 լան ր llliiu.il /. կամ 
անփոփոխ, կամ աճամ’ է •> — .'10^ Հ-ուի

Փանք, ոլ, կաւքալին fl'll,,,հողե րի սա\րի ոաանղտրս, ղ իմ աղ րա իք ["'ն (//..) 
որոշման ղեպքամ, նմա շների փորձարկման աեողախ/անր փոփոխւխ,մ I. 
1.20 1&0 րոպեի սահ,! աննե րա մ- ;ե ղինակր աո աջ Լ քաշեք տ fl, ;իպււքյեղր,
որ նրանց սահքի հարաաե ղ իմ աղըա թ լան ր ( (] ) հ,ով,,րսս,ր է (ք :

ծարրեր րնահռղերի երկվորլտկ նմա շները հաըատե հասաաաան If-
- 0 ,<Տ' !),'.) շոշափող քարս, մնև րի աակ փո րձա րկե լա “,եաե ,,,ն րռվ nfUtfitf 

ված Լ, որ ռողքը չի րերամ նմա շ՚!ւե րի խղմանր / րա { րա/մանր ): է՚նղ iiulflb ■ 
ոակր. սողքն աքանղակաւ! Լ նրան,] սահքի ղ իմ աղ րա fJ քան աճին, (ք ֊ի Հա» 
•էեմաաա fJլամր:

՝Լեր{, նշվածի 'փման >[ր։" հեղինակը եկեք Լ ալն ե ղ լ,ակա րա [J րմնր. Ոք, 
կա։[աւի,!ւ րնահողեքէի սա՚էքք, հարաաե, ղիմաղրաիխան հարրա մ մինչե 6/ч< 
եղած հակսաո,[J/աննե ր[, պատճառ են հանդիոացե ք աարրեր քաքարս/Սքորիա- 
լամ ւլ ոքէոշման ,ամ ար կիրառվող աարրե ր ե ղան ակնե ր ր/ U ողքի նռրոոոհ 
,][,,! աղրա թIա ն[ւ որոշել,п համ՛ար հեղինակը աււաջտրկա մ կ սղավեք նմւ,ւշն1՚- 
Ր1' •[••• րձս,րկմ ան աււանղ արտ եղանակի,]:
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АЭРОГИД РОМ ЕХАНИ

А. Г. БАГДОЕВ

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ДАВЛЕНИИ. ПРИЛОЖЕННОМ К
ГРАНИНЕ ЖИДКОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

§ 1. Задача о детонации

Пусть в некоторой точке (> границы жидкого пол у пространен: 
возникает некоторое давление, которое далее движется ио транши 
ударной волны.

Допустим, что скорость фронта давления по границе I' и зиа 
чени-е давления но фронте на границе (точка .4, фиг. 1) Р$—[\ пр 
стоянные.

Предположим, что давление возникает вдоль прямой по поверх 
пости полупространства Тогда задача будет плоской. Выберем oci 
Ох по границе невозмущенной жидкости, ось Оу вглубь жидкости 
О—точка возникновения давления на границе. Граничное условие на 
границе жидкости имеет вид

распределение

Н.П

где է время, Ра давления за фронтом ;՝.՛

границе.

Рассмотрим случай 1Հ՜>ճ0: а0 начальная скорость звука. Об­
ласть возмущенного движения будет ограничена линией АНВ’А 
фиг. 1, где /?/?'- участок ударной волны, соответствующий облает։ 
влияния начальных условий. АВ — огибающая граничных возйхше 
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ний. В линейном случае граница возмущенной области дается линией 
АВ^А' фиг. I.

Решение на ударной волне АВВГА՛ находится с помощью уточ­
нения линёйнёго решения |4); затем показывается, что это решение 
совпадает с точным решением уравнений газовой динамики |1);

в точке В смыкания этого решения с постоянным используется теория 
коротких волн [3|; результаты приведены на фиг. 2, где показано 

изменение давления на АВИ՛А'. Для 
определения давления во втором 
приближении решение находится 
с помощью представления искомых 
функций и независимых перемен­
ных н виде ряда по малому пара­
метру. Решение работы [8] содер­
жит, как нам кажется, ошибочные 
выводы в окрестности В фиг. 3.

§ 2. Определение решения на ударной волне АВ

В случае, если давление на поверхности задано в виде

JW) х</?(0 
է 0 х>/?(/),

(2.1)

имеем для потенциала <э(х, у, է) уравнение для плоского случая
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-Հ ■ 1/^-*։н • г

. где в f удержаны ч.:՝ ны. содержащие выражение 
о)

մ0 где cos »0== —° 
К('

o(w —•'.(х) =//'(д-). Если потребовать теперь, чтобы при и 
потенциал «₽2 равнялся нулю, получим

ժր. ծէ. Ժհ, of. . и ֊հ 1 P л 
a; —- —- - a- -?■ 4- • .. =0.

° ox dx ay oy 4 ?0<Հ

Откуда следует, что в качестве Vi нужно взять нелинейный добавок 
к уравнению ударной волны АР.

Для определения давления на ударной волне во втором порядке 
продифференцируем (2 7)

dt'dx'dv'
Of_______ ՛_________________

/^0 0 0

— dfdx'dy’
________ 0Р_ ՜______________

(„_Ո=_ճձ^ճԼ_ Ճ>Լ±Ճ£
Of) 6/(1

где заменено дифференцирование по н на I' и интеграл взят но ча­
стям. Всюду берутся конечные части интегралов. Для потенциала в 
линейном случае имеем вблизи ЛВ |3j:

.-.Հ- -J
=, [ /,//(/).tf- Լ-ք,(ո - ՝,)». (2-8)

О
где учтены уже значения производной давления на фронте. Теперь 
правая часть (2.6) / запишется в виде

df(n. х. у) 9 п ; 1
ди

t\f; Z (и - т։ | //{и 
tl09

аг{. (ri.

—------------* Ь/-
дхг Оу- / 0

25 (и а6 а ^к յ. ժ/> ягА".'\ 
ох 0 Ох Оу 0 Оу/
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/>■? ,,:ր շ Կ _&Լ_ _ .) ժ՜'? _ = է|
дх ду дхду дх dxdt ~ ду dydt Ժէ:

где >■—скорость звука в жидкости. Для решения задачи в области 
АН S'Л' но втором приближении ищем 9 в виде

? = 79։ («, А V) ֊Ւ Т*Ъ («. А', у) (2.3)

f = Ч 4- 7^(«, л։ у).
р 

где 7 - ՛. • Тогда
?о«п

ди- ” дх- ду*

(2.4)

(2.5)

"Դշ _ (р <)2Ь = շ (Հև п ~ 1 1 А« \ .
ди- Ն <)у5 ди2 \ ди ՝2 al ди ■

շ / д-2 Հ6 "?1\ շ £։<Р1 ((р _^2\ +
дхди \ ° дх дх / - дуди \ 0 ду ду ՝

<д\ а- 1
адх-

В дальнейшем, следуя работе |6j. введем функцию /->(». х). которая 
при а-»0 совпадает с /7 (х) х, где /7 (х) — единичная функция, для 
определения решения (2.6) при заданной граничной функции Фг(ц.х.0)== 
= g(«, X) применим к области в пространстве f. х, у, ограниченной 
коноидами, выходящими из точек /, х, v и t, х, у. также пло­
скостями / = 0 и у =0, формулу I рииа; тогда |5|

խէ , у) = _!_[[[ < ճ)/£^ճ
J J .) . / („ Г։)։ (* ЖО* _ ty - y'): 

У Q ^։>
1 С ք ք /(շ՚. y'jdt'dx'dy’ _

2’<а; J J J . / (7 _ Л)2 _ (А - X՛)֊ (V 4-У')2

I

где /(«, х. у)—правая часть (2.G). Пусть уравнение ударной волны в 
линейном случае / = т1(х. у). Когда точка //. х, у находится на ли­
нии и =г^(х, у), область и вырождается в прямую; если и—"Дх, у)— 
— *։1 .мало, интеграл но т» редуцируется к интегралу



102 А Г Баг iocjj

Ограничимся для простоты записи случаем /\ = const, = const. Нс- 
ծք трудно видеть, что существенен лишь член в выражении ; 
di'

df 
дГ

f IИнтеграл от --

9 7Լ±Ճ ճ»
՜ 2 al ն) W'֊ ն).

1 Я՛ на фронте имеет в предельном значении 
г Ро

Множитель — (Р5)д [5j, стр. к9 и равен нулю. Объем когда точка 
л, у, и переходит на фронт и 'j(x, у), стягивается в точку и ин­
теграл равен нулю.

Интеграл по v после действия дельта-функции запишется в виде 

1 ք ք Ф (л,?. у’) dx'dx՝'
2r.a

Ф = 2-—‘ Հւճտ-, 
4 «„ л,

где область интегрирования ограничена контуром в 

х' х = — г cos 7, у' - у = — г sin ©,

координатах

Г aol 1

2 sin2 -2—°։- 
о

а также условием у 0. Если с с(1 не мало, 

лости 7յ. Тогда, взяв интеграл в пределах по г

г имеет

от 0 до

порядок м.а-
ճօ7ւ

2 Տ1Ո!№ 
2

по <?' от некоторого ?։ до .можно показать, что интеграл
иметь порядок *։. Тогда остается интеграл, взятый по .милым 
ниям ?— ?0 = ?'. Интегрируя сначала по найдем

_ У 
5,1 п; 

շՀ
!л.11

dz Ф(х'

или

ди

о

-У— 

5,in՝-.

о

Г Г֊ ...

- -f ? ■

x r cos ?<•>. у - r sin ?0) dr.

Давление во втором приближении найдется в виде /\ = ր
ди

Рассмотрим случай /?’(/)= I', Р<|. (/) Р?. Тогда имеем ия уравнения 
линейной ударной линии

будет 
значе-

и
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—t = со1гу.
дх а0

sin<p0
dy а0

(Կ cos«0= A
»■ о

ля добавки к уравнению ударной волны

------- Stria* ——•
tg г։ 4 а0 cos։a։

Shi a։ = «0
ւՀ

для потенциала в линейной задаче вблизи АР по (2.8)

ж-= ֊^(«֊ч)+^----- . cos-*--
f'O Ро A-sln-^ ֊ у Sin COS ?о -

В данном случае часть функции °? • дающая отличное от нуля зна 
дС

чей не интеграла, будет

df շ "՜!՜1/* 1 А>(1)<М1п*ф0 5 . Լ
dt' 4 cos <р0 (x sin 7>о ՜՜ У cos չ0) sin փ0

вычисляя интеграл, найдем для давления Р~ — р0 ֊ т3 
ди

Л- Р\Р\ (1) —--------------—

4 Роао ’ — aoSinajSinaj
то совпадает с решением простых волн. Результат согласуется так­
се с решением |5].

В осесимметричной задаче для давления вблизи фронта в (2.7')

Лх'
՛ и в функ-

. ,к < Ո 1 Л 1 ^Ф. 1 г>ЛЮ Ф добавить слагаемое—ч- 1 ֊ ‘ —«0------- В слсчае
Роао Հ х дх х дх дх

'«= Р՝1 линейное решение лается в виде

7<?i = ֊ 1 М"
ft> 2 Ро

ае -40(х, у) и Л։(х, у) даны в [5], стр. 119. Решение на фронте во 
гором приближении .можно найти в виде

•Ն о
I. /\ = Аа(х, у). ). = շ" ’----- --------л;։ша,-

п - I X rcos«0
Л ժ/յ

2 П° дх , п0 .
-----------------Д0Р1$1П7։;

п -f 1 х— г cos ft.
_г_ sin?, 

;/4-1 л —Д04х(х 
~Р°.’ 

о

rcosffl, у — rsingp) / х —г cosy„
ЭД ՜ I X
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§ 3. Решение задачи для произвольного давления, 
заданного на границе полупространства

Пусть на некоторой высоте Л над поверхностью жидкости, зани­
мающей нижнее полупространство, произведен взрыв, У ирная волна, 
образующаяся при взрыве, в момент /„ доходит до границы жидкости; 
и затем начинается отражение и прохождение ее в жидкость.

Поскольку импеданс жидкости щл., намного больше им издан- 
воздуха թյճյ, можно предполагать, что отражение как бы пронсхол: 
от твердой стенки, и давление на поверхности считать известным.

Запишем граничное условие

~ |/Հ(.ր. 0 л- R(r)
I 0 х>/?(0-

(3.1

Условие эго ставится на поверхности жидкое!и. однако в линейно! 
постановке его можно сносить на невозмущенную границ} у 0 |5| 

В выражении (3.1) R(f) представляет радиус фронта ударно; 
волны по границе от точки 0 касания ударной волны с грависе; 
У = 0»

где Рф(/) —давление во фронте на поверхности.
Нетрудно видеть, что при А>0. /?'(0)=эс. Но по линейно; 

теории получается |5]. что точка /?0. фиг. 1, касания игибаняней по՛ 
верхностных возмущений АВ0 с линией начальных возмущений />'0Я

имеет координату Л'а, (Jgt
R'(0>

и. следовательно. в задаче с Л>՛

имеем

хв. = 0. (3.2)

Отсюда следует, что участок В0В», соответствующий области начал;
пых условий и требуюшнй особого рассмотрения § I, отсутствует. 

Можно найти, что давление в точке /Հ. взятое по линейной
теории и вычисленное вдоль ударной волны Д/Հ, совпадает с давле­
нием в точке Ջ,,. если двигаться по оси Оу. Следовательно, явление 
в линейной постановке непрерывно в точке /Հ.

Другой характерной особенностью рассматриваемой обшей за­
линии ВС,дачи является отсутствие ветвления вблизи

г = ] х2 у3. Известно, что в случае R' (/) = const, h — 0 вблизи ли՛ 
нии ВС имеет место ветвление, хотя ударная волна н данной задаче 
не образуется |4]. Нами показано, что в общей задаче /г>0 эта осо­
бенность также отсутствует.

Будем рассматривать плоскую задачу, поскольку в осесиммет­
ричной задаче даже в случае R՛ (Д — const ветвление отсутствует.
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.Чинейная задача (3.1) имеет решение [5|. в случае /?'(') >Պ>

° ’1 ?ւ Հ»
/>— 1 °\d-\ I * ֊քմւձճԼ^ (3.3j

ր« ~ ’•։

где Г—t 1 /?0. /?0=| (i xj: v -- v5 . причем имеем для Հ 

и Л J

/( ։) = ,— ’( (1 7ւ»~ք V?

/(0-ք- ’ ) (=~=~; ?՜

Հ -R(l- ՚ 1 <-֊ 2Հ.է Հ- ■■ V’ ) 
<*<! /

»,-«(’/• ՚ւ կ-֊տ^ X- у> у (Յ.օ՚

Функция ^=/(:) обратная к : =Я(П. выражение (3.3) имеет место 
в области /•<։-/</-

В области г> имеем

А=-— " й= [ ր' է:՚ '' • (3.5)՛

где ;ւ,շ — два корня последнего уравнения (3.4».
Будем изучать поведение решения вблизи инии г = </Л/, причем 

для простоты в подинтсгра. 1 ьной ф 'иьпин сложим сначала

________________г 1___________________

] (;֊ЛГ-Г- V

то есть рассмотрим изменение площади. Очевидно тогда, «но согласно 
(3.3)

(3.6)

где первый интеграл в правой части тает лив-нине на звуковой ли-
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ни», т;{ есть կ, т1։ при л:4-у2 а-է-, причем запись (3.6) выбрана 
для удобства.

Рассмотрим второй интеграл в (3.6). Из (3.4) имеем

(հէ9 - Հ- - у*
ր' ՜ ՜ 2/' (0) Հ/+՜2* ՜

_ ________________ ______________շ________  >՛ I
՜ ՜ ՜ I ՚2ք՛ (О) й»= - 2/40) ;/«֊֊ (=

ил и

- - .v-- у3

/' (0) ta^—x
(3.7)

Вычислим теперь третий 
Очевидно,

и четвертый интегралы в (3.6).

±f___________ у&_______________
dl (/(;)a0-^)։֊ G ֊ *)3֊у3

•»

(3.8)

Подкоренное выражение в первом интеграле можно представить в 
виде

(/ - /)2 а* - (с - л*)’ ֊ у3 ««?(;֊ =„) 4- a-t9 - л֊2 - у3,

Պ = 2(ք (=0) - /) a9f (=>) - 2с0 4 2х

В силу (3.4) можно написать

«?(/- W - =’ + - ՀՀ֊ = -5 0 - У ?

г(:о)=#О, Н0)^0. (3.9)

В самом теле, : 0 и ; = ;р являются в силу (2.8) однократными 
корнями левой части (3.9). Учитывая это, получим значение первого 
интеграла в (3.8) в виде

у V аУ/9 — л’ — у2 j
~ —гт-ժ------- ;--------- --------------- (3.19)

/ ^օ)^ո/ (^) ՜՜ (՝օ' — ՝о *Ь х

Разнос.ъ второго и третьего интегралов дает малые основного по-
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рядка вблизи точек ; = Ои: = «о» в которых подиитегральная функ­
ция содержит особенность.

Учитывая это. .можно записать, разбивая интеграл на интервалы 

от 0 до ’֊ и от до

If_____ yrfJ_ ,__
~ .՝ I ^.77=-х’֊у3

I _ > ք_յճ=_ = AlJLZhfZ. (Յ.Ո) 

d/֊=G֊U?G) ?(5о) ;•
**

Будем рассматривать давление на поверхности в виде Р։ =/%(/)• 
Окончательно получим, учитывая еще значения функции

'W)___
I Д’)։ -г у^г.8 

к точках 0 и Լ,
t °

/> = ֊ 1 - f d\ f —4-
ճ-Պ՚յ IG .v)s-y4r’Ծ 0՜Կ

1 у 1 rto^՜ X8—_vr pti>(Q) 1 /->, (о) у Հ <հր- х2 - у՝՜

- Л(0)бл; -V • - Հ_(Պ\ 40է
2

1 у I (ՀՀ֊ -л" - у* Рф(/(=0)) ч 

ц ճ° Հք<.^ ~
2

1ԴՄ(5օ՝)
• •

у ) оу» — Л-2 — у»___________ I
;0 ֊ Д — ( / ֊ 0 հք' (;0) ай1 auf (%)

(3.12)

при лЛ“Ьу՝ Հս֊է2. где, как легко найти.

?|1П ----------- й---------- , ?(:0)=----------------------- ------
Գ ;ci

ли точек х- -г- У2 Հ2/2 имеем по (3.5)

1 ° Р-- f : ֊
2г. оу) J 1 (;- Хр - у (3.13)

где и շ — два корня уравнения (3.1). На линии х: у: «= а^Г значения
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: на части в пределах от до ПОЛУЧИМ,

Обозначим

Сделав замену

■

х^-, \л — Հձ

d).
&

IOS

и

֊2 1 Հհ(ն֊

••о —

Поскольку в силу (3.4) вблизи г = a(lt 

,v5- v=- մ֊է

корней ;0=:յ, ;շ = 0. Если использовать (3.4) и разбить интеграл по

(3.14

Вычислим производную от интеграла X но ;

. ПОЛУЧИМ

I d\
2 d-

d/. имеем, что при г=аег конечна.
մ:..

Подобным же образом можно никаз;:г;- конечность производных 
всех оставшихся интегралов по г — Тогда в выражении для Д8й- 
ления впереди звуковой линии, то есть при r>uc/, будут члены շ 
первой степенью г —л0/.

В силу отсутствия особенности типа квадратного корня можно, 
применяя метод замены линейных характеристик точными, показать, 
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■то давление впереди звуковой волны отличается от значения давле­
ния при /' - «,/ в порядке выше второго.

Из (3.12) в случае R (0 — получим, что давление позади зву­
ковой .швин также совпадает с давлением ни самой звуконой линии, 
сражаемым интегралом в (3.12), поскольку слагаемые, содержащие 
I л՛2 —у2 , в правой части (3.12) сократятся.

Таким образом, при /Հ (л\ /) = /)փ(/) в случае /?'(0) = <х рас­
пределение давления как впереди, так и позади звуковой лилии /?С, 
фнг. I, не содержит членов с ветвлением. Ударная волна кпереди 
линии ВС тогда, во втором порядке, не образуется.

Этот факт хорошо согласуется с отсутствием особенности в 
точке В пересечения липин АВ, ВС и осн Оу.

В случае шания P։(.v, М = /Հ։Հր\է (' * ) распределение давле­

ния. как можно заключить из предыдущего, будет иметь ту же осо­
бенность. что и для случая /Л։, = const, поскольку переменность Рф 
не дает дополнительных членов в ветвлении. 11оэтому можно заклю­
чить. что во втором порядке ударная волна не образуется, хотя этот 
факт следовало бы проверить вычислением.

Отсутствие ударной волны во втором приближении впереди ВС 
не означает отсутствия ее в более высоких приближениях. иороятно> 

|при /<՛.(/)■ /Հ֊..(0) ударная волн.", впереди ВС образуется.
Таким образом, при решении нестационарных задач, подобных 

Нашей, как. например, задачи о нсстяяионарной дифракции, при 
(Определении второго приближения внутри области необходимо пока- 
■ЙТь ня отсутствие ударной волны перед звуковой линией. То же 
•относится к задаче установившегося обтекания крыл;: с округленной 
передней кромкой.

Рассмотрим теперь вопрос о законе движения ударной волны 
■для больших է. В случае, когда /? (0)<Հ?< для больших моментов 
[времени, решение вблизи ВВ’, фиг. 1. не будет определяться лишь 
[начальными значениями Рф (7) и /? (/). Поэтому решения § I неспри- 
■ ведливы. Для больших моментов времени возмущения, идущие по 
[уплотненной жидкости, нагоняют ударную волну и, хотя они и малы, 
г но за большой промежуток времени получас гея качественно новый 
■Эффект затухания. Этот факт, известный для одномерного случая, а 
| также для коротких волн |10|. мы используем при решении задачи 
■рб определении формы ударной волны ВВ', фнг. 1, [ли больших г. 
|. Полученное решение будет справедливо и тля /?'(())= ос, поскольку

В единственное треоованне: конечность г 
I *՜ (1;՝

Таким образом, можно получить давление на ударной волне для 
В больших моментов времени и для конечных удалений от оси симме- 
Крии. В основе метода находится замена линейных характеристик 
I. уточненными |7]. что позволяет найти давление на ударной волне.
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Далее показано, использованием работы |2|. чго полученное решение 
удовлетворяет уравнениям газовой динамик и. Кроме того определяете:? 
и задний скачок.

Рассмотрим осесимметричный случай. Предположим, что давле­
ние на поверхности со временем падает и в момент Հ обращается я 
нуль. Ес. и Հ, мало, все твижение сосредотачивается в окрестное'и 
фронта [10|, в случае конечного гп имеется А-волна |5|. Вместо этого 
можно предположить, что при Z—>оо, Кроме того, пред­
полагаем конечность

Рассмотрим область Я/Г на ударной волне. Линейное решение 
для задачи, с осевой симметрией имеет вид |5|

Р, (г'. t')r'dr (3.15)

где

—_________________________ п
Ro=\ *2 4- г'2 — 2хг' cos փ 4֊ у- . °.

йс 

.v = rco$0, _y=-rsiiiO.

Для больших г=| л2 — у2 имеем 

- “՝ '?
Р ՝ ’ С \ </ձ I rfdr'Px(r\ է r'cos 0 cos ф )• (3.16)

2г г ду J J \ ы0 ай /
о о

где
Հ = R (է — г 1 Հ cos б cos б У 

° \ «о “о 0 /

Решение (3.16) можно переписать при y-»v в виде

2s ги
Р — • ֊֊'ILL J f/ I z/j I rWr'Pj/r’, /'+ 1 r cos^cos^Y (3.17) 

0 9
где учтено, что в принятом приближении

() =Ժ sin о /■ ֊ / - г 
оу di'

Заменим характеристики линейной задачи уточненными 

է— ' ■ у։. Тогда получим

Բ^-!!ձճԼ. (3.|8);|
Г

где
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г , Հ 1 Sin 0 д Г f п / , 1 , , \ , , ,г<У։)“ 1</у I/>։ | г , у։ । г cosOcosu I г dr ,
2- ’ J \ ал )

и U

= 1 r’cosOcos'j'j (3.19)
\ «О /

и уравнения характеристик

г 1 ti - 1 гг֊ ‘ ^֊Hyjln— - у,. 13.20)
а „Ял 2 aoyt

Заметим, что равнения характеристик даются соотношением 
(1.16) § 1.

Из (3.18) следует, что i»f =0( 1 Тогда, хчиты-
\ г / \ г' /

вая, что ( = -- -|-()(1пг). и оставляя малые порядка ՛ • найдем,что 
«о г

производные по 0 в (1.16) § 1 не понадобятся, и уравнение характе­
ристик дается (3.20). Соотношение на ударном фронте дает

I Пу։Му։

-U±լ1 in_ր_ _?---------- (3,21)
ajin 2 а„\\ £5(У1)

или

Р, ( г՛, у0 г ՚ ր՛ cos 0 cos ф) r'dr'

' " “ * , r ---
--------- !---  |n -------  

[in 2 е/рУо

где y0 корень /'(у։). причем для больших г можно считать в числи­
теле (3.22) у։ = ус. Такой корень существует для заданных гра­
ничных условий фиг. 4. которая составлена для случая оси сн.мме-

Ո г/ \ ժ (У1) №(Vj) трии х = О, Ւ (у,) =-------------- ------ -
2а0

Уравнение ударной волны имеет вид

/ = ր- ֊-ւ/ цд А-? [^о՛-»,п — •՝՛»• <зм> 
«о р 2 «Л" J «оУо

Подобным образом можно найти решение плоской задачи. Получен­

ное решение имеет место для всех г при — 1. В случае реальных
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граничных условий имеем /? = /? (/), /Հ ՜ (Հ) = D\—<£ Գ՛— __

— D'\------ ——-z; рф = ֊ճձ_; /в։ /։>։ £)։ постоянны; для /-(у.) и Рвв"
(1 4- й-) г*~ ' 

имеем фиг. I.

Из (3.22) следует, что Г(у։) - L_ и для давления Р-
I 1пг

——т=։ Но вблизи КВ' можно получить 1111 для конечных /?՛ (0). 
г у In г

1 I
-Դ Ли

что Р ~ Pte յ". отсюда г е՝ ՜1, следовательно, решение имеет место 
р

для весьма больших г при малых Решение будет справедливо 

также для /?’(<>)= .՝<, так как единственное условие ъто конечность 
выражения у։.

Покажем теперь, что полученное решение удовлетворяет ՝. рав֊ 
нениям движения.
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Решения эти (3.18), (3.20) соответствуют коротким волнам, по­
этому будем пользоваться нестационарными уравнениями коротких 
волн [2].

В переменных г = aot ( I փ —--1 \ — = Mou, ՜ = In t и.ме-
\ Հ / iJH

ем уравнение
[ '^ + (i*֊։);r+’1 = o- <3՛24’

<J~ 0<i

Характеристики этого уравнения

С։ = In /и, Ca = — In թ,
И

■откуда общее решение

I = — u In p 4՜ —■ Ф (^)* (3.25)

1Q — постоянная. Запишем решение (3.18), (3.20) в переменных <Հ 
^=_ւ®ւ,ճ----------

a J. Bn п 4- 1 է

ձ=^_ւ1ո/_^ճ\__շ__յճ.
Bn Л40 \ a^F у, / п -г 1 Mot

Поскольку Р= имеем у։ = Ф, (А7) и

. . ПУх) 2 1 Ф։(^)о — — u In U -I- u In ----- — -------------------- ———֊•
д0УхЛ40Вл п 1 Л40 է

Поскольку ух = Фх (Pt), ,Л1й՜ обозначая

In /Чух) 1
֊7 - , Ф1(Р/)=/0Ф(/р), 
п -I- 1 Мо

получим (3.25).
Мы показали, что решение по методу замены линейных харак­

теристик уточненными удовлетворяет уравнениям движения.
Пандем теперь условие образования заднего скачка, в котором 

давление пов։4шается до невозмущенного. Найдем огибающую харак­
теристик (3.20) по у։

-------— 1 F (у։) 1п ֊^— + 1=0, (3.26) 
а9Вп 2 ճ-оУх

откуда /*'(Ух)^>0« что соответствует правой ветви CD тзбл. 1. Для 
имеем по (3.20) =------- Ц -■ = const ври r, « const.

tit dt Ղ(« + 1)
3 Известип АН. «ркя фмз.-каг наук, № ձ
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Найдем теперь задний скачок. Пусть характеристики (3.20) впе­
реди и позади заднего скачка отвечают параметрам у։. у։. Тогда нз 
формулы Пфрима имеем вдоль заднего скачка

Ճ (Л _ kF (У|) _ճ_) . Ճ (_ F(>,) А _ F А), (3л|

причем вдоль ударной полни

у, - kF (у,) In - — = у. ֊ kF (у.) hi - —
«Ժ։ ад

. 1 it 4- 1А֊' -- ------------------
a Jin 2

Отсюда
Л In—--------г՛-*՜՜--5*— » I In — ՚ Հ ’ In -*V֊։ I*

ад I у» i ' I

Дифференцируя это соотношение вдоль ударной волны по г и псклю- 
чая из него и из (3.27) г н dr будем иметь

у»
p'l.vXv = ֊֊ (У-֊ У>) (А’(У։1 + /' (У։)). (3.28Я

Условие (3.28) означает равенство площадей между F (у) и секу­
щей [9].

На фиг. 4 участок ВС соответствует— у։. области впереди скачка, 
участок СО— у5, области за скачком. Задний скачок образуется в 
точке перегиба на СО фиг. 4. Для /—֊эс имеем у։-*֊у0, у2-*«© н 
уравнение скачка (3.28)

ад -Лл) (3.29>

| F (у) dу = ֊ (у, - у։) Г(ур

и ;и

(3.30>

Уривненне заднего скачка имеет вил

= Уо “г I ՛ In — I —2 [f (y')tfy'.
՚ մօ>’օ I J

(з.з։>
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В силу очевидного равенства

р(у')<//»=0 . (3.32)

ծ
имеем совпадение коэффициентов в уравнении (3.31) и (3.23) при

Для давления позади заднего скачка из (3.18) имеем 

р =.֊ Ռւ’?\ 
г

где, например, для оси симметрии

՜ 2Դ

Пусть характер убывания /Հ (г) ֊ Л֊~ • Тогда тля больших уэ 
Zfl4- I

Согласно (3.30) имеем теперь

и по (3.29)

Отсюда
/?г(оо) 

2«о
1

*'г
k In —- ֊2 I /•' (у) dy 

аоУо J
о

Для случая неоднородной жидкости с начальным распределе­
нием &0(у), а0(у) решение вблизи линии HR' найдено нами в [11J; 
изменение, которое мы собираемся внести туда, заключается в том. 
что связь Р и у уже не может быть взята адиабатической; пусть 
Р(р. Տ) — уравнение состояния, S —энтропия. Нетрудно найти из
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отсюда
/ да \ 1 1 о , /dW\I— 1 =-------------- — ) •

' Из уравнений на ударном фронте для скорости частиц жидкости 
р

г<=-------- Отсюда имеем для скорости возмущений
Роао

Поэтому в указанном решении (11] следует заменить ' -- на а.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 9 X J9GI

Ա. Դ. ՐԱԴԴՈԽԼ

ՀՆՂՈԻԿԻ ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅԱՆ ՍԱՀՄԱՆԻՆ ԻԻՐԱՈ-ՎԱմ 
ՃՆՇՄԱՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՈՒՄԸ

II. մ փ II փ II I մ

Հեղուկի կիո пчп ա րտծո • թ քուն շուրւ! ման խնդրում ճն-/ք ւոհր տդդեցութ լան
տակ ուսումնասիրվում Լ գծային տեսության ուղղումը հարվածի '"iItI1 
կատի В В' (>[ծ. 1) շրջակայքումէ Գծային տեսության տված լուծման մեջ 
գծողին իւարակաերիստիկները ճշգրտվածներով փոխարինելու դեպքում Հրե­
շում ր հարվածողին ճակատի մոտ որոշվում է վերջավոր տեսքով։ Հարվա­
ծային ալիքների АВ ե ВВГ (գծ. 1) հատման կետի մոտ բերված վեթոդր 
ճիշտ լուծում չի աւպիււ, և լուծումը արվում է կարճ ալիքների մեթոդով: 
՛հույն մեթոդներով и ւսուքքեասիրված են եոանկւոէնաձև ու քաոանկյունաձև 
թևերի շրջհոսման իւնւլիրներր, որոնք մինչ այդ ուսումևաոիրվ>"ծ կին ո} 
ճիշւո I՝*]:

Ներկտ հոդված ու.մ գտնված կ ճնշումր հարվուծտյին ճակատի վրա ե 
արէթէծ է լուծումը գւոնելու. մեթոդը ամբողջ տիրույթում։
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АЭРОГИДРОМЕХАНИКА

3 А. ЗОРИН

МЕСТНАЯ ЦИРКУЛЯЦИЯ НАД ГОРНЫМ ВОДОЕМОМ

Под местными ветрами понимают те ветры, которые возникают 
за счет местных причин -термической неоднородности и искривлен­
ности подстилающей поверхности с суточным периодом.

Озеро Севан принадлежит к числу таких водоемов, которые 
окружены горными массивами. Метеорологический режим таких во­
доемов является результатом суперпозиции многих явлений как боль­
шого, так и малого масштаба. В частности, на ветровой режим таких 
водоемов, наряду с общециркуляционными процессами большого ма­
сштаба. накладываются местные ветры бризы, горнодолинные ветры, 
фены.

В литературе попросим местной циркуляции посвящено много 
работ 11, 2, 3, 4, 5. 6. 7. 8, 9, 10, 1’2, 13] и т. д. как по линейной 
теории, так и по нелинейной.

Вообще при решении задач местной циркуляции рассматривают 
отдельно бризовую циркуляцию, горно-долинную и т. д. В работе 
Л. М. Мхитаряна 110] рассматривалась чисто бризовая циркуляция, 
н частности, для озера Севан.

В работах Д. И. Гутмана [3 5], М. Е. Добры ш мана (7, 8], 
Л. С. Монина [9] и др. |2, II. 12, 13], рассмотрен ряд вопросов по 
этой проблеме.

§ I. Постановка и решение задачи

Нашей целью является получение решения задачи о бризовой 
циркуляции на берегу горного водоема, в частности. для озера Севан.

Решается плоская нестационарная линейная задача в криволиней­
ных координатах. За координатные линии л* — const приняты нормали 
к линии рельефа, линии z const будут их ортогональными траекто­
риями. Таким образом, л: длина дуги линии рельефа, z расстоя­
ние от поверхности рельефа по нормали. Тогда применяя к уравне­
ниям гидротермодинамики упрощение теории конвекции, будем иметь 
следующую спетому дифференциальных уравнений |9]

^=(,*!Լ+,Հ0_Քր*Լ (1.1)
dt dz~ дх
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Ժ0 . ժ26 .. rt.-=k-------- Г*и, (1.2)
dt dz*

RT — = >.0 cos a, (1.3)
dz

^+^=0. (1.4)
dx dz

Граничные условия имеют вид:

при z = 0, и = и’ = 0, 6 = 0о (х, է),
где 

ОО
% О = 2 [ ?л (х) COS + f ’n (х) Sin «ս>յփ (1.5)

Я ֊1

при z -» ос, и = h = р = 0.

Здесь введены следующие обозначения:

Z = Sina(x); X = #g; ? = Г = >֊Т,

где 7„— адиабатический вертикальный температурный градиент; Հ- 
вертикальный температурный градиент при равновесном состоянии 
атмосферы; и, «• - компоненты скорости ветра в системе криволи­
нейных координат; 0. р—отклонения температуры и давления от их 
значений в положении равновесия; А։ —коэффициент вертикального 
перемешивания, берется постоянным; а (а:) —угол наклона линии ре­
льефа к горизонтальной плоскости.

Решение задачи ищется периодическим, с суточным периодом ■՛>.
Система (1.1)—(1.4) с граничными условиями (1.5) решается 

Приближенно. В первом приближении и уравнении (1.2) опускается 
член i'7-ս. и уравнение теплопроводности решается при граничных 
условиях (1.5). Полученное решение для h(xt z, է) подставляется в 
уравнение статики (1.3) и находится функция p(xt ?, է), которая 
вставляется в уравнение (1.1).

Таким образом, исключаем функцию р(х, z, է) из (1.1) и после 
этого уравнения (1.1) и (1.2) решаем совместно при граничных усло­
виях (1.5). Находим решение для и(л, z, է) и 0(х, 2, /), а из урав­
нения неразрывности (1.4) находим вертикальную скорость — 
я? (х, շ, է).

Решение уравнения теплопроводности

д{> .— = к— 
di dz2К- 

при граничных условиях (1.5), имеет вид:

(1.2')

>(П»/—3..Z) , Л --/(«й-՝/—5_г)А„(л)е п,±Ва(х)е (1.6)
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где
, ПтZ' = ----
л 2k

(1Л

Лп(х) ֊ ֊1 (7 Я - /Հ). Ва (х) -֊- Հ (Гя 4- 1Гп).

Из уравнения статики находим

Р - Տ — 0 ֊ <) (1 +
2/?/ л-1 °"

(I

Исключим ’ из уравнения (1.1) с помощью (1.9). Умножая

(1.1) на < = (jy ) • а уравнение (1.2)—на I к складывая их, для функ­

ции Ф = СИ-;-/0 ПОЛУЧИМ

*փ_ճ<*փ ափ = _Հ
дг* k dt k

где

F == у * ”
4* “՛,

I (КлХ ֊ /Հ,) Лл“г-="г)4֊ (K«+^)e“/(W^I’

K« = ՜ КЛ-rjcosa], кал = Л[(Гл+ Л:) cos a I Л1=Х| ^Г. 
ox ох

(1.11>

Граничные условия (1.5) для функции Ф(х. z, է) примут вид:

при с=0 Ф = 7б0(х, О

при |г-коо Ф = 0. (Г12>

Решая уравнение (1.10) при граничных условиях (1.12) и отделяя дей­
ствительную и мнимую части, получим окончательно

4-е 1ղ՜ |7’я (x) sin Ьлг) - Tn (x)cos (nmt + £flz)]| 4-

•X ** .
4֊ — У I----------|/<Ях cos (nut — aaz) — K„ sin (n^t — «„s)] 4-

‘ЬИЯТ,1 «Л

e՜՜1^ I
4------------ (Kim Sin (Hut ■֊ bnZ) — Кяа COS (/l ot т £„z)] . ( 1.13>
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17 _ д *
0 = у • Ա л* [7Հ (л) sin (що/— anz) 4֊ Тп(х) cos(nut ал?)| փ 

- п ~ւ '

-- ft Z I )
4֊<? я [7Я (л) sin (nut + bnz) 4- Tn (x) cos(W -j- M)B -*֊

1 *' (e՜՞*2
4- • V — — |/<ri cos (nut — anz) - A4,sin (nut — anz)\ 4-

4/“J

e֊^ 
- [Z</u cos (nut bnz) 4֊ A'/i.rSln (nut - —

«л

-2 —-----  |/<nxcos (nut ал?) A4sin (nut— e^)] }• (1.14)

Здесь в скобках при bn верхний знак (—) берется при и
нижний ( + ) — при ոսՀԼ№. ս՜ո ■= Հ 4 Af / 2k, bi = | a’n — M/2k I.

Вертикальную составляющую скорости определяем из уравнения 
неразрывности

£ 
и՝ ——- Си (х, z, t) dz. (1-15)

дх,] 
о

Полученные нами формулы при л(х) —0 превращаются, после 
раскрытия неопределенности, в формулы чисто бризовой циркуляции 
(2.8) и (2.18), полученные Л. М. Мхитаряном [10].

§ 2. Примеры расчетов при синусоидальном ходе температуры 
подстилающей поверхности

Рассмотрим случай, когда суточный ход распределения темпера­
туры подстилающей поверхности представляется в виде простой си­
нусоиды, то есть Тп = Тп = 0. кроме 7'։ М= 0. Тогда

0о(х, 0 = 7-;(x)sinW. (2.1)

Для того, чтобы определить вид функции 7|(х). необходимо об­
ратиться к наблюдениям.

Суша вокруг озера Севан в очень многих местах имеет следую­
щий вид: она горизонтально простирается на несколько километров 
и после этого начинается гора. Такую схематическую форму суши 
мы и принимаем для расчета примера. Длина горизонтальной частя 
суши принята равной 5 км, а форма горы аппроксимируется формулой 

9 г
7 = sin а (х) =------- չ------- - • (2.2)

14-125(ехГ
Здесь

Е = ւօ՜Նր1.
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Используя наиболее характерные значения температуры поверхности 
воды озера Севан и суши в его бассейне [10], принимаем два случая 
для функции 7՜։ (Д'):

Ո Т\ (х) - 1,3 4- 0,7էհ տհ 4֊ 3,7Ժ“<4)*. (2.3)

2) 7<(х) = 2,8 + 2.2 th (tx + 0.5). (2.4)

На больших расстояниях от берега (х—направлена от озера в 
сторону суши) получается для суши 0 = 5 , я го время, как на
центральных частях озера— 10,6 С, то есть суточная амплитуда 
температуры суши принят.՛։ равной 10'. а поверхности воды—1.2.

Что касается распределения температуры по склону горы, то 
при больших расстояниях (х 10 л.ч) для первого случая принято 

2՝. Формула (2.3) получена из этих же предположений.
По формулам (1.13), (1.14) и (1.15) при п — 1 проведены расчеты 

при численных значениях параметров: X — 3,6- 1О֊2.и;ге№ град՜'; 
Аг —3,64 м՝ сек *; Г = 0,004 градлг1; ^ = 0.316-10 2 л՜1.

Фиг. 1. Профили температуры 0 и скоростей и, zj՛ в различные 
часы суток, соответствующие случаю 7'j (.г).

а—озеро: (/ -берег; в-.т-2к.«; г—д—7 км՛. ։!—л՛- 1.5 км К-

Приведенные на фиг. 1 и 2 графики, представляющие профили 
0. и и тс՛, соответствуют случаю 7\ (х) -фиг. 1, а на фиг. 2 случаю 
7’j(x), причем кривые на фиг. 1 для горизонтального участка суши, 
то есть для чисто брнзовой циркуляции, подсчитаны для случая Г=0, 
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а на горе при Г^>0. Графики показывают следующую характерную 
особенность.

Влияние горы на брйзовую циркуляцию заключается в том, чго 
масса воздуха, охваченного местной циркуляцией, по вертикали умень­
шается с увеличением угла наклона горы, и наоборот. В частности, 
яри х = 2 км, а = 14 30', толщина слоя воздушной массы, охвачен­
ной местной циркуляцией, составляет 300 лг, при х 7 км z = 2 30'— 
соответственно 600 .»/, а при х = 15 км а-= 30' 1500 м.

Фиг. 2. Профили гемпературы 0 и скоростей «. 
w и различные часы суток, соогвет.стцумжнс 

случлю ТАх).
Ճ-х—2 км; г—л=7 k-.il՜ </—.г—15 л.ч.

Определим момент возникновения ветра из условия
Oi7
0z

Для •Иг; • -֊֊ получим 
1 2k

для
Я
2k

имеем

о./д == arc tg А 4- 2В
Л

(2.5)

հ
տ/0 ֊ arc tg 2ахВ -г (Պ — />ւ) А 

2ЬХВ -Г ((?-, 4- ^1) Л
(2.6)

где

= հ/^ | т (fv171 (л) cos а ■

'Гак как при 7.—>0, то из (2.5) получим, что в этом случае 
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то есть запаздывание хода ветра по отношению к температурному 
при плоской земле составляет 6 часов [5, lOj.

Выражение (2.6) показывает, что начиная с некоторого значения 
Z, /0->0, так как а — Ь и В (х) Հ .4 (д-). что означает мгновенное воз­
никновение склонового ветра. Этим объясняется тот результат, что 
на озере бриз дует от берега к озеру (утром), а на горе—от озера.

По формуле (2.6) можно определить время запаздывания хода 
ветра по отношению к температурному в точках наблюдения на горе 
х — 2мм (а= 14 30'), х — 7 км (а 2=30') и л = 15 км (а =■ 30՜). Ока­
зывается. оно зависит от распределения наземной температуры.

Таблица
.V, км ь З(Л')

2 3 мин 10 мин 14*30'
7 —1 час 36 мин 2-30'

15 —3 ч 36 мин 1 ч 36 мин о-зо

Здесь /։ и Л — время запаздывания для распределений наземных 
температур Г։ и Т>, соответственно.

Как видно из этой таблицы, при а- 15՜ ветер возникает почти 
мгновенно, то есть процесс квазистационарный. С уменьшением ։ 
процесс становится уже нестационарным, что в свою очередь зависит 
также от распределения наземной температуры, вернее от ее произ­
водной по горизонтали. Здесь горный бриз будет преобладать над 
склоновым ветром.

Рассмотрим случай, когда коэффициент Ьп обращается в нуль

В этом случае получаем

Հ/.и։

(2.7)

(2.8)

Выражение (2.7) показывает, что при любом п можно найти та­
кую точку на горе, в которой скорости и температура перестают 
затухать с высотой, и горный бриз распространяется теоретически до 
бесконечности. Этот вывод аналогичен полученному в работах Л. Н. 
Гутмана |3] н А. М. Мхитаряна |10], только С той разницей, что 
здесь 7. играет роль параметра Кориолиса / = 2o»sin?.

При принятых выше численных значениях параметров ■■ и Г вы­
ражение (2.8) примет вид

X„ = 0.6-10’V (2.9)

Выражение (2.9) показывает, что вся плоскость разбита на три 
части: I
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Л11. з֊^> ‘—՝ Эго имеет место при малых значениях X, и расчет 

в этом случае, как было указано выше, ведется по формулам (1.13) 
и (1.14), где в скобках берется знак (- ):

2. ьп = 0. В определенных точках на горе, в зависимости от п, 
возникают незатухающие точки, подобно резонансу [3j;

3. «*<—• В этом случае в формулах (1.13) и (1.14) в скобках
2 А՛

берется знак (-•■). Это имеет место при 7Հ>7Ո- 

§ 3. Влияние стратификации на развитие процесса

Параметр Г, учитывающий стратификацию атмосферы при равно­
весном состоянии, существенно влияет на развитие процесса [9J.

Выше нами был рассмотрен случай доаднабатической стратифи­
кации Г>0, который имеет наибольшее практическое значение.

В случае адиабатической стратификации Г = 0, и решение си­
стемы (1.1)—(1.4) для горизонтальной составляющей скорости при 
граничных условиях (1.5) будет иметь вил

V _1
Ч-i «л

1 Ժ . ™ .
----------7 (/\cosa)

Сч ОХ
cos (//W — олс) 4-{խո-ճ)

Х(Г„-!-7՝;,) + -±(Г,и>։») 
5Я ОХ

sin (//«>/ — о«г) (3.1)

Для О решение имеет вид (1.6). Анализ формулы (3.1) показывает, 
что процесс в этом случае: 1) нестационарный, 2) пограничный слой 
охваченной склоновым ветром массы воздуха намного больше, чем 
в доадиабатическом случае на склоне горы, и охватывает такую же 
массу воздуха по вертикали, как и при бризовой циркуляции на го­
ризонтально;': земле. 3) существует обратное течение ветра заметной 
•силы на высотах, как при бризовой циркуляции на горизонтальной 
земле, 4) отсутствует случай резонанса на всех точках горы при лю­
бом п, в отличие от случая доаднабатической стратификации.

В случае сверхдиабатической стратификации 1՝<Հ0, решение си­
стемы (1.1)— (1.4) с граничными условиями (1.5) имеет вид

—Г— ОО
~ У | е՜ ‘'л* [Л’я cos (лш/ — алг) 4֊ Еп sin (n^t — «яг)} -

1 Л-1 ‘

- е '"՛ (A՛,, cos («<՛>/ — $nz) 4- Еп sin (ոփէ — £rtz)| j.

■zo

6 = У ' e [Ar„ cos (ո՚օէ — а„г) 4֊ Er. sin (//<«/ - a«z) — 
“J

4- e 1(l' |Л’Л cos (//«>/ — $nz) 4- En sin (nwt — £rtz)| —

(3.2)
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—- e "՜ I/<.1Х cos — <?л?) + Knx sin (W - злг) j [ • (3.3)
J

где

тогда выражение % мож­Ila склоне горы (Z 0, lOl

но упростить и представить в виде

(3.5)

Выражение % показывает, что и в этом случае задача .нестационарна. 
В то же время, а не зависит от zn, эта часть решения стационарна 
и по высоте быстро затухает. Здесь можно повторить все четыре 
вывода, относящиеся к случаю 1՝ = 0, лишь с той разницей, что в 
этом последнем случае обратное течение ветра на высотах усили­
вается. что обусловлено неустойчивостью стратификации [9].

Время запаздывания в обоих случаях одинаково (близко к трем 
часам) и определяется выражением

Ig .o/o =14-—'- - - (ք{ cos а). 
Zsj/j dx

Таким образом, па основании проведенного анализа можно за­
ключить. что характер стратификации атмосферы существенно влияет 
на развитие горного бриза.

1. При допдиабатической стратификации (Г >0) явление квазиста­
ционарно при’X >0.1, в вертикальном масштабе масса воздуха при­
жимается к земле в зависимости or увеличения угла наклона горы 
но отношению к горизонтальной плоскости. На высотах существует 
постоянное очень слабое противотечение, и. наконец, на горе суще? 
сгвуют точки, в зависимости oi угля наклона горы и числа //. i де- 
имеет место резонанс, то есть явление по вертикали не затухает. В 
зависимости от угла наклона горы запаздывание хода ветра по отно­
шению к ходу температуры может меняться от нуля до 6 часов.

2. При адиабатической стратификации (Г = 0) явление неста­
ционарно, пограничный слой, охваченный склоновым ветром, боль­
ше, чем при доадиабатпческом случае и не зависит от угла наклона 
горы. Этот слой равен пограничному слою бризовой циркуляции 
при горизонтальной земле. Существует обратное течение ветра ня 
высотах, как в случае бризовой циркуляции при '/ — 0.
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3. При сверхадиабатической стратификации (Г <0) явление не­
стационарно, пограничный слой склонового ветра больше, чем та­
ковой при плоском бризе и зависит от величины М — 7| лГ. Суще­
ствует обратное течение на высотах заметной силы, обусловленное 
неустойчивостью стратификации.

Время запаздывания в случаях Г = 0 и 1'<Հ0 имеет одинаковое 
значение и примерно равно 3 часам.

Случай резонанса не имеет места при Г = 0 и Г<^0.
Институт иодных проблем и гидротехники 

ЛШХ Армянской ССР Поступила հ I 1965

9.. 2. 9.ՈՐ5ԱՆ

ՏԵՂԱԿԱՆ ՅԻՐԿՈ1ՎՅԱՑԻԱՆ ԼԵՌՆԱՅԻՆ ՋՐԱՌՐԱՐԻ ՎՐԱ

Ս. մ փ n փ ում

հուլվտծու-մ րերէիււ մ Լ տեղական ղի րկո ւ իա լի հարի! խնդրի ւղարրե~
րակւոն լածու ifր կորադիծ կոո րղ ինատա լին սիստեմում, ե քնելով ,իղրււ - ,չերմա֊ 
դինւսմիկայի ղծտ քնաւյրսւծ հավ աս ա firttiUthրի ( I I/- ( 1 —!) սիստեմիդ. (է •"> ) 
ււահմ in'll til; ին պայմանների դեպՀքամ է ՚ է՛ի ւս ա րկէիսծ են մ իքն иլո րա ի ու ղղաձիղ 
ջերմաստիճանային ղրսւդիենտի երհյւ .նտրտվսր I/ ե ւղ րե րր մին չտդխսրա տ իկ 
(Г>0). արատիկ լ! — <р /< ղե րաղ իա րտ տիկ (Г 0 ) ■ որոնց լոէծու՚մեերր 
համ ւււպտւււասխւււնւսրսւր ներկայացված են ք I. հ՚ք ), (/./5^; (1.0)
և (3.2), 1 3.3 ) in րւքՀՈէհա ;աա իք լու՚հնե րով։

Ս ա ա ւր) ած րան՚սւ ձևերի հիման վրա կատարված են կոնկրե տ հաշվարկ­
ներ, որոն ք! րերվտծ են .1. ե 3 ղծ աղրերա մ:

//տարված արղլոլնրների .եաաղոintit իքլսլնր ցուլց ի տա/իււ, որ'
1. 1 > \) ղեւղ րու.մ, երր Z — Տ|Ո® 0,1, սրտեղ > սարի ի? ե .{>՛> • //1 ան ան֊ 

կքունն Լ .որիղո՚ււի նկա տ ifա մ ր . ե րեէււ քթ ր յ>ւքսւ դի и ա ա էքի ոն ա ր Լ, ր*1ւդ որա մ 
/. ւիււքրւսքւալու հետ մեկտեղ երե in {(J ր դասնում ի и\֊u tn ա դի ոնա ր: / էքեծա- 
նայա հետ ւքիւաւին ’՛դի tf սասան, որ1> մււանակէյում Լ տեղական ւքի րկէէ ւ ք ւա֊ 
քյիալին, րաո րսւրձրու իք րսն նվաղա-մ է, սարի »//"" որոշակի կետերում, կախ­
ված 7-~իղ ե И~1Ч1‘ երեալթր, րոտ րարձրութլան կարող է շմւււրե/ (ււեղս- 
նւռնււ jl

2. Г -- () ե 1՞<Հ0 դեպքերում երե '"./ի! ր " 1> տա դիսնա ր ք;, աեղւս!րււն 
ղիրկու [րոէ/իււ՚հ րսա րսւ րձրութ լան «ղի ավելի մեծ շերտ Լ րն ղ ղ րկում. .րան 
I ^>0 ղեպ.րւււ.մ ե .inil'iu ,տւի1ւ/ի Լ հտրթ ղետնի ղեւղ,րում րրիղալին ղիրկու- 
1լաէքիաւի ոահմանւոքի՚հ շերտինւ 4.լսւոեղ սեւլոքւանււ տեղի չի անեն ill »/,.•
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ИЗМЕРЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ПОГЛОЩЕНИЯ ПРИ БОЛЬШИХ 
ИНТЕНСИВНОСТЯХ И В ПЕРЕНАСЕЛЕННОЙ среде-

1. В связи » целым рядом теоретических расчетов по прохожде­
нию света через перенаселенную среду |1, 2, 3. 4|, возникла необхо­
димость детального изучения различных оптических параметров ак­
тивных веществ. Среди них особый интерес представляет коэффициент 
поглощения.

Как известно, при малых интенсивностях поглощение спета при 
прохождении через активное вещество длины I дается следующим 
просгым соотношением:

(О 
где Уо, Л интенсивность входного и выходного пучков соответ­
ственно. а 3 — коэффициент поглощения вещества.

Однако, при больших интенсивностях излучения и при наличии 
накачки (возбуждение атомов, приводящее к перенаселенности) вы­
ражение (1) не применимо

Если исследовать короткие световые импульсы, то есть такие 
импульгы, длительность которых настолько мала, что действием на­
качки и спонтанного излучения на изменение населенности атомов ча 
время прохождения импульса через активное мещо.ство можно прене­
бречь. го. как показано в работе (I |. в случае, когда частота излу­
чения совпадает с резонансной частотой поглощения, изменение пол­
ного числа фотонов по длине образца выразится уравнением

til^ 1 А /1 ,֊?’<•. С Г ’Ж (Ն\, _ А,; (1 — է- ) — /ՈՇ՚ . (2)
UX 2

где I՛*—полное число фотонов, проходящих через 1 ли- в сечении 
.с за время импульса.

А* - инверсная населенность в момент прохождения импульса,
з — эффективное сечение столкновения для индуцированного 

перевода атома из возбужденного состояния на основной уровень 
(или обратно),

J-Q нерезонанснын коэффициент поглощения.
Решение уравнения (2) при условии 2^и <Լ 1 молено написать в 

следующем виде:Работа доложена на научной сессии ЕрГУ r апреле 1964 г
fJ Известии АН. серия фпл.-мпт. Илу»:, № ձ
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շՀ =

1 + —^ в
«Ди — Во

где ճ՚օ, (4 —значение ձ՜’: на входе и 
/ — длина образца.

Из выражения (2) и (3) видно, 

- 1
выходе образна соответственно.

что коэффициент поглощения

(5)

истин-

(8)'

(8)

зависит от интенсивности и, следовательно, меняется от точки к точке 
вдоль образца.

Из-за невозможности измерения коэффициента поглощения в 
каждой точке 'активного материала нами был введен некоторый эф­
фективный коэффициент поглощения, определяемый Kai :а 1 .Рэфф. = — In -Д • 

/ Լ-' է

Тогда выражение (3) можно записать в виде

Зэфф. = —(=△/! — %) ; 4՜ “Г 1П -ли է=Հ՜Ն)/-1 <4

Ясно, что Vm дает только качественное представление об 
ном коэффициенте поглощения.

При отсутствии накачки очевидно, что 

где п0 число активных атомов
Подставляя значение из“эфф. — 3^о т ?о 4- -• In J1

в I см*.
выражения iG) в (5), получимс”оЭ"о >0 | [ _ е-Оч. ЛХ

Выражение (7) дает зависимость ՑծՓ։|.. от полного числа фотонов 
на входе образца при отсутствии накачки.

При ՀտԼհ-~>0 получаем известное соотношениеэфф. — 3^о 4՜ IV
2. Экспериментальное изучение зависимости ?»фф. от интенсив­

ности проводилось по схеме, приведенной на фиг. 1. Источником мо­
нохроматического света служил рубиновый генератор, работающий 
на линии Длительность импульсов составляла 3-10՜ сек, что на 
порядок меньше времени спонтанного перехода [5].

В качестве образцов были использованы два рубиновых стержня 
длиной 120 мм и 77.5 мм с ориентациями 90 и &'ւ՜ соответственно.

Определение рЭфФ. проводилось измерением энергии входного и 
выходного пучков. Энергия измерялась специальным колориметром 
типа «осиное гнездо“ р ]. Нормальное падение света на торец рубина 
осуществлялось с помощью точной юстировки коллиматором.
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В значение 3։фф. была введена поправка, учитывающая отраже­

ние от горнов рубина, которое принималось равным 8 %. На фиг. 2 
приведена зависимость Լ,>ւ;. от интенсивности входного пучка: кри­
вая I—для образца длиной 120 л.и, кривая 11 — для образца длиной 
77,5 .«.и. Сплошная линия соответствует формуле (7), а точки—экс­
периментально пол.՝, ченным значениям Հ ,; .

Off**. AVE f,t>

Фиг. 1.
Как видно и I фиг. 2, результаты измерения хороню согласуются 

с расчетом.
Нетрудно заметить, что при 1 формула (7) дает прямую 

с наклоном

__ քՀ.__Ио 4- М I
где շ — угол наклона.

Из (9) следует, что. шая значение :я0т80. соответствующее 
значению Նփ.ի. в roike -п0 — О, яри малых интенсивностях по на­
клону прямой можно определить 
значение %. По этому методу нами 
был определен коэффициент Յք, для 
различных кристаллов. В зависи­
мости от качества обработки и вы­
ращивания кристаллов. ,% изме­
нялся в пределах 0,02-:-0,06 см 
Эти значения хорошо согласуются 
со значениями, измеренными нами 
другим методом, изложенным в 
в пункте 4.

Во всех измерениях, приве­
денных в работе, при сравнении 

Фиг. 2.
расчетных и экспериментальных данных учитывалось вырождение 
уровней рубина (.հ։ = Լ ^- = 2).

3. В работе |1] показано также, что изменение инверсной насе­
ленности во времени для трехуровневой системы дается уравнением

"+W4 + (F+֊p=^- ’ф.„, (J0) 
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где IV՛ - вероятность возбуждения томов под действием излучения 
накачки. т время жизни возбужденного состояния. / ֊ число фо- 
гонов. проходящих через 1 ем- в единицу времени.

При ./ — 0 уравнение (10) дает изменение инверсной населенности 
во времени иод действием излучения накачки. В этом случае реше­
ние (10) можно записать в следующем виде:

"' ՜ Պ)| IFx -у 1՜ Ա^-ւ 1 ‘՜ ԱՈ

где ր.; начальный момент прохождения излунения.
Формулы (5) и (11) совместно дают зависимость З..;,,-. от накачки.
Измерение зависимости 3։фф от накачки производилось на тон 

же установке (фиг. 1). Для подкачки образца была применена обыч­
ная прямая импульсная лампа, которая питалась от отдельного источ­
ника питания. Изменение накачки осуществлялось изменением напря­
жения источника питания, причем зависимость энергии накачки оз на- 

р<։ пряжении была предварительно про-
՛-’ градуирована.
• оз На фиг. 3. приведена зависи­

мость or накачки (для образна
m /= 120 лги). Сплошная линия со-
\ ответствует формулам (5) и ill).

0| \ 4. Нами была также исслело-
\ вана зависимость коэффициента

, X. поглощения от поляризации света
՚ * ՜ ’ 1(1 (фиг 4).

Измерения производились сле- 
՚ ՜՜՜՜*" дующим образом: плоскопочяризо-

ванный свет от генератора падал 
на исследуемый образец, на выходе из образна измерялась интенсив­
ность излучения к зависимости от угла о между направлением поля­
ризации и оптической осью образца, при постоянной входной интен­
сивности. Измерение угла производилось специальным приспособ­
лением. с точностью 0.5 .

На фиг. 4 приведена зависимость коэффициента поглощения 
от угла 7 между направлением поляризации и оптической осью об­
разца. Измерения производились с двумя образцами с ориентацией 
Ю . /=120 мм, (кривая () и 60". / —77,5 мм (кривая II).

На фиг. 5 приведена зависимость от интенсивности входа 
при различных углах с> для образца длиной /=77,5 мм и ориен­
тацией 60. Линии I, 2. •'<. 4 соответствуют углам -.—(У, 30, 
45 , 90 .

В настоящей работе мы не затрагивали зависимости от тем­
пературы. частоты и длины образца. Такие измерения проводя гея 
нами к настоящее время.
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'1 II. ՊՈ՚ԷՈււՅԱՆ, Լ. մ. ԳՈ՚ԳՈՐՅԱՆ
ԿԼԱՆՄԱՆ Դ11ՐԾԱԿ11Ի ԱԱՓհհՄԱ II4;(I 1«ՆՏնՆ1Ո"Լ1114*:'.Ո1՚ՆՆ1ւՐԻ ԵՎ ԴՆՐՐՆԱԿԵՏՎԱՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ
Հողվածում цини 11եո>ււիրված է կլանման դործւսկէյի կախում ft /т լսի [էն֊ 

ւ/ւենււիվու խքՈէնիէք հ ինվերսիոն fl'llակե tfi[M14 nt [с քոլնիtj 1
՛հո րձնակտն արղ քունքն ե րր համեմատված են ա շ[ո w ա ու [<! քուն մե?

հաչված քոոնաձեերի հետ:
Հողված ում րերված ե՛ն նուե . լուրւի րե Lnuitfiu մ ի։յ կախ ված . կլանման 

ւլււ ր<է ակքքի կոքերր տարրեր նմուշների (1Ю ե 6^ օրիենտաւքիաների) համար.'
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

л. Л. ДЕКЛБРУН. Ю. II. кил ья нов. А. Р. МКРТЧЯН

ЛВТОДИННЫЕ ДАТЧИКИ СИГНАЛОВ ЯД ИРНОГО 
МАГНИТНОГО РЕЗОНАНСА

Лотолншгыс латчйкн при милых недичипАх напряжения на колебательном кон­
туре работают неустойчнпо. Пос к ыьку такой режим необходим при исследованиях 
методом ЯМР твердых тел. где авюдинные датчики имею» ряд иреимушсстп перед 
другими видами датчиков, амплитуда генерируемого напряжения должна бы:ь стлбн- 
лилнронаиа. В < татьс ։ается анализ егзбнхц.шрукндего к-йстиня активной щрццатель- 
ной обратном свяли, а также переходных процессов в автодкнном датчике со стабили­
зацией амп.ипуаы. на основании чего уючияюгся детали схемы датчика. Рассмотрен 
вопрос о чувствительности лнгодинных датчиков, г? которых теоретический .тналш. 
вследствие нелинейности основной -хеми, не может дать конкретных результатов. 
Наиболее прямым путем решения попроса является эмпирический выбор схем։, авто­
дина и ее детален, осуществляемый л сопосг-ишмых условиях. Приведшем полная 
принципиальная схема автодинного датчик.։, хорошо зарекомендован հ-го тебя при 
мсслелои.чннн мето < а ЯАП1 криста i.топ р- ы природных •огтниеш'н

.Ъмновым генераторам высокочастотных колебаний присуща 
способность изменять амплитуду генерируемого напряжения при вве­
дении в магнитное пиле катушки колебательного контура веществ, 
обладающих конечной электрической проводимостью. Эта способность 
давно используется в измерительной технике. где ламповые генера­
торы впервые были применены в качестве высокочувствительных дат­
чиков перемещения 111.

С՝, помощью ламповых генераторов были предприняты первые 
попытки обнаружить сигналы ядерного магнитного резонанса (ЯМР> 
от веществ » их естественном состоянии [2]. ('разу же после фунда­
ментальных открытий Ф. Вл< .к;, |3| и Перселла |4], положивших на­
чало спектроскопии ядерного магнитного резонанса, ламповые генера­
торы стали интенсивно использоваться для получения сигналов ЯМР 
|5|. Датчики сигналов ЯМР, построенные на основе ламповых генера­
торов. получили название автодинных датчиков (иногда их называют 
регенеративными датчиками). Они применяются для решения многих 
задач ЯМР — спектроскопии.

В настоящее время известны десятки вариантов схем автодинйых 
датчиков сигналов ЯМР. Помимо ламповых генераторов, широко при­
меняемых в технике радиосвязи (схемы Гартлея. Колиитца. Хут-Кюна, 
Шембеля- ՛Հօ у. гранзитронная и другие) для ЯМР —спектроскопии 
было разработано большое количество специальных схем, среди ко­
торых имеются достаточно сложные, например, двухтактная схема 
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'|6] или специальная схема, описанная в [7]. Разработка схем автодин- 
ных датчиков опирается на общую теорию ламповых генераторов с 
самовозбуждением [8|. „Механизм՜* воздействия сигнала ЯМР или 
других факторов на режим автодинного датчика и амплитуду его 
напряжения хороню изучен

Для исследования методом ЯМР—спектроскопии кристаллов не­
которых природных соединений Jill потребовалась разработка авто- 
линного датчика существенно нового вида, позволяющего в очень 
широких пределах регулировать напряженность Нл радиочастотного 
магнитного поля, зондирующего кристалл (или, что то же самое, регу­
лировать напряжение на контуре автодина). Кроме того, при исследо­
вании кристаллов необходима чувствительность датчика более высо­
кая. чем у большинства опубликованных схем. Датчики такого вида, 
очевидно могут найти применение при решении ряда других задач 
ЯМР-спектроскопни.

Принципиальная схема автодинного датчика представлена па 
фи; 1. Это резонансный контур Ճ; С՝, R. в котором электронная 
схема поддерживает незатухающие колебания резонансной частоты.
Исследуемый образец расположен в 
катушке контура. Электронная схема, 
компенсирующая потери в контуре, 
должна со стороны своих выходных

Фиг. 2. Вол ьг-а «верные характери­
стики отрицательных сопротив­
лений. (Сплошная линия—есте­

ственная .характеристика, пунктир­
ная линия—аппроксимированная 

.характеристика).

Фиг 1, НрйнпИп действия самоаозбуж- 
л.зкчцихся ламповых i еяераторов.

> лемм 1,2 иметь падающую вольт-амперную характеристику, соответ­
ствующую отрицательном- активному сопротивлению. Такие харак­
теристики (они получаются за счет охвати положительной обратной 
связи активного четырехполюсника) сугубо нелинейны, общий вид их 
представлен на фиг. 2. Для упрощения анализа характеристика ап­
проксимируется [8] зависимостью вида: '

/ — — ан ■ Ьи\ (I)
описывающей строго симметричную кривую (пунктир на фиг. 2).

Практика не подтверждает некоторые выводы, неизбежно выте­
кающие из такой аппроксимации. В частности, это относится к ампли­
туде синусоидального напряжения на контуре (отметим здесь, что на 
.онтуре высокой добротности практически может поддерживаться 
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только синусоидальное напряжение резонансной частоты, гак как тля 
напряжения другой частоты сопротивление контура ничтожно мало). 

Определим величину напряжения, генерируемого схемой. Если на 
входных клеммах электронной схемы с вольт-амперной характеристи­
кой вида (1) действует напряжение

№£/Msinw/, (2}

то ток, потребляемый схемой, изменяется по закону:

i = — /тС-’м sin »>t -г 1>1.Հ sin3 (ty

Мгновенное значение мощности источника при этом

Р — ui = — alfisw? ш/ իէՀ shi4u>/. (4)

а средняя мощность

Л-р _ A \Pdt - - ֊ -ՀՀհՍԼ. <’>

О
При некоторой амплитуде переменного напряжения

((Оо=2 |zz-|fr- <«>

средняя мощность источника обращается в нуль. 
Колебания такой амплитуды поддерживаются за счет энергии элек­

тронной схемы, без участия внешнего источника.
Если к клеммам электронной схемы подключено некоторое ак­

тивное сопротивление /?' (пунктир на фиг. 1) то ее вольт-амперная 
характеристика принимает вид

, Фиг. 3. Зависимость амплитуды ге-
показывающая, что при аппроксимация „срирусмйх'коле6л„„и 0: величин.. 
(1) схема может генерировать колеба- лагру очного сопроведения 
ния сколь угодно малой амплитуды.
Опыт показывает, что если постепенно уменьшать R', то при некото­
ром его значении произойдет срыв колебаний.то есть скачкообразное 
изменение амплитуды от величины Շ՛,. до нуля (пунктирная кривая 
на фиг. 3). Ио-видимому, начальная часть вольт-амперной характери­
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стики отрицательного сопротивления более соответствует прямой ли­
нии jlO|. Принципиально напряжение срыва I '1։ может быть сделана 
достаточно малым, однако обеспечить устойчивую работ) схемы 
вблизи точки срыва очень трудно.

Для устойчивой генералки небольших (порядка десятков мил­
ливольт) напряжений необходима активная стабилизация рабочего 
режима схемы с помощью глубокой отрицательной обратной связи. 
Блок-схема автодинного датчика в этом случае примет вил, представ­
ленный на фиг. 4. Напряжение на контуре автодина Г. усиливается

( н = /</Z \
Фиг. -Լ Функциональная схема авгодннного датчика с 
активной слабили »лци< и амплитуды генерируемых коле­

баний.

и детектируется. Получаемое при этом напряжение сравнивается с 
опорным напряжением I'. п. Разность

Осо « ----- ^ԱՈ (10)
является в данной системе сигналом ошибки. Она усиливается и вно­
сит необходимое корректирующее действие в электронную схему, 
возбуждающую контур. Корректирующее напряжение равно

(11)

Корректирующее действие може։ быть осуществлено многими .лля- 
ми (изменение анодного напряжения генерирующей лампы: изменение 
потенциала ее третьей сетки и т. д.). Не рассматривая конкретно 
какой способ коррекции используется, введем коэффициент коррекции

'••ь=֊֊7- <12’«С'и

В соответствии с общим свойством отрицательной обратной связи |12| 

=------- !------------- . (13)
ձԱ 14-

Здесь օԼ հ. изменение генерируемого напряжения под гействием 
некоторого возмущения в системе с замки) гной т-глей стабилизирую­
щей обратной связи (фиг. 4).
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ձձ/д. ֊ изменение генерируемого напряжения под действием того же 
возмущения и системе без стабилизации.

Уравнение (13) характеризует эффективность стабилизирующей об­
ратной связи. Увеличивая /\1։ /\=. .4,: и а։ .можно достичь сколько угодно 
жесткой стабилизации амплитуды автодина, однако это затруднит 
измерение сигналов ЯМР, и, вследствие неизбежного запаздывания в 
детекторе, может привести к самовозбуждению схемы я делом. Для 
уточнения структуры и параметров схемы, необходим несколько более 
подробный ее анализ. Пусть в схеме, представленной ни фиг, 1, дей­
ствует возмущение (например, сигнал ЯМР), которое при разомкнутой 
петле вызвало бы изменение напряжения на контуре на величину 
Д/А. Мгновенное отклонение Շ'/- от невозмущенного значения обозна­
чим օձ/-... Постоянную времени переходных процессов собственно в 
в автодине обозначим -d: постоянную времени переходных процессов 
в детекторе Усилители будем считать безинерцнонными. Пере­
ходные процессы в замкнутой системе, представленной на фи:. -1, 
будут описываться следующей системой уравнений:

-4 ֊(ԱՀ) 4- ZU. = AkU.. (14)
dt

ր. = /6/Շ,. (15)

֊X + Va. - 1>(4. (16)
ill

= (17)

Решение этой системы относительно Ш\- дает дифференциальное 
уравнение переходного процесса

'»'« +(■« -=- -Л 4՜ - Hl + .4pX«,t«t . = ձ( ։• (18)
at- dt

В случае синусоидальной модуляции магнитного поля при ме тленной 
прохождения линии ЯМР

ձձ՚՚Հ- = (ձձՀ)», sin ut. (19)
(Предполагается, что տ достаточно мало, к времена ядерной магнит­
ной релаксации могут не учитываться |13|). Из (18) следует, чти на­
пряжение на контуре автодина будет изменяться при этом по закону

-= (o6'ft)*isin (*»Г - ձ)է (20)
где

(?&),= ֊— rat)
+ է-; (1 ■ »

Анализ этого выражения показывает, что при возрастании частоты 
модуляции ш, величина (оС\)м вначале растет, так как благодаря Հ. 
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падает эффективность обратной связи. Затем, несмотря на то. что 
обратная связь практически полностью нейтрализована. величина 
ր՝.(..՚;,)ո будет падать в соответствии с естественными характеристиками 
автодина. Таким образом, для получения оптимального сигнала необ­
ходимо тщательное согласование величины «։ и т<։ ('. другой же 
стороны, для подавления шумов вы.՛одно увеличивать у. Одним из 
возможных путей удовлетворения этих противоречивых требований к 

может быть использование двух выходов у схемы детектирования: 
1ыход с малой величиной для петли стабилизации амплитуды и 
второй выход с большой величиной Հ. — для сигнала ЯМР.

Очень важным качеством автодина как датчика сигналов ЯМР 
является его чувствительность. Известны .многочисленные попытки 
тать теоретический анализ факторов, определяющих чувствительность 
автодина. В этих работах либо содержатся принципиальные ошибки 
[11], либо вводится очень много допущений |15|. сводящих на нет 
практическую ценность конечных результатов. По-виднмому, в отно- 
। .еиии нелинейной системы, каковой является электронная схема с 
падающей вольт-амперной характеристикой, аналитически могут быть 
сформулированы только самые общие положения и наиболее прямое 
решение вопроса—эмпирическое. С этой целью в Институте химфнзикн 
\Г1 СССР сопоставлялись сигналы ЯМР. полученные с помощью раз­
ных схем на разных лампах от данного образна в данном контуре при 
данной напряженности магнитного поля [16]. Полученные результаты 
дают основание утверждать, что для автодинных датчиков сигналов 
ЯМР целесообразно выбирать лампы типов 6ЖЧ, 6Г19, 6Ж9П и при­
менять либо схему Колпитца, либо схему на базе каскада с катодной 
нагрузкой 117|. Многолетний опыт авторов в использовании автодин­
ных схем вполне подтверждает эти выводы.

Изложенные принципы могут быть реализованы весьма много­
численными способами. При выборе окончательного варианта схемы 
неизбежно приходится принимать во внимание ряд дополнительных 
(акторов (мощность источников литания, габариты схемы, общее 

тепловыделение, удобство наладки и г. д.). В свете этих дополнитель­
ных факторов оптимальным, по нашему мнению, является вариант, 
представленный на фиг. 5. Автодин (лампа Л։) собран по схеме кас­
када с катодной нагрузкой: Л; усилитель высокой частоты. ,1.,— 
детектор. .'Լ, .г15 дифференциальный усилитель низкой частоты). 
Коррекция амплитуды генерируемого напряжения осуществляется из­
менением анодного напряжения . 1։. Анодное напряжение Л։ равно 
анодному напряжению усилительной лампы Л5 минус постоянное 
напряжение на кремниевых стабилизаторах />,. Dz. !)г Такое .вычи­
тание՝* позволяет обеспечить нормальный режим генерации для .1, 
при нормальном усилительном режиме Л&. Величина опорного напря­
жения регулируется с помощью сопротивления /?у, амплитуда напря­
жения на контуре контролируется визуально по шкале микроампер-
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метра s схеме детектора Во избежание паразитных связей накальные 
цепи ламп имеют высокочастотные дроссельноемкостные развязки.

Фн։. 5. Полная приниипнл.-и.ная схема аигодниного датчика, прелназна 
ченнсио мн исследования Крис галлон.

Схема обеспечивает устойчивую работу автодина при напряжении на 
контуре .меньше, чем 5.10՜-* вольт, что вполне достаточно для иссле-

\յ
Рас 6

•Риг. 6. Линии ядерно-рслонлнсноп» поглощении Li' в амблигоните: ось <001 > Кристалла
направлена к магнитному нолю иарллдс и.но 11. (.исктротраммл сингл, когда угол 

.между (001) и Но 4.՜". спектрограмма .6՛ -когда угол—55°.
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На фиг. 6 приведены образцы записи линии поглощения Li՜՛ в 
LiPFAl Ыа(ОН)О4 при двух различных ориентациях последнего по 
отношению к магнитному полю. Измерения, проведенные с помощью 
автолинной схемы, представлены на фиг. о. Эти данные убедительно 
свидетельствуют о хорошей чувствительности и стабильности изме­
рительной схемы.

Инсгнгу! химической физики 
АН СССР I lort֊ пила 4 XI1964

I.. Լ. ԴհԱԱՕՐՈհՆ, :1111». Ն. ’||Վ8ԱՆ11Վ. Ա. 1Ւ. 1ր«||*Տ23ԱՆ
ՄԻՋՈՃԱՅԻՆ 1րԱԴՆ1’ՍԱԿԱՆ 1ՆԵ1Հ11ՆԱ.ՆՍԻ 11.9'1-ԱՆՇԱՆՆ1ւ1'հ ԱՎՏՈԴԻՆԱՅԻՆ 

ՏՎհ1»Ն1>1“ |»:?11Ի1’1)ՂՆեՐ1՛ Н1‘1И11иГьЦИ1'1'П1'1вПԻՆՆԵՐԻ Ji.IHLP

II. մ t|i и փ ո ւ մ
Տաաանսդպկան կոնաարամ վարր </'//<) ա թքա ններ անե դո у / արա i! ների 

դո լա.jd քան մ ամոքհակ ավւոոդինալին տվիչներն անկաքա՚ււ են ա շվս III imuti >
սաէլալն : 1Гի Հակալին մադնիսական ոեդոհւանո flllllh) մեիհւդի ւ> իշո ւրւվ
պինդ մւււրմիննե րի ա սա մնտսիրա.թրոնների >աւք ար ա (դ in'//'?Ն/7’ն ա նեն 
մի շարք ասավերո թ րսննե ր- հա մհ if ու ու шЛ մ րոււնե րի հհա, ււ րի ւդ ա ւ/ւԱաււ ով 
էլ ելքը մնա մ կ մ ի ակր' տնհրամեշա Լ էրսււնա մ կալանադնեք դեներս/դվսդ 
լարման ամ‘պլիաա էլան, րարեւիոիւե լ ավւոոդինաքին ավիշի ւ>խևւ1ան 
որ նրա աշխատան րալին ոեմիմր փոքր մեծ ա թ /ան չարա մների դ եպ րա it 
չինի էրս քան:

Հոդվածտ մ արված Լ ակտիվ րաէ/սաական հակադարձ կապի կալանար֊ 
նոդ դէէրծււդսւ [J լան, ինչպես Л ավտոդինաքին ավիշու մ անցման Л րև ու քթնhրի 
անաքիէւքւ՛' կապված ու if պ քի ա ա ւ/նհ րի կա րււնւո՚յմ ա4ւ հհ in . որ/г -.իւէ ան 
ձչդրսւված nt. րարհվւոիււքաձ ևն ւրոէոշիկ/ւ սխեմաքի մսւսերր:

'!'ննարկված Լ ավա ttif ին ա ւին ավի՛շնե՜րի if if ա /ւււնու իք fill'll ՜^արւքր, "րի 
մասին տեղական անալիդր, ւիմն ական սիւեմալի ււ շ ւր*1 ա >ին լիներս, հե աևա^է- 
քով, շի կարոդ աալ որոշակի արդլանքներ: Ալդ հարցի քուծման աւ>եհա~ 
ա դիդ ճանապարհր հանդի и ni'lt m if Հ ավաոդինի սխեմաչի ե նրա ti ասերի րադ- 
դաաման մեթոդով համաւդաաաиիւան աււկա սլարքանների Լմսյիրիկ ffiliiifint֊ 
թ քունը:
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