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МАТЕМАТИКА

К. А. АВГАРЯН
ПРИВЕДЕНИЕ КВАДРАТНОЙ МАТРИЦЫК КВАЗИДПЛГОНЛЛЫЮМУ ВИДУ И РАЗЛОЖЕНИЕ ЕЕ ИА СОСТАВЛЯЮЩИЕ

Г;՝Е В статье излагается достаточно простой метод приведения кшц|»гяой матрицы к квазидиагональиому виду. Идеи метода коротко пшжены в заметке |||. Здесь этот вопрос рассматривается более подробно н с несколько иных позиций, а именно, обоснование метола проводится без использования теоремы Сильвестра о разложении «»«Рагной матрицы на составляющие.2. Пусть собственные числа матрицы // порядка п разбиты на 
Լ.՜,. / Р \& групп вида а?՛'. •• , Хд’З (з — 1. 2,• • •, п\ п} при условии,

। ՝ что
Հ>’> с >0. (1)(5=#s; i — 1. 2,.--. A՛,; j = 1. 2,---, Հ).Каждой группе з поставим в соответствие матрицу

ձ'(’) = 11Ո(“-^ճ«>՛։’ 1.2,(2)5-1J-I5~յРанг .матрицы △.-,(//). а также ранг любой целой степени этой матрицы. на основании теоремы о дефекте функции от матрицы |см |2|. стр. 130, теорема 8) равен !г,. Поэтому матрицу А, (а) можно представить как произведение матрицы А’, типа ռ X А*. с А7 линейно независимыми столбцами на матрицу Alo, типа Ar,X я с k... линейно независимыми строками: А,(//) = КвЖ. (3)Из равенства A;(/z) = /<,AW<3.-W0,видно, что квадратная матрица Л7а,/<. порядка А, является невырожденной матрицей.Введем в рассмотрение матрицу
Л1,= (Ма։К,)-1М0,. (4)



4 К. А. Лбгарян.Легко показать, что
Л/7/<л- = О, (а х) I(ZTz— единичная матрица порядка /)Первое из этих равенств сразу получается умножением (4) справа на К,. Для доказательства второго равенства заметим, что

ձտ(«) Д4(иЛ » 0. (a^=s). (61так как из произведения ֊Ն Д. при з д տ можно выделить множитель 
Р КП П (и - 4’^/-«). который, согласно теореме Гамильтона—Кэли, ра- »-1 /-!вен нулю. Используя равенство (4), будем иметь

Кп МьК'Mb К. /И, КаМ«, = 0.Отсюда, учитывая, что К. состоит из /г,- линейно независимых столбцов, Л'/о.4— из k. линейно независимых строк, a ЛЬ»/С является невырожденной матрицей, непосредственно следует второе из равенств (5). Введем коагулированные матрицы / Л*Л/< - (7<v а;.---, к,,}. Л!= -Ч. •\.й„/Ввиду равенств (5), имеем
МК = Л'/И = (7)П редставим то ж лестно

и = КМ и КМ следующим образом / МхиКг- • • Л Լււ К,, \I М2пКх .ws«/<2. • МмК), 1
\ М„иКх ■MpuKp ՚При а /.*• субматрица

М,иК> = 1 .Wa/<,.'Wu>«/<.(4W<*)": = 0;(матрицы м и A.../WOi — как многочлены от одной и гой же матрицы перестановочны друг с другом).Поэтому
(

МхиКх 0 ... о0 ЛЪ/А\ ••• () jzWО 0 ‘•Mf.iiKfJОбозначимէ՜. ' .\:-=М:ЧК։. (9)



Приведение квадратной матрицы к квазидлягоналыюму виду 5/Л։ 0 0 \А = | ° лг* * * 0 )• (10)\ О О -А,,/ гда /г = /<Л/И = /\А/< ՛. (И)Таким образом, посредством матрицы А' матрица и приводится к пдиагоцальному виду А.3. Матрицы и в А, как подобные матрицы, имеют один и те же гвенные числа.Покажем, что собственные числа матрицы \ суть собственные :ла матрицы н, включенные в группу •=.■'Пусть կ— собственное число матрицы А:. Тогда Հ—вырожденная матрица.Предположим, что не принадлежит группе г. Тогда w—X//:n является множителем Имея н виду, что. как нетрудно про- яерить.
Л1:(«-/Дя)НА-.-а/^)/М: (12)II 

(и - ԿՒ.,,} /<, - К-. (Կ - (13)представим матрицу .ИЭА,К, в виде,И.Д,^₽ П (А։->.,£^).
(ր= 1. *«)Согласно сделанному предположению, среди множителей правой чисти этого равенства имеется вырожденная матрица А — Пойму .-VI,Д,Кг — вырожденная матрица. По, с другой стороны.

,И,Д,А\^ Я/(ЛЛ = AWG,причем, было показано выше, А10./<.-—невырожденная матрица. |‘Полученное противоречие доказывает, что любое собственное число Матрицы \, есть собственное число матрицы и, включенное в IГруппуI Пусть теперь X, —собственное числи матрицы к, включенное в группу 5.Предположим, что не является собственным числом матрицы А. Тогда Х> должно быть собственным числом хотя бы одной из остальных матриц А,. Пусть эго будет А (s =# s). Но тогда, по доказанному выше, AZ принадлежит группе .տ՝. Оказалось, чго принадлежит одновременно двум различным группам - и տ, что противоре^ чнт условию (1). Таким образом, имеет место и обратное предложение. а именно, всякое собственное число матрицы и. включенное и групп՛, г. является собственным числом .матрицы А-.



6 К. А. Абгаряк _________________4. Равенство (11) можно представить и так: .^И
и Иг-1 Игде А< А,Л։Л1,. ЛМатрицы R- (с== 1, 2,---, р) удовлетворяю г равенствам

R? = КаЛ?/И, (/л - 1./?,--/Л=0, (э ¥=.?), (1?||
uR> = R-.it — R՝;. (1ЛРассмотрим матрицыЯ- К-.М..., (с= 1, р).Имеют место следующие легко доказываемые соотношения:

Р? = Р., (з« 1. 2,..., р- w=l,2.-..): (Д|р:./<=0. (o=#s): (21)1
V,P-£, 12211:՞։ HIи. наконец, иР: = Р3и*=> Ra. (а = 1, 2,. • р). (23)1Отсюда следует, что матрицы /< (з=!, 2.-՛-, р) можно рассматрп*] вать как операторы выбора, с помощью которых можно выделит»! любую из р составляющих R-. матрицы а, соответствующих р nenv- ресекающимся группам собственных чисел матрицы и.Отметим, чтоД,Р;- 1, 2.---, р)

5. Примечание ! Пусть /(к) функция скалярного «аргумента м определенная на спектре матрицы и. Тогда, так как и и \ подобии, j' /(//)=--А՜/(А)Л! 12511я Г J!
f(u) - у AV(AJ/WJ։ (2fl։«• I

Примечание 2. В качестве матрицы /(., может быть взята любан матрица, составленная из !<-. линейно независимых столбцов матрицД или из k9 линейно независимых линейных комбинаций столбил! матрицы ձ0(«). Матрица Аг может быть заменена матрицей вил 
KzR-., где 1Լ — произвольная невырожденная матрица порядка fe . Пр»; этом, очевидно, вместо матрицы AL следует взять матрицу /Л-‘At. (Я другой стороны, как легко показать, если Д. ^/<3AU> и Д.= Mti.



Приведение квадратной матрицы к кватдиагонал ином у пи г, ро существует невырожденная матрица В. порядка /г,- такая, что А - К:В,. Поэтому матрицы К.,В., Вё'М. и В-'А^В^, где произ- вольаая невырожденная матрица порядка Л,. .можно рассматривать как .Общий вид матриц, осуществляющих разложение (26).Интересно отметить, что и Р, не зависят от В,. Действи- лелыю. в соответствии с формулами (15). (9) и (19), получим
= КЛ(В;՝М^К,В }-В, Г*/И,= /<,А,ЛЕ:Я = /<,Д։ЯГ’/И,-

Примечание В. Матрицы Д, (н), а следовательно, и матрицы /<,. 
Կ. Ms. вообще говоря, являются комплекснозиачными. Но можно разбивку собственных чисел на группы произвести гак, что перечне- Ьеиные выше матрицы будут составлены только из действительных чисел. Для этого, очевидно, достаточно, чтобы любые два комплексно сопряженные собственные числа матрицы и были включены в одну и ру же группу.

Примечание 4. При соответствующем разбиении собственных чисел па группы из формулы (26) могут быть получены формулы Сильвестра. В частности, если все собственные числа матрицы простые, то, предполагая, что каждая группа состоит только из • ли < и собственного числа, равенство (26) легко приводится к виду
—, А.։/.)я-։ •՝ >(что представляет собой формулу Сильвестра в случае простых соо- авенных чисел.

Примечание 5. Как известно |3|, матрица /□, ортогонально проектирующая //-мерное пространство /?л на А’.-мерное инвариантное подпространство R,n. соответствующее собственным числам л?,---. 1'4° матрнпы //. может быть представлена в виде
ISтле 7,— спрямляемая замкнутая дуга, проходящая в комплексной плоскости на положительном расстоянии от спектра матрицы // и отде- |ляющая собственные числа Հ,’' от остальных собственныхчисе л матрицы //. Легко показать, что построенные выше матрицы [I /*.<«•= I, р) в точности совпадают с матрицами /3.Пусть Г • я, О -•■0\О В2 • • -О | о о ■••вр/



8______ ________   К. А. Абгарян дДквазидиагональная матрица, приводящая квазидиагоналЪнук։ ՛ при А к форме Жордана А.Тогда
(>.£„ и)՜' = շ К,в. ' (Щ. - А.) '«..И .А-1Используя теорему о составном контуре и считывая, что А ш форму Жордана, получимT(U'fe֊A, ) ՚ճ>. - ,х =>: В, ’ О, ($*•=).I:Поэтому

"> Կ՚- 
Ն ' I

= ֊֊ Տ/<А՜‘фЛ>) ֊ /<„-И5 = /t.
Примечание б. Пусть и. (т) ֊ матрица, элементы которой в;й межутке խ, ծ| k раз дифференцируемы по параметру ՜.Тогда представление матрицы Д,(/г) в виде произведения лв матриц /<, и Afo, (см. (3)) можно выполнить так, что матрицы у 

AL, Аа будут также k раз дифференцируемы. Эго вытекает is с. д у ют и х с ооб ра ж е н и й:а) матрица Р3 k раз дифференцируема, что следует из ракенс
Հձ=^՜Փ<'-ք’ "> 'd՛-- • х6) существуют к раз дифференцируемые матрицы К, и 4L, кие что Kj.Ho (А*,—матрица типа п Հ k, ранга Հ’,. а AJ,-i трица типа к, X п ранга k-).Если, например, в рассматриваемом промежутке խ. ծ| лшйЙв независимость каких-нибудь (но одних и тех же) Հ столбцов натри! Р, не нарушается, то достаточно взять в качестве матрицы A'- v трицу, составленную из этих k3 столбцов. В общем случае всегд! можно набрать матрицу К-. из таких k. линейно независимых Л нейных комбинаций столбцов матрицы Р. с коэффициентами, eq обще говоря, зависящими от т, что будет обеспечена k раз лифа реицируемость матриц К:, Л1... а следовательно, и матрицы ! (см. (9));в) любая матрица которая является множителем явадеп множителем Дг(«) и наоборот.6. Рассмотрим один частный случай. Пусть собственные чиа матрицы и разбиты на группы при условии (1) таким образом. чтЙ каждую группу включены только равные собственные числа, и д! 



Пршч-депне кг матршш к квазилиагоиалыюму виду 9стни, чго все элементарные делители характеристической матрицы |Нл£л. линейны.В этом случае имеет место равенство
(и- Д1(ц) = 0. (27)Здесь через обозначено общее значение ранных собственных висел. включенных в группу а).Используя формулы (3). (4) и (13). отсюда получимЛ'։(Лл-7?'£/г5)/ИоХ/И։=О.I .Умножим последнее равенство елеен на .И, & справа на К. Тогда г левой части равенства получим коагулированную матрицу. ։у которой все клетки кроме одной, которую занимает субматрица (Х« —. являются нулевыми матрицами. Учитывая, чго в право? части равенства стоит нулевая матрица, будем иметь
(Л=- kl%։) ма։к, = оили так как М(,:К невырожденная матрица. (28)Г Отсюда видно, что Л - — диагональная матрица, диагональными ементами которой служат равные собственные числа, включенные группу з.Матрица Ка состоит из /г, линейно независимых собственных век->ро՝ матрицы и. Действительно,

(и - R&„) к, - л; (Ав - о.Г1КН.М образом, в рассматриваемом случае изложенный метол приводит к известному результату, а именно, если все элементарные делители характеристической матрицы «—л/Д линейны, то посредством )ицы, составленной из собственных векторов матрицы последняя годится к диагональному виду.7. В качестве примера приведем к квазидиагональному виду и гожим на составляющие матрицу֊8 2 5 — 4/֊15 5 б -3 \
и — I I,1—12 4 9 ֊10 I• —6 2 5 ֊6I а. Собственные числа этой матрицы Х։ — 1. *֊2------- 1. *3 -2. Հ— 2 разобьем, например, на следующие две группы: ища ■ 1: Xj։) = 1, Հ՚։) — — I,Боа 2: Хр = 2, Х?>=֊2.
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֊3 6 -3 0
= (и - Հ1էք-է) (// —XV>£.) | ~9 121-12 12 -6 Gг, • -6 6-3 31!римем

11 реобразующая матрица
I О

1О- 1о
о-1о1Отсюда

4 =и далее 2 1 0 \1 О ֊I /’ ֊1 оО 1л, = м1«/<1 = (' ' >2), л։=М։И?<.„/2 «\—1 -/ / ‘ \о — շГаким образом, .матрица К преобразует матрицу и к виду7 12 О О
v = I ֊4 -7 ° о |I о 0 2 8 Г՝■ 0 0 0 -2 '



Приведение квадратной матрицы к киазиднагокалькому видуяющие матрицы и՝. 7 ֊1210 1713 ֊227 —12 ՛Հ- 10 4 __շ 8 \—18 8 -4 !4 |16 8 -4 12 /8 4 ֊2 6 ՛в Приведем теперь матриц) и к диагональному виду. Для этого 5ьеМ собственные числа на четыре группы:л‘”=1; г.':'-= 1: >Я=2; г4,=֊. ֊2.-12 12 ֊24 36.ъ «о / ֊18 18 —.36 54ձէ(и) = (и-,.՝»Е,)(«-*'«£.)-! 24 24 _(8 72

֊12 12 —24 36
и мем

.0 О —18 36./ 0 0 —24 48 ձ’<“>=>" ,-/■)(« о _зо юч) 0 —18 36 '1римем

AJ«) = (« ֊ >.П)£Д (и - (и ֊ =

֊36
ՀՀ

—7236
24484824

֊ 1224-2412
24 ■484824причем



24 0 0 24
М«> ХЙ’£,)(«֊Л5-,Ь ՜36 ° ° 3(5

Примем • / 2 
Ի 1 - \ ' 11 преобразующая матрица • ,•

/< = ' 1 •
, 1 -. I Ո.W = А՜1 = |\ ՜3 4 1Отсюда Л1։ = ( 1 — | 2 ֊3),Л/, =7-3 2 -1 2),Без вычислений ясно, что \,=^Х‘ '= 1Л4 = - 2. Поэтому 1 Ս С|п ֊1 СЛ х= I (о 0 2•о 0 сСоставляющие мат ринк՛ 2/?, = 3 14 —՝ 9

у —2*1 и о 24 J -12 0 0 12

3 1 2Հ4 2 3 |5 2 2 Г

3 1 1 ЛI 2 -3 к0-1 2 \2 — 1 2 г0 0 -1 $
Л1а = (О 0 -1 2).;И4 = (1 0 0 -1).; Л? = Г2)= -1; А3 = /."> = 2;

0\
4о 1

—շ՜7

2 4 ֊6 .3 6 —9 |4 8 —12 Г•> 4 R •



Приведение квадратной матрицы к квазндиагональнрму виду 13
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ՔԱԱԱԿՈԻՍԱՅԻՆ ՄԱՏՐԻՑԱՅԻ ԻԵՐՈԻՄՐ. Ք«1.Աք»ԻԱՆԿՅՈԻՆԱԳԾԱՅԻՆ՝ ՏԵՍՔԻ ԵՎ ՆՐԱ ՎԵՐԱԾՈՒՄ!! ՈԱՎԱԴՐԻՉՆԵՐԻԱ մ փ ո փ ս ւ մ
հոգվսւծու.մ »/։/' Հ Ц 1րսրկ[» U Հէաոէոկա սային մատր/ս/սՀււ, 

սհփական խ/խրր կարող ևն րամտնվել է) չփսխ՚>աակող խմրհրխ
Շսւրաղրւխւմ Հ ար/ մաարիբայի հևահ (ալ տեսքով սլտտկերման 

ք!ողր.

"/՛Ի

մհ-

կամ որ համ արմ եք է.

nfiuiluj'

.и, /<,

I՛
U = А-/И

II =֊ /<АЛ1
(<= - S)О, (5^s)Af/< = /<.H

(1)

Ռ4

60

kj-ն a խմբում րնղղրկվամ սեփական ՀԺրՀ/»Հ»/» րանակն Լ. [Հւ ֊ն I էրէւրւյի միա- 
խր մւսւոր[էցա Լ, /Հ3-նէ A - ’֊'// ե ,\i ,-ն համապատասխանաբար
KXfi, ք> ո աիպի մաւորխր/աներ հնէ
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/Հ-Ь. А-Ն ե ,V|֊p г, էրսր/լի հհւււհ )ЧЦ ւոհսյքի մ Ш սւ րի էրսն հր են'
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МАТЕМАТИКА

И. О. ХАЧАТРЯН

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИИ 
БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА В ПОЛУПЛОСКОСТИ

■ В настоящей статье приводится интегральное представление ме- 
ДОморфных в полуплоскости функций с произвольно быстро расту
щей характеристикой. Оно является обобщением одного результата 
ЕуНеваилинна |1| о представлении мероморфньгх в полуплоскости 
функций, характеристика которых имеет степенной рост. В представ
лении Р Неванлинна в качестве ядра фигурирует видоизмененное 
Мро Пуассона

К (.V,

В приводимом представлении в качестве ядра берется ядро ft (A; z), 
Jwtopoe определяется следующим образом (см. также [2]):

k(t’f 2) = kp (/; z) при n. — l<|Zi</z, /2 = 1, 2,-- (1)fl
Jae числа pa выбираются для всего класса .мероморфных в
зам ню. той верхней полуплоскости функций, характеристики которых 
мажорируются данной функцией </ (г).

Пусть/(?) —мероморфная функция в замкнутой полуплоскости 
К£>0с нулями а» и полюсами Ь... Введем следующие обозначения 
!՝. Неванлинна:

гЛ <r- f) = 4՜ [(1п+17 (7) 1 - -ln' IА-01- -֊)dl-
‘։

В (г, /) = — Г hi : f(reif) I sin
кг J 

о

C(r./)=2 S f-֊֊-- ֊֊ՆւոՀ. ^ = ;«лЛ, *-.= 1Л,|е''՜’’

a (rel‘; г) = ( In" -------Լ------
J է
1
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с (re ; z) V sin^(z). где -z-точки функции / (z)
1 г.<г

Аналогично определяются В {г, z) и С (г. z).
Функцию Ճ (г, /) - Ճ (г) — А (г, f) + В (г. /) -] -С (г, /) пазы

вают Фундаментальной величиной или неванлиннской
с ши кой функции f{z).

Характеристика S (г, /) —возрастающая функция от г и

характера

5 (Г, I) ֊ 5 ( Г. ) 4- О (I), если эл — -г 0.
X 7/ 4 * /

Теорема (Р-. 11ев аилинна). Если характеристика S {г\
ничена, то имеет место следующее представление

In 1Հ 1П Հ(0ւ_™ՏՅ*_
~ J г2-Н։—2rt cos т

2 г
- г sit։ -

где

V 1 ոՀ' (2(, v
— Հյ1ո Л1Л

I re ՜ <?.д
re' -b, 
re' b

X
tj — lint — In |/(n,!,>>| sin

I

Теорема (P. 11еванлиниа). Если интеграл^ S\r)r \ir 

ди тс я для некоторого целого положительного q, mu
1

inl/ս) „յՀւո;/(Ո ֊‘֊ --֊i 
- J (t — x)'+v*

- I

i In |/(0 k։/(t . :)dt - 

n>\

4
4-^ In I вл) I — In • D;,(z: b,) 2«,r'sinfe® 

«-։

Д,(?; a) = E(֊'
\ a </)£ '(f ;Հ).

E(u, </> — (! — Hjexpf// 1 ■- I ) первичный множите.։»»’Bei
\ 2 ч /

• рштрэсса. коэффициенты а. вещественны
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■ Пусть теперь z?(a) произвольная монотонно возрастающая на 
(О, а?) функция. Рассмотрим класс А(1 мероморфных в полуплоскости 
Imz 0 функций /(z). характеристики которых удовлетворяют усло- 
111ЯМ

Sir. ք)Վմ, օ\հԼ \Տ{ր./')</ (ր)ժր<օօ. 
J

Йе (•'/ -константа. зависящая or функции /(<).
Теорема. Любая функция класса А,, представляется в виде

Ո
.&

--Տ
6 М

|п|/(й1 = —f In /՜(/)-*։ր; z)di У 
՜ J Л-1

S 1пр/,л(г; <MI — 
л—1 Հ՚ոՀ.<ո

I . -оо оо
֊2 У ln|P/;Jc; Հ )1Ч-2айглашлф, z = re ՜, (3)
п л- г п—1 -հ թյ <я «- ւ

fte ядро k(t\ z) определяется соотношениями (1). при этом

А = 0. = |lny(//+ 1)1, п > 2. (4)

в коэффициенты вещественны.
Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы, мы при

ищи 3 леммы, доказательства которых не отличаются от доказа- 
[ тельстй аналогичных лемм, приведенных в работе Р. Неванлиннэ |1|. 

I Лемма 1. Тля произвольной функции *(/)> 0 интегралы 

пе <(л։) = 6 '(t)dt сходятся или расходятся одновременно.

I ■ •f՛

Лемма 2. Интеграл 0՜ ’ (t)c(t-, :)dt и ряд Vt>.(rv )sin р։(г)

■сходятся или расходятся одновременно.

I Лем.мл Интегралы Շ '(7)х1(/; гИ// и յխ(/; —/;г)]Х

Հ.Հ1 ՝K\t)dt сходятся или расходятся одновременно.
Лналйгичное утверждение верно и для величин С и с.
Теперь перейдем к доказательству теоремы. Из сходимости ин-

I те։рала j 7 յ (г)Ճ(г, f)dr следует, что

I 9՜’ (Г) .1 (Г, г)йг<^ос, \/Цг, 2} 1{ф\с) dr <Լ

■2 Ншсспк ЛИ. vein։։ фи։..։мг. взук, .4 Հ Հ'■
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^-։(г)С(г. z)dr<=>o.

Из леммы 3 имеем

[[<։(/: г) + а(֊/; z)| ГгЩМИ < =е.

[с (С: г)+ <:(-/; z)jrsH(t)<tt<oo,

где /7 (л) q~l(t)dt монотонно убывающая функция.

Из леммы I следует, что интеграл

АА(Оу и ряд

где /7, (х)= | Н (է) է ~dt, сходятся.

Имеем

Տ/Հ(ր, )sin¥,(z).

■*՜+7»
НЛх}>.^ ГгН(ПЛ -Ա ■ н(х+ -֊у 

X
Далее 

- л 1-1
( 'l-'(t)dr f ?֊։(<)ճր ֊-</ ’(л+1). 

*+*/» >+’/»
Следовательно, Ht{x) const-х՜՜^ ’(х •- 1), X 1, откуда следует 
сходимость интеграда

и ряди
х՝ sln<Mg) ։

1)’

Так как функция /՜՜’(?) также является мероморфной функцией на-, 
класса .41?, то, полагая z— оо и z — 0. будем иметь

1п|/(П||г3?-’(<֊| 1)Л<~.

sin

_____ sin
1)

- |ծ.!։<7(ա Ն 1)
(.5)1
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осмотриv теперь интеграл

—- 1п ]/(/) IЛ (/: г)dt.

!.:? ядро А (/; z) определяется соотношениями (1) и (I), и докажем, 
что он сходится абсолютно и равномерно в любой конечной части 
верхней полуплоскости !mz>0.

В самом деле, пусть lmc>o>0. Представим этот ин

теграл з виде суммы է гдр
-(«֊и
У ln|/(i)|Ap<i(f; г)Л,

— Я

я 1-1
4я (г) = Д In|/(<) kPn(t- z)dt.

Имеем
Ո

)'< const (S) I In \f(i) 11 rp,r՜ 1

n — 1
. />л—1

< const г5 I In

л —1

Из (4) следует. что при п 1 %. ՝ / Հ п 
><?(|Ո-ր О. Следовательно, из (6) имеем

(it 
С ---- •

Ր
(6)

верно (՛ '' L> q(n -f- I) >

\ Л it

F
1' W' |‘n!/(0l|(/5) ~էյ (?)

ti- J 
аточно больших п будем иметь 

fl|^-<г)1 <const||ո|/(0||?-ՃԼ_.

I
Аналогичное неравенство верно и для при |?յ<ՀՋ, 1ոյշ>ձ>0 
и Л1я достаточно больших п. Из этих оценок и из (5) следует наше ут
верждение.

Функция

( 111 / А’(/: ?)ճ7

иронична в верхней полуплоскости и
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Jim v(л-Ну)« In |/(х)|. (8)
v֊-4-U

Рассмотрим теперь ряд

2 2 lul/^jz: г2։1)| = //։(2).
л-։ п—I

Докажем, что он сходи гея абсолютно и равномерно в любой конеч
ной части верхней полуплоскости, не содержащей точек а^.

В самом деле, пусть z|<₽. Тогда для |аД>2& имеем

I In | ПРп (г- а,), | <շ/” sin а,. I «» ՜Ղ

Далее
2 | In О,,л(г; .Ս||<2շՏա»Հ ' Հ՞= I

2/е<л-։<|а01 <л 4 •

рп֊2
= '2րՀ >]sin յՀ —— j ճ4 ՜ >.

- 2eMV sinaj—֊) ” г '’п“‘<г։1՜*
\ п 1 /

1>п-2
Հ 2ժր։ V.sin 3|Հ ‘ • (9)

- \«֊1/ !«>da7(i^|-r I)

откуда, ввиду второго условия (5). следует напп* утверждение.
Аналогично доказывается сходимость ряди

2 2 In: Dpw(z; Z>vАдг)
w ։ >п - I յծ¥ I м

Функция A։(z) (Л.,(г))— однозначная гармоническая функция 8 
верхней полуплоскости, за исключением точек а.^ (<Հ), где она имее 
логарифмические полюсы и на вещественной оси имеет нулевые пре 
дельные значения. Следовательно, функция

1п|/(г) — й։(г) 4 //..(г)

— однозначная гармоническая функция в верхней полуплоскости, пр( 
дельные значения которой на вещественной оси совпадают с 1п /(л)

Разность и (г) v(z) представляет однозначную гармоническу! 
функцию с пулевыми значениями на вещественной оси. Продолжи 
нечетно эту функцию в нижнюю полуплоскость и полеченную րճՈ 
моническую функцию обозначим через й/(г). Тогда к»(г^к) 
= 2 алгя sin где коэффициенты <in вещеегвенны, шкудв слсдуе 

что
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/z(z) = г/(г)+Xa4r'rs։n//<j;1 г = г<4*.
Или

!
1| In /(г)| = ֊1 j in |/(Z’)| A’(f: z)dt 4-

k$?՛ >■՝
|4У ջ ln|D/r (г; «,)'-? շ \a 1Հ)\±

■՜է -n—1 /я—I <K\| </n
Й 00

4- У zj„rft sin z — rc''. (10)
I

Г Умножая обе части лого 
V до ₽. получим соотношения 
1* = 1, 2,.. ):

I . - =
алгт = — I Ini/ (րր ՚); sin mydy 

n .

равенства на sin /нс и интегрируя от 
для определения коэффициентов ат

I f ՛-՛/<'>*<': r^’lshi rnydy— 

о ...

2

* ос
К---- ~ ( 2 Ճ In ՝ Dp ( re" ; i sin/к» Ժ;թ4-

ГС J Д - J .յ_ I |rt^| < n

I ~9C-
Eb~(2 2 I(re1*- b.) sin/n?rfc = Հ -f /. 4-ձ 4֊ Л- (И)

w-i ա֊ -i b.\<:m

Оценим правук часть формулы (И). При этом мы будем предпола- 

:ать, что функция - In q (է 4- 1) возрастающая.

Имеем

о
I In \f (re‘T); sin m^d-i 

о
In /(re") sin y~sin my .——ւ-մ© -i

sin փ

0
J (re1')

Sin Hl'C<:ii7 ---- --
sin <p

(12)

Так как isinwcp| msin?. 0 - у rc. то из (12» следует

IՀ I <- ար՚ւձ (r, f) r mr/i г, -у I Հ mrS (r, / ) ֊•

I - turS /֊. ) = 2mrS (r, /14 0(1) mr 2mr dt q (H -4 O( I) mr. (13)

|Длн оценки интеграла /: перепишем его и виде
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/2= — ln|/(7) k((\ /г***) Sin Ո19 dydt
о

i Jnl/(OR/,rt(*; րձ*՚՜)ւ ժ/ք}տ1ո/ո?ժ?: (14)

о ո-։<|ք|Հ«
Заметим, что из (Л') следует, что

9гРп 4 ’
1 кР. ге^ I ‘ если । Ր > 2г-

|<|՝“ ‘
Если 111 < ՝2г, то

//rt—I
I sin my kp (1\ ге ')| = I =----------- - ”------ ------ ՛

Рп I Հո-Ь! /2 {. r2_9^c0S?
•

х М1п(/>„ 4-1)? — rsin/jft? sin то i 
sin у sin?

/«՜* 3m(/r + 1)A
<—p+r[2r</’»*։) + <P»lm< ---------Հ+։-------1'|>ՆւՀ* ։Հ՞+

Следовательно, вообще

Isinm^JC 3-^^~ > > (К

Из (14) и (15) следует, что

1ЛК —S f jin|/(OI|—
к J ք/՚ո՜ր1

Ո-}Հէէէ<Ո ' С ՚

~ւ
» p„ p —2Q J x j

n-
Xe '’’՜1 -Հ6- -I- 0(1) 

1/|3

. ՇէՐտր2 ։\/2\Р,։/ ձճր \Ո
< + 1Հ-) (2—) X I

xy i ------- ՝--■1------------ I-0(0.
x2j J <7(И + 1)1'Р

tt— l Հ f)<n
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Таким образом, для /. имеем опенку

/, Ur'mr’*,?(>/,<•<֊ + 2) Г i In |/(0l I /■ ■ ■. (16)
* յ ՚ է\Կ( ։ л + о

ne «max(/?„ ь l)(2/3)Pe.
Оценим теперь /,. Вводя обозначение

£>о(г) = П П Dpa^՝ dJ 
։ п— | < ն։յ < л

и переписан /, н виде

Հ = ՜ J In Doi'V I sinmyfc = —fir ՈյրՀ՜ւ ч։,.5 411 '“r d- .
* J "J sin 9

f ՛ о о

a J In Do՜1 (r?’) I sin
J sin о
0

будем иметь
|/,|«лхгЛ(г, D^4֊m-rB(r, Do՜*).

Так как А (г. 1Հ} С {г. = 0. то S(r. Do) = fi(r. О0).
Дил ее

В(г. К՝) S(r. Di՝^S(r. /J։) ■ 0(1)= fl(r. D։) + 0(1), 

откуда следует, что

ւձ1 <2mrli(r, IK) 4- 0(1).

Для опенки H(r, Da) заметим, что (I)

In ' I />p (rr’u; ) I < 2/> sin (----

1՝ (17) следует. чти

P"
(17)

/<('. Do)< - XZIn DPn{re*՝ sin^?<
и
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О Г * ** /■’
՜2 ճ ?₽.«"’,(—) =-*"’! Sa<2/з>лх r * я—l<inMi<« V I ,

< հժրի^ (3/2 er 4֊ 2) X sin -------- ------
|ал *7( a, 4֊ II

Таким образом, для 1Л получаем оценку

/31 С const (3/2 er 4- 2). (18)

Аналогично оценивается /4:

/41 < cons։ mrty։ * (3/2 с г 4- 2). (19)

Из (13). (16). (18) и (19) окончательно получаем оценки ня коэффи
циентов ат

ап ’< const mr^q (3/2 er Ч- 2) г Հ
Далее

»(г) = гт

< const У./п ( ֊ -г') 7(3/2-4/Зст-Ь 2) (4/3/•)"“• г" ~

— const r-q (2er — շ) V m Л֊. J = const r^q (2er f- 2).

то есть
Ջ’(շ) ■< const/Л? (2гг 4 2).

Автор выражает искреннюю благодарность проф. Б. Я. Левину 
за постановку задачи и руководство.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 26 I ISK6

Ւ. 2. հԱՉէԼՏՐՏԱՆ

ԱՆՎԵՐՋ ԿԱՐԳԻ ՄԵՐՕւրՈՐՖ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՆԵՐԿԱՅԱ»ՈԻ1ր1!
ԿԻ111ԱԱՐէ*-ՈԻՐ֊ՅՈԻՆ11Ի1ր

Ա մ ։ի ։» փ n t մ

Հւււրքւսծում րհրվքւմ Լ կիսսէհարթաթլոմհէո.մ մևրէւմորֆ և կամս»ւապեէք 
արաղ աէաղ իւարտկտհրիստիկտ անևքքող ֆանկք/իաների ինտեգրալ նհրկա^ւ-

Ար/ ներկտւաւրսմր հանդիսանամ Հ ասաիճանտ/ին արաղրէ^թքամք 
աճող խարակսւերխ/տիկա անեդոդ մևրսմորֆ ֆունկցիաների ներկտ[„ոքման. 
մասին //•. հևան լին սպի մի արդ րոնրի րնղհանրա ցումր (1Jւ
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՚64 tut! ill'll'“ւՒ թեււրեմսւմ սրպե» '1։ երէրո քու ւյման մասնակցում է
ււաանի ձևափոխված (AQ կ"[վ՚4Ա!

Հողվածում բերված ('.{) նե րէրո քաւյմ տն մեջ կ"1'1"1Ը որոշվում է (i. 
\րո fl Հուններով. որտեղ թո թվերն րնուրվամ են կի սահարթnt թրոնոէ // 
ամոր՚ե և տրված վ (>' ) փ անկցի աքին > ղե րա ղ ան I/ ւրղ խ nt րսւկւէւեր ի и in filjttt 

\նեւյող ![/ունկր[ւnAiLր[i ամբողջ գաւվք համար:
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MATEMAT

А. А ШМАТКОВ

ОБ ОДНОМ ИЗ КЛАССОВ КВАЗИГОЛОМОРФНЫХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ

В работе рассматриваются квазиголоморфные отображен 
храняющие аналитический характер трех плоскостей. .Устзнавл! 
связь между отображениями рассматриваемого типа и отображ 
с ограниченным дефзкгом Эта связь установлена в теоремах I i

Пуст։, функция
(Г) z։). k = I. 2 В

комплексных переменных zx и з2 дифференцируемы в точке 
Af0 (2?. 2?) и J0 = J(z*v 2?) =#0. где

յ Աւ, ,յ = <*(^1.^2. Wx,/wt) 

ժ(շ։. z2, z։, zs)

Рассмотрим отображение

z,„ p = l, 2.
4-1

где 

являющееся дифференциалом отображения (1) в точке Af0(zJ, :lj.
В |1| (стр. 409) установлено, что если отображение (3) сох 

няст аналитический характер плоскостей г3 = с,֊.г1։ Л — 1. 2. 3, то 
сохраняет аналитический характер всех плоскостей z. = г?։, 
которых точки с՝ лежат на сфере Р1 переменного с. на окружи; 
проходящей через точки с4. А = 1, 2, 3.

Мы рассмотрим подобное отображение. Оказывается, что 
него после надлежащего поворота системы координат имеют .« 
равенства

/;н - а„. ծ ..= »е' аи, Ьи = at?" ճշյ, ծ4, = vt?/։ a։։.
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> թ и V—некоторые неотрицательные числа, г- действитель
ное число. При этом р и ■” могут обращаться в нуль только одновре
менно (в последнем случае отображение (3) при выполнении равенств 
(4) сохраняет аналитический характер всех плоскостей, то есть являет- 

!морфным);

;i>v, uv^feO, ./՜ <2։1а„ —ай։а1С * О.

[едние два соотношения следуют из того, что в рассматриваемом 
чае

Հ> (' (">)

Л J — «ւ։«ւ՚ճ «շ։«։2 —՚ якобиан голоморфного отображения

К'/' yWv- Р = 1՛2-

<7-1

(<'>)

таукяцего данному квазмголоморфному.
щзвольно взятая аналитическая плоскость после применения 

ней отображения (3). удовлетворяющего условиям (4). переходит в 
незиалнтическую плоскость, Ее дефект равен величине

I
dei «, Г) = ---------

где

(7)

Ар = сар\ - alt2, Вр =( b;,\ 4֊ bր։, р = 1. 2

’«• |1|. стр. 411).
Вычисления показывают, что del (с. Т) для отображения (3), 

удовлетворяющего условиям (4), определяется по формуле

!։■((<-. /'= !֊ =2!ճ!ճ^ճ7ձԼ_ ------------------=---- , (8)

а (с с — ՝?") 4 ք-Հ 1 — р2сс ) 4- (1 — }«■՝/) (ус 4- } с)
где

а = 1Պւ i’ + I Պոտ. ֊■'■ = I «и I2 4֊ «и 2. 7 = «ոՊ։ +

Из формулы (8), в частности, следует, что отображение (3), удовле- 
твпряющее условиям (4), сохраняет аналитический характер плоско- 
Ней с, для которых числа с служат аффиксами точек окружности 

(на сфере комплексного переменного с).

Т
зссмотрим величину

Զ = сс{а ՜ ^8) “К1 — Н (jf • Т «) - (а»8—3) g (
2 у I (рсс ֊ Ч

Из (8) н (9) вытекает, что
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def (г. 7 ) -
I)

Рассмотрим, далее, плоскости <. дли которых величин.՛։ (9) яркий 
фиксированное значение D Исходя и։ соотношения (9), можно п 
зать, что соотис -сгвуюшие точки t сферы Римана лежат на ок| 
пости

21/ /J't

.• -/М(/> քՀ-
(« —^а —2D / р)2

где

/Հ. а
d :--<l(vi Հհ) . I (,х - ;Փ)Ձ Mjm

4 7 If*
Из (И) следует, что возможные значения /> удовлетворяют усливз

либо Г) max 

Пусть -a — սՑ^>0. тогда 
кает, что

D-). либо D< mln (7)։. Dz).

и- (12|, (13) и неравенства D C\D

D (1 ՜ Н») (14
4 / им

Пусть теперь *а—սՏ<Հ0, тогда

{) (1 l F'Hl4֊ va) չ֊ ;:v | (>x ֊ u-J)2 4- 4jtv \յ.
41/1 F

•4 У4 ֊♦• 4jivам) լ - 1

Из неравенств (14) и (15) и равенства (10) вытекает, что зо 
случаях имеет место неравенство

бе։ է г. Г) Հ - 1 1 _-=J

(1 + F*)ll4-«՛ н- 1֊ rl I (*Х—^)’4-4|/ւԴ* ՛

Мы будем рассматривать отображения, близкие к голоморфны 
есть такие, для которых р<3 (о геометрическом смысле это։ 
ловля см. (1|, стр. 410).

.Чля таких отображений

ՀԼ = «V.

~ |/

Определение 1. Гомеоморфное отображение

(7՝)«>Р = А(21, z:). р = I. 2, 

класса С? области Dcl ՀՀ на область Հհ-, принадлежит к к. 
/.г(Хг). если оно:

1. Сохраняет аналитический характер грех плоскостей.



Об одном классе, каазнголо.морфпых оюбрзженин _  29

2 Имеет место неравенство

()<? /</г <1. (18);

Определен не 2. Гомеоморфное отображение

(Г) ^>=Л(г։» 2-

lacca С։ области De: С7. на область 0s сС; принадлежит к классу 

/.։(fc), если оно:
|1. Сохраняет аналитический характер трех плоскостей;

2. Принадлежит к совокупности отображений области О ■: огра- 
пнтым дефектом

def (г. T)<k. (19)

вапикенных дополнительному условию

()<Հ 47<Հ 1.

Имеют место следующие теоремы.
Теорема 1. Если гомеоморфное отображение

СП = fP(zl -2), /> = 1,2,

(20)

итн С* области Dez С- ни облаешь принадлежит к классу 

/.г(й), то ано принадлежит и к классу /

Доказательство. Из неравенства (16) следует сира вед* 
хпъ неравенства

Դ 1Հ II •/def(c.T) ՜Հ ՚ - (21)
1 — p-v

(авенств (18) и (21) следует нужное нам неравенство

def (г, Л (22?1 А

Теорема. 2. Если гомеоморфное отображение

СП />-1. 2

՝си С՛՝ области DcCz на область Ը*<~ՇԼ принадлежит к клас-

I
гу/..(А). то оно принадлежит и к классу ^-շԱ| у ^/| ‘

1
21/1

Доказательство. Пусть / =
;лЗ — va

!.гда неравенство (16) примет ни.՛։

2/p.v
def (с. Т) < — ------ --- - -------717г^а=^՜ • (23)1 + 4֊ 1 — UV р | I /-p.V

Из неравенств (19) и (23) вытекает неравенство
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i i ------ - , ---- ti
1 4- p -f- 1 — J1V Нт < J**

для любого է.
Фиксируем произведение и рассмотрим функцию 

_____________ 2/ну_________  
? ” 1 + »».Т11 - р IV ՜

Исследование этой функции показывает, что значение 

будет наибольшим для всех 7.
Из неравенства (24) и равенства (26) вытекает нужное нам не- 

равенство

k*
(I + v PR*?

Приме р. Примером отображения рассмотренного тина, несэд 
шегося к линейному отображению, является отображение

«ն = ->7; (г1 Ф ? И֊ 3kZ2) -I- ֊ ?յ 1֊ 2շ ֊Ւ 2'- (2յ + ? շ)

= |4 3 (ր, -Г /. ?։ - Л z՜) փ է | ?։ - 2/. (Zj 4- zs) j , (3)

где а — произвольное комплексное число. ________
Нетрудно проверить, что функции (28) во всем пространен! 

С: удовлетворяют условиям

|Ц7 — <?с| = \br dp\, arg ( |“ 4՝ • |р Г I ^=2arg|‘‘ И, 
X I с է I d р ! J | с ր I

arg ja ր ! = arg:b (J ur 
I c r . dr

(cm. fl], стр. 203).
Здесь

dw.. dw.. дик дю.. r7 — —֊՜, t = , г = —
<7Zj dz. dzj ժ/3

При выполнении этих условий дифференциал отображения ( 
сохраняет аналитический характер всех плоскостей | 
которых числа с служат аффиксами точек окружности (на сфере 
комплексного переменного г)
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|с-1| = 4. (30)

При самом отображении (28) все плоскости вида za = cz։, где 
гараметр, удовлетворяющий условию (30), переходят в неаналити- 

поверхности, однако их касательные плоскости в начале ко- 
ОрАНкот являются аналитическими.

[ Так как в начале координат ./с .-=(] — 4|л ։)։. то верхняя граии- 
^.значениП dei (с, 7՜) дается формулой

max def (с, Т) = —-------- . (31)

ТОму, еслиJ
Ш отображения (28) в начале координат max def (г, 7) <Հ ֊. Тогда 

'€₽*
силу непрерывности тех def (с. Т) отображение (28) принадлежит сер»
[ к классу квазиголоморфных отображений Л, (е) r некоторой 
естности начала координат.

.Московский институт
jpoRoro матнностроелнл Поступила 15 X 1964

Ա. Ա. ՇւքԱՏԿՈՎ

ՈԱԶԻՀՈԼՈւրՈՐՖ ԱՐՏԱՊԱՏԿԵՐՈՒՄՆԵՐԻ ԴԱՍԵՐԻՑ ՄԵԿԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո t|i ո t մ

աաութլան մեջ դիտարկփււմ են ալեպիււի Հււիւպիհո լոմ и րֆ արաա- 
րա.ւ1ներ, որոնք պահպանում են երեք հարիք m ի}{ունների in'll ա ք ի ա ի կ 

քձոյթըէ Հււսււոաա է[ու մ Է՜ ասն itti. քմ րւ էն էլ ի ա tnրկփէ էյ աիպի արէոապասւկե րում֊ 
սահմանափակ դեֆ եկա աք ա րասալա ակե րա է)նե րի միջև} Ս.լդ աոնչոէ.~

Pr^i՛ հասաաաված ի 1 և 2 իք ե ո րե մնե րու մ է

ЛИТЕРАТУРА
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ТЕОРИЯ УПРУГОиИ!

Г Е. БАГДАСАРЯН. В. Ա. ГНУНИ

ОБ ОДНОМ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ УСТОЙЧИВОСТИ 1 
АНИЗОТРОПНОЙ Ա11ЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ I

Рассмотрим устойчивость анизотропной (неортотропной) кругояЯ 
цилиндрической пане.щ радиуса R, загруженной равномерно р՛ 
деленной поперечной нагрузкой и сжатой продольным усилием ■

1. Пусть д-, у являются ортогональными координатами, соиИ 
дающими с линиями кривизны координатной (срединной) поверхшя 
ти оболочки, z—расстояние по нормали от точки (х. у. 0) до 
(Л. у. ?).

Предполагается, что в каждой точке имеется лить одна ..о? 
кость упругой симметрии, параллельная координатной 
оболочки.

Оболочку считаем настолько пологой, что геометрия ее среЛ 
пой поверхности не отличается от евклидовой геометрии на плоскосЯ 

В отношении тонкой оболочки принимается гипотеза нелеЯ 
мируемых нормалей 11] и считается, что прогибы сравнимы г толши 
ной 4 |2].

Имеем следующие уравнения устойчивости и неразрывности |1Л

^_н х О _ճ^յ* _ւ. Ո 
дх dy ‘ (Lx ду

1 Г..-Հ—I *м” I
/? " ох- дхау

ЧТп-րյՀ^; i 2(Г„-Г?5) (7Տ։ ր:Լ“;Հ =. J

ох֊ дхду ' Оу^

Ժն,յ J , 1 Хм : z к ] ZJ _Q
дуг дхду dxz /? и ’ 4

Здесь

Л։ ԿՐր. 4՜ րյյ-շյ 4՜ 63о2и« 

’г: ~ րյշտյ։ 4-Հշշ®շ4 4՜ <'гв-и- 

^12 г։вЧ։ ՜ с2€г5» 4՜ Դ6£։շ-
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/И1։ — Dnzn ֊|֊ Օյշ՜/-ո« т D։nxJ2, 

•14շշ ՜~՜ ^12У'Л ~ 4՜ ^2в^"12’

•Wjl = ^1հՀՈ 4՜ ^էՀՀ22 4֊ ^65՜Հ1*՛

>.е«ние усилия и моменты [1], 

ди , I /Ժ<Հ»\2€н ՜՜ և *՜ր ՜ո" ( ■- ) ՚
дх 2 \ ox /

dv 1 / dw\- 1
dy 2 \ dy ) R

du dv dw dw£1Л =----- и • -f-------- — ,
ду dx dx dy

d-w _d՝w o՝w
dxz’ ““ dy" ’ ** “ d.\oy

(1.3)

(1.4)

(1.5)

рмации срединной поверхности оболочки, л, г՛, ги — соответ- 
1но тангенциальные и нормальное перемещения срединной поверх-

П=л Դ = ^. г;, = о (1.6)

gCJMJW. характеризующие начальное не возмущенное (безмомент- 
Гряние,

ОЛ— = (1.7)

>сти растяжения и изгиба, /^ — коэффициенты упругости
В случае, когда оболочка изготовлена из ортотропного ма- 

термхн։ и глазные физические и геометрические направления не 
^Плддюг. оболочка качественно работает как произвольно аннзотроп- 

I. Тогда коэффициенты Л’։> имеют вид [1,3]

Вхх = В'ц cos4 ■? 4- 2 (В\.. ч- 2/Հ.,) sin29 cos5 о -г В',,2 sin4 ?_

= ճո sin4 с J- 2 (ԶյԼ 4՜ 2£Q sin2 9 cos2 9 4- 7Հ; cos4 9.

= /?n 4֊ |Z?H 4- B՝.i2 — 2 (Z?;2 - 2 Z?:6)| sin29 cos29, (1.8)

4-1#;, 4 • B'22 - 2 (S;2 4- 2/4.)] sin29 cos8 9.

/■՛!• = ( lysin’? B\. cos'*9 4֊ {B՛.. 4֊24JCOS29] sin2 9.

B‘,:. cos29 — /4 sin89 — 4- 2S^.)cos 2c] sin 2p,

I5—угол между главными геометрическими н физическими па
дениями, В։1. — коэффициенты упругости при 9 = 0- 
Представляя усилия Tik посредством функции напряжения
Ц*. у) следующим образом

АН. серия фих-мжт. нэук, № Հ
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т o^F т (FF _ d֊F
11 ду ’ “ дхду

(1.91

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям системы (1.11. 
На основании (1 4). (1.5) (1.9) из (1.1) получим следующую нелиней
ную систему дифференциальных уравнений устойчивости оболочки

[ՀՀ +шк +2(О„+2РМ) Հ”. ю։.֊°^'г + /->»■֊• 
ах* дх3ду ох*ду дхду2 ду

1 ^а‘с’ । о 1 <Fw (PF d2wd՝F Л. n -J- Rq----------------- ----L. 2 - ------------------------------ж. Q
дх* ду* R дх: их2 оу2 дхду дхду ду2 дх?

(1.10)

. о d'F t t . d'F , օ d'F d'F ,
au ՜ 4 ՛ ~Պ։ 7 յ՜~ + - -tfjj) 4 -dn j i . '

дх* дх*ду дхгоу* дхду3 ду'

, 1 ԺԿր . (Р’гсРх / ժ։տ- \* Л — - -  4֊ ---- ------------ f ------  1 — (Լ
R ax3 dx2 dy“ \dxdy /

где

6'։։гв41 — e 16 GA։
’ "S="~G?2~։

ciiFu ՜ ՛ 10՛ M

15 ՜

с՝п‘ ?շ Ղշ Դւ1'^ GAe G։G« GAe

2 = 72՜ - 4>) ֊ fSe) ֊ (GA* — GA*)*! •
*'6«

2. Решение системы (1 10) ищем в виде |2--5| 

ւր-' = /տւո՜Հ տ.ո ՜*՜1՛՜՛1^, 
ծ տ

ր = Փտ1ո^Տ,ո 
b տ

(1.11)

(2.1

где .$— длина полуволны, а —тангенс угла наклона ноли к оси д։.
Применяя к системе (1.10) вариационный метод Бубнова Гале] 

кина, в силу (2.1) получим

где
КЬ* Kb3

“-Ր Г" ՜ —(! т Р=>

(2.2;

(2.31

(2?
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р Верхние критические значения внешних усилий при их независи
мом действии

. ; Зг.» Հ Հ 2շձ (Հ-յ.)!
I ■ Rb4t J. ’ J* ՚ տ* ’

.» է>

i i sin1—— sin2 ՚ — — dxdy,
J J s
и 0
ծ (’

J,, Sin’ ■֊' sin՜’ dxdy,

и о
1.I՛՛/*
fГ . -V - *v , 

Հ= И տա -- cos՝ sinJ J I> ։>
I о <>

/< =

5^= Տճ . dxdv 
s s

I . A
2 ' /?’£. *

ձւ = ֊լր 1«п7а - 2W - (<Խ 2flia)(T 4֊ «=ք) 
7

2O2« (a’T2 4՜ 3«7) «м (a*T2 4֊ 6агт 4- 1И.

Կ = Wi3 ֊ + 2 (£>12 4- 2OM) (7 4- a’l2) - (a’f֊ + 3a7) 4֊

+ ^я(а^4֊6г’т+1)|.

i
3. Из уравнения (2.2) получим

T = T^-ef֊\-df:. (3.1)
Здесь

Т ֊_ ր° = T* =_________ Kb-_________
X л27 -f- x-‘-( j 4֊ va2i

(3.2)
__3(ձ_֊_Հ)____ մ= 2к2(Л-./?2_______  

р|т.Ч.х(1Ч-7а2)|Л։./։’ Нт4-х(1 4-7**)Hr// ’

Kst — параметр внешнего усилия. < некоторый коэффициент. Т՝- 
Ьерхнее критическое усилие.
| |3ацксимости / — /(7 ) приведены на фиг. 1. 2 соответственно для 
Ьиёгнн и оболочек. Неустойчивые решения обозначены пунктирными 
Иями,

Л. = П - ֊֊ (3.3)
4մ

—ннжияя критическая нагрузка.
I Устойчивость ненулевых решений ноовёряется обычными л<ето- 
Л|.
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Большин интерес представляют те значения параметров а. у. 
вблизи которых достигается минимальное значение верхнего или 
нижнего критического усилия. Однако, в общем случае нахождение 
минимальных критических параметров связано с почти непреодоли
мыми трудностями. В каждом конкретном случае минимальные пара
метры можно найти численными методами.

Отметим, что в случае ортотропной оболочки с несовпадающими 
главными геометрическими и физическими направлениями нижнее и

верхнее критические усилия, а также кослекритическпе прогибы су
щественно зависят от ориентации главных направлений упругое!» я 
являются периодическими функциями угла © с периодом Та'йш 
образом, мы имеем реальную возможность регулировать критические 
параметры. а также ноелекритичсскнс прогибы в зависимости or 
условий работы конструкций.

В качестве примера рассмотрим ортотропную пластинку, Korj 
главные геометрические и физические направления не совпадают.

Рассматриваются четыре случая комбинаций упругих настоями

Слу
чая й & Գ--

1 2£ Е 0.5 /.

II Ю£ /• 0.5Е

III /: 2Е 0 ЗЕ

IV Е 10/: 0.5/՛

При этих данных значения х, 

ные значения критического усилия

у и соответствующие им миннма,' 
Ьг

приведены «и:
/ - Г-Н

(табл. 1).
На фиг 3—5 приведены графики зависимостей Гц ('?). у (у). а( 

для I и II случаев.
На основе приведенных выкладок можно сделать следуют 

выводы:
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Таблица 1

= к г O-.I8O0 30' 45s՜ 60е 90“ 120' 135е 150'

0.4024 0,4618 0.4692 0,4436 0,4024 0.4436 0,4692 0.4618

1 « 0 -0,1339 -0,1847 ֊0.1720 0 0,1720 0,18*17 0,1339

т 0.7072 0.8573 1.029 1.025 1,414 1,205 1,029 0.8578

Հ', 0,6937 1.054 0,9416 0.8С06 0,6937 0,8006 0.9416 1,054

II 3 0 -0,6140 -0,6017 -0,426*1 0 0.4201 0.С017 0.6140

т 0.3162 0.7504 1.304 2,081 3,162 2,081 1.30-1 0,7504

0.4024 0,4430 0,|1692 0.4618 0.4024 0,4618 0.4692 0,4436

III 3 0 0.1720 0,1847 0,1339 О ֊0,1339 0,1847 -0,1720

• 1.414 1,205 1,029 0,8578 0.7072 0.8578 1.029 1,205

Հ. 0,6937 0,8006 0,9416 1.05-1 0,6937 1,054 0.9416 0,8606
IV 4 0 0,4264 0,6017 0,6140 0 - 0,6140 ֊0.6017 -0.4264

1 3,162 2.081 1,304 0,7504 0.3162 0.7504 0.304 2,081

кп
a) min I min 7’*. I достигаются при с = —(й = О, 1. 2,* • •), то есть 

(?) I 2

когда главные геометрические и физические направления совпадают;

w
Фиг. 3. Фиг. 4.

-w ч

Фиг. 5.

б) max Imin 7Հ.1 
(«•) I (-.т> I

при достигаются вблизи углов Ля

4

Зп
- Ь Ля < са < (& -f- 11 х, а при 13и <Լ #2. — вблизи 
4

ft <h + 4 й k՜ + -- < ?9 < Л« 4- — 
4 2 2 4

(Л==0,0. 1. 2.- );
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в) если /?п > Вп. то при увеличении Z?i։ угол «։ приближает 
к левому пределу, а с2 - к правому. Если же սո<Լ8Հ. го с уме! 
шением /?„ угол с։ приближается к правому пределу, а-%: ՜ *•' j 
пому;

г) характеристики типа Ժ/9 (л, /') представляют собой цилнил} 
ческие поверхности, образующие которых наклонены пол углом ' 
относительно плоскости ( Г, ?);

д) величина (max Irnin Г* I min Imln Г* I увеличивается с yl
I о») I и.т» I <<?։ I <-,7» . I '

личепием отношения Z?n/^25.
Таким образом, появляется реальная возможность существ» 

иого увеличения несущей способности ортотропной констрш 
путем оптимального выбора расположения главных направлений ущ 
гости материала.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступала 8X1!

Ն I;. 14Լ*1.ԴԱՍԱՐ8ԱՆ. Վ. в. ԴՆՈ1«Գ1»

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ԿՍ.ՅՈԻՆՈԻ1 »ՅԱՆ ՄԻ 
ՈՉ-ԳՆԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

մ' դիտարկվում Հ անիզոտրոպ զլանային թաղանթի ոչ֊ւթւպ 
կա քուն ու թ րււն խնդիր ր։ // րպե,ւ մասնավոր ղեպր ղ ի ւոսւ րկվսւմ է օրթուոր։ 
թաղանթ, որի 'III11 ե րկրաչաւիական ե 'իիղիկէսկան աոանցրներր Ijat
մում են О անկյուն։

^աշվված ևն կրրաիկական պարամետրերը և ե ակրքււէւիկական ւ1իեէ.\ 
ճկվածվւներրւ Ձուլց է տրված, ււր Q անկլան համտպասւասխան ընւէւրւ 
թրււ՝1։ ւ/եպքում, կարելի Հ էապեււ մեծ արնել կրխւփկական պարամետրի 
արմ երներր:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. А. ХАЧАТРЯН

ОБ ИЗГИБЕ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОИ ПЛАСТИНКИ
нагрузкой, распределенной ио краю

Рассмотрим полубесконечную пластинку толщины Л (х\>0, 
ir I).

Пусть пластинка изгибается под действием изгкбпющего и кру-
Глцего моментов и перерезывающей силы, 
а-= О.

приложенных по краю

.И, = ,W0 sin — • 
X

Н = //0 cos ՛ •

.V1 - Posm '-Հ֊>

(Ո

где Мф, /70 и /Հ, — постоянные, X — пол у пе
ред изменения приложенных по краю плэ- 
- |нки нагрузок, причем будем принимать, что X достаточно больше 

пцины пластинки h.
Предположим, что пластинка изготовлена из трансверсально изо- 

шного материала, плоскость изотропии которого параллельна сре
зной плоскости пластинки.

будем исходить из уравнении изгиба пластинки, учитывающих 
|илне поперечных сдвигов |1].

В данном случае для трансверсально изотропного материала при 
отсутствии внешней поверхностной нагрузки систему дифферен- 
^альных уравнений задачи можно представить в следующем виде:

Ж+^=о.
Их ду

о հ՞ (I —р) . I — „— ձ-а?-------- i------ — ձտ. -4֊ ֊ ֊ « 0,
дх 20G' Е՝

(2)

ճձ„
20 G' Е
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Изгибающие и крутящий моменты и перерезывающие силы вы
ражаются тогда через искомые функции w, <р и ձ следующим образом

Л1, = D ’d2w . d*w-----4-ս-----
дх2 ՝ ду-

Л*(1 — u) dz
100' дх

z's(l ~ է1) I
10 G' ду I

Здесь

H=—D (1 ֊ h) Ժ'֊֊ 
дхду

*» /?лЛ. = --- о
1 12 г

^(i֊՛?) /Ժլ ժչ
260' \dy дх

.V3 ֊ — Ф.
3 12 ՛

D^-^ւ֊ 
12(1 - И2) дх* ду-

£, р— модуль упругости и коэффициент Пуассона в плоскости из 
тропик, G' — модуль сдвига в плоскостях, нормальных к средин» 
плоскости пластинки.

Решение системы (2) ищем в виде

ы(х. у) - W(x) sin • 
j.

»(л\ у) <l>(x)sin֊'V .
f •

Р(Л, у)=’Г (A-)cos---

Подставляя (5) в (2). получим следующую систему обыкновен
ных дифференциальных уравнений относительно IV'(x), Ф(л') и ’1г(х).

Ф' — - ’ir = o, 
л

w՛" _  . ֊I __ ՃԼՕ___ ֊1Լ ф" .1 J___ hi ] . с՜^՜
200' £ 20(1-Рн)С'л2

2Լ Ա7"__ цу— 1լ) ф" 4 * Iх* I լ - -^Eh2
л 200' Е I 20(1 4- u) G')2

Общее решение этой системы имеет вид 
СД гЛ

1Г(х) = (С։ + еде ’ 4-(С»+еде‘ . 

ПЛ -Г Х.|| Хи,

Ф(л') = — -֊ — ֊—ՀՇշժ 4- 4- Օ5ճ + Сое . (7|
(1 ֊ “’)ла \ /
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к--"՜
гас
I '•Vi+-^Kzr-

QiWh 6՚յ, C՝։i• • •. Сп — постоянные интегрирования, которые должны 
рределягься из граничных условий задачи.

[‘•Как известно, все расчетные величины выражаются через о н 
?, п они, а следовательно и w, с, о, по мере удаления от края х = О 

арлжны стремиться к нулю. Поэтому следует положить

Շ',-Շ4=(Հ=0. (9)

| В силу (9). (7) и (5) окончательно будем иметь
йг =Л՛

w(x. у) = (С\ I- Сгх)е i sin Г- .

** ։՛"
ф(X, у) = I - у-2" £— С,е *4֊ Gt՝ * Isin ^֊. (КП

I (I— р-Ь.- I X

I ֊֊■? __ лИ WX.y)=|-֊^^ ' -ШС.С ' |cos^.

I Подставляя (10) в (3), получим значения моментов и перерезы- 
кощих сил. выраженные через неизвестные пока псстоянные С„ Са 
>’ Գ Эти постоянные определяются из условий (1), которые в силу 

'(•0) и (3) принимают вид
1(1 _С, _ 2 + ֊ I с, + ±1֊ШС։ - - .

Լ-1՛ ֊՛' 1 ֊ I с, +1 -*L + <1±>>Л С,-—I I 5(1- u-)G/.2| |10 6' ֊2£՝ kD(1-i0
di)

■  ------— G 4֊ G - Ро.
К (1~г)х2 А3 °
I Определитель этой системы отличен от нуля. Поэтому отсюда 

^^кпо.р. чигь вполне определенные значения для постоянных Շ\. 
£լԱ Са, те и самым могут быть определены нее необходимые расчет- 
3величины задачи.

Для более детального изучения влияния поперечных сдвигов 
армированное состояние пластинки, рассмотрим случай, когда 

■ягрвю х = 0 действует только изгибающий момент, то есть когда 
I Ро = //о = О. (12)
■ В силу (12) из системы (11) получим
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1 4՜ !*• __ ։ 4-ա
1 — и n3D (3 -Է թ) <*> — (ւ — н)

MqX 1 ш
~Ծ (3 4- а) ч> — (I -• p)

(13)

24- 4լ_ _ I 4֊»»
M (3 4-u)a> —(1 >)’

Гогла для прогиба w(x, у) будем иметь

зд(л, у) = w (х, у)
3֊ и

է.

H-/1-F
где wQ{х. у) представляет собой прогиб пластинки при решений рас
смотренной задачи по классической теории пластинок

W (X. у) лу* /1 Н֊Н
«я(3 4-р)£> Ч-Р

г. \ ՜ А г\»
х ) е sin — •). ) X

г —некоторая .приведенная толщина", определяемая формулой

г = _ । __ Е___ .
2л I 5(1 +1>) G' (15)

Легко заметить, что I 0 соответствует случаю классической геор; 
пластинок.

Огмегнм. что при любом положительном значении / имеет мес 
следующее неравенство

г +Հ14֊ ? "" 2
(16|

На основании этого из (16) мы приходим к следующему неравенств՝ 
для отношения w(x. у)/а'°(г, у):

1 - ю(-у- У) <-3 4-н 
и* (л, у) 4 I 4- н (К)

Отсюда видно, что отношение uj'w' есть ограниченная функция аргу
мента է. Для каждого конкретного значения է можно определить это 
отношение и тем самым выяснить количественную сторону влияния 
поперечных сдвигов.

Рассматривая формулу (16), замечаем, что при

-1±± х
1 -թ к

<181

» и а/ обращаются в нуль. Эго значение х0 характеризует границу 
изменения знака прогиба. Как видно из (18). в рассматриваемой здесь 
частной задаче действия только изгибающего момента поперечны։
сдвиги не влияют на значение х0.

X — X
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изложим теперь н ряд Маклорена правую часть выражения (14). 
кдчолагая, что / настолько .мало, что в этом разложении по срав- 

jintto с единицей можно пренебречь членами, содержащими /л (и сте- 
.Мии выше грех), будем иметь

4
1 4֊ j_<L֊M я 

(з Гр)1 J (19)

Шйтересио отметить, что в выражении (19) содержится է в пер- 
•юА степени. Л как известно [I). в решенных до сих пор задачах об 
»։։гйбе пластинок (с учетом поперечных сдвигов) поправка к клас-
отческой теории выражалась членом, содержащим Р. 

Рассмотрим
вует только

еще один частный случай, когда по краю х=0 
перерезывающая сила, то есть когда

В Силу (20).

А = //0 = о.
из системы (11) получим

(20)

С.

2Р^ 
^(1֊р)Я

(2/g ri)' ՚»րլ'.4/5+ I ji) 
(ճ՜+|»)-4/*(« - I)

Р<У 
’ Г.Ч)

12/Հ

1 շ/տ(տ и
(3 -4-и) 4/Ա<0 1) (21)

о основании этого

Pn' z IИУ—------ •' 1 —
Հ֊1) I г.

(3 и) 4;5(«>— 1)

из (1<>) для прогиба w(x, у) будем иметь

2Х . 

> пу
е sin ֊֊

А
՝՛ 'i(3+и ъ

Полагая здесь է —0, получим соответствующее выражение для
тяба юс, вычисленного по классической теории пластинок

ս՛
(34֊Р) О

2а
??1~) (23)Տ1Ո '

Петру до показать, чго при любом действительном значении 

(2/’4-1 )։ - f (4Л։ Ն 1 р) յ/7՜՜1 >0.

t

вательно, прогиб, определяемый формулой (22). как я соответ- 
Юшин прогиб, найденный по классической теории (23), в отли- 

։՛ от предыдущей задачи, не меняет своего знака вдоль оси х.
Здесь существенное отличие от предыдущей задачи заключается 

том. что выражение (22) еже не является ограниченной функцией 
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аргумента / Поэтому естественно считать, что полученные здесь 
формулы дадут хорошие результаты при ограниченных значениях է 
В связи с этим отметим, что для реально существующих конструк- 
цнй, как правило, /<1.

Из полученных выше результатов нетрудно заметить, что по 
прямым линиям у- ■ пи. {т—0, 1, 2,-.«) обращаются в куль про
гиб w, изгибающий .момент AL и функция с. А как известно [1]. 
точно такие граничные условия на краю у = const налагаются при 
шарнирном опирании края. Отсюда следует, что если рассмотреть 
бесконечную полосу-пластинку, ограниченную прямыми, скажем, 
х = 0, у 0 и v = b - п.к (ti — натуральное число), нагруженную по 
краю д'= 0 силами (1) и шарнирно опертую по длинным сторонам, 
то решение этой задачи получим из рассмотренной выше задачи при 
соответствующей замене 'к = Ып в полученных выше формулах.

Рассмотрим теперь изгиб бесконечной полосы-пластинки шири
ной Ь, находящейся иод действием равномерно распределенных по 
краю д' 0 изгибающего момента и перерезывающей силы интенсив
ностями .И и Р. Пусть пластинка шарнирно оперта по сторонам у=0 
и у—Ь. Граничные условия на краю л* = 0 будут

л/1=Л1 = -~ V -Um'—Հ 
~ " ь

/7 = 0. (24)

.. п 4Р Հ 1 п~\*
\.=-Р V sin ' .

- .-171 " b

Решение системы (2) ищем в виде
сс

к՛ (л, v)= V ir„(x)sln 
~i b

w
?(.v. V)= У Ф,(л)зшя—• (25)

A..։ ե

fi-у 
b

удовлетворяющем условиям шарнирного опирания по краям у = 0 н 
у = Ь.

Подставляя (25) в (2). для каждого индекса п получим систему 
уравнений относительно 1ГЛ (л), Фя (х) и Ч'л(л). аналогичную системе 
(G). Речная полученные системы и учитывая, что пластинка беско
нечно длинная по направлению х, а также пользуясь (25), оконча
тельно будем иметь
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w(x. y)=V(Ce, Ся2х)е '' >in'~y.
«-1 b

Й* ‘|tU .VI

♦u. y)=s|

ТДС

2г'Епг „ *
(I -?=)^

и>я =

its

К*
6 |со»Я^ У.

иные Ся։, Сд: и определяются из граничных

(26)

(27)

условий
И). Нетрудно заметить, что эти постоянные при четных значениях п 
решаются в нуль. А при нечетных значениях п для определения 
ги постоянных получаются следующие уравнения:

I ֊(1 И'.: ■-’(!
I b |О 6' ժ/ր/յ

fl -• I

2г>£л‘
(I -н։)*’Ся:'՜

20(1' +
՜

(1 (ц-2л’/.;)Сй-0. (28)
В՜

| Г (1֊քՀ'ծ= . 2H!-jv|fcV>
I 2r.’,rE ?WF

где

== — I/--------------- (29)
п । «Հ-1 2ծ > 5(l-bp)G'

Рассмотрим действие только изгибающего момента Л!. Для этого, 
1ИМ8Я 0 и рещая систему (2Ь), получим

с„ = -|з + „-------- 1 - ՛, ‘
- Կ1 - п(о | I |л-п:/, |

- Ր 4.V/’ I .. 4чТоС„; = — 3 - р.------------ =-------- :---
। ոէԾ -t- I 1 -г n’t}

г 9ВЛ) I 4^0 I֊'
I flAH-V I 4- zp/ol

Ьгдл для прогиби w(x. у) будем иметь

(30)

Х‘(х. у) - 4.W
='(3fu)DA
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■< 2л- I 3. 1 4- р. _ гл
(I р)н’ Ьп:

пт.
ПТ. 

sin — у 
b

3 !- р- нгп4- I 1 -ք-дЛ

Полагая здесь t = 0. получим
прогиба «•’ (х. у). вычисленное

соответствующее выражение дл
по классической теории пласт»։

ч 4Л1АгК’ (A. V)— V
^(3+ч)П г д-1,3- •

Из физической сущности

(1—р)лг հո'
I՛ пг.

е sin —у.
v 1

задачи очевидно,. чти с увелич
/0 прогиб то(х, у) монотонно будет возрастать. Учитывая это и, кр< 
того, принимая во внимание неравенство (16), можно установить.՛ 
в этом случае также имеет место неравенство (17).

Приведем выражение для величины максимального проги 
имеющего место при х — 0 и у — Ь 2

1 4-н

Wmax —

,ч ֊ I
4(1 + |*)Лда * 1_____ 4'ճ______ГЯ

^’(1—!‘)(3+н)О„.й. л։ I :н ք-որ„+ Гх+я’4.11

Для каждого конкретного значения гп (29) и յւ можно с ли 
точностью вычислить сумму ряда, входящего в выражение (33).

Величина же максимального прогиба, соответствующая peai 
тятам классической теории (/о = О), будет

li ч).И/г
8(1 - и) (3 -г յ»)Ք

то есть з этом случае полученный ряд суммируется.

Институт математики и .механики
АН Армянской ССР Поступила 27 V! 19«

IL. II.. MWIJ.S|4JII.'I,
»ւ1-11ԱԱ4.«1.Ա|։Ջ ՍԱ1.1» «rlbllbUP. bP.I'IIbU’ ։»Խ1 • 11!1-«է,Ս.<յր ՈհժԱԴ 

IWhUBflhP-Bin, SIBiIJ. մ ։|| n t|i II I if
^որրէսծէոմ ւ/խոա րկված Լ ռ>[էանա/!։ քւսա ք խ/ и tn ր ո <y նլէէւթից պատրաստ 

ւիււծ կիւ/ւսանվերջ սա/ի ծււման հ^դ^րը. А/»/’ ««'//* />7/""^ կիրաու1ա}է Ա՛ր 
աարին ուքքերր տրված են ււրենրէւվ։ հւնէյքւրը լւււծված է Ս. Ա. Համքրսւր»
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եոմ/ւոնի աոսւ չապրած տեսության հիման վրա ՚ /]• որտեղ հաշվի Հ տոնվում
[^քսակէմս ււահրերի աէյէքեէ/тթլունր։ 

ււրտերյ ստաէքված են բանաձևեր
Դիտարկված են որոշ մասնավոր դեպ- 
ниц ի ճկված րնե րի համ Այր։

ЛИТЕРАТУРА

1 .\н(/йрцумян Հ. А. Теория Анизотропных оболочек Физмагги*. At, Г.'б].
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

К С. ЧОБАНЯН

КРУЧЕНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ 
С ТОНКИМ УСИЛИВАЮЩИМ ПОКРЫТИЕМ

При помощи метода малого параметра |1| рассматривается за
дача о кручении призматического стержня с тонким усиливающим 
покрытием. Усиливающим слоем покрыта как внешняя боковая по
верхность стержня, так и внутренние поверхности, соответствующие 
полостям стержня.

Внешний контур области поперечного сечения D, соответствую
щий основному материалу стержня, обозначим через L,, а внутрен
ние контуры — через /./(7 = 2, 3,---. /п). Эти контуры являются ли
ниями раздела между областями, соответствующими основному мате
риалу и материалам покрытия. Контуры областей О<(/=1, 2,---, т),
соответствующих покрытиям, обозначим че
рез /-? (Z = 1, 2,- • - . го) (фиг. 1).

В работах |2, 3| задача о кручении приз
матического стержня с тонким усиливающим 
покрытием исследована в предположении, 
что функции напряжений при кручении 

(л, у) (/ = 1, 2,-- •, т) а областях D( по 
толщине покрытия меняются линейно. Эго 
позволяет влияние тонкого покрытия выра
зить контурными условиями для функции напряжений при кручений 
f(x, у) в области D, избегая определения функций /<■ (/- 1. 2.---, т) 
в областях /Л .

В настоящей статье решение рассматриваемой задачи приводи 
к отысканию в D функции напряжений при кручении и последова
тельности гармонических функции, контурные условия для которых 
определяются из рекуррентных соотношений.

В качестве приложения рассмотрены стержни прямоугольного 
сечения и сечения в виде равностороннего треугольника.

§ 1. Будем исходить из точной постановки задачи определения 
функции напряжений F(x, у) при кручении составного призматиче
ского стержня [I]. Функция F должна удовлетворять: уравнени! 
Пуассона в каждой из областей 2,---, т) и I)

^=֊ + -Հ՜“ 20, в D, (l~ 1. 2,- .. т). (1.1)
СХ2 ()у2
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ДЛ ^4-^՜
dx?

26 в Լ). (1.2)

лоитурным условиям

Е, = с/ на L.'\ (/ = 1, 2, -• /я) (1.3)

«условиям на линиях раздела

1 ДГ 1 ժ/շ 
Ժ дп Q; дп

/• = Л , на А» (г = I, 2, •• •, т). (1.4)

В (1.1)—(1.4) /•’ и Ft (i — 1. 2,-• •, /л I --фу нккии напряжений в 
Областях D и D( ; G и (Հ - модули сдвига соответствующих мате- 
Кялов. а п направление внешней нормали к А/ .

I Постоянные е, (i — 1. nt\ определяются при помощи обоб- 
шслиой теоремы Брсдта |4).

Толщину п> покрытия, соответствующего области Dt , будем 
принимать постоянной.

■■Введем местную систему координат х, п для областей /Л ; 
К-Длина дуги контура А/ , отсчитываемая от произвольно выбранной 
Ь ней точки, а //—расстояние точки до А/ по направлению нор- 
иэли к Lt.

Уравнения линии Aj представим в параметрической форме

х = х. (s). у = у/(S). (1.5)

Т»>;да декартовые координаты точки области D( будут определяться 
|ере< s и п соотношениями

ՎՀ дх< , 1 ft)■< A-.֊«,.>s- ^У-"֊д7- 4.6)

■ Для элемента дуги кривой, лежащей в области Di . в л, л-ко- 
■рдинйтзк имеем

<//== Հմտ=- dn-. (1.7>

Цлесь
1 = 1 ֊■ (1.8)

lh
радиус кривизны линии раздела /, .

f
 ведем безразмерные координаты

/// = h( е. (1.9)

Уравнения (1.1) в х, л-координатах будут иметь вид

րՃՃ/' ,1л0)
л./ Ժ.Տ лх //; дг- И, ՀՈ\Աւ / дг

(/- 1. 2, --. /я).
^Кйахи ЛИ rciH'ii Ф»1.<;-млт. илук, .V. ?
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Согласно (1.3), (1 4) и (1 6) функции Ft должны удовлетворять 
следующим граничным условиям:

Л($, А/ )=q . Л (s. 0)«Հխ(ս y-(S)], (Up

—— . (1.12)
G; dn ,-n G dn. .r-x4

Функции /\ ищем в виде ряда по степеням малого параметра А/
ОО

Ւ\ (տ, Е/դ ) = V fk (s, в) A?. (1.13)
л֊о

Толщины покрытий А. (/ = 2. З.---, т) выразим через Л>

А? = а/ /ն =-1// (1.14)
И

Тогда функцию F(x, у) можно будет представить в виде рядя по 
степеням А, 

со
(1.15)

Л-0

Принимая, что постоянные о не зависят от Հ- , из (1.8)—(1.15|՛ 
получаем следующие граничные условия:

fi(s. 1) = с,, 1) = 0 (fe= I, 2,..., оо), (1.16)

/»(s. 0) = f,‘?J (А =0, 1. 2,..., ос), (1.17)
Я.-”’ J

(z = 1. 2,.., /л).

Здесь и в дальнейшем для краткости через Հ. и обозначаем кон

турные значения функций ?Л(л, у) и их нормальных производных ил 
соответствующих контурах Lt .

Подставляя (1.15) в (1.2), находим

5?о(*. У) = ֊ 20.
. է ч Л (1.191.У) = 0.

Внеся (1.13) в (1.10) и приравнивая коэффициенты при одинако
вых степенях Ах в леной и правой частях полученного соотношения, 
будем иметь следующую систему уравнений для определения функ
ций /л(х\ a) (Z = 1, 2...., /л; А = 0, 1, 2,---, ос):
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Ջ/? + 2/Լ ՚ ^լ_հ^. = _20/, 
ժտ= dz2 У, CiE ’г'. ծ*

Й? Й ds ds oz2 9} dz2 ‘ P; ch- Pz Ժ.-

=- 4 - ft (1.20)
Հ ds e,

ժտ։ -,’ Ils </s :■,՝ ris IIS U - -, II - <■՛ .I-.֊

EL _ ‘ dA-3 _ Ճ ^L. , дЪ, շ Ճ <УД-. , S <%-■. .
P? A ds ds Ւ d? ՜ P; dt* Pj Л*

1 д/լ 
f, ri-.

es df1
4- — —֊ =0 (A = 5. 6, .., oc) 

?i ժ=
(Z = 1. 2. -., m).

Решение бесконечной системы уравнений (1.20) относительно
•их производных функции /с(х, г) по s имеет вид 

В = () - ‘-^Հ
dz" У; օ֊

Ь ձ.

_ ձ ^ձ.
P, dt

A-l

Ol р~1
1Гд

_լ
Հ дг д&-

р-^ х
ժտ2

Р-05֊

" Ո-.
US

(Л = 3, !.•••, ос) (1.21)

(Z = 1, 2,..., w).

Р? Ժ:

иИйтегрируя дифференциальные уравнения системы (1.21) и ис- 
Йуя Гр,՛: ичные с..ови>! (1 16), (1.17), при ПОМОЩИ контурных -iHi- 
аш ? (х. у) последовательно определяем функции /'(х. у)

I Л «(1 ֊֊•<)?о -I- Դ-. fi = ՜-շ^ (?о ՜ <?3 + (1 — =) ?{.

-

!
/' = тР֊Зг + 2)—° + 

G ds-

г li(?i - <> - 2G<+-Խ Н1 ՜ £)?ւհ’
« £ r^t dti'
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’ ()*<Հ хЗ+ Եօ(^ ^-2.-2)^-^.֊ Зе-1Х4-1

-Ь ֊֊ (3*- <’֊ -’>5 + £հքլ ՜՜ - ЙО (2--։ Ц

Как видно из (1.21) и (1.22). /£($, г) определяются элемен՞ 
выкладками, но при Л>2 выражение/;, громоздко.

На основании 
функций ф..(л՛, у)

(1.18) и (1.22) получаем контурные условия

• о ՜ ՜ ’• ’
(Հ.է Ц’ Հ>
ՕՓւ՜ ՚ ՚

1
•— -Հ а-2р ■-

G дп
(Հ

I*֊ л ■ ’Գ л7

= Գ.

Հ
3 (f? - Gd.

']

• = ՚ ՚ ՝2 л

Таким образом, уравнения (1.19) и контурные условия (. 231 
зволяют последовательно определить любое число коэффииие։ 
разложения (1.15), следовательно и /-(х. у).

Имея функцию F(x. у), на основании (1.22) и теоремы Dpi 
находим явные выражения функций /<(.<. при помощи кого* 
определяются функции напряжений /’.(Ք, з) в областях D/(/=U 

т).
Заметим, что первый член ряда (1.15) հաճ. у) предсйй|яе1а 

шение рассматриваемой задачи для однородного стержня.
Ограничимся двумя первыми членами ряда 11.15)

fix. у) ?0(х. у)-НЛ։?։(х, у).

В силу первых двух условий (1.23) Բ (л, у) с принятой oil 
точностью удовлетворяет приближенному контурному услови

z’ i Г*
/•'(X. г) — на Л/ (i =1. 2,..., ш).

(i (in

Контурное условие (1.25) 
что функция напряжений

получается ни основании нредпо.п.:« 
при кручении по толщине noxpui ч
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геи линейно |3| или, что одно и то же. касательное напряжение 
голщине постоянно |2|.

Приближенное контурное условие (1.25) впервые было исполь- 
шо П. С. Пожалостиным для решения одной специальной задачи 
ручении призматического стержня с гонким усиливающим покры- 
t Это условие в дальнейшем было использовано при решении 
8 конкретных задач |5].

§ 2. Рассмотрим задачу о кручении призматического стержня 
жтороннсго треугольного сечения с гонким покрытием на боко- 

( iy вой поверхности.
IDxj՞ В системе координат, показанной на фиг. 2.

»0(.v. 3') имеет вид

ем не этой

1еине

I: -La
4»иг. 2.

*о = ֊ (а — .с) |(л -4- 2а)» 3/). 
Ga

Здесь принято г, - 0.
Согласно (1.23) для <f. имеем контурное

Գ <>?1
Yt G (in

(2.1)

условие

(2.2)

роне треугольника 
ню

рм;. симметрии такое
шьных двух сторонах

Искомое выражение

х — а Сд(л'. у) должна удовлетворять ус-

сний уравнения Лапласа

2а
(2.3)

же условие для г։(х. у) будем иметь на 
а՜ ± 1'3 у г 2а — 0 треугольника.
Cj (л, у) можно представить как сумму трех

(2.4)
ОТирые на одной стороне принимают значения (2.3). а на остальных 

сторонах равны нулю. Два из этих решений могут быт։, полу
из первого решения соответствующими преобразованиями ко-
атной системы. 

Таким образом, 
ение . 1апласа 
IX условиях

для определения rpj.v.
дня внутренней

За* — V”
2а

при

при

области
у) достаточно решить 
треугольника при кон-

| 3 у-2а.

(2.5)

задачи ищем в следующей форме
р‘ = |(.т4-2а)։- ЗуДтда-).

(2.6) удовлетворяет контурным
(2.6)

условиям (2.4) при
д УЗ у - 2а. если только tj(a') в интервале — 2а < ճ<Լա особен- 
й не имеет.

х = а
Т1 ='

О х
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Подставляя (2.6) в уравнение Лапласа, находим

М*) = Л (л 4-2а). (2,
где Д - постоянная интегрирования.

Удовлетворяя условию (2.4) при л' = а, находим

На основании (2.6) (2.8) получаем

?! = ПЛ* + 2^ ~ 3-v’l • @13/7 4

Два решения уравнения . 1апляса. принимающие значения (2. 
соответственно на сторонах л՝ • | 3"у֊} 2а = О и равные нулю I 
остальных двух сторонах треугольника, получаются из (2.9) при ш 
мощи преобразования поворота координатной системы около ее и;

2 
чала соответственно на углы ь — г.

3

?!՛ 1 6',
= , <х ՜ rt)(x ՜?hjI 1«аа

I 3 у4-2а)(х Г՛ 3 у 4а). (2.10)

Таким образом, на основании (2.4). (2.9) и (2.10) после некого] 
преобразований получаем выражение

?,(*. У> »!֊-?!՛+ ?՛," ֊^J-(4«>-x=-v։l. (2.11
а (/ 2а

Ограничиваясь вторым приближением, ня основании (1.15) и 
(2-11) получаем

Ч<. У) ՜ ъ • Лс, = ( 1 — ' У?)то-Ь '' (4ճ՜՜՜ 'Ժ՜>,ՏԼ <2J2՛ 
\ a (ւ / 2 а

Жесткость при кручении рассматриваемого стержня будет

С = 2| ( / (.V. v)rfx(Zy= 1,8УЗ Ga1 (֊ 7.21 3 Cixa*h. (: 
7г

Для проверки степени точности принятого s (2.12) приблнж< 
примем, что материал 
будет соответствовать 
сечения стержня на 
имеем

покрытия подобран из материала стержня. J 
увеличению характерного размера исперечш 
величину Л |.ля жесткости такого стер».

С=1,8/31/(а --//)*. (2.141

Пренебрегая и (2.14) членами, имеющими порядок h- и вын) 
для жесткости С получаем точно такое выражение, какое полуяа! 
из (2.13) при о. - а.
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Заметим, что решение рассматриваемой здесь задачи при помощи 
дурного условия (1.25) связано с трудностями.

§ 3. В качестве второго приложения рассмотрим задачу о кру
ти прямоугольного стержни с тонким покрытием на боковой по

верхности.
Эта задача при помощи условия (1.25) 

решена в работе |6|.
В принятой па фиг. 3 координатной си

стеме для первого члена разложения (1.15), 
представляющего функцию напряжений при 
кручении однородного прямоугольного стер
жня. имеем 

* _ <-ол
п’Д (2/>֊Н )3

ch X»v------ ~г cos t.t.x
Chx4

= G
If- , 86s ~ (-if chji A

- V------ -  У —------—---------լ— cos u v4 ■ ^Д (2/>+1Г Cha А рУ
ր 2

|. (3.1)

Գ £?о = - Գ = «Գծ у О 
<? дп G дх г- (2/>-I-I)2

Դ = (2/4-1)֊-. *, = (2/>4-1)Հ-
и ' b

Согласно (1.23) должна удовлетворять контурным условиям 

էհ^Հ-cos^y (3.2) 

при X ~ ;Ь G.

Գ.91. дК> = *G՝a у 11
С дп G ду г2 (2р 4- I)2

th лл ֊֊- cos/.pX (3.3)

при у — ± Ь.

Гармоническая внутри прямоугольника |л՛ <«. \у\<^Ь функ- 
щя, удовлетворяющая контурным условиям (3.2) и (3.3), опредс- 
яется соотношением

8G։
К = ֊֊

* (-if . a chiyv
у.-------------- th в--------- ՛■— cos u,,v -—> (Դո 4֊ ip p 9 , a r’*o '•՜7 1 ՜ chji —

p 2

)' ch кру b 
thA, ֊֊ (3.4)

Л -И Г- ch> Ճ
у 2

Ограничиваясь двумя членами разложения (1.15). на основании 
[З.П н (3.4) для жесткости при кручении получаем
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(?о֊г =

Օս*էլ 
՜ 3

п 
b

-к. 6։ л«
192 и * 2

ե-Հձր-YX)

1 а%հ
У---------- th(2p-l) -
-(2/>֊֊1)4 2

II։

' Т/’"2' -11

С =
и

M(ixubii

b

Принимая в (3.5) а />, получаем жесткость рассматриваемой 
стержня квадратного сечения

(2/N-D1
128 Gxa4

00th։(2p 1)“
֊V---------------- Հ
„о (2Р4-1И

<3.6>

Случай, когда материал покрытия подобран из материала стер- 
.кия. соответствует увеличению стороны квадрата н:։ 2/г. Вычислен։ 
показывают, что разность приближенных значении жесткости оДЙ< 
родного стержня квадратного сечения со стороной а — 24, вычисли 
ных с принятой выше точностью непосредственно и на основан։ 
(3.6) при Gj=(/, имеет порядок точности вычислений.

Заметим, что для определения <p2(.r, у) в рассматриваемых кон՛ 
крегиых задачах необходимо преодолеть определенные трудности.

Нис гигу г математики и йех.шикп
ЛН Армянской ССР Поступила 8 X J9&

Ч И. Լ»111>ԱԱ51Ա.

PIU’UJi ԾԱԾԿՈԻՅււ- 11ԻՆն«է1Ղ ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ Qfl'I.hPb Ш.ПРПМП!

Ս. մ փ и փ П ւ մ

Հալված tn tf դիտարկվում Հ րարակ Л ած կա լիք ունեէլող պրիոմաաիկ Ли. 

ծալրերում կիրառված մոմենտներով ոլորման [ւՀ1ւ պ ի ft ft: <XU/Հ 

պատված Լ ծալի ինչպես ա րտարին ։Հ ակե րև rit.)fj ր , uifitufliii Լt

ներդին ifiul/liph л< ւթնք/րը, որ։էնյ> համապւսսւասխանում են ծուլի hplpn fit ական 
ան էլֆերին:

‘հովձր պարամետրի մեիքււէլի կի punt մ ա if p դիաարկվոււ իւնղրի լււէծամ/ւ 
րերվոէ-ւք է ծալի լալհսւկան հատվածքի հիւքեական նրս.թին համապսոոարիէա- 
նալ աիրւռ լթոէ մ ո լորմտն լարումների ւիունկւյիա քի ե հարւքոնիկ էիւււնկցիա- 
ների ծ ի ~ւաջորդականա.թլան որոնմանր, որոնq երյրալին “ри լմտնների համи«р 

иипи ւլված են ոեկոէրենտ տոնչա.թ քուններ:
11րսլեււ աոացված ւսրւլ էանքների կիրաոա (d/ոլն լուծված են հավասարս- 

կսղմ եոանկլան ե ա.լլէլսւ'1ւկլա'1ւ տեսք անեցուլ հատվածքներով ձողերի n/nfi- 

մ ան խնղիրներ:



Кручина ciep/Kfh-и с уенлннакиннч покрытием

ЛИТЕРАТУРА

Д. /о. Об одном методе решения краевых задач дифференциальных урак- 
| iiieHHii н частных проковочных. (АН АП СССР. 3. (VIII). § 2 (62) 1935 

'1Мр(Мын Б. Л. К -адаче о кручении неоднородных призматических стержней, 
'h-aiau АН АрмССР. 14, № 1. 1951.
пняк Н X и Чобан ян К. է՛. О кручении призматических стержней, состав-

шних-кз.различных материалов с ечетчм пол ivчести Идисстия \Ւ1 СССР. 
TH. № 6. 1956.

н К С. Применение функции напряжений и задаче о кручении ирилмал։- 
։нх стержней, составленных из различных материалов Извенвя ЛИ Лр.м. 

_ >, серия фнл -млт., естеств. и техн. наук. 7. № 2, 1955.
tffiMkP.H 1/. X. к Абрамян Б Л. Кручение упругих тел. Физмат։ из. Vi., 1963. 
Рдтшл К. С... Галфапп //- О. Задача о кручении прямоугольного гтержпя 
ронкнм усиливающим покрытием. Известии АП СССР. ОТН. серия меланнк.. и 
м1||МИНосгроение № 1 i960.



ՃԱՅԿ11.Կ11.Ն llllii ԴԻՏՈԻ1*ա1ԻնՆհՐ1* ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 в Ё С Т И я Л К'А ДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Ֆյսփկա-մաբԼմաւււ. .փստւթյոմ՚ւնհր ,\\՚|||. №. 2, 1965 ФИЗИКО МЛТСМЗТИЧССКНС R<JJ

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТ»

К. С КАРАПЕТЯН

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ НА ПОЛЗУЧЕСТЬ БЕТОНА 
В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ВЛАЖНОСТИ СРЕДЫ

И;; рябо? автора (1—1| видно, что анизотропия оказывает существен 
нос- влияние на прочность, деформативность и ползучесть бетона и за 
висит от большого количества факторов.

В настоящей работе приводятся результаты исследования вли.чнн» 
.тнизотропии на ползучесть бетона при сжатии и растяжении в завися- 
мости от влажности среды.

§ !. Общие сведения, объем и методика исследований о

Как и в работах fl—1], изучение влияния анизотропии на проч 
ность, деформативность и ползучесть бетона велось на образцах, изго 
товлеиных при горизонтальном и вертикальном положениях форм.

Исследования влияния анизотропии на ползучеть бетона в записи 
мости от влажности среды были выполнены над бетоном, приготовлен 
ным из песка и щебня из вулканического шлака Ава некого месторожде 
։ия (г. Ереван). В качестве вяжущего был применен нуцолановын порт 

лаидцемент Араратского завода активностью/?., =471 кг.'см2. Соста
бе.тона приведен в табл. 1.

Состав бетона
Таблица /

С<и ган бетона 
по несу

Расход материалов из 1 .м* бетона п кг
ВЦ Тб « 

пим*nt-мент песок щебень вода

1 -2.51:2.65 275 692 730 323 1.18 2.02

Опыты были поставлены на призматических образцах и восьмерка;
призм составляла 40 и 6<> ем.сечением 10 '/ 10 см. Высота 

мерок 60 см.
а носы

Образцы бетонировались в металлических горизонтальных и вер
тикальных формах. Приготовление бетона производилось вручную, г 
уплотнение на виброплощалкс при продолжительности вибрации 30 се
кунд.

Количество изготовленных образцов и их назначение приведены в 
табл. 2.
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Назначение количество опытных образной
Таблица 2

а

• 13

а

8 -
2
-Ջ с У

сл
ов

ия
 хра

пе
ни

я

Назначение в количество образцов

Н
м.

։ oO
pi

m
ib

ti

для определе
ния прочности 
И ДСфор.«<11НВ- 
носгн бетона 1

для определе
ния усадки бе

тона

для определения 
суммарных де
формтин усадки 
и ползучести бе

тона

перпенд. 
слоям

парад, 
слоям

перпенд. 
слоям

парил, 
слоям

перпенд. 
слоям

илрлл. 
слоям.

об ы чипе без 
изоляции б 1։

ММ։. 40 идлжное бел 
изоляции »։ 6

обычное с 
изоляцией 6 С»

обычное без 
н.ЮЛЯЦНП շ 2 3

JlfnOHW Ы) «лажное без 
изоляции 2 2 3 3

обычное с 
изоляцией 2 2 3

обычное бе՛։ 
изоляции 6 3 3 3 3

г. 60 нлажноб без 
изоляции 6 6 3 3 3 3
обычное с 
нлбляпнеП б 6 3 3 3 3

I.-Помимо призм и восьмерок, было изготовлено также необходимое 
количество кубиков размером ребер 1()с.«. Освобождение образцов’от 
фор» производилось через 48 часов, после чего 50% образцов хранились 
н обычных условьях, а 50% но влажных условиях. Образцы, хранив- 
ипыся в обычных условиях, были как изолированные, гак и без изоля
ции Изоляция наружной поверхности образцов для исключения йена 
.рения волы из бетона осуществлялась сразу же после освобождения их 
■п форм путем нанесения нескольких слоев расплавленного парафина. 
Образцы были нагружены длительной нагрузкой в возрасте 28 дней. 

(Напряжение во всех призмах составляло30 кг/гл*. а в восьмерках
I w/сл’.
['Деформации длительно загруженных, а также усадочных образцов 

юмерялись переносным деформометром на базе 250зг.«. Деформации 
| мждого образца измерялись с двух сторон.

В процессе длительных опытов в помещении обычного хранения 
температура 7'=18±5 С. а относительная влажность Р= 60ч Ц %. 
В помещении влажного хранения 7 — 20 —4'С. а Р 904-8%.
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Для изучения влияния анизотропии на прочность и дифорча։ 
иоцгь бетона при сжатии и растяжении в заносимости от ОДжад 
среды параллельно с длительными опытами испытывались՜ также'Я 
ки, призмы и восьмерки. Испытание призм высотой 40/.՛.»/ нроизнолм 
ступенчатым нагружением образцов и выдгр'ККиц их <>՛>,! кзЖлИ 
пенью нагрузки в течение одной минуты. Каждая ступень нагрузки 
ставляла примерно 0.1 Методика испытания восьмерок одичав 
лишь тем, что они испытывались без выдержки.

Для изучения влияния испарения коды на анизотропно бегшЯ 
pci 107 и 105 . ней длительного ишружеивя изолинии двух прижиЗ
вос..мерок были сняты и велись наблюдении за их дальнейшими 
маниями. В каждом случае изоляция снималась с одного обра 
груженного перпендикулярно слоям уклл псп бетона, и отного-К՛'

женного параллельно. Аналогичным образом были сняты илоляинн 
соответствующих лена։ ружейных образцов-близнецов, ил который 
делались объемные деформации бетона

§ 2. Влияние анизотропии на прочность, деформа гивность и ползучей 
бетона при сжатии в зависимости or влажности среды I

В табл. 3 приведены прочностные показатели бетона зля рз.снМ 
условий хранения

Влиянии пшиогр'пнн ил ирачнос/ь бетон.։ при сжатии и зллисимогтп | 
or влажности среди

Hpu'uiuiTBidi: характеристики бетои.ъ когда иапрам 
ление гжимакяцей силы при m и и i.hihii ih> отипте-| 

ник» к слоям бетонаУсл.ония

Во
зр

ас
т< 

к и
ом

ен
 

ни
 га

ни
я хранения не|Н1ендикулярн.1 параллельно

/? в 
лгг елг

/?|Ա> Ս 
елг

A’iid 
А’

/г В
л-г <дг

/Հ՚փ в
кг см-

Обычнее бед 
изоляции 11" й 0.71 109 74 0.68:

1 МсСЯИ влажное <к ч 
и lo.iiiuHii 125 87 0.69 126 88 0.«‘ ij
обычное с 
изоляцией 134 86 0JM 132 87 . 0.W,

обычное бед 
ИЗОЛИНИИ 73 $2 Լ

3 мегяиа пляжное бе । 
изоляции 150 178 140 0.7» (у
обычное ։' 
изоляцией 197 156 0.79 1V 132 0.67 о;

В инном работе мы не будем подробно останавливаться на ;։н>лл 
наших опытных данных с точки зрения влияния влажности средД 
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MHucrii. деформатпвность и ползучесть бетона. Это։ вопрос нами 
[Ш рассмотрен отдельно. Основной целью тайной работы, как уже 
арнналось. -является выяснение, как влияет анизотропия на ползу- 
СП» бетона в зависимости от влажности среды.
[ В работах (I—1] было показано, что призменная прочность и мо- 
М«՛ деформации бетона при испытании призм параллельно сдоям 

чем при испытании призм перпем шкулярно слоям. Что касается 
luywcm бетона, то она меньше в призмах, испытанных параллельно 
ймм. Степень влияния анизотропии на прочность. леформатшшость и 
□зучесть бетона зависит от различных факторов.
I Ни ՛՛( >ւ՚ւ ин идх табл. 3 замечаем, что характер влиянии аии- 
Г( ՛՛՛ ни на призменную прочность меняется н ։звнсимости от влажно*. 
Дреды Особенно четко зто * ных трехмесячных i։cin.i
Uilirt. ЗдСсь, как мы пилим, при храпении неизолированных образцов н 
■чных условиях призменная прочность при йены г.нш и параллельно 
Й^М. Как обычно, больше, чем призменная прочность при испытании 
?р01чиинсуляряо слоям. Однако. ։ случае не.ч ю.шропанных образной 
Бмпкно Хранения и изолированных образцов имеет место обратно։ - 
ЙТ1111՛
КТакнм образом, анизотропия бетона в большей мере .авнент о։ 
шйШосп! среды. С увеличенном влажности среды характер влияния 
ImaorpoiiHH на призменную прочность изменяется
■ На фиг. 1 приведении кривые деформаций бетона дли тех же условий 
мнения по испытаниям призм перпендикулярно и параллельно слоям 
Грнчном и трех.месячпом возрастах.

два графика фиг. I. как видим по данным 
яатШшй л месячном возрасте, кривые деформации призм, испытанных 
фпендпкулирно и параллельно слоя՝. практически совпадают. Однако, 
данным испытаний в трехмесячном возрасте кривая деформаций 
шм, испытанных перпендикулярно слоям, уже занимает положение 
Ьнителыи.» ниже кривой деформаций призм, испытанных параллельно 
юпю. При напряжении 30 xv с «г деформации в нервом случае в 1,5 ра- 
l-.бЬлыйе,. чем во втором
■Лакни образом, при обычном хранении с увеличением но ip,чета бе 
икьвлняние анизотропии на призменную прочность увеличивается 

toe Же Явленно наблюдалось в ранее проведенном нами нселе.юва- 
ЧН
Рассмотрение кривых деформации неизолированных образцов 

]ЛПого хранения и изолированных образцов обычного хранения по 
WIUI0T. что во всех случаях, независимо от возраста б-етона, кривы՛՛ 
формаций призм, испытанных параллельно слоям, расположились 
R Крнпых Деформаций призм» испытанных перпендикулярно слоям,. 
lilKO разность деформаций незначительна и уменьшается с упелнчс- 
Киозрастз бетона
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На основании этих опытов можно с юлать вывод, что с увеличг 
влажности среды влияние анизотропии па деформатнвносп. гл 
уменьшается. Это видно из данных табл. 1, где приведены значеви 
сательных модулей деформаций бетона.
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На основании данных табл. 4 замечаем, что г увеличением яапрШ 
нии влияние анизотропии на модуль деформации бетона увеличивав

Рассмотрим результаты исследования влияния анизотропии на ու 
лучестъ бетона при сжатии в зависимости or влажности среды, (фиг.'

На верхнем графике, который соответствует обычному хрангш 
кривая ползучести призм, испытанных перпендикулярно слоям, рас 
ложилась выше кривой ползучести призм, испытанных параллел 
слоям. Пр}՛, длительности нагружения 345 дней деформации ползуче 
в первом случае в 1.5 раза больше, чем во втором.

Рассматривая средний график фиг. 2. который соответствует ней 
лированным образцам, .хранившимся но влажных условиях, видим,1 
здесь уже кривая ползучести призм, испытанных перпенднкуля]
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роям до длительности нагружения 120 дней, расположилась заметно 
ниже кривой ползучести призм, испытанных параллельно слоям. Одна- 
до, в дальнейшем кривые приближаются и деформации приобретают 
шШакбвые значения.

Таблица 4
Йл-шННс анизотропии на модуль деформации бетель» при сжагии и типе к мост и. 

or влажности среды

■5 2 | Условии

՜.տտ 
տտ

обычное без 
изоляции

1йЖное без 
одяцнп 
(ы’шое с 
олинней

ի обычное бе-։

3 liuwicnoe 1
Й«1Г |1МЛЯ!И1И

■ Обычное I 
В; изолинией

нижнего графика фиг. 2, который соответ
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.Модуль деформации бе
тона՜ по касательной и 
тем'- при напряжении

Отношение модуля дефор
мация образцов, испытан
ных параллельно слоям, к 
модулю деформации об
разцов. испытанных пер
пендикулярно слоям, при 

напряжении

а—0 з=30 
кг!слг

а=60 
га’.елг

5=100 
л-г/елг" 5=0 : -30 

кг;сл<
5=60'.5 100 
кгч'лгка/елг

периенд. 
пзрал.

125
115

но 
65

19
17 1,16 1,08 0,89

периенд. 
парад.

178
168

86
94

27
42 0.94 1,09 1.55

периенд. 
парал.

1Ь9
192

89
104

26
43 1,01 1.17 1.05 —

периенд. 87 30 — 1.22 1,8парал. 106 54 14
периенд. 
парад.

209
211

148
153

98
То4

47
53 1.01 1,03 1.0G 1.13

перпенд. 
парад.

218
246

159
179

109
122

57
63 1,13 1.13 1.12 1.10

основанииНаконец, ни
№г Изолированным образцам, видим, что в течение всего опыта :ь 
1ацин ползучести больше в призмах, испытанных параллельно сло- 
Ьношение деформации ползучести в этом случае три д.ш слг.иогш 
ужк-лня 3-15 дней составляет 2,05.
|Тикня образом, эти опыты показывают, что анизотропия бетона ме
си з зависимости от влажности среды. При малой влажности ползу- 
ь больше в призмах, испытанных перпендикулярно слоям, а при вы- 
|й влажности и, особенно, при изолированных призмах—в призмах, 
йтанпых параллельно слоям.
Аиа.юп1чная закономерность нами наблюдалась и при рассмотре- 
вопроса влияния анизотропии на призменную прочность бетона в 

(сммости от влажности среды (табл. 3). Однако, более Ощутимо это 
подастся на опытах ползучести, потому что призменная прочность 
шмялась на призмах высотой 10 см. а ползучести— би слс.
Ранее нами было установлено, что чем больше высота образца, тем 
цие влияние анизотропии на призменную прочность, а следователь- 
ина /«формативное?!» и ползучесть бетона [I].
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Теперь попытаемся объяснить ։е явления, которые приводят к ; 
Менепию характера влияния анизотропии на прочность, деформзг 
ность и ползучест։, бетона в зависимости от влажности среды. ■

2.4

2.0

i'6

40 80 120 160 200 240 280 320 ЗИ
Ллитглиикь 3*rWAUIW։ а днях

Проведенные нами до сих пор исследования влияния аннэотрой 
на прочность, дсформативиость и ползучесть бетона были выло ню։ 
при хранении образцов в обычных условиях [I. 2. 3. 1]. Поэтому ном 
случаях призменная прочность и модуль деформации бетона в зоЯ 
мости от различных факторов в той или иной степени оказывались Я 
те в призмах, испытанных параллельно слоям, а ползучесть меньше.

На основании первых исследований уже в работах (1.2] было ди 
объяснение тем причинам, которые обусловливают анизотропию бс-пш 
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зотропия бетона является следствием внутреннего расслаивания бе- 
з, которое имеет место при его укладке и уплотнении.
Как известно, при укладке и уплотнении бетона излишняя вода от-

мается наверх, а часть ее по пути задерживается под частицами круп- 
запол кителя, образуя множество водных прослоек. В дальнейшем

мерс твердения бетона особенно если это происходит в условиях не-
юй влажности, вода из указанных прослоек испаряется и на их

*ах остаются пустоты, которые естественно должны оказать отри на- 
ное влияние на прочность и деформативность бетона. Степень отри- 
•лыюго влияния этих пустот зависит от их расположения в отноше- 
вяешией нагрузки. Если внешняя нагрузка направлена перпенлику- 
to слоям укладки бетона, а следовательно, перпендикулярно площа- 
пустот, отрицательное влияние получается наибольшее, так как в 
я случае сечение бетонного элемента ослабляется больше. Именно по

JR причине призменная прочность призм, испытанных перпендикуляр
>слоям. получается меньше, а деформации больше, чем при испытания 

эм параллельно слоям.
Сказанное относится к случаю, когда влажность среды такая, что 

а прослоек испаряется. Однако, как уже было показано, при высокой 
юности среды и в особенности при изолированных образцах, когда 
прение воды из бетона отсутствует, имеет место обратное явление, 
few случае призменная прочность больше, а ползучесть меньше для 
призм, которые испытываются перпендикулярно слоям. Происходит 

। так потому, что водные прослойки всей своей площадью участвуют 
Ьсприятии внешней нагрузки и по мере деформации цементного кам- 
11 перераспределения напряжений все большее сечение бетона вклю- 
ся в работу. Это обстоятельстве приводит к уменьшению относитель- 
। напряжения и тем самым к уменьшению деформаций ползучести.
Рассматривая тоже самое в отношении призм, испытываемых па-

лелыЮ слоям, следует отметить, что в этом случае внешняя сжимаю- 
I нагрузка приводит к увеличению толщины водных прослоек и поэ- 
у вола уже не может способствовать уменьшению деформаций пол- 
еств. Скорее опа способствует увеличению деформаций ползу- 
П1 путем давления на окружающие стенки. Последнее приводит к 
йичеппю как поперечных, так и продольны* деформации.
Положительная роль водных прослоек под частицами заполнителя 

у՛: иыиенин деформаций ползучести призм, испытанных периендику- 
ярно.слоям, вытекает и из нижнего графика фиг. 2. Здесь мы имеем 
виду то обстоятельство. что затухание деформаций ползучести призм.

Штанных перпендикулярно слоям, наступает гораздо раньше, чем это 
наблюдаем в случае призм, испытанных параллельно слоям.
Для подтверждения всех высказанных здесь положений, объясняю- 
прнчины изменения анизотропии бетона в зависимости от влажно- 

Среды, были поставлены специальные опыты. Как уже указывалось, 
■з 107 дней после длительного нагружения образцов 2 изолироваи- 
призмы (одна, нагруженная перпендикулярно, а другая -нарал-

«гтяа АН. серий ф»и.-яат. изук. 2 
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дельно слоям) были освобождены от наружных изоляций и велись на՛ 
блюдеиня за их дальнейшими деформациями. Одновременно были снять 
изоляции и 2-х ненагруженных призм.

Целью этих опытов, помимо изучения влияния испарения волы на 
анизотропию бетона, было также исследование влияния испарения на 
ползучесть бетона. Результаты этих опытов для случая сжатия приве
дены на фиг. 3. Как видно из верхнего графика, после снятия изоляции! 
ползучесть развивается интенсивно как в призме, нагруженной перпен
дикулярно, так и к призме, нагруженной параллельно слоям. Однако, в 
итоге все же ползучесть призмы, нагруженной перпендикулярно слоям, 
больше ползучести призмы, нагруженной параллельно слоям (нижний 
график фиг. 3). Причиной этого является то. что с момента снятия изо
ляции интенсивное испарение воды с одной стороны стирает ту положи
тельную роль, которую играют водные прослойки в уменьшении ползу
чести призм, нагруженных перпендикулярно слоям, а, с другой стороны, 
и ту отрицательную роль, которую они играют в увеличении ползучести 
призм, нагруженных параллельно слоям. Именно поэтому дальнейшая 
ползучесть с момента снятия изоляции в первом случае получилась 
больше, чем во втором.

Эти опыты наглядно показывают также ту важную роль, которую 
играют капиллярные явления в ползучести бетона при сжатии благо
даря испарению воды из бетона.
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В работе [3] были приведены результаты исследования влияния апи- 
Йтроплн на ползучесть бетона при сжатии и растяжении в зависимости 
ш масштабного фактора. При этом было установлено, что влияние ани- 
№ф(шви на ползучесть бетона в больше;։ мере зависит от масштабного 
фактора. Чем больше сечение образца, тем меньше влияние анизотропии 
Неизменную прочность, деформативность и ползучесть бетона при 
чкэтни.
| Эти опыты также подтверждают го объяснение, которое выше было 

дню причинам зависимости анизотропии бетона от влажности среды. 
Дело в том, что. чем больше сечение образна, тем медленнее испаряется 
Вш из бетона, а поэтому тем дольше длится положительная роль вод
ных прослоек под частицами заполнителя в образцах, испытываемых 
перпендикулярно слоям, в отрицательная роль в образцах, испытывае
мых параллельно слоям. Это обстоятельство и приводит к тому, что с 

i-рсличсннем сечения образна уменьшается разница как призменных 
’■Прочностей, так и деформаций ползучести при этих двух видах испы
таний.

§ 3. Влияние анизотропии на прочность, деформативность 
и ползучесть бетона при растяжении в зависимости 

от влажности среды

В табл. Հ) приведены прочностные показатели бетона при растяжении 
ы различных условий хранения по испытаниям восьмерок перпеиди- 
ДОрно н параллельно слоям.

Таблица .5
Влияние лнкз^тропнн пд прочкоги, бетон.։ при растяжении г. зависимости от 

влажности среды

f с о*- Условия

Прочностные характертлики бетона, когда нлнрзв- 
.растягивающей силы но отношению к слоям 

бетона
Км — 
15? хранения перпендикулярно параллельно R»

К M
O
J 

1 thi
nl

ii

/? в 
кг гл/с

в 
кг см'՝

А1.-՛ /?• в Հ « Հ
R

Обычное без 
изоляции 116 7,5 0.065 109 9,3 0,085 .,շ«

1 истиц плажнос бе.։ 
изоляции 125 9,0 0,072 126 12.0 0.095 1,33
обычное с 
ЙЭДДйНнеп 134 9,6 0.072 132 11.3 0,085

обычное бел 
изолинии 5,9 — — 8.1 — 1,37

3 MCrtlJA влажное бел 
изоляции 11.6 — 178 14.1 0,079 1,21
обычное с 
изоляцией 197 15,3 0,078 198 22,0 0.1П 1,44
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Как видно из табл. 5, независимо от влажности среды и возрас 
бетона к моменту испытания, прочность бетона на растяжение во вс 
случаях больше при испытании образно։։ параллельно слоям. Одна* 
здесь пет четкой закономерности влияния анизотропии на прочность б 
гона при растяжении в зависимости от влажности среды.

На фиг. 4 приведены кривые деформаций бетона при растяженн 
где, независимо от влажности среды и возраста бетона к моменту псФ 
танин, во всех случаях кривые деформаций восьмерок, испытанных п։ 
раллельно слоям, занимают положение выше кривых деформаций вод 
мерок, испытанных перпендикулярно слоям.

1РАИЕННГ СЛАВНОЕ (КНЛйРХК Hilir.'.KKtU'-SI )

a>«ccm։*t*«= ։։ф«и*и»м fitiptMtiM** յ/©»«*ւյ>ււ

На основании фиг. 4 можно сделать вывод, что при обычном храме 
нении неизолированных образцов с увеличением возраста бетона плня 
пне анизотропии на деформативность уве.։ичш>ае1 ■ я. а при влажном хра 
нении и изолированных образцах уменьшается
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В табл. 6 приведены значения модулей деформаций бетона при рас- 
itinin, которые наглядно показывают, как влияет анизотропия на де- 
Мативность бетона при растяжении и зависимости от влажности 

,'ЛЬ

teeju

Таблица Ь 
lUnnnv анизотропии па млдуль деформации бетон.* при растяжении в 

зависимости от влажности среди

Հ

£ Е П
Отношение модуля дефор-
манки образцоп, испытан-
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 к 

СЛ
О
ЯМ

 
3

.Модуль деформации бето
на но кзеазс.тьной в т/см2 

при напряжении

п.-.х параллельно слоям, к 
модулю деформации об
разцов, испытанных пер
пендикулярно к слоям, при

напряженки
г- ~ ֊- м ֊- 
JshS 
— Ճ = з о ։=0 z — 3 

кг;смг 3 =Պ кг/с.и-
с = 9 

кг/слг ՛• 0 с=3 | а-=6 | а-9 
к.՝, -см; ^г/см ’ уг /см2

JoOu'iuoc бел 
'Изоляции

ucpptiui. 
пара;։.

103
121

79 
КЗ

58
86 71 1.17 1.30 1.48

влажное бе. 
113ОЛ9ПП11

нерпенх 
парил.

118
156

115
138

112
121 105 1.32 1.20 1,08

Ибычное <: 
Изоляцией

перленд. 
парал.

142
155

115
138

91
121

70
105 1.09 1.20 1,33 1,50

{обычное без 
ршмяцин

нерпёнд. 
нард,-

91
114

48
78 48 1,25 1,62

;«ллжгк»е без 
Hw.uiiihh

нерпенд. 
парал.

161
170

141
149

122
129

105 
Ո1 1.06 1.06 1.06 1.06

Обычное г 
«кмяциен

нерпсил 
парах.

ИХ) 
202

180
197

171
193

162
188 1,06 1.09 1.13 1,16

I На фиг. 5 представлены кривые ползучести бетона при растяжении
я различных условий хранения по испытания?.! восьмерок перпеидн- 
[лнрно п параллельно слоям. Как видно, кривые ползучести неизоли- 

л։ых образцов, испытанных параллельно слоям, хранившимся как 
учиш, так и во влажных условиях расположились ниже кривых 
/чести образцов, испытанных перпендикулярно слоям. В случае же 
|йрованиых образцов имеет место обратное явление.
На основании фиг. 5 при длительности нагружения 342 дня отноше- 

te деформаций ползучести образцов, испытанных перпендикулярно 
«о:- !. ). ^формациям ползучести образцов, испытанных параллельно 
Иям, при ^изолированных образцах обычного хранения составляет 
7Հ при неизолированных образцах влажного хранения—1,42 я, нзко- 
Й, при изолированных образцах обычного хранения- 0,68.
■рТакн.м образом, и при растяжении характер влияния анизотропии 

На ползучесть бетона с увеличением влажности среды точно так, как при 
елптнк, меняется. При обычном и влажном хранении неизолированных 
браздов ползучесть при растяжении больше в восьмерках, испытанных 
ерг.енднкулярно слоям, а в случае изолированных образцов имеет мес

то обратное явление.
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Большая ползучесть изолированных образцов при растяж* 
раллельно слоям как будто противоречит тому объяснению, кот 
дали влиянию анизотропии на ползучесть бетона при сжатии в з»1 
мости от влажности среды. При растяжении и наличии изоляции || 
честь образцов, испытанных перпендикулярно слоям, также дг 
была получиться больше ползучести образцов, испытанных парад 
слоям. Однако, как ви ню из фиг. 5, деформации ползучести изо.ти 
пых образцов по своим абсолютным значениям настолько малы,1 
противоречие могло быть вызвано какой-либо случайной причин! 
несомненно так, потому что. как уже было показано, при j>acri _ 
прочность и модуль деформации бетона изолированных образцов по 
пытаниям параллельно слоям значительно больше, чем по испыП 
перпендикулярно слоя м.

Фиг. 5.

На фиг. 6 представлены кривые ползучести изолированных об 
цов, испытанных перпендикулярно и параллельно слоям прн рве
нии (кривые I и 2). а также кривые ползучести тех изолированны 
разцов, изоляции которых были сняты через 105 дней после.их лл>1 
кого нагружения (кривые Г и 2՜). Как видим, с момента снятия и 
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Ճ п зосьмерках, нагруженных как перпендикулярно, так п параллель- 
I слоям, деформации ползучести начинают развиваться более интен- 
ЙО, чем в изолированных образцах. Характерно, что, в отличие от 
|учая сжатия, при растяжении деформации ползучести развиваются 
пенсиюю не сразу после снятия изоляции, а спустя -10—50 дней. На 
Шанин нижнего графика фиг. 6 после снятия изоляции ползучесть 
терки, нагруженной параллельно слоям, в 1,5 раза больше ползу- 
ктн восьмерки, нагруженной перпендикулярно слоям.

Фиг. 6.

На основании проведенных исследовании могут быть сделаны сле- 
ртщне выводы.

1 Влажность среды оказывает существенное влияние на прочность, 
шуль деформации и ползучесть бетона при сжатии и растяжении. Чем 
йльше влажность среды, тем больше прочность, модуль деформации бс- 
Bii;i и меньше ползучесть.

3;Аш։зотропия оказывает влияние на призменную прочность бетона 
Б'большой мере зависит от влажности среды.
I При невысокой влажности призменная прочность бетона больше 
ЙШпризм, испытанных параллельно слоям, а при высокой влажности— 
Пфп-динкулярно слоям.

В случае изолированных образцов, когда испарение воды из бетона 
Ютстнует, призменная прочность по испытаниям призм параллельно 
слоям меньше, чем по испытаниям призм .перпендикулярно слоям.
I Ջ. Анизотропия бетона оказывает влияние на модуль деформации
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бетона при сжатии, благодаря чему модуль деформации о призмах, ис
пытанных параллельно слоям, больше, чем в призмах, испытанных пер
пендикулярно слоям. Влияние анизотропии на модуль деформации бе
тона в большой мере зависит от влажности среды. С увеличением влаж
ности среды влияние анизотропии на модуль кформаиин бетона умень
шается.

4. Анизотропия оказывает влияние на ползучесть бетона при ежа-, 
тин, и это влияние в большой мере зависит от влажности среды. При не 
высокой влажности ползучесть бетона меньше для призм, испытанных 
параллельно слоям, а при высокой влажности—перпендикулярно слбя.ч

В случае изолированных образцов, когда испарение водь: и., бетона 
отсутствует, ползучесть призм, испытанных параллельно слоям, больше- 
ползучести призм, испытанных перпендикулярно слоям

5. Анизотропия оказывает влияние на прочность и модуль деформа
ции бетона при растяжении, благодаря чему прочность и модуль деф'ор-i 
мании при восьмерках, испытанных параллельно слоям, больше, чем и 
восьмерках, испытанных перпендикулярно слоям.

Влияние анизотропии на прочность и модуль деформации бетона ii 
большой .мере зависит от влажности среды. С увеличением влажности 
влияние анизотропии уменьшается.

6. Анизотропия бетона оказывает влияние на ползучесть биона нрн 
растяжении, благодаря чему ползучесть в восьмерках, испытанных па
раллельно слоям, меньше, чем в восьмерках, испытанных перпендику
лярно слоям.

Влияние анизотропии на ползучесть бетона при растяжении а боль
шой мере зависит от влажности среды. С увеличением влажности влия
ние анизотропии уменьшается.

7. Анизотропия бетона обусловлена внутренним расслаиванием при-: 
укладке и уплотнении бетона, в результате чего излишняя вода отжима
ется наверх, а часть ее по пути задерживается под частицами крупного 
заполнителя, образуя множество водных прослоек.

В процессе твердения бетона, если это происходит в условиях не
высокой влажности, пода указанных прослоек испаряется, и на их мес
тах образуются пустоты, которые отрицательно влияют на прочность бе
тона и способствуют увеличению его деформаций.

При испытании образцов (призм н восьмерок) перпендикулярно 
слоям укладки бетона отрицательное влияние. получается наибольшим, 
так как в этом случае пустоты ослабляют сечение бетонного образна 
всей своей площадью.

Сказанное относилось к случаю, когда вода из водных прослоек ис 
парястся. Если же влажность среды такова, что вола из бетона ис испа
ряется, то при испытании образцов на сжатие перпендикулярно слоям 
водные прослойки уже играют положительную роль, так как они всей 
своей площадью принимают участие в восприятии внешней нагрузки

При растяжении наличие воды в прослойках не играет роли в изме
нении характера влияния анизотропии на прочность, деформативность л



73Влияние анизотропии на ползучесть 
; ~ -՜՜ .----------------- -—ր~- . ——— ■ ՛■   .   _-.-д

ползучесть бетона, как это имеет место при сжатии. По этой причине 
адесь по-прежнему сохраняется то обычное явление, что прочность исто
мна растяжение н Образцах» испытанных параллельно слоям, больше, 
■кн п образцах, испытанных перпендикулярно слоям, а деформации 
«тане.

Пениг. •. математики и механики
К АН Армянской ССР Поступила 8 X 1964

Կ. (I ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊԻԱ:.!՛ Ա9.ԴԵՑՈ1*ԹՅՈ1*ՆՈ ՐեՏ11Նհ Ս11Ղ44՛ ՎՐԱ* ԿԱԽՎՍ.Ա 
1Ո»ՋԱՎԱՅՐ1» ԽՈՆԱՎՈI»ԹՅfl 1»Ն1»8

Ա մ փ ո փ и ւ մ

Սեղմման ։ո ձղմէոն ժամանակ ifխ՝ ավա լրի խոնավ ուիք լունր էապես 
|*«՞“' 4 բետոնի ամրաթլան, դեփորմաոիսէնհրի մոդոպի ե սողքի վրա։ 
ufyr^iurfi մեծ Լ միջտվա /րի խոնափւ ւ իք լանր, ւոլնքան մեծ />5/ սւմրա [մ՛անր 
^ֆորմացիաների մոդուլը ե փ".րր է սոդքր:

I Հ\ես։աղոտու թ քուննե րր ղու լց են ավել, որ անիզոտրոպիան ազդում /, 
Н&ДОф աւքրաիքլան' դեփո րմ ա у իանե րի մարս լի ե սողքի վրա: Այղ ւսղդե- 
րԿՍրւնր կախված է միջավւս/րի ի, ոն ավո ւ իք բսնի էր " (4՛ ւ՚եղմման մամա֊ 
|"Ц կապես փոխում է անի էյ и ա րոպ իա յի րնու քթ ր' փոքր խոնավության պալ- 
\էւէ'ււ'ւյքրա.ւք բետոնի պրիզմալական ամրաիմլանր, զ ե ՛ի ո րմ ա ք ի անե րի մողոպր 
BW են, Ոոդքր շերտերին ղու դահհո էիո րձա րկա րի էլեպրու մ. իսկ
■ած խոնավ/էլի) րսն պա լմ անն ե րաէք' շերտերին Ոէրլրբււհտ ,uitj ։ի ո ք ձ ա լ I. m 1ft. Լ ր ի 
\)'-պրում՛ 1Լլս բանը ավելի պարւյ Է երհէս.մ արաաբին պայմաննևրիу մե- 

նմուշների էիո րծա րկաէէեքէ րի մ ամանակ:
■ Յ-էլմա՚ն դեպքում միշսւվա լրի խոնավ ու խ լո ւն ր չի ւիոքաոմ ան իղո lit րո- 

•j/’W//1 րնոլլ^ը, արլ պսսոճաոով աբււոեդ պահպանվում Լ ալն ոովորական 
^եքեոպթր, „ր ք,ե տոնի ամրո ւ իք լոէնը շերտեք ին ւլոււլահեո ւիո ձա լ Լու 1IL L րի 
1՚1^4ք₽ո։^' մ՛եծ Լ, քան շերտերին ու.ւրւահա յա у վէո րձա րկա tilth րի դեպքում ք 
խկ դնֆորւքաւյիտներր փոքր են:

Л И Г Г Р А Т У Р А
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С Р МЕСЧЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТЕЙ МГНОВЕННЫХ 
ДЕФОРМАЦИИ ГЛИНИСТЫХ ГРУНТОВ ПРИ

ОД1IOMEPIЮМ УПЛОТНЕ11 ИИ

Механическое поведение глинистых грунтов при нагрузке и ш 
следующей разгрузке в условиях одномерного сжатия уже было пре; 
мегом нашего рассмотрения |1|. Однако, учитывая необходимое 
уточнения природы мгновенных деформации и ползучести, а такж 
выяснения ряда других вопросов, проведены экспериментальные нс 
следования, результаты которых и являются предметом рассмотрен» 
настоящей статьи.

Экспериментальны мн исследованиями мы пытались определит։ 
1) механическое повеление глинистых грунтов при кратковременно 
испытаниях и тем самым выяснить природу мгновенных деформаций 
2) характер изменяемое՛։и обратно-мгновенных деформаций при по 
степенном увеличении длительности действия уплотняющей нагрузки 
3) зависимость между напряжениями и обратно-мгновенными дефор 
мациямн и -И характер изменяемости мгновенных деформаций дли՛ 
тельно уплотненных и упрочненных но времени образцов грунта нару
шенной структуры при переменной внешней нагрузке.

С указанной целью было выполнено больше двухсот опытов я։ 
различных грунтах нарушенной структуры с длительностью опытов 
от нескольких десятков секунд до нескольких сот дней.

Опыты проводились как при однократном ззгружении и посла 
дующей разгрузке образцов через различные интервалы времени, так 
и при многократном повторении циклов нагрузок-разгрузок. 1? случае 
многократного повторения указанных циклов при переходе от одного 
к другому циклу увеличивалась величина сжимающей нагрузки.

Для изучения влияния состояния грунта на изменяемость мгно-j 
венных деформация испытывались водонасыщенные образцы различной! 
плотности, влажности и структурной прочности. Различие к указан-՜! 
пых показателях физико-механических свойств образцов достигалось 
предварительным их уплотнением нагрузками различной величин։* 
при различной продолжительности их действия. Продолжительность 
предвари тельного уплотнения образцов колебалась от нескольких де
сятков минут до года и более, а величина уплотняющей нагрузки 
до 7 кг; см2.
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■Ьгрузки прикладывались и удалялись за предельно короткое 
время. практически мгновенно (без удара) на полную величину. Все 
рпыги проводились < компрессионных приборах конструкции автора 
|2| нал образцами высотою 20 леи. диаметром 70 мм. Повторность 
опытов двухкратная.

Рассмотрим некоторые характерные результаты эксперименталь- 
кяго иг.чепия указанных выше вопросов по порядку.

Фиг. 1.

I Нп графиках фиг. 1 и 2 покачаны типичные графики мсхакичс- 
то поведения образков при их кратковременных испытаниях (про
стительность цикла нагрузка-разгрузка равна 2 минутам) на при- 
ie грунта 2 -57 (табл. Խ. В рассматриваемом случае образцы до 
ьгтлння подвергались очень длительному (больше года) уплотне- 

I» нагрузками 0,5 и 2,5 кг-см
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Результаты опытов показывают, что при кратковременных ис
пытаниях мгновенная деформация грунта практически восстанавли
вается полностью, а деформация ползучести только частично. Полная 
обратимость мгновенных деформаций свидетельствует о се упругой 
природе, а неполная обратимость деформаций ползучести —об участии 
в этом процессе как структурно-адсорбционных, так и структурных 
деформаций [3).

Таблица I

Л
лб

. №
 ’ 

. гр
ун

та

Наименоианме УпгдьныО 
вес

Пределы пластичности. °/п

предел 
текучести

предел пла
стичное! и

число пла
стичности

2֊ 57 Су1.ЧИНОК 2.66 31.3 18.6 12.7
4-57 глина 2.7 41.2 23.3 18.0
5-57 лиатами гопый 

грунт
2.59 58.1 32.2 33.9

7—57 попошвйй цар
ская глина

2.63 64-4 •■'°-՜' 33.9

Наибольшее расхождение, которое имеет место между мгновен
ной и обратно-мгновенной деформациями (порядка 1—2 микроны), 
является результатом точности их измерения. Так как измерение де
формации производилось двухмикроиными индикаторами часового тина 
с точностью отсчетов в од и микрон, такая ошибка должна была быть 
неизбежной. Как будет показано ниже, и при сравнительно больших 
мгновенных деформациях указанное расхождение также находится в 
этих пределах.

Таким образом, при кратковременных воздействиях сжимающих 
нагрузок, когда исключена возможность существенного изменения 
плотности грунта, л также влияния тиксотропного упрочнения, обус
ловленного проявлением новых связей между его частицами н агре
гатами во времени, при разгрузке образца его мгновенная деформа
ция полностью восстанавливается. Л это значит, что в соответствии 
с терминологией теории упруго-ползучего тела [I] ее можно назвать 
у ируго-мгновенной. Этим еще раз подтвердилось то справедливое 
замечание Т. Ллфрея [5]. что .упругая деформация является мгно
венной, будь она даже и нелинейной’.

Теперь проследим за изменением мгновенной деформации в за
висимости от продолжительности действия приложенных к образцвм- 
близиецам грунта нагрузок н тиксотропного упрочнения.

Па фиг. 3 приведены четыре графика механического поведения 
образцов-близнецов грунта 4 57 при однократном их нагружении и 
разгрузке (з 0,5 а'л/глг), а на фиг. 4 при четырехкратном нагру
жении и разгрузке нагрузками 0,5, 1.0, 1,5 и 2,0 кг'.ем*. через интер
валы времени \Ъсе։с, 1 мин, 1 ՛/ и одни сутки. Перед испытанием об
разцы сперва были подвергнуты предварительному месячномv уплот-
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Фиг. 3.

!*։•» էսս։

Фи՛ Հ
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Кривые напряжение—мгновенная деформация приведены в № 
них левых углах указанных графиков, а в верхних правых утлая 
этих же графиков приведены кривые напряжение֊ обргыно-мгновев^ 
ная деформация, определенные разгрузкой после 173 и 201— tOSj 
дневного уплотнения образной грунтов. На этих же графиках укй; 
заны величины деформации ползучести образцов в момент разгрузки 

Как показывают результаты опытов, рассматриваемые зависимо*, 
сти с достаточной точностью выражаются линейный законом вовсе։, 
состояниях грунтов. Следовательно, мгновенные деформации образ* 
цов, подвергнутых предвари тельному уплотнению различными нагруз-’ 
ками, при одинаковых продолжительностях уплотнения, изменяете 
на одну и ту же величину. Для гр. 4 -57 указанное изменением 
леблется в пределах четырех-шести раз. а для гр. 7—57—пятиде
сяти раз. Причем наибольшее изменение мгновенной деформации со- 
ответствует сериям образцов-близнецов, подвергнутых наименьшему 
предвари тел ы ю м у у п л от н е н и ։о.

Таким образом, на основании изложенного выше можно зак.Зм 
нить, что степень изменяемости мгновенной деформации при уплот
нении (сжатии) постоянными нагрузками записи i or его фйзико-ыёш 
нических свойств к началу загружсяия, а также от величины нагрузи 
и продолжительности уплотнения.

Изменяемость мгновенной деформации грунта и ее .модуля при 
постоянной во времени нагрузке можно определить методом раагруз^ 
образцов-близнецов через различные продолжительности лействЯ 
уплотняющей нагрузки. Ч'ак как упрочнение грунта как вследстЗИ 
проявления сцепления упрочнения, так л уплотнения протекаем !՛■՛ 
времени, изменяемость его мгновенной деформация /ип, и ее модуХ! 
/Д при заданном напряженном состоянии можно выразить через ({ак
тор времени /.

На фиг. 10 приведены кривые изменяемости /м,„ и Ек, о.;р«< 
ленные методом разгрузки, при сжатии образцов-близнецов д ва га պ 
товой насты нагрузками 0,25 кг;см2 после их предварительного y't 
лотнения нагрузками 0,25 кг см' в течение трех суток.
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Наконец, познакомимся с результатами исследования изменяемости 
мгновенных деформаций длительно уплотненных и упрочненных во 
времени образцов глинистых грунтов нарушенной структуры при их 
з-агруженнм нарастающими равными ступенями нагрузок через рав
ные интервалы времени.

I Отмстим, что испытанием слабоунлотнепных глинистых паст 
М.1ЧИ ранее было установлено |9], что изменяемость мгновенной де
формации во времени при постоя иной скорости загруження (незави
симо от величины ступени нагрузки) выражается затухающей кривой, 
то есть при переходе от одной ступени нагрузки к другой мгновен
ная деформация, постепенно уменьшаясь, стремится к некоторой по
шлиной величине, подчиняясь одному общему закону.

Как показали эксперименты, изменяемость мгновенной дефор- 
мпции грунтов, подвергнутых длительному предварительному уплот
нению и упрочнению, протекает несколько иначе. В отличие от ука- 
э-зиого выше случая, здесь на характер изменения заметно ска- 

Тзыздегся влияние величины ступени нагрузки (фиг. 11).
На фиг. 11 приведены кривые изменяемости /мп։ двух различных 

Грунтов—диатомитового грунта и новошвейцарской глины (табл. 1), 
определенные при трех различных скоростях роста внешней нагрузки.

Фиг 11

Внешние нагрузки наращивались 
ступенями по 0,25, 0,5 и 0,75 
кг;см‘ через каждые сутки (гра
фики загруження приведены на 
фиг. 12). Ступени нагрузок при
кладывались на грунт на пол
ную величину, без удара, с фик- 
саиией величин мгновенных де
формаций в моменты их при
ложения. Перед испытанием 
образцы-близнецы подвергались 
предварительному уплотнению 
нагрузками 2,25 кг/см- в течение 
полутора (гр. 5-57) и двух 
(гр. 7 — 57) .месяцев.

Все три кривые, приведен
ные на графике фиг. Па (гр. 
5-57), по своей форме сильно 
отличаются друг от друга. Са
мым характерным у них является 
то. что максимальные значения 
мгновенных деформаций соответ-

вуют не моменту приложения первых ступеней нагрузок (как это 
leer место при испытании слабоуплотненных пласт), а некоторой 
|у.гой ступени нагрузки. Причем, чем меньше величина ступени на

грузки. гем больше надо приложить ступеней нагрузок, чтобы до-
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Фиг 12.

можно объяснить структурной !1|

стйчь максимума мгновенной деформации. Что же касается ncni 
гр. 7—57. то в этом случае кривые /«,.-=/(■:), соответствующие I 
пытаниям образцов нагрузками ост=0,25 и 0.75 л-г/сзг. практически- 
отличаются от кривых, полученных испытанием слабо-уплотий 
паст и тол ько л ри аС1=0,5 кг/см- 6 t। 
форма кривых /нп. = ք (?) сви- : - J
детельствует о влиянии вели
чины ступени нагрузки на из
меняемость /мп».

Изложенное выше о влия
нии величины ступеней на
грузок и состоянии грунта к 
началу испытания на изменяе
мость мгновенной деформации
иостыо скелета. А именно: в случае сжатия слабо-уплотненных t 
н силу слабых структурных их связей, разрушение структуры и 
рочнение происходит почти беспрепятственно, вследствие чегп г| 
постепенно уплотняется и упрочняется, а его мгновенная да 
мания постепенно уменьшается. В случае сжатия пбрйзЦавЛ 
ладающих более прочными структурными связями. характер 
няемости мгновенных деформаций зависит от отношения вегн, 
ступени нагрузки к структурной прочности грунта. Когда пнет 
нагрузка преодолевиет сопротивление сцепления упрочней|И1 я 
няет его влияние, форма кривых Аю. —/(՛) будет такой же, каш 
была у елябо-уплотнениых паст, го есть наибольшее зиач’чшг И 
венной деформации будет соответствовать нерпой ступени waroj 
(фиг. 116 при gct = O,75 кг/օր). В противном с и. чае она листи 
своего максимума только когда, когда сцепление упрочнения й 
частично или полностью устранено внешними нагрузками II 
устранения сцепления упрочнения, то есть достижения .'u.-wl=aj 
нёйшая изменяемость мгновенной деформации протекает так,՛ к 
слабо-уплотненных каст [9].

Необходимо отметить, что после достижения А,,,, /„ I 
няемость мгновенной деформации не протекае։ гладко. Хотя не» 
Анн от последующей ступени нагрузки меньше, чем от прелыд) 
все же ясно одно: по мере уплотнения /м,.и имеет тенденцию и 
пенно уменьшаться.

Следует обратить внимание на го, чги, при испытании e ֊pi 
гр. 7—57 ступенями нагрузок но сст=О,25 кг/езг. величина мги 
ной деформации практически не зависит от уплотнения грунта, 
значат, что уплотнение грунта протекает без структурных 
ций и поэтому его упругие свойства почти не подвергаются | 
нениям.

По максимумам кривых !„■„ —f(-) можно судить о приближу 
значении величин структурной прочности грунтов. Из графикой 
вых /м։„ /(’). приведенных на фиг. II. следует, что для гр.1
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- приблизительно соответствует I кг/см*. а для гр. 7—57
V-5 6‘2/слг. еле ювате/ьно, их структурные прочности примерно 

Ьвны 1 кг/с.ч2 и 0,75 к^см*.
г Резюмируя изложенное выше, еще раз можно отметить, что 

дар.жгер изменяемости мгновенной деформации грунтов во времени 
тбуслойлён прочное։ыо их структурных связей, величиной и темпом 
ирилрження внешних нагрузок.

№ заключение приведем некоторые данные о наибольших значе- 
ni'.fx компрессионных модулей мгновенных деформаций Ек ряда 
ipyiitOB. определенных нами испытанием образцов грунта нпрушен- 

Ий структуры. предварительно уплотненных различными нагрузками 
К-дс девяти месяцев (табл. 2).

Таблица 2

______ Лабораторные номера груитпп __________
2-57_________ |___________ 4-57 Г| ' 5-57

№ сипла । /Д кг с.и' | № опыта /Д кг/елг № опыта /Д։ кг‘см

№ 2/533 12<Ю

խ 2/5-18 4540
3.0
7.0

•1.850 32С0
К в—- — 4/849 3840

м 2/546 10000 —-Ճ-
9.0 1 J—• 5,885 3000

■Сопоставление данных, приведенных в табл. 2. с данными, прн- 
Глдепнымн к [9], показывает, что длительное уплотнение грунтов 
■грузками до 9 яг?.։/- приводит к увеличению компрессионного мо
дуля мгновенной деформации Ек до 70 раз. с достижением наиболь
шей его величины 10000 кг/елг (суглинок за № 2—57, = 8 кг/елг.
п^должнтельность уплотнения девять месяцев). Что же касается ве
тчин нормальных модулей мгновенных деформаций Zf՜ то они будут 
отличаться от Е, в среднем на 10%. так как коэффициент попереч
ного расширения (Пуассона) а для таких грунтов колеблется в

Иределах от ц = 0.15 до а — 0,25.
I Данные о величинах Ек позволяю։ придти к выводу, что если 

яотле девятимесячного уплотнения грунтовые пасты могут иметь 
£г= 10300 кг1ем‘. то модули мгновенных деформаций грунтов пена- 

ИШснно։- структуры, подвергнутых в природных условиях весьма 
нательному уплотнению нагрузками, превышающими использованные 

КЕШИ величины, должны обладать существенно превышающими 
[ирнпеденпые в табл. 2 величины.

I Модули упругости, полеченные Д. Д. Барканом [10) (табл. 3) 
Вкпы7.|ш։ем грунтов в полевых условиях, значительно меньше полу- 
■ишных нами величин.

у Как правильно отмечает II. Я. Денисов |11|. зги данные полу- 
I чены по величине восстанавливающейся деформации, определенной 
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при разгрузке опытных штампов, которые являются следствием не 
только упругого расширения частиц. но и влияния адсорбцйрй! 
процессов. Поэтому они не могут рассматриваться как характер։»] 
щие только упругие деформации.

Таблица 3

Xaji.n.;е|։истнка грунта /:, К?:смг

Пластнчиын суглинок ..................................................... 310
Коричневый гхглии'.ж. насыщенный водой* • ■ 440
Я2.СС........................................................................................ 1000 ■ 1300
Лёссовидный суглинок................................................ 1200
Тяжелый плотный суглинок • • • ...................... 2950

Мы совершенно уверены я том. что причиной получения. ЗД 
женных значений модулей упругости грунтов ненарушенной (еСЛ 
венной) структуры, помимо указанной выше, является влияние 
ровностей поверхности грунта |Г2, 13|, на что, к сожалению,, ина
исследователи не 
I !лсгитуI математики 

ЛИ Армянской

обращают серьезного внимания
и механики 
ССР I Ьн и пила 17 X Г

II. IK 1ГЬиЦ:ШЧ<

ԿԱՎԱՅԻՆ ԻՆԱյՐԼԱՐԻ ԱԿՆԹԱՐԹԱՅԻՆ Դհ!ե1։րէրՕԻԱՆհՐԻ 
ՕՐԻՆԱԱԱՓՈԻԹՅՈԻՆՆԿՐԻ Ո1՚11ՈԻ1րՆԱՍԻՐՈ1՝ԹՅՈ1՚ՆՍ ՄԻԱՋԱՓ 

ԽՏԱՑՄԱՆ ԺԱՄԱՆԱԿ

II. ւ1 փ ti փ ո I <1

հողվածում քննարկված են Հ/յ/րյձյս։/ հարւյերր. ա) կա վալին րնաէորլ^ 
մեխանիկական վար ./‘«"//’’If կարճատև փորձարկա ifi/b/< ft դեւղքամ > ր i հս>կ\ 
դարձելի ակնքքւ/ւրիք աքին րլ /< ՛իՈրմաуիաների էիոէիոխման րնալթր ի>ա>սրթ 
րեոի աղդ եղա у'/լան ահ пդШ խլան մեծարման դ հ պ քու մ, էլ ) / արոմւ/հերի և 
կւոդարձելի ակնթարթ ալին դեֆո րմ աէ/իանե րի միջև ղոլււէթրոն աներ/пц կս>է 
ե ղ) հարաաե խ աա րած >ււ ամրարած րնահողև րի ււէկնիք տրիքալին 'խ!ք>0^ 

մաւքի>ւ/հերի էիէէփւէխման րնալթր արտածին փոէիէէիււխէ/ րե/ւի աւրլելրւէ ՚յ)"Л 

աակ։
Փորձերի արդյունվքներր րուլէյ h'lt աաչիս, որ' LJ (ոաարնոդ րհոիկէ՚/ր 

ճաաե. արլդման դես/րա tf ակն խ ա րթ ա լ ի'// դե էի որ<1՛ ա ք/ի ա'հ //'/"/ >ակադարձէւլի է 
ալդ իսկ սլաաճաոււէք աին կարոդ է համարէ^ել ակն ի! ոյ րթ ա //ւն աոաձդակս 
դ1ւէի Որմաըիա> լարումհերի ե '•ակա/լարձեփ ակնի}արխալին էլե էիորմ
ների միջե եդած կապր դծալին Լ . Յի որորան մեծ Հ արաարին խսւալքն^ 
րեոի ա/րրքան աեոդուիմլունր ե ■ հեաեարար, րնահոդի քոաարյումր It thuJti 

նաէլի լՀհիհոէք րա մ ամ րապնդ ս։մ ր. ալէւ,րան ։իորր /. •աւէլադսւ րձելի ակնիս՚ր1
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W դեֆո րմ т զիան, -/) հարւսաև իւ nun ղ tut) Л ամրապնդված բնահողքւրի
ակնթարթ in /ին >/ ե ■!՛> րմ արիաների փոէիոխո) մը արտաքին րեոի փոփոիէման 

խիստ աա րըե բվում է շխ ա ա րվшЛ րն ահո ղ ե րի վւո րձա րկււլւեւհ ['ի՛ք
.^ցւքած արդլուն րնե ըի։ր Եթե վերջինիս դեպքում րեովւ աստիճանաբար 
"‘•է՛ րևրւււմ Է ակնթ ւսրթ ւս լին դեֆս րմ ա զիւսլի ասւոիճանաբար նվաղմանը 
Հ/.Տ.Լ մի ինչ.որ հասւոաաան մեծա թլան -ւտոնելր, ուլս դեպքում դրա թլունբ 
րորւրովին ալլ Է: (՝ևոի աճը, իր ոկդրնական շրջանում հանղեդնում է ակրն^ 
իարիալին դեֆորմտդիաների աճման (ակնթարթ ա էին մոդուլի նվաղմանը),
1'սկ >ետո' նրա նվազմանը։ եշված եըևու լթր հեղինակը րադաւպւու մ Լ նրա- 
նուի որ հիշյալ բնահոզե րի ղեֆորմաղիան սկզբում րնթ անում է նրանը կաղ֊ 
'){՚՚ի,1ծբի քալքալու մով ( ամրաթլան անկամով), իսկ հետո, երբ ալդ պրորեոը 
„վար,ոված Ւ ե րնահողն սկսում Հ ամ րապնղվել իւոսոդման աճի ու նոր 
կսււրքվսւծքալին կապերի աո աջա զմ ան հե աե անքով, նկատվում / ակնթարթս։֊ 
քթւ ղհֆ/ւրմսւզիա/ի նվաղամ ե ակնթարթ ափն դեֆո րմ ադիէսնե րի մոդուլի 
ըորճրււպա մ։

Հողված ում բերված են nuj՛լալներ հարատև իսոուրած ե ւսմրապնդվւ 
կավալին րնահողերի ակնթարթալին դե ֆ որմազի անէ։րի մոդա լների մասին։
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АЭНН ИДРОМЕХЛНИК

I А. БАБАДЖАНЯН

ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ КАНАЛЕ 
С ПОРИСТЫМИ СТЕНКАМИ

Течение реальной жидкости вблизи проницаемых ковер хноо 
представляет как теоретический, так и практический интерес. Т 
например, в вопросах управления пограничного слоя, в зада) 
теплопередачи, и некоторых химических процессах и т. д. В дон 
работе рассматривается плоское установившееся, ламинарное юче 
вязкой несжимаемой жидкости в прямоугольном канале с порисп 
стенками (фиг. 1), ширина канала 2А. у 
Проницаемость вдоль стенки принимает
ся постоянной, силами тяжести прене- h ---------------------------
брегэем.

1. Выбираем систему координат с и ----------------- ---------- -ss
началом в центре канала. Ось ох на
ходится и плоскости, параллельной степ- ՜հ----------------------------
кам канала, ось оу перпендикулярна фш .
стенкам. За исходные уравнения дви
жения примем уравнения Павье —Стокса

ди , du 1 др , /д'-и O‘ti \II֊----- |_ р — =----------- с 4֊ V ( - ------ ,
дх ду р дх \дх"՝ ду- ■

= .. LaP. . , I

дх ду р ду ' \дх- ‘ ду- / ’

rt" + .ժր .о
дх ду

Здесь и, v — компоненты скорости ио осям ох я оу, р да։ 
ние, р—плотность, ՝• кинематический коэффициент вязкости.

Исходя ил постановки задачи и из симметричности потока (о 
сительно осн Од). имеем следующие граничные условия:

ври у — 4֊ հ л'^>0

и = 0 у=А’(р — р,,). О

где рь — внешнее давление, k — коэффициент пористости ՛>> 
Если р>Рь имеет место отсос жидкости, в случае P<Zl\ йдуе 
жидкости
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при у=0 .Г> О

ди 
ду

= 0. (1.3)

В начальном сечении потока, то есть при д ==• 0 принимаем

/»o₽/wM прн/>1.

II - ft Ւ.
2^1 •'.'•՛• 2yJ“^.V=0, vo f=v 0, при I :. (1.4)

где р есть давление в начальном сечении потока. L’cp средняя

ррость по начальному сечению. При такой постановке задачи тре
тей найти поле скоростей и давления вдоль и поперек канала.

2. Задача решается методом малого параметра |1|. В качестве 
лото параметра принимается отношение ширины к характерной 
ин՛.՛ канала. Вводим малый параметр в систему уравнений и в гра

ничные условия, заранее приводя их к безразмерном} виду, поль
юсь следующими соотношениями:

и - си. v = глг». л = /л, v — hy.
(2.1)

р = — ру ՝/ — he ՛. я - —- я .
5 ОС ч

r.iv с — .характерная скорость,
/—характерная длина канала,

а = — 1 —малый параметр.

Подставляя значения размерных величин через безразмерные в- 
■ему уравнений (1.1), а также в граничные условия, получим:

/ ди ди \ /др . д:и д*и \
С ( U-------- ■- V — ) = ՝* { — 4- 5- — Ч--------- ),
\ дх ду / \ их дх- Оу՛’- /

,/ dv , uv \ / up , .ժ2ր , ,.ժ2^\
У I U - 4- V ) —v I 4 к э4 4֊ 7------- ) ,

\ их ду / V ду ժ№ дуг /
(2.2)

ժ“+^=0;
дх ду

при v = 4- I л > О
(2.3)

w = 0. v = k(p— pj.

При у = О, А > (»
(2.4)

^=0. 1- = 0: 
ov
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при X — <>

1 1
/?օ = /Հ. Р{=^' \ u^y = L‘f/l, \utdy - О. ծ0= v, = 0 при i >1 

о о

Для удобства письма черточки сверху опущены. Таг՛՜ 
поток симметричен относительно оси ох, то решение задачи пред 
ним для одной половины канала, то есть для значения у= I. Hi 
мые функции ищем в виде степенного ряда по степеням эд) 
параметра т, то есть в виде

« = fl О -Н °«1 -г °3«а Г •՛ •

•г/ = Va 4- ОТ’, -}- 3a'P։ 4- .. • (2,

/’ =Ро+ + •••

Подставляем значения и, v и р из (2.6) в систему ура։ 
(2.2) и в граничные условия (2.3) и (2.4). Приравнивая коэффт 
с одинаковыми степенями =. получим систему уравнений, из к1 
определяются неизвестные с требуемой точностью. Составим chi 
уравнений. Приравнивая и (2.2) коэффициенты при нулевой ст։ 
а, получим

_ ®>. + <’% = о 
дх ду*

о,

= 0. 
дх ду

Интегрируя первое уравнение два раза по у. получим

//յ = Т у' “ v Ն (А‘)։ 
2 дх

Определим произвольные функции интегрирования Д(х) и հ 
пользуясь граничными условиями (2.3) и (2.4). тогда для пояу1

Подставляя 
г։0 получим

Из второго

(2.8) в третье уравнение системы (2.7) и интегрируя, 
следующее значение

условия системы (2.1) получим, что /։(х) = 0. тогда

^о =
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начение /;0 можно найти из второго условия системы (2.3). 
вительно, из этого условия имеем

v0(x, 1) — k(p0~֊ (2.10)

вляя значение t'q(a', I) из (2.9) в уравнение (2.1С), получим 
телւно /;0 следующее дифференциальное уравнение:

I зкр-՛
ецве которого есть

Л> P!f-T րՀ'՜-^ с,е

а~ | 3k.
сделяя постоянные интегрирования, пользуясь граничными ус- 
|нми (2.5). и подставляя в выражение Аь получим

3Z/
Ро Рь + ԱՀ, - pjchrtx------— -shax (2.11)

<1

.ставляя значение в выражения и х'с, получим соответствен- 
Ю

"о ՜ — 1«(Л, — /»,.) sh ах — ՅՍքր ch ал| (у1 — I). (2.12)

*0 -֊ —la(Pn pb)c\\ax — 3Ucp shaxjf У֊' ). (2.I3)

рое Приближение искомых функций найдем из системы уравнений, 
ученной из (2.2) путем приравнивания коэффициентов при первой 
гепи а

ах оу их Оу֊

'^=0.
ду

дг\ = о
Ох ’ ду

!числия левую часть первого уравнения системы (2.14)
шап его относительно -^՜^1, пол мчи ч

Оуп-

’ 7֊ = |Дj sh 2ах — .֊Lch 2 «х|/ I փ 'V- Y
: ду- дх • 3 /

К А _ (Р. - Р^а3 + , 3(/Հ. - PJ ai
где Л в — „------------------ .'in ~ .--------

(2.14)

и ре-

(2.15)

(2.16)
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X

Интегрируя уравнение (2.15) два раза по у и пользуясь сорта 
щими граничными условиями,для функции «։ получим

Ui 1 ֊֊— (v~ l)-f-(.4i sh 2ax - .<Uch 2aA')P
2 Ox \ 2

Из третьего уравнения системы (2.1՝) получим

>--2Л (21 
чо 45/ ՛

֊ 1V-
Ох՝о

V V-2a(.4։ch2ax—/Lsh2ux)f—4՜ ՝-------—• у) (11
3 / ՜ V 6 630 45 ) I

Найдем pv для этого имеем

Имея в

:»։(л. 1) = kPi(x).

виду уравнения (2.18), для рх получим следующее дн4 
циальное уравнение:

Р' — a՝Pi ^ — "՜֊ а(Д. ch 2 ах — .-Լsh 2 ах), 
dx? 35

Решая дифференциальное уравнение (2.19) и польз 
определении постоянных интегрирования условиями (1.4), полу 
для следующее значение:

97 | 94 14
Pi - — - ՀՀՀ, ch ах ՜ .l.ch2ax । “--X.sh2ax. (2..Г՝/ քր 35а 1 35а *

Подставляя значения />. в выражения ււԼ и и։, найдем

//
1 sh at — .lj sh 2нл- • ,4, ch 2 ax )X-|

2 \35v էր 35 35 ’ /

/. (у' — 1 + (A j sh 2 ax — Л. ch 2ax Հ - У- — ■
X 2 90 4о/ I

ах JG .4։« ch 2 ах +— Л.а 
.45 1 35 ՜

,,л .
у ) — 2/1 (А} ch 2 их ,.֊^֊23У).

6 630 45 Հ

(ля нахождения третьего приближения имеем следующую си 
тему уравнений:

OUi <)u0 , du.
“о a 4 °1 + r'° V՜ ՜1ox ox ay

dp_z 

ay

ou.

_ • °/ճ
Ох

(2.23»
д.г

֊= 0, 
</y։

i = o.О

Ох Оу
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решение системы уравнений (2.23) не представляет особого 
..днения, только приходится иметь дело с громоздкими вычисле- 
Яйн. Отметим при этом, что граничными условиями (1.4) для w 
жно пользоваться, начиная с третьего приближения. Ограничиваясь 
•рым приближением и переходя к размерным величинам, для не- 
естных функций получим следующие окончательные значения:

и(qտհ «յ.է' — <*2ch — c3 sh 2«rv 4- qch 2«։x) (у5 — 1) փ

4” ֊ ՜ (G sh 2<?jX - ch 2rt։x) (45y*-4֊ y* — 46), (2.24)
432

i v = (մ, ch a։x — d., sh axx — d3 ch 2агх d.t sh 2a3x) Լ У у у

— 400 ^7,л ՜ sn П^5у3 4֊ y: — 322y). (2.25)

P-Pl/+ (/\ —/>*) ch </rv £։shu,x£»chfl։x £jch2o։x-t-

H-£։sh2//x-v. (2.26)

I . . , z3Z7/ . 27
«1 = շ ֊/’(,> |/ — + 707/3^4^.

I
9_ / 3/?;՜ւ I (/>» 3^рЛ I

3 35 J h I uv ■*

54 -Pb}h 
(’•։ ՜՜ o- 

3d

7 Յա/ v . 31
2 /О

“^ՀԳ-

. 54 I (/»„- /'.)гЛ։Л
li - - --------------------------- 1

35 I

, 108 . /ЗА? Up*(А,. />.)*
J' - '35 ]/ ՜հ ------------Հ-------------

I
/ ЗАЛ

ՅՇ֊
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E^- ՚ ՜-Ջ.
‘ 35 v

_ 9 (Р* —/^)'-А7/4֊3G;.,p
З~35 ՝•

ը =,րէ$ _ Z??.1
* 35 v ՜ у ՜3~ ’

3. Пример
Зля расчета примем следующие данные:

/\ = 0, /\=Ю’~ > /е = Ю“5-^-]
«г сек кг сек

h = 'i . Н) -.и, ._=ւօ՛Л
сек .и1

Значения и(х,у). v (л, у) и р(х) вычисляем
(2.25). (2.26).

по формулам (2.1

Законы изменения неизвестных 
функции предо гав лены на фиг. 2,3. 4.

По результатам задачи и по при
веденному численному пример) можно 
Сделать следующие выводы.

1. Вдоль канала, начиная с началь
ного участка, продольная и поперечная 
составляющие скорости уменьшаются.

2. Давление вдоль канала по те
чению уменьшается н обращается R

У

нуль (приравнивается внешнему давне- фиг; շ
нию) н некотором определенном сечении.

3. Зависимость давления от независимой переменной у начш 
ся с третьего приближения

Ереванский государственный 
университет Попу пила 25IV194
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Դ. Հ. 1'ԱՈ1ԷՋԱ\,»ԱՆ1րԱԱՈ|ւՑԻԿ ՀԵ'1.11հԿ1՛ ՇԱՐԺՈհՍՀ VWlflSWb ՊԱՏԵՐ Րհ'ևԵՈ11ք1.11Ա4.ՂԱ4,1|:3111«’|. ձՈ1Ղ.1Ւ1,
Ս. մ փ и փ п ւ ifՀռ/^/աժաժ* քննարկվում Լ մածուցիկ, անսեղմելի հեղուկի լամինար, 

ձրթ ստացիոնար շարմոլմը ծակուոկեն պատեր ունեցող հունով: Խնղրի 
լծումը րհրվէէւմ I; եավե Սուոքոի հտւիսււա րու,մների ինաե ղրմանր արված 
քր՚՚՚վւն պալմաններուէ: Լոլծոււք ր որոնվում Հ ւիոքր քւրււրամետրի մԼիձ>պով; 
քոն՚իո մ են անհսւՀԼՈ էիունկցիսւների եամար աո տ էին երկու մուոտվորու- 

ք/լուններր և ցու րյ Լ տրվում, որ մլուո մոաաւէորրո (J ւուհւնե րի ղւոնելր ոկրզ֊
ւրսւյին դմվուրռւքմրս՚հ jji ներկալացնում։ 

1ևէւումնաոիրւք տծ // կո՝հկրե ու օրինակ:

Л И T Е P A I У P A

йбцглсанян Г. Я. и Назарян Л. Об одном решении задачи плоского ламинар
ного движения жидкости в открытом канале. Известия Afi ЛрмССР, серия 
фик-мат. наук. 12. №1. 1959.
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ЧЭРОГ НДРОМЕХАЙ

Л.М МХИТАРЯН

К ВОПРОСУ О ВЛИЯНИИ УСТОЙЧИВОСТИ СТРАТИФИКАЦН1. 
НА ТУРБУЛЕНТНЫЙ ОБМЕН В ПРИВОДНОМ

СЛОЕ АТМОСФЕРЫ

Турбулентному обмен) в приземном слое воздуха (обмен! 
честном движения, илаго-к чплообмен, перенос примеси) nbca” 
большое количество работ советских и иностранных-ученых-.. Вопрс 
разработан в [4. 9 — 12. 14, 16- 18, 21. 28| и в ряде других pal 
некоторых работах [1, 3. 21, 29] показано, что профили метеоре 
ческих элементов (скорость ветра, влажность и температура пол 
подобны и нося г логарифмический характер ври равновесной стрв 
кадии нижнего слоя атмосферы. Влияние неравновесных условаС 
смотрено в |2, 5. 8, 9, ,11, 16 — 18. 21. 27] и т. д. Основная ту, 
лен гнал характеристика подстилающей поверхности гидролин! 
ческая шероховатость рассмотрена в (6. 13. 19, 20] и т. д. В р 
тах [5—7, 15. 21. 21—26] и ряде других рассмотрены способно 
деления коэффициента обмена. Интересные результаты получе| 
работах А. М. Обухова и А. С. Монина [17, 18. 21].

Если обозначить: через и, Р и F. скорости ветра. гур6у.;он! 
го теплообмена и испарения: через — коэффициенты ройена 
количества движения (А1,՛. тепла (А՛?) и вшги (£J; <>, Т и <] ֊ уд™ 
ную тепяооемкость. плотность, температуру и удельную влажное 
воздуха: vA скорость трения или дииампческук. скорость и п| 
жить потоки количества движения, тепла и влаги в турбу.кчп 
пограничном подслое постоянными, то есть

, ди к = и: — cons/, 
dz

п , <>Т
Р ֊ Срркт cons/.

dz

_ I <>հ Ւ. — pke — = cons/. 
(հ

то легко показать, что существует приводный поде юл не толу 
поле количества движения или скорости, но и в потях темп рл 
и влажности воздуха. Подобно тому, как определяется высота з 
слоя в поле скорости из условия малости v., на границе слоя, чс
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г
де.։ ить соответствующие высоты и слоев в полях температуры и 

кностн из условий малости на границе величин Р и
Как известно, в равновесных пли близких к ним условиях рас
тение метеорологических элементов в приземном слое носит 

фмический характер. Действительно, если исходить из известных 
тзвлекнй полуэмпирической теории турбулентности

Ղ)

одно;! поверхности и

1пг/70

/г - ֊ նւ

сключая из (б) и (8) 

к 
и

v*. получим

■о =
6 dz

(4) 

(5)

гко получить для скорости ветра

(6) 

е Л, - параметр шероховатости, который определенным образом 
к с физической шероховатостью и представляет собой ту геоме- 
ккую высоту, на которой скорость ветра обращается в нуль при 

Зрифмическом законе ее распределения. Здесь * —постоянная Кар

Согласно определению, имеем 

k = Fd-\ 
dz

дета вл яя сюда (5) и (б), получим 

к =» V-V^Z.

(7)

(8)

(9)

оследине выражения показывают, что коэффициент обмена в 
земном слое линейно растет с высотой.
Q Для определения т0 и k данные соответствующих градиентных 

дений группируются по интервалам скорости ветра, и точки на- 
•з гятся на графики в полулогарифмической шкале. Тогда они хорошо 
№штся на прямые, угловые коэффициенты которых дают величину 

а ординаты точек пересечения с вертикальной осью —1пг0.

Полагая и (9) г = 1 и подставляя характерные значения 10՜
— 10՜2 для сущи, получим (z-=s0.4)

= О.0175 для водной поверхности.
(Ю)

kjttz = 11,035 — для условий суши.

ли считать го. = const п равновесных условиях, независимо от 
!реноси.мой субстанции, то по аналогии с (8) можно написать
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k? = У.г Т»* Z, ke —

Это означает, что по (5) длина пути перемешивания npoiwH 
циональна расстоянию от стенки, а коэффициент пропорционально™ 
(или аэродинамическая постоянная Кармана) имеет различные wl 

чения для различных субстанций.
Тогда из (2) и (3) при (11), легки получить

7 =----------- Ը------ Inz + Cp
ԴՔ'-?*'*

<} =--------~ 1ո5֊4-Գ

Здесь также можно ввести понятие параметра шероховато™ 
полагая z = z0 при 7՞ = TQ и z = д' при q = <;0.

Выражения (6), (12) и (13) показывают, что профили скоросм 1 

температуры и влажности в приземном слое подобны и имеют и<Я 
логарифмической кривой.

Многочисленные наблюдения подтверждают это.
Развитие турбулентности в температурке неоднородной ерем 

характеризуется уже не числом Рейнольдса, а числом РичардсЛ 
имеющего вид

аг

Вопрос о турбулентном обмене в этих условиях рассмотрел в • 
работах А. М. Обухова, Л. С. Монина, Д. Л. Лайхтмана, М. И. Будйя 

ко, М. П. Тимофеева и др.
Исходными и в этом случае являются соотношения (1)--(ЗМ 

Если предположить, что все три коэффициента обмена k, kr, и Ы 
одинаковы или их отношения постоянны в случае с верх адиабат ичН 
ской стратификации или инверсии, то согласно (1) (3) профили скорм 
сти, температуры и влажности опять будут подобны, хотя и могут 
отличаться о г логарифмической кривой.

Д- Л. Лайхтман обобщил (5). представляя длину пути перемн 
щения в следующем виде-՛

1 = ^(2 Հ. (1Ц

Здесь г<0 при сверхадиабатической стратификации.0—при ИН 
версии. В равновесных условиях е-֊-0. Подставляя (15) в (4) и выпоя 
няя квадратуры, получим степенной закон Д. Л. Лайхтмана
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Или. если известно у։ на высоте г։, 

г‘ ~*о U = /z։-------------

При ЭТОМ, исходя из (7), для А получим 

k —

Или для отношения на двух высотах 

А՛ _ / z \’֊ • 
Հ Այ / '

Причем для А։ на высоте г։ легко получается 

A’i _JA4)2£2i՜’
■ -г;=7Г-
К. И. Бу дык») вместо (15) пишет прости

I =. -հ/Ոհ., 

причем /п^>1 при сверхадиабатической стратификации, т 
наерсин и т — I равновесных условиях.
Выя этой величины получено выражение

(17)

(18)

(19)

(20)

(2D

1 при

т = *- Ri.

a* Ri определяется формулой (22), 
Г.В атом случае для А՝ получается простое выражение

/г =

(22)

(23)

Խււ через k., обозначить значение коэффициента обмена в равне
йших условиях, то но теории Л. М. Обухова — Л. С. Монина мож- 
էԾ дописать

!լ 1
(24) 

fc/?f= .-.A. / масштаб турбулентности. По данным авторов
Ж?.0,6, М. П. Тимофеев считает значение 3 заниженным.
| Если параметр устойчивости выразить через отношение ձ՜Հ՛//", где 

|АГ=Ги - 72—разность температур подстилающая поверхность — воз- 
Kjo отношение (24) можно представить в виде

— I 
Հ,

til Тимофеев получил .1 = 
По данным на оз. Севан

ДУ
(Г

(25)

имеется возможность проверить эти
ношения в различных условиях.
В течение 1957— >961 г; , проводились специальные градиентные 

■решения. Выбирая зимние наблюдения для тех воздушных потоков, 
виорш- приходят с • стороны озера, и группируя их но интервалам
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скорости и пунктах: Бабаджаи, Масрик и Алучалу, были посгро 
профили скорости ветра в слое 12 .и нал. вол и՛.. Эги профи.՛:։ в Щ 
логарифмической шкале нанесены на графики на фиг. I. На каж 

С>—Профиль средней скорое։и

профиле указано среднее значение разности АТ՝. Здесь же пункту 
даны профили средней скорости. Таким же образом построены j 
Фили скорости ветра по данным у Арганишского залива՜ при в<*1| 
со стороны суши. Па этом же рисунке приведены профили скоро 
ветра при направлениях с суши и с озера, ио при инверсиях. ■

На графики нанесены значения Д’Л Здесь также при։ч‘лснм| 
фнлн средней скорости. В отличие ог первых четырех случаев,.։^ 
△*Г>0, для этих двух случаев, когда Д7' 0, осреднение пршМ 
но по интервалам Д7՜ от 0 до 1, затем до 2, 3, -1 и более. Отмет 
что использовано очень большое количество данных, обработало-] 
сколько тысяч лент с часовой записью на них скорое։»։ зетм 
шести высотах.

Первое и самое главное, что сразу бросается в глаза при ;ни 
зе этих графиков, это то обстоятельство, что точки не пройг. яюв 
сгематнческих отклонений от логарифмического закона при изыёЙ 
разносги температур вода —воздух в пределах ±5 С, в hckotoj 
случаях дож-.՛ больше. Параметр устойчивости при этом изменяете 
достаточно широких пределах, достигая величии Д77//.2 = 7 «1.Տ-.
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[•малых скоростях ветра в (0,2 0.3) — при больших. Точки так- 
iTvcho ложатся на прямые нв полулогарифмической шкале при 
1т0. как и в равновесных условиях.

Тщательные измерения на суше при ДТ> 10°С показывают, что 
пили скорости в полулогарифмической шкале несколько искривля

ем с вогнутой стороны к оси ординат, то есть дополнительное раз- 
Пгс турбулентности но термическим причинам приводит к умень
шим» вертикального градиента скорости

В случае инверсии имеет место обратная кар гика. Таким образом, 
йигие турбулентности приводит к выравниванию профиля скч расти

приближая его к случаю распределения скорости движения
одной жидкости у стенки, при >го.м пограничный слой с наиболее 
[MUj.m изменением скорости ветра с высотой прижимается к стенке 
nOBPpXHOCIH воды).
КАналяз большого количества экспериментального материала по 
Севан, в том числе и наблюдения ня плоту, установленного с

f метровой мачтой на открытой части озера, показал, что профили 
pu пи всех случаях носят лог.ари )>.мпческнй характер при изменении 
^указанных выше пределах -± о С. При этом с ростом △/' не- 

олэко уменьшается ՝0, а при отрицательных ձ7՜ несколько увеличи
мся. правда, в меньшей степени.
Լ В значительной степени увеличивается угловой коэффициент пря- 
й при росте ДУ и несколько уменьшается при отрицательном ДГ. 
гТзкнм образом, данные наблюдений подтверждают выполнимость 
Гбрифмпческого закона (6) в приводном слое. Только вместо (w*/x) 

[равновесных условиях следует использовать данные, полученные 
Ъернмевтальным путем. В этом случае для k получается формула 
по I. формулы М II. Будыко (23).

Н.ч основании (8). (23) и (25) имеем

А = т = Ц-.4^. (26)
kp U*

рработкй экспериментальных данных ио оз. Севан 
^•первых. .4 < 1.25 в несколько раз. почему нам

। значение параметра 3 формулы (24) не занижено, 
ффицвепт .4 несколько зависит от скорости ветра, 
гом последней.

показала, что. 
представляется.
и. во-вторых, 
увеличиваясь с

На фиг. 2 представлена зависимость (26) для различных зна- 
Н!1 скорости ветра, а в табл. 1 приведены значения коэффициента 
Юрмулы (26) в зависимости от скорости ветра

Таблица 1
Значения коэффициента .-1 и зависимости от скорости негра

К .V/Ct’A- 1.5 2.0 2.6 3.7 4.6 5.7 6.6 /.<•

Л л։/о?№°С 0,36 0.43 0,49 0.56 0.52 0.66 0.69 0,71
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Для средних значений скорости ветра 3—4 м(сек колун 
А =0,50 — 0,60.

При отрицательных Д7՜ значения Д получаются меньше, i 
внсимость от скорости ветра слабее. Для условии суши этот к 
фицнент несколько больше.

Փա 2. Зависимость коэффиинеигл обМенл пт параметра 
устойчивости.

Отметим оано обстоятельство. При опытах с подогревом з) 
испарителе создавались Д7' = 8—10°С, характерные для ус 
суши. При этом измерялось испарение, что давало возможность 
делить А*. Хотя ясно, что испарение с поверхности одиночного 
парителя при ветре с суши и большой разности ДГ будет ззвГ 
больше, чем с обширной водной поверхности в тех же уело 
однако значения kjkp, рассчитанные этим методом оказались не՛ 
։пе, чем это дается на фиг. 2. причем ночные наблюдения отб| 
вались, так как поверхность суши ночью остывает довольно и 
сивно, в то время, как вода и испарителе, несмотря на ее небодц 
глубину, остывает медленно, хотя обогрев ночью прекращался, 
ним образом, добиваясь почти полной идентичности дневного! 
температур воды в испарителе и поверхности почвы, получена 
можяость использовать наблюдения за испарением по испарители) 
определения коэффициента обмена в условиях сверхадипбатпч! 
стратификации, причем данные вполне согласуются с теми, кот 
получены ио градиентным наблюдениям. На фиг. 2 эти точки сос 
ствуют большим значениям ձ՚/'iir (Д7*^>5сС).

Сделаем еще одно замечание. Поскольку профиль ветра хо 
описывается законом (6) при различных значениях Д7’. го пред 
гая •у* = const, легко убедиться, что будет переменным х.

Это обстоятельство отражается формулой Д. Л, Лайхтмана | 
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где «0-значение * при равновесных условиях (г = 0).
Имея угловые коэффициенты прямых (б) при различных зна- 

I'iCHHax ձ7' и и, легко убедиться, что параметр е зависят, в основном, 
м параметра устойчивости и несколько от шероховатости. Зависимость 
>ы относительно слабее при отрицательных АГ. Эксперименталь

ные данные ко оз. Севан показывают, например, что при 17՝ = 5° 
wa;0,30. а при ձ7'-— 5 /.^0,45.

И. наконец, последнее замечание. Полученная «первые зависимость 
>ф|>ициента .1 формулы (26) от скорости ветра, в отличие от ре
зультатов других исследовании, по которым получено .4 - const, объ
ясняется тем. что в качестве критерия устойчивости используется прн- 
Ьвженное выражение ДГ-н8 вместо точного выражения числа Ричард

сона (14). В самом деле, если в тонком приземном слое градиент тем
пературы можно приближенно считать пропорциональным конечной 
tioern (ДГ). то квадрат градиента скорости вряд ли можно считать 

пораиональным квадрату самой скорости. Точнее было бы вместо 
1 или (26) написать

4- = 1 ֊ A„Ri.

^Тогла замена A6Ri — .4 ձ 77№ действительно приводила бы к тому, что 
«мичина Л оказывалась бы переменной, зависящей от Скорости ветра.

1 Институт водных проблем и
гвцротехннкн МВХ Армянской ССР Поступила 3X1951

Ա. 1Г- ITMaP-U 1'811. Հ

U’lniii.iirsb ջրամերձ շերտուո։ տուր(4)1վենտ փոխանակման 
’1.ՐԱ ՇհՐՏ1ԽԼՈՐ1ՈԼ-|. ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՀԱՐՑԻ ՄԱ11ՒՆ

Ս. if փ n փ и է մ

| 11նչպեո հալունի ի. երր մթնոլորտի ևրկրամերձ շերntի հաւիէւոտրակշոու- 
ւ((шугпЛ/ . կամ էոնւոուրրեր. ալերևա թարանական էլեմենտների (քամու 
\*րազէէլթլան, օդի իէ ոնակոէ թ լան tn ջե րմ աոտիձանի J պրոֆիլնե ր/I իրար 
Նքան են լին՚ւէէք հ ունենամ են լոգա րի թ մական ւոհոր: Ւ ոկապես, եթե 
\ննենր սահմանւոլին շերտի տեււաթլան հիմնական fl)— (.'.՝ ) ա ր tn ահա րոու.֊ 
\Տրոննևրիր, ապա ւ/ե րււհիշլալ Լ լեմ ենան/> րքէ պրոֆիլների համար կսաանան ր 
|8.Հ12; , ւ:։, արւոահալսէու.թլուննևրը ալն ւրեէւլրոււ) , երր ուու րրւոլևնաական- 

\»ւ1Լւէէն[է 'դարրյանոէ.մ կ համաոեո հհղոէկա tf ւ
(Ընղհանուր ւլեպյւում. երր մթնոլորտի երկրամերձ շերար գե րմ ա շե ր ա ա- 

վորէքած Լ, tn ա րրոէ լ ենէոականա թ լունր զարգանում Լ նաև ջերմաւին սլաա~ 
Լևտէոն4/>րք«Հ և րնորոշւքում ք ոչ թե քեեքԱոլղսի, ալք 11’իչարզոոնի թ^ու) որն ունի 

'll) տեսրրէ
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U./n դեււ/յսս-մ иип րրու/ենււււււկւււնէէւ (մքան :/ ործ ակիէյբ l'ttjjtfif/ւ Հ fzAp/puy. 
նեյ (7՚Տ' , (24\ 7////Ժ' (25) ւոհււբով. /нпп ոբտւ1 որպես կսր^ո&էԱ՛^

Հ»|» ր/ւ Ill’ll ի շ !եի չւսբւյսոնի /֊/'//» փոխարեն կարե/ի / <»y 14 Ultf1411) հ ք ճ՚ք 11* 

տավոր ււրրւրսււհարււէէւ.թլսւ.նքւ։ Սղդ ղեպվբււմ ( ) բանաձևի ,4
սւոաէ/վա if կ վսսիււխական , ի пииբբևբա [J • ան նաիարէք հե ասսյи nun թրսնէ 
րւււււ որոնէ/ /I—-ն 'чип nun սսււն Լ >

Հու/ւքւոծ ։u մ 1 հ 2 դծ աղ բերի >1(,ги բերված են բամւո աբււորւվ 
պրրւ՚ի {• /նհ/ւ/ւ Д '/ — ի տարբեր ա ր<1հ_բնե րի համար, ինչպեո նսէև ու til./1/11/, 

iri ո/կւոնո i /if րոն t] n րծ ակրի փ սվւո խ ո t.B լուննե բբ, կապված կա րէւնա ի1 լան I 
in անի չիր և ։/>ումու ա/ւաղու fitբս.նիր: 'Էերչրրէ-մ հտմաոոաակի չարէսդրւիո 
աչիու։utui'iiբի հիմնական եղրտկարւս fJ յու ններ/ii
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11. Л. ПЕТРОСЯН

К ВОПРОСУ О ТРАНСФОРМАЦИИ ПОЛЯ ВЕТРА НАЛ ВОДНОЙ 
ПОВЕРХНОСТЬЮ ПРИ УЧЕТЕ ВЕРТИКАЛЬНЫХ ТОКОВ

Известно небольшое количество работ |1, 2. Зи др], посвящая 
ных вопросу о трясформации поля ветра под влиянием подстилая 
щей поверхности, при этом некоторые физические стороны я в лени։ 
рассмотрены к работе |4|.

Постановка и алгоритм численного решения задачи приведен։ 
в статье автора [5], где рлссма:ривалась следующая физическая схе 
ма: воздушный поток переходит с одной подстилающей поверх ноет 
на другую. Под влиянием характеристик новой подстилающей по
верхности происходит изменение горизонтальной составляющей ско
рости. возникают вертикальные токи. В рамках стационарной пло* 
ской задачи при наличии вертикального турбулентного обмена рас 
сматривается влияние вертикальных скоростей на процесс трансфор՛ 
мании поля ветра. В настоящей работе приводятся результаты де 
гальных расчетов, проведенных на электронной вычислительно! 
машине .БЭСМ—2й.

§ I. Введение

В отличие от методов пограничного слоя, где обычно решив՛ 
двухслойная задача и далее склеиваются па границе внутреннего по

граничного слоя величины и их производные, здесь задача ре
шается до всей толше атмосферы. При этом исходим и?, того, что 
характер коэффициента /г (г) турбулентного обмена на достаточно 
большой высоте не должен зависеть от подстилающей поверхности 
(должен быть единым для волы и для суши). И так как в дальней- 
нейшем нас интересует процесс над водной поверхностью. k{z) взято 
на большой высоте по уравнению

так, чтобы при х-*оо для скорости получился бы профиль

(1.2) 

где Այ и /е։ значения скорости и коэффициента турбулентного об
мена на высоте <։. В принципе ход расчетов не изменится, если дан
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(угон профиль для коэффициента турбулентного обмена. Для удоб- 
Ьва задания „начального- профиля при проведении расчетов система 
июввений и граничные условия записываются в безразмерном виде. 
С этой целью введем следующие масштабы V' —для скоростей.
!՛ Л*
К—Ш коэффициента турбулентного обмена, ։ для координат х

V
թ Тогда, если принять обозначения

и = Vu (Л- z), k — i(k (z), К’ = ИЙ (xz).

(1.3)

где и. w, k, х, z — безразмерные величины, уравнения задачи, нри- 
»• денные в работе |5|, примут следующий безразмерный вид:

(1.4)

(1.5)
Ч (A'.z) - //.(£)-♦ 0 при Z-*OQ, W (л.З) = О,

где ради простоты опущены штрихи.
Масштабы при безразмерных величинах V и А определяются из 

условия, что при лг—*ос над водной поверхностью коэффициент тур- 
булеатн.ого обмена и скорость ветра можно представить в виде сте
пенных зависимостей, имеющих вид

1-гм„

/Հ՚'\ "fn''
I'՛»?*?, /<==*?( Հ) • (1.6)

' «1/

AIo/kuu получить некоторую физическую интерпретацию величины է՜, 
«пользу я второе из граничных условии (15) при х->м. Действи
тельно, в силу обозначении (ЬЗ) из соотношений (1.1) (1.2) можем
подучить

1"1հ Ն—էո,,
M = 3 . Л = . 11.7)

мгда, подставляя (1.7) зо второе граничное условие (1.5) для I՜ по-
IRM

J т.
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С учетом последнего соотношения вместо второго из i ранич; 
условий (1..?) будем иметь

Прежде чем записать уравнение в конечно-разностном виде, про. 
изведем замену переменных, обозначая

֊ -<К. (11

А

Теперь согласно (1.7) из (1.9) получим связь г и н виде
I

"Դ ?ՈԿ>
z (Լ/ոծ) или . (1.11

1Ոի
Нетрудно убедиться, что умножая теперь уравнения задачи нп^ 

используя его выражение (1.7) и далее представляя полученные ура» 
нения в конечно-разностном виде, получим систему неявных конечир 
-разностных уравнений, приведенных « работе |5J*

ՀՀ><

еи\ ‘ = dk J = 1. 2-•-Л—1. (l.’l)
։ I

для горизонтально»’! скорости и

«г? = о (W на высоте տ = «)»

w/’։=&yj Л1՛ ՛(//, —//Հյ)

для вертикальной скорости.
Здесь введены следующие обозначения:

<’=i;՜ ^=_^.։_Л_ЛИ(_։у I

= (1.13]
△с 

լ-/г.՝,, 
у г

Л — — (С/«л) . = ձ\ո1ք,.
A.v

Системы уравнений (1.11) (1.12) при ։ 1.13) решаются методом пр; 
гонки |6].

В силу замены переменных (1.9) расчетная сетка получаете 
такой, что по переменной С (по вертикали) имеем равномерную cew

В работе |5( ур.чпненнп (2. J3) (2.15) приведены н размерных координат.1
д и Z.
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а пи з и приводном слое густота слоев больше, чем я верхних слоях. 
Этим обеспечивается более высокая точность расчетов в той части 
профиля скорости, где он претерпевает сильные изменения (в гонком

«водном слое).
ИКой показывают уравнения (1.11)—(1.13), н „начальном“ сечении, 

to есть, при л = 0, нужно иметь распределения не только горнзОн- 
т.гьнип, но п ртакальной составляющей скорости. Однако. года
ми», вертикальную скорость в „начальном- сечении как второе усло
вие наряду с первым условием в (1.5). не позволяет порядок уравне
ний системы (1.4). При иной постановке задачи, когда в первое 
уравнение (1.4) входит слагаемое типа kd-u!ax" (горизонтальный тур
булентный обмен), можно было бы задать и второе условие на одном 
юнце Но известно, что при этом задача значительно усложняется.

тому при л-= 0 вертикальную скорость определяем по уже за- 
не'му профилю горизонтальной скорости, но методу, приведенному 

Ш работе [7], том самым согласуй их между собою, что более разумно 
при данной постановке задачи. Метол определения вертикальной 
скорости в вышеупомянутой работе заключается в следующем: если 
ю второго уравнения системы (1.4) подставить значение ди/дх в 
первое, то для определения те в „начальном0 сечении получим 
’обыкновенное дифференциальное уравнение с переменными коэффи- 
Жнтами
II a/-1-rf"«w= 1 -Դ(1.14)

«rt iiz иа дг dz

решение которого в новых переменных, с учетом (1.7). запишется 
5 виде

(1.15)

при этом постоянная интегрирования определена из четвертого ус 
։аии в (1.5).
I При проведении ресчетов интеграл, входящий в (1.15). рассчи 

in приближенно по формуле трапеции.

§ 2. Экспериментальное исследование вычислительной 
устойчивости схемы

| С целью исследования вопроса о близости решения конечно-раз- 
тной схемы к решению дифференциального уравнения были про
бны следующие вычисления: дробление шага Д.<; изменение вы- 
Й /7, Ограничивающей слой, я пределах которого происходит 
нсформация скорости ветра: дробление шага ДС: изменение вели-
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чины '-у (та минимальная высота, начиная с которой проводятся 
счеты).

I. Дробление шага Ах. Производились вычисления с шы 
Дх — 50 зг и Дх — 25-и. Сравнение результатов этих вычислений 
казало, что максимальные расхождения вблизи берега могут быть 
5% для вертикальной составляющей и доли процента для гориз 
тальной составляющей скорости. Было произведено дополнителы 
дробление до Дх —10 .«. Расхождение последнего случая с Дх=2 
оказалось менее двух процентов тля вертикальной скорости и д| 
процента для горизонтальной скорости. Принимая во внимание cj 
бое влияние вер шкальной составляющей скорости на горизонталь™ 
составляющую, было решено считать Дх 25 .« за допускаемый ищ

2. Изменение высоты Н. Были произведены экспериментальны 
расчеты при // ~ 170 м и Н = 1810 л. Никаких заметных расходе- 
ний не было замечено при сравнении результатов этих расчетов. Сл( 
донательно, неточный выбор высоты Н никакого влияния не мож« 
оказать на точность решения.

3. Дробление шага Д'.. I возводились вычисления при дроблен! 
принятого интервала изменения С// 136.6 на 21, -12. 84 частей. Рад
ница вертикальной скорости о .начальном“ сечении при дроблений 
на 21 и на 42 оказалось существенной. Эго связано, вероятно, с геи. 
что схема является схемой первого порядка точности по 1 (это сд| 
ла но для достижения абсолютной устойчивости схемы). Разница не՛ 
тикалыюй скорости при дроблении шага на |2 и па 84 частей оказ 
лась порядка 10%. Принимая во внимание слабую зависимость гор! 
зонтальной скорости о г вертикальной (в последнем случае рйхо: 
дение по горизонтальной скорости получается до двух проценте։ 
сочли возможным остановиться на дроблении на 42 части. |

4. Зависимость от Сф или от ֊. соответствующего Со. Зависимая, 
решения конечно-разностной схемы от з оказалась наиболее суще՛ 
ственной. Эго связано со следующим обстоятельством: если брат 
г—>0 (՝—>0), то при любом „начальном" профиле, не имеющее I 
окрестности z = 0 вида 

получим, что ьу—>ос при с—>0. Пусть

н0(?) сг\ где а-/ т».

Докажем, что Հէ’(շ)—при е ֊0.
Действительно, запишем решение уравнения (1.11) в виде

(2.1

($5

Положим uQ^-cz\ тогда числитель подинтегрального выражения (2.! 
с учетом (1.1) примет вид
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д I ГА, —- г 
дг

тъди0 , . . ■։֊"»»֊(
- ֊Օ = 3^յ(3-/Ոծ)2 
иг

едовагсльно, после несложных преобразований с учетом (2.2) и 
медиего выражения, вместо (2.3) получим

А,« (л — ть) и =х ■ - * - — ---
з 4- пи •н ՛Ոք, (2.4)

сюда видно, что при ։֊»0, Хотя
1 бывает малым и тогда естественно.
:м1ые скорости могут принимать большие 
* профиль не имеет соответствующего 
Бх с, „начальная" скорость претерпевает

շ к нулю не стремится, 
что при малых верти- 
значения, если ,началь- 
(2.1) пила. Так как при 
сильные изменения и ее

ернть трудно, это может привести к неточностям в задании „на- 
Ього* профиля в приводном слое, тем самым будет нарушен 

Йон (2.1), и вертикальные скорости могут быть очень большими. 
Пятом сильна неустойчивыми.
I Расчеты показали, что для .начальных* скоростей, взятых из 
Йфнкп. тем самым нс очень точных, в результате малых изменений 
могут происходить сильные изменения вертикальных скоростей. При 
чм несмотря на сильные изменения последних (я 2 3 раза), нычи- 
№ величины горизонтальной скорости оказывается устойчивым. 
[Вряд ли в природе имеет место такая неустойчивость вертикаль* 
X токов. Возможно, что эта неустойчивость связана с гем, что в 
)оте принята неизменность коэффициента турбулентного обмена по 
Ьгжталн и ее независимость от составляющих скоростей и и ш. 
таком случае вертикальные токи как бы берут на себя функции 
кффиц-иеята турбулентного обмена. Если задать „начальный՜ про- 
|Ч» около поверхности по закону (2.1). неустойчивости вертикаль- 
:< скоростей в зависимости от տ можно избегнуть. Очевидно, однако, 
мфнем этот является искусственным и не может никак изменить 

•штнаного положения о неустойчивости вертикальных скоростей 
ips малых изменениях горизонтальной скорости в начальном сечении, 

г В связи с изложенным, а также принимая во внимание слабую 
«ансммость горизонтальной скорости от вертикальной, по-видимому. в 
трагических расчетах, когда требуется точность порядка 10%. неле- 
■рбратнп пользоваться уравнением в

ди д .ди и— -— А -
дх дг д:

(2.5)

решение которого определяется устойчиво по всем параметрам. В 
!հ же случаях, когда вертикальные скорости могут быть большими 
||ЯПример, когда до .начального* сечения воздушный поток обтекает 
ыкк-инбудь препятствие), и является необходимым их точное вы- 
имение, нужно изменить саму постановку задачи, го есть рассма- 
тр.пзгь коэффициент турбулентного обмена переменным но горнзон-



112 Н- Л, Петросян

тали и зависящим от составляющих скоростей, а также, вероя 
сохранить уравнение движения ио вертикальной осн. |

В настоящей работе для определенною класса .ночольйиЯ* iqrt 
филей расчеты проведены и по уравнению (2.5). и пр : рпнн6® 
учетом вертикальных токов. I

§ 3 Анализ полученных результатов

Предложенная схема решения задачи нредусмптрив11СТдаЙ| 
вольное .начальное- распределение wd(<). Ирк проведен и 
здесь взят класс распределений в следующем пнде:

га, /лтА"»-1С “ * 

т !та 
для таких высот, для которых Հ. <Լւէւե., и

и9 րոՀ I՛։,!

для остальных высот.
.Начальные* распределения вила (3.1)—(3.2) имеют «ил/ л 

водоемов, расположенных, в основном, в равнинных районах, 
тывая, что в постановке задачи. начиная с некоторой высоты „нлвя 
пая* скорость совпадаете предельной по горизонтали (то есть шпыни1 
подстилающей поверхности распространяется до определенной fiucotufc 
можно получить выражение для Л именно, обозначим точку1 Cty 
падения .начального* и предельного профилен через чстши и учтя!
что предельный профиль имеет вид

«, = т£. (3.3)

Тогда из равенства .начальной* и предель
ной скоростей в точке стыка можно получить

l-՞ճ

1 = . 13.4)

Последнее выражение покапывает, что пара
метр * в задаче характеризует различные 
высоты для стыка .начального* и нредель-

•Рш . 1 Схема зинин 
.I'vi.i.'H.itoro’ (ipqflUL

ного профилей (фиг. I) и определяется по |
заданному значению параметра шероховатости водной поверхиия

Прежде чем перейти к основным расчетам, был рассчитан опт 
вариант с полью выяснения на каком расстоянии or берега poju> 
получин. предельный профиль, рассчитанный теоретически по- (ЭД 
Поэтому этот варшыт рассчитывался до расстояния х = 50 км. О)Л 
залось, что предельный профиль получается полностью па рясстоягп
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р*36 км от берега. В табл. 1 приводятся безразмерные скорости, 
«считанные теоретически и результаты расчетов численного реше- 
Копри этом последние приводятся с. той точностью, с какой они 
■мучились при счете.

Таблица ! 
скоростей 

расстоянии
Предельные безразмерные профили 
рассчитанные теоретически (и-.) и на 

л 36 км по счету (u։e)

«и :.М и. «։.

0.05 6,06 6.0598695 7,81 10.042 10, (ИЗ 199
0.09 6.422 6.4218695 11.11 10,404 10.405910
0.16 6.784 6.7838725 15.67 10.766 10,7689-12
0.26 7,116 7,1458803 21.78.11.128 11.132412
0.13 7,508 7,5078962 .30.21 11.490 11.496464
0.6!) 7,870 7.8699253 11.1.3'11.8.52 11,86126-1
1.07 8.232 8,2319754 55.47 12.214 12,226986
1,66 8.591 8,5940581 73,56 12,576 12,593773
2.50 8.956 8,9561910 98,41 12.9-38 12,961680
3.78 9.318 9,3183992 130,35! 13,300 13.330574
5.4-1 9.680 9.6807187 170,21; 13.1.62 13,700000

Приведенные в таблице данные показывают, что предельный 
ЙрофнлЬ получен с достаточно большой точностью.

; Для этого варианта была рассчитана относительная трансформа- 
П№ по формуле’'

ma x //.. — и I 
гп ах |/и — «0|

100% (3.5)

И разных расстояниях от берега. Ниже, r табл- 2 приводятся эти 
результаты.

Таблица 2
х, км • 6 16 26 36

3. */в 36.6 75,8 'И,.՜ 97.3 100

Как и-«взывают данные табл. 2, основная часть трансформации по
мучается уже на расстоянии х = 6 км от берега.

। Далее были произведены расчеты для трех различных значений
137; 0,1112<1,(И21). Результаты этих расчетов показывают 

следующее.
Вертикальные нисходящие токи в данном случае по абсолютной 

клнчине получились небольшими (0,5 ем сек— максимально). Наи- 
(хмыпая ошибка из-за неучета таких нисходящих скоростей в вели- 
W՛՛ горизонтальной скорости составляет 1 -2%. Это значит, что 
пои проведении для практических целей расчетов, относящихся к во- 
Ювнам. для которых „начальный11 профиль может быть описан сте
ртым законом (3.1), без ущерба для точности можно использовать 
решение уравнения (2.5).

Эта формула принелепа в статье [8] с опечатками. 
!. ЛИ. сорив физ.-мат. наук, .V- 2
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Качественно нисходящие токи ускоряют трансформацию горх 
зонтальной скорости. Количественный вывод о сокращении длла 
трансформации на величину (1— րո^Ն полученный ранее нами 8 Я 
боте |9| из аналитического решения линеаризированной задачи толь® 
для больших л. здесь, по летальным расчетам, получается для все 
расстояний от стыка двух подстилающих поверхностей. ]

С целью иллюстрации полученных результатов на фиг.. Я 
приводятся вертикальные профили безразмерных горизонтальным 
вертикальных скоростей для различных значений параметра ; на r.aaj 
пых расстояниях от берега. Кривые распределения вертикаль։»»։ 
скоростей построены по их усредненным значениям по трем дочии

Зонгальных скоростей на разных расстояниях от 
берега: (1) Л'=О,4 /г.и: (2) Հ=2 к.и; (3) -to л'.ч

Фиг. 3. Распре деление по высоте безразмерных вертикальных 
скоростей на разных расстояниях от берега- (1) л=0,2 к.и;

(2) Л'-=0,б км: (3) л՛-1,0 км; (4) л=5 км
Кривые на фиг. 3 показывают, что уже на расстоянии .500-600 х 
от берега вертикальные токи уменьшаются в 4—5 раза, а юл- м в 
профилях вертикальных нисходящих скоростей связан со значением 
ВЫСОТЫ СТЫКИ ..шха „начального* и предельного профилей (фиг. 11.
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Кривые распределения по горизонтали относительной грансфор- 
и для рассчитанных вариантов, полученные по формуле (3.5), 
день։ на фиг. 4. Этот рисунок показывает, что с уменьшением т 

увеличением высоты

— _ з:о *,р 5.0 лм

4. Распределение по 
Штали относительной 
Имнсформацни.

стыка „начального" и предельного профилей) 
уменьшается доля трансформации на данном 
расстоянии.

Сравнивая значения о, приведенные на 
фиг. 4 с данными табл. 2, можно утверж
дать, что во всех наших расчетах (для класса 
„начальных* профилей вида (3.1)) предель
ный профиль можно было бы получить на 
расстоянии около 36 лай от берега. Об этом 
свидетельствует также значение ; для того ва
рианта, когда рассчитывали предельный про
филь. а именно •; — 0,0126. Исходя из этого, 
можно утверждать, чго при трансформации 

рофиля скорости ветра над водной поверхностью, для которых „на- 
ильный* профиль имеет вид (3.1) —(3.2,, предельный профиль полу- 
жегся на расстоянии примерно 30 км от берега, при этом основная 
К1ь трансформации. 75 % в среднем, получается уже на расстоянии 
хч от берега.

Статут иодных проблем и гидротехники 
МВХ Армянской ССР Поступи.:а 24 VII 1964

г. и шршжг

ՋՐԱՅԻՆ iriHibPb«l.ni'BPb ՎՐԱ Ք1ԱՐՈԻ ԴԱՇՏԻ ԶԵՎԱՓՈհՈԻԹՅԱՆ
հարսի շուրջը՝ ուղղածիդ գոսքերի հաշվառման դեպքում

Ա if փ и փ ո ։ մ

ԱչխաւոոՀ [J րոն մհք ուոոււ1՝էւա/ւիրվում / տ.գդածիդ հոոՀւևրի հա շվաոմ ան
,րաւ1 ա, դաշտի ձհուվրոիւտ /՛! րւՀէւ հարդր:

Խնդրի Ոչ • էր} ա լին ւավtun ա ini tit’ll իք վ ա լին լածամր որոշդհսրւհւփ համար 
Ոէոպ<վ1ւ/ է էչհկտրւմհալին հաշվիչ մհ րենալի

•.աշվումնհրի հիման .<//"« հհաադոտ վո ւմ I; աշխաաու խրսն մհջ աոու- 
որկ՚իւղ լուծման ււխհմալի հաշվա լին կա լան ու իք {անր:

Ւխււարկված V ոկդ րն ականս պրոֆիլի համար կատարված հաչւ[ւււ է11ւևրր 
՞՚1'1 liii աուլիս հևտևրոլր' ։րաւէ ա դաշտի ձևափոխա ի)/ունր հիւ11ւակսւնո։ մ 
իօրտւիււմ է հրկու Лածկւււլխների րամանման դծիէ, մոէոավէւրսուլ!էԱ ՜> Ipf 
ոաւիւրտ թ լան վրա, »րից հհսւո ձհ աւիո իւա (J լանր շարունակվում ի կատար- 
b դանդադ և լի"վի'է՛ դադարում Հ 2H — 30 1|էք հեոավորաթլան վրա:

i'wil տ հորիզոնական ա րա դա. ի! րոնր աճերո հհ ահ ան քււ վ ա/ւա^արած 
տրշնթաէ/ արադո ւ.թ լուննհրի տվւալ դհպրու if ոուադվտմ հն ո} մհծ' ամհ- 
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նաշսէէոր 0.5 Ա1|'|||ւկ Л դրանք/ ադղեւ/ութ րււնր հորիդոնական տրսէէլու թ րւձ 
մեծ ութ լան վրա նոքխպեււ մեծ \Լ ( ա մ ենտշա տ ր 1 — 2 տոկոո յէ

Նախորդ ա/>խաւոա թլաններա մ տրված եդրակադութ րււնն ախ մասին 
որ վար բնի! ւոդ արւոդու թրւլէՀսերր ուրտդու t/նում են հորիդոնտկան արտդա թ/ш' 
ձև ափոխւս թ րսնբ (1—/?!/.>) մեծութլամր, բոլոր հեոավորա թ րոնների համալ 
ալստեդ ճշգրտվում Լ;

Աշխ՜աւոու թ լան մեգ կատարված հե աագոաու թլսւնները դա լդ են տալիս 
որ բոլոր ախ դեպքերում t երր « սկգրնակտն J> պրոֆիլր հնարավոր է ներկա 
ւ-^Կ (a.i)֊(3.3) աեոբով, գործնականում կատարվող ’>տ շվումնե րի ծա 
մանակ նպատակւոհա րւ1 ար է օգտագործե / f2.5J հավասարման լա ծա if ր:
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I I՝ ОР И Я МЕХАНИЗМОВ И МАШ ни

Э. Л. АКОПЯН

СИНТЕЗ ШАРНИРНОГО ЧЕТЫРЕХЗВЕННИКА 
С ОГРАНИЧЕНИЕМ СКОРОСТИ И УСКОРЕНИЯ 

ДВИЖЕНИЯ ВЕДОМОГО ЗВЕНА

В практике часто встречаются задачи синтеза механизмов, в ко
торых заданными условиями являются:

а) закол движения ведущего звена о = <?(/). 
соорлината механизма, t — время;

б) пределы изменения выходной координаты
С >
а) время tm перемещения ведомого звена от 

>ложения до другого;
г) модуль наибольшего значения скорости

I I ժօ I
п:։х — = I՜ в интервале, движения 0 ւ Ьт-,

где ?— входная 

механизма О Հ. 

одного крайнего

ведомого зве на

д) модуль наибольшего значения
</Чрах — 
dr-

= IV՜ в том же интервале.

ускорения ведомого звена

В общем случае, когда задана функция положения механизма 
а явном виде

փ = F (<?, а, Л, с- ■). (1)

где г;. Ь, с... — неизвестные параметры механизма, задача решается 
с помощью системы уравнений (2):

(а) £ խ = 9 (f - 0), а, />, <՛••-] = 0,

(6) = <?(/ = tM), а, Ь, с-..] = Ът.

(в) ճ-քխ = <?«=!-,). а. Ь. с... | = И,

(г) Д1г|? = ?(/ = /։), а, Ь, с ■■] = IV. 
at-

(2)

(д) р.
 «а

. 
w

 i •» II -G •л л д’
՝

II р

(е)
rf3

at3
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Если в результате решения уравнении получится 1 
то. согласно правилам определения наибольшего значе 

функции в заданном интервале, следует принимать fmt нли/.- 
/Хналогичйо, если получится /։<0 пли /ճ<Հ0, необходимо приним 
էՀ = 0 или է2 = 0.

Таким образом, четыре параметра механизма можно опрелел 
по поставленным кинематическим условиям с помощью системы ур 
нении (2). а остальные параметры можно определить, исходя из 
полнителышх требований и конструктивных соображений.

Однако, данный способ решения нерационален, ибо функции 
ложения механизмов в явном виде всегда сложны и неудобны • 
решения задач рассмотренным образом.

Например, для одного из простейших механизмов—шарнирного 
четырехзвенника (фиг. ]), эта функция имеет следующий вид:

, г , sin(<p |-а) , . COS Оу — р = ar.Gig — ± arctg-------------- *
COS (о + а)-------  ------- Sin 11

а b
где

. „ —а3— 1 , а . , . /ла . /гл len 'J
с:|, =------ — COS I ..՛ «■ —• b = —• е . 3

2bc be /л/, /лп

Применять функцию положения в неявном виде, что дово.пл 
упрощает выражение взвешенной разности при приближенном синте; 
механизмов с заданным законом движения ведомого звена, в данис 
случае нельзя, ибо в каждом уравнении, полученном таким путей 
кроме неизвестных параметров и входной координаты, будет у част 
вовать также выходная координата, закон изменения которой по ус 
ловиям синтеза не задастся. Следовательно, каждое уравнение, жи 
мимо неизвестных параметров, включает одно дополнительное nd 
вестное, и задача становится неразрешимой.

Решение таких задач можно свести к выбору закона движем 
ведомого звена, удовлетворяющего заданным у -ловиям движения, 
параметры механизма определить известными методами приближенного 
синтеза.
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Такой метод широко применяется 8 синтезе кулачковых меха- 
13МОВ, и для подбора закона движения ведомого звена можно поль- 
ваться таблицей законов, приводимой в [2].

Например, для линейною закона изменения ускорений ведомого 
ена имеем

9 = Д04-А/-Ь42'’֊М3^ (4)
,е коэффициенты Ав, Д1։ .42 и կ определяются из системы урав- 
։ний (5)

До ֊--О,

՜|՜ А-Лт A$tm = փո-ո
■ д1 + 2Д2/։ + зд^ =К

2д։+бдл«о, 

2.Ն = U7, 

из решения которой получаем 
Հ = 0,

tn 

ճ 
О

й,= 
՚

(5)

(6)

U7
֊֊ tm- 2AJmy

'I'm — 1՜ tm U” л՛ Vtt
2

| 3

■ Таким образом, решение задач синтеза механизмов с ограниче
ны скоростей и ускорений ведомого звена сводится к выбору закона 
имения последнего, после чего можно определить параметры мо
низма известными методами приближенного синтеза.

Ни в отдельных случаях такую задачу можно решить без под
дай закона движения. Ниже приводится такое решение задачи син- 
зз шарнирного четырехзвенника, применяемого в приводе шлюзо- 
гх; порот. данном случае решение облегчается тем, что угол раз- 
jxa коромысла = 90 , а крайние положения механизма совпадают 
(•Мертвыми положениями. Обеспечение последнего условия необхо

димо для предотвращения ударив при разгоне постановке механизма. 
Jaxofi механизм в крайних положениях приведен на фиг. 2.

Из треугольников ACJ) и AC2D имеем

2с՞

Д‘/_± '-7 ■ ’
2 (а 4֊ Ь)

sinS = — շօտ(-ձ„ -- 3)— 1 (՜ <--(b-a}z 
2с

(7)

с sin н  1 -Ւ с- - (Ե — а)” 
(а -г Т») 2 (п -г 7»)

(8)
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COS ft - а) (а լ
2с (a -f- b I ’

• /Շ \ Sin ?
Տ1Ո (£ - а) =----- է

а 4- b
1 4- с2 (ь — а)2 .

2с (а lb)
,, , г. . \ — с- — (Ь — а.)2со։ <'?„—?„+?- «) = -cos т, = ------—------- ֊֊■

2с (ծ — rz)

տ1ո է՛յ՛», f •?- «) = - sin 7, = 1 ; C— (a b--<
2c (b —a)

( / , \ с2— 1 — (ծ — a')՝cos (.© c ?. — cos (փ 4֊ а — ՜) =---------- -------- ---,
՞ 2(b-a)

< \ , / . x I - c։ — (a. 4֊ b)2
տաՀ^ ; а)= — sin ֊J֊ а - к) =---- —-^-L .

(11)

Неявная функция положения механизма имеет следующий вид:

2ас cos (о — ջ> 3 —а) 4 (2d cos (р 4՜ «) ՜

— 2r cos (փ 4՜ р) 4՜ b2— а2 — с2 — 1 = О, (12)
откуда

с [sin (Ф 4- (0 — <? sin (փ — у • Р — а)] —— zz [sin (- . а)— 
մտ

— с sin (ф — <?4֊£ *֊ а)| =- 0, (13)
/У?.',

с [sin ('И р) —Л Sin (•[» — « 4-? - ։)) .14-

/ ci-'j \ 5■ c|cos(^4-S) -acos(«l>—?-• S 4-

4- 2//fcos (<!>— a i- Ց — a)^r- — a |cos(<p 4-я) - rcos(։> -04-^ — a)[ =0. 
dz,

(14)
Условие обеспечения угла размаха 0^ = 90 формулируется еле 

дующим образом:
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I=ւ. (ւ5)
2с | 2с

Из практики проектирования механизмов известно, что макси* 
ьние ускорения ведомого звена, при колебательном движении пе
шего, возникают в положениях, близких к крайним. Исходя из 
го. при первом приближении для рассматриваемого четырехзвен- 

|K.'i МОЖНО Припять

0<֊^֊ = max cos^-rrcosl^L. (]6)
Ժ®՛ .=0 dy с sin ? — asin (3 — a)

5-o
L № _ d-ն a cos(<pw4-a)-f-rcos(<OT-?„,+& — «)
?d?Cz 1Ո1ՈԺ~/՜ c sln(^-|-?)-aSin(^-7/։։4-p-a)’ (1/)

I ! • • m
в

vo получается из (14) при =0. 
d’t

После подстановки значений соответствующих григонометрнче- 
ски:՝ функций в (16) и (17) получим

d2 j__ 2а (а + ծ)2 __ а (а փ ծ)
dv* b |1 4- с2 — (ծ- a)'-’J 6c sin (Ց a)

tnj j rf’O  2a(b ֊ o)2 __— a(b — a)
dy /?[14-c՛2 — (ծ֊~ճ)21 tesin-f,

ծ[1փժ-(ձ-«)®|

В качестве ограничивающей величины ускорений рассматривается 
раженне (18), гак как явно удовлетворяется условие

шах — 2> пип '•» (20)
dy d<? |

го есть наибольшее по модулю ускорение возникает в дальнем от 
нвошипа мертвом положении.

На основании вышесказанного, второе уравнение для определения 
рзметров механизма будет иметь следующий вид

----- ՝2а + Ь\----- = Ա/„ = —-U֊_. Р21) 
dz֊
dt

je Uy—предельно допустимое значение ускорений.
Чтобы составить третье уравнение, ограничивающее максимальную 

?ость коромысла при его перемещении с одного мертвого поло- 
шя в другое, необходимо иметь точное ил;՛, достаточно точное 
йжение для нее. Точное выражение максимальной скорости очень 
жно и неудобно для включения в систему уравнений. Поэтому 

Считаем следующий путь решения задачи.
'ассмотрим мгновенный центр вращения Р шатуна ВС (см. фиг. 3).
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Введем следующие обозначения

= г
Величина угловой скорости

Фиг. 3.

. lep = ր2.
коромысла CI) определяется 
дующей формулой:

еле

d-. <՛.- = a r^t
dt с-!Л1-, с dt Հ

где / — время.
После исключения параметр 

г получим

d-j
d-.

Из формулы (241 видно, что
dz>

возрастает п рямопропорцио-

нально -• Это отношение равняется нулю в крайних положениях

механизма, когда точка Р совпадает с точкой С, а где-то в середине
интервала движения достигает своего максимального значения. Ра՛

зумеется, при этом же соотношении rfyили --

достигает своего максимума. Из (13) и (24) получаем

Ղ sini'r՜1 «I — с sin ($ ֊ 5 4֊ 3 — a)
Ղ տ1ո(փ4-?) aslnty — а)

а /•..
<•' г,

Для приближенного определения величины шал — можно ПОЛЬ- 
ri

зопаться формулой Лагранжа, которая для функции /(л*) имеет сле
дующий вид

b — а

Принимая во внимание, чго существует предел

-:֊֊л 1lim-------= —ի _ а 2
или же

Ит- = ^
1> —а 2

для небольших ин сервалов Ь — а можно написать

/а 4- _ f (b) —f(a) q.
Ղ 2 / b - a ( '

Точное»՝։» вычислений по формуле (29) повышается с уменьше
нием разности b - а.
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I В частности, когда значения функции на концах интервала совпа- 
йог, то есть когда существует равенство

m=/(«), (зо)

даучим следующее уравнение

(3լ)

[ Если в качестве функции /(х) рассмотреть соотношение — . а 
Դ

кичестве аргумента х — независимую переменную?, с учетом того, 
го угол 0 зависит от ©, при /(®յ) = Հ(՚?2) получим

(33)

(34)

(35)

Для

есгь величина угла ?, при которой функция /(©) = — достигает 
ձ

«՛ծ՜ экстремального значения, определяется по формуле

- շ

«обеспечивается дополнительное условие (30).
■ При самом грубом приближении можно принт ь

շ = շ ■ 

г как в мертвых положениях имеем следующее равенство 

/(?. = 0)=/(©г = ?я։) = 0,

I Но обычно интервал 0 : ?г։ бывает достаточно широкий.
Ишения точности синтеза необходимо подобрать возможно узкий 
гернал. Для этой цели рассмотрим положения механизма, при ко-

!!■ фиг. 3 видно, что при перемещении с одного мертвого по
женил в другое такое равенство осуществляется дважды, а именно 
садующнх положениях:

Г) Շ։ -J- 3 = tpt -I- а, гл=г։=эс, -=- = !,
Ղ

•К-Н - ?3-т-*4-2ь—Դ = ր,= -—-------  = 1.
2 cos7<j| г։

О ширине интервала можно судить, исходя из следующих урав-

2<tc 4֊ 2а cos 4- «) — 2<՝ cos (?։ — а) -- Z?2 — а~ - сг — 1=0, (3G) 
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tocos 2у0 2а cos (?2 ֊ я) 4- 2с cos (?։ а 4- 2;0) Н

-г Z>2 — о2 — сг — 1=0. (1'

которые получаются после подстановки значений углов и ■?, s (11! 
Из этих уравнений получается следующее:

a [cos(<p24-«> —cos(?։ — t-(cos(’ya 4-а — 2;0) cos(?։ а)] =

= 2ас cos2 -f0. (3$

С учетом дополнительных требований, предъявляемых к синтез; 
механизмов, согласно которым угол передачи 7 в течение рабочей 
промежутка, а в частности в облает!! высоких скоростей, не додже։

сильно отличаться от - -- можно принять

cos (?2 -ь а 2հ0) - — COS (у2 а),

после чего из (38) получим

/ \ \ 2«ՃՇՕՏ27օcos (?2 ф a) — cos (Cj 4- а) ------------
а —с

При обеспечении больших углов передач полученная разност 
косинусов незначительна, следовательно, разность углов ?з_?i 
и сю можно пренебречь при первом приближении. С учетом вышеиз 
ложенного из (33) получим

(41)

Следовательно, после подстановки в формулу (25) значенн
•р = 9 = фх находим

max —- = 1. 
Гу

(4:

С учетом только что полученного выражения можно написат

ճ_=1/ _" 
/?\ "՜ с (43

где VOT- заданная величина максимального передаточного о.тноше!

d-b max — ՜
մ?

(է՛ն / ժօ 
max - ՚ (

dt \ dt
==■ <о

Таким образом, на основе формул (15), (21) и (43) получас 
систему из трех уравнений (44) с неизвестными а, b и с.

Ь* - 2 (1 | Ժ ֊ За2)Ь2 + (Ժ — а2)2 - 2<f (-1=0,

/>’ + 2 L- ab՛ 
IV-Հ ” ՀՈ

- а 4- а2 — Ժ — 1 и 
\Гт

2а' 
Wm

0. (44)

a ֊ Vmc = i\
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Необходимо отметить, что для такого большого угла размаха, 
?„=Տ0', целесообразно иметь центральный механизм, где у^ = ՜.

ու՛ как только в таком случае обеспечивается условие (45)

7ւ = Հ2 = 45', (45)

Iв остальных случаях один из этих углов получается меньше 45". 
[что крайне нежелательно, ибо максимальные нагрузки, связанные с 
талами инерции, возникают именно в крайних положениях. Но гля 
антральных механизмов существует следующее соотношение:

I si„ > = Д. (46)

Е учетом которого можно сказать, что наивыголнейшее значение для 
при = 90 должно быть

= (47)

После подстановки этого значения в систему (44) и исключения 
известных а и b получаем следующее уравнение:

!«•;-,2.г. + 2)<-‘ <зиг’ 6ր„4-4)<«•է-շ<«Հ-շր„ ւ) = օ,(48)

шая которое находим

2_____

1 -ь —֊— 
(№й֊1);

(49)

НЪгле определения параметра с остальные параметры определяются 
по формулам (50)

Ь = | Դ nJ?՜ . а = ֊հ=ր. (50)

՜ которые получаются из системы (44).
(’ Итак, единственным свободным параметром остается величина 

шГт. Варьируя этой величиной к рекомендуемых пределах можно по- 
Ьчить разные механизмы.

[ Следует отмстить, что величина Ա’-՜„. должна находиться в пре
делах !<№'»։<2. чти следует из формулы (21). При подстановке в

V շ
рту формул) с=1. а -= b — с sin 45 = - то есть когда шарнир Л

совпадает с точкой С2. получаем UZ«=2. а при подстановке 6=1, 
и -0, с = О, то есть когда шарнир .4 находится на продолжении прямой 

К|С. в бесконечности, получаем Ա'»» = 1.
։'з вышеизложенного следует, что а пределах возможностей 

Нужно подобрать такие механизмы, в которых обеспечивается наи- 
кольшее расстояние между шарнирами .4 и D при одинаковой длине 
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коромысла CD, чем гарантируется возможно малая величина макси
мального ускорения ведомого звена.

На примере проверим правильность наших предложений и полу
ченных формул.

Пусть задано UTw=l. 3. Соответствующий этому значению ш- 
ханизм будет иметь следующие параметры:

67 =0,2882. /7= 0,9578. с 0.4064.
Па фиг. -I приведены такой механизм, планы и графики скоро-, 

стей и ускорений.

Фиг. 4.
В пределах точности графических построений получается V'«. 4 

= 1.028Pm, U — II ,л. где V тл и U”,,.1ձ—соответственно действи
тельные значения максимальной скорости и ускорения. Отклонена 
от заданных величин в процентах получаются

-1֊7֊—•|О(»°/о ֊=2,8’/о, = .100»^ о.
Г/л w,„

Московский научно-исследовательский
институт машиноведения Поступила 15 X 19И

Լ. Ա. շԱհՈԲՅԱՆ
ՀՈԴԱԿԱՊԱՅԻՆ ՔԱՌՕԱԿԻ ՈԻՆԹԻԱՐ ՏԱՐՎՈԿ 0’1 ԱԿԻ ՇԱՐԺՄԱՆ 

ԱՐԱԴՈԻԹՅԱՆ 1и1. ԱՐԱԳԱՑՄԱՆ ԱԱՀՄԱՆԱՓԱԿՈԻՄՈՎ

Ա մ փ n փ ս ւ մ

Հոդվածո, մ դիտարկվում է; հոդակապային քտոողակի ոինթևդի խնդիրը։
Լման խնդիրների յածումր մեխանիզմի շարժման բացահայտ ֆունկ֊ 

ցիտյի միջոցով անհնար Հ , բանի որ վերսհիշրսչ բացահայտ ֆտնկցիան ւխ
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1ւր։մ Հ- րարդ ե ստացվող հավա t: ա րէս֊էէեերր լուծել '.նարավսր չէւ (ծնցրի լու- 
intdp մեխանիզմի շարժման անբացահայտ ֆանկցիալի միջոցով հանցում Լ 
Համապատասխան շարժման սրենրի րնարա ի/լան: 1՝ալց որոշ դեպրերամ 
ինզիրր հնարավէւր Հ աոանց շարժման որենրի ընւսրա ի}լան: հււզվա-
^’»մ արվում է նման խնդրի մոտտվսր լուծում! Դուրս են բերված բանաձևեր, 
դտնց միջոցով կարելի է հաշվել и ահան ագոների շարժ արերի it'և ջ կիրաովսղ 
քւս1էա-4ւզ սւկաւզ մեխանիզմի պարամետրերր, ելներււ! մեծազախ արազավժլան 
և ւսրազա զման րացարձակ արմե րներիզ է էածվւսծ Հ թվա էին օրինակ: Պահ՝ 
պս/նվոզ մեծացա խ արացս: ի1 լան ե արագացման շեզա Ժեերր արված մեծու- 
իրսնեերի նկատմամր համապտտաւէխանարար կլինեն

Ч- = 0Лп:
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИК#

А. Д. ГЛЗАЗЯ1!

О НЕРЕДЯТ! 1ВИСТСКОЙ АНАЛОГИИ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
БЛОХА - НОРДСИКА

Одним из методов устранения инфракрасной расходимости в 
квантовой электродинамике яв ляется приближение Блоха-Нордснка 
Сущность этого метода заключается в приближенном решении урзн- 
нения Дирака для электрона и системы фотонов, с предположением, 
что длинноволновое фотонное ноле мало влияет на движение элек
трона.

В данной работе мы будем развивать аналогичный метод длв 
уравнения Шредингера. Окончательные результаты (при пренебреже
нии эффектами интенсивности фотонного поля) совпадают с резуль
татами работы |1|, если в последней положить скорость электрон! 
!’« 1.

Гамильтониан для электрона и системы фотонов, при кулонов
скоЙ калибровке электромагнитного поля (Ао= 0). имеет вид

* л• 1 />-*-» о'\ ֊>
н= --Рп- - -(А/А-г^֊ л= 4֊ /7<|м,г, (I)

где
//«., =-1р£։ \-mdV. (2)

Рассмотрим квантованное электромагнитное поле, векторный по
тенциал которого определяется разложением

cos ft ՝ г 4- Qsin ft. г). (31

Здесь индекс s служит для обозначения волнового вектора ft, и ча

стоты w.v фотона, է՝Հ, - единичный вектор в направлении поляризации, 
состояние которой обозначается индексом ՛. Г -нормировочны!! 
объем. Динамические переменные /?л>. и удовлетворяют обычным 
.коммутационным соотношениям координаты и импульса:

|/Հ>, = 1Рл, P.vx-1 0. |Qck, Q^\- 0. (4)

Подставляя разложение (3) в выражения (1) и (2), получим
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■* 
A ՜*

H = — рг — Y; (PiZ cos kkr 4֊ 0л sin k. ։r) (ал ~ b 
2H fx \ H /

y- ( У ал (Рл cos k,r -+֊ Q.o, sin kxr)) 4- ֊շ иг(Рл 4՜ <&). (5)
ВгЧ.Х ՛ 24,Х

*6 
ал =^(lzwj-'4x- (6)

Рассмотрим теперь уравнение Шредингера 

//Т = £4Լ (7)

пиление которого представим н виде

'Г(г, ='К-£)•<?(/, Q,x), (8)
I р

уде функция ‘Г.(г) удовлетворяет уравнению 
р • 

А
V»r_(r) = p4\(r), (9)

р р

4 Qu) некоторая слабо зависящая от г функция.
Подставляя решение (8) в уравнение (7), приходим к следую- 

|Ж«у уравнению для функции с (г, QiX):

(/Հ 4-/7։Խ(Հ (?.<>) = £©(r, Q,.v), (10)

D t
№» = zrp -4 —-----Y (vaxt) (Рлсоз^г + QjX sin k.r) -j- — Y (P՝2{. -j- Q*>),

2 ճ 2П (11)

/Հ =- ՝r) — Y (Z\A COS Լր 4- Q.vx Sin ki r) (ал --4՜
2’A ՀՅ. \ P- /

I / - - - - v
'I Г՜( Уа<1(РАС08Л5г4- Q5xsin/eAr)) • (12)

2^ /

՜* Р> V—------- г-число, есть скорость электрона.

Мы в данной работе будем рассматривать не очень большие
Жё’К’нвности фотонного поля. Кроме того, если иметь в виду, что 

функция ?(r, Qjx) слабо зависит от г, то оператор //։ можно учиты- 

S! как возмущение к основному гамильтониану /՜/0. Таким образом, 
левом приближении теории возмущений, мы будем иметь сле-

та АН, серий фиа.-мат. наук, XV 
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дующее, аналогичное методу Блоха-Нордсика» уравнение для функ

ции <р0(г, (?д):

\vp 4- ----- 2 (էւ<ւ.Հ)(P,xcos k,r ֊|- Q>a sin k<r)+
' 2 J. x

+֊2«<^+Q>>)k--^ (i3;
- .V. к '

Чтобы решить уравнение (13). произведем каноническое пре
образование 

. — —
РЛА = Ра — =а cos k,r.

Q = Qa 1 <j.a sin k. r, r = r'. (141

4՜, X
Pa COS Հր փ Qa sinksr -! ֊-- Зл;

и подберем константы сЛ.,_ таким образом, чтобы преобразованный 
4 • г

гамильтониан /У о не содержал линейных членов Р>х и Q.x. Метко ви
деть, что это условие приводит к следующим значениям оа:

“ ул —
■van.

I к ձ l’Zi <
(1

Такое преобразование оставляет неизменным коммутационный 
соотношения. Сделаем одновременно преобразование волновой функции

?и = ձ՝ '<у0 (16)՝
и потребуем, чтобы действие новых (штрихованных) операторов на
волновую функцию 90 оставалось инвариантным. Такое требоваши 
приводит к следующему виду для оператора Տ:

5 = ехр I V =ЛА cos Հր Q..x - ֊ одХ sin Հր 
v л I (17)

Уравнение для преобразованной волновой функции = Տ ?(,

р !-֊,2- -4V U7Z-4 ^=0 lls)
1 - 2 2->. -y.i ks\-Vk. 1

имеет решение 

с собственным значением

^=-^+2“/^+4) (20>
“ 'А ՝ “ ' “ 5. ! Հ J — vk^
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m Zt„(x) —нормированное решение осцилляторного уравнения

Ая (х) — х”//„ (х) 4- (2л փ I) hn (х) - 0.

Переходя к первоначальным переменным, запишем полную при
жженную волновую функцию в виде

‘Fo = ֊Լ exp
V |/ 1 Zpr4 /V3,).cosZfAr 

՚ ձ֊, x
I
2 Jii X

X п - °д51п/г,г). (21)

Для выяснения условий применимости нашего приближения вы

едим по теории возмущений поправку от оператора //։ к основ- 
му значению энергии /:0:

£=£ (-2)
■Де

(23)

После вычисления интеграла (23) получим

«лхЧ՜ I 4֊ ;^ У(адх-I- (24)

Подставляя выражения (20) и (24) в формулу (22), получим

£ Lv (г՝а-'У 
9 — - 
“ ,л[£Д ֊ viz.

- է 1 
Լ ֊ ? (25)

'tf.A л. >

Чтобы найти параметр разложения теории возмущений, произ- 
суммирование по з и X н последних трех членах выражения 

(2>|. Суммирование по двум реальным поляризационным состояниям 
фотона (/-= 1, 2) можно произвести, используя известную формулу

V (^.«ճ)(<?„.ծ) = ք/ձ
X-J.2

(Հ«)(/է’տձ)
՜ր՜

где а и ծ — произвольные векторы, 
«Опить интегрированием ио правилу:

суммирование по s можно за-а

S

֊ Г մ* 
(2*)3 J

ш :П51

dO.
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После полного интегрирования окончательно получим

Е^ =^- 4 V։uէ(ՈէՀ . ճ\ _ Հ2 ս ±Z_F.’_ |Ո +
2 ~ \ 2/ 2(2п)’ \ v IftJ'

1 1 / 1 4- Vs 1 ֊ է>\*ք՜ ՜2|» 2(Թ)4՜Ծ*(* 4 V ’° iTi) ՜

— ք л<««> IԼ«« 1 |ո  , 
2լւ շ)ս ւ+* (26)

где

Так как у нас рассматривается нерелятивистский случай v<&\, 
то после разложения логарифмов, получим

я0””֊ и:-’ ք֊ v№/,/։։ .
2 - \ 2/3 (2-)’

1 6 t’4tr* <Վա*
4- _•■”£* ч------- 2Г _լ

9 (2=)4р ‘ u (2х)=

Из сравнения последних трех членов легко видеть, что пара-
<??<О ս» , V I

метрами разложения теории возмущений являются и ։«}’ч 
у. рг՛5

В заключение автор выражает благодарность профессору 
М. /I. Тер-Микаеляну за обсуждение результатов.

Объединенная радиационная ллборагорнк 
Ереванского государпвенного ункяеренте -• и

Академии наук Армянской ССР Поступила 21 X 196-1

Ա. Դ. ԴԱՓՅԱՆ

1ՎՈհ-ՆՈՐԴ111’։1’ ւքՈՏԱՎՈՐՈԻ^ՅԱՆ ՈՉ ՌԵԼՅԱՏԻՎԻՍSHi 
ԱՆԱԼՈԳԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ и t մ

(Լչիէէստէէէ fi մևօ ւքիտսէրկէխէծ Լ Շր1էէ]ինղ1ւ րի հաւիււքարումր

տրոնի և ւէրկայւսրւի ր •(> ո ut էՀհնհ րի »• ի uitthti ի համ ւս ft! U in ա էյ if н>Л Է էսլդ սխււոհմյւ 
աէՒ-Բս'/Ւ^ ֆ4էնկէւիւ4ն և Լն ք, հ 4ւիկ սո/եկտրր. »ս urtt lflun»{iքսիսծ են tfuutW 

фцчп fJ քան կիրւսոմ սՀհ աււհմ աններ ր րււա rj րւրւ m 11ե ե րի աե uettfj fin’ll է
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Б. В. ХАЧАТРЯН

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ ФОРМУЛ 
ДИФРАКЦИОННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

В работе [1|, основываясь на принципе Гюйгенса, была получена 
Приближенная формула для полей излучения при равномерном движе
нии точечной заряженной частицы через отверстие произвольной 
формы в плоском бесконечно тонком и бесконечно проводящем 
экране (см. формулу (1..-) работы [I]). Скорость частицы v^c и на
правлена вдоль осп z, а углы излучения »><£!. Экран находится в 
плоскости z — 0.

В настоящей работе, исходя из векторной формулы Грина (см., 
ийримёр, |2|) мате,магически обосновывается и уточняется формула 
Кж

Запишем уравнения Максвелла для монохроматических компо
нент векторов ноля

— —А;--- *
rot//'= ֊ ik Е'յ , (1)

с

rot Z? = #/?', (2)

div /? = 0, (3)

div Е' — 4-6, (4)

և . to *Tпек =— , р и у — плотности заряда и тока частицы, удовлетворяю

щие уравнению непрерывности

divy - fu>6 — О. (5)

Отметим, что полученные ниже результаты легко распространяются 
на случай распределения заряда, имеющего осевую симметрию огно- 
.сательло оси z (сгустки и т.. д.)

Представим решение системы (!) — (։) в виде
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где Л"՜ и /Р--собственные поля частицы, удовлетворяющие неодно

родной системе уравнений (1) —(4). а Е\\Н ноля излучения, удов
летворяющие однородной системе

rot//= — ik՝E, (Г)

rot Е = i/tH, (2')

div/7 = 0. (з|

div£ = 0. (43

В* спо/ьзусмся теперь векторной формулой Грина: если Р и Q две 
произно. ьные векторные функции точки, непрерывные вместе со 
своими первыми и вкрыми производными в объеме И и на поверх
ности $, о..р\ ж аю щей этот объем, то

j(QrotTotP — ProtrolQ)flfZ= i (| Prot Q] ֊֊ JQrotP|) ds, (8) 

v Հ

где ds nds, ռ — единичная нормаль к поверхности .$՛. Ниже везде в 
качестве объема I мы будем брать бесконечное полупространство 
2>՝0(z<0), а в качестве поверхности s —плоскость z = 0, которую 
можно считать замыкающейся на бесконечности, поскольку в правой 
части соотношения (8) мы будем иметь функция, экспоненциально 
убывающие на бесконечности (см. формулы (13) и (14)).

В качестве векторов Ри Qвозьмем

Р = Е, Q=L-Z^,t (9)

х — е и ш шый вектор произвольного направления, г расстояние от 
переменной точки (х, у. с) до точки наблюдения (х', у\ г') внутри 
объема И.

Можно показать, что век гор - является общим множителем для всех 
членов в формуле (8). Поэтому, ввиду его произвольности, из фор-

мулы (8)д.;Я значения/: в точке (-<'. у', г') будем иметь

Е' Հր՛) =----- J i з- 4- |խ£| grad ?] 4 (fiE) grad<p) ds. (10)
4n J

Аналогично для вектора // найдем

И (ր՛) = -֊- | (Нг | 9— | | пН\ grad1?] —(n/7)grad9)^/s. (11)

ծ՝
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При получении формул (И ) и (11) мы воспользовались также и тем, 

что функция ? удовлетворяет уравнению △?-? k՝z — 4гй(г — г').

Поскольку мы рассматриваем излучение частиц, движущихся со 
скоростью, близкой к скорости света с. то векторы собственного поля 

частицы Е в /7' являются приблизительно поперечными по отошенню 

к поправлению движения частицы пЕ\ пН 0. Кроме того, так как 
мы рассматриваем также и малые угли излучения, то для полей из

лучения Е и II имеем

//..<£//„//,. (12)
Рассмотрим теперь граничные условия на экране (\) Так как экран 
Предполагается бесконечно проводящим, то для компонент электри
ческого вектора поля и лучения нмем

Հ»., I. = °* то ссть<՝«.ув - (|3)

Далее из соотношений

Н = —խ£’]. Я = [л£|
С

(«—-единичный вектор в направлении излучения), с учетом малости 
углов излучения, находим
[ ^ = ֊/Հ.,. (14)

•(Отметим, в связи с формулой (8), что поля Е и Ւք на бесконеч
ности убывают экспоненциально).

В точках же отверстия ($։) мы будем предполагать, что

Հ-֊-О. /7,=0. (15)

Это условие фактически сводится к известному приближению Кирхго
фа в теории дифракции снега. Действительно, ь применении к фор
мулам (6) и (7) соотношение (15) лает, что в точках отверстия полное 
поле равно полю падай -щей частицы, то есть оно такое, какое было бы 
при отсутствии вообще какого-либо экрана приближение Кирхгофа.

С учетом (12)—(15) из формул (10) и (11) получаем следующие 
выражения для электрического и магнитного векторов поля излу

чения:

£(Հ) ՜ }Հ G* 1/:/Л г т | ! grad <?))</.*. (16)

.//(r';) = — J- ք(/Էխր J 9-f- \\nH |grad?])rfs. (17)
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Однако, полученные нами выражения (16) и (17) для полей излу
чения нельзя применить непосредственно к задачам излучения при 
пролете через отверстия в экранах. Причина этого заключается й 
том, что результаты, полученные нами, справедливы лишь тогда, ког.и 

векторы/: и/7 непрерывны и имеют непрерывные производные во 
всех точках поверхности $ = $х4-.$2. В рассматриваемых же нами 
задачах эта непрерывность нарушается, поскольку при переходе из 

տ։ в տ, тангенциальные компоненты Е и // претерпевают разрыв н& 
прерывности. Кроме того, легко видеть, что поля излучения (16) и 
(17) не удовлетворяют уравнениям Максвелла. (Аналогичная ситуашй 
имеет место и в теории дифракции света, где решения однородна] 
системы уравнений Максвелла — дифрагированные поля, получение 
непосредственным интегрированием уравнений поля при помощи фор; 
мулы (8), также не удовлетворяют исходной системе уравнений [2||. 
Следовательно, чтобы распространить формулы (16) и (17) и на подоб
ные случаи, необходимо видоизменить их так, чтобы совместить на
личие разрывов с уравнениями поля.

Для этого мы поступаем аналогично тому, как это делается в 
теории дифракции электромагнитных волн [2.3]. Наличие разрыва! 
векторов поля при переходе через контур С, разделяющий экран и 
отверстие приводит к тому, чго имеет место скачкообразное измене
ние поверхностной плотности тока. Обрыв же линий тока, согласно 
уравнению непрерывности, приводит к накоплению заряда на контуре 
С с некоторой линейной плотностью. Ясно, что наличие зарядов на 

контуре определенным образом изменит поля Е и //. Только при 
учете этого изменения выражения, получающиеся для полей излу
чения будут удовлетворять уравнениям (Г) (4').

Пусть dl — элемент длины вдоль контура С. Тогда вклад в поля 

излучения Е и /7. обусловленный наличием контурных зарядов, ра
вен [2,3)

— . grad 9 (Н2 - Д, ей) = ~; ф grad 9 (/7 77) (18W

" с г:

(для электрического ноля Е)

И -/֊ (figrad ?(£ Л) (19Й
4г.й лС

(для магнитного поля Н).
Таким образом, для полей излучения, с учетом наличия зарядов на 
контуре, окончательно имеем

Й (г') = ф grad 9 (7 tZZ)-f- ֊•֊ ( I tk [нН [9 I ]«E-| grad՛«i W$, (2Q1



Математическое обоснование формул дифракционного излучения 137

4՜«
| grad ? (£' dl) - ( | /,':[///:]? — | խ/ր | grad ?| | ds.

Տյ
(21)

кно, что при бесконечном увеличении размеров отверстия (свободное 
!рбстранство) излучение должно исчезнуть. .Легко видеть, что воля 
□лучения в этом случае действительно обращаются в нуль. Отметим 
1Це следующее обстоятельство. Формулы (20) и (21) дают правнль- 
ый результат как для излучения вперед, так и для излучения назад, 
юскольку окончательный результат не меняется от того, замыкаем 

ли мы поверхность s на бесконечности справа (объем I есть полу
пространство z>0) или слева (объем V есть полупространство z<0).

Покажем теперь, что Е и //, определяемые формулами (20) и 
21), удовлетворяют уравнениям Максвелла (I') (4՜)- Докажем по-

1еречность электрического вектора, то есть вычислим М\։г-Е(г')
,знак г’ у дивиргенции означает, что производные берутся
■ховзнным координатам -точка наблюдения)

JIV,. £ I ?) = ф f (И d/) - £ f |л /У 1 grad ?rfs.

no штр li

(22)

длее

\n!i ] grad 9 ds у rot /7 ds —

ikE -Է-
c

Ads + Հ ® (H-dl) = i I' 9 (H dl)
' C '<}

(23)

nEz = 0 и /7„ ֊ U.

Из (22) и ւ23) сразу следует, что

IIv Е - 0.
При преобразованиях в формуле (23) 
пользой зли теорему Стокса в виде

МЫ HC-

•: dl. (24)

, справедливости 
юремх Стокса к 
В и В А взаимно

этой формулы легко убедиться, если применить 
„кольну*, изображенном:- на фиг. Интегралы по 
сокращаются, а интеграл по окружности С։ стре-

нитей к нулю, когда радиус последней устремляем к бесконечности. 
(Во всех контурных интегралах обход по контуру С происходит про
тив часовой стрелки). Точно так же доказывав гея, что уравнения 
(!')- (3 ) удовлетворяются. Покажем теперь, что при определенных
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предположениях из формул (20) и (21) следует формула (1.5) работы [1]. 
Предположим, что контурными интегралами можно пренебречь. (Оцен
ки. проведенные для некоторых частных случаев, как-то пролет через 
центр круглого отверстия радиуса, пролет на расстоянии го<й от цен
тра огзерсги/1 и пролег через бесконечную щель показывают, что 
колгурлые интегралы действительно малы. Например, в первом случае 

oft равен нулю, а во втором его вклад в интенсивное։։» порядка —0).
а- /

Тогда, например, для вектора Н с учетом (13) и (14) будем иметь

// - ֊֊J j ik խ£| р — | [rt/Tj grad փ ] ) ds. (25)1

Так как при больших г

grad о = — ik-s г, (26) I

то если предположить, что пренебрежение контурным интегралом не 
нарушает поперечности поля излучения, можем написать

— [խ//| grad <? । = ik-tfi(ն«) Iky խ£]. (27)

Здесь .мы к Н(г/г) прибавили выражение учитывая, что

£(«//)( «| /7(7п) 1.

Из (25), (27) и (13) находим

Н = ֊ ֊ ( [лЯ’1 ods. (28)

Լ

Учитывая, что ех, гУСе^. <՝ ~ 1 » # = [«£], из (28) получаем

= (29)

•'։
Формула (29) в точности соответствует формуле (1.5).

В заключение выражаю благодарность М. Л. Тер-Микаеляну за 
многочисленные и ценные обсуждения.

Объединенная радиационная лаборатория 
АН Армянской ССР к

Ереванского государственного университета Поступила 21 XI1664
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ԴհՅ>1։ԱԿՑ1>1րւ» ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ 1ՀԱՆԱՉԵ։1.ԵՐԻ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ 
ՀԻՄՆԱՎՈՐՈՒՄ

II. մ ф ո փ ո I մ

Ելնելով վևէրոո րական րանաձեիէ/, »/' ա ftl հմ ա աիկրւ րևն հիմնավոր֊
և ճչղրւովոք.մ Լ ճաո սււյա/ի)d ա՛հ դաշտերի համար | 7 | աչխաաէէէ JJրււն 

Գք սաաւյված րանաձերէ
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИ31Е

Л. П. ПИКАЛОВ

СПЕКТРОМЕТР ЯДЕРНОГО МАГНИТНОГО РЕЗОНАНСА (ЯМИ

Преимущества и недостатки спектрометров ЯМР, используют» 
автодин, обсуждались в работах |1—3]. Для устранения недостатк» 
(уход частоты) были предложены различные методы стабилизаш 
[3—7]. В настоящей статье описывается схема спектрометра на д 
рабочие частоты/;/ для исследования спектров протонов н //- -д 
исследования спектров фтора в постоянном магнитном поле //. Э 
две частоты стабилизированы с помощью одного кварцевого резон 
торя. В статье также описывается предложенная нами схема полу
автоматической перестройки частоты спектрометра и схема канала
регистрации сигналов ЯМР. Блок - 
-схема спектрометра приведена на 
фиг. I. Источником поляризующего 
поля является постоянный магнит 
(1) НМ - 50Э0 |8|, с напряжен
ностью магнитного поля в зазоре 
st-28 .и.к яг 5330 эрстед. В зазоре 
магнита расположен термостати
рованный датчик, позволяющий 
производить измерения в широком 
интервале температур ( —150 С г 
4-200 С) [9|. На датчик укреплены 
катушки местной модуляции (3), 
включенные параллельно. Каждая 
катушка содержит 250 вш ков про
вода Г1.1П10— 0,1 с диаметром на
мотки 100 и.ч. Модуляция осущест
вляется от генератора (21) сину
соидальным напряжением f.w 
^77 гц.

В нашем спектрометре при
менена схема задающего RC — ге-

Фш. 1 Блок схема спектрометр։.

пера гора с петлевой обратной связью в виде двойного Т моста. В:
схеме используется та особенность цепи.
баланса, он становится неминимально

что при 
фазовой

отклонении моста от 
цепью, и на часто/

минимума коэффициента передачи происходит опрокидывание фа;
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«водящее к тому, что обратная связь оказывается положительной, 
юрное напряжение на фазовый детектор (9) подается через фазе- 
фнающий каскад (24). Регулировка фазы осуществляется с по- 

ощью RC• моста [10]. Выходной каскад нагружен на трансформа- 
jp TPt фиг. 4. Модуляция поля пилообразным током осуществляется 

®о<?редством катушек (2), расположенных на полюсах магнита. Каж
дая катушка содержит 3800 витков провода ПЭЛ — 0.6. Катушки 
[включены последовательно. Общее сопротивление постоянному току 
>880 ом. Линейная развертка осуществляется от генератора (22) [11]. 
Глубина развертки регулируется в пределах (10 2-н 10*) эрстед. 
Длительность развертки может быть выбрана в диапазоне (1 ЗЛО3) 
рс. Аналогичная пара катушек служи г для смещения спектра и пи
шется от стабилизированного выпрямителя (25).

Высокочастотная катушка образца (4) является частью индук
тивности контура автодина (5). Принципиальная схема автодина пред
ставлена на фиг. 2. Амплитуда высокочастотного напряжения (ВЧ)

Փա. 2. Принципиальная схема 
аигодина.

ста бил нзи р у етс я нос р еде т во м а это м аги - 
ческой регулировки анодного напря
жения автодина. В петлю обратной 
связи амплитудной стабилизации вхо
дит: усилитель ВЧ (6), амплитудный 
детектор (19) и усилитель постоян
ного тока (УНТ) (20). С детектора (19) 
через интегрирующую цепь, имеющую 
постоянные времени 6 сек и 10 мсек. 
сигнал подается на олнокаскадный 
УПТ. Постоянная времени выбирается 
в зависимости от наблюдаемого сигнала 

поглощение либо дисперсия). УПТ (лампа 6Н14П) имеет коэффициент 
[сидения տտՀՕ. Система стабилизации лает возможность регулировать 
амплитуду ВЧ напряжения в пределах (10 мв : 0,5 в).

Усилитель ВЧ (6) собран по каскадной схеме (лампа 6HI41I). 
Такая схема позволяет получить достаточно высокое усиление с низ
ким уровнем собственных шумов. Анодный контур усилителя нас
троен на частоту //;. Перестройка усилителя на частоту осущесг- 
ь/нется с помощью ннзкоемкостнрго реле, которое подключает к 
контуру дополнительную емкость. С выхода усилителя сигнал посту
пает также на амплитудный детектор (7) и смеситель (12) канала 
выделения дисперсионной компоненты сигнала ЯМР и перестройки 
частоты автодина. В этот канал входят: генератор (13). усилитель 
промежуточной частоты (14), ограничитель (15), частотный детектор 
(16). УПТ (18).

Принципиальная схема канала приведена на фиг. 3. На управ- 
иощую сетку смесителя (6С2П) поступает сигнал, а в цепь катода 
дается ВЧ напряжения с контура гетеродина 6НЗП. Контур гетеро
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дина настроен на третью гармонику кварца |12). Анодной нагрутк 
смесителя является полосовой фильтр, настроенный на частоту /пр 

665 кгц

Խ=ք.-ք>-ք'-քր.

Фиг. 3. Прнйципнялы1йя схем.։ капала чагготнок сгабали.зйннн.

Такой выбор промежуточной частоты связан с. возможностью приме! 
ния одного кварцевого резона горя для стабилизации обеих часгог 
и //-. а также способствует осуществлению полуавтоматической пе| 
стройки спектрометра. Усиле
ние по промежуточной часто
те регулируется путем и вме
нения напряжения смещения 
на управляющей сетке 6К4П. 
Контроль амплитуды высоко
частотного напряжения осу
ществляется микроампермет
ром 200 иа и диодом ДГЦ-8. 
Такое включение прибора 
позволяет также контролиро
вать настройку авгодина на 
нужную частоту. Ограничи
тельный каскад собран на 
двойном триоде 6Н1П |13|. 
Его характеристика приведе
на на фиг. 4. Как видно из 
хорошие результаты при минимальной амплитуде на сеткеI л. Час
тотный детектор имеет две пары диодов Ч2В. включаемых в противо
положной полярности. Такое включение вызвано тем, что. например, 

рисунка, такая схема ограничения лает

при возрастании частоты автодина, если спектрометр настроен на 
протоны ՀՈ1., растет, а если на ядра фтора, то /щ, падает, хотя при 
этом на выходе частотного детектора должна получаться одна и та 
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яе полярность постоянного напряжения. Переключение диодов осуше- 
ссзляегся с помощью реле посредством включения Тг Этим же 
выключателем включается низкоемкостное реле в контуре усилителя 
В1! фиг. 2. С нагрузки частотного детектора сигнал может быть по
ри для регистрации через тумблер 7'3, а также поступает на УНТ 6Н6Г1 
через Г,, служащий для
«нтегрирущей цепочки.

выбора необходимой постоянной времени

Фиг. 5. Принципиальная схема канала регистрации.

Первый каскад У ПТ (правая половина 6Н6П) — усилитель напря
жения, а второй каскад — усилитель мощности. Нагрузкой второго 

|Шкада служит подмагничивающая обмотка подстраивающего элемен- 
фиг. 2, включенная в цепь катода (точка А). Крутизна полет рой- 

G. Частотная характери
стика ИУНЧ.

км контура с учетом усиления по пос
тоянному току — 20 составляет •=» 10 
кгц/.ив. Чувствительность частотного де
тектора .’С■ мв кгц. /1ля стабилизации 
режима работы У ПТ питание стабили
зировано дополнительно (Cl 2С. <1 4С).

Канал регистрации спектра состоит: 
из избирательного усилителя низкой 
частоты (ИУНЧ) (8). фазового детек
тора (9). интегрирующих пеней и со
гласующих каскадов (10) и регистрир) ю- 
щего прибора (И). В качестве регис
трирующего прибора используется элек
тронный потенциометр ЗИП — (9М2. 
Принципиальная схема канала регистра
ции приведена на фиг. 5.

Предусилитель настроен на часто
ту местной модуляции 77 гц. Общий 
коэффициент усиления предусилителя 
на частоте 77 2/$^ 140.

Выходное напряжение регулирует-
с помощью потенциометра = 6,8 ком.

. Оконечный усилитель имеет также два каскада усиления, пер-
1Й каскад собран по обычной пентодной схеме, второй каскад ана

логичен предуенлнтельному. общий коэффициент усиления % 160.
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Частотная характеристика ИУНЧ представлена на фиг. 6. Как видно 
из характеристики, полоса пропускания на уровне 0,707 не превышает 
2 гц. На выходе усилителя включен фазовый детектор, собранный на

Фиг. 8. Спектр поглощения фторопласт — -I 
при t — 25' С.

поляризованном реле РП—5. Опорное напряжение через Трх подает
ся на обмотку реле. Амплитуда опорного напряжения 10 в. С 
одного из плеч фазового детектора сигнал подается на осциллограф 
CI—4 для контроля соответствия фазы опорного напряжения с фазой 
сигнала. Для регистрации сигнал через интегрирующую цепочку с 
постоянной времени 2,5 сек поступает на согласующий каскад 6Н1П, 
нагрузкой которого является электронный потенциометр ЭПП — 0.9М2.
Для проверки работы спектрометра были сняты спектры полиметил
метакрилата (фиг. 7) и спектр поглощения фторопласт 4 (фиг. 
Ввиду достаточно высокой однородности магнитного поля /70, как
видно из рисунков, симметрия спектральных линий достаточно хоро
шая.

В заключение автор выражает свою искреннюю благодарност: 
Н. М. Кочаряну за полезные советы.

1.1 HlI физико-техническая 
лаборатория АН Армянской ССР Поступила 26IX 1964
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Ա. Я ЯЬ։։11.1.11'1.

1Ո՚ՋՈԻ1|Ա31«ն Ս Ս/հՆ I’ll ԱԿԱՆ ՌԵԶՈՆԱՆՍ!’ ՍՊԵԿՏՐՈՄԵՏՐ

Ս. մ փ II փ II ւ մ'

Լողէ/ածու մ նկարաւյ (•’! ած Լ I . — 6000 մ շա տկան d արյնիււ ft րադտ/ի '/ք""
միջուկային if աւյնիոական ո եւյ ո՚էւ ուն tt /։ пи/տողին ա փն и и/եկ արո t! հ արի սխե
ման։ Սպեկտրոմետրը /dnt ц է ։ոէէ1[իււ ուսումնասիրելու ե H’F^ ЯМР — 
սպեկտրները: Ս պ եկա րոմ ձ ա ր/ւ հաճախականութ րո֊նր կալան սւ ։/>{ ած /. կւյտրւյսւ- 
ifi'b ոեղոնատս րո։/ ■' Հա&տ/սսւկէոնու jd լան if ե րակաո ո t fjm մ ր կիս m ՛այ nt ո d ատ ալին 
Լ: IIպեկտրոմետրր /dm // Լ տտքիս պոլիմերներում ղիտելա MVll’-/» ազդա
նշանների կլանՈ՝ ան at դիււպերււիա /ի ոոլեկտրներր: 1'երւ/ամ են ստուդիչ 
սպեկտրներ 1 [ .\\H - ի ե ֆ տՈրէէ պչտոտ ֊\-ի համար։
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

э. <:. парсамян

СПИСОК КОМЕТАРНЫХ ТУМАННОСТЕЙ, 
ОБНАРУЖЕННЫХ НА ПАЛОМАРСКИХ КАРТАХ

В целях проведения некоторой статистики параметроа, харак
теризующих кометарные туманности, нами были произведены поиски 
кометарных туманностей на Паломарских картах. С особой тщатсль* 
ностью были просмотрены области Тельца, Ориона и Единорога, где 
сконцентрирована большая часть известных кометарных туманностей, 
Среди разнообразных объектов, имеющих кометарную форму, выби
рались те, которые характеризовались следующими признаками:

1. Туманность имеет конусообразную форму.
2. В вершине конуса находится ядро, погруженное частично а 

туманность.
3. Размер туманности մ (подразумевается высота конуса) по

рядка 0.5 3.0.
В данный список включены наиболее ярко выраженные кометар

ные. туманности. В список не включены туманности, имеющие форму 
дуги или выброса. Несколько туманностей, которые по своей форме 
могут быть кометарными, но известны как диффузные, также вклю
чены в список. Грубая оценка цвета кометарных туманностей по 
Паломарскнм картам показала, что около 80% туманностей имеют 
положительный показатель цвета. Угол наклона осей туманностей 
к плоскости Галактики находится в пределах от 0е до 60 .

Координаты гуманностей определялись с помощью звезд из ката
лога AGK2. Координаты туманностей с отрицательным склонением 
определялись непосредственно по Паломарскнм картам, что значитель
но уменьшило их точность.

№

1 2 3 4

1 5П23?2 34'09՛ 1-1.5

2 38.5 6 36 0.6

Примечание
~5

Кометарная туманность находится в южной пас
ти NGC 1931. В отличие от г/манноси NQC 
1931. которая ярче в красных лучах, комсгар- 
иэя туманность ярче в синих.

Яркая кометарная туманность, напоминают*։ 
NGC 6729, с углом раствора — 100*.



147Кометарные туманности, обнаруженные на Пиломарркнх картах

I 1 2 3 1 4 5
£

г 5*51?4 Г 40' 1.6 Яркая гуманность в периферийной области по
глощающего облака.

4 55.3 16 31 1-1 Коме тарная туманность, очень яркая и синих 
лучах, раствор конуса 160՝.

5 3.7 -15 37 1.3 Кометарная туманность с яркой центральной 
частью.

6 4.8 18 42 2.0 Биполярная кометарная туманность, приведен.: в 
списках Хаббла под координатами a-*6h 04т , 
5-18 42 [1].

г ’( 6.8 Չ0 18 1.1 Очень красная туманность, включенная п туман
ность NG 2174—5. Раствор конуса — 120 .

8 9.1 -б 09 1.0 Конусообразная туманност։, в передержке, лиеэда 
не видна.

I ° 9.5 4-18 СО 0.6 Кометарная туманность. ярче к красных лучах. 
Находится вблизи NGC 2162.

10 11.9 12 21 2.5 Оче-'гь красная биполярная туманность с неоди- 
н.ткоиои яркостью обеих полонии, рядом ма
ленькая туманность размером 0Հ8.

։ II 6 12.3 ֊6 19 0.7 Кометарная туманность, яркая в синих лучах.

12 12.4 -6 21 1.2 Яркая конусообразная туманность, окруженная 
слабой оболочкой.

13 29.9 10 12 3.5 Туманность NGC 2245 Яркая туманность биполяр
ной формы, яркость одной половины намного 
уступает яркости другой.

14 34.9 -10 19 0.6 Слабая туманность, кометарная форма >зметна в 
синих лучах.

15 41.3 3 22 Две соприкасающиеся гуманности неодинаковой 
яркости вокруг твух звезд.

11։ 54.8 —8 Об 0.6 Типичная кометарная туманность.

1п 55.7 —7 52 1.1 Яркая кометарная туманность типа NGC 2261. с 
резко очерченными транипа.ми.

1 18 57.3 -7 42 1.6 Кометарная . vMaimoc-i. с ут лом раствора — 80 - 
— 90'.

i 19 30.0 -16 53 0.6 Кометарная тум.'.шюсть. погруженная н туман
ность №2 и списке Штромейёрл |2|.

լ Я 33.6 -18 36 3 Яркая туманность, в красных лучах имеет коме 
тарную форме, приводится в списке Минков՝ 
гкого—Mu |3j.

1.2» 19 27.2 9 37 1.1 Яркая кометарная туманность, аналог NGC 2261, 
угол раствора конуса - 60 Обнаружена Г. Л. 
Гурзадяно.м.

<22 20 21 7 42 10 1,1 Напоминает биполярную туманность, особенно в 
красных лучах.

23 23 06.1

Бюракзис
обсе

66 07 1.1

кая астрофизнчсскз 
шатория

Типичная кометарная туманность, угол раст
вора — 12о.

я Поступила 23 VII 1964
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1: . II. Պ1ԼՐՍԱ(րո1Լ'<.

ՊԱԼՈՍ՚ԱՐհ •|’.ԱՐՏԵԶ'1ւ1ւՐ1' ՛ԷՐԱ ԴՏՆ՚ԼԱԵ ԴԻՍԱՎՈՐԱՋՆՎ 
Ս1'ԳԱՄԱ1րն14^3111ՂրևԵՐԻ ՅՈ1’8Ա«1

ո

Հէ/դված/էււք բհրված է; '!1 ալէէմա րի 
7/</ւավէէբաձ!է մքսրէւմած III fj/ուննհրի

ւէքէրւրսււի 'ըարէււևզների է[ր>" ղան ված 

Ц,"-Ци,,П,։

Л HI Е р А Т У I» Л

1. Hubble !\ A general study oi diffuse g.il.Kiic Nebulae. Ap. .1.. 56. 162, 1922.
2. Slr'ahmcler IV. Role Xcbel in der WintertnilchsiraBe. Zs. f. Ap.. 27, 49. I ՚50.
3. Minko-.cski R. New emission Nebulae, PASI1, 58, 305, 1946.

i



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ№ ԴԻՏՈԻՒՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
известия а к л д е м и и н \ у к а р м я и с к о я сср 
1]պիկօ>-մաբէմաւո. q|inia։pu։։Ctbr XViil. Л 2, 1965 Ф" НП . •.lUTH’K’CKHC IIJVKH

НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А М СИМОНЯН

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ползучести 

П ВЛИЯНИЯ ЕЕ НА МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ГОРЯЧЕКАТ АННОЙ СТАЛИ

Исследования были проведены нп образцах стали 35ГС, имеющей 
следующие механические свойства: предельное сопротивление разрыву 

I г»р = 7800кг/смодуль упругости Г. = 2.18 10 кг[с и5. Химический 
состав: С = 0.37%. .Мл = 1,10%. ձ7 = 0.87%. 5 = 0.043%. Р « 0,035%.

О методике исследований

Исследования на ползучесть производились на машине типа Հտէ 
502.10 Роуэнштейн (ГДР).

Нагрузка на испытуемый образец передается посредством навин
ченных на него зажимов с помощью штучных грузов, подвешенных 
к нижнему зажиму через двухступенчатое рычажное устройство с пе
редаточным числом 1:50. Образец и прилегающие к нему части зажи
мов находятся внутри подвешенной электрической печи, в которой 
можно получать температуру до 900 С с точностью -ГС (при низких 
температурах - ниже ЗОЭ С — точность падает). Взаимное положение 
двух измерительных шин. жестко закрепленных соответственно на 
двух выступах образна, указывается на экране и читается с помощью 
спирального микроскопа с ценой деления 1 микрон.

Факт выпиливания образцов из прутка 0 16.ч.м горячекатаиной 
стали отразится на их прочности не более 1,75%. |1|.

Для определения исходного модуля упругости Ւ. применялся 
обычный статический метод для разных напряжений, примененный ко 
всем испытанным образцам.

В случае испытаний при ICO С и 200®С колебания температуры 
от автоматических включений и выклк тений печи значительно отра
жаются на деформациях образца. /1ля учета этого явления при опре
делении деформаций ползучести до нагружения образца усганавлнии- 

[ ллсь диаграмма де<|юрмяцин от температурных колебаний но времени 
в зависимости от момента периодического включения печи.

Нагружение образца при иепцтоннн на пол «учесть осущсствля- 
I лось в течение 1 минуты, и все остаточные деформации за это время 

относились к плис in чески м. Показании были сняты до нагружения.
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— — ՜ ֊ ----------- ------- — - ~ ---- -j
сразу после нагружения и затем через \ мин, Змин, 5мин, Юмин, 
Кмин. 20мин. 25мин. 30мин, Ммин, 50мин, lv. lv 10 ним. \ч2ймик, 
Iv. \(Jmuh, 2е, 2ч Зимин, Зе. Зч 30 мин, -I? после нагружения. Кроме 
того отмечались моменты включения печи в случае испытания при 
100 (., и ‘200 С, а деформации ползучести в этом случае были опреде
лены путем наложения показаний испытаний и показаний от колеба
ний температуры, снятых до нагружения.

После остывания в печи у каждого испытанного образца опре
делялся модуль упругости при тех же условиях, что и до испытания 
»а ползучесть. Кроме того для каждого испытанного на ползучесть 
образца была определена диаграмма растяжения на разрывной машине 
типа 7.DM 10/91 Рауэнштейн со скоростью деформации 4P/q[miih.

Испытания проводились па 120 образцах. Для каждой комбина
ции температур и напряжений (табл. 1) испытывались минимум по 4 
образна.

Комбинации нагрузок и температур, принятые для 
испытании

Таблица I

Температура н С Принятые нагрузки в дол их ОТ СЯ|»

20 0.5 0,6 0.7 0.8

100 0.4 0.5 0.6 0,7

200 0.3 0,4 О.5 0,6

300 0.2 0.3 О.4 0.5 0.6

400 0.1 0.2 0,3 0.4 0.5

500 0.1 0,2 0.3

Номера комбинаций нагрузок и температур п дальнейшем обо՜ 
значены двумя числами, первое из которых соответствует температу
ре испытания, а второе — нагрузке, в долях от сопротивления раз
рыву =։,р .

Результаты испытания на ползучесть

Весьма широкий диапазон нагрузок, выбрзнны и для испытания 
на ползучесть, позволяет получить принципиальные свойства у дан
ной стали.

Общие результаты испытания на ползучесть приведены в табл. 
2, где деформации ползучести даны в долях от четырех часовой. 
(Ползучесть показана графически на фиг. 1).

В результате проведенных экспериментальных исследований мы 
приходим к следующим заключениям.

1. Величина деформаций ползучести тем больше, чем меньше 
разница между напряжением пластического течения при соответству
ющей температуре н напряжением ползучести (напряжением, при 
котором производится испытание на ползучесть). С повышением тем
пературы зависимость эта угасает.
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Результаты испытания стали 35 ГС па ползучесть
Таблица 2

—
c.
•e-

Ջ
?' Ջ

5'՞
5՛ с

Ълзучесть u долях or 4-часовой

Номер ком- Ff a ֊ Ջ зз-ПЙяацнн 1 
« о

? a

a — 
h 

e.

§ I

=s 
= 5

Скорое ri. пол.чучестн и 10 ''■мин
тель
ТОЧ

НОСТИ
w =

S 
c: s Де

ф
о՛

 
че

ст
и =: о 

O <” 
О kj

1 van ’б мин 10.«и/?3։‘д/«я

1
2ч 4 т

0

1 0 3 4 i s 1 fi I 7 1 8 1 9 1 10 12

[.20-11,5
(1,0 м 1.5 0,333 1.000 1.000 i.ooo 1 ЛИЮ 1,000 1.000 19,20,3 0.01 o.oo 0.00 0,00 0.00 0.00

՛£> 0.0 .153.0 465,0 618.0 0,039 0,146 0.275 0.905 0.955 0,980 1,(ХЮ

'. 20-0,7
18.0 12.0 12.3 5.3 0.3 0.12 0.07

1561,0 152.0 1713.(1 0,25 0.467 0.557 0.730 0,828 0.927 1 .ом
38. (J 4,1 2.3 0.73 0,32 0.15 0.07

: 20-0.8 2704,0 190,0 2894,0 0.163 0,395 0.500 0.695 0.789 0.894 1,000 29,431.0 5,34 3.35 1.04 0.4$ 0,25 0,12

•J00 օյ 0.5 3.0 3,5 0,333 0,667 0,800 0,867 0,933 1,000 1.000 24.7l.o 0.1 0,05 0,Gl 0,005 0,005 0,00
.,100 0,5 2,0 4.0 6.0 0.259 0.500 0,625 0.725 0.825 0,900 1,000 7.751.0 0.1 0.065 0.03 0.01 0.005 0.005
ЁЙО-О.б 933,0 11.0 944.0 0.182 0.364 0.445 0,635 0.800 0.910 1,000 9.82.0 0.5 O.3 0.05 0.02 0.01 0.008
100 0.7 1669,0 13,0 1682,0 0.154 0,461 0,615 0,770 0.846 0.925 1,000 6.42.0 0,5 0.3 0.05 0,025 0,011 0.008

Հ200 0.3 1.0 6.0 7.0 0.0f.7 0,334 0.400 it.567 0,717 0.885 1,000 14.90.4 0,25՛ 0.06 0.04 0,017 0.005 0.(104

2.0 7.0 9.0 0,286 0.400 0,515 0.685 1 0,900 1.000 14.12.0 0.22 0,1 0.035 0,017 0.007 0,005
Ж -0.5 14.0 123,0 1 17,0 0,1.38 0.461 0.560 0.748 0.860 0.925 1,000

17,0 4,55 1.8 0.75 0.42 0.23 0.12
■200 -0.6 760.0 42,0 802,0 0.119 0.381 0.438 0.552 0,739 0.880 1.000 16.65.0 1.65 0,62 0.375 0,143 0.054 0,025
Л0Г0.2 0,0 5.0 5.0 0.200 0,440 0,600 0,800 0,840 0.900 1,000 20,41.0 0,23 0.1 0.01 0,005 0.005 0.003

poo-0,3 0.5 6.5 7,0 0.154 0,369 0.477 0,646 0,785 0.908 i.ooo 5,121.0 0,23 0.13 0.054 0,021 О.006 0,004
300-0.4 47.0 Ofc 0 75,0 0.214 0.500 0.613 0,740 0,843 0.921 1.000 14,66,0 1.3 0,51 0.143 0.05 0.025 0.012
aw-o.5 304.0 42,0 346.0 0,214 0.428 0,548 0,695; 0,802 0.905 1,000 9.59.0 1.82 0.64 0.25 O.081 0.039 п.028
Й0-о,6 613,0 42,0 (555,0 0.262 0.452 0.538 0.690 0,797 0,880 1.ОМ 23,4

■W0-0.I
U.O 1.78 0,54 0.28 0.099 0.054 0,031

0.0 8.5 8.5 0,014 0,066 0.113 0,229 0.353 0.577 1,000 9,70.12 0,10 • >,061 0,038 0,033 0,031 0.029

1400 0,2 2.0 28.0 30.0 0,054 0.196 0.288 0.464 0,607 0,750 1.000 14,81.5 0.58 0.35 0.21 0,098 0,065 0.056
[4W-o,3 25,0 58,0 83.0 0.072 0,245 0.322 0.482 U, 656 0.810 1,000 5,24,2 1,19 0.68 0.38 0,25 0,14 0.07
Mou-u.-i 86.0 100.0 186.0 0,065 0,225 0,295 0.485 0.630 0.810 1,000 12.66.5 1.91 1.38 0.64 0.38 0.25 0,13
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2. Сопротивление стали остаточным деформациям при нагрузках»

• 2 3 * 5 6 - 8 10 11
—

12 ֊

400-0,5 389.0 267.0 656.0 <1.061
16.2

0.180
4.39

0.255
3.23

0.412 
1.71

0.555 
1,10

0,745 
(1.83

1

1.0(10 16.0
0.41 *

500-0,1 0.5 44,0 44.5 0.045
2.0

0,168 
0.71

0,254 
0.45

0.4116
0.30

CI.607
0.15

0,777
0.10

1 .000 
(1,07

13.6

500-0,2 32.0 403.0 435.0 0.046
К 4

0.161
5.37

о. 191
3.54

0.322
2.05

0.446
1.51

0,655 
1.26

1 .000
1.0b

31,0

500 0,3 155.0 9800 9955 0.011
10$.5

0.044
52,0

0.071
47.7

0.176 
55,«

0,274
76.1

1.0
155.0

(площадка текупревосходящих напряжение пластического течения
чести), растет с повышением температуры, и -го имеет место для 
температур в пределах 20 С — 300 С (ср. 20 0,7 и ИЮ—0,7 или 
100 0.6; 200-0,6 и 300-0,6).

тем меньше, чем больше температура3. Затухание ползучести 
протекания ползучести (фиг. 2).

Определенный интерес представляет ползучесть при нагрузках.
близких к пределу текучести (|2| — |7]7, что имело место в комби 
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Bsuhh 20—0,6. Данные о ползу чести при 20* 0,6, которые с уточнен- 
am значениями нагрузок приведены отдельно в табл. 3. приводят к 
Ешлючению, что деформации, соответствующие площадке текучести, 
Ногу? быть осуществлены по истечении времени и при нагрузках, 

'■еиьшнх предела текучести и происходят тем скорее, чем больше 
зирузка.

Об аналитическом представлении деформаций ползучести

В [8J, [9], 110) предложено деформацию ползучести определять 
?Вде

-Դ =/(0 • ?(«У.

Поскольку отношение деформаций ползучести ( ' |- соответ

ствующих моментам времени էԼ и /2. не должно зависеть от шшря- 
жс1п«я ползучести 5, то в табл. 2 все числители по вертикали, со
фт детствующнс одной и той же температуре, должны мало отличаться 
Вруг от друга, что в настоящих исследованиях не имело места.

В Случае учета упругих и пластических деформаций деформа
ционные кривые в настоящих экспериментах приближались к подоб
ный, и в связи с этим полученные экспериментальные тайные аппрок- 
«иировались формулами пластической наследственности:

3-ji
1 ճ-Т՜ / -тС'-”»о \л-֊-•3 «(,•#=> l + cj(l е \ ■

Коэффициенты Кс, 7, С* и յւ, вычисленные значения которых для тем
ператур 500®С, 400 С, 300'С, и 200 С даны в таблице 4, определяют 
зависимость между деформациями и напряжениями при сложном на
пряженном состоянии но формулам |12|

t/• —i(t—t>
(01“ = =/(ОН- d֊.,

где

х|/ (Հ, -.հ-.֊ (в։_,ж)«+б(т* +,?;+37
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Таблица 3
Ползучесть стали 35ГС при нагрузках, близких к нааряженню 

течения
с Տ ° 2 ձ = « Остаточная деформация в ЮЛИХ о г 4-ЧЛС0В0& .

£ 5 о ' = £. 
я ? - Скорость поллучести КГ5 дшк черезМ

Я’С
Г 

d,u:||

О
бщ

а 
то

чн
а 

ф
ор

м
 

’К
-р

е 
г 

кг
5

0 мал 5.WUH {О.чинЗОмин
1 1

1 ч 2ч 4ч

0.597 595,0 Ս.005 0,042
22.0

0.09b 0.310
6.0 24,0

0.920
12.4

0.950
0.3

ода 
0.13

1.000 
0.13

0/00 618,0 0.2-Ю 0.277
18,0

0.354 0.470
12,0 12-3

0,930 
5,3

<>.‘•70 0.980 1.000Я 
0.3 0.12 0.07 j

О.С02 750,0 0.418 0.858
330.0

0.910 0.925
4,0 2.0

0,953 
0.7

0,970 
о.з

0.980 
0.15

1.000
0,07 ]

0,610 739.0 0,846 0.886
29.0

0.92о! 0,940

4.5 2.1
0.970 
0,65

0.980 
0.2

II. %О 1.000 
0.09 .0.07 1

Значения коэффициентов /<0, С’, а, у
Таблица 4

Температура С
v^՜ / Գ •1 / 1 \

■( 1 — 1
\ час 1

200 \ 118000 0,0407 2'3 2.2

300 зисоо 0,044 1 2 2.2

400 22000 0.2064 1/2 0.16

500 З'ХИХ) 0.4530 3;5 0.9

Аппроксимация зависимости скорости ползучести от темпер? 
к 

по Бейли |13| г =/(տ,/Խ"' или Кантеру [I4|s=/(o, է) • е՜ •’ 
стоящих исследованиях оказалась неприемлемой.

О модуле упругости при повышенных температурах

Модуль упругое и в нагретом состоянии (£/•) опредал) 
испытания на ползучесть. Полученные данные Ет сравнивала 
измеренным

циентов kr. =

при тех же нагрузках, но при 20 С. Значения к<*?фф 

— ', а также показатели точности по (19] даны но фиг. $ 

откуда видно, чти уже при 500՜ С А’/г доходит до 0,7.
Значения модуля упругости в указанных пределах темпе 

моп г быть аналитически представ iсны при помощи формулы

Е7 = £0 (1—0,0000012Ггь

Среднее квадратичное отклонение с»той формулы от экспе 
тальной кривой составляет 3.2%.
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4в‘

W 8\

ID* 20м {ч
ILL 

2ч

Фиг. 2

В

равнение свойств стали ю и после испытания на
кратковременную ползучесть

ояшнх экспериментах было найдено, что явление ползу- 
кгически не изменяет модуля упругости, за исключением

՝<»: (),7'м, и 0,8’йр при 20 С. когда его значение уменьшается ня
|Լ1շօ/
| Напряжение пластического п-чения (площадка текучести), нз-
ряемос при 20'С, у образцов, претерпевших незначительную сста-

1‘10'֊
I и

Таблица о
Изменение напряжении течения от ползучести

Цемгр! комби-
Пдпряжслнс 
ползучести 

кг/с.и'

Напряжение 
течения

AV СX՝

Раз*юсть напря
жения течения 
и напряжения 

ползучести

Увелнчеане 
напряжения 

течении

Общая оста
точная де
формация н 

й/.

[>-0.6
4690 5065 375 215 0,675

1 70 0.7
5460 5440 ֊20 590 1,713

1®- 0.8
6250 6300 50 1450 2.8<М

Hto-0,6 4690 5в30 1140 Դ40 0,944

И0- 0,7 5460 1ЛЮ0 1140 1750 1.682
■ЯМ.5 зш» 5120 1220 270 0.137
М»й0,1> 461Ю 5Ь5О 1160 1000 0,802
Ы,5 3900 5330 1450 500 0,346
>0-0.6 4690 6015 1425 1165 0.655
Ци).(1.4 3120 5230 2110 380 0,186
[400-0.5 3900 5760 I860 910 0.656
'ЬНЗ 2310 5095 2755 245 0,г..

'400-0.4 3120 5)70 2350 620 9.---

M'tnyui деформации», не изменялось независимо от температуры про» 
Ьинин ползучести.
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В табл. 5 приведены результаты исследований напряжений плас
тического течения у образцов, давших в результате ползучести зй 
меткое изменение этого показателя.

Из данных испытании можно сделать следующие выводы:
1) изменение напряжения течения имеет место лишь, начиная с 

некоторого предела напряжений ползучести, и этот предел умень
шается с повышением температуры:

2) мнение, что изменение напряжения течения определяется од
ной лишь остаточной деформацией, в настоящих исследованиях не: 
подтверждается:

3) из температур, принятых при испытании на ползучесть, пр» 
равных остаточных деформациях наибольшее повышение напряжения 
течения имеет место в случае ясны гания на ползучесть при ՅՕՕ՜Հ 
(ср. 200 -0,6 : 300 -0,6 и 400-0,5);

4) разность между измененным напряжением течения и напри 
жением ползучести увеличивается с повышением температуры. При 
температуре ICO С она достигает сразу 1140/сг.'с.»г, а при дальнейшее 
повышении температуры ползучести она растет незначительно.

При уменьшении длительности испытания на полз) честь повы
шение напряжения течения падает. Это определилось из испытаний 
двух дополнительных образцов, которые были нагреты до 100 С, з 
затем нагружены до 5100 кг/сл? (0,65 гвр) и разгружены через 5 минут, 
давая остаточную деформацию (1,012% и 1,100%), превышающую от- 
щую остаточную деформацию стержней 100—0,6(0,914). Однако, после 
того же режима остывания образны дали напряжения течения 
5500 кг/елг и 5600кг/?ж5, в то время как для стержней 100 0.6 
(4б90кг/с.«։) после 4-часовой ползучести образны дали 5830 кг,сл։ 
с средним разбросом 14кг/с.и։.

Отсюда видно, что длительность протекания ползучести сущест
венно отражается на повышении напряжения течения.

Выскажем предположение, что возврат модуля упругости проте
кает параллельно с повышением напряжения течения. В наших ис
следованиях эта точка зрения оправдывается. Из этом концепции вы
текает, что у стали, имеющей „дефект модуля" (уменьшенное значе
ние Zf, например, от пластических деформаций), можно поднять на
пряжение течения путем ограниченного (например, до 300 С) нагрева.

Этот факт получил экспериментальное подтверждение, например, 
при исследовании высокопрочной проволоки [16|, а также упрочнен
ных пластическим удлинением стали 35ГС 117], стали 5 [15] и стали 
25Г2С [18].

Прочность и удлиняемое! ь образцов не зависит от напряжения 
или деформации ползучести. Это позволило сравнивать усредненные- 
для каждой температуры значения прочности и удлиняемое?։ 
нов. подвергнутых испытанию на ползучесть (табл. 6).
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Таблица 6

Зависимость прочности и удлиняемое™ стали oi 
температуры предварительной ползучести ___

Температура С 20 100 200 300 40(1 500

Прочность кг еж
7864 7713 7668 7589 7584 7375

Удлиняемое1ь ° ф
15,Ъ 16,5 17,1 17.5 18,0 18,2

Как видно из табл. 6, с повышением температуры испытания на 
зучесть прочность несколько понижается, а дефор мотив кость рас-
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Ա. 1Г. 111'1Г1Г|,ВаЪ

ԻԱՐՉՐԱԶԵՐՄԱԱՏԻՃԱՆԱՈՒՆ Ս1Ո/ՌԻ ԵՎ ՏԱ-Р- ԴԼԱՆՎԱԾ ՊՈՂՊԱՏԻ 
ՄԵԽԱՆԻԿԱԿԱՆ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՎՐԱ ՆՐԱ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ 

ՓՈՐՁՆԱԿԱՆ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒԹՅՈՒՆՍ

1.Լ մ փ ո փ ո I մ

Ա:խv/էոուիք լան մեգ ուսո:.մնասիրված Լ ււլսրրղաաի սողքր ջերմ ութ լան 
10•(:. 100 C, 200 C, 200 C, 100 C ու 500 Հ-ի է, ph,էի փոփոխման րավակտ- 
նւսչւաի լալն ղիապաղոնի համար: Հհ աաղո տվ ած Լ նաև հոսքի լարումնհրի, 
աոէոծղականոէ թլան մող ու լի , ամրոլթլան և ղ եփո pi! ա աիկ հա tnfptt իք լսլննև ր ի 
փոէիոիւէէլթլանը կախված սողքից:

!'հրված արղրււնքներից երևա է) է, որ սողքի դ ե !ի ո րմա ցիլսն մեծ ապես 
կախված Լ սողքի լարումների և հոսքի լարումնհրի մո տիկուիքրււնից : (քողքի 
մլւմ աստիճանի մեծացումից "• էդ կախումր փոքրանում կ, որր հեշտացնում 
/ սողքի էով (ալների անա/իւոիկ ղ ր ան ց tn ւ) ր: հհ րկա աշիւաաո։ իք լամր չի հառ֊ 
սւսոաիոմ ղոլութ լուն ունեցող ալն քյարծի րր, որ սողքից աոաջւսցած հոս րի
^ալ<4է.մների ւիոէիոիւու (Ժլունր որոշվուէք է ւ1իա/ն րնդհանուր լքնացորդաքին 

սողրի ջերմաստիճանից: 11' իենուլն 
հոսքի րսրոէ է1՝4ւ1։ րի ա մ են ա </' եծ աճր

ղհ՚խէրմա ցիա լից , անկախ tf ած անակից ե 
է/նսւցորէլալին ղեֆորէք ացիալի Jաւ! անակ
ւքիւււվել Լ 300 ջերմուիք (ան էլեսյքում աոաջացած սողքի մամա'1>ակ:

Ամրոլթլունր ■ դեֆորմաաիէլ հաակուխրււ.ն՚1ւերր ե ասաձղականtu fjլան 
2"ղաւր 1,,'է11,իղ փոփս խվում են աննշան: Աաա ջա րէրիսծ Հ ար: ա Հպական ո ւ - 
ի լտն մոդա լի համար անալիաիկ ա ր ա ահս: լա nt fJ լան կախված ջե րմ ա սա իճա֊ 
նխր
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