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МАТЕМАТИКА

Г В. ГЕНДЖОЯН

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ЧАПЛЫГИНА К ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ

1 . В настоящей работе дается .метод построения приближенных 
решений типа С. А. Чаплыгина для следующей задачи:

Р(я) - Дн \ f(x, И. <ЛЧ=(1 х££) 
\ дх, / 

«|г = о.
(1.1)

Здесь D — ограниченная область эвклидова пространства Ет с доста­
точно гладкой границей Г. Для таких задач, благодаря линейности 
главной части уравнения, изучение вопросов существования решении 
и их единственности существенно облегчается. Относящиеся сюда 
результаты [1. 2J более полны, получены сравнительно раньше, чем 
для более общих квазилинейных уравнений.

Решению задачи (1.1) приближенными методами, близкими к 
рассматриваемому нами, посвящены работы Кошелева А. И. [3, 4]. в 
которых исследуется применение .метода последовательных прибли­
жений, и работа Мысовскнх И. П. (о] В последней работе задача 
(1.1) решается методом Чаплыгина, но фунция / предполагается не֊ 

_ ди .. . ч дизависящей от производных - - Когда f зависит нелинейно от —— 
dxt д Հէ

само построение чаплыгинских приближений принципиально ослож­
няется. В настоящей работе рассматривается именно это-т случай: 
функция ք нелинейно зависит от и и ее производных. При этом до­
казывается сходимость чаплыгинских приближений к решению, тем 
самым устанавливается существование последнего.

Укажем обозначения, которыми будем пользоваться. Пусть 
А' = (х1։ xs,--‘. Хт) и ։ = (с։, և, -. հո)—точки в области D. Расстоя­
ние между ними обозначим через г: r=|x —£|. yf означает расстоя­
ние точки հ до границы Г области D. Открытый шар с центром в 
точке ; и радиусом р. обозначим через Аь Буквой k обозначим по­
стоянные при оценке тех или иных величин. Индекс у линейной 
дифференциальной операции над функцией, зависящей от двух՜ пе­
ременных, указывает по какому переменному идет дифференцирова-



4 Г. В. Гснджоян

ние: например, Дли(х, с) - оператор Лапласа от //(х, Е) по перемен­
ному х. Часто для краткости записи будем употреблять обозначения:

ditt df
---- — 4V . ----------  = нх V . — = /«, 
dxi 1 dxt dXj '' ՛ ’ ' du

= fuXl. = akbk, f(x, u, ux.) = f(u).
xi k

Смысл обозначений Ժ{)Լ С(Й), Wp (D) — общепринятый [6, 7j. 
Ниже мы рассмотрим случай /и > 2. Определим класс Zm как .мно­
жество линейных дифференциальных операций Լ над функциями от 
С2 (D), имеющих вид Լս տ= — ձս-է- а։ (х) - Ե (х) и, где at (х)

(t—Լ 2,---, т) и ծ (х) — измеримые в D функции, удовлетворяющие 
оценкам: |Д/(д)1 </И, О(д) </И.

2°. Предварительно докажем следующие леммы.
Пусть ядро R{x, Е). определенное в £>УД). удовлетворяет тре­

бованиям:
a) R(x, ;)>0 при д. E£D,
б) /? (х, Е) = 0 при х£Г, Е£7Л
в) R (х, 5) является функцией Леви для уравнения Д« = 0. При 

этом разность g(x, ;) — R (х, Е)-------------------- 1 . где ՝/„. площадь
(///—2)ն„ г«-2

поверхности /«-мерной сферы единичного радиуса, удовлетворяет 
оценкам вида я(х. Е) = О(г2|в՜ (0< а < 1),

г) bxg (х, Е) > М շ | Rx. (х, Е) | -Ւ /ИТ? (х. Е). 
т

Здесь М — некоторая положительная постоянная.
Определим функцию w(x) формулой

w(x) = t/?(x, E)9(E)tZE, (2.1)

՛■՛

где предполагается, что <р (Е) принадлежит классу ’ (0 < а' < 1).
Лемма 1. Функция iv (х), определенная формулой (2.1), удоб՝ 

а етвор я ent ус лови я м:
1. w(x) > 0 «0), если <р(х) >0 (<0),
2. ^(д)|г=0.
3. w (х) <C}Jjjx). (}1<а, р<а'),
4. Для любой операции. /. из класса ՜ճ^ верны соотношения 

Lw (х) — <р(х)<0 (>0), если <р(х)>0 «0).
Доказательство. Справедливость утверждений I и 2 оче­

видна. Для проверки условия 3 перепишем формулу (2 1) в виде

® (X) = Ռ (X. 5) 9 (?) Л + - ------1— [ 9 (’\ di = (х) + W. (л).

о о
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По определению функция я (х. Е) дважды непрерывно дифферен­
цируема в области D, кроме точки х — Е. причем для ее производ­
ных имеют место оценки вида

dxi

Следовательно, функцию w։ (х)

(2.2)
OXi ОХ/ 

можно дважды дифференцировать
под знаком интеграла. Более того, обычными методами теории по­

тенциала устанавливается, что ——Հ1— принадлежит классу C[?;f 
dxt дх/

(н<«). Таким же путем легко убедиться, что гса(х) дважды диффе- 
zMO. a') г~.ренцируема под знаком интеграла и —-----֊ — принадлежит Qm |6|.

дх, дх.
При Этом имеет место соотношение

Дзд(д) j

ն
(2.3»

Таким образом, условие 3 выполнено.
Утверждение 4 вытекает из формулы

/,Д” - х- 1Г — ճս՛ -Г (Կ (•՝*) WX{ -|- Ь(х) - ? (х) =

;)4-^(л-)/?Л (д, Е) ^(А-}Л>(х,

р
с учетом того, что К(х, ■) удовлетворяет требованию г).

Л ем м а II. 
а, ? (0<*<1). 
ределенное в I)

При. подходящем выборе положительных чисел К, 
(0<ՀՅ<ՀԺ *: d —диаметр области D). ядро, on- 

формулой
Nr 

г ₽:

\т — ■т-2 гт-

0

— ) при х է Лх 

при х (■ Kt

удовлетворяет требованиям а), б), в), г).
Доказательство. Выполнение 

Финитная функция G (х. ;) бесконечно 
при фиксированном Е. Разность

требований а) и б) очевидно, 
дифференцируема по х в D

Я(х, с) = О(л; :) 1 1
(т — 2)vm

и ее производные удовлетворяют оценкам, предъявляемым к функции 
Деви, так что требование в) выполнено. Заметим, что выполнение 
требования г) надо проверни» лишь в шаре /(■_. В этом шаре g(x, Е) 
и G(x, ;) являются функциями только от г. Производя соответствую­
щие вычисления, будем иметь (индекс ; при р опускаем):
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Arg (А •) = Gr, г - -—1 G, = 
г

Лр / т — 3
Г(7^г)3к г«֊‘

! \թ. Ճ-----------™ւ.\+
Г'П--' /\ Լ0- ?֊)< (р- Г)3 /

Р(п։—3 — 2«) \ । йх(т — 2 — a) I е' F 
г'՞՜1՜0 J 1 ](m — 2) vm

և = ^xg ’) — Л1 V I Gx. (X. «) I MG (X, ■;) A.rg (x. ;) -

- Mm I G, (x, с) I ֊-MG(x. 5) = I ( — -----------} X
\ r'"~2 rm 3՜'* /

/ *3p2 2A/p .VMmp ..\ fa(m — 2 - a)
\(p-r)4 (P — r)a (p֊r)2 / rm

/Vp / m — 3 3 \
(p —Г)2 \ Г’”՜’ гт-1-Л /

^(m — 2 —a)
քՈէ - 1 -a

Элементарный анализ последней формулы показывает, что для 
м:>3 но фиксированным х и £(0<а<!), (Օհ^ՅհՀԺ՜1) можно оп­
ределить такое Л'’с(я. Р. /И), что для А՛ > А'о имеет место условие 
/։>0. Лемма доказана

3 . Накладываем на функцию f(x, и, ил ) ограничения: f гель- 

дерово—непрерывна ио х с показателем а' (0<Հյ'<Հ 1} в области х D, 
и*֊- grad3 «< ос. имеет непрерывные производные/», f,( . удовле- 

творяк>щие в той же области условиям:

0</и<М. (Д '(<Л1 (Z- I, т), (3.1)
х>

где /И — некоторая постоянная.
Заметим, что при таких ограничениях легко доказать единствен­

ность классического решения задачи (1.1), то есть решения из про­

странства С2(£)) Ո C(D). Действительно, если и и •? такие решения, 
то для Т| = « —v имеем
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— △‘П-Ь/н V. 4֊/«Ո = 0. 
xt ՚ ’

т) ր = 0.

В силу условия Հ,, > 0 по теореме Хопфа получим »4տ0.
Следуя С. А. Чаплыгину, функцию и(х), удовлетворяющую ус­

ловиям: Р(и и)) >0 «0), w(.v)ir=0, назовем верхней (нижней) 
функцией задачи (1.1) |часто их называют суперрешением (суб реше­
нием) задачи). Рассуждениями, аналогичными только что приведен­
ным при доказательстве единственности решения, легко убедиться, 
что для любой пэры и, v нижних и верхних функций выполняется 
неравенство а В частности, если задача имеет решение и*, то 
оно, являясь одновременно и нижней и верхней функцией, удовле­
творяет соотношениям н Հ н* Հհ՝. Покажем, что классы нижних и 
верхних функций непусты. Применяя формулу Тейлора, для выраже­
ния Р(п) получим

Р(и)= Д// f(x, и, их ) = — ձ// - քԱ tix -r/(.x. 0. 0).
AJ

Пусть /(a, 0, 0) |<Հծյ. Тогда легко видеть, что если неотри­

цательная функция ՚ծ0 (л) С2 (О) Ո C\D) удовлетворяет дифференциаль­
ному неравенству ԼՀււ ճս — A1S\\ ււՀ\ £յ>0, то она является 

верхней. Тогда функция z/0(a) — - ф.Дл) будет нижней функцией за­
дачи. Построим функцию v0(x). Ищем ее в виде го(х) = егл'« - 
где положительное число А;։ и функцию <«(х) выберем ниже.

Имеем

А։г0 > ( (ձյձ«է« -j- .Vf grad8«») — grad ш , ел 1 " —

. . Mm \- Лг/пч . j grad u> I----------- ) — ~
2 / 4

.ձ՚՚յձւօ 4՜ ( A’:

— ky > / A7։ ձ ա — \ел'1<м։■■1 — A’i.

Определим ®(x) как решение задачи Ди>=С։, «и |r - I, где С\ 
выберем гак. чтобы ц>(л) удовлетворяла условиям 0<ш(л)<1. 

Тогда, очевидно, по Ct и .И можно выбрать .V, так. чтобы выполня­
лось соотношение. 0. Остается построить функцию ш(а). Вве­
дем новую функцию 2(х): z(x) —w(x) - 1, тогда ձշ = z\ =0. 
Следовательно, г (л*) = — C։^G0(x, ;)ԺԼ где (70(x, — функция Грина 

о
задачи Дирихле ьтя оператора Лапласа. Выбирая

будем иметь 0 <и(х) . 1. Теперь легко видеть, что о0(а) —верх-
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ияя функция. Заметим, что функции г»0(х) и w0(x) удовлетворяют 
условию 3 (0< 1) леммы 1.

Перейдем к построению алгорифма для чаплыгинских прибли­
жений. Обозначим поправки ?/ո+յ- 2пЯ։ vn ։ vn = о-цл, Обычно 
ow„, орл ищутся как решения некоторых линейных задач, связанных 
специальным образом с линеаризацией задачи (1.1) (см. |8]). Здесь 
мы определим их непосредственно через ядро О(х, :) формулами

ой,, (д-) = G (.V, ;) Р (и■„ (;) ) Ժ;

" (« = О, 1. 2. • •). (3.2)
tae(x) = - ^G(x, 0 Р (р,, (Q) մՀ.

ռ

Параметр х, входящий в определение ядра G(x, ;), выберем из 
условия: х? х'. где а' — показатель гельдеровой непрерывности функ­
ции / (х, и, иХ') по х.

В качестве 'начальных приближений могут быть взяты любые 
нижние и верхние функции, например, построенные выше. Проверим, 
что действительно формулы (3.2) определяют монотонные, двусто­
ронние приближения Достаточно убедиться, что выполнены усло­
вия: а') из Р(«я)<0 следует Р(вйх1)<0. из РС»Я)£ 0 неравен­
ство P(vr. ։)>0, б') Gi.n |г= lvn |г «= 0. в') о«л > 0 > Вг»я.

Пусть ия(х) и ия (х) удовлетворяют условию 3 (р = х') леммы I. 
Благодаря ограничениям, наложенным на /(«). функции /л(г/,. (£)) и 
/՜'(ս»(;)) будут принадлежать классу С&’ ՛. Тогда из лемм I и II 
будет следовать, что функции омя(х). ^л(х) н. следовательно, ип > ։(х), 
•иЯ4.։(х) удовлетворяют условию 3 леммы I и > 0> (х),

1Г = г = О.
Для проверки условия а') напишем, например, Р(«л ։) в виде

Р(ип^\) « — - քԱ (ьап)х՝ + + Р{ип) -= ԼՀս.,,Հ- Р{и,п>.

Операция 1.2. очевидно, принадлежит классу Z.u, Так как о«п(х) 
определяется формулой (3.2). то из утверждения 4 леммы I следует, 
что P{u„,i) <0.

Точно также проверяется условие Таким образом,
установлено, чго формулами (3.2) определяются 
!«л|, V/il. удовлетворяющие неравенствам

последователь։ ’ОСТИ

P(%>,l+i) >0.

ис < Հ м5 < •••<//„ < Ղ)ո < vn I • • • Հէ՚յ

Докажем, что последовательности f,un(x), vn (х) сходятся к ре­
шению.

Рассуждения мы проведем только для последовательности пя (х) 
так как для рл(х) они совершенно аналогичны.
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Пусть A3 = max| w0(a) , |р0(х)||. Тогда выполнено условие 
Отсюда и из условий (3.1) следует неравенство

!/(//,)! < A3grad=n, 4- А.,. (3.3)

В свою очередь, отсюда вытекает справедливость дифференциаль­
ного неравенства для п,(л)

Ди, (л) fcjgiad8#» А, <0. (3.4)

Введем новею функцию «.(л) //,(л) = ’ 1л ••,(.<). Тогли 
1'1

Ч\ (ГМ

иметь

«• л՜*՛ ш, <՛»- ։։ = 1,

ф/л 1 г/ч>л </’//. I . д*л Հ լ <Ао„ (3.5)
ds. k3^n <■՛.՝■ А*3«;\Ьл 7 А’,ч>.։ ք).Հ

Неравенство (3.4) для <МЛ’) иринимие; вид

Дм«4 ф- АэА։4шя — Дшя -т- А’.«»Л 0. (3.6)

Покажем равномерную ограниченность норм grad.4c; gjad=n«(:)</5.

В силу условий (3.5) достаточно показать равномерную ограничен­
ность норм Цgrad’•>„ i: Из неравенства (3.6) для произвольных п и 
/?>л, вытекают неравенства

(ձ<՚Հ,. -*֊ ^.о>,) ®,մ; . I (ձ*ո. — A.,<»n I ո/րԺԼ

л A

(Лшг A’.wp)u-U: J (ձտՐ — k y>p) արմէ.
У •«й

Интегрируя по частям с учетом условий *•-1։ - v-r , =0. получим

тсюлл следует неравенство

(grad8 ><»р — grad’ *•) 
* Հ>

из которого, очевидно, вытекает соотношение ՛ grad -«„lit. ^‘н
Докажем, что последовательность норм /։(Ыг|) л, = [1~Дг/я-1-

Ь/(«,)|1/.1 сходится к нулю, откуда в силу условий gradnUi, А։7,
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(3.3) и неравенства Бернштейна-Ладыженской будет следовать равно 
.мерная ограниченность норм ||«/։| ... Для этой пели рассмотрим более

W".
подробно связь между Р{ип ։) и Р(ип). Подставляя а равенство

р ( ия < 1) = Р М ֊ - А'Ш* I- քԱ $ԱՈ) х ֊Г fMn
Xl ‘

выражение из (3.2), согласно пункту 2 будем иметь

/>(//„ ,(д-)) С|А.^(х. ;) /и G (х. -)\P(u„(-) flp.

&

Из оценок пункта 2 для функций £(л. 5) и G(x, :) следует, что 
подинтегральное выражение представляет собою непрерывную в D, 
кроме точки S = х. функцию с особенностью в этой точке тина

- . - Поэтому Р(и„ ։) можно записать в виде

Р(«..,(х))- r_ylb-JLp(u„(;))di. (3.71 
J !л՜ ՀI 
р

где "'(д՜, :) непрерывная неотрицательная функция в D I). Моно- 
п -1

тонная последовательность «л(л) = «,(х)ф^^(х) при пх. схо- 
о

лится всюду в D. Эго означает, что для любого х հ D сходится ряд

(Их. ■ I V Р(и{ ($)) d- I |о теореме Леви последовательность функций 
о *
G(x. :) Р(!1Я (հ)) при фиксированном Х\-0 почти всюду ПО : сходится 
В D к пулю.

Покажем, что отсюда вытекает сходимость к нулю почти всюду 
по : в D для самой последовательности Р(//„(;)).

Пусть 1У -строго внутренняя подобласть в D и хУ-D'. В шаре 
р

• -v । < ч функция в(х. Л»>0. следовательно, P(ua(j)) схо­

дится к нулю почти всюду по £ в этом шаре. D՛ можно покрыть ко­
нечной системой таких шаров, поэтому /■>(«л(:)) в D' почти всюду 
сходится к нулю. Но так как I) можно представить как счетную 
сумму областей типа О', то отсюда я следует, что Р՝{ип (5)) сходится 
к нулю почти всюду в D.

Ио теореме Лебега она‘сходится к нулю и по мере.
Теперь с помощью формулы (3,7). используя только что уста­

новленную сходимость по мере, легко доказать сходимость к нулю 
последовательности Р(ип (л*)) !/.»• В самом деле, по заданным £ и 5 
выберем V==.-V(s, Հ) так, чтобы для п> N(z, S) выполнялось соот­
ношение

mcsD( | Р(и„ (հ)) I е)<



О применении л;и гола Чаплыгина к задаче Дирихле Il

Обозначим множества D (| Р (ип (;)) | > О (я Л’(с. 3)) через Пе­
репишем соотношение (3.7' в виде

| Р (и„, (х)) I = [֊73У֊ 1 /J ("•(0) (<«֊!-

f ֊“^тРЧи.(ПИЛ-«-> + »,.
• I I *О'֊„

Оценим нормы |! u։j.z.: и iC'.j ||'..

՛- ,юГ°

И Z 3л а

Л‘ l^(w4S))’r ... . 
“—рг֊~

ք>Հ11

Интегрируя сначала ни л (теорема Фубини). >атем но :. получим

14 (а.) Г|Р («„(,)) I'

ИХ- «’J([ 

Z>

To есть имею։ место оценки

ւ)Այ հ||Ա’3Լ+ «ն р(®л)А'.ч /Л^«) ձւ4֊£Հ. - i t կ'«■■՛)уՀ

Выбирая N(s, 3) настолько большим, чтобы max (-,. ՜է)<1. нетрудно 
убедиться, что из формулы РцН г,'1 Р(пл)И/., будет сле­
довать ограниченность последовательности Р(ип)!•/.,. А отсюда, нвиду 
того, что з, и г можно взять произвольно малыми за сче*. выбора 
*V(s, 3), следует, что ||P(w<»)lJ/.t—>0.

По теоремам вложения Соболева можно из |z/n (л՜)) выбрать под­
последовательность, сходящуюся к некоторой функции //ь(а՜! по 

о
норме пространства гсф ’Гак как (/g(aJ)—монотонная последователь­
ность, то • на сама сходится к нх (.v) по норме этого пространства [8].

Установим, что предельная функция и*(х) является решением 
Шдачи (1.1). Из соотношения |Р(И/г)|!д,-*0 непосредственно получаем

lim j (?ո (л, 5) {֊ ձոԱ?) f(url (;))j iP - 

л

= Hni /ц(.г)-{-J 6’Jx, Կք(1Կ(հ) J-0. 

b
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Функции ия(х) сходятся всюду к пл(х). а для интеграла имеем

Ս<ա =)/(?. 'Կ(Գ ~^~)d= 
/>
֊ ք ԳԱ. У/(5. "»(0. <

1>

^'օ(*. *) |/«. «л (Ո -««(:)

+1 քս
չղ^ձ^)___ ди* (t)

OX, OX,
(iz A’10J//„֊//Mr։֊>0.

'Го есть доказана формула

Ия(х)=:-^О0(л, =)/(;. «.(;),

‘՚
Из нее следует, что л:?: (х) • С<| Т,(О) для произвольного а из интер­
вала (0. 1). а зятем на основании этого заключаем, что /(/z!S(i)) при­
надлежит С (D). Следовательно. zz*(xi дважды дифференцируема, 
то есть она является классическим решением задачи (1.1). Из непре­
рывности и*(х) и монотонности последовательности ип(х) следует, 
что г/л(х) сходится к и*(х) равномерно.

В силу единственности решения предел верхних функций ф* (х) 
должен совпадать с и. (х). Таким образом, доказана

Теорема. Пусть функция f(x, и. иХ(.) удовлетворяет усло­

вно еельдеровой непрерывности по х с показателем х' (0<а’<1) 
п области х 1Հ и* -gracl2«<^oc л՛ имеет, непрерывные производ­
ные քս. fu в тюй области, удовлетворяющие условиям (3.1).

Тогда задача (1.1) в т- черной ограниченной области !՛) < доста­
точно гладкой границей Г имеет единственное решение из класса 
С ՝(£)). к которому сходятся ио норме пространства w\[D) чап- 
лыгинскис приближения, построенные по формулам (3.2). причем 
сходи моет ь с а ми х и ри б л ижен и й—ра вн о мерна.

Заметим, что случай т — 2 не вводит новых моментов в дока­
зательство георемы. Рассуждения также не осложняются принци­
пиально, если в уравнении заменить оператор ձ более общим линей­
ным эллиптическим оператором с коэффициентами, подчиненными 
определенным условиям гладкости. Случай т. = 1 решен и заметке (8|.

Автор искренне благодарит ироф. Е. М. .Ъндисз и С. 11. Круж­
кова за оказанную ими помощь при выполнении этой работы.

Горькомским ։ осу дарственный уннверснтс; 
над. Н. И Лобачевского Поступи.։л 19 VI ’.964
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'!•. «I. гЬЧ.ШИЧ.

4.’ՎԱԱԻԴԾԱՅԻՆ ԼՎԻՊՏԻԿ ՀԱՎԱՍԱՐ» Ի ՄՆԻՐԻ ՄԻ Դ11.11Ի ՀԱՄԱՐ 'H'PI’hlbl՛ 
ԽՆԴՐԻ ՆԿԱՏՄԱՄՈ 2ԱՊԼԻԴԻՆԻ ՄԵԹՈԴԻ ԿԻՐԱՌՄԱՆ ՄԱ11ԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Հողվածում քննարկվում Լ Q աորիղիՆի մոտավոր մեթողի կիրաէԱէէմր հե • 
տևրս{ քսնղրի նկա տմտմր ։

— ձԱ 4 ք (л-, U. U Հ ) = 0

и |ր-0:

Ալաոեղ հավասարւ։։ ։1 ր արված է էքէ- չ՚ո վէ ա՛հ ի էվկ [ /"] I '"ն տտրածո։ թլան 
ոքմւէ ււահմանավւակ D տիրույթա մ "րի բավականաչափ ողորկ I •եղրաղծի 
վրա տեղի ունի նշված եզրային որո/մ ան ր ! Bm.Jt] Լ տրվո։ մ. որ ք*փունկ~ 
զիան որոշ սա՚։մ անուէիակումհերի ենթարկեր։։ ղեպրոէ մ կարե/ի Լ չս։պ քի­
շին րսն երկկողմանի մ ոոէ՚ովո րու։(1ւե ր կասո։ ղե/, որոնք ղուղամիտամ են 
իւնչրի միակ րոծմանր։ 'Լերշինիս ղորս թ ր։։նր ղրանով ու պա t/п ։ ղվո ։.•!՝ Էէ 
1'երված Լ՛ աւդպիոի մոտավորա.[ԺյոՀհներ ստանարո մի արրւրիթմ։

Л ИТЕРАТУР Л

I Ntigumo M. <Ն։ prlnclpaHy Ьпеаг < lllptk differential equations of ։lie second ol­
der. Osaka Mail։. J.. 6 (2). 1954.

2. Sato T. Sur I'C-quaiion aux dcrivees partialles Az /<л. у -■ հհ ՜/հ Coi:։pn>iiio 
Math.. 12. № 2. 1954.

3. Кошелез .4. И. О сходимости метода последовательных ириблии^ний для квази­
линейных эллинтческих уравнений. ДАН СССР. 142, № 5. 1962.

4 Кошелез .4, Z/. Инволюционные преобразования и метод последовательных при­
ближений для эллнпгячсскнх уравнений. АЛ'. 1 СССР. 148. № 2, 1963.

5. Мыскозских И. /7. Применение метода Чаплыгина к решению^адачи Дирихле для 
одного частного типа эллиптических дифференциальных уравнений. Д?\М СССР. 
99, № I. 1954.

6. Миршда К. Уравнения с частными производными эллиптическою типа. 11.1. М.. 
1957.

7. Смирнов В. И. Курс высшей математики, г. 5. Физмлтгйз. 1959
8. Гснджоян Г. В О двусторонних чап.шгннскнх приближениях решен»» лвухто 

Ч1?чн<>й граничной зэдзцц И.чнёстня АП АрмССР, серия физ.-мат и. vk. 17. 
№ 3. 1964



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԱՍՌ ԴԻՏЛԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
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МА I ЕМАТИКА

А. Г. ПОЛЬМИСАРЯН

ОБЩИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

§ 1. Через л хп) будем обозначать точку //-мерною
эвклидова пространства Rn. х' Հո-ւ). ограниченную об­
ласть в /?" с границей I՜. ‘2,—подобласть Ձ с границей Г։, не имею­
щей с Г общих точек. У. — Զ/1Հ (случай двух областей рассматрива­
ется для простоты изложения, вес результаты верны и в случае раз­
биения Զ на конечное число областей. Случай неограниченной об­
ласти. когда ‘Л совпадает с /Г/’-З, будет рассмотрен в п 4). На гра­
ницы Г и Г։ накладывается следующее условие: I՜ и Г։ можно 
покрыть конечной системой областей U, (соответственно V ) в R' 
таких, что в каждой из U, (V/) определено невырожденное беско­
нечно гладкое преобразование координат л՜—>у такое, что после при­
менения этого преобразования Г (соответственно Г,) становится ги­
перплоскостью у,. - 0. При таком отображении прилегающая к Г часть 
области 2С оказывается лежащей в полупространстве а при
отображении границы Г։ прилегающая к ней часть области Զ։ лежит 
в полупространстве )'„<Հ0, а прилегающая к границе Г։ часть области 
2л лежит в полупространстве Уя>0. При этом требуется выполнение 
следующего условия: если начало координат исходной системы пере­
нести в любую точку Р границы Г, либо Г։ и если у- -локальная ко­
ордината в'области покрытия, то требуется, чтобы в точке Р имело 
бы .место

£1=... = ^^ *ճ = 1 ժ^ = ...= "^ 0.
OX,, dxn их„ дХл

Пусть и< է<Լ Т հ ֊}֊ ос. Через 27. Զք, ճք будем обозначать ци- 
линдры а7 2,- (0</<Г). а,г=”,х(0</<п.^.г=2։х(0<(’<Г). 
а через Տյ и ձ՜յ,— боковые поверхности ճր и 2/; .Տ\ = Г (0<7<Т), 
Зг. = Г։Х(0</< Г).

Приведем несколько известных фактов относительно пространств 
W՜՛ и Ա՜Հ՜.շ (см. 11J, |2|). которые понадобятся нам в дальнейшем. 
Пространство Wi(Rn) определяется как пополнение пространства 

Со (/?") Но норме
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где Fu— преобразование Фурье функции щх). Если /—целое, го нор­
ма (1.1) эквивалентна норме.

( Ջ \ ]1Уи (х)? dx\ . (1.2)
\|а. <IRU ՚ /

а при / дробном норме

( Ճ I՜ DWdx ֊ V J J (1.3)

(•1<7ЯЯ i«։~ in/?" nn

Если U -ограниченная область, то, как обычно.

Il" Ik « = ( 2 J l^“" (*) Is '*• (1.4)

Пусть
Д’

—конечное разбиение единицы в окрестности области 2. где - (л) — 
бесконечно гладкие функции. Тогда норма (1.4) экви валентна норме

А'
2 VjF '’л л՝" 

/-։

В дальнейшем будем предполагать выполненным следующее: раз­
биение единицы (1.5) таково, что если носитель функции <^(х) имеет 
с Г либо с (\ общие точки, то он целиком лежит внутри одной из 
областей Ս. либо I',. покрытия границы. Пусть функции փ (х)' 
(./= !,•••.г) —ле из функций разбиения (1.5), носители которых пере­
секают Г Их сужения на Г снова обозначим через ©z(x). Простран­

ство Ահ|1') определим как пополнение пространства С՝(Г1 но норме

. =(ճ II?/" Հ//«-։) •I և. /

где норма ■. R,. . оерется в локальных координатах. Аналогично 
определяется и пространство 1^(Г։) с нормой |« '֊Հ , .

Пусть խ, ծ|-некоторый интервал оси է. конечный или бесконеч­
ный. Пространство Ич.!.«(2у |</. А]) определим как пополнение про­
странства С (2Х|а. />|) по норме

"(.v,/)itt = yi;«(A-.OII?.^/ h.у 1 KI.V. п Հխ(1.7)-
•I а
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Норма функции в пространстве IV"։’* t, •.»(Г X խ, ծ]) оп­
ределяется следующим образом

/' Հ г \,/г
и 'г. Аг. Г i W \ ^ր -Ւ՜ X \ I (a. t>]^x I ' (1-8)

V У г /

Обозначим через R полупространство в R՞. где хй>0, а че­
рез R՛՝֊ полупространство хп 0. Если и W-i(Rn), то ее сужение 
на R՞ принадлежит ГСД (/?’.) и

н « '|Լ Д.ГТ ՝< .С։ -| и ||Լ (1.9)
•F

и. наоборот, если и IV'? (/?!). то ее можно продолжить на все R" 
так, что

(* = 0,1,-•-,/), (1.10)

где Լ оператор продолжения функций с R՜ на все R' . Если/>1/2. 
го для и (х) ‘ 1Гг(/?+) справедливо

|l«(.< O)||/_V։< CJ||«H/.^. (1.П)
4*

Если </ числовой параметр, то верно следующее неравенство 

և/Г* <ԳԺ||« ;/+1<ЧИ!о}(О<л</). (1.12)

•а также неравенство

0)Ն<Գ(]Ա/||1 + խւ «Col. <1-12')

где нормы берутся по /?'’либо по R': . Постоянные. См и 6\ не зави­
сят от и и <7 (см. [3|). В дальнейшем нам понадобятся нормы, зави­
сящие от числового параметра q

fPlMS. (1.13)

где нормы берутся по Rn либо по R” или Rn ■

Рассмотрим прямую сумму Соболевских пространств U?j = 
= W-(R՛՛) — UZ' (/Հ’_) Հ- IVВсякую функцию tf(x)C IV? можно 
представить в виде

, լ I Wl(x), Rn.и(х)= ։՝ (1.14
I u2(x), ,

где zz։(.v) 0 при x RZ. n2(x)=Q при x ■֊■ Rl. 

Для функций ни да (1.14) имеем

HI" III?=i «1 Hi?. - I«»II1?. = II«, i. „» +
'A2' ". + «.Հ (Mo)
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Неравенства (1.9)—(1.11) можно записать в виде

К I Լ քքՈ Ц I i; ձ։/1 > ! 7. ' |, /,’м 1 Ф, Д’՞ ' ( 1 • 1 6)

м(л'.О) Сз !1„‘/г (л) . (1.17)

вычисляя •t/u\ как нормы по полупространству, можно перенести 
неравенство (1.12) на нормы по Զ:

“ ՛■ - III« = (II« I ■■ + ч ДН «2)' ■ <
(1.12")

c;,(s ?"«’-») Գ « г. 

к-О
-.Положим

И1МГ = "1||;,ր = (ւ».ս+ ?1Պ1"ււՀր)''։’ 0-18)

ни " = г, = (Н« :;=г, I- Vi7/- (Լ18')

Из (1.17) получаем, что при целом / > I функция из Ա7շ(Զ) об­
ладает граничными значениями и

«ււԱ. ал 9)

В дальнейшем нам понадобятся пространства, введенные W. II. Ви- 
шиком и М. С. Аграновичем [3|. Пусть G = 2 х (— оо <Հէ<Հ -ք-эо), 
6-ГХ1 օյ<Հ/<Հ: ос). Всюду в дальнейшем будем считать, что 

| /|1, U-‘/j. b—целые положительные числа. Пусть т>0 фиксирова- 
I но. Нод пространством Pt, пъ О’) понимается пространство функ­

ций и(х, է), определенных r /7. равных пулю при /«<0 и таких, что 
е >!и(х, /) (О). За норму функции и (х, t) bPi,i^ G)

(примем норму Л z2i, (см. (1.7)). Аналогично определяется и
пространство функций РА X.2Z, (е v, (7) на G': это функции и (Հ. է), 
Заданные на G', равные нулю при է < 0, и такие, что f-՝z/z(z'. է) - 
С ^$, За норму в /Հ х(е :f, G') принимается норма
е-՝/и(х', է) ՀԿ7ծ (см. (Լ8)).

Пусть теперь /—целое неотрицательное, հ > 0. Пространство 
£՛. (т, Զ) определяется как совокупность функций U(x, />), опре­
деленных при почти всех л и п, Rep> т, и обладающих свойствами:

1) при всех р, Re/^>*. и почти всех р. Rep = j,

U(x. р)^ w;(2).

2) при почти всех х Ձ функция ձ'(.ր, л) задана и голоморфна 
при Rep>0 н

Sup | U (х, = г Н) 3 = ф i~. 1ծ d'.

2 Цйкчлнн ЛИ. серия фнз.-мл. науч. № I

^ւ՚ո՚րւքևն 7.

^5՛ 
Հ Ч5Л8ГГъ11>а^
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И ДЛЯ Dx U (X, р) при I а < /

Sup J՝ D\ U(x, р) |։ d-ՀԼ 4- ос,
’>Т

3)
НЩх. *)!!;.,/»= J + +

°>Т

Аналогичным образом определяется пространство Е\, х.гь (Т.Г): это 
совокупность функций Ս(Հ р), определенных при почти всех х' ■ Г 
и Rep >7, таких, что

1) при всех р, Rep>7 и почти всех р, Rep = 7, 

U(x\ р) £ ^(Г).

2) при почти всех х' Г

Sup [ I Ա (л', р) |2 ■ <3 4- / -. Iх * d - < 4- 00, 
°>Т

3)
||£Л< Р) ՚ձ-..ծ = ( I :2г4-!рР1|С'-;з1Их< J.oo

’-Т

(см. (1.6)). В |3| доказана следующая теорема.
Пусть 7 —положительное число. Тогда преобразование Лапласа

Ս (х, р) = Լ и (х, /) =- f e~pt и (х, t) dt
о

взаимно однозначно и взаимно непрерывно отображает пространство 
Pi.itib (е-Հ G) на пространство Ei.ipb (7. Զ) (/—целое неотрицатель­
ное), а пространство Р„.^:ь (« " Պ G') на Е\։ նա> (7. Г) (X 4 ։/։ —целое 
положительное).

§ 2. Пусть в области С7 задан линейный 26—параболический по
И. Г. Петровскому [4] оператор порядка 2 т с разрывными коэффи­
циентами

А (х, Г)х . didt) = [ А’(х, /Л, Ժ/ԺՈ, (х, /) £ Զ[ 
А"(х. Dx. d!dt). (x. О £ Զշ

1)л = D.r, • • DXit = — i d՝dxk. A' — операторы в частных производ­
ных с коэффициентами, зависящими бесконечно гладким образом ог 
х в Զ/ (/ --1,2). Порядки операторов А1 равны 2/и, а порядок члена 
/Հ a^idP по определению 2b параболичяости равен ах4--՛- 4 2л 4՜ '^>՝ 
Пусть функция /։(х, 0 задана при (х, է) £ Զ։ր, а функция Л(х. է) пр» 
(х, է) £ ճք; Положим

«(X. /) = { «7 (Л. /), 
//й(х, է),

(X, /) £ ճք 
(X, /) £ ’
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где «/(л, Г) 0 при (х. /) է Զ'/2/ Ա 1,2). При (л. է) . Sr, под 
iii(x. է) понимается предельное значение и (х. Г) со стороны Q'(i — 1,2) 

Рассмотрим следующие уравнения

Л1(х. DXt dldt}Ui(x, t)=j\(x, է). (2.1)

А-(х. Dx, djdt) u2(x, t) = J\(x, t) (2.2)

при следующих граничных условиях
ՀԱ, D„ д/д1)и2(х, Օ'.Դ։ + C,(x. Dx> Ժ/Ժ/) н2 (x, Հ) ձյ =.gy(x", է).

x" £ Г, (2.3)

ЛДх, D,r. d/<?/)w2(x, է) I <?r = Հ (xx, О: /=!,•••.xf Г. (2.4)

Предполагается, что коэффициенты оператора В, бесконечно ди։| - 
ференпнруемы в Զ/, коэффициенты операторов С։ и /?, бесконечно 
дифференцируемы н 2]. Порядок В, и С,- равен т. , а порядок Я. 
равен гг

К граничным условиям добавляются начальные условия

«!г 0 = ?0(х).---, ֊ =*Л_1(х) (/;/ = /?-z). (25)
dt /^о

Если допустить, что все ^(х)=0 и 7=-- ос, то формальное 
преобразование Лапласа приводит задач) (2.1)—(2.5) к стационарной 
задаче

Л։(*. Զր, р)Ь\(х, /;)=Л։(х, р), х < ԼՀ (2 Iх)

Л=(х. £>Х։ p)U2(x, Р)=/?2(-<. РУ х Հ (2.2 )

с граничными условиями

(А Рх, р) L\(X, р) г. -Г Q(x. Dx. P)U2(X. р) |Г1 = О՝;(х\ /7), (2.3х)
7=1,. ..,2 т\ х" f Г,

Ri(x, Dx, p)Ls(x, р) г==^*<(хх, р), /=l,...,w: х' Շ Г. (2.4') 

где р—комплексный параметр, пробегающий правую полуплоскость 
Ь'ерХ). Положим ր = ցՀհ и вместо параметра р будем в дальнейшем 

рассматривать параметр изменяющийся в угле Q: arg q հ “ .
4ծ

План наших дальнейших рассмотрений таков: сначала мы ли 
стационарной (эллиптической) задачи (2.1')—(2.4х) доказываем георе-: 
существования и единственности в пространствах Ei. ւքշծ , потом, вос­
пользовавшись изоморфизмом пространств Е1,1ггь и Рщпь получаем 
однозначную разрешимость параболической задачи (2.1) —(2.5) в про­
странствах (теорема 6).

Разрешимость задачи (2.Г)—(2.4՜) доказывается в общем по тому 
же плану, как это обычно делается для эллиптических задач: сначала 
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для случая однородных операторов /V, В-, Ct, R, с постоянными ко­
эффициентами в полупространстве доказывается априорная оценка и 
существование, потом эти результаты переносятся на случай опе­
раторов с ыалоизменяющимнся коэффициентами. и. наконец, с помо­
щью разбиения единицы ’получается окончательный результат для 
операторов с переменными коэффициентами

Граничные задачи для эллиптических уравнении с разрывными 
коэффициентами изучались в ряде работ, из которых мы упомянем 
недавно появившиеся интересные работы Я. А. Ройтбергя я 3. Г. 
Шефтсля |10| и Ն Г. Шефтеля [11] (см. также цитированную там ли­
тературу). Заметим, что в рассматриваемом нами случае наличие па­
раметра q позволяет получить априорную оценку (теорема 2), из ко­
торой сразу следует единственность решения задачи (2.1') (2.4'), в 
то время как из оценки вида

|| / ՛ А | г। .1 ’« 4- Аг ф &п 4- - Gf т-m/ 4 -1| տ, -у. 4*

+ И I»
с помощью которой получаются основные результаты в |10|, (II). 
единственность не следует. Кроме того, для достаточно больших по 
модулю q мы доказываем существование решения при любых правых 
частях, тогда как в [10], [11] существование решения доказывается 
при выполнении некоторых дополнительных условий, налагаемых на 
правые части.

Теорема существования и единственности для смешанных крае­
вых задач для параболических уравнений (и систем) с бесконечно 
гладкими коэффициентами во всем Զ՛ с условиями вида (2.4) на Г и 
условиями Коши (2.5) получена в работах М. С. Аграновича и М. И. 
Вишика [3]. [5]. Отметим, что общей теорией разрешимости смешан­
ных задач для параболических уравнений занимались Т. Я. Загорский 
[6|, С. Д. Эйдельман [7], Л. Н. Слободецкий [8] и другие

Используемые нами методы близки к методам, развитым в ра­
ботах [3]. [5|. [9]. Доказательство некоторых теорем, сформулирован­
ных в настоящей работе, в частности в § 4 и § 5. схоже с доказа­
тельством аналогичных теорем из [3]. поэтому мы ограничимся только 
формулировками этих теорем. Подробно (в §3) мы остановимся толь­
ко на случае, когда коэффициенты операторов задачи (2.!') (2.4') 
постоянные, сами операторы однородны, а граничные условия щдаются 
на гиперплоскости хя = 0.

$ 3. Рассмотрим уравнения

АЧПд. ?)«>(*. <z)-/։(x. qy, (х.<0) (3.1)
Л’(О։. ?)«5(*» */)«/=(-<. «7): (*«>0), (3.2)1

где A'(D,, q) и .V(/J,. q)— однородные порядка 2 т эллиптические 
операторы с постоянными коэффициентами, числовой параметр у из­
меняется в угле Q.
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При лл = п заладим условия
</)'/։(х. q) ր„ --օ֊յ-Շ, (£)ր. /?)//. (a\ </) +օ = £,(*'. 7).

(/ = 2 m) (3.3)

x' = (A’j.-• •, Xr: |); £?/(;. q) и C/(c. q) однородные полиномы ио 
£ = Ն) порядка т, с постоянными коэффициентами. На операто­
ры /V(£>x, </) и X5(Djf, </) наложим следующее условие:

Условие I. А1 (;. q) փ 0 (/ = 1.2) при հո 5 0, ? ֊Ւ q 0. 
При п 1 дополнительно потребуем, чтобы уравнения А՛ (:'. л. </) — О 
(/=1,2) имели бы ровно т корпел։ с положительной мнимой частью 
и т с отрицательной мнимой частью.

Из условия 1 следует, что многочлены /V (։', Հ q) и А2(¥. ՛■. q) 
можно представить в виде

А1 (Г, = (=', Հ </) Aff (='. Հ q),

WA ?) =/И? q)MiW, Հ q), 
где 

т
М* (Г, 9)= П (Х֊'-А֊).

t-I

a /ji—корни /V («', </) с положительной (отрицательной) мнимой
частью. При q = 0 условие 1 превращается в условие эллиптичности 
операторов А։ (£>д, 0) и А-(Г)Х. 0).

Положим /, (.v, q) f\(x. у) ~ 0. Сделаем преобразование Фурье 
по .Հ՛ = (л1։« ••. х„-1) -> V = (;,.•••. Լ 1). получим

Д’0, (3.1')
ахп

Л2(Г. — </)'V3(։z. xn.q)=0, (3.2')
dxn

Bj(z\ -i—t ?) v։(^, A/r. v)֊x„—o + 
dxn

-ЬС.(;', - i (iq)v2(^ q) r„ +o g. (':', q) {J = 1.• • • .2m). (3.3<) 

где g^F'gr

Через =» "ЬОТ- будем обозначать пространство устойчи­
вых решении уравнений (3.1') и (3.2'). то есть пространство фунь-ций 
т(;', Л'я, q), имеющих вид

( г՛, (Г. л-„, q). (хл<0)
I -Vji;'. л-я. </), (хя>0)

(3.4)

и являющихся такими решениями (З.Г) и (3.2'), которые стремятся 
к нулю, когда ля֊>± х. В частности, гак как и ծ2 суть решения 
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обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи­
циентами, а именно, уравнений

Л1Г(;'. -i-Հ֊, хя. ?)=0.
dxn

Ж(Г, ֊//-• хПу q) = 0.
dxn

то, очевидно, что базис в могут составлять экспоненты вида 

е11 »•*x" (k = I,- • • . т), а в экспоненты вида е"- к 'п (k = 1,- • •, т), 
в случае кратных корней эти экспоненты умножаются на некоторые 
многочлены от х„.

Условие 2. Задача (3.1')- (3.3') имеет одно и только одно ре­

шение вида (3.4) для любых правых частей g^V, q), принадлежащее

Условие 2 может быть записано в следующей алгебраической 
форме: если е՜ ,•••,<?„■ базис в а базис в £7£2. то
условие 2 эквивалентно условию

tlel [ /?;(։/, ֊ ( (?) ек 4- СД-'. Z ֊, q) ek I փՕ
I dx„ л’п—u dx„ խ -+°J

Im s = 0. i; ՛ 4- q I ф.0, q Լ Q.

Легко проверяется, что функции

Г е'Ч»),*՜’«7е I ՛м-;.; •—
J .VI1 (; , A, q)
7՜

ei= "JL • X dl< (^ = к•••./«).
.Լ Mi (;. a. </)

где ;՜ (հ ‘)— контур, содержащий все корни уравнения /ИГ(;', К, <;)=0 
(/И2 (;'. X. д) = 0), образуют базис в ^77 = ^7ձ՜ր^7ձ-

Построим теперь так называемый канонический базис в

2ДГ. Хп. у)= I 2‘-/(:'. <7), U«<0) (у= յ ... 2т)
I Զշ./ (։'. л-.„ q). (л'я>0), 

такой, что
й,(։'. X,. ?)U,.։ С,(Г, х„, ч) ԶՀ, ,„ = гл, (3.5)

S*- символ Кронекера. Тогда любое решение (З.Г)—(3.3') с произ­

вольными правыми частями g. (V, q) запишется в виде
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Ղ՛ (Հ хп. q) =

Действительно,

2т
М*'. а) = Լ Ջ։7/(!

2*1 
г’,(С. хп. v) = ճ Զ"

А'л. <?)£,(;', <?). (л-л<0).

(3.4Դ

d
֊ I у dxt (?)

! -1
2 л։
Ճ 7)>л

</)£/ G' V). (^л>0).

+ С> <’'• - ‘ յԼ- ?) - («'. ?) |.е„-+о = (

В дальнейшем нам понадобится интегральное представление ка­
нонического базиса. Функции Զ/ будем искать в виде

т

Զ/ (V. х„, (/) =
л-։

■Հ)= Ճ < ՛
* -1

(3.6)

Подставляя (3.6) и (3.5) и решая полученную систему уравнений
относительно Հ и (Л = I,-• •/п) при каждом 
формулам Крамера, получим

J (J = Լ. •2 т) по

Գ( хя, <?) =

Հ ебхп
.՝ ՜ Л1Г(? 
т“

Г е1'*" л; (
.) Л# (='
Г1

</) л- ---- — Ժ/Հ
< <7)

(xrt<0)

Ա„>0).

(3.7)

d
2 т

^d,.-, 
\ V)

</) £,(։'. 7).

где функции А/ и Л; бесконечно гладкие однородные степени
in — mt 1 по совокупности аргументов, являющиеся полиномами по X.

В дальнейшем в этом § будем считать, что функция т»(Г.ля. q) 
имеет вил (3.4). и что нормы |’/г1. и их берутся по полупростран­
ству Ջ֊, а нормы 1|//а и и., по полупространству R .Положим

I > max (2 т. т, 4- I). (3.8)

Теорема 1. Пусть выполнены условия / и 2 и пусть целое 
I удовлетворяет (3.8). Тогда, при ненулевых q Q и любых 
f\(x. q) I ԱՀ.՜2'՞ (/?"), fn(x, q) £ (R^) существует одно и
только одно решение

«ДЛ. q). (Л’«<0) 
и2(х. q). (х„>0) 
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задачи (3.1), (3.2), принадлежащее W* (/?л). При этом при q զշ 
(Чо~ произвольное положительное число) имеет место двусторон­
няя априорная оценка

и • с\ Л / I՛ Հ + S s/■■ ■'

/-I
или (см. (1.13))

hu-H?:2 "l!o<C|||/։ /-2^4-j/a„/-2m • q\‘--m( /։:u4-

;Հ (3.9>
+i/, ) Ճ Cgj և., ' ■'■'՜՛ ֊«• н <с'< "՛'+■ ?՛՛՛ "»>•

/ I
До к а з а те л ь ст в о. Очевидно, что

-т
Al(D,, <?) «է1ե 2m< շ; v <z *ւխ։

<?-о 
откуда в силу (1.12"; сразу следует

|ա.ւ-2"<Գ1|!“ւ!^, (3.10>
аналогично и 

1;У։։г :.т. Сц [|; //շ|ւՀ- . (3.11 У

Точно так же легко заметить, что

I Bj(Dx. q)u} ;_Я1/+ |!’СДГЛ. q) -«,<€»•( պ.է ,.«2|ւ). (ЗЛ2> 

но в силу (1.17)

' Bt(DxK q) Ui|||._ Րր/_ւ։ հ՜7 Г. 11 Фх, Հ/)Պ .'-.тту (3.13}

<Ct(Dx. q)ut v^.^C CaiiC/Dx, ց)սէ է-Պ. (3.14}

Из (ЗЛО)—(3.14) сразу следует второе из неравенств (3.9). Для 
доказательства первого из неравенств (3.9) сведем задачу (3.1) (3.3) 
к случаю, когда քՀ — /2 0.

Пусть ձյ-оператор продолжения j\ с R' на R'՝ и L. — опера­
тор продолжения с 1Հ1. на все Ք'. Рассмотрим уравнения

.4’(ГЛ, q)!^^ <7) = ^i/։(A'. q).

Л2(Г),. q)u9(x, q) = L.fz(x, q).

При ненулевых q () частными решениями этих уравнении бу­
дут функции

4=/-֊։(лчг, «у))՜1^/.,/;, (3.15)

«2(= F՜1 (Д= (Լ t/))-։ F 1_л/2. (3.16>

Так как операторы .4' (£Հ՚. q) —’однородные, степени 2т. то мы 
имеем

/=■«?! - С,„( 51 + ,?;) -"|ЛД,Л

|А֊«? <Գ(31 + 1?
<
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ИЛИ

(1-ЫгГ +!<?։"> /=■«? <с„(1- ?|“-։я)
(l + i։|a +Ц|И ) f«° •՛ Գ<1 + j"-"-! q“ FI.,f,\'.

Проинтегрировав ио ; по всему R . получим 

t Wl ?|.p։ ֊<• ^is ^։/։Wj.pn 

1 UJ^f. A’" ՜ *48 ^-յ/շ՚՚-ԼՔ՞'

Так как //? и //.’ принадлежат Ա’’:՜ (/?'). то их сужения ип R1' (со­
ответственно на R ) принадлежат U'* (/Հ И tt*'.՛ (#!)), так что соглас­
но (1.16)

A*4 ** к՝п • (*Т17)

III a*» ՜ ^:։ /г էյ ֊շ*, v” ՜ ($• I8)l

Положим
■ а.(Л։ 9) I <*.<Օ>

I и«(х. у). (Х,>О). 
и

и(х, д} = «®(Л\ 7)4֊^'(х. 7); и՝(х.д) = | *։<А։ Հ'
I «‘г(х. 7), (хя>0).

Тогда функция w(x. д) будет удовлетворять уравнениям

A։(D^ д)г^(х. <7) = 0.

A֊(Dt. д)и*(х. </)=0,

а при л., = 0 — граничным условиям

Ճ.(£Լ, 7) ^-_о+ С (D*. у)^.(х, <у) хп .-o = g.(x'։ д)—

7). (/= և---.2^) 
где

g) = Bl(Dx. д)и\(х. q) ։^_0-rC?(Dr. g)uQ2(x. д) .0.

Теперь достаточно получить оценку

с„у " (3.19)

/֊։
тик как отсюда и из (3.17). (3.18) будет следовать

I I'«и,- I!«41,+!.=•։, «Ա. +։«;։,+; »'Г.

■ /: ՚ -+Ճ И/ ' Ղ •I.+Sl ',>•

Г '՞1 /“1
но так же, как и при доклштельстве второго из неравенств (3.9), 

BsJD;.,...., Գ՛՛«’.։, ԳԱ Л , ֊\f-A
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Отсюда сразу следует первое из неравенств (3.9) и для завершения 
доказательства нам остается доказать оценку (3.19). Функция v (Г, ал.<?) 
из (3.4') является, по крайней мерс, при почти всех и q устойчи­
вым решением задачи (З.Г) — (3.3'). Используя представление (3.4') 
нетрудно найти вид функции

Оценим сейчас выражение f(gf— g'j). Для этого воспользу­

1т
q) = (FT՝ ճԶս(^֊ .^). (лл<0)

■w (х. q) = /-։ (3.20)
2 m

(*. я) = (Ո՜1 I Sil <g/ - g°/). > 0).

/-։

емся интегральным представлением канонического базиса (3.7):

е^«Л'7(Г.л. </)

•И й՛. . ./I

Дифференцируя по хп под интегралом а раз и делая замену нс՛ 
ременных л=7.х}/ ;2 q 2. получим

(’Ւ' С,։(1;'|«+ 91=)-Պ «Г**» + •дхп

Интегрируя по хя . имеем

ք| ֊^֊ ՝d.^'Cx г-171*)’՜”’'
J I дх„

Теперь, если только խ|> <fo>0. то

|2<֊dxn <
о

С„(|Г' Н?+ ’^т1).

Умножая обе части (3.21) на gy(:\ q) g}(<\ q) 
по Г, по определению нормы получим

и интегрируя

аг.,(ё(-ф }|1Д՞ <Գ(ԱհԼ „.

Аналогично оценивается и выражение Զ!։ >. (հ, gj). Отсюда не՛ 
посредственно следует оценка (3.19). Легко видеть, что функции
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Ճ tn՜11 7?)i. (х»<0)
/-։

(л-л>0)

U»<0) 
2 л

I I
определяют решение задачи (3.1) —(3.3) при /։ (*./?)- у//՜-'" (/?"), 
Л(А q) W՝-im{R\), g/(Z. q) wi'mt '(Rr'~{) и q Հ Q. принад­
лежащее Wi(R' ). Теорема доказана.

В случае одного уравнения

.4 (/Л, q)u(x, q)=f(x, q), (3.22)

рассматриваемого в полупространстве лЛ>0 с граничными условиями 
при хл=0

R/(DX. q)u{x, q)\r„ 0 = fy« q)- (/ = 1, ... . w), (3.23)

где .4 и Rh как и в теореме 1однородные дифференциальные опе­
раторы с постоянными коэффициентами (порядок Л равен 2т, поря­
док 7?z равен г) при следующих условиях:

Условие Г. Л (В. <?) * 0 при 1т; = 0. |; փ | q * О, q £ Q. 
При п. - 1 дополнительно предполагается, что половина корней урав­
нения А (V. Հ <?) = 0 лежит в верхней полуплоскости, а половина — 
8 нижней.

Условие 2'. Задача

Д(Г. i ք -, q)v(V. x„, <7)=0
dx„

? • 9’ИС'. А'л. q) o=-?/V, q) 
dxa

(/ = !,•••. /«)

։:иеет одно и только одно решение в пространстве устойчивых реше­
ния, верна

Теорема (М. С. Агранович. М. И. Вишик |9|). При ненуле- 
аых q 0 для любых f " IVշ ' (/?'). Հ н Ա7; г/~‘։(/?'’’՛) сущест­
вует одно и только оОно решение и (л*. q) задали (3.22), (3.23), при-

'лежащее W:(R' ) При нто.и имеет место оценка
т

Ц1« ՛.՛ с f հՀ£ հ. \_,i ,z՝<C'u i, 
/-։

2de нормы, берутся по полу пространству Rr‘.
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§ I. Рассмотрения предыдущего параграфа позволяют получить 
некоторые результаты для задачи (2.1Դ-(2.4') в областях Զ։ и 2։ 
(обозначения и условия на Г и Г։ см. § I).

Рассмотрим уравнения

.V($, Dx, q)u,(x, q)=f\{x. q)\ х - Զ։ (4.1)

Д’(х. /Л. </)//,(*. q)=f9(x. 7): х Հ Զ3 (4.2)

с граничными условиями
В^х. Dx, q)iiy{x, q) ր։֊ր^(.Հ. Dr. <?)м,(х. q) Г| = Հ, (л*. հ) J

(I.о) 
(у = Լ...,2ա). X" - Г։

Rj{x, Dx. q)u.2(x, q) ^(x1. q\. (4.4)

(j = 1.- • •. in), x' - Г

Предполагается, что коэффициенты операторов .41 и В. беско­

нечно гладки в Զ։, а коэффициенты операторов А-, С,. в Զ2. По­
рядки Д’ и Л5 равны 2т, порядки В и С, равны т . а порядок R, 

равен г... Через Ло, Ло. /^о. С/Х>, /<0 будем обозначать главные части 
операторов Л’, Л8. В/{, Cr R,. параметр q Q. Потребуем выполне­
ния следующих условий.

Условие 1. Ло(х. ;. <?) О (I == 1,2) при х - Q,. q Q, Im
I?I (?| '--0. При n.— 1 дополнительно предполагается, что корни 
многочленов Л1(л, Հ q) (։ = 1.2) поровну распределяются между верх­
ней и нижней полуплоскостью.

У с л овне 2.
а) Задача

Ао(О. V, (-<i<°)
dxn

Aj(0, Г. - i <?)г'..(Г. xt. q) = 0. (л'л>0) 
dx„

с граничными условиями

^(0, Г, xfl. (?) Հ,_-օ-ր
dxti

Ч-С;(о, Г.q) v3(z. х„, q) Хп +օ-ձր/(Հ q)\ (J- \հ՝՝Հ2’ո) 
dx,t

имеет одно и только одно решение в пространстве устойчивых реше­

ний да = да։ т даз (СМ. § 3) для любых gt(z', q).

b} Задача
Лб((). i ‘՚ . q)v3(-'. x„. q) - 0, (.v„>0)
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иДИ^яа ' . =:~ -=— - =— = . —:

R,(0. Г. - i “ . <?)-Ծ2(ք. л'л. /?) = փ q)
ахп Կ- и ք

Կ = Լ---.ւո)

имеет одно и только одно решение н пространстве устойчивых реше­

ний для любых •>;(:՛, (/).
Теорема 2. Пусть выполнены условия I и 2. Тогда сущест­

вует такое <?0>0, что при и > .;0 решение (4.1) (4.4} существует 
при любых f. С Wi -м (<Հ), /2 у Wt2’” (2..), Հ Ա/Н (Г\) 

հ Ա” Կ՜՝։ ц имеет место оценка

•J m
/1111.' -’.71 H- ,1/շ I .'mH-V S/iil 4՜

/-i ‘ " (4.5)
2m

/-I 
(cm. (1.18), (1.18՜)).

Теорема 3. Пусть R ՀՀ и коэффициенты оператора 
-4:(.v. Dr, (]) имеют конечный предел при \х —*ос, а именно, для 
любого коэффициента а (х) оператора .А2 выполнено

lirna(.v)=a (4.6)
1*1--

и пусть выполнены условия / и 2а). Тогда задача 

А{(х. I)>. q)ut(x. o)=fl(x. <?), д £ Զ։

Д2(л. D՝, q)llAx- q)=fz{x. q). x Qs=RnlQx

Bf(x, Df. tRu^x, q) l։ : Cjfx. Dr. q) и~(х. q) էւ = Հ(^", q) 

(/=1,..-.2/л), x" T Г։

имеет решение ս = սՀ--ս.^ W (Rn) оля любых J\ Հ IV • :m (L’J 
f. U’’J ՜՜՞քճ.,). g' \\ ‘ 'T'՜1 (Г,) и имеет место априорная оценка

2 т
и ՝> < D il/1'ef -rn 4՜ ՚Հ«։՛ 4-լ Hi ЯуК ։ ) С՝'liltin'- (4~)

f=l

доказательство опенок (4.5) и (4.7) проводится с помощью из­
вестного метода локализации: берется конечное достаточно малое раз- 
мнение единицы области Զյ 4֊ Զ2 (в случае теоремы 3 всего R )

У (х) 1

такое, что коэффициенты граничных операторов и операторов .41 и Л2 
з окрестности носителя каждой из ?у(д) близки к постоянным. После 
этого оценки (4.5) и (4.7) доказываются для функции z. и и без труда
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переносятся на функцию //(л՞). Отметим, что в случае теоремы 3 в 
силу (4.6) во всем /?л можно построить требуемое конечное разбие­
ние единицы, ибо можно выбрать достаточно большой шар Ճ с цент­
ром в начале координат, такой, что вне этого шара коэффициенты 
оператора Л2 как угодно близки к постоянным. Если [ \,j = I • • •, N
— конечное разбиение единит.։ шара S, то полагая

1, 
.v

I Ջ ?/(-։), 

յ-ւ

х U V(

х U И.

где Uy—носитель <р., получим требуемое конечное разбиение единицы 
всего Rn.

Для доказательства существования решения строится .почти об­
ратный" оператор (см. [3], |9]), который в локальных координатах вы­
ражается формулами вида (3.15), (3.16), если носитель с нс пересе­
кает Г (соответственно 1Հ), и вида (3.20), если носитель имеет об­
щие точки с границей.

§ 5. Перейдем теперь к изучению задачи Сначала(2.1) ֊(2.5).
рассмотрим случай однородных начальных условий: все (л՜) 0.

Задачу (2.1) —(2.5) будем называть параболической, если задача 
(2.1') — (2.4'). где р заменено на qZm, удовлетворяет условиям 1 и 2 
§ 4. Условие 1 есть условие нараболичности каждого из операторов 
.4’ и .4։, а условие 2 эквивалентно условию Т. Я. Загорского [6|.

Наша цель—получение теорем существования и единственности 
параболической смешанной задачи (2.1) —(2.5) в пространствах 
Р/, г.о (t?-1/, G). Для этого, воспользовавшись теоремами предыдущего 
параграфа, перенесем результаты теорем 2 и 3 на пространства 
Я/. ւա (*, Ճ)՛. Потом, используя изоморфизм пространств Р/. «м, Л. 
и Et, ւշէ1է ■ չօ (см. § 1), получим теорему о разрешимости парабо­
лической смешанной задачи в пространствах Pi։ 1л,{е G).

Теорема 4. Пусть задача (2.Г)—(2.4'). где Р заменено на 
q՛1' удовлетворяет условиям 1 и 2 § •/. Пусть I > max (2т. М. - 

1 1, г, 1 1). Тогда существует такое т^>0, что решение задачи 
(2.Г) — (2.4) су цествует при любых

Г\(х> Р) ‘^х՝ Р) Հ >>т "'г)
֊ծ ՜ ՚ .՛ծ

Р) է ր-/ո,-՚,(7. Րյ). ’F,(Х', Р) Հ- Е Г)

и имеет место оценка
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Д ԳԼ ,» + !</•,. ,*<֊Cl Л1. .; 4 +
2b 2b

2 wr m

/-> I 1

(^-^-7շ = !Տ 1 ր/.՜*7։ = *)-

Функция 47(x, p) удовлетворяет (2.1') — (2.4') при всех p. Rep>7 
и почти всех р с Rep = 7.

Аналогичную теорему можно сформулировать и в случае, когда 
22 = Г/2։.

Пусть теперь и (х, /) £ Р, t,,b (е՜*, G) и 7 произвольно. Легко 
проверить, что если м (л. է) удовлетворяет (2.1) — (2.4). то

(е-Հ Գ). А(*. О Հ ..... £ - Հ Գհ
2ft ՛ ' 2Ь

g,(*". О т Ղ и :ь (e-^G^. •>. (х', t) С Ղ. « 1(> &)-
После преобразования Лапласа по ( получаем задачу (2.Г) — (2.4'), 
где в правых частях (х. р) £ /_2/п (7, Զ։), /\(х, р)< — - т. ■■ ■

Е։-2т.'^ (Ь Զ>)’ G), V*՜’ Т’)

С (Ն Г).

Так как задача (2.1)—(2.5) — параболическая, то из теоремы 4, 
используя изоморфизм пространств Р։ tfib, Р, и Е(է2ծ, Е„ , :ծ. 
получаем следующую теорему.

Т е о р е м а 5. Пусть (2.1) — (2.5) — параболическая задача и 
и пусть 1> шах (2т, ///,-}- 1, г. 4֊ I). Тогда существует такое 7>0, 
что задача (2.1) — (^-5) имеет одно и только одно решение. 
t։(x,t) Pt> G) при любых правых частях f\(x. է)

Հ*., G,). /։(х. է) Р! 2т ^(е-Л О2), է) £

2b ՝ 2ft
€ о;). t) c Հ. .,a («-’*. G'l,
при этом справедлива оценка

^«ciiierV/.Il, +к-’7Д^,я.^ +
2ft ՛ 2b

'2m m

+1հ-՚7,ւլ:.„.-«+ У,«■ .,j<c' e«a,.
/=1 /-I

В случае неоднородных начальных условий сформулируем усло­
вия согласованности правых частей /։, /2. g., ՚ն„ в области
X (0. 4- оо) существует такая функция //0(л. /), что

е^и.(х, О С +<*)),
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4-“°' =Т։(х), (*=О,-..х-Г) I

дГ г-0

и если А։ «0 = /? в Զ1։ А։ //0 = /® в 2, и
"о տՐ։ ՜ Ղ "о u о I $-r = I

го после продолжения функций/х /‘А А ՜/?• — нулем I
при /<՜0 имеет место 

. I ■ Ճ т
e՜’'l/ւ-/?!■' W'.'rZ"՛ * <2։Х(0. + «)>.

1 — -* т
• -’<■ (2։х(о, 4-эс».

+оо».

<• ’"л -♦?։ <с х (°. +• «о».

Теорема 6. Пусть (2.1) (2.5) параболическая задача, 
1‘2Ь целое. / шах (2հո, т. ֊1. Հ՚/H՜l) целое. Тогда существует 
такое հ > 0. что при любых J\. j\gt, ՚Հ„ ?է. удовлетворяющих ус- | 
Ливию согласованности, существует одно и только одно решение 
задачи (2.1)- (2.5). причем е ’’и (х. t) ԱՀր,’/'? ((7) и имеет место 
оценка

С U С { | 0՜ ‘՚ ք։ <-»jW + 8* +
ib * ‘ 2b

2 m m »—1
: ճւ e ' £ I !».!Կ՚2է> + X) e Л I՝». < 2b 4՜ X

/-։ . /-1 л-о
< C’ ս\ Լ 1Հ.ծ.

Аналогичную теорему существования и единственности парабо- 
лическон задачи в соответствующих пространсгнах можно сформули­
ровать и для области Զ;, Г—конечное.

В заключение выражаю благодарность ироф. М. И. Вишику за 
постановку задачи и ценные указания.

.Московскни энергетический циститу! Поступила 24 IV 1964

Ա, Ч ’Iflllbl.irMHU'eir։,

Ր.ՆԴՀԱ։|,ՈհՐ ՈՃՐԱՅԻՆ 1սՆԴհՐՆԵՐ ԽԶՎՈՂ ԳՈՐԾԱԿԻՑՆԵՐՈՎ ՊԱՐԱՐՈԼԻԿ 
:ս.«| Ա1ՈԼՐ11Ի1րւ,1յՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա մ փ и փ Ո ւ ։Г

Գլէսրհէ4ւ(էն սւի(iritjfJП! մ դիտվում /. ր1/։ւ՛ Պևսէրուիւկւււ րլծա/ին ‘Հհ պա- 
ր^ւ^՚ք/՚կ 2m կ^ր՚ւՒ Ւ'4'1Ո,1 г/пр^ш^1>дГ,1^рП1/ հավաււարւս մըւ
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Աքե մակերհ ու ւթների վրա, որանդ խդվում են հավաиարման դորA ակիդ- 
գլանի կսդվքեալին մակերևոպթի վրս> տրվում են եդրա {ին պալմտն֊ 

ներրւ մամանտկի սկդրնական մոմենտին տրվում են նւշէււ պայմանները։
ենթարկելով խնդիրը է պա րա րոլիկո ւթլտն J> պա լմ որն ին ե պահանջելով 

հսէմաձալնել/վան ութքուն հավասարման ու եդրա լին պալմանների աջ մասերի 
և ե՚ոշա ավլալների միջև, ապադուդվում է խնդրի լուծման դոլու թ րււնր և 
միսւկէո թրէէնր համապատասխան տարածութրււններում:
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1ЕО1Ч1Я УПРУГОСТИ

В. Ա. ГНУНИ

К НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ ОРТОТРОПНЫХ 
НЕОДНОРОДНЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК

Рассмотрены задачи статической и динамической устойчивости 
ортотропных неоднородных гибких оболочек.

§ 1. Предполагается, что ортотропная оболочка произвольно оперта 
по контуру* и симметрично неоднородна по толщине. Динамическая 
устойчивость рассматриваемой оболочки в нервом приближении опи­
сывается уравнением |1|

f" ֊֊ 2г/' • о>2 1 _
7\i*

7ն.՚Ա)_|/_^/>4.г//з = о, (1.1)

где >•> частота собственных свободных колебаний, 7/, критические 
значения усилий Тц при их независимом статическом действии, ? 
коэффициент линейного затухания.

Здесь введены следующие обозначения [1, 2|: 

<i b

о и

a,X„Y՝m + ааХ„ Y՝X) X„Y„d^do...

+ d,и„\Հ + Dmu,,v") b„v„d^„

(kxUn Vm -I- ksU'nVm) X.

{fiyXnym^- k2X՝nYm) UnVmihtd^ (1.3)

Вариации усилии на контуре оболочки равны нулю.



_շՀ՝3_է_շ Ճ22_, 
Аյ (Д»4- хД5)

(2.2)

параметр усилий, х — не-
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(Г— Ո)/4֊ Ър -df3 = Q. (2-1)

где введены обозначения
Г=7^1=& Г* =----- —-------

X Л< -|- хД5

d- ЛдЛз 
Дг(Д44֊хДа) 

Здесь 7* верхнее критическое усилие, 7՜ 
который коэффициент.

Исследование уравнения (2.1) показывает, что нижнее критиче­
ское усилие достигается при

/ = —/—։֊Ь֊‘А (2.3)
2 \ Дд ‘ AJ

и определяется формулой
Г։=.Г*-С- (2.4)

4d
В случае шарнирно-опертых оболочек формула (2.3) принимает 

вид

Из формул (2 3) и (2.3') замечаем, что значение f в явном виде 
не зависит от физических свойств оболочки. Однако, при минималь­
ных критических параметрах существенно ортотропной неоднородной 
оболочки га и п, а следовательно, и f зависят от коэффициентов уп­
ругости.

Отметим, что в пределах 7\<Т<^Т* каждому значению уси­
лия соответствуют три положении упругого равновесия. В этих пре­
делах начальное невозмущенное состояние устойчиво по отношению 
к малым возмущениям, а при больших возмущениях оболочка .может 
быть „заброшена* на деформированное устойчивое положение.

Устойчивость ненулевых решений проверяется обычными мето­
дами |3|.

В качестве числового примера рассмотрим шарнирно-опертую 
ортотропную трехслойную цилиндрическую оболочку радиуса К, ха-: 
рактерные размеры которой суть а= /> = 3.1416 о, = о3 = 0.03 л 
ծ# = 0.01 м.

Упругие постоянные материала каждого слоя оболочки криво 
дятся в табл. 1.

Таблица I

Слои , Հ. а *11 7 (кг/л։)

I. II! H78.4O.J0* 58.92 10* 50.00-10» 0.60 0,03 817
и 58,9210* 1178.40-10* 50. СО-10* 0.03 817
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При этих данных и при х — О имеем таблицу 2.
Таблица 2 Рассматривай формулы (2.2), (2.4) и табл. 2,

7? Т* (К2/Л) Г.

10 53322 24350
25 31695 27062
со 27576 27576

замечаем, что с увеличением пологости обо­
лочки значение верхнего критического усилия 
уменьшается, а нижнего-увеличивается, и оба 
стремятся соответственно сверху и снизу к зна­
чению критического усилия пластинки.

Большой практический интерес представляет
определение значений п и т, при которых достигаются минимальные 
значения верхних и нижних критических усилий.

В случае шарнирно-опертых пластинок при * = 0 имеем |4|

l> \Д։ / т 1. (2.5)

В случае же оболочек значения н и т следует определять из систем 
нелинейных алгебраических уравнений

^*֊=0 ճ?ճ = 0
ди дп

, , (2.6)
.<ՊԼ=0 ж*_=о
д;п дт

соответственно для верхней и нижней критических усилий.
Значения п и т в случае ортотропных слоистых пластинок и 

М Պ а 
оболочек зависят от отношении тина — > —• — • что дает возмож- 

£։ о, b 
ность более свободного выбора оптимальных физических и геометри­
ческих параметров пластинок и оболочек в зависимости от условий 
их работы.

§ 3. Принимая
7*« (?) ~ 7 по -f- Тш cos 01, (3.1)

из уравнения динамической устойчивости (1.1) получим уравнение 
параметрически возбуждаемых колебаний

/" 4- 2г/' ք- Զ2 (1 ֊ 2р. cos О?) / - б/։ + Ժ/3 - О,

2 — 7ԱՕ7շշ» T’jjqT'ji*
(3.3)

Асимметрия нелинейной характеристики уравнения (3.2) приводит 
v. возможности существования резонансных колебаний для частот, 
меньших критических.

•Уравнение типа (3.2) впервые получено В. В. Болотиным при 
ссмотрепии задачи параметрически возбуждаемых колебаний гибкой 
ерической панели |5]. Отмечается, что характер установления ре-

(3.2)
где 

Զ»=ս)2 7'ш7'т 4՜ 7Ъ/Лх»1
7 lj:i 7 շշ*
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зонансных колебаний оболочек качественно отличается от характера 
установления резонансных колебаний пластинок, и приводится при­
мерный график зависимости амплитуды установившихся колебаний от 
возбуждающей частоты.

Ищем решения уравнения (3.2) в виде

соответственно для нижней и верхней границ главной области не­
устойчивости

0>4Ձ։(1 । 1/ թ’- ֊֊֊)■ (3.5)

Подставляя /3.4) в уравнение (3.2), после выделения постоян­
ных членов и гармоник получим следующую нелинейную систему 
алгебраических уравнений:

ՀՀճ—е/ш I ճ՜Հ/օյ -—(<?— ՅՀ/oi) քս = 0.

քս- ',[«* 42» (I ■ ( - ։)'(*) 4’»lg<p,|/H-^-(2e/w֊3rf/5,)/i<=0.
3 d 3a

. / cO
?, = -(• Darcsln- 

|Xju

(3.6)

В первом приближении, принимая fu^fu [7| и пренебрегая не­
линейными членами функции /о/, из первого уравнения системы (3.6)
будем иметь

eft,
2Զ’ +

(3.7)

С учетом этого из третьего уравнения (3.6) для /п получим выра­
жение

/»= Т7 I °- - 4Զ' *1 + <՜ 1 >' - 4г0 + АCyd '

•t (F 4Տ2» (1 +(— 1)V)-4setgf/ + Л|։ +

+ 8Զ։(8՜յ 4Տ-'Օ + ( ֊ 1)Կ-4^էՏ?,])1/։} (3.8)

или при ՝- — 0

/’ = _Լ Го» - (J;, 4- Д ± |/՜(,յ։֊^՜ ( 4)=+8Զ’(5։֊ Հք) I, (3.9)
6Ժ 1 

где

.4-—— 22Հ (3.10)
ՅԺ
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Рассматривая (3.8), (3.9), нетрудно заметить, что при /1<Г0 
Для /у имеем только одно положительное значение. Характер уста­
новлении резонансных колебаний оболочки качественно не отличается 
от характера установления резонансных колебаний пластинки.

В случае А>0 после потери устойчивости наблюдается падение 
возбуждающей частоты до некоторого критического значения 6.1։ ко­
торое определяется из уравнения*

(էն - 0՜;, + Д)։ + - €) = Գ <3.11)

Обнаруживаются резонансные колебания при частотах, меньших кри 
тическнх.

Устойчивость ненулевых решений проверяется обычными мето­
дами |8. 0].

.Условие .4 = 0 определяет значение пологости оболочки, до ко­
торого резонансные колебания невозможны при 0 <

В случае пластинок .4 — 2ՋՀ Таким образом, в пределах

— 228<А<0 (3.12)

оболочка работает как пластинка.
Решив уравнение (3.11). для нижних критических частот получим

(3.13)

Этим частотам по формуле (3.9) соответствуют значения амплитуд 
колебаний

Lы \V3rf
(3.14)

Рассматривая формулу (3.14), замечаем, что первое значение 
(верхние знаки) нижней критической частоты для амплитуд колеба­
ний дает действительное значение при А>Л, а второе—действитель­
ных значений на дает. Таким образом, для нижней критической ча­
стоты главного параметрического резонанса и соответствующего ей 
значения амплитуд колебании имеем

. ^=6-'֊2ՏՀ л=֊* <3-15’

' Для простоты выкладок рассматривается консервативная задача.

где

Из условия (3.12) определим степень пологости оболочки, до 
которой динамический хлопок невозможен.

Для простоты выкладок предположим, что
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Զ* = «Հ k, = ky k2 = /k, (3.16)

где Ar —параметр пологости, /֊ некоторый коэффициент.
С учетом (3.16) представим частоту собственных колебании в 

виде
иг = ал 4- k2aty (3.17)

где

Լ՝ = 1ւԼ2Լ?ճ)'
Л1՜' 4 МЦ (3.18)

Из формул (1.5), (1.6) получим следующее выражение для отношении 

е- 9 (3.19)
d 2

Подставив найденные значения иг и е*:d в формулу (3.10), при 
.4 = 0 получим

k\ a-Joa*. (3.20)

то есть в пределах динамический хлопок невозможен.
Таким образом, предположение позволило получить про­

стые формулы для нижних критических частот я амплитуд устано­
вившихся резонансных колебаний.

Отказываясь от этого предположения, нелинейную систему алге­
браических уравнений (3.6), при е = 0, перепишем в виде

— 6։-քՀ,-սշճ= +д — V £1 Զ’\ = օ. (3.21)
10d\ 3 d) ы 15<У= \ 9 « /

/?,-֊^=^֊ + 2(. <3.22)
За

Здесь введены обозначения

z'=gu^>- (323>
Неравенство Zt(f<i)^>0 определяет условие, при котором на гра­

ницах областей динамической неустойчивости возможны резонансные 
колебания для достаточно больших возмущений.

Решая уравнение (3.21) относительно 6г, получим

6’ = 6’(-2Ջ-- —+ 1оа^,- —(զ= —)—• (3.24)3d 3d \ 9d J %,

причем минимальное значение О', достигается при

= I Հ-. • (3.25)
°' | 30մ։\9մ /

Рассмотрим грехслойную ортотропную цилиндрическую оболочку 
радиуса /? = 25 м при упругих и геометрических данных, приведен­
ных в § 2. Пусть
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7*։п = 15000 кг!м, 7\и = 6678,0 кг/м, - Т221 = 0. 
тогда

22= 3338.1 }/сек\ и = 0,2.

Отсюда для верхних критических частот главной области параметри­
ческого резонанса получим значения

քՀ, = 10682 !/«•№, 6>= 16023 \/сек\

Нижние критические частоты, определенные но формулам (3.15) 
и (3.24)—(3.25), соответственно будут

0д = 10427 Х/сек՝. Ъ2.:— 15768 1/се№,
и Հ (3.26>

քՀւ- 10368 \[сек\ Ь‘-> = 157С9 \/сек\

Рассматривая (3.26), замечаем, что формулы (3.15), полученные 
ни основе полунелинейного метода [7], для нижних критических ча­
стот лают достаточно хорошие значения (погрешность 0,5%).

В заключение отметим, что условия максимума ширины области 
главного параметрического резонанса приводят к нахождении* мини­
мальных значений верхних критических усилий в зависимости от 
m и п.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 23 VI 1964
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ТЕОРИЯ УИРУГОС I И

А II МЕЛКОНЯН. А. А. ХАЧАТРЯН

ОБ ИЗГИБЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРАНСВЕРСАЛЬНО- 
ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК

Рассматривается задача об и иное прямоугольных грансверсально- 
язотропных пластинок с учетом поперечных сдвигов по теории, пред­
ложенной С. А. Амбарцумяном flj. Чается общее решение задачи 
изгиба пластинки произвольной поперечной нагрузкой в случае, когда 
дна противоположных края пластинки свободно оперты, а два дру­
гих края могут быть закреплены различным образом.

В частности решены задачи изгиба прямоугольных пластинок 
равномерно распределенной нагрузкой, когда пластинка: 1) свободно 
оперта по всему контуру; 2) свободно оперта по двум противопо- 
лажным краям, а два других края заделаны.

§ 1. Общее решение задачи

Рассмотрим прямоугольную пластинку постоянной толщины А. 
изготовленную из трансверсально-изотропного материала. Принимаем, 
что плоскость изотропии параллельна срединной плоскости пластинки.

Как известно, решение задачи изгиба трансверсально-изотропных 
пластинок, согласно теории, учитывающей влияние поперечных сдви­
гов [1|. сводится к интегрированию следующей системы дифферен­
циальных уравнений

ду _ 12
дх Դ ду ՜

D-— Ճջ՛ 
дх

h'D (д\_ 
100' \.dx-

14 հԼ
2 dys 2 дхду / 12'

D — Дх- 
dy

Аг/Ч / Г
10G' \ 2 дхду

1 -И*7՜՜? _ժճ \ . հ'
2 дх' ду֊ I 12 (1.1)Ф = 0.

Изгибающие и крутящий моменты и перерезывающие силы вы­
ражаются через искомые функции w(a*. у). с(х. у). О (л. у) следую­
щим образом:

,и։ = + +
\dx‘- dy* ./ 10 (Г \dx- ду ՚
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, ժ’«/
tl ------- -4֊----
՛ дх* ду՝ 1067' \ дх

ду )

(1 - И) 4- -gi1՜-^- -Ь АЛ. 
дхду 20(7' \ ду дх /

(1.2)

Здесь

//•’ 
— <р.
12

л3 ■ Հ — — ’!։. 
• 12

ГЛ3 
12(1 ֊ и3)'

д = А+^1 
дхг ду^

(1.3)

М

D

ե, р модуль упругости и коэффициент Пуассона в плоскости изо­
тропии; G'—модуль сдвиги в плоскостях, нормальных к срединной 
плоскости пластинки; Հ (л, у)—интенсивность распределенной попе­
речной нагрузки.

Координатные оси л и у направим так. как показано на фиг. ւ.
Пусть пластинка свободно оперта по двум противоположным 

краям х —О н х = а. Условия свободного опирания по этим краям, 
согласно |11. запишутся в виде

x = 0 при
v = a.

Решение системы (1.1) ищем
<Х1 _

w=y (y)sin —V. 
a

Х-1 . / ч п~*
Т = у, ФЯ (У) COS----- •

л — I

(1.4)

виде

(1.5)

о 
о 
о

в

Фя (у) sin' — 
a

Заметим, что в силу (1.5) и (1.2) граничные условия (1.4) удовлет­
воряются тождественно.

Подставив (1.5) в систему (1.1) и представив внешнюю нагрузку 
в виде ряда

Z (X. у) Vp,(y)sfn'— • (1.6)

(1.7)

где
и

М. (у) “ fzu. V) sin ""Л • 
a ,յ а
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получим следующую систему обыкновенных дифференциальных урав­
нений относительно W’n(y), Фп(у) и Мгл (у)

к„ф„ ֊[-,=. 1֊Риу),
Л4

Z ԱՀ հ ^[ — — Ф,‘, / -1֊ ,l • Փո ֊
* " Ո Л 206' ՚ \ Ր 106'/

■ ■24ծօ'Լ'՜՜<։՜^է’- (և8)

■ где

Общее решение системы (1.8) можно представить в виде

Wn (у) = А„1 տհ Хлу + A,2Ch >-лу | Азу sh Х«у 4- А«у ch 6т у U7« (у).

94 Օ՛ձ
Ф« (У) =--------г,— (Ля»сЬ Хлу 4֊ .4„։sh лду) 4-

/г

•Ւ — (Ar>sh «„у4-А.бс1н»яу) 4 Ф^(у). (1.Ю)

94 •)/՝
Ф„ (у) —----- — ֊л- (Aash Ал у4-ЛЛ1С11 Хпу) 4֊ .4nSch <»»пу 4

/г

4֊ sh «>яу 4- 4'«(у).

где Ла|,- • •, Лда, постоянные интегрирования, определяемые из гра­

ничных условий по краям у= ± ; Uyrt(.v), Фя(у) и ’1Հ (у)— частные

интегралы неоднородной системы (1.8), причем

^«(>)=—п+2к՝՛-"-'•">՛> ^'^՞՛ -(1+2tt՞+х“у) ՛"■“■՛ր՞՝

4՜ Ал (Аз^ ՜' ) •

Ф;(у) = - A (/nie K>'-fn.e ՜>'ո\ (1.11)
/г

‘ГИу)= ֊—(ձ/՞Դ /^'"XnV).
п4



46 A. II. Лклконян, Л. А. Хачатрян

Здесь введены следующие обозначения

4V, =֊ / ՝2 . 2 ь — Eh-
(1-12)Г " (1-^' 10(1 ֊ r) G'

Л.1 = (’<• Z’yP,(yKv, /« = e’">քյր. (V) civ,

/п2 =

*

(у<- r'^{y)dy, Л.=
p /. V
|ye ՞՜ /Հ (у) «/у.

(1.13)

1

Таким образом, решение каждой конкретной задачи сводится к 
нахождению постоянных интегрирования, входящих в выражения 
(1.10), после чего по вышеприведенным формулам могут быть опре­
делены все необходимые расчетные величины.

Ниже рассматриваются задачи изгиба прямоугольных пластинок 
под действием равномерно распределенной нагрузки интенсивностью 
Z (д', у) = 7 = const при различных условиях закрепления краев.

Для равномерно распределенной нагрузки выражения (1.7) и 
(1.11) примут вид

/<(У)-^- (1.14)
к/1

uz;(y>=1 .Հ *Л">..
^Drihti

Ф«(У)=Д8<?֊֊ '^fy) = O. (1.15)
г.Л3П/.п

В этих выражениях п может принимать лишь нечетные шачен- я 
п = 1. 3. 5. •••.

§ 2 Пластинка, свободно опертая по всему контуру

Выше при рассмотрении изгиба прямоугольном пластинки в об­
щей постановке принималось, что пластинка свободно оперта по краям 
х = 0, л՛ — а, Здесь мы будем рассматривать задачу об изгибе пря­
моугольном пластинки под действием равномерно распределенной на­
грузки 7 — const в случае, когда пластинка свободно оперта также и 

b »по краем у ± В этом случае изогнутая поверхность пластинки 

симметрична относительно оси л (фиг. 1). В силу указанной симме­
трии очевидно, что в выражениях (1.10) U”n(y) и Фя (у) будут чет­
ными, а Ч*л(у) нечетной функциями. Поэтому для рассматриваемой 
здесь задачи в выражениях (1.10) следует положить

•'1 л I — 4 л ։ — -4 «5 — 0 • (21)
Учитывая (2.1). а также (1.15). из (1.10) получим

<
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W- (у) = A.chAr.v ЛгзУ$Ьллу
4 V (1
՜ xD/Aj

Ф. (у) = ՜֊ J— -4«ch м- + -"֊ Д„(,сЬ .«„у + 13.2}
//•' А„ кА3ДА«

4’(у) —-- ~ /l„.!ShZ«y 4«r,sha>ey.
/г

Неизвестные постоянные Ля... .4;1J и .4яб, в силу симметрии, могут 
быть определены из условий свобод ного опирания пластинки ио одному
ИИК"Հ՝ * 

из краев у = ± -•
ի

Условия свободного опирания по краю у =-•-• имеют вид |1|

к՛ — О, .VL — 0. е = 0. (2.3)

Учитывая (1.5) и (1.2). граничные условия (2.3) можно привести к 
виду

Г ՝
(2.4)

Подставляя значения 1Г„, Фп и ’Гп из (2.2) в (2.4), получим 
систему трех уравнений относительно неизвестных постоянных 4Л_., 
■Ն . *4.по- Решая систему, найдем

7^ sh ап 
ch։2,_.

47(1 | _1
ri-D\.'rt cho.,

где

2q 1
*Օւս?ո ci։ an

Д «« = ().

ляЛ ti^b
՜ T՜ 2a'

(2.5)

(2.6)

После определения коэффициентов, 
искомых функций окончательно получим

пользуясь (2.2) и (1.5), для

к» —
47^ ~ 

„.^3 2 ch аЛ

fT. , ։֊}----- у sh ллу
2 chx„ <

ch >.ду 
Ch ал

Sin л.,Л՜, (2.7)
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ф_48уа у J/, 
*Л’ л-в- "=\

chM* \ 
ch а„ /

cos >*Лл',

* = -^ » ։|пК 

”2Л3 „..7*3... Ո.- сЬзсд

Имея выражения то, ?, и փ, легко найти все необходимые рас­
четные величины, на чем останавливаться не будем. Приведем лиш: 

выражение максимального прогиба, имеющего место при

У = о.

4ffa* ап th хд г 2 1
2 ch ап

Второе слагаемое в выражении (2.8) содержит множитель к, 
деляемый формулой (1.12), который характеризует влияние по: 
пых сдвигов. Полагая здесь k=0, получим соответствующее выра 
жение для максимального прогиба, вычисленное по классической тес 
рил пластинок |2|.

В случае, когда ծ а, ряды в выражении (2.8) сходятся очей 
быстро. Поэтому при вычислении сумм этих рядов можно обеспечь 
достаточную точность, ограничиваясь лишь первыми двумя членам 
разложения.

В качестве примера вычислим максимальны:։ прогиб для ква, 
ратной пластинки. Выполняя вычисления с учетом Ь — а и подставл։ 
значение к по формуле (1.12). из (2.8) получим

»*'птйХ --- TlWnjjx
1.8145 № у 

G' (1 — р'-) а* ՝
(2.!

Здесь буШЯ1 представляет собой максимальный прогиб квадратной пл; 
стннки, вычисленный по классической теории пластинок, определи 
мый формулой [2j

=0.00406^1. (2.11

В табл. I приводятся значения отношения максимального прогда 
квадратной пластинки (2.9) к соответствую ней величине, вычисле 
ной по классической теории пластинок (2.10) для различных знач

Ւ' кний отношений и — при р = 0,3.
G' а

4
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Отсюда замечаем, что, как и следовало ожидать |1|, учет по­
перечных сдвигов приводит к увеличению прогибов.

§ 3. Пластинка, защемленная по краям у = —

Пусть прямоугольная плас՝ инка (фиг. 1), изгибаемая под дей­
ствием равномерно распределенной нагрузки <; = const, защемлена

Апо краям у ֊ . и, как оыло принято выше, свободно оперта по

краям а —0, х = а.
Относительно граничных условий по боковой поверхности пла­

стинки следует отметить, что в рамках рассматриваемой здесь тео­
рии они не могут быть удовлетворены точно, то есть не .могут быть 
выполнены в каждой точке боковой поверхности. Поэтому при удов- 

b
•Ն творении условиям защемления пластинки по краям у= ±՜շ ’ ана­

логично случаю свободного опирания [1]. будем ограничиваться тре­
бованием удовлетворения лишь „смягченных" граничных условий. А 
именно, как и в работе |3|, будем предполагать, что условия равен­
ства нулю тангенциальных перемещений в защемлении выполняются 

лишь при շ= շ0 ^0<Հշ0 “)■

Тангенциальные перемещения их{х, у, z) и пу(л՜, у, ՜) имеют 
следующий вид [1|:

Таким образом, согласно вышеизложенному, условия защемления 
ծ по краям у=- могут быть представлены в виде

W — 0.

4 liiinrrniti АН. «JI-.IU фи>. u«r. ։uyh, М 1
4
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_^® + յ_Հճ_^ֆ? = 0,
Йх ~ 2G'\ 4 зГ (32j

յ_քճ_ ճ\ 4 = о
ду 2G' \ 4 3 /

Нетрудно заметить, что второе из условий (3.2) эквивалентно условию

<р = 0 при у = ± — •
*2

н.З)

Здесь, как и в предыдущей задаче, изогнутая поверхность пла­
стинки симметрична относительно оси л՜. Следовательно, поскольку 
? = const. (у), Фл(у) и М*ч (у) будут определяться формулами (2.21.

Входящие в (2.2) неизвестные постоянные /!„•.՛. Л...-, и Лл.,. в силу- 
симметрии, могут быть определены из условии защемления пластинки 

Ь 
по одному из краев у — ± > •

В силу (1.5), граничные условия (3.2) с учетом (3.3) можно 
привести к виду

ф»(4)=о՛ (М

Подставляя значения У7Л, Ф« и Тя из (2.2) в (3.4) и решая по? 
лученную систему относительно неизвестных постоянных Ля2, Л<, 
ЛЯ6. получим

» Ал2 л л _  (Ղ -А

Дл Ая Дя
где

Ая = ֊ (2ая sh 2а«1 ch 4֊

+10^(-— >.ЧЛ Sil Дд ch Зя — >.я ch ал sh Зя) ch яп.

Ал • «= ^1— (— -!֊ Ь— и>л Ch (sh а„ + 3„ ch ял) փ
-Dn ( Хя

4-10A’f-!------ — sh ал sh Зл 4-
\ 4 ЗЛг/[ 4

_у L.l A- (Հ- ch а« sh Зл — и>д sh а, ch ?п) I' ՛ 116)
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Д,з «г֊֊ ֊? (I + k'^ sh а” eh ՜՜ ՜Լ ( T ՜ • ) ch a° sh ՚
t.Dji пи \i 4 ЗА* /

ճ» <~֊feh 2։„ - 2a,) -Ւ 2*4 I 1 ֊ 5 (֊ - ДЛ I sh 2a„ j .
кЛ’/ւ I I \ 4 3/z2 / I J

t.nb , a>nb.
“’ ՜ 2 ՛ ■" 2 ՛

Таким образом, после нахождения постоянных (5.5). пользуясь 
(2.2) и (1.5). можно определить искомые функции а«. ъ и а следов..֊ 
тельно. и все необходимые расчетные величины задачи, которые не 
приведены ввиду их громоздкости. Отметим лишь, что из получае­
мых результатов, полагая k 0 (точнее, выполняя предельный пере­
ход Л ֊֊*()), легко получить соответствующие результаты, вычислен­
ные по классической теории пластинок.

Для количественной оценки влияния поперечных сдвигов на про­
гибы пластинки приведем выражение максимального прогиба, имею­

щего место при л* — у -0, и результаты некоторых вычислении

1 + Ак՜ 
ոՀ

(3 7)

Отсюда, предельным переходом £-»0, 
гиб вычисленный по классической

получим максимальный про­
теории пластинок,

= у ( - 1) •* Г 2(shan - »„с:.
,֊Г5 «5 I-Sh2aa

(3.8)

В случае квадратной пластинки (b = ci) из (3.8), ограничиваясь
тремя членами разложения, обеспечивающими высокую точность вы­
числений, получим

В табл. 2 и 3 приведены значения отношения ՜մ՝ո, х1^՝.г для кза-
-дрзтной пластинки при различных

Таблица 2
отношениях /:.(}՛. I։ а к г0.7/.

Таблица У 
го=О,!Л

произведены при a = 0,3.

0 2.6 5 10

0.1 1 1.0813
1 

1.15691,3144
0.2 1 1.3269 1.6284 2,2521 

1
[числения

учет

G' 0 2.6 5 1 |0

0.1 1
•

1.1076 1.2057 1.4059
0.2 1 1.4217р. 7929 2,52Н

Результаты вычислений показывают, что
гов естественно приводит к увеличению прогибов.

поперечных сдви-

«՛«,..= 0.001918
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Интересно отметить также, что, как видно из приведенных таб­
лиц. при прочих одинаковых условиях с увеличением г0против умень­
шается.

Институ। математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 27 VI 1964֊

IL. Պ. 1Г|||.₽ПЪ:ШЪ. Ա. Ա. ԱԱՋԱՏրՏԱՆ
|1Ь'|ДиЛД|ВП1’Ъ ՏՐԱ.Ն1Ի1.1մ’ՍԱ1. !•*.»IISf։ՈՊ 1П1.1.1։РЬ ԾՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ 11 փ ո ւ մ

Ղիէոարկված Լ ւորանսվերսալ ի/բ/արոս/ նյս/քէիչք պատրաստված ուղղան’ 
կյսւն и ալի ծո/էան խնզիրր րստ If. I/.. Համբարձում յան ft [ 1 ] աոաջաղրած տե­
սության. որտեղ ',աշվի Լ աոնվում յայնտկան սահրերի աւլգեցւււթ յունր: Տրր- 
ված / խնղրի ընղհանուր լուծամր կամա յա կան արսւա րին բեսի 1{ե и/ բում, երբ 
սալի երկու հանղիպակայյ կողմերը ադաա հենված են, իսկ մյուս երկուսը ամ­
րացված են ս/արրեր ձևերով; U սան ավորապ ես լուծված է հավասարաչափ 
բաշխված րեոի ցեպրը, երբ սայր' 1) աղատ հենված !, ամրողք եզրով, 2) եր­
կս/ հանւք[էսքակայ) եզրևրէւվ աւլաա հենված կ, իսկ մյուս երկո/սով ամրակցված 
Լ; II աայրէած են բանաձևեր մ ա բսիմ ալ ճկված բների համար և կատարված Ml 
flվային հи/2վԱ1 Ո՞ներ;
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геория упругос in

Г. В. МИ111Е11КОВ

К ВОПРОСУ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ 
ВОЗБУЖДАЕМЫХ И ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

УПРУГИХ ПАНЕЛЕЙ

При рассмотрении динамической устойчивости упругих панелей, 
как правило, невозмущенное состояние панели отождествляют с ее 
Не деформированным состоянием |4,5|. Однако, такая замена становит­
ся недопустимой, если невозмущенное состояние оказывается близким 
к резонансному. Связанные с этим явления для случая стержней и 
пластин были подробно рассмотрены В. В. Болотиным [1|; нм же 
была предложена механическая модель, описывающая эти явления [3].

Ниже показывается, что учет взаимодействия параметрических и 
вынужденных колебаний тонких упругих панелей приводит к зна­
чительному расширению областей динамической неустойчивости. 
Устанавливается возможность возбуждения колебаний в зоне частот, 
близких к частотам собственных продольных колебаний.

§ 1. Рассмотрим упругую изотропную цилиндрическую панель, 
опирающуюся на прямоугольный в плаке контур со сторонами а и Ь. 
Если пользоваться основными гипотезами нелинейной теории оболочек, 
то деформацию срединной поверхности панели можно описать систе­
мой уравнений

+ «Լ ^'֊ + 1 ** +?, (1.1)
дх- ду2 ду2 дх2 дхду дхду R дх-

I « .. . / №e։\s cf-wd-'d՝ . 1 d2w
Eh. \дхду ՛ дх? c)y2 Rdx2

Eh2Здесь«»(х,у) — нормальный прогиб. D = —֊j — цилиндрическая 

жесткость, Л —толщина панели, Е — модуль упругости материала, /? — 
радиус кривизны срединной поверхности панели, Ф—функция, связан­
ная с усилиями в срединной поверхности известными соотношениями

ԺՏՓ .. Ժ=Փ .. д2Ф .—֊ = ;V у, ----  = Л г,  J—= — Л vv.
дх2 ду‘ дхду

Для возмущенного состояния панели нормальную нагрузку </ 
представим в виде
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9 = _рА__2р&-_, (1.2)

где р —плотность материала панели, а г — характеристика затухания.
Для конкретности будем предполагать, что панель свободно 

оперта по контуру, то есть прогиб д՛ удовлетворяет граничным ус­
ловиям

d~1Z' , d‘W / Г\ X /I <յ։к»=—■ + р — =0 (x = 0, x = a), (1.3)
дх՝ ду2

(У = о.у = А), 
dv- Охг

а круговые края загружены равномерно распределенными период» 
ческими продольными силами р — p04֊/>fcosO/, Предположим также, 
что кромки х—0 и х=а смещаются свободно, а усилия, возникающие 
при деформациях на продольных кромках у —0 и у = Ь „в среднем* 
равны нулю.

Для того, чтобы оценить влияние продольных сил инерции, по­
ступим аналогично тому, как это сделано в |1|. Будем пренебрегать 
продольными силами инерции самой панели и предположим, что вся 
.продольная** масса сосредоточена в загрузочных балках, расположен­
ных но круговым торцам. (формулированные выше граничные усло­
вия запишем в виде

ь
1 Г<?8Ф(х. у) , . ... d՝u . Л .

--------֊dy = — (Ро-ЬP/COSO/) т.֊- (л՜ —0, х = а),
о J ay* dr

о

_Լ ^.г=о (у=о. у=$), (L4j
<z J ժ.ր 

о
Л а
Г—ф('*։ v)dv = o (х«О, х = а), = Օ (у = 0, у = £),
J дхду • J дхду
о о
где м0— .погонная" масса загрузочной балки, а и перемещение 
точки срединной поверхности панели в продольном направлении.

§ 2. Представим приближенно искомую функцию :г(х, у) в виде

а՛(х. у) ==;(/) sin—sin—. (2.1)
а b

где -(/) —неизвестная пока функция времени, характеризующая фор­
му колебаний панели. Используя второе уравнение системы (1.1), 
условия (1.4) и решение (2.1). с помощью процедуры Бубнова—Га- 
леркина ։егрудно получить выражение для определения функции 
усилий Ф(х,у)
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. . Eh r. / - 2-r.x 1 2пу\
Ф (x.v) — — * ( т2 cos------ {-• cos 4֊

32 \ а nr b /

£Л a3 -a r.v 1 „ 1 d2u . ,o
4 WCs,n asln7 ■ +^cos0,)>’• • оm»d^՜՛ (-’2)

где fn=ajb. С помощью (2.2) найдем осреднеиные усилия, возникающие 
в срединной поверхности при деформациях панели

Eh հ՜ Rf 2ry Eh 1 - ,-------  /cos ֊֊—  ---------------— .sin
8 a'- b R (1 4- «•)“

кд- . яу — sin —
bа

(Ро 4 P,cosW) + ,по
dt-

(2.3)

Eh r., 2zx Eh ու՜
—1----- -Հ/COS---------- X՜~~~՜тт

8 b2 a R (1 w3)2
. r.X - v 
,sin -sin֊-. 

a b

Определим взаимное сближение криволинейных кромок [2]

Используя выражение (2.4), нетрудно получить уравнение, связываю­
щее перемещения точек срединной поверхности панели в продольном 
и нормальном направлениях

I (Բհ - 4 а 1—յա2 , к* հ 3 д, 4- д/cosO/ а _
u«o ՃՒ к2 R (I 4-щ )2 8 a Eh հ

Здесь'i>0= [ZE7f (/а0.'г) ՚}՛՜—частота собственных продольных коле- 
банш , вычисленная в предположении, что вся масса панели сосредо­
точена по торнам д 0 и л- - а -, п и У/, :■ Հ՛հ - безразмерные па- 
ра метры перемещен।՛.й.

Для получения второго -уравнения, описывающего деформацию 
панели при изгибе, по-прежнему применим процедуру Бубнова — 
—Галеркина. Нсполыуя первое уравнение системы (1.1). решение (2.1) 
и (2.2), получим

— - ‘2:- Z 4- րփՀ 1 - л \
dt- dt ՚ ՜ \ p:i ԺՐ /

— 3u»J Z- 4- « — 0.

Здесь вводятся обозначения:
Ш? = zs/rr [/,)/• (рА)-,|>3

(2.6)

—частота собственных поперечных колебаний панели: р., = rrla-DF— 
֊верхнее критическое значение продольной нагрузки: К alIRh, 
Е= (Г 4՜ ^2)г 4-12(1 յ» ՝dC՜ |՜։ 11 4՜ Հ72”)'՜1 1 —безразмерные характе­
ристики панели;
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.а = 3(1 г) (1 rw4) (•}/•) ։, 3=16,,./(1 и2)ш=А'[։2 8/(I 4-/я2)а|

безразмерные коэффициенты, характеризующие геометрическую не­
линейность панели. Заметим, что при тп 0 уравнение (2.5) опреде­
ляет перемещение а продольном направлении, а (2.6) обращается 
уравнение, хорошо изученное ранее в работах [4.5].

Остановимся на условиях возникновения незатухающих поперё1
иых колебаний, пренебрегая в уравнении (2.6) нелинейными членами.
зависящими от нормального перемещения г. Вместо (2.5) рассмотрим
уравнение

_ԼԺՀ7 й = а (ОД
ut5 dt- ch h

для которого нетрудно получить решение, соответствующее уста:
повившемуся режиму продольных колебаний

h Eh h Eh X Հ /
cos^Z. (2.8)

Найденное выражение для и. подставим в линеаризированное равне­
ние (2.6). После преобразований получим

'Л՜ 22(1 
di2

֊Ջ՝Ժօօտ6/}յ — о. <2Л»

где Զ = սն (1 ЛгР.;:) 1 частота собственных поперечных колебаний с
учетом сжимающих продольных сил. 2* « Pl (р* — Р(1) 1 — коэффини-
ент возбуждения, я через փ обозначен безразмерный параметр iac-
тоты

(2.10)

Параметр (2.10) удобнее представить в виде О = (1 — и2?2)՜1, если 
обозначить п — О Զ, 7 = S/w0. Из (2.10) видно, что б- -ос. если час­
тота возмущения близка к частоте собственных продольных колебаний 
(9^10,,), и б->1, если масса загрузочной балки весьма мала (и>0-> х).

Уравнение вида (2.9) подробно исследовалось в работе |1]. где, 
в частности, было показано, что при значениях 7. близких к единице, 
границы областей неустойчивости нулевых решений уравнения значи­
тельно расширяются.

Обратимся к уравнениям (2.5) и (2.6), для последующих вычис­
лений запишем их в виде

1 d-u. __ 4ք 1 urn5 «>’ // a p0-r prco><d (Դ ... 
4dr+" - ^(г;^г+8 <гг + h—й— (~ul

?oH1-0. (2.12]
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где
®о = 3(1-И’)(2Г) 30-=48(1-|ւ2)(1֊ս^)/<խ։(1 /ո=)5ք|֊Լ

§3 . Будем искать приближенное решение системы уравнений 
(2.11) и (2.12), соответствующее процессу установившихся колебаний, 
п виде

и = — «։ cosW. - = ^0 -• b. cos — •
9 (3.1)

где а0. а։. ծ0. Ьг— коэффициенты, подлежащие определению. Подста­
вим (3.1) в уравнение (2.11). После выделения постоянных членов, 
и членов, содержащих первую гармонику, получим

1(1 - пт') а тЛ /7
ս(յ ՜ ՞ *** *• it Г՜

к»(1-4-<s </
А» Ч
F.h h '

«1 = ’P
/-= h
\ 16 a

(3.2)

Аналогичную процедур) выполним для уравнения (2.12); после не­
которых преобразований получим

I 1 Ь\ (3«4֊2М֊Ц,- =0»
ծօ

(3.3)

л2 — — — —
1֊ - >'?֊^.(2? М ^(3f+2»0)

Ь֊^|аЧ|°(1֊?)
(3.4)

где
<*1 О~ Р* а> =---------- , Շէ — --------------- .

։-а>7’.=: 1֊Л
Другое приближенное решение системы уравнений (211) и 

(2.12) получим, если вместо (3.1) возьмем

и = а0 4- cosO/, z = b9 — b։ cos, .

Повторив предыдущие выкладки, вместо уравнения (3.4) будем иметь

I ֊• ?0) + iJ(3« + 2«»)+4 l>i 1 Հյ<1 I) 1=0, (3.5) 

а уравнение (3.3) останется прежним.
Если масса загрузочной балки «0—>0, то ю0—>օօ, а 6—1. Не­

трудно показать, что формулы (3.3), (3.4) и (3.5) в этом предельном 
'случае совпадают с рассмотренными ранее в работах [4, 5|.

§4 . Границы областей неустойчивости кулевых решений уравне­
ний (3.4) и (3.5) определяются формулой
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или

fl"
1 ± 7lp=o

4

(4 — л9)(1 - </2;=) 4v = 0. (4.1)

Формула (4.1) дает две области неустойчивости. Одна из них 
лежит вблизи ռ- = 4, что соответствует главному параметрическому 
резонансу, другая —вблизи zr2=l/y, что соответствует частоте возму­
щения, совпадающей с частотой собственных продольных колебаний. 
Нетрудно показать, что области неустойчивости сливаются в одну, 
есл и

v _(J
16;տ

(4.2)

что соответствует безразмерной частоте

I 1.3)

Чадим оценку для коэффициента частоты 7; учитывая обозн, 
чения, принятые ранее, получим

(1 ~Pf,'P^- (41)

Предположим, что т = 1, h О,ОЬт, <• = 0,3, .'Ио = 13/W, = 0,45,
/<֊13; тогда при помощи (4.2). (4.3) и (4.1) получим ն: = 0.225 
/г.— 2,65. 7՜— 0,1, го есть слияние областей неустойчивости возмож­
но лишь при значительной массе загрузочной балки и при болыпия

ные без учета взаимодействия. На 
вости, соответствующая резонансу

графике видна область пеустой’ 
относи сельпо продольной часто
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Для построения амплитудно-частотных кривых воспользуемся 
формулами (3.3), (3.4) и (3.5) и параметрами панели, которые при­
няты выше. Значения коэффициентов, входящих в (3.3), (3.4) и (3.5) 
При этом будут равны: F — 8,7. а — 0,26, 3 = 0,8. а0 = 0,28.30 = 0,21, 

Р.1. На фиг. 2 зависимость (3.3) представлена в графической фор­
ме. Графики амплитудно-частотных кривых приводятся на фиг. 3 
(для случая, когда '<?'*)• Тонкими линиями показаны решения для 
случая, когда масса загрузочной балки не учитывается: пунктиром 
показаны неустойчивые решения.

Московский ордена Ленина 
энергетический институт

Поступила 25 VI 1964

Դ. Վ. ՄԻՇևԱւՈ՚Լ

ԱՌԱԱԴԱԵԱՆ ՊԱՆԵԼՆԵՐԻ Պ 11.ГП.1ГЬ81Ч»«»41 <*հ4» «ԴՐԴՌՎՈՂ»
ԵՎ ՍՏԻՊՈՂԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ՓՈԽԱԶԴԵՑ ՈՒԹՑԱՆ ՀԱՐՑԻ ՇՈԻՐՋՐ

II. մ փ ո փ и ւ մ

*.րպվաձա /I 1քիաարկւթս_մ Լ բարակ աոաՏպական ւղանելների պարա֊ 
մեւււրիկէւր1ւն ղրղաիէղ և и in ի պ и րյ ակտն տատանումների փ ո իւա զղ ե ւյ ու թ /ան 
հարՅԸ! &'"{.՛/ I. տրփսմ, որ բարակ ո։ո ա ձղական պանե[ների պարամետրի֊ 
կէւրեն և ստիպողական աւսսէանւո մների ւիոի։աղղ.եէ)ա թրոնէ հաշվարկր հան- 
ւիւր/նտմ Լ դինամ իկ անկա քանա fj [ան >ո իրույթն ե րի ղղաւի րնդրււ քէ/մանր: Հաս֊ 
սաաւվէէէմ է աաաան ումնե րի ղրղրէման հն ա րոէւ) ո րու թ րսն ր աքն հաճաիէակա֊ 
նա [J րոնն/քրի ղաուսմ, որոն,ր iluni են սեփական լա/նական սւ ա ա ան ա մնե րի 
հւ«ճււրիւ ականութ րււններին!
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. САРКИСЯН
ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ИЗГИБА СТЕРЖНЯ С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ

Мнргочистенные работы посвящены исследованию задачи об из­гибе анизотропных стержней, среди которых особое место занимают работы Сен-Вс-нанв |1], В. Фойгта [2], .'Ն С. ЛеЙбензрна |3]. С. Г. Лех- нмцкого [4—5| и др.Решению задачи изгиба неорготропного стержня методом малого параметра (Геометрический параметр) посвящены некоторые работы автора (см. |6|).В работах [7, 8] решены задачи о кручении и об изгибе призма­тических стержней, обладающих прямолинейной анизотропией част­ного вида (неортотропные стержни), а в работе 19]—задача кручения стержня с цилиндрической анизотропией.В настоящей статье предлагается метод решения задачи об из­гибе цилиндрического или призматического стержня, обладающего цилиндрической анизотропией такого вила, что в каждой точке имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, нормальная к его осн. Введением новых переменных решение задачи представляется в виде ряда ио степеням малого параметра ц (физический параметр). Показано, что решение дифференциального уравнения 8 частных про­изводных с неразделяющим ися переменными сводится к решению рекуррентных дифференциальных уравнений с разделяющимися пе­ременными.В качестве примера решена задача об изгибе сплошного круго­вою цилиндра.Исследован вопрос о сходимости и существовании решения за­дачи об изгибе стержня с произвольным поперечным сечением.§ 1. Метод решения задачи. Пусть цилиндрический или приз магический стержень обладает цилиндрической анизотропией такого вида, что з каждой точке имеется плоскость упругой симметрии, нор­мальная к его осн г (то есть стержень—неортотропный). Ось анизо­тропии (но предположению параллельная образующей) обозначим че­рт ?. геометрическую ось тела о'г', главные оси инерции сече­ния -х՜, у', полярную ось- ох, параллельную о'х՛ (фиг. 1).
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Поместим начало координат о’ в центре тяжести незакреплен­ного конца стержня. Примем, что силы, действующие на сзЦбрднб.՝ конце, статически эквивалентны одной равнодействующей Р, прохо­дящей через центр тяжести и совпадающей с направлением у'. При՛мем далее, что упругие постоянные материала удовлетворяют условиям (4|й։э = ам. = (1.Ո֊Тогда напряженное состояние в оченин стержня будет

Р= Յյ = ~րկ = 0, г,- —--------- гу' =
1 ԺՓ , Ժ4’ .՜ր-------------Т -*  ՜1՛ ’°*  -- ------- 7՜ ՜*՜  ”•*
ր >ւԿ dr где Ч*  (г. 0) — функция напряжений при изгибе, /—момент инерции относительно оси л՜, и какие-нибудь частные решения урав­нения, 4^+— — + — + <Ь։ “0. (1.1

дг г дО г OzВнеся выражения (1.2) в уравнения совместности и учитывая (1.1), для определения *1'  (г, 0) получим дифференциальное уравнение с частными производными с неразделяющимися переменными |4|o2’F 1 о=Т «ио֊‘Г аи ԺՓ*С * • ! “‘‘К “ ' 1 “Г" “ ---------
drz г дгдО г- d'r г or = — —г со$ о — 2Ь + ;

где 0 —некоторая постоянная, характеризующая угол закручивания на единицу длины, <2/*  —упругие постоянные, удовлетворяющие ус­ловиям ^44 >0. > 0, аиа.л — ^>0. (1.5)Условие на бокозой поверхности будет-trCcos(«, г) Ч- т . cos (//, 6) = 0, (1.6)а в случае односвязной области сечения —Г4Հ| (•^''՜՝ ՜ւր^յ)՛ (t’7)V՛Введем новые переменные է и с, связанные со старыми завися՛ мостя ми |9]
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где

/ =■- In — • 
ГоТогда уравнение (1.4) примет вид

- ֊■'где
Ժ?Փ д ՛Ի

otdz dz
= Ւ\ {է.

«Л'(г. 0)«Ф(/, ?),
ձ(է 9. <ն/) 2a։JPro£/
6(Л 9. *i/)  = րՀ

^е. 
а»

?. "//) - ?. Փ/).
<*•5

(1.8)
(1.9)

Icos I / ';֊տ 9 - 2Իր։>՜՜'4- I Պ»
(Jt

t

՚ ’•) - °" ժ (1.10)
Представим решение дифференциального уравнения с юнзводными (1.9) в виде ряда по степеням малого параметра рՓ(Հ 9) = Փօ('. ?) Г УФ,(/. 9) Ji'.

цветными

Подставляя значение Ф(г. f) из выражении (1.11) з дифферен­та льное уравнение (1.9) и приравнивая коэффициенты при одинако­вых степенях и. находим

P,U.

^Фо-^Фт I (Հ 9. «օհЛ(Г^Ф/ = ք', (Հ 9) «о) 4-МЛ ?). 

«• = 2. 3,--.)

(1.12)(1.13)(1.14)
>>Фт 1 
ծէծ^

<Г-

Из (I 7) при помощи (1.10) и
ф ’ - г. -.di

ձ=^+-
0է2 ծգ3(1.11). легко получается**7 ֊>? </? )• <?« / (1.15)

Фу|։ = 0 (/ = 1.2...-).Таким образом.՝ решение дифференциального уравнения с иеряз- деляющимнея переменными (1.9) сводится к решению рекуррентных ДМ)ферф|цнпльных уравнении с разделяющимися переменными (1.12) — -(1.14) при условии (1.15)• Отмстим, ’по дли ортотропного стержни н 0.•  Здесь приводятси граничные условия дли олноевм ший области, л дли мио- л ной облает ни условия можно получить мт (16) при помощи (1.10) и (I II)*
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Теперь рассмотрим задачу о распределении напряжений в кон­соли, имеющей форму сплошного кругового цилиндра.§ 2. Изгиб сплошного кругового цилиндра (фиг. 2). Предполо­жим. что ось анизотропии совпадает с геометрической осью. Тогдаможно принять0. р - 

Հ. -------------г-cos О,
,4 (2.1)

Следовательно, из (1 2) будем иметь 
ро։ =--------zr sin 9.

1 Ժ4'-Ճ՜ ’ Հ°՚Г Ս(յ
Ժ4ք Р 2 ,

---------Г’ COS 9.
дг / (2.2);Условие на поверхности —О в условие конечности напряжении наоси, учитывая (1.8), (1.10), (1.11), (1.15), можно написать так ф, (է, փ) = О на է = О, (2.3)lime քՓ;(/, ?)=0 (Z = 0, 1. (2.4)

Легко видеть, что здесь постоянную & можно положить равной нулю. Тогда, с учетом (2.1), уравнение (1.12) примет видАФ0 = cos փա, (2.5)где ծ0 = - 4P<2fl» + ,w = .
-a I «44Ищем решение уравнения (2.5) в видеФо^. ?) =/o(Ocos<p/n. (2.6)Из (2.5), при помощи (2.6), для определения /0(/) получим сле­дующее линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по­стоя ниыми коэффициент а м и ֊ т=/0 = ձ/'. (27);

агОбщее решение уравнения (2.7) при условиях (2.3) и (2.4) .можно представить в виде** Если т I, го есть ճձ> <?,,, то около осн будет происходить копией грация напряжений. В этом случае ось анизотропии следует исключить и.» рассмотрения, окружив ее цилиндром малого радиуса.
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/0(Й= -Ьа—(ет,-е1) ու - 1. 

пг— 9 (2.8)
Итак, при помощи (2.8) и (2.6) можно записатьф0(Г, ©) = —^—հՀ* -Z)Cos<?/«. (2.9)

пг — 9Теперь перейдем к нахождению второго приближения. Подстав­ляя выражения Фо(/, ?) из (2.9) в (1.13), получимձՓ, — f\(t) sin пн?, (230)где *1(/), _ճճձ_ („(/” _3^) (2J,)
т.п пг — 9Представим решение уравнения (2.10) в вилоФ։(/, — fi (/) sin^/H. (2.12)Тогда для определения /, (г) получим следующее уравнение:^--«7, =.*,(/>,  (2.13)

агОбщее решение уравнения (2.13) при условиях (2.3) и (2.4). как- нетрудно видеть, можно записать и виде
где

Л ՛է) = 4 ^-1---------— Ն d. I е՞" մ։«”,\ 9 — пг /
(2.14)

mibQ յ _ 4 Рт-у а , 9 — пг па (9 — пг)

2т3 | Зт!^______2Р] 'а^ап9 — /№ /ла — 9 наюдовательно, учитывая (2.12) и (2-14). находим
Ф։(Л ?) <’՛”' + Ժ3Հլ< sin ът. (2.15)

Итак, имея Փէ(ր. <?). при помощи (I 14) последовательно можно определить Ф/ (/, ?) (/ — 2, 3,•••), а следовательно, и значение функ­ции напряжений 4՜ (г, 0), если только интеграл уравнения (1.9), удов­летворяющий условию (1.15), существует и разлагается в сходящийся ряд по положительным степеням и единственным образом.Имея функцию напряжений, при помощи формулы (2.2) можно составить картину распределения касательных напряжений с любой точностью.§ 3. Исследование решения основной краевой задачи. В насто­ящем параграфе дается исследование решения основного дифферен-
5 И местнп АН. серии фи>.*иат-  паук. >Л 1 
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циального уравнения а частных производных эллиптического типа с! нераздсляюшимися переменными (1.9) для любой области Г), ограни*  ченной достаточно гладкой кривой s, при условии (1.15). Для удобства֊ сформулируем это в виде следующей краевой задачи, которую в дальнейшем будем называть основной.Основная краевая задача®. Найти решение дифферент 
циального уравнения в частных производных эллиптического типа

/ д*  \/-Ф = — go х2) - ugl (xr, a\), ( Z. = ձ - 2ս — -—) (3.1)
\ ах^дх, /

иля области D при граничном условииФ= 0. (З.ЗЯЗдесь примем, что свободные члены g0(x1։ Հ։) и ->i (-Դ •*«)»  ква- дратичио-суммируемы в области 1Հ и—малый численный параметр, а оператор —/- положительно определенный.Прежде чем перейти к исследованию решения основной краевой! задачи, приведем некоторые известные факты.Множество всех функций ф(х)эф(х։, х,) из Ա7՚1(Օ), удовлет I воряющих на ճ условию (3.2), образуют подпространство W*(D)  про-] странства ԱՀ’(Բ). Норма в W՝i(D) определяется равенством [10]
фм«»= 1.1' Iф։+grad։*+ 2ւ(Ջ֊)»՚/՛

Обозначим через 4г(£>) множество функций g (х) g (л,, х.), интегрируемых вместе с g2(-V) в конечной области Г). Норма в L^D} вводится так
ւ.?1Ա01= p'rf*

Ն
(3.4)

На основании теоремы вложения С. Л. Соболева [10] и работ [ 11—13] можно установить следующее:1. Основная краевая задача (3.1), (3.2) имеет единственное ре­шение из Ա7շ (/->), если (g0 i- ug։) £ /,2 (ZJ).2. Если свободный член (g0 — jxgj) достаточно гладкий, то суще­ствует дважды непрерывно дифференцируемое в Т) решение основной краевой задачи (3.1), (3.2).3. Для любой функции из IV j и любой области D с дважды не­прерывно дифференцируемой границей справедливо неравенство■՝՝■ Основную краевую задачу (3.1)—(3.2) при помощи аффинных преобразований можно свести к краевой задаче ձՓ-— / для /)*  при Ф . —О (*).Причем, кривая хг, ограничивающая область D', искажается, и решить крае­вую задачу (’) для области [.)■ становится супХёс.вечно трудно. Так. например, ,w прямоугольника, кругового сектора и т. д.
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(3.5)

если только оператор — L положительно-определенный.Наконец, приведем следующую теорему, доказанную С. Г. Мих- ли.чмм (14].Теорем а. Если g — квадрата чно-сумм. up уемая функцияв области круга, а Ф(лх. х2) удовлетворяет уравнению ձՓ * 
= - g (■*!.  ֊4) R Я2 = -Կ -f- xi< 1 при краевом условии Ф |₽_։=0, то 
имеет мести неравенствоԺ*Փ 

dxtdxm
dxxdx2 հ. С2 -Ч) \'4х^хъ, С = const. (3.6)

Причем, для производных и - C=—t а для -------------
dxi дх-շ 2 дххдх3С=1.Теперь сформулируем и докажем следующие теоремы, которые относятся к поведению решения основной краевой задачи. Теорема 1. Существует решение основной краевой задачи 

(3.1), (3.2), имеющее вид соФ (лх, х3) = Фо (Лр хг) 4 շ թփ*  (х„ ^). (3.7)*-з
причем при |р. ряд (3.7) и ряды

ԺՓ = ԺՓՕփ у 
дх։ dxt k77։ ' dxt

0 = 1,2) (3.8)
сходятся в области D в среднем.Доказательство. Пусть существует решение основной крае­вой задачи (3.1), (3.2) в виде (3.7). Тогда при помощи (3.7) из (3.1) н (3.2) можно получить систему рекуррентных краевых задач△Фо= ֊Ш -Ч), Ф|, = 0;АФ։= &(*։>  х,) — Р1(хх, л,), |<Н“0; I

Дфй = - Pfc (-4, А',), շ <УФа-1 \
(1г = 2, 3, •) ( * )Ф>|л = 0 \А=1,2,--- /

(3.9)
(З.Ю)
(3.11)

Для доказательства существования такого решения необходимо (СНЯТЬ |ФЛв зависимости от п. Для ЦФо(Лн л* а)> учитывая .3)֊(3.5) и (3.9), получим
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M,(O)-C,]|g0lwn։). (3.12)Методом математической индукции доказываетсяШ1/,;о><2я"’<ЖФ)+ 2^»Р)1 (ЛРК'&Ы (3.13)Из оценок (3.12) и (3.13) следует, что ряд (3.7) в области D схо­дится в среднем, если только параметр р удовлетворяет неравенствуЫ (З-Ч

Напишем следующее неравенство
1Ժ-1 
I дх, (

<|Փ՞11 4t(O) (Z = i, 2)
п = 0, 1, 2, •• (3.15)

Откуда, принимая во внимание (3.12). (3.13). вытекает, что при со­блюдении условия (3.14) ряды (3.8) сходятся в области D в среднемИтак, теорема доказана.Когда область Г) является кругом, то имеет место следуют» теорема.Теорема 2. Существует решение основной краевой задача 
имеющее вид соФ (А. *։)  = Фо 4- 2 Р*Фл  (-Կ. Л-3), (3.Л-1
причем при |р|<-^ Ря& сходится абсолютно и равномерно по^

и в круге xj փ х':, = Rz < I, л ряды

^=^+2^ (Z.,.2) 
d*i  дх, л-ւ дх>

(3.
сходятся, в этом круге в среднем.Доказательство. Предположим, что решение основной крае вой задачи существует и имеет вид (3.16). Тогда при помощи (3.16 из (3.1) и (3 2) можно получить систему рекуррентных краевых» дач (3 9)—(3.11) для круга; Затем решение этой системы, пользую обычной формулой [15. 16|, можно представить в виде ւ3.1«
Փ,(^. х։) = ՝ (То (А, а; 5„ У g,(S։, у֊ 2 Հ՜Հ» <«։Л։. 2к J J օ^Օհ2

Ф„(л։, л,)=------ -HotA. л։; 5„ а>2,
где О (xv х2; с2) — функция Грина для оператора Лапласа.

(3.1?



О методе решения гадами изгиба анизотропного стержня 69Для доказательства существования решения (3.16) необходимо оценить (Фп(л֊։. Л;)1 в зависимости от п равномерно по х, и х2 в круге /?< 1. Заметим, что [15]
'й) ^=յճ,Հշ< -2к (3.21)

Вводя в рассмотрение величины 
/Л = (3.22)

учитывая (3.18)—(3.22), применяя неравенство Буняковского-Шварца. неравенство треугольника и неравенство (3.6), находим, чтоS' |Ф0(х։, х։)|<р-^^-. (3.23)
| Ф„ (X,. Л.) I « 2՞՜ ’ - ’ (В, + 2Й0) /։ > 1. (3.24)

Из оценок (3.23) и (3.24) следует, что ряд (3.16) мажорируется чис­ловым рядом с положительными членамиИ 2՜ V:[2B0֊H2fi» + fi,)2(2|1x|)‘|- (3.25)
который, очевидно, сходится как геометрическая прогрессия, если только параметр и удовлетворяет неравенству

1н|<-֊- <3-26>Итак, при соблюдении условия (3.26) ряд (3.16) сходится абсолютно и равномерно по х։ и х2 внутри круга /?<Հ I и представляет собой решение основной краевой задачи (3.1), (3.2) для круга.Для доказательства сходимости ряды (3.17) составим скалярное произведение (ф. Дф) = - J j ФММх։</х։. (3.27)
/?<։Для выражения (3.27), применяя вторую формулу Грина и учитывая (3.2). получим(ф. - 1Ф) = f П У- 2^ + Yl <№. (3.28)

J J \\dx, / dx, dx„ \dxt / J
H<iТеперь составим норму энергии функции Ф —ФЯ(ФЯ Փ04-|* Փ։+

|Ф—ՓՈԱ = |/(—А(Ф-Ф«), Ф—фя) ֊ (3.29)



70 В. С. Саркисян
Принимая во внимание (3.9)—(3.11), нетрудно установить, что

ւ (Ф - ф„) =֊ 2(1՞ քփ,~'- (3.;
дхх'}хгЗатем, при помощи формул (3.18) —(3.20) и неравенства (3.23) (3.2 получим 1Ф - Ф»| « 2՞! н 1“ ——------- --  ■ (312'х’(1 -21М>՝. Հփ;;֊1-1 <. շ՞՜2 <«,+շտ.). ($II (7<յ(7Տ2 1Имея ввиду (3.31) и (3.32), оценим

Отсюда немедленно вытекает, что Ф/»(х։, л2) —-.<Խ (г։, х2), 
11 —> оотолько |թ|< ՝֊. Затем, принимая во внимание (3.28). получим

«փ-Խ; f Y+f^֊^Y адз.J.) I Wj dxt / \dxa Ox*/  /?<»Из неравенства (3.34), учитывая сходимость по энергии Ф«(х1։-v։Ф(л1։ х2). легко видеть, что^._£Р:_֊йФ (. = 1 շ) J
dxi /։-»« дх{Таким образом, теорема доказана.Замечание. При решении конкретных практических з&1 обычно ограничиваются .вторым или третьим приближениями per՛?; основной краевой задачи (3.1 >—(3-2). С этой же точки зрения от тим следующее соображение. Если в ряде (3.1 б) ограничиться ч нами, содержащими р֊я. то. как легко видеть, ошибка не будет п восходить величины (2Տ0+/?,)||.|”+'2՞՜:;Од — ' ------------ »*■/•(1-211.1)յ относительная погрешность будет_____________2пИлГ’(2А±_в»)_-^||Х|(1 ֊ 2я|ррПо формуле (3.3G) можно установить, что, если потребовать, ч 
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ошибка не превосходила 5% при р = ■՛ —то соответственно4 5 10« = 4. 3, 1.В заключение выражаю признательность проф. Р. А. Алексан­дрину за пенные указания.Ереванский государственный университетИнститут математики и механики АН Армянской ССР Поступила 28 VIII 1964

-1. II. 1111.1'Դ11:ԱԼՆ
'Ч ՄՆԱՅԻՆ ԱՆՆԱՈՏՐՈՊԻԱ ՈԻՆեհՈՂ Ull'l.b fill ՄԱՆ ԽՆԴՐԻ 1ՈԻՄՄ11.ՆՄԻ ԻՂԱՆ11.ԿԻ ՄԱՍԻՆ

II. «I ill ո >|ւ ո t մ
Անիզոտրոպ ձողերի ծոման խնդրի լուծմանը նվիրված են շատ աշխատու­

թյուններ, որոնց մեջ կարևոր Աէեղ են դրավում Ս են ֊Վենան ի [ / 1, Վ. Ֆոյխտի [2]. Ս Հեյրենդոնի (.?], //. Գ. Լեխնիցկու |4-5] և ուրիշների աշխատս:֊ 
թյուններըւ

Հեղինակը փորը պարամետրերի {երկրաչափական պարամետր) սղնոլ- 
իյամր (Ոէծեք Է ոչ օրթոտրսպ պրիզմայաձև ձողերի ոլորման և ծոման խնդիր­
ները (տե' ч [ 6 JJ:[7]—[.9] աշխատությունները նվիրված են ինչպես ուղզադծային, այն­
պես Լ( զլանային անիդսարոպիա (ոչ օրթոտրոպ) ունեցող պրիզմայաձև ձողե­
րի ’(Սրման ե ծոման խնդիրներին։

Ներկա աշխատության մեջ արվում կ զլանային անիզոտրոպիա ունեցող 
ձողերի ծոման խնդրի լուծման նոր եղանակ)

(ուծումր ներկա շաղված Լ 7"'/’/’/' տեսրով րոտ փո րր պարամետրի (ֆի­
զիկական պարամետր)։ Այղ եղանակով՝ չանջատվւէղ փոփոխականներովI մասնական ածանց յալներււվ դիֆերենցիալ Հավասարման լուծումը բերվում Լ 
անջատվող փոփոխականներով դիֆերենցիալ հավասարումների լուծման:

11րւդես կիրաոությւււն լուծված Լ Հոծ շրջանային ղլանի ծոման խնդիրը՛
Հետազոտված են կամայական (այնական կտովածր ունեցող ձողի ծոման 

խնդրի (ւսծման ղոյությունր ե ղուզամիտության հարցերը։

Л И Т Е Р А ТУР Л։ 1- Saitu-Venant If. Л\ёято1ге sur la tor>ion des nrismes. Mcmolres presentcs par divers savants a facade nue des Sciences. Sciences math el phy-s., 14. 1856, Paris.լ 2 Voigt \V. I.ehrbuch der Krlslallphyslk. Leipzig —Berlin (Teubner), 192$.3 . Лгйбензоп Л.С. Собрание трудов, т. L Изд. АП СССР, М_, 1951.4 ..՛■ -хнацкий С. Г Теория упругости анизотропного тела. Гостехизпат. М.—Л., J950. о. Лехницкий С. Г. Распределение напряжений в упругом стержне с крнволиней- нвй анизотропией под действием растягивающей силы и изгибающих момен- ion. ПММ. 13. № 3. 1949.
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Р. М. КИРАКОСЯН

О ПОЛЗУЧЕСТИ СЛОЯ СТЕКЛОПЛАСТИКА ПРИ 
ДВУХОСНОМ РАСТЯЖЕНШ1

Вопросам теоретического определения напряженно-деформиро- 
наиного состояния конструкций из стеклопластиков в условиях пол­
зучести посвящены работы Г. И. Брызгалина |1], И. И. Малинина [2], 
П. М. Огибалова, 10. В. Биккеннной |3] и других.

В настоящей работе рассматривается задача определения дефир- 
маций и перераспределения напряжений между стекловолокном и 
связующим материалом отдельных рядов стеклошпона, вследствие пол­
зучести связующего материала.

Показывается, чго ползучесть стеклопластиков при двухосном 
растяжении можно описать уравнениями ортотропной наследственной 
линейной ползучести, при этом упругие постоянные и .меры ползу­
чести выражаются через упругие постоянные отдельных составляю­
щих стеклопластика и меру ползучести связующего материала.

По безмоыентной теории дается решение задачи осесимметрич­
ной ползучести и релаксации оболочек вращения, изготовленных из 
стеклопластиков.

§ I. Рассмотрим однородный по толщине единичный элемент 
постоянной толщины ov, армированный лишь по направлению V —у 
плотностью пу, причем

где Զ:—площадь поперечного сечения элемента. ՏՀ, — площадь ар­
матуры в этом сечении.

Пусть элемент растягивается слабо изменяющимися во времени 
усилиями Г։х(/) и 7’1У(0- Предположим, что армирующее стекло­
волокно представляет собой упругое тело, а связующий материал об­
ладает заметным свойством ползучести. Тогда с течением времени 
произойдет перераспределение напряжений Օյ, с2, с3 между стекло­
волокном и связующим материалом (фиг. 1).

Из условий совместности деформирования стекла и связующего 
материала и уравнений равновесия единичного слоя в целом получим
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— ՜՜ “Ic3 vc#°« 4՜ ^'свех (^յ. сз)| 4՜ ՜՜(7յ —
^СИ Е<1

*? = ֊ ha — W, 4֊ £«Հ (% *3) = • (1.1|
Еса Լռ

7ս = 4 Tiy= M'Mi + O — Л/KI. (1’2)

где £х. «у—средние значения полных деформаций, sj, —деформ։ 
ции ползучести связующего .материала, Е„, Е:9 и հ։. *сп — соотве 
ственно модули упругости и коэффициенты Пуассона стекла и связу 
щего материала.

Рассмотрим теперь пластинку, составленную из .V = ь*г  + л ряде] 
симметрично собранных относительно срединной плоскости пласгиню 
из которых т рядов армированы по направлению у — у. а п — по 
X — X.

Для единичного элемента, вырезанного из такой составной пла­
стинки, уравнения совместности деформаций стекла и связующего 
материала и уравнения равновесия для всего пакета в целом запи­
шутся в виде

г.։ = — ~ |<1 7сяс2 ! 1-си-х (3i. Зз)| ’ —7- — '>ճ3յ) =
T>Clt Ец

1’3й ~ W«4- £спех(о5, са)| — Ա.3|
, L-cn Еа

-у = ---- |ce - vc.a5 -f- /jcn<(35. ав)| + -уг-Ссн ~ =
L-v.n L-a

= ֊֊ Iе» -
Լէճ La
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Л = т Г1х 4֊ п Т2я = гпоу^ 4- пЪх |//хт4 + (I ֊ нл) csj.
Т'2 = /п7'1у4֊ пТ2у = mlv |/z.,.3։ 4(1 -- 11Հ) Յշ| 4֊ лЗхзв.

<1.4)

Уравнения (1.3) и (1.4) образуют систему восьми уравнений относи­
тельно восьми неизвестных («։.-”. 5,։, :г). Характер этой системы
существенным образом зависит от уравнений ползучести связующего 
материала. Для простоты в дальнейшем путем полагать

Դ ր z= 5у — ъ.

Подставляя значения напряжений
Т. П13. Ոյլ

т/о(1 — //.։) п (1 — лЛ) 1 — zz*

7, ГН И у ш(] —п.у)з2
3<1 -Լ

но .4 It

я> (1.4) в уравнения совместности (1.3). получим следующую систему 
тлгебрзкческнх уравнений относительно напряжений й

y.aipj = Л / - 1. 2, 3. 4, 
/-1

(1.6)

где введены обозначения

1 — лу ... ... .
ЬаЕспП

. .лд Еспау Яо (1 лу)
<11» —   ---- ------------ —“------------

Р /•' 1-«'-СП

а
f. ,՛/>. Ւ... (1 Лх)

m ( 1 — ну) Г о ТГ. ,,//, -У Еа (1 пл) 
Л ЕпЕ. „

(1.7)
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аЧ ~ с * Un------ “ Н ր՜* ճս Ո + -------- ——--------- - <ZH~Q
Св /Ze> Z^aUrn

ծ,=± •7Д • (1 - Д-ր) Т.-
f:aln ԿՈ ЕаЕ^

----- !----- 1 A. (|—я'Խ֊- I/
Mi—ад

-------- ----------(2Л 4- — 
»я(1֊Л,) V

— (Л4- Г,. Հ
հո ЕаЕп /

и - ад Հ <«t> ад 

շ«>—

/; о *л (°»*  ад 
2а,-зе

• Мере՛ /* пбоаиачгно .ничспис £-<но приближения функции Հ.

(I ֊ адаИч» 

2=<-о»

Հ<*>.  ад. 
2ն

Систему (1.6) будем решать методом последовательных л ряблю 
ннЛ. В качестве нулевого приближения берем упруго-мгновенные 
шсния (Л" = .Г = fi"= В = Oj Для получения первого приблю
пня нужно полагать

(1 ֊ ад4(4. Հ) 
Չդ- 4

Հ (4 4) 
24 -Հ

Аналогичным образом строятся к последующие приближения — 

.. а ад 4 к՜1. 4~:)
2=Г։-4-։

Решение системы (1.6) можно представить в виде

с _ ^пАп — 3ИАЦ . _ Ви — Лцзд 
՜ АкЧх-ЛА»’ 5

лп5։4-о„7. ___ ??։ —«„с, —ак%—(Tj3Gj
'3 —------------------------• 'է —----------------------------------------•

‘ն4

u4J (а.ха„ — апа^) - а„ (af„о,, 

«и
ս»յ (ոէշ<1է. — — '_ln (n.;ia3l

—-~Д4| дոՊյլԼ,

Ди
Лп ® anbt - аиЬ3. - u.fix — ./„ձ3.
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С помощью (1.5), (1.9) и (1.7). (1.10) для средних значений пол­
ных деформаций из (1.3) получим

«х = Л։7\ + .4,7-. = Я։Г։ + (1.П)
где

.1,֊- —3—. л4-^___ ./о/? „ !_\.
Ъп{\-пх) /Геи 67?(| ~ пх) \ Л'г./

4 — ' 3 | 9 4 —՛ 7-cr//.v Ч~ £q (I //-л*)  | ।
6/7 I ВдЕсм I

। ^3 (4 ^՜0*^11 ~~~ КсвУл \ 7z/l
б// Т.։։ЕГ1, /

_ 'ff^34 . 7?յ4շշՀ7յ,|
Kn l-ti (•4յյ.4շ« ~ '4|л<4'֊ц) Ea (71յլ/1շշ

В3 — 4
Ka ես ( .4ПД2?

J_ I ••„/« ( 1 - Лу) <tw .
лх2[ Ո Oj4 Պ<ք/13

^gtmiy  an , ^Ug41 и 
" g14 ' «14*43 A>

W" ( 1 — Ո,)
Ո

U1: ./j..^,,
--------- 1------- -------

Պւ gHg«

8  ̂A.. B« = Ay
(здесь и в дальнейшем черточка над функциями означает, что т, п. 
пх, Пу, Тх и Л в выражениях этих функций заменены, соответственно, 
через п. т. пу> 7/с, 7ն и 7\). Очевидно, что

8<=хЛ?-։Г։4-.4?”։Г2, гу=Л7-17։4-.4{ ’73. (1.13)

Смысл ծ-о'го приближения решения таков: расчет стеклопластика 
в условиях ползучести сводится к расчету некоторого приведенно- 
ортотропного упругого тела с соотношениями между деформациями 
и условиями (1.13). Причем упругие коэффициенты этого приведен­
ного материала зависят от времени, чем и учитывается ползучесть 
стеклопластика, вызываемая ползучестью связующего материала.

При соблюдении определенных условий [5]

lini .4ււ = .47, 11ա/1; = .4շ. lirna£ = £o Hm.sJ = (l.H)
« A-х fc—.

и последовательность приведенно-ортотропных материалов сходится 
к некоторому определенному ортотропному упругому материалу, уп-. 
ругне коэффициенты которого ,4։*.  .4-7, Ai и Ai изменяются во 
времени.

Рассмотрим следующий иллюстрационный пример. Пусть

Г, = 350—. 7Հ = 0, г- 0,0015 см. т =159. // = 300,
см

п, = 0.6. п, -0.3. £„ = 500000—> £„ = 75000 —
СМ- см­
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и деформация ползучести связующего материала определяется уран 
пением [6|

/ = m't'sh —.
3.-Я

где т -4-10 зст = 1Q0 —• а 0,4.
см*

* .Модуль упругое։и приведенного материал.! определяется 
о

формулой £ор ֊ с։'-, где ^.—среднее по толщине пластинки нор-
zx

жальное напряжение.

На основе расчетов по методу последовательных приближений 
в нижеприведенной таблице лаются значения напряжений =3, з4, <?։ и 
модуля упругости приведенного материала Еп? для четырех момен­
тов времени է.

«, кг!см՝ յ, кг см' кг! см- Դ в % Հփ*-»օ՜ 5
кг'САГ

Нулевое 
прибл

206.2 1022,1 153,6 0,204 2,542

X /։— 10 дн. 184,2 1048.9 140,9 0,210 2.469
£

է-2֊ 30 дн. 172,1 1063,6 134,0 0.213 2.43-1
■о 
X 1.= 60 дн. 161,1 1077.0 127,6 0,215 2,412
с г.—100 дн. 150,9 1089,4 121,7 0,218 2,379

X 
а> G 188,8 1044,0 142,4 0.208 2,493
X<Հ G 168,8 1069,9 128,6 0,214 2,423
С

G 147,9 1097,4 113,4 0,219 2,368
с և 127.1 1125,5 97,4 0,225 2,305

X

•€ fl 187,9 1044.8 142,3 0.209 2,481
X

քշ 168.5 1069.6 129,4 0.214 2,423
X
Ci. հ 150.4 1093,2 116,6 0,219 2.368
Е

ք< 134,4 1114,3 104,9 0,223 2,325

S 
£ էւ 188,1 1044,7 142,3 0.209 2.481
X

Կ 168,8 1069,5 129,2 0,214 2,423
с. Կ 150.2 1093,8 115,9 •0,219 2,368

с
՛՝ 132,8 1116,9 103,0 0,223 2.325

fl 188,1 1014,7 142,3 0,209 2,481
X հ 168,7 1069.5 129,3 0,214 2,423
О 
.V Կ 150,1 1093,8 116,1 0.219 2,368
= Կ 133,1 1116,4 103.5 0,223 2,325
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§ 2. Рассмотрим случай. копа в качестве уравнений ползучести 
зующего материала принимаются соотношения теории линейной 

наследственности |4]. Тогда условия совместности деформирования 
стекла и связующего материала и уравнения равновесия для всего 
пакета пластинки в целом примут вид

------ i------ մ'= — J3« —^Պ)1>
Ժհ ձս(1-nv)

՝<- [(°» լ/շ-d’«֊?֊ (օ4 ), (շ.ւ)
J dz Ел
»*

t
ք. ւ OC(t, т) . Eg» .

0,- W3- («. - *«< ն)-----T----- dt = - -■ (с։ —
J ժր Ea

. . OC[,t% է) . ձ'„ , . ..
(•• ֊ W»)------ -- ----- tft - ——-------- М» — «ր (<’•—*.. ’1)1:

Ծհ Еа(\—пя)

Л = 8 |moa փ ո |д^4 4֊ (1 ֊ «x) <>s]). (շ շ)
Г. =• ձ |лве 4֊ т |луз։ + (1 - tly) cs]),

где возраст. C(t, т) мера ползучести связующего материала.
Исключая напряжения а,. а։. с4 и з4 из первого и последнего 

уравнений (2.1) с помощью (2.2) и второго я третьего уравнений 
(2.1), при этом имея в виду, что 
HR ■« 

j [/iom-. х)^=рнл;(г. я| ։)d= d-..

тносителъно напряжений з5, получим следующую систему двух 
инейных интегральных уравнений Вольтерра второго рода

Ь։А'1(/. ’)4-звК.(Л

(2.3) 

/>а + *Л=/»+ f|«sK։(t *)  + =.К.(Л

где введены обозначения

Պ”» + й.эе = /։ +

ff (1 у) цПх ~{~ Есл 0 *~
Etlт (1 п,) ЕаПу 4- £Հ (1 — որ)

E^gt։t\: 4- (1 nt)[Eam'„ • Е^а)
Eam (1 — n r)



Х°^г/ г (- 7)г/ p.g -с("'"\7- 'Vj) ?/ч/| у

.|(<и -0"^-- Կ/"յ\(Կ1 I)///
V" I)//

4֊ (’// — i)z//|
(- 7) эр = 7/

I

К/ '1)эггги.7։'’л —(Պ՚Հ _-р_
(17) эр

■Р(Ъ ՛ՀԱ Л?Л7 • (л« — \)иэ3 1 ЛХ?

4-(х ч)г/ IС"֊ 1)Հ74֊ '"ծ71 (Wa“<7 u,'i’7) ֊ X 

z s!(4/—|) UJ3 -r Aw°j] (xu — ]) w 
(4/ - I)

— |рлл 2/у -+- (xu
I1 JI - \ ) w 

(^֊;)эр Г՜
I) ол'.1// 4֊"л*mu I

’-р|(з- 7)Ն/ն4֊(*  ։7)Լ>/և|յ4-ն7/-ր1.ճ։^ = 7

(9’й)

'лр !(>■ ‘7)Դ7.4- (- 7)\v\/j -t :rv - \ixv = \/ 
uI

' l(x" l) ".7 ■+■ ftwwj| (V\7 IU4W7) XIJII -4- (֊+֊ u։,r.^zj) ^3 -|

(՝?/ — 1) "3։7 4՜ aw"7
(”Ae37 -|1Հ7-տ(°* “յ7 ֊ wA’3r)xw-v//| (rt7/ |)w 

”’7 {*v  — I }ut ”3
՜ ՝

I
(Կ/ - l) i//;”7”.7

— I) U37 + rwr^TT(x" ՜ I' ’. / + x?/ 4֊ ^a3u3

(Аг/*֊-  1)п-՝7-Ил •.'".7"7
j1՜?/ 1) и:з 4- ritv3 г(мл’|37 — “jaw7) 4///

(^•3) \v>.m3 ֊- U3a*'7)  д/а7/-г//"л ■ ("՝3 — °3)-4Րնա - **Зи-\-

(։<ւ/—\)ոյ3 ձււԾ3 i (■'// — i}p3<ihu
+”3Հ««ւ+^ _ Юк,Э)лих„| (Stl _ [) u f “

RKOOMBdHH W d OR
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_ժ£(էշ)_ I 
д' I

Еапу 4֊ £«(1 — fly) 4- Eariy \R Е) dt X

X [— 2 (f«*«  — •£«*«)  I E^C (r. /) IJ.

s I '2,,n * I —fl у 1 + /?еи [fl (I fl.v - ոՀ) 4- ШI
m£a»(l — fly)

Hfly^iw {ЕдУщ Еуп^а) |£д#г 4՜ £gi (1 — Ax)| | 
ուե-zw -F £հս (1 fly) I f

x Ճ£ՃԼճԼ Ն nTlxEa c(z п дС^՝т) - 
д- гпЕп ’ <Л

। flf£v |^Ле,. £Сц^ ЕпУ^С (т, /)| 

/А£ея[£яАу4֊^..(1 пу)Р

X 1 - Пу (Еа\в— Е,пуа) [Etlnx -Ւ £cu(l — «х)| R (է, -) ֊Ւ

է I
4֊ |£„/դ. 4- £'« (1 - fly) 4֊ Eany i R (z, =) Ժ;| Հ

dC(t. z)
ijz

' fci>\n ( 1 — fl ։) 4՜ ЧX (^rtY< U bru'a) —

- EaynHxC^, 01

Д : - £CHvJ t /Л„7.(^ • HU.JI;}
/ոճՇ8(1 —tiy)

nvg, |(£gvct> — £c»^)8«xfly — £c»I I dC it, z)
mE^ |ճօ«ր 4- £си (1 — Лу)| J dz

nn-xEgtfu ր, (lC. (!, t) ////.,.I£*д ‘\и Etil'ti ~ 0} .
mEn (Iz ,!/-՛ ՛;, /:<» (I - «y)|։

x![«,«,. - Et,x,)֊ - 4„| R(t, -) T dC!-• ՜* X
Oz

X I Egtiy -h£o,(l A'v) 4 Egfiy \R{-. i)dz
X

X 1֊ 2(E։i^ E^„} 4 Е„^НС (Z, /) 1

Հ _ ____*̂cn  [fly (vClt vi>) Art]____
1 0/// (I — ՈЛ) I E„n v 4- E(I — fl у) ]

Н:п'1--п>и АН. .орн*  Ф1О.-МДТ. iiayx. .4 1
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/՜1 • — ”՜ -- ---- — - --- ------------- ՜ >
Ьт (1 — пх) [ Еап у -| Егл (1 — ду) |

= _J[ Ду (£><•„ — ЕдУаУ Е„{\ — ду) 4- Eativ |
’ £аод։| £лду 4-£«(1 — Ду) 1 — пу J

р _  Есп I Հ> Е аУсв £св?о
ЕаЪт | 1 — пу Е..Пу 4֊ Еса (1 - лу) |

Ks =-------------------- £д(1-л,)------------------J [fon, +£■„(!— Л,) J
a/n (1 — ux) [ЕаПу -f Ew (1 — Ду) j։ 11

+ Eafly c) (iz
dC(r, -.)

— Пу (ЕаЪь — Ec^a) R (/,

£ca (1 — Ду) 
?.m(l - пл) |£>Zy 4- Eca (1 ----— 'Ml'

՝ p II.- : p .1՜ |£св\Etfly 4՜ £i։։ (1 — fly)
ZmEco у 4՜ £<,« (1 — Ду) | ՚

- 2л Л. |-^£ֆ-ճ. + .R{t՝ J

О' £«Ду4- ^en(l — Пу)

_ ЕпЕсг^съН\Հ/ձ£св7а) dC (Z, t) 
Ee.fly I (I - Ду) Ժհ

x oC{t. -) (>(_ EttEe„ify\։, (E/;\.„ Zfc.Vz։) R (Հ т) C(xt Q Я

Ժ՜ Eftiiy ~|՜ Equ (1 — iiy)

/?(7. <)^ + £ЛаЛ2А*

t EiEain2v Հ dC (t, -)—I----------------- ------------------------- --------
• Ett и у 4՜ /-с» (i — iiy) d'z

C( (2.

_____ l____________
Zm\Et,fiy 4- £CB(1 — лу)]

Ecnlt у {Еа vai Ещ՝>а ) д
ЕаПу-T £«(1 ֊«г)

fog Есц/1 у vctt
Еа Н у Еси I 1 — Д у )

R(t. *)С(7,  t)

/п/, у dC(t, ~)
(Z, т) — резольвента ядра ------- —-• то есть ядра релаксации!

Разрешая систему (2.3). для напряжений в5. зв получим 
I

Л ֊ ‘‘jf, + j I U. ') + /։A’w (t. t) |rf֊. I

=« = + -֊‘Л+ рАЛ'„(Л ■) +/№(Հ’)]Л, I

где

—
ԺՇ'(/. 7)
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О ֊ (1Ղհ2 — а2Ьу ֊/= О, 

DM» ֊ by (Ь,К. ֊ а։КА)

_1_Г
J3

£

(2յ ( /էշ/Հշ Հ7շ/\,]) Dcinl^.y^ __/<w =

Kj2 —
а1&Л*  ՜1՜ Ml.

D

#ւ։ r /Հյ( 1 -Г | /Հ.։ (Լ 11) ձղ ) - a։/?u/?u ; dL

Mi - м (2.11)

-о 1*си  ~* է՜-շ&օ a i / »
5---------՜՜'՜՜Բ՜*-СО 4-CII '-ГН J

Нсгрудн.0 заметить, что для напряжений с1։ с. 
Ьуюпуй выражения:

31 — °յ՚ 32 ՜ cs» ն — гб-

I ^'"Ս^՜՜՜Օ^՚Հ' խ֊-Հ^Հ)^-jx։(,. =)rf:)|. 

։ т
Через /?, обозначена резольвента ядра /Հ, .

С помощью третьего уравнения (1.3) для напряжения з, в нашем 
случае получим

^Ld-.. (2.12>
О-.

и Յյ справедливы еле-

___  {21;9
Дли средних значений полных деформаций гд и sv с учетом (2.9). 
(2.13) и (2.5) из (1.3) получим
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где

8д = .4Х, л 4֊ A։srt J (Л/<к 4- Га/(1$) сЛ,

(2

-К — ^21^1 L շ 4՜ | (7 յ/Հյց 4՜ 7 j/\'jo) ^՜.

"I

Ах։= Т7/Нд։ ֊ vciA) էԼ (Պ 4- W։)l-

4յ3 |.4л (ծշ 4՜ ։'օւ/\) /^3 (մ« 4՜ *<1» /i)j<
DE c i

֊- л; ֊ ֊ք7֊ '<■: + ^1Հւ:. -Ւ !- I

Z/£\_*u  f'Eiu

+ f[/<JA -)/<.>(-. 04 KA‘. ։)|rfs. (2.

•

K,^ 1,8 A— K> + -4>^ -i B=K-’+ 1

/-//-.и mjCcr
f

■ 4K«(Z՛ Ч + ЛЛЛ -)«.«(-. 5)1

-4շէ 4jo, ■՜՝23՜-4յյ. 7\jj—/Հյշ,

/<„= 1 Jo 11 01|Հ,(Հ
LACciil ” • ՛

Л„- --֊(oil-CMlM T)| +
/Jocnl

+(«,+’<»«.) (2-wi
Ժհ J

Уравнения (2.14) и уравнения ортотропной линейной насл< 
ственности |1|

ъ = £Г'(Л--пЛ). •, = £՜'Պ֊»ւՀ). (֊’ЛЯ
где Е, и Հ-операторы вида

t
Ef(t)֊Ef(t) E’\E(t, -)/(֊)<*•.  (2151

эквивалентны. В самом деле, из (2.17) с учетом (2.18) имеем
t

гх = 2' _ JA + ’ Ռ։ (է, Г, (<) * +
Ei Е\ Е\ J
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Г-(х) <A.+ ֊. [{11 + [/А (’. Е) tf?] >. (А -) ֊ /А (I- ■)

Е2 E; Է հ J

\(է. (է. Հ1\(ր)<Ւ.

Здесь //։(Հ «) и H2(t, z) — резольвенты ядер £։ (է. •) и E.(t, т). 
f Обозначая

-֊■ ]|i+ \nA’-. օ</փ,(/. T)j = K„.

֊Է У1+ (Xfr |-.u. ֊ /ач- -)J = *»•  

из (2.17) получим уравнения (2.14).
Таким образом, расчеты полосы из стеклопластика на двухосное 

растяжение сводились к расчетам полоса из некоторого приведен­
ного ортотропного материала, для которого соотношения между де­
формациями и усилиями имеют вид (2-17). Тем самым оправдывается 
предположение, принятое в работе (1|, об использовании соотно­
шений анизотропной наследственной линейной ползучести для описа­
ния ползучести армированных пластиков.

§ 3. Рассмотрим оболочку вращения, изготовленную из .’.иста 
стеклопласта постоянной толщины А = о(/л 4- /i)=S/V. т рядов кого- 
Ш՛ армированы по направлению образующих, п п — по параллели 
Срединной поверхности оболочки. Положение какого-либо tiapn.i.ic.l Ь*  
ного круга срединной поверхности оболочки будем определяй, ме- 
рнлнонольной дугой 5. отсчитываемой от некоторого параллельного 
круга л։0« 0. Пусть рассматриваемая оболочка свободна от поверх- 
постных нагрузок, один конец ее (s = х0) защемлен (в- безмоментном 
смысле), п другой коней (з /) растягивается (сжимается) по нлправ- 
ленню меридиан на величину и ս,է(է).

Для тангенциальных усилий и перемещений оболочки имеем |7|

г։ (տ. է) - -է֊Հ’ , т, (տ. 11 = - (3.1)
Г. COS- « rt cos*  о



86 Р. М Киракосян

и (տ. է) = cos & i — - ( Տյ - ֊֊2֊ 52 ) ds. w (s. 0 = - r։ ֊'. (3.
J cos»\ /*1  / ds
0

где I՛(t) ~ неизвестная функция интегрирования. r,(s) и r2(s) - 
диусы кривизны. О —угол .между касательной к .меридиану и ось 
вращения срединной поверхности оболочки.

.Удовлетворяя краевому условию u(l. է) — ։ւ0(է). с учетом (2.14 
(2.15). (2.5) и (3.1). относительно функции Г (/) получим следуют։ 
интегральное уравнение Вольтерра второго рода:

t

где

/Wj = i----- - (^s ~ Г..И..) ds,
J rx cos » 
(I

и =e___ I_______  I т ՝*<nbj  - (д, Հ- ^ցՂ)
/9£си cos5 & I r3

(gg 4- Л8 (Л, 4- vcn^i) I 
Դ . I

l
(t, -)= 4? i — '-т НФ (5, Л -) - '•2фТх.Т^Г1 

.WjJ /-jCOsO
о

(3.4]
’• '• ’> =------ЦгЬ'-А-.С/. ՝)-<■/(.('. ^)l

ՀՀ» COS" 0 I

-t- fKK5) Л1 (r։K, (t. T) - r.J<,(/,.)]! -

J J I ^'4*cu

i
- \ K։. (-. 5)«I 4- (Л.Г.-A։r.)(t. + (S.r, - fi.r.) KK(t, t)

Решая уравнение (2.3). получим

/■■(/) = —-Ц- «։(է)--)u„Wd-. 
Л1г cos J

В случае, когда
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я0(/) = /z0 = const, 

получится задача о релаксации напряжений. 

Институт математики к механики
АН Армянской՜ ССР Поступила 21 V 1964

II- . 1Г. «ւԻՐԱնՈււա.

ԱՊԱԱԵՊԼ11.118Ի ԵՐԿԱՈ-ԱՆՑՈ ՍԴ«ԼՈՂ ՇԵՐՏ1’ UAW ՄԱՍԻՆ 

Ա մ փ ո փ ո է մ

Աշիաւտութ րսն մեջ դիտարկվում է ապակեպլաստի դե ֆորմացիան!,րի 
ո/ւո -ման հ նրա առանձին շերտերի ապակու և կւռպտկքոդ նրււիքի միջև քա­

կումների վերարաշիւմ ան իւնդիրր. երր ապակե պք ши տի շերտ ft ենիք ա րկվում է 
երկառանցք ձդման (կամ էէեդմման ): Ընդունվում Լ, որ ապակին մարար 
սւոսւձդական է. իւ/կ կապակցոդ ն լուիք ft ռմ ւււվա6 է ււոդրի դդա/ի հատկսւ- 
ի րոննեքէով: Ընդհանուր դեպքում հիմնական հավասարումներն ստանալուդ 
‘ill աո ուսոլքքիասիրոեի/լոլններր շարունէւէկվոր մ են րոտ ոսէլքքւ դծաքին մա֊ 
■ասնդւււկւոնու թ լան tnhutu թ րռն [4 /: Ծոպց է տրվում, որ ապակեպլասաի սոդքր

1ր<էրԼվէ է նկար ա դրե ք օրթոէորոպ դձաքին մաս անդ ակտն ո ւ ի) քան ‘-,ավшиարՈէ մ֊ 
ներու/. "րի աոտձդական հա и in ա in ռւննե րր ե սսդրի }ավէերր ա րա ահա րո վ и ւ մ 
են ւսպակեպլաոաի րսւդա դ րի շնե րի ւււոէսձդական հաււտատունների և էրոպակ- 
tfiiij նլուի!ի սողքի \ավւր միջոցով! ՛իրանով ի"կ տեսականորեն հի՚մետվոր- 
վում Լ /// աչիէաաու ի!լան մ I։ $ կա տա fin/Л րնդ ո ւնե ք ու իժ լոէ ն ր , հորմւռձալն ո րի 
ս՚ււրսկեպլաստներր կարել/l I, դիտեք որպես դ^ ա քն որեն սոդ րի ենfj արկվitդ 
ւէեւիէյոտքւուդ մարմինն!) ր։

Օդէովելով դեֆ Ո րմ տ դի ա^էե րի համսւր ։ոոա էքած ա ր ս> ահ ու րս ո։ [J րւ ւնն ե րի դ , 
իէադանթների անմոմենտ ւոե սա ք4 րոն ՚վւմ ան վք',ս ւսրվուէ! է պսւսւման (4ա֊ 
դանթների տոան է/ քա и իմ I, ա րիկ սոդքի և ք արա ՝մեե р ի ոե / ա/քււ ւսէքի ա/ի իրնդրի 
րււձէէէմր։ ք'հրվոէմ է թվա լին քուրադ րակսւն օրինակ:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

С Р. МЕСЧЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТЕЙ МГНОВЕННЫХ ДЕФОРМАЦИИ ГЛИНИСТЫХ ГРУНТОВ ПРИ СДВИГЕДеформация материала, обладающего свойством ползучести, к։ известно, разбивается на мгновенную деформацию и на деформаи» ползучести. Поэтому, при исследовании закономерное гей дефор.ми|>1 вання грунтов, указанные деформации также рассматриваются раздела но, хотя они между собой тесно связаны и представляют этапы олнг го общего процесса.Изучение закономерностей мгновенных деформаций при сдвиг как и при ежа՛։ни [1|, имеет важное значение для определения 3 висимости напряжение—мгновенная деформация, .модуля мгновенье деформации </««•.., его изменяемости вследствие уплотнения грунта ш воздействием уплотняющих нагрузок, а также для выделения по зучести из полных деформаций.В теории упруго-ползучего тела Г. И. Маслова—И. X. Аруп ияна |2, 3| в числе других предпосылок принято также, что завис мость напряжение—мгновенная деформация является. линейной, й модуль мгновенной деформации О՝м։„ является переменной величине зависящей от состояния (плотности влажности, структурной пр! чности) грунта в момент его испытания. С целью обоснования пр менимости указанной теории к глинистым грунтам выполнена наста щая работа по изучению закономерностей их мгновенных деформац!при сдвиге.При изучении закономерностей мгновенных деформаций сдвиг в частности, зависимости касательное напряжение (</) мгновенная л формация (умги) и изменяемости модуля мгновенной деформации 6»вследствие изменения состояния грунта мы исходили из тех основ»!положений, работах [I, 4].которые достаточно подробно были изложены в наш!Поэтому, чтобы не повторяться, мы здесь не будемостанавливаться на рассмотренных в указанных работах общих воп| сах. Что же касается методики исследования и связанных со спификой испытания грунтов на сдвиг вопросов, то они будут рве смотрены по ходу изложения результатов экспериментальных иссл։ даваний.Изучение закономерностей мгновенных деформаций сдвига про водилось на приборах одноплоскостного среза и кольцевого сдвига |17| 



Закономерности мгновенных деформации глинистых грунтов при сдвиге 89Опыты, проведенные на приборах одноплоскостного среза, носили методический характер и преследовали цель выяснить качественную сторону вопроса.Опыты проводились на образцах нарушенной структуры, изго­товленных из грунтовой пасты, обладающей влажностью, равной пре­дел}՛ текучести. В приборах одноплоскостного среза подвергались испытанию образцы высотою հ = 15 и З5.и.и, а в приборах кольцевого сдвига Л 24 мм. При испытании образца высотою Л = 15 лог в при­борах одноплоскостного среза обеспечивалось более равномерное рас­пределение касательных напряжений (Э. В. Костерик, 1957). Испыта­ние в кольцевых приборах образцов высотою 24леи сильно упрощало намерение деформации сдвига. В этом случае перекашивание происхо­дило по всей высоте образца, з базой измерения деформации явля­лась ею высота в момент приложения касательного напряжения.Испытание образков в приборах обоих конструкций проводилось а условиях сложного напряженного состояния при действии как нор­мальных, так и касательных напряжений. Порядок приложения на­грузок был различным. В одном случае касательные напряжения при­кладывались к образцу после завершения его уплотнения от действия нормального напряжения, а в другом—при незавершенном его уплотнении.Ниже приводятся результаты изучения зависимости касательное напряжение q— мгновенная деформация сдвига -fur>i и влияния состоя­ния грунта на указанную зависимость,§ I. Изучение зависимости касательное напряжение q — мгно­
венная деформация сдвига 7«П|. В отличие от методики определения зависимости напряжение—мгновенная деформация сжатия, изложенной в работах |1, 4], мгновенная деформация сдвига определялась после­довательным приложением к образцу ступеней касательных напряже­ний равной величины через определенные (равные и неравные) ин­тервалы времени. Мгновенные деформации фиксировались в момент приложения ступеней нагрузок. Величина мгновенной деформации, соответствующая какому-либо фиксированному значению касатель­ного напряжения, определялась как сумма мгновенных деформаций от всех приложенных ступеней нагрузок.Для определения рассматриваемой здесь зависимости одновремен­но испытывались по 10—12 образцов-близнецов при величине ступе­ней нагрузок 7—0.025—0.1 кг'хм-. В ряде случаев применялись также ступени нагрузки больше 0.1 кг'смл. Во избежание ошибок, которые Обычно проявляются в начале эксперимента ио гем или иным причи­нам. начальные участки кривых q -,'M1։I (в пределах q =0.1—0.25 кг см-) исключались из рассмотрения. В ряде случаев, с той же це­лью, испытывались образцы, подвергнутые предварительному сдвигу напряжениями указанного выше порядка.На основании многочисленных опытов (больше 200) установлено. 



90 С. Р. Месчянчто связь между касательными напряжениями и мгновенными дефор­мациями сдвига для какого-либо фиксированного состояния грунта в пределах рассмотренных (сравнительно небольших) напряжений и деформаций выражается линейным законом.На графиках фиг. 1 и 2 приведено несколько кривых зависим</ 7.МГК, полученных испытанием образцов суглинка и часов-ярской глины (табл. 1) на приборах одно- плоскостного среза, при приложении ступеней касательных напряжений с интервалом Перед испы­танием образцы-близнецы были по­двергнуты предварительному уп­лотнению нормальным к плоскости среза напряжением 2 кг/см* втечение 15—30 дней. За это время Фиг. I.уплотнение грунта от действия г.- практически заканчивалось.

Таблица /

Фиг. 2.

Лаборлт.
№ ।рупта

Удельный 
вес г/с.«’

Пределы пластичности

Предел 
1екучести

Предел пла­
стичности

Число пла­
стичности

2-57 2.66 31.30 18.60 12.70

6-57 2.65 59.07 21.20 37.87

4-57 2.70 41.20 23.20 18.00

9-63 2.68 42.40 24.40 18.00Из приведенных графиков следует, что равным ступеням напря­жений солсвегсгвуюг равтые величины мгновенных деформаций^ Следовательно, за период выполнения опытов физико-механические свойства образцов не подвергались изменениям. Из графика фяг. Т вытекает также другой важный вывод, согласно которому величии мгновенной деформации сдвига, а это значит, что и модуль мгновен 



Закономерноеiи мгновенных деформаций глинистых грунтов при сдвиге 91ной деформации (/мгн, не зависит от высоты испытанных образцов. Из зтрго следует, что зоны сдвига образцов h = 15 и 35 леи. испытанных в приборах одноплоскостного среза, имеют одинаковую величину.Выполненные по изложенной выше методике на приборах коль­цевого сдвига испытания образцов глины 4 57 (табл. I) показали, что при больших напряжениях (вплоть, до величины предельного сопро­тивления сдвигу) и деформациях зависимость </ 7МП1 нелинейна, но ■ можно япрокснмировагь ломаной линией, прямолинейные участки коюрой имеют разные углы наклона к оси абсцисс (деформаций).Как и в случае сжатия [5|. эти опыты свидетельствуют (фиг. 3) о наличии двух областей деформирования с двумя разными мгновен­ными модулями сдвига (Հ и G2. Напряжение, соотвествующее точке 

мгновенных деформаций сдвига

пересечения указанных прямых, яв­ляется пределом структурной 
прочности грунта. Переход мгно­венных деформаций из одной об­ласти деформирования в другую обусловлен разрушением начальной структуры грунта и его переходом в новое состояние.Примечательным является то обстоятельство, что во второй об­ласти деформирования зависимость У — Тмгн остается линейной вплоть до момента разрушения грунта.Указанное изменение модулей и перелом кривой q ■ 7uni вызваныпостепенным, медленным ростом касательных напряжений (длитель­ность загружения до величины предельного сопротивления сдвигу равнялась около 5 часов). Если, как в случае сжатия, опыты прово­дились бы по методике параллельного испытания образцов-близнецов напряжениями различной величины, с практически мгновенным их приложением, возможность разрушения структуры грунта была бы исключена, а зависимость q- 7«:|1 выражалась бы одной прямой. Поэ­том,՝ модуль мгновенной деформации 0мгм, соответствующий состоя­нию грунта в момент его испытания, должен определяться по отрез­ку кривой//—7цП| первой Области деформирования (для гр. 4—57 при 

•։ ֊ 2кг'см\ Gj = 730 кг'гм-. фиг. 3).Сопоставление мгновенного модуля сдвига G։ = 730 кг!см2 (фиг. 3,1 ՛ модулем сдвига GMnt 710 кг’см- того же грунта, определенного от компрессионного модуля мгновенной деформации А. — 25оО к г} см՛* при р—0.3, показывает их хорошее совпадение. Эго значит, что. |ОД мгновенный компрессионный модуль сжатия и коэффициент Куассона р. можно определить как А, так и мгновенный .модуль сдви­га (Հ „ Точно также, зная бчп։ и ч. можно определить как Е, так и Ед.



92 С. Ր. Месчян§ 2. Влияние состояния грунта на зависимость и на
изменяемость модуля мгновенной деформации сдвига 6Հ,,,. При ис­пытании грунта в условиях сложного напряженного состояния, ког­да на образец одновременно действуют касательные и нормальные напряжения, нарастание последнего приводит к уплотнению грунта и изменению его физика-механических свойств- к изменению его состоя­ния. Вместе с изменением состояния грунта изменяются также его деформативные свойства, в частности, мгновенные деформации сжатия /мп. и сдви։а 7МГМ.Как и в случае сжатия, изучение изменяемости мгновенной де­формации сдвига в зависимости от состояния (плотностй-влажности, структурной прочности и т. д.) грунта в моменты приложения сту­пеней касательных напряжений, сводится к определению зависимости напряжение —мгновенная деформаций сдвига в различных его состоя­ниях. Поскольку плотность -влажность и структурная прочность (со­стояние) грунта определяются величиной нормального напряжения и продолжительностью его действия, учет влияния состояния грунта на мгновенные деформации сдвига можно будет выразить через вели­чину с.-. А это значит, что для указанной цели надо испытать нес­колько серий образцов-близнецов, предварительно уплотненных иод различными нормальными напряжениями.Влияние состояния грунта на мгновенные деформации сдвига: можно учесть также испытанием одного образца последовательным 
приложением ступеней касательного и нормального напряжения.Познакомимся для примера с результатами |6] определения (на приборах од,ноплоскостиогосреза) зависимости —-д,:> в трех различ­ных состояниях глины 4—57. Указанные состояния грунта были до­стигнуты предварительным месячным уплотнением грех серий образ­цов-близнецов под нормальными напряжениями ՜ճ «• 1.2 и 4 кг:см:. Как и ранее, образцы приготовлялись из пасты, обладающей влаж­ностью, равной пределу текучести грунта.8 рассматриваемом случае, зависимости между касательными на­пряжениями г/ и мгновенными деформациями сдвига 7М™ (фиг. 4), з каждом состоянии грунта, определялись испытанием образцов-близне­цов при ступенчатом нарастании ступеней нагрузок (д ~ 0.05 кг’см7) с интервалом 10 минут. Мгновенные деформации фиксировались з моменты приложения ступеней нагрузок. Причем, для устранения вли­яния прибора на результаты опытов, которое проявляется при первых ступенях нагрузок, деформации мгновенных деформаций, соответ­ствующие у = 0.25 кг’см-, исключались из рассмотрения.Опыты показывают, что, как и в предыдущем случае, завися* I мость ց 7мГИ при деформациях сдвига ; <2и.ч. независимо от сое-I тонкий грунта в начале испытания, выражается линейным законом. Причем, из графиков, приведенных на фиг. 4, ясно видно влияние! состояния, то есть с... на величины мгновенных деформаций.При испытании образцов грунта в приборах одноплоскостного I



Закономерности мгновенных деформаций глинистых грунтов при сдвиге 93среза Н.П. Маслова—Ю. 10. Лурье. нельзя достаточно точно определить влияние нормального напряжения на мгновенный модуль сдвига Ճ4Ո1, поскольку мы не знаем, величины зоны сдвига испытанных образков. Однако, если даже приближенно принять, что величина юны сдвига (независимо от состояния грунта) равна одной трети высоты |7], то есть ~ Юлсч, то можно будет получить некоторое представление об

Величина нормального 
напряжения з«х.’ см'

Мгновенный модуль сд­
вига Gtirn KZfCM

Таблица 2

1.0 2.0 1.0

17.5 19.4 35.0

изменяемости GM1„ в зависимости от величины (табл. 2).Хотя приведенные в табл. 2 величины 6МГ1| далеки от их истин­ных значений, однако они довольно точно отражают качественную сторону явления и подтверждают тот общеизвестный факт, что уп­лотнение грунта приводит к уменьшению его деформаций сжатия и сдвига.Теперь познакомимся с ре­зультатами аналогичных опытов, выполненных на приборах кольцево­го сдвига (фиг. 5).Проведены три серии опытов на переуплотненных образцах нару­шенной структуры глины 9 — 63 (табл. 1). Серия образцов-блнзнедов в начале были уплотнены напряжениями •<- 2,3 в 5 кг!см2. а затемразгружены до = 1.2 и 4кг’см- соответственно и испытаны на сдвиг под этими же напряжениями. Длительность предварительного уплотнения 14-Н5 дней.Касательные напряжения наращивались ступенями по q = 0.05 — 0.1 кг}см։ через различные интервалы времени. Последующая ступень касательного напряжения прикладывалась к образцу после условной стабилизации деформации сдвига (под условной стабилизацией дефор- !мацни сдвига понимается скорость сдвига 0.01 чм за 2 минуты). Об­щая продолжительность загружения, вплоть до разрушения образна, равнялась 4 • 5 часам. Деформации измерялись двухмикронными ин- цикаторами часового типа, а для определения относительной дефор-



94 С Р. Месчянмэции сдвига после опыта измерялись высоты образцов. Поскольку деформации сдвига измерялись по наружной окружности образца г., напряжения сдвига определялись по зависимости (1) [8], при р = л.
Պ> = «(42/И^ (1)где /Илр , г2 и г։ —крутящий момент, наружный и внутренний ради­усы образца.При больших интервалах изменения касательных напря­жений. кривые — 7м.к апрок- симировались двумя прямыми.При этом опыты показы­вают, что чем больше зе, то есть плотность и структурная прочность грунта в момент ис­пытания. тем выше предел его структурной прочности. Величина указанного предела связана также со скоростью нарастания и величиной сту­пени касательного напряже­ния. С увеличением скорости приложения или уменьшением интервала между ступенями напряжений предел структур­ной прочности сдвига возрас­тает.Сопоставление модулей мг­новенных деформаций сдвига первых областей деформиро­вания указанных трех состоя­ний образцов грунта 9—63 по­казывает (табл. 3), что как и в случае сжатия, исключитель­но велико влияние состояния (плотности, влажности, струк­турной прочности и т. д.). то есть нормального напряжения Фиг. 5.а. и длительности его действия,деформации сдвига грунта. Оно говорит о том, что при изучена։ закономерностей как мгновенных деформаций, так и деформации ползучести сдвига нельзя с этим фактором не считаться |6|.Наряду с тем, что приведенные в табл. 2 и 3 результаты опы­тов показывают один и тот жемодуля сдвига G»,m с увеличением исключительно большом различиихарактер изменяемости мгновенногоо-, они свидетельствуют такжемежду результатами, полученным!



Закономерности мгновенных деформаций глинистых грунтов при слинге 9Տиспытанием образцов в приборах одноплоскостного среза и коль­цевого сдвига. Это явление можно объяснить только влиянием кон­струкции прибора одноплоскостного среза, которое в основном обу­словлено обмятием образца в его обойме |9.10]. Следовательно, пре­длагаемая Э. В. Костсриным | И |
______________________ Таблица 3

Величина нормального 
напряжения s-a'z.'c.u- 1.0 2.0 ■1.0

Мгновенный модуль
СДВнгл (7„ кг саг 385 625 935

методика испытания грунтов на сдвиг не исключает влияния способа приложения касательных напряжений на результаты опы­тов.Для изучения характера из­меняемости 7мп։ и Guru в зависи­мости от состояния грунта в моменты приложения касательных на­пряжений можно воспользоваться также испытанием одного образца

Фиг. 6-прн условии последовательного приложения ступеней касательных Д<; и нормальных Д-з. напряжений через определенные интервалы времени.На графиках фиг. 6я и 7а приведены два примера изучения из­меняемости Тип. и <7ЧП, в зависимости от состояния грунта в моменты



С. Р. Месчян<26приложения ступеней касательных напряжений △<? (фиг. 66 и <с»). Здесь, как и в прежних исследованиях, изменяемость состояния грун­та во времени обуславливается изменяемостью плотности-влажности; вследствие нарастания во времени нормального (уплотняющего) на­пряжения зг (фиг. 6г и 7г). На графиках (в) этих же фигур, для сопоставления, приведены кривые /Мгл=/03 и =-■/{'). Еь опреде­лялись по фиксированным в моменты приложения ступеней = -=0.66кг/глг величинам /Мп«.

ճ{ .г/с»*

Фйт. 7.Результаты опытов, приведенные на фиг. 6 и 7, показывают, что характер изменяемости £”. (-) и 6*ч։и (:) одинаков и что он зависит как от величины ступени Ճհ, гак и от длительности его действия. Действительно, при одинаковых условиях проведения эксперимента, характер изменяемости мгновенных деформаций и их модулей образ­цов. подвергнутых предварительному уплотнению напряжениями = 1 и 2кг[см\ различен.Н случае испытания менее плотных образцов увеличение -■ при­водит к постепенному уплотнению и упрочнению грунта, уменьшении) мгновенных деформаций и увеличению их модулей. Когда плотность



Закономерности мгновенных деформаций глинистых ipyuiott при сдвиге 97образца высокая, а структурные связи между частицами достаточно крепкие, вначале, с увеличением о£ наблюдается увеличение мгновен­иях деформаций, вследствие постепенного разрушения существу­ющих в грунте структурных связей. После возможного разрушения структурных связей в грунте (частичное или полное установление сцепления упрочнения 112|) изменяемость հ„Ո(. <7М1|| и Ек протека­ет точно так, как в предыдущем случае.

Фиг. 8.Ясно, что характер изменяемости /У|„, ;МП|. и О'м1п зависит также от скорости приложения и величин ступеней нормальных на­пряжений. вернее от их соотношений. Как показывают эксперименты, •ври малых ձօ..՚ձ<7 и больших интервалах их приложения зх могут и •W повлиять на величины тм։н и G (фиг. 8).Изложенная методика изучения изменяемости /МП1 и 7WI1, осно­ванная ла испытании одного образца последовательным приложением ступеней касательных и нормальных напряжений, может быть исполь- 11вана также для определения (Լ I՜ и м- i коэффициента Пуассона). |Цдя этого надо кольцевые образцы испытать на кручение и сжатие ври возможности бокового расширения грунта, то есть без наружных и внутренних колец, воспринимающих боковой распор и препятству­ющих его боковому расширению |17|.Полученные нами на приборах кольцевого сдвига данные о величине и изменяемости модуля мгновенной деформации сдвига пол- 7 HwtWJ АН, <ср»»М мд։. наук. № I



98 С. Р. Месчянлрстыо согласуются с результатами, полученными нами испытали образцов на сжатие в компрессионных приборах (1, 4).Для сопоставления, в табл. 4 приведены величины 6'м,.и. полуф ные различными исследователями [13].
Таблиц։

Исследователи Метод испытания Характеристика 
грунта

Влаж - 
несть. кг^см1

Ом гн. К!։'и

Б. ФчРельт<ш Метод колебании 
крутильного ма­

ятника

Паста кембрий­
ской глины

50-60 0-1.0 20-60

15. П. Еры.хов Метод затухающих 
крутильных коле­
баний цилиндри­
ческого монолита

Глины н суг­
линки

17 32

Лаборатория ди­
намики грунтов 

НИИОСП
То же То же 6-27

Г. М. Ломизе. 
А. М. Гуткнн, 
Н. В. Жуков

Автор

6-15 0.5-5.0 1280-18

45.0— 3.4 1000 1900
56.5

Глины не­
нарушенной 
структуры 
Пасты глии 
неокома

|скашкрание грун­
товой призмы при 
(относительном 
(сдвиге не более
I 5.10՜5

Кручение кольце- 1. Паста глины 35.1 2.0 730
пых оброзцов 4-57 35.8 1.0 .385

2. Пас.а глины 32.6 2.0 625
9—63 30.3 4.0 935

Как видно из табл. 4. наши данные довольно близки к давны։ Г. М. Ломизе, Л. М. Гуткнна и Н. В. Жукова 113). полученным не пытанием образцов нарушенной структуры почти при одинаковых и влажности грунтам и/. Данные Б. Ф. Рельтова |14] согласуются с н шими. полученными при сжатии в компрессионных приборах образц! слабоуплотненных (зя = 0.25/«/£.«*) глинистых пас г. Что же касает данных Б. П. Ерыхова |15), то они явно заниженные.
Институт математики и механики 
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II. IK 11հ11Լ*:։Աւ.1ՍւՆ14Ա4՚>-Ա.31>Ն ա»ՎԱՓ ՈԽՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ Ի 0ք4«ՆԱ9ԱՓՈՒԹ311ՒՆՆԵ1'ՒՈՒՍՈՒՄՆԱՍԵՐՈՒԹՅՈՒՆ!! Ս1ԱՔՒ ԴԵՊՔՈՒՄ
Ս. մ փ ո փ ո t if

Հոդվածում րերված են խախտված կազմված ք անեքքող կավային ր' 
հողերի ակն թ ա րթ ու լին ձևափոխությունների սրինա չավււո թ րէւննե րի fltun 



С. Р. Меспян 99
նաս1’1աւթլան սւ րդ քո ւնքնե ր ր սահքի դեպքում, и րոնք ււաա/լվեք Л'// կարման 
մեկ հարթության աներսդ և օղակային սար քերո՛մ նրանց նմուշների փոր- 
ձարկման հեահանքովէ

Unify է արված՝ որ փոքր յարա մնևրի դեպքամ ակնթարթ աքին ձեա- 
վսւխութ լունների ե լարումների միջև եղած կապը արաահա րովրս մ Լ դծալին 
օրենքով, իսկ ընդհանուր աոմամր դծալին չէ:

Ուսումնասիրված / րնահոդի դրութ լան ( իւ ա ու թ քան . իւ ոնսւվ ութ լան) 
սպղևցու. թ լու նը ակնթ ա րթ ա լին Л /<ափ ч իա ւթլու նների որին աչ ա ւի ա թ լա ննե րի 
|Дч1п: Պարզված Է, որ րնահողի իւ աո է. թ լան աճի հեա մ եկաեդ, ո14' ՛դա քմ անա֊ 
Հորված ի իււոաչք՚Առդ Q. րեոնվածրի մեծ ու թ լամ ր և աղգման ահ ոդա թ լամ ր, 
աճում Լ ււահքի ակնթարթ ափն մոդադը (J ; ’յ.--- ը 1-թւյ 4 կդիււք^ փոփոխ֊
մօւն դեպքում, (j-ն փոփո խվա մ Լ ՅՅՅ֊ից մինչև 935 կդքսմՀ ա լսինքն ավև֊ 
քի քան -2,5 անդամ:
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АЭРОГИДРОМЕХАНЙ

Л. Е ДАНИЕЛЯН

ДВИЖЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ОТКРЫТОМ РУСЛЕ 
С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ПОРИСТЫМ дном

§ 1. Рассматривается установившееся п.югкое ламинарное յ 
желне несжимаемой вязкой жидкости по открытому руслу с до] 
тым дном, которое описывается заданной кривой (г h (.<)). Движ« 
происходит под влиянием силы тяжести (фиг. 1).

Задача приводится к интегрированию уравнений Навье—Cli 
при соответствующих граничных условиях. Уравнения движения в 
сте с уравнением неразрывности, для данной задачи, будут им 
следующий вид.

ди , ди и------ г W--- «
дх dz

1 др , /дче , д՝и = £slna— - — | Հ - ж _
о дх \дх oz՝ >

dw , ди՝ и----- |- да------
дх dz

1 др , /dzw дгдаgcosa — -Ч-- t- —
? д: \ дх՝ dz-

ди dw
дх dz

где и и да компонентны скорости по осям ох и oz, р даал< 
р —плотность жидкости, V—кинематический коэффициент сяз^ 
Հ — ускорение силы тяжести, а угол наклона дна к горизонту.

Из условия прилипания имеем

и — 0 при z հ

W - ֊-kp При Z =- fl.

где k — коэффициент пористости дна.



Движение вязкой жидкости в открытом пористом русле 101

Допустим, уравнение свободной поверхности выражается функ- 
-'..■и г ֊т](х) Тогда на свободной поверхности для вектора скорости 
вектора напряжения получим следующие граничные условия (1|:

d-ղ
Ա՛ и— при Z = TJ. 

dx

Примем также, что в начальном сечении глубина является по 
пШоЛ величиной

г, т։н при .V 0. (1-4)

ределнм законы изменения скорости и давления, а также вид сво­
бодной поверхности.

§ 2. Для решения задачи необходимо проинтегрироватьснстемх 
хгшилинейных уравнений (1.1) с частными производными при нынп- 
указанных граничных условиях.

Задача решается методам малого параметра. В качестве малого 
параметра •= принято отношение характерной глубины к характерной

/ // \ ,, f
рлнне/с— Чтобы ввести малый параметр с в систему уравнении

и в граничные условия, приведем их к безразмерному виду [2]. При 
Этом система уравнений и граничные условия примут следующий вил:

/ ди. . ди . др \ . &и . д'и- ( и---- Ւ -w------  1 = sin а 4- * — -4- ,\ дх дг дх) dz* дх2
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Պ = TJ։1 при Л = 0, 
где все величины безразмерные.

Неизвестные функции ищем в виде степенного ряда (по ст 
ням Վ то есть

// = иа 4֊ ок, 4֊ «2а։ 4- • - •

w = к»0 д. 5W| 4- згк'2 4- • • • (й

Р = Л 4֊ •+’ ==Рз I------

'Ч — т<0 4* 3П1 4 О=ТГ5 -Г ■ • •
Подставляя значения и, а>, р и т( из (2.3) в систему уравнении (2. 
и в граничные условия (2.2) и приравнивая коэффициенты при пул՛ 
вой степени в, получим следующую систему уравнений:

I. slni-H —^֊ =0, 
dz-

2. — cosa — =<), (&
дг

3.

1.

<>я0 ^о__О.

дх dz
wo = O при 2 = h.

2. к'0 = — при z — h.

3.
ах

при 2 — ^. (2k

4. ^=0
diiG Л

при Z-=T(0.

5. ֊֊я ~o 
dz

При Z = Y<0.

6. 4» при x = 0.

Дважды интегрируя первое уравнение системы (2.4) и учитывая 1
5 граничные условия 
жение:

системы (2.5), для //0 получим следующее выр

Из уравнения неразрывности, при граничном условии (2), .ыяг 
получим

տ1օ«Հ/րյ0 , ..ж . Sina/Tfrfo dh\ ,ՀԳ՜ «- у -)- -I-------- ( . . )<т.о ЛХ^ю-г
2v dx ՝> \dx dxf

(2.:
5 Z

Давление определяется из второго уравнения системы (2.4) 
учетом граничного условия (4) системы (2.5).

/'a = Uo —Z)cosa. (2;i
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Из третьего уравнения системы (2.5) при условии (6) получим вид 
свободной поверхности

т?о = Л+1 (7Խ — АУ~— 2^ctga • х . (2.9)

Для пределения искомых функций в первом приближении прирав­
ниваем коэффициенты при первой степени з. Применяя метод, предло­
женный в работе [1], получаем следующую систему уравнений:

ժ//0 . ди0
“о+“'«7՜ дх dz дх дг-

дру 7 Q 
дг дг* 

(2.10)

<հԿ <^ւ_0
дх ‘ oz

Wj=0 при г = Л,

<С'Д = — kpx при z = h.
ԺՏԼև 

+ ’I. / 
дг

’•Г+Н*’ приг-7й.
'ах ах

л+^» +2,^=0 
дг дх

-.,=0

при

при Z= 7l0.

при л- = 0.

(2.11)

Решая эту систему с соответствующими граничными условиями. 
йфЛучи.4 следующие значения для неизвестных функций:

4-Р \ах ах/ 2-> dx

Ч"д(г
V dx V 6? Кд'д- dx/

-V։4-֊ 4’& ֊24^ :1ՀՃ’-}-2%4’-| Л‘

Sin2 а
Л)1- Sill'-X

12v’

(2.12)
(Րհ\

..dx1 dxV ՛

• 4v3 \d.v dx/ dx

cos a d2 ftQ , cosa cos a d՝t։l) dh .
6> dxz 2v dx2 կ dx dx
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cose *x(s_w
dx- ’

cos a
2v

,։ COSarfij^A ո՛ յ . v-'i•> dx dx

sin a dt, 
2-v dx

sin a dh fi.z
՝> dx 6»’

sin-a /dt,
ho ֊fl)/<)'-= ֊

՜ x w3 6%֊: - 6тбгЛ— 6հ0^//= t 2гЛ՝) 4- 
4

-dJl̂ 2rfa — bifrh i 6imzh- -2z4’)
dx-

COS a о % dh ..-----—у — h* ֊.
dx dx

cos j d dh .
------Հր 7 r»/l v dx dx

sin 7 dh

Sin* a /d^Q ձ/ԼՀՀ ( օր՚յ//5
6? \dx dx) \ l 4

dx

sin* а
6>’

'7/d _ M-— ֊ ot<6A3
4

С>т,'֊Л:

-t- k sin a —f‘° (rl0 — h) - 2k si n % Л (tj0 h) k<։i cos a; 
dx dx

(2.1!

px - Sin a у ° (r10 ֊ z) — 2 sin 2 f 
dx \ dx

ն

r։։ cos a;

e-)1^ dx). (2JS

где P и Q—многочлены, зависящие от x.
Уравнения для следующих приближений решаются анологич 

образом. Пере,ходя к размерным величинам, для искомых вели 
получим

«(X. c)= ?2^L1|(t10-//).-(710-z)'-'| t-

A>’X( 
4>3 \ dx dx)

v dx 

, .Հ-՜siir'a /dr^ dk\

£ cos a d r.,,
2v dx

» ■.,(.֊ Л) +

6v3

A3)-

+ 2#-Зч’А’ + 2>1։Л։--֊А' ).
В, (х,г) _ մճ’ к т„ _ /,)= _ (г Л); |... J

2՝* dx v \մ^ dx/

X О. - Л) (1, - г) ֊ (Т.։ - *)• (z - Л)> -
4v \dx dx/ 12r
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/^Հօ 4М\, /va, /ч.А)֊֊֊, - —)Uo А)э(г Л)’ +
\rfx- dx- /

_ Հտւոչ, ,<հա _ dh \dh _д)։ {__ _ .?cos « zJ ,
4v։ \dx dx/ dx (>v dx-

II ££<*! ժձ1^/ր- д.К_С05Э d:*dh ms.
2v '№ 4 dx dx* Ъ dx- •

u- £cosg /\2 //)3 £CO$a drl0_ dh.__
2* / Հ ax'dx^

g sin at ditl
2v rf.V(‘ Կ . dx"' 6>’ U c/J(։" ,)X

x I Jx (՜ Г + ր'°շ3 ՜ GlJ^’ r 6r‘^/։ ՜ ՜? “г//3)+ Լ(7հ ~

— бт^Л ()У]ч2/г -З?/;3) .Հ co*« ^ЧЛз tfcosa 
3> dx- ‘

մրլ0 dh ,Հ՚ c<>^j.dl։ll dh c՝<ina dh 
dx dx у dx dx ■» dx

g=sin;a /tf/10 _‘M\f ^_л 7w>‘ 5т;/? \ Ar2sin27 .
6v \։/a- dx'\ 20 I 2 ) ։>V

—2Л1) • pg^slna J-10 ( Հօ- //)— 2p£fcsina ‘l/' { h)—ք<Հk fa cos a. 
dx dx

p (X, Z) =xp</ dtCOS»(t<q r) F- Sina <0 (t.„ — z)

• /^r.o lJ'h\ . v .-֊2sjn a ( (7}0—Л) -t-T4։COS«|.
\dx dx/

ч(х) = Л(х)+ J (T,„-Л)=-2?*vctgax- + e ՜>՜r‘d‘(C-i J' Qe’^'dx),

p (Հ j = Ճ ___ ^o. _ * d/l . ctg g
Հօ dx T}0 — A dx ^--hy

4v- \dx dx./

_.«sij^/A0_rf=Ax SSin./^_rfw։( /;)J
12? Wx* dx-/ -1/* \<Za- dx/dx

ctga d֊riQ ctga d\ - - ——- -  /• ֊ - ------ '|AM
-И-.- hy dx- 2^,-hydx-



106 .’1. Е. Даниелян

•ք 1 Ctga tj Վ *- ctg i 
2 dx- 2

__g Sin a 
б /' (7ift — i

ю

1՜ , , n ■>’! ։ <4 \ AFSina /dr...+ 2^-! 2чЛ’֊.Ц;Л- — V'4 ֊—?,--------(֊-
10 2 / 6*-(^ — h)\dx I

Г հ!> ՜ 6Հ!* - 6ր»*տ ■" 1 т (-Լ' Н* ՝■
CIЛ \ “է / иЛ

-2V’) ctg * ֊֊1° 
dx՝

h*___
A)’

•I ctge
dx dx i,9 — fi

g sin a zdyi<t
(г/*‘ (Ти> — Л) W

+-^(2ր^-տ^ 2Л<)
Cl А

.gslna 
4'ր՜

'd*0 
dx

dh\ 
dx) -/>)•֊ 

dx

Я sill a Л/Հօ _ dh\ dr,0 ՝ / 
6*2 (’.о — лA dx dx) dx '

14֊ՊՏ-2^-Յր^
4

4-2^’֊֊

ձ» \ dh___ Ид 4- h /d\^
'1 ' ‘„. — h dx — h dx п0—// \dx .

Как видно из полученных результатов, ест дно канала взять прям! 
линейным (то есть ռ = 0) получаем результаты работы [2].

§3. 1,.чя вычисления конкретного примера, рассмотрим движем 
воды с начальной глубиной 1 .к вдоль пористого русла, угол накло։ 
которого я = 3<1'. а дно описывается кривой Л(л*)=Э,1 sin л (0 < х <-1

Примем
Р _ 1(Х) К! li = 10-±1---- , 7 _ ID '• ML.

л* /гг сек сек

Численный пример решаем, ограничиваясь нулевым приближением.
Изменение свободной поверхности вдоль оси ох показано нз 

фиг. 2. Изменение проекций горизонтальной и вертикальной скор։ 
по глубине потока приведено на фиг. 3 и 4.
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Фиг. 4.

Как видно из фиг. 2. непрямолинейность дна 
существенно влияет на форм\ свободной поверх­

ности.
На численном примере доказывается, что при 

/.>()(/. -угловой коэффициент касательной к кри­
вой z = //(x)), вертикальная составляющая ско­
рости (w) изменяется гораздо быстрее, чем в ин- 
тервалах, где >.<Հօ. А горизонтальная составляю­
щая (и) — наоборот: при >Հ>0 изменяется медлен­
нее. чем при /.<Հ0.

Ереванский государе гпенкып 
университет Поступила 16 V 1964

|„ Ь. ԴԱՆ1Պ1.3ԱՆ

irmi'SMi да/ЦНф Г.1ММ-ПН1Т, 1Ч1.П 1յԱԿ11ՏԿԿՆ ԿԱՄԱՅԱԿԱՆ ՀԱՏԱԿ
ПЬЫ:?И1Ч. ՀՈՒՆՈՎ

Ա մ փ и փ и t մ

^.ոզվածամ դիտարկվուէք է in'll иեղմհլի •i ածու ցիկ էևդուկի հարթ լամի- 
նար շարմ ամր րաւյ հունով. ր/^/ւ հաաւսկր ծ տկաոկեն է ե հսէնդիտււնսւ մ է 
ւրււնկացած նախապես արված կ"ր։

Խնդիրր բերվում Հ եավե-Ս տս^սի հավասարումների ինսւեդրմանր հա- 
•/ ապաւոասխան եզրային պայմաններովդ Լա ծ ու մր որււնվում Լ ւիորր պարա- 
մ!.ւորի մեթոդով!

Գտնվում Հ՜ տրադոլթ լանք ճնշման, ինչպես նաև ադաէո if ակև րև ու վժ ի
փ..փոխման օրենրր, և հաշվվում Լ թվալին որինս/կ:

հ/նդիրր հանդիոանում Է նախկինում լու ծված ծակուոկեն • nt դիդ .ատակ 
օւսեւյոդ հունով մածուցիկ հեզուկի շարժման իւնդոի րնդհանա ր դեպքր:

.11 И Т Е Р Л Т У Р Л

\.Цабад}м:инчн Г. Назарян .1. Г. Об одном решении задачи плоского ламм- 
Kipuoio движения -;нлкости и о к нигам канале. I' ՛ е<՛.ия АН Ари ССР, се1>н>- физ.- 
як па«т(. н. №j, 1959.

2. Бабаожаннн Г. .1.. Даниелян Л. /■. Течение вязкой жидкости и открытом 
"■И" стом русл . Известия ЛИ Лрм. ССР. серия фк։.-мл.. наук, 16 № 3 1963
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И ЗВ E СТ И Я А К АД Е М И Н НАУК АРМЯНСКОЙ С С F 
Ֆի4յ>կ».մաթեմւս«. qfimn.pjn.fiUr will. № 1. 196.5 Физико-математические нал.

ГЕОРИЯ МЕХАНИЗМОВ И МАШИ»

М. Б. ->'Ц1.ЧЯЧ. Ю. .4 САРКИСЯН

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ хнализ штриисевого механизма

В основе одного из рассматриваемых вариантов проектируем։ 
камнеряснилоночного станка лежит схема исследуемого мехаийз 
Структурный признак механизма (механизм IV-ro кл.) осложняет и 
чение его кинематики и обуславливает предлагаемые . рафическт 
численный приближенные методы. Механизм является системой 
одной степенью свободы и образуется последовательным приме­
нением к ведущему звене .4 Л кинематической группы IV кла 
HCGM'\LEKPFNH (фиг. 1).

Рассматриваемую задачу можно сформулировать следующим 
разом: известна закономерность движения ведущего звена АЯ- 
ределить положения, скорости и ускорения (линейные и углов: 
точек и звеньев механизма. Как будет ясно из последующего из 
женин, задача сводится к определению положения скоростей н yi 
рений базисного звена ДСП (к звенх ДС6՝ прикрепляется режу 
инструмент).
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Легко убедиться, что если Д/. - KE ֊ ;WG /.V. l\l = .WA.
Е— Ki и ДА — EG РН, то базисное звено совершает поступи- 

тельное движение, когда всегда имеет место условие ДО || РН, а 
звенья Л7.., LD, ЕЕ остаются соответственно параллельными мненьям 

АЛ'. A1G.
, Пусть звено АВ повернулось на угол у. Тогда ясно, что гео­

метрическим местом возможных положений точек С является луга 
окружности, описанной из точки В радиусом AC. Предположим, 

что при данном положении кривошипа АВ звено А/ занимает поло- 
Հ-кение К'!:՝ (см. фиг. 2). Точки Д и Е будут лежать из дугах «Гт/1.

с*«■'. проведенных соответственно из точек Л" и / радиус.im։՛ КЕ и 
• -i, и при этом сохранится условие Д'/:'I РН. Из точки / проводим 
Прямую, параллельную РН. и откладываем отрезок 1՝(՝У= \Е. Далее 
йз центра О радиусом ЛД описываем дугу, при пересечении кото- 
?(ifi с е?ег получается точка Е Հ из которой проводим прямую, перил- 
.и- ьпую РН, пересекающуюся с дугой d'd' в точке Հ' Из построё-

■ытекает. что Т/՛'՜ — Д/Г. Иогом, используя известные параметры 
треугольника Д(7С ( ;«», I.C), находим так называемое „ложное- по­
ложение С' точки С. Аналогичным путем для произвольно выбранных 
положений К Ч звена А7. соответственно получаем точки С", 
iC\ Очевидно, действительное положение точки С будет распола­
гаться в точке пересечения дуги па и кривой ՛հհ соединяющей .лож­
ные- положения С, С. С". Имея положение точки С. можно опре­
делить положения а других точек, звеньев механизма.

Задачу определения положений можно решить также прибли­
женным численным методом. С этой целью пользуемся векторными 
ураннениями замкну гости контуров АВСлВРОЛ и PA7TA.VWP (см. 
фиг. I). Для первого контура можно написать

ДЬ' ф ЕС 4- СД ф ДЛ 4- LP 4- Р() - ОЛ == О. (1)

Проектируя на оси х и у. получаем
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Л В cos գ է/? ВС cos <?д< Ц- C; է cos , ДА cos «Л/ L Р cos փ; р А-ОА й,
(2) 

АВ siri Фдв •+■ sin ^пс ՜: СД sin <рел 4- ДА sin <рЛ/ 4֊ АР sin — Բ0-<՝.

Здесь ъА1{ и ф<л-=180—ш известные величины и, следовательно, 
система (2) содержит 3 неизвестные переменные (՝гВ(. հմ , ®ձ/>). I

Для второго контура имеем I

/ 'А г- /<А՜ ֊ ЕЕ 4֊ /<Vփ Л// ///-' ՛. (֊•:
ил и

РЕ cos?,>A 4 ЕЕ cos?A/ 4- EF - А\ cos ?ЛУ I- ЛЛ/cos ?х/{ HP - 0,1

PE sin фл,а. /</:' sin v։։ ւ f- F.\ sin ?Հ- v Д- NH sin ?v// — 0.

Из фиг. 1 очевидно, что

~ ®/»л ՜ = т’д/. • W|
Подставляя условия (5) в уравнения 4 и ?€я = 180 ՛՛՛ в (2), полу­
чаем следующую систему уравнений;

АВ cos © w, 4՜ ВС cos СД cos փ - ДА cos ?д/ 4- LP cos 4֊ О А - О, 

АВ sin чАВ 4֊ ВС sin фд< ч СД sin <•՝ 4- ДА sin <рДЛ 4֊ LP sin — РО = 0,1

РЕ cos <рЛ/, 4- ЕЕ cos 4 EF 4- AVcos փ;յ/ 4- Л7/со$ <շ[Ր — HP - О,

/7< sin р -4 KE sin »Л7.. 4- FN sin ?ղ>. 4- А7У sin փ,,, = 0, ւ՜6|

Система (б), содержащая I неизвестные (®вс, ?лЛ, ?Л/„ Ре­
шается приближенными методами. С этой целью определенные гра- 
фическим путем величины указанных неизвестных у.
подставляем я систему (б| и рассчитываем соответствующие отм • 
пения ох, оу, од/, оу'.

После подстановки получаем

АВ cos олй 4 ВС cos СД cos 4՜ ДА cos фд, 4- LP cos 4- О А =>Ц 

.4В sin ф,д 4 ВС sin փ/{ք 4- СД sin <•> ՛Հև sin 4 LPsin C. թ PO = oy.

/7< cos ^'//։ t EE cos 4՜ EF I- F\ cos Д- A77co5 Հ1ք, — HP = ox՜, i

PE sin ^'Lp 4- EE sin 'Հ}<1 4- EE~\՝ ENsin Հս 4֊ Л77 sin p oy'. (7)

Нели к указанным неизвестным прибавим соответствующие уг­
ловые поправки ձփ. то левые части уравнений приравниваются нулю. 
Учитывая малость угловых поправок АЬ и принимая տյոձ? = ձք. 
cos А® 1, получаем

sin твс = sin {^вс 4 Д<рдс) ~ sin ?д<- 4֊ cos <?дсД«д/,

cos <?дс = cos (Հռր 4- А<рдс) Ջ cos sin
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sin<Pju = Sin 4֊ Д<Рдд) ~ Sin 4- cos

cos <?д/ = cos (&дД ч- Д<Рд£) cos 9ДД ֊ sin ?л/Аф;1/ .

sin ?£р = sin (գլթ j Д?/р) ջ sin գ՝[Ր 4- cos ?;рД?ЛР, (8)

cos ?zp = cos (?չԲ 4- д?/р) Ջ COSfip sinсЛрДс/р,

sln?K/; =֊ sin (?;T 4- Д?К£) ~ Sin ?A7; 4- COS ?A-£*?A7;,

cos <pA7, = cos (?;.£ 4- А?а.л) ~ cos ?AT - sin

Подставляя выражения (8) в систему (6) и сравнивая полученную 
систему уравнений с системой (7), получаем

4-JUsin^£l?a/ .4 £Քտ1ոՀ^ձ®1|։) Sx,

всc°s?ic А<?лс + cos ?д/. ձ<?ու + АР cos Д?лр = Зу.

֊ |(Р/( 4֊ AW) sin Հ/։ Д<? Lp 4- ՀՃ sin Д<рАЛ 4֊ Г Д' sin ?д/ Д?Л£ ] = 6х', 

(Р/( 4- ЛГ7У) cos yLP ձզլթ 4- KE cos oA,A. Д?АТ 4 FN cos ® , Доъ, — W. (9)

Данная система линейных уравнений (9) для определения неиз­
вестных Дэ5с, ^յւլ, Д?ал» А®/р не представляет трудностей. Чтобы 
достичь большей точности, производится второе приближение и т. д.

Займемся задачей определения скоростей для заранее построен­
ного положения механизма при известной угловой скорости ведущего

звена «>лл. Вначале задачу решаем 
приближенным графическим .мето­
дом (метод ложных положений). 
Масштабом из полюса р откла­
дываем масштабную величину pb 
вектора Vr. Для определения ско­
рости точки С имеем (см. фиг. 3) 

V'r?= V в 4՜ Vq/ь (10) 
Из уравнения (10) следует, 

что коней, с вектора абсолютной 
скорости точки С находится на 
прямой се .ЕС. 'Гак как звено ДСО

совершает поступательное движение, то есть V\:՛— 1<д= 1Դ= V/. = 
= Vr<7, то точки <•. d, <?, /, g на плане скоростей совпадают. Геоме­
трическим местом возможных положений концов А*. / векторов V\- и 
Г£ является прямая ^±ЛЛ, притом V’a-= — VL , РК=—Р1. Поэто­
му на прямой выбираем равноудаленные от точки р ,ложные по­
ложения" k'T и к"Г точек К и L, и на базе уравнений

1/д= V<;= V/. 4- |/д;Д

V£= Vr- Va-4- Й£-а-
(Н)
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получаем ложные положения С и С" точки С. Из построения сл 
дует прохождение С’С через полюс р, то есть для построения те 
метрического места ложных положений точки С, прямой аа, дост 
точно найти лишь одну точку С'. Истинное положение точки С и՛ 
дет располагаться в точке пересечения прямых ха и 33. Далёе, исхо; 
из равенств (11) и условий V7- - 1<ц, V> — Ил, определяем поло» 
ния точек А. т и /, ռ. Имея линейные скорости, легко определи 
угловые скорости соответствующих звеньев..

При необходимости достижения большей точности можно п( 
менять численный метод. Перепишем равенства (1,1 и (3) в следу! 
шсм виде:

Л8е 1 п — ВСе<{(, — С. 1.<-д I ; . U-Сд/ + ЛРеи>-\-Р() — О А 0,

РКе^.Р 4- №ке + FF 4֊ ГМ?д/ 4֊ ֊ НР= О,

где ели, -------соответствующие единичные векторы. Диффереш
рун равенства (16) по обобщенной координате ?лд. получаем

~ 4 ?д/. -г A Ре1Р 0. (1

+ Л//<ес?;.р °՛ Ф

где 
А * ». I

'• *• de-ли * _ deu<: հ. de<ii
<Ае ^՜ ^’|

Հ, = ^- <’
" tip 

а
iLZKE . _ d^Lp- '
֊/Л. ’ ?ft<. ~ ՝ ®1/ /У» ’ *I.P ~ ՜иГ\Н аГдв UT.U,-

—аналоги соответствующих угловых скоростей. 
л А IСкалярно умножая равенства (13). (13') на орты сд<. и еы, а 

ответственно получаем

ДЙг’дд гД(. 4՜ (’{{с ?д/. т z-z> 'i p c'ri ~

Հր ГЛ л ֊ fЛе34 Հ-ր ?д£ Т A’WeiP Հտ ?, ր 0. (15'

.Заменяя скалярные произведения единичных векторов соответств; 
щими тригонометрическими функциями, получаем

АВч,\\\^П( ?։а) 4-Д/. sin(fac —с/р)^/> = 0,
(15

/>А sin - ^,f>) sin (<₽„, ֊ ?пд)փճ, фЛ'А/ sin (».V; ?/P)<?ZP=0
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11« этих линейных уравнений определяются величины Հքր, а 
я ?Л7 определяются из равенств (13), (13'), умноженных на орты

*д/. илиг^.
Имея аналоги угловых скоростей, следовательно и угловые ско­

рости (">, = <р/'\.,д). можно определить соответствующие линейные 
скор .сти. При постоянной величине = const) угловой скорости 
кривошипа АВ, ускорение будет равно

а„ = а" = (17)

Из полюса - в масштабе откладываем масштабную величину 
«9 ускорения а/{. Так как звено совершает плоско-парзллелыюе дви­

жение, то

"с="я-|-«ч« + “с|8’ <18>
(см. фиг. 4)

где а” я= направлено во СВ, а 
{со

fi'CUJ±CB.
Из вышеизложенного ясно, что гео­

метрическим местом действительных по­
ложений гонки С является прямая 33. 
Далее очевидно, что

аА.= -ад, а«.= -а՞,
_ _ и՛-Հ-= 09)

LPK
По выражениям (19) находим точки п5, лй, и из этих точек про- 

вчт-:м tKtK, է'էրճք1ն, на которых соответственно находятся равно- 
уяапенныё от полюса ՜ концы k, I векторов а к и . Если выберем 
..южное1՛ положение k'/' отрезка kl и учтем, что для поступательно 
движущейся пилы аг = а„ = а.. = а.. = а.., тоV- »Л •• * </

_ _ __ _ Հ/2
ас,= а,,.=аЛ..+аг.1|д.., а;..1Л,= ֊^|В, «J-JL (20)

1КЕ
_ __ _ _ .. _ ! ։

ас “ ад՛ = а/.’ + ад’|1։ ՜Ւ՜ aT\L-f ал\г ՜՜ Л?.|Д> Պսւ = ՜7
'/.л

По этим равенствам можно определить .ложные՛ положения С' 
IИ С" точки С. Из построения следует, что геометрическое место 
ложных положений֊ прямая аа, проходит через полюс я, пересече­
нием которой с прямой 33 определяется точка С. Далее построениями 
В обратном порядке по следующим уравнениям:

^ = «д+ «л,л + Հսր ‘Կ^Կ: -i Պ-թ- + ак г <21)

|ОПределяем точки /, k и совпадающие с ними //, tn. При известных 
Ibncmu Ml, серия фих-Цат. наук, № 1 
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тангенциальных ускорениях и длинах звеньев можно определить со­
ответствующие угловые ускорения.

Для решения задачи более точным численным методом продиф­
ференцируем уравнения (13) и (13') по обобщенной координате

4* ?в< 4՜ ^я<: 4* ~^е:и 4՜

4՜ V-?ai 4՜ / ?£/» 4՜ ԼԸ՚Հլրէլր ՜՜ (է

4՜ ^^т1//՚(՝Ii>~r 4՜ cki ■' ^^д/.?л7. 4՜

4֊ 4֊ Ф?р 4֊ Ш1С'Р 91Р = о. (221
где

*. _ ^s£z/՛ '• _
*?ս>՝

ո
. _ ^*?лс

?flc ՜

*, ւՐէ՝ Яг. *. d’t-'Ki! .nfi]
f AV =* (քԼՀ ’ “гл/

. ^Т/Я

•tp*

— аналоги угловых ускорений.
Скалярно умножая векторные равенства (22), (22 ) соответствен 

А А
на орты еРг и еА/ и вводя вместо сохраненных векторных произ! 
дений определенные тригонометрические выражения, получаем

- ЛВ cos (?ла — ?вс) — ВС?*. - ДА cos (?дд — ?flC) <?£ 4-

4֊ ЛХ cos (?Д£ ֊ гдс) <и - L Pcos - fee) 4-

L Р COS (?др ?дс) ?£Р ~

֊ РК cos (czp - ОАТ) ?ձ + w cos (?£P — pA.£) С;p ֊ KB?֊E -

- F.V cos (?;u - ?AX) + FTVcos (?3£ - <?A.£) <fo. -

- Л77 cos (?/p - cA£) 4֊ AW cos (?zp - ?AT) Հ p = 0.

Таким образом, мы получили систему 2 линейных уравнена 
откуда нетрудно определить искомые аналоги ՀԼ1„ угловых уск 
рений. Величины г'вс, определяются из равенств (22) и (22') у 

ножением последних на орты г и и etl. и последующим прообраз 
влнием, аналогичным с рассмотренным выше случаем. Величины .11 
бых линейных ускорений легко определить, пользуясь известит 
аналогами угловых ускорений и их истинных величин 1 -« ?/•>’,„).

Разные точки базисного ։веиа ДС(7 описывают семейство за 
кнутых шатунных кривых, вид и размеры которых заниент от H3I 
стных параметров рассматриваемого махани imii.

Между координатами точек С и /. существует реккурентное i 
отношение, которое представляется в следующем виде (фиг. 1):
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Xi. = I. փ A В cos ? — ВС cos а — СД cos •՛՛ ֊:֊ Д£ cos 7, 
у/. = АВ sin 9 -г ВС sin а -J- СД sin ч> 4- ДА sin 7.

Из фиг. 1 очевидно, что

^=180°֊ (3 -г vb а — т] 0.

Из ЬАВС имеем

cos 3 = АС-А֊ АВ2—ВС2
2АС-АВ

sin 3 = ± V 4AC:AB2-(AC- 4֊ AB2 - BC*-f
2-AC-АВ

(25)

(26)

C0S& =
АС2 А- ВС2 — АВ*

2 АС-ВС
(27)

, , УЪа&ВС' (АС- 4- ВС2- АВ2)2տ1ո0 = ----------- зЬс-вс՜
где

АС = Vy=4֊(/. - л՛)* •

Кроме того, имеем

L — хCOS Հ =----------
АС

V
Sin .

АС
(28)

-)А7ГД )А7.Д. так как /<Д — общая сторона, /<£ = АД, a 1ՀԼ = ДА’ 
и, следовательно, )/<£Д = )/</.Д. Вводим следующие обозначения 
-;А'£Д 7յ, -)£Д£՜ —հ. Таким образом,

)К£Д = 7 = р, 7 — p = 7i. (29)

Из фи:. 1 имеем

fi = ДА sin 7 — PL sin р, (30)

h = KE sin 7j — PK sin p. (31)

Из системы трех уравнений (29), (30), (31) определяются 7.
р. Подставляя в уравнение окружности, описываемой точкой /..

Հ = (у, - /7)'-' =PL>

выражевия xf, yL из (25) и пользуясь выражениями cos7, sin 7, иг- 
рсделенвыми из системы (29)—(31), и выражениями sin?, cos?, sin j, 
cjsa. определенными из системы (26)—(28), получаем уравнение иско­
мой шатунной кривой.

Креаанскни политехнический 
институт Поступила 30 V 1964
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ՇՏՐԻՊՍԱՅԻ՚և 1Ո;հԱՆ1՚Զ111' ԿԻՆԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ ԱՆԱԼԻԶԱ մ փ ո փ ո ։ մ
Աշխատս։ [Jլունր նվիրված I; քարի սղոցման հաստոցի շտրիպոալին 

մ եխանիղմի կինեմաւոիկական անալիղին! 4աոՈէ.ցվտծ րա լին հատկտնիշր րար֊ 
դաղնում / մեխանիզմի п/ и lit 'fit in ոի /till f'f լան ր և բտցաոոէմ խնգրի ճշգրիտ 
լուծումը։ Աշխ ատ ու (մ լան մեջ ւււուոջարկվու մ են ՜,ե տ ա ղ ոտ ա /./ րոն մոտավոր 
գրաֆիկական < կեղծ գիր բերիե հաշվողին մևթոգներ, որոնք հն ա րավո րա ՝ 
թլան են ընձեոում, ելյմւրւվ կտրման պահանջվող ա րուգուվժ Լունից, բավարար 
ճշտաթլամր որոշև( տանող օղակի հա մ ա պա ա ա ո իւան պ տա տ աթ վե ր։ եշվտծ 
Լ րաղիսալին օղակի որոշակի կետի արտագծած շարմ /ոթևալին կորի հավա֊ 
ո արւք ան արտ ած ա մր։
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

А. Д. ГАЗ АЗЯМ

ВЫНУЖДЕННЫЙ 3-РАСПАД ПРОТОНА, 
ИНДУ! Ц1РОВА11НЫЙ ЭЛЕКТРОМАП 1ИТНЫМ ИЗЛУ1 1ЕНПЕМ.

§ 1. Введение

Особый интерес, проявляемый к многофотонным процессам, об­
условлен созданием мощных источников электромагнитного излуче­
ния. Рассмотрению этих вопросов посвящены несколько работ |1 ֊3], 
в которых изучается влияние интенсивного поля на различные кван­
товоэлектродинамические процессы. В работе |4j рассматривается 
также влияние интенсивного излучения на ход реакций г—>p.-f-vn 
К — > 6' -1՜ ■*.

В данной работе мы рассмотрим вынужденный ^-распад протона 
иод действием интенсивного электромагнитного излучения как с ли­
нейной, так и с круговой поляризацией. Очевидно, что для выпол­
нения закона сохранения энергии число поглощенных квантов ճ дол­
жно удовлетворять соотношению

s > min s = — — - * (1-1У
<0

где А = Мп — -VL. 2,5 м, /// — обычная масса свободного электрона, 
т* — .эффективная" масса электрона в поле (см. формулы (2.10) и 
(З.Ь)). При вычислениях взаимодействие с электромагнитным излуче­
нием рассматривалось точно, а слабое взаимодействие учитывалось 
по теории возмущений.

Пусть электромагнитная волна распространяется по оси z и 

имеет вид .1t = A (է - г), где А.—вектор с компонентами (Л.г, A у, 0). 
В таком поле интегралами движения являются поперечные ком­
поненты импульса электрона рх и ру, а также некоторая величина X, 
являющаяся собственным значением коммутирующего с гамилыониа-

• / I \ г, ном оператора / / . )• Величину л можно представить в виде
\ О է Ծ2/

՝к=Е~р:у где Е и — некоторые постоянные и связаны друг с 

другом обычным релятивистским соотношением Е2 = р՝-,-пг. При вык­
лючении электромагнитного поли, Е и р. будут совпадать с энергией 



Вынужденный?-распад протона լ27՜

и третьей компонентой импульса электрона. Решение уравнения Ju՝ 
рака для электрона в таком поле имеет вид

г-(л) = — яч»
\(™ Л)®х+ (**_) /

(1.2)

(см., напр. (3|), где индексом у определяются два линейно независи­
мых решения уравнения Дирака, * нормировочный множитель.
равный

(1-3)

՜ =р — еА —поперечный импульс электрона в поле, — норми­
рованный спинор

• & = 1 (1-4>
и

г-г
S(f z) = ֊\ {-2е(р А (■)]<!=. (1.5)■

Таким образом, четыре величины рл, ру, к и и образуют полный на-
I бор квантовых чисел, состояние которых для V>0 дается волновой 

функцией (1.2).
Рассмотрим թ-распад

который энергетически запрещен для свободного протона. Дагран- 
жиэн взаимодействия для этого процесса имеет вид [5]

Lin, (х) I ~ (п (х) Ն (I + ЛЪ)р (х)) (V (X) Ն (1 + Ъ) г (х)), (1.6) 
I

где под уничтожением электрона мы будем понимать рождение по­
зитрона, волновую функцию которого можно получить (1.2) заменой
Е-~ — Е+, р—> — р и, следовательно, X—> — Х+ (Х+ >0) и -

—
{~.—р՝>.+еА ). Наличие Л обусловлено сильным взаимодействием 
между протоном и нейтроном в барионном токе и равно приблизи­
тельно 1, 25 [5J.

При взаимодействии заряженной частицы с электромагнитным 
еа излучением важную роль играет безразмерная константа \ = 
т 

где- а — амплитуда внешнего поля. При у <1 результаты переходят 
в соответствующие выражения теории возмущений, в которой взаи­
модействие происходит с отдельными фотонами излучения. Так как
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масса нуклонов намного превышает массу позитрона, то влиянием 
электромагнитного излучения на эти частицы можно пренебречь.

В заключение этого параграфа отметим, что окончательные ре* 
зультаты этой работы можно использовать для изучения влиянн։ 
электромагнитного излучения на ход реакции ^-распада нейтрона. |

§ 2. Случай линейной поляризации электромагнитного 
излучения

Рассмотрим 3-распад протона н поле плоской электромагнитно1) 
волны с линейной поляризацией

Д — е.а cos и> {է — г), (2,11

где е — единичный вектор в плоскости, перпендикулярной распро­

странению электромагнитной волны (\k\ = k: ш). в этом случи 
решение уравнения Дирака для позитрона можно представить в вид։ 

е+а (х) =

= .. 1 V (֊1)Դ-;!՜(7հ. sk}r <՛+֊«“’'• (J
/ . , е-а* t1 i---------- -------

4Հ,ձՀ 

где

V^Cp\ Х .:х)= у A^(a).A(3)f 4֊ ֊^—
>=-- \ « 

а — х cos <р, 

? — угол между поперечными векторами е и р , 

т Р՝\ 
х = 7— - :ш ձ 1

«А.

,֊р 1 . ' '■, / т — Л — 3. (; р ) \/4։ =---- — ՝ г ’
2Х. J Е. \ . Г+ \(тД-),+)Сг- (3pl) I

Հս։> 1 - амплитуда свободно:о решения уравнения Дирака).

(2.3)յ 

(2.4)

(2.5) 

(Ц 

(2.7|

(2.8



Вынужденный ?- распад протона 129

4 и г+— соответственно
г-.-.ьс и энергия электрона в поле:

средний „эффективный- им-

-э. = £\.Ч- Կ»'"’ (£ >0. (2.9)
4 Л փ

Исходя из этих соотношений будем считать, что частица но внеш­
нем поле обладает некоторой „эффективной՜ массой, которую можно 
определить как

/п* = । տ՜ — q' ' = т | 14- -Է֊ • (2.10)

Подставляя волновую функцию (2.2) в выражение лагранжиана 
(1.6) л пренебрегая взаимодействием .электромагнитного излучения в 
барионном токе, в первом приближении теории возмущений по от- 
HOiHCHfiio к слабому взаимодействию, легко получить матричный эле­
мент вынужденного 3-распада протона с поглощением s фотонов 
электромагнитного излучения:

1/1 + 4&+
х о {Ер 4- SW — Еп — Е. -Е+)Х (2.Н)

X(«f'(p„)7.(l + АТ։)Л(рр))(7.(Л)Т։(Ц. Ь) Х+; л)).
Где индексами р', р, и/ и и обозначаются поляризационные состояния 
соответствующих частиц.

Рассмотрим для простоты лабораторную систему, где протон по­

коится (рр=0) и предположим, что нейтрон получает очень .малый

HMi-y.jbcf< 1\ Определяя число конечных состояний как
\ Мл / , 

d\՝ = Ճ1Ճ *-£1. , (2.12)
(2*)’ (2г)’ (2г)’

для дифференциальной вероятности ^-распада протона с поглощением 
տ фотонов получим следующее выражение:

</ц՛. = -Ճ-(1 4֊ ЗА2) (տա - ձ — 
(2г)’

со

2 Л ֊.’» (a) Jk (3) J, 2( (а) Л՛ (3)

)Чр d().x

շ+2£ 
аа L , \

Илчпш АН. серп։ физ.-мтг. ii.it»:. 1

(2.13)
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где

т Е± )(/' ") 
(hi — Ел.у

2).

1 - .V

Л = 4/.^«

=р~ Р+ v — լ—
£+

Л и = — единичный вектор по
1*1
После 

получим

направлению оси

интегрирования по углам вылета нейтрино, окончательно

2 (< Р ‘)

1 -f- 7.v. v',

т — Ն
т Е.

т — Е।

dW։ = ՜-^у, (’ + ЗЛ’) <տա - д - *+)’ dP+ X

X
со .
2 Л+2и«)Л(3)Л -.ч(а)Л(3)(1----£

■ _ ... ' Р'
(2.15)

§ 3. Случай круговой поляризации электромагнитного излучения

Рассмотрим вынужденный խраспад протона в воле плоской элек­
тромагнитной волны с круговой поляризацией, которую удобно на­
писать по компонентам:

Ax=a<x>s w(t — z) 
Ay —a sin <■» (7 — г).

(3.1)

Аналогично случаю линейной поляризации, решение уравнена
Дирака для позитрона в таком поле можно написать в виде

(л) =
е-а2

ւ>'յՓ l/;il

֊»'!('/'֊ sA)r֊(i ֊.*•••) Н
(Յ.շ;

где

>.+ ; х)-И.>'Л(л) + Ф?’Л.|(х)е-*!,+ ^Ч+1(х)г‘ф. (3.3
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и • -Пу 1_ / X. / т ֊֊ Хи. — с» (•■; р ) 
է \(« + Х )з2— (օ/Հ)

1 т 1 / л- /^ + ZqyY.A
4 X; к E-Xz^i^r ’ (3.4)t\“ =

x_/-(Ir-z3>>) \
Е.. \ ох — /су /

"I Р I
<о Х+

(Е >0, Х+>0),

а Ф угол, который составляет поперечный вектор /> с осью д‘.

Вектор у1՛ (/ту, р*, q~) и как и в случае линейной поляри­
зации. представляют соответственно средний „эффективный" импульс 
и энергию частицы в поле

. , I „ /п
Ս’

Соответственно, „эффективная" масса частицы во внешнем поле 
будет равна

w* = у Վ - г 2 = т /ГТ?. (3 Г>)

Подставляя волновую функцию позитрона (3.2) в выражение 
1нжнана (1.6) и пренебрегая взаимодействием электромагнитного 

^лучения в барионном токе, аналогично первому случаю, для мат- 
унюги элемента вынужденного 3-распада протона с поглощением տ 
отонов излучения, в первом приближении теории возмущений по 
Ьошению к слабому взаимодействию, получим

<֊ »’ ‘‘s*iCp,A ձ -Л, ֊/>-?)Х 

у +2X.£.t

X Ъ (Ер -f- տա — E;i — Е. — s.։) X

X(«J/U7.(N-Ab)P₽(Pj)(v (Л)7в(1 + т5) vr' (/7լ, x+; Л). (3.7)

Рассмотрим лабораторную систему, где протон покоится (р1։- 0), 
и предположим, что нейтрон получает очень малый импульс 
I а*
[-֊՞-^lY Тогда, определяя число конечных состояний г/Г аняло-
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гично первому случаю, для дифференциальной вероятности выну: 
денного S-распада протона с поглощением 5 фотонов получим си 
дующее выражение:

dw$ — (1 -ЗА2)(.ш
(2-)5 '

Д-2_)М/? dO՝ //? (XI (1 -zJ.J’)4-

4* 7 ՜ը՜^^ 1 ~֊(֊rl -֊- (*) ֊ Հ (*)) (1 4֊ Z5’>'0 “
Xtk2 ,р\ I 7

(3.;
\Р.. I л

После ингегрирования по углам вылета нейтрино окончательн!
получим

dw = 2Gi
(2^)‘

-Г ЗА2) ($«)- Д -5f)’dp*X

X I Z (х) 4֊ хЛ+1 (х) ֊ fA ----- । (л) Л (л)
L IA1I 1Հ4

(3.91

При достижимых в настоящее время нолях лазерного излуче­
ния (~ 10s в/см), эффект вынужденного 8-распада протона весьма мал 
и составляет величину порядка 10՜ճտ сек-Լ

Для нахождения полной дифференциальной вероятности про­
цесса, надо произвести суммирование по տ:

со
Հ/ր= 2 dw, ,

л >min.<
где пип ճ определяется условием (1.1).

В заключение автор выражает благодарность профессору М. Л. 
Тер-Мпкаеляну за постоянный ингерес и содействие в работе, а так­
же В. И. Ритусу и И. И. Гольдману за дискуссию.
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հսւրքւ} !, լհկսէրամ աււնի44ւ1լսւն ձսւսաւքա վժ մ uAt 1/էւդմիւյէ И ч> աւյվսւծ

i- տրոհոււքք 
են սւրւոա-
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->u>|Urni թզաններ ш րձակվտձ պոզիտրոնի հավան ականուքժ լունն ե րի անկլոէ֊ 
ն^ն ու էն/։/պ/ւ տիկ րաշիէման համար' է լեկէորամազնիսական txninuiif այիք • 
մ">ն էսւրթ It չր ջանա լին րև հո ա yn ւմնե րի ղեպրում։
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

10. М АЙВАЗЯН, I. М СЕДРЛКЯН

ВОЗБУЖДЕНИИ СИСТЕМЫ ГЮЛУБЕСКОНЕЧНЫХ 
ПЛАСТИН ЛИНЕЙНЫМИ ИСТОЧНИКАМИ

В настоящей работе рассматривается возбуждение системы по- 
лубесконёчных плоских волноводов при вылете из одного из них ли­
нейного источника, то есть заряженной или токовой нити. Также рас­
сматривается излучение в волновой зоне и предельный переход, ког­
да расстояние между пластинами стремится к нулю. Отметим, что 
задачи дифракции электромагнитных волн на такой системе были рас­
смотрены в [1. 2|, а в работах |3] рассматривалось возбуждение си­
стемы полубесконечпых плоскостей, когда линейные источники проле­
тают мимо них.

Пусть линейный источник, параллельный оси г, вылетает с по­
стоянной скоростью г по оси х из одного из полубесконечных волно­
водов. Система идеально проводящих полуплоскостей описывается урав­
нениями у = (2л 4- 1)ձ, п 0. ±1.4-х <Լ 0, ֊ ֊■■■ <Լ-<Հ оо. Расстояние 
между двумя соседними полуплоскостями равно 2/>. Для начала рас­
смотрим равномерно заряженную нить с линейной плотностью заряда 
р. В этом случае отличины от нуля компоненты полей £у и //■. 
В данном случае удобно искать £д ֊ Zf. которое в силу граничных 
условий должно быть равно нулю на полуплоскостях. Остальные 
компоненты полей находятся из Рассмотрим область (2/г 1)£<
<3’< (2/z փ 1 )/>, то есть область п-го волновода и его продолжения. 
Поле в этой области обозначим через £,։ (х, где i = y~2nb.
\.<Լհ. Предаавнм £й(х, ;) в виде интеграла

с с
Еп(х,')= J £n,u(x, ;)Ժս || ՀՀ (х, ;) (1)

— X X
Из этого разложения вытекает, что

>(х. :) = £/111(х. с) Ժ*. (2)

Будем искать Еп^ в виде — £,։.и -f- Е , где

֊)=֊ &1х. =)?Ղ (3)

йЕ°(х^5) есть поле движущейся заряженной нити в бесконечном 
волноводе ծ<Հ: = >’<Հծ, оо <Հх, г <то . Для Ճ® (х, ;) легко полу- 

I чить следующее выражение
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£"(*, 5)= ;)

где

— _ J ։Հ I * *ii=i _ chk^ 
kc* | chk-fi (4)

■) будем искать в виде

а;,л(л. о= CzU»(«, (forfo,. (5)

Введем обозначение (а, ;) - ел (а. ;)• Так как (х, ;) должно 
удовлетворять однородному уравнению Даламбера, то ол(х. $) имеет 
Следующий вид

фл(«, х) = 4-Вое-ц, (б)

где Ап и />'я функции от а, А8, 1гпА=3>0. Из условия непре­
рывности Еп(х. /;) = Еп । (х. — ծ) с учетом того, что Е°(х, ±ծ) =0 
и (2) получим

Введем теперь обозначения
-9Շ

?* <։.-) = -рр».»».(±х,5)в^х, (8)

6՜ . 1

тогда
(«• «) = Фл («. 0 4- фд՜ (а, ;)• (9)

При (2// ֊ 1) b < у <_(2и 4- 1)ծ. следовательно, имеем

-ФИ?) Ап^-\-Се-^, (10)

здесь мы вместо фл (л, ;) написали просто сл (;) для удобства. Вве­

дем теперь обозначение ф0(с.) ( ®„ (с) d\, тогда

д
(Н)
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при ('2п — 1) b < у < (2// ֊։_ 1) b и. аналогично, при (2« — 1)/? <Հ 
<y<(2n + 3)Z»

Д
(5) + Հ-, (') - (<^ -Се֊«). (12)

Напишем теперь соотношения (10)—(12) при у = (2л~ 1 )Ь, то есть на 
л'-Он пластине и ее продолжении и учтем, что в силу граничных .ус­
ловий օ-՚(ծ) = 0

?«W = А» + Се w)« (13)

??(*)+(*) - 4^“ - о-*)«»

Հէ, (֊*) + (-*) = —(<■’ *-&“). (15)
А

13НЗЧИМ

“9? (*> У • (16)

1десь функция 5 неизвестная. Она голоморфна в нижней полу­
плоскости комплексного переменного a. S можно легко определить 
«:։ условий непрерывности интеграла полного поля. Из этого условия 
«случаем

■ где Q=^֊e....° . (17)

в 4-2»> chk-[b

Вычитая (15) из (14) и учитывая (16), (17) и (7). получим урав­
нение

5-+^. -1
b tr "

(18)
а 4-------

где

2XZ> (ch 2>,ծ cos ;x)
K(F.

$h 2 րծ

равнение (18) типа Винера-.Хопфа. Для его решения необходимо
кторизовать функцию /< (յւ, а), го есть представить еО в виде /<(>, *) — 
^-(и. 2) А (ф-. а). где /<_ и Z< . соответственно голоморфны в ниж­

ней и верхней полуплоскостях комплексного переменного а. Как не­
трудно убедиться К и К имеют следующий вид:

. 'ibi
и է 1/1 V г. /, 4WV’ - I zА. (յ*. ։) = (!—cos«) е (I- ֊-) + —— X

X !‘* / :Հ I



Коэффициенты Л„ и В,; выражаются через (ծ) следующим об'ра:

а,=±с:«- ֊ - տ.,=
2 sh 2't.b 2 sh 2'/.b

Теперь, учитывая (1), (5), (6). л также то, что функции К » 
согласно их определению (19),—четные по и., полечим ар 
(2«—1) д<у<(2л 1)/;

Л\ ... (л, у)
•I-֊.-

;«л 3 /՝•'

ш
2 -}- 

V

х

Г (М?(У~**Ч Е-Л(>.)е-<(у-*л” 

с Л֊(р,— - Ն\.հ(ս, շ)տհ2/.ծ
մս,

где (л) = |cos դո cos ;» (л փ l)p [cosդո 4 cos u (// — 1)խ J

Отметим, что при п -+ О Ех очевидно, есть Фурье-ко мпоШ 

полного поля При п -- О для получения полного поля к , нес
ходимо добавить ԲՀ.. из (4). Рассмотрим поле Zf.v.,„ внутри zz-го нс 
повода, то есть при (2// — 1) b < у < {'2п -г 1 )Հ>. х<^0. Нетрудно у( 
диться. что иодинтстральное выражение э (22) не имеет точки нет 
нлсиия в верхней полуплоскости комплексного переменного а. Поз, 
му интегрирование по а в (22) в этом случае сведется к вычислен՛ 
вычетов подинтегрального выражения. Эти вычеты лают собстненн 
волноводные волны

~ J i?(2/n-l) .х
Елл.(х. у) - У |/ձ«օօտ|----- — (у — 2пЬ)е ՜ +

Hi I
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4- Qnm sin -- (v — 2nb) е է*'՜տ* 
b

(23>

(2l>

Оценка интегралов (24) производится точно также. как в |1|. Для 
оценки запишем

РПт= I cos (յւ)ժթ, Q„m = I sin p/t'ir, (ա)Ժա: 

о
интегрируя два раза по частям и учитывая, что ?л (0) = ;„,(*)= (Հ 
«мучим *
■ ₽«.— !( ւր՚Խ^-՚Հ/Օւ^+Օ^֊Ն (25)

Q™ = f(-1)”ս(^)-Տ«(0)| 1 W -A t26)
//•’ \ /Г'/

Формулами (25) и (2G) можно пользоваться уже при п - 3. Ошибка 
при этом порядка 0,01.

Перейдем теперь к вычислению поля в дальней зоне при 
(2« — 1 )ծ < у < (՝2п -}- 1 )/>. .V > 0. 1{сложим х = г cos 0, у = r sin 'Հ При 
больших г интеграл по а в (22) можно вычислить по методу нерева- 

՛ ■ г» L * <- <”ла. В этом случае необходимо также учитывать полюс при а — — __
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Вклад от этого полюса плюс нулевое поле задачи, которое необхо­
димо учитывать при п = О, дают поле нити в пустоте. Отвлекаясь от 
этого, для Ех при больших г получим следующее выражение 
для ЕГ։. (х, у) при (2л — 1)ծ <յ <(2л 4-1)ծ:

( А 4- Խ - cosO) sin О у)-.(Д±Д—d----------- ------------------ ,

/։" ch AfAsin (2kb sin 0) ( w —AcosO
\ v

(/Asin*)___:■„( /Asin 9)1

К- ^p, —A'. (p. A cos 0)
(27)

Необходимо еще вычислить интеграл по р. Для этого 
что 2 с/ < 2AAsin 6 < (2/ 4֊ 1) - В этом случае в К

предположим
При

обращается в 0 член с X., а при (2у— 1 < 2А/> sin О <Հ 2г/ обращает­
ся в 0 член с,т.. Рассмотрим, например, случай, когда 2с/< 2feAsin9< 
<Д2/ Ь I)՜. Введем переменную х по формуле 4ZPA3 X* = 4/г.с2, 
тогда

-------------------------------------------= Р---------------------- : izi (л՛ — k cos 9 և
Л (р֊. — Acos*) х Acos* л —A cos 0

При этом интегралом в смысле главного значения можно пренебречь, 
так как из-за больших п подинтегральное выражение в нем будет 
сильно осциллирующей функцией. Интеграл же от ձ-функции сразу 
берется. Вводя также обозначения

К (рл) = /<Х (р. 2)
(28)

окончательно получим сл- -.уюшее выражение для поля в дальней 
зоне

Ax.lx. у) - 4A/4Aaft: / А_\’:
<о \ 2с /

( А 4- 'и )(1 - cos 0)

с h Ay А (I — V cos’ 0)

Utf- I — 
sin* * cos* cos (АА sin 9)  e 4 <

հ'. (հ — A cosO) К f շ. — 
\ f /

где 3 — 2cj 2AAslnO. при 2/r <2/>A sin h < (2/ ■+• I)c. В случае, когда 
(2/—1 )n<2AAsln& < 2/c, s;-2AAsin6 2с/. В этом случае в (29)

появляется общий мин\с. а в определении К (р. з) в (28) f.j нужно за-
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менять на Т/. Выражение (29) не зависит от л՛, это и понятно, так как 
поле ց дальней зоне представляет собой расходящуюся цилиндрическую 
волну. Остальные компоненты полей можно найти из (29) или (22) с 
помощью уравнений Максвелла. Приведем выражение для интенсив­
ности излучения / (0) — <?г | Н..։. Полная интенсивность излучения 
будет

4.-2 [ /<-(») А (30)

ov
we . ,,
I(G) — ___ (1 4֊ 3)asin" 20 (1 — cos 0)- cos2 (bk sin 0)_____

օ!րձ՚;ծ(1 — 32cos20)։ К ( o. ——(«, — £cosO)p 

(31)

здесь а зависит от величины 2&6sin0. как было указано ранее. Рас­
смотрим предельный случай Ь — >0. Из (31) получим при Ь—>()

Լ (0) = (1 4-B)gctg20(1 — cosO)2
г. (1 - 82COS’0)«

Эти есть интенсивность переходного излучения заряженной нити, 
•шлетающёй из среды, имеющей бесконечную проводимость вдоль 
осн г и нулевую проводимость вдоль оси у. Естественно, что эта ин­
тенсивность отличается от переходного излучения заряженной нити, 
вылетающей из однородного металла.

Рассмотрим теперь случай, когда вылетает нить, по которой те- 
՛:• ; эк ./. В этом случае отличны от нуля компоненты полей
|И //у. Будем искать Ег. Решение ищется вполне аналогично пре­

дыдущему случаю, но в (11) и (12) вместо интегрирования нужно 
юрать производные. Это связано с тем, что около края пластин наве­
денные токи и заряды должны иметь следующее поведение р -'а՜ ' . 
Л^а . /г^ X՜'-. Для получим при {2п - 1)/><у <Д2я 4-1)ձ 

ределу ь ’.неё выраженне:

(32)

Приведем выражение для при г--* зов дальней зоне.
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(•*. У) =

= — i<s>Jb՝lic'f

է hr -I —
__________Sin 6 sin 28 cos (bk $ 1 n 8) <՛___________ 

ch k֊b (1 —p։2 cos2 0) K- (—•՜՜') K+ Ի. — k cos 0>

(33>

.Для интенсивности излучения имеем

/.„ (8) = er (, Ez, w ՛)- =

2eJWk9& sin2 0sln22f*cos2(^sin 0) .....

ch2A’7&(1 — f2cos20)27< ( a.—— V<. (չ, —fecosG)2
I \ v / I

полная интенсивность отсюда находится по формуле (30). Рассмотрим, 
в этой формуле предельный переход Ь-՝О. Получим в этом случае

, cos2 О
/Ա| (у) — ՚ ՜ ՜ յ •

CW (1— S*cos20)2

Эта формула совпадает с формулой для интенсивности переход­
ного излучения нити с током из сплошной однородной металлической 
среды в вакуум. Это вполне понятно, так как в данной задаче име­
лось только лишь поле Л՜-, которое направлено вдоль оси с бесконеч­
ной проводимостью.

ННИФТЛ АН Армянской ССР 
ФИ АН СССР нм. П. Н. Лебедева Поступила 2Й V 1964.

ՏՈԻ. 1Г. ԱՅՎԱ9.ՏԱՆ. Դ. 1Г. Ub'H'lUHlI.b

ԿհՍԱԱՆՎհւ^ Pl’P-l։fl.bhl'l«8 PIVIJill.Bll.n HbUShTb '1-Р‘ММ1МГС 
ԴԾԱՅԻՆ

II. մ* փ и փ и է if

1Լջիւաաա.ի} յան ti Ьо զ ի ուա լէկվոէ մ Լ կիսարսնւքելւջ հարթ ա/իրաաարների 
ււիոաեմի զրզաս մր նրանցից ifhlfE jի էյյէավպւկաձ կամ հոոանաաար
րսրի դա րս թս\ե[Ոէ զես/վէւււմ ; 11րււնվա.մ են I, լեկա րամ ազ՚հ իս ակոՀհ t/աշաի 
է չեկար ական վեկտորի tn անզեն ցի ա ք կոմպոնենանե ր/ս OTlttt րհխյ ։ս քի ։քւա ։/> սէ ր- 
ներկ ււկէ4ոեէ1 կ ււքերիոզիկ հա ակրէէ թ րո՚հն /. (ւի , է (ե!(ա րամ ազ^վւոական զա-ւււերկ 
•X կա րու ti [չ՚յ րերվււէ.մ Լ ա րյ զ աշաե րի if կա րւ/' ան ր Ք միայն մեկ fj fifj երքկ ifiitu: 

հ[եկաւէական է(եկս4էյւի ւոանզԼն^իաւ կոմ պոն են աներ ի համրոր t> ա ա tjtj tn մ են 
*Լկնհ ր-^ոպէկի ակպի >կո ։նկզ քրոն ա ք .ակ ա աորրո tfitL ր , որոնհ> ե fin Л էքոէ ւ/' են; 
Գանվէսծ են ալկքաաա րներկ սիոտեմի ձաոաւյա //J մա՛հ կն ա ենււ ի կա թ էանէւ 
՝“ 1.1' P'“ <{'■' զոնա րէւՍ , ա լի յ>աա։ո րնե րյւ ներոաէ!՝ ե նրանցիէյ դոէ֊րսէ հաւուսրւիսծ 

1հ սա\մ անա լին անէրաք. եոր քմ ի իք եզների միձե հերրս/կորա իք ft Հհը ձդաոէմ Լ 
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պր"[1'- ՑւԱվէք է տրված, tt ր հոսանատար Iա/'/' էքեպքտ-մ ճաո ա у ա tfJ d ան 
րանսյձևը Աւնցնա.մ /; հարսնք։ անցա dավւն ձաոաւյա /[Ji! ան ինսէենւվւվա [Iրոն 
րւսնսւձևին:

Л И Т Е Р А Т У I» А

1 . Бакланов Е. В. Излучение электромагнитных ноли из системы полубесконенчпых 
пластин. ДАН СССР. 153. 1963, 570.

2 Carlson J. /՝., Heins Я. The геПесиоп of electromagnetic waves by an Infinite 
set of plates I. Qart. Appl. Math., 4, 191b, 313. The reflection of electromagnetic 
waves by an infinite set of plates II. Qari. Appl. Malli., 5. 1947. 82.

•3. Болотовский Б. Л1. и Воскресенский Г. В. Поле мряженной ннги, ранномерно 
движущейся пблн;н от системы идеально проводящих полуплоскостей. ДАН 
СССР, 156, 1964. 770. Излучение линейного источника, пролетающего вблизи 
дифракционной решетки, образованной системой идеально проводящих полуплос­
костей. ЖТФ, 34. 1964, 1856.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 1111Ո- Դ1’ՏՈ|’ք>ՅՈհՆՆԿՐԽ Ս.««ԱԴԵՍ*ԽԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В Е С Т И Я_ А К А Д Е М И И II Л У К АРМЯНСКОЙ ССР 
Ֆի^իւյսւ-մտթԼմատ. q^mnip^nifi&br XVIII. № 1, 1965 Физико-математические пауки'

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИКА

В. С. АРАКЕЛЯН. Р. А. КАЗАРЯН. Л. В. СИМОНЯН

11ССЛЕДОВА111 IE ЭЛЕКТРООПТИЧЕСК1IX СВОЙСТВ 
БЕНТОНИТА I

Электрооптический эффект как способ внешней модуляции света I 
к настоящему времени получил наибольшее распространение.

В этой связи определенный интерес представляют исследования I 
возможностей применения для названной пели новых материалов, в I 
частности, коллоидного раствора бентонита—глины, в основном, со- I 
стоящей из минералов группы монтмориллонита и бейделита и, как I 
известно, обладающей аномально большой постоянной Керра и теоре- I 
тически малым временем релаксации |2]. Исследования электро- I 
оптических свойств, выполненные, для вайоминского бентонита |3] и I 
|4| преследуют иные цели и поэтому на поставленный выше вопрос I 
нс отвечают. Ниже приводятся результаты исследования электро- I 
оптических свойств армянского (сарипохского) бентонита. Исследо- ■՛ 
ванию подвергались три образца особым образом приготовленных I 
коллоидных растворов, отличающихся размерами взвешанных частиц. ■

При этом образец № 1 состоял и?, частиц с диаметрами, не пре- I 
восходящими 0,6 [л, а образец № 2 состоял из частиц с диаметрами I 
нс более 2р. Кроме того, ввиду большой электропроводимости бенто- I 
нитной суспензии, основные измерения были повторены с образцом I 
№ 1, предварительно подвергнутом электродиализу в течение 14 ча- | 
сов на электродиализаторе ВД—1 (образец № 3). Измерялись прозрач- I 
ность. постоянная Керра, а также зависимость постоянной Керра от I 
частоты подаваемого на ячейку Керра синусоидального напряжения. I

Во избежание коагуляции частиц, имеющей место при возлей- I 
ствии на коллоид постоянного напряжения, в наших измерениях нс- I 
пользовались синусоидальные и импульсные напряжения. Псследуе- I 
мый раствор помещался в стеклянную ячейку (фиг. 1) с серебряными I 
электродами, расстояние между которыми изменялось регулировоч- I 
ным винтом.

I. Пропускание образцов относительно эталона, пропускание I 
которого принимается равным 100%, измерялось на кварцевом спек- I 
трофотометре СФ—4 на длинах волн 6493 А. 6328 А и 5400 А. Ре- I 
зультаты измерения приведены в табл. 1.
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Фиг. 1.

ческую поляризацию. Пройдя

5—анализатор: 0 - монохром а юр:

II. Постоянная Керра определялась по схеме фиг. 2. когда 
включатель 1! находился в положении I. Переменное напряжение 

той 50 гц снималось с ЛАТР-а.
Через ячейку Керра пропускался поляризованный свет, получен­

ный в результате прохождения неполярнзованного снета от источника 
через поляризатор. В резуль­
тате воздействия на ячейку 
Керра напряжения, раствор 
становился двоякопреломляю- 
шим. вследствие чего выходя­
щий из ячейки свет приобретал

Таблица I.

Длины поли 
Л

П р՛• пусианнс н*/а 
№ № обрзацоп

• 2 3

ММ 17 1.92 28.5
6328 17 1.9 29.1
.400 8.1 1.5 16.2

через анализатор, эллиптически
рнзованный свет снова становился линейно поляризованным, при­

ем его амплитуда менялась в соответствии с напряжением, подавае­
мым на ячейку Керра.

Постоянная Керра вычислялась из выражения

в=

где 1 • длина луча света в ячейке,
—напряженность электрического поля в ячейке Кеора,

Керра
7-фотоумножитель: Я осциллограф:

I,—источник импульсного напряжения; 10 источник синусоидального на­
пряжения.

Фиг. 2. 1 источник спета 2 липла; 3—поляри.ыгор. 1 -.ячейка
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-\ • „ . V Ա.о—сдвиг фазы, определяемый из выражения tg — , где <1
2 b

b—соответственно малая и большая полуоси эллипса. Результаты 
мерений постоянной Керра приведены в табл. 2. Для сравнения от
тим, что постоянная Керра нитробензола равняется 2. 10՜5 CGSE.

Таблица 2
№ № образ­

цов
в ед.
CGSE

1 0.3
2 001
3 0.2

ячейкумого на

III. Время релаксации, как показали npei 
варительные измерения, оказалось значительны! 
вследствие чего метод, описанный в |1] здес 
непригоден.

Использованный нами метол измерения bjm 
.мени релаксации заключался в сравнении :.п 
тсльности фронта импульса напряжения, подам։

Керра, и фронта светового импульса, наблюдаем։
на осциллографе (переключатель II в положении II, фиг. 2).

Импульсное напряжение получалось в результате разряда коз 
денсатора, либо прерывания постоянного напряжения от УИП- 
Длительность фронта импульса напряжения, подаваемого на ячей: 
Керра, практически равнялась нулю, в то время как фронт ийпулы 
света, прошедшего через ячейку (фиг. 3). растягивался ввиду ина 
цнонности эффекта Керра.

Фиг. 3.

Как видно из графика фиг. 4, время релаксации растете У®1
чением разрядной емкости. Это. говорит о том, что время релаксап 
сравнимо, а при малых емкостях превосходит постоянную време 
разряда конденсаторов.

Следовательно, максимальное время релаксации получится п 
разряде бесконечно большой емкости, то есть при действии на яче 
ку достаточно длинного импульса с постоянной высотой. Это макс 
мяльное значение времени релаксации, полученное при воздейста 
прерывистого напряжения величиной 200г?.. оказалось порядка -Iм 
(фиг. 5).



Исследование электрооптических свойств бентонита

С другой стороны, при заданной емкости изменение зарядного 
напряжения не влияло на время релаксации, определяемое по отрез­
ку, отсекаемому на осн времени касательной к осциллограмме импуль­

са света в начальной точке.
Кроме того были получены 

графики зависимостей амплитуды 
осциллограммы выходного сигнала 
Л (в относительных единицах): а) от 
разрядной емкости при постоянном 
напряжении на ячейке, разном 120ճ 
и расстоянии между пластинами 
Зз/.к (фиг. 6), 6) от подаваемого 
напряжения при постоянной раз­
рядной емкости, равной I лк$6(фиг. 
?)•

Последние два графика полу­
чены но схеме фиг. 2 (переключа­
тель II н положении II).

Наконец, на фиг. 8 приведены 
амплитудно-частотные характерис­

тики для образцов № 1 и №3, снятые
по схеме фиг. 2 (переключатель II в положении I).

Источником синусоидального напряжения служил генератор 1 3-1. 
Как видно из этих графиков, переменная составляющая фазового 
сдвига для образца № I резко падает до частот порядка 150 гц—

Фиг. 5.

- ֊'Югч. в то время как для диализованного раствора (обр. №3) 
заметная переменная составляющая наблюдается до частот порядка 
I кгц.

Однако, незначительная по величине переменная составляющая 
сохраняется до частот порядка нескольких килогерц.
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Таким образом, из результатов измерений времени релаксации 
амплитудно-частотной характеристики следует непригодность беят 
нитных коллоидов для получения высокочастотной модуляции света

.Авторы считают своей приятной обязанностью поблагодарил 
преподавателей кафедры инженерной геологии за полезные советы, 1' 
также сотрудников названной кафедры Мнацаканян С. и Степанян А. 
за приготовление образцов. I

Ереванский государственный 
университет Поступила 16 VII 19л

Վ. II. ԱՈ-ԱՔնԱԱՆ. 1Ւ Ա. 4.11.ԶԱՐ5ԱՆ. I. Վ. ԱԽՄՈՆՏԱՆ

ՐԵՆՏՈՆԻՏԻ f.li’iSPII.O'ilSI’iilMillA. ճԱՏ«ւՈ1՚1>:3111«ՆՆ1»Ր1՛
Ո!»11Ոհ11*ՆԱՍհՐՈ1’ԹՅՈ1’ՆՐ.

II. U փ n փ и 1 մ

'իիտարքրիած են րււրւի մոդա, լրսւլիա լի համար րհնտոնիտի կպսիդ ;*>’

dttt լիքի կիրաէէմտն հն ա ր ա ի ւ։ ր ա թ րււ.նն ե ր րւ Ջ ա ւիւ/ ե / են ա / ի քի 6f) I .՛> Д, GyiXS 

° J
Л ՜>4()0 \ ե րկսւ ր աիք /ուննե րի համար րևնաոնիտի / ni.Arrէ.լի]ի աարրհր նմէէպյք 
ների իք ա փ ա՛հ ր իկո t իք քոՀհր. 4երրի Տ ա n tit ա ա tt լն ր և н հ ( ա վա ա t/ի ա ւի <! ամ ւսնււէկքՈ 
1'երւք ած Լ րենաււնիաի կ"լոիւք րււծրէելթի հաճաիւականու (Jլսւն րնուիք արյի՚^քք

ա ւի tf til'll tml լա քների հիման վր>Ա արէքած !. ալն 1ւ ւլ ր ււմրււ րուիք րէւնր.
ր/էնւոււնիտի լւււծու /իք ր /էւրրւի լւարոր \ա1\ւսիւ ականոէ-իէէ քան մողււպրէւէյհա urn»!' 

4ւալու համար պիտանի \Է։
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Л. Л. ДЕКАБРУН. А. Р. МКРТЧЯН

СИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ ТОКОМ ВОЗБУЖДЕНИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТОВ СПЕКТРОМЕТРОВ ЯДЕРНОГО 

МАГНИТНОГО РЕЗОНА! ICA

Краткая аннотация. Источники поляризующего магнитного поля Но являхнс։ 
основными узлами спектрометров ядерного магнитного резонанса. При исследовании; 
методом ЯМР-спёктросконнн кристаллов в качестве источника //0 может быть исп-мь-1 
зован только злектромагни! со епепкзльиои системой питания. В статье описана олп! 
из возможных систем питания н найдено решение некоторых фундаментальны! 
вопросов, общих для прецизионных систем питания электромагнитов. Параметр։: । 
собственно электромагнита рассматриваются только там, где они непосредственна | 
определяют параметры системы питания. Влияние колебаний сетевого напряжение I 
нейтрализовано применением электрона шинного преобразователя с относительно гру- 
бой электронной i гэбилизацией выходного напряжения. Начальное значение ;■ иа 
возбуждения .электромагнита и закон его развертки во времени устанавливайся | 
с помощью двух независимых нсточннкол опорного напряжения в системе сглбя.-нзз-j 
пни тока. Длительность развертки может превышай. 2 часа. Обеспечен оптимально! 
рабочий режим проходных ламп. Специальная конструкция прерывателя к усилителя 
сигнала ошибки обеспечиваю! надежное усиление микповольговых сигналов. Под­
вергну га критике принятая в ряде работ схема смешения электр< •։aiпи-а.

Источник главного магнитного поля /70 в спектрометрах ядер­
ного магнитного резонанса (ЯМР). предназначенных для исследования 
строения природных кристаллов, должен обладать некоторыми осо­
бенностями, не присущими источникам //,, ЯМР-спектрометров дру­
гих назначений. Важнейшая особенность состоит в том, что здесь 
требуется большая длительность (до двух часов) и большая глубина 
(до 0,1 /70) линейной развертки магнитного поля r процессе регистра?: 
ции спектров. Следующая особенность состоит в том. чю начальное 
значение/70 для разных кристаллов может иметь существенно раз.шч- 
ное значение в пределах, например, or 1 до 10 кнлоэрстед, Наряду 
с этим сохраняются присущие ЯМР-спектрометрам требования высо­
кой однородности мл։ нитного поля в рабочем объеме, где размещает*: 
ся исследуемый образен, а также точное соответствие /Уо тому зна­
чению, которое предписывается условиями опыта. Из этих требованиА. 
только одно (высокая однородность магнитного поля) относится к 
конструкции магнита. Все остальные относятся к системе питания 
магнита и стабилизации //0.

Перечисленные требования затрудняют использование для иссле­
дования кристаллов высококачественных электромагнитов, выпускам
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мых - настоящее время |1|. Широко используемые в ЯМР спектро­
скопии постоянные магниты [2, 3, 4] не .могут здесь рассматриваться, 
г.; как допускают регулировку Л/о только в узких пределах.

Для целей исследования методами ЯМР-спектроскопни упоря- 
дочения—разупорядочения кристаллов [о| авторами совместно с коп- 
сп к горами и технологами Производственного отдела Института 
химической физики АН СССР (руководитель отдела тов. Руссиян 
Е. I՜ I разработан источник /70. удовлетворяющий всем необходимым 
требованиям. Найденные при этом решения некоторых основных во­
просов могут быть использованы в источниках /70 других назначений.

Настоящая статья посвящена, главным образом, системе питания 
электромагнита. поскольку, как отмечалось, именно от системы пи­
тания зависят интересующие нас качества источника Нь. Принци­
пиально система питания должна жестко поддерживать установлен­
ную величину тока возбуждения магнита /м (флуктуации /м по отно­

сительной величине не должны превышать 10 независимо от того, 
тиляется ли эта установленная величина постоянной или изменяется

■Sw. I Конструктивная схема 
электромагнита ЯМР спектрометра

во времени по некоторому предписан­
ному закону. Параметры системы пита­
ния тесно связаны с параметрами элек­
тромагнита, которые в связи с этим 
приходится иногда затрагивать.

вопросы конструкции электромаг­
нитов для ЯМР-спектросколии рассмо­
трены во многих работах (см., напри­
мер. [6. 7, 8]). Конструктивная схема в 
общих чертах общепринята (см. фиг. 1):

1. Замкнутый магнитопровод же­
сткой конструкции,

2. Симметричное расположение намагничивающих обмоток,
3. Пространственно-юстируемые полюсные наконечники.
Высокая однородность магнитного поля в центральной области 

воздушного зазора обеспечивается следующими мерами:
1. Точной оптической обработкой рабочих поверхностей полюс­

ных наконечников,
2. Высокой металлургической однородностью материала полюс­

ных наконечников.
3. Большой величиной отношения диаметра полюсных наконеч­

ников Հ, к глине воздушного зазора I..:

у->5. (!)•
<11

' Эго соотношение в <начнтельной мере является эмпирическим. Расчет кон- 
фшурапии магнитного поля в зазоре электрона! нита, опубликованный около 80 

;-нг назад [9J, основан на предположении равномерной поляризации полюса, для 
■чего не։ строгих оснований. ;е.м более при оценке чмкронеодноролйостеи, играющих
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Фиг. 2. Зависимость основных i 
рзметров электромагнита от пл՛ 
носи։ тока в его обмоткахтока յ

магнитом. Ру

обмоток S.

Для расчета ампервитков, которые должна создавать обмо1 
электромагнита, предложен ряд формул, где насыщение магнитол! 
вода учитывается эмпирическими коэффициентами 
удовлетворительный результат дает фор­
мула

= 1,25 (3)
0.4*

Система питания и конструктивные 
размеры магнита существенно завися.՛ 
от того, какая плотность тока у задас т­
ся в обмотках. На фиг. 2 приведены 
графики, дающие качественное՝ предста­
вление о том, как от плотности 
зависят следующие величины:

1. Мощность, потребляемая
2. Вес магнита Q,
3. Поверхность охлаждения
4. Удельная мощность Р9 — P{Snjl .
Эти графики (которые для конкретных величин /„ и Հ, могуя 

быть легко приведены к количественному масштабу) показывают,;чЯ 
за счет увеличения веса (следовательно, и габаритов) магнита ыожп»| 
неограниченно снижать величину необходимой мощности. Выбор том 
или иной конкретной величины' требует учета ряда дополнительны։ I 
факторов, основной из которых- возможность искусственного охлаждЯ 
пня. Поскольку искусственное охлаждение обмоток крайне неудобно] 

в эксплуатации, мы ориентировались на такую удельную мощности 
при которой в условиях естественного (конвекционного) охлаждения 
температура обмоток будет превышать температуру окружающего! 
воздуха не более, чем па 10°—15° 110). При этом Р составляет около 
780 ватт.

Необходимая мощность
Р — Uju (4) I

может быть пол учена при любом значении силы тока 1и. конкретная 
величина зависит от выбора системы стабилизации /м: если эта систе­
ма строится на транзисторах, то ձՀ, должно быть мало, порядка не! 

скольких десятков волы, если же система стабилизации строится ւ՚տ • 
электронных лампах, то желательно уменьшать величину /•. (чтобЯ 

основную роль в ЯМР-слекгро.меграх. По-видимому, более точно, конфигурация иль 
пигного поля может быть найдейЛ из того факта, что энергия магнитного позя 

Лм = ^՜] i \ У» dxdydz (Я

электромагнита стремится к максимуму. Однако, решение это։։ очень важной 14] 
препезионных магнитов задачи нс входит в рамки настоящей работы.



ламповым в отношении точности

Система управления спектрометров ЯМР 143

!• использовать слишком мошныс лампы), увеличивая соответственно 
Ա. Полупроводниковые стабилизаторы /„ тока пока еще уступают 

|11. 12. 13. 14.|. и в практике ЯМР- 
спектроскопии основными видами 
стабилизаторов /м являются лампо­
вые стабилизаторы последователь­
ного типа |15|, которые принятыми 
в нашей системе питания.

Принципиальная схема стаби­
лизатора последовательного типа 
представлена на фиг. 3. Механизм

4'111. 1 Прин։|1111н.1л։.нз։1 схема элтрон- работы ЭТОЙ СХС.МЫ ХОрОШО ИЗВС- 
"йг" егдвияимюра токапослеломкль. стсн кратк0 ои 0ПИСМ в 116]. Ус­

тановившееся состояние схемы,ес­
ли коэффициент передачи разомкнутой петли имеет достаточно боль- 
Шую ^личину

AS/?0 = 10յ- 10- (5>

(5— крутизна проходных ламп .1, при данной нагрузке), характери­
зуется соотношением

(б>

Основными источниками нестабильности А являются:
1. Нестабильность опорного напряжения 6%,.
2. Дрейф усилителя сигнала ошибки.
3. Температурные изменения сопротивления обмотки .магнита /?«.
4. Нестабильность напряжения питания Լ\.
Влияние первого из перечисленных факторов подробно рассмот­

рено в [16]. Из остальных факторов наибольшую роль играет неста­
бильность Լ\. Если Ь\ изменяется на Аб’։, то это приводит к изме­
нению /м на величину
К Д/м =----------- ~ — (7)1

Ri -4- вК/?0 SR,XRV

(Ri -дифференциальное внутреннее сопротивление проходных ламп, 
р их статический коэффициент усиления).

Если Ս։ получается непосредственным выпрямлением сетевого 
напряжения (ձձ/4= (փՕ.1 0.15)6%). то для поддержания измене­
ний /м в допустимых пределах требуется очень большая величина 
KSR6. Кроме того, в этом случае система стабилизации /м должна 
содержать дополнительные узлы, предназначенные дли компенсации 
крнковременных динамических бросков 6’։ |17|. По-видимому, более 
рациональным решением является предварительная стабилизация на­
пряжения 6։. Влияние динамических бросков сетевого напряжения 
будет полностью нейтрализовано, если вместо выпрямления получать 
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.напряжение Ux с помощью электромашииных агрегатов. Такое реп 
ние имеет ряд недостатков, в частности, шум агрегата и создам 
мая им вибрация. Однако, помимо полной нейтрализации (благом 
жесткой тяговой характеристике асинхронного двигателя и болыио 
запасу кинетической энергии вращающихся масс) бросков сетей՛ 
напряжения электромашиниый агрегат имеет еще и то преимуп 
ство. что позволяет легко, плавно или ступенями, регулирован 
широких пределах величину Ц. Схема получения Ц. использов! 
нал авторами, представлена на фиг. 4. Обмотка возбуждения дина 
включена в анодную цепь лампы Л. (6С18С), которая является вым 
ны.м каскадом системы стабилизации Շ՚։. Напряжение Ц посредсп 
делителя А?2п сравнивается с хорошо стабилизированным I 
пряжением {U„n)x (250 во.։ьт), усиливается лампой Л։ (6Ж9П) и упр 
ляет током возбуждения г*

•Фиг. 4 Принципиальная схема стабилизации напряжения питания электромагнит.,

В установившемся режиме
(^л)х Ч

Ra Кб
•откуда:

= И
Изменяя С помощью переключателя ГПА отношение R0IR;., »• 

но в широких пределах изменять С>, причем каждое из установлен 
пых значений будет стабилизировано в данном случае с точности 
лучшей, чем ± 10՜՝.

В соответствии с характеристиками динамо ИН—45 (это нам 
более высоковольтная машина данной серии) установлены такие пзрн 
метры обмотки возбуждения магнита, при которых

(/м) мам =2.5 ампера

(£֊•'?.։) макс ■— 3 b । вольт,
при этом в воздушном зазоре достигается индукция 10.000 Э,
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Процесс съемки спектра ЯМР предполагает установку некоторо­
го начального значения напряженности магнитного поля (A/O)MJ1| и 
доследующего изменения этого поля по линейному закону на глубину 

за время ТР. Система стабилизации должна подавить самопроиз- 
аольние, обусловленные внутренними причинами флуктуации /70 до 
тако;; степени, чтобы обусловленные этими флуктуациями искажения 
•аредпнеанного закона развертки были пренебрежимо малы

ц//0
dt dt

(10)

величина самопроизвольных изменений //0.)
Это соотношение определяет абсолютную величину коэффипнен- 

та передачи разомкнутой петли /ՀՏ-/Հ, и технические характеристики 
'отдельных узлов (усилитель сигнала ошибки, источники опорного 
напряжения. контрольное сопротивление /?(|).

Закономерность, описанная выше, может быть обеспечена ис­
пользованием в системе стабилизации двух источников опорного иа- 
[Нряження: задающего начальную величину тока /», и, следова-
тмьно, (//0),и-,: и источника (ձՀ,ո)Հ напряжение которого изменяется 
яо необходимому закону во времени (фиг. 5). Согласно (6),

(Ա,Հ , (Uon)" 
Ra Հ (11)

Поскольку время развертки Тр может достигать двух часов, обыч- 
ир используемые для развертки

5- Принпнп управлении начальным 
Мнением магнитного поля н его раз­

верткой

электронные интегрирующие схемы 
[18| здесь неприменимы. Единст­
венным решением задачи является 
механическая развертка с помощью 
синхронного мотора. Необходимый 
набор скоростей развертки обеспе­
чивается переключением питания 
синхронного мотора на электрон­
ные генераторы различной частоты 
и переключением ступеней механи­
ческого редуктора. Необходимая
определенность в установке (А/0),и.„ 

«диапазоне от 2-х до Юкол, достигается ступенчато-плавной системой. 
I В описываемой системе авторы использовали специально разра­

ботанный источник опорного напряжения—кремниевые стабилитроны с 

ршохомпенсирующими делителями {16]. В соответствии с принципом 
■^компенсирующего делителя, его выходное (манганиновое) сопро­
тивление должно иметь совершенно определенную величину. Этим 
■феделяются схемы коммутации (Ս/էՈ)' и (Սօո)", которые мы здесь 
не приводим.

Прн широкой регулировке величины А< существенным вопросом 
ряется режим проходных ламп. Ступенчатое изменение величины 

А!!, «рии фч».-м!П. HivK. .4- J
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Ux дает возможность использовать проходные лампы наиболее эф 
фективно в режиме максимальной крутизны и наиболее легкой теп 
ловой нагрузки.

Наиболее экономичными лампами для системы стабилизации яв 
ляются мощные триоды 6С18С. Полный ток магнита (2,5 ампера) мо 
гут пропустить 6 таких ламп, включенных параллельно. На фиг. է
приведены характеристики такой 
регулировки /я. Проходные лампы 
имеют постоянное отрицательное 
смешение на сетках (20 вольт). К 
этой постоянной величине добав­
ляется напряжение, создаваемое 
усилителем сигнала ошибки, за 
счет которого /м доводится до ве­
личины, заданной напряжениями 
(UonY и ((Л,..)". Система управле­
ния /,л, принцип которой представ­
лен на фиг. 6, имеет следующие 
серьезные преимущества:

1. Проходные лампы всегда

CTVгруппы ламп и показаны

Фиг. 6. Режим работы проходи'.-.х .ими 
системы стабилизации на различных сту­

пенях (7Ув)яач.

работают в оптимальном режиме по крутизне и тепловой нагрузке.
2. От усилителя сигнала ошибки не требуется на выходе больших 

напряжений՛!система всегда находится в состоянии, близком к состоянию 
равновесия), что благоприятно отражается на точности стабилизации.

Важным узлом системы стабилизации /., является усилитель сиг­
нала ошибки. Это усилитель постоянного тока с ничтожно малым 
приведенным дрейфом и уровнем шумов. Предельная допустимая ско­
рость дрейфа устанавливается соотношением (10), уровень шумов 
лимитируется следующим очевидным соотношением:

(Նա) (12)

(оД,—допустимое отклонение /м; А’о—контрольное сопротивление).
Сопротивление/?0по вполне очевидным причинам не может иметь 

большую величину; в нашем случае оно равно 1,96 ома. Величина 
о/м, как отмечалось, не должна превышать 10՜' от /«. Следовательно; 
усилитель должен четко реагировать па сигнал в несколько микро­
вольт. Его коэффициент усиления, в соответствии с (4) и при крутизне 
проходных ламп, получаемой из графика фиг. 6, должен составлять 
примерно 10й.

Для реализации перечисленных требований необходим усилитель 
с преобразованием сигнала ошибки в напряжение переменного току 
[19]. Рабочая частота прерывателя и синхронного детектора нами вы­
брана равной 82 пер’сек. Эта величина дает возможность эффетивно 
отстроится от помех, создаваемых сетью. В целях снижения фона 
все цепи в схеме 7?С-усилителя (анодные цепи, экранные сетки, на-
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<*т. 7. Конструктивная С\СЫЛ Пре- 
Обрлзоплсли СИГНЛЛЛ1» Օ11!1Հ’1 н

кал ламп) питаются от хороню стабилизированных источников по­
стоянного тока. Благодаря этому, а также тщательной экранировке. 
ЯС-усилитель, включающий три каскада на низкошу.мяптих пентодах 
6Ж4. с общим коэффициентом усиления 2.10е имеет фоновое напряже­
ние 50 пер1сек, не превышающее 1,5—2 микровольта. Прерыватель 
заключен в электростатический и электромагнитный экран. Его при­

вод. являющийся мощным источником 
наводок, вынесен за пределы экрана 
(фиг 7). В качестве основы для преры­
вателя использована контактная система 
поляризованного реле РП-4. Контакты 
выполнены либо из чистого золота, 
либо из сплава с пронылшественным со­
держанием золота. Такие контакты на­
дежно коммутируют мнкронольтовые 
напряжения |20|,

___________ Тщательно продуманная конструк- 
| пня контрольного сопротивления ^—необходимое условие нысокока- 

чоетпенной стабилизации /м. Речь идет о следующих факторах, спо- 
собных вызвать нестабильность

I. Нестабильность величины связанная с колебаниями его 
температуры.

2. Паразитные термоэдс в местах соединения /?а с другими ие- 
мми схемы.

3. Электромагнитные наводки в контуре /?0.
Ней ip..-лизания перечисленных факторов возможна многими спо- 

собаки, наиболее простыми и эффективными, по мнению авторов, яв- 
ляются следующие:

1 Г.-Сопротивление /?., выполняется из манганиновой проволоки, оолл- 
дающей очень малым температурным коэффициентом и ничтожно ма­
лой термоэдс по отношению к меди. Сопротивление размещается в 
масляной ванне благодаря чему уменьшается его температура и р.ч- 
Оочем режиме и, что более важно, увеличивается тепловая инерция.

Фнг. 8. I хеми расположения пет.™ контрольного coitpfr- 
Л1И.|С11ИМ

2. Конструктивно А\, выполняется в виде бнфилярной пегли 
(фиг. 8). которая перекрещивается в ряде мест, образуя, таким обрв- 
юя по отношению к внешнему электромагнитном} полю элементар­
нее петли с площадями 5" и .$' • При достаточно точной укладке
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петли, когда ՃՏ

Я' С. наводимая в контуре /?6 внешними электромагнитными ноля 
будет иметь ничтожно малую величину.

Нам остается рассмотреть вопрос об устойчивости системы 
электронных устройствах оценка устойчивости в большинстве слу1 
производится ио критерию Найквиста [21]. согласно которому о 
на вопрос об устойчивости дает реакция разомкнутой систе’.ч 

гармоническое возмущение. Для этого (возмущения коэффиц 
передачи разомкнутой петли является комплексной величиной:

/<67?0 =/(«>).

Анализируя функцию /՛ (w) в диапазоне

О Д W ОС ,

можно установить устойчива или неустойчива данная система 
замыкании петли обратной связи. Зная комплексную величину .$

трудно задать параметры усилителя, то есть комплексную велич։ 
так, чтобы обеспечивалась надежная устойчивость системы ст.т

зации. Для определения Sнеобходимо знать компл 
ный характер сопротивления обмотки электрона! 
то есть предположить определенную схему заме։

Ф։п 10. Осциллограмма пере­
ходного процесса в обмотке 

электромагнита

Фиг. 11 Демпфирующее 
стеке вихревых токов в 

магннтопровЬл։

Фнг. 9. Схема за֊ 
мешения обмотки 

электромагнита

для этой обмотки. Обычно |22] в схему замещения магнита bi 
активное сопротивление его обмотки /?,,, ее индуктивность /,« и 
пределенную емкость См. Последняя сказывается только в об 
очень высоких частот, лежащих за пределами полосы пропуа 
усилителя сигнала ошибки, следовательно, эффективными парам 
ми остаются только и (фиг. 9). На фиг. 10 приведена oci 
логра.мма переходного процесса в обмотке электромагнита, пой 
вающая, что эквивалентная схема, представленная на фиг. 9, kJ 

ответствует истине. По мнению авторов, основным фактором, 
делающим переходной процесс (и, следовательно, вид ча< 
характеристики), является не распределенная емкость витков, г Д« 
пфирующее действие вихревых токов в массе магнитопровода. Пр! 
ципнально масса магнитоировода может быть представлена как : 
которая короткозамкнутая обмотка UZ, (фиг. Л). Переходной проц
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в такой системе, как 
уравнением:

нетрудно показать, описывается следующим

Հ1 = ----- :— е
•1 4- ՜Յ

(I֊»)

Здесь

L, 
Я.

/.г

Переходной процесс во вторичной цепи описывается уравнением

. _ Е* Ա/յ Հշ (Пт-:՜/
In — ՜' ---------- — С
- RuW,

(15)

Сравнения (14) и (15), графики которых приведены на фиг. 12, 
являются приближенными: они предполагают постоянство магнитных 
сопротивлений для потоков обеих обмоток. На самом деле высоко­
частотные компоненты магнитного потока будут в результате действия
ьихревых токов вытеснены к периферии магнитопровода, благодаря 
чему ֆ и ՜2 будут уменьшаться по мере увеличения частоты. Вытес­

нит. 12. Переходная дзрзкгери 
<ти>и магнита, рассчитанная с 
умном влияния массы м.чгниюнро 

вода
характеристики при 

Пусть

пение магнитного потока, также как и 
явление скин-эффекта будет, по-видимо- 
му, описываться через цилиндрические 
функции Бесселя. Принципиально воз­
можно рассчитать точно переходную 
характеристику магнита, а значит, и 
найти его схему замещения. Так՝, ю за­
дачу ангоры перед собою не ставили: 
несоответствие между фактическим по­
ведением системы стабилизации и тем. 
которое можно было ожидать на осно­
вании общепринято։: схемы замещения 
магнита, обнаружено в процессе отлад­
ки системы питания па заключительном 
этапе работы. Для принятия необходи­
мых мер мы ограничились качествен­
ным анализом, приняв допущения, сде­
ланные при выводе уравнений (14) и 
(15) (постоянство тх и ->). Частотные

этом находятся легко.

— А՝м sin (0 < ս> <՜ Эс), (16)

тогда по схеме, фиг. 11. находим

— /MSin(v^ Д), (17)
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где

RM + «>’('ւ +

Ем/F.

1

/ СО = <О,= -

Фиг. 13. Частотные характеристи­
ки магнита с учетом влияния 

массы магнитопровода

֊I՜ ®՜ (I
'«I

I Ն«>։(ն4"ն)։ւ

Графически зависимости

(I

представлены на фиг. 13. Те же завж 
мости в векторной форме прсдстзадЯ 
на фиг 1-1. Графики показывают, <1 
при возрастании частоты крутизне 1 
будет уменьшаться до нуля, как г. 
было бы в случае эквивалентной схеЯ

Г------------։.Л;--------- -1

Фиг. 14 Векторная форма частот֊ I 
ной характеристики магнита

фиг. 9. При неизбежных фазовых сдвигах в усилительном тракте--: 
может стать причиной самовозбуждения системы стабилизации, по? 
хода ее в автоколебательный режим. В связи с этим необходимо жй 
кое ограничение полосы пропускания усилителя так. чтобы она ։ 
превышала (фиг. 13). Это достигается увеличением постоянной ip 
меня синхронного детектора |23|.

Институт химической 
физики \Н СССР

Поступила 18 IV

է Լ 'Hl’lUf-ՐՈՒՆ Ա. I» Ս4Ր353ԱՆ

11՜ԻՋ111'Կ1ԼՏ1«Ն 1Г11.’П.1‘П 11.Կ11.Ն IMjJ’ՈՆ1ԼՆ111’ 114 hh.SPII 1ՈւՏՐՆ1ւ1։1«
ԱհհՏ14Ար1ԼԴՆ1’11Նա*1’ 'МИМНПП, ЛМПШ'Р >|11.1Ь1Ь1.11.Р11ИЪ 

IlbllShir

II. մ փ ո փ и I մ

II իջա կային մագնիսական ււ1ւգէւնանււի jlriTlb ) սսյ հկա րոմ ե տրն1ւրի 
‘հւււկան . ան գ и I գային այակներր > անգի 11 ան ո ւ մ են у th հ u in if'liuգ
գաչօւի աւքըէու րներր։ ՄՄՈ' ւ»4]1ւկւէէրոս1ւոպխւէլքւ ithfinifnil /4՞'/'^*/^^ 
tn Uin մնասիր1ւ(խ» պայն" // մագնիսական գաշւււի աղււԼՈ1[1 կւււրււէ/ Լ i,y«u 

<րւր^է11ւ1 միայն Կասւէէւկ ււնու t/մ ա*էւ սիսաեմ ււէնեւրսւ Լ / ե1րււրամ ււււյնիււ! Լւպի
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«Լւււ7 նկս/րադրված է ււնուրյմ ան հնարավոր սիսաեմներիր մեկյւ ե լուծված են 
մի րանի հիմնական հարդեր, որոնւր րնդհւէւնուր են и/ րե րե էյ իա լին էլեկտրա֊ 
մոպնխւների ււնու ցման սիստեմնևյ։ի համար։ Էլեկտրամ ադնիսի սեփական 
սլարսւմետրնե րքէ դիտարկվում են հատկապես այնտեղ, ույ։ նրան ր տնւ1 իջ՛ա֊ 
պեո որոշում են սնսւյյման սիստեմի պարամետրնևրը; В անցային լարման 
ասւէ1էԱէնււսքննրի ադդե t/rit իմրււններ[ւ չե դ ո լւարվոէ մ են I, յեկսւրամեքենարոկան 
ծերտփոխիչի կիրասումով' ելքա/ին լարման համեմատարար կոպիտ Լ/եկ֊ 
ար-էնալին կաքունացմամ/•:

կլեկտրամադնիսի ղրդոիշ հոսանքի սկդրնական արմերյւ և րււտ մամա֊ 
նսւկի նրա վւուիոիւման սրենրր հավ ա /мл։/ ա մ ու ի րաղո րծ վում են հոսանքի 
կայունացման սիստեմի մեջ նեդա կաքին լարման երկու անկախ ադրյուրների 
միջոցով։ Փոփոխման աե ողա ք) րւէնր կարող է մեծ յինել երկու մամից: *են֊ 
յրսւ1ալին լամպերի համար ապահովված Լ լափող ու Հհ աշխատանքային ոեմիմէ 
%Winiii 1յ կոնւրտրա կրիա /ի րնդհատի</ւ ե սխալի աղղանշտնի ումերլտրարր ապա֊ 
հովում են միկրովո րոա լին ազդանշանների վստահելի nt մե դարումր: 'եննա֊ 
ijUtlitttt թ ր>:ն / ենխ արկված Լ լեկա րա մ ա էյն ի и jt հւոսւււտտւււն մ ադնիաէվ փոխա֊ 

րս սխեման, որր րնդունված nt պահապանված / մի շարք ա շխ ա ու ու - 
իււււններում .՛
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А. Л БАБ.'ЮЯН. О О !1111>.\МЯ11

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИЧЕСКОГО КРУЧЕНИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ВАЛА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

Задача о крутильных колебаниях полуплоскости была впервые 
решена Сягоцн |lj. Позднее эту задачу более рациональным методом 

[решил Я. С. Уфлянд |2|. К вопросу о крутильных колебаниях по- 

вуплоскости и бесконечного слоя относя гея работы Арнольда. Бик- 
Г'Ф л. Варбуртона |3]. Бикрофта [4] и других.

Крутильные колебания круглого цилиндра, один торец которого 
֊«креплен. а на другом торне действует периодическая касательная 
ома при свободной боковой поверхности, рассматривались в работе 
Сенгупта !5| и Митра |6|. В работе Митра рассмотрены также кру- 

лы1ь:е колебания вала при закрепленных торцах, когда периоди- 
ская крутящая нагрузка задана на боковой поверхности.

Настоящая работа посвящена вопросу о вынужденных колсба- 
nix сплошного и полого цилиндров конечной длины.

§ 1 Задача динамического кручения вала сводится к иитегри- 
•занию уравнения

₽ —плотность. <7—модуль сдвига. 
Напряжения и перемещение через пункцию перемещений 

Г) выражаются формулами

t
v = Հք — Gr — < -zz = (Jr ^֊- (1.2}

dr dz

ользуясь преобразованием Лапласа [7|

;+Ь4» (г, г, /) = -1; I 9 (г. Z, р) е1'1 dp, 
2-t J

_____լ
<1-3>

9 (г, р) — 1'?(Դ е~,: d!

я начальными условиями
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ф(г, z, 0) — — t’(r. z, 0)-=/t(r, z),
,, / (И
Ji =Л(г.2),
Ot f.o r dt Z։ C

из уравнения (1.1) для определения функции х֊ получим следую։ 
дифференциальное уразление:

3 ժփ . ժ8® , r. . ..
ն Հ +֊ т֊֊1֊-дф֊<~?= P(r, z, p), (b
dr2 r dr az‘

где F(r, z, p) = ^pf. (r, z} - ^f։(r, z), И

c2 =->>*'.

Фундаментальными решениями уравнения (’..-5) без правой чс-с 
являются функции

~(Ash/^Z?chbz) У1^Г)
г Ղ(|>ր)

? (г, z, р) = (1,
- ,АаГ} (CslnX^H-ncoSAz),
Г /<х (аг)

где

а = y'cT^i- ի = У^Тг2՜ • (է

Заметим, что функции

shez. ch cz, J- (Ez t- F) 
г K} (er)

также являются решениями однородной части уравнения (1.5). Фуй 
пию <р(г, z. р) для сплошного вала ищем в следующем виде:

« (г, z, р) = A sh cz - В ch cz ф D ~և1ԼրՆ ф 
г

00 Л КО
ф V (АЛ sh bkz Ф Б, ch b,z) —k֊֊ ՚ 

й ր

օ> . . .
г У 1 a'!L (Ct sin >.kz J-РЛсо§Х..г) ф Փ (r, z, p), (1

a i r
где

фX֊ , Ьь^Ус*-^֊ . (1.1($

а функция Փ(ր, z. p) частное решение неоднородного vpaeiiei 
(1.5).

§ 2. Рассмотрим задачу о кручении цилиндра конечной д.н 
со следующими граничными условиями (фиг. 1):
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■Г ՜ ---- ----------֊ “ ------- ■■ ....... "■ . — - ~ДК— - ■■ 1~~»

^(Я, z, ք) = 0Ջ-Հ(շ, է).
’.-(г, 0. /) = б>Ха(г. /), (2.1)

t’(r. Հ 0 = rX3(r, է).

Для функции ?(г. z, ր\, ввиду 
лобйя получаются в виде

֊ (R. г, р) - i X. (z, /) է’՜₽' dt = 
dr

о

= \(z. р).

о, р) = I хг (Г, t)e : ‘ dt

6

^՝Z։(r. р). (2.2)

(1.2). (1.3) и (2.1). граничные

Ղ

и

е

Фиг. 1.

•?(г /, р> = յ՚ՀՕ'. Не՜ " dt Zj(r, р). 

о

'нкцию ?(г, г, р) ищем в виде (1.9). Принимая О = Շ* = 0 и удов* 
етворяя граничным условиям (2.2). для определения неизвестных 

коэффициентов A., В... D,-, Л, В получим следующую систему урав­
нений:

I
Dbdk I t m 1 Г / / \ дф ,
֊—֊4(0./^ —= Л(-./’)֊֊г՜ c0SA*zrf2,

R 2 .’ or
о
R

АкЬк А (и.7?) = f I Հ (Г, Р) - - IГ’Л (н ,/•) dr, 
2 J I oz z,01

Չ
I Ае'л = i ^ր՝/?) ՜ т1 гЧг՝

4 .’ дг г-о 
(2.3)

/г

(.\.ShbJ + Вкch hl:l) յ;(?ւՀ/?)= |7՜3(ր. р)-ф(г, l)\ r-J^L-r) dr, 

6'

/г.
(Ash с/4-ZTchc/) = I |՝X3(r, p) — Ф (r, Z)| r'dr,

4 J

где
(2А-1)к

>֊,՛.• =----- —----- ՛

а и - положительные корни функции J.(xR).
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Рассмотрим случай, когда вал свободен от нагрузки, а на тори 
z = / перемещение задано по закону

. з/1
2

При этом имеем
«V

Z, (г. />) = О, X, (г. р) -■= О, X. (г. />) = — С = —• (2 -
2 J р՝՝

о

Полагая, что в начальный момент вал находился и состоят 
покоя, то есть

г) sft(r. :) 0 иля А (г, д, р) Ф(г.:,р) 0, (2.,

из (2.3), (2.4), (2.5) для коэффициентов получим

Я = Л* » lit т= £)* = 0, В = -------------- (2.6
/Р ch ci

Подставляя найденные значения коэффициентов в (1.9). .т.н 
функции с. получим

. , г ch .рг J<p(r, z. р) = — (2|
р* ch ■•pl

а в силу (1.3) для функции ь (г, г, /) получается следующее выра 
женис

— I -^֊ ^{10 (7>0).
2«J p'ch.pl ‘ •'

(2.8)

Легко доказать, что функция -'-(г. т. г) удовлетворяет всем гранич­
ным и начальным условиям рассматриваемой задачи.

Вычисляя интеграл (2.8) с помощью вычетов, функцию ձ(ր. г. О 
можно представит!, в виде бесконечного ряда

•Нс г, /) = ֊;?(P->’(f-z’)| + ֊V
sin/*(/ —г) cos — է

• (2.9)• 3

В качестве другого примера рассмотрим случай, когда 
z — I угловая скорость задана по законуг-и.
Тогда для /а(р) будем иметь

на горц<

Ip) - v | է e~p,d։ ---- :
Р։(<тР)

(2-10)
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Поступая таким же образом, как и в предыдущем примере, для 
дни ձ(ր, г. է) получим

к, ճ Հ. Л
,ео . /•* cos — г — vs sin—է

I 2 VSVa у COS AfeZ__________V Հ V
/ fi A?Sink*/ A2 4- Հ

§ 3. Рассмотрим теперь задачу динамического кручения полого 
вп-за (фиг. 2) конечной длины /, когда на цилиндрической поверх­

ности г = $ заданы перемещения, а на остальных частях поверхности 
Ллвг-.тны напряжения, то есть граничные условия заданы в следую­
щем виде:

-,(R, z, է) = GR\ (?, /).

v{s, z, /) = .</., (z, /),

т։(г, 0, /) = г6՝Х3(г, Г),

՜յ (г, !, է} = rG7.t (г, է).

Эти условия через функцию ? примут следующий вид:
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֊֊ ('•. Հ Р) = 
ог

Л (г, t)e ՞Կէ^Հր. р).

Функцию ® ищем в виде суммы рядив Фурье и Фурье-Дини [8] 

о(г. г. р) = /shw+Hch« + C-Al£fL +D—’—+

00 Ա7. (յւ հ) ]+ 2(Л»$Ь*։г + й*сЬМ + ■

r I
✓ й

+ Ա;Հյ(^ ™տՀս + Փ(ր, г./)). fl
Л-1 r r I

Здесь I

<։* = / c» + 4, ծէ=/?+7ք, /•* = ֊. (3.1

Փ(ր, z, p) - ֊ частное решение неоднородного уравнения (1.5), а фуа 
ции имеют вид

1V7 / Jn Yn Jn Г1 ~ Yn 71 I 

п {^ր) А ад (М ՜ Հ ад У> ад

где jtft— положительные корня уравнения

Л ^1^*12 I s w- _ оdr г Ua, ՜ 

или

Հ (^) Уу (М) - iz2 (М?) А <М> = °-

'1сгко показать, что системы функций j IV,r։ (р-հ)) и |IVZ.(:7 
ортогональны в промежутке (s. /?| с весом г.

Удовлетворяя граничным условиям (3.2), для определения нея 
вестиых получим

l,(eR) - K։(cR)^
>\ 1\

+ si -,Г («‘Պ1 cos - X, (г, />) - ф; (R, г).:
Л-Р I

r D
Я sh cz 4- ch cz 4------ 1Լ (cs) 4------- !ՀՃ (cs) 4- 

I («<Л) -■ -1 Кх {аծճ) cos X-г = ՜/2 (г, р) — Ф ($, г), (3. 
տ
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* 1^1 Кг) -
-А— =Ха(г,р)-ф..(г. 0), 

k-i г 

с.4 с 11 с/ ֊Ь сВ տհ с/ ֊}-

(3.8)

“ ԱՀ(ս/) _
4֊ շ |ԽՆ ch bk 14֊ blfBk sh M] -—- - = (r, p) — Փ_. (r. /).

Неизвестные коэффициенты, входящие в выражение (3.3). в об֊ 
|цсч случае можно определить из соотношений (3.7). 1,ля простоты 
предположим, что вал свободен от внешней нагрузки, а на цилиндри­
ческой поверхности r — s задано перемещение по закону

,ձ_ ճ = ձ£Լ 
Տ 2

го есть граничные условия имеют вид

7; = Х4 = Х, = 0. 7.,(р) = ~
2 J //

Если предположить, что в начальный момент/ —0 вал находится 
в покое, то есть

{г, z, բ) = (Հ <b{r,z.p}_Q. (3.10)

то из системы (3.7) получим

= В = Ak = Bk = Ct; — Dk = 0,

ր/Հճ/?)-ք>/<2(ճ/?) = 0,
(ЗЛ)

ՇՀ(^)+ £)/<,(«) = Ц .
Рл

(3.9)

откуда, определяя С и В и подставляя их значения в (3.3), получим 

S3 г
? ՜ p 'r /^cs)/C(cR)^ K^cs)f2(cR)

ювательно, 
т+т-

»==— f J А <^т) а; (г/?) ч- /<, (сг) 4 (cR) շ!,է(Խ 3
I 2^rZJ рл /։(cs)7<2(cA,)-| /(,(«) Л (с А)

Вычислим этот интеграл с помощью вычетов. Из соотношения

/..,(x) = rn.4(ZA-), Z<,,(a-)_—— |Л(/х)Ч-/Гя(/д֊)] (3.14)

получим, что

/Дат) A, (cR) + /<2 (fS) /. (cR) = .A (icR) rx (ics) - Jt (ics) (icR). (3.15)
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Учитывая (3.6) и формулу

Гл (—ж) = (- 1)" [ Гя (х) + irjn (х)), 

для корней выражения (3.15) получим

/р.
(Л—1.2--).

Поэтому интеграл (3.13) окончательно можно представить в с 
тем виде

։ I (/?2֊֊/-)= (₽--sV ।
■ ՜՜Հ՜ Тб| ' ՜------------ — г

ձ“_______________________ l-MM?) >W>-
^ւ(^տ)-րւ(^)Հ(^)1 :

Հ(’ժ/) Г.(^Я)|СО8— է 
'է

Как видно из выражения (3.18). частота колебания зависит т 
от ՜հ Что же касается ускорения вращательного движения г, т 
влияет лишь на амплитуду колебания.

RДля численного примера рассмотрим случай, когда =5
8

Вычисляя по формулам (3.18) и (1.2) и ограничиваясь

членами ряда, для относительного перемещения V — v

пряжения в точках радиуса вала р=- = 1, 2, 3, 4, 5 
$

гГ=

2

(=R)

чим следующие выражения:

I' = — 4=vV А?-г У eicosa, Т . 
ft-l I

тг= - 4s>s$2ol Д*+ У, tip cos аА'Г ■ 

*- /е-^1

где Т и а« - безразмерные величины в имеют вид

7’=--. ал = {х*$. 
Sv

Значения коэффициентов А:., .4՛, ск?. Հ, приведены в табл. 1
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Таблица I

լ՛
1 1 2 з 5

I 0 0 0 0 0 1 0
2 ֊ 6Տ.1Օ4 -0.093 -0.022 0.О04 4.0.001 2 58.219

1 •’ —102.60S -0.072 - 0.011 ---0.005 - 0.002 3 102,667
—142.750 -| 0.0)2 !-0;008 -0.000 4-С.002 4 142.734
—180.053 ֊ -0.06-1 -0.014 • 0.005 -и. 002 5 180.000

Таблица 2

Գ 1 Հ
Е\ 2 3 4 5 Ջ

1 —38.826 0.078 0.030 -0.016 —0 О|О 1 39.000
■2 է- 9.552 -0.(107 + 0.015 0.012 4-0.006 շ 9.516

гз ֊ 3.827 4-0.046 + 0.011 - 0.007 —0.004 3 3.778
4 - 1.470 +0.040 -0.015 +0.003 4 о.оо2 4 1.44!

1 ՜,ճ 0 0 0 0 0 5 0

Значения касательных напряжении ~г и относительных переме­
шена: I՜ и различные моменты времени для некоторых гочек радиуса 
։:ри֊чмены в табл. 3 и 4.

Таблица 4 
4--Ак’0

Таблица i 
- V 2: <л։

/1л я

J » շ | з 5 1 ‘ 2 1 3 1 •> 1 5

10 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
11 0 0

0 58.29.102.74 142.73 179.93 2 39 06 9.52 3.75 1.39 0

z 0 116.25 205.22 285.50 . ?60. Ս9 к 77.77 19.07 7.65 2.94 0

2 0 58.28 102.70 142.73 179.97
з-
2

39.06 9.50 3.75 1.43 0

2? (1 0.11 0.04 0 03 -0,02 2֊ 0.18 —0.01 -0.06 0.01 »

2
с 58.22(102.65 142.73,180.02

5՜
2

39.00 9.311 3.77 1.46 0

З.А 116.38:205.30285.48 360.03 ձր. 1 77.90 19.04 7.59 2.89 0
* ‘ft 

2 ■0 58.15'102.6Լ142.75 180.04
7֊
2

38.94 9.52 3.82 1.47 0

4= 0 0 18* 0 14 -0.03 -0.12
1

4г. 0.22 -0.02 -0.09 -0.08 0

эпюры (фиг. 3).наглядности п острое н ы

11 НШИПИЛ АН. серия փււ i.-m.it наук. № 1



162 А. Л. Баблоян, О. О. Пирумяп

Фиг 3.

Как видно из этих результатов, при равноускоренном вращёнш 
радиусы вала всегда отстают от первоначального положения и колеб 
лютея относительно некоторого среднего положения с частотой Hi/2"v 
Кроме этого, точки, лежащие на линии в радиальном направлении, 
колеблются также и с другими частотами, но гораздо меньшими ам­
плитудами. чем амплитуды основной частоты, так что на общую кар­
тину колебания влияние последних незначительно.

Аналогичное колебание имеет место и для касательного напря­
жения 'г.
Институт математики и механики

ЛИ Армянской ССР Поступила 25 VI 1964,

Ա Ճ. PII.I’Ul:ilia.. о. Հ. Փէ՚|411՚Մ311.Ն

•ԼԻՐ.91ԻԼ11Ր 1։|Ч|Ш‘П1'ГЗВ.1Г|։ ԴԼԱՆԱՋԵՎ ԼԻՍԵՌԻ ԴԻՆԱՄԻԿ 
III 11ՐՍ II.и II I» ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

■^ուքվաձու մ ւքիաարկվամ են վ ե ր ջա վ ոft ե(՛կա ր Ո է fd / ա ւ/ր if/ւսն սւ ձև քիոեւէի 
»/Л րա րե ր լա ք էլ ին ա մ իկ ո/it ր tl ան մի քանի իէնէքի րնհ ր՝ իյաււր հէլրալին սլսէր 
մաննե րով: Լաոքքա/ւի ձև ավա fit ու fd քան օդեաթրոմր խնէք ի րներր բհրվում են 
С (ք, 3, Р) ֆւոնկւյիւո քի if ան և քան, ի ոկ վհ ր^ինո ո րոնվւոմ է !հուրւևի և !և ո / րլե- 
.Դինիի Հ՚՚՚ւԿ՚-^ւ՚Ւ 4>։է-մւսրի Աէհււրովտ Շարքերի if ործ ակի ւյ'հ Л ր ր որոշվում հն 
ևղրաքին սք ո։րք անն ե րի ւյ վհ րջավո ր ւոեորովէ Գիսւարկված են մի քանի օրի­
նակներ;
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