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МАТЕМАТИКА

1՜ И. ТУМАРКИН

ОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МАЖОРАНТЫ 
СЕМЕЙСТВА АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

՛. прим семейство 1! аналитических в области 0՛ функций 
будем говорил., чго семейство Н имеет в области (/ аналити- 

^то мажоранту, если существует однозначная аналитическая функ- 

н Л (г) такая, что

Л (г) К 4 (2) । при всех г (- (/ и Л (շ) £ Ւ1.

том случае, когда однозначная аналитическая мажоранта 4® (z) се
ва Н не превосходит по модулю любую другую аналитическую

нту h(z) того же семейства:

Лй(г)|< |/z(z) при всех z - G, 

маем А*(г) изидучшей аналитической мажорантой семейства 
!асти О.

В этой работе мы указываем необходимые и достаточные усло- 
существования аналитической мажоранты у заданного семей- 

функций. Эти условия в случае, когда область G есть круг 

!• заключаются в том, что всевозможные частные — — • полу- 
I М*)
еся от деления произвольной функции /i(z) семейства /Уна 
юванную функцию Л,» (г) этого семейства, должны быть меро- 
ыми функциями ограниченного вила. Причем должно быть ко- 
м выражение

(Г£)9)

it того должно существовать множество точек {3/}, для кото

К этому случаю немедленно споли гея случай, когда G есть произвольная ол- 
Я область. Для зтог< достаточно воспользоваться конформным отображением 
jt. Случай, ко»/. 0՜ мнотосвязнй, грсбусч слецнал’.ного рассмотрения. Соот- 
>1ине результаты уклзь'Ааются далее



4 Г. Ц. Тумаркин

рого 3(1 |МК°° такое, что полюса любой функции — — • где
М*) ։

т£/7, должны содержаться во множестве [’/• Мы доказываем, что 
из существования аналитической мажоранты у семейства Н аналИаЯ 
тических функций в односвязной области следует существование 
՝/ того же семейства наилучшей аналитической мажоранты. Заметим,,] 
что этот факт не является очевидным. Действительно, рассмотрим,*] 
например, семейство //аналитических и равномерно ограниченных Р 
круге |г!<1 функций Л (г):

|Л(г)|<С. р|<1,
Фиксируем какую-либо точку z0 внутри круга |ր|Վ1. Найдем теперь 

среди множества Н, всех аналитических мажорант семейтва /7(мно
жество /7 не пусто, ибо оно. очевидно, содержит всевозможные кои- j I 

стаиты > С), функцию (г). реализующую

1пг|Г(?0)|. I

7г:Н I

Тогда, a priori,, не ясно, что на этой же самой функции будет рел- !| 
лизоваться и ini|Z։(c)| при любой г с |г|<1. Мы откладываем изу- L

I 
некие условий существования аналитической мажоранты у яроизвЯ* II 
вых семейств аналитических ?• области функций до § 3.

Вначале мы указываем два достаточных условия существования II 
шалнтической мажорант семейства функций, Эти условия явдяюгся I 
также и необходимыми при дополнительном предположении о яШ-Я! 
чин в заданном семействе функций хотя бы одной функции огряни- 
«енного вида или функции, но нулям которой можно образовать схо- 1 
лящссся произведение Бляшке. Заметим, что ил существования зиа* I 
литической мажоранты у семейства, содержащего хотя бы одну^нд II 
перечисленных функции (например, функцию ограниченного, ннда) 1 
следует, что все рассматриваемое семейство будет состоять толю I 
чз функций соответствующего класса (функций ограниченного вида). I 
Чаще всего приходится сталкиваться именно с такими семейСПЙИ 
функций. В перечисленных двух случаях устанавливаются спОСоСм I 
получения и указывается исчерпывающая характеристика наилуЧШ^ I 
аналитической мажоранты рассмв։риваемого семеис*ва. Особенно под- 1 
робко рассматривается случай, когда наше семейство гретой ւս I 
функций ограниченного вила. Условия существования аналитическое] 
мажоранты и наилучшая аналитическая мажоранта могут быть тогда ■ 
выражены в терминах, фигурируящпх в параметрическом прелсод I 
лении Р. Неваплинна—В. И. Смирнова функций заданного семейстиЯ

В заключение мы рассматриваем вопросы, связанные с сущей»* I 
ванием аналитической и наилучшей аналитической мажоранты лт I 
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семейства функций, аналитических в миогосвязной области G. Даже 
для случая, когда G конечно-связна, получающиеся результаты су֊ 
Ш'.'.-твенно отличаются от того, что вмело место для односвязного 

Ьучая. А именно, условия существования аналитической .мажоранты 
остается подобными том, какие были приведены для односвязной об
ласти. В то же время из существования у заданного семейства ана- 

Ьитической мажоранты, как правило, не вытекает существование у 
[тпго же семейства наилучшей аналитической мажоранты, как это 
■Нло для односвязных областей. Более того оказывается, что если 
■<нкпия. построенная по правилу, аналогичному применявшемуся 
зри построении наилучшей аналитической мажоранты для односвязной 

। области, оказалась однозначной, то иаилучшая аналитическая мажо- 
ГОШа существует. Пусть теперь эта функция будет многозначной. 
'•Так, вообще говоря, и должно быть, ибо указанное правило опреде-

Ж-т лишь логарифм модуля кашей функции, однозначность которого 
Ь*Мйого€вязной области Ո не влечет, конечно, за собой однознач- 

Kmi самой функции. Тогда оказывается, что функция А,-(z), реали- 
I щодцая среди всех одназначных мажорант данного семейства Inf мо- 
I гйя в фиксированной точке zoi-G, не остается неизменной при пе- 
Ьмоде от взятой точки z0 к какой-либо другой точке той же области, 
к Эю н означает, что в рассматриваемом случае иаилучшая мажо- 
■?։«£ у нашего семейства не существует.

■ .Остановимся кратко на случае, когда </ бесконечно-связна. За 
I «••՛.՛< что если в заданной области не существует аналитической и 
■ Шннчениой к G функции const. то тогда семейство аналитиче- 
|-О»х функций может иметь аналитическую .мажоранту лишь при вы- 
рциенни тривиального условия, когда все функции h(z) нашего се- 
I Нства получаются умножением одной из них константы с*:

//(?) ^-М0(г). причем ’ сл | сГ1< оо.

| § I. Условия существования аналитической мажоранты у 
I семейства функций в единичном круге, содержащего хотя бы

I одну функцию, для нулей ю которой выполняется условие 
2(1-|։,|)О

Теорема I. Для. того чтобы семейство /7 аналитических 
:4ւ2|<» функций Л (г) имело аналитическую мажоранту доста- 
wwo. чтобы

(sup In I h (reitj} I dh Հ C <Լ. 0<՜ր<|, (I)
J Af" 
°

■I исполнительном предположении о наличии в семействе Н 
՝ ~ бы обной функции //(г). для нулей а которой выполняется
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условие \ (1 ֊-|a/j)<oo«-. условие (1) является и необходимым 

для существования аналитической мажоранты.
Если семейство /7 удовлетворяет условию (1), то элю семей- 

■ тво будет иметь и наилучшую аналитическую мажоранту h* (z). 
определяемую единственным образом с точностью до чножптель 
е*а, я—действительно, по формуле

Л* (г) = ժ'3/?* (z) exp խ (z) - tv (z) |. (2)

Здесь b:f(z) произведение бляшке, нулями которого являются веете 
и только те точки Հ. а* <1, и которых все функции h{z)(֊!i имеют 
нули**.

Для определения функции /z(z) рассматривается вначале функ
ция p(z) = sup In I h (z) Доказывается. что u(r) является субгармо

нической в круге |2|<Հ1 функцией, для которой существует гармо
ническая мажоранта. Функцию и (?) полагаем равной наименьшей 
гармонической мажоранте в z|<_'1 субгармонической функции u(z). 
а г» (г) гармонической функции, сопряженной с и (z).

Прежде всего надо показать субгармоничность функции p(z). 
Аля этого достаточно лишь проверить полунепрерынность сверху этой 

функции, так как верхняя огибающая субгармонических функций 
будет при этом условии само субгармонична (см. например. |6]). Се
мейство /7 функций, удовлетворяющее условию (1). будет семейством 
функций, равномерно ограниченных и каждом замкнутом круге 
I 2 I «= г < 1.

Чтобы убедиться а этом, возьмем какое-либо /?, и
построим гармоническую в |z|</? функцию u/f (?) но формуле

2с
и я (?) = С---------- —----- ------ — р (Re1*) Ժ0, z — гё՝.

2«J A« I r՝ c)
U

Это возможно, так как но условию георемы существует интеграл

0<Ջ<1.
շ

Тогда ///?(?) будет н круге |2|ՎՋ гармонической мажорантой всех 
функций In A(z)|, հՀՒԼ так как на окружности 'z| — R будем иметь 
in \h (ReA) I up (/?ժ). 0 Հ 0 < 2ո. 11оэтому

ln|A(z)|<uH2). UI R- Ь H., 
что и доказывает равномерную ограниченность внутри г| I семей-

Равносильное, как известно, гому. чго | In Л»0<ՀրՀշԼ 
о

(см., например, (6)).
Как н всегда с учетом нх крат кос ген.
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■сгва Н функций Л (г). Отсюда же, как это хороню известно, выте
кает равностепенная непрерывность функций h(z) семейства Н к
каждом круге |г|< г < 1. Опираясь на это, легко устанавливается не
прерывность функции I* GO во всех точках, в которых ч (֊’)=/- ос.

Существование гармонической мажоранты у функции и (г) следует
теперь из условии (I). которое означает, что

-՛=

ч (re^) d6
9JО

С. 0<г<1

(см., например, |7|, стр. 42).
Докажем теперь, что формула (2) определяет наилучшую ана

литическую мажоранту семейства /7. То, что /г- (г) является мажоран
той. почти очевидно.

Действительно, возьмем произвольную функцию А (г) ( Н. Оче
видно. что In //(z)Kp(z). Учитывая условие (1). отсюда имеем

2»
С. О r< I.

и

Поэтому произведение Бляшке b (z). составленное для нулей функ 
цннй(г), окажется сходящимся (см., например, [7], <՝тр 36 37). 
Тогда для функции Л (г) будем иметь представление

A(z) = fr(?)® (z), где <p(z)^=O при |z|<i.

Причем 1п'©(г) будет наименьшей гармонической мажорантой в 
круге !?!<] функции 1п|А(г)|.

Ия определения Ь* (г) сразу следует, что

| Ե (z)| < | Ь* (?) при |г <1. (3)

В т<» же время из неравенства

1п| А(?)|< р-(г), z <1, 

связывающего две субгармонические в круге z | <Հ 1 функции 1и|Л(?)( 
л |i(z), вытекает подобное же неравенство и для их наименьших 
субгармонически՝, мажорант ln',?(z) и и (?)

In । ?(z) | < и (г) при z <1. (4)

Учитывая (3), (4). а также определение (2) функции Л* (г). получаем 

Л(г)|<|Л*(г)|. *1<Լ А /7.

Теперь надо проверить, что /։* (г) будет наименьшей аналитической 

гажорэнтой семейства /7. Пусть аналитическая функция А (z) такова.

А (?)1 4 (?) , 12|<1, Л-/7. (31
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Ясно, что нулями ее могут быть только те точки я, круга 'z|<l, 
л которых нее функции h (г) семейства /7 обращаются в нуль По

этому. обозначая через b (г) произведение Бляшке пля нулей //(z):

A(z)=A(z)?(z). (|

и моем

^(г)|< |ծ(շ)| при |2|<1.
Далее из неравенства (5) можно сразу вывести, что

u(z) = sup In j h (z)| <- ln|//(z)i, г I <1. 
h&i

Откуда будеч следовать аналогичное неравенство для наименьших 

гармонических мажорант «(z) и 1п|?(?)| субгармонических функций 

и. (г) и In I Л (z) I:

w(z) <;lnjo,(z)|. ւ?ւ<Հ1. (7)1
Учитывая (3) и (7), получаем.

U*(z)iЛ(z)i. г|<1.
Единственность наилучшей аналитической мажоранты семейства 

И с точностью до множителя е1л доказывается немедленно. Действи
тельно, если /г(г) и /л(г> обладают этим свойством, то одновременно 
должно быть

|7/*(г)|< |Aj(z)| и й1(г) <- /?*(z) при х|<1.

Откуда имеем, что всюду в |z|<i

'A*(z)|=|A;(z)i.

Из этого сразу следует доказательство нужного нам факта.
Для завершения доказательства теоремы, остается установить 

необходимость условия (1) при дополнительном предположении о на
личии в семействе /7 хотя бы одной функции А (z) со свойством

pn h (ге^} | ԺԿ < С. 0<г<1. (8)
tT к

Предположим, что у семейства 77 существует аналитическая мажо

ранта h(z). Тогда можно будет построить сходящееся произведенис- 

Бляшке, нулями которого являются нули 4 (г), ибо нули //(г) могут 
находиться лишь среди точек, являющихся нулями А (г), а по нулям 
h{z), ввиду условия (8), возможно построить сходящееся произведе
ние Бляшке (см., например, |6|. гл. П). Отсюда сразу же будет вы
текать, что
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In \h (гел) | db
Ծ

1.

Последнее неравенство, ввиду того, что Л (г) — аналитическая мажо
ранта семейства Н, означает, что 

2г.
(In sup | հ (ո?Պ|մՕ C,. 0<ր< I.
J w

§ 2. Условия существования аналитической мажоранты у 
семейства, содержащего функции ограниченного вида

Очевидно, что утверждение 
вместо предположения о том. что

теоремы 1 сохраняет силу. если

ге'в)|</0 (91
о 

считать выполненным условие

I sup In “ I h (rrrt) I db 
.1 At-// 
о

(КО

Условие (10) на первый взгляд гораздо более стеснительное. чем (9). 
в котором равномерная ограниченность интегралов может получаться 
за счет взаимной компенсации положительных и отрицательных зна
чений. Однако, мы сейчас докажем, что если среди функций семей
ства /7 существует хотя бы одна функции /Հ (֊) ограниченного вида, 
то при выполнении для семейства Л/ условия (9) будет выполняться 
и условие (10). Следовательно, вс< семейство должно состоять тогда 
из функций ограниченного вида. Действительно, используя обычные
обозначения = max {u. 0| и u = — min JO. pl. так что н-յ

1 sи замечая, что и (г) In՜1 ։-֊- ■ имеем в силу (9)

■ | ?.(re*\db 
о о

. (' -Ւ

о
—— db. 
Կ (ր^) •

Но для функции л։ (z) ограниченного пила известно, что будут 
омерно ограничены интегралы

U
Учитывая (12), имеем

----L dh . c„ 
IM'**) I
из (1 Ի

Напомним ранее введенное обозначение
ц (~) = sup In I // (г) I. 

ծ(?/ք

!*• .

рав-

(12)
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«Г
Это означает. что

I sup In А(п’**) d1) С.. 0< r< I
J ма 
о

'1т»> и требовалось доказать.
Полученный результат позволяет сделать, принимая ио внимание 

теорему I. следующий вывод:
Теорема 2 Длч того чтобы семейство Н аналитических, в 

иднбсвмзной области Функций //(?), среди которых есть хотя 
бы одна функции ограниченного вида, имело аналитическую мф 
жиранту. необходимо и достаточно. чтобы все функции этого 
семейства были ограниченного лида, причем Функция ц * (г)« 
e sup In' |й (г) наела в области G гар ионическую чажоранту,

Доказательстпо для общего случая немгдленнно сводится к слу
чаю круга с помощью конформного отображения области 0՝. Заметим, 
что теорема 2 может быть легки доказана непосредственно, не опи
раясь при этом на теорему 1. В самом деле, пусть семейство //, со
держащее хотя бы одну функцию ограниченного вида A0(z) имеет 

аналитическую мажоранту Л (zb Тогда Л (г) должна быть функцией 
. д,. (г։ограниченного вида 1енствнтельно. հ(21= является аналнти- 

//Ա)

ческой к круге z < I функцией с £(z)| I. Поэтому А(г) =

= Л0(г)—— как произведение двух функций ограниченного вида 
S (-)

будет функцией ограниченного вида. Но теперь уже, очевидно, что 
все функции Л (г) семейств; /7 будут Функциями ограниченного вида 
(Для этого нала лишь заметить, что ' - — I 1Y Достаточность 
Х ’Л(г)1
предположения о су шествовании армоническос мажоранты у p+(z) 
для заключения <• наличии аналитической мажоранты семейства И 
устанавливается рассуждениями, аналогичными использованным в тео
реме 1 тля функции ?ь(г).

В рассматриваемом случае можно тать дополнительную инфор
мацию о свойствах наименьшей аналитической мажоранты, позволяю
щих получать ее структурное представление, если известны струк
турные представления функций семейства /7.

Как известно. при условия
*w

In՜ |Л(г«,л) <?j С. 0< г<|.
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функция //(f) представляется в виде

h(z} = е V,bh (z) ex р | 1 -С — d-'^ ($) [ • (13)
| շ^յ г•» _ z 

5 п
где 9а(0)—функция ограниченной вариации ня (0, 2~{, Аналогичное 
представление

Л»(г»-Л**(г)ехРи ( •֊— (0)| (14)

I “
имеет место и для наилучше։։ аналитической мажоранты А* (31 семей
ства Н так как из (10) будел следовать, что

?•
11п । 4е (гбий) | մՕ < С, 0 <Հ г <Լ IЛ

I. °
В теореме 1 указывалось как связано произведение Бляшке АЧг) с 
произведениями />х(г). Установим теперь связь между ф* (0) и >/,(6)**.

Теорема 3. 1ля того чтобы семейство Н аналитических 
функций //(г) ограниченного вида. определенных формулами (13). 
имело аналитическую мажоранту необходимо и достаточно, 
чтобы существовала верхняя огибающая у мер ժծ/ДО), 4-/-/. то 

мть Нашлась бы такая функция ограниченной вариации

' что все функции 9 (-0 — ?/.■ (քյ). 0 2“. и являлись бы неубы
дающими на отрезке |0. 2-|.

На и лу ч ш ей а н а л и т и ч ее к о й м а жоре ։ н т е со о т в е т < т в у ст т < > г о а 

функция ձ՛ (0), являющаяся среди верхних огибающих ՚>մ.՛) семей 
w ՚ օ՞
ими фА(6); функцией, реализующей пни ^Ժփ(Օ). ւ Указанный пип

II 
ищется среди функций ձ (6), </ля которых

< р?('>) (15)

)! Е
|ч«л всем борелевским множествам F. с [0, 2?.j и

I Доказательство. Предположим, что семейстно // имеет ана- 
I .иничеекчю мажоранту А (г). По теореме 2 она должна быть функ- 
|ШЙ ограниченного вида и допускать поэтому представление

А(г) = /‘/>(г)ехр | ~ С-- - (1<й
) 2г,| - z

ВВж о
• В ходе доказлельегва ceopeMi.i 2 било уоаноиле.чо. чго анд.ичнчсскце ма- 

1дарЛ1ги семейства // должны быть функциями ограниченного вида.
I •• Чтобы избежать различных осложнений, всюду в /гальнеГинем պ>ւ-.отлагаем 
Kt функции нормированными, как и работе [13] (см |13). формулы Հ4)).
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... , А (z) , -- ,,1огда для функции—ձ-где 4 >-/7. которая будет аналитична в
A(z)

|г|<։. и

4^ ; *=> 1 при 2 1-1 (П)
А (г) '

будем иметь из (13) и (16) представление

Ш=^^)Мг)ехрП НЬ!

4 (г) A(z) |2։‘«/ е

Здесь l>lt будет давать произведение Бляшке, составленное для uv- 

А(г)
.. А (г) . h (г) .... .

лен ——Но ия аналитической функции ■_ -с условием (I/) функ- 
4 (г) 4 (г)

дня фЛ(0) ?(Г0. фигурирующая в параметрическом представлении
(18) обязана быть невозрастающей на отрезке |0, 2к]. Так же проста 
показывается, что из существования функции փ (0) такой, что функ-

ции ф(0)- фл (*) будут неубывающими на |О. 2Վ вытекает существо* 
ванне аналитической мажоранты у семейства Н. Ню будет, например, 
функция

А(г» =ехр | II

° Jilli
К угом можно гут же убедиться, разделив какую-либо функций 

4 (г) б А/ я;: 4(c). Тогда частное будет иметь вид

(2) exp £1 f g*±?- rf 19* (0։ փ (6j|.
I 2» J Ժ ՝ 

0 ®

причем |Aft(z)|-. 1 при iz|<1 и подобным же свойством будет об
ладать модуль последнего множителя.

Используя далее установленное в теореме 1 существование наи- 
лучшей аналитической мажоранты 4’ (.-) семейства Н, нетрудно про
верить сформулированное в лемме свойство функции ՛!»'* (0) дават՛ 

миним.чльное качение յմ^(6) среди всех верхних oi ибаюших ձ(6)се-| 

о .
мейства *՛'. что наилучшая аналитическая мажоранта 0(иЛ
дает этим свойством, ясно, так как для функции (16)
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2х 
1п|Л(0)| = 1п|Й>)1+“р*(«). 

о

ыальность первого слагаемого автоматически достигается выбо
ром нулей А* (г) по правилу, изложенному в формулировке теоремы 1. 
Так что для выполнения вытекающего из определения наилучшей 
иплитическон мажоранты условия минимальности модуля в точке 

2=
■■=0 ня функции ф*:(0) должен реализоваться min |մփ(0) среди всех

гопустимых Пусть теперь обратно փ* (й) такова, что ф*(0)—ծձ(&)

«е убывают на [0. 2՜] при всех h(z)£H, и обладает мнни-

рьным значением среди всех допустимых փ(0). Тогда, если взять 
акцию (14), где b:f (z) определено в теореме 1, то (14) будет анэ- 
жческой мажорантой семейства /7, причем в точке z = 0 ее модуль 
йет минимальным среди возможных, как это следует из ранее ска- 
рюго. Но тогда взятая функция будет наилучшей аналитической 
корантой нашего семейства ввиду того, что значение ее модуля в 
tae z=0 должно оказаться равным значению в той же точке мо
ля найлучшей аналитической мажоранты семейства /7. Отсюда будет 
[щовать совпадение модулей этих функций всюду в |z <1 и. сле- 
Мтельно, совпадение самих функций с точностью до множителя е1а, 

>йствнтелыю.
Сделаем теперь некоторые дополнительные замечания по поводу 
1нных фактов. Можно доказательство существования иаилучшён 
гнческой мажоранты у функций A (z) семейства /7. удовлетво- 

1Н.К условию

I sup (In’ I h (reA) 11 ()</•<!.
J 
и

(н непосредственно, отправляясь от параметрического представле- 
зтих функций. В этом случае надо будет опираться на прелва- 

?лыю доказываемую следующую лемму.
Лемма 1. Пусть дано семейство ]фл(0)) функций ограничен

<й вариации, для которых существует функция Ф(0) ограничен-

иации на [0, 2s] такая, что функции փ (0) — (0) для всех

Н будут неубывающими ни [0, 2~]. Тогда среди функций у (0) с
мы'м свойством найдется функция о* (0) такая, что разности

) — (0) для всех функций Հ> (ф) будут неубывающими функ
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циями на |0. 2к|. То есть средн функций «»(ՕԷ иля которых по 
всем Е<=\0. 2*] п й А/

if
напоется функция, реализу япца я сразу на всех борелевских ино- 
песет пах £с:[0. 2;:|

ini </՛> (0).
I:

Л-Оказа гельство. Покажем, как может быть получена мера 
b*(Zf). обладающая указанным свойством. Для любого борелевского 

п
множества Е рассмотрим разбиение F. ла сумму U непересекаю- 

k =-1
шихся борелевских подмножеств. Обозначая это разбиение через 5. 
полагаем

л
Հ (£) V $ирбАС£Л).

Г|'*"
После этого определяем Հ\Е) равенством

■р (£) — sup Ф, (£).

где sup берется по всем подразделениям S данного множества Е. Полу
ченная функция փ*(£), определенная на всех борелеиских множествах 
/?с|0,2я|. будет, как нетрудно видеть, аддитивна. Полная аддитивность 

ее вытекает из того, что он. Судет мажорироваться сверху мерой ՝'.֊(£'■ 
которая мажорировала по условию все меры ■/. (А՜!. /г» А/ Снизу же 
минорантой №\Е) может служить любая мера ՝р,(£)- .Четко прове
ряется. что полученная меря '/• (Е) обладает требуемыми СВОЙСТ- 
вамИ.

Подобный прием был применен Рудиным |i2| (см. гакже |2J) 
для разбора частного случая, когда все семейство // состоит из ана
литических в круге |ր|<Հ 1 функций К (г) таких, что |Л1(г) < 1 при 
:'֊ |<1. I-’И (<ел) = 1 почти всюду (ио терминологии Бейрлинга [10] 
функции 41 (?) с такими своГ ствамн называются внутренними). ,И(г) 
допускают тогда представления следующего вида:

•jk
.И (г) =/СЪЛ| (?) охр | Xi ^в-—;֊ ('J) j f

о
где />.ч (z) — произведение Бляшке, а (6) нсвозр а стающая сингу
лярная функция.

Рудин доказал, что для всякого непустого семейства F внутрен
них функций М {z) существует наибольший дивизор, то есть такая 
внутренняя функция M0(z), что при любой .'И (?) 1- /• частное
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7֊^ есть снова внутренняя функция Нов то же время, если Д1 (?) 
Ч(<)
—Другая внутренняя функция, которая обладает тем же свойством.

что и 440(z). то частное

зультат был использован 
пах идеалов в алгебре

M0(z)
֊ -— дает внутреннюю функцию: Этот ре-
-W(z)

Рудиным для выяснения структуры замкну- 
аналптнческих в |z < 1 и непрерывных в

I’Kl функций. Легко видеть, что этот результат Рудина есть ч.ч« 
“гный случай приведенных выше теорем 2 и 3. Когда семейство Н 

(стоит из внутренних функций /VI(z). наименьшая аналитическая ма- 
рраита, существование которой обосновано нами при значительно 
Мее общих предположениях, и будет наибольшим общим дивизо- 
)м данного семейства. В то же время использованный для доказа- 
льства теорем 1 и 2 метод, не привлекающий структурною пред- 
йвления функций семейства, заслуживает предпочтения при рас

смотрении некоторых вопросов. Действительно, этот метод допускает 
«Медленное распространение на произвольные области. Метод же. 
связанный со структурными представлениями, не распространяется 
так легко на произвольные области или римановы поверхности, ибо 
вопрос о самих структурных представлениях функций различных

Йссов а областях общего вида является весьма сложным.
В заключение этого параграфа отметим некоторые способы но

шения функции t'<). (фигурирующей в параметрическом представ
ши (14) наилучшей аналитической мажоранты.

Лемма 2. Функция ограниченной вариации (0). соотвстст• 
)։цая наименьшей мажоранте ''Հ: (£’) семейства мер |ծ?, ք/քփ օրա 
той в лемме I. может. быть получена как предельная функция 
следрбательности ,-Հ. (0)1, определенной следующим образом:
I каждая из функций 0<0<2ր, Հ„ (0) = 0.

акцией скачков со скачками в точках ■ k = I, 
2я

является

-,2я равны-

ля

ш sup </?л (6).

2я
Мы опускаем доказательство леммы 2. ибо совершенно ясно, 

йк оно может быть проведено. Заметим, что, конечно, к качестве, 
множества точек, в котором функции (հՀ (41, сходящиеся к 
рбкт скачки, может быть взято любое счетное всюду плотное на 
>. 2*1 множество точек.

Лемма 3. Пусть дано семейство /7 аналитических в круге 
1<Д функций h (z) ограниченного вида допускающих следующее 
Доставление
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2s

А(г) = е!‘Л,(г)ехр|1 J-^±^-lnlA(e‘’)|d& խ I

О

Хехр| 1յ՜ճ±£֊^.(0)|. (19)

О

где (Կ)-сингулярная функция на |0, 2«|. Тогда наименьшая ана
литическая мажоранта А* (г) семейства Н имеет вид

где In | А* (<•'“) • sup hi А(г;։)| а’ (Հ?) верхняя огибающая сикгу- 
ь&1

л ярких мер р.л(£)|.

§ 3. Условия существования аналитической мажоранты для 
произвольного семейства функций в односвязной области

Так как с помощью конформного отображения общий случай 
идпиевнзной области сводится к случаю круга, то достаточно ограни
читься рассмотрением произвольных семейств аналитических функций 
и единичном круге.

Теорема 4. Для того чтобы семейство // аналитических и 
круге |^|<Հ1 функций и чело аналитическую мажоранту в |г!<4, 
необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

I Все частные ^(-) . полученные от деления произвольной 

функции на фиксированную функцию п0(г) того же семей
ства, должны быть мероморфными функциями ограниченного вида, 
все полюса которых (с учетом их кратностей) содержатся среди 
счетного'чножества точек J3X J <? условием

II

S(i-i₽, i)<«
Hm I sup In ՜ 

J Af-// 
<1

I AW) 
1л0(гел) Ժ0 < c< QC.

(21)

(22)

//_< существования аналитической мажоранты вытекает сущест
вование наилучшей аналитической мажоранты у этого семействй.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что семей

ство // имеет аналитическую мажоранту A(z) Toi да для всякой 
h(z}( И, очевидно, имеем
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при |z| (23)

Hi А(г) -Функция - — омдет обладать свойством
М*)

яому она будет мероморфной в круге ~|
Ло (г)

1 в По-

I функцией ограничён-
ного вида. Условие ограниченности характеристики рассматриваемой 
функции сводится к тому, что для полюсов [S/) мы имеем:

(24)

и кроме того Нт
Л„(гел)

(25)
о

(см. |5], а также |6|).
Принимая во внимание (23). можно сразу установить, опираясь 

на (24) и (25), выполнение условий (21) и (22) теоремы.
Приступаем теперь к проведению доказательства достаточности 

условий (21) и (22) для наличия у семейства /7 аналитической мажо
ранты. Составим для этого произведение Бляшке A0(z), нулями ко
торого являются все те точки круга , г; <Հ 1, в которых хотя бы одна 
[из функций —, А (г) Н имеет полюс. Условие (21) говорит о том.

что bQ(z) окажется сходящимся произведением. Рассмотрим далее се
мейство функций вида где n{z)C/l. Это семейство бу-

дет уже семейством функций, аналитических в круге |z|< 1. Причем 
из (22) следует, что

--х
lini i sup liT I (гел) IԺ0 < C< эс.
z-iIag/T |//0(րժ) '•

(I
f//(z)•этому семейство {- —। .дет семейством функции, удовлет-

вдряющмм условиям теоремы 2. В силу указанной теоремы рассма
триваемое семейство будет иметь нанпучшую аналитическую мажо- 
!анту, которую обозначим через £$(z). Легко убедиться, повторяя

риводившнсся ранее рассуждения, что функция /г* (а) = g* (z)
М*) 

удет наилучшей аналитической мажорантой семейства Н. Чго и тре
бовалось доказать.

Заметим, чго вместо семейств аналитических функций можно 
было бы рассматривать семейства мероморфных и данной области функ

ции. ввести далее понятие мероморфной мажоранты и наилучшей 
■лероморфнон мажоранты. Нетрудно видеть, что приведенные выше 
условия существования аналитической мажоранты переносятся без 
вменения на случай мероморфных функкнГц -причем- Հյ՜օ не потре
бует каких-либо изменений в методе Доказательства'

2 Ibseriitx АН, серия фнз.-ма:. наук, Aft 5
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§ 4. О существовании аналитической мажоранты семейства 
аналитических функций в многосвязных областях

I |усть теперь G—конечное вязкая область и Н семейство аналити
ческих в О функций Л (г). Мы установим сейчас необходимое и до- I 
статочное условие для существования у семейства аналитической ма- I 
жиранты, являющееся естественным рас пространен кем ив многосвяз- 
иые области доказанного в теореме 4 соответствующего условия для 
круга.

Теорема 5. //ля того чтобы у семейства Н аналитически^ 
л конечно-связной области G Функции Л (г) существовала анали- | 

тичеекая мажоранта //(:) необходимо и достаточно, чтобы

I. Расположенные внутри (1 полюса всех Функций вида ♦ ! 

где h0(z) фиксированная, a h (z) — произвольная функции семей
ства И. содержались среди счетного чножестла ' точек с ус
ловием

*•)<«». Г26)||

где -0) функция Грина области G с полюсом в г0. .-0—фик
сированная точка области (Լ

11. Нашлась бы последовательность подобластей G/j. Gtc:G, 
сходящаяся при А* —*оо к и. такая, что

I sup In

Դ

I Л(2) dg* 
|A0(z) дп

С< ЭС. k = 127)9 . . .

Зиесь Г>—граница области G>. gk{z, г0) — функция Грина области 
(7* с полюсом в z^ (предполагаем, не нарушая общности, что 

о (Ն. 4=1, 2..--L
Прежде чем переходить к доказательству теоремы заметим, что 

ш условий ։ и 11 следует, что все функции fi(z)PH, будут
(z)

мероморфными функциями ограниченного вида. Заметим также, что 
при существовании аналитической мажоранты у семейств;! Н условие II ' 
должно выполняться для всякой последовательности G/->G. О»с6.

В частности, можно взять за такую последовательно» *ь последом* 
гельность подобластей G, ограниченных линиями уровня функции I 
I ри и а я(’. *«)• Тогда условие (27) принимает более простой вид:

fsUDln i^֊| ds С<^. k ֊1.2..... (28)
J и*// iM*)l
Դ

где £(£, շյ -֊- при 2հԱ. 
о
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Считая область О’кругом |z|<1, а г0 центром этого круга, 
получаем (22). Условие (26) равносильно н этом случае условию (21). 
Тем самым показано, что только что приведенная теорема содержит 
теорсмз 4 как частный случаи.

До к а з а т е л ь с т в о. 11еобходимость устанавливается аналогично 
тому, как это было сделано в теореме 4. основываясь на неравенстве

I z G. h(z}£H. (29)

и на том, что —~ будет функцией ограниченного вида в О ( Ведь 
М2) \

|~£— <1 при z-G\- Расписывая условие ограниченности харак-
Ш?) '

фистики функции

медленно при ходим 
веденное в теореме

—* (см., например. |8|) и используя (29), нс-
Կ (г)
к (26) и (27). Доказательство достаточности, при-
4, не переносится механически на рассматрнвас •

мый нами случаи. Нам придется привлечь сейчас дополнительные 
юбражения, чтобы устранить возможную многозначность нспользу- 
иых в качестве мажорант функций. Действительно, предположим, 
го выполняются условия I и И теоремы. Составим сумму функций
ри на с

։елись

полюсами ко всех тех точках (с учетом кратностей), где
Л (z)

полюсы хотя бы ՝. одного частного — ֊—? h{z)-H. Пол учи- 
Հ (2)

ЦИЙСЯ ряд2у<(с, 3/) будет сходиться при всяком z6G\ ибо он схо- 
.՛

лея по условию i при z — г0. В этом можно убедиться либо с но
щью принципа Гарнака. либо рассмотрев конформное отображе- 

сг=ш(О универсальной поверхности наложения G области G на 
уг 111<Հ J, такое что <՚>(0) ■֊ з0. Тогда, если обозначить через а*/, 
= 1, 2,---. образы точки в круге при отображении ?—՛՛»(/). 
.как известно, g (г. խ) переходит при этом в сумму функций Грина 
уга | Г | < I с полюсами в точках ?*.■. k = 1,

например. 
Поэтому

л : I f-atl 
|5|. сгр. 216).

5>(*. ,Ն)= z = (30)
/-։ ) i л 1 I ‘ a*7 1

1чем при г = 0 имеем ю(О) = ?о, и в силу условия (26) ряд в пра- 
| части (30) будет сходиться. Но при определении бесконеч- 
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пых произведении бляшке доказывается, что из сходимости ряда
2 In \ вытекает сходимость произведения Бляшке с нулями лЛ;՛, а 
1. к I ач ,
вместе с этим и сходимость ряда, стоящего в правой части (30). Гем 
самым доказана сходимость при всех z. за исключением, конечно, то- 

<»
чек '■‘ч ряда ^g(z, ₽/). Рассмотрим теперь семейство функций 

/-։

|ln '֊^֊. -Sff(*.$)!■ (31)
I Ло (2) / I

Семейство (31) будет семейством функций, субгармонических в об 

ласти 6, ибо все логарифмические полюсы каждой функции 1п Л(.֊)
Ло (2)

з окрестности которых было справедливо разложение с главным чле
Iном вида 1п

Z-р/
• уничтожаются в результате вычитания 2£(г.М:<

Условие теоремы (27) позволяет тем более заключить, что

rsilp(in С. (32)
лс-.7 I Ло (z) I / I дп

Функция sup I In ՛ fl ՛ —Ջհ U, h )!■ будет верхней огибающей семей-
лей I |A0(z)| / | ’

ства субгармонических функций. Используя (32) и соображения, ана
логичные примененным з случае круга, нетрудно убедиться в по
лунепрерывности сверху рассматриваемой функции. В силу этого

sup In 
«Г-н I
ласти 0.

/7(2) 
Ло (г)

будет субгармонической функцией в об

Неравенство (32) гарантирует существование гармонической ма
жоранты этой функции. Но тогда существует и нанлучшая гармони
ческая мажораша и (г) функции

sup In -(֊J -2#r(2.w|՛
/

Возьмем теперь функцию

Л (z) = Ло (г) ехр խ (z) ф iv (z)) -exp | У g (z, խ) th (г. )|

Здесь t/(z) и h (z, B7) — гармонические функции, сопряженные соот
ветственно с я (г) и g{z, р/).

Нетрудно убедиться, что | A (z) (•<’|Л(z) 1, когда z^G для всех

r Однако, h (г) может оказаться многозначной, ибо arg Л (г) 
при обходе граничных контуров может иметь периоды, нс являющиеся 
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числами, кратными 2՜. Происхождение их вызвано тем. что гармони
ческая функция и (г) 4- ^А(г, £,)• сопряженная г однозначной функ- 

!
пнем и (г) У £ (г, ?/). получает, вообще говоря, при обходе гра- 

1
личных контуров периоды, не являющиеся кратными 2~. Поэтому

А (г) не является еще аналитической мажорантой семейства /7. в 
качестве которой допускаются лишь однозначные функции.

Покажем, как при помощи найденной функции Л (г) возможно 

найти функцию А (г), аналитическую и однозначную в области G та

кую. что A(-)l |A(z)i, г (i. Функция А (г) будет тогда удовлет
ворять всем требованиям, предъявляемым к аналитической мажоранте 

семейства /7. Для определения функции А (г) построим гармониче
скую в а функцию а0(з). принимающую на одном из граничных кон
туров значение 0 и постоянные значения из каждом из других кон
туров, подобранные так, что периоды при обходе граничных контуров 
функции ?0(-£). сопряженной с w0U), лишь знаком отличались от пе

риодов функции, сопряженной с In | Л (*) |. Существование функции «0(շյ 
с указанными свойствами хорошо известно (см., например, 11})- До
бавляя, если эго окажется необходимым, к функции н0(г) константу, 
можно получить функцию, удовлетворяющую требованию we(z) О. 
|

Если теперь положи гь Л (г) = Л (г) ехр ( н0 (֊) т (z) ,. то мы, 
очевидно, будем иметь однозначную функцию, которая может слу
жить аналитической мажорантой семейства /7. Тем самым наша тео
рема доказана.

Остановимся теперь на вопросе о существовании наилучшей ана
литической мажоранты семейства // конечносвязной области.

Теорема 6. В случае. когда определенная к ходе доказа

тельства предыдущей теоремы функция А (г) (ем. (33)), оказыва
ется однозначной « (i. она и будет являться наилучшей аналити

ческой мажорантой. Если же функция k(z) будет многозначной. 
то наилучтей аналитической мажоранты семейства fl вообще не 
существует.

Действительно, прежде всего заметим, что модуль всякой ана
литической мажоранты семейства /7 не может быть меньше, чем мо

дуль функции A(z). В самом деле, если А, (г) какая-либо аналити
ческая мажоранта семейства 11, то мы сможем написать неравенство

—р г(֊<), h(z}£H, (34)
"о (г) I

1ձճճ I> е
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где р/, / = 1.-------те нули //0(z), которые не являются в то же время
нулями всех функций Л(г)С- Н. Из неравенства (34) следует, что

In (35)

Заметим, что функция — — ох дет по модулю > 1 и в каждой точке 
Ло(Л '

?.՝ имеет полюс. Действительно,

М£)| |/'Ш
М~)՛ М2) при z G

о о

для всех h(z)'-H, причем, ю крайней мере, одна функция —
Ло (2)

имеет в точке 3, полюс.

Отсюда следует, что функция In. I Հ (շ) I I IM?)
V а Зу) так же

как и 1ո|հ -—) принимает з (i лишь неотрицательные значения

( .
|А0(^)| /

Подобный факт просто проверяется и хорошо известен для случая 
круга. Рассматриваемый случай сводится к случаю круга при помощи 
использованных выше при доказательстве теоремы о рассуждений с 

конформным отображением универсальной поверхности наложения <i 
области G на круг. Функция, находящаяся в левой части равенства 
(35), будет, ввиду сказанного, супергармонической п области G, как 
логарифм модуля мероморфкой в области 6' функции с модулем I. 
В то же время функция, стоящая в правой части неравенства (35), 
будет, как отмечалось ранее, субгармонической. Поэтому няилучшая

гармоническая миноранта «j(z) функции In
I4W

должна

при всех - (:G быть «(г) наилучшей

функции supln
I Л (г) 
!4 &

ад /
Действительно, если и։(д) и (-г) при

гармонической мажоранты

.՝ О, причем սէ(շ) супер-
гармонична, а //(?) субгармонична, то подобным же неравенством

::: которая существует в силу того, что
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Будут связаны наилучшие гармонические миноранта л։ (г) и мажоранта

м(г) соответственно функции иг (z) и и (г). Подобное соотношение 
сразу получается 1ля каждой подобласти (7։ с G и тут же проверя
ется для всей области G переходом к пределу по последовательности 
подобластей, исчерпывающих <7.

Заметим теперь, что
Уди. >/)

, (36)

iro следует сразу из свойства 1г) быть гармонической минорантой 

Պ (շ) < ln j ֊֊֊•1 ֊ 2 Ж г, // )■■ (37)

В ти ж՛ время из определения (33) функции А (г) имеем

I А(?) = |A0(z) exppz(z)+2^(z, 3,)|- (38)

рэвнивия (36) и (38) и учитывая, что ил(г) «(?). убеждаемся в том.

Л(г)|< |Л։(г)!, г О’.
Таким образом, доказано, что любая аналитическая мажоранта

(г) семейства Н должна быть по модулю >-|Л(г)|. где А(г)—функ- 
ЙЙя, определенная ранее.

। Покажем теперь, что в случае, когда определенная формулой 

1) функция //(z) многозначна в <7, не существует наилучшей ана- 
[ичес'кой мажоранты семейства //. Рассмотрим семейство Ш — 
|t'։ (г)) всех однозначных неотрицательных гармонических в об- 
■th О функций i/a(z), сопряженные функции v (z) которых приоб- 
гак>т при обходе граничных контуров периоды вида — а* ~2/п-,

Ի«*՛ период функции, сопряженной с In A(z)|. при обходе а 
- целое число. Будем теперь искать в семействе |//„ (г)) функцию

(ci. реализующую
ini /г. (г0). ?0 G.

ймю доказать, используя известные результаты (см. |4|. 111]. [3]).

•по экстремальная функция иг* (z) будет непрерывной всюду на гра- 
вид I области <7, за исключением конечного числа точек. При при

нижении z к Ն I функция //.-.(г) стремится к 0, если Z—точка не- 

фывности it;„(г).
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Если же ч—՝одна из конечного числя точек разрыва функции 

«г, (г), то можно подобрать такой путь при приближении, по которому 

«г. (г)—>о°. Поэтому найдутся такие точки з* G, в которых (z\ 
будет принимать значение, превосходящее значение в тех же самых 

точках функции «յ (г), построенной в ходе доказательства теоремы 5, 

ибо функция и։(г) ограничена в области (Լ Возьмем тогда одну из 
точек z* с только что указанным свойством и будем искать функцию 

«.-• (z), реализующую

inf м« (г*), 
««we։/.

Ясно, что экстремальная функция и.-(г) не может совпадать с и. I֊՝), 

ибо в допустимом классе U, существует функция //Дг) такая, что 

ил (շ) Հ и., (г). Этим самым показано, чти аналитическая мажоранта 

4г, (z) семейства Н, реализующая ini; Л (շ0)՛ среди всех аналитических 

мажорант Л (г) данного семейства, зависит в рассматриваемом случае 
от взятой точки z0.

МIл: ковс к к й геолого разведочны । ■ и нсւиւу г
им. С. Орджоникидзе Поступила Io II 1964

Դ. if. SB|«II 11Д‘Ч|ч.

ԱՆԱԼԻՏԻԿ Ֆ111*ՆԿՑԻԱՆԿ1՚Ի ԸՆՏԱՆԻՔԻ ԱՆԱԼԻՏԻԿ 
ւՈԷԺՈԻԱՆՏԻ ԴՈՅՈ1’Թ:ՅԱՆ ՊԱ31րԱՆՆԻՐ(]

IJ. if փ и փ ււ լ մ

Աչխաւոու քժ լս։ն մեջ սահմանված են անալիտիկ մաէ1 որսրնտի ղս)ուի1 լան 
մի չւսրք չափանիշներ՝ ւէիակապ ե fail ղմ ակապ ա ի րո: փ1նե րսլմ հոլոմորֆւ 
ֆ ս:.ն կ:չի աների րնւուոն ի րնե րի համար: Q տիրսւլթում հորւմնրֆ ֆրսնկք/իա* 
ների H րնտանիրի անալիտիկ մամորանս: են_ր անվանում (ւ֊ում ալնպիսի 
h' (z) հոլոմորֆ ֆո/նկէքիան) երր րորւր Z /l(~ ) H էյհ и/րա մ իրավաէյի է

\h{z)CH\<\h* (21

ll.^lHiiiiiiu fjլան մեջ ու пт Աեասիրվրս if Լ ն։սե ամենավ'4,/ւր անալիտիկ 
il uid սրանսւի էյ и ր:ւ քժլան հարրյր:

II՝ իա tjո1' fրջանսււք հոլոմորֆ և թեկւււպ մեկ սահմանւաիէսկ տեԱՀէի 
ֆունկւ/իա պարունս: կող ֆունկցիաների րնաանի։րի համար ա и uiilii ա и իրվ ու մ 
են աւ/ ենաւիս րր անալիտիկ մա։1 որանաի հասւկուի} քաններր ■■
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

\ БабЛоя н, С. Л1. Саакян

О ДВУХ ЗАДАЧАХ О РАВНОВЕСИИ ПРЯМОУГОЛЬНОГО 
ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА СО СМЕШАННЫМИ

: РАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
Задача о равновесия упругого параллелепипеда при заданных 

сгрузках на его гранях была поставлена Ламе |4] в 1852 году. Он 
казал на важность этой задачи для практических приложений и 
■месте с тем отметил особ} ю ее трудность.

Однако, задача эта до сего времени не получила полного реше
ния. Известны некоторые приближенные решения частных случае» 

1ЛПЧН Ламе.
Численным методом С. П. Ги.мошенко решил плоскую задач} о 

сжатии параллелепипеда двумя жесткими плитами с полным трением 
и՛) поверхностям контакта [5]. К. Хагер рассмотрел задачу о равно
мерном сжатии прямоугольной призмы |6]. Задача о сжатии парал
лелепипеда жесткими плитами при неполном гренки приближенно 
решена I. Фенилом [7]. Пользуясь вариационным методом Кастнльяно. 
М. М. Фнлоненко-Бородич решил некоторые задачи о равновесии 
Упругого параллелепипеда [1—3]. Гем же методом некоторые задачи

стесненном кручении упругого параллелепипеда рассмотрены в ра 
тзх В. II. Нетребко |11| и М. И. Мешкова [10. 17|.

Точные решения для некоторых смешанных задач о равновесии 
другого параллелепипеда были получены в работах Г. 'А. Валова 
8|, Б. Ф. Власова |9[. В. В. Вишнякова |16|, Мелконяна 13]. Тео- 
(феску ;’15|, Мишоиова [14] и других. Задаче о равновесии иарал- 
•лйпипедв посвящена также работа Э. Н. Байды [12].

В настоящей работе дается точное решение двух задач о равно-
!сии упругого параллелепипеда со следующими смешанным!' 'ра
пными условиями:

а) на плоскостях параллелепипеда г = 0, т —< заданы касатсль- 
ме напряжения -,и. и нормальное перемещение •», а на остальной 
асги поверхности параллелепипеда нагрузка '.алана компонентами 
апряжения:

б) на боковых плоскостях параллелепипеда х = 0, л՜ մ и у- 0. 
1у= ծ заданы соответствующие касательные напряжения и нормальные 
перемещения, а на плоскостях г = 0. z = < заданы напряжения. По- 

эбная задача, с нулевыми с.юниями на боковых поверхностях была 
ежена [ . М. Валовым [Я].
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Пользуясь методом Фурье, решения уравнений равновесия а 
форме Ламе представляются в виде суммы трех двойных рядов <1>урье.

Определение неизвестных коэффициентов в первой задаче сво
дится к решению бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений. Доказывается, что эти бесконечные системы квази-регу

лярные и имеют ограниченные сверху и стремящиеся (порядка
\ т։п.

или -—I к нулю свободные члены, когда т, п и / стремятся к 
/е/<- /

бесконечности. Вторая задача решается без применения бесконечных 
систем линейных алгебраических уравнений.

§ 1. Решение однородных уравнений Ламе

Հ-" 4
1 2> ()х

I՜ ' 4՜^°- (|1>
I — 2* ау

ищем в виде суммы двойных рядов Фуры?
<Ю со

•Т = - а,х а<л՝ ֊ - <7ас - v X f£'n (А-) cos Зиу cos т4г -
<П֊֊ V 5—0

о© <Х>. :%• X
4- У. У oJJ,’ (у I sin а. л cos է.2 V у • sin 7,- x cos гйт у.

г 1-т-ч :-itn о
ос ео

*' -ծ,. ‘ />1Л -Z/5y у (х) sin cos 7r.z -
nt i п—0

-т у У (у) cos 7? л*cos хяг — у у б);’ (?) cos х sin у, (1.2) 
МИМ

ос -X

= Գ -г Ղ* ՜’ Գ v + 4- У У (х) cos S^y sin -
rn-O/j-l

*o л: »
շ շ ?/? (v) cos շ.՛ * Տ’Ո 7„- ֊ 2 2 փ/i IГ) cos 7. V cos ^y.

On i Z-Ow-O
где

Так как при отсутствии объемных сил перемещения являются бигар- 
моническимн функциями, то функции/^ (х), ր'Հ’ (у). «0т (г) (/ = 1. 2, 3) 
можно представить в виде



где

шие
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У«« (■*) -4r?lrtsh<’,„„^-b^JS,cliA’m/t'X ~f՜ mn sh ^rn.jX'4՜ ch k„nx.

(у) sh kiny 4- .\!j‘n' ch klny 4- E№ktr.y sh ktny 4֊ f ЙА/Яу ch klny,

Й (г) = Klil sh k(,nz 4- /.J« ch ktmz 4- sh klmz 4֊ G!rnk(mz ch ktmz,

(1.3)

kotn •л
^Гл — a~l 4՜ К. klm = «7 4՜ pi

Между 36 постоянными коэффициентами, входящими в (1.3). суще- 
ствует зависимость. Удовлетворив уравнениям (1.1), получим следую-

соотношения:

kn. ЛЙ + (2ч+1)А«.

k„„ B'Jl -I- (2т, + !)*„,„ 

=0,

7՜){յ> ՚ 3 /Հ-> ■ - R(3) - О>-'гг.п ~ j

ք(յ> Д 3 Д(2> J Д(3> —()Ь/пд -|- -^тг'тп 1 уп^тп — \՛.

Ջ Որ;’> _ w- in^-'fnrr, 

4„/МЙ’ + (2ч + 1)ймЛ?;'

*«»<Ջ+ ?«£>'Д - o. 
P-CiP. = >CS!,;

-l-a/A'J’-: -,Ж’ = и.

(1.4)

А’.'я .Vff 4֊ (2». 4- 1) k^i? 4 а(Л1!Г 4֊ О

-.Eff + k, „Րճ' = 0. 

MS* = «, F$.
W + *i»£!?-0
•։„£):’ = «(£Й';

kin էՀւոՀ- (“I, -Г 1) klnGim 4՜ /-Ini + = 0.

/-Й - (2ч 4-1) k,„H^ 4- «, л!1> + = 0,

4- է.„օՏ = 0. 

а, о!® = {lnGSJ!.

(1.5)

(1.6)

2v.
[сюда видно, что число неизвестных коэффициентов, входящих в 

(IQ, равно 18.
լ v Пользуясь обычными формулами, для компонентов напряжения 

получим

1
О ՜"

i - О Л - I

00 ое

(֊Om-l

со

л-1 т-1

• im 
dz

'*?» + Т„Л») sin М sin т.г -

COS a/X Sin

cos ajxsin ₽«>՛,
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-1^, ««,.*,֊ у ^/.'OstnS.vcos T,z +

vv/^
— ’/?}•') Sin «;X COS 7,2

У У (<Կ ■;'£ еЦ-а'Д ) sin 3 x sin fuy. 
t • ■ I я — I

Т,/^)со5?лу*1п V

<v •«
У 2 («»?յյ+ 7, О sin »# л- sin •

/-։я-j

У У^-^у1 »< *Д) տ»ո л{ x co$6«y. I

1*1 = ’/ <#։ ծ. G ~ У У ( T« ~T ք՜ 'ոքոԼ I,/*1'» ) со*« Ь«у СО$7в«'*՜՜ 
dx J

- У У ( -Г Հ*ւ - 7.Й1) cos ։/Xcos 7,2 4֊

oo <o ,.։э> 4
շ 2(— -г(Ъ|*'/»'+Mli’ )cos։,Aros3„y. (17

A SY A-Հծ^-է֊ r3 -r v У ( ,-^Հ^ _ 7 Vos imy cos T.z -
»Ti՜? dx • /

“ “ , rfrf2' \
S v ( ~ ։' $1՛՜ 7«¥<«’) C0S Л C0S ՜1’* +•

У, -i ir^ + n'MS leos’^wsM.
ri. .' dz /

д3_- ./։ t b. т/г, у v( a- ^ n'7nA-)cosMcos v
dx /

■ ևճճ(*7յԼ՜ +
/►•'«-o' dy

у, у ( Հ ք֊ а/ ՚0Լ ) cos з. X cos (Sy.
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.4 = -Լճ*
2v6‘

§ 2. Граничные условия для 
уюте.м виде:

1
G

I
G

I

задачи (а) можно представить в

CO ОС
-ry(0. у. г)=Л(у, г) - у V (imn ${п cos ՚;հ.

nt I a- 0
co oo

ду(а, у, z)^/։'"(y, r) = y 3amftsln3wrycosin£, 
tn - I в—П

„и cos3My$hi
'я-0 л

x-(a, y, 2՜) =/?‘(у, 2) = У У Ьтя cos З^у sin 
т-0 п 1

-Лу(х. b, z) = г) = У У г. sin а-Л-cos у
О ՛ ՛

?.-(*, о, у у. docosa, с sin 7П.

I so 9?
֊ -yr(x. b, г) -/»h(x? r) = շ У ^ncosa/xsinT։,2.

Г-Ол-1

լ CO
֊֊"..•(.V. y. 0) \ ) ֊ у у e,„, sm S;xcosb^y,
0 — —I 1 m 0
, -o co

— (х.
О

֊ * (*.

G ՜'

w(x. у.

(2.1)

V. г) (л, у) у v Հ„.տյո а; х cos 5my.

V. 0) =/г (Л-, у) - у V //lM cos s.x sin '?my.
: Զ IT} • 1

CO CO
y. <') = /.'"(x. у) = У У A/^cosa/xsinp^y.

i-a w-j

О «-о



32 Л. Л. Баблоян, С. М. Саакян

с© «՚
u»(x. у. <) - /м’(х. у) = У 2 <՛■«cos а? х cos Здау;

!-0tn- О

<0© CQ

••' ՜է (о. у, Г ) = /к ( У. Z) = 2 2 £«я COS (5лу COS
Л1«*0 я О

оо а«г
.4;,(<г, у, з) /*’[у. г) = շ շ gmn cos ^y cos 7„z. (2.2)

rr.-и я—(J

Uv(.v. 0. z) - f.t(x, շ) = շ 2/>Гясо5ахлсо$7яг,
l-0«=0

©a «։
. Uv (X. ծ. з) = ք ' '{x, г)- 2 2 Plf! cos а,-л* cos 7„z.

2-Ол-О

Из граничных условий (2.1) для касательных напряжений и нор
мальных перемещений получим следующие соотношения:

d/7(t)) -(0) —— ֊ V<(0) = С,„. I
dx dy

dfS^a) . М'(Й -<в9>/м-с
--- —— — *mjmn \ — a.mr,, —- -/ ’ (U) — էյ , 

dx dy

Ն/';>(0) = ս„„. (2.2} մք<^)) 7„?(?(о) = л.. «ад 

dx dy

dx dy

d^(0) ւ.՚է3յ/(Ո г (0) o и, տ .

dz dz

d'yittt (c) , (3) . . • d’if'fu (c) I <3), \ < >0 j.
— ,--------- »г'Ы (С) = elm. T—— Mim(C)=hi№, (2.4)

dz dz

lS(0) =//«,. <Ն)=/«.
i 1з соотношении (1.4) и (2.2). (1.5) и (2.3). (1.6) и (2.4) некоторые из 
постоянных интегрирования определяются непосредственно, другие 
выражаются через постоянные C2i. О^\, /■՛!„’ и /Հ?.

Исключая найденные постоянные, заменяя далее другие их выра
жениями через С„‘п, Kr„ E'V и и удовлетворяя затем послед

ним 4 условиям из (2.1), для определения коэффициентов .
E’tn и /•£' получим следующие бесконечные системы линейных алге

браических уравнений:
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ос

Zmn = X- UlnnXln 4՜ b^tn. 
:-з.4 ■•

оо

Zmn = У1, /я 4՜

J-2.I •• 

со

Uniit Чтп^1п ՞5 d*in
f-1.3 • 

no

Umn “ 2 Ci„nYt4 • (iKt.
1-1.3 ..

In У ^ImnZmn 4՜ Ь1я, 
m-3. I 

co

-V/n = X’ t.’i„nU„n 4- hin. 
m-2.<

co

У In = 2 glmitZein ՜1~ f tn,
■«-1.3

co

J In — V SlmnC'.tin 4՜ fin, 
«1-1,3-

/m = 0. 2. 4.---\
\« = l. 2?-- )՝

/m = 1, 3,-
\« = I. 2.---/‘

/m = 0, 2.
U«l, 2,-«- /

/m - !, 3.--A
Ա- I. 2,-../

//«0, 2. 4,-.- \
U=l. 2,-«- /

//-1.3...Л

\я - I. 2.---Z

// = 0, 2.

\n ® 1, 2, • • • /

// = ւ. з,“-\
Կ = i. 2.--J՜

(2.5)

с։» эведены следующие обозначения:

—k,„ (£g> sh klrb ֊■ fg’ ch kt..b - /^i') = A',.. 
0

(Й? sh k։„b FJi'ch kub - ^՚) = Ո., (2.6)
Ծ

b *nn (Cg!sh *„.u - D‘̂ ch *=,u օճ) = 7.„n. 
a

Ь k„,{C'^shk..a D'^chfcw* + = U„,-.
a

8 ( l)"sh^a,a_________+

«A-n„ (ch k„,a + 1) (sh km.a -■ к „a) (k;„ + £j,)։

8___________(—1)wsh*fea,<i +
a*»» (ch k„na — 1) (sh — A«,«) (*’. + ?L)։

8____________ ( ֊ t)’ sh* kub 4S. A'i,, + (& 4- Վ;) a _
bk„. (ch k,.b + 1) (shA,.i + kub) (<։’.„ + a,՜)'

8______ (- n'sh»*,.»_____ n; *;,,+(%.+n;)«;
bki„ (ch*(„h— l)(sh*(«* — ki,b) (*i« + »’)։

(2.7)

Н№мии< AW. серии ф«х И« II*.», .•* ՛,
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I)

(I 4- ch kn:na) (sh A’mr.Q-4-a/пл 
a---------------------—-------------------------bt

I,, (1-I-ch Armg) I 
~'2^mn^k„na

str kmaa

2Ն у (-П" [»<(*?» 4-Т») 

.հհ՛... *’«+?;.! ki,

л?.

тп

b>nn)

. ւ 4 7
[^-(-1)Ж| 4-- —֊֊— 2

I С (т] — 1)Л«я,в"4...
А,.п (-1)”
& + 7?

X յ^Լ^Ճ±^1Լ|ժ1 W.Gil>_ (- DW^shWI- 

I а/(м™ ֊է Ն)

՚Հ«7 4՜էԼ 4* A/ra ,Հ՛ ,л.
I//.7J— (— I) Jim] —

A’ 1л:
՛— [fi/zn- (— 1)"в/1Я 1 - 

klm

՜՜lA'-ո- (— 4՜՜
k{m •

z„z I \ լ ^тл -b/w/J ՛
(Հ1 1) А/пл

(ch llmifl 1 ) (sh kmnG k/nn&) 
a--------------------------------------------------

sh2 kmna

(2-h)

- d™ = —^ 2------------------ X
2A^shArnn

X Г , „ A<nr; 4՜ \‘лг(1гг.п 4՜ 7>r Аглл|
2т

2
/=J. 3-

(-1)”

А/д 4*

(-i)"c,„| _ 2i£ [/,_(_I_
Rin Rin

_i Ն у Ճ“ՃԼՈ*"" (_2ք«1^ճ±ՀձւԼ 
(7i ~ 1)Аглл ։„լյ... Ajm ~г Т.п 1 ctf (А/л/ 4՜ Тя )

X |ch (- 1 )"0;i!+ Hili sh *taC] Հյ' +°”՜1-

kim

(- --֊֊ ift.-(֊i)4.i ֊404.1 +
k/m Kim

____- Հ )• 
Am«(T)'-l)Uma ■ mnh

(1 4- ch klnb) (sh ktllb 4- klnb)

sh2 kinb

. 7n(l 4֊chAMb)
՚Կր.— -; ------- ------

2k~ir. sh kir.b

(2.9)

(յ/(^խ — О») 4-

Чщп) 4՜ 7fJ (Aflin

21 °°
+ ֊f„(^„ <Л„)|------ i։֊. շ

ak'"

(—O'
kmn 4՜ «' kmn



О равновесии прямоугольного параллелепипеда 35

v 62 ч
( -1)'«йя|-~_2— IЬтя- (֊IьтпI + 

« тл )

+1 ь  у w-ir (հճ±ճ«լԼ х
l' (У1 ։ ) kin ա_շ, 4... Л’.'/л 4՜ 'ti < Ия»(ki-n 4֊ I к )

X IchW-Gffi- (֊ 1)’0Щ+ Н\"shi.-„c| — Д1"_+а'_

(֊ 1ГЛ.1 - - (- о՞*») - —֊ \՛^- (-1)лл,„]|+
«Гст Rim .1

+„ , ՞ ,. (2.W)
к tn { ч — I)

(ch kia b ֊ 1) (sh kinb — k!r.b) I„ (ch ktnb ֊ 1)
b----------------.«.“T-------------------- ՀՀ~Լ— KUm — cln) J

տհ-Лмо 2Л/л5ЬЛ/л£

4-Т„(«м — «М| I ֊— У ֊շ——— {------- о---------- |rtw„—
O-Rln й-է.), . п>чч 4-я/ I. kmn

l^mn

4 T, ~ (-l)"fa„ 12^(4'^ + ^.)^

c հւոԼՀ— 0п֊Тз klm+ln ( a;(A(ra4"7n)

X|ch*tac-GK-(- 1)՞<ՅՏ-| Hl» sh kMc) - + g' + \f\„ -
kim

֊< ■ ւ)%„ւ-4^-ւ^(-:ւ )՞^.ւ - —֊ 1Հ-- <֊ ո՞^

k lr'
^ln \ri — 1)

При удовлетворении граничным условиям получаются еще и 
Вне равенства:

(2 11)

следу ю-

у Հօ - Գ <K
eto e!Q

*IC
“ (Տ՜օօ £«։)•

1 — 2‘i

у С/п0 д,я0
И.З-- a-,,n

brni) hfM)

m k3 ■
I __9V ^<X> . ^(x)- (2.12)

Չու равенства являются уравнениями равновесия внешних сил, дей- 
Кшуюцих на поверхности параллелепипеда по направлениям осей А՜ 
Kf (L¥ - 0. SX = 0). Коэффициенты с0, е3, а^, Ь3 будут определена 
Ь соотношений
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ri'ai + ծ, -4-G =
£*+£«» I ֊2»

2 2*
2

J-0.2

<*> Գ 
ЛХ(

е» - Հօ
СХ;

<Կ 4 1>էՀ + f,»
^«®շ_Պոս 

аК ՜

hm\) /։то
<%... (2J3|

Докажем, что бесконечные системы (2.5) квази-регулярные. Вычис
лим суммы модулей коэффициентов при неизвестных.

8_______________ sh**w,a____________
ак„„ (ch к„аа 4֊ I) ($հ кт^> кщл<շ)

(*L + ?L)=

U- Ду>й <ч:. ։h a*-՞ + a t- Ւ;)
__ к*щ октя 2 kmn sh krn-tti 

, Okmn 
sh k^na

V J с1тл I = —֊8______________ Sn' ^mna_____________
МСЗ... *՞4 аА’вж (ch«a,a — 1) ($Ь6япа kmna}

С-Й.. (& + £)’
» L

1 ֊ ^ww L И». ктя sh kmna

sh ктяа

При фиксированном значении параметров т или п последнее 
выражение становится меньше единицы, начиная с некоторого зна
чения п или т, которое имеет место при удовлетнорении следуюшего 
неравенства:

1 ^2» 
»*5+։

актя 
sh ктпа

(2.16)
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аналогичным образом получим
со
2

СТ - и. 2

I &lmn i Վ. ։ .

1 Г 0—2*)i; М I
2 |g/™|=- . . - 1 —Л— - ք Հ I- (2.171

Л и з 1 ktnb L ь* sh k^b I 
sh kir.b

При фиксированном значении параметров п или I последнее вы
ражение становится меньше единицы, начиная с некоторого значения 
/ или я, которое имеет место при удовлетворении следующего нера- 
венств.-ւ

-1 _?ձ а?
27 +

bkin 
sh klab

(2.18)

Таким образом, системы (2.5) оказались квази-регулярными. Если 
примем, что в соответствующих областях изменения граничные функ
ции —непрерывные, а функции (i — 1,2,3, 4. 5, 6, 8. 9)֊ 
кусочно-непрерывные, то легко видеть, что свободные члены систем

(2.5) Ь„.п и (imil будут стремиться к нулю как 0( a hln и fln как

Если в системах (2.5) исключить неизвестные Хгп и YIn, то для 
(ределения неизвестных и ՍտԴ получим следующие бесконечные 
[стемы

mn —

Р

(т = 0, 2.

£рп ՜է dmn (219)

umn = շ
р-0. 2 -

■т О, 2 • •

Spmr. l/Л - Լ 3 - ).

(Iptnn^-pn I՜ Ь.цп

(т = 1, 3 • • • է

c>,‘>.vpi I ‘ք՛ո է՜ հ,1!ք1

I'l/ttt —

Ч1тл^!рг;< 

/••0.

оэ 

i'prnn ՜ լ, ,
i-Q.2- -

ос-

Ьтп — bmn I У, rt/rrjo^Z/i,

1-0, 2---

co
dnr֊ — bmn I У QlrrtnJ in, 

1 0. 2-•.
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(Х>

&ртп = У, i'tmntitpn<

ОО

•^1тл ~ ; t'lmn£՝tpn‘
/-1,3-

«յ
та ՛՛— d>nn ՜է՜ 2 CtmrJlln<

<x>

J mn = dftm — 3 ctmnfln. (2.20)
/-1. 3 --

В бесконечных системах (2.19) неизвестные постоянные Z2*.n, 2гж.л. 
U->k. n и I л разделяются, то есть они определяются независимо 
друг от друга. Используя неравенства (2.14)-(2.18) и обозначе
ния (2.20), легко доказать, что нон не системы (2.19) также квази- 
регулярны. а свободные члены этих систем ограничены сверху и 

стремятся к нулю, как —Г~)' н

§ 3. Рассмотрим теперь задачу об изгибе толстой прямоугольной 
илиты, когда на боковых поверхностях заданы касательные напряже
ния и нормальные перемещения, а на верхней и нижней плоскостях-- 
напряжения. Граничные условия для задачи имеют вид

СО <Х

и (0. у, т) = /, (у. г) - 2 У атп cosSe,y cos\nz. 
т~<3п “6

» cv 
u(a. у, ’)=/«"(v. z) 2 2cospmycos7flz.

■n-0 ռ-0

•» eo

(x, 0, z) /.(X. z)= v;V />/„ COSСЧ X COS-ЦС.
Z-Ou-0

o> oo

t»(x. ծ, г)=гД1,(х, 2)= 22 /»/„cosa{Xcos ;nz,
(..о Ո-.0

a>

--■Հ<ր(0. у. -) = 2 2 Стя sin cos 7„z.

. 0O 00

—y. Z) =/r'(y, ?) ~ 2 2 <nslH?.,,y cos;n3.
- ЯТ-1Л-0
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■ сс си
֊rVr.-(n. у. г)=/Р'(у,?) --5] v <rtcos^ysinTfl2, (3.1)

М—0л —I
| со со

— у. °) -Л(х. У) = v V/..mslnafA'cos^y. 
(j

. oo tx>

(X. V, <') = Հ1’ (x. y) = Y Y/bn Sin Л/XCOSpmy, 
G

J <» «•

0. 2)=Л(Х, z) - v Yg,, cos a, x sin հհ.
Հ? .'..Ои-1

I co 00

--v>. (x. b, z) z) -= v 2gMcos։/XSinT4z,
Мл-1

. oo oo

' "v.-(X, y. 0)-=A(X, y) - Y V///mCOSa.'XShl ₽,.։y, 
6

I x> tc
- “yr (x, y. c) ֊/Лх. y) = Y Y A.'m cos a,-x sin P«։y.
Ci ~~ “““/-֊Om — l

Հ» Л5
•4o.-(x. y. 0) -/B(x, y) = Y Y P/ffI cos az x cos fJwy,

/-0 m—9

<x> <Xi
ЛМ-X. у. ^)=/а։)(^. у) = Y 2 я; X COS fiwy.

f-0m-0

Удовлетворяя граничным условиям (3.1) и решая полученную 
сясгему линейных алгебраических уравнений вместе с системами 
(1.5 ֊1.7), для определения неизвестных коэффициентов получим сле- 
дуюише выражения:

|'л(г) — Л<3> Г<։> — ^тл П<;ь ։№ етп “ ՜»ոս,ոո П(3)
.‘/«1»— ~ ь/дая, '-'ШЛ—---------- итк. ’’՝тл— ՜ ‘Уч։п>

* л »л ^tnn

СЙ1 = ctli k„.„aD՛^ +
Т« sh kmna

Հ(1)   Ч-kmn №mn . (llintn ch r4 „н. j. .w
mn — — : — --------- -- ------Urnet 11 mn

7л sh’*mn(i 'лт sh2*tnn*^

I Й!. = ֆ ւճ (cth km„a + ֊(It cth k,„„a) -

Tn ■ sh՜ limnQ/ sh IttnnQ-

I ('՝riin -ит(^тг. . .. J С/пл ՜ւ հհ,— ——-——— с п J к t!i п a -j -——- - ( հ>. ճ յ
kinn *тп Sh kmrtti
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£® = Cthfejisa
\shs kmna

1 n Dmn

Հո։ Sh kmr.d
(1 ±akrr.n cth kmna)

e r -r a СТЛ 1 i л глл
kmn Sh km»d k/nn

cth Л1

,.(•։> ..u I. . n<■•' ՛■" &тл
''ntn CiJl Kmrtd 'Jun 1՜ T

3ct sh knnti

Ջ& = ky- Cth k„.,aD(" ֊ ֆ=֊ -Ջ-Ճ- 
i it ?m 8П Кщ n(l

,(J) f-тя ՜է՜ ՀոէՕ-тл Հու n(-t)
Արող 1 /I

где

— —֊ j— / „ւՈմ.է;1ո փ
2(14֊ 1)Л™ V

?т

֊ СП 1 ^тп

“»րլրրւՂ' T '{п^л>Л '

kmn )

?/ltCmn ‘ 'inemn 

^mr.

“л IЛ fi!n

.v);‘ = ь,„. — cth k^bFii1-------- ֆ- ■

’(a sh Z?/„Z>

Ajg?_ —” + -hM_ fj; 6,„cmw.
> Տ1ր/Հ^/> a; sh2jfe/rtA

.Mi^-^FS’/'cthW.՛ /՛՛” <1+Wc„cthfc,„*)
■ л ՝ sh՜ A'/n^ ■ sh !t(nb

din - a/^?- cth k;nb

^tn

din -H «J
Խո sh b!rb

•Vff֊ F|»Y **"'r 4-ctlik„b Ւ"Հ (1 + M,„cth*,„*) 
\sh֊«/,jA / ։/ shW>

+ gid; _ n,n - ն,1>„լ 
Խո sh kinb kh,

£Й։ = - F?„‘ cth W + ֊" —֊֊ 
«/ տհծ/ոծ

Fg>= JicthWF,!?'֊^
՛ л at sh kin
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< 1) _ <Հ1 4- Д.' Ь-п а» p(j) 

kin 1 л

где

F%>= То
2(Պ 4֊ 1)ճ

խոծւոՀ^Ճ^\
\ kin /

Ft, = ---------2£---------(2bln 4 նճ^__ձշճ{րւ \
2(^4 I) kin ՝ kin /

= h. ffjb. Off, _ ձ= H)l>, ojb = 2L gm 

V *t .֊Ն

»гГЗ> __ "I f'C-l)••tin — '■Pm,
3W

ր,Հձ) rlkfm u< 11 , Pim 
’\fm ------- film Հ ----- ——

Д/ (V— 1)A?/W

y-(3) _ (71 4- 1 ) kin, P/lm ~~ IWfrffi

г nt 2k Im

i/il>   тгД' f ■"֊) I fltn 'J! (p fIm y.ttklni)
‘ T-----

Yfn fthrt ձէէհո

/<Й- >,<£’ + — - 2™1Ջճ'՞ .•t-Li.M. 
k-Im 2ktm

U) / r 1 . > Al) I'm (н,7Г ftit։ ՜ 2.' k{in
tm — ( ri ' 1 > ntm -г- - -д———-

fejajSh UlrnC

cih k,„c-
klm (T/—1 )A?m

№ - (V Ւ 1 > Mil H z' ah k,„e
a.՛ k!։n

(3.4)

“Կ (.ymflm Д/ Я(т ) ^т^։т

F/ntSh kimc (>.'

где //й и (ff, определяются из уравнений

1 ՜՜ k[ml- Cth kjmC kin,( _ Fi,n - Pim ('ll Ri-,;C
։.՛ (Հ I )/?ճ sh ktmc

•ԿJ tm Г Հ՚րր։film
—к Im

1 J -ZwcthAw?

Д/
GJS=— 

?« (Հ- i)fezw

3? f1 tn է՜ rm^lm . *.’ flm_ . Am^ln;
2fi:m th kuni 2kLshklinc

Здесь через Plm и Р/т обозначены следующие выражения:
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Р 1т — Pim
2 1* м I

֊. р >' Qimn I- а V Rltnn 
a*l Л Л

(/=^0, m ^֊0),

• • 2 !
t'>tm==Plm — ՜՜ 

ah

C<- CX>

ь 1)Я^ПЛ

n-0 n-0

(/ -0, zn^O)

(3.5)
где

*«« n
ft О •> \ ՜՜*> .շ ՜ •

^ոո 4-Հ I Ն(*mn + Հ)

!‘ i ր; ՜է՜ km ր. ՜՜է- Г1/։: • д^.'ЭТлЧ՜ tyriiCinn
**-тл 

kmnkmn

kmn ( 1 ) (2^/ДЛ (‘/лг *“ '• 1 п ՜| ’ °-!
>» | 2 | Հ *> 2 • -'.’7ГГ

*֊/пл Т 3/ ՛ ?‘т \krnn 4֊ a?)
/ 9 /• •

Т| ՜Է ^'/пл_ 2_рп: ՛՝ ■ •; 6,-кп : ՜ '֊>т('ц;п
k ՜ ՜՜ ‘‘тл bI'-m;t Knin

(3.G)

_= kin 1Փ £հ 
^!n-r'^m 1 7r? l^n “Г firn

’j Ն 4- k'in 4- a՜/ T| Тл^.'л 
---------- - ------------- (){n------------------------------

"In kin

k':.-; ՜՜՚յ '3' kin -J- pm

'• ՜։ ՜ո ՛ ֊է a} ր։ 4 at din-----------  bln  -------------  
kin---------------------k[n

Для определения свободных членов получаются уравнения

1>Ы 4- 
շ 2v

е0п е0п 
«7.

<»
•> Ол

ծ7ո
(3.7)

Г/С0 " aW 

а
= «оо. <г — 7?с0. /?։ —

ծ

При удовлетворении граничных условий получаем также следующее 
равенство:

ОО

л ։. з
__ и_ 4 X՝ v"

a’֊ ,,ձ 6т., ֊
՜' Մ?օօ Pqq)

2*
(3.8)S
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которое является уравнением равновесия внешних сил, действующих 
на поверхности параллелепипеда по направлению оси Z (2Z --0).

Пример. В качестве примера рассмотрен изгиб толстой плиты 
=/> = 3с ^ ~). находящейся под действием равномерно распреде-

’.енной нормальной нагрузки у. с)~ — Р. когда 
Йрхностях отсутствуют нормальные перемещения и 
(ряжение тху. На этих же поверхностях касательные

н 'в направлениях х и у изменяются 
эавлении? либо по закону симметричной 
Йгоянными. Для этой задачи граничные

по закону

ла боковых 
касательное 
напряжения 
синуса, а в

по
па-

на
параболы, либо же остаются 
условия (3.1) примут вил

яЛП=0 (/ = 1.2, 3.4. 6, 8).

-Л = Л‘' = -‘՝oz (֊֊ — sin у.

Л = о. А (а՜, у. г) = - р.

-f-. = -V (՜֊— / )sin х.
(3.91

= /Р = 0 (/= 1.2,3, 4. 6,8). /я = 0. А(л*. у, е) = — Р. 

fiя ЛП = ' sin у, —f- = А” = Ло0 sin х.

Десь постоянные Аа и Ло определяются из уравнения равновесия 
ил (3.8). действующих на плиту вдоль оси z, и имеют значения

% = —i Д?'=—- (3.11)
4- 8

Некоторые значения напряжений у».-. -зд и перемещения w для 
иличных точек плиты, вычисленные по формулам (1.4) при ч - 0.3 
•я рассматриваемого случая, приведены в таблицах I, 2. 3, 4. 5. В 
нх таблицах напряжения оЛ и ^.хг приведены r долях (Р). л пере- 

/Р\ 
одення w в долях ( — )• 

\ G /

Таблица /

1чение г, для л - при •՝* I п '

Таблица 
9՜ Значение :д,_ дли х = ֊..

при условии (3.10)условии (3.9)

° 4 ՜2՜

0.0865 0.3456 Ո.604Օ

0.1222 0.5009 0.6595

0,0474 0.31Ь7 0.6037

2

т. 0.6039
12
Ո

՜6՜
0.8576

ГС 0.6032
4

Значение з։ дли у. -Г 

при условии (3.9)

Таблица 3

х
i

О

0 —1.3990
т.
т- 0.1429

3 •1.1(33
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Таб.i ица -J Глблица б
Значение ն. для 2=0 при 

условии (3-9)
Հ —

У ՜՜՝
т

— 1.1091 -0,9178 0,2139շ
4 -0.9178 ֊0.5991 -0.0341

0 0,2139 -0,0341 0

при условии (3.9)Значение ср дан z=_

А՜

у
4՜ 0

—1,2587 1,0674 ֊0.3635

т -1.0674 -0.7487 -0,1837

0 —0,3635 - 0.1837 - 0.1496

Из табл. 1 и 2 видно, что. когда на плоскости z = с имеем равномерно 
распределенную нормальную нагрузку, независимо от того, каким 
образом задан закон распределения касательных напряжений ъ- 
вдоль г на боковых плоскостях и х = а, закон распреде
ления этих напряжений вдоль z на средней линии fV — դ 

плоскости j л* — 'Լ՜ ) является параболическим. На линиях / у=С.

У^ ) »той плоскости закон распределения касательных напряже

нии -г.- существенно нс отличается ог параболического шкона. По
этому можно сказать, что теория, предложенная Амбарцумяном С. А. 
[18] для расчета тонких плит, дает хороший результат и при расчете 
достаточно толстых плит, даже вблизи горцов плиты, если Закон
раса ределения нагрузии 
ному. 11з табл. 3 видно,

прелеления нормальных

плоскости „защемления"

на поверхности плиты близок к равномер? 
что для рассматриваемого случаи шкон ряс-

напряжении сх на средней линия

(х=0) вдоль оси z является линейным, при

том „нулевая4 точка нс совпадает со средней точкой
тс \

I и 
6/

перемешен՜։ вверх относительно этой точки. Выше „нулевой** точки 
существуют растягивающие нормальные напряжения ~л. ниже -сжимаю
щие. Нужно отметить, что сделанные выводы имеют приближенный 
характер, так как основаны назначениях напряжений т։. для трех 
и пяти точек соответствующих сечении.

Вычисления показывают, что для рассматриваемого случая на сред

ней плоскости плиты ('?— ) существую: постоянные сжимаюшнг
\ 6 f ՜

нормальные напряжения и -v величиной

11з табл. ! и 5 видно, что перемещения «՛ соответствующих точек



Հոդվածում տրվում 
էիսււսւրակշոու իք րսն ե րկու 
պա լմանների դեէւլրամ.

D рапиоиесни прямоугольного параллелен .шел մ

больше, чем перемещения ш точек плоскости 

(z = 0): разница между соответствующими значениями постоянна и

равна а-’0=—0.1496. Это значит, что плоскости г = 0 и — после

деформации опять останутся параллельными.
Считаем приятным долгом выразить благодарность доктору физ.- 

мэг. наук Б. Л. Абрамяну за руководство.
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Ա. Հ. ՈԱՈԼՈՅԱՆ. II If. Ս1ԱԱ.Կ5ԱՆ

lutLIM* ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱ31111.ՆՆեՐՈ’1. ՐԻՎՂԱՆԿՅՈԻՆ ԶՈԻԴԱ>ե11-ԱՆԻՍՏԻ 
ԱՌԱՑԳԱ4ԱՆ 2ԱՎԱՍ11.Ր1ՍւՇՈ ՈԻԹՅԱՆ ԵՐԿՈՒ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ 1Ո1.11ԻՆ

U. մ փ ո փ ո ւ մ

է հւդգանկլուն դ tit գահե ո անիր։ ս> ի աէւտձգսէկան հա֊ 
խնգիրնևրի ճշգրիտ լածումր հետե լա ( եգրա/ին

ա) Զուգահեռանիստի 2 ~ 0, 2 - С նիստերում արված են Հ , . ե ՜. Հ. շո֊ 
•սսիսղ լարուէքեերր և տեգսւփո քսում ր, իսկ դ ա դ ահեոսւն ի ասի if ակե րե ու (իք ի 
ւսագած մասերում' լարա ւքեերր է Ալդ իՀհդիրր կէսրևլի Լ գիտեք 
ւվւի իւնգիր nt գգ անկյուն կ։ո րվ։սծ րով ձոգերի համար:

ր) իՀուգահեուււնիսւոի X — О, X — CL ե V “ 0, V -- - Ь
տրված են 'աէմաւգաւոսւււխան շոշափսդ յարու է!եերր և նորմաք 

րպես Արքան֊

՛հիսս։ ևրի վ րI- 
աեդտփււիէու ti

^երլր իսկ 2=0, Z=C հարիք ա իք րսնների ‘[l"1՛ տրված են /արուսքէւերր, ս։/- 
ււինրն գի տ ա րկվամ Լ ա գգանկրւէն քրորվւոծ րով ոա/երի ծ и ման իւքւգիրր։

1 Филоненио-Бо родич Al Ai. Задача о равновесии упругого параллелей;.пета при 
заданных нагрузках на его гранях ПММ. 15. вып. 2, 1951.

0 գավև/ով 'եոլրլեի if ե իմ ոգի էյ , Լամեի հա վ ա սա րակշո սլիք լան հավաււա֊ 
(ւոււքեերի րււծո։ մր ներկալաէ/ված Լ Ֆււլրլեի կրանակի շարքերի գումարի 
էոեսքովէ

Աոաջին խնդրում անհայտ գ֊ործակիգների որոշոէ մր րերվօւմ Լ գծ տ յին 
սքնվերջ հավաս ա րո է Ifith րի и ի и in ե 11ե ե ր ի քուծմանր, 
վուսւեւ/եերր ոեգու! րոր են, իսկ ագատ անգամեերր

/ 1 \
I։ ձդաում են գերոլի 0 [ ՜ I էլարգուի:

f’hf'"I"! Ь'^'чЬլուծվում է աոանր գծային 
էիօաեւ/եերի օգտագործման։ Ալդ խնդրի համար 
իինւսկ:

цт-щ ի տ րվսւմ ք որ ա յդ 
սահմանափակ են վերեիր

ւնվե րջ '-ւուվսւ и ա րոէ-Ui։ ե րի 
դիտարկված Լ իք վա /ին
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ИЗВЕСТИЯ А К Л Д Е М И I! II Л У К АРМЯНСКОЙ С СР 
5>իղիկա-մայ>ծմասւ. <]]ւէոությւււնճԼւ՝ XVII, № (;>, ) Уб4 Д'Н ИКО-МЛТеМДТИЧеСКИе ПЯукн

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

( . С. ЗАРГЛРЯН

О КРУЧЕНИИ ВАЛА, ОСЛА ПЛЕННОГО ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
НЕСООСНОЙ ПОЛОСТЬЮ

В настоящее время существует небольшое число решений задач 
о кручении круговых цилиндров (налов), имеющих несоосную полость. 
В работах II. М. Макдональда, Е. Вёйнеля и Р. Морис ]12—11] в 
разное время изучалось напряженное состояние классической задачи 
о кручении стержня, поперечное сечение которого ограничено двумя 
эксцентричными окружностями. Пользуясь методом Д. И. Шермана 
|4], напряженное состояние при кручении валов с несоосной эллип
тической и квадратной полостями изучил 10. А. Амензаде [8. 9]. Ана
логичная задача о кручении кругового цилиндра, имеющего квадрат
ную несоосную полость, методом конформного отображения была 
решена вами в работе [10].

В настоящей работе рассматривается задача кручения призмати
ческого стержня, поперечное сечение которого ограничено извне кри
вой, близкой к окружности, а изнутри прямоугольником с закруглен
ными углами, центр которого не совпадает с центром окружности.

Задача, решается методом конформного отображения, причем 
предварительно строится функция, реализующая конформное отобра
жение концентрического кольца в рассматриваемую двус.чязную об
ласть способом, предложенным нами в работе [10].

§ 1. Известно, что конформное отображение внешности прямо
угольной области на внутренность единичного круга :w.<4 осуще
ствляется функцией Кристоффеля-Шварца. При этом отображении ок
ружности |к*|-֊ R<Հ 1 переходят в овалоооразные кривые, оси сим
метрии которых совпадают с осями симметрии прямоугольника, явля
ющегося образом окружности «'|=1 [3].

Если заменить интеграл Кристоффеля-Шварца полиномом, со
ставленным из первых нескольких членов разложения этого интеграла 
вряд, то при отображении этим полиномом окружности '^|==/?<Հ1 
перейдут также в овалообразные кривые, а образом окружности а>|—1 
гтаиовится прямоугольник со слабо вогнутым].՛ сторонами и закруглен
ными углами. Увеличением числа членов полинома, как показано 
Г. II. Савиным [б] и другими, можно с требуемой точностью выпря- 
шть стороны и уменьшить радиус закругления в углах этого прямо
гол Ы1ИКЗ.
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Разложение отображающей функции Кристоффеля-Шварца в ряд 
дано в работах Г. II. Савина |7| и О. М. Сапонджяна [5].

В качестве исходной функции для построения отображающей 
функции концентрического кольца в двусвязную область рассматри
ваемого поперечного сечения скручиваемого стержня воспользуемся 
полиномом

<=ճ(օ») = Ք С>-4-С,К'։ ••• - Շչղ. |^֊^> .
-и՝ 

(w - Re*), (1.1)

образованным из первых нескольких членов разложения функции
Кристоффеля-Шварца в ряд, где

(<>./,-1 — IС-„. 1 cos '2у. ■ - С. ,!֊ .•! cos -1 z
п 4- I

-4 С_ 1 cos (2zz 2)z],

(« =0. 1....)
(1.2)

и параметр /- зависит от отношения сторон прямоугольника.
Роккурентная формула (1.2) для последовательного определения 

коэффициентов полинома (1.1) получена в вышеуказанной работе 
О. М. Сапонджяна.

Для ТОГО, чтобы окружности |Լ։|=ր<Հ1 НОВОЙ ПЛОСКОСТИ '-J. 
начиная с некоторого значения ր0<Լ 1, переходили бы в кривые, близ
кие к окружности, и имели бы произвольное но отношению к прямо
угольнику расположение, отличное от вышеописанного овалообраз
ного, единичный круг к.՛ ' 1. который полиномом (1.1) отображается 
на внешность прямоугольника с закругленными углями, отобразим на 
самого себя известной функцией

= (;։^ո?'ր)։ (|з|
1-«4

г 1,е а — комплексный параметр ( а[< I).
Подставив (1.3) в (1.1), получим

Так как отображение единичного круга на самого себя обладаем 
свойством сохранения своей первоначальной границы, то образ ок
ружности КД — 1 при Отображении функцией (1.4) совпадет с обра
зом окружности |w| = 1 при отображении полиномом (1.1). то есть 
тем же прямоугольником.

Однако, функция (1.4) имеет уже полюс в точке С։ ■= а в отли
чие от полюса w => 0 полинома (1.1) и поэтому образ окружности 

= станет иначе расположенным по отношению к прямо
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угольнику, нежели образ окружности Jw| = /?<1. Изменения распо
ложения образов окружностей 1^1 = г<1 по отношению к границе 
прямоугольника зависят от комплексного параметра а.

Представим функцию (1.4) рядом Лорана с центром в точке 
4=0. Так как функция (1.4) имеет особенность в ч։ = а круга Հ<1, 
то ее можно представить либо рядом Лорана в кольце | a i < |С։| 1 •

। либо рядом Тейлора в круге 1Հ < Однако, последнее раздоже- 
I пне не содержит в себе интересующую нас окружность. Հ|- 1, об

разом которой на плоскости z является прямоугольник. Следовательно, 
воспользуемся разложением функции (1.4) в ряд Лорана в кольце 

pKI'.jl «. 1. Учитывая, что точка Հ = —• находится вне круга 1Հ|<1 
а

(2л ֊г 1)-ую степень дробно-линейной функции (1.3), фигурирующую 
в (1.4), разложим в ряд Тейлора

+ + •••• (i.5)
՝i —А)/

Переписывая (1.4) с учетом (1.5), получим

֊ = --1 (ч1) — Л [(7 1 /?0֊! В1п -,֊ В/'\ -}- • • • -I- ձ՚ձՀէ֊֊ • • • I. (1.6)
где

/<0 ֊֊ 4’'с, + • - - + 4” * ։>с..„ „
I Й, = 4”Գ н- d\3,c3 + ■■■ + rf!։”+1)Cj,+1,

s։. = 41։с,+rfi”c,+. • -+4"+1>Gu+l.
(1.7)

К
« (!•«)

4~ «
Разложим функцию (1.8) вне круга |С։|= а| в ряд

I Г /\ 'ч /

гдеЙ= а. а В-п - а"՜’ (1— ла) (л = 1,2,---).
Подставив (1.9) в (1.6) и полагая при этом, что Вь : £?’, = 0. что 
всегда возможно, окончательно получим

= Ճ, (֊,,) ֊ о IV «հՀ+
’ a-i >-։

< Известии ЛИ. серии физ.-мат. наук, >6 6

(1.10)
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Таким образом, ряд Лорана (1.10), определенный в кольце 
конформно отображает концентрическое кольцо.

I *։1-С հ где /*02>1а|. на двусвязную область, ограниченную гра
ницами Г, и Г2, где 1\ —прямоугольник, а Г5 оказывается близкой 
к окружности, центр которой не совпадает с центром прямоуголь
ника (фиг. I).

Близость кривой Гշ к окружности определяем следующим кри
терием: кривая Г3 будет близкой к окружности, если на окружности 
։-х1 = го удовлетворяется условие ее выпуклости [2| 

Re Ж,) 
ճւ(>։).

и расстояния о։ образов дискретных

-Н>о, (мп

точек гое до некоторой точки.
принимаемой за центр этой приближенной окружности, будут мяло
отличаться друг от друга.

При решении задачи кручения рассматриваемого полого стер
жня в функции (1.10) будем ограничиваться полиномом, образован
ным первыми //։ несколькими членами правильной и nz первыми не
сколькими членами главной частей ряда (1.10), причём выбор и л. 
в зависимости от параметров а и г(1 произведем графическим постро
ением кривых Г, и 1Հ.

§2 . Решение задачи кручения призматического стержня, попереч
ное сечение которого представляет двусвязную область с границами 
Г1 и 1Հ. сводится к интегрированию дифференциального уравнения Ц|

ձ"’1' —2 (Да—оператор Лапласа) (2.1)
при следующих граничных условиях

наГ’ ‘ր=Գ (22).
на Г, 'F = C,

где С — постоянная, подлежащая определению.
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Пользуясь комплексным представлением функции напряжении че
рез комплексную функцию кручения [11|

’Г = Ф, (z) — izz (2.3)

(г = х /у, z — х — /у; Ф։(г) — комплексная функция кручения) и 
читыван, что полином

Ո1 Л|
z֊<u(:;)I=/? у D/Ч у где с — ре , (2.4)

'հ I к J

явленный из первых //։ членов правильной и п2 первых членов 
давной частей ряда (1.10), в котором ради удобства предварительно

слано преобразование ;։ = ~ и введены обозначения

B-k = Dk, (A=l. 2,-..), (2.5)

бряжает кольцо 1 < Г < р2 на двусвязную область, ограниченную 
звие кривой Га, являющейся теперь уже образом окружности |С1 - р։. 

շ изнутри образом окружности Г-, = I — прямоугольником Г,, после 
установки (2.4) в (2.3), получим

|- | Փ(Օ-Փ(Օ-/<)»(։) | (2.6)

Функцию Ф(-), голоморфную в кольце J < |С|<?։. будем искать 
виде

05

Ф G) = У
— 00

где ak-bk 4- ict. (2.7)

1 -----нзведение ֊ «в G)«(C) . фигурирующее в (2.6), на линиях

ожим в ряд Фурье
1 ___ А‘

— Ц> (’) .!> (Q =30~V (ая cos 4- £я sin дО). 
—’ w — I

p — const

(2.6)

/I: Л,

* J k-\

«£- I
^(^D»+> + Q*Q*u)p”fl

Я։֊ «
У (/’»P»^ + Q»Q.+.)p2,+”
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+ 2՞ (Р »₽ է »4-Q-*Q + 2(P,-»/<»+Q« »Q֊*)p"'a

л-։ л-։
(/i = 2։ 3.---Л);

r «r-t
?. = I о ։• [ շ (Q^>+> - PiՀ>. +>) p“'1 4֊

■է՜ շ'(₽-»Չ „ I-Q „Р „ ,)P <"+1>

n,-n
ՏԿ = ID l։ V (Q* P,,. - P։Q։, „) p“4- 

л-։

-I- У, (^-»Qhh«j — Չ-/Հյ-(է-ւ--ր))?՜(՞" *՜ո> 4- 
*• 1

f- շ’(^_,Չ^ + Չ,

Й<=1
(л = 2, 3, •-N).

здесь Dk = Pb-f- ZQ* (k — + 1, ± 2.•• •) и Л; = л։ 4- n2.
При p = Pi = 1 коэффициенты ая и будут снабжены сверху 

индексом (1). а при р = рг—индексом (2).
Подставляя (2.7) в (2.6) с учетом (2.8) и удовлетворяя гранич

ным условиям (2.2), получим

р(2> р<։> -. _ Р* — Рй Рг — --г----
?շ՜ Рг

«<2> zv1»*՝*«й — at рз
՜ Рг- Рг՜'

ճ(շ) д(»),й

Р? ~ Р2-* с_* =
Р* — Рг * (2.9)

где k = 1, 2,- • -N.
Для остальных Аг>Л' Ьк= b. k = с։. = с^к = 0. Входящая в (2.2) 

постоянная С и коэффициент а0. не влияющие на напряженное состоя
ние. равны С = а<։2> — а^', а0 — 7а(02>.

§3. Крутящий момент, приложенный к основаниям стержня, равен

М - (3.1)
где - степень закручивания, К — жесткость при кручении, которая 
определяется по формуле (11 j

к = ^Ке|^(х»>л-"" + Д'11) 4

- 1֊л--0 я О

4֊ jtr Im 2 л(а_яХ?‘ 
п-1

Л" 
ая^-п) - 'Հո (а. п^— 

п "• I

Здесь թ — модуль сдвига,

(3.2)
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Հ> = 2ՀՂ

Х<» = (Հ'1—րՀ'յ) р,-՞. >Л=(4'’ + <) рг.
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(3.3)

[rtj-l Ոյ-I J
ճ (* + 1)Օ>Օ>+>?? 2 k/J ,D I4+J1p,•-’<»+» |.

•T/’-iDI’l
л։ л ֊ 1

У (/г -|- п. ֊4֊ 1) /)к[)к (Л А1 рУ

«+1> Р/-«»-. + 1)W к Г) <* л (Л

{/г 1, 2.՛-- (/V— 1)].
■>i п,

Д'.”,= D- -^iD <D
fe-֊1 *-l

*Р,-։*

л. ւ _ n, ։ .

Ar 1 i 1

_|Р2<^Л »֊ V

А-1
ПО (*4Л 1) & к?, ՜՛

■։-2 __ ,

к-։ >
(3.4)

Л- |О|-’|

(./ 1.2). խ-3, 4,- - (;V+ 1)|.
Фигурирующие « этих выражениях коэффициенты и 3^՜’ 

I/—Լ 2) определяются по (2.8).
§ 4. Как известно ի |, касательные напряжения при кручении он- 

деляются по формуле

•^--4—. 1Ф'(С) zw(C)u>'G)l. 
?1<“ (ч)1

(4.1 >

Как показано в [И], определяемые по (3.4) коэффициенты -Ն, зави
тке от р на линиях p=const являются коэффициентами разложе

ния в ряд функции и) (ч) ш' (С)
л

<« = Р2) (4.2)
-N

мпрн? = ру (y=l, 2) эти коэффициенты суть .4</> (/=1, 2).
дящие в выражение жесткости (3.2).

Полагая /Լ = Т,. փ /հՏՀ и учитывая (2.4) и (2.7). отделив дейст- 
льные и мнимые части (4.1). получим

и՜ 
>'(01 {nb й Տ а-։)р ՞ '|со$лО-(-
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лг ւ
յ 2 [(^֊յ — ։ ֊ (7՜ „ 1-f ,'/ր ո) p'՞ ։]sin«o|. (4.3)

у
ն = ^Ն՜ւ7՝՜՚է’ ‘ + Տէ(ր-։ -^p-' + fr., , ր» '|Հ| 

"1 ՝՝՝' л-։
,v ր 1

Հ cos ոԿ-~У [(ոք}ո г ,ՏՀ ։) Հ 1 -4- (nb.n — 8 ո ւ) ?- ”։ I sill aO I • (4.41
Д«1 ’ffij

§ 5. Рассмотрим численным пример. В качестве исходной функции
(1.1) ограничимся полиномом

z = Z;l 1 + 0.309® 0,150 747 а?-0,027 952 ®5 4֊
I w

4-0.008439®’- 0,009052®” . (5.1)

в котором коэффициенты получены по (1.2) при значении парам
х = 0,2n. gL

Образ окружности ®j — I при отображении по (5.1) есть прямо 

угольник с отношением сторон ֊ = 2, причем hzx 1.167), а обра;

окружностей а՛) —րՎ1 -вышеописанные овалообразные кривы 
Полином девятой степени (5.1) обеспечивает незначительную закру, 
ленность углов прямоугольника и достаточную прямолинейноегь сп 
рон. Отклонение сторон от прямо линейности не превышает 0.03ZZ

Подставив (1.3) в (5.1) при действительном значении парамсг| 
х= 0,3. учитывая при этом (1.5). (1.7). (1.9), (2.5) н принимая I 
качестве внешней границы Г2 образ окружности ' 1—2,4, ограни
чимся следующим полиномом в отображающей функции (2.4)

, ։« г-'

•*-] Л-1
(5.2)

где

Так как коэффициенты /9* и

Z>, = 0,91 •(—0,3)’
7>-| = 0,243 156 D 7 = 0.026 255
D 2 = -0.191 249 /.)-« = 0.019 586

3 = -0,038305 Z?_9- - 0,007 G25
£>-4 = 0,054391 £)-|0 = — 0,000449
£>-5 = 0,039 120 D-u= 0.002 433
Օ_ճ = 0,025 656 £)-ы= -0.001065.

D <Հ при принятом действие
1.0.3) | 

ельноч
значении а действительны, го образами окружностей |С| = р<1 яв
ляются кривые, Симметричные относительно действительной оси.

Построение образов окружностей 1С1 = р։=1 и |С|=р։=2.4 
по полиному (5.2) с коэффициента мн (5 3) показывает, что (фиг. 1):
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I) образом окружбости ' = 1 является такой же прямоуголь
ник Г։ с центром в точке Ох ( 0.393 Л). 0) я Л 1,160, каким был 
образ окружности к՛ = 1 при отображении полиномом (5.1), что и 
следовало ожидать, так как полином (5.2) на окружности Հ' = 1 при
ближенно, но с высокой точностью аппроксимирует функцию (5.1) 
на окружности = отклонение сторон от прямолинейности также 
не превышает 0,03 £>:

2) дискретные точки zb = ^(y^e ) располагаются по кривой I ., 
близкой к окружности.

Принимая за центр этой приближенной окружное! и точку 
02(—3,26+D, 0) середин) отрезка действительной оси, отсекаемой 
кривой Г. от этой оси, и сравнивая расстояния от этой точки до 
20-ти точек, расположенных в верхней полуплоскости (эти точки на 
фиг. 1 показаны пересечением кривой Г2 черточками), видим, что 
максимальная разница между этими расстояниями не превышает 4,35% 
i/?m г = 4.С0Э/Л /?fn!n = 4.4/0). Кроме того, па окружности р,=2,4 
удовлетворяется условие выпуклости (1.11) кривой IՀ. Поэтому с 
известным приближением считаем кривую Г2 приближенной окруж
ностью. Расстояние между центрами этой окружности Г2 и прямо
угольника Г։ равно s = ‘2.S71Z).

Жесткость рассматриваемого сечения, сосчитанная по формуле 
(3.2). равна К = 130,01 \i-D*

Эпюры касательных напряжений ՜տ/ս՜/-) по контурам Г3 и Г* се
чения приведены на фиг. 1.
Ереванский паднтехннческнй hhcthivi

нм. К. Маркса f Поступила 23 VI 1964

II I! 0ԱՈ1Ա։:ԱՈ.

112 2И1Г ԱՌԱՆՑՔ II ԱՆԿՅՈՒՆ lulllHiU ՈՒՆԵՑՈՂ 1,Ւ11ԵՌԵ 1П.111'111՝1Г1!

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Աշիւատսւխ յան մեջ ղիտարկված Լ սքրիղմատիկ ձողի ոլորման խնղիրր. 
սրի լայն ակտն կո/րվտծրր արատ րին իր սա • tf անա՚խոկված /; ]/10 անաղծ ին /Ч>/- 
վականսւչաւի մ nut կորով, իոկ Ներսի՛)' կքորւսքված անկյուններ ուներող ո՚ղ- 
ղանկւունով, որի կենտրոնր ՝ի > ամրնկնա մ չր у ան ա q ծ ի կենտրււնի հետ:

Խնղիրր րււծված Լ կոնֆորմ արւոապաակերմահ մէվհէղով, լւսա որում 
համ ակենտրոն օղս՚կր ղիտարկվող երկկաս} աիրուjfiի վրա արտապատկերող 
Հսւնկրիս՚ն կսւսուրվում Լ | 10 j աշխատս՛ [I յան մեջ ւսոահարկված եղանակով;

11րւղեււ խվայիրէէ օրինակ լուծված է =2, — 2,Ց/ 1 I) ե /?1]հ։. =^1,609D

էյարամեարերով կտրվածք ունեքող ձողի ոլորման իէնդիրր: Լաշվված Լ ալդ 
հողի կոշ՛ս ու խ )ունր և կասաէր1"ւծ են կտրվածքի եղրաղծևրի տամար շոշ՛ս֊ 
փոխ րսրուէէււսրի էորօ՛ րներրէ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

МОВСИСЯН Л. А.

О ПОТЕРЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК ПРИ ПРОДОЛЬНОМ УДАРЕ

Целью настоящей работы является исследование поведения уп
ругой цилиндрической оболочки при продольном ударе жесткой 
массой.

Известная нам работа |1|, по-видимому. единственная, где про
дольное нагружение на оболочку прилагается ударно. Для сжимаю
щего усилия, действующего на поперечных сечениях оболочки, автор 
берет значение сжимающего усилия балки.

В настоящей работе показано, что для оболочек при продоль
ном ударе, кроме продольного сжимающего усилия, должно быть 
учтено также окружное усилие и чти поте ря устойчивости такой 
оболочки при продольном ударе происходит так, как при совместном 
действии продольного сжатия и поперечного давления.

§ 1. Постановка задачи

Пусть имеется идеальная круговая замкнутая цилиндрическая 
оболочка длиной /. толщиной h и радиусом г. Один конец оболочки 
защемлен (подробно о граничных условиях потом), а второй коней 
свободен. Оболочка подвергается осесимметричному удару жесткой 
массой по свободному концу в продольном направлении.

Волна сжатия, распространяясь в оболочке, может достигнуть 
такой величины, что первоначальное безмоменгное напряженное со
стояние оболочки будет не единственным. Причем возникшее момент
ное состояние будет иметь различный характер н зависимости от 
длины распространения волны. В частности, начиная от некоторой 
длины распространения продольной волны, амплитуды моментного 
состояния будут бесконечно возрастать. В отличие от статической 
потерн устойчивости, где для заданной длины оболочки определяется 
критическая сила, здесь вопрос ставится так: для заданной силы найти 
критическую длину потери устойчивости. Критической назовем т\ 
минимальную длину распространения продольной волны, при которой 
моментное состояние, если оно возникнет, будет носить возрастаю
щий характер. Так как потеря устойчивости при ударе носит локаль
ный характер (что и показывают экспериментальные исследования
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|11), то граничные условия ставятся не на копнах оболочки, как 
обычно, а одна группа ставится па одном из концов (в зависимости 
от того, критическая длина реализуется у ударяемого конца или у 
защемленного конца), а вторая группа—на фронте воли сжатия.

Что же касается части оболочки впереди фронта ударной волны, 
то там останется безмо.ментнбе напряженное состояние, так как после 
возникновения неустойчивости эта область неспособна будет переда
вать высокую величину сжимающей силы, которая уже вызвала по
терю устойчивости.

Из вышесказанного следует, что для определения крнтичиской 
длины потери устойчивости оболочки будем иметь общеизвестные 
уравнения [2] („уравнения в вариациях")

ժ2« I — . 1 + v д-v dw 0 — •/-’) m dtu
ժ«2 ж d’i- а д-гс/р да F.h at2'

14- 7 d-и 1 — v д2а дЧ< дш (1 — >c) m dlv
2 dtd'i 2 да*  д? дУ Eh at-

ди да՝»-----Н - . 1— *2 Ժ / dw \ 
‘ 1 T— -4-

da ԺՅ Ehr2 да ( dt /

* Надо иметь в пилу. что. хотя для перемещении здесь и в (1.1) приняты об
щие обозначения, они различные. Здесь они—перемещения безмоментного состояния 
а в (11) приращения перемещений.

д 
д?

(i — -/փ й?
Eh dt*  ' (1.1)

где все обозначения—общепринятые |2], Т\ и 7շ — продольное и ок
ружное усилия, значения которых определяются из безмоментного 
папря: к е н но го состоя н и я.

§ 2. Определение Т\ и Т

Чля определения Г\ и Т> будем исходить из известных уравне
ний безмоментного состояния |3] с добавлением инерционных членов*

да ժ/2 1 — »2\Ժյ г /

г*  л -г* ди \ .֊ .Հ

dt- 1 —va\ г ժւ/

’< системе (2.1) надо присоединить граничные и начальные ус
ловия.

Граничные условия таковы:
//=0 при 2=0. (2.2)

2-гТ\= - М — при « = /. (2.3)
di

tto.՝ Л — масса ударяющего тела.
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Если обозначить через k(k= —\ отношение веса уларяю- 
\ 2r.rltn /

щего тела к весу оболочки, из (2.1) и (2.3) получим

kl° U = а2 (I — v։) Л— -|- '• 1Լ при «“ Հ (2.4) 
dr \до. г /

- /Ехгде ս = | ՜ скорость распространения vnpvrojl волны в цилиндре,
г Р

Начальные условия следующие:

ди и = —
dt

-0 при / = 0. 0 Да /.
1՝ и

№ 
д!

— с при
(2.5)

/ = 0, а = /.

[ где с—скорость удара, 

ժ«»W — ----
dt

-0 при / = 0. 0 - х</. (2.6)

Представим уравнения движения (2.1) в перемещениях

(ը։ , շ dw __ 1 — v2 д-ц
до? 1 г до a1 df~

(2.7) 
շ_ձււ w I — Л d2w

г до. г2 a” dt2

Решения (2.7) будем искать, разлагая перемещения в ряды по 
малому параметру >. . 1сгк - показать, что ряд для и содержит лишь 
четные степени •>. а ряд для w— только нечетные, так что

Для 1Կ и и', . ։ имеем

֊ սՆ _ п- ^и° 

dt? до?

dt2
а2 аг ди.+ =- ֊ • г- г до.

(2.9)
Ժ-նյ

ռ- -
d*Ui  a-dw։ 1 diul 2

dt* do? г до ' dt՝1
d-wlA ։ a‘ a: dui , d2W; ।

dt2 г2 ‘u/,։ r do dt2

Условия на концах для каждого приближения будут
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"Ч>_
«/ = 0 при а —О

— (Г

при 2 = 1. •2.10)
.. ժձսէ , OU;kl-------- r a- — = kl

dt- дл ծէտ
а?
- ։ г

11ачалъные условия

/0 = 4^-=0 при է — (), 
at

и
i^=2. 4.-..

н0 = 6. Ո -—-==() при 
Ժ/

(2.1Ոէ = О, О

<>ий 
dt

при / = О. Х = /,

—'1—— = 0 при t = 0. 
dt H (2.12)

Полученные рекуррентные уравнения позволяют определить каж
дое новое приближение, если известны все предыдущие. Как видно из 
(2.9)—(2.12). для каждого приближения Ui имеем волновое уравнение, 
причем нулевое приближение, как и следовало ожидать, дает реше
ние для балки, и для ®»/+։ имеются уравнения вынужденных коле
баний.

Волновые уравнения будем решат» методом распространяющихся 
волк.

его
Для //0 имеется готовое решение балки |4, 5. 6]. .мы 

в окончательном виде
/-rtf-s

приведем

kel
— a

Հ1 Iдля () է —
a

։2.13)
м е — 1

I -<it
kcl

'о = — a
для

a
(2.14)е *

а
и т. д.

Функцию w։ определяем из второго уравнения (2.9) (2.12)н

а՛, =: —. а Г ди0 .J *տԽ 

о

а л Ч է — \է -.)(Ւ.

или

для

сг&1*Ш. —-------------
a(H + *’/=)

0 C / < - и т. д. 
a

I ■: 
ծ!е V. at rcos — — - - 

r kl
at sin — (2.15)
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Таким образом, можно найти 
второе приближение имеет вид

сг- и, --------------------
' 4akl (г2 -г k-E)

сгЧРР

cr'kl

м ։ at sin —

I — у.—at
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любое приближение. Например.

. / — at - аch-------------
kl

сг-ЕЧ*
a (rz փ Л=/2) 
t-a-a։

—1

t—a
к! е sin <lt- -f-

4a(r=-f F/=) kl
e для о</ с:-

а (2.16)

Имея выражения для /// и «՛< ь можно получить /’• и Г՝ с лю
бой наперед заданной точностью.

$ 3. Свободно опертая оболочка

Рассмотрим случай полубесконечной оболочки, край а =0 ко
торой свободно оперт и удар производится по этому концу. Как уже 
отметили, одна из групп граничных условий должна быть поставлена 
на ударяемом конце цилиндра, а вторая—на фронте ноли. Нетрудно 
видеть, что на фронте воли, если иметь в виду гипотезу иедеформи- 
руемых нормалей, будем иметь условия защемления, то есть n^v = 

dW м г»- «՛ — =’>. Для решения задачи и получения некоторых качествен
на

ных результатов делаем допущение, что на фронте также имеются 
условия опирания. Такое допущение может влиять только на коли
чественную сторону получаемых результатов (причем, в некоторых 
случаях возможно несущественно), а нас в основном интересует ка
чественная картина выпучивания, кроме того известно, что при реше
нии задач устойчивости оболочки граничные условия, как правило, 
довлетворяюгся лишь приближенно.

Полагая также, что отношение веса ударяющего тела к весу
оболочки настолько 
ПОСТИ (£—ос). для 

ачения

рные для первого

большое, что можно принять разным бссконеч- 
7'1 и Т> с точностью до •/*  включительно получим

Ehc
/1 = -------113 at \1 + v’cos •— )•
а \

vEhc atT‘i =----------cos — •
a r

прохождения волны напряжений.
Ищем решение (1.1) в виде

и = (v(/) sin ла cos/ф. 
v = У(0 sin ла sin rfi, 
к* U’’(/) sin Ха cos лр,

(3.1)

(3.2)
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где к———. ու и ո — целые числа, а Լ—такая длина распростра

нения упругой волны, при которой оболочка теряет устойчивость.
Подставляя (3.2) в (1.1). для неизвестных 4Z(0, V'(0 и №(0 

получим систему уравнений, которая в матричной форме имеет виг.

т '№—7& ^)7 = °՛ (з .3}
dt-

где Հ—векгор с компонентами ս(/Լ lz(/), Uv(n.

— . 1   - 1 ՜է՜ V ! ■ II4------- ո՝ —i— кп ֊ w.
2 2

ռ £,լ 1 1
R —------; 1 4- v ] — v, „1 _ .,շ —---КЦ ո  4--------- ձ ո* *

2
— A ո ?(>24 Л2)21 0 0 0 000

с 10 0 0 I . -Տշ = - ООО .
ր IО О X2 | I! О О /г

Критическая длина потери устойчивости но определении։ най
дется из условия [2|

где Е единичная матрица.
Наименьшее значение Լ, определяемое из (3.4), по определению 

есть критическая длина
Таким образом, для заданной скорости -»удара можно найти крн- 

гическгк длин\ выпучивания и время потери устойчивости (/=-—).
\ а/

Фактически, полученное решение дает возможность определить 
критическую длину и для конечной оболочки. В самом деле, если 
скорость удара достаточно большая (то есть больше скорости, опре
деляемой из условия I — 1}!Р), то потеря устойчивости произойдет при 
нервом прохождении волны сжатия, 1Я- </, и все полученные резуль
таты останутся в силе.

В случае, когда с такое, что при первом прохождении волны 
сжатия оболочка не теряет устойчивости, то потеря устойчивости 
.может произойти после нескольких отражений волны напряжения, 
так как при каждом отражении величина сжимающего усилия уве
личивается но ступенчатому закону. Поэтому после Q отражений для 
Т\ и Г2 будем иметь
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...• Ehc.. Հէ. / , , а at\(I -Г Си 1 — >Jcos — Ն 
й \ г /

_♦ vE/ic .. _. atTi= ---- (l-Q)cos •
a r

(3.5)

Вопрос о том. после скольких отражений произойдет выпучи- 
ание, решается следующим образом. Если для заданной скорости 
'дара данная оболочка не выпучивается при первом прохождении 

лян, то можно рассматривать удар по второму концу со скоростью 
2с и найти 1էր. Если и тогда не получится потеря устойчивости, то 
кож но рассматривать удар на ударяемом конце со скоростью 
Эг й т. д.

Таким образом, для данной оболочки и заданной скорости удара 
йдутся усилия потери устойчивости, критическая длина и врем»

пучнвзния է — — Q - - 
(7 а

Если критические усилия достигаются при четном числе отраже- 
гй, то потеря устойчивости произойдет на ударяемом конце, при 
■четном отражении на другом конце. С. появлением вмятин ударяю- 
ее тело движется за счет увеличения «мятин в том конце, где на- 
лось выпучивание, в то время как второй копен цилиндра остается 
возмущенным.

Для критической длины потери устойчивости при ударе полу- 
тСя достаточно простая формула в случае, если скорость удара 
статочно большая. В этом случае вместо (3.1) можно принять цри- 
1иженно

Eki 
а 

(I -

чЕлс
а

il уравнения устойчивости можно брать (1 .В без инерционных членов.
Пнгут математки и механики
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ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՐՎԱԾԻ ԴՆՊՔՈ1’Մ

Ա »( փ ո փ ո ւ tf

I m մ ւյիւսսւրկված է, զլանային fiu/զանթի կա րւէ-՚էւա քժ չան հար/յր,
ГР 41,Անի մի եզրն ամ րտկէչված է, (ակ մ լաս ե/չրն աղաա Լ/ ^‘ոչտ մար- 
յւն|< C ա րաւչա ի) (unf ր 'ւարէյածո/ մ կ it/անի Шаши/ եզրին: էէ տար/քած Լ
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ւ/լունի կա լանա թ լունր
արադա. fd լան

կորցնելու կրիա իկական և րկա րաթլունր տված հա Г'М1‘ 
Կրի տիկական ե րկտրւււ ի}լան հոէէքտր ստարրքած է անք,նր

հատ էւսքեկտր:
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теория упругое.։ и

В Н. МОСКАЛЕНКО

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛИТЫ

На основе применения линеаризированных уравнений нелинейной 
эрии упругости дано точное решение задачи об устойчивости тол- 
эн трехслойной плиты при условиях типа Навье на боковых гранях 
эпертый" кран). В качестве контактных условий использованы ус.ю- 
я отсутствия проскальзывания между слоями. На конкретных при
зах дано численное сопоставление результатов точного и извест
ие приближенных решений.

§ 1. Задача об устойчивости равновесия упругого тела при огсут- 
вии объемных сил сводится, как известно jl. 2]. к определению 
бственных функций и собственных значений краевой задачи для 
|н.еарнзнрованных относительно возмущений уравнений нелинейной 
оран упругости

4- £“■՝: + *н_ + L -г,' о, 
дх ду дг

'Տ֊ +^i4-^4-iCT- = 0. 
дх ду dz

(1.1)

д՝
дхду

շՀ-— + 24 JL) 
dxdz dydz)

при граничных условиях

о
v dy 'v։ dz cos ny 4

(1.2)

Ноликом обозначены компоненты невозмущенного напряженного 
1ЯНИЯ, относительно которого предполагается, что для его опрс-

•> Изисгтил Ml. серия Фи«. ин ним.. .** <> 
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деления могут быть использованы уравнения линейной теории упру
гости. Штрихи относятся к возмущениям тензора напряжений, век
тора смещений и поверхностных нагрузок.

Используя для возмущений закон Гука, получим систему урав
нений для возмущении компонент вектора смещений

. о /ди’ , dv' , dw'\ , , „ . ra , Л< t. — ս) — (-------- 1-------- p ) 4- սձ// ւ /Az = 0,
ժ.ր \ Ox ду д: /

('•֊a) + + = (1 ֊)
ду ՝ дх dy dz /

.. . д /ди՛ dv՛ , <Խ'\ , . , tQ , n
(>• I- p) I — 4-------- i------ ) -г է-ւձտ՛ 4֊ = 0.dz \ Ox dy d: /

§2. Рассмотрим устойчивость равновесия упругой прямоугольной 
в плане плиты, составленной из трех изотропных слоев. Плиту будем 
считать симметричной относительно плоскости г => 0 (фиг. 1). упругие 
постоянные >г, и, для крайних слоёв одинаковыми, а коэффициент 
Пуассона одинаковым для всех трех слоез. Кроме того, будем про 
полагать, что нагрузки р и р։, </ и qx связаны соотношениями

_ձ = £ւ. Ճ = ճ».. (21)
Н !* Н

При этом не возмущенное напряженно? состояние определится 
равенствами

=" = -Р. հ-~9. = -Հ. = 0 (2.2)
для среднего слоя и

а. = о (21
— для верхнего и нижнего слоев (фнг. 2).

В качестве условий на боковых гранях (л՜ — О, л* а, у = 0. 
у = /0 возьмем условия вила



Об устойчивости трехслойной плиты 67gBts: ՛-. ՜_— — - ւ»ւււ՛ յլճ՛ ՛1 ՜՜ * ՛■ тд^-հ . . r-rw —■=: - ■ — — — — —և- ՜-—=а-л

=6, «ր==0, <£' = (). (2.41
an

Здесь и далее штрихи опускаются; — нормальное напряжение.
— нормальное смещение. и։ - смещение в направлении касательной 

к контуру плиты. Условия (2.4) соответствуют известным в теории 
пластин и оболочек условиям Навье.

Фиг. 2.

и\
.-•֊ձ֊է'

|риравнивая 
олучим

В качестве условий контакта между слоями выберем условия 
“утствия проскальзывания. Это дает

и.\ , т»| = г! . w I =w| . (2.5)
‘.•֊//-О Դ Л О Ь-Л‘0 և-հ-О k-Zi+O

компоненты усилий на площалкахповерхности контакта.

խ »$л| . ձ\| -ձ\. , ծ\.( \.| .(2.6)
I Ս-ււ lz-Л С |; Л4-0 1?-Л~0 |г-Л4<»
[Из условий (2.6) и (1.2) найдем контактные условия для компонент 
за пряжения

= "лх . . “v.՜; = ~ys I . | հ4 . (2.7)■иуй-и I;-??-֊։։ ' j.'-fr-u Jz-A-jO |г=»А I» гг-Л+О
[Аналогично для свободной поверхности получим

^1 =0. =0, cJ =0. (2.8)
ե-ЛЧ-// ՜ և-h~J! к-Л,//

I §3. Решение уравнений (1.3) для среднего слоя будем искать в 
Виде, удовлетворяющем граничным условиям „опирания* (2.4)
|s= F(г) cos А’։л՜ sin /г2у. v = Ф (г) sin kxxcos л2у. w = Ф (г) sin k,x sin k2y.

Հ = (m„ m։=1.2---). (3.1)
I a b

Подставляя выражения (3.1) в уравнения (1.3), убеждаемся, что
■функции F, Ф. 4՜ должны удовлетворять системе уравнений
I ՜ !('• -Нх> -Н 1 — ’) յ^՜-’| /'՜-֊ (X 1 р) Ах^.Ф 4- (X փ р.) £յՓ' = 0.

I ~ (X 4 Р-) — рФ" — |(/■ -Ւ !*) А; -}֊ (1 — а) ц/г*|'Ф + (X փ и) /г2’Г' = 0,
I — (X4- н) — (X н) А.Ф* 4֊ (а 4- 2а) ՝Г” — (1 — «) иА,г‘Г == 0 (3.2)
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/ pk՝x -|> q№, \(**=*?-l*i. z=—'֊/--)■

Корни соответствующего характеристического уравнения даются йн- 
ряжениями

илв- •**»• Ն,< = -г*’ *з.б ~
Здесь

г-=г;-=А2(1 а), г֊ = А*(1—'»). •=.-֊֊'
Հ՜ր Х<Х

Общее решение уравнении (3.2) имеет следующий вид:
F (z) — (— ksat 4՜ А։«։) sh rxz 4 kxa3 sh г3г 4

4- (— А-շծյ 4- АД) ch rxz 4- AXA3 ch r3z,
Ф (z) - (A։ft։ 4 A2a։) sh rxz 4՜ A2a, sh r3z 4 ( Հծ։ 4 A2AS) ch rxz 4 Ajb3ch /у.

£.2 /.?
»F (z) = — fljchrj? փ r//achr32 4 ֊ b.. sh rxz 4 r3b։ sh rj. (3.3) 

Դ ‘ Դ
Здесь «ւ-з, &-з — постоянные интегрирования.

Для дальнейшего необходимо определить выражения для‘трех
компонент тх., ~.уг, -з. тензора возмущений напряжений:

। / k- 4- г\ \
-хг = Р ( — А2гх«։ • Ь Ах--------- ах) ch rxz 4 2Axryz4 ch r3z 4 ։

I \ G /

(A*. I - f- \
k3rxbx I Հ---------- - b\ ) sh r\z + s{։ GZ cos Axzsi։i № 1

r /
I / A2 4 r;' \

- у.- = и u Vi“t + —----- (Կ) Ch г,г ֊• 2А։гла3 ch r3z 4

/ k2 4 f j \ I4 Լ Ь\ГгЬх • k3---------sh i\z 4 2А2г3Ал sh r3zj sin k3x cos A.y, ( I)

a. = a (2A։a։ sh rxz 4 (A;! 4 r\) a3 sh r3: 

- 2A’A3ch r3z -I (A2 4 rj) b3 ch rzz1 sin kxx sin k2y.

Решения для крайних слоен имеют аналогичный вид. Для верх
него слоя вместо величин р, а(, Ь։ следует подставить р։, .4/, ft, .. 
ДЛЯ НИЖНеГО СЛОЯ — |1։, Al, Bi.

§4. Из симметрии плиты относительно плоскости s=0. а та! 
из свойств граничных и контактных условии вытекает, что возмой 
два вида потери устойчивости, сопровождающиеся, соответстве! 
антисимметричной или симметричной деформацией (изгиб и сим 
тричное выпучивание).

В случае антисимметричной деформации должны выполнят 
равенства
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/^ = 0. .4/ = Л/. Л֊֊й (/ = 1.2,3). (4.1)

Удовлетворяя условиям (2.5). (2.7) и (2.8). получим девять уравнений 
для определения девяти неизвестных а{. Ai, Bt. Критические значе
ния параметра я внешней нагрузки получим, приравнивая нулю опре
делитель системы уравнений. При этом оказывается, что определи
тель распадается па два сомножителя. В связи с этим рассмотрим два 
клучая.

1. Первый сомножитель равен нулю:

ад ՆՈՀՏ։=0. (4.2)

[В этом случае должны выполняться равенства

а.. = а3 = 0, .4.. = = О, Я, = В3 0.

Компонента к» вектора смешения обращается в пуль.
2. Второй сомножитель равен нулю:

;a4('?C,S։ UiS.C.) сЛ !-(?s,c։- 4ЙСД) ds,«»l 
+ «a’(fA>A- 4/?Տ։ր։) +

֊է֊ |С։( С,С։—1) — ■1/.Й5։5։11(2 — K)։/,s։ 4(1 ։)։Л'։Д| +

K!S,S, - 4(C,C։-1)1 |(c֊2;rz,֊.v,֊c’(i - ։)’դտ| = о. н.з)
I Здесь

et = ch A. 5/ = ֊—*— • C, = ch n II.
h

lpn этом постоянные սՀ. 41։ ՀՀ должны обращаться в нуль. 
Симметричной деформации соответствуют соотношения

,/1 = 0. д;=—.-Լ, = (/֊1,2,3). (4.4)

Удовлетворяя условиям (2.5), (2.7) и (2.8) и приравнивая нулю опрс- 
елнтель полученной системы уравнений, получим уравнение для 
Еределеиия критического значения параметра а внешней нагрузки, 
’ак и в предыдущем случае, определитель распадается на два со- 
Йжителя. и следует рассмотреть два частных случая.

1. Первый сомножитель обращается в нуль

(4.5)
Югла справедливы соотношения:

ծ^ = ^ = 0. .42=.4э = 0, £а=В,=0. (4,6)

[ответе г вующеё деформированное состояние характеризуется обра
щением к нуль компоненты «• вектора смешений.
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2. Приравнивая нулю второй сомножитель, получим
:хг ֊ 4/;од> + ggG’SjQ- и;ОД)| +

~ — 4/5гЛ) •■

՜է՜ !-' (C\£j — 1) - 4fj /}Տ։.Հյ| 1(2 — c»)J 5։< յ— ' ( I •— ;) t >i ։Xj| 4՜

4(CtC,-DHG . ֊•.-•(! ՛ ' ". ՛"՛.
Отметим, что физически»! смысл и мехи только те критические 

значения параметра а. которые малы по сравнению с единицей. Этс 
обусловлено тем, что в печи...н«г-՛ напряжении-деформированном со-

Р <1стоянии деформации имею! поря -.««к или • го есп. порядок а. 
Н Р

гогда как исходные урпин֊ния пол . ч ни в предположении. что «ти 
деформации малы.

Следует также отметить, что предположеннс (2.1) и предполо
жение о постоянстве коэффициента Пуассона • можно снять. Этс 
приведет линч, к тому, что выражения для корней характеристиче
ского уравнения г будут различными дли среднего и крайних слоен 
и несколько усложнятся уравнения (4 4) и (4.7).

§ 5. Рассмотрим антисимметрична ю (нагибную) потерю устойчи
вости толстой трехсложной плиты с мягким средним слоем, квадрат
ную в плане (а — b = 10 (А Н), Н = 0.1 • = 0.3; ; = 0.001).
Приближенный подход |3. 4| дзет дли i значение, равное? 0.00492. 
Решение уравнения (4.4) дает значение а = 0.00197.

Для плиты с жестким средним слоем (ս ծ = 10 (Л (- Н). 
77 = 0.5(7/ /7), * = 0.3. с = 0.1) ло теории [5| получаем 1 = 0.0599;

точное значение оказывается рав
ным х= 0.0631.

Результаты вычислений зави
симости точного значения а от от
ношения .и" полутолщины (//-] /■/) 
плиты к длине полуволны выну- 

о . Ччивлння — нанесены н.ч фиг. ձ 
«i

ի «- 0..Լ • = 0.000119). Минималь
ное значение оказывается равным 
։«= 0.00330. Приближенные методы 
|3. 4| (аки » = 0.00273. При 
женнас теория К. М. Муш гари |6] 

uiei знпчение a Ս.0032Ա. Критическое значение а. полученное и 
предположении что крайни» слои пластины в смысле гипотез Кирх- 
гофа-.Пява, а средний счой упругий континуум |6, 7|, оказывается 
равным ։ О.։У)315
Hhcihivj мехммики 

\Н СССР lli.ci-vnii.u 25 IV ИЮ«
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bll-IUbPS 11ԱԼԻ ԿԱ3111*ՆՈԻԹձԱՆ 1ՈԼ11ԻՆ

II. ։f փ и փ ր։ ւ մ

1հ գծային աոաձգակտնսւվք յան աեաււթյան գծա շնացված Հավասարումների 
իման վրա ստացված Լ եոաջևրտ սսւյի կայունության խնդրի ճշգրիտ (ուծումր 
Ողմնային կողերում Նտվյեի սւիսքի ե գրային ւգայմ անների գեպրում: Դի- 
Հարկված մի րանի կոնկրետ խնդիրներում բերված Լ ճշգրիտ I։ հայտնի մո- 
քավոր լուծումների արդյունրների հւսմեմատությունր;
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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОМ И

М. Л. ЗАПОЯ II

О ДВУХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ ИДЕАЛЬНОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ

В статье исследуются задачи о предельном состоянии прямо
угольной плиты и толстостенной цилиндрической оболочки.

В рассматриваемых задачах материал полагается жестко-пласти
ческим и подчиняется законам теории идеально-пластического течения 
с условием Губера-Мизеса |1 — 4]. Для решения этих задач использо
ваны результаты, полученные в статьях [5 б|.

§ 1. Совместный изгиб, растяжение и кручение прямоуголь
ной плиты. Обычная теория пластического изгиба плит основана на 
гипотезе Кирхгофа-.Ъша |1. 2, 7] и др. Не пользуясь указанной 
гипотезой, рассмотрим предельное состояние прямоугольной плиты, 
вызванное изгибающими моментами .W1։ AL, растягивающими силами 
.Vj, N2, крутящим моментом Н и касательными силами Q. приложен
ными на торнах плиты, фиг. I.

42

Фиг. 1.

Принимая в решении, приведенном н ;5|, некоторые произволь- 
ie постоянные равными нулю, получим:

для компонентов напряжений

֊ =. . - (Լ1)
1 . ։ ■

'.где
7лу=С0+С։г; (1.2)
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для компонентов скорости перемещения —

и = Лгхг 4- CjVZ 4- .40х 4 Doy,

:՛ - С\xz - S,yz + (2С0 - Ц>) х - В.у, (1.3)

V֊’ ,1յ ' Հ' ги (Л R \ -г
--------2 —2՜ ՝-------- շ—' ~ с’ ■ ՜ (՞4° ՜ ‘՜ о)

Как в этом, так и в следующем параграфе ‘.точки — символы 
производных опущены. Так что Л։, будучи произвольными
постоянными по отношению к л, у и z, могут зависеть от времени 
или от аналогичного параметра.

Принимая, например, .4^.. 0, компоненты напряжения можем 
представить в виде

. А’|2а0 . ^ + (2 г ձ,)2| . Н«в + 2^֊(1^,|21լ - • з.» ------- -т— ՛ ■ ■«
|/аг2-|- 4֊ •. Гаг։-Ь2^ -1-;

• (1.4)
_^<էՀճԼ. 3г=։Хх. = . о.
Г «г2 -|- 2?г 4- 7

где обозначены .40 = Д0.4։, Ва = /;0Да, byAv Со = с0Д։, С, = <г֊11։

ւ^1 հճ- fr} ։ ci,

3 = a0 4- ЬаЬг 4- CqCj 4 - ֊I ծ0). (1.5.

; — do ֊} ՜է ՛ tf(< ՜ (o.

Имеем следующие граничные условия: 

-ft

11

Svtfz = N\,

-ft

- rytfz = Q,
V
-ft

ft ft
nxzdz — M։. ^,zdz M.s

-ft -ft

Подставляя ;։. -v и -лу из (1.4) в (1.6) и 
ft

ft ք-, -/է • - J /згг 4-2?2 
-л

л
[ -^zdz = H.

-ft

вводя обозначения
я

Z = 0, 1, 2,

(1.61

(1.7)

находим
'^ = (2^4 *u)/0- (2 *,)/„ 
К

-V= ֊(«« 2/>o)ft. (1 -
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~ “՜
^ = <2а,4 ծ,)/,֊(24-Л,)/.,.

А •

/ - (а,+ 2ծ,)/, + (! -2i։l/,. (և9)
'Հ

~՜= ('Jo ' ei‘v ' =f-o/j4-G4- (1.10)
A! A՛

Полученная система н< шести нелинейных алгебраических уравнении 
содержит пять неизвестных постоянных. Шестое уравнение устанав
ливает сротиош ние между внешними силами, при котором наступает 
предельное состояние плиты. Из этих неизвестных постоянных три 
можно легко исключить. Определяя значения /„ и/, из (1.8), а также 
/. и L из (1.9). получим

_ 2А.. А\ - />։ (2Л\ - .V.) /..   ֊ • — - •
3k (bn — алЬ։)

/ М2л\- aii-^ai-aj
3k(h։j — лД)

/ = ֊2[։)_
1 3*Д-г/Д)

л _ (2/1Հ- .И2)-^(2AL Ч1
ЗА։ (Zr0 - <Ժւ)

причем предположено ծ0— <?Д и. Приравнивая правые части (1.12) 
и (1.13), будем иметь

Ь 2М,_Мг 2,4-Л, 2Л, \
1 2М։-.М։ 2/Vj-.V5 ° 2Л1, .и, *

Подставляя значение Ьх из (1.15) в (l.l 1), (1.12) и (1.14).

'• •'■■■ 'ч . ; ծօ)1
3k |(/Wt^aflA։> (^փ2ծ0) -<MZ1 </0Al) (2a.՝- bn)\

z (2Л1, ֊ ЛЬ) [A. (a0 4- 2b0) - Al (2a0 -j- frj]
1 3A{(/Mt -j a0/V։) (fl<f 4 2ծ0) ֊ (Af2 !• л04) (2a0+ ‘

I = ___ (2M - AJJ |MX (au -I- 2ծ0) - M, (2an4֊ ծ„)]
’ 3k |(/W։ 4- (<?04- 2b0) - (,Иа 4- a0.V2) (2an -r Հ)|

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

находим

(1.16)

(1.17)

(1.18)

В выражения для /0. /, и Л входят дяе произвольные 
йяе «0 и Ь», поэтому выражение для определяемое по 
также следуемые из (1.10) выражения для с0 и с։:

с с______

Ду же будут зависеть только от и հո Ьй.

нос гони-
(1.15). а

(1.19)
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Вычисляя значения интегралов (1.7), получим

р «//-֊J- 23А — հ У շ հ -I- ֊-у
Հ ֊ -1- In - -------- ---- ■ --------- ------- կ֊ . (1.2СИ

»/я У th* 23A-f֊7 —
1 ’

, р яЛа -J- 2[ЗЛ 4- Հ—р а//г 23//Հ- ■;/, _ ֊—

1֊ 4հ* + ^)ւ+1 + I u А < -f-

4=1" - ֊ -------------------(121)֊
Р'аЛ---23//+7— p' a/z-4- ֊

I ։

/. ^2_^|. -я/г'-’-^-23//+7 4 г-~ к да-՜ 2йГ֊\ - 
2а։ 24

/3А2423Л՜4 I д А 4-4=- 
+^1п-------------- , у?. (i.22)

->а 1 а р аА2 — 23Л4 7 — J а Л -J-----—
Ид -

Далее, делая тля упрощения некоторые 
иметь

। аЛ24 2?Л I 7 41 « h 4 
________________  1 g

I ih" 23/?.-ք֊7 — /з h —4—
I д

преобразования, будем

-гоЛ (1.23)

1(7 {- ЗЛ)/0 1֊(3S 2A)/142a/։p-r

(\ ֊ ЗЛ)/0-j (3?J дА)Л i 2д/5}’ ЗЛ’(«Л2 4 7). (1.24)

(7 + ЗЛ) /0 л (33 + аЛ) /, 4 2»/8)3 ֊

!(7֊ЗЛ;/О р(Зр-аЛ)/։ -2а/8։?= !6Л’3. (1.25)

Чва уравнения из системы (1.23)—(1.25), где /0, /։, Л даются 
формулами (1.16)—(1.18). определяют неизвестные постоянные а0 и 
Ло, а третье уравнение устанавливает соотношение между внешними 
силами.

Считая, что значения а0 и ծ0 гем или иным приближенным спо
собом определены, напишем выражения компонентов скорости пере
мещения (1.3) в виде

Z’ = 'VC 4 с։ус I- aQx 4 ^у.
•Պ

= I ։хс 4 b^yz - (2г0 — ՀՕ .V 4 Лоу} (1.26)
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9?я
х= 4. v= 4 (յ 4 ծ,) շ5 4 2сгху 4 2 խծ փ b„) z.

•՜Ն
Очевидно, что для определения .4։ и մ„ требуются данные относи

тельно скоростей перемещений.
Рассмотрим теперь более простой случай, когда толстая прямо

угольная плита подвергается только изгибу и кручению. Положим.
что ня 
же и и я 
Тогда,

торнах 
zpj. хр: 
полагая

плиты соответственно приложены нормальные напри- 
и касательные напряжения *7 (фиг. 2). где /.«sign?, 
в (1.4) д0 = h9 = co = 0. получим

‘•О’

х/г(2+/Л)
V1 ֊1- /»! 4 ծ! -р ci 

х£г3

y.k(\ 4-2ծ,)
V\ + bl + b*-\-c'i

Определяя неизвестные 
А, и с։ из краевых условий

Ь^-Р*
2P,֊Pz

37
2Pi— Pz 

(I 28)

причем 2рг — р3 0, поскольку 
<4г 4- 0, находим компоненты 
«пряжения а плите

Ту. = 0.

•7,ք — У Ру, *у — 7 Pi- ~хч —
3_. = = 0 (1.29)

и зависимость между plt р.. и у

P?-AP2֊l-^֊f-372 = 3A։.

Компоненты скорости перемещений в этом случае буду г

(1.30)

it 37

2 а1

Л1

37 
2Рх - Pz

2/>ւ~ Л
у4- 4>у.

Л-г 42ձտ_ Луг —Հյ?Հ 
2/և - Pz

(1.3!)

д= 4 Pi
Pt 2^1 Pi 2Pi֊P։

у
А

На фиг. 2 показан тот случай, когда и р2 имеют одинаковые 
паки, однако, полученные формулы верны я для /49,, < 0.

§ 2. Об одной задаче предельного состояния толстостенной 
рлиндрической оболочки. Пусть толстостенная пи 1индрическая обо- 
очка из несжимаемого идеально жестко-пластического материала 
^ходится под совместным действием приложенных на боковых сече-
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пнях 6 — ± % изгибающих моментов и растягивающих сил с интенсив
ностями М и Т, а также внутреннего давления Р и продольных си.: 
2Л'6։1, действующих на концевых сечениях г= Z (фиг. 3). При этом, 
очевидно. T = Pi\.

Фиг. 3.

Хналогичная плоская задача. когда отсутствуют продольные де
формации, исследована Р. Хиллом 13|.

Чля решения поставленной задачи используем выражения ком
понентой напряжения я скорости перемещения, полученные в [6i. 
Принимая в этих выражениях некоторые постоянные равными нулю, 
будем иметь

Г___ £ (2&б4-гг) dr _ _ . _n
J / =ք ֊ր Տ. -ь £• г
ք\

k (2so֊r г.) k (ео — 2г,)
s'+7^r+7 (21)

«»֊ 4 -4 . ։ = В. (2.2)1
г-

и - (.4 + Я) г -
г

:՛ (2/1 В) rd. w - Bz. (2.3)

Принимая Շ՝ == О и вводя обозначения А — аС, В = ЬС,

у. ֊ а2 -|- ab 4- Ь-. 3 = а 4- — Ь. 
О (2.4)

где а и ծ-новые произвольные постоянные^ выражения (2.1) (2.3) 
можно переписать в следующем виде:

r_jML_ <Р՛
J /аг4 23г"֊\ I У ՝ •“г.- — ՜քՅ — -i.- — ().

0 ; (23)
I 2?гг+ 1 ‘ |/3Н — 23г/-■- I

-- = (<' 4֊ Ь) г -а- 1 , '֊֊ - (2а 4- b) rd. = bz. (2.6)
С г С С

Используя условие из внутренней поверхности г rit получим 
74 = Р. Тогда, вычисляя интеграл для выражения будем иметь
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I 23г? 4-1 — Зг? ; I Г-' 
}ЛТ< — 23г«4- I՜ — Հ

;.с I пг? — 1 + ) х Г;------ 4=-
--^=-1п--------------------------------- Iх «

' 2 I շ^—Հճր^ •՛. I 4֊ | Т н-------Լ_
> 3

I Из условия на внешней поверхности =, (rj = О находим

(2.7)

(водя обозначения

Р - \ ~ ^г' — 1 >
Ji-' -■ ■ . (2.8)

р- յ , I 28ր=-Ւ1 + ր ։/•- -^-
I dx 1 . ՜ [а ,л л\ - . ——— — —֊-- In ------------- 1--------------------------- ----- • (2.9)
J.j ах2 —23х • i | а յ 7Л. . .Հ । ք зг 
г» | а

I

, f dx , каг*-2?г24-1-Зг> j 1 ր-,
I ■;■<- ■■ In ՚ "'Ն ՜ ՜՛ ---------------■ J I .r= — 23л-֊? 1Հ7.Հ 28r= L 1 *r’+l r-

получим

(2.11)

и

вставляя выражения -?о и ~г из (2.5) в соотношения 

;г
֊- М. | ^rdr X (2.12)

лспи.п/зуя в ходе преобразования (вухкратных интегралов равен- 
во (2.8), находим

9 И
"к =ՀՀ-1)/0 + ?1,-ք^

9.V Ч (213)
֊ր=րք(?/0^/£) 

հ ձ

j? введено новое обозначение

xdx _ I «rt—2։зг$-м —1Հ«ր; — 2p;T"i
Уала~23х+1 а
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0 и 23r|-f- I -L|/3 r|----- -L-

՜' -In - - ■•— ------------------Ц—- (2.14)
1 ir' %r?± ! Հ- 1/ a r* —1' 

Систему уравнений t2.Il) и (2.13) преобразованием можнопри
вести к более простым выражениям

I I -1 ՜տր’՜֊^2խ-ք՜՜1 -23 <2'Y ZL?rlL
’ * 3kb

(2.15)2k) ■ 1 зь f

I '7rj -2V-4-1 I Г-

lz aH — ՜շՅր^-է֊ 1 — Տրշ -- 1 r\

[ 23*(2/V -Prj) ?(2/W Prf) P|
=expl—------------ -k—Ժ (216)

1 1-/14 - (2Л, _ Pri) 2M _Pr, I
—= exp------------------------------------------ |

k'irf - 2^Հփ H-|/ ar*-------L- 1 3kh k
’ 1 1 /a (2.17)

Таким образом, получена система из трех алгебраических уравнений 
(2.15) (2.17). содержащих два неизвестных а и Ь. Третье из этих 
уравнений дает соотношение .между Р. Л! и V. при котором насту
пает предельное состояние оболочки.

Отметим, что условие

Т, (2.18)

как нетрудно проверить, удовлетворяется тождественно.
В случае отсутствия продольных деформации появляется поверх

ность разрыва. Принимая б выражениях (2.5) b 0, получим

гг — D ± 2k In г, го Ն±2հ. й{ \ k (2.19)

Принимая D различным на разных сторонах от поверхности разрыва 
г - г„ и удовлетворяя условиям 5г(/у) = — Р. 7z(r2)-=0. ez(r0 —0) = 
- =г(г0 1-0), находим формулы

֊ր=-2/?1ո֊Ն 3f. 2/г(1-1п^. դ<րՀր.. (2.20)

=z= — Р-2А1п—. co- -Р l-2*(l 4-In— Y r։ r r0.
X. G /
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_ р 
----------- 4* 

го = Г г։г։с‘

полученные Р. Хиллом |3]. Как в первом, гак и в этом параграфе 
пренебрегаете»! изменение геометрических размеров тела в ходе де
формации.

нститут математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 24 VI 1964

II Ա, ԶԱԴ11«111.

1''|1։1и1М|ИЪ Պ1.11.!1Տ1ՊՈ1Փ-;11.Ն Տ1։111114>-:;ԱՆ ЬИНН» 1սՆԴ1՚ՐՆ1;ՐՒ 11Ա11ԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

'Կախորէք ■'.ուրք աձնԼրամ uitniigi/itii' ււ/յաքէէոիկ ո ւ//յուՆ in ե и tt tf.l յ ան հավա
սարումների tf ասնաէ( որ րռձ ու if ների Հիման վրա կտււ tn tj •( ում են երկու Նոր 
իՀւ.է/իր: . էի / ո ւ հ) ո. մ 1 ձ ր: lj.il.ttl ին էէք ա ր ա է; ր Ш ՛ի ու մ ntun է մն Ш и ի րէք ո է մ >, mqqwh- 
կյուն սայի սահմանային վիճակր. հրր նրա մրա ա՚դղոէմ ձհ ձէքող tn<Jhp, ծոող 
4 պորոէէ մոմենտներ։ տուպին, այնպես Լյ երկրորդ էէյարագրսմիու մ
էէււու.մնտ սիրվոէ[ խնդիրներում րն qnէնվում Լ , որնjnlffl t անսեդմելի Լ և ենթարկ
վում I. ^ուրեր֊ք/ իէքեէէի пцш n ուիէրո թ յան պայմանին: Ii ր I/ր п ր q որորադրա- 
‘{‘Ոէէք ւյիտարկվում էշանային ՝,աոտ J!ա՚չւսնի'ի համաւոեւչ ծււման ե ձւրքան 
խնղիրր ' qi>. Յե
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АРМЯНСКОЙ ССР

Фнзнко-математцческие науки

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

К. С КАРАПЕТЯН

ВЛИЯНИЕ ДЛИТЕЛЬНОГО СЖАТИЯ НА ПРОЧНОСТЬ 
И ДЕФОРМАТ! IBIIOCTb БЕТОНА

Исследованию влияния длительного на1ружсния на прочность и ин
формативность бетона посвящены работы V В, Саталкииа и Б. А Сен 
ченко |8]. Р. .Термита |7|. II. И. Катина |6). автора настоящей работы 
[5| и других.

Исследования автора [5] показали. ч го длительное кручепи Гм-։ •• 
на, когда интенсивность напряжения л момент нагружения нс превышает 
0.6—0.7, практически нс оказывает влияния на конечную прочность бет ч 
на на кручение. При более высокой интенсивности напряжения .uu։tv.i . 
ное кручение приводит к некотором} по ижеинк։ прочности бетона. I ։ к. 
например, при интенсивности напряжения 0.9 понижение прочности со
ставляет примерно 20%.

Длительное кручение качественно и количественно влияет и на дс- 
форматкввость бетона. Когда в .момент приложения иительной нагру ։■ 
си интенсивность напряжения не превышает 0.75, эго приводит к умень
шению деформаций кручения бетона, а три более высокой интенсивности 
напряжения имеет место обратное явление.

Настоящая работа посвящена исследованию влияния ьтительног- 
обжатия на прочность и цеформативность бетона при сжатии в завиги 
мости от интенсивности напряжения и возраста бетона к моменту дли 
гельного нагружения.

§ I. Методика исследования

В работе [4] нами были принесены результаты иеелелования 1инен 
ион и нелинейной ползучести бетона при сжатии е учетом фактора сть 
рения бетона. В работу вошли результаты большой серии опытов, в ко 
торых наибольшая длительность нагружения для образцов, нагружен
ных в молодом возрасте (՜ 7 дней), тог щ составляла 285 дней. Оди; 
ко. после этого все образцы продолжали оставаться под нагрузкой и ве
лись наблюдения за их дальнейшими гсформациями. В дальнейшем, н- 
нимо образцов, нагруженных длительной нагрузкой в возрастах 7. I I. 
29. 95 и 185 дней, были нагружены образцы в годичном возрасте.

Опыты были поставлены над тяжелым бетоном, мелким заполните
лем которого являлся кварцевый песок. а крупным заполнителем ба-
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зальтовый щебень. В качестве вяжущего был применен 
марки ֊100. Состав бетона приведен в табл. I.

портландцемент

Таблица I

Coci.w։ бетона 
по весу

Расход материалов на 1 ,v’ в кг Объемный вес бе
тона н месячном 
возрасте и х'г/.м’немец? песок щебень ' вола

14. 70:3.53 230 1001 811 187 2230

Опыты были поставлены на цилиндрических образцах диаметром 
К) гл.՛, высотой 60 см Образцы бетонировались в металлических разбор
ных формах. Приготовление бетона производилось вручную, а уплотне
ние на виброплощадке при продолжительности вибрации 15 секунд. 
Образцы освобождались օւ форм через один сутки и далее хранились в 
помещении, где 'Г-20 5 с, а относи тельная влажность Р=80 10%.

Всего было приготовлено 5 замесов бетона и изготовлено 250 пил пи
фических образцов и соответствующее количество кубиков размерами 
ребер 10 глг.

Количество длительно нагруженных образцов, их возрасты (•■). на
пряжения II относительные напряжения в момент длительного нагруже
ния приведены в табл. 2. Одновременно приводятся и прочностные харак
теристики бетона в различных возрастах.

.'linii .iT о нагруженных обраицах
Таблица 2

н днях А** в кг с.и- Иаи кг см
/г..՜

5 в кг.'слг Количество

1 2- з 4 ■> 6

7 86 41.2

0.25
0.50
0.60
0.75
0.90
0.95

10.3
20.6
24.7
30.9
37.1
39.1

3
3

4
1

14 105 52,9

0,25
0.50
0.60
0.75
0.90
0.95

13.2
26.4
31.7
39.7
47,6
50.3

2
3
3
3 
3

1

29 132 64.3

0,25
0.50
0.60
0.75
0,90
0,95

16.1
32.2
38.6
48.2
57.9
61.1

3
3
3 
3
3
3
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֊’ г 4 S- 6

95 113 74.9

0.25
0,50
0.60
0.75
0.90

18.7
37.4
44.9
56.1
67.4

3
3
3 
3
3

185 111 73.3

»

0,25 
0,50 
O.fO 
0.75 
0.90 
0.95

19.6
39.2
47.0
58.7
70.5
•74,4

3
3
3
3
4
2

3G5 Ш 86.0
0,25
0,50 
0.60 
D.7՜»

21.5
43,0
51.6
64.5

3
3
3
3

После разгрузки образцов из-под длительной нагрузки и наблюде
ний зп восстановлением деформаций ползучести нее образны были испы
таны под кратковременной натру жой с цел .ю изучения влияния Мигель֊ 
него сжатия .ча цилиндрически ю пр։ iHucii, и деформ.чтиг.иость бетона 
Одновременно были испытаны и образны которые н- находились иол 
длительной нагрузкой, а были вредна шелепы для Определения уча ՛■՛։֊ 
щ.1х деформаций.

Образны, на։рсж« иные в возрасту 18$ были pja пр;, .-м 1.........
стям через 571 и 782 диен.

При испытании цилиндрических образной до разрушения нагрузка 
повышалась ступенями и после каж.чоп ступени брались ол՝ч-, гь ՛՛ при
борам. измеряющим продольные деформации Пол каж ioii ступенью на
грузки образец выдерживался лини, па нремя, необходимое для взятия 
отсчетов по приборам, измеряющим ։еформации

§ 2. Влияние дли тельного сжатия на цилиндрическую 
прочность бетона

Результаты испытания цилиндрических образной приведены в 
։бл. 3.

В табл. 3 для каждого возраста бетона к моменту длительного 

й'ружения (т) и относительного напряжения (-- ) приведены как 
\ r?։iz

илиндрическая прочность бетона, так и ее отношение к цилиндри- 
гской прочности соответствующих образцов, которые не были по., 
тнтел ьио й натру зкой.

Рассмотрение данных таблицы показывает, что независимо от հ цн- 
нндрическая прочность бетона с увеличением относительного папряже- 
ия в момент длительного нагружения повышается. Однако, в больший- 
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стве случаев это повышение нс превышает 10% и только в отдельных слу
чаях тоходит до 19%. Вместе с зтим к некоторых случаях прочность дли
тельно обжатых образцов получилась меньше, чем усадочных образце®. 
Понижение /?п наблюдается у тех образцов, которые испытывали ма
лые относительные напряжения, что никак нельзя приписать влиянию 
1лптельного обжатия.

Влияние длительного сжатия из цилиндрическую прочноси. бетоиа
Таблица 3

Ншрисг 6е- 
ннгй к мо
чен IV ДЛИ- 
.ельнио из- 
। ;»v>icei«։iM (г) 

В ДЯЙЙ

Возраст бе
той.ч к мо
менту ИСШ.1- 
глиня (:,) в 

днях

Продолжи
тельность 

приложения 
нагрузки (Л 

в .пых

Цилиндрическая прочность бетона (/<?։<) п 
кг । ir при огиоенгелыюм напряжении и мо

мент длительного нагружения

0 0.25 0.50 0,60 0.75 0,90 0,95

963 520 105
1.00

99
0,94

106

1,01
102

0.97
113

1,07
112
1.06

115
1.09

1-1 960 018 107
1.00

108
1,01

95 
0.89

106
0,99

106 117
1,09

21Ճ
1,06

2Э 966 ՜՚05 107 
коо

101_
0,94

104
0,97

Ю5
0.98

по
1,03

109
1.02

10»
Fol

95 966 -147 106
Լ00

123
1.16

122
1.15

122
1.15

125
1,18

127
1.19 । li

185 969 571 106
1,00

J19
1.12

112
1,05

116
1.09

120
1.13

117
1.10

222
1,15:

185 1173 782 J04
Г,00

112
1.07

П2
1,07

116
Гп

115
1.10

118
1,13

—

365 1123 539 109
loo

— 106
0,97

117
1,07

118
1,08

—

•I 
>

Наблюдаемое повышение и понижение цилиндрической прочности 
бетона находится в пределах точности опытов, гак как необходимо 
учесть, что испытывались обра шы, отношение высоты которых к диамет
ру составляло б,

В н ore рассмотрения результатов изучения влияния длительного 
тжагпя на прочность бетоиа можно сделать тот важный вывод, что дли- 
д-лын.ч- сжатие бетона даже напряжением, близким к пределу прочности, 
с iipiiiio. in к 'Снижению прочности бетона. Причем сказанное относит

ся 1.чже и к тому случаю, когда бетон нагружен в старом возрасте.
В наших опытах ни один образец, 1ажс нагруженный в старом воз

расте высоким отдоентельпым напряжением, нс разрушился. Это позв.о-
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лист •՛!*/.■ тит1». что длительная прочность бетона при сжатии в большой 
мер։ ; .висит от возраста бетона к моменту длительного нагружения и от 
интенсивности нарастания прочности бетона во времени.

Как уже указывалось, образцы, которые были нагружены длитель 
noii нагрузкой в возрасте 185 дней, были разгоужеиы по частям через 571 
т 782 дней. Как ни :но и ;пбл. 3. болег шит.ное пребывание образцов 
IK’.i нгрузкой практически не оказало влияния на цилиндрическую проч
ность бетона.

§ Հ. Влияние длительного сжа։ия на деформа i явное и. бетона

На ։риг. I и 2 приведены кривые деформации цилиндрических бетон
ных о’՜разцов после их разгрузки и испытания до разрушения. Одновре
менно приводятся и кривые деформаций усадочных образцов. На ука- 
33MI; < фигурах каждый график соответствует одному возрасту бетой:, 
ь моменту длительного нагружения (՜ }. Рассматривая график для ֊ 
-7 лк и, видим, что все кривые вогнутостью обращены к осн деформа
ций Причем чем больше относительное напряжение; в момент ыитель- 
иого ••.•гружения, тем выше расположена кривая

К .'твенно аналогичная закономерность деформаций имеет место 
и для тех образцов, которые соответствуют ՜ 14 дней. Разница заклю
чается лишь п том. что в этом случае зависимость между напряжениями 
л 1еф|-| маниями для образцов, нагруженных отши тельным напряже
нием 0.9 уже выражается линейной зависимое։ыо. При >том нижии։ 
учас’оь рямон ^формаций проходит ниже нсех остальных кривых де- 
форма ■ н а затем с повышением напряжения пересекает все кривые и 
.алы -снимает положение выше всех.

Дальнейшее увеличение возраста бетона к моменту нагружения 
(“) ip։.■ . нт к еще большему уменьшению кривизны кривых деформа
ций и даже к тому, что при ՜ 29 дней кривые деформации образцов.

ютк1 тс кующие относительным напряжениям 0.75 и 0,9, изменяют свою 
j-j'iiBi;. IV и вогнутостью обращаются к оси напряжений. При этом ниж
ние у ч’И кривых гем больше отходят от кривой деформаций усадоч
ных об . ;цов к оси напряжений, чем больше относительное напряжение.

Качественно такая же закономерность деформаций имеет место и 
для теч образцов, которые были нагружены и более поздние возрасты. 
Разница заключается лишь в том. что ։ увеличением ՜ расходимость крп

ых деформаций, соответствующих разным • увеличивается. Одно 
<41

реме; , цмшчивйется и кривизна тех кривых, которые до определеи- 
ых I՛ :.՛ : - женин своей вогнутостью обращены к осн напряжений

Следует также отмстить, что когда начальная зависимость между 
заряжениями и деформациями бетона выражается прямой или кривой, 
«гнут тью обращенной к оси напряжений, го такая зависимость сохра
нен"! ՛ определенных напряжений, после ч> го ^формации начинают 
асти " к’трее, чем напряжения, и начальные закономерности деформа
нн изм< 1Я1<хгся. На последнем этапе нагружения зависимости между
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напряжениями и деформациями но характеру опять представляют кри
вые. однако, уже вогнутостью обращенные к оси деформаций.

Таким образом, как вч шм, длительное сжатие хотя и не оказывает 
заметного влиянии ня прочность бетона, однако ее влияние на деформа- 
тнвность весьма существен։to. Длительное сжатие приводит не только к 
количественным изменениям деформаций бетона, но и к существенным 
качественным изменениям закономерности деформации бетона.

На фиг. 3 и 4 приведены те же кривые деформации 6։ гона, однако 
в >том случае каждый график соответствует одному значению относи
тельного напряжения, но разным возрастам бетона к моменту длитель
ного нагружения.

По графику, соответствующему относительному напряжению 0,25, 
как общая закономерность, следует, что чем старее бетон к моменту дли
тельною нагружения, тем меньше деформации. Начиная с относитель
ного напряжения 0.5. эта закономерность изменяется, и с повышением от
носительного напряжения деформации бетона возрастают.

Как видно из фиг. 3 и 4, с увеличением относительного напряжения и 
возраста бетона к моменту длительного нагружения изменяется и харак
тер кривых деформаций.

§ 4. Причины влияния длительного сжатия 
на информативное!ь бетона

В § 3 нймн были рассмотрены результаты исследования длительно? 
сжатия на деформятиввость бетона. При этом были установлено, что 

..литсльное сжатие в зависимости oi интенсивности напряжения ւ возра
ста бетона к момент} длительного обжатия может привести к следующим 
трем характерным закономерностям деформаций бетона.

I Кривая швисимости между напряжениями и деформациями вог
нутостью обращена к оси ц-форманий:

2 Зависимость между напряжениями и деформациями до опреде
ленного напряжения линейна, а выше выражается кривой, вогнутость# 
обращенной к оси деформаций;

3 Кривая зависимости между напряжениями и деформациями до 
определенного напряжения вогнутостью обращена к оси напряжений, а 
выше вогнутостью обращена к оси хеформапнн.

Как известно, с момента длительного нагружения в бетоне развива
ются (.(֊формации ползучести, которые в зависимости от различных фак? 
торов могут в несколько раз превосходить соответствующие упруго-мгио- 
венньн. деформации. Поэтом} влияние длительного сжатия на деформа- 
тивность бетона, очеви то. тесно связано с закономерностями ползуче
сти бетона.

Многочисленными опытами установлено, что щ определенных напря
жений имеет место линейная ползучесть, а выше нелинейная ползу
честь.
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Наши исследовання [ 3 J показали, что напряжение. г;ри котором кон
чается линейная область и начинается нелинейная область ползучести 
бетона, в большой мерс зависит от возраста бетона к моменту . нтсль- 
ного нагружения. При этом чем моложе бетон, тем больше то напряже
ние, при котором кончается линейная и начинается нелинейна : область 
ползучести. Молодой бетон, находясь под длительной сжимающей на
грузкой. в начальный период может претерпевать нелинейную ползу
честь. а спустя некоторое время линейную ползучесть.

Как известно, О. Я Берг установил, что при обычных кратк» времен
ных испытаниях бетона с наступлением определенною напряжет ■ ւ /Ъ в 
бетоне, появляются разрывы, мпкротрещнны. развит и», которых с : ззыше-
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пнем напряжения приводит к разрешению бетона ( I ]. Первые микротре-
:шины были обнаружены при напряжениях, составляющих примерно
0.55—0.6 от предела прочности бетона. Однако, последующие исследо
вания ? Я. Берга показали, что напряжение/?/, характеризующее нача
ло разрушения бетона, зависит от призменной прочности бетона [2]. 
Чем прочнее бетой, тем больше /??•.

Согласно О Я. Бергу, полная деформация бетона при сжатии состо-
аз следующих ня; и компонентов

£ — -о Я- -I- Տշ,

где начальный участок развития деформаций: sj. — упругие де
формации: — деформации ползучести, то есть деформации, разви
вающиеся во времени без нарушения сплошности бетона; - пла
стические деформа дин второго рода, связанные с развитием (при 
е R ) несмыкз? :ц;:хся микроразрывов; зг — псевдопластические де
формации, которые имеют место при высоких напряжениях, когда в 
результате разрастания микроразрушеяий образуются внутренние раз
рушения [2].

Е работе [3] мы. основываясь на исследованиях Е Френсннс [ 10]. 
А. Е Шейнина Г 1 ]. И. И. Улицкого (9], О. Я Берга fl] и на наших нс 
следованиях, пре сложили обобщенную гипотезу механизма ползучести 
бетона Согласно >той гипотезе, ползучесть бетона до напряжения 0,6 от 
предела прочности бетона является следствием как вязкое гл гелевой 
структурной составляющей цементного камня, так и капиллярных явле
ний. .ч три более высоких напряжениях cine и следствием появления и 
развития микротрещин в бетоне.

Появление՝.! и развитием микроiрешил нами обьяснялось нарушение 
линейной зависимости межд\ напряжениями и деформациями ползуче
сти [31 В дальнейшем наши более обширные исследования полностью 
Подтвердили ранее с деланные нами выводы и дали возможность сделать 
ряд новых ценных выводов [4 ]

В начале данного параграфа мы отметили те три разные по харак
теру закономерности деформаций бетона. которые получились при иены 
тапни шительно обжатых цилиндрических образцов после их разгрузки 
Перва из них выражается кривой, вогнутостью обращенной к оси 1< - 
форманнй. Как уже было показано, такую закономерность деформаций 
имеют образцы, которые были загружены 1лктельной сжимающей на
грузкой н возрасте 7 гиен вплоть до относительного напряжения 0.95. ;. 

н>. t|. .л՜;14 дне։; 0.75 Что касается образцов, нагруженных в вОЗра 
Ьте более 14 дней, то такую закономерность деформаций имеют все те 
՛>:'>։>. ,ш. для которых относительное напряжение :՛. момент их длитель- 
10г. нагсужения составляло не более 0.5—0.6 от предела цилиндрическое 
։роЧг ;ти бетона

1 ..бл. -I приведены изменения относительных напряжений в дли-
1г>груж< нелх обра щах во времени благодаря нарастанию проч 

посте -тона во времени. Как видно из табл. 4, нарастание прочности бе
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тона во времени приводит к заметному падению начальных высоких от
носительных напряжений в случае нагружения бетона в молодом возра
сте. Так, например, при հ 7 дней относительное напряжение 0.9 уже 
на 29-й день падает до (иачения 0,577. В результате падения относитель
ного напряжения ползучесть, обусловленная образованием и разднти՛ ч 
микротрещин в бетоне, затухает и далее ползучесть, в основном, протека
ет за счет вязкости геля и капиллярных явлений

нсисдствие нарастания прочности бетона

Таблица 4
Изменение относи гел нчх напряжении и ллиге.п.по обжатых образцах во воемеии

А1,, в 
кг с.ч- - տ Ո

.'.Հ' Г-Н
Относи 1 елыюе напряжение, при возрасте бетели

11 тпеи 29 ДНеЙ 95 .mell 185 дней 1 год 3 года

10.3 0.25 0.195 0.160 0.137 0,131 0.120 0,095
20.6 0,50 0.3!0 0.320 0.274 0.252 0,240 0.190

41,2 21.7 0.60 0.467 0.384 0.329 0.315 0.287 0.227
30.9 0.75 0.585 0.480 0.411 0.393 0.360 0.285
37.1 0.90 0.701 0.577 0.495 0.474 0.431 0.341
39.1 0.95 0.739 0.609

•?։ 
Զ

 

о

0.5015 0.455 0.360

13.2 0.25 _ 0.205 0,176 0.168 0.154 0.122
26.4 0,50 — 0,410 0.352 0.337 0.307 0.243

52.9 14 .тлей 31.7 0.60 — 0,493 0.423 0.405 0.369 0.292
39.7 0. .՚5 — 0,615 0.530 0.507 0.461 0.365
47.6 0.90 — 0.740 0.635 ОДИН» 0.553 0,438
50,3 0.95 — 0,782 0.672 0.642 0.585 0,464

16.1 0.25 _- 0.215 0.205 0,187 0.148
32.2 0.50 —• — 0,430 0.411 0,374 0.297

64.3 29 дней 38.6 0.60 — —• 0,515 0.493 0,448 0,356
48.2 0.75 — — 0.641 0.616 0.561 0.445
57.9 0.90 0.773 0,73!» 0,673 0.533
6... 0,95 — 0,610 0.780 0,710 0.363

18.7 0,25 _ Հ 0.239 0.217 0.172
37.4 0,50 — — — 0. 178 0.235 0.345

74.9 95 дней 44.9 0.60 —— 0.573 0.522 0.413
56.1 0.75 — — — 0.717 0,652 0.517
67,4 0.90 •5" — 0.861 0,784 0,621

19.6 0.25 _ 0,228 0.180
39.2 0,50 — — — 0.456 0.360

78.3 185 лчеи 47.0 
■

0.60 
0,75

—
—*

0,546
0,682

0.433
0,540

70.5 0.90 — — — 0.820 0,650
7.1.4 0.95 — •— — 0.865 0,686

21.5 0.25 — _ _ 0.198
86.0 1 год 43.0

51.6
0.50
0,60

—
_ _

— — 0.396
0.175

64,5 0,75 — - — — 0.594
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Таким образом, изменение .«формативных свойств молодого бетона 
в результате длительного обжатия, в основном, является следствием ли
нейной ползучести бетона за счет вязкости геля и капиллярных явлении 
Линейная ползучесть приводит к уплотнению структуры бетона, причем 
уплотнение тем больше, чем больше относительное напряжение в момент

>:т՛•.։'упого нагружения бетона: Именно этим следует О^ъйеТцгть то яв 
ленис, что на фиг. I кривые деформаций длительно обжатых образцов 
расположились выше кривой деформации тех образцов, которые не были 
под длительной сжимающей нагрузкой, причем тем выше, чем больше 
было относительное напряжение в момент длительного нагружения. <’ 
повышением относительного напряжения уменьшается и кривизна кри 
вых деформаций.

На основании вышеизложенного нетрудно заключить, что характер 
кривых деформаций длительно обжатых образцов в данном случа՛ 
,(л=7 .'.ней) качественно сохранился обычным, так как ползучесть а 
счет образования и развития микротрещйп в бетоне имела скоропрохо- 
лящий характер и поэтому не успела оказать свое отрицательное влия
ние на деформативность бетона.

То же самое явление мы наблюдали и в том случае, когда образцы 
были нагружены длительной нагрузкой в возрасте 1-1 шей относитель
ным напряжением до 0,75. Однако, кривая деформации образцов, для 
которых относительное напряжение составляло 0,9, уже качественно име
ет яру։ ой характер. В этом случае, как уже указывалось, закономерное։ ь 
деформаций чо определенного напряжения линейна, а выше выражается 
кривой, вогнутостью обращенной к осн деформаций.

Мы пока воздержимся от рассмотрения причин, приводящих к такой 
закономерности деформации и сперва рассмотрим тот случаи, когда за
висимость между напряжениями и деформациями бетона в результате 
длительного сжатия представляет кривую, причем до определенного на
пряжения вогнутостью обращенную к оси напряжений, а выше к оси де
формаций. I [сдобную закономерность деформаций имеют те образны, ко

торые были нагружены длительной нагрузкой в возрастах 1’9 и 185 дней 
и I год относительным напряжением более 0.6 (фнг. I и 21. Причиной 
«того несомненно является ползучесть бетона вследствие образования и 
развития микротрещин. отрицательное влияние которого на деформатпв- 
рость бетона увеличивается с увеличением Объясняется это тем, чт»> 
чем больше тем меньше дальнейшее нарастание прочности бетона ко 
времени, а поэтому н меньше падение начального высокого относитель
ного напряжения. А сохранение высокого относительного напряжения 
Приводит как к более длительным, так и большим деформациям ползу 
чести за счет образования и развития микротрешин Именно с ним свя
зано то. на первый взгляд, необычное явление, что кривая деформаций 
длительно обжатого бетона н> определенного напряжения вогнутостью 
обращена к оси напряжений, а выше вогнутостью обращена к оси дефор
маций.

Как известно, в момент разгрузки бетона из-под длительной нагруз-
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ни мгновенно восстанавливается часть упругой ^формации, а далее ни 
времени — час՜’, деформации ползучее!и, Восстановление деформаций 
вызвано тем, что в момент длительного нагружения заполнитель бетона 
деформируется лишь упруго, а поэтому при разгрузке стремится восста
новить свою первоначальную форму, однако этому препятствует затвер
девший во времени цементный камень. Но этой причине имеет место не 
полное, а частичное восстановление деформаций.

фиг. 5.

Обратимость деформаций зависит от большого количества факторов, 
из числа которых одним и. важных является величина напряжения, в за
висимости от которого, как уже отмечалось, может иметь место линей
ная и нелинейная ползучесть.

В рассматриваемом нами случае, поскольку имела .место нелинейная 
ползучесть, в момент разгрузки бетона и в дальнейшем, помимо обрати
мых деформации ш счет юфпрмаций унруго-нгформиронавного заполни-
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я. частично восстановятся и тс деформации ползучести, которые яв
ился следствием образования и развития микротрещин. При этом про- 
խ ит смыкание микротрещин, которые нарушили сплошность бетона, 

зко, вполне понятно, что при повторном нагружении такого бетона 
1МГ:(ощей нагрузкой его деформации до определенного напряжения бу- 

ладываться из упругих информации и деформаций за счет раскры- 
[рокее образовавшихся микротрещин. При этом с повышением иапря-

микротрещин1Я сопроткнляемосп раскрытию будет возрастать до
мента, пока наступит то относительное напряжение. которое было 

не в момент его разгрузки из-под длительной нагрузки, к которой
он уже приспособился r период длительного нагружения. Вот та ос-

1Я причина, которая привела к рассматриваемой нами закономерно- 
еформацяй длиюльно обжатого бетона, когда связь между напря
гши и деформациями ю определенного относительного напряжения 
г вид кривой, вогнутостью обращенной к оси напряжений.
СТИВ АН, cvpltn ф>п.*м;и. наук, X: Ճ
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О.тако, как только относительное напряжение благодаря дальней
шему повышению сжимающей нагрузки превысит то относительное на
пряжение, которое испытывал бетон в момент разгрузки из-под длитель
ной нагрузки, микротрещины получат дальнейшее развитие и наступит 
разрушение. По этой причине на последнем этапе начальная закономер
ность деформапин изменяется и приобретает вид кривой, вогнутостью 
обращенной к оси деформаций

Теперь, когда мы выяснили причины первой и третьей характерных 
закономерностей деформаций’длительно обжатого бетона, нетрудно 
объяснить и причины второй характерной закономерности, которая до՛: 
определенною напряжения представляет прямую, а выше—кривую, вог
нуто к оси деформаций Указанная закономерность есть нечто среднее 
между двумя ранее рассмотренными закономерностями деформаций тлп- 
тельио обжатого бетона. Поэтому ясно, что в зависимости от различных 
факторов сочетание положительной роли ползучести бетона ;а счет вяз
кости геля и капиллярных явлений, а также отрицательной роли ползуче
сти за счет образования и развития микротрещнн может привести к та
кой за коно мерности.

На фш. 5 и 6 приведены кривые изменения модулей деформаций в- 
зависимости от напряжения длительно обжатого бетона. На фиг. 5 каж
дый график соответствует одному возрасту бетона к моменту длительно
го nai руження. а на фиг. (> одному значению относительного напряжения.

На основании фиг. 5 и 6 можно получить более наглядно* представ
ление о влиянии длительного обжатия па деформативиость бетона

В ы в о д ы

1 Длительное сжатие практически не оказывает влияния на проч
ность бетона даже в тех случаях, если бетон нагружается в старом воз
расте относительным напряжением 0.9— 0.95.

2. Длительное сжатие оказывает существенное влияние на дефер- 
мативность бетона. В зависимости от величины напряжения и возраст.) 
бетона к .моменту длительного нагружения, длительное сжатие может 
привести как к уменьшению, так и к увеличению деформаций бетона.

3 Влияние длительного сжатия из деформативность бетона обус
ловлено ползучестью бетона, которая в зависимости <н велнчи: и напри- 
женин и возраста бетона к моменту длительного пагру жения м* .кет быть 
линейной и нелинейном,

4. . Чиненная ползучесть бетона при сжатии, независимо от возраста-: 
бетона к моменту длительного нагружения, приводит к уплотнению бе
тона и гем самым к уменьшению его деформаций. Ум. ih.iiiv ш- 'форма
ций тем больше, чем больше относительное напряжение в момент дли
тельного нагружения бетона.

5. Нелинейная ползучесть в зависимости от возраста бетона к мо
менту длительною нагружения и величины напряжения может привести! 
как к уменьшению, гак и к увеличению деформаций бетона.
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Уменьшение деформаций имеет место в том случае, когда бетон на
гружен в молодом возрасте. Интенсивный рост прочности бетона во вре
мени приводит к быстрому падению начального высокого относительного 
напряжения и гем самым к затуханию деформаций ползучести за счет 
образования и развития микротрещни в бетоне, которые обуславливают 
нелинейную ползучесть. Вии iy скорой роход я шего характера, нелинейная 
ползучесть не успевает оказать своего отрицательного влияния на де
фор мативнос! ь бетона, а если и успевает, то оно компенсируется положи
тельной ролью линейной ползучести.

Увеличение юформацин имеет место в том случае, когда бетон на 
гружен з зрелом возрасте -В этом случае дальнейшее нарастание проч
ности бетона во времени уже не столь существенно, чтобы смогло бы за
метно уменьшить начальное высокое относительное напряжение и тем 
самым привести к затуханию деформаций ползучести вследствие обра
зования и развития микротрещни. Поэтому основным фактором, опре
деляющим деформации бетона, уже становится ползучесть, обусловлен 
на я образованием и развитием микротрещни, так как положительное 
влияние линейной ползучести па деформативиость бетона уже iiv мож< ; 
полностью компенсировать отрицательное влияние ползучести за счет 
образования и развития микротрещш: По этой причине чем больше на 
пряжение, тем больше деформации длительно обжатого бетона.

6. Длительное сжатие приводит к изменению характера закономер
ности деформаций бетона. В зависимости от величины относительного 
напряжения и возраста бетона к моменту длительного нагружения, дли 
тельное сжатие может привести к следующим характерным закономер
ностям деформаций бетона:

а. Кривая зависимости между напряжениями и деформациями во- 
(нутостью обращена к оси деформаций. Такая закономерность дсфор.ма 
ций имеет место независимо от возраста бетона к моменту длительного 
нагружения, но-первых. в пределах линейной ползучести и. во-вторых, 
тогда, когда бетон нагружен высокими напряжениями в молодом возра
сте. однако благодаря нарастанию прочности бетона во времени нели
нейная ползучесть имеет скоропроходящий характер;

б. Зависимость между па։.՛ ряжения ми и деформациями до опреде 
Ленного напряжения линейна, а выше криволинейна (кривая вогнуто
стью обращена к оси деформаций) Такая закономерность деформаций 
имеет место при некотором сочетании положительного влияния линейной 
ползучести ц отрицательного влияния ползучести за счет образования и 
развития микротрощин, зависящих от возраста бетона и величины отно
сительного напряжения в момент иттельного нагружения;

в. Кривая зависимости между напряжениями и деформациями до 
определенного напряжения вогнутостью обращена к пси напряжении, а 
выше—вогнутостью обращена к оси деформаций. Такая закономерность 
Характерна для того случая, когда бетон нагружен в зрелом возрасте, 
претерпевающем нелинейную ползучесть, в результате чего отрицатель
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ное влияние ползучести на деформативность бетона за счет образована» 
и развития мнкротрешин преобладает над положительным влиянием ли
нейной юлзучести.

Институт математики и механики 
\lI Хрмянскон ССР Поступила 27 VI l‘‘t;4

»։. II. ։iII,I'IWIjS.W.

ԵՐԿԱՐԱՑԱՎ Un'l.iririLb Ա’1'11;.։М11Ф-;511ЬЫ! BhSllbl՛ Ա1րՐՈ1>ԹՏԱՆ ԵՎ 
ԴԵՖ11Ր11ԱՏԻՎ ճԱ.Տ1||11մ»՚:Ա11«ՆՆԱ14' >1.1'11.

II. ժ փ ււ փ и ւ if

Jи/71։ ա/н/Հ/in Ц'»>Ц) են ավել, որ երկա րատ և и եղ if nt մ ր Լապհէէ
չի ւուլղում բետոնի ամ ftntp յան վրա, }՝տ)Հ1 "րա աղղեղությոէնր ւ/հֆորմատիվ 
. ա ա կ и ւ ի , ունհ է, ր ի <//»<) Հր հսւյւոծ րեէէնավորմ ւսն մոմ ենաոէմ բեւոոնի ‘>Ա1-
սակին ե I ս՛րա մների մեծություններին, երկարատև սեղմ ումր կարող է բեր1ղ 
ղ1միււրմ արիաների ինչէղես էիսբրայյմտն, այնպես կք մ եծ արմ անէ

երկարատև սեղմամր բերում Լ ղեէիէւրմարիաների պակասեցման, hpf 
բեաւէնր բեոնավորված /։ փորր '• и) и ու կ n t մ անկախ լարման մ ե ժ nt fl յ Ուն իր , բսէնքէ 
որ բետոնի ամրս։ թ յան Հետագա աճր արաղ կերպով իջե t/նոէ մ է иկղրնսւկսմ 
բարձր հարաբերական {արու մր , միաժամանակ մարեք ով սողբի ղե !բո րմւսց իէս- 
Ներր,

երբ ծերացած բեսւոնր ր եոն ни/ որվ nt ւ>՝ Լ մեծ քուրում ով, ամրության հե
տագա ասր արղեն ի վիճակի չԼ նկատեք ի կերպով էիս րրաւ)նե[ու սկզբնական 
մեծ արարերակտն քսւրումր հ ղրանով նպէէէսւոհրէւ ո՝ ղէհպին սողբի ր/եֆէւր՝- 
մ ա ղի աների մ արմ ան ft ր

քԼյս էքեպրում երկարասմւ սևղմումր բևրւււմ Լ ղեքիորմարիաների մեծաց
ման, բանի որ գծային սողբի բարերար աղղեէյությոէնր, որն արտահայտվում 
Լ բետոնի իււոարմամբ, ի հաշիէյ աոաշարած մաղաճաբերի, այլևս չի կէսրւպ 
ւիոիւհա արւրևլ սողբի բաւյաս ական աղղե է)ոէթյունր:

Նայս/ծ բեոնավորման մոմենսւոււք րետոնի հասակին և հարաբերական 
լարման մեծությանը, երկարատև սեղմ nt մ ր կարող է քւերեւ /արւււմների nt ղե- 
'.ի ո ր ։/' է и էյ ի ա ների կ ա պ ի բնոէյթի փո վէ ո խ մ ա ն ■
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НОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

С I». МЕСЧНН

MCC.IIi. lPBAIIIII-: ПОЛЗУЧЕСТИ ГЛИНИСТЫХ (РУНТОВ 
ПРИ СДВИГЕ

В работе рассматриваются вопроси исследования шкономернос- 
п՝н ползучести глинистых грунтов и результаты их математической 
Игсрпретпипн п соответствии с теорией упруго-ползучего тела Г. Н. 

Магл она Н. X. Арутюняна 11. 2).
§ 1. Закономерности ползучести глинистых грунтов За последнее 

время выполнено довольно много работ |8. 3. 4, 5. 9, И. 12, 15|, по
хищенных исследованию реологических свойств глинистых грунтов 
при сдвиге. Этими работами установлено. что глинистые грунты, в за
висимости от их состояния в момент испытания, ведут себя как нью
тоновская вязкая (структурированная) жидкость, так и условно-плас
тическое тело (в ряде случаен они могут обладать также свойствами 
у։։р\ го-хрупких и упруго-пластичных тел). Поэтому для выражения 
ввнснмостн касательное напряжение ^—скорость установившейся пол- 
учес.ти (течения) d at = հ (q) обычно пользуются реологическим 
равнением состояния ньютоновской вязкой жидкости или тела Шве

дова Бингама. Для определения предельного напряжения сдвига (те
чения) 0 пользуются как условием пластичности И. Н. Маслова |3|, 
пк и экстраполяцией на ось напряжений экспериментальной зависи

мости касательные напряжения скорости деформации сдвига |4|.
Большим достоинством реологических уравнений состояния нью- 

; -вской вязкой жидкости и тела Шведова-Бингама является просто
та Вместе с тем они не в состоянии воспроизвести реальное повеле
ли՛ тела под напряжением. По ним невозможно достаточно точно 
Определить деформации ползучести материала, так как рассматрива
ются только протекающие с постоянной скоростью деформации, пре- 
Н’брегпя затухающими деформациями, проявляющимися как при q<^, 
ак и при </^>Հ до наступления стадии течения.

Чтобы убедиться в сказанном, познакомимся с несколькими кри
выми ползучести сдвига. полученными нами |5] при испытании образ
ов грунтов на ползучесть в приборах одноп.нигкосгного среза II. II.

Маслова К). 10. Лурье и коицсво.о сдвига Гнлропроекта
Па фиг. 1 и 2 приведены деформации ползучести образцоп-близ- 

г‘цов суглинка 2-57. испытанных на указанных выше приборах. Об- 
рз.щы-б..|и шецы испытаны на ползу честь при :.֊ = 2 ау г.м ', <; = ().8 и
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0,9 от аС1 или Л1 = 0,8 и 0,9 от Л4пр (q(1 и ЛГп։. — сопротивление сдвигу 
и предельный крутящий момент, определяемые по стандартной мето* 
лике, изложенной в [6]).

Рассмотрение кривых, приведенных на фиг. '1 и 2. показывает, 
что наступлению стадии установившейся ползучести (течения) пред

шествует стадия затуха
ющей ползучести, про
должительность которой 
доходит до трех месяцев. 
При этом доля затухаю
щей ползучести в обшей1 
деформации сдвига до
вольно большая и, поэто
му, очевидно, нельзя счи
тать правильным игнори
рование деформациями 
указанной стадии Г>|. 
Нельзя также считать 
п ра вильн ы м экстраполя • 
цию прямого участка 
кривой ползучести на ось 

деформации, в целях математической апроксимации экспериментальных 
данных реологическим уравнением состояния Максвеллова тела (Тан 
Тьенг-ки, |7]).

Отнесение глинистых грунтов к Максвелловому телу вызвано 
недостаточной длительностью проведения испытаний на ползучесть п 

Фиг, 2.

кажущимся наступлением стадии установившейся ползучести (тече
ния). Известно, что в опытах Гбза и Тан Тьенг-ки |8] с продолжи
тельностью 48 часов, стадия течения „наступала- через 5 часов после 
момента загружения образца. Совершенно очевидно, что этот резуль
тат никак нельзя считать правильным. Достаточно посмотреть на кри
вые ползучести, приведенные на фиг. 1 л 2, чтобы убедиться в эщм. 
Об этом свидетельствуют также исследования Ը. Могилевской |9|.|

Чтобы стадию затухающей ползучести отличить от стадии ус;՝- 
новившейся ползучести (течения), надо выполнить длительные опы
ты на ползучесть
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По изложенной выше причине нельзя считать достаточно обосно
ванным Определение скорости течения грунта по отрезку кривой ползу
чести, соответствующей 5 15 суткам после момента приложения ст п ни 
касательного напряжения }4]. Определенная по такой методике ско
рость деформации всегда будет больше истинной скорости течения 
грунта. Возможна также ошибка в установлении величины предель
ного напряжения сдвига 0. Вполне возможно, что кривая, считавшая
ся незатухающей в пределах /=10— 15 суток (кривая .И = 0,3 Л(п։„ 
фиг. 3), может оказаться затухающей при более длительной продол
жительности опыта. Ибо, как отмечают Н. В. Михайлов и П. А. Ре
биндер [10] и как доказано экспериментами [5], при )чеиь медленной 
деформации условно-пластические тела (коагуляционные структуры) 
способны упрочняться во времени.

Несмотря на то, что для определения скорости течения грунта 
Тан Тьен г-ки [11| предлагает выдержать образен вод нагрузкой до 
наступления стадии установившейся ползучести, его же опыты не 
удовлетворяют этому условию. При испытании ланджоуйского лесса 
ва ползучесть длительность выдерживания образца под ступенью на- 
рузки равнялась 14 дням.

Для получения более полного представления о поведении глини- 
того грунта при длительном действии касательных напряжений, по
лакомимся с семейством кривых ползучести, приведенным на фи.. 3.

Кривые ползучести семейства, приведенные на фиг. 3, получены
^пытанием серии образцов-близнецов на приборах кол։.левого с.-вя; а 
о опыта образцы-близнецы сперва были подвергнуты предваритель 
)му уплотнению напряжениями ՜Հ 3 кг см*, а затем разгружены до 
шряжения =-= 2 кг!см?, пол которым и испытаны на ползучесть- 
лнтельность предварительного уплотнения образцов была около од- 
iro месяца. Данные, характеризующие физические свойства образцов 
рунта после опыта, сведены в таблицу 1.
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Образцы-близнецы были испытаны на сдвиг при относительных 
крутящих .моментах, равных /И Л4|1։, «֊0.1, 0.3. 0.5. 0.7. 0.9. Л/,1р—пре
дельный крутящий момент (соответствующий предельному сопротив
лению грунта сдвигу) определялся испытанием трех образцов-близне
цов на сдвиг ио стандартной методике }6]. то есть касательные на
пряжения наращивались ступенями по </=-0.1 кг см2, а последующая 
ступень прикладывалась к образцу после условной стабилизации де
формации сдвига. Порядок приложения крутящего момента (каса
тельного напряжения) до заданного Л! точно гакой же. как и при 
определении Л/пр.

Деформации сдвига измерялись по наружной окружности коль
цевого образца индикаторами часового типа с точностью 0.002 мм. 
Зная /И, можно определить величину касательного напряжения. Од- 

. на ко, для простоты и наглядности обсуждения результатов экспери
ментов мы будем пользоваться величиной относительного крутящего 
момента /И,.Ипр.

Опыты выполнялись двукратно на образцах нарушенной струк
туры. Чтобы предотвратить испарение в.тиги из грунта, в течение 
всего опыта образцы находились в водяном окружении. Кольца, окру
жающие образец, покрывались тавотом.

Из графика фиг. 3 следует, что при Л/,.И,„, = 0.1 и 0.3 дефор
мации грунта во времени полностью протекают в стадии затухающей 
ползучести. В конце опыта, начиная от £=30 дней, деформации прак
тически прекращаются. Вернее, они протекают настолько медленно, 
что на указанном промежутке их невозможно измерить.

Кривые ползучести, соответствующие 7И/Л1,Ф =* 0,5. 0.7 и 0.9, 
вначале обнаруживают тенденцию затухания, а затем, после наступ
ления стадии установившейся ползучести, спрямляются, то есть при
нимают форму течения. В рассматриваемом случае, длительность ста
дии затухающей ползучести колеблется в пределах 30 дней. Эти кри
вые еще раз подтверждают правильность высказанных выше сообра
жений о характере изменяемости деформации сдвига во времени.

Примечательным является то, что ни в одном случае испытания 
■образцов не обнаружено наступление третьей стадии деформирования — 
стадии прогрессирующегося течения (разрушения). Л это значит, 
что при Af</Wnp, то есть при касательных напряжениях, нс превы
шающих стандартное сопротивление сдвигу <?,. деформации ползуче- 
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сги сдвига протекают голики в первых двух стадиях деформирова
ли'.:—затухающей и установившейся ползучести.

Теперь посмотрим как выглядит кривая зависимости деформация 
ползучести сдвига—относительный крутящий момент /И/Л1цР.

Кривые указанной зависимости для различных моментов времени 
после приложения к образцам-близнецам крутящих моментов /И/ЛЦ, 

приведены на левой частя графика фиг. 3. Как и ,ч случае ползучести 
грунтов при сжатии в компрессионных приборах, так и в рассматри
ваемом случае, зависимость т1|иП — /(MAfnp) япроксимируется двумя 
прямыми с различными углами наклона к оси ординат, то есть с раз
личными модулями деформации ползучести сдвига. Это, как было от
мечено выше, свидетельствует о наличии двух областей деформиро
вания. Гранина между указанными областями, определяется крутящим 
моментом (напряжением), соответствующим пределу структурной проч
ности грунта.

Г- первой области деформирования деформации ползучести носят 
сфуктурно-адсорбцнонный, а во второй—характер структурных де
формаций [13]. Переход из одной области в другую является резуль
татом разрушения структуры. которой обладает грунт в начале за.гру- 
жения.

Из рассмотрения кривых деформация ползучести сдвига —отно
сительный момент следует. что предел структурной прочности 
грунта практически не зависит oi длительности испытания и примерно 
равен Л1/.И|Ц, 43, то есть примерно половине стандартного сопротив
ления грунта сдвигу. Если принять во внимание то обстоятельство, 
чш при /И/'.И.ц, — 0.1 и 0.3 <0.45 кривые ползучести являются зату
хающими, нетрудно будет понять, что предел структурной прочности 
является тем пределом, ниже которого деформации ползучести зату
хают, а выше—нет. Иначе говоря, предел структурной прочности 
грунта совпадает с условно-динамическим пределом текучести струк
турированных жидкостей и с границей условно-упругой области ус
ловно-пластичных тел. В ряде случаев, в зависимости от состояния 
грунта, он может являться истинным пределом текучести.

Если грунт не обладает пределом структурной прочности, то 
есть предельным напряжением сдвига Տ, как, например, пластичная 
глина, при всех касательных напряжениях он проявляет способность 
течения с постоянной скоростью.

Небезынтересно отметить, что при рассмотрении вопроса о сдви
говых деформациях глинистых грунтов во времени К. Терцаги и Р. 
Пек |14| отмечают, что „как только касательные напряжения в глине 
установятся больше примерно половины пикового значения, глина, но- 
•зидимому, может „ползти14 при постоянной сдвигающей силе. Другими 
словами, кривая время-деформация приближается к наклонной, а не 
к горизонтальной асимптоте-. Полученный вами результат является 
прямым доказательством справедливости изложенного мнения.
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Понятно, что предел структурной прочности является перемен
ной величиной, зависящей от свойств грунта տ момент испытания. По 
результатам, полученным при определении записи мости касательное 
напряжение мгновенная деформация переуплотненных паст, его вели
чина в долях от сопротивления грунта сдвигу изменяется в следую
щих пределах (табл. 2).

Таблица 2

Величина нормального 
'|Дб 'ё ' HAHplIXCtlHM А7 с.м

«РУИМ ! 0 շ 0 4 0

4-57 I - 0.55

!»—63 0.4 0.35(0.5) О I

Из изложенного следует, что для определения предельных ни 
пряжений сдвига (порог ползу чести по И. И. Маслову [3]), ниже ко
торых деформации ползучести имеют затухающий характер, можно 
воспользоваться также величиной предела структурной прочности 
сдвига, определяемой по зависимости касательное напряжение—дефор
мация ползучести сдвига.

Надо отметить, что апроксимаиия зависимости , =/(Д1А!, р) 
двумя прямыми впервые была выполнена Гезом и Тан Тьенг-ки |8|{ 
Однако, по причине малой продолжительности опытов, течение грунта 
было обнаружено и в первой области деформирования. Поэтому не 
случайно, что для предельного напряжения ими получены явно зани
женные величины 0.02—0.1 кг.ск'.

По данным II. Н. Маслова. С. Н. Сотникова и С. Е. Могилевской 
|3|, предельное напряжение сдвига (порог ползучести) саратовской гли
ны нарушенной структуры колеблется в пределах 6 = (>.35—0.45кг'т'-, 
а для кинельской глины и лессовидного суглинка ненарушен
ной структуры—6 = 0.32—1.5 кг сч:. По нашим данным предел струк
турной прочности переуплотненных паст (грунты №№4—57 и 9—63), 
ТО есть предельное напряжение сдвига, колеблется в пределах 0^ 
= 0.17—0.81 лг/гх’.

§ 2. Описание кривых ползучести. При описании эксперименталь
ных кривых ползучести использованы основные интегральные соотио-1 
111СПНЯ линейной (1) и нелинейной (2) теорий упруго-ползучего re.iil 
Г. II. Маслова—II. X. Арутюняна |1. '2|

' I

тми(О = ֊ \^-Հ. *)խ. (D
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(2)

где «о(;. т)—мера ползучести сдвига, определяемая выражением вида

(3)

G (է) модуль мгновенной деформации сдвига в момент (т) при- 
гожения касательного напряжения (</); /'(</) -функция напряжений, 
[арайтернзующая нелинейную зависимость между тП1111 и </; <?(’) - 
функция старения, характеризующая изменение свойств грунта во вре- 
и֊.‘ни („старение-). В рассматриваемом здесь случае <?(-) ՇՀ = const.

Приведем два примера описания семейств кривых ползучести, 
определенных испытанием образцов-близнецов нарушенной структуры 
и приборах одноилоскостного среза 115] и кольцевого сдвига.

Для описания семейств кривых ползучести, полученных испыта
нием образцов-близнецов 
[Маслова —Ю. 10. Лурье, 
рфиные ползучести были 
определены не обычным, 
Прямым, а обратным нс- 
траом. По этому методу 
ИГруженис образца до 
лианной величины каса- 
[тельного напряжения вы- 
; пишется приложением 
нагрузок ступенями по

на приборах одноплоскостного среза Г. II.

— 0.025 кг՛ сж’ с интервалом 10 минут (схема загружеиия образков 
оказана на фиг. 4). Определение деформаций ползучести, соответству- 
гах какому-либо заданном напряжению г/ , осуществляется сум

мированием приращений деформаций ползучести հ, „(0՜ V Т(0
Հ-1

ОТ приращения напряжений А,(/. Приращения деформаций ползучести, 
юответствующие приращению напряжения ճ\, </ = </. — q р определя
йся как разность ординат кривых ползучести при г/. и վ. , (фиг. 4).

I На правой части фиг. 5 сплошными линиями показаны кривые 
•ролзучести, соответствующие различным значениям касательных на- 
вижений, ностро пн и- указанным выше способом. Па левой части 
того же графика сплошными линиями .показаны кривые—зависимости 
Li։ —/0?). построенные на основании семейства кривых для различ
иях t (t—длитель .ость загружепия).

I Для описании единичной кривой ползучести использовано выра- 
рние (3). а для перехода от этой кривой к другим, учитывая нели
нейную связь между касательными напряжениями и деформациями 
ползучести сдвига,—выражение (4)
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7ПСЛЭ (') = “> (О ^{հ, է). (4)

Функция напряжений /'(<;. /) определялась зависимостью вида

Н<7. /) ^aq-L^(f) q\ (5)

где а—параметр. р(Л некоторая функция, учитывающая длительность 
3*Гл

загружения /, -(/) = ֊հհ/.
Ч«

Для наших экспериментов /(/) определялась зависимостью вида
В*(/) = Х(1-(?-*9. (6)

На правой половине фиг. 5 пунктирами показаны кривые, опреде
ленные на основании зависимостей (4), (5) и (6) при соответствующем 
подборе параметров. Для апроксимании зависимостей между напря
жениями и деформациями ползучести сдвига (левая часть фиг. о), 
соответствующим длительностям загружения 4. 10 и 20 мин. исполь- 
ювано выражение (5). Переход от функции напряжения F (а) к ука
занной выше зависимости и наоборот объяснений не требует.

В приведенном примере для описания единичной кривой ползу
чести использовано уравнение меры ползучести (3). справедливое для 
затухающих деформации. Однако, поскольку из-за неподобия кривых 
ползучести, при определении 7 па.» =/(</) н 1' учитывалась и дли
тельность загружения /, стало возможным использовать выражение (3) 
для описания как затухающих, гак и незатухающих теформаций.

Иначе говоря, введением в функцию напряжений /*(<?) независи
мой переменной է стало возможным описать кривые ползучести без 
разделения деформаций на затухающие и незатухающие. Но, чтобы 
избежать усложнений выражений и получить возможность экстрапо
лирования деформаций установившейся ползучести (течения) на более 
длительное время, можно հոօ1 (/) рассмотреть как с мму затухающи՛, 
и незатухающих деформаций ползучести.

R этом случае выражение (3) запишется в следующем виде:

Т„„„ (/) = CJ 1 - е՜ ’‘"-'I F, (?) X Q„.(t - F, (v). (7)1
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где Qd—коэффициент, характеризующий скорость течения при <7= 1: 
/\(у) и /'2(։/)—функции напряжений, характеризующие, нелинейную 
зависимость .между напряжениями, деформациями затухающей и неза
тухающей ползучее!и соответственно. Обе функции удовлетворяют 
условию: ^i(l)= I и ^-(l) 1.

Когда грунт обладает предельным напряжением сдвига 9 (порог 
ползучести), а зависимое ь касательное напряжение—деформация уста
новившейся ползучести подчиняется линейному заколу, выражение (7) 
принимает следующий вид:

Т„„, (О = С„ 11 ֊ л (?) + <?,■(/--) (? - 0), (8)

где Q։—коэффициент, характеризующий скорость течения грунта при 
<7-9 = 1.

Если вместо зависимости </— Հ10։է1 (■?" деформация установив

шейся ползучести) воспользоваться зависимостью <7 — 7՜ (Հ- скорость 
установившейся ползучести), из (8) получим

,, , ‘7 — fj
Т1.о»(/) = С(,[1֊е-’֊''-1]Л(?)+ (*֊-). О»)

Ч

где tj—коэффициент вязкости.
На примере семейства кривых ползучести, приведенного па фиг. 

3. исходя из расчленения деформаций на затухающие и незатухаю
щие (фиг. 6). выполнено описание кривых ползучести.

На фиг. 6а приведены графики кривых затухающих деформаций 
ползучести, а на фиг. 66—деформаций установившейся ползучести, 
определенных на основании экспериментальных кривых, показанных 
на фиг. 3.

Для описания единичной кривой, соответствующей Л1 Л1Щ. = 0.1, 
использовано выражение ни.та |20|

а>(/) = Я-Ь(С0֊.4)[1-е֊ь'‘|, (Ю)

где Ղ пре дельное значение меры ползучести. .4—деформация ползу
чести, соответствующая часу после момента загруження.

На графике фиг. 6а пунктирами показаны кривые, построенные 
по выражению (10), исходя из условия линейной зависимости между 
напряжениями и деформациями ползучести сдвига, с учетом изменя
емости модуля деформации после М = .Мо ( И<։ крутящий момент, 
соответствующий пределу структурной прочности грунта), по без уче
та влияния длительности загруження 7, а точками-гире -кривые, по
строенные с ее учетом. Как видно из указанного графика, неучет дли
тельности загруження է, приводит к плохому, а учет—к удовлетво
рительному описанию кривых ползучести.

Для описания кривых установившейся ползучести, показанных на 
фиг. 66, в левой части указанного графика построена кривая ;гоп = 
= J (.К’/.Ипр), а по криво։։, соответствующей Л1 5fliP - = 1, onреде՝ 
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лев параметр Q.—0.0000675. По величинам Q։ и Л/„ ^ 0.4 выполнено 
описание кривых установившейся ползучести, которое на том же гра
фике показано пунктиром. Расхождение между опытными кривыми и 
кривыми, построенными по Q։ и .Ио. находится к пределах 15%.

у — —------— —W- J — Z-- 1—z—Հ ,д, ■^,,’..1, ՜ - ----- ------------- I - -
•Jr оз a.? a.5 аз at ? 4 6 a id <4 16 is a 2? 24 ?6 •& за з? 34 зб зв to 42 tt

Время 5 днях

С той же целью, в соответствии с выражением (9), вычислены 
скорости течения для 51/.И„։, 0.5, 0.7 и 0.9 и построена кривая за

висимости относительная скорость деформации сдвига (т)—•/И/;Ирр 
(фиг. 7). Как видно из графика фиг. 7, зависимость ^тП1։.3 /(il 
= /(.W/.Wnp) выражается прямой, отсекающей на оси М/Мп? отрезок, 
соответствующий пределу структурной прочности грунта и предель
ному напряжению сдвига 0 (порог ползучести по II. Н. Маслову). 
Следовательно, течение грунта при различных касательных напряже
ниях протекает при постоянной вязкости. Коэффициент вязкости в 
рассматриваемом случае определяется величиной т, - 1.5 X 10н пуаз.

При переменном во времени касательном напряжении выраже
ния (7), (8) и (9) соответственно перепишутся в виде (11), (12) и (13)

։ _ г
W.C0— | 1',\ч(•)! '' ( F, м*)|(11)
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։п - J “И. 4֊ j |9(т) 0(T)]Q։(r)rfT. (12)

է ք
С д Ր I

Նւ։,«(0-֊ <•>('.-M'-b —1<7(-) (13)
J ** J !](•:)

/де F\(q) И f.(?)—функции напряжений деформаций затухающей л 
незатухающей ползучести; Qo скорость течения при <? = ՜1: Q։ — ско-

1
рость течения при </ —С=|; ’֊֊ —скорость ползучсстн при0=1, 

Ո(Հ)
Л—коэффициент вязкости; т,—время, необходимое для достижения q 
величины предельного напряжения сдвига (9).

Фиг. 7.

Отметим, что интегральные выражения (11). (1.2) и (13) приме
нимы при возрастающих напряжениях, а их справедливое ։ь должна 
быть еще проверена путем сравнения деформаций при различных ре
жимах загружения.

1:сли, как обычно [2]. принять, что при сложном напряженно- 
-деформированном состоянии грунта интенсивности напряжений ՜ւ и 
реформаций h связаны той же зависимостью, что и при простом сдви 
те, то I, է. հ) при нелинейной ползучести (в соответствии с 2 
и И) будет выражаться следующими уравнениями:

■։. I 1 *Т I

3 Известии АН. серия фил. »։,ir. itavK. № ։•



114 G. P. Мссчян

Чтобы проверить возможность описания кривых ползучести ло
гарифмической и степенной зависимостями I'. И. Покровского — К. 
Вюисмана |16. 17] и Штрауба |18]

(16) 

на фиг. '՝, 9 и 10 в полулогарифмической и логарифмической сетках 
координат показаны кривые, приведенные ранее на фиг. 2 и 3

Нанесение экспериментальных данных на указанные сетки коор
динат показывает, что логарифмические зависимости не подходят для 
описания кривых ползучести сдвига, а стеленная зависимость может 
быть использоваия для этой пели. Параметры Л и //, входящие в сте
пенную зависимость (16). с достаточной точностью могут быть при
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яты за постоянные величины. Что же касается параметра т, то он 
аходится в очень сложной зависимости от А'!Д'Иор (фиг. 10).

Из изложенного следует, что при подобии кривых, ползучести, 
место выражения (5). и качестве функции напряжений можно исполь-

8ЙТЬ

Пользуясь случаем, считаем нужным отметить, что в работе [19). 
в выражениях функции напряжений Л(з) и меры ползучести С (է) 
меются опечатки. Вместо /?(о) — надо читать F(o) = Hn, а вместо 
:(Г) = Г надо читать С(0 = ЛГ |12].
Институт математики и механики Поступила 29 V 1964

АН Армянской ССР

II II-, 1րհ։1լ»ՅԱ4.

ԿԱՎԱՈԻՆ (ԴՍՀՈՂԵՐի ՍՈՂՔԻ ՈԻՍՈԻՍՂԱՍԻՐՈԻԹՈՈԻՆՐ. 
ՍԱՀՔԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա if ։|։ n փ п ւ if

Հոդվածում րերվաձ են իւաիււոված կազմվածդ ունեցող կա վալին րնա- 
էվերի ոողրի 6րինա չւսփէււթ րէւննե րի րո ոոլէքեաււիրոс թքան արդյունքները ոահ- 
I' երան ք։ աոացվեք /Л/ կարման մեկ հարթոլթքան ունեցող ե ողա-
'սիին սարքերում նմու շների ւիո րօա րկման հեաևանքով։

Պարզված Լ, որ ոոէքրաքին ձևափո(սութրէէններր ոահյ>ի ղեււ/քոաք, կտիւ~ 
աժ րսրմտն մ եձ ու ք<1 քունից , նրա ազդման ու ե ող ութ Հունից և նլութի հաւոկոլ- 
\րսննե րիյք. կարող են լինեք ինչպեո մարող, ալԱպես էլ չմարող: Ըսա որում 
նղհոււղ մինչե (J տ= (ԼՁ O.ifii ((J --շոշավւող լարուԱե էէ իսկ (1„ш—րնա-
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հողի սահքի ստանդարտ ղիմւսդրու [J լունն Հ) ոողրալին ձև ա փո խո է. թ րսննևրլւ 
րն^անոււք ևն երկու' մարման և հա и иг чип ուն ձև ա էիո իր ո ւքժ քո լննե րի ոլորտ՝ 
նևրու if է

1'երված ևն սողքի /լորերի ղրանքման արդքունքՆերր Գ. b. If սաքուի 
— ե. Խ. Հարու (J լան քանի աոաձղսքսող րա լին մ արՕե ի m!i սո < [J քան հի1Ռտկւսն 
ր.էոնչուիլուննհրուի ինչպես նաև հև ղինակի 1քորյւքիէք ւաէսղա րկւք ած աոնչա֊ 
թ քՈէննև րու/, որոնք հիմքոէ մ րնկած է մարող և չմարող ււողրի կորերի ասան- 
ձին-աոանձին ղրանղման ոկղրանրրւ
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Е. С. СИНАЙСКИЙ

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СПЕЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА. 
ИМЕЮЩЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ В ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ

§ I. Связь между изображения.мн преобразованных по Лаплас՝ 
ядра /< (/) и резольвенты /?(/) уравнения Вольтерра второго рода с 
разностным ядром имеет вид

1 -г/г 0.0

где черточками отмечены изображения соответствующих функций. 
Если изображение резольвенты удастся разложить в сходящийся при 
Rep^>so>O ряд по обратным степеням операционной переменной /»

7г-_.
я^оР’+։

(1.2»

то сама резольвента представится рядом
. .71

/?(/-•)_- - ч_. 0.3)
„То (Л + 1Н

Выражения (1.2) и (1.3) составляют содержание тождества Вольтерра 
в операционной форме |1| (стр. 122).

Если в качестве ядра /<(/ -) взять функцию Абеля

/•=*-Г((^ <«>-!>. <>•<>

то резольвента получается |2| в виде

/? ( а: г — ”) = аЭ« (>■ ■ / , /V A‘(t 
Л1|(лЧ- !)(«+ 1)1 (1.5)

Функция Ю. Н. Работнова Э* (>•; / ֊ |3) в теории наследствен
ной упругости выбирается я качестве ядра наследственности.

Соответствующий подбор параметров по опытным кривым по
зволяет с ее помощью хорошо описывать процессы деформирования 
упруго-наследственных систем. Выведенные в работах [3—5| свойства 
оператора Эа(К) лают возможность эффективно решать большое чист 
задач теории наследственной упругости.
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Благодари специальному виду оператора Э1(>)

Э; <>)/</> Сэ, (X; (1.6)

при его воздействии на интегрируемую функцию /(Г) и ввиду про- 
готы изображения функции Эв (Հ /):

Э«(М /» = ֊ ֊ (1.7)
Р ֊

свойства операторов Э«(Х) можно перевести па язык операционного 
исчисления. Все теоремы для операторов Э’(Х), переформулированные 
для изображений Э« (X; р), выглядят конструктивно так же. Приве
дем основные из них

Э.(Х; р) = Эд-(^Т> Լ՜1և^ Հ) . (tJ
Л — Р

I tf՜1 ~

Выражения (1.7) (1.10) позволяют линейные статические (без 
чета инерционных сил) задачи теории наследственной упругости с 

ядром наследственности вида г)а(/-; / — ') эффективно решать также 
и операционным методом. Кроме того, знание изображения функ
ции Эв(Х; /) согласно (1.7) дает возможность получить новые свой- 
гва интегральных операторов Э«(Х). Так, ниже будет получено вы

ражение произведения Э- (X) (и), когда з փ при его воздействии
на степенную функцию.

§ 2 Преобразованное по Лапласу выражение э! (/) Э^(ч)Г имее. 
зил 

где / оператор преобразования Лапласа.
11усть а ֊հ 1 = а и -j 4- I = — — несократимые дроби меньше

■дииицы, а числа а, с, т. п—целые. Правую часть (2.1) с помощью 
подстановки p = zrn можно представить конечными суммами вида:

— — - I . -CL _ •?
‘ ~ип л .... <■ гп л ■•■cm "л сп
V) (I н- 0)1 V 7/J (1Н-о)/?
— а — .41
*•’ т п-

Р * />—!«■
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«я 1_ճ
Э.(Х; л)Г(1 4-8) £.4^' "

гт
х Э.(р: р) Г (1 4-Հ) У В,р п

(2.2)
Постоянные Կ и ti. определяются методом неопределенных

коэффициентов.
Назира тлясь к оригин .мам, 

Հ<0 при ձ ք I max I—— ■ ’ .
I г cn

•мЛ)э;1Ц)/ v?b3’(,.)
»-l

получим ДЛЯ любого >0 и для 
т   1 |
п сп I

(2.3)

При а = 7 (2.3) переходит и формулу IO. Н. Работнон.ч |3|. Непосред
ственное вычисление по формуле (2.3) затруднительно ввиду мед
ленной сходимости ряда (1.5). Поэтому для больших значений / удоб
нее пользоваться соответствующей апроксимацней Представляя изо
бражение Э«(л) / в виде

Н1 + Կ 
/>| + (/>' —М

А 
r<14-8)V> ' >"■ l+rv<P). <2-4) 

«-0

но теореме 11 работы (6j (стр. 218) получаем при 0<г=1 4-а<1 
н любом л (в общем случае комплекснозиачиом)

<(>.)/՛՛
£'х—г(14-: пн

Res ,.րՀՈ. (2.5է

г ։
где вычет вычисляется н польке р = при nrg>. <Հ v.r и отсутствует 
в противном случае

При >.<0 первый член суммы в выражении (2.5) совпадает с ап- 
роксимацмей автора |7|, а апроксинация, полученная в работе |8], 
есть частный случай (2.5) при 5 0.

Оценка остаточного члена методами работы |6| даст
|րԱՈ Г(1.^)Г(™ й,.л.. (2П1

sc Га * *

где г»

а փ г.г — игц л |.

I ՛• sin - при 0 <. * ч,

IК при ձ • 4
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§ 3. Решение ряда задач теории наследственной упругости со 
сложными реологическими свойствами связано с нахождением резоли 
венты ядра вида

К (К; է — -) - (|i. է (З.Ш
Согласно (1.1) изображение резольвенты ядра (3.1) представится так 
ք_ Պ 0>,и —Р) ___ (3 J

—Ji)—Л,(/Гх» А)

Полагая, как и раньше, чти а • 1 а - հ 1 несократимы՛

дроби, можно рациона лизировать выражение (3.2) подстановкой р 1*4 
Однако, разложение на множители получившегося п знаменателе 
многочлена высокой степени затруднительно. Приблизительные те
чения параметров а и т, определяемые в результате обработки опыт
ных кривых ползучести, позволяют обходиться многочленами не вьш| 
питой степени в случае, когда а | 1 и 1.5; 2; 3 п 4 раза больше, чем 
7՜ր I. Представив изображение резольвенты (3.2) суммой простых 
дробей, можно с помощью (1.7) перейти к оригиналам.

§ 4. В качестве иллюстрации рвссмогриы задачу о прогибе сво
бодно опертой по контуру трехслойной изо;ройной пластинки со 

слоями одинаковой толщины, рапной — обладающими наследствен- 

ной упругостью, причем к среднему стою ил одного материала при
мыкают два одинаковых слоя из другого материала. Жесткость D та
кой пластинки по книге С. Г. Лехиицкого [9] /'стр. 2G5) имеет вид I

Հ ձՕ-Տ-тМ
где £'։. *։ и ձ:. .. упругие постоянные соответственно внешних и 
внутреннего слоев.

По принципу Вольтерра-Работнова [3] прогиб такой пластинки 
получим заменой в решении соответствующей упругой задачи [10] 
(стр. 119) жесткости при изгибе D оператором

,>։=iv(ч) I ,՜6-’’11 ՜ ։՛ -(4՛2՛12x3/11»! I — т I
где Дм и /Гад —упругие модули в начальный момент при i=0,

Хотя коэффициенты Пуассона *։ и меняются со временем, 
квадраты их величин достаточно малы, чтобы с небольшой погреш
ностью .можно было принять в качестве •*, и •>. некоторые средние их 
значении

Величина прогиба рассматриваемой пластинки имеет вил 
—----------------- J

— 1-.^Հ I?,I
где
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I д — _ ֊6 Xtfpt хЙ^<10_

1—V? 1-Հ (!-՝{)«„ ՜ (Г-Л)«„

Q(x, у) величина, зависящая от размеров и формы пластинки, от 
величины и распределения нагрузки и независящая <т свойств мате
риала пластинки.

Обращение выражения — . 1 . — согласно 141 сво-
1 - «։Э, (3J - <22Э, (?,)

дится к нахождению резольвенты Р ядра է ՜) —
тв«Эт(&; է ')• Изображение резольвенты для этого случая имеет 
нид (3.2).

Рассмотрим числовой пример для пластинки, которая находится 
при комнатой температуре и имеет внутренний слон медный, а на
ружные из алюминия. Обрабатывая опытные данные, при веде ин нс в 
•яботе |11], получим для алюминия и меди соответственно:

а - - П.4, & ֊0,1! (час)՜°Հ Կ = 0,097 ( час) ° ".
•Դ -=0.4. ձօյ -6.76-10’° н-‘м*.

7 = - 0.7. >8 ֊ 0.45 (час) ՜°Հ /. = 0.36 (>аг 0 .
•^ = 0.38, /:о;= 10.2-10’° я/л3.

՝щда <^=0,091, а. 0,0203,
/)ր _0,02030,09! р^1-г_0.0432_ = 0,045
՜ 0,43р°-6 ф 0,019 Հ'1 -֊ 0,0063 ՜՜ />”■■’ 4-0.421

֊0.063 + 0.1125/ 0,0634-0,4125/ _ Ա и
р^ ± 6՜0045 »- 0,1233/ >»•’ 4- 0.0345 ֊ 0,1233 i ’

Переходя к оригиналам по формуле (1.7). имеем

-------- -  ֊--------т----- 1 г 0,45 Э\.; (- 0.421) -г (֊0.063 М’.4125/)Х

х Э10.7 (-0,0045 - 0,1233/) ֊ (֊ 0.063 -0.4125/1 X

ХЭ’-о,1 (-0,0345-4֊ 0,1233/). (4.51
Подставляя (4.5) в (4.3) и используя «проксиманию (2.5> при 

(5 = 0, /= И;00 час. .V = 3, получим

I в0(т)

Итак, величина прогиба рассматриваемой пластинки с учетом 
ледственных свойств в 3,5 раза превосходит прогиб, образованный 
1000 час, с учетом только упругих свойств материала пластинки.

В заключение благодарю М. И. Розовского за ценные советы и 
Суждение работы.
пропетровский горный институт ! 1<»счvinuin 7 IV 1964
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Ե II. UbXILKIJ’il’

ՍՈ՚ԼՓ-Ի ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ Ս‘Ե.4 ’ւ1ՓԱ1141ՒԹՅՈԻՆՆԵՐ ՈՒՆԵՑՈՂ ШПЬЧ
ՈՊԵՈԱՏՈՐԻ Ս՛Ի 141.'եԻ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ и t. մ

Աշխ ատ ութ լան մեջ էապլասի ինտև զր ա/ ձ.ե ափոիոք ան հիման վրա 
ո տարրիս ծ են Յա.. ե. Ռտրոտնովի 3- (/Հ է — ՜) կ,,ր1,րԼՈէ1 ինտեդրալ օպերա
տորների նրէր հա ա կութ լո Հեներ, որոնք 1^’“քԼ "՛ալիս լուծել մ աո ան г լական 
աոտծրլակտնուիմ լան mhunt թլան խնդիրներ, երբ Որպես ոորյքի կոր իրք ընտըր- 
վում Է Չ. և ք. տարրեր պարամետրերով Э-? (/Հ ՚ — ՜) ֆունկցիաների ղու • 
մարից կազմված մի արտահտլոէութլուն է Որոշված է ■/ աո անզական հաւոկու- 
fdլուննևր ունեցող եոաշերա սա/ի ճկվածքը։
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ТЕ О РЕТИЧЕ: СК А Я ФИЗИКА

IO М АЙВАЗЯН, Д М СЕДРАКЯН

О ДИФРАКЦИИ НОЛЯ НЕРАВНОМЕРНО ДВИЖУЩЕЙСЯ 
ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЫ НА ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ 

КРУГЛОМ ВОЛНОВОДЕ

В настоящей работе мм рассмотрим поля излучения заряженной 
частицы, движущейся неравномерно по оси полубесконечного круг
лого волновода.

Выберем ось z по оси волновода. Стенки волновода описываются 
уравнениями г а, Уравнения движения частипы чадалим н
виде ? = ?(/).

Введем вектор Герца П, через который поля определяются обыч
ным образом [1]. Из симметрии, задачи видно, что отлична от нуля 
только лишь компонента ГЬ П. Полный вектор Герда П։ ищем в 
виде ГР=1Г -г 11. где П —вектор Герца, описывающий поле неравно
мерно движущейся частицы в пустоте, .։ 11 описывает добавочные 
поля, появляющиеся из-за наличия экрана. Вектор Герца II удов
летворяет неоднородному волновому уравнению П -= 4-/Հ

дР
/ = J = euit)b(x) з(П). Решая ^»то уравнение и исполь-

Ժ/
зуя связь между полями и вектором Герца, для компоненты 
электрического поля получим следующее выражение:

'е С— /• A’Vi.■"</< II)
՜ J x 

где

/. .и- ֊ խ "•"’"‘"ժր *=•—•. Im*-.1). Inui >■- ir 1>Ա.

Вектор Герца II удовлетворяет однородному волновому уряв 
нению и имеет вил [2| 

П ...
Հչլ Г| /0(w) Мен)

|2>•(«՛)<’'■ du՛.

где v-=) А։ w-, lni u;՝0. (Верхнее выражение для /՛ < и, а ниж
нее для г>а). Здесь /•’(а՝՛) — неизвестная функция, которую мы мо
жем определить с помощью граничного условия Е- (.։ при г ֊ а. г>0 
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н условия отсутствия токов на продолжении стенок волновода, то есть 
при г = a, z<0. С помощью этих условий получаем систему парных 
интегральных уравнений типа Винера-Хопфа

’« | (vu) /Հ (va։ F(») e'at dw —

(v' ’’ .->d. о,

p-(էր)?*-'ժրր О. z<0.

Решая dry систем, методом парных ннтсгра ьннх уравнений |2; 3|, 
получаем

, ( „ .. Г i k . ,,|Л_ ։ М(
К г.ги J ]/ А։ trz. (г-) /с (/ А’ — .= а) (го—*)»

ru ¥а(в) функции, голоморфная в нижний полуплоскости комплекс
ного переменного a. be можно н.зйгн, например, в |2].

Рассмотрим поля внутри волновода г с a, z>0. Подставляя (4) 
в (2) и интегрируя по тс, получим П Для вектора Герца полнот 
поля внутри волновода будем иметь

ri'. ճ П K.UH- /.„<> 1
՜յ I /0(«л *

\ -. Г) Н ( p,g)gg"* Г ГА - > (}
2՜ էր । k — w„ Ъ («•«) J *4 (Ш (Ш« — «)

где = I/ А’ — » т»в = р А,г— րԼ Z = | — kz , u »m есть ко*
» а-

рель уравнения /о(։*п)=0. Вектор Герца 11 . вне волновода имеет вит

П . = Ւ (ш) /в(га) H՝}(vr)e ~ dw. (6)

Заметим, что интегралы по • берутся в пределах or ае до г х. 
Поэтому аргументы функций Бесселя в этих интегралах могут быть 
действигелыгычн или минными, смотря по тому }х|>А ։!лн |х|</г. 
Это связано с тем. «по поле неравномерно движущейся частицы со
стоит как бы из двух частей: ноля уялекисмого частицей и поля 
излучения ил- ;» нериниомернисти лннженпя. Первые поля вадакт

1 экспоненциально с увеличением г, иторыс падают как -тесть как

поля излучении. Поля излучения дифрагируют на открытом койне 
волповодп, а пол։. увлекаемые частицей, дифрагируют на открытом 
копне еолноволя и тают добавочное излучение В случае равномер*
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кого движения имеются только экспоненциально падающие поля, и 
излучение возникает только при пролете мимо открытого конца [1]. 

Первый член в (5) описывает поле неравномерно движущейся 
частицы в бесконечном круглом волноводе, а второй член есть вклад 
в поле от открытого конца. Функция /о,(х) может иметь различные 
аналитические свойства по х. Если /,„(х) нс имеет разрезов в пло
скости х, то вычеты в нулях функции Бесселя дают волны, распро
страняющиеся в бесконечном волноводе.

В случае, когда /..,(*) = 0 при |х < k, <»|<Զ. где Զ-какое-то 
определенное значение частоты, неравномерно движущаяся частица и 
бесконечном волноводе не излучает, и излучение появляется лишь 
только из-за открытого конца. Для этого случая в пространстве вне 
волновода можно получить поля излучения на больших расстояниях 
от начала координат интегрированием по методу перевала.

п = _ ___е• еигг f Հհ — * /о sin 0)(*) (•<) d*____
2к/?/2Л sin ~ J (* cos 0 — у) Ц— Л2՜ a) (A- cos 0)

а спектральная плотность излучения вне волновода определяется от
сюда по формуле

Ц7 =ր^տ1ո-0|Ո[։ R‘d(2. (8)

В случае, когда (*)•#□ при х k, положение несколько услож
няется тем. что появляется необходимость учитывать излучения не
равномерно движущейся частицы в пустоте.

Рассмотрим некоторые частные случаи движения частицы. В 
случае равномерного движения (х) = 5(х« — ш) интеграл по х сразу 
берегся, н результаты переходят в результаты работы |1|. Заметим, 
что в этом случае всегда /...(х) -0 при |х <Լ/հ.

В случае движущегося осциллятора z(/j = wr 6coswf/ функция
СК

/«.(•'■) = V (— i)nln Հ/.ii •»<// ю). Полный вектор Герца внутри
л — —

волновода будет иметь вид 4

п!. = [МХлГ>_ЗД».0> /аМ I Лг
„ «л /о (МО I

е У (—0՞ /<1 (Утг) Ну (ута) In (ynb) (xfl) eiWmZ
2и пГп V k - Wm Ն (а’«) 4 (МО — м хя

/ - ---- *°oft ~где /-п — у у; — k՝ , х„ = -^—------

Заметим, что в первом члене при мнимых лл имеются полюса в 
точках то есть хл — wk. Эго означает, что в бесконечном
волноводе излучаются преимущественно лишь определенные частоты, 
которые легко находятся из этого условия. Во втором члене имеются 
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аналогичные особенности. При /« оч>0 волны, происходящие or 
второго члена, затухают, вглубь волновода. Приведем еще выражение 
для некторн Герни П,- п пространстве вне волновом .тля частот 

|««|<ՀՃ« J >с г - В этом случае Д(х) = О при х <Հ£ и можно при

менить формул;. (7)
ц ГС Ь ч. ( а I Л ֊ /,/„ (Av/sillGi /п(х։/;| г.. (Л,|

’-/? I % sin - cos Г) ~ *я ‘ А. х,г/с5 Ահ cos 0)
2

Излучение пи oct открытое просгранеrno 1ля частот <«<Հ2 опреде
ляется выражением

Ր տ1ոյ0Հ (ku տա 0)
2r. ir J ?։ cos Ч’ ( 1 — cos ծ)

х
X У(- '1՞֊— .Հ (Л cos О “՜ *л) /р • X,|)

Ժ6 ИИ

Наметим, что при ծ-0 все члены суммы при п / О стремятся 
к нулю из-за множителя /*(*,/»)-♦ о при /» —о и it *(). Тогда вместо 

°* . .хя нужно поставить = — . следовательно, требование, что /... (•/.) 0 

при |/,<А։, выполняется ня всех частот, и формула (11) переходит 
н формулу излучения равномерно движущейся частицы.

Член с п ֊0 в формуле (111 дает основной вклад в излучение 

и с точностью ди множителя /‘(—Z») совпадает с формулой для из

лучения равномерно движущейся частицы. С ростом номера п но мо
дулю асе члены суммы (II) начинают экспоненциально падать. 
ПНИ физико-техническая лаборатория

АН Арчинской ССР Поступила 19 III 1964
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ГЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

И. И. ГОЛЬДМАН

ДИРАКОВСКИЙ ЭЛЕКТРОН В ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ

Введение

Уравнение Дирака для электрона во внешнем поле допускает 
точное решение лишь в небольшом числе случаен, важнейшими среди 
которых являются: однородное постоянное магнитное иоле, кулоново 
ноле и поле плоской волны. Последнему случаю посвящено помимо 
оригинальной работы Волкова |1] еще несколько работ [2. 3, 4j. В |1] 
лзно решение для монохроматической и набора монохроматических 
плоскЪполяризованных волн, полученное квадрированном уравнения 
Дирака. Тауб [2, 31 применил к той же задаче формальный прием 
зависящего от координат матричного „преобразования Доренца*.

В § 1 лается решение уравнения Дирака для случая произволь
ной плоской электромагнитной волны, основанное на использовании 
йроех. ионных матриц,, что приводит к существенным упрощениям.

Важным для приложений вопросом является разделение решений 
на электронные и позитронные состояния. Очевидно, что для пра
вильного решения этого вопроса совершенно недостаточно одного 
лишь требования, чтобы это разделение совпадало с обычным, когда 
поле отсутствует. Применение в некоторых работах (см. напр. [5])

Հ г // ± £
для этой цели оператора I =----- :— следовательно, является неза-

юнным. В § 2 дано решение этого вопроса, основанное на рассмо
трении ограниченного электромагнитного цуга.

(
В |б| плоско вол но вое решение используется для вычисления 
мпт'1Н!>? скоро рассеяния интенсивных потоков фотонов. При этом 
зникает вопрос об ортогональности системы решений уравнения 
«рака. Доказательство ортогональности полученных решений при* 
дится н § 3. Наконец, в ■$ 4 рассмотрен случай монохроматической 
лны.

§ I. Решение уравнения Дирака для электрона в поле 
плоской волны

Рассмотрим произвольную плоскую электромагнитную волну, 
снространяющуюся в направлении оси z ‘'и описываемую всктор- 
(■JanucrMH АН, серия фпз,<маг. илук. N< G «
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-потенциалом А (с—է). Вектор Л в силу попсрсчности имеет две ком
поненты в плоскости лу. Запишем уравнение для волновой функции 
электрона о

А

/7 = х |Г —М — + (0
д(

где s .матрицы Дирака и нее векторылеж?.՜

в плоскости лу. Будем искать решение в виде

1/1 г JM 
՝4 = е ֊0 (2)

Для х получим уравнение

— i (1 — я-) (а - խ/z — а) х,
д~.

где

*0)=;;-?Д (т).

(3)

Введем в рассмотрение эрмитовы проекционные матрицы аг = 
1 -1֊ а.=--------—• Их собственные значения — 0. 0.1. 1, и они обладают сле-շ

дующими свойствами:

а՝.—а., а2—и_, а а_=и_а =0, а =1;
J . ՜ ՜ ш

а,1 = ла , а 3=֊ձ«_.
Представим /. в виде

7 = 7._ J-Z֊, 7. = է1ՀՀ. (5) |

Тогда из (3) следует

- 2t (а г. — թ/п) Z+ — ՀՀ .. (6) I

O = (soj + ) Z_ — aZ.^. (6a)

Исключив Z+, найдем уравнение для Z_

ch A

решение которого имеет вид

•Z_(-.)=/՝^Z0, (8)
где
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(Sa)

a ՝Z0 - постоянный бнслинор. удовлетворяющий условию «+7(1»0. 
Общее решение последнего уравнения имеет вид

(9)

где v — произвольный постоянный лв хкомпоненгный спинор. 
Используй (5) и (6л). находим

). փ п -г- з.зя\ о />7 ш 
г’г՛

(т Х)с. гзк/
(IQ)

причем к - р- еА (-՝ . ֊..внени՛՛ (!.())
лист решение задачи ՛• движении электрона в поле произвольной 
плоской волны.

§ 2. Физический анализ решения

Прежде всего необходимо выделить электронные и позитронные 
состояния. С этой целью предположим. что электромагнитная волна 

А представляет собой ограниченный пакет, го есть А (•) обращается 
в нуль при ■:->֊ эс. Тогда с точностью до постоянного фазового 
множителя переходит в плоскую волну при ■—> х:

. р. + т + ^р\ I--I—— ?•>ջտ| ve . (11)
\(/71 —A) Z.-zpf

Отсюда находим, что при г—- эс 

и. как нетрудно проверить, автоматически выполняется соотношение 
։2 =/г 4 р--|-/тг. Поскольку знаки z и г совпадают, область измене
ний со, 0| отвечает позитронному, а |0. зс| электронному состоя
ниям. Может показаться неожиданным то обстоятельство, что и /», 
до и после взаимодействия одинаковы, несмотря на воздействие ноля, 
зависящего от 2 и է Этот парадокс находит свое разрешение в том. что 

работа электрического поля ( l՝՝dt =*А ( ♦ х) - А(- ос) при наших
— W

предположениях (А--0) обращается в нуль, а магнитное поле, как 
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известно, работы нал зарядом не производит. Если пакет таков, 

ло пения .4 на пределах разные, простые соотношения (12) не 
Г-уд5 г справедливы.

Перейдем теперь к рассмотрению состояний поляризации. Как 

известно между двумя спинорами ( ) в плоской волне вы-

с р .. прлняется соотношение к՛ = а՛. Несложные выкладки показы-
Յ-ք֊/Ո

ва.ют, что это соотношение выполняется и для верхнего и для ниж

него с иноров. входящих в (11). Если р = 0, го, выбрав в качестве у 
собственные функции с.., получим два ортогональных состояния:

v։ = ( ) (спин вдоль оси z)

/ 0\ .
•а. ՜ । ) (спин против оси г).

Отметим, что поляризация после взаимодействия с плоской волной не 
меняется (это утверждение, однако, неточно, ввиду наличия у элек
трона радиационной добавки к магнитному моменту). Следует под՝ 
черкнуть также, что фазовый множитель в набегающий За

время действия дуга, зависит от параметров n.TOCKOi'i волны (р'к).
Следует отметить, что если электрон до взаимодействия поко

ился, то в поле плоской волны он приобретает некоторую среднюю 
скорость. Это становится ясным, если вычислить плотность тока:

7=•> ------. յ։ = . (J
m- (I 4- ;’) 4-/' 4՜ p֊ ^(1 t'։)4-'*j՜!

Из этих выражений видно, что система координат, в которой элек

трон в среднем покоится (/ 0). характеризуется р — 0, /.= 
-- ,тг| 1 ■՝ и отличия от системы координат, где электрон покоился

до взаимодействия \р—V. Հ — т).

§ .3. Нормировка. Доказательство ортогональности

Для дальнейшего удобно перейти от непрерывного спектра к 
■декретному при помощи обычного приема, вводя условие периодич
ности на поверхностях куба с ребром /.. В связи с этим предполо
жим. что

Л(-)=.4(т4-£) (14)
и потребуем, чтобы такому же условию периодичнос ти удовлетворяла 
волновая функция электрона. Тогда
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2w рг 4՜ ,п'՜ (1 ՜ր ՝г) — 'f՝z 2пН2
ր՞^~' 2Х ‘ ~ւ՜

где /I, п2 — целые числа и введено обозначение 

,ւ —

(15)

(16)

(17)

S(t

(18)

л также предполагается, что

РА 

о

Последнее условие (15) обеспечивает периодичность Տ(հ)
Очевидно, что параметр

:֊’ —Л. Д, о.
ու*

где .4 . — четыре-потенциал плоской волны явно релятивистски инва
риантен и, как мы покажем сейчас, не меняется при преобразовании 
калибровки. Действительно, для плоской волны .4Л зависит лишь от 

где п. характеризует направление распространения волны 
«; = 0.

При калибровочном преобразовании

-4(1 -[—-—է ՜՜ .4j, ՜ր՜ ՚ 16)

где <p(w»A\) — скалярная функция. Отсюда находим, учитывая поле- 
речность //3.4 =0, что параметр - не только релятивистски, но и ка- 
л ибровочно ин зарнантен.

Для того, чтобы доказать ортогональность Հ рассмотрим интеграл
л I.

/(/) - I dr ( dz՛'/ . (г, z, (г, г, /). (20)
J J *». Г*'о о

Г 1ользуясь периодичностью

б (а. У. г, 0 - 'Иа\ у, z /., /), (21)

можно изменить пределы интегрирования по z и записать l\t) в 
виде*

/. t.
/(/)= [dr (г, /)'Հ. (г, -Д/, б)- <22>

J J г >- /«'1
0 О

.Мы не пишем спинорных индексов у ձ.
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Введем обозначения

(г. г, 0 у. (Հ z- Հ Z)-?(7, г է) (23)
р г р;

и заметим, что о подчиняется уравнению

'֊֊=«*■ (24)
dt

где

Н ֊ i (1 — « J а \р - еА (*)]. — $т (25)

эрмитов оператор, не зависящий от времени с собственным значе
нием . Согласно общим теоремам ?, относящиеся к различным соб

ственным значениям // и л, образуют полную ортогональную систему 
функций в кубе /?. ’Гем самым доказано, что

/(/)= \ dr 1մ֊?.. (г, 7. Z)®_ (г, t, Z) = 7(Z)C. (261
J J pi. p>’ />л
0 0

io ест֊, ортогональность •'■֊՛ в произвольный момент f. Так как <р՛за
висит от է только через е 1 ’ , нормировочная постоянная не зависит 
от Z. Замечая, что

?_ = (;?г փ+ с“<,
/I А Р X \(m — Z) □. ֊}՝ ”

= 2ս՜“է' К՝ ֊; т:2), (27)

пай тем, таким образом, нормировочную постоянную, которую надо 
ввести в 0 при условии р+?=1:

/•X
(28)

§ 4. Монохроматическая волна

Выделим в выражении (8а) ыя Л'(-:) член, монотонно зависящий 
от т

Л ֊ Г(Л‘-Л’)Л. (29)՝
2'

Вёкгир-поте.чципл эллиптически поляризованной волны с частотой * 
возьмем в виде
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.4, — —--------- sin г cos ют,

(30)
COS XCOS (ю֊- 3),

прячем -. — t -z и з. ? —параметры. характеризующие поляризацию. 
Интегрирование в (2У) дает теперь

*•,. + т՜^ , , Pl 2vns(ti3 .ձ (:) - — - Т փ'--------- - ----------Sin ШТ ”
2Х Мм

£gf.72Sina3.
4 Л«)

sin 2шт 7Ո' COS։ Я ....
—-- ------- Sin 2 («>֊ + ji).

4мв
(31)

В iucthom случае я 3=0 получается результат |1| для плоскопо- 
лярнзованпоП волны.
Физический институт ГКАЭ

г. Ереван Поступила 25 1И 1951
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ԴԻՐԱԿՅԱՆ ԷԼԵԿՏՐՈՆԸ 211.ՐԹ |:1յ;ԿՏ141.1111.ԴՆ1՚11Ա.Կ11.Ն ll.l.l’Pb Դ11.ՇՏ111՚ւր

II. մ փ и փ и ։ մ

Հ.ողվ։ոծէէէմ տրվում Է Դիրակի Հավասարման ւզարդ (ուձումր հարիք “'/իրի 
պաշտում, էիմնվէէւր՝ ս/րո էեկրիոն մ ա ո։ ր ի պն հ ր ի •>>՝ ւոտպործմ tab վրա: Ա.րվտծ է; 
Հք1ւկարրւնաւին ու ուէէպիւորոնտւին վիճակների րամունոէմ ե !}пЧП Լ արված. "Р 
Լքհկւորսնի րևհոա րում ր ՝,տր/1 </> ч/ո աւ/է[1,րոէ/•/յուն իր Հետո մնում Լ տն՝
փոփոխ: Լուծման ֆիզիկական անալի/քր Հիմնված Լ Լ)ե կա ր սւմ ազն իո ա կան 
աքիրի վերջնական /յուպի ու и nt մն ա ո ի ր ու p յ ան վրա: If սնոխրււմ էոտիկ հարի րե~ 
վֆէէարված աքիրի մասնավոր էքեպրէոմ /ո ւ ր) ու մ ր Հ ում րն կն at մ Լ վււյկովի Հայտնի 
արւ( յան րի Հեէո:

ЛИТ Е Р А Г У Р А

1 \ (ilka-Հ D. VI. i:i:i ,т.՛ ՛■-• Losung d՛՛: IMmcm'Iic (ilcicluing. Z. I'iiy;.. У1 25. 1935. 
_ l\։r,< .1. IL New :յ՚Հր:՚յ> ն to the -u ■. 01 th-.- I’tr.'H । jtiuiion IN".՛. .Mod. I’hys..

21. 1949. *38$.
3. Zk-Ji .-I. //. Tin .о-, men! oi i-iu. t.-ot: ir. j-vriroiinisnet՛. k՜ .' I'liv- Rev.. 73, 1918, 

786.
4. Ճ. figuptu- N.D On the --oiutlon of the equation of electron nt the field oi radiation- 

Bull. Calcutta Math See., 39, 1947.
5. A'l-.-sv H A?. Absorption of light by light. I. Math Phys . 59. 1962.
6. Гпльдман !). И Эффекты интенсньн >с:н в комиюнонском рассеянии. ЖЭТФ, 46, 

выл. 4. 1964.
7 Ллш-зер .4. /7.. БерестеикиЛ Б С Квапювая электродинамика. Гист.ехиздат, 

М.. 1959.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՈ֊ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗ BE СТ И Я А К АД Е МИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССРՅփզիկա-մսւթնմսւէո. q|imn>pjni6ttr XVII, № 6, 1961 Ф|* 1НК0-М.-'֊Ч .ГНЧвСКИв НЗунН

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИКА

БЕЗИРГАНЯН П. Л ЗАЗЯН 3 Ф АВУНДЖЯН В И

МЕТОД ИЗГОТОВЛЕНИЯ АЛЮМИНИЕВЫХ МОНОКРИСТАЛЛОВ 
С КРИВИЗНОЙ ОТРАЖАЮЩИХ ПЛОСКОСТЕЙ. В ДВА РАЗА 

МЕНЫПЕП КРИВИЗНЫ ПОВЕРХНОСТИ

Даже при идеально изогнутом кристалле, используемом в качеств։ 
анализатора рентгеновского излучения, в методе Иоганна (идеальный 
монокристалл изогнут точно по пнлнн.грическон поверхности) фокус 
точечного источника представлен небольшой конечной областью, а ш* 
точкой Эта область увеличивается с увеличением глины тейстнуюшсй 
части анализатора, то есть фокусировка ухудшается

Метод Иогансона дает точечную фокусировку рентгеновские лучи, 
отраженные от различных точек анализатора, пересеку го. в одной гочк»- 
фокальной окружности независимо от действующей длины кристалла- 
- анализатора.

При фокусировке по Иогансону кривизна поверхности кристалла 
-анализатора должна быть в два раза больше кривизны отражающих 
плоскостей. Поэтому при изготовлении кристаллов для этого метода воз
никают известные трудности.

В [I]. [2] было показано, что алюминиевые монокристаллы дики 
сильные отражения от плоскостей [III]. Интенсивность отраженных лу
чен возрастает примерно в 50—70 раз по сравнению с отражениями от 
монокристаллов кварца (плоскостей (ЮЮ|).

Нами разработан способ изготовления алюминиевых монокристал 
лов. кривизна отражающих плоскостей которых в два раза меньше кри 
пианы поверхности этого кристалла

Способ состоит в следующем.
Поликристаллические алюминиевые пластинки размерами 2է>0)Հ 

/30 У 0,4 мм для снятия напряжений. возникающих при изготовле
нии (в прокатке), отжигались при температуре 600 С в течение 5 чин. 
Пластинки растягивались по длине на 2 3%, затем изгибались по ци
линдрической поверхности ради.сз R обра-.ющие згой поверхности 
направлены по ширине пластинки см. фиг. I). Из этих пол и кристал
лических образцов (с цилиндрическими поверхностями) методом ре
кристаллизации выращивались монокристаллы с заданной ориентиров
кой отражающих плоскостей |1].

Монокристаллы выращивались таким образом, что плоскости (н< 
изогнутые) были перпендикулярны центральному радиусу О.4 К 
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цилиндрической поверхности. На фиг. 2 показано круговое сечение 
кристалла (прямые линии—следы плоскостей).

После этого полученные монокристаллы с цилиндрической по՝ 
нерхностъю (радиуса /<*). но прямыми отражающими плоскостями из
гибались по цилиндрическом поверхности радиуса R 2. Таким образом, 
получали изогнутый кристалл, кривизна отражающих плоскостей ко
торого в два раза меньше кривизны его поверхности—радиус кри
визны отражающих плоскостей равен /?, а радиус кривизны поверх
ности—/?;2. Такие монокристаллы при /? = 60 см лают фокус разме
рами порядка 0.3—0.1 мм.

Фиг. 1. Поликристаллн- 
'.'йскпй цилиндрический 

образец.

Фи։ 3. Отражающие 
плоскости изогнуты по 
инлнндрнческоН imrep.v 
пости радиуса А', л по- 
перхпость кристалла изо- 
гнута но радиусу /? 2.

Фиг. 2. Отражающие пло
скости неизогнуты нпеп- 
пенлнкк'лярны централь
ному радиусу. О.}—/?— 

центральный радиус

Наш опыт показал, что достаточно трудно выращивать моно
кристаллы с заданной ориентировкой отражающих плоскостей. Часто 
рост данного кристалла .прекращается и начинается рост нового кри
сталла.

Поэтому в наших последующих опытах выращивалось большое 
количество монокристаллов со случайной ориентировкой отражающих 
плоскостей и из полученных экземпляров выбирались такие, плоско
сти [И 1], [100] или [Ю1| которых были параллельными оси цилин
дрической поверхности, Действительно. как известно, для фокуси
ровки достаточно, чтобы отражающие плоскости были бы вертикаль
ны—параллельны оси цилиндрической поверхности (метод Иоганна— 
—Протопопова. Кошуа и 11бгансоня), Оказалось, что из 20 выращен
ных кристаллов примерно 2—3 получаются такие, ориентировки от
ражающих плоскостей которых удовлетворяют нашим требованиям.

Ереванский гпсударственны։՜, 
униперсиiej Поступила 15 IV 1964
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1ЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Г. В. БАДАЛЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛУЧЕНИЯ АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ 
МАГНИТНЫХ нолей заданной формы

Введение

Из уравнений Максвелла следует возможность получения по
стоянных аксиально-сим.метричных магнитных полей во внутренней 
полости ферромагнетика. В частности, этому посвящена работа [ 1 ].

Поля создаются распределением по определенному закону соле
ноидальных ампер-витков на внутренней цилиндрической поверхности 
полого железного цилиндра, имеющего конечную толщину стенок и 
оснований.

При выбранных различных распределениях ампер-витков можно 
получить целое семейство постоянных аксиально-симметричных маг
нитных полей в полости сердечника.

С целью проверки практической эффективности и целесообраз
ности метода, нами были изготовлены лабораторные образцы элек
тромагнитов и проведены подробные исследования топографии маг
нитных полей.

Образцы магнитов выполнены для получения и исследования 3-х 
типов полей (см. фиг. 2 работы |1|):

а) однородное поле /Հ-(г, ?) = //„; (!)

б) , колоколообразное" поле вершиной вверх или вниз/Հ-(ր. z) = Ц, 1 ± /Հ“' )cosy (2)

(на продольной оси магнита, т. е. при г = 0 имеем „чистый колокол");
в) косинусоидальное поле

Н:{г, 2 ) = Л/о/о COS — , (3)

где /70 поле в центре (г 0. ? = U), /„֊ Бесселева функция от мни
мого аргумента, / — полудлина магнитного ноля.

Выполнение образцов магнита. Магнитопроводом служила 
стальная (марка 40х) труба с внутренним диаметром 112 мм, тол
щиной стенки 10 мм (фиг. 1). Чля получения полей типа а), о) ра
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бочая длина трубы была 23 ем. а в случае bi—40 ем. Со стороны 
оснований магнитопровод закрывался стальными (марка СТ—3) дис
ками толщиной 14 мм. С целью введения во внутрь магнита изме
рительного приспособления (а вообще для пропускания через магнит
ное поле пучка электронов), и торцевых тисках сделаны центральны» 
отверстия 020 мм (см. фиг. 1).

Фиг. L Общий вид образцов ^лгктромапипон.

Распределенная соленоидальная катушка выполнялась отдельно 
на изоляционном каркасе с таким расчетом. чтобы аосле'введения во 
внутрь .магнитопровода, она близко прилегала к железу*.  Для обес
печения соосности катушки с магнито проводом каркас с катушкой 
одевается при сборке на кольцевые небольшие, выступы, имеющиеся 
на торцевых дисках. Все катушки выполнены из ;медного провода 
марки И БД—0.83. Для улучшения теплосъема с катушки изоляцион
ный каркас продырявлен по всея боковой поверхности, что создает 
доступ воздуха к токоведущим проводникам.

Согласно работе [1|, закон распределения плотности ампер-вит
ков по длине катушки, необходимый для создания требуемой формы 
поля Нг{г, ?.}, выражается так:

п (Z՛) =-Д֊ //..(/?. . (4Я
0,4 ՜ сж

где R — средний радиус катушки.
Изоляционный каркас нужного диаметра пзготовлялся"а лабораторных уело»1 

пиях из обмазанной ֊• одной стороны эпоксидной смолой бумаги, которая наматыва
лась ил 8—10слоев на соответствующей гладкой металлической оправе, н после суш-ч 
кн при комнатной темпера! у не в течение 24 час. приобретала необходимую жест— 
кость.
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Для получения поля типа я) выбрано Н0=45 эрст. Тогда со
гласно (1) и (4)

„(-) = 36^Ջ. (о)
СМ

При токе питания /— Խ получается 4-слойная катушка с полным 
числом витков около 800.

Для получения поля типа б) на катушку образца а) была наложена 
дополнительная распределенная обмотка при параметрах /Հ, = 4^‘эрст. 
R - 5.4 си. Плотность распределения, согласно (2) и (4),

. - ՞2՜ аХвит ...п (z ) = ± o9.ocos--------- - ----- - (6)
11,5 см

При токе питания /— Խ дополнительно уложено около 860 витков. 
При изменении направлении тока в дополнительной обмотке получим 
.колоколообразпое1* поле вершиной вниз.

Фиг. 2. Катушки с распределенном намоткой.

Наконец, для получения поля типа в) ври значениях параметров 
/Հ, = 45 эрст. и А’ ՝ 5.2 см, согласно (3) и (4), нужно

/«— 64,0 cos ՝2՜?' вит
20 см (7)

При токе / 1а полное число витков катушки составляет около 1610. 
Намотка распределенных обмоток осуществлялась дискретно, с интер
валами по длине 1 си, причем после выполнения каждой ступени 
последняя закреплялась изолентой. Подводка питающих проводов ка
тушки после сборки магнита осуществлялась через отверстия в гор
цах магиитопровода.
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Электромагниты питались от стандартного выпрямителя ВС—111. 
При измерениях ток питания электромагнитов доводился до 1,5а, 
причем большие токи ограничились тепловым режимом катушки.

Стабильность тока, ~ 1 °՛,,. обеспечивалась феррорёзонансным 
стабилизатором С.—0.75 в цепи питания выпрямителя.

Методика магнитных измерений. Для магнитных измерений 
использовались баллистический гальванометр М 21 и сопряженный с 
ним датчик поля Последний представлял из себя небольшую плоскую 
катушку .^7,6 6 X 3,<S (каркас из орг. стекла), содержащую 2000
витков из провода марки ПЭ.1 -0,03. Благодаря применению специально 
сконструированного при пособления имелась возможность измерять 
продольную компоненту магнитного поля в различных точках про
странства внутри катушки электромагнита.

Изображенное на риг. 3 приспособление представляет вводимую 
во внутрь через торцевое отверстие магнита латунную трубку, на 
внутреннем конце которой закреплена нолеречная рейка с четырьмя 
маленькими роликами и с натянутой на них крепкой нитью. В центре 
рейки на нити приклеен датчик. Па наружном конце трубки на оси 
установлено небольшое колесико, на которое выведены через трубку 
и закреплены концы упомянутой нити. Вращением колесика на опре
деленный угол, благодаря перемещению нити, достигается соответ
ствующее радиальное смещение датчика с центрального положения. 
Осевое же перемещение всей трубки в целом через торцевое отвер
стие магнита дает возможность устанавливать датчик в различных 
точках вдоль длины магнита-

Фиг. 3. Измерительное приспособление с датчиком поля.

Точность относительных магнитных измерений определяется точ
ностью отсчета на шкале гальванометра (абсолютная ошибка — 

. Ղ5 .и.ч). стабильностью тока питания н величиной самих отбросов 
и числом измерений (мы повторяли измерения по 4 и больше раза). 
՛՛'. случае образца а) отбросы гальванометра близки друг Другу 
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(54—59) мм, и соответствующая средне-квадратичная ошибка со
ставляет .£ J %. В случае же образцов б), в), величины отбросов 
меняются в широких пределах /от 3—4 мм до 118 мм) и поэтому 
относительная точность измерений будет различна в различных местах 
снятых экспериментальных распределений поля, начиная от £ 1 % при 
больших отбросах до £ 10% при малых отбросах.

Результаты измерений. Программа магнитных измерений вклю
чала следующее:

1) снятие осевого распределения /7 -компоненты магнитного пОля 
в 3-х образцах магнитов:

2) снятие радиального распределения //..-компоненты поля как 
н центральном поперечном сечении магнитов, так и в сечении вблизи 
торца;

3) проверка влияния отверстий в торцевых дисках, конечной 
толщины распределенной обмотки и других факторов на распреде
ление поля в магнитах.

На фиг. 4—5 приведены результаты измерений магнитных полей 
всех 3-х образцов магнитов л), б), а) по намеченной программе, при 
чем дальние торны были закрыты дисками без отверстий'. На тех ж<՝ 
графиках приведены для сравнения теоретически ожидаемые распре 
деления согласно формулам (I)—(3).

Видно, что как однородное поле, так и .колоколообразное- или 
косинусоидальное ноля экспериментально хорошо выявлены.

Рассмотрение экспериментальных данных в пределах точности 
относительных измерений, показывает близкое согласие эксперимен
тальных и расчетных распределений.

Однако, как это видно на графиках, наблюдается некоторое за
нижение поля до 7—8% в областях, приближающихся к торнам 
Проведенное подробное исследование возможных причин показало, 
что наблюденное занижение поля к торцам обусловлено, по всей ве
роятности, неточным соблюдением основных предпосылок задачи: 
магнитная проницаемость сердечника небесконечна, а также распре
деленные ампер-витки имеют конечную радиальную толщину, состав- 

1л я юту ю около- часть внутреннего радиуса сердечника. Дополни- 
6

тельно отметим, что наличие .пассивных*  зон до 2—3 мм между 
стальным торцом и краем распределенной катушки увеличивает вы
шеупомянутое занижение поля у торцов вплоть до 10%.

• Ввиду конструктивных особенностей измерительного приспособления, датчик 
.не лохоцил* до стенки дальнего торна ил 0.5 ел идо стенки ближнего горца нл 1.5с.н

Ю И.шссгиа ЛИ, серив фпх-мвт. ивук, М о

Проверка влияния торцевых отверстий на картину поля осуще
ствлялась повторением всего цикла измерений для позиции, когда 
торцевые диски имеют отверстия. В результате оказалось, что н 
пределах ошибок измерений картины поля совпадают с теми, которые 
имелись при отсутствии отверстия, за исключением области поля, не-
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посредственно прилегающей к отверстию. Здесь, на отрезке 15֊ £0 мм 
(область порядка диаметра отверстия) наблюдается более резкое за
нижение поля вплоть до 34 — 35% (сравни с 7—8% при отсутствии 
отверстия).

а).0днородное поле

Но * 
1.0 
0.8 - ц
0.6
0.4
0.2 

о

Но

Но Ն0 
0.8 
0.6 
ол 
0.2 

о

֊0.2 
֊0.4 
-0.G 
֊0.8 
֊1.0

1.8 •

I ' 1—;1—«—1 —I—L-J—La՜-՜?
1 2 3 4 5 6 7 8а <0 it|<2 13 <4 <5 <6 17 18 1920 21 22 Zcbt

*=е 0Л8

1.6
1.4
1.2 •
1.0 ֊
0.8 -
0.G
0.4 -
0.2 -

Б)„Колоколообраэное

С֊И-10-3-8-7-6-5 -4-3 ֊2 ֊1 012 3 4 5 6 7 8 9 <0 iV5CM
֊8 1- 8

Hj(£) С). Косинусоидальное поле

„ колокол 
вершиной в&е

„ Колокол 
вершиной вниз

4 см

Все сплошные линии-расчет, кружки-измерения
•1»ւււՀ 4. Распределение //^-компоненты поля вдоль осн электромагнитов.

На фиг. 4а изображено осевое распределение пиля, снятое при 
отсутствии ториевого диска вообще. Видно как сильно падает поле 
по сравнению со случаем, когда имеется железный торец.

• аким образом, результаты опытной проверки показывают хоро
шую «близость измеренных топографий полей к расчетным, и, если 
учесть отсутствие каких-либо существенных трудностей в изготовле
нии этих магнитов, то по-видимому они не лишены практического 
интереса.
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Н?(Г.г0) ПДн°Р°Дное поле
Но,° ‘ Հ

*’ջ Середина г0=о J‘$ . Дальныи край г0- + Исм

1.0 <ХЗ—о—о—О—О—О—О—О- 1.0 ■ _ _•Со—з—с—С~С—о—■-՛—о-
0.8 - 0.8 -
Q.S  Ч 1 1 ! ! ’ 1 *—>֊  ձ 1 '֊------ i L 1 1 *■ -О 0.4 0.8 ։.2 1.6 2.0 24 2.8 3.2 Гал О ОА 0.8 1.2 1.6 2.0 24 2Л 3.2 Гсм

Нг(Г20՝ 
՜11՜

2.4
6).Колокслообраэное’пояе вершиной вверх

Середина 10-о Дальный кран 20- + Исм
2.2 -
2.07°՜
1.8 -
1.6 ---- 1---- 1---- 1----։----i---- 1—I-----г֊ ---- 1---- 1---- ։----!—:—I__ !__

О ОА Օձ J.2 1.6 2.0 2.4 2.83.2 Гсм 0 04 0Ճ 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2 ГСМ

На ,'
С). Косинусоидальное поле

1.4
1.2
1.0

0.8
0.6.

Середина го=о 1.4
1.2
1.0
0.8е

■ Дальный край г0=+11см

[ ---- 1----1 ։---- 1----»--- 1----1 >. о 6  1 ! • 1 ; I ' ■ а,
О 0.4 08 1.2 1.6 2.0 2,4 2.83.2 Гсм 0.4 0.81.2 1.6 2.0 24 2.8 3.2 Гсм

Все сплошные линии-расчет, кружки-измерения

Фн1 5. Распределение //.- -компоненты поля по радиусу электромагнитов.

В заключение автор выражает благодарность А. А. Азатяну. 
Փ. Ա. Кечяну и Г. С. Айрапетяну за помощь при изготовлении маг
нитов и проведении измерений.
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•I,. |||1.ԴԱԼ:!ԱՆ

ՏՎՅԱԼ ttb‘U‘ ԱՔՍ1* Ա1.-111’Ս1)Տ[’1Պ |յ՚ԱԴՆ1Վ1Ա>ւԱՆ 'HLgSUPI*  
11ՏԱ811'ԱՆ 111>ՍՈՒ11՜Ն11.111’ՐՈ1'|1-ՅՈԻն

Ա մ փ Ո փ ո ւ մ
Աշիէատ էէէվ}շան մեջ կատարված է փակ ֆերրոմ տդնիսակսՀէր ււիոտեմում 

vn/jiiit ձհի ա րււ իա <-п իմ հա րիկ imui/էատուն մադնիաոկան դաշտերի ստացմ էսն 
Լրսպերիմենտա/ հետաղոտnt/Լյու.ն։

Պա արա աո Հա ծ րսրորւէէտորային ^[Լկտրաւք աւյնիււների միջոցով ստացվևւ 
են համասհո ք к ղան ցանման» ու կոսինուասչին ցայտեր և չավւվե[ են նրանց ա ար ա Л ական րայխոէմներր։

Էրսպերիմենս/աք ե տեսականորեն սպաաԼու/ դաշտերի րաշխամների \ա-
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մհմատումր տաքիս Լ քավ համրնկնոլմ, րացսւււությսւմր այն տիրույթների, 
որոնք մոտենամ են մագնիսների եզրերին. այստեգ գիտվում Լ գաշտի Լարվա
ծության փորր ինյ իջեցում (մինչև Z—ծ’%/

ЛИТБРАТУРА

Бадалян Г. В. Получение постоянных аксиально-симметричных магнитных полей 
и ферромагнитной системе. Известия ЛИ АрмССР, сер. фмз.-мат, наук, 17. № 5, 
стр. 121, 1964


	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23

	2
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43

	3
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53

	4
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61

	5
	62
	63
	64
	65
	65.1
	66
	67

	6
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76

	7
	77
	78
	79
	80
	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94
	95

	8
	96
	97
	98
	99
	100
	101
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	108
	109

	9
	110
	111
	112
	113
	114
	115

	10
	116
	117
	118
	119
	120

	11
	121
	122
	123
	124
	125
	126
	127

	12
	128
	129
	130

	13
	131
	132
	133
	134
	135
	136
	137
	138


