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МАТЕМАТИКА

С. Я. ГУСМАН

О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕГУЛЯРНЫХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ 
КОШИ-РИМАНА С НЕЛИНЕЙНЫМИ 

ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ

Система уравнений

ժ« д-v .------ —х=/։(х. у, и, V) 
дх ду
dv , ди t .
7֊ + — =А(А у. н, и) дх ду

(О

записывается в виде одного уравнения 

от *=л(г, от). (2)
где

/у, от = и 4- iv, a (z. wI = — (/\ (х. у. ч

Уравнение (2)
MAU у, и, V)).

и его решения подробно исследованы в монографии
|1] для случая a (z, w) = и (z) w 4- b[z) w-r с (г), где a(z).b{z) и с (г)
принадлежат АР(О) или 1.р р^>2. Ниже приводятся некоторые ре­
зультаты для более общего случая, когда а (г, от) непрерывна ио от 
при любом z( Ь, где Ь — замыкание области /). измерима при любом
непрерывном от (z) и удовлетворяет неравенству

|л(г. ®)|<«(г)(Нг-|+ 1)’(1п(|и| + 2))’,. (3)

где a(z) принадлежит Lp (/5) или 1.Р. ч, если область I.) неограничсна. 
р>2. Если D — область римановой поверхности R. то a(z, от) 
должна быть ковариаитой вида

и{г^. от) ~a(z, от)^֊«
02*

u{z) изменяется н этом случае по закону а [г*) = а{2) ՝ О

пространстве LP на R см. [2|.
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Регулярным решением уравнения (2) назовем непрерывную в П 
однозначную функцию w(z), которая почти всюду имеет обобщенную 
производную и удовлетворяет уравнению (2).

1. D комплексная плоскость.
Теорема I. При. «Հ1, а также при а=1 и ճ <լ() су шест­

вует регулярное решение уравнения (2). принимающее в данной 
точке z0 данное значение а»0.

Доказательство. Введем вспомогательное переменное '(г) — 
— *р(2) —won рассмотрим интегральное уравнение

:(։)= ' ( [“Г а <4>
" J J (^-z)(/-z0)

Из неравенства (3) следует, что оператор Л' переводит при доста­
точно большом натуральном п множество функции, удовлетворяющих 
условиям

Գ_֊2 (/(z)) <Պ /(?•) =0, (5)
л

в себя. По принципу Н1аудера уравнение (4) имеет в этом множе­
стве решение '.0(z). Функция ^(z) +- ձւ՚0 является искомой.

Замечание 1. Условие а<1. так же как и непрерывность 
a (z, х’) по ьу, являются существенными для справедливости теоремы 1. 
и > . Н. iz|<-l, ьу=ОНапример, если a {z, w) — ; • то не существует ре-

10. z >0 или w.-^O
гулярного решения уравнения (2), равного нулю s начале координат. 
Примеры уравнений вида (2), не имеющих целых решений, для лю­
бого а>1 имеются в работе |3|.

Замечание 2. Из условии теоремы I не следует единствен­
ности регулярного решения, равного в точке д,. Например, урав­

нение (2) при а (г, «՛) = имеет наряду с

решением и՝ 0 гакж решение о», = И I. которое тоже ран

но нулю в начале координат. Уравнение ш- — a(z)w , где 
a(z) է Լ/ք. Հ;<>, имеет ровно и регулярных решений, принимающих 
значение wo^O в точке z0.

2. D — ограниченная плоская область ;:ли область на замкнутой 
римановой ■. о не о х ноет н.

Теорема 2. Пусть Рп — точки D. a wn —про­
извольные комплексные числа. При 7.<Հ1. а. также прил—Х и 
Ց < 0 существуют однозначные решения уравнения (2), принимаю­
щие •>՝ каждой точке Рь значение к՛*, /г —!.•••, п.
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Доказательство. Введем вспомогательное переменное 
. (z)= w (z) — ® (г), где о(г) ограниченная на D аналитическая функ­
ция. принимающая в точке /Д значение a.՛*, k = !,-••, п. Полагая 

ք(Հ г) = Д (/, z) — շ Д (Հ z(Pft)); где Л(/, z) — ядро Коши на Ь 
*-д

;см. [4]), рассмотрим интегральное уравнение

-.(2)֊ :</)+<?(/»Л ((, Z}d-.,. (4՜)
п

По принцип) Шаудера оно имеет решение Z0(z); функция C0(z) ■-(’) 
является искомой.

Следствие. Уравнение

[(г г։)...(2-2я)] '
ide zv> • •, г,, различные точки плоской области D. имеет при 
а<1 и при а=1,3 и регулярные решения.

Тем՜) рем а 3. Если последовательность (wn(z)) регулярных 
решений уравнения (2) сходится равномерно с D к w(z). то w(z) 
является регулярным решением .иного уравнении.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сходящейся носледовател ьности «Հ (z) | 
соответствует по формуле

?(г) = w(z) 4- ^a(r. w (/)) Я (Л г)^г (7)

'о
равномерно сходящаяся последовательность аналитических в /J функ­
ций, предел которой аналитичен в D, откуда и следует справедли­
вость теоремы 3. При доказательстве этой теоремы неравенство (3՝ 
не используется.

Теоремы 2 и 3 остаются справедливыми на произвольной откры­
вай римановой поверхности D. если a(z) имеет компактный носитель. 
Если D — замкнутая риманова поверхность, то, как показал К). Я. 
Родин, лаже уравнение

и»֊ = а (з) (8)

не имеет в общем случае регулярных решений, гак как его решения 
выражаются формулой

w (?) = Ф (г) ( (Л г) a (t)de..

з .4 (Հ z) на I) имеет особенности по z.
3. Частным случаем уравнения (2) является уравнение 

ге'у = a f?, w) w, (9)
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однако, оно не удовлетворяет при ։>0и при а = О, В >0 условиям
теорем 1 и 2. При а>0 это уравнение может не иметь регулярных 
решений [3j. но при я = 0 и 3 . I на уравнение (9) распространяются 
результаты теоремы 1. Для доказательства достаточно сделать под­
становку 4=*1nw. Возможность этой подстановки обеспечивается тем.
что в силу неравенства (3) ограниченное на всей плоскости и нс 
равное тождественному пулю решение уравнения (9) является обоб­
щенной аналитической функцией и не имеет нулей.
11ерм։ кии государственным 
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Աշխատության մեջ դիտարկվում կ Աոշի-Ռիմանի U ~ = Cl(ZtW) ււիստ 

բ ավականւււչւսփ րնղհանար տեսքի աջ մասով. որ բավարարում Լ որոշակի 
դնահատականի, ե ուսումնասիրվում են նրա ււեդու/ւար /ումո՛ մն/ւրր: Այն 
դեպքում, երբ օիստեմր որոշված Լ ամբողջ հարթության վրա, ապացուցված 
Լ Կոշսւ խնդրի ոեդսւ/յար /ածման դսյությանր ընդհանրապես ոչ միակ այն- 
պիսի ՜ երի, որոնց ահր րսսէ ւճ' - ի ենթարկված / մի քանի անհավւս-
4արոէթյէէէննե/էի։ Համանման պնդա մներր երևան են բերված սահմանափակ 
Հարթ կամ փակ սիմ ան յան մակհրևայթնևրի վրա ցանվող տիրույթների դեպ* 
քամ, ինչպես նաև '.ետադասված f; ւրեդու/յար /ածումների '.ավասարւպափ 
UUI ՛մանների վարրր:
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В Ы Ч И C.I1 И Г Е Л Ь Н А Я МАТЕ М АТ И К А

Г. А. I АРАКОВ

АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕПРИВОДИМЫХ ДВОИЧНЫХ 
ПОЛИНОМОВ И ИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ

»
В статье описывается алгоритм определения двоичных неприво­

димых полиномов и их показателей, приводится таблица этих Поли­
ванов для степеней т <11, а для последующих степеней до /// = 20 — 
таблица количественной характеристики указанных полиномов и нх 
показателей.

Неприводимые двоичные полиномы являются основой образо- 
| камня бинарных циклических кодон для обнаружения и корректировки 

клк независимых ошибок, так и пакетов ошибок 11, 2]. Поэтому, 
естественно, иметь удобный алгоритм определения неприводимых по- 
.чяомов и нх показателе?։.

§ 1. О двоичных неприводимых полиномах

Полиномы
/ (х) = а0 4-«гА՜ + • " ՛ лт^п. (1-1)

коэффициенты которых могут принимать лишь значения О или I рас­
сматриваются в соответствии с законами обычной алгебры за одним 
■сключением. а именно: сложение здесь осуществляется по mod 2. 
«пример;

х4- -*'Դ х* 4--*; 
l-j-.v 4-х2 '--л7'.

сложение умножение

1 4- л” 4֊ х* 1 х- 4-х’ 4- х4
д- 4- х1 4- х4 1 4֊-х
1 -Нх 4- х3 14- х2 4֊ хЛ 4֊ л4

Полиномы вида (1.1) с операцией сложения по mod 2 будем 
называть двоичными. Двоичные полиномы обладают объединитель­
ными, распределительными и вычислительными свойствами обычных 
полиномов. Также, как п в обычной алгебре, каждый двоичный по­
лином может быть разложен на простые множители (то есть на 
простые двоичные полиномы) единственным способом.

В этой статье рассматриваются только двоичные полиномы.
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О и р с д е л v н и е 1. Двоичны й полином степени т называется 
неприводимым, если он не имеет двоичных полиномов-делигелей со 
степенью больше нуля и меньше т. Полиномы первой степени х, 
1 -• х, очевидно, являются неприводимыми. Полиномы высших сте­
пеней не могут быть неприводимыми, если содержат множитель х. 
Поэтому неприводимые полиномы высших степеней должны обяза­
тельно содержать свободный член 1.

Легко понять, что если полином содержит четное число членов, 
то он не может быть неприводимым, так как будет иметь делитель 
1 ֊• х. Следовательно, неприводимые полиномы степени т надо искать 
во множестве полиномов вида

Р(х) = 1 -f-ajXH-------|-з«֊|Л-'п И 4-лл (1.2)
с' нечетным числом членов (с нечетным весом).

В дальнейшем для полинома (1.2) мы часто будем пользоваться 
также обозначением (1, 1).

Определение 2. Для полинома р (х) обратным (сопряженным) 
называется полином

?W = *">(-)• (1.3)

Полином р.(л՜) также степени /л и характеризуется набором коэффи­
циентов (1. azn-i,---, 1).

Определение 3. Показателем полинома р (х) называется 
наименьшее положительное целое число е, при котором хг — 1 
( — хе 4- I mod 2) делится на р(х) без остатка.

Можно показать, что для любого целого положительного числа 
гл существует, по крайней мере, один полином степени т, который 
имеет показатель- е = 2՛’'''—1. Это значение является максимально 
возможным значением е.

Теорем.ч 1. Если полином р (х) неприводимый, то и обрат­
ный полином р(х) неприводимый.

Доказательство: Допустим противное, пусть

Дх) = /^ (х)ра (х).

В этом тождестве заменим х на ֊ и умножим обе его части на х”*: 
х

) =х>У—Նտք-Ц =xm,pl(^'\xm,pt(—\=pl(x)pa(x)t 
\х/ \х/ \х/ \х / \х/

где ո։Ղ и /и,- соответственно степени полиномовр։(х), р:(х). В послед­
нем равенстве слева имеем полином р(х), а справа —произведение 
л вух полиномов, степени которых больше нуля и меньше т, что 
пр отиворечит условию неприводимости полинома р(х).

Теорема 2. Полиномы р(х) и р(х) имеют один и тот же 
п оказатель.
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Пусть /> (х) имеет показатель е, а р (х) е.
Покажем, что е = е.
Полином xf » I делится на р (х). Пусть

1==р(х)</(х).

этом гождестве заменим х на 1
л՜

и обе его части умножим на ?/,

при этом получим:

*е I 1 =Л"7^ Jj'/ (֊֊) =xMp^--yiq (А)=р(х)<?(х), 

де т и ^" — соответственно степени полиномов р(х) н q (х). Из по­
следнего равенства вытекает, что <• е. Хналогичио можно показать, 
то е<е, откуда и получим е = е.

Теорема 3. Если полином р (х) Принадлежит максималь 
юму показателю е = 2'"‘ — 1, то он неприводимый.

Доказательство. Допустим противное, пусть 
р(х) =pl(x)pi(x),

де полиномы р։(х) и р2{х) сперва предположим взаимно простыми. 
Далее, пусть эти полиномы имеют соответственно степени /и։. я/։ и 
пока затея и ег,

Тогда, очевидно, пол инок։

хг'г՜ - 1 = (Z1 )"*֊! = (х'։ ք' — 1

делится как на />։ (х). гак 
изведенис р(х).

€ другой стороны,

^։<(2т'- 1)(2Л’։
Сто противоречит условию 
казателю е.

Общий случай

и на р*(х), а следовательно, и на их про-

I) == 2՞ Ч- 1 — 2՞' — 2т* < 2т I = с.
принадлежности р (д) максимальному ни-

р (х) = р™> (д-1 р^ (х)- • -р^ (д),

Pt(x), i = 1, 2.••• k я k > 2 - неприводимые полиномы, ле:ко 
мривести к рассмотренному случаю.

Наконец, остается рассмотреть случай 

/’ (*) = I А(-*)Г'.
гдер։(х) — неприводимый по липом и ///։ 2. Пусть степень поли­
нома Pj(x) — f, показатель — t։x.

Кроме того, пусть 2Հ՜1 < т1 < 2Հ Тогда

1/л(х)Г7(^‘֊ Пж7(-Л- 1.
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Поэтому

е<ег2'<(2т֊ 1)-2' =2; ր Հ <'2Гг-\^2т'; l=2m 1=£՚. (1.4) 

что следует из очевидных неравенств

г </П; — 1 (щ, < 2՞'՜; г ; | հո, —1<т։7, /л, >2. т>1. 
Противоречие (1.4) показывает, что последний случай также невоз­
можен. Этим завершается доказательство теоремы. К максимальным 
показателям могут принадлежат!, только неприводимые полиномы, 
а к немаксимальным показателям как неприводимые, так и приводи­
мые полиномы. Например, неприводимый полином

п (х) = 1 ֊I х | х- — х* 4՜ х’
принадлежит показателю 21, этому же показателю также принадле­
жит полином

f(x) ■- 1 ֊ x=4-.v4 Л-Й = (1 --x)(l-|-x--xs)(l + л։+х’).
Теперь рассмотрим вопрос о количестве неприводимых полиномов 
степени т. Пусть ռ = 2™ — 1 имеет делители /ղ, w2,-”//a. причем 
Hj — 1 и л* = 2'" 1. Тля каждого из этих делителей П/ имеет место
сравнение

2m = l (mod///), / = 1, 2,•••//. (1.5)
Однако, для некоторых из делителей Hi сравнение вида (1.5) 

может иметь место и при меньших, чем т степенях:

2'— 1 (mod///), 1 < 7 < т. (1.6)

Для других же делителей п{ возможно только сравнение (1.5) и не­
возможно сравнение вида (1.6). Именно эти последние делители nt и 
только они, являются теми показателями, к которым могут принад­
лежать неприводимые полиномы степени т. Такие делители числа 
л = հ” — 1 обозначим через /ц. Очевидно, nk — 2՞'— 1 является дели­
телем этого последнего вида.

Число неприводимых полиномов степени т. имеющих показа­
тель будет \ где փ (///)—функция Эйлера, показывающая 

/п
число натуральных чисел, непревосходящих л, и взаимнопростых с 
л. |4].

Число неприводимых полиномов степени т. принадлежащих 
максимальному показателю е = 2т- 1. равно — - ՜ 1 -• 

т
Число же всех неприводимых полиномов степени т равно
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Например, для
т ~ 9, п — Т — I — 511 — 7- 73

«։ = 1, п. — 7, пл ~ 73, п4 = 511,
имеем:

2’= 1 (mod 1)
23 s 1 (mod 7) 
2’ ֊՜. 1 (mod 73) 
2я֊ 1 (mod 511),

и делителями вида п< будут 73 и 511.
Число же всех неприводимых полиномов степени будет:

? (73) . ?(511) _-------- :------------= ОО.
9 9

§ 2. Описание алгоритма определения неприводимых 
полиномов данной степени и их показателей

Этот алгоритм может быть описан блок-схемой (фиг. 1).
Блок М՛ I. Для получения всех полиномов (1.2) —(1, օղ.-»- 

•••, а,я_1։ 1) с нечетными весами, достаточно последовательно брать 
все наборы вида

Ն. 7„_2, 0, (2.1)

начиная с нулевого, и каждый из них поразрядно складывать по mod 2 
с набором, который получается из (2.1) путем сдвига его разрядов 
на одну позицию вправо:

71. 7շ«՚". О

——֊ ''՚ 'т — 'Р iw . ТО 2Y
(О^н), (7x4--;th- -. Ա_3 l-Tw_2), (7«. , 1-6Г’

Полученный набор-сумма (2.2) будет иметь четный вес, так как 
независимо от вида набора (2.1) общее количество единиц в наборах- 
-слагасмых четно, а в результате их модульного сложения число еди­
ниц может уменьшиться только на четное число.

Теперь, если инвертировать в наборах (2.2) последний (вообще 
любой фиксированный) разряд, го получим все наборы

я-,**-, лп. յ) (2.3)

с нечетными весами.
В самом деле, достаточно показать, что в результате применения 

описанных выше операций к двум различным наборам у и ՞ вила 

(2.1) полученные преобразованные наборы ; и р будут также раз­

личными. Действительно, допустим, что у и Ց совпадают:
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[(0 + ъ), (ь + ъ).-"(7„-3-֊7„_2). (7я-։ + О) =
-|(O+W, (3՜՜°>1.

откуда имели бы
Ն“րն О’ = •• 2-”Կ — շ).

что противоречит условию нетождественное™ ; и 3,
Наконец, сложив полученные наборы (2.3) с постоянным не-, 

бором 100---01. получим точно 2ր" '՚ наборов (полиномов) (1, «։,*•• 
л-։

•••алт֊1 О с нечетными весами.
Блок 2Ճ 2. Здесь осуществляется проверка - является ли по­

ступивший в блок очередной полином (набор) /? (.с) с нечетным весом 
неприводимым или нет. Для этого 
полином /»(X) последовательно де­
лится на все неприводимые поли­

ли . /7/ — 1номы степени —> либо — р.
2 2

зависимости от четности или не­
четности числа /7/, начиная с непри­
водимого полинома второй степени.

Так, для /7/ = 10 (также /тг=11) 
полином р (.г) должен делиться на 
все неприводимые полиномы (на­
боры)

111Հ 1101. 11001. 11111*, 
100101, ЮПИ, 110111,

а также на их обратные полиномы,
Фиг. 1. Блок-схема определения непри- ?0 есть всего на 12 неприводимых 
водимых двоичных полиномов данной 110линомов. которые могут быть 

степени и их показателей. получены непосредственно.
Символом отмечены самосопряженные полиномы, то есть по­

линомы. которые совпадают со своими обратными.
При этом делении нас не интересует частное, а важно знать 

имеет ли место деление с: остатком или без остатка.
Алгоритм самого процесса деления прост: делитель пишется по/, 

делимым так, чтобы коэффициент его члена в наивысшей степени нахо­
дился под коэффициентом аналогичного члена делимого. Написанные 
наборы поразрядно складываются по mod2; полученный набор-сумма 
сдвигается на одну позицию влево, анализируется его левый крайний 
разряд; если он -единица, то делитель складывается по mod 2 со 
сдвинутым набором, если же он—нуль, то сдвинутый набор снова 
•..■двигается влево на один разряд и т. д. Процесс сдвигов и модуль­
ного сложения продолжается до тех пор. пока в последнем получен­
ном. наборе-сумме число разрядов станет меньше числа разрядов де- 
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литеДя. Последний набор-сумма будет остатком от деления. Если 
набор-сумма состоит только из одних нулей, то деление имеет место 
без остатка, в противном случае с остатком.

Если поливом ր (х) делится на один из неприводимых полино- 
т է՛ „ nt I \•we степени ? । либо _ )■ то этот полином—приводимый и поэтому 

управление перелается блоку .\« 1 для посылки очередного полинома 
0.2' с нечетным несом.

Полином р х) будет неприводимым, если он нс делится (без 
т / остатка) ни ня один из неприводимых полиномов степени — I лиоо

fft —1 .
| 2 /

Из числа 2՞։ ՜ кандидатов в неприводимые полиномы степени т 
I . ՀՈ (fit )через блок № 2 пройдут лишь —------- неприводимых поли*

Ո |;'2'м-1 т 
номов.

Блок Л& J. Здесь определяйся показатель неприводимого поли­
нома степени т. Работа блока определяется в зависимости от количества 
делителей числа // = 2'”—! вида л։.

Так, для т — II, я 2։։ — 1 =2047 = 2.3*89 делителями буду։

я։=1. tt5 = 23, /г3 = 89 и л4 = 2(147.

Чис.-.о неприводимих полиномов 1'.-ой степени, принадлежащих по­
следним трем делителям, соответственно будет 2, 8 и 176.

Для определения показателя неприводимого полинома />(х) сна­
чала делим л՜-՛֊*- 1 из этот полином по вышеописанному алгоритму. 
Если деление имеет место без остатка, то показатель полинома 
э(х) —23. если же хгз 1 не делится на полином р{х]. го па него де 
дим лм - 1 (ввиду особенной простоты полинома (набора) вида д* փ I 
его деление на другие полиномы в ЭВЦМ легко осуществляется). Г. 
случае, ёбди это последнее деление будет безос глючное. то показатель 
полинома/;(*)—89, н противном случае полином р (л) будет принад­
лежать максимальному показателю 2047

“ ր ՛ ւ - ? («4 )блок функционирует так. по если выораны нее ' неприао-
• т

димых полиномов степени /«. принадлежащих показателю ?ъ. то ра­
бота соответству юшего подблока по выявлению именно этих неири 
золимых полиномов прекращается, по работа других аналогичных 
подблоков, по которым еще соответствующие количества нспрнводн- 
4 JX полиномов степени т не выбраны, продолжается.

Надобность в блоке отпадает в том случае. когда число 
п-2" ֊I является простым, ибо тогда все неприводимые полиномы 
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степени т будут принадлежать максимальному показателю 
е = 2т-1 |4|.

Для простоты числа п — 2т—1 необходимо, чтобы число т бы­
ло простым. Но это условие недостаточно, так как уже при т =11, 
п — составное.

До сих пор неизвестно, существует ли конечное или бесконеч­
ное число простых чисел вида л = 2*—1. Известно 20 простых чисел 
этого вида (для т = 2, 3, 5, 7. 13, 17, 19 и др.), из которых наи­
большее— п—2’։3—1, которое вместе с тем является наибольшим

Таблица №1
Неприводимых ДВОИЧНЫХ ПОЛИНОМОВ И ИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 

(ЛАЯ СТЕПЕНЕЙ Ш4П)

m P(X) e m P(x) e 1 m P(X) e
1 г - 1207 511 2ZS7 341

3-’ 1 <225 511 2355 34 1
<243 $1! 2437 341

2 7" 3 1257 5ft 2547 341
1267 5<1 2633 341

3 13 7 1273՜ $11 2653 341
1317 $11 3277 341

4 23 is 1333 511 3367 341
37 3 <423 511 3417 341

1437 511
i 45 31 1473 5M 2055 33

57 31 1517 511 2413 33
57 31 1533 5И 3 247 33

15/7 511
6 103 63 1617 511 225<“( 33

133 63 3043*> 33
14 7 63 <003 73
127 21 1027 73 J777*’ 11nr* 3 1113 /3

203
<145 73 и 4005 2047

J 127
2.011 1023

4027 7047
2<f 1?7 Ю 4053 2047
217 127 2033 <023 4055 2067
23$ 127 7047 1023 4107 2047
247 127 2055 te?3 4143 2047
253 127 2145 1073 4145 2047
277 127 2157 <023 4(61 2047
313 <27 2213 1023 4ПЗ 2047
3S7 427 2305 1023 4215 2047

43$ 25$
2327 <023 4225 2047

A 2347 1023 4237 2047
453 75$ 2363 1023 4251 2847
4$5 255 2377 1023 4261 2047
515 255 2445 1023 4 317 2047537 255 2443 1023 4347 2047543 255 2475 1023 4353 2047E07 255 2503 IQ 7.3 4365 2047
717 255 7527 1023 4415 2047

2SS3 <323 4423 2047477 25 2617 <023 4445 2047
557 85 2627 1023 4451 2047
573 85 2767 1323 44 73 204?bi 3 2$ 2767 1023 4475 2047433 St 2773 <023 1 450S 2047637
47<’>

Я 3023 1023 4533 2047
17 3OS7 1023 4563 704??27'? 17 ЗИ7 1023 4565 204?

1321 5(1
3133 1023 4577 20473 3177 1023 4603 2C471033 511 333/ 1023 4617 20471055 Sit 342? f0?3 4653 2047(ՍճՅ 511 20Г7 341 4655 20471131 511 2435 341 467 < 2047Из/ 511 2107 341 4707 2047057 

<1«7
511
511

2123
2(43

341
341

474$
4767

2047
2047It 75 HI 2231 341 $007 2047
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КОЛИЧЕСТВЕННОМ ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕПРИВОДИМЫХ ДВОИЧНЫХ ПОЛИНОМОВ 

И их ПОКАЗАТЕЛЕЙ ДАЙ СТЕПЕНЕЙ 12 4 ГП Ճ20

m ₽<Х) е m £>(х) г m ЧА) е
5023 20U? 5607 7047 64(7 2047
S0M «|4? 3613 204? 6447 2047
5152 JQ4? 562.3 2047 650? 2047ЯП 7 047 5657 2047 65 57 2047
5235 2047 5667 2047 158 37 2GA752?./ 4047 5675 2047 6673 2047
5253 2047 5733 2047 6727 2047
S2S3 104? 5747 204/ 6747 2С4?
57S5 7041 6913 2047 7047 2041
5337 2U47 6037 ?C4f ИЗ? 2047
535? 7041 6(27 7041 /23? 2047
53?ձ 2047 6(53 204/ ?3(7 204?
5403 2047 6(63 2047
5463 2047 427? 204.' 4303 '«Э
547J 2047 «33 204? 446) ։s
55(3 70’.» S243 704? 4757 ЛЭ5537 Ж Г 6277 2047 61 Ո ։s
355/ 21А> 6307 2Q4?
55» 2041 636/ 704? >34 3 »

Таблица ih2

Степень
ПОЛИНОМА

Число 
ПОЛИНОМОВ

НЕЧЕТНЫМ 
ВЕСАМИ

ЧИСЛО ВСЕХ НЕПРИВОДИМЫХ полиномов

Всего В ТОМ ЧИСЛЕ ПО П0КЛЗАГЕЛ1М

17 1074 335 4035(144); (365(48), 819(36); 585 (24); 455(24), 3(5(12),273,'с 

155(8). 117(6), 185(4),9|($); £5(4);45(2); 39(2);35(?); 13(1)

13 2048 630 3191 (630)

и 403$ Н61 <6383 (756); 5461(375); 38(08), 129(6); 43(3)

(5 8192 2182 32767 (18И), 4581(300), 1057(63), 217(12), 151(19)

16 16384 4080 6553$ (2048); 13845 (1024); 13107 (512). 4369 (256), 3855(128);

1285 (64); 771 (32); 257 (IE)

17 32768 77(0 131071 (7710)

18 63556 14532 262143 (7776), 87381(2532), 37449(1296), 29127 (8S4), 

13737 (432); 12483(432), 9709 (432), 4599 (144), 

4161 (144); 2991 (108); 1971 (72); 1553(48), 1387 (72), 

1197 (36); 65? (24); 513 (l$;, 3S3 (12); 21?(8), 183(6), 

171(6); 133(6); 57 (2), 27(1), 13(1)

19 131072 27594 J24287 (775S4)

?а 262(44 52377 1048 57$ (24000), 349525 (12000); ’03715 (4800), 

95325 (2400); 69905 (2400); 41334 (1200), 33825 (800), 

31775 (1200); 25575 (600), 19055(480); 13381(600); 

11275 (400Г, 8525 (300), 6766 (160), 6355 (240); 

5115(128), 3813 (120), 3075 (80),7325(60),2255(80), 

1705 (60); 1353 (40), 1271 (6(1), 1075 (40), 8?5(20), 
775 (30), 615 (18), 465 (12), 451 (20); 2)5 (10), 205(8), 

165(4); 155(8»; 123(4). 75 (И , 55(2); 4|(2), 25 (l)

известным в настоящее время простым числом, имеющим 1332 циф­
ры [3].

Но описанному выше алгоритму на электронно-вычислительной 
язшине были определены неприводимые полиномы и их показатели. 
'1,ля степеней /я <11 неприводимые полиномы и их показатели при­



ведены в табл. 1. В ней т— степень, а с—показатель полинома р (л). 
Полиномы записаны • восьмерично-двоично  fl системе. Так. например, 
записи 1267, 2065 и .5623 или (001) (010) (1 Ю| (111), (010) (000) (1 Ю)( 101) 
и (101) (ПО) (010) (011) соответственно означают полиномы յժ-է*’4

■ л՜՛ 4 X* х- ■ X • 1. .Հ:'՛ - V - Л* .< 1 и л11 4 Л” •} Xе 4 дс1 4
4 х* 4 х 4 1.

Знаком отмечены самосопряженные полиномы; из двух сопря­
женных (обратных) неприводимых полиномов в таблицу включен тот, 
который в восьмерично՛двоичной системе изображается меньшим 
числом. Для полиномов степеней от т 12 до т 20 в табл. 2 при­
ведены количественные характеристики числа неприводимых полино­
мов и их показателей. В ■ кобкзх ззаио количество неприводимых 
полиномов, принадлежащих данному показателю.

Из этой таблицы видно, что число неприводимых полиномов при 
увеличении степени полинома на единицу почти удваивается. С ро­
стом т увеличивается также объем вычислений, необходимых для 
определения неприводимых полиномов данной степени и их показа­
телей. Однако, с практической точки зрения нас всегда интересуют 
небольшие мочения /л. для которых применение описанного алго­
ритма нс требует значительного объема вычислений.

Поступила 16 III 1964

Դ. Հ. Դ11ՐԱ«ւ։1Վ

ԵՐԿՈՒԱԿԱՆ 11ԻԱՏԵՄԻ ՉՎԵՐԱԾՎՈՂ ՈԱՂՄ ԱՆԴԱՄՆԵՐՆ ՈՒ ՆՐԱՆ8 
ՏՈԻհՒՑՆԵՐՕ ԳՏՆԵԼՈՒ ԱԼԳՈՐԻԹՄ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

^որրքսււ} ում րերված են երկուական սիստեմի չվերած վոդ րա ղմ անդամ - 
ների հատկէէԼ թ քուննևրր, որոնց հիման i/piu նկարադրված է ալդ րադման- 
դամ1>!»րր և նրանց ցուցիշներր դաներս աքդորիթմէ

('հրված են (ադլուսակի ձեովյ մինչև II աստիճանի նշված բացման֊ 
ղամեերր It նրանց ցուցիչնհրր, որոնր ստացված են կլեքրորոնա լին ^ո/շվիչ 
մերենալի օդնուի]րոմ/՝' րստ աոա^արկված ալդորիթմի:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. Ш. ЛСАТУРЯН, 10. П. КИЧАЕВ

УТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЕЙ ПЕРЕМЕННОГО 
СЕЧЕНИЯ С НЕЛИНЕЙНЫМ ЗАКОНОМ УПРУГОСТИ

Имеется обширная литература, посвященная крутильным коле- 
Водям цилиндрических валов при линейном законе деформации.

Сущестаует ряд задач, имеющих большое практическое значе­
ние, при рассмотрении которых необходимо обращаться к келнней- 

[доЛ теория крутильных колебаний, например, крутильные колебания 
ержней из материала с естественной нелинейностью. К таким ма­
ршам относятся различные детали машин нз пластических масс на 
tone эпоксидных смол и др.

Допустим, что для углов сдвига при кручении можно взять та- 
к же выражения, как и в линейной теории, то есть

«* = 8у = S. = Оху = 0, буг = ШХ, (0.1)

• = u>(z, է) = является углом закручивания на единицу длины 
dz

ж ня.
Для интенсивности деформации сдвига из соотношения (0.1) не- 

)едственно следует, что

^=4(՛^+-4 ш’'։=тր՝ Ш ■ <0-2)
•յ О О \(/ճ /

г։ = х։4֊у2.

В нелинейной технической теории упругости связь между ком- 
■енгами тензора деформации и тензором напряжения устанавли­
вая следующими уравнениями [1|

= Су = О- = Тд-у = О,

I =” G(1 Х-»-=(7(1 + Т$о) Ъг*

евидно, что результирующее касательное напряжение в се­
пиях цилиндра плоскостями z — const, будет равно

7 = , / 1С(| + -^)< ■ ■. ,.;Հ-Հ0.3)

AH, серия фиа.-мат. каух. № 5 յ .,’•0 2
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здесь (?— модуль сдвига.
■յ — модуль интенсивности касательных напряжений.

Для модуля интенсивности касательных напряжений предлач 
гяется следующее соотношение |1|

|0J

где 0֊ модуль сдвига, н;см:,
К модуль объемного сжатия щсм1,
N - постоянная материала, например:

а Г I/*

для меди .V « 0.177-10՜ — •
№

для стали А « 0.25* 10՜ *Г •
ՒՐ

Соотношения (0.3) и (0.4) характеризуют не только нелинейный 
закон упругости, но. например, служат некоторым выражением пла­
стических деформаций в зоне упрочнения

§ I. Нелинейные свободные крутильные колебания стержней 
переменного поперечного сечения

Крутильное колебание цилиндрического стержня, при нелиней­
ном законе упругости, с постоянным поперечным сечением и заделан­
ными концами рассмотрено в работе [I].

В данной работе приводится исследование при различных гра­
ничных условиях свободных нелинейных крутильных колебаний 
стержней переменного сечения, являющихся телами вращения отно­
сительно геометрической оси симметрии.

Итак, рассмотрим в декартовой системе координат стержень пе­
ременного кругового сечения. Пусть для недеформированного стержня 

его ось симметрии совпадет с осью г, а пло­
скость сечения—с плоскостью хоу (фиг. 1).

Для исследования нелинейного крутиль­
ного колебания упругой системы восполь- 
••уемся вариационным принципом Гамильтона- 
-Остроградского. По принципу Гамильтона- 
- Острогрэдского для консервативной системы 
сил при изохронной вариации имеем соотно­
шение

F 3/- = 0
о

Здесь А полная работа упругих сил.
/: — кинетическая энергия стержня.

.Удельная работа деформации при круч-пни стержня, вызванная 
касательными напряжениями Г, будет
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Подставляя сюда значение Т из уравнения (0.3) и интегрируя от 
О до |0, получим

Так как փ0 ՜ ր՝™“
3 Ւ©’ то из предыдущего

Հ րճճ\ „ ({. ГI ■ ճ ր՝- /*? V г«. (дл Y. 
ds \dz / V 6 I 3 \ dz / \ dz /

Интегрируя по площади S поперечного сечения, найдем работу 
реформации сдвига на единицу длины стержня

Вводя в рассмотрение моменты инерции сечения

ձ=и/շ=J J r'dxdy՝ (1 -2) 

5 * S

при этом работа деформации для всего стержня будет иметь вид

I л = f — dz = ~ Г ւՀY-i- ֊ (֊ У dz. (1.3) 
J dz 1- 6 J U) 3 \дг)
о о

Кинетическую энергию стержня определяем путем интегрирова­
ния живой силы отдельных элементов высотой dz при кручении, 
то есть

I <|л>
о

где р —плотность материала стержня.
Подставляя (1.3) и (1.4) в уравнение (1.1) будем иметь

F - f (’ Հ€ № У+ G (дг \‘_ Ճ. /ծ-У \dtdz. (1.5) 
J J /б 7 3 J 6 \0z) 2 \dt) I
о о

Для упрощения дальнейших вычислений, примем следующие 
означения

О— Ьт
Г։ = —. (1.6)

Р (
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Л = 4Л (*)=/о,ЛСО. /= ֊ /и/а (-) ֊֊ (՝). (1.7)

где индекс 0 показывает, что все величины вычислены в заделан­
ном сечении стержня, т — безразмерное время, с— безразмерная ко­
ордината, р — частота собственных колебаний стержня, k безраз­
мерный параметр, подлежащий определению.

Так как

др . <7? d- dv k de _d-s d' d$
dz - ft Hz՜ di 7’ Hf^diiit^ dxP' (1.8)

то на основании (1.6), (1.7) и (1.8) уравнение (1.51 примет вид

/^?у z'^Y л (մ w к дг)

(1.9)

где для сокращения записи приняты следующие обозначения 

а։ = _1 J2__ l/ճ^Ջ.
р F 1/6՜ Г 3 pZ=՛

։-! е*? 

-М
 

>-j СО
II

Аяа.

—-4— =֊-- a'-,k:, (1.10)
-а' 27 /-’
շ

где а радиус данного сечения.
Из (1.9) следует, что уравнение Эйлера-Лагранжа для вариацион­

ной задачи оЛ=0 является нелинейным дифференциальным уравне­
нием второго порядка в частных производных с переменными коэф­
фициентами. Поэтому вариационную задачу будем решать прибли­
женно. /1ля этого величину с (z, /) будем искать в виде произведе­
ния двух функций, одна из которых зависит от координаты а вто­
рая - только от безразмерного времени ՜. то есть

(1.Н)

Подставляя функцию (1.11) в формулу (1.9), получим

о (;, -) /?(;)^(т).

Для простоты обозначим
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Тогда для действия /• по Гамильтону-Остроградскому получим 
следующее значение

?՝=^° Л +;м‘>-р,&)Ъ (։-1з)
о

Пи принципу Гамильтона-Остроградского для консервативной 
Системы сил при изохронной вариации из формул (1.1) и (1.13) по- 
■IV4HM

2»
j ZLd- - О, 

5

Отсюда, для 
Йлера-Лагранжз

\ժ՜/ 
действительного движения вариационное 
в обобщенных координатах запишется в

-֊ (? + ki9։) = О-
d~

уравнение 
виде

(1.14)

Соотношение (1.14) описывает свободные колебания .материаль­
ной точки или физического маятника с нелинейной восстанавливающей 
силой.

Интегрируя уравнение (1.14) от начального положения Q до с/, 
где Q ֊ наибольшая начальная амплитуда крутильных колебаний си- 
ремы в радианах, получим

I 2 Г db 
й/2 + ԿՓյ /1-х»йЛ 

о
(1.15)

где

֊- = sin 0 н 
Q

ՀԳ2
2 ф XxQ2 ’

я.-модуль эллиптического интеграла.
Так как полный период колебаний должен иметь значение 2՜, 

7» нз (1.15) следует соотношение
9,_ 4]/2К(х)
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2г

. d—֊
J/l—ZSln’O 
о

— полный эллиптический интеграл первого рода. Отсюда следует, что 

п _ 2/2 к (Z)

Или, переходя к размерным величинам, для частоты колебания 
будем иметь

2А'(*)
1 1 • Xfr,Q? .

/2 (1.16)
1-HAQ’

Из соотношения (1.16) видно, что частота крутильных колеба­
нии валов зависит от начальной амплитуды. С увеличением ампли­
туды частота собственных колебаний уменьшается вследствие увели­
чения функции К (х) и уменьшения подкоренного выражения. Из 
модуля эллиптического интеграла непосредственно следует, что от­
ношение

I 'W '

Рассмотрим теперь собственные колебания стержня переменного 
сечения с одним закрепленным концом (фиг. I). Граничные условия 
при этом будут

• ”Լ.< °- М

Гак как эллиптический интеграл есть функция верхнего предела 
71г то обратная функция от - определяется эллиптической функцией 
Якоби в виде [3]

Т, = Տո ֊.

Подставляя сюда значение амплитуды ть будем иметь

^=QS։»t, (1.18)

На основании (1.17) и (1.18) уравнение (1.11) в первом прибли­
жении при нелинейном колебании примет вид

? (Լ ’-) = R ($) q (т) = Q sin ; sn (1.19)

где по-прежнему

: = ~ ' Pt. А = (—«-0. 1, 2. 3.---
/ 2

В формуле (1.19) начальная амплитуда колебания заранее нам 
не известна, но ее можно определять из условия максимального ка- 
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нательного напряжения. Так как касательное напряжение при кру- 
чечни определяется соотношением

՜։ — Ga — .

ри отсюда на основании (1.191 максимальное напряжение будет
QakGТ՜.... ■ ~~ ---- — •

причем 'cos: mwx=l. но. как известно |3j. խււ Հ I1!I11X = 1
Решая последнее соотношение относительно амплитуды, будем 

шеть

Q= —(1.20) 
ka GSME, ,

Гаково значение амплитуды в зависимости от начального макси-
ильного напряжения, вызванного парой сил.

Вычислим значение коэффициента Xfc։Q2. 
Подставляя значение 'Ь&- (1.10) и начальной амплитуды изиз

1.20), получим
և?
>օւ

Р г*
Г- & a? Cr

Тл Ax* 4 ,>I.tk как —֊ = а-, то из последнего соотношения следует,
Ал $

'«по

¥Л։ = -т»1(֊֊М- (1.2Ո
27 \ G /

где ;<0.
Подставляя значение а из (1.10) в формулу (1.16) и учитывая 

Й1.21). после несложных преобразований для частоты свободных ко­
лебаний при нелинейном таконе упругости получим следующее вы­
ражение:

2 .՛•/ 3 । i-- s ।I 6'- K(Z.)l

(2//-Ւ 1)“ (1.22)

В случае вала со свободными концами граничные условия будут

=0, =0.
г-о dl е-*

р у.ом случае н первом приближении уравнение упругой линии (1.2) 
примет вид

փ(Լ -■) = /?(5)у (т) = Qcosssn*:, (1.23) 
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а частота собственных колебаний определится из (1.22), причем здесь 
нужно принять, что k = /гк.

В формуле (1.22) величины U и определяются из выражения 
(М3).

$ 2. Примеры

Для того, чтобы определить частоту собственных колебаний 
стержней переменного сечения по формуле (1.22), необходимо знать 
закон изменения моментов инерции вдоль оси г. Для конического, 
вала закон изменения радиуса будет

/

Переходя к безразмерным координатам, получим

Учитывая последнее выражение, придадим формуле (1.7) вид

Отсюда

Аналогичным путем можем определить значение функций /Д?) 
и /։(1) для параболоида вращения (фиг. 2)

Легко составить выражения функций /։(5) и /.(;) для ступен­
чатого вала. Например, фиг. 3,

£
4 ’

/=«) = ! приЛ(0=1.
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A(S) = I, AG) = i при — <£<*• (2-3>
4

На основании (2.1), (2.2) и (2.3) вычислены значения параметрон 
$ и bv Эти величины для различных отношений приведены в табл. I.

Фиг. 4.

Из табл. 1 следует, что числовые 
величины У в асимптотически прибли­
жаются к значению прямого цилиндра.

Частоты собственных крутильных 
колебаний стержней для сечения (2.1). 
(2.3), подсчитанные по формуле (1.22), 
рнведены на графиках фиг. 4 и 5 для 
омического и ступенчатого валов со­
ответственно. Эти графики полностью 
тражзют эффект нелинейности.

Фиг. 5.
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Г W ___  ճ ֊-------- ——: _ - ------ л ՝ _տւ

Таблица ։

ь 1
 й

 
о

Л.

РУ
 

II 
to

 | л

U | см 
п

 
'

II

•1Հ

2
л

2 2 J

0.5 0.808 0.950 0.980 0,130 0.487 0,523
0.75 0,845 0,976 0.990 0,522 0.602 0.606

Нал конический 4
3

1.348 1.03 1.008 0.6? 1.018 1.046

Вал цнлидлричесилк 1.0 1.0 1.0 1.0 0.75 0.75 0,75

Вал с боковой поверх- 0.5 0.627 0,98 0,985 0.184 0,554 0,556ностью в виде пара­
болоида вращения 0,75 0.795 0.975 0,990 0.442 0,599 0,610

Запорожский машиностроительный ицститу
им. В. Я. Чубаря Поступила 26 XI 19ՑՅ

11. Г,. ԱՍԱՏ1։:4Լէր, ЙПЬ. Պ. Կ1»ՅԱԽԼ

ԱՈԱԱԴԱ11ԱՆՈԻՄՅԱՆ ՈՉ֊ԳԾԱՅԻՆ ՕՐԵՆՔՈՎ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ՀԱՏՎԱԾՔ 
ՈՒՆԵՑՈՂ «ՈՂԵՐԻ ՈԼՈՐՄԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ

П. մ փ ո փ ո ։ մ

փողվածում րերւքում !, պատմ ան մարմիններ հանդի п ա rjnղ ւիոփո /и ական 
հատւքածրի ձողերի աղատ ոչ դծ ալին ոլորման ա՛ո աանա Աեերի ու пт ք/եասքք 
րութլանը ււահմանալին ղանաղան պայմանների դեպքում: Զոդերի ոլորման 
սեփական տ ա տ ան ULifii ե րի հաճաիւականա իք լւււնր որոշելու համար կիրառվում 
Հ Համիլաււն-0 սւորոդրադււկւււ վարիավիոն ոկդրանքր: Աո աձղականոլթլան 
ոչ֊դծալին օրենքի դեպ,put մ աղաւււ աատունա ւէեերի հսւճտ իւականէււ֊թ քան հա՛ 
մար ոաարյւքած Հ հե աև լալ բանաձևր

1'երէիսձ աղլւււ.:ւ ակներն ու դրափիկներր րնութաղրոլմ են ոչ- դծ ալնու- 
իք քան և հատ կ ած յ>ի փ ուիиիւ ական tn ft) /ան էփեկտնե րր:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. Л. МОВСИСЯН

I ПРОДОЛЬНЫ! I УДА” НО ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

В рамках безмоментнои теории изучается поведение цилиндри­
ческой оболочки при продольном ударе жесткой массой. Вопросы 
пластических деформаций к устойчивости здесь не ^затрагиваются. 
Случай, когда полубесконечная цилиндрическая оболочка ударяется 
о жесткую преграду, решен в [1].

Рассмотрим круговую ортотропную цилиндрическую оболочку 
миной / и радиусом г. Главные направления упругости материала 

ломки совпадают с линиями кривизны оболочки, которые выбраны 
р качестве координатных линий. Один из концов оболочки (х — 0)

креплен, а второй (х свободен. Свободный коней оболочки
ргается удару в продольном направлении жесткой массой. Прел­

агается. что ударяющая нагрузка равномерно распределяется по 
одному концу оболочки, а также, что после удара ударяющее 

тло все время движется вместе с оболочкой.
Принимая, что удар происходи'1 без кручения, для уравнения 

жения элемента оболочки будем иметь [2] (с прибавлением инер- 
няых членов)

w
Կշ •

а7\_ 
дх

- т — — 0. 
dt՞

... du
1 — c 11 Ox

rm ° “՜ = 0, 
dt՞

du 
^2---‘12 -

OX
tif

Հ՜ւշ (1)

.•де 7, и Л усилия в продольном и круговом направлениях, и и 
.֊перемещения в направлении образующей и нормали к срединной

рхности соответственно, т = — масса ооолочки единичной пло-
Տ

ди. л՛ координата в направлении образующей, է время, а с1к — 
имеют значения [2j.

Уравнения движения в перемещениях будут

dt* ՜

O'W

նւ°^Լ +
т дх՞

< յ-շ Ժ՚ս.'

гт дх
= 0,

с.
at' rm

Գէ <{լ = 0 
гт дх

(2)
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По предположению на концах имеются следующие условия

и (0, 0 = 0. (3)

2кгГ։ (/, է) = - — °- . (4>
g ՕՒ

где Р — вес ударяющего тела.
Имеются также следующие начальные условия (если принять, 

что удар производится в момент / 0)

и(х, 0) = 0, w(xt 0) = (I. -0 при 0<х< /, (5)

ди (х, 0) л п > , ди (х, 0} , /էՀ----- --------- = 0 при О х</ и -------- ------ —V при х = I, (6)

где — скорость удара.
Систему (2) можно заменить одним уравнением, если принять 

, с... . 
4* : -Ф, 

dt- г-in 

су: d<{>
rm дх

Тогда для неизвестной Ф (х, /) будем иметь

Ժ*Փ Ժ’Փ . Ժ*Փ ժ-’ф------ - a---------()---------------c— = о
Ժ/4 dt- дх*дР dx*

где 

а-՚՚ճ. 
r-m m nPr-

Решение (8) будем искать в виде

Ф(х. /) = .¥(х) Г(7). 
тогда из (8) получим

(8)

(9)

(101

X" (11)
7IV ф (а 4֊ Ь՝^) Г' 4- с'РТ = 0, (12)

где /• пока неизвестная постоянная.
Краевые условия 

и (12)
для (11) получим из (3) п (4) с учетом (10)

А" (0) = О, 
Х'(1)^М1.-Х(1).

(13)

где Л1 отношение веса ударяющего тела к весу оболочки.
Решение уравнения (11) после удовлетворения первому услов! 

из (13) будет

А' (х) = .4 sin / х.
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Из второго условия (13) получим собственные значения л, ко 
Поры֊- определяются из следующего уравнения

z, tgx, = Չ,

печ = М. a Q = ~ 
м

f
eiueHHe уравнения (12) будет

'Л = с։81нр/ c«cosp/ т Ղ sin qt 4 c4cos/?/.

a 4- 6>.f փ|/ (<շ -|- 6X?)a — 4гл? .

(15)

(16)

Й = - " I в + 6л? - |/ (о -ф /;>.?)- — 4ԺՀ I • (17)

То, что Г,-(/) действительно имеет вид (16), легко доказывается, 
если учесть, что спг։։ —1՝*2 > 0.

Начальные условия (5) с учетом (7) к (10) дадут

7 (0)= Г (Ո) = 7”(0) =0. (18)

Удовлетворяя (16) и условиям (18), получим

Tt (о = Cl (sinpft - -֊ sin 7/ )• (19)

Из (10). (14) и (19) будем иметь

Ф (х, է) — V ДЦ ship/ -sin q,t Win z ' ■ (20)

BL •
остоянные .-Ն определяются из еще нс. использованного усло- 

кп (6).
Известно [3], что если

.»(Л)- Vr.cos^. (21)
л-1 1 ,

| jw- корни уравнения вида (15). го коэффициенты разложения 
рвределяются формулой

I

(u> G) cos </:.с՞՜ 7
71

2хя ֊I sinL4
(22)

Чтобы получить
Չ

наш случай, достаточно продифференцировать

(21).- Кроме того, надо иметь в ви.дм, что

И = — V при I Կ 
at3

х I (как видно из (6). (10) и (18)).
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В пределе, когда стремится к нулю, для А, получим

Հ =___________ 4t»COSzj________ ջ1.
‘ ^(Pj-<7/)(2*<4֊sin2x/) 1 J

Таким образом, •

S
4i'cosz/ / , . А, А . ъх /n .J

—7—5------5гтк—;—и—; ( sinp.t — - sin q.t) տյո----- (2 ֊-?;)<2*-Н‘п2М\ 1 4ւ ‘J z

Имея выражение для Ф(х, Г), по формулам (1) и (7) можно оп­
ределить усилия и перемещения оболочки, вызванные ударом.

Институт математики и механики |
АН Армянской ССР Поступила 25 II 19s)

I.. Ա. ՄՈՎէԱՍԾէՈ.

ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՀԱՐՎԱԾ Դ1.ԱՆԱՅՐՆ ԱԱՎԱՆԱՐՆ

Ա մ փ ո փ ում

Աշխատության մեջ ուսումնասիրվում Լ օրթոտրսպ զլանային թ ազանի, 
որր ենթ արկվ ում /, երկա յնակսւն հարվածի կոշտ մարմնի միջոցով։ հնր/իրք 
ղիւոարկվամ Լ աոաձգէսկանոլք}յան սահմաններում անմոմենա աեսսւթյամր։

ճիզերի և տեղափոխությունների դտնեւր բերվում կ if ի ֆունկցիայի որոշ­
ման, որի համար տեղի ունի (24) արտահայտությունր։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ФфрЫтрЫнв. ղխոուբյօւսԱր XVII, № 5, 1964 ФЯЗПКО-МЗТГМЛТИЧССХНС H3VKH

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

БАБЛОЯН А Л„ ТОНОЯН В. С.' ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ В ВИДЕ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА։ Исследованию плоской задачи теории упругости анизотропного |дела посвящено много работ, средн которых особое место занимают Вмбогц Д. И Шермана |1— 3|. С. Г. Лехннцкого [4, 5). I . II Савина|6j С Г. Михлина |7] и других.I В настоящей работе р.зссмзтривзюгся некоторые конкретные за- |А1чп плоской теории упругости для ортотропной пластинки в виде ՛кольцевого сектора, ограниченного двумя концентрическими окруж- [՛• гостями и двумя радиусами, когда на кромках сектора граничные I словия заданы: я) в напряжениях и б) в некотором смешанном виде.Решения этих задач сводятся к определению одной .бнгармониче- «ой* [функции. Задачи решаются методом Фурье. Определение по- |<ПЯшых интегрирования в первой задаче сведено к решению беско-1'НВых систем линейных алгебраических уравнений. Доказывается.■in)эти системы регулярны и имеют ограниченные сверху свободные ьл~ны. Вторая задача решается -'ез применения бесконечных систем I. .'инейных уравнении. § I. Постановка задачиРассмотрим ортотропное однородное \ другое тело (предпола- пется, что физические и геометрические оси тела совпадают), имею­щее в плане форму кольцевого сектора.Как известно |4|, в плоской задаче теории упругости напряжения Шут быть определены чере» функцию Эри Ф(г. у) следующими фор֊ мулпми: ։ ժփ 1 сЯФ«ж з, = — — - — — •
г дг г* ду
: ֊°± 

ք)ր՝

.± /д <** у
()г \ Г Ժք /Переходим к новым координатам (f. ?) |9, 10]

Г =• ас։, ф «= Հ (1.2) 



23 А. А. Баблоян, В С. Тоноян Jи вместо функции Ф(/. ?) вводим новую функцию
F(t. ?)-^Փ(է ?). (1.3)'Тогда напряжения будут выражаться через новую функцию F(t, ?) соотношениями |1()| = £L' (°:F + 2L + F \н= \ժ?2 Օէ /а вГ7^^\ (U)

ап- \ Ժ/2 dt / 
е֊‘ Q-F Ժ- ՕէՕգПодставляя эти значения в соотношения обобщенного закона Гука для ортотропного материала и проинтегрировав их. для радиальных и тангенциальных перемещений получим выражения

au\t, r) = ai
OF

a* (Г, ?) = ֊ ал
Г/ (FF Fdtd-? . \(a3--֊ 
' \ Or

OF
1 dt

(1.5)
- «, \ ^dt + at °F- 4 A(t) /(?). J Oy oz-где 

՛> • 
аПазз — ,, __ и։гизл ~ а?3 ii r\Ալ -- --- ’ Աշ -  ’ UJ = ’ ՝Վ>յ ^33 азза функции f0(t) и J (փ) удовлетворяют уравнениям

/* (?)+/(?) = о, /о(0֊/<։(/) = 0. (1.7)Проинтегрировав эти уравнения, для функций fQ(t) и /(<₽) получим/ (<f ) = Fo sin փ-t- cos փ, f(t) = Dte'. (1.8)Функция F(t, «) должна удовлетворять уравнению
ՑԴ օԴ օ4Հ .

аз — - «5 ֊-֊֊ «ւ — ֊ (Պ : ս3)
ՕՐ (Jt‘O^ 0^где

o-F , o֊F
— - ֊7
dt <Ւշ

a.F ֊0, (L9)
<1^ — (էգ ~|~ 2(1 (1.10)Частными решениями этого уравнения являются следующие функции:(Zshatf • К ch аг т С sh 3/ Dch -'t) (Al sin Acos/?),(.4 sli հ® — li ch у? C sh о? I) ch оф) (M sin ur + A‘ cos ա/).



Плоская задача для кольцевого сектора 29аде= + I ; 4Ք։ք/յ)/։^2(<23«.-,-րք/։.ՀГ ' ֊ _ _ _____ .
' Ւ ֊ ...... 2a3 "

I q#a — 4-1 (a- i—4&^3) u*-4(a1g3 + aj 4- a^a) fs
1 ՜ * 2a։I ղ ;i- 2a, - I {a* - 4д1«3) |X> — 4_(<?էց34-<*» 4- Պ<Խ՜. (i. յ շ >՜ ~ 2«xПараметры ar л, 7 и S — комплексные числа, ։де а и ₽, 7 н о — (ряженные, н могут быть представлены следующим образом:а — «յ 4֊ /я8. £ — 2յ — /х,։7 = 71 + Ղշ. Տ= 7։"Դշ.при этом в общем случае а -т* 7 =глучай, когда эти параметры равны, получается из общего решения зутем предельного перехода.Легко проверить, что функции(.4sh/ !- Sch/4-Cshao/4-DchaftO(^?-r.V), Ա լ3)(Л sin® ‘ /Уcos?4՜ С®sin?4-/-^©cos?) (;И/ ЬА'),тле

кже являются решениями уравнения (1.9). Функцию F{t, ?) ищем в виде^(4»?)֊ я(?) ե (է) 4- V М \.(f) cos ч-с— Х]фА (?)cos \-.r (1.14)—J k-t *-Iк области (0 ? շ՚յ, 0 է . ZJ,
иеն(0 = -Նտհ2*£ -г /3Հ. տհ Այ — է) ; Ct, Տհ |֊ Da sli 3* (z։ — z), . . (1.10)փ*(9) = ձ\sh 7a? -6'էտհ7ձ(?1 ?) rosh o*? Hk sli (-т։ — ?).t.k _, u (1.16)3 величины սՀ., 34, 7^ и^ определяются формулами (1.12) с учетом мнений Z1.16|.



30 А. А Баблоян. В С. ТоыоянПодставив (1.14) в (1.4) и (1.5), для напряжений и перемещеам получим следующие выражения:
ОС со

a-efzr(t, գ) — Vpl’*(H (Հ — 1) Ч\ (/)] cos/-*?—У յ\Փ* (?) siii и/JОО4- 2 |Ф1(?) -Фл(?)|СО5н/ 4- а’(?) + «(?) 4֊*'(О ♦֊ ծ (/),
dV's. (Լ s) = V|4\(f).... ։r>(0|cos>>? —OU.՜՜ճ 5\Фк(?)(ЫП1У +FMCOSHfc0 + b” (/) -rb’ U).

а’е*. -0 У / кЧ’հЩ s\n ।д V ^мфм$\n?fct.

d i< ս։(4Հ(0-ր4-,Ա))-(Ա?.1 I-«,) Ф,(/)
4-a, (XJ —1)1 V (hdt |-Sin л*С »*»Ф* (?) 4*

+ (^i- պ)|փ* (?) ^?| sin 'i.r -г cos u. t
< У Ф* (?) cos и*/ |ճ.ծ (0-Ի^'(Ո-

— axb(t} — а։ \b(t)dt |-ах/ а'(©) - V I ^« (?)<*? -Г

-ր":ճ'(?>-ax /Օ(Ո -/(?);§ 2. Решение плоской задачи для ортотропной пластинки в виде кольцевого сектора в напряжениях

Фиг. I

Полагаем, что на кромках ki цевого сектора внешняя нагрузка pat хелена симметрично относительно х и задала следующим образом (фи
4’^յ,(/։, <?) =/х(?)

ձ. ahr (0, ?) «/,(?) а’^ЛЛ. ?) -/*(?) дЧДО. ?) - /.(«?>?») Л (О
(0 ? h)

41



Плоская задача для кольцевого сектора 31где функции J', (Z = 1, 2,- • 6) — кусочно непрерывны и имеют огра-иденное изменение в соответствующих интервалах.В силу симметричного распределения внешней нагрузки относи­тельно оси х имеем также
v(t. 0) = т,?(<\ 0) =0. (2.2)Таким образом, задача сводится к решению уравнения (1.9) с ограниченными условиями (2.1) н (2.2).Согласно (1.8) и (1.13) функции/(«?)./О(0. М?)и b {() берем в 1.Ա-

I
a(?) = a0?sin<p, /0(*) = ЦА /շ 3vծ (է) = coef 4- c\te~ ‘. /(?)=0.изложим функции fi (Z=l. 2,---։ 6) в ряд Фурье по функциям Ro*»?), 1; cos>.»?), |sinji/| и ?k(/), где

е1 при А=0sin иА/ I jAfccosn/ при Л=1, 2.*”» (2.4)
ортогональность и полнота которых подробно исследованы в рабо­те 1Ю|.Тогда граничные условия (2.1) и (2.2) примут видООflW, (г։, <р) = </0+ V d,; cos >.*<₽ 

а2зг(0, ?) = do +2 <4։>cos>.*<p »֊i ֊X!
(է, Փյ) = go?o(O -! 2 £*<?*(*). i-l» 1tre"'։'r-. (fi. ?> = 2 <’* Sin X*<pЛ-10Cа’т. (0, ?) = շ4։)տ1ո>*ք fc-l

(re!-.r.(f, ?x) = 2 vtsin p/
O)=Xr?(t, O) = oУдовлетворив условиям (2.7), получим

G = H = 0. Do = О,

(2.6)

(2.7)

Л* sh = ֊ ՜՜ Ск տհ За/ъAfc
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#iSh ад-Zj - ------- Uk Տհ3*ր։.
Aft

(2.8)
է ս /•Հտհ ձծ«։.

Подставим значение г, из (1.17) в (2.5) и умножим обе части полу­ченных равенств на 1 и coskpo. После интегрирования по ? от 0 до получим
(>-J -

9 ( _ 1 У’°0 .
1)’МЛ) ֊—S( ։>* 

?, ...
(^т ՕտհՀ^ւ 

И+'£(3i4-l)sh3*<p։ 4«я (—lf+’sin<p, ср
72 1 *а Г* - ն2 1 I Яр*
(,k ՜| Հէ 'P ՝ (29)n 9 (__  I )p 00(,՝ ւ)4ր/,(0)==ճ1_ԼԼշ?i *-i (Ti-H)sh-№ Հ + >•; Gi i 1) sh 5Л<р։

Г-к 1 ?՜7~~ն----
r,k T*■la, (-ir'sln-h Հ” (l,I 75 - I - dp ,ri f՝p ‘ A/> -4 sin ©J 4- 2^’’ -i W ՛' = Հ +“>',(— 1)‘+j - և-Sh Tft?i +

փ-^±/'՝‘Sh^ ’ (2.Ю)լ <» . Հ2 .i. J2«o sin <p։ -+- 2c0 ֊ g = 4' >-------V —- ‘ —Ek sh +91 л-! I. 'i
oij- I

8i
/*n sh •Подставив значение ՛. из (1.17) в (2.6). умножив обе части по­лученного равенства на «,,(/) (/^ = 0. 1. 2.---) и проинтегрировав по 

է от 0 до Հ, получим
9 ~ է(^+1)<Ы?։) = ^2(֊1)‘ Իև< է 1 I

Խ»^֊-1) տհ»էՀ- «: 1- ц-
(-1ք(^-1) 

Й +— sh ՜4՜ С» sh |W։ —
լ'" ₽=i-^shW‘|При ր փ 0 и

, _!£է2
— Ci ւ՚՚Հ՚ճ՝",*^1 .2-н>
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с,(е^ - 1) - 2<^։ =^»(ег-.-1) + £(- 1)‘ 1 [Л^֊ sh ։,/, - “ k-1— տհ ^էՀ 4֊ C*«'« տհ խ./։ — Dk sh 3k/։) (2.12); = 0.Введем новые неизвестные(Հ — 7*)F*shM։ = пХк,(M)(Ck - Ok) sh'M = (- ւ)Դ*. (2.13)

Լ
(₽* ֊ 4) (Գ - D*) տհ зд = ( - 1)է+%,

-*■
изведя замену неизвестных в формулах (2.9) и (2.11), после оторых преобразований получим следующие бесконечные системы с-Йных уравнений

со

Уր ~ У ЯрЬ^Ь 4- Рр 

*-2. 4 •-

со
Zp = V 4֊ Qp 

i-1, 3 --

(P = l. 2, з,...)
ХР = 2 СР* r* 4֊ bP (? = 2, •է...) ыОО
Xp = 2 CpkZk ■ Pp (p = 1, 3, • • •), *-։Ьс'введенм обозначения___________ ____  _ 4ар3;, (зр дР)________________A (?I> Cth - ар cth (Հ 4- Л?) (Sj 4֊ դ)

_______________4яр5р — g;;)____________________________
К lh ■— — «/»th (t* 4- fi) 4՜ 6p)

(2.14)

(2.15)
շ ________________ 27p°p — Ip)_________________ _ri cth 7p?։ — Հ„ cth Sp<p։) (a- փ (3J 4- Հ)

P________ap.^p (?p — Ն ) 4______ у (7t 4- 1) <7tapCth^--p„cth^-t ?Ж֊ Ih .rJ... ^(Т;4֊лр2 2
■■fw։ ЛИ, серна физ..«л7, наук, № 5
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/ cth — \ / cth \<֊^рсР( ։ շ \ , (֊ 1)'՜'Հ։) / 1 , 2 \
7- ՝,2 < I ‘ \ I ՜ 1՜ ՜* I
А/» \ f՝p “* * лр I ' р ՛ у ' р — 1 ]

_ кА±_ 8а, sin у, I. Հ-ւ ?i(>֊p֊i)J'
о = ___ ____ 4 v 6է+»?« ..,,thMj_8 th?Ai <?■(>■?'֊ 1)։-Аз- +2 2/ th \! (-1ր1(Դ-4ո)/ 1 _ +_____յլ_ԼԴ \ Հ֊ I I >֊p—1 (2.17)_ 2______(_1)*(Հ_ւ)(Դ_ձՕ)Ր ^cthf^j-^cthSpC, ?ւ(^2+1Լէյ

g, <?z,cthy» ]. „J
ՆԿՀձ-Հյ) շ “(֊ 1)Խ1(Հ֊ ւ)(^ + ՀՊ . ՚ Նcth — Tpcth£pC։[(uj -ь 1 )£{ >•* (aj֊I֊ hJ)

: gp ՛ gp cth V» _ $Al(- ‘ e f,֊r 1J

9։(нН I)2 (2-19)Исключив .‘неизвестные коэффициенты К* и Zp в бесконечных системах (2.14), для коэффициентов А\ получим следующие системы бесконечных линейных уравнений

4֊ 
4֊

.с 
«

чС 
էյ

=Հ 
Գ

а 
.

X 8>1*1 ч 
ч

11 
II

к4 
жЛ

ир (/;=!. 3, 5,...)
1/р (р = 2, 4. (>,...), (2.20}

где
ОО

Црп = У, СркЬпкъ
об

'р ՜ pk^!-к ~Т՜

Jk-J

ое ос (2.շ!>
Vpn = 2 ср“а^

*-1
1 Л - У Գ*^*4֊ bp.

*-1



Плоская задача для кольцевого секторз 35Отметим, что Хп и удовлетворяют отдельным уравнениям, то есть значения этих коэффициентов вычисляются независимо друг от друга. Это обстоятельство намного облегчает вычисления при ре­шении конкретных примеров.Имея значения ХР, из первых двух уравнений (2.14) найдем зна­чении Ур и Zp.Подставляя найденные нз (2.8) и (2.J3) значения неизвестных ^фнцнентон в (1.14) и (1.15), для функции напряжений получим Lyioin.ee выражение(С ?) = «о? sin v 4- • <\te

— c“’cha* (G О ( •l)i‘։K*^Հտհ^/յ Й —3*
'»?•('- 4)** /

В* տհ Ց» -֊֊
cos /-iC — у I

~ I ն՚ևտհՆ?ւ
Ւ-^—.֊ I - — — ֊ 4-— 11 cos U/, (0 է .Հ r։; 0 < 9 (2.22) 

где коз4>фн11иенты a0, c0 и Cj определяются из систем уравнении_ . . . .. . 4<7л sin , . հ2c0(f'« +1)4------ ֊°-----+ c։ (է—* -L- 1) =
Հ у շ

п 0е _1_ | \ л
^-1)+ր,(ր'.-1) = Հ֊Հ" + ճ 2 ֊?+С֊

_2J!L V (2.23)
։-> 1 '»

“ *-0 /,АНеизвестные коэффициенты Л>, входящие в соотношения (2.23).Jeae.iHhHCH нз бесконечных систем линейных уравнений (2.20) и



36 А. А Баблояи, В. Гопоянвыражаются через постоянные а0 и сх. Подставив определенные зна­чения неизвестных Хк из (2.20) в (2.23) и разрешив полученные со­отношения относительно а(), с0 и с\, получим их значения.§ 3. Исследование бесконечных систем (2.20)Покажем, что полученные бесконечные системы линейных урав­нений (2.20) регулярны. В силу (2.15) и (2.21) имеем
ОО ОС
S s

1-1 п ֊ 1.3

v Сркьпк = — ձւSzilcl------Г| 'i?i (3>cth cth )(P* «*)3*eth^-a*cth^
շ ______2 _ __ _2_

a (a* 4- ’tp) (4 4-4) ('Հ 4 ՜'Հ) (т« 4՜ '•*)
«4

2тД(^- тр *________I _(4 J 4)сй4֊4).շ va _______________°p *p______________  
^P''P ('Նcth yp?. - 7/> cth (3.1)

n 2. 4 ■■ л

CO . Դ. ..շ . ՝
У .f? b— ____________° ‘P °P (6P ՜՜ ‘/>)________- * * 6?i(5pc(pt — 4)

■ .. к . В 7«г <W+y) ($+փ

a,
I — 2

■ию ; *ff)?1 (հՆ cth T/>T։ — T/1 Cth o/>?1) (aj 4- p.֊) (3J 4 !»•■)< £< 2тЛ ~ TP _______у _____________ 1" й3 9։ (Vth ТлФх ֊ TpCtli v?i) 4- !’J) (3֊ 4֊ P;)*>= i----------------------ճ~ ________________< J?ЛтР (SP cth T^։ 7„ cth ^/z?1) ֊При этом использованы значения рядов [11|ООу ------ ------ ֊I—-_____ ____= ձհ ( 11 cth —*-շ.4.. ( ՚ *4՜^) (Հ՛ 4-лр> лз?р—ap \4«р 2
(3.2)
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у ------5----- ~ = ih?^։֊-b-th₽A\ (3.3)i-u... (т’+Ф(й+ьй շ <?₽ շ )Հ1-------------- !-------------- = “յ------ !-----( fe-cth 7 ®. —£, («5 + Հ) (?։ + аЛ֊ Гр \ 2Հ. 1Л 

и неравенств
( ) ՀԼ________ ~ (аЛ вр) ________<Հ 1

Ьр cth — ар cthՀ .> <3<4)
Г><__________?g~>_________ < 1»։МР (3/» cth ТР?» ~ I,.clh Мч) хТаким образом, мы получили, что бесконечные системы регу­лярны.Легко видеть из (2.16)—(2.19) и (2.21), что свободные члены этих систем при л, -/■ 1 ограничены. Покажем, что при Xz, = 1 эти члены не обращаются в бесконечность. Для этого нужно только по­казать. что при Хр = 1 Qp < ос.Составим уравнение равновесия (ճ/-'ր = 0) для рассматриваемого случая.В силу симметрии оно будет иметь видг։ <• ii(G՛ ?) sinews I շօտ»,^ (/. 9Х) dr փ (0, o)sin?dsx֊r0 « о«I *֊•֊ փ)շօտ?ժտ- j Յր (0. y)cosv^si px)^r = 0. (3.5)Լ։ւ-Օ՜ aПодставив сюда значения напряжений на контуре из (2.21), получим условия равновесия в следующем виде:

2costt 2 ֊֊է֊շ (Ո’> - 'Դ (՜ ՜ V-Д'" + (rf, - Հ") Sin у, А-ИЗ..Д* *-1 А*— 100 ո*+* • г+ 2 (^-4։>)1 .՜՜^ ՏէՈ?» sin<Fi Ա(Հ ?ւ)ճ?ր = 0. (3.6)ք7ւ Xi — I յИз (3.6), переходя к пределу, когда ла ->1 (то есть с։ = - при /г = 1). получим



Из значения видно, что выражение в квадратных скобках при X*—>1 с точностью до постоянного множителя совпадает с левой частью уравнения (3.7), то есть обращается в нуль того же порядка, как и — 1.Таким образом, при — 1 выражение QF обращается в неопре­деленность типа 0/0. Перейдя к пределу, легко можно вычислить значения при кк = լ.Итак, мы доказали, что свободные члены систем (2.20) всегда ограничены сверху. Это обстоятельство позволяет пользоваться тео­рией регулярных систем линейных уравнений [12] и оценить неизвест­ные коэффициенты с любой точностью.Для изотропного тела
»л = Л4֊г1, fa =•>•* — 1, Ն = ՜ր'ն-Подставляя эти значения в (2.14)—(2.19) и (2.22), получим решение плоской задачи теории упругости для изотропного кольцевого сек­тора, рассмотренной в работе [10]. Аналогично можно решить пло­скую задачу теории упругости для кольцевого сектора, изготовлен­ного из ортотропного материала, когда внешняя нагрузка распреде­лена несимметрично относительно оси л.

§ 4. Об одной смешанной задаче для ортотропной пластинки в виде кольцевого сектораРассмотрим ортотропную пластинку в виде кольцевого сектора, когда на криволинейных частях границы заданы напряжения, а на прямолинейных частях известны касательные напряжения и нормаль­ные перемещения (фиг. 2), то есть
ОО |

а։е^г{(и ?) =Л (?) -)■ 2<4cosa.>©fc-lCOd։3 (0. ?) Հ (?) =- Հ,1 Ч- շ4’ ’ cos •• k®Ам.1ОО (0 < ?<?։) (4-1)(/1է ?) =/3 (?) = 2 ck sin x4?rx>аг'Л. (0. ?) = քէ (?) = շ Հ»տ1ոЛ-1
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օ^՜ր-Հէ, ?х)=Д(/) = V^sinj^/ 

к -1ОО .ճ:ժյ 0)=/,(Г) = 2 <Հ> Sina*/'
av (Հ %) *= ,Հ.?օ (0 + 2 g,; ր/0Л—1

uv(f, Չ) =£<,%(/)-[■ 2Й}М0 4-1Эга задача сводится к решению уравне­ния (1.9) с граничными условиями (4.1) и (4.2).В силу (1.8) и (1.13) выберем функ- аии /(<р), /о(О, "(?) и b <j) следующим образом:la(?) = .4o, /0(O = D0£?f,
| b(t) = сйе1, /(») =F0cos».

(0</ (4.2)

Удовлетворяя условиям (4.1), (4.2) и пользуясь соотношениями(1.17), для неизвестных коэффициентов .4*, Bk, Ск, Dk, Lk. Gk, Րհ и получим следующие значения:
At-----------«---------- Գ /?*=.—Di ,X*sha*/։ shaft/x A*$ha*/j sha^f,

հ՝ _  I ) f-y / ch у cth X Q1’ ՝ Հ ' __ ‘ XI \ 3* a* / \ 3* ajj Sh /
C.L ( sh _ c 115-•f 1ch — L \ 4° ch $kit — ch at/x Ie*** \ a 3.. shaA/x / т sha*/x IL J_ f Q / ձ 1 տհՅձՀ x Q(1)/ ch^/x 1 sha^cha^x△* I V* a* Sh «*^x / \ 9* at sh a*fx /և ___ £լ___ ch Зл./Х — ch atrx eV' / sh ^/x_ _ ch aA/x ch — 1 \ H4 4sh aft/x \ a* 3* sh akft ) I

I Gt=—-—S-—- (Y( li — o*) sh Tft©։\ ll* /I ( ։*• $4) sh 3j{<px\где
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% 1‘Йд* = .... 2 shMi(cha։4ch?։f։ —1)sli-B.G------ -։»Р» Sh afc/։Q* = -7-!—- — -d»֊r 2 3(-1)"л’Л>։>*֊ւլ>-» т։£,Q? = -^--֊ ՀԴ-y/v^ .** — ։ '•* ¥i z.?)՛՛-.- ( - if 4„ I 7^(7^ 4- I) Ш.1-1) I I դՒՀ ' s'i : Հ I
-!<* + (-1Мя1֊^Чт

Դ — '>pMk =[(a
+֊

(4.5).
Ճ-1)2^

֊պ?14՜
mv>=t

^(պ։Հ-պ) n-(_i)*+։+ —2-^- ----------------- շ-^+պ- IocЗнак (*) при у означает следующее: если в выражении под р-1суммой k - четное число, то р принимает только нечетные значения н, обратно, если k — нечетное, то р принимает только четные зна­чения.Для определения неизвестных коэффициентов До. сЛ. О0, Ло по­лучим следующие уравнения: 1 002гов-՛. + я„ = Հ - J 2(- 1)‘№о.
91 д--12Գ+Հ,= Հ։ւ֊ ЛУЛ^,91

qk 11 -г (— 1)* ’е'։] е21>1(Պ + Պ) _ճ------+ {շ (Պ ֊ Պ) T1 Co + £—1* ւ * ՜ 1



Плоский задача для кольцевого сектора •п- «'tfi-V։6'* Л> cos ф։ (с'«-• 1) ■£« (е’1՝ — 1) = о, (4.6)
*.-=»։ ‘ * ‘ -

Л>(^- |) — (е21«—1) = 0.Подставляя значения (4.5) и (4.6) в (1.14) и пользуясь соотно­шениями (1.15) и (4.3), получим выражения для функции напряже-Решение данной задачи в случае изотропного материала полу­чится из (4.5) н (4.6) предельным переходом, используя при этом формулы (3.8).
''<т.нут математики и механики 

АН Армянской ССР Поступила 13 XI 1963

И. 2. ՈԱՕԼՈՅԱՆ. Վ. II .ՏՈՆՈՏԱՆ
OWlIBI’b ՍԵԿՏՈՐ!’ ՏԵՍՔ (ւհՆԵՅՈՂ 0ՐԹ11ՏՐՈՊ ՍԱԼԻ ՃԱ1'|հ luVH'PCԱ մ փ и փ ո ւ tl

\<պվածամ դիտարկված ի աոաձդականսւթ լան տեսա [Jլան որոշ հարթ 
քների ճշդրիա լուծումը օդակալին ոեկսէորի տեսք ունեցող սրթոտրադ 
էի հսւմ:սրք երբ ռեկտորի եզրերում ե դրա լին սլա լմանները տրված են 

") (>"{"“ ՛քներով և ր) խառը տեսք ով։ Ալդ խնդիրները բերվում են մի րի- 
'^ք^ոնիկ ֆունկցիա լի որոշմանը, ո['ք' ներկա լացվում է էեուրլեի շարքերի 
էեսշ֊ովէ

Ւնտեդրման էաստաաունների որոշու մը առաջին խնդրում հանդա մ է 
1անրահաչվական հավասարումների անվերդ սիստեմների լուծմանը։

•йн (Ц է տրվում, որ ալդ սիստեմները սեդսւլլար են, իսկ աղատ ա՚Ո- 
սահմանափակ: Երկրորդ, ի»նդիրր լա ծվում է առանց գծալին ան^

''ավաասրտ ifiib րի սիս տեԱնե րի Օդս։ ա։լ ործ ման:

ЛИТЕРАТУРАԼ Мерлин Д. 11. Плоская задача теории упругости для анизотропной среды. Труды 
Сейсмологического института АП СССР. №86. 1938.

1 Д. IL К решению плоской задачи теории упругости для анизотропной 
среды. ПММ, 6, вып. 6. 1942.

1 Шерман Д. И. Повое решение плоской задачи теории упругости для анизотроп­
ной ерс-.'.ы. ДАН СССР. 32. № 5. 1941.

I .Ь.’ницкий С Г. Теория упругости анизотропного тела. ГИТТЛ, М. Л., 1950 
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нышевского. т. I (XIV). серия физ.-мат наук. ныгг. 2, 1038.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Ա4^<|իտւււթյուն1;Լր WIL № 5. 1964 Физпко-матема*нчсские науки

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

КАРАПЕТЯН К. С.. КОТИКЯН 1Л А.

I ОБ ОСНОВНОМ -УРАВНЕНИИ ПОЛЗУЧЕСТИ ТЕОРИИ 
УПРУГО-ПОЛЗУЧЕГО ТЕЛА

I Согласно теории упруго-ползучего тела |1] осевая относитель­
на деформация призматического бетонного бруса, находящегося под 
действием осевых напряжений з(/)> приложенных в некотором воз- 
Жте бетона выражается зависимостью

Ճ 1U(-) (I)1

3 данном уравнении С (է, т) является мерой ползучести, то есть де- 
Йормацией ползучести в момент времени է от единичного напряже­
ния, приложенного в возрасте ՜.

I В работе |2J Александровский С. В. считает такое определение 
Иункдни С {է. -.) неточным, так как по его мнению это в ряде слу- 
ПН’З может привести к недоразумениям и даже к ошибкам. Чтобы 
Визгзть сказанное, он рассматривает уравнение (1) для воображае- 
■ого идеально-упругого тела, необладакщего свойством ползучести. 
/«меняющимся во времени модулем упругости. В рассматриваемом 
Ваучг.е. поскольку С (է, х) = 0, из уравнения (1) должен следовать 
ВЬн Гука, однако, фактически получается

£(0 (2)

W мнению Алесандровского С. В. данное противоречие является 
ВйДСТйием того, что в уравнении (1) С (է, -) представляет собой не 
«ру ползучести, а лишь ее часть. Чтобы устранить это противоре- 
т, он предлагает для меры ползучести следующее выражение

СМС т) = С(/. х)Ч- 1 (3)
ճ(է) £(/)

ЕкьС(/. 4 представляет собой меру ползучести в нашем обычном 
Кпшании. Что касается —^/)՜’ ТО ЭТ0 есть Разница Удельных 

Вругих деформаций бетонного бруса в момент времени •։ прнложе-
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ния единичных напряжений и в момент времени наблюдения /. Для 
упругого тела, не обладающего ползучестью, Александровский С. В. 
принимает

С*(/, т) = 0 (4)
и тогда из уравнения (3) при условии (4) получает, что

С (/, -) = 1 _1
E(t) £(х)

(5)

Таким образом, по Александровскому С. В. в рассматриваемом случае 
хотя .действительная мера ползучести" С* (Հ равна нулю, но ее 
часть С (է, х) не равна нулю. II если теперь в уравнение (1) подста­
вить значение С(/, -) (5). то тем самым, как это указывает Алексан­
дровский С. В., будет устранено то противоречие зависимости (!) 
для рассматриваемого случая, о котором указывалось выше.

Однако, логически, если для, упругого тела, необладающего пол­
зучестью С* (է, х) равно нулю, а С(/. -) не равно нулю, то это значит, 
что по своему характеру С (է, -) не является деформацией ползуче­
сти. Данное противоречие вызвано тем, что в выражении Ся (է, х) (3)

фигурируют деформации 1 I • которые по своемх
Е(՜) E(t)

характеру

являются упруго-мгновенными и их никак нельзя считать частью 
меры ползучести.

Рассмотрим к чему может привести выражение С* (/, х) (3), 
когда имеем материал, обладающий ползучестью в следующих трех 
случаях:

1) модуль упругости материала во времени возрастает,
2) модуль упругости материал;! во времени не изменяется,
3) модуль упругости материала во времени уменьшается.

Реальным материалом, для которого вс2 эти три случая характерны, 
является бетон.

В первом случае, поскольку модуль упругости во времени воз­

растает, _ է - Поэтому разница —------- -— положитель-
Е(֊) E(t) Г(х) ՐՀէ)

на и

С* (Л х)>С(/, х).

Во втором случае, поскольку модуль упругости во времени не 
изменяется, Поэтому разница— ---------- 1—=0 и

Е^) Е (է) ' £(х) £(/)

С* (t, = X).

В третьем случае, поскольку .модуль упругости во времени умень­
шается. —֊ <Հ • Поэтому разница—1----- 1 отрицательна и

Е{~) E(t) /Г(т) ճ(/)

C*V, х)<С(/,
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Все эти три случая графически представлены на фиг. I. 2 и 3. 
Наиболее характерными из рассмотренных случаев являются пер-

1й и последний (фиг. 1 и 3).
В первом случае увеличение модуля упругости во времени при- 

к увеличению меры ползучести. Между тем известно, что ун­
ике и уменьшение деформатнвной способности бетона во вре- 
някак не может привести к увеличению меры ползучести.

Տ третьем случае, наоборот, уменьшение модуля упругости во
енн приводит уменьшению

сгвнтельности. Поскольку
меры ползучести, что также далеко 
в данном случае С*(/. ?)<^С(Л հ),

ачит, что С* ('. հ) к моменту է даже меньше фактических де- 
ций ползучести материала, нагруженного в возрасте - (фиг. 3).
ледует также отметить, что если бы даже предлагаемое Алек- 
вским С. В. выражение меры ползучести С*(/. -) было лишено
достатков, о которых указывалось выше, при решении задач

вносит никаких изменений в ядро интегрального уравнения
льтерра. Так например, в данном случае

՛.-)= — с(/, т) ----------------- c(/f (6)* Е(?) £(t) J Ժ? | Е{~.) Г

tl получается ядро уравнения (1).

г.: мазематнкн к механики 
АН Армянской ССР Пост.пчлл 10 IV 1964

ни АН. серии i|t|n -MXt. >иух. քձ Е
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Կ. II ։։Ա1։Ա41;ՏՈԱւ„ II- Ա. ԿՈՏԻԿՕԱՆ
Ա1ԻԱԱԴԱ-ՍՈ*Լք-ԱՑԻՆ ՄԱՐՄՆԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ Ս11ՂԻԻ ՀԻՄՆԱԿԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

հոդվածում քյուլդ / արվում, որ աոաձդա-иողքալին մարւքսի ւււեւոո № 
սողքի հիմնական հավասարման մեջ ('[է, ՜) սողքի չավէր չի կարող փոր»՝ 
րինվել II. *Լ. Ալեքսանղրո վսկու աո ագարկած С՛՛՛՜ (է, Т) արսւահալա՚ոթ1^Ւ 
քանի որ С* (I՜ |-Ն հիմնավորված չէ, իր մեջ պարունակում Լ պարղ \ւ 
ոավժլուններ ե, բարի դրանիր, ոչ մի ւիսւիոիաւթլուն չի մտրնսւմ । /1
տերաւի աիպի ինտեէյրաւ հւււվաишրման կորիզի ւէեջ{
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■\ЭР<)1 ИДРОМ1 ХАННКЛ

Л. Г. ЬА1 ДОЕВ

ОПРЕД1:.'1ЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ НА УДАРНОЙ ВОЛНЕ В 
жидкости

§ 1. Рассмотрим задачу проникания давления в сжимаемую жид­
кость. Уравнение состояния жидкости политропическое:

Р = Н

где Р давление, ? плотность. Рассмотрим плоскую задачу.
Как показано и [5]. вблизи фронта звуковой волны г - atit ли 

иейное решение имеет вил

P(AyU)2 У'рМР /Հ7=7/շՀ
Рд(0) հ г • VGZ5 —.v.W’

где оси Ох и Оу направлены по границе жидкости и нормально к 
—_____ էհ

ней. г — время, г - । х- 4- у» , .у —. /->։(f) — заданное на границе
ал

■Юление, R(է) — скорость движения фронта давления
по границе, причем решение (1.1) имеет место как ;ля /?'(/) >а0. так 
и Для /?'(0<<Դ

Если ввести полярные координаты

х = г cos &. у = г sin 6,

(I) запишется вблизи звуковой линии г = a^t в виде

■ р о
= -.UsinO -------I---------(1,2)

Ра * 1 — cos’O.M2

Для потенциала скоростей ?(х. у. է} имеем из (1.2):

; = - V) ՛■ П.З)
t \ «։f /

ГДе

7=ՃՃ1ՋԼ. ք (й) Ջ 2 2 'Mstne 
в - l-cns’&AP ’*
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В работе [6] получено методом Лайтхилла |1| распределение 
давления на ударной волне, ограничивающей область влияния точки 
О, во втором приближении

^=Г֊֊(« + D[<0). 
to

(1.4>

Получим (1.4) по методу Внтема [2].
3 формуле (1.2) для линейного решения заменим линеаризован­

ные характеристические переменные է -- точными, обозначая их 
^0

через Y\

----— = Ճ f (0) _յլ_Լ_. (1.5>՚
Р1(0) 2 Հ/'Z г «о

Уравнение характеристики, с учетом того, что ударная волна отли­

чается от звуковой волны t= — во втором порядке, имеет вид
Պ>

М ! 1 « 4- 1 Р ..— --------------------------- (1.6)
or do а0 2 Вп

Интегрируя (6). найдем уравнение характеристик

/ = ։ (г) - 3 (г)/Т + Г, (1.7).
где

Если продифференцировать условие (1.7) вдоль ударного фронта 
и подставить в формулу Пфрима, легко найти [2] соотношение:

2 И Y dY

֊ճ------------------ - :՝■ у у
(ՀՈ* 3 (1.‘

Теперь из (1.5) и (1.9) имеем

Р = 27 чД 6) Рд(О)
Рл(0) 8 2 7 ' (1.10]

что совпадает с формулой (1.4).
Таким образом, метод Внтема 

отличающихся от фронтов линейных 
решение во втором приближении.

для случая ударных фронтов, 
задач во втором порядке, дает
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Поскольку линейное решение (1.2) имеет место для произволь­
ного во времени давления на границе Рл(() и поскольку при построе­
нии второго приближения используется линейное решение |1|, можно 
утверждать, что решение (1.4) имеет место для произвольного РА (/) 
к скорости фронта но поверх пости R' (£). Чтобы подтвердить это 
положение, проделаем, эту же процедуру способом, предложенным 
В. М. Булахом [4].

Уравнение потенциала скоростей ? в переменных г, О, է имеет 
вид:

I} ........ = 0.(1.11)
№ dr dtdr \дг / дг~ dr- г dr ր՚ձ ԺՕ2
где невыписанные члены содержат производные ио 0 и, как видно 
будет из дальнейшего, не влияют на решение.

Введем переменные ;= Г , 0, /, Тогда (1.11) примет вид

Ջ Л _ I 
ժր[\ -

В случае, когда ? не зависит от f так же. как и в [4|, легко найти

южение ? в окрестности звуковой волны r = aj\

■? = —֊֊, («о — О3 4֊ и (^о ։).* In («о - =). 
п 4- 1

2/7 3 4- 6/7 3/7: 8 
(л 1)36«0

(1 13)

ճ Օ”Հ> ЛОтсюда следует, что —է- 7՜ 0, имеет место явление пограничного 
ժր

слоя и решение (1.12) можно искать в виде

? = >.’?> = >.’^у(7) —Ц. (1-14)
« 4- 1

не л—малый параметр, է = ---------—• причем на ударной волне t — 1.

Если предположить, что s>5 зависит только от 0, что естественно, 
поскольку линейное решение (1) вблизи звуковой волны г = aj за­

висит только о։ ; = - и 0 и, следовательно, вдоль ударной полны. 
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определяемой линейным решением. ; зависит только от 0 и собрать 
в уравнения (1.12) члены с первой степенью ՛-, легко найти урав­
нение для у:

У" (2/ /) = У'- 
Граничные условия на ударной волне лают

= у = 
ժ«

2D 2
fl -֊- 1

где

или

D — скорость ударной волны, У - скорость частиц

МН-Н)
с точностью до малых третьего порядка

ժփ_  4
di п -г

/- ч 4 ■(:- а0)=—-/^а.
1 я + 1

(Мб)

Подставляя сюда выражение 

при է — 1

(1.14) и учитывая условие ф = 0, имеем

-= 0. у' = 4.

Решение (1.15) при этих граничных условиях найдется [4* в виде:

/-

Теперь из (1.14) находим при больших (— է):

У

У
8
3 4

8ГЗ (£.,*? «= Л=;.;у ——
rt -г 1

Сравнение с (1.3) дает

Л 1-ЛМ~ п - 9 (>•?,)
(1.17)

Л?;

Для давления из соотношений на ударной волне находим

Р = ?0О У = роао ).«р2= “Ղհ (й -֊ 1) / -АД ք- (9).
/i-f-I lb 0 \ ?n«o /

что совпадает с (1.4). Полученные формулы верны для переменного 
во времени, но постоянного за фронтом давления на поверхности 
Рд (է), однако, случай переменного давления но координате не вне 
сет дополнительных трудностей.

В случае неоднородной жидкости выберем осн Охо по поверх 
ности жидкости, ось Oz„ направим вглубь. .Уравнение звуковой волны 
имеет вид 151:
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о
*о).

хо
է л«(г)

։* характеризует угол выхода луча из точки О с осью Ох0, а (?)— 
ильная скорость звука жидкости.
вДля давления вблизи звуковой волны можно получить асимпто­
ту» формулу из общих квадратур [5), получаемых по методу 
W |5|.

Если заменить в этой формуле, пользуясь методом Витема [2|, 
^герпетическую переменную t — х(х0, z0) через точную характе­
ру у, получим для распределения давления

/ HQ)
К&Д_=±1/ ___ __________vol/2^_2_,/7

« У Л(70, О)У։(го. 0) "V >• l-X’V? (1.18)

v ■ А <*»• °) = f .
I Л (*о) J а- (?) <1’ (?)

Обозначим через s длину дуги вдоль характеристического луча.
W вдоль характеристики имеет место соотношение [3]:
I !_'Ш— е_. (1.19)

ds а (г) ճ(յ) 2 роаа (г)

пгтрируя (1.19) вдоль характеристики, получим:
Ц /=[— —------- - ----+ у, (1.20)

J «(г) 2 J մ (г) Poa-(z)
tРнаходится из (1.18).

Дифференцируя (1.20) вдоль ударного фронта и используя фор- 
[зу для скорости фронта

Ժ/ _ լ л-у 1 1 р
ds a(z) 4 a(z) poas (շ)

Мучим уравнение для у вдоль фронта 
ди, серия физ.-мат. наук, № 5
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ds Р 1
у

Ja*(z) /У !',Հ- (г) о

(1.22)

дав-

(2.0

(2.2)

(2.3

(1.21}

г

I

I

о

Уравнение (1.21) для неоднородной жидкости легко выводится из со­
отношения. найденного К. Е. Губкиным [3j при решении заданно 
коротких волнах.

Подставляя в (1.21) выражение Р из (1.18), найдем, используя 
, dzvравнение звуковой волны: as =------------- - распределение v вдоль

a (z)jMz)
ударной водны 

1Դ (0) ֊d~v'|/ _ м(*) L X-֊ 8 ! _ V’o
3 п 4֊ 1 .) (z) |Ր (2) (1 - ՀՀ (г». 0) Հ (г0, 0) 

о
Подстановка (1.22) в (1.18) дает давление на ударной волне.

(Р\ \:
—՜— I 
Ро«2 '

§ 2. Рассмотрим осесимметричную задачу распространения 
леиия в сжимаемую жидкость. Уравнение политропы 

Р = В

где Р давление, у- плотность, В. п— постоянные.
Выберем оси координат Ох в плоскости поверхности, Оу

пендикулярно к ней. 
х = г cos О, у = г sin б, 
r = ant запишется

Если ввести еще полярные коорднна 
решение задачи (5) вблизи звуковой волны 

_Р
Ра (0)

.'VPr Sin о (д/ — г) 2г 
2V&4(I - /И2 cos’0)՜*

Л Ц»где .И = —. - скорость звука не возмущенной жидкости, է — время
ճօ

V'o — скорость фронта давления по границе, Рд (f) —давление нг 
границе.

Ищем решение во втором приближении, пользуясь методом Би­
те ма (2]. Заменяя в (2.2) линейные характеристики точными, найд

.Р
Ра (0)

М3 sin 6

(1-ЛРсо։։0)’'=

sin Оу

—(l-APcos’O)71 
«о

= ? (б) -Jr-у,

“о

у = const — характеристическая линия точ-
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fi задачи. Уравнение характеристик во втором приближении запи­
вается

&=_1_ i /\=J____ 1 ?(0) ЛЛО) у
дг а0 а0 Вп ал а0 Вп

ճօ
гшение (2.4) при начальном условии (2.1) f — у г=аоу имеет вид

/ = а(г) 3(г)у -у. (2.5)

>W=7
ао

Ра (0)
Вп

ИО .И3 sinQ

а> (l-;W-cosJ9)’:

. гՀմ01ո -----
<*оУ

Условие на ударном фронти [2] дает связь 3(г) и у

2 ^ydy 

?(ր) = ֊Կր֊ = 1
V“

г
«оУ

:юда имеем, что

о(0) ՀIn = 1.

Г f-l»»- е
<Կ

Из (2.3) и (2.7) имеем

Р
Ра (0)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

У =

гение (2.8) может бить использовано для сферической задачи 
Йрения поршня.

Таким образом, найдено решение в осесимметричной задаче на 
>нте ударной волны, ограничивающей область начальных возму-

ний. Для случая V’o > ճ0, однако, 
(решение не будет верно вблизи

чки cos6= _ касания сферы 
И

г=а^ и волны 
, фиг. 1.

АВ, то есть точки
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§ 3. Пусть граничные .условия задачи таковы, что в предполо­
жении малости возмущений движение за ударной волной можно счи­
тать простой волной. Рассмотрим политропическое уравнение состоя­

ния жидкости. где Р давление. Р плотность.

У равнения простой волны запишутся в виде [71:
/ х , \ /у (y֊b)c0S?- ( ; 1Հ. )sln? - и,

2 •>ժ I y = —- — da cos с. d V\. —-— da sin ©.
«-1 ' n- 1

(3.1)

где Ox. Oy оси декартовых координат, / — время, V'x, I , -скоро­
сти по осям, а скорость звука жидкости. Покажем, что если дви­
жение малое, то из системы (3.1) можно получить с точностью до 
малых третьего порядка соотношения на ударной волне.

Введем модуль в угол скорости:

V'r — V'cos [J, 1Հ), = Г sin ₽.
Тогда имеем

dPdV~ — cos(?-?).
dp M

I </■։ = • sin (9 — 3).
pa

В линейной задаче скорость направлена по нормали к характе­
ристике, совпадающей с ударным фронтом, и сл—թօ=Օ. Поэтому 
«• —3 мало и с точностью до малых третьего порядка имеем

dV ժ/յ
Р"
d Г'Vd?.^- (փ ».

(3.3)

Невозмущенное состояние перед фронтом ударной волны имеет 
параметры V’ = 0, Р = 0, р ֊- р,.,.

Пусть параметром, характерна՝-ютим малость движения, будет 
Р

Из (3.3) имеем
/^У’\ _ I Հ //-{-I 1 |
\dP //._е оаао \dP- fp .. ■՛.-,՛

Тогда для I' найдем разложение

V=-֊ Ր Р
''շ(Կ ՜։ Рс^о

(3.1)
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Если записать уравнение до третьего порядка.

тем
р_ = 1 Р _ 1 тг — 1 1 / Р V
&0 Вп п н Գ \ В /

(3.5)

Тот же результат получится из уравнения ударной адиабаты для 
жидкости, если ограничиться вторым порядком.

Уравнения неразрывности и импульсов записываются

РоО = ?(£>- V), 
P = ^OV,

(3.6)

где О —скорость ударной волны.
Из (3.5) и (3.6; получим приближенно

Р- /, п + 1 Р \

или
д -Н Р

4 Вп .
Что совпадает с (3.4),

Выражение для касательной составляющей скорости к у тарной 
волне имеет вид

= V’sin (л — &).

где л- угол нормали к ударной волне с осью Ох, причем из усло- 
nfi на ударном фронте приближенно угод >. есть среднее арифмети­
ческое углов нормалей к характеристикам до ударной волны и за 
L). =
Г 2

Из (3.2) имеем

/ժ?\ _ /? - 1 </(?-?) 1 dP
\dP )Р.и \ V /р-ир//0 dP ?օճօԺ1/

ս

Р = ?о+4(^-) /’+О(Р«). (3.7)
ճ \ан /<> о

Но из условий на ударной волне

'="։’« + 4 (3.8)

Из (3.7) и (3.8) имеем
\/f = V.O(P։) = О^Р3}.
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Итак, нами выведены условия сохранения массы, импульса и 
энергии и условие для касательной составляющей скорости из урав­
нений простой волны.

Заметим, что при решении задачи во втором приближении ве­
личины 3, £), ср, '/■ достаточно найти в первом приближения. Покажем 
это. Из уравнение։ (3.5) найдем для скорости ударной волны

Если для — взять разложение до второго порядка включительно, 
Ра

для I) получим

— av ( 1 4- л 4-1 Р \
4 Вп )՝

то есть первое приближение. Чтобы найти малые второго порядка а 

выражении D, мы должны задать в разложении — члены порядка 
Ро

/ р V( — 1. го есть выйти за пределы изэнтропического приближения.

Таким образом, мы определяем во втором приближении физи­
ческие параметры Ух, I'., Р, р, 1Հ причем для угла Р, например, 
достаточно брать первое приближение; в самом деле, l/1=1/cos$, 
լ/у—Vsinp и точность в первом порядке 8 обеспечит точность вп, 
втором порядке для компонент скорости.
Инстнтуч математики ։ мехамики

АН Армянской ССР Поступила 29 XI 196>

II. Դ. I4L'PMHj«I.

ՀԵՂՈԻԿՈԻՍ' ՀԱՐՎԱԵՒ HI.M’-b ՎՐԱ ՀՆՇՍԱՆ ՈՐՈՇՈԻէՈ'.

U. մ փ ո փ 11 ւ մ

Աշխ աաոլթչան մ եք if ի ս։ ա չմքվ ո t մ 

որոշման խ՚^^^քԸ №с.,ч1'и համասեո.
Հ հարվածի ա/իրի ձնշմա
այնպես է/ ոչ համասեո հեղու1խւեք\

համարտ է արվում, որ ճնշումը երկրորդ կարւչի վւսքր էէ եատարվա
է ալս խնդրի լուծման տարրեր մեթոդների համեմատություն։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. .М. МАРТИРОСЯН

О ПОЛЗУЧЕСТИ СТЕК ЮПЛАСТИКА СВАМ В РАННИЙ 
ПЕРИОД ПОСЛЕ ИЗГОТОВЛЕНИЯ МАТЕРИАЛА

.•'(лительными опытами на старение, при комнатной температуре, 
т?к.;опластпка СВАМ на связующем Э—1200 и БФ—I установлено, 
но со временем повышаются как предел прочности материала, (см. 

Ьбл. I), так и его сопротивляемость деформированию. Поэтому для
•.мучения сопоставимых результа- Таблица /
;оэ экспериментов всегда должен соотношение
<гь учтен возраст материала, то 1։ол°к™ 11 ла*

Предел прочности ?ькг1млс
4 мес. 12 мес. 18 мес.

Ктъ время, отсчитываемое от мо­
ша изготовления материала до 

дата приложения нагрузки. Осо- 
значение приобретает влияние

1:1 43.4 53.9 —

1:5 66,6 76.0
1:10 7015 76.5 85,0

icra материала на ползучесть, когда элемент конструкции нахо­
дя под воздействием длительной нагрузки.

В настоящей работе приведены результаты экспериментального 
ледовэния ползучести стеклопластика СВАМ. выполненного на об- 
iiiax через 45 дней после изготовления материала.

Материалом исследования служил стеклопластик СВАМ с соот- 
вением продольных и поперечных волокон 1 : 1 на связующем

эФ—1, изготовленный на ленинградском заводе слоистых пластиков. 
Кэцябыли изготовлены с учетом ориентации волокон и состав­

ам е основным направлением углы 0 ; 22,5 ; 45°; 67,5 и 90 *. В 
|ждом направлении образцы нагружались при относительных напря- 
еииял 0,25 с*; 0,5 с* и 0,75 о*. где предел прочности материала на
։пяжение в момент приложения нагрузки с учетом ориентации.

для исследования ползучести стеклопластиков были нспользо- 
иш шухрычажные установки (см. фиг. 1). .реформации измерялись на 

Йэг 4) л к механическими тензометрами с точностью 0,001 мм. Фор- 
« и размеры образца соответствовали ГОСТ 4649—55. Необходимо 
лметнть. что если форма образца (плоская двусторонняя лопатка» 
Ьовлетворнтельна-для испытания в направлении волокон, то в осталь­
ных направлениях, когда целостность волокон нарушена но краям, 
пшнис- формы и размеров образца требует дополнительных иссле֊ 
аовзннй.

•Подробно об этом см литературу |1. 2|
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На фиг. 2 приведены экспериментальные кривые ползуче 
СВАМ, полученные при разной ориентации волокон и различных 
пряжениях.

Полная деформация образца от воздействия длительной иагру: 
слагается из деформации, возникающей в момент нагружения и;

Фиг. I.

формации ползучести, развит 
щейся во времени.

Деформации в моме։гг наг| 
жения. условно названные мгно» 
ными, в зависимости от аелич։ 
нагрузки, анизотропии и скора 
нагружения имеют разный харак 
и величину. Эти деформации ; 
всех образцов, независимо от о; 
ентацнн, имели упругий харз*п 
при нагрузках, не превышала 
значения предела пропорцией! 
пости. При разгруженин зтн | 
формации ПОЛНОСТЬЮ восстав.:! 
каются со скоростью, равной с 
рости разгружения.

Для СВАМ величина прел։ 
пропорциональности зависит от 1 
изотропии п возраста материя 
В наших экспериментах при ори։ 
рации образцов 0 и 90' предо.” п 
порциональностп условно прайд 

равным пределу прочности, при 22,5 и 67,5 около 0,4а* и при ад 
до 0,3 Таким образом, мгновенные деформации для образцов* 
ориентацией 22,5°, 45' и 67.5՛ имели упругий характер только в 
относительном напряжении 0.25 с*,, а для образцов с ориентйДиш 
и 90°—при всех 3-х ступенях напряжений.

В табл. 2 приведены величины мгновенных, упруго-мгновеншд 
^формаций и деформации ползучести в зависимости от орнепта® 

образца и величины относительных напряжений. Приведенные дшл

Таблиц 2
Угол орисн-1____ւձ։օւ^10’__ I _: у»**- *гнх1од | __ ■։ xroj__ J

,25 в*| ОД <ւծ 0.75 з/О,25 'ձ 0.5 =ծ |0,75 ^.Օ՜նՑ c.,,j 0.5:. <V5cJ

0 И 90’ 2.6 5.9 9.45 ?,о 5.9 9,2 0,34 0,54
22.5 и 67.5 1.7 5.7 30,0 1.7 3,7 5,8 3,8 43.4 83.0

45 1.5 S.S 43.0 1.5 З.б 5,65 4.7 65.0 116.2

: мп։.- мгновенные деформации в момент нагружения.
. упр. мгн.—упругие деформации в момент нагружения, 
in ֊ деформации ползучести.
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’Рит. 2.
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являются усредненными от 3-х испытаний. Максимальное отклонение 
отдельных значений от усредненного не больше 5%. При высоком 
уровне напряжения и ориентациях, близких к направлению наимень­
шей жесткости материала, скорость развития деформаций ползучести 
в момент на гружения очень велика. Для разграничения мгновенных 
деформаций в этом случае необходимо время приложения полной 
нагрузки довести до минимума, то есть необходимо, чтобы скорость 
роста мгновенных деформаций опережала бы скорость развития пла­
стических и чысокоэластнческих деформаций ползучести.

Чеформацпи ползучести слагаются из высокоэластических де-1 
формаций, то есть упругих деформаций, развивающихся во времени, 
и пластических деформаций, также развивающихся но времени. Легко J 
заменить, что дефор.мацнг ползучести увеличиваются с приближением! 
тла ориентации образца к углу наименьшей жесткости материала. 

Угол наименьшей жесткости СВАМ зависит от соотношения волокон 
плас ии При соотношений волокон 1 : 1 этот угол равен 45", а п 
пластинах с соотношением 1:5 и 1 : 10—больше ֊15° [2J. Следует 
особо отметить деформации ползучести образцов с ориентацией 
О и 90.

Если рассмотреть стеклопластик СВАМ как систему, состоящую 
из упругого скелета (стекловолокно) и вязкого заполнителя (поли­
мерное связующее), то станет очевидным, что r направлении волокон 
деформации ползучести будут иметь упругий характер, если нагрузки 
не превышают значения предела длительной прочности.

Опыты показали, что при относительных напряжениях 0,25 «л и 
0.5-зг>. дейст; игельно, после разгруженяя вся деформация практически 
восстанавливается за очень короткое время.

При относительном напряжении 0.75 а» образцы разрушались в 
среднем через 190 часов с разбросом 5—6 часов с момента нагруже­
ния. Разгруж$ние контрольных образцов через 1.50 часов ползучести 
выявило остаточные деформации, которые нс восстанавливались и 
через 500 часов. Можно предположить, что эти остаточные дефор­
мации являются следствием нарушения монолитности системы раз­
рыва отдельных волокон л образования трещин н материале, разви­
тие которых в дальнейшем приводит к разрушению образца.

Как видно нз кривых ползучести и данных табл. 2, деформа­
ции ползучести в направлении волокон весьма незначительны. Раз­
витие этих деформаций происходит с низкой скоростью и уже через 
190—260 часов практически прекращается.

Если для описания процесса ползучести в направлении волокон 
воспользоваться механической моделью, показанном на фиг. 3, можно 
показать, что при предварительно натянутых волокнах прекращение 
1ефор.млцин ползучести наступит раньше. На фиг. 3, 4 схематически 
показаны сечения СВАМ вдоль волокон, где армирующие стекло­
волокна натянуты неравномерно. В момент приложения нагрузки ма­
териал деформируется, однако, вследствие неодинаковых длин волок-
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и нагружаются неодновременно. Таким образом, в начальный мо- 
Иент основное сопротивление деформированию оказывают вязко-уп- 
₽угое связующее н волокна, которые находились в натянутом состоя- 
вин. Постепенно, с удлинением материала, в общую схему сопротив­
ления деформированию включаются другие волокна, в результате 
чего падает скорость ползучести. После натяжения я-ого волокна, 
агла сопротивление материала деформированию становится выше 
гаействия нагрузки Р, деформация прекращается.

Фиг. 3 ‘Риг. -I. а֊ ю нагружения: б—пол
нагрузкой.

[ Если нагрузка значительно меньше предела длительной прочно- 
пн материала, возможно, что в материале окажутся волокна, ко- 
ТОрЫс вследствие небольших деформаций всей системы нс натянутся 
< ве будут нагружены.

При нагрузках, превышающих предел длительной прочности. 
Фанн волокна будут разрываться от чрезмерного натяга, тогда как 
Иугие волокна не будут еще нагружены. Очевидно, что это приве­
ди к разрушению материала.

При равномерно натянутых волокнах (фиг. 36) усилие Р воспри­
нимается всеми элементами сразу. Сопротивление деформированию 
системй оказывает одновременно, вследствие чего деформации ползу­
чести будут меньше.

J Из схемы видно, что через определенное время низкие элементы, 
■.которые при деформировании приходилась доля напряжения, после 
таращения деформирования совершенно выключаются.

Очевидно, то же самое произойдет с полимерным связующим. 
I котором со временем, в результате перераспределения напряжений, 

взойдет частичная релаксация.
Из приведенной схемы можно заключить также, что чем боль- 

прнложенная нагрузка, тем раньше наступит равновесие.
В табл. 3 приведены экспериментальные данные деформации 

зу чести образцов с ориентацией 0° и 90 под разными нагрузками.
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Как видно из данных, деформации ползучести образцов, ползучесть 
которых протекала под относительным напряжением 0,5 з*, прекра­
щаются на 8 день, тогда как под напряжением 0,2-5 ՜ի только на 
11 день. Из данных табл» 3 можно заключить также, что связь между 
деформациями ползучести и напряжениями для образной с ориента­
цией 0 и 90' ֊-линейная.

Таблица

Относи гель---------------------------------- —------------------
нос напри-_____________ время / в сутках

жение 1 | 2| 3 I 4 I 5 0| 7

Isс» И 15 30

Совершенно иная схема ползучести образцов, вырезанных под 
разными углами к волокнам. Если за нее время ползучести образцов
с ориентацией 0“ и 90 нс были обнаружены изменения поперечного
сечения, то в образцах с другой ориентацией первоначальные попе­
речные сечения значительно изменяются. Эти изменения зависят от 

Фиг. 5. л—до нагружения; б после 
ползучест.t շ-22,5°. с ֊ после ползу­

чести ?=-15°

ориентации образца и величины на­
грузки. Максимальное сужение на­
блюдается образцов с ориента­
цией 45՝՜. В наших экспериментах, 
у этих образцов при относительном 
напряжении 0,75 од изменение се­
чения доходило до 20,% по отно­
шению к первоначальному сечению.

В результате удлинения и су­
жения образца происходит пере­
ориентация волокон по направле­
нию растягивающих усилий. Так, 
угол наклона в 45° после ползуче­
сти в течение' 2200 часов при отно­
сительном напряжении 0,75 пре­
вратился в 31 , а угол 22,5՜ при
тех же условиях—в 19 . Помимо
сужения, образцы с 
22,5՜ и 67.5° за время 
под нагрузкой сильно

ориентацией 
на хождения 

перекашива

На фиг. 5 приведены фото
снимки образцов с ориентацией 22,5*

и 45 до и после ползучести. На рисунке хорошо видны как суже­
ние и удлинение, так и перекашивание образца. Повторные экс
перименты показали, что перекашивание имеет место при испытании

ю гея.

v
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образцов, в которых взаимно-перпендикулярные волокна в рабочей 
части не имеют одинаковой длины, то есть когда угол ориентации 
Образца отличен от 45 (кроме образцов с ориентацией 0 и 90?).

Очевидно, что в результате изменения сечении образцов перво­
начальные напряжения, возникающие от постоянных во времени на­
грузок. также изменятся. В табл. 4 приведены значения напряжений, 
соответствующие сечениям образцов в момент нагружения и через 
2200 часов ползучести. Опыты показывают (см. фиг. 2), что такие 
чувствительные повышения напряжений не вызывают увеличения ско­
рости деформаций и перехода в третью стадию ползучести. 11спытанне 
образцов, находящихся под различными нагрузками в течение более 
чем 2200 часов, и контрольных образцов, старение которых прохо­
дило в тех же условиях, но без нагрузки, выявило значительное уп­
рочнение первых. На фиг. 6 приведены кривые зависимости относи 
тельных удлинений от напряжения для образцов с разными ориента­
циями, полученные при кратковременных испытаниях.

Таблица у

Ориентация
ВОЛОКОН С

Относительное 
напряжение в 
момент нагру­

жения

՛ ■ .. я я ։
=?Ъ="’

Относительное 
напряжение в 
конце ползу- 

чести

Прирост
В •/•

22.5’ к 67,5° 0.5 т* 705 742 0.53s* 6
О.75=Л 105В 1206 0.86г* 14

45” 0.5 тЛ 532 570 0,534с* 7
0.75;ծ 799 969 0.9Խ* 21
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Фиг. 6. Кривые изменения предел:» прочности к реформа гибкости в зависи­
мости от ориентации образца.

3—контрольная перед на гружением,
—после ползучести под условным напряжением 0,25
△— ... . 0,5<j*.

0.75-ft.
-контрольная после старения без нагрузки.

Из приведенных кривых и данных табл 5 легко заключить, чго 
предел прочности материала и его сопротивляемость деформировании) 
повышаются с увеличением нагрузки, под которой протекала ползу­
честь. Таким образом, хотя с уменьшением поперечных сечений об­
разцов истинные напряжения увеличиваются, однако, в результате 
повышения пределов прочности относительные напряжения значительно
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■«՛ наются. Этну в основном можно объяснить, почему ощутимое 
«мление поперечных сечений образцов не вызывает повышения 
йюрости ползучести. В табл. 6 приведены изменения относительных 
йирпжений в образцах в результате повышения пределов прочности.

Таблица б

irt-л ориеп- 
,пгин об­
кусил =

Перед уста­
новкой на 
ползучесть 
к старение

Старение в 
комнатных 
условиях 

22<;0 часом

Ползхчесть при 
= 0.25 Ч 

2200 часов

Пол.г,-честь при 
= 0,5Դ 

2200 '«асов

Ползучесть при
-0.75 сь 

2200 часов
Пределы прочности u ntfcM՝

{•«90’
” 07.5*

3215
1410
1065

Параллельно с.

3400
158.5
1190

эксперимен- 
нз контроль-

3760 3915
1680 1900 2120
1250 1390 1065

Таблица 6
ями на ползучесть
аз 1 образцах, старение которых
Проходило в тех же условиях. 
Кйрялось наличие деформаций 

усадок. С этой целью на об- 
шзх-блиянецах по ширине и 

ie были нанесены контроль- 
метки. Через определенные

предел прочности образцов перед 
установкой на ползучесть.

:0 предел прочности образцов ‘.после 
ползучести.

Ориентация 
образца 0.25Հ 0,5=' 0.75Հ

22,5’ к 67.5։ о.21=6 о,зн 0.57ն,
45° օ,շւԴ օ.41=ծ 0.5£հծ

Д'жуткн времени измерялись
гпяния между контрольными
амн с точностью 0,5 микрона. Проверка показала, что за время 
?.чия более чем 2200 часов размеры образца не изменяются. Сле- 
тельио, деформации, развивающиеся во времени, являются только 
фмаднями ползучести, образованными от воздействия постоянной 

времени нагрузки.

туг математики и механики
АН Армянской ССР . 1остулнла 20 V 1964
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„СВАМ" ԱՊԱԿ11Պ1.ԱՍՏԻԿ1՛ IJW. ЪЗП1«ГИ« ՊԱՏՐԱՍՏՄԱՆ
•I.IJ/Լ ԺԱՄԱՆԱ’ւԱՇՐՋ.Ա'սՍհՄ

Ա մ փ ս փ П է 11*

\Ողվա<)ու.ւ1 բերված են <СВАМ> ապակե պլաստիկի սույրի կրււպերի֊ 
йшму ■հւոաէյուոա.թ jnt-նների արդլււմնքներր նյութի մաit jm.ifիtj 4-6 օր հետո:

Հարգված ի, որ սենյակի նորմ այ ջերմաստիճանի պայմաններում ապա֊ 
1'411տիկների սողքի դեէիորմարիտներր կախված են անիւյո տրոպիա[իր .
աժի մեծավյւունիւյ ե tf-imfտնտկիէյ: Փորձ է արված ււորյրի ւյեվ՚որ-
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մաւյիաների րնո» լթր աւդակլա մսւնրա jjելի սւրլդա իք լամ ր նկա րադրս / մեիէա

նիկական մոդելի օղն ո է.թ յամ p I
Պարզված Լ, пр 0*/*,'/ տարրեր տնկլանների տակ սլաա րաս տված 'inl'mp

ների Ipitրվui<).pp փորձի ժամանակ դգալի չէսվտվ փո յւpin'llու մ Լ, ‘‘ГС օւււկալն
չի հանդեդնա մ ոոդրի ա րտդսլթ լան ամի ե րե ,/> ամիս ւոհււգ փորձի րնթալր 
put.մ; ^եսւտզոսւութ լաննևրր լյոէլց ե՚հ սէալիս, rip նմուշների ամրության 
ււահմ անր աճում կ կախւքաձ ալհ nt-մ ի մե ։> ч t fj/о ւն'հե րի դ , սրի աակ աեդի էքւ
ւէ՜մհևէքե ! սողрр:
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АЭРОГИДРОМ.ЕХАНИКА
А М МХИТАРЯН, М. I ДАГЕСТАНЯН

О ВЛИЯНИИ ФОРМЫ БЕРЕГОВОЙ ЛИНИИ НА БРИЗОВУЮ ЦИРКУЛЯЦИЮ[ В этой работе исследуется вопрос о влиянии формы береговой черты а плане на развитие бризовой циркуляции в рамках линейной теории.Отметим, что в работах (3—5], а также [G] и в ряде других р. 7—9[ рассмотрены вопросы развития бризов над плоским прямо* йпейным берегом. В работе [1] рассмотрен вопрос о влиянии бере- ':=сй линии на воздушные течения и распределение осадков.В работе [6] дано решение задачи для ряда случаев, соответ- Ьующих учету или неучету ускорения Кориолиса, постоянному или ■■ роенному коэффициенту вертикального турбулентного обмена и Йр. В частности, подробно исследовано влияние точного учета осо- Йеаностей распределения температуры подстилающей поверхности по ИришсИню с его схематическим заданием в виде „ступеньки", с раз­мывом над береговой чертой.В этом последнем случае удалось получить ряд количественных Выводов, хороню согласующихся с данными фактических наблюдений ©то особенно касается развития вертикальных токов, вопрос о расчете Ьторых рассмотрен и в работе |2].Вопрос о брнзовой циркуляции рассмотрен в ряде исследова- рт. Краткие сведения об этом можно получить в [6]. Здесь же при* Вцен список работ, посвященных этому вопросу.В данной работе строится простая теоретическая модель бризо- циркуляции над плоским берегом при криволинейной форме бе- Berosofi черты. Распределение температуры по подстилающей поверх- Ьпи принимается заданным.
§ 1. Основные уравнения задачиИсходными являются общие уравнения гидротермодинамики, ко- ны здесь выписывать не будем. Сделав обычные упрощения JjwjMH конвекции [2, G]. линеаризируя уравнения для бризовых откло- й. как сделано, например, в работе [6], можно написать указан-• истему уравнений в следующем упрощенном виде:
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+ (и)

dt дх dz \ dz /

^-RT^ (> (k^-lu, (1.2)
dt ду dz \ dz J_/?Г^+>.» = 0. (1.3)

dz

(1.4)
dx dy dz (1.5) 

dt az \ dz )Здесь: напало координат пометено па земной поверхности; ось 
х направлена по нормали к берегу от водной поверхности к суше, у—по касательной» z — вертикально вверх; и, v, w — составляющие вектора скорости ветра по соответствующим осям. 7? — газовая по­стоянная; Т—средняя по всемх земному шару температура; ft от­клонения температуры от ее стандартных значении; Л—коэффи­циент турбулентного обмена (число Прандтля принято равным еди­нице); / = 2u>cos параметр Кориолиса, где ч»— угловая скорость вращения Земли, <р широта местности; — giT-, р р'Р, где# — ускорение силы тяжести; //—отклонение давления от стандартных его значений Р.Таким образом, пять уравнений (1.1)—(1.5) служат для опреде­ления пяти неизвестных функций: и, Հ՛, ц՛. 1*, р, зависящих от коор­динат .V, у. z и времени է.Сформулируем краевые условия.При z = г0 или z = 0

и = v= гс==О; П = !)0(л, у, է), (1.6)при £—>ОО
и = г< = Р = а - 0.Здесь г0—параметр шероховатости.Отметим, что ищется периодическое решение задачи, поэтому начальные условия отсутствуют.

§ 2 Решение задачиНаметим следующую схему решения.Используя граничные условия (1.6), из (1.5) находим темпера- гуру. Подставляя последнее выражение в (1.3). легко найти давле­ние. Тогда из системы (1.1) (1.2) находятся горизонтальные состав­ляющие скорости, а из уравнения неразрывности (1.4) вертикальная ее составляющая.



I Влияние формы береговой .шипи на брнзовук» циркуляцию 75Для упрощения выкладок положим /г — const, и, кроме того, сть известная функция ’>0(л. у, 0 представлена в виде следующего ряда ОО=*= 2 I ‘Л» (х< У) cos л՝՛»/ -f- 7„(д-, у) sin «*•>/1. (2.1)л «• ։десь Тп и Тп— известные коэффициенты.Умножая тогда уравнение (1.2) на Հ складывая с (1.1), обозначая
V = и ֊ iv (2.2)и частично используя граничные условия (1.6), можно си тему (1.1)— (1.5) представить в следующем виде

— = k —•
Ժ/ dz2

Բ =
RT

(2.3)
(2.1)

ԺԴ’ 1 dV il .. RT / (f . d\ 
dz~ k di k k \dx dy /

t

w

։։

(2.6)
При граничных условиях 0 = t)6 при .՜-0 и $=0 при z—>зс, равнение (2.3) и.меет следующее решение

Z” 17Հ cos (//<•■/ Зяг) 1 Тп sin (n&t cRz)], (2.7) 
ո — I

, հ=֊ • (2.8)
n 2kПодставляя (2.7) в (2.4) и выполняя квадратуры, получимОЭ —S- Z). __ п

Р = — У,------------ К л — Л) cos (յաէ - Vnz) 4֊
°-4-(7'я 4֊ 7«)sin (z/u>/—sflz)|. (2.9)Подставляя это решение и (2.5), получим

'V 1 д V’ И X Сл՜- с •■ т - —-77----------  \ •■= — Т7- У -- --------- [/ԱՀ,շօտ«ր 4֊ A'l„sinx«j. . (2.10)
?:* k ot k 2k onЗдесь для краткости введены следующие обозначения:■M'=(,/- + Z/-Vr-7")։ + (2Н)

\dx ду / \dx ду /



А. Л\. Мхитарян, М. Г, Дзгестанян= яи>/ — znZ.Решая уравнение (2.10) и отделяя латем действительную и мнимую части, получим |6|
ճ ~ г՜՜5-*

U = — 2 —- ------[Алу COS (л*>/ zn2) -H A*„>- Sin (fh»t a„2)] — (2.12)-2* л -1 zn

к g n - •~ 77 jj I (An i — A'.iy) cos (W -anz) {Кпл A'ay) siu(/W—enz)|4‘n-l InX 00 e~bn*—— Y------------ ((А'лх Г А'л J cos (ы Ьаг) — iknx — A,v)sin (ш<я ծ„տ)|,4և-յд z» Л • •г = -У֊:-------- I Алл-cos зяг)-j K„. sin(/W <-.z)|-f (2.13)2^n-.i 5«
-Uaz |(А'ЯЛ 4֊ Л'ЯУ)СО5 (лш/ anz) -p (A'...-.֊A’.,y)sin(«^-«^)]+

1 »
+i, s. -ь^------[(Art.r— A\v) COS br.z) (n^f-bnz)\.

Здесь введены следующие обозначения= 7 (г«- Հ). 
дх

Kny^-^(7'n 
Oy// U> 4֊ I

(]. դ ---- ------------------------

2k

K„.,-■£֊&,+ րՀ1. 
dx

Knv= ° (Tn -L Гл). c?y- _ I ,lw
n ՜ 2k՜ ‘

(2.14)
Отметим, что верхние знаки (2.12) и (2.13) берутся при /£»>/, в выражениях последних строк нижний при ոսՀԼ1. Кроме ՚օրօ,под корнем в (2.14) для Ьп всегда берется абсолютное значение. Подставляя полученное решение в (2.G), найдем

h4/ — (±ТЯ cos ռաէ I ձ TK sin //*•>/) -г 
(^П^Л

«X
a«z— [ДГп cos («••>/— «яг) - A7*flsin («-•/ —a,z)| 4-

(^■ո՜ո —֊—(^‘" cos fi»>t ձ I ՛ sin //<»>' ) — 4/яГ1^гл \ДЛ -Д7՝п\ 30 --Ly^_4Z“, I’.-.
ձ7ք cos(nu>7 ~ bnz) ձ/" slii(«w/ * bnz) • ДГЛ - дг. (2.15)

е



լ Влияние формы береговой линии на брнзовую циркуляцию 77В случае отсутствия ускорения Кориолиса I ~ О имеем аа = Ьп ~ п выражения (2.12), (2.13) и (2.15) становятся неопределенностью. Раскрывая их обычным способом, получим |6)
и— — — у —֊֊,— I ֊^— cos (nw — зйг) — sin (//W ֊ злг)4ծ„»։ л I <*x dx (2.16)f = ~ '֊ У ֊.2—I — COS (ռ^է - сяг) — — sin (Ы znz) I. (2.17)

U fl.i Հ I Հր dy I. <WJw = -- V , (ձTn cos ռաէ -г △ 7՝n sin //u»rj —
[ол?Д(Гя-т- ճ) 4- АЛ] cosan ք- I 5Л?Д (Тя — Тя\

4֊ ДГЯ| $1пал). (2.18)Гаким образом, решение задачи в случае / у-О {дается выражениями (2.7), (2.9), (2.12), (2.13) и (2.15), а в случае / = 0 (2.7), (2.9) и |(2.16)—(2.18).§ 3. Расчет бризов при криволинейном очертании берегаПусть форма береговой линии представлена r виде следующего Мнения л-0 = ре~ю\!матически это представлено па фиг՜. 1. Здесь р и q параметры,характеризующие форму симметричного залива.Если теперь вернуться к уравнению (1.2) ։ считать, что берег прямолинейный (совпадает с осью у) и / = 0. то есть рассмотретьсути дела плоскую задачу, то это уравне­ние при граничных условиях (1.6) имеет три- днмьиое решение ՛է՛ - 0. Таким образом, при криволинейном береге из-за того, что Ժ с)у ■>- 0. Случаем -и -р 0, кроме того, учет ускорения ^рибдиса (/=/*0) приведет к повороту ветра в ячейке суток. Влияние последнего фактора усмотрено в [6], сейчас рассмотрим влияние нормы берега.Для облегчения расчетов положим, что все

(3.1)

Фиг. 1. Схема очертания бс’легопон линии.
Լ- Тл 0. кроме 7\ и, кроме того, положим [6]Л (х, у) ~ 2.8 -I- 2.2 [X - х0(у)]. (3.2)При прямолинейном береге х0 = const или, в частности, х0֊ 0.(3.2) решение примет следующий вид:



78 Л. М. Мхитарян, М. Г. ДагестанянI случай, 7 — 0 n = Г։ e :‘ sin (<u/ — gz).

Р = ~

(3.3
a7*i e
2RT [cos («и/1 — oz) — sin (си/ — 3Z)]. (3.4

az dT\ e 
и = —------------
4k dx <s2 COS (։»>/ — zz), (3.5k
t.z ОТ\ e - - COS (<•։/ — zz),
4k dy z”

(3.6k
՛ Л 7*֊—7 isinm/ —t;՜7*’ [«rcos(w/ — zz) -J- (zz l)sln<W ;z)|).

Здесь, как и выше
dx- ' dy-

(3.8)11 случай, I t=0w ” — 77—— — (cos(<ur oz) — sin (w/ —<?г)|27 G dy

т<эг', df,4/ z \ [ dx ду

дт\ _ Ш 
dx dy

sin (<и/ — az)

bz) .
X e'b! 1 fd7\ д1\ ՝ 14/ z \ дх / 1 COS Լաք 1)2) ֊է Д 1 ЫП(?y /

v= ", ՜ lcos W— az)—sin ("^ — 52)1 +•
21 a dx

e'az [7 0T\ . dT\\ . . . , /дт\ , dTx\ . . ,I------ ------ւ — ) cos (ш/ - az) -f- ( ֊— ֊1 —- ) տա (ш/ zz)
z \ dx dy J \ dx dy /•՛ I (Հ + — Խ +fe)+(֊—-1- —Ն"
Z I \ dx dy / \ dx dy / (3.a? —----------- -  [sin u>/ — e‘i!i sin (w/ — az}\ 4-4/ac4- 11 ( G c°s։»z 4- $ sln —<’ 'ծ*|՜ cos (w/ ֊r bz) Հ է sin (<uf bz)

(3. !)•В этом случае решения для р совладаю! с (3.3) и (3.4), а.параметры z, а и b определяются по (2.8) и (2.14) при /?=1.Для расчетов остается лишь вычислить 7\ (х, у) по (3.2), а также производные этой функции.
0 и



B..-пяиис формы береговой .пиши на бри.к?вую циркуляцию 79Заметим. что имеют место следующие соотношения
д7\ - x'd.Zl ',z'/ - 'Հ/՜

Д-0 ' л . է (Лп)
дх ду- дх дх-

\Т - / | • Л ր’ժ7։
А/1 —---- - ( | .Հօ ) Л(>— -• (3.12)

Причем для вычисления л0 и д,. следует продифференцировать 1(3.1) по у. При этом для параметров залива принято р = 0,5-10'։ м, fl -0,5՚10 ՛ .ид Это означает, что высота или стрелка залива равна 
։км. а форма выбрана так, что уже на расстоянии у -- ± 13 км от ;нтра криволинейный берег практически совпадает с прямолинейным асстояние между ними порядка 1 .и).Принимая еще 7'^288 С, то есть л = 3,5՛ 10՜ ~м сек ձ град ՜1 , мучим 3 = 0,316-10 ‘м ՝. Расчеты проводятся для широты озера рван (? = 40 с. ш.).

Вычисляя 7’։ и ее производные ио формулам (3.2) и (3.12) для различных .значений л, у. можно легко подсчитать все элементы бриза по формулам (3.3)—(3.7) тля случая / = 0 и (3.9)—(3.11) для случая /#»0. Используя также результаты подобного расчета при прямоли­нейном береге [6], можно оценить роль формы береговой линии.Ниже, на фиг. 2 5 представлены некоторые результаты расче­тов. Так, на фиг. 2 сопоставлены профили составляющих скорости бриза для рассмотренных выше случаев при различных значениях у.

Фиг. 2. Сопостанленис профилей скорости бриза для случаев I 0 (сплошные) и /^=0 (пунктирные) при у=3,2 и 5,5 км.Нафиг. 3 сопоставлены профили горизонтальных составляющих ско­рости бриза при прямолинейном и криволинейном очертании берега. На; фнг. 4 и 5 приведены карты изолиний вертикальных токов в 15 часов при 7 — 0 и / 0 на одной и той же высоте 300 м.
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Фиг. 3. Cqhoi: laH.ieiiMe профилей скорости бриза тля случаен криво­линейного (силон.н.те) и прямолинейного (siyiiKinpnwe) берега при. у-0; 3.2 н -5.5 л*.«; / 0.

Фиг. 4. Изолинии вертикальных токон п .«/rwc на высоте -г --ЗСО л ?? 15 часов при /-0. •Риг. 5 Изолинии вертикальных гокбй В л/!п-к на и соте : -300 .и 8 15 часов при /7-0.
§ 4. Анализ полученных результатовПрежде чем изложить полученные выводы» определим еще мо­мент наступления бриза по отношению к ходу температуры подсти­лающей поверхности, а также вычислим угол наклона ветра у земли;Как известно |3, 6], момент наступления бриза определяется из сл е д у ю ш с го в ы р а ж ен п я:



Влияние формы береговой линии на брнювую циркуляцию
ди = 0.

[ользуясь решениями (3.5) для случая / = 0, получимCOS u>r0 = 0; «»£в — г/2,

ջւ
(4.1)
(4.2)есть запаздывание хода ветра по отношению к таковому для тем- >атук составляют 6 часов, независимо от широты. Этот результат издает с таковым для прямолинейного берега |6|.Пользуясь решением (3.9) для случая ’ = 0, получим

dz - о

сь, как и везде, верхние знаки и выражения соответствуют слу- 
«»Հ>7 (9<30°), нижние <«</ (?>30'Դ).| Используя связь между первыми производными от 7'յ по х и у, тдасно (3.12), получим

Это выражение распадается на два следующих
ig< = 7՜^Г! м' т>' ^<30">՝ (4Л>Х|> (2^— (1 — (>)

. ‘՜Հհ ’ ’u></ (?>30 ). (4.5)/>4-х0(2 а)одагая здесь Хд=0. для случая прямолинейного берега получим1й/0 = — при Հ> < 301 И ид. 2го совпадает с соответствующим зу .штатом из [6].I Результаты расчета по форму* м (4,4) и (4.5) представлены на Тб.Определим угол наклона ветра емли 1ga=-֊ • (4.7)
и 1г-о[одета вл я я сюда решения (3.5)

arctg-֊֊ при ф >30. (4.6)

И. л»* Х*#*Фиг. G. Запаздывание негра и равных пунктах берега на широтах у=20' и 40՜ с. ш.и (3.6) для случая / = 0, по­им:
н« АН. серив di!i3. М4|. jijvu. ձ* ձ



82 М. Мхитарян, М Г. Дзгсетамянtg а = - х._

ր<30Հ
В случае прямолинейного берега -Հ—О и а = 0, что совпала с результатом из [6|.В случае /հ-и. согласно (3.9) и (3.10). имеем

1g 7 =
Հ,("-/04֊(2= a — t>)tgv>t 
— а-\-Ь-г Հ-. (2з—a—b) tg W 
ах', -|- b փ (2*3 — и — ծ-Հ) tg« -Ь Ьх‘ь 4֊՜’Ц; (2з - а) 4֊>] 1g աէ

(4.9
(4.10)

В частности, при л. О получим выражения для прямолинейного 1k рега [6].Суточный ход ветра представлен на фиг. 7. На фиг. 8 показаизменение вектора скорости ветра с высотой при /==() в 7 часов нвсуше.

14Հ а =

а

Анализ результатов позволяет сделать ряд выводов в дополнение к полученным в [6]. 1В случае прямолинейного берега ни однэ из величин не зависит от у, поэтому картины э разных вертикальных плоскостях повторяются; При криволинейном же очертании эти картина’ разные. В |(>| можно было проследить кш 

Фгн 7. Суточный ход в-к- тора скорости ветра на вы­соте флюгера п разных пунк­тах берега.

4' ч’/сн i' Հ/ttf у „2/гг» г n’/ttr

Фиг. 8. Изменение пек гора скорости ветра с высотой при I • (), д —10/ли. и 7 часов. Пунктиром показано направ­ление негра у земли (при z 0).влияет ускорение Кориолиса на развитие пронесся для прямолиней­ного берем, здесь па фиг. 2 показано это влияние для криволиней» лого берега. Легко заметить, что учет силы Кориолиса приводит։::] лучшему соответствию хода ветра данным наблюдений.Как показывает фиг. 3. пунктирные профили, соответствующие- прямолинейному берегу, повторяются при одних и тех же значениях 
х в разных значениях у. в то время, как профили, соответствующие криволинейному берегу, на разных расстояниях от оси х сильно от­личаются друг от друга. Пунктирные профиля при х —у = 0 совп> дают со сплошными при х — 0, у^р. гак как здесь Ժ7՝։ !ду - 0 н х. = 0. На больших расстояниях от оси д, где криволинейный берег 
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приближается к прямолинейному, снова имеет место с/Л/ду—-0 и 
Հւ~*0. поэтому влияние берега здесь также исчезает.Большой интерес представляют карты изолиний вертикальных токов (фиг. 4 и 5). В случае прямолинейного берега эти изолинии прямые, параллельные береговой линии, причем нулевая изолиния совпадает с последней. Криволинейная форма берега приводит к рез­кой деформации этого поля. Нулевая линия лишь на больших рас­стояниях приближается к береговой линии и дважды пересекает по- Меднюю (в точках перегиба), языкообразно далеко вдаваясь в сто­рону суши и двумя обширными частями в сторону' ВОДЫ. При этом имеют место и замкнутые изолинии, причем вся картина получается симметричной относительно оси х как в случае / =£ 0, так и / = 0.Огмешм. что абсолютная величина вертикальных токов опреде­ляется значениями двух параметров — и q, первый из которых характеризует контраст температуры суша-вода, а второй — кривизну берега Величина вертикальных токов оказывается прямо пропорцио- алыюй квадрату каждого из указанных параметров. По-внднмому, развитый бриз в значительной степени стирает горизонтальную неод- 

при 
чне 
при

ородность температуры и токи по своей абсолютнойслучено теоретически, но Ьерждают своеобразную их тую тому, что получено на
влияние берега, поэтому вертикальные величине будут несколько меньше, чемвсе же наблюдения над облаками под­форму, в (большой степени соответствую- картах изолиний.Как показывают формулы (4.4)- (4.5). момент наступления бриза криволинейном береге н ?* #= О зависит от широты везде, в отли-о г прямолинейного берега, одном и том же значениилишь в верните залива и на ет с результатом для случая Скорость ветра на берегу

Кроме того, как показывает фиг. б, шпроты этот момент зависит от у и больших расстояниях от осн х совпз- пря мол инейного берега [6].при /=0 везде направлена по нор­мали к береговой линии и поэтому лишь на вершине и на больших сстояниях от оси л՜ совпадает с последней (г— 0), Но лишь при учете силы Кориолиса имеется суточный ход направления ветра. Фиг. 7 показывает суточный ход величины и направления скорости ветра. С высотой имеет место правый поворот скорости ветра (фиг. 8), на некоторых высотах имеет место течение обратного направления.Таким образом, учет формы береговой линии приводит к суще­ственно новым резулы атам, которые не могли быть получены из ре­шения задачи для прямолинейного берега. При этом учет силы Ко­ри՛;. .иса при։ тпизльно у.л,чшае: результаты.
Институт водных проблем н гидротехникиMBX Армянской ССР Поступила I IV 1964
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ԱՓԱԴԱ1՛ ս1»Վ1» 1ԼԶԴԵՏՈ1'»>ՅՈՒՆէ* Ր1’Ւ’{Ա31՚Ն ՇՐՋԱՊՏՈՒՅՏ»՛ ՎՐԱ

Ա մ փ и փ ո I մ

Հ/րր/ր/սրժու<7 բերված Հ բրիդայիե շրյասյտու յտի խնդրի fti/ծումր, երբ ԼԱ֊ 
փաւյիծն ունի (3.1) կոբաղիծ տեսբբ- ԱխեմատիկոբեՆ սւյն SApZ/M/jn/^y/un) / ւյծ. 
1-ումւ Խնդրի {ո/ծման համար էւյնում ենք Հիդրոյերմաղին ամիկ/Uյի դծայն/սւյ- 
րած (!.J)—(1.5) Հավասարումներից Հ/.6՚> եդրւսյին սյայմանների դեոյրումէ

Պարւ/աթյան Համար րնդո/նված Լ, пр ուդդուձիդ աո/րրրր։(ենաւս կանու[Iյան՛ 
/բ/բծո/կիցր հաս/ոաս/ուն (■ (ո/ծո/մր ստաց/քո/մ Լ (՛ՀՀ), (2.9), (2. / ? ),( 2. /3 ) 
ե (2.15) աիսրովւ երբ հաչվի Հ տոնվում Կսրի/դիսի տրադացումր, և (2.7), 
(2.9), (3.IG), (2.17/, (2.18) ս/եսրով, երբ նորիոյիրի ար/սդացոէմբ րացս/կս/- 
յում էւ II ածկա յթ ի յերմ ասԱէիՀանի (3.2) ւոեսրի դեպք ում կատարված են Հաչ- 
վս/րկներ և արդյանբները ներկայացված են ք՛երված դծադր1ւբ/ււ մ։ 2-uiil 
ներկայացված են V-/> սաբրեր >սրմեըսերի ‘.ամաը սաաց/ված քամու պբէէ!իիր 
նեբր ն/ւբիպիսի աբադացման առկայություն, ինչպես նաև նրա բացակայւււ- ■ 
(1յան դեպբում/ Գծ, 3 ում Ներկայացված են քամու արագության հորիդոնա-\ 
կան բաղադրիչների արդյուՆ բները ուղղագիծ ափի Համար ստացված արդյանի­
ների Հետ միասին/ /' տարրերււ/lljni'ti ո/րրչակիծ սվ/ի, աշսաեւյ սսււււցված են 
տարրեր п/ղղաձիդ Հարիոէիւոէններո/մ տարրեր պաակերներտ

^քիղի ծտ/յման մամկետր, երր Կււրիպիսի արարյացո/մր բացակայում (ւ 
էէքոշւի/ւ if Լ (4.2) բանաձևով, որից ч/ոացված արւյյո/նրր 'ամրնկնո/մ Լ [6’j-rtiH* 
ստացված արդյունքի Հետւ Կորիոյիսի արաղաչ;ումր Հաշվի ար/նեյի/ւ ւ/ւոացվավ 
կէ и ր բրիղի ծ աղման մամկետր ափի տարբեր ս.եղերում տարբեր Լ, որր ե երև­
վում Լ ղծ. G-ում/ Միայն որոշ կետերում այն համընկնում Լ G -ի արոյո/նր- 
ների Հետ;

քեամոլ թերության անկյո/՚եր որոշվոլ/ք Լ (4.Հ ), (‘.9) և ( ։.}0) րտնաեեե- 
րով: (4մմ)-ից և (4.10)-ից ստացված արդյունրնեյւր նեյ/կ այացված են ղծ. (• 
ո/մ, իսկ ղծ. 8-ում ցույց Լ տրված արաէյության վեկտորի ւ//rit//rtխгчք!յունչ 
րստ րարձրոէթյան։ երբ Հաշվի Լ աոնվո/մ Կորիոյիսի արադացումր/

Առս/նձին հետաքրքրություն են ներկա յացնու մ ււ/րյդաձիւյ Հոէ/անրնեյվ 
իղոդծերի րարտեղներր (ղծ, ՞ժ. » I/ 5 ■/ li/ղղաղիծ ափի ՝,ամտր այս իդոկծեքկ 
ափին /[Ո//յահեո ո/ղիսեր ենւ Ափի կոր ո/եսրր /•■■րո/մ / LUJU /յս/>ս>ի ոևիէ/pi 
մ արիային։ թերո յական ղիծր մի/ujl. շատ մեծ Հեոավորու թյւ/էնների վրա համ 
ընկնում I, ավւարծի Հետ, երկու ան/յամ հատո/մ ( այն ե ւև/ւվակի ձևով ut/tH 
րածվում ցամարի վրա: թստ որում ւյո /п/թյո/ն ///նեն i/uili фч/կ իղոդծեի և 
/ղա/ոկերր սիմետրիկ Լ X /սոանցբի նկասւմամրւ

ЛИТЕРАТУРАI liyj Л. И. К попросу ■! НЛМЧНЯИ б-ре<ОН!>»։ -!.1 11.1 ни։3'. ..nil՛ IC'ICIIIHI н р.11прсдслепие осадков. Сборню, ։и> pcinuii.i u.ii.m ашбпгнкс. № 5. 1ՉՃՕ.
. Гурман Э /I К иоцрьс\ о ;м. ю» • ic.icimh hv:՝-.hi. и.иых нжоп при 6рнл>чи.1\ UI муляцйяд. Труди ОГМИ. ими. 5. Г.;>33 Гутман Л Н. О структуре брнюн. Трулм ЛИП. пчп. 8. S‘M8
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ЛУЧЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ИСТОЧНИКОВ. ЛЕТЯЩИХ ВДОЛЬ
ГРАНИНЫ РАЗДЕЛА С ГИРОТРОПНЫМ ФЕРРИТОМ

Йботе рассмотрено излучение линейных зарядов и токов, ле- 
। вакууме параллельно границе раздела с гиротропным фер- 
Рассмотрен простейший случай, когда магнитная проницае- 
кррнта имеет вид [3]

О О

И ~ig 
ig Р

гиротропия может быть вызвана, в частности, наложением по- 
го внешнего .магнитного поля, направленного вдоль оси д. 
решена для произвольного значения постоянной тирании g. 
е подробно исследованы предельные случаи g С ա и

случаях вычислены потери энергии на излучение и исследо- 
ярнзацня излучения волн. При g = O результаты совпадают 
(иными в 11|—[2]. Работа может быть использована при ге- 

_1йин электромагнитных волн нужной поляризации, в зависн­
ет степени гиротропности среды.

Излучение линейного заряда, летящего вдоль плоской 
границы с гиротропным ферритом

Пусть плоскость 2 = d разделяет вакуум и феррит с по-
!МИ £ и и/4, где

, 0 0 տ
^к=1 0 р. -Zgj z>d. (1.1)

X 0 ig I* ՚
мекицая линейную плотность заряда оо и параллельная оси у. 
!я вдоль оси х со скоростью v, находясь в плоскости z — 0.

Поле нити в вакууме имеет вид
L л -____ lk . ֊. ֊. ‘
Et,= \dk(E(k) е ^+E'(k)e՜^) е ' (1.2)
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где

dk = dk;

ю Ղ) ՜՜

E (k) Z?0 -------- 5 . /. = i — |/'l - «
* — V

(1.3)

<1 E'(k) определяется из граничных условий. 
Поле в феррате ищем в виде

» - /— (л-:.՛/)
dk(Ex(k)e^4Ei(k)e~IL-2)e ‘ (1.4)

где
Կ. շ = — •$։. -•. ձ՝։. ՛. — ! — I + Р*гР “ «։,2 ! ’ (1 -5)

V I 2յւտ I

1 4-
4;ւ- 

₽3*Р£г
Кроме того, из однородных уравнений поля следует, что в феррите 
между компонентами полей имеют .место следующие соотношения

£>.։» (А) = - I —>.|.։«1Հ. ?-E,.2,(k), 
ю 2յւ

(1Я
Ei.2г (A) = fai. շ -^~Ei. շ v (A’).

Из граничных условий с учетом соотношений (6) для определения 
Фурье-компонент полей получаем систему уравнений

(Հ 4՜ Р-Ч ЕХуе{ ։ - (Zj-J- |Д) Е^е{'՝՝ հշ}" = (հ

MX, + О,֊I֊<х)Л
g - At-/.2

разрешая которую имеем

b]<2v(A) = ±------ — (1շ, 1 ч- |ХЛ) ——— еЛ <т ft Ь~   ) з
ь ■ (1.7)

ր .Հ. _ ipo 'V . . . X(A-4֊a) Hk.—Հյ շ)ժ
£Հշ.ր (А) = 4- ֊ - — «յ,Ջ4 շ(ք՝՝շ. ։ !՜ M) —2— ր.ձ ա k:— л*

где
ձ = (/.յ 4- Й ) (Կ. + ®*) Ն — (Ղ ֊ *>•) (Կ -1֊ рл) а։ =

= ֊֊ ((Հ + Н /1՜?) (Տ։+Ze H V 1=»Л ։շ -
V" 1\ <Ս / \ ա /
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I ֊քձ\+<տ-)-1^)քտ: + />^ՀւՀ^=Ն1 = Հձ0. (18) 

После интегрированна ио k: имеем

I £>.!, = f (s2., - /!> /1 -Т՝) i /Г7? X 

■V J ձո \ «I / ID

l-f-Aj ♦U--rf) + )-(.r-՝r()֊—Н ?■> մ 
Хе ‘ ՛ v ‘՚ ժօ>. (1.9)

հ непрерывности тангенциальной составляющей при г d имеем 
| £? (?) = А,, (?) + Е:х (k) ֊ Е, (ն = ֊ ձ — /1՜ ₽’ х

~Д ID

լ _շհ1/ք7յ*/
X у—; 131 ('շ + HA) (г/-։ — k-Ч) — *։ ('֊I -I- !tX) (€>? — A Л) ) *

(1.10)

Потери энергии на единице пути даются следующей формулой 

iW Հօ2/ Г -շ~ւ T^rf Р -2—
= е i 4-Re ( A(“»)^ d^»,

S]>Q 5bo (1.11)

где

I iL J(s2., ■ <y I I - ■!-՛') fsi. J -h
I у _  <» I \ 10 / \ <U /)

При d =0 формулы (l.ll) переходят в соответствующие формулы 
работ [1|, [2|. Из формулы (1.10) следует, что в гиротропиой среде 
|ргут излучаться две волны, соответствующие условиям ՏԼշ >0. 
Идут они под углами Օյ,շ к оси д\ определяемыми из равенств ձ՜լշ ֊ 
а tg »։, շ.

Поляризация излученных волн эллиптическая.

Если вместо линейного заряда мы имеем прямой ток у, то его 
поле имеет вид

‘ ~-S|. 2<^-Ю + < ';'x~vr> 

Хе ‘ մա. (1.12)
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£\?=֊- խկ (w) + Л3 (w) I e " dw, I

где
A. ։<») = ֊ ~ (s.., + hД.2-n֊|Հ 1 -A 

ձ0 \ u> / \ W /

Потери энергии имеют вид

_d\V d Այ t/ir2 
dx dx dx 

где 
.։ и? ,-) ••։ zi — 2Ժ-—~ Г J S*
—— = -^Re Д։.2«г '՜' (1.13)

dx vi" J
Հշ>օ 

Перейдем к рассмотрению предельных случаев g Հ И и

§ 2. Частные случаи g ч и

При можно пренебречь малыми членами в амплитудах 
полей. Это приводит к тому, что везде считается £ = 0, кроме фаз, 
так как в этом случае g не влияет на интенсивность излучения, но 
существенно вращает плоскость поляризации излученной волны. Тогда 
имеем такую картину: в гиротропной среде распространяется одна 
волна правой круговой поляризации, интенсивность которой такая 
же, как и в случае g = 0 и имеет вид |1J

մԱ'Դ И f eS(l-^) ֊2ք»>՜^ժ
 = —- I -------■'----- e du>, 
dx-------- v J

_ (2.1)
dW 4/ Ր |xs -2^֊ I
--------—------- I--------- ----------- e, (ւ՚օ, 
dx------ vc- J 5-'֊H*3(l — £=)

A'«>.0 
где

S։ = 3sqi- 1,
а плоскость поляризации излученных волн делает полный оборот на 
расстоянии

4“S;a с
•^0 === ” ’— ’ ’

s I ен ш
Если мы имеем g р, то излучается только одна волна правой 

поляризации, для которой ,Si>0. Для волны ձ’?<0 имеет место 
сильное затухание.

Физический институт i КАЭ
1.11111 'Ризнко-техническая

лаборатория АМ Армянской ССР Поступила 31 1П 1964
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I;. Դ ԴԱԶԱԶՏԱն., Հ II. ՄԵՐԳՍ1.8ԱՆ

ԳԾԱՅԻՆ ԼԻՑՔեՐԻ ՃԱՌԱԳԱՅԹԻ (Г Q ՆՐԱՆՑ' ՀԻՐՈՏՐՈՊՖ111’ՐԻՏԱՑ1»Ն 
ւրԻՋԱՎԱՅՐԻ 11ԱճՍԱՆ1’Ն <).ՈԻԴ1ԱեՈ- ՇԱՐժՎեէԻՍ

II. մ փ ո փ II ւ մ

Աշխատու.ft! րոն մ.ե ջ դիտարկված են տնվե րգ ե րկա րա իք քան լիդ րտվո րվ ած 
?ԿՒ '• եոոտնքի ճէԱոուդա էթումր, երր նրանք շար>1 վո։ մ են հիրօտրոպ֊ 
ֆերրիուաչին միջավայրի սահմանին դա դահեո: Հաշվված են ճոաադաքթման 
(էնուենռիվա թր/էնն էէւ րեհո ադա մր: ՚Գիաարկված են նաև հիրադիաէի դոր֊ 
Ժօ//ր/// երկու սահմանային դեպքերր, երր g Հ". /, g ա. Unilfj է արված, 
որ աոաջին դեպքում ճաոադալթման ինաենոիվա թրրւնր դործնտկանորեն չի 
տարրերվում իդոարոպ դեպքիդ, երր 0> խ/կ (\աո ադւո {քժված ալի րնհրր
րեեոադված ե4է շրջանաձև աջ. երկրորդ դևպրոււք, երր 4. տարածվոէմ
Լ միալհ աջ րեեոադված ալիքր:
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

И. Я. ГОЛЬДМАН

ОБРАЗОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННО-ПОЗИТРОННЫХ ПАР ФОТОНОМ 
В ИНТЕНСИВНОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЕ

Рождение пар при столкновении фотоион в теории возмущений 
описывается двумя диаграммами Фейнмана, различающимися переста­
новкой местами фотонов. При больших интенсивностях фотонов од­

ного сорта теория возмущений в соответствующей вершине стано­
вится несправедливой подобно тому, как это имеет место в эффекте 
Комптона (1J. Как и там, параметр, инвариантно характеризующий

. г - 4-//.W . ,
плотность фотонов имеет вид п (<>< - частота ингенсив-

ПГС~^' 
ной волны) и теория возмущений пригодна лишь в пределе 
В противном случае в области взаимодействия ՝-- /д тс окажется много 

137 ;2) фотоио» и рождение пары будет происходить с заметной 
вероятностью ниже двухчастичного порога. Чтобы учесть влияние 
интенсивности, воспользуемся точным решением уравнения Дирака в 
доле плоской волны [2—4]. Теория возмущений применяется при 
таком подходе лишь в отношении фотонов слабого пучка.

Матричный элемент поглощения фотона частоты «•> и рождения

Ягектрона (р'>/) и позитрона (р>.) имеет вид (4 =с = 1) :

< 0, р'/'\ Hlnt\\, pt. : =ei/ ‘ 'drd-z. (1)

Ш ՛£>'։ — волновые функции электрона в поле плоской волны. Си­
стема отсчета выбрана так. чтобы фотоны двигались навстречу пло­
ской волне. Все векторы здесь и дальше двухмерны и лежат в пло­

скости, перпендикулярной направлению движения фотонов: е вектор 

Шяризании фотона, з— матрицы Чирака. Вычисление (1) даст

Н,л, ; =2е| ^сс'е-^-^'Ч . ձ>' (2)
I ։•> р'. ր

йрнче.м с. с' нормировочные постоянные в ՝Ь. £•'; v двухкомпо- 
катНый спинор, ^—матрицы Паули и. наконец.
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Հ. (X 4 >•')£(?/4 mF),

Bi — теу (л — ՛!.') I, В2= — тел (л — /.') /,

Ви /.') [г, pl 4- мЛ|г.

Входящие сюда интегралы выражаются через вектор-потенциал пло­

ской волны Д (г —0 следующим образом:

(/. Ր\ = Г гИМ'-'-ф, -А(т)(
J I nt )

где S (-) —слагаемое и классическом действии:

-г.4 (t)|4:w5֊ ՀՀմ-..

После суммирования по поляризациям в конечном состоянии по­
лучаем для вероятности образования пары с поперечным импульсом 

электрона р выражение:

^\в։^р ։_

</Ч" =---------------- £^---------------------------:= = ճ_;։շ. (6)
2т»;л”—л» |р= + т=(1-։-=։)]

причем, как это следует из (3), усредненное по е выражение 
- ՝. />’ ।“ имеет вид

для

У В.-՛ = (А - )W/2 4- (а3 ֊ /.'*1р!4֊тЬ'\*. (7)

Подчеркнем, что в отношении интенсивного пучка до сих пор 
не делалось никаких предположений ни в отношении монохроматич­
ности, ни поляризации. Теперь мы остановимся подробнее на случае 
монохроматической волны и возьмем вектор-потенциал в виде

гДд = К 2 5/и sin a cos и/т, 

- —с А у = ] 2 -/и cos a cos (и'՜ 4- /).

предполагающем произвольную < эллиптическую) поляризацию. Теперь 
подиптегральные выражения в (4) представляют собой произведение 
двух периодических функци։՛ от т: одной с периодом и другой, 
имеющей вил е‘\ где

7լ4 րոչ (1 ! с2) - _ //• /я3 и •*) - г/а

2а 2>/

Легко убмчться, что /. F будут объемно 
периодами не выполняйся соотношение

малы, если между обоими
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Д = — п<я\ л—целое число. (Ю).

IIU.’i
!1ШЯ

1СНМОСТИ от է матричного элемента (2) следует закон со֊

—յ. = 2«>. (Ц)

шомикая. что >.<Հ0, находим, что целое

/?+«’(! + «1/1 1 \
■»«------  —— ( - Положительно

2«Հ \ л /

'м теперь удобные для дальнейшего обозначения*

V = 1/ 1 р - -----------— տա
I I 1 — -г՛*

аим через новые переменные > и »'•.

V (1 г»cosG). cos 0).

‘же фазовый объем

(էր = ------ - cos М2.
I I — ’i*’

(12)

(13>

(14)

(15)

ШАЫ /, F в системе координат, определяемой требованием 
»0, имеют вид

1Л Л. />1

n.
,-Квй-«1пЯ^.1агвнго^) {յ , |Հ շ : sln а cos Զ յՀ о֊: cos 2C0s +

(16)
•дятле в них параметры равны

niV2 Sina 2v] 1—Հր sin 6

1 — г՝՝ cos’b
n = _m’(14-;3) 

uj'im (1 — Ղր)

ղ-- (1 — ՜?՜)
f|=fet . Հհ;,--------7-----Г77 (sin’1+-cos*a cos 23; cos’asin 2£). (17)

2(1 -H’)(l — tr cos’ 6)

К Вводя плотность потока fm’.i/ ՜2№ в выражение для вероятно- 
найдем дифференциальное сечение образования пары

x/c —
r -I /Հ’մճ

Ք2«'«»յ (1 — Vz cos’ 0)
(18)

‘ В поле плоской полны электрон станошпсп .тяжелее" |1|: его эффектттшым
шпат* m| 1 4 v Такая кнтерлретания соотпстслпст порогу рождении. 
։vmom)՛ W4 услопня п- ՛•՛՛ /л8(1-г Введенные обозначения теперь прмобрс*

|ЩкГ| смысл: о—это скорость, л С—угол вылета лоэигронл* в системе
1, где Л и В случае малых « эти величины близки к физическим значениям
:м и угла и системе II. И
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В частном случае плоско-поляризованной полны получается резуль- 
тат работы [3]. Однако, наиболее прост случай циркулярной иоляри 

зацни (9 = ր = 0, »= " V когда интегралы сводятся к функция։» 
\ 4 /

Бесселя

F, = "; Հ(տ), 
ճ

/=Л (տ). у = i'da (ծ-).

и для неполяризовашшх фотонов ••> походим сечение

r;nv (1—г5) । 1 4- v" cos30 I /?2- \ о|л1՜ л 1+;

Если можно ограничиться первым членом разложения 
менту (то есть при условии 5<յ //■ )

d(2.

Jn{s) по

(201

аргу-

Г-7/ i' (1 ~ Ծ2) 
-Н5а) (//-I)՜?

2(л —I)

1 — гг*со840 4- '2v2 (1 т?а) (1 *3) : sin- 9
(1 — ծ՞ cps2 քյ )г ԺԶ. (21)

Полагая здесь п ֊ 1. ;<Հ 1, получаем формулу Брента и Уилера, опи­
сывающую образование пар при столкновении двух фотонов |5, 6|. 
Формулы (20) и (21) показывают, что при п > 1 возможно образо­
вание пар ниже двух частичного порога, определяемого равенством
<u'm=/7;2. в качестве примера рассмотрим столкновение у-квантов
энергией 10 Бзв с пучком рубинового лазера «/■=֊. 1.78 эв. интенсив­
ность которого соответствует :=~!. У порога процесса образована 
пар в акте взаимодействия поглощается сразу 30 фотонов, но сеченж 
(21) достигает максимума при п "50 и составляет -"-10 32 сч2.

Филл чес кип институт ГКАЭ 
г. Ереван

Поступила 25 III 1954

I՝ I’ ԳՈԼԴՄԱՆ

ԼՎՆԿՏՐՈ՚և-ՊՈԶհՏՐՈՆ ԶՈԻՅԴԻ lin-lUlUHIblH! ՖՈՏՈ՛Ս՝ МП'ЦГЬ» 
1»-սՏԵ-խ11Ի«Լ էլեոտրամագնոսական ալիզում

IJ. մ ||| 11 <ի ո է մ

>"'1 վ^"> '7 ittpiftlttl ,Լ ֆոտոնի հտնէյիպման մամանակ Լ լեկտրոն֊ էէր>ւլի- 
ուրոն t/rti րլի ծնվելու ՝••"•["ւ՚եէէէկսէււսւթ րսն հաչէէւււէք ր, տոսրհց одшшда րծեցււ. 
гцири! ա՛հ uiltunl.p ւոլնր ի՚էք աեն 4fu[ Լ [ հկաпш <7՛ա ւյ՚հի и ական նկատ :1՚ ամ ր>
(! t.iini iliini п ի р<)1.1 Լ արւաջտցած Լ (հկւո րէւն ft It tg tt ւքխււ րէէնի ո,նկրէւն ալին /"»ք 
իէէէէէքր: ք-տցի էլեկտրա։)՝ աէ[ն իգական ալի՚փ կամավոր դոէ-քէյի ր’էէղ\ անուր 
'1^'ս1վփց ՚ "՚ 4ւո)1հաոիրվաէ) !։ նաև մէէնոիէրոմատիկ ՚ո//ւ.րի

՝1՝նն։ւէրկվոէ մ է րադ/fա!իոաոնտլին պրոցեսների կրսնէք ան Հարցր:
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ГЕОРЕТИ Ч ЕСКАЯ Ф ИЗ ИКА

8. А. ДЖРБАШЯН

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ ЯДРА 
МЕДЛЕННОЙ ЧАСТИЦЕЙ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ СПИНОМ

Взаимодействие частицы с ядром в нерелятивистском случае 
можно представить в виде [1, 2|

V = _ ,• «) JA^(>). (I)
|г-гя| с Հ

где Л —ядерпый ток, 4;” — вектор-потенциал магнитного 2х>поля

4^! = !>•(>• 4֊ ПГ'<£(2) 
/<»/'----------( ) для ядерного излучения: «), (2а) 

(2/. 4-1)!! \ с /

- հ{, ' — i (2). — 1) !! Для расходящейся волны: (> ), (26)

J — 4՜ «/спин. есть ток, обусловленный движением частицы.
Из уравнения Паули для него имеем

- Л'—РА^, (3)
2ктс

—!-----г s rot А". (4)
2г. тс

Z Z е2Воспользовавшись выражениями (1)—(4) для V2 = V — -Լ֊*
г 

получим
I V'1 = ս‘^4- V,At0₽f,*4- լ/iЛепин.,

где

V՝F^ ։Г<2 - и) R (Թ. н). (6)

у՛ ......... ....- ֊ 2 Խ , (-1 )“Q (Mx, - i.) Rw։„ (/ИХ, И), (7)
>41 ZA 1 I

Q- мультипольный момент ядра. R—оператор перехода, отно- 
енцийся к частице. Последний соответственно равен
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R(£>.. a) = Z,er-‘֊'

Rop». (Ж и) - —r—'LY.„ ( 0?) V. 
2-/7к'л

R<™ (М>.. 11)= 1 sv(r֊'֊'K.J0?)).
2ктс

(8)

(9)

(101

Подставляя (5) —(10) в исходное выражение для сечения возбуждс! 
|3, 4, 5|

~հ*էԿ~՜ (2s 4 I)(2/4 I)
Mt •**/ */

WHy ?f/ *Հ I’ *1 ն<Հ(11)

и пользуясь известными формулами, окончательно получим

в« (| 

»-»
где of—сечение 2* — польиого кулоновского возбуждения |3|.

□•морс._сечение 21—польиого магнитно-орбитального возбуждений

հ֊«>*-р^ТЗ’-йсИ. ջ. (2/,+ |)(2/н-3)
\ he ) vt k(2>-4 I) Հ->

X(26 + 1)տ(ձ4֊ О
// >.\’p X 
о о/ l/z /,+ ւ

д.мспии—сечение 2'—польиого магнитно-спинового возбуждения:

..и.™., = (ՀձւՀ ч (Л1 л) ^(>. + 1) х
1 \ he / г՛, 3 ” 2'1+1

X V (2z, + i)(2/z + 1)g յ ՜Հ1)’խ/;7;|։. J
^y

/?(.И, X) — приведенная вероятность переходов,
Л'Ь77՜ — радиальный матричный элемент (3|.

Формула (13) несколько отличается от выражения статьи Альдер 
и др. [3]. поскольку там (в формулах II В-49, II В-.У>) допушШ 
неточность, и аналогична выражению Бидспхзрн.ч и др. [2|.

«мгпнч. просто связано с и при спине частицы s«l/2 и /.=1 
совпадает с результатом Бнденхарнп и Талера խ|.

В заключение отметим, что при $>1/2 (например, при ноабу»*. 
Ленин дейтронами) сечение возбуждения Ml практически обуслМ 

у MctlttM. I
лено спиновой частью ‘ . В этом легко убедиться, прелствяндгМ*^в. 
отношение в виде

Jj4'”" ______ 5 (տ -Ւ I •

^՜՜՝ա֊+՚)(Ն՜’)՜ I



Элекiромагннтое возбуждение ядра медленной частицей ЮГ

и воспользовавшись значениями 
!аботы {6].

ческий институт ГК ЛЭ 
г. Ереван

С — С (;. г(), приведенными на рис. 2

Поступила 15 II 196Հ

Վ. է ՋՐ14Լ68ԱՆ

ՄԻԶՈԻԿԻ ԷԼԵԿՏՐԱՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴՐԳՈ-ՈԻՄԱ 
ԿԱՄԱՎՈՐ ՍՊԻՆ ՈՒՆԵՑՈՂ ԴԱՆԴԱՂ ՄԱՍՆԻԿՈՎ

Ա մ փ и ։]։ ում

/քեշ սատւյված Հ կամ աէքոր ոպին էՍ-ներ/ող դանդաղ 
ւքասնիկով միջուկի 2 '֊պո լափն էլհկւորամադնիսական դրդոման կւդբվածօըւ 
'"՛է!/ ‘"րվաւէ, որ մասնիկի սպինալին մադնիոական մո մ են tun t{ պա լմ ա*- 
էավորված կւորւիոծդւի մաոր [ դրդոման մեջ աուլիս Է հիԱեական ներդրու- 
Iւ 
Հէք' երբ Տ > •

ЛИТЕРАТУРА

л.хшзер .4. /■/., Берестецкиа Б. Б. Квантовая электродинамика. 1 1-1ГТ.1, М., 1953. 
3it.՝d<:։t։i։arii /. С.. Лй Huh՛ J. /... Thaler R. Л'Е Qiuiniun։ calculation of Coulomb 
j excitation. Phys. Rev.. 100, 1955, 376.

՝rr К .[iaitr zl., Hina T. Mottelson Б . Winiltt r Л. Study of nuclear structure by 
electromagnetic excitation v.ith accelerated ions. Rev. Mod. Phys.. 28 1956. 432. 
^ашян Б. Л. Возбуждение ядер медленном 'аряженнь-мн частицами. ЖЭТЧ», 
44. 1963. 157.

:^:р6ишян 8. Л. Дисперсионная формула и гсорнн киэбужде.чкя ядер || ь֊?с-ця 
All АрмССР. серия фнз.-мат. наук, 16, 2. 1963. 87.

k'denhiirn I. С., Thaler R Ai. Quantum c.ilcularion of Coulomb excitation. Ml and 
Ml —E2 mixed transitions and classical appro.xnn Hon 1’lns. Rev.. 104. 1956, 1643.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԴԻՏՈԻԹՅՈԽՆՆԽՐԽ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐЕ С т И Я АКАД Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР ւկա-մաթեմաս». (jjimnipjnibbbr XVII, № 5, 1964 Физико-математические науки
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Б. В. ХАЧАТРЯН’ ИЗЛУЧЕНИЯ ПРИ ПЕРИОДИЧЕСКОМ ДВИЖЕНИИ В ПЕРИОДЙЧЕСКИ-НЕОДНОРОДНОИ СРЕДЕ
При равномерном движении осциллятора с частотой Ճ вдоль оси среде с диэлектрической проницаемостью

г (io, Z) = £0 (и>) ձ COS “* Z (1)
.■подается спектр излученных частот [1] (в квазиклассическом при-

/շԶ 4֊ ու°’ =------- ------------------- (2>1------- 2 /s0 cos»
с— скорость поступательного движения осциллятора, «4 угол из­гоняя, отсчитываемый от направления скорости, п, т = 0, -i 1, 

Ն-)Однако, спектр вида (2) в квазиклассическом приближении хэ- терен не только для излучения осциллятора в среде с диэлектри­кой проницаемостью (В. Такой спектр частот излучается и в нро- юяьной периодически-неоднородно!։ среде
•(“•» z) = 5о(<м) -Hi (г), «х (z + aZ) = sx (z) (3)>ядом, совершающим движение по закону*+ (4)z(/ + «7’) = z(Q-f-/zz02--период среды, Т—՜Հ — период движения, г0 = v9T, с»0 —скорость

купательного движенияИсходим из выражения для векторного потенциала в неодно- аной среде [3|* Как мне любезно сообщил Б. М. Болотовский, им и В. Е. Пафомовым была смотрена аналогичная задача для излучения при произвольном периодическом жении заряда в вакууме |2].
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Л(7, х (г') <&')}<#. (5)••in где io*

Ч֊’)=*0| i + pqrM*)’

■'•о = А’о COS i) ֊ "֊ | '=0 cos О, <7 = А.*оsill Ь. 
сТак как Տլ(շ)—периодическая функция, го корень в выражении (6) можно разложить в ряд Фурье, причем конечный результат не ме­няется, если дли простоты предполагать, что з։ (г) —четная функцйя от координаты / оГа х 9*Г1 +-^«։(2) = ճօ4-(7)1 0 г-1 1где «0 и а г — коэффициенты разложения.Подставим разложение (7) в (5). Поскольку верхний предел ин­тегрирования ио z’ не зависит от Л то, вынося соответствующие мно­жители из-под знака интеграла по г', мы найдем, что вс к тор-потенциал пропорционален следующему выражениюГ* { О—гR = ji'(O/';-“^։'’ncxpf— 1А, sin՜’-- г(п[й.

где .1,= -Հ- •
2т.гIкпользуя теперь известное равенство

2 յ„, (а) е-‘^- 
ГЛ— -получаем

ооВыражение П
П УУт(Аг)еГ-1 !Г>

dt. (8)
можно представить в виде суммы членов сле-Г-1 Լ Г?| дующего типа

ООгде Л!=ПГ'Я<> a nit некоторые целые числа из набора (.1, ± I



Спектр излучении при периодическом движении 105г". Тогда /? разобьется па сумму членов, пропорциональных тралам вида
■’г И Ղ

* խ/֊ՀՀ^քՕ- -~5(0| 

v (t) е dt. (9)
вставляй интеграл (9) в виде

V I • •■<!/, <л֊1)ГiCHV
Т- է'пая (4), получимг

В — v(r) exp
о

Л, - 2кЛ* ^o’zo ՜7՜ ՜ ~ X
Л.

II ■
«օ՜օ-Ь ֊ dt.

V ехр’г(л֊1) «Г-фл֊—Հ. [=
ОС= 2п у г 

k—

/ Պհ/W \й)7 — ( «0/0 4- —֊ J г0— Ղ-k (10)
мулу (10) легче всего проверни., разлагая периодическую ф\ нк-У S(z—2кЛ) в ряд Фурье [41).

Ն-----Отсюда следует, что излучение возможно только при выполнении япл / 9г Т/ \шГ— к/оу.о -֊ ^֊у— } — 2г.п = 0.
Шив из Г, получаем спектр частот

/{ о 4. м------- —'֊------------ (11)1------- 0 г г0 (70cosSс щ-емалых неоднородностях, когда '-2-.,--<1. формула (11) перехо- 
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днт в формулу (2). которая фактически получена также при малых 11 е од н о родностя х.Спектр часто! (2) можно Получить и исходя из законов сохра­нения энергии и импульса. Предварительно сделаем следующее за­мечание. Как указал И. М. Франк, излучение заряженной частицы, движущейся с периодической но времени скоростью в однородной среде, эквивалентно (в смысле спектра излучения) излучению равно­мерно движущейся частицы в неоднородной среде. Применительно к нашей задаче это замечание сводится к следующему: излучение за­ряженной частицы, движущейся со скоростью (4) в среде с диэлек­трической проницаемостью (3) эквивалентно излучению частицы, дви­жущейся с постоянной скоростью ч'о в среде, диэлектрическая посто­янная которой является периодической функцией координаты и вре­мени с периодами / и Т соответственно (нестационарная и неодно­родная среда).Запишем теперь законы сохранения энергии и импульса при излучении частицей кванта Аш в нестационарной и неоднородной среде |5|.Изменение энергии частицы△£ = Лш֊«А2. (12)Измене ние имп ул ьса

՜* U) г - ՜* /
ձ/> = հ — ] гу е + tn/i —» (13)

с I I

е — направление распространения кванга, / направление неоднород­ности.Умножая (13) на и используя известное соотношение у0А// = 
— ЬЕ (мы предполагаем, чти вследствие излучения скорость частицы изменилась мало), получим из (12) и (13)

'>~П1 — —
^ + ~— (1щ)»> =-----------±—---------- (14)1 ֊—•/։, cos»

С

где U — угол межд\ г։0 и направлением распространения кванта: при /Цф0 формула (14) переходит в формулу (2).В заключение выражаю благодарность Б. М. Болотовскому н М. Я. Тер-Микаеляну за обсуждения.Ереванский государственныйуниверситет Поступила 30 I 1964
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ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ՍՊԵԿՏՐԸ ՊեՐԻՈԳԻԿ-ԱՆՀԱՄԱՍԵՌ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ՊԵՐԻՈԴԻՆ ՇԱՐԺՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄԱ.մ փ ո ։|» п ։ մ

զոդված ift.il' գիւոա (ւկված Լ կամաքէոկան պ h (t/t էէղ իկ֊ անհամա սե it միջա­
վայրում կամայական պև (փողիկ արաղավ' լւսմքէ շարմ ifrtrj (իւ/քավսրված մաս֊ 
^Փկի արձակված ճաէւադսւ1իք il ան ււպևկա րրէ U տաէյված Լ՜, սր սպեկտրն
ունի հհ inti րււլ րէպհանւէւր ւոես^քր՝

I «Ձ 4- ֊Հ֊ (7Հ)ա =------------------------------1 — —-J/ 80 COS 0
C

•էրւոհւյ ճ֊ մասնիկի տատանման հաճաիւականսւթ լունն է, Ղ)գ~ն՝ մտոնիկի 
Համընքյաւ( չւորմւ1ան ա[iiuijtn ի! րսնր, [-ր՝ ւււնհամւււոեուո քմ/սւն պերիւպր հ-+ ,V-S՛ ^0-/» л ։(>վա'հւււի սւարւսծման ու 1(1(111 թ(ill'll միջե եղած անկքու.նր, (I է HI ֊ ֊ 0. + 1 ± շ....-
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>• Тер-Микаолян Л1. JI. Излучение фотонов быстрыми частицам» и неоднородной среде. Извести։։ АН АрмССР, серия физ.-мат. наук, 14, № 2, 1961. 1(13.Հ Лифшиц И. Л!.. Каганов Л/. И. Некоторые вопросы электронной теории метал­лов. УФН, 78(3). 1962. 411.5- Барсуков К. .4., Болотовский Б. Л1. 11 (лучение быстрых частиц в нестационарной неоднородной среде. ЖЭТФ, 45, 1963, 303.
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Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ы i А Я Ф И 3 И К Л

П. А. БЕЗИРГАНЯН

ЗАВИСИМОСТЬ ДИФРАКЦИОННОЙ ШИРИНЫ 
СПЕКТРАЛЬНОЙ ЛИНИН ОТ РАЗМЕРОВ 

ОТРАЖАЮЩЕГО КРИСТАЛЛА

Как известно, размеры и форма области вокруг узлов обратной 
[юшетки, в пределах которой значения интенсивности дифракционного 
йякснмума существенны, зависят от размеров и внешней формы отра­
жающего кристалла.

Границы этой области в случае параллелепипедального кристалла 
обычно определяются из следующих условий:

‘ (1) 
Л'э

где A, k, I— целые числа,

Ду, А» Аг3 — числа атомов соответственно в направлениях <*.  b и с, 
с. պ, С — компоненты вектора 5л. параллельные трем осям об­

ратной решетки, выраженные как кратные обратных 

трансляций а*.  /;*  и с*.

I f=5 —50 —где 5 и 50 -единичные векторы направления распро­
странения отраженной и падающей волн соответственно. 

Яо (I) получается, что размер вышеуказанной облает вокруг узла 
обратной решетки а данном направлении, а следовательно, и ширина 
^Фракционного максимума в этом направлении, зависят только от 
размера кристалла в этом же направлении.

Таким образом, по (I) получается, что узлы обратной решетки 
грн малых кристаллах, превратятся в параллелепипеды со сторонами

Ճ*  Л’ <.՝*
Л։ Л2 Л'з

величины которых обратно пропорциональны соответствующим вели- 
,чипам сторон кристаллического параллелепипеда.

Условия Ц) юл учены на основании формулы для интенсивности
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/= ֊■֊■— J 
/?' °'

где Jo—лауэвская функция интерференции

/ e!*niOW։0  sii։ ("iV5T.) sin'՜ (~-’V3s) ,շ.
Sin: (հհ) Sinfl(RVj) sintt(«Q

Соотношения (1) и вытекающие из них выводы получены на ос­
новании следующих двух предположений:

I. Величины Հ պ и С в области вокруг узлов обратно;։ решетки, 
в пределах которой значения интенсивности дифракционного макси­
мума существенны, то есть в пределах (1), независимы друг от друга.

2. Волны, рассеянные различными атомами облученного объема 
в направлении точки наблюдения, считаются параллельными.

На основании этих предположений доказывается |1|— [4], что 
ширина спектральной линии (колец Дебая-Шеррера) зависит только 
от размеров кристалла в направлении нормали отражающих плоскостей.

В данной работе рассматривается характер независимости вели­
чин с. 7 и ' друг от друга и доказывается, что ширина спектрально,: 
линии (колец Дебая-Шеррера) зависит как от числа отражающих 
плоскостей (толщины кристалла в направлении нормали отражающих 
плоскостей), так и от размеров отражающих плоскостей.

§ I. Характер независимости величин Լ г, и г. друг от друга 
в области узла обратной решетки

с, 7j и С можно выразить через параметры кристаллической ре­
шетки следующим образом:

. _ a (cos д0 - cos а)

• '•
= ? (COS Зр —COS ft) ։ 

к

г = С (cos Iq-cost) ։
Л

где а, b и г — трансляции прямой решетки, а0, ft0 и հ0-углы между 

вектором 50 и векторами а, b и с соответственно, a, ft и 7 —углы 

между вектором 5 и векторами а, b и с соответственно.
Как известно, между углами a, ft и 7 существует соотношение, 

которое в случае прямоугольных координат имеет вид

cos*  а + cos3 ft -f- cos*  7=1. (4)
Следовательно, при постоянстве одного из этих углов с измене­

нием второго третий не может не изменяться. Это означает, что при
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юном с изменением о.ио:՛ и?, величин •, г и Z остается неизмен­
ной только одна из остальных двух.

Выражение (2) представляет собой произведение трех множителей 
типа

sin’/VZ 
——Л ՜ “ •
sin’Z

юторые, согласно (3) и (1), независимы друг от друга: с изменением 
►дного и։ углов а, р и . то есть ՛: изменением направления рассеяния, 
1Стается неизменным только одни из этих множителей.

.Размер” узла обратной решетки, например, в направлении />• 
обычно определяется расстоянием от узла обратной решетки в направ­

лении bw до той точки, где интерференционная функция Jo падает до 
нуля*.  Эта точка от узла обратной решетки, согласно (2), находится 

на расстоянии /»*/Л' 2, то есть .размер’ узла обратной решетки в вп­

равлении Ь*  обратно пропорционален числу часгнц кристалла в на- 

|рдвленин Ь*.

• Интерференционнам Функция Հ D узлах обратной решетки имеет максималь­
ное значение.

Допустим, что плоскость векторов So и ծ' (плоскость падения) 

овпадвет с плоскостью векторов а н />, тогда (3) примет вид 

_ a (cos а — cosao) ; =--------------------------- -
k

= ձ (Sin a-j- sina0) ։ 
X

с = о.
Как видно из последнего, при данном ас с изменением множителя 

sin*
Sin*  (zr,) 

«Меняется и множитель

sin*(g^t)  (б)
Sin*  («:)

Следовательно, если Л’։ значительно больше А’„ то с изменением 
(угла о) множитель (6). следовательно, и Jo может принимать ну­

левое значение до того, как ij примет значение 

։ т;= -— •
-V,
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то есть „размер" узла обратной решетки в направлении />*  при давне

Տօ может быть меньше, чем
Таким образом, в данном случае „размер" узла обратной решет։

в направлении !>' не только зависит от размера кристалла в нзпра 

ления Ь, но и от размера кристалла в направлении а.
Выражения (5) показывают, что с изменением одной из величг 

: и т, может остаться неизменной другая только в том случае, коп 
одновременно изменяются углы а и а0.

Этот случай мы рассмотрим более детально.

§ 2. Зависимость ширины колец Дебая-Шеррера 
от размеров частиц

В работах [lj |4] выведены различные формулы для определи 
ния ширины колец Дебая-Щеррера в зависимости от размеров кри 
стяллов (числа отражающих плоскостей).

По мнению авторов с помощью этих формул можно определит
размеры кристаллов, перпендикулярные к отражающим плоскостям.

Докажем, что дифракционные шири 
ны колец Дебая-Шеррера завися ! толью 
от наименьших размеров кристалл 
в плоскости падения и что с помощь! 
дифракционных ширин этих колен можи< 
определить только эти размеры.

Пусть плоскость падения (плоскост! 

векторов S., и S) совпадает с плоско՛ 

стью векторов а и с н вектор So со­

ставляет угол 0о с вектором а (см.
фиг. 1), тогда для интерференционной функции Հ, получим

о

sin'2 ak (cos 9 — cos 90) v 
շ ՜ ‘ J sin2 ck (sin 9 -sin %) v. 

J*3

Sin2 ak (cos 0 — cos 0о) SiH-՝ _n Й1 9o)
(7)

2

9

где 0 — угол между векторами а и S.
./0 принимает максимальное значение при б — 0о и нулевое зна 

чение при

a£(cosO։ — cos*),,)  հ

՜շ ՜՜՜^Հ i*==M

или при
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^m + sinM. = ± 1 + sin 0. (6 = е։).
շ л;

В случае
9։=6оЧ-Л0։ и б։=0о + А03

iii последних соотношений получим
>. к

A'։asinfl0 Atsin0o
>. А

Ay-cos б0 A3cos00

где Lx и А, —размеры кристалла в направлении а и с.
Как видно из (7)֊ (9). при

cos 6 — cos 0о = 0.

то ес ri- ii ри постоянном что выполняется при
иченни или уменьшении углов 0п и 0, ширина 
прелеляется условием (У).

о л но временно м у ве - 
спектральной линия

При условии же

t k (sin О -Հ- sin Э<։) 
՜՝ = лк —const.

о есть при постоянном т„ что выполняется тогда, когда с увеличе­
на одной из величин h или 60 другая уменьшается, ширина спек- 
(альной линии определяется условием (8). Угловая ширина кольца 
ебая-Шеррера равна 2Д6,. если Дб3^>ДОх. в противном случае, то

ь

ри

в случае ДОа<Д01։ равна 2Д0х. 
Из (8) и (9) следует

АРд -_ At sin 6„ __ $
Д0։ /.aC()s0o Լէ

в0=4о: из (10) получим

ձձ .
до,

(Ю)

(И)

Из (8) —(11) можно сделать следующие выводы:
1. Дифракционная ширина кольца Деийя-Шеррера зависит от угла 

ульфа-Брега и от размеров кристалла только в плоскости падения 
и не зависит от размера кристалла в направлении нормали к плоскости 
тадения.

2. Дифракционная ширина кольца Дебая-Шеррера определяется 
размером кристалла в направлении нормали отражающих плоскостей 
ди тех пор, пока

֊֊ 1g «о 
ւ-տ

то есть когда Д03<Д01։ В противном случае, то есть в случае 
i Известия АН. серям ||>яа-ма։. наук, .'с S

(12)
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— — Г3==" ■■■ " ՜ - •—    —=֊- ■ ՜

4Mg0o>i, (13j
'-a

дифракционная ширина кольца зависит от размеров отражающих пло­
скостей в направлении плоскости падения. Таким образом, получается, 
что в случае, когда удовлетворяется условие (12), ширина кольца 
зависит от числа отражающих плоскостей, а в случае удовлетворения 
условия (13) ширина кольца зависит только от размеров отражающих 
плоскостей в плоскости падения.

3. (12) и (13) показывают, что при очень малых углах (0<90:) 
дифракционная ширина кольца определяется размером кристалла а 
направлении нормали отражающих плоскостей, а при очень больших 
углах (0 ~90՜') зависит от размеров отражающих плоскостей в направ­
лении плоскости падения.

4. Из (Ց) и (9) для линейной дифракционной ширины кольца Де- 
бая-Шеррера получим

/Հ^-շձ^-^—. (14)
Lx sin %

B}=R-2CA,= -^~> (15)
Z.3cos 0O

откуда для размеров кристалла получим

/
’ sin б0

լ
4 Ց3 cos հշ

Таким образом, в случае (12) с помощью ширины кольца Де- 
бая-Шеррера определяется £։, а в случае (13)—1Э.

Дифракционная полуширина кольца определяется из условии

sin2
1 Л(баЧ-ДО) 1 ։ 2 sin՜

; cos60-AO k 
2

շ J.IM Л, Л'. . dill ■_sinG0-AO }շ 
շ sin2

ՇՕՏ%-ձս 
-------------- k9

(16)
Как видно, дифракционная полуширина зависит как от £lt так н 

от Л3, то есть от размеров кристалла в двух взаимоперпендикулярных 
направлениях в плоскости падения. Полуширина, определяемая фор­
мулой (16), гораздо меньше полуширины, определяемой только одним 
множителем

sin՜
1 I
2 '

cosOjj-Дб
2

cosOyAO , А
(Я)1

ЛЧ



О дифракционной ширине спектральной линии 115

(8). (9). (14) и (15) получены для частного случая, когда плоскость 

падения совпадает с плоскостью главных направлений а и Ь.
В общем случае для отражающих плоскостей (hid), если кри­

сталлы имеют форму параллелепипеда со сторонами л\а, .՝\՚2ձ и Л'3г я 
если толщину кристалла в направлении нормали к отражающей пло­
скости характеризовать длиной отрезка, проходящего через две про­
тивоположные грани 110], то вместо (8) и (9) получим

дб։ =-------Լк, (ib)
A/ZjSin*՛^  PsinOy

где

A0, = —- 
cos %

(19)

когда отрезок, характеризующий толщину кристалла, 

проходит через грани he

когда проходит через грани ас

= когда проходит через грани ah, 
3-~-
Р- размер кристалла в плоскости падения в направле­

нии отражающих плоскостей.
Как видно (9) и (19) совпадают соответственно с формулами 

Щеpipeра-Селякова [2], |3] и Лауэ |1].
Таким образом, неудовлетворительность формул Шеррера, Селя­

кова и Лауэ в том, что н расчете ширины кольца в этих формулах 
не учтены соответственно условия (8) и (18).

Рассмотрим численный пример. Допустим излучение С«Л'а( 
(1= 1,5375) падает на кристалл кальцита и отражается от плоскостей 
поверхности скола (111). Пусть размер кристалла в направлении нор­
мали отражающих плоскостей будет 1()՜4 ем, а размер отражающих 
плоскостей в направлении плоскости падения 10 5 см. Имея в виду.

о межплоскостные расстояния этих плоскостей при первом порядке
ражения равны Ժ, - 3,0290 А .
= 14'29'. Тогда согласно (8) и

дл я у гл а By л ьфа -Брэгга 
(9) для Д0։ и Д03 получим

получим

.. 1,5375-10՜տ см
ДО. = ——---------------

10 слс-0,25
.. 1,5375-10՜’глД0 =------ ----------- ---

10 ° см-0.25

куда Д93 > Д01։ то есть н данном случае дифракционной шириной 
ляется ДО,. которая на порядок больше, чем Д0։.

Таким образом, в рассматриваемом случае дифракционная ши­
на обусловлена не размером кристалла в направлении нормали от­
дающих плоскостей, а размером отражающих плоскостей в направ-



116 П А Бс.врганян

ленни плоскости паления. Наоборот, если с помощью дифракцион
ширины спектральной линки определить размер кристалла, то в рас­
сматриваемом случае определяется размер отражающих плоскостей я
направлении плоскости падения, что на порядок меньше от размер 
кристалла в направлении нормали отражающих плоскостей. Следой 
тсльно, если согласиться с мнениями авторов |1| —|4|. то при опреле 
ленин размера кристалла в направлении нормали отражающих идо 
скосгей в данном частном случае можно ошибиться на порядок.

§ 3. Болес строгое решение задачи

При учете разности фаз. возникающих из-за непараллельное! 
ноли, рассеянных различными атомами облучаемого объема и nanpni 
лении точки наблюдения Л/. для амплитуды отраженной волны bmcci 
лауэпского выражения (см. |5| |7|)

Д - Լ (— ) vexp ր՜յ
R \mc*J —

получается выражение

где So — единичный вектор, указывающий направление падения:

.$ — единичный вектор, указывающий направление точки набли 
дения от начала координат О.

R — среднее расстояние облучаемых атомов от точки наблюй 
ния. Падающая волна плоская.

Пусть одна из отражающих плоскостей совпадает с плоскость 

XOY, а плоскость, содержащая 5 и 50, — с плоскосью ХОХ. Еа 

So и 5 составляют с осью А' углы соответственно Во и 0. то для 
амплитуды рассеянной волны з точке наблюдения .И получим

Л = - - У exp 1 — ik I (cos 0 — cos 0o) л: E(sin 0 — sin 6Չ) г - 
R тти?^ (

у5 , .vsin’6
-------- * — 4*

2R 2R
z' cosg fi 

2R
(21)— xz sin 20

Заменяя суммирование интегрированием, для амплитуды pnccei 
ион волны получим (при плоской падающей волне)

(cos 0 cos%)x • -(sin 0 — sin0o)»4-

, у3 , .է’տԱւլ®
' 2R 1 .’/г

xz sin 20 dxdydz.

где п число атомон в единице объема.’



О дифракционной ширине спектральной линии 117

При точечном источнике*  для этой же амплитуды получим 
(см. |8|)

Если ориентировка векторов ձ՝ и ձՀ Относительно координатных 
осей х, у, z та же самая, что и в случае падающей плоской волны, 
то из (23) получим

•յ Հ ՝' Հ
|4Ь—i i exp;— ik (cos% — cos 0) л՜ 4՜ (sin 0o -sin0)z-|- 

/Հյ/Հց me՝ J .1 J I
ООО

— xz (sin 20o |- sin 26) dxdydz. (24)

В (22) и (24) ՇՀ 1Հ U7 размеры кристалла соответственно в направле­
ниях X. у И Z.

Если плоскость падения (содержащую .So it S) вращать вокруг осн 
z так. чтобы она совпадала с плоскостью zoy. то для амплитуды рас­
сеянной волны по.лхчим:

при падающей плоской волне

(cos 0 cos 0о) у 4֊ (sin 0 sin %) z 4-

х- у2sin20 z3cos’0 ։ .. I) , , . /ог.2R ՜Ւ ՜ 2/?՜՜+ ~2R--------X! 2 I) dxd^' (25>

при падающей сферической волне:
t; у

•4 = ֊-֊-'-'֊ i I I exp' -fd (COS 0 — cos %) у -4- (sin 0 -sin %) 24- 
Л։пл /ill’,! ,) J I 

о и и

4֊ —Հ1 ւ 1 \ . №_ Հ$էո*%  , sin2_6 \ , / cos^Qp co s’6 \
՜ շ \/?։ ^յ^՜շ \ Rt /?г / 2 \ /Լ Փ Ջ։ /

— yz (sin 2% 4- Sin 26) 11 dxdydz. (26)

Естес.пенике нс.■.֊чинки, являющиеся совокупностями точечных источников 
(Томы можно считать точечными нсточннкзмн рентгеновских лучей).
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Нетрудно догадаться, что (22) и (24) в функции от-О определяют 

.размеры- узла обратной решетки в направлении а*  при плоской и 
сферической падающих волнах соответственно.

Таким же образом (25) и (26) определяют .размеры**  узла об­

ратной решетки исправлении Л при плоской и сферической падаю­
щих волнах соответственно. Для определения „размера1* узла обрат­

ной решетки в направлении с*  надо плоскость падения (плоскость 

векторов Տօ и Ճ) вращать вокруг оси ох на 180՜ и в выражениях 
(22) н (24) х заменить через z, a z через а:

в случае падающей плоской волны
и V Г

А j ехр | — ik | (sin 0 — si<i%) л -J- (cosб — cos 0о) г ֊I

©о о
a-'cos2 0
~2R ՜

2s sin29
27?

xz sin 29 dxdydz. (27)

в случае падающей сферической волны
и г и-

i | exp I — ik [(sin 0 — sin 60) a- -f- (cos 9 — cos 0o) z -j- 
me'} J J I լ

о о и
у8 /1 , 1 \ , Xs / cos8 et, cos86\ , z8 /sin20o . sin80\
շ Հ/Հ rJ շ \ < rT ) ~~2\rT՛ ~rT/

— xz (sin 29O -4- sin 29) ' dxdydz. (28)

Как видно из (22)—(28), как при плоской, так и при сфериче­
ской падающих волнах при изменении размера кристалла в одном на­
правлении изменяются „размеры" узла обратной решетки во всех на­
правлениях. Действительно, например, из (22). (25) и (27) видно, что 
при изменении размера кристалла в направлении z „размер- узла об­
ратной решетки, а следовательно, и размеры дифракционного мак­

симума изменяются не гол։.ко в направлении г*,  но и в направлениях

а*  и Id.
Вышеизложенное можно более наглядно показать численным 

примером. Для этого определив из (28) |.4i2 и приведя интегралы к 
виду интегралов Френеля, можно построить график зависимости /Л 1 
ОТ н.

Такие расчеты приведены в |9], и здесь нс будем повторять их.

Выводы

Из вышеприведенных расчетов можно сделать следующие вы­
воды.
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1. Дифракционная ширина спектральной линии при неподвижном 
юнокристалле и плоско-параллельном падающем пучке зависит толь­
ко от наибольшего размера кристалла в плоскости падения, и с по- 
Ющью этих ширин спектральных линии можно определить только 
казанный размер.

2. Дифракционная ширина спектральной линии при плоскопарал- 
1ельном падающем пучке и качающем кристалле или при расхо- 
(ящемся падающем пучке и неподвижном кристалле зависит от наи­
меньшего размера кристалла в плоскости падения. В этом случае с 
юмощью дифракционных ширин спектральных линий можно опреде­
лить только этот наименьший размер кристалла.

3. Дифракционная ширина колец Дёбая-Шеррера зависит от наи­
меньших размеров кристалла в плоскости падения, следовательно, с 
юмощью дифракционной ширины не всегда определяются размеры 
фисталлов в направлении нормали отражающих плоскостей (см. 
81-113]).

Ереванский государственный 
университет Поступила 17 XII 1Տ63

Պ. Ա. |։Ե9.1’ՐԳԱՆՅԱՆ

ՍՊԵԿՏՐԱԼ ԴՆԻ ԴՒՖՐԱԿՑԻՈՆ ԼԱՅՆՈՒԹՅԱՆ ԿԱհՈՒՄՐ ԱՆԴՐԱԴԱՐՁՆՈՂ
բյուրեղի չափերից

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Սուէորաբար համարում են, որ հակաղարձ ցանցի հանգույցների չաւիերր 
հա1րսղարձ համեմատական են բյուրեղի շափերինւ

Տվյսգ աշխատության մեջ աւգացոլցւէում է, որ
1. ռենտգենյան սպեկտրալ գծի գիֆրակգիոն լայնությունը անշարժ բյո>- 

քձկի և հարթ զուգահեռ ընկնող ճառագայթների ղևպրում կախված է միայն 
անկման հարթության մեջ բյուրեղի ամենամեծ չափից ե սպեկտրալ գծի այգ 
[այնոէթյան միջոցով կարեքի կ որոշել միայն վերոհիշյալ չափերը,

2. հարթ զուգահեռ սկզբնական փնջի ե տատանվող բյուրեղի կամ տարա- 
մխսվող սկզբնական փնջի ե անշարժ Րյուրեղի գեպբոէմ սպեկտրալ գծի ղիֆ- 
րսկցիոն լայնությունր կախված Լ անկման հարթության մեջ բյռւրեղի ւիոըրա- 
•բյւյն չափիցլ Ս. յ րլ զեւղբում սպեկտրալ գծի գիֆրակցիոն լայնության միջոցով 
քրոշվում է բյուրեւլի փորրագույն չափը,

3. Դերայ-Շեռերի о ղակների լայնությունը կախված ի անկման հարթու­
թյան մեջ բյուրեղի ամենաւիոըր չաւիերից, հետևաբար, Օղակի գիֆրակցիոն 
Լայնության մ իջոցով միշտ շ1,, որ որոչւէում Լ բ յուրեգի չափը ան գ բա զարձնււ ղ 
հարթություններին ուղղահայաց սւղղությամրւ
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ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Г. В. БАДАЛЯН

I
 ПОЛУЧЕНИЕ ПОСТОЯННЫХ АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ 

МАГНИТНЫХ ПОЛЕ։! В ФЕРРОМАГНИТНОЙ СИСТЕМЕ

1. Ныне в электронной оптике широкое применение получили 
сиально-симметричные магнитные поля, создаваемые короткими, 
Эжелезными катушками. Такие соленоидальные катушки, однако, 
лада ют рядом недостатков: заметная сферическая абберация, не 

Г лучшая форма аксиально-симметричного поля, большое рассеянное 
| поле, отсутствие экранировки от посторонних полей и, наконец, зна- 
1.чительная потребляемая мощность и вес.

Кельман, Перегуд и Скопина |1| предложили другую конструк- 
I цнн> магнитной линзы, не обладающую перечисленными недостатками. 

В этом случае поле, имеющее наперед заданное осевое распределе­
ние, создается катушкой с распределенной намоткой. Экранирование 
линзы осуществляется с помощью железной трубы, надеваемой по­
верх обйотки, причем при расчете обмотки ферромагнетик вс прини­
мается во внимание.

В недавно вышедшей работе Захарова [2| предлагается интсрес- 
ный численный метод определения распределения плотности ампср- 
Fitkob по длине воздушной катушки .тля получения заданного осе- 

го распределения магнитного поля.
Как в упомянутых, так и в других работах расчет поля ведется 

’с использованием закона Био-Савара, причем решение обратной за- 
i.дачи проводится или с применением обратных преобразований Лап­

ласа (см. [3]), или используя разные искусственные приемы. В насто­
ящей работе сделана попытка подойти к решению таких задач иначе, 
с непосредственным учетом присутствия железа. Задача будет решаться 
привлечением теории скалярного магнитного потенциала для рассма­
триваемой электромагнитной системы при определенных граничных 
условиях (см. (4—61).

2. Пусть имеется ферромагнитный цилиндр конечной длины с 
конечной толщиной стенок. Будем рассматривать несколько укрощен­
ный вариант, когда горцы цилиндра также закрыты железом  (фиг. 1). 
Непосредственно на внутренней боковой поверхности железного цн-

*

• Лросвсрление отверстии малого диаметра в торцах магнитной линзы для про­
пускания пучка частиц, по-ендимому, не внесет заметных искажений магнитного поля.
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линдра „ наматываются “ круговые ампер-витки. Ток во времени по 
стоянный. Требуется, задаваясь определенной плотностью распреде 
ления ампер-витков по длине магнита, л՛ (֊')*  найти соответствующе

Фиг. I. Продол 1.Н id it разрез магнита н система 
коордипа г.

аксиальносим метричное маг 
нитное поле в полости вну՛ 
три сердечника. Выбирае» 
пил и и др и ч сс к у ю с исте м յ 
координат с началом в цен­
тре поля. Магнитное поле 
внутри линзы характери­
зуется скалярным магнит­
ным потенциалом ՛>, являю­
щимся решением уравнения 
Лапласа. В цилиндрической 
системе координат при ак­
сиальной симметрии

, 1 ժ՚ն , Ժ2՚ձ 
ժր4 ■ ր dr dz- (1)

Данное дифференциальное уравнение решается методом разделения 
радиальных и осевых переменных. Решение уравнения для физиче­
ского реального поля (без расходимостей) имеет вид [4]

•1»== (Л cosXz Ч-Z?sinXz)/0(Хг), (2)
где /0(Хг) — функция Бесселя нулевого порядка от .мнимого аргу­
мента.
X — параметр разделения (собственное значение уравнения), 

.4. Հ? — постоянные интегрирования.
Для определения постоянных, а также спектра значений X, применим 
граничные условия:

а) при з = 0, Н,—— ֊^=0 из-за симметрии задачи, отсюда 
dr

Д=0.
б) при 2 = 1 (см. фиг. 1) силовые линии из-за условия յւ^>1 

входят в торцы перпендикулярно к железу (железо как эквипотен­
циальная поверхность), поэтому также

я,=_^=о.
ОГ

В результате этого имеем
sinX/ —0, (3)

откуда следует спектр возможных значений X; 
ь—

Х = —, где k = О, — I, ±՞2,

Полное выражение для магнитного скалярного потенциала будет, 
очевидно, иметь вид
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t հդ п . / Հ/քէր\Ф = 2 ^sin ֊ U-у Ն (4)

Амплитуды Вк определяются методом отыскания коэффициентов 
Фурье-компонент.

Действительно, выражение потенциала на цилиндрической гра­
ничной (г — /?) поверхности пиля дает
I '։**'  ~ v'3Asin ^у- /0 = —0. 4-.V(z՜). (5)

Нетрудно показать, что функция /V(r') есть не что иное как инте­
гральное распределение ампер-витков на граничной цилиндрической 
поверхности.

В самом деле, руководствуясь соображениями, аналогичными в 
работе [5]. для контура АтВп (фиг. 1) можно написать

ф Hdl-=0A՜ \n(z')dz't (6)
Amon дц

где коэффициент 0,4“ введен из-за применения практической системы 
'единиц.

Далее, допуская для ферромагнетика р >1 и пренебрегая ин­
тегралом j Hdl. получим

Ат В

( Hdl = Фд — фв = 0,4л п (г') dz'. (7)
ВпЛ АВ

Потенциал в точке /1 (г' = 0) можно для удобства приравнять нулю, 
тогда окончательно

фа - 'Խ = — 0,4- п (г') dz' = — 0,4k/V (s'). (8)
<j

л. liizz'
Умножая обе части равенства (5) на sin ՜ и интегрируя по z' от

О до I, в результате ортогональности тригонометрических функций 
получим

I
ռ 2-0.4к Г kr.z'

777^R~\ Г ՜7՜ ( } d • <9)՛ ° \ / ) и

, полный вид скалярного магнитного потенциала будет

/ (—\ Ր
().8я “ k^z \ I / ( kr.zf ...

Ф =------ 7՜ՃՏ1Ո՜7------ 7~b^P\ \sin——(10)
yo(֊;-)j 1

\ ’ /0
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Составляющие напряженности магнитного поля внутри линзы буду 
соответственно

Последние формулы дают возможность по заданному распреде-
. .. dN (г') лению плотности ампер-витков /։(?) —----- -- определить

любой точке пространства внутри магнита.
3. На практике наиболее ценна постановка обратной 

найти тит закон распределения плотности ампер-витков, при 

поле в

задачи:
котором

получается заданное требуемое поле. При этом, разумеется, речь 
идет о получении полей, которые заведомо удовлетворяют уравне­
нию Лапласа и граничным условиям.

Для решения обратной задачи воспользуемся граничным усло­
вием (8). Дифференцируя его по г', получим

֊V֊ = dzf
ժ-ձ.-՛ \ ,. . г. Ано . Հ = ( — ) = — Н. (Rt z ). следовательно.
()2 \dz

’ /h(R.
0,4“

(13)

(14)

Получается простая и наглядная 
ампер-витков и формой поля.

Отметим, что имея аналитическое

связь между распределепнем

выражение одной из состав­
ляющих магнитного поля, вторую составляющую мы автоматически 

найдем из условия rot // = О, а именно

dH2 дНг 
дг ՜ dT'

4. В качестве примера рассмотрим получение поля тина

.. . . ... /kr.r\ kr.zН: (г, z) = //0/0 ( cos - ֊.

(15)

(16)

где //0—поле в центре, /г = 0, 1, 2,
В соответствии с (15). радиальная составляющая поля
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и . . /г I / А ТТЛ \ . !i~ZН. (г, z) ՒԼՀՀ ՝ J sin —• (17)

бранное поле удовлетворяет уравнению Лапласа и граничным уело- 
1м, следовательно, для него можно применить вышевыведенные 
прошения. Согласно уравнению (11), распределение ампер-витков 

ля получения заданного ноля будет

. . /7(, . / kr.R \ k~z' , ,n{z )dz ՜ւԺ/Հ՜րԽ rd2- (18)

При разных значениях параметра к получаем разные поля. Дей
вительно,

a) к О, Н; = /7а, fir — О однородное акснальносимметричиое 
ие (фиг. 2а),

а) А* 1, 2, ■ • • получаем Синусоидальные периодические поля 
азной кратности с переменным 
таком, причем поле с радиусом
Озрастает по Бесселю (фиг. 26. в).

Мо ж но расс м а т ри вать б о л ее 
сложный случай. когда выбранное 
поле представлено в виде суммы 
нескольких членов:

Фиг. 2. Различные формы pacnpc.ic.ie- 
ним г-комионенты ноля на осн маг­

нита (обозначения—п тексте).

^ответственно
.. . , ԼՀ' , ՝R՜2Hf (г, z)^. v ?/0/Հ- bin

(20)
Согласно уравнению (14). требуемое распределение ампер-витков

fl (z ) dz X HJJ ——-) cos —— dzf.
l>.4= \ / / I

Например, при m = 0, n - 1 имеем

1-г/о Cv)cos7
Отсюда, распределение поля на осн (г = 0) будет

Нг (0, Z) = 0.

(21)

(22)

(23)

//.- (Ղ г) = //0

/

то есть плавное „колоколообразное՝*  
хода через нуль (фиг. 2г).

Возможны также другие виды 
дем рассматривать.

распределение по оси без пере-

полей, которые мы здесь не бу-
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5. Резюмируя, можно сказать, что для рассмотренной замкнутой 
линзы точно можно рассчитать магнитное поле при заданном распре­
делении ампер-витков, или наоборот, создавать определенный класс 
аксиальносимметричных магнитных полей с помощью соответствую­
щего распределения ампер-витков.

Рассмотренные лространственно-модулиропанные поля находят 
и могут найти применение во многих областях электронной оптики: 
разного рода фокусировки, пространственная модуляция электронного 
пучка [7| и т. д.

Решение задачи для магнитной линзы с открытыми (нс желез­
ными) горцами требует специального рассмотрения.

Автор приносит свою благодарность А. 11. Аматуни. В. А. Джр- 
башяну, М. А. Задояну, Ю. Ф. Орлову и В. А. Шахбазяиу за инте­
рес к работе, ее обсуждение и помощь.
Физический институт ГК ЛЭ

г. Ереван Поступила 21 (1 1961

Վ. ՈԱԴԱԼ5ԱՆ

1ԱՍՏԱՏՈԻՆ ԱՔՍԻԱԼ-ՍԻՄԵՏՐԻկ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԵՐԻ 
ՍՏԱՑՈՒՄԸ ՖԵՐՐՈՄԱԴՆԻՍԱԿԱՆ ՍԻՍՏԵՄՈՒՄ

Ս. մ փ л փ и ւ մ

Աշխատա ի! լան մեջ օգտագործելով ււկալ/ար մագնիսական պոտենցիալի 
ապարաար որոշակի սահմանա լին պա/մանների դեպքում, դիտա րկված է 
հաստատուն տքոիա լ-սիմետրիկ մագնիսական գաշտև րի и տարումր փակ էիևր֊ 
րսմագնիսակտն սիստեմում:

Ստացված են դաշտի կոմպոնենտների ե երկաթ ի ներքին սահմանային 
գլանա լի'հ մակի րեու լթ ի <//"" ամ պե ր-գտլա րնե րի րաշիւման օրենքի միջև 
ւսոն չաթ լուններ} Սովածր ցտ դադրվսւծ է if ի շարք գործնական օրինակնև րի 
վրա:
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НАУЧНЫЕ. ЗАМЕТКИ

Б. В ХАЧАТРЯН, С. С. ЭЛБАКЯ-Н

К ВОПРОСУ ОБ ИЗЛУЧЕНИИ ЗАРЯДА В 
НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

Излучение заряда, движущегося в неоднородной среде, рассма­
тривалось в ряде работ (см., например, |1, 2|).

В работе |1] получена формула для излученной электроном энер- 
чш при равномерном движении его вдоль направления изменения 
:войств среды ^диэлектрическая проницаемость среды дается выра- 

2л ձ \меняем с = е0 ■+• A cos —z, — < 1 • 
/ £о /

В работе [2] получена формула для случая движения заряда 
юл углом а к направлению изменения свойств среды.

Как работа |lj, так и работа [2] выполнены в приближении гео- 
гётрнческой оптики, которое допускает получение результатов с точ- 

юстью до членов порядка —<1 включительно, где л—----- =•
/ е0

-длина излученной волны, / — период неоднородности среды.
Нами обнаружено, что при а0 формулы, полученные в |2|, 

е совпадают с соответствующими формулами работы [1], при этом, 
ели в формулах работы [2] положить то интенсивность ре-
онансного излучения обращается в нуль (см. формулу (9) работы

2]), а то время как согласно работе 111 она пропорциональна Прен­

ебрежение членами порядка ֊-> сделанное в [2), необоснованно: 

реиебрегать членами порядка — можно лишь при выполнении ус- 

овия ( 1-----—Если же 1 — 1 <ծ-. где ձ-некоторое

вело, по абсолютной величине меньшее единицы, то согласно [2). 

мучение пропорционально ծ֊— и исчезает при Ь = 0. Согласно же

j оно пропорционально (b (для л?-ой гармоники). Что ка- 
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сьется членов порядка ( հ ) ’ которые входят в формулу для излу­

чения работы |1]. то это есть превышение точности квазикласснче 
ского приближения, и при исследовании они. естественно, не должнь 
рассма гриваться.

А 

/
Члены порядка • которые имеют существенное значение для

величины спектральной плотности и пучения и пропущены в |2|, мож­
но получить при учете зависимости ■ и * от г в формуле (5) работы 
|2|, в которой, для простоты, полагаем ։ 0. Разлагая 1 • | ։(.’)

»(*>
1 Д , ,и в ряд по степеням — и вычислял работе, совершаемую

I '(-) «о
нолем над движущейся частицей, получим следующую формулу для 
величины излученной энергии за все время пролета заряженной ча­
стицы:

где

—1 «^cosO. 
с

Заметим, что учет зависимости ей х от z в формуле (4.3) ра­
боты |lj. также приводит к замене формулы (4.6) этой же работы фор­

мулой (1). Однако, поскольку линейные члены порядка — существен­

ны только при տօյյ*-^1. то формула (4.6) работы [1{ фактически не 
отличается от (J).

11а наш взгляд кажется более целесообразным рассчитывать ве­
личину излучаемой энергии, используя формулу, аналогичну ю фор­

муле (3.16) работы |1] ( поскольку члены порядка учитываются

при этом .автоматически*^- В результате получается следующее вы­

ражение для излучения при наклонном пролете заряда

dl =
<7.(1 тФ’) Ф

■ц _ 2кт \ 
vcosa J /

где
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ш
V cos а

-у/п^ф±|. Հ (14Ф2)֊-н0֊

1 4-Фа

Ф = Sin ? tga

(ср. с формулой (10) работы [2]|.
Два значения при фиксированном ? соответствуют тому, что 

при одном и том же угле между волновым вектором и скоростью 
часгипы возможны д а \гла между осью z и волновым вектором.

В заключение выражаем благодарность М. Л. Тер-Микаеляну 
за ценные обсуждения.
Ерёйнский государе теплый

университет}
Физический институт ГКАЭ Поступила 14 VII 1564

Р. Վ. 1սԱՅԱՏՐՅԱՆ, U. П. ЦРИМЗЦЪ '

ԱՆՀԱՄԱՍԵՌ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ Լ1»8Ք1’ ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ս փ и ւ if

Ս աաըվաձ /; ճաոաղաէթ ման Ասքևկ-ււրալ ինտենսխ[ութլան ճշւյրիտ բա­
նաձևը աքն էքևսլըի համար, ևրր լիցքր - աոանըքի նկատմ ամ p 2. անկման 

տակ հավասարաչափ շարմվամ է ; — ц ֊|՜ ձ COS ? թափան-

րււ.ն անեցոդ միջավա լրա մ է
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