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МАТЕМАТИКА

А. Е. Вадалян

Об одной вариационной задаче

I С ускорительной техникой, а также с некоторыми математиче 
«•ими вопросами связана следующая вариационная задача: дана ква 

ня матрица порядка п

Л = |<?и| (z,./= 1, 2.---, л).

?сть Ф является множеством всевозможных взаимно-однозначных 
Сражений множества (1, 2, • • •, лг! на себя. Требуется найти

mln max ] (i = 1, 2,- • •, п) 
1

«отображение փ, для которого достигается указанный минимум 
Решение.
Набор элементов < а।,Հ।>, • • •, а{^ , • • •, а^{л) > назовем

бором матрицы Л. Очевидно, этот набор содержит из каждой строки 
из каждого столбца матрицы Д один и только один элемент. Между 
1Ж&тва.ми

R — • •. ап^п^>' и Ф

!ет место взаимно однозначное соответствие. Количество элементов 
х множеств равно гг!

Обозначим через тг максимальный элемеи՛ матрицы Д, а мно- 
тво наборов матрицы, содержащих элемент /пх—через /?։.

Обозначим через т9 максимум среди элементов матрицы А, за 
лючение.м элементов, равных т}, а множество наборов, содержа- 
х т., н не содержащих тг, через /?Л2.

Обозначим через т3 максимум среди элементов матрицы Д, за 
ючением элементов, равных /гт։ и т9, а множество наборов, со
хших т*  и не содержащих тг и ли, —через /?ом и. вообще, 
начн.м через /л*  максимум среди элементов матрицы А, за исклю
ем элементов, равных z//։, л?2,-■ •, тк֊ւ, а множество наборов, co

• На 5ту задачу обратил мое внимание Р. Оганян.

x'- J
китих тк и не содержащих т3, пи,- • •, тк ։,—через ~ . Яс-

J՜՜1что множества /?01,•••,/?օ՜• չ* попарно не пересекаются.
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Т е о р е .м а. Для того, чтобы тк= mln max խ,.<0., необходимо 
? {

и достаточно, чтобы, имело место равенство

UR — ^R. (|)
/ *1

' Здесь &• означает ксньюхцнк»,

Действительно, если тк = mln шах [амп}. то в /? нс существует 
? •՛

набор, максимальный элемент которого меньше тк. Значит, для всех 
наборов из R максимальный элемент ш!(, то есть каждый набор из 
R находится средн слагаемых левой части равенства (I). Обратно, 
если r Р существует набор, который не содержится в левой части 
равенства (1), то максимальный элемент этого набора <հ/ա, то есть 

min max |ճշ?<օ՚).
/—1 l—I

Количество наборов в множестве обозначим через Sdt 
(1= 1.

Тогда имеет место равенство

5п5б~3/=л’. (И

1-1
если mu — min max {փ=(/)}. 

г {
Введем следующее обозначение: пусть А/означает мио- I • "

жество наборов, содержащих

Р (4 0) • Шу&Р (А г 0) т2&- --&Р {i.j ^0)т,&- • -&Р (/*  0) тк*.

где считается
Р^-0).,я,. = прн р('/’ь°) = 1

' 1/\ при /->(// *0)=0.
Очевидно,

Ъ = /?х.

я։-я12.

/?оо, = А3 Z?ot3 Z?j(i֊1 —

ձ՜'
/?о -.ол = А/< — Ջօշ- »-յ* ---- — /?ւշ. *-20fc  — /$хга ■ h-'.ic —

-- 1
----- --------- ------------------------------------- Ra-.-Ol^l /.— •••— R\2-. .4-/-I0 UA- —

— • — Rq..-0/.--1* —-------Аю., ok — A123.- A-1*.  (2)

Соответственно имеем:

So & — S,\. — Sec v-H------ -------Sj’ -Л-204—Sow. Д-Ы----------
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J I
— «$123 *-."С0*  —--------- So. ’ or I ■■։.■---------------St>;..k-i-10...Qk —

----------- So. Oi-lk— - ------ Sjo- 0Л — S123;.-*  Ik. (2') 
ормула (2՜) является основной формулой и с равенством (Г) дает 
эзможпость находить ni„. В частном случае, если mt (i - 1. 2...Հ’) 
:тречаются в матрице однократно и если они попарно находятся в 
йных строках и в разных столбцах, члены правой части формулы 

|2') принимают следующие значения:
ձ\ = (д — 1)յ,

Տօշ...k — S1CQ. . = - • • — Sj> 4֊ Ջ0-. = (.7 — k -I֊ 1 ) • — (fl — k)

Soct3-..ft — So2(M. *--•••=  S|2.. > . ЛСО*  = — k 4- 2) I —
-iqn (n֊.k^\)i֊՝rc^n֊ky],

Socoi- ■*  — Sowa՜. ■ *=•••  = .Տ՝յշՆ fr-4<xiofe — {fl — k 3)! — 
- [c; {fl - k + 2)! 1- C*  (n - k 4- I )J 4- C| (fl - A)f|,

Ry *
p—Wrj.. t = • • • = Տւշ...k-i 1 iT~>a- = (fl — A* 4- 0- — К' (ռ — k i — Г)! -j-

4- q(/z-֊A֊|-/-2)!4-- • -4՛ c;-» (n - A 4-1 )?4֊С'(я -A’)!]-

‘одета вл яя последнее значение в (2'), получим:

о. = (п - I)! - С'| (л - А 4- 1) 1 - (и - к)!) ֊

֊ С^.Цл-А + г)!- [CJ(,,-A+ l)!4-q(n-*)!||-

֊ ((Л - k + 3)! - |C< (п-к 4- 2)! 4֊ С’ (n - к 4֊ 1)! 4-
|+C’(«-A)!|)-----------C'_.!(«-A4-O!-(C}(«-A4֊Z֊1)!  +

+ —2)! 4-՛>(,, -*+1)14-

+ c; («֊*)!  и--------e*-j(«-A)i
>c.ih же все mt(i'= Լ 2,- • •, k) встречаются в матрице однократно. 
;о они расположены так. что первая строка содержит p,t элементов 
з ւււՏՀ • •, nik, вторая строка содержит р24 элементов из

и т. д., /7-ая строка содержит {х/;Л элементов из ,
։*5  Иц 4------ 4֊ = » столбцы матрицы содержат соответственно

՛՛•». *2».  • • •, элементов из ուՂ, , ть\ 4՜ 72է 4-------F ''«е = А*,  то
I So „*  ֊ (п — 1)! ֊ .4, ((г; ֊ к 4֊ 1)! - (п - к) !| ֊ Л, ■ (п ֊Ւ 2)! ֊

-|С'(л -k-Г l)l + q(n֊A)I]J---------- A,((n-k + i- 1)1-
խ<?,՛_, (п - к т/-2)! 4- С?_, (II - к + < - 3)1 4- • • ■+ С';; (л -»+1)!4- 

' с|:| (» ֊ А) ЦI--------- Л4 - Л(« - 3)1 - [С" (л - 4)! 4- ԺԼ. (« -5JJ 4-
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4֊ • • • + С<֊< (п ֊- k ֊ւ 1)! 4- ՇԷյ {п _ а.)!|). 
Здесь

- с< , - а . -Л 1 к 1Դ
____ С1 —

где 

CL = (Գ.- р 
I о.

если a о 

если з = О;

предполагается также, что mk находится в s-той строке и в /-том 
столбце.

В общем случае формула не приводится из-за громоздкости.
Замечания:
1. Число тех при которых min max = "1к, равно Sq о», а 

փ <
каждый из փ соответствует некоторому набору из множества /?о.. о». 
поэтому փ можно найти.

2. Фактически имеется и решение следующей задачи. Найти 
класс Ф' тех «, при которых min max {#/?</)) где tz/j,—произ*

Ф: <
вольный фиксированный элемент исходной матрицы Д. Очевидно, 
если а։,, <Հ т.к, го не существует о, для которого

min max = &ւյէ.

X если aijl աե, то есть а/յ, - m,(i k), то класс Փ՜ есть множество 
тех <?, которые соответствуют наборам из /?о..<н. Число таких о бу
дет So о/.

3. Описанным методом можно найти также max mln
? 1

(Z = Լ 2,- n\ 7 Ф).

Ереванский государе таенный университет Поступила 19XIS63

Լ. I.*.  էՆսգսւյւսւՈ 

иь Վ-ԱՐՒԱՑՒՈՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ 
Ա 1Г Փ 0 Փ П հ Մ

Աշիււաուււ, թրււն մեջ րււծված Լ հետև րսլ վւս րի ա ցի ււն /ււնցիրր' տված է 
Ո կարցի րաոակւււսաքին մատրիցա Д=.|^;| (Z, / c= i, 2, •••.//) к 
{ I , 2, • • • , Н ՚ րսււր)'III [<Jրսն րսլււր փոխմիարմեք տրտաււրււտկերոսէների րսպ- 
մտ JJչտնը իր վրա։

Պտհանջվսւմ Լ ղւււնել'
min max {ճյք(ք>} (/ — 1, 2,- • •, ո)

t
ե տւն <թ-նք ւ՚րր ւուււլիէւ !; նշված մինիմամր։

('նդ սրէէէմ էէրէէշված Է նաև սչտհանջվքւղ ^~երի թիվր!
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МАТЕМАТИКА

М. Б. Балк

О бианалитических функциях с неизолированными 
«-точками

1. Функция /(г) называется бианалйтической в некоторой об- 
асти D комплексной г-плоскости, если она представима в виде

/(г) =?(*)4֊*4(z). (1)

где c(z) и 6 (z)-функции, аналитические в Г).
Функция (I) называется бианалитической в точке, если она би- 

шзлитнчня в какой-либо области, содержащей эту точку, и называется 
'^аналитической на множестве Jt, если она биаиалитичиа в каждой 
очке этого множества.

Как известно, точка называется «֊точкой функции /(?), если 
Г{г0)=«. Мы будем точку г0 называть неизолированной а- 
гочкой би аналитической функции /(z). если, во-первых. /(г) 
«ианалитичиа и некоторой окрестности ձ{’ z г0|<р{ точки и, 
fo-вторых. z0 является предельной точкой для некоторого множества 

■fl-точек функции f (г).
Аналитическая функция /(?), отличная от константы, принимает 

аждое свое значение « изолированно: если /(з1,) = «. то существует 
округ ?0 такая достаточно малая окрестность 1г - z0 <р, что при 
<|г-г01<Р

Совершенно иначе обстоит дело с биаиалитическими функциями: 
уществуют такие бианалитические функции, отличные от константы, 
оторые принимают некоторые (или даже все) свои значения неизо- 
ированно. Такова, например, функция z-z (принимает изолированно— 
олько в точке г - 0— значение 0; и неизолированно—на окружности 
г| = }/а—любое положительное значение «); такова функция z-J-z 

принимает любое вещественное значение а неизолированно—на це-

ой прямой Re z = -i- .

Легко проверить, что всякая бианалитическая функция 1/(г), 
существ.! я юща я вырожденное отображение (то есть такая, которая 
«реводит некоторую область в множество без в’.утренних точек), 
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имеет неизолированные а-трчки: иолее того, если V (г) const (такая 
запись здесь и в дальнейшем означает: И(?) не есть константа), то 
множество значении «. принимаемых этой функцией։ не изолированно, 
имеет мощность континуума. В этом нетрудно убедиться, если вос
пользоваться формулами (17)—(18) из статьи [2].

Пусть вырожденная бианалитическая функция V’(z) (то есть 
осуществляющая вырожденное отображение) имеет неизолированный 
нуль z0, функция А (г)—произвольная аналитическая в окрестности 
точки ztl. «—произвольная константа; тогда бианалитическая функция

Z?(z) = 4(z)- V(z) + a (2)

будет, очевидно, принимать неизолированно значение а.
Интересно выяснить: существуют ли еще какие-то другие 

бианалитичеекие функции (кроме вырожденных или получаемых из 
вырожденных с помощью формул вида (2)), имеющие неизолирован
ные а-точки?

Если функция /(z) принимает на некотором множестве значе
ние «, то функция A՝(z)_/(?) — «. принимает на том же множестве 
значение 0. Поэтому достаточно изучить бианалитичеекие функции, 
имеющие неизолированные нули.

Можно проверить, что для вырожденной бианалитической функ
ции множество неизолированных нулей может заполнить только одну 
из следующих линий: окружность, прямую, луч. логарифмическую 
спираль.

Любопытно выяснить: существуют ли бианалитичеекие функции, 
нули которых заполняют какую-либо другую линию, например, па
раболу?

2. Мы говорим, что последовательность խո| сходится к точке 
z0 вдоль прямой

շ = Հ,֊֊ tela (— ос <Հ է <Հ՞<=, Jm a== 0). (31

если члены этой последовательности возможно представить в виде

2« = *0 г /«exp (։*„), (4]
где /„ и ла вещественны и при «-->>.՝ /н—>0 и я„->а.

Мы говорим, что множество Е сгущается к точке?,, вдоль не
которой прямой (2.1, если в £' содержится последовательность точен 
(гЛ), сходящаяся к z0 вдоль этой прямой.

Замечание I. Если z<(—неизолированная «-точка бнаналипг? 
ческой функции /(z), отличной от тождественной константы, то должна 
существовать единственная прямая, вдоль которой множество Z: всех 
«-точек функции /(z) сгущается к точке г0.

Этот факт является тривиальным следствием из теоремы един
ственности для подканалатических функций (см. |2;. подробное дока
зательство приведено в |3|).

Если бы множество Е сгущалось к точке вдоль двух (или 
более) различных прямых, го в силу этой теоремы единственности 
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из совпадения на Е двух биянялитических функций—/(2) и тожде
ственной константы а—следовало бы тождество f(z) = а — const.

Если гомеоморф Г некоторого интервала (а, ?.) может быть задан 
с помощью аналитической функции z —'/.{() — x(t) -riy(t) (а <£<?), 
причем Е (է) 0 на (а. Й), то Г будем называть открытой простой
правильной аналитической дугой (ОППАД). Случаи х=—оо или 
З—оо не исключаются.

Замечание 2. Если две функции /(2) и ^(г), бианалитиче- 
:кие на некоторой ОППАД Г, принимают равные значения на неко- 
ором множестве Е, принадлежащем дуге Г и имеющем хотя бы одну 
федельную точку на Г, то /(2) = £(т) на всей дуге Г.

Для доказательства достаточно рассмотреть ше функции: F (/) ֊ 
տ/1401 и (О = g |а (0| на сегментах вида խ, ծ|, где տ<Հ«<7»<ՀՀ 
функции F(Z) и (} (!) пналигичны в некоторой окрестности сегмента 
а,ծ|. Применение к этим функциям классической теоремы единствен
ности и приводит к доказательству замечания 2. Подробно хокяза- 
гельство (для более общего случая) изложено в |3|.

3. Не предрешая пока вопроса о существовании бианялитических 
функций, не представимых в виде (2). но имеющих неизолированные 
մ-гочки, докажем следующую теорему.

Теорема 1. Для того, чтобы би аналитическая функция 
3(г) имела я точке г,։ неизолированную a-точку, необходимо и до
статочно, чтобы она. была представима в виде

#(?) = « —'Г ('.)• [6(C) — JmC|, (о)

где Լ — (г — ?0) e~h, я—вещественная константа, ՝Г (') и Н (',) ана
литичны в точке ' <i, причем * (\) совпадает с JmC на некоторой
ОПГ/АД, касающейся вещественной оси плоскости переменного - в 
точке ч = 0.

Доказательство. Достаточность условия теоремы очевидна. 
Докажем его необходимость. Можем считать, что В (г) =#= const. Так- 
как по условшо точка г0 неизолированная а-точка функции В(:), 
то существует такая последовательность [г„) «-точек функции В (г), 
которая сходится к 13 силу замечания 1 последовательность (гл) 
должна сходиться к вдоль некоторой (единственной) прямой. Пусть 
уравнение этой прямой z = 4- teia. (а—вещественная константа, 
— ос < f < со).

Перейдем к новому переменному но формуле
z = 2l,-u^r ' (6)

Рассмотрим функцию
Ւ = В(г)—а = В[2й + е1Л’.)--а. (7)

Зга функция бяаналитична в некоторой окрестности о точки — 0. 
Нулями /• Q являются точки

;=(zff-20)r'‘ (№1,2,...). (8)
Ясно, что ;«->() при и—*оо, так что точка С=0 служит неизо

лированным нулем функции /'(Լ). Числа Հ-, можно представить в виде
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Чл = tn exp (9)

где ta и Հ вещественны, причем при л-*со 6։—*0 и Хя->0« Функцию 
Ւ\Կ возможно в о представить в виде

^G) = rC)4-C.6(Q. (И)

где ? (') и փ(Հ)—функции. аналитичные в 3.
Ясно, что ни одна из функций ?(С) и ф(С). не является тожде

ственным нулем в о. Поэтому существует достаточно малый кружок 1 
ճԱ|' <?н в котором *(£) и 0(C) представимы в виде

?C)=Cffln(Q. 4'(Q=C^1(;). (П)
причем ft (С) и ՚ձ։(Լ) вовсе не обращаются в нуль при а ու и 
р —какие-то целые неотрицательные числа.

Покажем, что т — р֊{- 1 и ?ւ(Օ)/ձյ(Օ) - — 1. (12)

Почти все члены последовательности (8) (то есть все, кроме, воз
можно. конечного числа) удовлетворяют условиям

Ся О, | ; <Հ р.

Кроме того Լ»-»0 при п— =с. Но Л(СЯ) = О, то есть

откуда

Гт-р I _?մ’ճ_ _ւ_ .և
?1(-п) »л

Второе слагаемое в (13) при а—>оо имеет предел I. Модуль же.
первого слагаемого стремился бы к 0 при м>/»4-1 и к ос при

ուՀԼբ ֊1 1. Значит, т р-J-l. Из (13) при п — ос найдем

В силу (10) —(13) возможно записать так:

^G) = *(С) 1^ЛС)/Ф1(С)֊Н1.

>(

(14)

Функция ft G)/kx (ч) аналитична в d. Учитывая (12), можно на

писать: ft(Q/,h(Q= 14-У ծ,? (/>,—константы) (15)
1

f «) = ■?«) Л.-.--С+С | - ТС)|»(C)-Jmq, (16);

где

*Г(;) = 2^(С) и б (0 = С’ 2 Лл’-Լ (17)
V—1

Используя (7). получим (5).
Остается еще показать, что равенство 

0(;)-JmC = O (18)
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!<(■ место ла некоторой ОППАД Г, касающейся оси JmC = 0 в 
№ Հ = 0.
I Это очевидно, если 0(հ) = Օ: тогда равенство (18) имеет место 
реей вещественной оси плоскости переменного С. Пусть теперь 
К)=0- Из (17) видно, что для Н(') точка С —0 является нулем 
Шка k>2. Поэтому Э(^) представима в виде

0G) = /W?+^?4‘4֊---. где Wo3>2- (19)

,:.к /•(:.) =0. а почти для всех // ?('■>) ^-0, то в силу (16) (17 
пени для всех п) н (Ся)» Jm г,ч, то есть

CJ(Z>* ւ-1-МлЧ----- ) = ^sln/.л.
(20)

ехр(//?ля) խ*-ւ4- o(Q) = (sinXa)//J*։.

При должен существовать предел правой части равенства
ft. ибо существует предел левой части—он равен Но 

рМ.՛Հ ’—вещественное число при любом п\ поэтому и bk ։ — 
Умственное число.

Пусть 9 (Q = и (С. т.) 4- iv (Լ т(), а С„ = сл-{-
I Ясно, что в каждой точке чл имеют место равенства т։(с„, »։Л) = 0, 

»l։s.— Tjn = 0. Таким образом, все точки ча лежат на кривой 
If;, т,) —0 Вейлу (19) эта кривая распадается в достаточно малой 
местности d точки С - 0 на k ОППАД, проходящих через точку 
С=0. причем касательные к этим кривым в точке ч=0 делят полный 
рл вокруг этой точки на 2k равных углов. Так как bk֊\ веществен
но и •/ 0, то среди этих кривых имеется одна, которая касается 
««шественной оси в точке г- = О. Обозначим ее через Г {ч =//(«)}•

По условию последовательность {Сл) сходится к точке С = 0 
адмь вещественной оси. Поэтому почти все точки последователь
ности “„՛ лежат на кривой Г. Так как в точках Сл совпадают биана- 
ртические функции Лтч и ОС), то они, в силу замечания 2, совпа- 
рют на всей дуге Г Теорема доказана.

Заметим, что на кривой Г tjz—>0,?—>0, так что С/с—> 1. Кроме того 
аз (18) видно, что на Г

պ = 0(C) = е(^-н-^:+•••)- (21)

Поэтому при с-*0 tj/c*-*^*-։ (Zf>2). (22)

Так хак кривая Г аналитическая и касается вещественной оси. то она 
ложет быть задана в окрестности точки ч=0 с помощью ряда вида

Ո = ր0֊|֊^4-(?Հր4----.
:1b условия (22) ясно, что = с։ = • • • = с*_։ — 0, - ձ*_։ Հ 0,
ПК гто уравнение кривой Г можно представить гак:

рс
Tj = -‘|л(;), где <* (0) 0, и. (;) = у с,?՜*, k > 2. (23)
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4. Теорема 1 сводит поиск бнаналнтических «функций, имскад 
неизолированные «-точки, к поиску аналитических функцвйЛ^М^ 
издающих с Jm: на каких-либо ОППАД. касающихся нс:песий 
оси в точке г = 0. Вопрос о существовании такого рола функ 
♦4 (с) решается следующей теоремой.

Тс о ре мп 2. Пусть Г произвольная ОППАкасамЦ 
вещественной оси плоскости пере ценного z в гг. и //».-Ժս ւ
щс< твует и притом еоинетеенная функция *՛ ւ1, аналитичМ^ 
в некоторой окрестности Ъ точки շ » 0 и обладающая те и мм) 
етвом, что бианалитичсекая функция ^(2) Jinz обращаете#} 
нуль во всех точках дуги Г. .:<• .՛,//л внутри о.

Дока жительство. Пусть I' отлична от какого-либо интерни 
вещественной осн (в противном случае теорема очевидна, <՛' (2)-0М

Вблизи точки 2 — 0 возможно кривую I жалить уравнением пила 

у«=л*|Цл) (з<л 3). (ՃՈ

где з<0. 3<0, յւ(0) 0. А՛֊-натуральное число, А > 2, р (г) бшЫ 
тнчна в некоторой окрестности d |շ R точки .՝ = 0 и вещсстпспн 
на вещественной оси. Можно считать, что

R < mln | |al, 2}.
Функция

х — V (е») = W — (ш ) (24

аналитична в круге d. причем >(0)=0. /(0) = 1. Поэтому (см., на* 
пример. |41) в плоскости переменного г существует достаточно малый 
кружок 5{|z ՀԼն . в котором функция «>•= X (г), обратная по отноше
нию к с —>(՛.»). определена и однозначна. причем все зиачени^ ко
торые принимает функция «» = >.(?) в круге 5. принадлежат кругу d. 
Обозначим через L тот кусок кривойТ՝, который принадлежит кругу հ

Рассмотрим функцию 
н(г)=|[л(г)-г|. (25)’

которая, очевидно, аналитична и однозначна в Հ

Пусть z' ՜ I., так что г= ։ д- i.xku (.v).

Тогда /. (г) я*, д и н (.-) д»ц (х),

то есть н (z) - Jniz = 0 на / .

Ндинствснность такой фхнкинн и(с) следует, очевидно, из пнутрсп- 
ней теоремы единственности для аналитических функций. Теорема - 
доказан;։. Одновременно с доказательством мы получили илгориек 
для построения искомой функции Н(г).

Следе г виг. Какова бы ни быта ОППАД Г. проходящая через 
точку г0. и каким бы ни было комплексное число а, всегда с՝ ше
ствует тикая функция бианолитическая в некоторой oxpecniocf| 
о точки .՝0, которая на куске кривой Г, лежащем в этой окрестное 
равна а.
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Действительно, пусть касательная к Г в точке z(, образует угол 
։ с вещественной осью; пусть 4'(1)—произвольная функция, анали- 

1ческая в окрестности точки 1 = 0. Тогда нетрудно проверить, что 
(ебуемыми свойствами обладает функция

Д(г) = Ч-(֊)[0(С)-.1п։’|+л. (26)
ie

C=(3-z։,)e֊'’.

Замечание 3. Если оказывается, что кривая 1, о которой го
дится в теореме 2. принадлежит области аналитичности функции 
(г), то функция Н (?) — Jnj _ обращается в нуль во всех точках кри

вой I'. Для доказательства достаточно воспользоваться замечанием 2.
5. Пример. Построим аналитическую функцию 9 (г), ։ ■ . . 

ни куске L параболы у — х8, лежащем внутри достаточно малой ок* 
1естности точки z = 0, удовлетворяет условию

А (с) — .Im z = 0.
В данном случае & = 2, р(г)==1.

Строим функцию z — «u-f-Au2 и ей обратную
1 4- V\~4lz tn =------------—------------ •

21
Три этом однозначную ветвь функции I 1 • 4։z следует выбрать 
ак, чтобы >. (0) — О, то есть, чтобы | 1 : 4iz = 1 при г = 0. Но фор
муле (25)

»(*)-֊; (-1+/1 + 4й)-/г. (27)

Функция 0 (г) имеет одну особую точку (точку ветвления) 
?=/,4, так что парабола у = хг целиком лежит в области аналитич
ности функции 0 (г). Поэтому, в силу замечания 3, равенство 
В (г) — Jmr 0 имеет место на всей параболе.

Легко и путем непосредственной проверки убедиться, чтб ра
венство 0(г) = .1тг имеет место на параболе у — л՜'2. Действительно, 
Из этой кривой 2 = л4֊й? и

= -^ ( 14-1 "1 4- 41 {х — lx)2) — i (х -\-ix-) =

— » [— 1 • (14 2/а')| — i (х lx-) = X- = .Imг.

Беря О (д) по формуле (27), при любом выборе функции ՝Г (г), 
регулярной в некотором круп՛ Z? с центром в точке z = 0 мы с по
мощью формулы Н (с) = а 4֊ ‘Г (?) |Н (г) — Jm z] будем получать биа- 
валитнческую функцию, для которой точки параболы у = X-, которые 
лежат ՛։ круге /Հ будут неизолированными a-точками. При любом 
выборе вещественной константы а и комплексной константы zQ функ
ция Ф (г) — Я [(г —<0) с?,а] будет иметь неизолированными а-точками 
все точки дуги некоторой параболы, получающейся из параболы 
v=x- путем сдвига и поворота.
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6. Теорема 2 носит локальный характер. Чтобы можно было вос
пользоваться замечанием 3, необходимо уже знать функцию 0(շ), 
Следующая теорема позволяет сделать аналогичный вывод еще до 
построения функции 9 (z).

Теорема 3. Для всякой ОПП АД r*jz = z(/)| существует 
функция B{z), которая бианалитична в некоторой области I), 
содержащей дугу Г. и которая обращается в нуль во всех точках 
этой дуги.

Доказательство. Пусть z„- произвольная точка на дуге Г. 
а угол между вещественной осью и касательной к Г в этой точке. 
Перейдем к новому переменному ' с помощью преобразования

z = z04֊e'4 G = (z-z0)e~*),

В координатной плоскости нового переменного С кривая Г имеет урав
нение

(/) = [’(/)-?,>]<?-'’,

причем она проходит через точку ’=0 и в этой точке касается ве
щественной оси (координатной плоскости переменного С).

В силу теоремы 2 существует такая функция Н (С), аналитическая 
в некоторой окрестности о точки С = 0 и удовлетворяющая условию 
9 ('.)—JmC=0 на той части Гб дуги Г, которая попадает в кру
жок 3.

Вернемся теперь к переменному z\ получим, что на Г$

в [(z - z„) е֊<՝] - L [(z -е֊>' - (Z - е'։] = 0. (28}

Коэффициент при z — константа e7<։/2Z.
Разделив обе части равенства (28) на этот коэффициент, можем 

формулу (28) привести к виду

?(г)+?=0. (29)

где © (г)—аналитическая функция в некоторой окрестности точки .’0.
Итак, около каждой точки z0 дуги Г возможно описать откры

тый круг о=с(л։.; Г) так. чтобы в нем существовал.՛։ некоторая ана
литическая функция ?(г). удовлетворяющая условию (29) на той 
части Г,, дуги Г, которая попадает в о. Пусть дута Г имеет уравне
ние z — z(t)

Выберем числа а и b так, чтобы Тогда кривая
7 iz = г(/), а է Հ b- —замкнутая часть дуги Г. Пусть точка г0 про
бегает дугу հ. В силу леммы Гейне-Бореля возможно из бесконеч
ного множества открытых кругов с (г0: Г) выбрать конечное число 
таких кругов Լ,- ••, о.,., которые вместе покрываю։ всю дугу], 
причем при любом v(v=i, 2,.-.,лп— 1) кружки 2, и о,и содержат 
общий кусок ։ дуги •[. Как мы видели выше (см. формулу (29))» 
при v = 1, 2,...,/?г существует в круге 2» такая аналитическая функ
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ция ®,(z), что на куске 7, дуги Г, лежащем в 5,. имеет место ра
венство

?v(z)+7=o. (30).

Так как на дуге 7, . ֊ւ имеют место равенства ©Jz) — г—0 и ©м+։(г)Ч- 
M-z 0, то ®v(z) = ?,+։ (z) па к*+։> и в силу теоремы единственности 
для аналитических функций, функция (z) служит аналитическим 
продолжением функции ?,(г) на круг 3.+i (v=l. 2,-• •. т — 1).

Но тем самым установлено существование некоторой функции 
?(?), которая аналитична в некоторой области Г), содержащей дугу հ, 
и удовлетворяет на 7 условию

©(z)-f֊z = O. (31)

Беря числа а и b достаточно близкими к л и ? и пользуясь теоремой 
единственности для аналитических функций, нетрудно убедиться, что 
область I) аналитичности функции <?(с) должна содержать все точки 
дуги Г, причем в каждой из этих точек имеет место (31). Функция 
9(2) շ и будет искомой бианалитической функцией.

Умножая се на произвольную функцию A (z). аналитическую в 
1Հ мы опять получим функцию, удовлетворяющую условию теоремы.

7. Бианалитическую функцию Z?(z) назовем мероморфной, если 
она представима в виде

/?(շ) = ?(շ)4-շ՜.փ(շ), (32).

где <р(2| и փ(շ) мероморфные функции. Аналогично определяется 
целая бияналитическая функция.

Выясним теперь, каковы те целые и мероморфные бианалити- 
ческие функции, которые имеют неизолированные нули. Ниже запись 
вида „А (с) ~ К (г) при больших г" будет означать, чго

Итп [А (z)/fl (z) ] - const =£ 0. 
z-

Если функция R (z) представима в виде

Ք (?) = 2 շ
л~0 л-0

то под R(z) будем понимать функцию

/? (z) -= V b„zn. 
ռ-0 л—0

Теорема 4. Всякая мероморфная бианалитическая функция 
(I). имеющая неизолированный нуль, совпадает—с точностью до 
мероморфного аналитического сомножителя—с некоторой вырож
денной бйаналитичеекОй функцией. Иными словами, функция В (г) 
может быть в данном случае представлена к виде

5(z)֊ /И (2) V (z), (33)
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где V (г)—бйаналитическая функция, которая осуществляет вырояк | 
денное отображение, а Л1 (z)—мероморфная аналитическая функция.

Доказательство. Без потери общности можно считать, что 
7?(?) О и что неизолированным нулем функции Z?(z) является точка 
z = 0. Поэтому должна существовать такая последовательность ;гя|, 
что В (z„) = 0 и гл->0 при (34)1

Обратимся к представлению (32) функции B(z). Ясно, что Мг)г£0 
(в противном случае точка z = 0 наверняка не могла бы быть пре
дельном для множества нулей функции Я(г)). Отсюда следует, что 
среди точек z4 имеется не более, чем конечное число нулей функции 
փ(2”). Поэтому можно считать, что փ (zB) =# 0 (нули функции 'l»(z) 
удалим из последовательности {гЛ’). Положим

Я (г) - —?(2)/'Иг).

Ф(г) = А’(г)-2. 
Тогда

ВД = ֊* (г)Ф(г).

Понятно, что R (г)— мероморфвая функция.
Во всех точках гл Ф(г) = 0. то есть 

/?(г) =£ 

R (г) --= г, 
откуда

Функция R (г) регулярна в точке z = 0. В той же точке, как 
легко понять, регулярны также функции R (z) и A>|P(z)].

Нетрудно убедиться, что функция /?|R(z)) может быть анали
тически продолжена из окрестности точки 2=0 в любую регулярную 
точку этой функции. Отсюда и из теоремы единственности следует, 
что равенство (40) справедливо на всей плоскости.

Выясним, какой вид может иметь мероморфная (в конечной 
плоскости) функция /?(?). удовлетворяющая условию (40).

Сначала покажем, что R (г) не может быть трансцендентной 
функцией. Действительно, если R(z) была бы грансцеилентна, то она 
в силу теоремы Пикара принимала бы бесконечное число раз любое 
конечное значение, кроме., возможно, двух. Поэтому мы могли бы 
выбрать такую точку ;. которая не была бы полюсом для A’(z). и та
кую последовательность (чл), что !)’,< > ос при и 2)Р(Сл) = у; 
Тогда при любом п, согласно равенству (40). имело бы место равен
ство /?(;) — чв, что. очевидно, невозможно.

Итак, R (г)— рациональная функция. Тогда R (г) имеет вид 

+ р/—
*-! г - ak
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где Р*(“) и Р (г)-֊какие-то полиномы, причем Pfc(0) = 0, Р(0) = 0, 
.4 = const. Покажем теперь, что Р(г) имеет лишь один полюс- ко
нечный или бесконечный -и притом обязательно простой.

Рассмотрим сначала полином P(z) и выясним, какой может 
быть его точная степень гп. Допустим, что яг^>1. Тогда при боль
ших г R(z)-~zm и Р|Я(г)]—г'"‘. так что при больших г равенство 
(40) невозможно. Итак, Р (г)—полином степени не выше первой.

Если P{z) имеет простой полюс в бесконечности (м= 1), то 
■других полюсов Функция P(z) иметь не может.

Действительно, если РДг) . О (то есть Я (г) имеет еще полюс 

х = а,), то при z-*a, Р, ос, так что С =/?(£)֊->■ оо. Но

тогда (при т = \) /?(£)-• ос. гак что равенство (40) невозможно. 
Итак, в данном случае R (г) имеет вид R (z) = .4 -+■ Bz (.4 и В кон
станты).

Так как Р(0) = 0 (см. (38)), то /1 = 0. Из (40) следует, что 
BBz - z, так ч го | В ’ — I, В — е“, где a = const. Jm a = 0. 11так, в 
данном случае R(z) = ehz,

<\>(z)=ehz — z, (42)

B(z) = ֊Hz)[^֊I], (42')

Здесь շ (?)—мероморфная аналитическая функция, а Ф(г) действи
тельно осуществляет вырожденное отображение (сравните с форму
лой (17) в |2|).

Пусть теперь R(z) не имеет полюса в бесконечности (то есть 
P(z) = 0). Покажем, что тогда R (z) может иметь лишь один ко
нечный полюс, и притом простой. Действительно, пусть а,—какой- 
•лнбо полюс функции P(z). Тогда C^P(z)—>^с при z-*«,, и поэто
му (см. формулу (41)) /?(')--А Из формулы (40) мы получим, что 
это возможно лишь в том случае, когда а,—.4. Таким образом, в 
рассматриваемом случае только точка Д может быть полюсом 
функции R(z). Поэтому в данном случае R (z) имеет вид

где с = .4, 1 к < ռ, bk 4 0, bn փ 0, 
n — А от z — с. Ясно, что при z—>oo

,"՛.• _ ֊ Pn -i(z- 1
{z-c?

(43)
Pn ։ (z — с) -- [юлином степени

Pn-Az-c)Rz-c)n - -^֊֊£ 
(z -c)

Обозначим, как и раньше, R (z) через С. Тогда

2
с — С = Pn-i(z— C)l(z

Известия АН. серия физ.-маг. наук, .4; 3
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* (') = ‘ + ֊Af +
(ч - С)

i>n

G - с)п
Т

= с 4- bk
(z—շՀ

Рп-^г-с)
Ц֊с)п 1՞

P„_։(z-c) J

Отсюда видно, что при ?-»оо /?(С) -^{z — с)'՛՞- Поэтому равенство (40), 
то есть равенство R (') = z, заведомо невозможно при больших г, 
если //Հ> 1.

Итак. //= 1 и /?(?) имеет вид

Но в окрестности точки z = 0 R(z) = z. Отсюда следует, что = 
Таким образом,

Я(г) = Нк№-Ч (44)

в(г) = ^4(|г-с|։֊1с|։)- (45)

Из формул (42՛) и (45) следует справедливость теоремы.
Следствие 1. Если меромррф.чая бианалитическая функция 

В (г) имеет неизолированную «/-точку в точке т0. то она представима 
в одном из следующих видов:

I. В (?) = Շ (?) թ* (z - z0) -J- (z - z0)] -I- a,

II. В (z) = 6 (?) [ I z - ?0 - c f -1 c |’| 4- «,

где փ(շ)—ме.роморфнзя аналитическая функция, a = const, Jm. a = 0, 
c = const.

Следствие 2. Если мероморфная бианалитическая функция 
имеет хотя бы одну неизолированную //-точку, то геометрическим 
местом «-точек этой функции служит прямая или окружность, если 
отвлечься от мнбжсства точек, которое либо является конечным, либо 
имеет единственной предельной точкой бесконечность.

Теорема 1 позволяет сделать некоторые выводы о целых (или 
мезоморфных) бианалитических функциях, принимающих неизолнро- 
ваннр два (соответственно—три) значения.

Приведем здесь без доказательства один такой результат.
Теорема 5. Целая бианалитическая функция, принимаю

щая нйизолированно два каких-либо значения, осуществляет вы- 
рожденнис отобра поение (и, следовательно, принимает неизолнро- 
ван но континуум значений).

•3. Поиск неизолированных a-точек бианалитической функци! 
возможно несколько упростить, если учесть следующие соображения, 
Пусть функция w = 5(л>) = ? (?) - ?•$(?) бнаиалнтична в некоторо) 
области D.
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Если якобиан Л отображения и՛ = Ь‘(՝) в какой-то точке z0 из 
ласти D отличен от нуля, то к достаточно малой окрестности этой 
чки, как известно, отображение будет взаимно-однозначным.

Если же z0—предельная точка для «-точек функции B(z), то 
обряжение w = В (z) заведомо нс будет взанмо-однозначным в этой 
Местности.

Следовательно, все неизолированные а-точки функции B(z) 
щнадлежат „кривой" ./и -֊ 0, то есть .кривой44

1Հ (z)| = |*H*)l-
шустпм. что эта „кривая44 представлена

быть может, частично перекрывающихся)
п виде суммы нескольких

ОППАД

ГДг=<М/), «,</<?,) (>=1, 2..••,«).

з замечания 2 следует, что если па какой-то из этих дуг С, най- 
Ггся две точки Հ и Հ такие, что В (Հ) В (сто дуга Г, вовсе 

юдна от неизолированных а-точек.

iciiCKKi? иелзготический циститут 
им. К. Маркс.։ Поступила 19 V11963

Ա’. Ռ.

ՋՄեԿՈհՍԱՑՎ_ԱՄ « ԿեՏԽՐ ՈհՆեՑՈՂ. ԲՒԱՆԱԼՒՏհԿ 
ՖՈՏՆԿՑՒԱՅԽ ՄԱՍՒՆ

Ա IF Փ П Փ 11 հ Մ

ապացա ցվա մ Լ

B(Z) ? (Z) + ?6 (Z)

սրի րի"ւ!՚աքիաիկ ֆունկցիայի ղո/էէւ [J րււ 'tip և inpipnif է նրա կաււացմ ան 
սնակր, որ ահդ ф (հ) ե 0 ( հ'1 ֆո&կցիսւները անաքիաիկ Л5/ {'ն< որ ուի֊ 
,լթւէւ/ք. հ В \Z\-p ոչ ս՛1' անձնացված կերպով էով/ալ անւոքիուիկ աղեղի 
զաքան չքոէ.ր կևւոամ, րնդանամ հ նաի/որոր տված (I արւ/ե։րրւ

Հսո/տատվա Ա Լ. որ մ ե րէէ մit րֆ O^Z՝)-[s А '-Д~)֊^։ ղհւղրում, չմեկա.- 
ջվաւ> АЛп։/ դե pit uiptlbjt ընղունււղ В (Z) րիանալիսւիկ ՛ի ււմււկցիան կււ/րհւի 
րկալացնհլ ււրպեւ/ ւ>՝ի մհրււմււր!ի անւպիէէէիկ 1խս ր1ւկղիսւ փ և if հptnnհրւք ած 
\ասլասւկե րա if իրականաղնսղ րիանա լիաիկ անկցի ա /ի m ptn աղ ր/ա[ :
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МАТЕМАТИКА

Г В Генлжоян

О двусторонних чаплыгинских приближениях 
решения двухточечной граничной задачи

1. В настоящей статье строятся двусторонние чаплыгинские при
ближения к решению граничной задачи

Р(у) «=-у"+/(х, у. у') = 0. 0<л<1 (1)

у(0) = у(1) = 0. (2)

доказывается их сходимость к решению. Тем самым устанавливается 
и существование решения. При этом на функцию / накладываются 
условия: она непрерывна по х, у, у' в области 0< х < 1, у* 4-у/։<<» 
непрерывно дифференцируема по у и у', при этом 0 сД < М, 
!/>•՛( Հ. Л1 в этой области.

Эти условия отличны от требований, предъявленных к функции 
ք в работах [2—6], где либо ք не зависит от у' |2—4|, либо зависит 
линейно [5|, или же при нелинейной зависимости от у' строятся чап
лыгинские приближения только с одной стороны [6|. Отметим, что 
условия, выставленные в настоящей работу, отличны также от усло
вий, накладываемых на ք в статье |7].

2. Назовем нижней (верхней! функцию и (х) [г(х)|, если она 
удовлетворяет условиям (2) и неравенству Р(«)<0 [Р(г»)>0] на 
всем отрезке |0. 1]. Отсюда следует соотношение г»(х)>н(х). В са
мом деле, обозначая v (х) — и (х) = g (х). получим

֊֊ Г 4֊ Л 8՛ 4֊ f,g = ? (-t) >0. g (0) = g (1) = 0. (3)

Допустим, что g(x)< 0 хотя бы в одной точке отрезка [0, 1]. 
Пусть х0 — точка, в которой g (х) достигает отрицательного мини
мума. Тогда существует интервал (х0, х։), где 0<x0<x։ 1 такой,
что g (х) <.0 при х((х0. Xj), g'(*։)>0-

Переписывая равенство из соотношений (3) в виде

g'(x)-=g' (х,)е 1Л< (0-?(/))<//.е

убеждаемся, что g՛ (хв)>0, а это противоречит условию минимума
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м точке х0. Покажем, что классы верхних и нижних функций не» 
пусты.

J-V
Пусть число Л’>0такое. что |/(х, 0, 0) Հ 2е ՜ , а /?=тах(Л\«).

М 4֊ где а=—_յ----
AZ

Легко проверить, что функция

и (х) = _ eR — I

— нижняя, з т»(х) = — zz (х) — верхняя функция.
3. Обозначая с//Л (х) = ия. । (л) — ип (х). to„ (х) = уп±1 (х) — ? (х) 

определим алгорифм чаплыгинского типа;

-г Р (на) = — ы։՛4- k (х) о//' ~ / (х) о ип ֊ Р (и,,) = 0 |
(4)I 4- Р (г’л) = - 5гя4- * (х) to; 4֊ I (х) to՛,, 4- Р (у«) = 0 I 

ton(0) = ozz,(]) = (), to^(0) = ton(I)==0, (л = 0, 1, 2--.) (5) 

где

k (х) = (М И>л = 2(414-1)» ■ 
/(х) ? /(х)

/ (х) = 2 — б’(И и,< r_1)— e“Mf+l)-r.

В качестве //0(х) и г0(х) могут быть взяты любые нижние и верхние 
функции, например, указанные в пункте 2.

Покажем, что .<ՀՕ, если Ր(սո)հ.Կ. По формуле конеч*
ных приращений

Р^п-\ ՝.) = Р(ик) 4- Р (//я+։) - Р(//-я)= —гՀ4-/y•5Հ4г/)•^л-|-P(«•)• 

^loэтoмy достаточно показать, что Р(кяц)<П«я4/4««). т0 есть 

|/г (х) — /у.] о.ч; 4-1/ (х) —/у] о//„ > 0.

Согласно (4). (5) поправка w;i определяется таким образом
։

о//я (v) = _ G(x, ։) Р(ип ($)) ip,

где О (х, $) — функция Грина для оператора Гу =--у' т k (х);/ г 
֊}֊ I (х)у при условиях у (0) =у (1) =0.

Она имеет вид

С(Л.։ при $<х
1ьу2(с) гДх) при ; > X, 

где
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zi(x) = e 1 1-е
.и • ։

^(0 =
(-։/(М+п (-!•֊։) ֊—է֊

е_______ լ_ —е
(/И +!)/(;)

Ա=Լ 2)

Учитывая выражение Ъип (х) через G(x, видим, что для до 
зательства неравенства (6) ввиду неотрицательности и уело 
1Я Р(ип) 0 достаточно установить неравенства

R U) ■ Л-1 Հ (х) д (Z (х) - Л1 (■*) > °-

рейлу того, что Г (£/)=(), эти наравенства эквивалентны следующим: 

fv2i(x) 0.

Учитывая условия 0 <Л < Л/, /у'| С Л4, прямой подстановкой убе
димся в справедливости лих неравенств.

Очевидно, что ип \(х) удовлетворяет условиям (2), если им удов- 
|ётворяет (х). Следовательно, доказано, что алгорифмом (4), (5) 
ействительно определяется последовательность нижних функций ип (х).

Доказательство того, что определяемые этим алгорифмом vn(x) 
֊ верхние функции, аналогично.

Так как G (х, ;) . 0, то. исходя из дифференциальных неравенств 
’(««)< 0 P(v„), получим Ъип <С0< о«я.

Таким образом, алгорифмы (4). (5) определяют монотонные по- 
ледовадельности нижних и верхних функций. Причем выполняются 
^равенства

«о (х) < //։ (х) • ■ • < ип (х)< • • • vn (х) • < -է՛յ (х) < т'о (х).

4. Покажем, что последовательности {нп(х)| и (^„(х)! ограни
чены. Последовательности |wn(x)( и (пя(х)} ограничены функцией

u, (x) = max [lw0(x)i, 1^0 (х) ].

Легко установить важные для дальнейшего соотношения

I/(*, «л, Հ.) ( < А 4- Ми՛^, |/ (х, vn, Հ) . < Д փ ;VR»n։, (7)

где А — некоторая положительная постоянная. Действительно, напри
мер, для /(х, ип, и‘п) имеем

|/(х, .7„, <)'=1/(х, 0, 0)+///я(х)±ЛЧ(л:)1<А + ^«;‘, 
где

А—шах /(х, 0, 0) 1 4-АМ-г .44, h = max «Их).

Следуя С. II. Бернштейну [8|, введем новые переменные

Z/շօ 1п(},
Чп (х) = - А -Н — . vn (х) = h------ — •

.и .41
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Ради краткости мы покажем лишь ограниченность Поспелова՛
{«^(х)}, так как для {г'л(хВ это делается совершенно аналоги

И моем

. р'„м
//Да)—,, •

я Мрл(л) Мр„ (X) Мр> [Х)

Подставляя эти выражения в неравенство Р(кл)<0, с учетом оценои 
(7) будем иметь

««, Հ) -Л-Ми^

Р\ U) _ Рп (*) . _ . _ /И Ш 
Мрп (х) Мр\ (х) ■ 4 4 Л4-Х (х)’ ЛГря (х)

Но из построения функции рл(х) следует, что рп(х) 1 на |0, I]. 
поэтому из последнего неравенства получим

Р„ (х)>-АМрп (х).

Интегрируя это неравенство на интервале (0. х), где х-Հ 1. получив
X

Հ(*) Рп (О)-АМ ^pn(t)dt. I
о

В силу положительности pn(t), очевидно, верно и усиленное нер^ 
венетво

1 
Р„М' Р„ m-AM^pn(t)dt.

О

Точно так же интегрированием на интервале (х. I) придем к свой 
ношению

1
+ pn(t)dt.

о

Возвращаясь к производной нл(а), получим
1

M‘t'n (0) Рп (0) - AM Рп {t) dt < Мип (х) рп (х) <
6

։
■'М«;(1)Р„(1) + Д.И

_ д М KW ֊«, wdt < <{х) հ М

^я(*) J
о
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р. w J 
о 

усть
։ = max[|uo(0)|, |Հ(1)|1-

сгко убедиться, что из последних неравенств следует оценка

1 1հ (a) i < С = «ел։* 4֊ А<?2Л,Л.

Нетрудно доказать ограниченность и последовательности («л(а')|, 
'0 будет использовано в дальнейшем.

Используя соотношения (4) и разложение ք (х. и, и') в ряд Тей- 
>ра. получим для поправок о«я равенство

(X, Հ) = [/>••-*(*)]&< [/у —/(л*)] 0U„.

Учитывая ограниченность последовательностей \и, (а)՛ и {//я(х)}։ 
также неравенства (7), получим

՚ւհ| -- A ֊ք֊ №ւհ 4- |Л1 max | k (х) 11• 2С~ |.И փ max / (х)| • 2А = С։.

5. Докажем, что последовательности нижних и верхних функций 
юдятся к решению задачи (1), (2).

Приведем доказательство только для нижних функций.
Из результатов предыдущего пункта вытекает, что поеледова

жности {«я(х)] и («л(а)} удовлетворяют условиям теоремы Ариела, 
геюда следует, что первая из них в силу монотонности равномерно 
годится к некоторой предельной функции и (л). Легко видеть, что 
зеделы любых сходящихся подпоследовательностей 1/Հ (х)\ служат 

nk
зоизводной для и (х) и,-следовательно, совпадают. Покажем, что и 

сама последовательность |//л(а)| сходится равномерно к и' (х).
В самом деле, при обратном допущении существует такое > 0. 

1Т0 имеют место соотношения

si։p|//n (л) — и'{х) j <0 7 = 

Но тогда из‘/Г (л)! невозможно выбирать 

стельность. Полученное противоречие и 
;енне.

Умножая обе части уравнения

1. 2, 3

сходящуюся подпоследо-

доказывает наше утверж-

— 3«я + * (а՜) օՀ փ / (х) հսո -- ք (х. ип, էհ) — ւհ = 0

функцию Грина (д, ;) для оператора ----- при условиях у(0) —
dt1

у(1) = 0 и интегрируя на [0, 1|, получим

о D
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Переходя к пределу в этом
t

j GJ (•) ъип (:) մ֊,

и
равенстве, будем иметь

U |ԳԱ\ <)/(Լ «(։),
б

Итак, установлено, что и (л) имеет вторую непрерывную производную 
и является решением задачи (1), (2).

Рассуждениями, сходными с геми, которыми мы воспользовались 
в пункте 2, доказывается единственность решения задачи (1), (2). 
Следовательно, предельные функции чанлыгинскнх приближений, по
строенных снизу и сверху, совпадают. Итак, полностью доказана

Теорем а. Если в области 0 х I. уг 4֊ у'* < оо функцрр 
f{x, у, у') непрерывна по х, у. у', непрерывно дифференцируема по 
у и у', имеют место соотношения 0</у /И, то чап-
лыгипские приближения, определяемые алгорифмом (4), (5), равно՝ 
мерно сходятся к единственному решению задачи (1), (2).

Отрезок [0, 1| и нулевые граничные условия были взяты только 
для простоты выкладок.

Пользуюсь случаем поблагодарить С. И. Слугина за пенные 
указания и постоянное внимание к работе.

-Горьковский государственный университет 
им. Н. И. Лобачевского Поступила 6 XI 1Ю

Դ. Վ.. n-fcGQiiiuil»

եՐԿԿեՏԱՆհ եՋՐԱՅԽՆ ԽՆԴՐԽ ԼՈՒԾՄԱՆ ՋԱՊԼՒԳԽՆՅԱՆ
ьрццпгть ипзач.прпьязпкъгьгь մասւն

Ա Մ Փ Ո ‘Ի Г1 Ի Ս՛

փողվածում ուս ումՆաւ/իրվում է

^(у) = ֊ y4-\-f(*> у. у') =0. 0 < A'< 1 (1)

У(О) = У(1) = О (2),

իւնդրի րււ ծումը վերեիէք և նե ր _րե իւք մոտարկելու Հար;/ր> J ֆունկցիան »ր"ք 
որոըք անների են [J արկերս. դեպվւա մ կտոտրվում Է աոաջին «ներքինն (էվհր 
րինտ} մոտավոր լւււծման օրինակ՝ Uq{x) [u'0(x)|.։

եջվուէ) է հաջո րրրոկան մոտավոր լուծոլւէեերր որոչելոլ հ1ււււեթււ1
աչղորիթմը.

- оу;, 4֊ /г (х) Ъуп 4֊ I (х) oyrt -I- Р (ул) =() (3)

У^°) = Ул(1) = 0 (№0,1,2,...) (4)
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"Г''"/ Ч = ул1։(л-) у„(.х), уДх) «„(•*) [у.,(А-) ֊ г*я (-<)], Ւկ k{ :)
և /(л) ֆանկցխսնե րր որսշվւս մ են տված պայմաններով: 1Լ'պացա ցվու մ է, 
/ւր ստացվող մոտավոր րո.ծ m մեերի հաջորդակտնութ  րոննե րր մոնոտոն են ե 
ապարյո! ցվոէ մ Լ հետե րոլրէ

Թեորեմ: Եթե О -С X .1, у՜-Г У“ <Հ ОС տիրույթում ք (х. V, у') 
ֆունկցիան սւնընղհսոո I. ըւոո Д'-ի, у-ի k У՜-ի, անընդհատ ղիֆերենցեւի 
լաա у-ի հ У՜-ի» [>l’։q որում՛ տեղի ունեն

պայմանները, որտեղ Л1 ը որհԼ հաստատուն 1.. ապա (3). (4 , Ալգորիթմով 
ո1,ու’1ո։1 ?.սւս11իք11։*'։ի մոտավորությունները 1ևսվ ասարսւ՝ ավ։ զուգամիտում 
Ьй [0, i| հատվածում (1). (2) խնղրի pit ծմ՛անը, որը գոյություն ունի k 
միակն I.:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. Л. Амбарцумян

Некоторые вопросы развития теории 
анизотропных слоистых оболочек*

Введение. Настоящий обзор посвящается современным вопросам 
теории анизотропных и неоднородных (слоистых) оболочек. Здесь 
освещаются лишь те вопросы, которые наиболее важны с точки зре
ния автора и по своему духу близки его научным интересам.

Обзор составлен на основании работ, опубликованных как у нас 
в СССР, так и за границей. Однако, основное внимание уделяется ис
следованиям советских авторов.

Здесь сознательно не рассматриваются работы, посвященные 
трехслойным оболочкам, так как они достаточно полно освещены в 

(ранее опубликованном обзоре |1|.
Из большого числа работ, посвященных теории аниютропных 

слоистых оболочек, здесь будет цитирована лишь часть, которая не
обходима автору для подтверждения выдвинутых и яей и положений.

Считаем нужным отметить, чго первые работы по теории анизо
тропных оболочек выполнены в СССР в двадцатых годах нашего века 
и посвящены вопросу теории осесимметрично нагруженных ортотроп
ных оболочек вращения [2].

Вопросы линейной теории статического равновесия анизотроп
ных слоистых оболочек. Основы общей теории статического равно
весия анизотропных слоистых оболочек разрабатывались на базе клас
сической теории изотропных оболочек [3 6] и теории; анизотропных 

'.'слоистых пластинок [7, 8]. Симбиоз зтих двух разделов теории упру- 
. гости. дал возможность построить общую теорию анизотропных сло- 

! истых оболочек на уровне классической теории изотропных оболочек. 
Однако, построенная при этом теория содержит серию специфиче
ских особенностей, которые препятствуют непосредственному распро
странению всех результатов классической теории изотропных обо
лочек на случай анизотропных слоистых оболочек.

Вся специфика теории анизотропных слоистых оболочек обус
ловлена соотношениями упругости, которые принципиально отличаются 
от соотношений упругости однородных изотропных оболочек.

Принимая для всего пакета оболочки в целом гипотезу неде- 
формируемых нормалей, построена общая теория анизотропных сло-

՛ Работа доложена на II Всесоюзном съезде по теоретической и прикладной 
механике.
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истых оболочек в случае, когда в каждой точке каждого слоя имеется 
лишь одна плоскость упругой симметрии, параллельная срединной 
поверхности оболочки [9֊ 13].

Как и следовало ожидать |7, 8], в общей теории анизотропных 
слоистых оболочек уравнения равновесия*:

Ժ.4 /V,

dBTi и В т ։ ժ.45շյ > . ^4
- 4՜ • Հ՜От. ОТ о$ • in ։’и(7Ճ

дАТ. дЛт , dBSx= ժք5
Հ' ‘ 1 1՜0? а? От ՛ дг ՝ 2‘

- (kxTx - kj\) 4- 1 /дВЛ\ 
А В (՜ От

дВЛ1г ( ժ.4//51
дт ' д'? ԺՅ п

дАМ„ дВНгп
ճՀ г .0? От

+ ԺՏ/4.֊ 
ОТ

4֊4Ztt։;V, = - АВЛ,

^-ABk..\\ = -ABY,

(0

Ժ-Ջ.էև
От

аж

д 4
֊М, ֊ Ай.Ч, 

ձո՜ 21 ՜ ՜ '

геометрические соотношения:
1 ди . 1 дА . ь ֊ ֊ի — — и — k.w, 

А Ժ» АВ д?

Ui =
Л Ժ
~В д?

1 Ճ
4 от

(ՃԼԱ Я Հ(ճ\,
\А / Л от \ В )
дА оо) дк\ и дк,2 v

АВ2 О? ' d’J- А ՀՀՃ В

2 / ozw I дЛ д 1 oBow'
(2)

4Я OxU?

~Կ)

1 ԺՅ от В дт д'? 
/ յլ \ ճ Ժ / у \ 
\ А ) .4 от \. В .!

у равнения неразры впости:

дт

А 
аЗ

дВ. . Д Ժ-( zn - 7 ) - 
от • 2 д'?

. (Խ дА д:я
д'? ԺՅ дт

дА . ч Во՜.
<>?

4 А’4«ժ֊ I От

2 дт
, Л ^1-I---- — Д 1 -

дт дг,

дА

От 
дВ 
дт

дА 
o'?

h) ==<է

дВ
От

^(«>֊*Л=0,
о?

(3)

Здесь и в последующем принимаются общеизвестные, обозначения [3- Տ, 13].
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1 ( д 1
АВ lea Д да да

А ժտ дА , --- W 4
2 д'? д'? J

д ւ
(>■■. в д'?

дА
д'?

В дт дВ । 
2 да да

и геометрические граничные условия остаются такими же, как и в 
■случае изотропных оболочек |3—6]. Статические же гриннчные ус-

R лония остаются неиз
менными лишь в

Фиг. 1. Фиг. 2.

Что же касается соотношений упругости, то они, как было ука
зано выше, принципиально отличаются от соотношений упругости 
теории изотропных оболочек и в случае анизотропных слоистых обо
лочек. в простейшем варианте, записываются следующим образом:

( Л> ն) 7i = Շ’«2/4 С/Ас *>4 Շհ.»> ֊г /ՀյՀՀյ г /\',-է7-յ -г А՜/ՀՀ

(Հհ?> ^շւ) = C//w 4՜ Ci/֊/ 4- Cftfi-ji 4 К//»-j- 4

4< А//411 4 A j/?/ -p Bk^k 4- Р.ц՜ -|- Dij*i 4՜

(Alj, AL) Л4 = Dual B>i}- 4 /ՀէւԿ 7\Ն=*4 АЛ/»՛, (4)

(//յԱ, /՚Լ։) /7,4 = I),!՜ 4 4՜ 4 A'?/10 4 4- At,-^
(Z = 1, 2; /г = 1, 2; / = 6).

(Поперечные силы Д'/, как и в случае изотропных оболочек, 
определяются из уравнений равновесия).

Для полноты картины приведем также значения жесткостей 
№г’ 3> 

zn-f-n
^-■рч ~ Ջ ^РЧ — °-՝ ֊5)»

I г" ՛
. т-п

/<„= V адсч-^О-гд^-г.-!)]. (5Ւ
2 Л1
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= -Л շ в'р, | (о? - г?..,) - зд (г; - г; ,) + зд։ (Հ - • ։s֊i)l.
3 յ«։

Рассматривая соотношении упругости (1), замечаем, что в общем 
случае анизотропии (здесь и в последующем пол общим случаем анизо- 
тропин оболочки будем понимать случай, когда в каждой точке каждого; 
слоя имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, параллельная: 
срединной поверхности оболочки), в отличие, от случая однородной изо-

Фиг. 3.

тропной оболочки, соотношения упругости анизотропных слоистых обо
лочек содержат «дополнительные^ члены, которые могут иметь порядок 
«основных» членов. Эти •՛дополнительные» члены (подчеркнутые в (4)) 
характеризуют взаимное влияние различных видов деформаций.

В силу указанной структуры соотношений упругости, основные 
уравнения теории анизотропных слоистых оболочек, даже в случае весь
ма пологих или круговых цилиндрических оболочек, записываются в 
виде сложной в громоздком системы дифференциальных уравнений я 
частных производных восьмого порядка с неразделяюшимися перемен
ными.

Полную систему дифференциальных уравнений линейной теории 
анизотропных слоистых оболочек можно составить и решить различными 
способами [13]. Наиболее распространенными способами являются

а) решение задачи в перемещениях, то есть представление полной 
системы уравнений в виде грех дифференциальных уравнений относи
тельно трех искомых перемещений и (л, Զ), v (а, 3) и w(a, р)

/.пп — Л։2г • Z.„w — Ճ,

-г -г = К, (б)

4 Lnv + = Z,
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б) решение задачи в перемещениях и функциях напряжений, то есть, 
рнмер, представление полной системы в виде двух дифферент ал ь- 
упавненнй относительно нормального перемещения а» и функции 

ижений Г (я. 3)

— LtF -4- v,f = Z
1 .։Ւ' ]- Լսւ< j- ?rW = 0. (7)

ti| решение задачи в потенциальных функциях, то есть, например. 
Ьтлвленне основного уравнения в пи н одного уравнения восьмого 
ика относительно одной потенциальной функций Ф

+ + (8)

Г)՛ решение задачи в усилиях и моментах, то есть непосредственно с 
№Ы0 уравнений равновесия (I) в уравнений неразрывности дефор- 
;НЙ. записанных в усилиях и моментах.

В этих уравнениях линейные операторы /.» с переменными ковф- 
нентами (в общем случае) содержат множители, зависящие от 
ТкосгеЛ ('ih. К/ь lyut.
В общем случае эти операторы имеют весьма сложную структуру. 

рИМер,

I հ=֊ձ -f 4!в d '■(</и)+г и- »ժ«» -L w.)i
АВ 02 л 1 օշ ժւ

I _ձճ/. {d )_ °_ճլ + J__£ ճ.1,4 ճ ձ(մս)4-

2 и ԺՅ м I .Ш Հտ В । ԺՅ л)

! Դ ~ \ւ. (Հ։) - /- (Հ;) 1 - -f -1, (d„)֊°1' ւ (մ„փ
Oi 2 02 Ժ։ J

ժ
Д- 02 02

+շճ« [Д?_ 
AB I

J OB (է_ 1 cM d 
В 02 ԺՑ A Օֆ 02 J

_^/JL£V ։ ^ձճ 
ժշ \ Д Ժյ ' В2 ԺՅ

dik = dik (Сц, Kit).

Описанная сложная картина существенно упрощается в случае 
зтропных оболочек (здесь и в последующем под ортотропными обо
ими будем понимать такие оболочки, которые изготовлены из орто- 
иного материала так. что два главных направления упругости в каж- 
точке каждого слоя оболочки совпадают с направлениями соответ- 

pOHlitx линий кривизны срединной поверхности, а третье на правде- 
*-С нормалью к срединной поверхности).
Для полноты картины укажем, что в случае, когда оболочка нзго- 

ясна из ортотропного материала так, что главные направления упру- 
«Пт АН. ССри« фн.։..млг. и»ук, .М Э 
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гости не совпадают с направлениями линии кривизны, повторяется кар
тина общего случая анизотропии, то есть задача математически форму
лируется так же, как для общей анизотропии, при этом лишь над<
учесть, что жесткости с индексами ./6“ и „я 6“ будут представлены 
посредством соответствующих жесткостей с индексами «11», «22», «12».
«66».

В случае ортотропных оболочек в соотношениях упругости все чле
ны с коэффициентами «16» и «26» превращаются в пули и соотношения 
упругости приобретают структуру соотношений упругости изо:ройных 
оболочек. Поэтому исходные уравнения получают общую структуру со
ответствующих дифференциальных уравнений теории изотропных обо
лочек. При этом ошибочно утверждать, что теория ортотропных оболо
чек совпадает с теорией изотропных оболочек. Однако, следует отметитьЛ 
что родственная структура разрешающих уравнений дзет широкие воз
можности распространять разработанные для изотропных оболочек ме
тоды решения основных дифференциальных уравнений на случай орто
тропных оболочек [13’.

При построении обшей теории анизотропных оболочек не были забы
ты и статико-геометрические аналогии. Как и в теории изотропных обо
лочек, установлены статико-геометрические аналогии [14', которые пред
ставляют структурную связь между однородными статическими и гео
метрическими соотношениями.

Таким образом, мы можем констатировать, что в принципе общая 
теория анизотропных слоистых оболочек на основания гипотезы недефор- 
мируе.мых нормалей построена. Однако, и на сегодня имеется много ин
тересных вопросов, которые важны с точки зрения общей теории анизо- 
тропных оболочек. К таким вопросам, например, относятся: анализ 
асимптотических свойств интегралов дифференциальных уравнений 
анизотропных слоистых оболочек, установление связи между механи
ческими характеристиками и асимптотическими свойствами интегралов 
уравнений и т. д. Большое прикладное значение имела бы разработка 
общих пршшииов установления рациональных типов анизотропии и 
неоднородности оболочек при заданных вероятных формах нагружения. 
Весьма актуальным надо считать разработку теории анизотропных обо
лочек, изготовленных из материалов с различными физико-механичес
кими свойствами на сжатие и растяжение.

В завершение этого раздела приведем некоторые соображения от
носительно принятой исходной гипотезы недеформируемых нормалей 
К.ирхгоффа-Лява.

В последнее время в литературе по теории оболочек и пласти
нок все чаще и чаще указывается, что гипотеза Кирхгоффа-Лява» 
будучи чисто геометрической, с известной точностью справедлива ;ля 
тонких оболочек и пластинок не азисимоот ти; .՛ маге-:ь-> • об, дочки. 
Такое утверждение надо считать и верным. Цело в год. ч о гипотеза 
недеформируемых нормалей, будучи геометрически сформулирован
ной. имеет ясно физикю-механнческое содержание. В этом легко убс- 
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даться, рассматривая, например, теории анизотропных оболочек и 
пластинок, построенные без гипотезы Кирхгоффа-Лява [13|. Из этих 
исследований видно, что теории оболочек и пластинок, построенные 
на основании гипотезы недеформируе.мых нормалей, безразличны к 
поперечным нормальным и сдвиговым характеристикам материала 
оболочки, т. е. к фйзико-механическим отношениям типа £uj'Gi\ 
Eu/G^, и т- д- Таким образом, принимая гипотезу недеформи- 
руемых нормалей, при различных значениях отношений типа Ец/Е33 
и т. д., для рассматриваемой оболочки получим одни и те же зна
чения перемещений и напряжений, что в корне ошибочно, тем более 
для анизотропных оболочек.

В связи с этим напрашивается разговор о точности и пределах 
применимости теории анизотропных слоистых оболочек, построенной 
на базе гипотезы недефор ми руемых нормалей.

Этот весьма важный вопрос привлек внимание исследователей 
лишь недавно и .то сих пор окончательно не исследован. Дело в том, 
что установленная для однородных изотропных оболочек точность 
гипотезы Кирх гоффа-Л я на сформулирована чисто геометрически и не 
отражает всей сложной картины, связанной с анизотропией и слои
стость к» оболочки.

Здесь взамен простои и четкой оценки 

напрашивается что-то обобщающее, вроде

• • • ) 1. (9) 
\К< /

По-видимому, решение этой весьма важной проблемы следует 
искать в исследованиях анизотропных слоистых оболочек, выполняе
мых на базе уравнений трехмерной задачи теории упругости анизо
тропного тела.

В последующих разделах обзора будем рассматривать отдельные 
частные теории и отдельные типы оболочек. Однако, при этом будут 
освещаться не только узкие специфичные вопросы, во и общие по
ложения. которые важны с точки зрения общей теории анизотропных 
слоистых оболочек вообще.

Безмоментная теория анизотропных слоистых оболочек. Как 
и в теории изотропных оболочек, под безмоментной теорией подра
зумевается приближенный метод расчета оболочек, основанный на 
предположении такого распределения расчетных напряжений по тол
щине оболочки, ч го н уравнениях равновесия (i> члены моментного 
происхождения могут быть пренебрежены. Эта наиболее элементар
ная теория до сих пор построена лишь для однородных и симме
трично собранных относительно срединной поверхности слоистых 
анизотропных оболочек [15. 13]. Что же касается произвольно соб
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ранных слоистых оболочек, то здесь, в общем случае, нет возмож
ности реализовать бёзмоментное напряженное состояние вообще н, 
пожалуй, можно говорить лишь об отдельно взятых безмоментных 
слоях оболочки.

Следует указать, чго до последних лет безмомёнтная теория 
анизотропных оболочек, ввиду кажущейся тривиальности, не обра
щала на себя внимание широкого круга исследователей. Однако, уже 
выполненные исследования [15, 16, 13] говорят, что вопрос безмо- 
мецтной теории анизотропных и, тем более, анизотропных слоистых 
оболочек представляет самостоятельный интерес и нуждается в до- 
пол н ите л ьны х и сел едова ния х*.

Любопытно отметить, что уже для однородной оболочки наличие 
„дополнительных“ членов в соотношениях упругости (4) в задачах 
прочности и деформативности анизотропной оболочки приводит к ка
чественно новым, специфичным результатам [13. Г>].

Симметрично нагруженные анизотропные оболочки вращения. 
Вопросам построения теории и разработки методов интегрирования 
уравнений симметрично нагруженных анизотропных слоистых оболо
чек вращения посвящены исследования многих Авторов [2, 13, 17— 
— 21]. Однако, все известные нам работы, за исключением одной [23], 
посвящены ортотропным оболочкам. В этих работах, как правило, 
введением вспомогательных функций тика Мейсснера-Рейсснера ис
ходные \ равнения представляются в виде системы двух уравнений 
относительно двух искомых функций V (տ) и U’’(s) или, в общем 
с чу чае, наложением некоторых ограничений па механические харак
теристики оболочки (С.ГСП = /Հ„.tK-n^Dn-Dn = ՝*■) система двух диф
ференциальных уравнений приводится к одному дифференциальному 
уравнению второго порядка относительно искомой комплексной функ
ции С

!. («) 4֊ 1А (c,i։ к*. Drt)^֊4’(s),
(10) 

5=w-H?(Ca, Кгь, D{fl)w,
(укажем, чго в некоторых частных случаях для получения урав

нения (10) нет необходимости вводить приведённые выше ограничения).
Исходные уравнения теории анизотропных слоистых оболочек 

вращения в общем случае, как правило, решаются методом асимпто
тического интегрирования. При этом ограничиваются лишь первым 
приближением (кстати, в этом случае введенное механическое огра
ничение теряет свою силу). Полученное таким образом решение, как 
и следовало ожидать, не может быть использовано вблизи особах 
точек. В теории анизотропных оболочек вращения нет исследований, 
в которых найденные интегралы исходных дифференциальных урав-

* Доскональное исследование безмоментного состояния анизотропных оболочек 
пй’/кно также потому, что безмрме иная теория лежит н основе весьма важной за
дачи устойчивости анизотропных слоистых оболочек.



К теории гин.ют ройных с.-опгткх оболочек 37

։нй сохраняют силу и в особы т-.՝֊: . . [25, 26|. Такое исследовя- 
I՛представило бы большой интерес, так > в отличие от изотроп- 

х оболочек. щесь мы. вероятно, столкнемся как с геометрическими, 
:и с физико-механическими особенностями оболочки. Пожалуй, 
кь мы будем иметь физико-геометрические особые точки.
I Анизотропия оболочки существенным образом влияет ня вели- 
|в зон распространения эффектов от линий и точек искажения, 
фнмер. она существенным образом влияет ни зону распространения 
еиого эффекта. В этом легко убедиться, рассматривая формулу 
1ны зоны распространения краевого эффекта в однородной орто- 
Юной круговой цилиндрической оболочке

I *• ""
Результаты, полученные при исследовании зон распространения 

рейтов от линий искажения, были использованы при построении 
теории конструктннно анизотропных оболочек вращения [13, 27|. В 

IX работах, использованием законов распространения краеного эф- 
га. установлены принципы .размазывания’ эффекта дискретно 
вложенных поперечных ребер при переходе к конструктивно 
отропным оболочкам.
Однако, мы считаем, что вопрос построения обшей теории кон- 

уктивно анизотропных оболочек вращения и на сегодня предеге в- 
т большой интерес. Здесь следует построить достаточно точную 
"ijiio оболочек вращения в общем случае анизотропии с дискретно 
вложенными поперечными ребрами и найти обоснованные правила 
мазывания* ребер по всей оболочке. При этом особого внимания 
ует задача контакта (точного) одного ребра с анизотропной обо- 
:ой вращения.

В заключение этого раздела еще раз напомним, что лишь в од- 
работе (23) сделана попытка исследования оболочек вращения 
5шем случае анизотропии. В указанной работе рассматривается 
овая цилиндрическая оболочка, изготовленная из ортотропного 
гризла так. что главные направления упругости не совпадают с 

yHndv.H геометрическими направлениями оболочки, что, как было 
лино выше, задачу сводит к уравнениям общего случая анизо- 
дни.

Мы считаем, что исследование симметрично нагруженных обо- 
ЮЧ вращения в общем случае анизотропии должно быть в центре 
рання исследователей, так как эта проблема имеет как большое 
рстнчсское, так и важное прикладное значение. (Здесь мы, напри- 

имеем в виду оболочки вращения, косоармированные стеклово- 
том, проволокой, железобетонные оболо чки с косой арматурой, 
шнчсскис оболочки е часто расположенными косыми ребрами 

1D.).
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Анизотропные слоистые цилиндрические оболочки. Теория jiihm 
зотрриных цилиндрических оболочек разработана достаточно полно. I 
Основные уравнения теории в случае однородных ортотропных обо
лочек были получены еще в тридцатых годах нашего столетня 123]. 1 
Что же касается общего случая анизотропии, то основные уравнения 
цилиндрических оболочек были получены лишь в 1948—50 годах 113]. I

Цилиндрическая форма оболочки принципиально новых особен- 
костей в общую теорию нс вносит, однако» в случае цилнндрическэд 1 
оболочек исходные уравнения существенно упрощаются и появляются I 
реальные возможности решения этих уравнений в случае большей 
серии конкретных задач ортотропных оболочек.

Обобщением методов Навье и М. Леви на случай слоистых ор- | 
тотропных оболочек, решены многочисленные конкретные задачи 
слоистых ортотропных ни шндрических оболочек, представляющие 
большой интерес для современной техники. Получены асимптотиче
ские формулы для внутренних усилий ортотропной цилиндрической ' 
оболочки и окрестности точки приложения сосредоточенной силы |Ջ9|. I

Много работ посвящено конструктивно анизотропным цилиндри
ческим оболочкам. Из этой серия работ особо следует отметить те, 
в которых, исходя из теории оболочек с конечным числом подкреп
лений. делаются попытки дать достаточно обоснованные условия „раз? 
называния* ребер |5, 13, 27. 30—32].

Однако, как и н случае оболочек вращения, проблема ,размат| 
зывання“, то есть основная задача конструктивно анизотропных ци
линдрических оболочек, до сих пор окончательно не разрешена. На 
сегодня .мы еще не имеем четких и обоснованных рецептов, которыми 
можно пользоваться при рассмотрении цилиндрических оболочек с| 
различными типами подкреплений, материалов ребер и оболочек,՜ 
Граниных условий и нагрузок. Особо важным надо считать разработку! 
теории цилиндрических оболочек, косо подкрепленных ребрами н.ы 
навивкой. В этом случае задача „размазывания* становится весьма 
специфичной, ибо сразу сталкиваемся с вопросами общего случая 
анизотропии.

Общий случай анизотропии является слабым местом в теории 
цилиндрических оболочек. В этой области почти ничего не сдельно. 
Здесь мы большие надежды возлагаем на метод малого физическою 
параметра, где в роли малого параметра, по которому разлаганжя 
искомые величины задачи, выступает не относительная толщина /ifRtii 
а некоторая малая физическая величина типа [117]

թ=-/^=<Լ 
\ ом*

В теории анизотропных оболочек особый интерес представл?.ют 
задачи концентрации напряжений у краев отверстий, задачи оболо
чек с подкрепленными отверстиями и другие. Нам кажется, что эта 
задачи в случае существенно анизотропных оболочек должны быть 
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исследованы с помощью более точных уравнений, чем уравнения 
классической теории, опирающейся на гипотезу недеформируемых 
нормалей. Дело в гом. что классическая теория не в состоянии дать 
достаточно точную картину распределения напряжений вблизи от ли
ний искажений, что очень важно при рассмотрении задачи оболочек 
с отверстиями [118]. Мы полагаем, что эти исследования надо начать 
с анизотропных весьма пологих и цилиндрических оболочек.

'Геория анизотропных оболочек, ввиду большого числа незави
симых упругих постоянных, дает возможность по-иному, с единых 
физических позиций, подойти к построению приближенных теорий 
как изотропных, гак и анизотропных оболочек. В некоторых работах 
(33. 34|. варьированием упругих постоянных уравнений анизотроп
ной цилиндрической оболочки, получены семь самостоятельных՛ ва
риантов приближенных уравнений теории "цилиндрических оболочек. 
Показана взаимная равнозначность некоторых геометрических и ста
тических гипотез прикладных теорий оболочек.

С точки зрения построения приближенных теорий анизотропных 
оболочек вообще большой интерес представили бы исследования 
асимптотических свойств интегралов уравнений анизотропных цилин
дрических оболочек.

Пологие анизотропные оболочки. Теория анизотропных слои
стых оболочек с большим показателем изменяемости. В 1947—43 
годах уже были записаны исходные дифференциальные уравнения 
теории пологих оболочек в общем случае анизотропии [9, 10], од
нако. до сих пор ни одна конкретная <адача в общем случае анизо
тропии не решена, и все последующие исследования были посвящены 
ортотропным оболочкам |13|.

При решении задач пологих ортотропных слоистых оболочек 
были использованы как метод Навье, так и метод М. .՜և ни. Здесь до
статочно эффективным оказывается обобщенный метод Навьем с уси
лением сходимости рядов путем выделения решении некоторой изо
тропной пластинки. Показано существенное влияние слоистости на на
пряженное и деформированное состояние пологих оболочек, в част
ности, указано, что периферийное расположение материалов с большим 
модулем упругости эффективнее для пологих оболочек, чем для 
подъемистых, а также эффективнее для оболочек с линиями и точ
ками искажения, чем для гладких оболочек [13].

Проблема пологих՜ оболочек в общем случае анизотропии, как 
и в случае других типов оболочек, остается не разрешенной и, ве
роятно, может быть разрешена с помощью применения метода малого 
физического или физико-геометрического параметра, то есть примерно 
так, как в случае цилиндрической оболочки.

Уравнения теории пологих анизотропных оболочек, как и в слу
чае изотропных оболочек (б|, могут быть истолкованы как уравнения 
теории оболочек с большим показателем изменяемости. Однако, как 
а следовало ожидать, они могут быть использованы и при решении 



40 Амбарцумян С. Л. 

задач, казалось бы мало похожих на зад. ч՛, о построении :;։н|ряя®И 
ных состояний с большим показателем изменяемости. (Например,-1 
при рассмотрении задач пологих оболочек, оболочек нулевой глус-я 
соной кривизны, оболочек, не имеющих особенностей, при рассмо-1 
трении задач о построении простого краевого эффекта и др.).

Приведенные выше проблемы и задачи заимствованы из арсеиази 
теории изотропных оболочек, и поэтому все они в случае анизотроп
ных оболочек нуждаются в коррективах. Дело в том. что анизотро
пия и слоистость оболочки настолько действенны, что вынудят инеств 
коррективы не только п формулировку задач, но зачастую и в о։։ре-.| 
деления. Например, в случае пологой цилиндрической оболочки необ
ходимо уточнить определение „не слишком длинная оболочка": ши 
например, надо уточнить формулы асимптотического предстаплевм 
интегралов исходных дифференциальных уравнений

«=Л’ф(«. ֆ. *) i = 4,Д Ф, + -Ա։փ..., (13);
k к-

так как здесь показатель изменяемости будет функцией не только! 
относительной толщины, но и физико-механических характеристик 
материала оболочки [13. 6].

Нелинейная теория анизотропных слоистых оболочек. Этот 
раздел теории анизотропных слоистых оболочек начал развивагьей 
лишь в последние годы. Поэтому полученные здесь результаты не
сколько ограничены и, как правило, на основании нелинейной теория 
изотропных оболочек, обобщают результаты линейной теории зяйо- 
тропных слоистых оболочек на случай нелинейных задач.

На сегодня в основном завершено построение исходных с-отно* 
шений и уравнений на уровне нелинейной теории изотропных-, оболо
чек Кармана-Власова |20. 35—39].

Наиболее полно изучены уравнения приближенной теории поло* 
гих оболочек

Z-i (/Л*. Kik) w — 1.л (ClkKik) у -+֊ Vr?•= Z,
Կ (С/д.) г 4- L,x (С.ь /<*) iv = о;

которые интегрированы лишь в случае ортотропной оболочки, при 
этом использованы приближенные методы интегрирования՛. Были ис
пользованы как различные варианты метода последовательных при
ближений и метода малого параметра (метод возмущений), так и пря
мые методы типа Ритца и Бубнова-Галеркина. Однако, до сих пор 
нет исследований, посвященных обоснованию применения этих мето
дов в случае анизотропных оболочек. Надо полагать, что и здесь: 
анизотропия внесет свои коррективы.

Пожалуй, было бы весьма эффективным применение функшвй 
нального анализа для исследования общих особенностей и обоснйг 
вания применения приближенных и прямых методов r нелииейЛ 
теории анизотропных оболочек-. 5десь напрашивается обобщение поль-
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шой серии работ в этой области, выполненных по теории изотропных 
оболочек [40, 41|. на случай анизотропных оболочек.

Наконец, отметим необходимость постановки исследований по 
нелинейной теории подкрепленных и конструктивно анизотропных 
слоистых оболочек. В связи с этим, не анализируя ее значения и 
фактического места в общей теории оболочек, отметим исследования 
гофрированных мембран и оболочек [42. 43|, теория которых может 
сыграть важную роль при построении нелинейной теории подкреплен
ных и конструктивно анизотропных оболочек.

Вопросы устойчивости и колебаний анизотропных слоистых 
оболочек. Задачи устойчивости и свободных колебаний анизотропных 
слоистых оболочек, но сути дела, как и в случае изотропных обо
лочек, сводятся к определению собственного значения однородной 
системы дифференциальных уравнений с однородными граничными 
условиями.

Вопросы устойчивости ортотропных оболочек были предметом 
исследования уже четверть века тому назад [28, 39]. В этих работах, 
исходя из приближенных уравнений локальной устойчивости, рассмо
трены некоторые задачи устойчивости ортотропных цилиндрических 
оболочек в линейной постановке.

В последующем задачи устойчивости ортотропных цилиндриче
ских. сферических и конических оболочек, при различных условиях 
закрепления краев и нагружения, были рассмотрены многими авто
рами [44—47]. Из этой большой серии работ наибольший интерес 
представляю г те, в которых рассматриваются различные варианты 
совместного действия различных типов нагрузок. Дело в том, что к 
этих случаях ярче всего скрывается влияние анизотропии на крити
ческие параметры задачи.

Как и в теории устойчивости изотропных оболочек, большой 
интерес представляют задачи устойчивости анизотропных оболочек в 
геометрически нелинейной постановке [49 51]. Эти исследования 
дали возможность определить нижние критические значения внешней 
нагрузки, то есть величину нагрузки, соответствующую нижней гра
нице устойчивых равновесных изогнутых форм оболочки.

Исследование устойчивости ортотропной слоистой оболочки в 
большом привело к интересным результатам [108]. Установлено^ что. 
в отличие от однородных и относительно срединной поверхности сим
метрично неоднородных (симметрично собранных слоистых) оболочек, 
в общем случае неоднородной по толщине (произвольно слоистой) 
оболочки, потеря устойчивости в большом возможна без „хлопка”. 
Показано, чго соответствующим выбором типа неоднородности (слои
стости) можно добиться уменьшения склонности оболочки к .хлопку”. 
Указывается возможность потери устойчивости неоднородной пластинки 
с „хлопком".

Приведенные выше исследования относятся лишь к ортотроп
ным оболочкам. Несмотря на то. что уравнения локальной устойчи-
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вости оболочек в общем случае анизотропии были написаны еще в 
1947—48 годах [9, 10], на сегодня мы не имеем ни одного исследо
вания статической устойчивости какой-либо оболочки в общей слу
чае анизотропии. Мы считаем, что эти исследования весьма важны 
как с точки зрения общей теории, так и с точки зрения приложений.

Совершенно не исследованы вопросы устойчивости анизотропных 
оболочек, ослабленных отверстиями (малыми и большими).

Большой интерес представили бы исследования устойчивости ани
зотропных оболочек при ударном и динамическом нагружениях.

Несмотря на наличие некоторого количества интересных работ 
по устойчивости конструктивно анизотропных оболочек, проблему 
устойчивости анизотропных оболочек с дискретно расположенными 
ребрами жесткое։ и .чадо считать не разрешенной п весьма актуальной.

Мы ждем обобщения исследований [32, 53}, по послекритиче- 
скому поведению изотропных оболочек, на случай анизотропных сло
истых оболочек.

Безусловно интересным является разработка методов нахожде
ния форм потери устойчивости, в особенности в общем случае анизо
тропии.

Мы хотели бы обратить внимание на задачи устойчивости и ио- 
слекритичсского поведения анизотропных слоистых оболочек с на
чальными несовершенствами. Эти несовершенства, как и следует ожи
дать, будут не только геометрическими, ио и физико-механическими 
и могут внести существенно новые положения в теорию устойчивости 
оболочек с начальными механико-геометрическими несовершенствами.

Уравнения колебаний анизо тропных оболочек были записаны в 
1947 48 годах [9. 10]. В последующем рассмотрены конкретные за
дачи по определению частоты свободных колебаний ортотропных 
сферических и конических оболочек в линейной [51 57| и нели
нейной (2-1, 38] постановках при различных типах граничных закреп- 
лений. Рассмотрены задачи вынужденных нелинейных колебаний ор
тотропных сферических и конических оболочек [58].

Исследование вынужденных колебаний весьма пологих ортотроп
ных слоистых оболочек [59] привело к любопытному факту, заклю
чающемуся и том. что в нелинейных вынужденных колебаниях обо
лочек, кроме обычного резонанса, возможны резонансы на половин
ных и кратных частотах.

Первые задачи динамической устойчивости ортотропных оболо
чек в линейной постановке были решены в 1949 -50 годах |60, 61]. 
В этих работах, обычным образом |62]. задача определения областей 
динамической неустойчивости ортотропной цилиндрической панели 
была сведена к уравнению Матье.

Большая серия работ [63 65. 108] посвящена нелинейным задачам 
динамической устойчивости анизотропных слоистых оболочек. Опреде
лены критические частоты и амплитуды установившихся резонансных 
колебаний. Указывается возможность существования резонансных ко- 
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ний для частот, меньших критических. Приводятся соотношения 
определения нижних критических частот. Показано, что нет Прин- 
альной разницы в послекритическом поведении ортотропных про- 
льно неоднородных по толщине пластинок и ободочек. Показано

что при определенной неоднородности строения пластинки по 
1.инс возможны резонансные колебания для частот, меньших крн- 

еских (это характерно, вообще говоря, лишь для оболочки). До
ри необходимость учета невизмущснных деформаций при онредс- 
и областей параметрического резонанса |65|.
Для ясности укажем, что в цитированных работах [54 -65). как 
Шло, основным аппаратом исследования являлся влрипциониый 
>д Бубнова-I алеркинл.
Здесь мы считаем, что основными предметами исследований дол
епит. задачи динамической устойчивости оболочек в общем 

№ анизотропии; задачи динамической устойчивости анизотропных 
очей, подкрепленных дискретно расположенными ребрами. Ука- 
ме задачи должны быть решены как в линейной, так и нелиней- 
посгалонклх.

[екоторые работы последних лет [66-71] посвящены нсследо- 
ин устойчивости анизотропных слоистых оболочек, обтекаемых 
Йвуковым потоком газа. Во всех этих работах, обычным обра- 
[|72|, устанавливаются зависимости между формой колебания и 
)։и гь.х Удат ра, в случае же нелинейной задачи—также и связь 
Ку амплитудой установившихся флаттерных колебаний в ско-

1и потока.
Проанализирована [67] зависимость критической скорости флат- 

fl от числа волн в окружном направлении ортотропной слоистой
уговой
«Мйчие

цилиндрической оболочки конечной длины. Показано, что, 
от однородных изотропных оболочек, критическое число 

и в окружном направлении существенно зависит от механических 
акгеристик материала слоев и от типа слоистости оболочки, то 
I. от отношений типа Et^En и 2//S։.
] На примере ортотропной цилиндрической панели [66. 69| покя- 
J возможность существования флаттерных колебаний, для скоро- 
Լ меньших критических. Определены нижние и верхние кригиче- 
С скорости флаттера и амплитуды установившихся колебаний. Ука- 
Լ». что. в пределах изменения скорости от нижней критической до 
хней, невозмущениое состояние оболочки устойчиво в милом, а 
՛ больших возмущениях устанавливается изогнутое устойчивое 
гоянме.
| Особо следует отметить исследование [68]. посвященное задаче 
рГнивости бесконечно длинной анизотропной цилиндрической обо
им в сверхзвуковом потоке газа. Как частный вариант общего 
Al aim инропии. полагается, что оболочка изготовлена и » • .յ> к .роп- 
го материала так, что главные направления упругости не совна- 
ЮТ С главными геометрическими направлениями оболочки. Пока
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зано, что критическая скорость флаттера существенным образом эд-՝1 
висит как от ориентации главных направлении упругости материала, 
так и от отношений типа Ei»lExl.

Здесь следует отметить, что исследования в области флаттера! 
анизотропных оболочек, по сути дела, только начаты, и в этой о'- 
ласти еще очень многое должно быть сделано.

Температурная задача. Ползучесть. Пластичность. Этим трем, 
безусловно важным, вопросам теории анизотропных слоистых оболо
чек посвящается весьма малое количество исследований.

Работы, посвященные температурной задаче теории анизотроп
ных слоистых оболочек [23, 35, 73. 74j, по сути дела, обобщают КС- 
следования термоупругой задачи изотропных оболочек на случай 
ортотропных слоистых оболочек. Исходя из классической постановки 
задачи термоупругости [75]. рассматриваются стационарные задачи 
термоупругости различных типов ортотропных слоистых оболочек. 
Более подробно исследованы оболочки вращения и пологие оболочки.

В последнее время начали обращать особое внимание на задачи 
термоупругости анизотропных оболочек в предположении изменяе
мое гн упругих свойств материала оболочки от температуры [74]. Эти 
исследования очень важны, тем более, когда рассматриваю гея задачи 
устойчивости и колебаний оболочек, находящихся в поле действия 
высоких температур, изменяющихся во времени [76—78].

Сделана попытка ]23] обобщения термоупругой задачи ортотроп
ных оболочек на случай круговой цилиндрической оболочки, изго
товленной так, что главные направления упругости ортотропного 
материала оболочки не совпадают с главными геометрическими на
правлениями оболочки. Начатое исследование должно быть продол
жено с целью разработки основных положений термоупругости обо
лочек в общем случае анизотропии.

Безусловно будут интересны нестационарные задачи термоунру- 
гости анизотропных слоистых оболочек и проблема термического 
удара в анизотропных оболочках. Особый интерес представят за
дачи термопластичности анизотропных слоистых оболочек.

Разработана общая теория несущей способное։;։ и ползучести 
однослойных анизо тройных оболочек при наличии сильных градиентов 
высоких тем пера гур [79]. Приведены исходные уравнения оболочки 
в тензорной форме в случае вязкого релаксирующего и наследствен
ного материала.

Рассмотрено влияние линейной ползучести материала оболочки 
на деформированное и напряженное состояние ортотропной оболочки. 
В частности, рассмотрены некоторые конкретные задачи цилиндриче
ских и пологих оболочек, а также симметрично нагруженных оболо
чек вращения. Рассмотрен простой краевой эффект в орготропныя 
цилиндрических и сферических оболочках |80—82] с учетом линейной 
ползучести.

Исследователями ползучести ортотропных оболочек совершенно 
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^Затрагивались задачи рболочек с учетом нелинейной ползучести 
■Йсрнала. Не исследованы также вопросы ползучести оболочек в 
Кщсм случае анизотропии. Этот случай безусловно интересен как 
■ пи линейной, так и при нелинейной ползучести материала оболочки.

[ Исследования ползучести оболочек в общем случае анизотропии, 
■ Шлуй. надо начать с рассмотрения задачи ползучести оболочки, 
■«готовленной из ползучего ортотропного материала, главные направ- 
Вакня упругости и ползучести которого не совпадают с главными 
■геометрическими направлениями оболочки.

I Сделаны первые попытки разработки теории анизотропных обо- 
■айчек, деформирующихся за пределами упругости [83. 84]. Рассмо- 
■трены вопросы жестко-пластического анализа, упруго-пластического 
■рзновесня ортотропных слоистых оболочек.

Разработка теории анизотропных слоистых оболочек, деформи- 
ружихся за пределами упругости, представляет большой теоретиче- 
Ittfifi и практический интерес. Однако, несмотря на это, исследования 
■выказанной области весьма ограничены.

Новые теории анизотропных оболочек. До сих нор предметом 
Евших рассмотрений были различные аспекты классической теории 
гиннзотропных слоистых оболочек, построенной на основе гипотезы 
[ведеформируемых нормалей, данной для всего пакета оболочки в 
Кдбм. Выло указано, что классическая теория в случае существенной 
|пннзитро1гии материала оболочки или при достаточно большой приве- 
■еиной относительной толщине нуждается в коррективах.

I Все сказанное вызвало необходимость разработать теорию ани- 
ротропных оболочек без использоозпия гипотезы недеформирусмых 
[адрмалей.

I Вопрос разработки теории изотропных оболочек без гипотезы 
Ьедеформируемых нормалей по тому или иному поводу интересовал 

•lijorux исследователей [85—93]. Все эти работы, посвященные уточ- 
■венным теориям изотропных пластин и оболочек, здесь не будут об

суждаться.
I Теория анизотропных оболочек без гипотезы ведеформируемых 

аириалей стала темой исследования лишь недавно и в основном раз- 
рнваласъ по следующим направлениям.

Первое направление, развитое в работах [13, 94—97|, базируется 
вз следующих предположениях:

а) расстояния по нормали (;) между двумя точками оболочки 
ДО и после деформации остаются неизменными;

6) нормальные напряжения з, на площадках, параллельных сре- 
1!1Ниой поверхности оболочки, могут быть пренебрежены по срав
нимо с прочими напряжениями;

в) при определении деформаций сдвига еч и е$. считается, что 
Касательные напряжения т1Т и не отличаются от соответствующих 
■пряжений (Վ, -Լ). найденных по теории, базирующейся на гипо- 
we недеформируемых нормалей.
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Укажем, что второе допущение (б), которое по сути дела вно
сит незначительные погрешности, зачастую не используется [13].

Принятые выше предположения таковы, что вносят корректней 
лишь в правую часть основных дифференциальных уравнений задачи» I 
где. наряду с обычными -грузовыми членами появляются члены, зави
сящие от и то есть от решений классической теории. Однород
ные уравнения згой теории ничем не отличаются от однородных 
уравнений классической теории анизотропных оболочек и могут быть 
записаны как в перемещениях, так и с помощью функции напряже
нии. Несколько изменяются соотношения упругости, в них появляются 1 
члены, зависящие от Վ и например, для ортотропной оболочки

= /?„х։ О1Л + '''(D„au ֊-° - о,.<24, 
’■ ■ ю\ ժյ /

120 \ от ) т. д. (15)

Если полагать, что классическая теория является первым при- I 
ближением к точной теории, то здесь но сути дела имеем последую- ՝ 
шее приближение [13].

В связи с этим направлением исследовании следует отметить, 
что теория |98], в которой в целом удерживаются величины порядка 
հ-քԼ2, подтверждает предположение о том, что рассмотренная здесь. I 
уточненная теория анизотропных оболочек улавливает главную часть 
поправки к классической теории.

Основы этой теории были использованы для построения геоме- i 
трнчески нелинейной теории ортотропных оболочек [9б|. а также для 
построения теории двухслойных и, пожалуй впервые, несимметрично 
собранных трехслойных ортотропных оболочек |94, 95, 97].

В связи с упоминанием .рсхслойных оболочек, отметим, что на 
сегодня накопилось и продолжает накапливаться большое количество 
разнообразных исследований, посвященных разработке различных ва
риантов теории трехслойных пластин и оболочек |1|. Эти варианты 
теории, отличаясь в некоторых редких случаях в принципе, а, как 
правило, лишь н мелочах, создают невероятную пестроту „теорий". 
Мы считаем. Что необходимы солидные исследования, посвященные 
классификации этих теорий с указанием их точности и пределов при
менимости. Пожалуй, такой аг . олжеи бы г позиций
трехмерной задачи теории упругости, без каких-либо упрощающих 
предположений.

Второе направление, развитое в работах |13, 99 — 102], базируется 
на следующих предположениях: ;

а) расстояния по нормали между Двумя точками оболочки 
после деформации остаются неизменными;

б) касательные напряжения и пли соответствующие де-
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:форжщии и по толщине оболочки меняются по заданному за
кону, тб есть

’.,=Л (7) ? («. -3) 1- 4՜ (*’ + *՜) + ■—~'Y ֊ - 
п 2

z,_ _
?) 1֊֊;֊(гчу-) + -֊^=-^’

ռ 2
Где <р(а. 3), ф(з, £) — искомые функции, характеризующие величины 
Юперечных сдвигов;//(?) —функции, представляющие законы изме- 
|ыия поперечных касательных напряжений.
JI Теория, построенная на основании этих предположений, суще
ственно отличается от классической теории анизотропных оболочек. 
Основное отличие заключается в гом. что здесь порядок исходных 
^дифференциальных уравнений повышается и доходит до десяти, ко
личество независимых граничных условий на каждом краю оболочки 
становится равным пяти, наряду с искомыми перемещениями и. v, w 
появляются новые искомые функции ? и <.

Эта теория была использована при рассмотрении задач прочности, 
статической и динамической устойчивости и колебаний различных 
ортотропных и трансверсально изотропных оболочек, в линейной к 
нелинейной постановках [99 105]. На основании этой теории рас
смотрена также температурная задача теории круговой цилиндриче- 
о.чн оболочки, когда физико-механические характеристики оболочки 
зависят от температуры | Юб].

Рассмотренная здесь теория очень гибка и существенно реаги
рует на изменения отношений типа F.i,:E^, Ем/G,а и т. д.

Показано, что с увеличением подьемисгости оболочки влияние 
еоперечных сдвигов на напряженное и деформированное состояние 
оболочки уменьшается; указывается, что напряженное и деформиро- 
Йнное состояние оболочки существенно зависит от некоторой отно
си тельной приведенной толщины, которая зависит как от геометрии 
оболочки, так и от фязико-механических характеристик материала 
оболочки (9).

Установлено, что и задачах статической устойчивости [ЮЗ-105] 
с увеличением относительной приведенной толщины значение крити- 
!ческой силы уменьшается по сравнению с соответствующей критиче
ской силой классической теории (107]- Та же самая картина наблю
дается и при рассмотрении колебаний ортотропной оболочки [103. 
104], то есть с увеличением относительной приведенной толщины 
частота свободных колебани.:՜: уменьшается ио сравнению с соответ
ствующей частотой, найденной по классической теории. В частности, 
погрешность классической теории значительно увеличивается, когда 
{шссматрнваючся высшие формы колебаний.

По новым теориям рассмотрены также задачи динамической 
устойчивости ортотропной цилиндрической панели и трансверсально 
(изотропной сферической оболочки [10*1, 105], показано, что с увели



48 Амбарцумян С. А.

чением относительной приведенной толщины ободочки расширяются 
области динамической неустойчивости.

Рассмотрены задачи устойчивости бесконечно длинной трансвер
сально изотропной круговой цилиндрической оболочки в сверхзвуко
вом потоке газа с учетом поперечных сдвигов и нормального напря
жения [66]. Исследован нелинейный флаттер прямоугольной в плане 
пологой ортотропной оболочки с учетом лишь поперечных сдвигов 
[69]. Показано, что учет поперечных сдвигов приводит к уменьше
нию критической скорости и увеличению амплитуды установившихся 
колебаний флаттера заданной формы.

За исключением одной работы |98|, нет исследований, посвящен
ных установлению точности и пределов применимости указанных 
здесь двух теорий, которые по сути дела уточняют лишь .внутрен
нюю'* задачу теории анизотропных оболочек [91. 92].

Широкое применение анизотропных материалов в современной 
технике настойчиво требует создания совершенной математической 
теории оболочек, изготовленных из существенно анизотропных мате
риалов. Такая теория дала бы возможность установить пределы приме
нимости и точности технических теорий анизотропных оболочек.

Мы считаем весьма важным постановку прецизионных экспери
ментов н области анизотропных слоистых оболочек.

Здесь мы достаточно подробно остановились лишь на тех двух 
новых направлениях, которые по своему духу ближе всего автору и 
специально посвящены разработке теории анизотропных оболочек без 
гипотезы недеформнруемых нормалей.

Нам кажется интересным обобщение результатов различных тео
рий изотропных оболочек, не опирающихся на гипотезу недеформи- 
руемых нормалей [85—93, 109], на случай анизотропных оболочек. 
Примером такого обобщения может служить исследование [110], где 
результаты работы [111] обобщаются на случай анизотропных пла
стинок.

Настоящий обзор не претендует на полноту ни с точки зрения 
охвата выполненных работ, ни с точки зрения выдвижения перспек
тивных направлений дальнейших исследований. Пожалуй, наш обзор 
должен быть рассмотрен, как некоторое дополнение к ранее опубл։-: 
кованным обзорам 11. 112—116].

Институт математики и .механики 
АН Армянской ССР Поступила 30 III 1964



К теории анизотропных слоистых оболочек 49

Ս. U.- Xusifpiuram.d'itufi

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՇեՐՏԱ4_ՈՐ ԹԱՂԱՆԹՆեՐՒ ՏեՍՈհԹՅԱՆ 
ԶԱՐԳԱՑՄԱՆ ՄՒ ՔԱՆԻ ԼԱՐՑեՐհ ՄԱՍհՆ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ
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{ արժանացել անիզոտրոպ շերտավոր թաղանթների տևսութ լան զարզաց- 
քան հեռանկարների հարցը։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

II X Арутюнян, Б. Л Абрамян, А. А Баблояи

О сжатии упругой сферы с жесткой кольцевой 
обоймой

Задача о равновесии упругой сферы исследовалась в работах 
1аме|։|.В. Томсона |։|. Кри [э|, Б. Г. Галеркннл |‘|, Л. II. Лурье |6Л|. 
С. Вебера р|, Э. Штернберга н Ф. Розенталя |*| и других

В этих работах рассмотрены некоторые случаи о напряженном 
остоянии сплошных и полых сфер

В настоящей работе рассматривается одна контактная задача для 
гпругой сферы.

Решение задачи сводится к определению некоторых коэффициен
тов из „парных" рядов, содержащих полиномы Лежандра. Эта по- 
ледняя задача, в свою очередь, сводится к решению интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода.

§ 1. Постановка задачи

Пусть упругая сфера, окантованная экваториальной жесткой 
•обоймой, находится иод действием симметричной относительно оси и 
экваториальной плоскости нормальной нагрузки (фиг. 1). Касательные 
напряжения на всей поверхности сферы полагаем отсутствующими.

В силу симметрии достаточно рассматривать деформацию только 
։етвертой части сферы.

Граничные условия этой задачи имеют вил

= о (it)

Условия симметрии относительно осн z и плоскости Ов-֊-(илн z»0) 

л ре дс т а в л я юте я соот но ш е и и я .м и
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(1.2)
“•I, л = ти1, • = 0. 

2 2

Здесь «р и «6—радиальный и меридиональный компоненты переме
щения: т?о и Тр—касательное и нормальное напряжения асферических, 
координатах р, 0, «р; 6* (G)--кусочно-непрерывная функция, определяю
щая вид нормальной нагрузки, а а—параметр, определяющий ширину 
обоймы.

Уравнения равновесия в сфери
ческих координатах при условии 
осевой симметрии и отсутствия .мас
совых сил имеют вид

(>• 4 2р)sln 0 : ;1 дГ ^2ра>? sln0>=0>

(1.3)

(а 4 2а) sin 0 ֊ —р (2ри>- sin©) =0,

где

Д = -^4—л- ՜ —• (p’«PsIn б) 4 
p-sin6 др ' ՛

д , .. I
4-֊ժ0- (pwosinO) .

К и |ւ-коэффициенты Ламе.
Переходя от координаты 6 к 

ние уравнений (1.3) в виде рядов

ժ . .VW՜՜ in

координате S = cosO. ищем реше-

«г. = А(Р)4- S Л(р)/МО, 
է-2.4,

(1.5)

«* = 2 ?*(ի)(1֊^Հ(?).

Здесь Р*(?)-полиномы Лежандра [ieJ, /\(?) = Г\ (=). а /0(^),.

/*</) и (о)—неизвестные функции, подлежащие определению.
Подставляя выражения (1.5) и (1.4) в уравнения равновесия (1.3). 

после некоторых преобразований для определения функций /0(р). 
/*(р) и ср*(р) получим дифференциальные уравнения типа Эйлера, ре
шения которых берем в форме

А(р) = л4’
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- **՛՛■«

(շ \*-։ / о \*+։-r) 4- Ռ ’

постоянные интегрирования Ао, ДА и С* подлежат определению из 
1ИЧНЫХ условий.

В координатной системе р, о условия (1.1) и (1.2) примут вид 

«о1Р-/г = О (О С * < л = sin а),

Vi?֊/? = 0 (0<$<1), (1.7>

ф(5) 2И(>.4-и)

Wft’E-l ~ = 0
«ek-о = 'рвк^о = о

гсь введено обозначение
6* («) = !(=>.

(ОС? Ջ). (1.8>

(1.9)

Пользуясь обычными формулами

’<>=^ [ > - 4՜ (-“4 sin в) ]+2'х w ՛
диь у 1 

<>? Р

(1.10)

•рб = I1 ծհ о

соотношениями (1.5) и (1.6). для напряжений «Р и --о будем иметь

3k-|֊2’.i 2р. ” г / р \*-‘2
^ав---- р---- Ճ Pk(z)՝ k(k-l)Aj- Л

4-2Д... I \ ^ /

(ЛГ4-1)|Х(^-Л֊֊3) нм*+1)(*-2)1 /Р\*| ..........
Н Й'А’Н 3) + и (/г 4-5)---------------- СЦ,~R ) /’ (1Jl)

2u / р \*-а
^ = -р՜ 2 (1-^(0

I M(k + 2) + ^ + 2k-V) / р у
A(fc-t-3)H-u^+5) \Rj * ՝ '

Нетрудно убедиться, что условия (1.8) удовлетворяются гождест- 
э, при этом должно быть использовано соотношение

р2т(0) = 0. (1.13>

Удовлетворяя, далее, условиям (1.7), находим
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(*_Ո|).(* + 3)-ւթ(*4-.5)| Q . , пм|
с*---------- + - д‘. (<-2,4....) (1.Т4Л

а для определения коэффициентов До и Л* (k = 2, •!,•••) получим 
следующие ряды-уравнения

У + («<!<!),
*-ол... V

(1-15)

V S*P<(c)-0 (0<В<«).
л-0.3..-* 

где введены следующие обозначения

<*»2.•'•••■>.

4и’А2 4- (' — и) (3>- 4- 4uJ А 4- 6а* -• !4>.и 4 6|*3 .. .-г
"*՜ Ճ(Հ .1շ*+1)*_շ1.(2*>_1)|՜ ՜

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к опреде* 
лению коэффициентов Bi (к = О. 2. - - -) из «парных- рядов (1.15), со
держащих полиномы Лежандра. После определения коэффициентов 
все постоянные интегрирования определятся соотношениями (1.14) и 
(1.16).

§ 2. Исследование .парных՜ рядов

Если в рассмотренной нами задаче принять, что при наличии 
сжимающих сил жесткая обойма, в свою очередь, вдавливается в сфе
ру, тогда решение задачи сведется к .парным՜ рядам-уравнениям вида

V B,(k -J-2-4-։Лрв(;) = Ф(;) (а<=<1),

>-о.з. - \ - ✓
(2-1)

У. = (0<=<а).
*-0.3, 

где Bk — неизвестные коэффициенты, числа при остаются
ограниченными, g («)—непрерывная функция и имеет кусочно-непре
рывную производную, а *(•)-кусочно-непрерывная функция, имею
щая ограниченное изменение и указанном интервале.

Ввиду этого целесообразно вместо системы (1.15) рассматривать 
более общую систему (2.1).

Предварительно рассмотрим следующую систему

Տ Т + ։«)РЛ;) “'НО (0<а<5<1).

(2.2)

VJ А'Л(1) = /»։(։) (—Кс<а).
л-0
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Подобная система в частном случае была рассмотрена в работе 
Ч. М. Минкова |։'|, а общее решение этой системы при зл=0 данов 
работе А. А. Баблояна [1S].

Займемся решением „парных“ рядов (2.2). Для этого обозначим 
значение второго ряда (2.2) в области «<? < 1 через IV’G)

^(0 =2 ХаРа$) (ճ<;<1). (2.3)
я-0

Тогда из второго уравнения системы (2.2) и из (2.3) для коэффициен
тов Хг. получим 

и 1
Х„=(л+-’-) I g^P'Wdl + ^n-i- у) \ W(-)P„Ci)d-. (2.4) 

- I a

С помощью известной формулы

sin 17 л 4-_ԼՆրօօօտ7՜| = (2-5)

т
преобразуем первое уравнение системы (2.2) к виду

Ճ/Հ 1 ’+ *2Йт)’։п|(" ■' 4՝)arccos՜1] “ рг] (=՜-ֆ.- (2՝6) 

т

Умножив теперь обе части уравнения (2.6) на (1 — т2)՜1'՛ и про
интегрировав полученное выражение по հ в пределах от а до 7, по
лучим 

“V / л- \ / / 1 \Ո V՜՝ z‘ Ո / > I —ял \ / , 1 \3Տ շ„-+-ք( ' + -25ГП-) со։ Ռ + yJorccos-f - 
п—0 ՝ ' ’ - ՝ /

-cos [(՞+т)ягсcose]}=ihJJ՝ (а <։)- « I
(2.7)

Подставляя значение Хл из (2.4) в (2.7), после некоторых пре
образовании получим

f -(Sk = J - у ■■՝■ - (т - +տ<5՛ г» (и + 
а - I

+ JS(;. -)«/(;) (2.8)
a a t

где введено обозначение
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5 zt _ у 2/2 «л 
ձ(” •> -21 2/г_|_1

я «О
arc cos а

— cos arc cos (2.9)֊

При получении формулы (2.8) использовано известное 
ряда I19)

значение

У, Рп (?) cos
л-О

аге cos 7
12(т —(7 >?) 

О (ко.
(2.10)

Пользуясь формулой обращения интегрального уравнения типа Абеля, 
для определения функции U7 (;) из (2.8) получим следующее инте
гральное уравнение Фредгольма второго рода

••<=>- ք АЖ ” ГИЛ+(НМ О*
а а а

-I
Примем далее, что

l£(B) (֊ճ<Հ<ճ)

(2.11)

(2.12)

и рассмотрим случай, когда функции U’z(?) и g ($) обе четные.
В этом случае формулу (2.4) и интегральное уравнение (2.11)

можно представить в виде
«

Л. (?)<«+ (

0 а

(2.13)

IV” (z) = _!_ՃՀ
֊ dz J (z-7)։-

i
f |(a + г)֊՛ —(I + 5)-' - + S, ($, T)J W(հ) ժ;4-

a

4. J|(a -■ - (T + 0-v. + (a ֊ ֊ (7 ֊ «) ' - + S։(5. 7)] g (5) d֊4֊

+ f մՀ - , (2.14)
J /1 -7։ J <?-f> ’ 
a T

где
Հ(Հ7) = Տ(Հ7)֊ք-Տ(-;,7). (2.15)

Отсюда видно, что решение (2.13) системы (2.2) совпадает с реше֊
нием „парных** рядов (2.1), то есть
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*2* = йа, %շ*+ւ=0 (* = 0,1,2,...), (2.16)

Для
1(2.14) է

КЦня UTz(z), которая определяется из интегрального уравнения 
к), является значением второго ряда системы (2-1) в области 

|1<շ<Հ1), то есть значением перемещения в этой области.
задачи, рассмотренной в § I, положив в формулах (2.13) 
(;)—О, получим значение коэффициентов „парных" рядов 

15) в виде
1

/^(2*+ 1) С U7(Q Р* (;)(/;, (2.17)

функция W'fz) определяется из интегрального уравнения

Следует отметить, что если в (2.11) и (2.12) принять обе функции 
pi) и £մ) нечетными (это .можег иметь место при решении других 

1евых задач о сфере), то в этом случае (2.4) и уравнение (2.11) 
Щут вид

T)_(a + =)-l/s_F(T_|_:)-4llZ(:) +

֊ (Т ֊ i)-'A ~ (а + i)՜7’ ֊հ (7 + i)֊7՛ -♦֊ (S, 7)J g (=) մ=-ք֊

(i ֊ T)''1’ (2.21)

Հ(*, T)=S(5, 7)-Տ(-Լ 7). (2.22)
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Легко видеть, что при этом решение (2.20) системы (2.22) сов
падает с решением следующих „парных“ рядов уравнений

Տ А* 
i-u....

k -հ -շ-4^)^(Ո = 'И0 (а<5 <1),

(2.23)

*-։д— 
(0 < ; < а),

то есть
А'2^1 = Л2*+1, АГ2* = () (6 = 0, 1. 2,---).
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. С. Вольмнр, И Г Кильдибеков

Нелинейные акустические колебания 
цилиндрической оболочки

Задача и вынужденных колебаниях подкрепленных оболочек, выз- 
,п1ых пульсациями акустического давления, уже рассматривалась в 
тературе. Наибольший интерес представляет исследование в не- 
нейной постановке колебаний круговых цилиндрических панелей, 
лепленных по контуру и находящихся в акустическом ноле. Этому 
росу посвящены работы Киркмана и Гринспона |1], Лэсситера, 
:са н .Хаббарда [2]. Лина |3] и других; см. обзорную статью Гуд- 
?а и Раттайи [4|. В работах В. В. Болотина [5], М. Ф. Димент- 
га |6| и других авторов эта проблема рассматривается в статисти
кой постановке.

В настоящем сообщении исследуются собственные и акустиче- 
е вынужденные нелинейные колебания круговых цилиндрических 
елей, имеющих .идеальную- форму, а также с учетом начальных 

правильностей в форме срединной поверхности. Используется ме*
д определения амплитудно-частотных характеристик, предложенный 
И. Григолюком [7]; проведено сравнение с данными, получен
ии другим путем Г. В. Мищенковым [8).

§ I. Рассмотрим колебания круговой цилиндрической панели, на- 
,ящейся под воздействием сжимающих усилий р вдоль образующей 
кустического равномерного нормального давления </(/) = qacos<•»/.
я определения амплитуды давления можно воспользоваться 
устной формулой W — 201g (<?V<70); Д' —уровень шума в децибелах, 
-условный порог давления </0 = 2-10՜qr—эффективная ве-
|ина звукового давления. Отсюда находим

7„ = /2 ^=21,5- iO5(O'ObV-nw .и*.» 2U. 10S(°’0LV ъкг!см-.

Исходные уравнения теории гибких пологих оболочек примем, 
как обычно, в виде

« ։ г / < \ 1 Ժ5Փ , q (А, V, է) ...V֊V«3 = I. (« + Ա.',, Փ) + — — + ------ (1)
R дх~ հ

-֊7։72Ф = - ֊1 L (щ 4- 2w0, w) - ֊~ . (2)
/«• м i\ 0JC

Здесь w и — соответственно дополнительный и начальный прогибы
S II.1!.c;thu АН, серия физ.-ма։. наук. № 3
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панели,// — толщина, /? —радиус кривизны срединной поверхпоел 
Ф — функция напряжений в срединной поверхности, /. — операто| 
который в применении к функциям (ш4-зг0), Ф будет

£(10 +
dx* dy7

0V3 dx1
ծ՛ (о/ i- Wft) Ժ*Փ _ 0 <F(w -f- fify) Ժ*Փ 

bxdy dxdy '

координаты л н у откладываются 
мальнпя нагрузка q(x, у. г) для 
равна 

вдоль образующей и по дуге. Пор֊ 
панели, совершающей колебания,

.. . du.՝
4 (X, У. Ո — рЛ ֊ - 2f>As ր/., cos ••>/, 

ժր’ dt
(3}

где с — коэффициент затухания.
Примем края панели шарнирно опертыми. Аппроксимируем vh 

и/0 выражениями

ք (է) sin — sin ֊ . w9 = /о sin — sin ֊'֊ 
a b a b

(4)

Подставляя (4) в уравнение совместности деформаций (2). опреде
ляем функцию Ф. Удовлетворяя, далее, уравнению (1) по методу 
Бубнова-!’ялеркинп. получаем следующее обыкновенное дифферен
циальное уравнение, описывающее в первом приближении нелинейные 
акустические колебания панели

</=: . 2տ ժ:
մ-.2 * ժ֊

"2 —
'°

16 1/=
:2 егы

V.’.COST;

(5>

принято С =/(/)///, '^=/0//. ' = и»/; введены безразмерные параметры 
p*=pa?{Eh\ р* = pnaz:Eh՝, q'a q.crEh', Параметр верхнего критиче
ского напряжения /Հ равен

P‘ IS(I-H’)
kb*

эд
(6)

где л = a b, k — 1г Rh. Величина «?, равная квадрату основной частоты 
собственных колебаний панели при малых прогибах, определяется 
выражением

. . ИЛ3 
հ տ ' Р. —Г (7)

а*

здесь Г-скорость распространения упругих волн в материале обо
лочки V' = (££?յ >*’՛. Через а в (5) обозначено



Нелинейные акустические колебания оболочки 67

«= 1 4

14
-4

1 -
12'-4*2 (1՜րյ

=4(1 -Н*):

9
4

1 - Հ- 
12>ЛП! - }

16/.’*
(8)

16Х’*

(9)

(Ю)12/.‘*2(1 — и2) 1-/?
r?(i

од 3 и т, понимаются величины

(14

Положив в выражениях (5). (8—10) '^ = 0. приходим к случаю 
ынужденных колебаний идеальной панели. При q.t—^ получим урав- 
еиие, отвечающее собственным колебаниям панели. Эти случаи ис- 
(едо вались ранее Г. В. Мищенковым [8].

§ 2. Рассмотрим сначала статическую задачу. Опуская динами* 
еские члены в уравнении (о), получим

’О

4^р*
е параметр нагрузки q равен

16 V’2
ч = 7- а*«)о

(11)

(12)Հ-

рни соответствующего однородного уравнения отвечают возможным 
вновесным положениям неиагруженной идеальной панели. При 
<2|'т( имеется одно положение равновесия, около которого про
ходят колебания: при ₽>2| ч получим три положения равновесия. 
Ложные положения равновесия нагруженной оболочки определя- 
ся, исходя из зависимости

f G) = аС - 3? 4- Հ4 - ֊ —0-------q. (13)

Р*
На фиг. 1 представлены соответствующие кривые 1—3 для ква

сных идеальных панелей при * = 0 (плоская панель). *=12, 
= 24; зо всех случаях принято </ = 0.3. Линия 4 отвечает случаю 
вели, нагруженной одновременно поперечным давлением и про- 
МЬной сжимающей силой; эта линия пересекает ось в трех точ
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ках, что соответствует трем возможным равновесным положениям 
системы.

Влияние начальной погиби демонстрируется данными, приведен
ными на фиг. 2. График построен для панелей с геми же параметрами 
кривизны и при тех же условиях нагружения, что и на фиг. 1; на 
обеих фигурах приняты одинаковые обозначения.

§ 3. Перейдем к исследованию амплитудно-частотных зависимо
стей. используем при этом путь, предложенный Э. 11. Григолюко։
|7|. Примем решение уравнения (5) в виде C = acos t; подставив это
выражение в (5) и выполняя условие ортогональности результат 
подстановки к функции cost по четверти периода, получим

4 ն

где

— а — За —— -ца?3- г 4 1 - 1
4-—-=0, 

а
(14)

При г = 0 будет

v2 = а - — За —- Պ&։
Зк ։ 4

4 _V_ 
га Հ __ լ

При <7 = 0 получаем уравнение так называемой .скелетной- липни, 
отвечающее случаю свободных колебаний панели.

Па фиг. 3. 4 представлены амплитудно-частотные характеристики 
по (16); по-прежнему принято <у = 0,3. Проследим характер изменения 
амплитуды с возрастанием частоты для случая плоской панели (£=0). 
Вдоль участка АВ амплитуда меняется монотонно. За точкой В воз
можны колебания различного типа. В некоторой точке С, положение
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Кирхманом и Гринспеном [1] при 
на воздействие шума при уровне

а

6

Фиг. 4.

рой в каждом конкретном случае определяется особо, происходит 
1ыв* колебаний: амплитуда падает скачком до значения, отвечаю- 
о точке Ձ нижней ветви. Дальнейшее уменьшение амплитуды со- 

ствует ветви DF. При уменьшении частоты происходит скачко- 
зное изменение амплитуды в точке F. Явление „срыва- колеба-

ш наблюдалось экспериментально 
чении реакции плоских панелей 

в'кового давления в 150 Об.

Фиг. 3.

[ В случае панели с параметром кривизны, равным 12, эффект не
жности возрастает. При параметре кривизны, равном 24. поду

ем две области неустойчивости.
Рассмотрим далее случай, когда панель подвергается дополни- 

|ьно.му действию продольных усилий, интенсивность которых со- 
авляет 1/2 От верхнего критического значения. При этом становятся 
ножными три вида колебательных движений: а) колебания около 

основного устойчивого положения равновесия, б) колебания около 
фощелкнутого устойчивого положения, в) колебания, охватывающие 
оба эти положения. Колебаниям около основного положения равно
весия соответствует ветвь cmd\ верхние ветви отвечают третьему типу 
колебаний.

Данные, представленные на фиг. 4, демонстрируют влияние на
зальной погиб и на амплитудно-частотные зависимости: штрих-пунк
тирные линии отвечают случаю идеальной панели. Как видим, началь
ные неправильности, направленные к центру кривизны, как бы „спрям- 
«оть амплитудно-частотные кривые; напротив, наличие отрицатель- 

еой начальной погиби приводит к усилению эффекта нелинейности.
В заключение отметим, что полученные здесь данные для идеаль- 

вн.х панелей достаточно хорошо согласуются с результатами, полу
ченными Г. В. Мишенковым по методу „гармонического баланса-, 
если проводить сравнение максимальных значений прогибов панелей 
относительно невозмущенного состояния.

Московский аикаиионнын институт Поступила 22 II 1964
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Ik. Ս. Վւ>ւմ՝|ւր. Ի «К 'փւզիրեկով

ԳԼԱՆԱՅհՆ mUWb ՈՋ֊ԳԾ113ՒՆ ԱԿՈհՍՏԽԿ ՏԱՏԱՆՈհՄՆեՐԸ

Ա Ս՜ Փ Ո Փ Ո Ի Մ

Հալվ ած tied դիտւս րկված է ակուստիկ (Հհ rtf ան տակ դտնվսդ ր,' իւլե արս- 
կանչ, ձե ի պլան ալին պանելի և. սկ՚լրն ա / ին ‘“'ll ճշտա (J լանն ե րա( ւքիշին մակե- 
filial [իքի A4 in.rhliifi4f պ անե լ ի и In ի պո I/ա կան и Հ~ղծ Ш [ին tn ա աանոէՀմհե րի խրն. 
'/I't'L'1 '^ս,նելքէ հսղակապա/ին հենման դեպվէի հաւ/ար (J ա էյ ան թնե րի tnlitiiti(1րԱն 
ո չ֊պծ ա լին Հավասարումների սիսսւեմ ր I՝ ա րնսվ՝-րք՝ա ք րւ րկինի եղանակի տպնու.- 
թ լամր րերվում է սովորական էքիֆ ե րեն ր(> ա լ հավասարման։ Ս.մ պլի ուա ւլա- 
[ին֊հաճաիւակսւնււէ իք [անների կապր սաանարո համար ալ ա աւլո րծ վ ած ի [•, Ւ, 
,1"րի,քէ1 լ լա կի եղան ակր: Լ1./նսէհե։ո1ւ րերված են աաաանաՀմեե րի մ ամանակ 
պանելների վար րաղծի վրա կորա (J լան, ւմլղրնա/ին սւնճրաււ իք րոններով մի
ջին մակերեոէ լիքի ձ/ւի և րեսնավորմսւն պա լմ անի սլարամեարների ւարլե- 
էլոլթլոէնր t/ա էրալրււղ էլրա!իիկներր: հրեր հավաиարակջս ա իքլան վի՛ճակ 
ունեցող պանելի համար հնարավոր են մեծ ամպ[իաուղ nt] տատանումներ, 
որոնվւ ա ղեկէյվսլմ են սիստեմի մ (ւ կալան հավա и ո։ ր ակրաո իք լան վիճակից 
մի հավասարակշււու.իքլս/ն վիճակին շրիւկրւլնով անւյա.մով:
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A3P0I ИДРОМЕХЛНИКА

А. Г. Багдоев

О законе движения ударной водны в жидкости

Рассмотрим задачу проникания давления Рд(/), движущегося по
верх пости жидкого полупространства со скоростью /?'(/), в глубь 
го. Рассмотрим осесимметричную задачу. Уравнение политропы для

1ДКОСТИ возьмем в виде Р= В где Р—давление, ?—

тность, В, л—постоянные.
Выберем оси Ог0 и Oz в плоскости поверхности жидкости и по 

рмали к ней, точка О соответствует началу распространения дзв- 
ния на поверхности.

Будем искать решение вблизи ударной волны, соответствующей 
(ластя влияния начальной точки О—области дифракции. Сначала 
осмотрим движение по оси симметрии Oz.

Решение линейной задачи дается в виде [3]

(I)

■де Р давление, о—начальная скорость звука жидкости, է время, 
координата фронта давления на поверхности, а для է' имеем 

(мнение

Пусть давление на границе P,\(t) резко падает со временем и в 
который малый момент է = /0 обращается в нуль. Тогда область 
вмещенного движения в области дифракции будет ограничена 

'зкой прифронтовой областью, то есть будет (2| короткой волной.
Найдем давление на ударной волне для больших է. Запишем ли

синое решение (1) па уточненных характеристиках

է = ձ____ 1- ՃԼ-.—!_ I յճ dz у (2)
a a 2 J Bw 1 b j

лу

P = - Рл (У) + Рл (?) ՚ (3)
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где в выражении է' нужно заменить г——у, у = const вдоль хи՛ 

рактеристик (2).
Для больших z из (3) имеем

уР> (у) ——
Р -=։----------------------- (4)

Если подставить ( I) в (2) и написать соотношение для скорости удар- ■ 
ной волны, легко определить у вдоль ударной волны [1| ;^^В

'*<>՛)<[ ԴԿ'» f - Д । v ՝ ■ • I

II.» граничных условий Рл(у9)-»0, и, следовательно, имеет место ^В 
эффект нелинейного лаг. хання. Здесь обозначено у9 = /0.

Для больших из (5) имеем у—у0 и

** I I
(—1—յտ | /ja

---------А---------- • (6> I
Вл

—:—:-------
, ։ -~rr\p^>ydy

р (xL _L I о. (7} и

ъ— 1л — ЯВл ау0 I

В случае, когда давление на границе задано в виде Рд(/) = |

(О д р_. (0) t. -

Для всей части ударной волны, ограничивающей область олив֊ I I 
ния точки 0, можно получить соотношение, подобное (՝). 1

Пусть мы имеем для граничного давления Р«(/) падение со вре- | 
мепем до нулевого значения РА1/0) = <), где f0 -некоторое число, или 
Рд (/) ֊՝() при t — Здесь ужо нет эффекта короткой волны, но | 
есть /V-вол на [1]. 1

В линейном случае имеем для давления в области ДнфрякЦ^Н я 

р^тй-алЛ('')/г։1Г)- <8> В“՛

,, . z ЦКгде / = 7---- — • I
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Снова заменим характеристики линейной задачи уточненными

JU

t=^- 
a

«ач им

л. -r I 1 Ժ
2 йВ« ду'

ձ (уЖЩ
2а hi -՜֊ 

лу (9)

,Վէ . I Л -f- 1 . г/ (շ) .= —---  In---- .
jBn 2 ay

/"(У)
д РАУ)^(у)
ду

(Ю>

Из соотношения на ударном фронте найдем для у [1| 
у

3 (z) = _°_____
^(y)

2 о

Г(у) = о__________
+ 1 -Li _L_
2 Пл ո ау0

(И)

Скольку при г->ое имеем F(y)~>0, j'-*y0. В самом деле, пусть 
(Q = 0 или Р(/)-->0 при t—>оо и Р(/о) конечно. Тогда по теореме 

ля будет пуль Л(уо) = О, причем 0<у0</б.
Уравнение ударного фронта найдется из (10) и (И) в виде

!Я давления на фронте найдем

/• (у) dy

3(г)
(12)

дельная характеристика найдется из (10)

Найдем еще условие образования заднего скачка, как огибаю- 
в характеристик (10)

^ = —֊ (О/=•(>’) 4-У.

?(-)/;/(у)=1.
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Задний скачок образуется, если Л'(у)>0. Легко показать, что пр 
заданных граничных значениях Р(у) и /?(у) условие F'(y)>0.B4 
полняется и имеется задний скачок, в котором давление повышаете 
до невозмущенного.

Отметим, что для граничного давления в виде

II
предыдущее решение меняется незначительно. В частности, в фор-7| 

յ
муле (7) вместо РА нужно писать 2 Рл j Լք(Հ) d\.

Теперь рассмотрим всю область влияния начальной точки.
В линейном случае имеем для давления в области дифракции

р=_ 1 Д Ռ, f --------- -- (լ3)

** °Z о ’ Հ՜ ՜^՜ ro ~ 2frocos ՛?

где
Հ = R (t - “■ / 'f+^^V-Scos Ф 4- z։ ՝)»

t' — t — /r2 -t r֊ — 2rr9 cos 9 4- Z‘.

Для больших r։ = \r r* -{- zz, если ввести полярные координаты
^«/ղշօտՕ, z = r1slnO. получим

շ= Հ
Р=—1 d'j 1 rdrPx(t——r։ + — rcos6cos<b Y (14)] 

Г յ 42 I] \ Л (I 'I
0 u

то есть тог же эффект, что и для сосредоточенной силы. 
Решение (14) можно переписать в виде

1
2֊

Р =
2 г ,г0

STF՜ г, 4 j f rdrP' ՜ -pi + T r cos °cos* ) ’ l,3l
0 6

где учтено, что в принятом приближении (для больших rj

д __ д sin^_ // _ / 1
dz ՜ дГ а ; а

Заменим характеристики линейной задачи уточненными; пусть 

Тогда получим
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В
р== ik՛՜՜մ՜ g"^v j P։(-v՜1՜krcos0cos^)r£//‘« <1G) 

где
Հ| — R\ У -՝v լ ր0 cos $ COS<b^ •

н уравнение характеристик

I է=֊—9֊ f(y)ln֊֊r)', (17)
a aBn 2 • ' ay

fce

2s r0 
r-, . 1 sin 0 ժ f f / ,1 , A ,F W = 27 ՜ <7՜ J I ( -v + 77 r cos 6 eos ’7 rdr՝

и 6

Заметим, что уравнение характеристик, вообще говоря, дается 
^отношением

Ժ/ dt Հ հ at \2 / (ft \- / X’ — 1 Р \ “^377-^7^“]/ (Й) +(7М Հ՚ + ֊շ֊втУ <18>

Здесь 1Հ, <՛ — радиальная и трансверсальная проекции вектора ско
рости.

Из (14) следует, что = О (у- | . Тогда, учиты

вая, что է= О(1пг։), и оставляя в (18) малые порядка ‘ . най

дем, что производные по 0 нс понадобятся и уравнение характеристик 
дается (17).

Соотношение на ударном фронте дает для у
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где у находится, как и прежде, из соотношения F(yo) = O и по тео
реме Ролля существует для граничных давлений заданного типа, 
О <Հ У о <

Для давления на ударной волне получим

Рассмотрим теперь решение в окрестности точки cos 6=у — 

для постоянной скорости /?'(/) = V’. Давление в линейной постановке 
дается (13).

Пусть Ра = const, что несущественно. Тогда для точек, близких 
1_______

к фронту, է-------у г-+ г։ мало и можно найти

յ՛
Поскольку/ —у, ro = ricos&. 2 = ^i sin 0, имеем

. . f /,(«)֊ 1/

р - Հ- р։ у-1 —J--------- է—֊7---------------- 4 -
՚ ’ P (м> - 1) у Л W ֊ (**֊ հ) ֊ 1) 

где
Л (’•*) = ֊^г - Դ cos 0 cos ձ -р ֊ճ-.

Найдем решение на луче cos 6 = — г . Тогда отбрасывая малые

высшего порядка, имеем
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где
А(Ф) = 2shr-|-r1 cose.

В выражении (21) особенность появляется вблизи точки •]> = (), при

чем легко видеть, что sin՜’ —у. С учетом этого сделаем замену

л ау ( 1 М'՜ )

тг~ф, sin4?— ,------- ь, / = \՚Հ. Тогда, если отбросить малые2 т ՛ 2fj cos՜ 6 1 r
высшего порядка, нетрудно найти выражение для давления вблизи 

at
точки г0= ֊м

/-> = К у։= ~ /\ |’ >և sin О

Д _ з
х ? , С

»J -('-ж)я-н к'-Гу?

Покажем, что в интеграле можно считать у։ — 0.
Представим его в виде

Ո֊յ/FTT ^dt +
° -('-деУ'4’

Г_____________!_________ ____ t < V'yjrdt
+ J (1_^)ГГП(/ГП1+^) -«’+.4 •

л = |Հ։ ֊ /77.
Множитель 1 ,1. не влияет на дальнейшее доказательство и будет

Лг
отброшен. Второй из интегралов записывается в виде 

1 _ з_ _
Ууг С—____  . 1 -------7=—1 " -г-֊-----rdt -

J V t+ 1(W+ I + /О -4(1 4-.n)

I
**'* 1 ՜ ձ \ T

■H 1 y,j /Г+Т(/ք՜ո + /6 Z Д (И-Л) մէ՚
0
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В этом выражении достаточно показать, что второй интеграл 
мится к нулю при у։֊>0.

Произведем оценку

լ Հք
1 У։ J I ' 1?гй + Т ՛ Т' л (> - л) dt

стре-

Сделаем замену

пишется так

пь-^—-
■ I у?

р у։/ = I — х, «7 = — Интеграл
У։

иере-

— 2</х
У! / л-

о է 2՜ J
- Հ — 2rfx ՝ . . - Ր — 2ах 4= 1 У> j-------------Г-------У, + /У> 1 - а------- У, •

Լ (1 — X)՜ J л* 1-07 (1 — Л)՜ /х

Здесь опять достаточно исследовать второй интеграл
I 

у! 2(1 х

1-Oi (1 — х)"(1 ֊Հւ՜7

и 4
f

>-»'* (I --.Հ

Итак, мы показали, что второй из интегралов (23) 
нулю при ух֊>0.

стремится к

f
Итак, для давления на уточненных характеристиках է------> ух

получим при cc-sO= Jy

/>=Д'^Г5Г, (24)

где 
______ _а

Л'=-J—Pxsin б | ------Է--- !----1 dt, (25)
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2րյ cos'֊ b

Сравнения характеристик имеют вид

!з соотношений на ударной волне получим

4 Л~1 Г\ - к3 / а / 1______ _ \ •։ О 3

1ձ±Լճձ/|/ V Л,։/ У 5 8 Հа 2 Вл 3 1 \ ----- շ^՜Ց Г" “ § -v '

У*

■1з (24) и (27) найдем для давления на ударной волне при cos^ = ֊^

յ

причем уравнение ударной линии в виде

Таким образом, в отличие от остальной части ударной волны к 
области дифракции, где давление имеет экспоненциальный порядок

«злости, вблизи точки cosO= давление будет малой величиной

4

поряд1<а(вг) •

। Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила I0XIH963

I’uiqcpik IK. 4Ь.

ՌՂՕՒԿՈհՍ՜ ՃԱՐՎ-ԱԾԱՅհՆ ԱԼՒՔՒ ШсИЛТЬ ՕՐեՆՔՒ ՄԱՍհՆ

Ա IT Փ Ո Փ II Ի Ս'

Հողվածuuf ղխոալւկվու մ !; հեղու կների (մաէիանէյած հս/րվւսծային ալիքի 
շարժման իէնղիրր Jամանակի մեծ մոմենտների համար: Գծւպնաւր]ած ի։ա-
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րակտե րխոոիկներր ճշղրխոնե րա[ էխէ խա րինելս • օղնէէւթ րսւք ր оրէէ fifri ւմ է հար- 
վածալին աչի,p/> մարէքսւն օրքէնաչափոէ-քյ լու֊նը: Եդակի կհաի շրջսւկալղաււ> 
ստացված I; ոշ-ղծալին խնդրի [ուծումր;
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

10. М. Айвазян

Излучение при пролете линейного источника над двумя 
идеально проводящими параллельными полуплоскостями

Задача о возбуждении двух параллельных идеально проводящих 
полуплоскостей равномерно двужущейся заряженной нитью относится 
к типу задач, которые можно точно решить методом Винера-Хопфа.

Пусть нить с линейной плотностью заряда q, параллельная оси z 
движется н вакууме в положительном направлении оси х со скоро
стью v на расстоянии а от краев двух идеально проводящих парал

лельных полуплоскостей (х = 4 Հ у < 0) (фиг. 1). В этом случае /7 

имеет только //. компоненту, а Е и k лежат в плоскости (х, у). Век-
Гу

тор Iерца II имеет только компоненту

Щ. Полный вектор Герца 11, ищем в 
виде со------- ------- ►֊

п1=п0+п, (1) _ь ь
!։ ® Т

где По описывает поле нити, а II опи
сывает поле излучения, которое и будет 
нас интересовать. Потенциалы поля вы
ражаются через вектор Герца следую
щим образом: фиг*

—•
л ==֊•—. ? = —divii, (2)

с at

а поля Е и Н выражаются через потенциалы поля по обычным фор
мулам. Вектор Герца По равен 

по= Ո0(Հա)<? ■ dkdo, (3>

где
I

«к
5 Известий ЛИ, серия физ. мат. наук, .Mt 3
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Вектор Герца П ищем в виде

п = J- J П(Л, ■», л)

Величина П(А\ и>, х) удовлетворяет уравнению

». х)=0.
\ дх* /

(4)

(5)

= —а» Ա)
и а. =------1- Л>, (5 > 0.

с
Решения уравнения (5), удовлетворяющие условию исчезновения на бес

конечности и непрерывности п/ .П s при х = ± b имеют вид 
ffx

{А—Ве"')е 1Х при х>Ь

Ո(Հ «>, х)= At>֊^+ Ве'х при ,х\^Ь (6)

(—Ле21* В) е1Л’при х^—Ь,

где Л и В—функции k. При этом выбирается ветвь հ такая, что 
Ре 7>0 при |1тпА| <?.

Введем теперь обозначения

Ո(Հ ш, л) = П. +П-, (7)

ГЬ (А, ш. х) - ֊' j'n(x. ±у, t)er“^''"dydt. (8) 

о
При этом А’П-|. регулярна по k в области 1гп£> — 3, а Ю_ регулярна 
в области 1ու£<ՀԼ Введем обозначения П (Հ ш, х г. 0)П-(х ± 0). 
Под П (х ± 0) понимаются пределы справа и слева. Из (7) и (6) по
лучим следующие соотношения:

П+ (ծ + 0) + П- (Ь + 0) = Ае-'"֊ Be'*, (9)

Ո+(ծ-0)փՈ (Ь-0) = Дг-!‘+ Ве'ь. (10)

ПчИ-* + 0)-^П-(-д-|֊0) = Л<;-'||>+й<Л (П)

1Ն(-(>-0) + Ո-(-/>-0) = - Яе՜’*-! йеЛ (12)

Из условий непрерывности 11 при у >0 имеем

Ո+(ծփ0) = Ո4.(ծ-0), (13)

П+(- ծ փ0) = Ոփ(-ծ-֊0). (14)

.. п, ԺՈИз условий непрерывности П = — имеем еще следующие соотно- 
дх

шения:



Излучение при пролете л и нс иного источника 83

п; (ծ) + П_ (ծ) = Т (֊ Ач ’Ч Be'"), (15)

п; (֊/>) + П_(-&)=т(- Ле’Ч ճք՜Պ; (16)

из граничных условий Еу( .! bt y<0)=0 получим

10ЛОЖИМ

где

Положим

П_(±*) = -£ e 
Ղ)

֊^‘֊ь j

k(k — Zx)

ГЦ (/?) փ П+(—ծ) =
Ո+(ծ)-ոՀ(-ծ)«ՉՀ

И. (± ծ-ր-0) — П (±ծ֊0) = ±2Փ (-ծ).

Փ. (ծ) = -Be-b. Փ. (—ծ) Ае'ь.

еще

Փ_(/>) — Ф_( — b) = Q . 
Փ- (ծ)-ԼՓ_(- b) = P .

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

Образуем сумму и разность равенств (19) и го же самое проделаем с 
равенствами (15) и (16). Используем обозначения (21) и (18). Из по
лучившихся соотношений исключим Л 4- В и А В. Получим

էcos - - ծ е

Р՝+ + ~ Հ •> = ՜ 1 < 1 + е՜’”) Չ֊ ■ С22»■у k (k — Гл)

sin — b е~а*
% 4 -V . *

К этим уравнениям можно применить стандартный .метод Винера-Хопфа. 
Используем известные факторизации [1]

-1 (I + е՜2'՞) = .М (А) = Л(. (*) Af.(jfe). (24)

1 (1 _в֊»‘) = Լ (А) = £+ (А) (А), (25)
2-(Ь

где функции .-И( (k) и L+(Ь) регулярны при 1тЛ>—Հ а функции 
М . (k) и L (k) регулярны при 1т£<о.

Явный вид этих функций такой

ОО
£±(А) = ехр [Т »•,(*)-« л (А)) П1(1-а’^)’Л+ «АМ е*'*"", (26)

Я«1
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оо
М± (ft) = exp [± Ч\ (ft) - /?* (ft)| ПО - ^«-v,)‘‘+ №*»-՛/,! е~м՛ 

п— I
л

(27)
где

Ч\(А՛) =
ibk Г. , 1 — С + 1п 4- ֊-кЬ,

\ ~kb.

. b Кbn = —> o„_i/։
nr.

b

ехр(- io) = exp [- R+(k)\ exp [- /?_ (Л)], 
/н Ь

Ջ+(#)== -?-arc cos—» R (k) - /?+ (-/г). 
» а

С учетом этих факторизаций преобразуем уравнения (22) 
виду

и

(2В)

(23) к

°’ । -rt«. cos — be
______к/\______ 2g ՝v_______
(a4-A')'?։/VU(A) Հ՜ V k֊i* (а 4- k)'ftM+ (к)

'■° , —illcos — b e
1 \ i • ^(J V

------------■----------- ]=—2M-(k) (4-Л) !A’Q_ - Հ----------,
(a . (Й)/ v (k— it.) (a • it) ‘Л1. (rz)

sin— be-՛'
kQ+________2o/ ՛<’/ 1 1\ _

(к 4- а) ձ4. (k) v к — h. \(A-j-a) ձ+(ձ>) (fx — a) (Zz) /

-2Ьк(к-л)/..(к) P_ 4-^֊
sin — b e~a' 

v
(k it.) (it. a) L (it.)

Правые части этих уравнений регулярны при 1ու^<ՀՀ а левые 
при Im k >— Ճ. Совершая аналитическое продолжение и применяя тео
рему Лиувилля, находим из этих уравнений

cos —Z»e՝w։
ftQ.. = --2֊-------------- (29)

•и (к — it.) (a 4- /х) ‘(ղ - k) ’ M 4. (it.) Л!_ (k)

s\n—be-a' 
----------------------—---------------------------- (30)

vb (k — it) (k — a) (Z* 4՜ a) к . (it) L_ (k)

Для вектора Герца теперь легко найдем следующие выражения:
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-м Ч 1~
П = - -- J (/< ch 7Х + Q- sh 7x)e'i։-“*+'”' dkd* (31) 

- •*> փք։
при I х | Հ b и

'«+։՛•:
п = J- J (Р Sh 7* ± Q- ch TJ)e-’|z|-'w+,‘' dkd*. (32) 

-
где верхний знак берется для а нижний для х < — Ь, |t)<S.

Магнитное поле при у<0 имеет следующий вид:

Н. =----- !֊ ffc».(P- ch 7X4- Q_ sh 7х) е՜'" lty+‘"“ dkd*. (33)
J

В этом случае подинтегральное выражение не имеет точки вет
вления в верхней полуплоскости комплексного переменного к. Поэ
тому контур интегрирования можно замкнуть в верхней полупло
скости и поле А/.- будет определяться особенностями подинтегрального 
выражения в верхней полуплоскости комплексного переменного k. 
При этом вычет в полюсе Л = /х дает падающую волну А/?, но с об
ратным знаком. Вычет в точке k = а в Р_ дает основную распростра
няющуюся в волноводе волну типа ТЕМ. Кроме этих полюсов есть

еще полюса в Р- при sh ;А=0, то есть в точках къп = 1
V с- 4ծ՜

/
®2 «*(2/и4-1՛)*
—------------ — — • Эти полю-
Ժ -Id

ea дают собственные волноводные волны. Беря все вычеты, находим, 
что поле между пластинами имеет вид

<յյ
/ * sin — be

Н: = ֊—\

Ր (_ if^sin — b A+ (k2m) Հ.Լշհ ^2mx)
_V_ v I __________ Հ_________________________x

Cub m | ( ix) ^A’2 n — —^X -T֊

X e-a^ik^y+iMtd^ 4- (34)

I
* (- 1)% cos — ծ Л4+ (k2m ♦ i) sh (b/n+1x)i2OT4i

----------Հ v,,----------- ------------------ x (*։»+.-«)( -+^)А Ш i Y'M+(«)^+1
\ C / \ c /

Xe-a,-ik^yV^d^.

Интересно отметить, что в волне ТЕМ не г частот, для которых
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. °' I n г>sin — о = U, то есть <о =-------- В выражениях для других волн тоже
•и b

есть аналогичные множители. Обращение волны ТЕМ в нуль при
•vr.ni

«о֊ - имеет простой физический смысл. Если время прохождения 
о

источника между пластинами равно или кратно периоду волны, го 
такая волна ТЕМ не возбуждается. Аналогичный результат получился 
и в работе | ]. в которой рассматривалось возбуждение заряженной 
нитью бесконечной системы равноотстоящих параллельных идеально 
проводящих полуплоскостей.

Поток вектора Пойтинга в волноводе можно получить по фор
муле

Wb-rf Гл^Нг..л1х, (35)

-а

где // // (о>) е' "՚ «й». При этом нужно суммировать только потен

т, для которых и ։ вещественны
Поле вне волновода на больших расстояниях можно пЪлучить 

интегрированием по методу перевала. При этом при Л—0 резуль
таты, очевидно, переходят в результаты работы (3|. где рассматри
валась дифракция поля заряженной виги на одной идеально прово
дящей полуплоскости.

UHII Физико-техническая лаборатория
АН Армянской ССР Поступила 14 XII 1963.

Տոէ. IP 0.1 «|։ս«|«աճ

ԳԾԱՅհՆ ШРЗПЬРЬ Ճ11ՌԱԳԱՅ£ՈԱ1Ը ԷՐԿՈհ ԽԴԽԱԼԱՊեՍ ՀԱՂՈՐԴՈՂ 
ՋՈՒԳԱՌՌ ԿհՍէԱԱՐ^Ոհ^ՅՈհՆՆեքԴ Վ-ՐԱՅՈՎ. Wb^h ԺԱՄԱՆԱԿ

Ա И Փ П Փ Ո I» 1Г

մI։ } դիտարկված Հ հարթ կիււաանվերջ "'ll1 7Г/’*՜
ղոումր հավասարաչափ շարվ վող լիցքավորված fjIt/ի կողմից։

Ապացուցված Լ , որ դաշտր ալիքատարի մեջ րտրլկււ/ցսսծ Լ հիմնական 
Ա*ւիքաա41րի սեփական ալիքներից!

ЛИТЕРАТУРА

1. Нобл />. Метод Винера -Хопфл. И. Л.. 1962
2. Нолотомкий !> Л!.. воскрес .-некий Г в Имучсние линейного источника, проле

тающего вблизи дифракционной решетки, обрлпканиоП системой идеально про- 
шедших пол у плоское г ей. ЖТФ. 34 яма. 4. 196-1 7(М.

3, Седракнн Д М Иалучепнс иргагип-ш нити. лйкжу։це։ки параллельно краю бес
конечно пронодяшего зкр.тнл Изнестнч АП АрмССР, серия фнл-мат наук, 
16. 3. 1963. П5.



2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССРՏխւիկա-մաււեմատ. «փաւոյյու&սևր XVII, № 3. 1964 ФнЗИКО-МаТСМйГНЧССКНе Науки

ТЕО Р ЕТ И Ч ЕС КЛ Я Ф И 3 И К Л

Э Д, Газазян, О. С. Мергелям
Переходное излучение в гиротропных диэлектрикахВ работе исследованы особенности переходного излучения в гн- ротропной среде. Рассмотрена задача об излучении точечного заряда, пересекающего границу раздела гиротропная среда—идеальный проводник. 1 иротроиня диэлектрика вызнана наложением внешнего магнитного поля Но,§ 1. Поле заряда в намагниченном диэлектрикеПусть точечная частица заряда е движется со скоростью v вдоль оси з из —ос в ֊г оо в среде с диэлектрической постоянной £ (р- считаем равным 1). На среду наложено внешнее магнитное полевследствие чего материальные уравнения электромагнитного поля принимают вид [1]

Ժ=/Հ (1.1)£ = /(ա>)/ԼПоле частицы описывается уравнениями (1.1) и уравнениями Максвелла, которые, если представить поля н виде тройных интегралов Фурье
Ё = Ё{/г) ԺՀ (1.2)имеют вид

i\kH (*)| =

V
а//(£) = о,

-* — — р — —
։ k D(k\ = • w =- A’ v.

(1.3)



I 88 Газазян Э. Д,, Мергеля» О. С.Разложив Фурье—компоненты поля частицы на составляющие
+ (1Л)

X V |։ -.| f.V ' '֊• — Ц) -
k = х 4- —9֊ V, 1 -у2из (1.1) и (1.3) получим для них следующее уравнение

( k~------£ ч-1 |g £] — / Л — х£ = —п„ - (е— й. (1.5)
\ С3 ) С՝ J £ (х 2-2=* \ с- ) 'Из (1.5) для Фурье—компонент полей излучения имеем

(*’—£')՛
է՝ е '■ 11>՜ /1 Л\*= -О^Г-Л՜՜^՜^’ 0-6)1< ;.1 ճ՜'2 Д С'

Формулы (1.2) и (1.6) дают нам поле заряда в гиротроином диэлектрике. § 2. Переходное излучениеПусть теперь плоскость z = 0 является границей раздела среды с константами е и g и идеальным проводником. Чтобы удовлетворить граничным условиям, полное электромагнитное поле будем искать в виде суммы полей (1.2) и (1.6), а решения однородных уравнений Максвелла в виде£■'= Я,+ £,= I (£,(Л) <.■ ՛'■-֊ Z.e (շ.լ)где 
յ

( ս>՜ g / I ՜՜'՜՚-= = 17’՜տ՜*։± I ՚ (2-2)Граничные условия имеют вид 4-^ = 0, (2.3) _ = 0|.t»J Ц.о| 2!хр|и. кроме того, из однородных уравнений поля имеем
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»> Г ю2

± — п 1 / & — *- Լ — = 0.с Г 1 ՜ ։.-’U ֊'i« = /е.
(2.4)

!з уравнений (2.3) и (2.4) для Фурье-компонент полей переходногоизлучения имеем
Представляя △ в виде

(2.6)запишем Фурье—компоненты (2.5) следующим образом:
-------- 11 1 —.-г—х- е С | ԺИнтегрирование выражений (2.1) проведем с учетом того, что поэтому мы отбросим члены Тогда

(2-8)

Ф и ПО ■/.ле интегрирования по , причем инте-грирование по * производится методом перевала |2|, имеем
4- Հհ «/?-«<)

Е?= г» “ sin Geos О I -г----- Հտ------ jt- cos( J- - nR cos G ) -f-' nRt- J 1 — cos՝ 0 I \ 2s c J
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՜ ^T=^^Tsln(v “և'^օտ6)ի«, (2.9)

4* *>ր evsinO Г =֊₽֊?֊ J < (■" лА’-ы) 

է’
I ՜^1շօտ*՜6

֊ Տ1Ո cos о) +

. Й2г / " <0 .
+ ^-r=y։7cosf֊®r —»/?caS6 մա.

Из формул (2.9) следует, что переходное излучение назад в гиро- тропной среде состоит из поляризованных по «ругу волн, плоскость поляризации которых вращается влево, делая полный оборот на расстоянии Яо = 4* --------- i—° «ս/7 g COS 6 (2.Ю)
Интенсивность его такая же, как и в случае. g = 0, то есть в телес ный угол ԺԶ = տ1ո0ճԹմ9 излучается энергия. 7ք, ԺԾ-Տ1Ո*0 ք.Հ֊ 1 2 , /П.1Ч

d Ա/=^Զ- — „ յ— I I £ - ----- - ------- y-r- d’jj. (2.11)J 1 — ,3։s cos“ 0 1 ՝ 'оКроме этого, имеет место и правополяризованное излучение, однако, его интенсивность ничтожно мала
§ 3. Излучение Вавилова—ЧеренковаПри интегрировании выражений (2.1) методом перевала мы не учлн полюс подннтегрального выражения в точке х = — у ճԿ — 1 . Если выполняются неравенствао<ф’г- 1 <^sin։e, (3.1)то этот полюс хает вклад в интеграл и описывает черепковское излучение, отраженное от границы раздела.Плоскость поляризации отраженного черепковского поля вращается влево, делая полный оборот на расстоянии /?„, а интенсивность его задается формулой Тамма и Франка ;3

. • 1

Е2 )'

то есть равна интенсивности падающего потока (отметим, что на границу раздела падала правополяризованная волна).



Переходное излучение к յпрел ранных диэлектриках 91Есть в отраженном черепковском поле и правополяризованное й*излучение, но интенсивность его ~ Հ2 ֊ с“В заключение авторы выражают благодарность Б. М. Болотовскому за обсуждение результатов.ЦНИ физико-техническая лабораторияАН Армянской ССР Поступила 2X1 1363
Լ. 'Ւ. Դ*սւզսւ<|յա6> Д. О Ա՝1.րզ!.|յւսհ

ԱՆՑՈՒՄԱՅԻՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ ՃՒՐՈՏՐՈՊ ԴՒԷԼեԿՏՐհԿՆհՐՈՒՍ՜Ա Մ ‘Ի Ո Փ 11 I' Ս'
//• ջիէատէէէ fd լան է)ևջ ուսումնասիրված են կետ ալին //'///*/’ անցու մտլին 

հառաղալիք մ ան աս անձն ահա տկս ւիք [n ւննե[• Է> իդեալական հաղորդիչ և հիրրւ- 
Աէրոպ ւլիիլե!րսրիկ սահմանի վրա: Հիրոտրոպիան ստեղծված է արտուքին 
մագնիսական ղաշտի միջոցով, որն ուղղված է քիցքի շար՛! մանը ղուղահեո: 
Դիտարկված են ձաոաղալթման սպեկտրն tit րևեոացսւմը, ստացված Հ բա
նաձև ճաոտղալթման ինտենսիվութ լան համար:

Ւէու ւց կ տրված, որ չերենկովլան ճառագայթման պայմանի կատարման 
դեպքում աս աջա ցած ճառ աղ տ յթ ո ւմ ը լիովին անղրաղաոնում է հաղորցչի 
մակերե nt. ւի/ից ե ունՒ սկղրնակտն ճաոսւդէսլթման րեեռտցմանր հակաււակ

րևեոտցոէ մ։ Հաչվսէ մներր կատարված են ՀհԼ I մոատվորուքմլամրէ
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИКА

И. \. Ббзнрганяк

Функция вероятности распределения молекул в газах, 
жидкостях и аморфных твердых телах

Обычно для описания распределения молекул в газах, жидкостях 
и аморфных твердых телах вводится функция вероятности U7(r). 
Предполагается, что эта функция вероятности распределения сфери
чески симметрична |1| —14). С помощью этой функции определяется 
радиальное распределение молекул в том случае, если относительно 
любой молекулы облучаемого объема оно сферически-симметричное.

Однако, в случаях, когда статическая однородность в облучае
мом объеме не сохраняется, функция вероятности 1Г не может быть 
сферически симметричной и с помощью этой функции не может быть 
описано статистическое распределение молекул.

В данной работе вводится новая функция G, которая дает ве

роятность распределения молекул в направлении вектора S = տ - $0 

при их любом распределении, где и х—единичные векторы в на
правлении падения и рассеяния. С помощью функции G можно найти 
зависимость распределения молекул от направления. В случае, когда 
распределение молекул не зависит от направления, функция G совпа
дает с функцией ХХ'.

§ 1. Замена трехмерного усреднения двухмерным усреднением

Интенсивность волн, рассеянных любым скоплением мотивов 
(атомов, молекул, ячеек) по лауэвскому приближению выражается 
формулой (см. [3|)

где

М |*= ԳI շ I/,I* + 22/,/;exp {ik (տհ,,}) .

I p-J ր հ

г _ 1 / e Հ 1 + cos2 20 
x~ 2

(1.1)

fp ~ функция рассеяния мотива ր, 
N—число рассеивающих мотивов.
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Для нахождения измеряемой интенсивности волн, рассеянных в 
газах, жидкостях и аморфных твердых телах, выражение (1.1) обычно 
усредняют по всем возможным конфигурациям, что часто, в зависи
мости от формы облучаемого объема приводит к большим матема
тическим расчетным трудностям. С другой стороны, этот метод усред
нения лает возможность определить только сферически симметричное 
распределение рассеивающих атомов, т. е. распределение, определяе
мое вероятностью ԱՀ

Нетрудно убедиться в том, что трехмерное усреднение в про
странстве облучаемого объема можно заменить одномерным усредне

нием полинии, параллельной вектору ձ՜ — s — s0. Этим, во-первых, 
задачу усреднения выражения (1.1) можно значительно упростить и, 
во-вторых, этот метод усреднения даст возможноеп. с помощью функ
ции вероятности G найти распределения атомов в любом направле
нии, тогда как прежний метод усреднения дает возможность опреде
лить только сферически симметричное распределение.

Действительно, допустим, что монохроматическая плоская волна 

в направлении надает на рассеивающий объем И, и мы исследуем 

интенсивность рассеяния в направлении s (см. фиг. 1). Ясно, что все 
одинаковые мотивы, располо
женные на одной и той же пло
скости, перпендикулярно® к век

тору ծ՛, независимо от агрегат
ного состояния рассеивающего 
вещества, рассеивают в одина
ковых фазах. Разности фаз воз
никают только между волнами, 
рассеянными мотивами, принад
лежащими различным плоско
сти м.

Следовательно, с точки зрения возникновения разностей фаз без

различно в какой точке данной плоскости (перпендикулярной к Տ) 
расположен рассеивающий мотив.

Если так. го рассеивающий объем можно заменить рассеивающей 

линией, параллельно вектору 5. приписывая каждой точке этой 
линии такую рассеивающую способность, какую имел । плоскость (дан
ного объема), проходящая через эту точку, перпендикулярная к ձ'. 
Таким образом, для средней интенсивности волн, рассеянных в газе, 
состоящем из точечных атомов, по лауэвскому приближению получим 
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где з и У—поперечные сечения облучаемого объема, перпендикуляр

ные к вектору 5, соответственно в точках х и х' (см. фиг. 5).
/—максимальный линейный размер облучаемого объема в направ 

пенни ծ', 26 угол рассеяния.
Так как области изменения переменных х и х', а так же = и с' 

одинаковые, то (1.2) можно переписать в виде

N {N—
V’2 I зехр (i2k sin Ox) dx 

.֊/'2
(1.3)

Как видно, последняя формула представляет собой среднюю интен
сивность, полученную одномерным усреднением.

Используя последнюю формулу, легко можно найти среднюю 
интенсивность облучаемого объема, если только известно уравнение 
поверхности этого объема, тогда, когда эти расчеты по принятым ме
тодам иногда представляют большие трудности. Одновременно эта 
формула дает возможность введения функции распределения С/, .за
висящей от направления.

Для иллюстрации преимущества предлагаемого метода рассчитаем 
среднюю интенсивность рассеянных воли для некоторых случаев об
лучаемого объема.

1- Случай эллипсоидального облучаемого объема. Пусть облу
чаемый объем имеет форму эллипсоида вращения с полуосями а — Ь 

и с0 и допустим вектор S лежит в плоскости ab, то есть в плоскости 
кругового сечения, тогда получим

- I / 4* V I+ 1Հ-) —յԼ|փ(թՀյ)|փ (1.4)

где
ф(х) =

sin 6
>1 - —х •

2. Случай шарового облучаемого объема. В случае шарового 
облучаемого объема, поставив в (1.4) a = c — R, получим

J = Գ/21/V 4- N (/V- 1) [Ф (и/?)|5). (1.5)
Как видно, последнее выражение точно совпадает с аналогичным вы
ражением, выведенным трехмерным усреднением (см. |1] и |2j).

3. Случай цилиндрического облучаемого объема. В случае, когда 

облучаемый объем имеет вид кругового цилиндра и вектор Ճ перпен
дикулярен к оси цилиндра, можно различать случаи, когда плоскость 
падения совпадает с плоскостью кругоного сочения и когда ось ци
линдра лежит в плоскости падения (см. фиг. 1 и 2). Дли этих двух 
случаев з имеет одинаковое значение
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3 = /17?։-х=, (1.6)

где А? л I -соответственно радиус и длина цилиндра, ?:—расстояние з 
от оси цилиндра.

Имея ввиду (1.3) и (1.6), получим

7 = С։/' /V |-.У(Л -1) (1.7)

где Jj (г)—функция Бесселя первого по

рядка, z = и/?. В случае, когда вектор S’ 
параллелен оси цилиндра (см. фиг. 3), для 
> получим տ ֊- к/?'2. Имея в виду последнее, 

из (1.3) получим

7 = (1.8)

4. Случай параллелепипедального облучаемого объема. В слу
чае, когда облучаемый обком имеет вид параллелепипеда и вектор 

ծ* перпендикулярен к его грани, для о получим (см. фиг. 4) с = ab, 
что для интенсивности лае։

>=C,/’[/V + N(<V-1) Х(Э~)- (Լ9>
§ 2. Функция вероятности распределения мотивов

Облучаемый объем разобьем на гонкие параллельные слои, пер

пендикулярные к вектору S (см. фиг. 5). Как уже сказано, интенсив
ность рассеянных волн не зависит от распределения рассеивающих 

мотивов в направлении, перпендикулярном к вектору S, а зависит 

лишь от распределения в направлении S, то есть в данном бесконечно 
тонком слое при данном числе рассеивающих мотивов интенсивность 
волн, рассеянных этим слоем, совершенно не зависит ог распределе
ния мотивов внутри слоя—только зависит от их числа.

Вероятность того, что мотив р расположен в слое i и одновре
менно мотив q расположен в слое у, для точечных мотивов равна
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^dxt ^dxf 
V * V (2.1)

для газа, состоящего из одноатомных молекул конечного размера, 
а вероятность будет

0(х)2ф_.Л^_, (-2.21

G зависит от характера распределения 
мотивов в направлении х (координатная

ось х параллельна вектору Ճ (см. фиг. о)).

В случае вероятности (2.1) средняя интенсивность выражается 
формулой (1.3). а в случае (2.2) эта интенсивность может быть вы
ражена формулой

7=С։/։ .V4-.VGV-
Ч-//21 Г Ր ilklx,— х.) sm’J t

l)p, О^е * ' dxtdxj 

которую удобно переписать в виде (см. |1])

•՜'-Գ/8 -- ( S (х) exp (i2kx sin 0) dx

.-է 2
Ч-//2

fl ֊ Ci (х)| յ (x) exp (/2£xsin0) dx
-1/2

Первый интеграл в последнем выражении мы уже рассмотрели. Этот 
интеграл имеет заметное значение только при очень малых углах, 
поэтому мы этот член опустим, следовательно.

Л‘(Л'— 1) f
V’ 0՛ (х)] ~ (х) exp (z'2Zrx sin 0) dx ■

7 Известия All, серна физ. маг. науь. № Л
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Пределы интегрирования мы .можем взять от — оо до ֊֊«, так как 
на больших расстояниях функция вероятности О(х)какн IF (г) стре
мится к единице. Распределение в данном слое .может влиять на рас
пределение только ближних слоев. Однако, можно и освободиться от 
этого ограничения. Действительно, даже если в пределах всего облу
чаемого объема функция распределения 6(х) отлична от единицы, 
то есть если на любых расстояниях распределение мотивов не совсем 
беспорядочно, то все-таки пределы интегрирования можно взять от 
-х до х, так как вне пределов облучаемого объема величина 
с(л) равна нулю

'=Գ/3 V- tv(/V-֊i) 
V (յ (Л')| о (х) exp (I2kx sin 0) dx ■ (2-3)

Если предполагать, что размер рассеивающих мотивов (эффективный 

размер области действия) в направлении ձ՝ равен ц и при х><7 
6’(х) = |, а при х<<7, б(х) = 0, то (2.3) даст

^с,/= Л՛ a(x)exp(/2fcx$in6)rfx
֊հշ

(2.4)

откуда на основании формул (1.4)—(1.9). можно вычислить среднюю 
интенсивность для различных видов областей действия мотивов.

§ 3. Определение функции вероятности распределения

С помощью формулы (2.3), используя экспериментальные данные, мо
жем вычислить функции вероятности распределения. Действитель
но, заменяя /V—1 через N. из (2.3) получим

J ----- 1 |//' = ( |6(Л') — 1) э(х) ехр (г2/гх$1п0)</х, (3.1)

—ас

где /и(0)= у—среднее рассеяние, приходящееся на один мотив, 

.Vп0 = —средняя плотность мотивов.

Применяя интегральное преобразование Фурье, из (3.1) получим
4-'֊

«й|О'(х) —1]а(л)= j <р(н)exp(Z2«a>)մ|ւ, (3.2)

где
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Определив экспериментально Ли («•), можем вычислить интеграл в 
(3.2) и определить функцию G(x).

§ 4. Обсуждение результатов и выводы

Из результатов вышеприведенных расчетов можно сделать сле
дующие выводы:

1. Выводы формул (1.4)—(5.9) показывают, что предлагаемый 
метод значительно упрощает расчеты интенсивности волн, рассеянных 
в газах, жидкостях и аморфных твердим х телах.

2. Введена новая функция вероятное и распределения мотивов, 
зависящая от направления.

Используя экспериментальные данные, можно определить функ
цию вероятности распределения G{x).

Можно ввести также функцию плотности мотивов п(х), которая 
определяется тем, что չ(х) п (х) dx есть среднее число мотивов в 
слое, расположенном между координатами х и х 4- dx.

Функция вероятности 0{х} и функция плотности п (х) связаны 
соотношением

« (х)-= w0G (х) = yG(z). (4.1)

Действительно, при совершенно беспорядочном распределении (7(x) = i 
и «(х) совпадает с п.

В силу (4.1) выражение (3.2) примет следующий вид:
т-

խ (х) —/?0]з(х) = «(u)exp(«2-jix) մս, (4.2)

Последнее дает возможность определить п (х) для любого х. Фор
мулы (3.2) и (1.2) в особых случаях, например, в случаях волок
нистых веществ, смогут быть очень полезными.

Действительно, для определения сферически симметричных функ
ций вероятности :v (г) и плотности р(г). интеграл в выражении 
(СМ. [!])

4֊г= [р (г) - р0| = 111/ (1») sin urrfu
о

4-берется для всех значений u— - sin 0, то есть при г = const для

всех значений угла рассеяния И, поэтому функция w (г) является сфе
рически симметричной и фактически представляет вероятность сред
него распределения молекул на поверхности сферы радиуса г. Функ
ция -а* (г) зависит только от величины, а не от направления вектора 

г. Функция р (г) является средней атомной плотностью на расстоянии 
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г от любого атома, то есть средней плотностью на поверхности сферы 
радиуса г.

Так как в процессе определения G (х) и п (х) все наши расчеты 

производились для данного направления вектора S $ ■ х0, и именно, 
поэтому функции (j(x) и п(х) зависят от направления. Для различ

ных направлений вектора 5 эти функции могут иметь различные зна
чения, если в облучаемом объеме распределение молекул зависит от 
направления. Следовательно, в процессе определения G(x) и п (х) при 
вычислении интеграла

( ?(’0exp(Z2spx) du

необходимо использовать только те экспериментальные данные, то 
есть только те значения р. которые соответствуют одному и тому же 

направлению вектора
Как известно, в волокнистых веществах распределение молекул 

сильно зависит от направления. Вдоль осн волокна и поперек вероят
ности плотностей распределения молекул резко отличаются. Именно 
с помощью рассматриваемых здесь функций G (х) it а (х) можно оп
ределить зависимость плотности молекул от направления, что очень 
важно при исследовании волокнистых веществ.

Ереванский государственный университет Поступила 5 X 1963

Д. £‘.J/qjiv.jillI1Jlull

ԳԱՋեՐՈՒՄ, ZbinhliWnhlJ b< ԱՄՈՐՖ ՊհՆԴ ՄԱՐՄԽՆՆհՐՈհՄ 
ՄՈԼեԿՈհԼՆեՐՒ ՐԱՇխԱԱՆ ՃԱՎԱՆԱԿԱՆՈհՌՅԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆ

Ա 1Г ‘Ի П Փ II I' Ս'

Սովորարար դադերի, ՜>հ դուկների /< ամորֆ պինդ. մարմինների մ 111 մէէ- 
լեկուլնե րի բաշխումը նկարադրեչու համար կիբաովում Լ if ի ֆունկցիա, որբ 
ււֆերիկ ոիմեուրիկ Լ է 1խդ ֆունկցիա քի օդն ութ լամ ր որոշվում !; մոլեկուլների 
ոադիալ բաշխումը աքն դեպքում, երբ նա ճաոադւոլթ վո դ Հակայի ցանկացած 
մոլեկուլի համար սֆե րիկ ււիւ1եարիկ է:

Տվլաչ աջխատոլթ լունում կիրաովում Լ մի նոր ֆունկցիա. որը աալխէ
—* - > —* —> -4

է մոլեկուլների րաշիւոլւքը ի) = ձ' — վեկտորի ուդդոլթլամրք որանդ ձ' /։ 

հա մ ապաաաոիւանա րար անկման tn ցրման ո ։ դո ութ լա ։է ր միավոր վեկտոր
ներ են։
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ինտենսիվս։ [d/ուններր հաշվելու համար սաարս րկված է նոր մեքՅող, 
դդալիսրեն որսրդեընո։ մ Է սդղ հաշիվները դաղերի, հեղակների և ամորֆ

հնդ մարմինների դեսրրում:
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АСТРОФИЗИКА

И. Д. Караченцев

О нестабильности сферического скопления 
галактик в Сота

§ 1. Общие сведения

В последнее время вопрос о стационарности различных систем 
алактик приобрел большую остроту и значимость. Начиная с 1955 
ода, в серии работ В. А. Амбарцумяна и других авторов [1, 2, 3, 4] 
•ыло указано на неустойчивость конкретных групп и скоплений га- 
актнк.

Конференция по нестабильности систем галактик |5|, состояв
шаяся в 1961 году в Санта-Барбаре США, подвела итоги дискуссии 
по этом\ вопросу. Сделаны были следующие выводы:

1. Тесные физические пары галактик, по-видимому, стабильны.
2. Небольшие группы с трапецеидальной конфигурацией (Квин

тет Стефана) расширяются.
3. Неправильные скопления типа Virgo подозреваются в неста

бильности.
4. Компактные правильные скопления (Сота) имеют отрицатель- 

ую полную энергию и стационарны.
Последнее утверждение подробно обосновано Ф. Цвикки, кото

рый много лет занимался изучением сферического скопления Сота. 
Перечислим его аргументы (в порядке возрастания убедительной 
силы):

а) высокая степень симметрии сферических скоплений прямо 
указывает на стационарность их:

6) распределение плотности числа галактик вдоль радиуса скоп
ления соответствует ожидаемому из теории для изотермической гл
авой сферы Эмдена:

в) далекие скопления галактик не обнаруживают по сравнению 
с близкими каких-либо эволюционных изменений;

г) в скоплениях заметна сегрегация ярких и слабых галактик, 
имеется аналог больцмановского распределения плотности для смеси 
.газов 1. А такое распределение устанавливается лишь с достижением 
системой стационарного состояния:
*

Л) в сферических скоплениях очень высок процент эллиптиче
ских и линзовидных (ձ*Օ)  галактик. Такое население образовалось в
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результате взаимных столкновений, приводящих к потере пыли и 
сглаживанию структурных неоднородностей. Поскольку столкновения! 
между галактиками редки, то обилие типов Е и SO указывает на со- I 
лидный возраст скопления;

е) положительный знак энергии у всех скоплений противоречит 
общеизвестному факту, что большинство галактик входит в скоп
ления;

ж) для расширяющихся скоплений .время экспансии" в 5—10 
раз меньше, чем возраст наблюдаемой части Метагалактики (13-10’лет). 

Единственным обстоятельством, не укладывающимся в эту си
стему аргументов, явилось применение к скоплениям теоремы ви- 
риала. В предположении стационарности скоплений из теоремы ви- 
рилла получались ненормально большие значения отношения массы

Afк светимости -у— для галактик. .Устранить указанную трудность пы

тались введением следующих предположений:
а) эллиптические галактики, входящие в скопления, действнтёль- 

Af й 
но имеют - большее, чем галактики фона;

6) в массу скопления существенный вклад вносит светящаяся и 
н с в и л и м а я м е ж га л а-кти ч ёска я матер и я.

Однако, эти предположения кажутся искусственными и, более 
того, противоречат некоторым наблюдательным данным.

В сферическом скоплении галактик Сота как в системе грави
тирующих частип возможны четыре различных состояния стационар
ности:

1. Неустойчивое состояние с положительной полной энергией.
2. Состояние нестационарное™ в общем регулярном поле при 

отрицательной энергии.
3. Стационарное состояние в регулярном поле.
■I. Квазистационарное состояние в поле иррегулярных сил.
В четвертом случае должно устанавливаться равнораспределение 

энергии между галактиками с разными массами. Именно этой точки 
зрения и придерживается <1>. Цвиккн. Предположение, что у Сота 
полная энергия положительна, впервые было выдвинуто В. А. Амбар
цумяном [2]. Промежуточная точка зрения принадлежит Т. А. Аге- 
кяну [6]: он считает скопление Сота стационарным только в общем 
регулярном поле.

Задачей данной работы является отыскание таких морфологи
ческих и динамических критериев, которые могли бы однозначно ука
зать на степень стационарности сферического скопления Сота.

§ 2. Результаты измерений

В районе скопления Сота на картах Паломарского атласа опре
делялись координаты, угловые диаметры и типы галактик до опреде
ленного углового размера dm-n. По этим данным строилась диаграмма
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[Определения галактик. На диаграмму галактики наносились различ
ными индексами и цветами в зависимости от яркости и типа. Такой 
способ изучения скоплений трудоемок, на зато дает гораздо больше 
морфологических сведений, чем обыкновенные подсчеты чисел галак- 
niK в единичных площадках. В частности, имеется возможность опре
делять характер населенности скоп- -
ления и количественно изучать эф
фекты сегрегаций. Для перехода от 
углового размера к фотографиче
ской звездной величине строилась 
зависимость по 49 галак
тикам с известными звездными ве
тчинами (фиг. 1).

Фиг. 1. Зависимость звездная величи
на -логарифм углового диаметра для 

галактик Сота.

Изученная область имеет вид 
прямоугольника с размерами 9 х 
X 8е.4 и центром, приблизительно
совпадающим с центром скопления (фиг. 2 и 3). На этой площади 
обнаружено 617 галактик ярче 15т.6 и 1937 галактик ярче 17,։1,4.

Фиг. 2. Распределение галактик ярче 17т.4. Центр скопления отмечен 
черным кружком Каждая цифра указывает число галактик в квадрате со 

стороной 1Г,2.
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Распределение их в первом приближении сферичное. Однако, имеются 
и заметные неоднородности. На фигурах они обведены линиями. 
Ниже будет показано, что эти неоднородности распределения обра
зуют структурные особеннбсти Скопления Сота.

Подсчеты галактик в кольцевых зонах и вычисленное по ним 
распределение плотности числа галактик вдоль радиуса приведены в 
табл. 1. Центр скопления (а= ւշ^Ց/^Յ. ձ= 23° 14') выбирался по мак

симально;"։ концентрации, он приходится на самую яркую галактику 
NGC 4874. Из таблицы видно, что граница скопления довольно неоп
ределенна. Если из подсчетов чисел галактик фона не исключать со
седнее скопление (Coma NL), то падение плотности прекращается на 
расстоянии 3 4՜ от центра. Если же Coma М5 исключить, то плот
ность надает вплоть до последней зоны. т. е. до 5°—6°. Возможно, 
что скопление простирается еще дальше.

Чтобы найти количество членов скопления, нужно принять опре
деленное значение числа галактик фона на квадратный градус Л’;:. 
При Лф= 15 к скоплению принадлежит 890 галактик ярче 17,“4.
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Заметим, что изучаемая область располагалась на четырех кар
тах. Из-за непостоянства атмосферных условий Л% различно для раз
ных карт. Сравнение подсчетов галактик на участках, общих для 
двух карт, показывает, что Л'ф меняется от карты к карте всего на 
15—20%.

Для выявления эффекта сегрегации ярких и слабых членов скоп
ления в каждой зоне вычислялась средняя звездная величина галак
тик т. Такая характеристика удобнее критерия Цвиккп (отношения 

чисел галактик ярче и слабее 16га5) [7]. т. к. зависимость т (г), во

обще говоря, может быть получена и теоретически. Значения w ука
заны в табл. 2. В ней же приводится и процентное содержание га
лактик различных типов (галактики фона не исключались).

Таблица 1

Номер 
зоны

Радиусы 
зоны

Число га
лактик в 

зоне

Число галактик 
на квадратный 

радиус

1 О'—5' 22 1010
2 5-10 33 ■194
3 10-15 49 367
4 15-20 32 210
5 20-25 25 127
6 25- 30 42 175
7 30-35 31 НО
8 35 40 40 123
9 40-45 32 86

10 45—50 36 87
11 50-55 26 57
12 55-60 39 78
13 60-70 67 59
14 70-80 65 50
15 80-90 54 37
16 90—100 59 36
17 100-110 54 30
18 110-120 66 33
19 120 140 135 30
20 140-160 99 19.0
21 160-180 108 18.2
22 180 -200 130 19.6
23 200—220 139 19.0
24 220-240 150 18.7 17.1’ )
25 240-260 146 16.8 16.2
26* } 260-360 287 17.4 11.7

:: Последняя дона охватывает не все направления. а только четыре угла пря
моугольника. Среднее расстояние вершин углов от центра равно 367'.

** Число галактик на квадраты։! градус после исключения соседнего скопле
ния Сота Л7с.

Анализ таблицы позволяет подметить следующие тенденции: 
т с большими колебаниями возрастает от центра к периферии; про
цент эллиптических галактик убывает от 80 ֊90°,'0 в центре до 30% 
на краю скопления; процент SO приблизительно постоянен; процент 
спиралей возрастает с 5 до 40—50%; неправильные галактики почти * ** 
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отсутствуют в центре, з на периферии составляют •"՛—10%; галактики 
с низкой поверхностной яркостью составляют 1—2%: процент пеку
лярных убывает от 15% в центре до 5% на краю скопления.

Может показаться, что Сота состоит исключительно из /Г и SO 
галактик и что наличие спиралей, также кок сегрегация спиралей и

Таблица 2

Во втором столбце приводится средняя звездна < величина галактик в зоне.
В третьем — шестом укзззн процент галактик радлпчпих типов.
Последний столбец дает число спиралей на квадрат нкй градус

Номер 
зоны т $0% 5*/. 7<7«

С пи 1К<Я1 
поверх*  
ПОСТНОЙ 

яркие ГЬЮ

И.) них 
покулир- 
нмх “/о

1 14w77 86 9 5 18 50
2 15,10 91 6 3 13 15
3 16.16 73 15 12 13 •16
4 15.26 47 34 13 6 6 27
5 15.91 64 16 20 — 8 25
0 15.80 52 31 17 — 7 3<1
7 15.32 15 32 17 6 — —— 19
8 15.98 45 22 28 5 3 34
9 15.07 59 16 19 6 13 16

К) 15.37 42 33 25 — 3 22
II 16.42 п 15 8 — 12 5
12 15.59 39 23 25 8 5 8 20
13 15.59 48 18 25 9 «_ 9 15
и 15.46 40 22 29 6 3 14 15
15 15.00 28 30 35 4 3 11 13
16 15.29 29 32 22 14 3 9 8
17 15.73 33 9 54 4 — շ 10
18 15.73 36 29 29 6 — 10
19 15.46 32 13 46 5 4 6 13
20 16.10 32 13 48 —- 2 9
21 16.12 Հ0 19 37 4 6 7
22 15,64 38 20 34 8 ■ — 5 7
23 16,16 36 15 41 7 1 4 8
24 15.80 30 21 37 11 1 1 7
25 15.51 30 15 46 7 2 7 8
26 15.61 31 17 45 4 3 3 8
26- 15.80 24 12 51 8 3 2 6

эллиптических галактик, обусловлены изложением галактик фона. 
Последний столбец табл. 2 дзет число спиралей на квадратный гра
дус для каждой зоны. Убыль А пт центра наружу указывает на 
реальное присутствие спиралей в скоплении.

§ 3. Структурные неоднородности Сота

Изучая распределение галактик и Сота. Шейн и Виртанен |8| 
обнаружили подсконлепие к югу от центра на расстоянии I . Ван 
дсн Берг |9] исследовал угловые расстояния между га тактиками н 
тоже пришел к выводу, что н Сота существуют подскопления. Одна
ко, его методика не давала возможности исключить эффекты погло
щения и наложения далеких скоплений.

Та же лона, но бе л скопления Coma А7?.
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Па диаграмме распределения галактик выделяются, по крайней 
мере, пять подскоплений (I—V) возле центрального ядра, а к северо- 
востоку на расстоянии 5 от центра находится скопление, обозначен
ное символом Coma A'Zf.

Поскольку Сота находится вблизи галактического полюса, то 
поглощение света пылью Галактики невелико. Чтобы выявить межга
лактическое поглощение света, использовался следующий прием. 
Ослабление света сопровождается покраснением. При наличии погло
щения в областях, бедных галактиками, должен наблюдаться избыток 
цвета СЕ. Следовательно, должна существовать свя^ь между числам;։ 
галактик в единичных площадках на красной (А՛*)  и синен (.¥<-) кар
тах Паломарского атласа. Выясним вид этой зависимости.

Для однородного поля одинаковых по яркости галактик справед
ливо соотношение:

А’= №«3,98՜ձ'”, (3.1)

где Д/л—поглощение света в звездных величинах, А и .V, соответ
ственно,—числа галактик на единичной площадке в отсутствии и при 
наличии поглощения.

Применяя (3.1) к синей и красной картам, имеем

Л7 -(Дт.— Дт4)
V = ’ 3’$$ = const • 3.98 ' ‘.

Избыток цвета линейно связан с поглощением: СЕ = : здесь 

коэффициент ; выражается через эффективные длины волн двух спек

тральных областей следующим образом: \ = -т—֊՜: для Паломар- — հղ

ского атласа Х. = боООЛ, X, = 4300 .4 и 7 = 2,96 ^֊3. Тогда

АТ . .,з— const-Л . 
ЛЧ

(3.2)

Следовательно, между и 1g Л՛, должна наблюдаться линейная

зависимость. Подсчеты галактик до 20* ” в 102-х площадках, располо
женных на разных расстояниях о г центра скопления, дали для коэф

фициента корреляции между lg-тг и lg Лгг значение К= 0,3 ±0.1.

Но галактики 20"’ заметно ослабляются красным смещением. Для га
лактик ярче 17'п9 К— ±0, 1 ±0.1.

Аналогичные подсчеты проводились и для звезд. Полученные 
результаты позволяют утверждать, что ни галактическое, ни межга
лактическое поглощения не могут быть причиной наблюдаемых неод
нородностей в Сота.
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На реальность существования подскопленин указывают также 
данные табл. 3. Мы видим, что в каждом подскопленин процент ярких 
галактик выше, чем у фона. Средняя звездная величина т галактик 
подскопления меньше т для галактик соседних областей, находящихся 
от центра скопления на том же расстоянии. Следовательно, наложе
ние далеких скоплений не может быть ответственным за наблюдаемые 
неоднородности распределения.

Таблица Т

Область ■'< m W.WItU «io
■

IF l л)
W'(«) 1
1F(«) 1 •*

Coma 1 9 34 15m40 15‘”67 I4m3 4.10-9 ft 10՜5
Coma 11 13 34 15,39 15.58 14.3 2-КГ10 310՜13
Coma 111 14 26 15.32 15.50 14,4 8-10՜2 310-’
Coma IV 12 19 15,54 15,56 14.5 MO՜2 5-10՜1
Coma V 9 41 15,36 15.64 14,6 Ի IO՜4 5.10-’°
Coma Nil 10 34 15,46 15,73 14.2 — —
Фон 5 18 —- — — — —

I IV (л) 
I U"(n)‘

Л' ,в/п —процент галактик ярче 14ш6,
Л'Л %—процент галактик в интервале 15՚”6 14m6,

/и -средняя звездная величина галактик подскоплеиия (ярче 17!П4),
ль |1Н средняя звездная величина галактик в зоне (ярче 17т4). в которой 

расположено подскопленне,
т,0 — средняя звездная величина 10 ярчайших членов подсколлемия, 

»'(л) I
I —относительная вероятность случайной Флюктуации для галактик

ярче 17® 4,

-относительная вероятность случайной флюктуации для галактик 
д

ярче 15’п6.

Средняя звездая величина 10 ярчайших членов у каждого под
скопления приблизительно одинакова, значит подскопленин находятся 
примерно на одинаковом расстоянии от наблюдателя и образуют фи- 
з и ч е с к у ю с и с те м у.

Обнаруженные неоднородности распределения не могут быть слу
чайными. Вероятности случайных флюктуаций распределения галактик 
внутри областей Coma 1 —\ для галактик ярче 17-4 и ярче 1оп։6 при
ведены в последних столбцах табл. 3. Вероятности рассчитывались по 
формуле

_ <л-п)г

Ա7խ) = Ա7խ) >е 2՞ , 
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где п—среднее (на и вероятней шее) число галактик в данной области, 
я—наблюдаемое число, 117 (я)—вероятность ипивероятнейшего распре
деления, а 1Г (я)—вероятность флюктуации Z л— «)■ Вероятность слу
чайного скучивания в областях 1, II. V составляет ничтожную вели
чину: 10՜4—10՜13. Для областей III и IV вероятность порядка 10՜1 —10՜2. 
Однако, нужно помнить, что пространственная флюктуация плотности 
всегда больше, чем в проекции на картинную плоскость. Поэтому 
вычисленные вероятности систематически завышены на несколько 
порядков.

Подсчеты галактик на диаграмме 2 показывают, что в подскоп
ления I—V входит более четверти всего населения Сота.

Отмстим такой любопытный факт: скопление Coma NE вытянуто 
в направлении Сота, а система подскоплений Coma I V. в свою оче
редь, ориентирована на Сота .\’Е. Такая диагональная асимметрия 
Сота хорошо заметна и на фиг. 2 в статье Мэйалла |10j. Судя по 
звездным величинам ярчайших галактик, оба скопления равноудалены 
от наблюдателя. Вполне возможно, что здесь мы имеем сверхсистему, 
напоминающую цепочку скоплений в Геркулесе.

На диаграмме распределения галактик, выделяются еще две не
большие группы. Они обведены на фиг. 2 пунктиром. Северная из 
них имеет диаметр 12' и состоит из 8 эллиптических галактик сред
ней яркости, угловой диаметр южной—25', состоит она исключительно 
из спиралей (9 членов ярче 17՚"4). Эти группы находятся, по-види- 
м.ому, за скоплением, по нс исключена возможность и того, что они 
принадлежат скоплению.

§ 4. Оценки массы и светимости скопления

По данным Мэйалла |10] средняя лучевая скорость для 50 га
лактик скопления составляет -6920 А֊ • а дисперсия лучевых ско- 

Сс!К

рзстей—982——. Этому соответствует при //— 75 ——{— расстояние 
’ сек ’ ՛ сек мне
г —92 мне. Прокалиброванная зависимость позволяет найти
интегральную светимость скопления. С учетом галактического (0,т24) и 
межгалактического (0т21) ослабления света общая светимость состав
ляет 1,9-101“ Дт*.  Абсолютная фотографическая величина Солнца бра
лась по Аллену {11) равной 5ГО31. Интегральная светимость скопления 
соответствует излучению от 950 галактик с абсолютной звездной ве
личиной—19," 0. Основной вклад в светимость скопления вносят яркие 
галактики. Для них зависимость т*  —lg d прокалибрована достаточно 
хорошо. Точность оценки L составляет примерно 30%.

• Эйбелл получил несколько меньшее значение—1,5-10’г/.г> Но за ралиус Союз 
он принимал R = 2,о
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Для определения массы скопления предположим. что оно ста
ционарно и применим теорему вириала:

2Г+а-0. (4.1)

Кинетическая энергия Т вычисляется по дисперсии лучевых скоро» 
стей. Потенциальную энергию Ս можно оценить двумя следующими 
способами

а) разобъем скопление эквипотенциальными поверхностями на ряд 
тонких концентрических слоев. Потенциал внутри каждого сфери
ческого слоя считаем постоянным. Тогда гравитационная энергия 
скопления представляется формулой

где

(4.2)

(4.3)

здесь Г/-радиус /-го сферического слоя. Л\—число галактик в нем, 
а индекс Д՛*  связан с радиусом скопления: rk — R. Записанное в яв
ном виде относительно массы уравнение (4.1) принимает вид:

И =233 ( 2R. (4.4)

масса скопления выражена в солнечных массах, дисперсия скоростей

( bv*  > в — . а эффективный радиус Ք в парсеках. Беря V, из табл. 1, СС*\

имеем R = 0,45/?. Для R = 5; получается .И = 5,03-M)u/Mq. Эта оцен

ка дает нижний предел массы скопления, т. к. при вычислении R 
использовалось распределение плотности в проекции на картинную 
плоскость;

б) верхний предел массы можно оценить метолом .полос’ Ам» 
бпрцумяи.» 12|. R этом метоле все галактики проектируются на не
которую произвольную ось у. проходящую через центр сферического 
скопления. Потенциальная энергия дается точной формулой

С/= G |?(у)|’т/.у. (4.5)

где G—постоянная тяготения, а о (у)—распределение плотности в 
проекции на < сь у. Задача н: кож .ения ( сводится к подсчетам чисел 
галактик в параллельных полосах шириной Ду. Подставляя (4,.б) в 
теорему внриала (4.1). получаем



О Ht'ciu6։։.ibnocTP сферического скопления галактик в Coma ]J3т - — — Ճ-:—է

Л! = 233 —--------- - • ( Дт- > Ду; (4.6)
У № (у)Ду |

здесь Ду—ширина полосы в парсеках. < А:՛ ՝ —дисперсия скоростей в 
/ՀՅ/՛

(у) Ду—число галактик в /-ой полосе, а .V—полное число 
I f'K

галактик. В силу неравенства Кошн-Буняковского методом .полос- 
получается верхнее значение массы. Расчет массы по формуле (4.6) 
(полосы брались шириной в 33') дает Л1 — 4.96՛ IO15 Af®.

Как видим, согласие независимых оценок .массы хорошее. Для 
среднего значения Af 5.0- 10йА<© получаем отношение массы к све
тимости М = 1020-— — , т. е. на полтора порядка больше обыч

ного.
Объяснить избыток А! присутствием между галактиками темного 

газо-пылевого вещества невозможно: за Сота видно много далеких 
скоплений. По данным радионаблюдений |13] масса нейтрального во
дорода не превышает ՛.->■' Հ общего количества вещества в Сота.

Если предположить, что избыток А! сосредоточен в невидимых 
плотных телах с массами порядка массы галактики, го снова натолк
немся на трудность. Для Сота время релаксации Z/;=10u — К)’2 лет. 
Чтобы удовлетворить критерию устойчивости скопления, требуется 
отнести на долю невидимых тел 96° 0 всей массы. Но тогда էը умень
шится до 2-10* —2-101' лет. то есть скопление быстро достигло бы 
каазистационарного состояния в иррегулярном поле. А в Сота нет 
признаков стационарности даже в регулярном поле (подскопления!).

Некоторые полагают, что у гигантских эллиптических галактик 

могут быть чрезвычайно большие значения — — . и поэтому в

j— Сота — 10Չ0 нет ни чего удивительного. Однако, если для слабых 

галактик Ջ- нормальное, т. е примерно 20—30. то у ярких должно 

■быть 1000—2000, Поскольку из теоремы вириала, применяемой к
внутреннему движению звезд в галактиках, А1~ ( Дт»5) R, а из гра- 

А4
фнкэ I £•*/?,  то . — < Др՝ . Из этого следует, что у гигант-

ских галактик дисперсия скоростей звезд должна быть на порядок 
К Л(

больше, чем у нормальных и составлять примерно 2000 - . , . . Но в 

пользу такой большой дисперсии скоростей звезд у гигантов нет ни
каких наблюдательных данных. Более того, большая размытость спек
тральных линий поглощения у £—гигантов приводила бы к большим 
погрешностям н оценках их лучевых скоростей. Однако, в каталоге
$ ЧШсгтнв ЛИ, <«-յ:ւ՚տ u։.. .4.1
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[14] лучевые скорости ярчайших галактик NGC 4874 и 4889 приве-

дены с погрешностью ± 30------- и 40------- , соответственно, тогда1 сек сек
как у слабых галактик погрешность в 2—3 раза больше. К этому 

следует добавить, что. имея - '■1000, галактики Сота заметно от

личались бы от галактик фона. При той же светимости или их диа
метры должны были быть на два порядка больше нормальных или 
же внутренняя дисперсия скоростей звезд больше на порядок, чем у 
галактик фона. Ни то, ни другое не подтверждается наблюдениями.

Попытка объяснить большую кинетическую энергию скопления 
ссылкой на существование в нем подскоплений не устраняет коли
чественного расхождения. Прибавление к трем степеням свободы по
ступательного движения галактики еще двух степеней вращательного 
движения меняет коэффициент при кинетической энергии менее, чем 
в два раза.

Таким образом остается единственный выбор: скопление неста
ционарно и расширяется.

§ 5. Аргументы, подтверждающие нестабильность Сота

Мэйалл [10] обнаружил уменьшение дисперсии лучевых скоро
стей галактик Сота при переходе от центральных областей скопле
ния к периферии, что указывает на радиальный характер движений в 
скоплении. Такой эффект как раз и должен наблюдаться, если скоп
ление расширяется.

Для ярких галактик дисперсия < Д-и, меньше, чем для слабых. 
Коэффициент корреляции между < Д-г», ) и т равен 4-0,1. Этим, по- 
-видимому, и обусловлена сегрегация ярких и слабых галактик. Если 
стать на точку зрения образования галактик за счет деления и вы
бросов из ядер, то эффект получает естественную интерпретацию: в 
процессе деления менее массивная галактика получает по закону со
хранения количества движения большую скорость относительно цен
тра тяжести. Поэтому массивные галактики—родительницы имеют 
малую дисперсию скоростей. К примеру, средняя скорость двух яр
чайших центральных галактик М/С 1874 и 4889 отличается от сред-

_ ,,е кмней для скопления всего на Ио - -------сек
В Сота найдено 15 двойных и 3 тройных системы галактик, чле

ны которых соединены перемычками или диффузной светящейся .ма
терией. Общая оболочка указывает на то, что пары эти физические. 
Однако, в случае достижения скоплением квазистационар кого состоя
ния в иррегулярном ноле между числом пар и числом одиночных га
лактик должно установиться диссоциативное равновесие. Применяя 
формулу Амбарцумяна [15] к данному скоплению галактик, получаем
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= 10֊» п (5.1)

где Ъп -число пар, а л—число одиночных галактик. Для п. — 1000 име
ем օ/շ = 10՜ \ то есть на 100003 скоплений типа Сота должна прихо
диться одна физическая пара галактик (с расстоянием между компо
нентами в 50 кпс). Следовательно, факт существования в Сота не
скольких пар говорит об отсутствии в нем квазистационарного со
стояния.

На расстоянии -Ր от центра скопления расположена пекулярная 
система Л'(7С 4676 (.играющие мышки14). Лучевая скорость „.мышек44 

• г--л км км
vr= бооО отличается от средней для скопления всего на 370 ֊ 

66Л сек
йрбиДжи fl6| считают эту пару членом скопления. Они полагают. 
|'о возраст „мышек" порядка 108 лет.

На 85' к северу от центра находится объект, изображенный на 
1иг. 4. Из эллиптической галактики как бы вытекает шлейф светя-

Фкг, 4. Пекулярный егбъек! 
в Coma.

щейся материи. В голубоватую материю 
вкраплены три галактикоподобных сгуще
ния.

Возле самого центра скопления нахо
дится двухядерная галактика М/С 4898. 
Небольшой возраст этих систем не вызы
вает сомнений. Список подобных объектов 
.можно было бы продолжить. Пекулярные 
галактики составляют 9’՜՚/0 от общего числа 
галактик в области Сота, т. е. приблизи
тельно около 80 из них принадлежа! скоп
лению.

Будет небезынтересен такой подсчет. Разделяющиеся галактики 
Оглядят пекулярными в течение примерно 5-10s лет Если возраст 
՝0та равен возрасту Метагалактики, то в настоящее время процент 

5 • 10sокулярных должен составлять j’3.-j0io = Г՛> (образование галактик 

предполагается равномерным и непрерывным во времени). Эта вели
чина по порядку согласуется с наблюдениями.

Подчеркнем: присутствие молодых объектов в Сота говорит о 
ом, что члены скопления возникли неодновременно; процесс образо- 
ания галактик продолжается в настоящее время. Именно благодаря 
остоянному возникновению новых членов расширяющееся скопление 
се еще наблюдается нами как скопление.

Экспансионный возраст Сота для R — 5 равен 5*  10® лет, то 
сть в два раза меньше Н Однако, нет никаких оснований считать 

R = 5՜ предельным радиусом скопления. На таких расстояниях плот
неть Л;(г) настолько мала, что совершенно замывается соседними в 
фоекции скоплениями. Если возраст Сота равен /7 1, то до расстоя



ния в 15°—20° от центра скопления должны попадаться галактики с 
лучевыми скоростями, мало отличающимися от средней, поскольку 
они движутся под небольшими углами к картинной плоскости. И дей
ствительно, в каталоге Хьюмасона, Мэйалла в Сапдейджа [14] име
ется пара пекулярных галактик /С 3481 и anon (X? 43 в каталоге 
„взаимодействующих- галактик Воронцова-Вельяминова), удаленных

Кот центра Сота на 18 ' и имеющих среднюю скорость -у, = 7120Հ ՝-, 
- 

к и
то есть всего на 200 —֊— больше, чем у скопления. Принадлеж

ность этой системы к Сота весьма вероятна.

Выводы

Вернемся к аргументам а)—ж), якобы подтверждавшим стацио
нарность сферических скоплений. Им можно соответственно противо
поставить следующие факты и соображения:

а) сферическая симметрия скоплений весьма условна. Даже са
мое регулярное скопление Сота имеет крупные неоднородности и 
вытянуто в направлении SUZ /VZf:

б) модель изотермической газовой сферы Эмдена находится в про
тиворечии с радиальным характером движений галактик в скоплении. 
Более того, ход плотности, предсказываемый теорией, плохо согласуется 
с данными табл I. Если считать, что в центре скопления теоретическая 
плотность равна наблюдаемой, то уже на расстоянии 30' от центра теоре
тическое значение составляет 50% наблюдаемого, а ла расстоянии 160'— 
только 20%. Можно увязать теорию с наблюдениями следующим споро 
бом (Цвикки). Масса и радиус изотермической сферы Эмдена бесконеч
ны. Произвольно вычитая некоторую постоянную величину можно уре
зать плотность до нуля на конечном расстоянии от центра. Но даже та
кое согласование плотности на периферии не в состоянии устранить 
больших расхождений теории с наблюдениями в средних областях скоп-' 
лспия:

в) сравнение далеких скоплений с близкими производилось до луче-
КМвой скорости 1Հ֊— 61000-Հ: (Hydra). Скопление Hydra находится 
С СК

от нас на расстоянии 2.7-10я световых лет. Этого мало, чтобы за
метить при большой селекции наблюдений эволюционные изменения 
в скоплении, имеющем возраст порядка 1,3-10ю лет-,

г) сегрегация ярких и слабых галактик появляется при достижении 
скоплением квазнстациоиарпого состояния в иррегулярном поле. Одна
ко, за то же время должно устанавливаться и диссоциативное равнове
сие между числом пар и одиночных галактик. Так как последнее не на
блюдается, то причина сегрегации должна быть иная (см. выше);

д) нельзя считать Z? и SO галактики более старыми, чем спи
рали. Они (Е и SO) входят во многие группы галактик с положи-
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■льной поллой энергией. Цепочки в Virgo и Perseus также состоят
ИЗ этих типов. А системы в виде цепочки или трапеции имеют возраст
©рядка 10я—1О’л?/л;

е) скопление, в котором постоянно образуются новые галактики, бу
дет выглядеть скоплением даже несмотря на расширенно. При этом оста
ется справедливым утверждение, что большинство галактик входит и 
копления (в наблюдательном отношении процесс образования новых 
ленов компенсирует расширение скопления):

ж) малое время экспансии для скоплений вызвано, по-вядимому, не  
©оценкой их размеров.

*

Изучение других сферических скоплений (Cancer. Perseus, 
Pegasus) показало, что и эти скопления нестабильны. Признаки нс*  
стационарности выражены у них не менее явно, чем в Coinn. Среди 
больших систем галактик, по*  видимом у, вообще нет устойчивых обра
зований.

Считаю долгом выразить признательность академику В. А Амбар
цумяну и доценту А. Ф. Богородскому за внимание к работе и ценные 
советы.

БюрАКлиская астрофизическая обсерватории 
ЛИ Армянской ССР Поступила 17X11 1963

Խ. Դ*.  Կւա-unbGyk

Coma-ՈՒԱ ԳԱԼԱԿՏհԿԱՆհՐհ ՍՖեՐՒԿ ԿՈհՏԱԿՄԱՆ 
ԱՆԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ԱԱՍՒՆ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Փննսպատտրար դիտարկված են տարրեր փաստարկներ, որսնր հիմնա
վորում են Сота գալակտիկաների կտ լտի ստացիոնարս/ ի1 լունրէ Տարրեր ան- 
կրւէնա յին չափերի գալակտիկաների հաշվումներով որոշվում է С01Ш1 կոպտի 
ինտեգրալ պալծաոա{Jյ/ոնր: Բերվէոմ են մ ո րֆոլոգիական տվյալներ կուլտի 
մասին, մասնավորապես' գալակտիկաների սեգրեգ/ս/քիայի էփեկտներր րստ 
պա/ծinnni /./լան և տիպերի/ Հալտնս/րերված են մի Հանի ենթ/է/կուլս/եր: (քրկ/ս 
տարրեր վարիանտներով գնահատվում է մասսան. մասսայի լա,и ատվ Ш իք լան 
հարա րերո/թ լունն ստացվամ Լ 1020 (մինչև ՅՕ^՚^ի ճշտութ լա.մր)է

U տս/գվս/ծ սւվրււքների համաձայն, կուլտի {րիվ էներգիան դրական է է 
!'երված են ւրացա է/իշ փաստարկներ, որոնր խոսում են СОПШ”/’ լալնտցմտն 
ծդսփնւ Արվում Լ ենի/ագրուքծ լան. որ կալար տարածվում Է շատ ավեյի 
'\hrtrn, յււսն րնգո,նված Հ ներկալու մսէ
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ТЕХ Н ИКА 9КС П ЕР ИМЕНТИ РОВАН ИЯ

С Р. Мссчян

Методика определения характеристик ползучести 
скелета глинистых грунтов применительно к 

условиям одномерного уплотнения
Изучение закономерностей и определение параметров, характе

ризующих ползучесть глинистого грунта, являются сложной и трудо
емкой работой, требующей длительного испытания большого коли
чества образцов, обладающих одинаковыми физико-механическими 
свойствами.

Если изготовление большого количества образцов с одинаковыми 
свойствами при испытании грунтов нарушенной структуры все же 
возможно, то получение таковых при испытании образцов ненарушен
ной структуры очень трудно, порою даже невозможно. Поэтому не
обходимо стремиться к уменьшению количества испытываемых образ
цов при изучении деформаций ползучести глинистых грунтов раз
работкой приближенных, простых, но достаточно точных методик 
исследований. Как известно, для определения зависимости напряжение 
сдвига—скорость деформации сдвига 11. Н. Маслов jl| испытывает 
один образец, а метод, позволяющий определить длительную проч
ность грунтов испытанием одного образца, предложен М. 11. Гольд
штейном |2|.

Как известно, для представления зависимости напряжение — де
формация ползучести — время в виде интегральных соотношений ли
нейной (1) и нелинейной (2) теорий упруго-ползучего гела Г. Н. 
Маслова—Н. X. Арутюняна [3, 4]

'и-™-/'га-4(гй֊+теЧл ••
/<0 = —(/) - -ք/-|=(Հ)|֊^^2Լմ- (2)

£(0 J ժ-|ճ(Հ) J |Լ'յ д~.

необходимо знать меру ползучести материала С(/, -), зависимость 
напряжение—деформация ползучести (в случае нелинейной ползу
чести- функцию напряжения F (о)), а также необходимо эксперимен
тально доказать справедливость закона наложения Больцмана [5] для 
де форм алии пол зу чести.
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Мера ползучести С(/. •։) представляет собой изменение деформа
ции материала во времени при постоянной единичной нагрузке 
с= I кг/см2, приложенной к нему в возрасте ՜. Она определяется из 
соответствующего эксперимента. F (в) — функция напряжения, харак
теризующая нелинейную зависимость между напряжениями и дефор
мациями ползучести, определяется из семейства опытных кривых 
ползучести, t— время, для которого определяется деформация.

В наших работах [6. 7], опубликованных ранее, вопросам опре
деления меры ползучести и функции напряжения уделено большое 
.место, поэтому на этих вопросах .мы здесь не остановимся Что же 
касается проверки справедливости закона наложения для деформаций 
ползучести, то, поскольку в работе (6| рассмотрен только один ча
стный случай, позволим себе несколько подробнее осветить этот 
вопрос.

Закон наложения для деформаций ползучести материалов, обла
дающих свойством старения, то есть изменяемостью механических 
свойств во времени, при линейной и нелинейной ползучести выра
жается зависимостями (3) и (4)

/ոօ«.(/) = յօ('օ)^(Հ "0) +V(-iKU. -։)----4-Д/ = (ч)С(/, т,) (3)

/ролэ.(0 = ^ко(-о)]С(/, ն)

(4)
Из выражений (3) и (4) следует, что деформация ползучести 

материала, обладающего свойством .старенияпри ступенчатом его 
загружении, к моменту времени

Фиг. I.

г определяется суммированием при
ращений деформаций ползучести 
от приращения напряжений, соот
ветствующих его возрасту в момен
ты приложения нагрузок (фиг. 1).

Для глинистого грунта, обла
дающего как уплотнением, гак и 
„старением". влияние указанных 
факторов на характер протекания 
деформации ползучести может про
являться в трех различных сочета
ниях как вместе, так и независимо 
друг от друга.

I. Изменяемость деформации ползучести при переходе от одной 
ступени нагрузки к другой в основном обусловлена изменяемостью 
плотности грунта, влиянием внутренних физико-химических процессов, 
протекающих во времени, можно пренебречь. (Этот случай соответ
ствует кратковременным испытаниям, испытаниям „старых" грунтов 
упрочнение во времени которых завершено, и нагрузкам, превышаю
щим предел структурной прочности грунта [7]).
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Рассматриваемый случай характеризуется тем, что одному и 
тому же приращению напряжения соответствуют одни и те же де
формации ползучести как при их нарастании ступенями, так и при 
испытании грунтов постоянными напряжениями. Это условие экспери
ментально выражается тем. что независимо от того, по какому закону 
происходит загружеиие материала, его конечная деформация ползу
чести равна деформации ползучести, возникающей от силы, равной 
сумме всех приложенных сил (фиг. 2 и 3). А это значит, что дефор
мация ползучести грунта при сту
пенчатом нарастании нагрузок мо
жет быть определена из семейства 
кривых ползучести, полученных 
испытанием образцов-близнецов при 
различных постоянных напря
жениях. Следовательно, проверку 
принципа наложения следует вы
полнить точно так, как это делается 
для „старого11 бетона, когда влия
нием его возраста на ползучесть 
можно пренебречь |8|.

В соответствии с изложенным 
полная деформация ползучести к 
моменту времени է определяется 
как сумма приращений деформаци й 
ползучести [81• 1 1 Фиг. 2.

(5)/110Л5. (ք) = _ г(3^01 С(Г--ч).

Фиг. 3.

Мера ползучести С {է т) зависит только от длительности дей
ствия нагрузки (f—-).

На фиг. 26 и 3 приведены два примера проверки справедливости 
принципа наложения для деформации ползучести, соответствующие 
рассмотренному здесь случаю. Опыты проводились на образцах на
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рушенной структуры в компрессионных приборах при влажности, 
равной влажности грунтов при пределе текучести. Высота образцов 
20 мм, диаметр 70 мм.

Из графиков фиг. 2 и 3 следует, что закон наложения для де* 
формации ползучести глинистых грунтов справедлив. Вместе с тем надо 
отметить, что кривые, построенные по указанному закону на началь
ных участках, непосредственно примыкающих к моменту приложе
ния ступеней нагрузок, более крутые. Эго явление присуще случаю 
испытания грунтов нагрузками, превышающими их структурную проч
ность, и обусловлено лавинным разрушением их структурного кар
каса. протеканием большей части деформации в самом начале про
цесса ползучести.

При более медленном нарастании нагрузок процесс ползучести 
протекает значительно медленнее, хотя конечные деформации ползу
чести не зависят от способа загружения.

2. Изменяемость деформации ползучести в процессе ступенчатого 
загружения обусловлена как уплотнением, так и упрочнением во вре
мени по причинам внутренних физико-химических процессов. Причем 
указанные факторы независимы друг от друга.

В этом случае, как и в случае ползучести стареющего бетона 
[8]. влияние упрочнения грунта во времени учитывается функцией 
старения <? (т), определяемой из семейства кривых ползучести, пока
занной па фиг. 4.

Каждая кривая из указанного семейства получена испытанием 
образца в возрасте под которым понимается время от начала из
готовления образца до момента его испытания постоянной нагрузкой 
(з = 0,25 кг/см- =* const).

Проверка справедливости закона наложения осуществляется по 
изложенному выше способу, а для учета влияния упрочнения грунта 
во времени приращения деформаций от приращения напряжений умно
жаются на функцию старения փ(՜), которая определяется по кривой 
/полз. = ф(-) (фиг. 46).

Изложенный случай нс представляет особого практического ин
тереса. поскольку упрочнение грунта во времени н уплотнение 
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взаимно тесно связаны. Поэтом} определение влияния упрочнения 
грунта во времени на изменяемость деформации ползучести, вне за
висимости от его уплотнения, практически не является возможным.

3. Наиболее общим является случаи, когда изменяемость дефор
мации ползучести обусловлена указанными в пункте 2 факторами, 
которые взаимно связаны и оказывают друг на друга влияние.

Этот случай при постоянной скорости нарастания нагрузок был 
рассмотрен в работе |6|. Если рост напряжений во времени происхо
дит по некоторому произвольному закону (фиг. 5), для осуществле
ния перехода от кривых ползучести, 
определенных при различных постоян
ных нагрузках, к кривой ползучести, 
соответствующей переменной нагрузке, 
необходимо знать зависимости о - lno.n. 
и C{t— հ) в различных состояниях 
плотности-влажности и структурной 
прочности грунта. Для этого необхо
димо иметь несколько семейств кривых [7], характеризующих свой
ства ползучести грунта в различных его состояниях, обусловленных 
величиной и длительностью действия предварительно уплотняющих 
нагрузок.

Длительность предварительного уплотнения Vх/ серии 
образцов-близнецов является переменной величиной. Она опреде
ляется из графика кривой с--- ք(է) (фиг. 5). Причем для осуществления 
указанного выше перехода, по выражениям (3) и (4), состояние ма
териала, определяемое по о. необходимо выразить через ՜. то есть 
через моменты приложения нагрузок (фиг. 5).

Следует отметить, что как в случае, изложенном в пункте 2, 
так и r пункте 3 конечная деформация ползучести грунта, опреде
ленная при росте нагрузок ступенями, будет всегда меньше, че.м 
деформация ползучести, возникающая от нагрузки, равной сумме всех 
приложенных нагрузок.

I (а основании приведенных многочисленных исследований по оп
ределению закономерностей деформаций глинистых грунтов с учетом 
фактора времени позволили автору (применительно к условиям одно
мерного уплотнения) разработать приближенную методику определе
ния всех основных характеристик ползучести их скелета. Предлагае
мая методика в несколько раз сокращает об>ем работ без существен
ного ущерба точности получаемых результатов. Она позволяет для 
определения характеристик ползучести какого-либо конкретного со
стояния („возраста") грунта в начале загружения обходиться ис
пытанием двух образцов-близнецов или же четырех образцов-близ
нецов при двухкратном повторении опыта.

Согласно предлагаемой методике, первый (или первая пара) об
разец-близнец испытывается на ползучесть при единичной нагрузке 
<з _ 1 av,т.н2 для определения меры ползучести С(/ —-) (4]



124 Месчяп С. Р.

Շ(ր-Հ) = գ|1-^՜”|. • (6>;

а второй (или вторая пара) образец испытывается на ползучесть при 
нарастании нагрузок ио времени ступенями (через равные интервалы 
времени) для определения зависимости напряжение-деформация пол
зучести и функции напряжения F (=) [8]

F(a)-«0 + gc\ . (7>1

В выражениях (6) и (7) Со. 7, а. Ց и л— определяемые из опита 
параметры, / основание натуральных логарифмов.

Испытание грунта на ползучесть при « = I кг/см* и определение 
параметров, входящих в (6). выполняется как обычно и не представ
ляет особых трудностей. Что же касается определения Г(з), топ 
этом случае очень важен вопрос правильного выбора интервала при
ложения ступеней нагрузок.

Из работы ангора, опубликованной ранее |7| (1963), известно, 
что кривые ползучести, соответствующие различным нагрузкам, не 
подобны, поэтому и F (з) зависит от продолжительности загружения 
Л Причем неподобие указанных кривых проявляется особенно сильно 
при небольших /. а после постепенно исчезает. Установлено, что при 
/’>7—14 суток (в зависимости от величин нагрузок) кривые пол
зучести практически становятся подобными, и /1;одя. = /(-)— независи
мой от длительности испытания. А это значит, что интервал между 
приложением нагрузок может колебаться в пределах указанных выше 
цифр (желательно 14 дней). Желательно, чтобы величина ступени 
нагрузки была постоянной, но это не обязательно. Если заранее из
вестен закон нарастания напряжения во времени, величины ступеней 
нагрузок могут быть определены из указанного условия.

Надо отметить, что для определения С (է — -) испытание образца 
при о=1 кг ?.ч։ необязательно. Наоборот, если напряжение наращи
вается достаточно медленно, указанное испытание надо выполнить 
при с = 0.1. 0.2 или 0,3 кг/см*. В этом случае параметры 7 и Со, вхо
дящие в уравнение (6). будут определяться по кривой, соответствую
щей а = 1 кг/езг. полученной на основании опытной кривой и зави
симости = /(«).

Приведем два примера определения зависимости (7) и проверки 
закона наложения для деформации ползучести новошвейцарской глины 
(лаб. № 7—57) и суглинка (лаб. № £-57).

Таблица 1

Нлименоплнкс 
грум 1.1

Л
аб

. № Удельный 
псе

Пределы пластичности. п/«

предел 
текучести

П|и.*лел тмл- 
с iii'i кос ти

ЧИСЛО ИЛЛ-
CIH'HKlCl II

Гл ։им 7-57 2.63 64.4 30.5 33.9
Сугдннок 2-57 2 66 31.3 18.6 12.7
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Познакомимся с проверкой закона наложения грунта 7 — 57, вы
полненной по изложенной в пункте I методике, и сопоставим ее ре
зультаты с результатами, полученными по {предлагаемой приближен
ной методике.

Опыты проводились в компрессионных приборах на предварительно 
уплотненных в течение двух месяцев (под нагрузкой з = 0,25 кг/'см~) 
образцах-близнецах.

На графике фиг. 7а пунктирами показана кривая ползучести, 
построенная по закону наложения на основании семейств кривых пол
зучести (фиг. 6) и методике, изложенной в пункте I. Сопоставление 
этой и экспериментальной кривых (сплошная линия) показывает, что 
для д. формации ползучести глины 7 — 57, как и в приведенных выше 
двух случаях, закон наложения справедлив.

Фиг. 7.

Теперь на основании того же примера познакомимся с предла
гаемой методикой и результатом проверки закона наложения, выпол
ненной по этой методике.
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Как мы уже говорили, предлагаемая методика основана на ис
пользовании двух экспериментальных кривых: а) кривой ползучести, 
определенной испытанием образца-близнеца постоянной нагрузкой, 
и б) кривой, полученной при ступенчатом загружении другого об
разца-близнеца. Если первой является кривая ползучести от единич
ного напряжения (« = 1 кг/слг), приведенная на фиг. 6, а второй — 
экспериментальная кривая, приведенная на фиг. 7а (показана сплош
ной линией), то па основании последней определяются кривая, ана
литическое выражение зависимости /П(1Л,. = /(') и функция напряже
ния /'(«)

/7(1) = 4,54 s -3,54зм. (8)

Ни фиг. 8я сплошными линиями показаны кривые ползучести, 
полученные умножением ординат кривой ползучести, определенной 
при = = 1, па функцию напряжения (8). Кривая напряжения, построен
ная на основании указанного семейства, показана на фиг. 86 линиями 
точка-тире-точка. 11з указанного графика следует, что кривая нало
жения. построенная по предлагаемой методике, расходится с экспе
риментальной кривой больше, чем в случае, рассмотренном на фиг. 
7а. Однако, их расхождение в худшем случае достигает 15%, что, 
конечно, допустимо, ибо разброс опытных данных при параллельном 
испытании нескольких образцов-близнецов того же порядка.

Из графика 86 также следует, что указанные выше кривые су
щественно отличаются по форме. Деформации ползучести по кривой, 
построенной по предлагаемой методике, затухают быстрее, чем эго 
имеет место на самом деле. Ясно, что это явление обусловлено раз
личием .между величиной ступени нагрузки и нагрузкой (* — 1.0/ft/t-.w2), 
приложенной к образцу грунта для определения меры пОлзмчестл
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Чтобы избежать изложенного явления, испытание образца на 
>лзучесгь при г == const необходимо выполнить при напряжении, ран
ил или близком к величине ступени напряжения. Как. например, 
ли в рассмотренном примере вместо кривой ползучести с = 1 кг'с.н- 
^пользовать кривую, определенную испытанием образца-близнеца 
1Грузкой <з = 0,25 кг/см2 (фиг. б), на основании этой кривой и зави- 
imocth А.олз— /(’) построить семейство кривых ползучести для раз
умных с (на фиг. 8а показаны пунктирами) и выполнить проверку 
|раведливости закона наложения (фиг. 86. кривая точка-тире-точка), 
ожно будет убедиться в вышесказанном. В этом случае кривая на- 
эжения достаточно точно характеризует изменения деформации поя
сности при ступенчатом нагружении грунта.

Наконец, рассмотрим еще один пример определения зависимости 
1<элз. —/(-). /,'('3) и проверки принципа наложения, выполненных по 
езультатам испытания 4 образцов-близнецов суглинка (фнг. 9) 
компрессионных приборах высокого давления (фиг. 9) конструкции 

втора. Размеры образцов прежние. Перед испытанием образцы под
ергались предварительному уплотнению в течение 2 месяцев при 
= 20,0 кг/см*.

Загружсния приборов осуществлялись в специальных пружинных 
риспособлениях (фиг. 10), позволяющих испытать грунты при напря- 

жениях до 100 кг/саг.

Фнг, 9. Фиг. 10.

Указанное
приспособление состоит из. жесткой 
рамы I. пружины 4 и загруженного 
болта 2 со стопорной гайкой 3. 
Приложение нагрузки к образцу 

груита осуществляется пяти- или десятитонным прессом через загру
зочный болт, шарик и поршень прибора. После загруження образца 
до заданного напряжения затягивается стопорная гайка, и приспособ
ление с прибором снимается с пресса.
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Напряжение, установленное вначале, в течение всего опыта под
держивается упругостью пружины. Понижение напряжения, заданное 
в начале опыта, за счет деформации грунта и расслабления пружины 
при испытании предварительно уплотненных глинистых паст нагруз
ками 10—20 кг'см՝ колебалось (в зависимости от вида грунта) в пре
делах 1—5 %. Потеря напряжения на боковое трение образца о грун
товое кольцо, в зависимости от свойств грунта, колебалось о г 6 до 
16 %. Она экспериментально определялась как разность приложенной 
к грунту и воспринятой днищем (динамометром) прибора нагрузок. 
Три тарировочных графика, определенных для трех различных грун
тов, приведены на фиг. 11.

Па фиг. 12л сплошными линиями показаны две кривые, получен
ные попарным испытанием четырех образцов-близнецов на ползучесть 
при постоянном напряжении (з = 5 кг.е.и3) и при нарастании напря
жения ступенями по 5 кг/см* через каждые семь дней. На фиг. 126 
приведена кривая зависимости /««*». »/(з). которая аппроксимирована 
двумя прямыми с точкой пересечения при з = 25 кг/елг5.

Кривая наложения на фиг. 12 ։ показана пунктирами, она постро
ена, исходя из условия линейной зависимости между напряжениями
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и деформациями ползучести, с учетом изменяемости модуля дефор
мации ПрК С KtjCM՝.

Как видно из фиг. 12а. как по величине деформации, так и по 
виду кривая, построенная по закону наложения՝, довольно близка к 
экспериментальной кривой. Их максимальное расхождение едва до
стигает 15%. Если би ипт-рвл приложения ступеней нагрузок был 
больше, чем было принято в рассмотренном случае, это расхождение 
было бы еще меньше.

Фиг. J2
Считаем необходимым обратить внимание на тот факт, что изме

няемость деформаций ползучести при ступенчатом загружении носит 
несколько хаотический характер. При переходе от одной ступени 
нагрузки к другой имеет место как увеличение, так и уменьшение 
деформации ползучести (ступенчатая деформация по терминологии 
Тролопэ и Чэна (9] (I960)). Такое поведение, как показано работами 
автора |10] (1956, 1958). Тролопа и Чэна |9| (1960), обусловлено 
структурными изменениями грунта в процессе деформирования.

Мы полагаем, что можно ограничиваться приведенными выше 
двумя примерами. Они достаточно убедительно показали возможность 
определения характернее лол ՝у чести на основании двух экспери- 
ментильных кривых. В приведенных примерах было условно принято, 
что экспериментальная кривая ползучести при з ֊ I кг/см" с достаточ
ной точностью описывас с:։ выражением вида (6) и поэтому вопросы 
определения параметров, нхо .я.них в выражение меры ползучести (6), 
не были рассмотрены.

При необходимости учета влияния изменяемости свойств грунта 
вследствие протекания внутренних физико-химических процессов, из
ложенное выше определение экспериментальных кривых необходимо 

՛ Учигышн! малую нелннейшх*Т1 в заннсимосги /щи.. /О), приближение счи
таем справедлномм закон наложение при нелинейной политсети
9 Изьсстха АН. сг|.».а ф.и.-маг. и։ук. .4 3
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повторить в нескольких различных его состояниях. Состояние грунта 
определяется величиной и длительностью действия предварительно 
уплотняющей нагрузки з, которые определяются по кривой з=/(/) 
(фиг. 5).

Следует отметить, что поскольку сжатие грунта в условиях от
сутствия бокового расширения происходит при разных главных на
пряжениях, то грунт претерпевает как изменение объема, так и фор
мы, Поэтому по результатам опытов, подобных приведенным выше, 
можно получить зависимости, характеризующие изменение объема (9) 
и формы грунта (10)

6(О = 6(а^Л) (9)

МО = 6 (°-, Л •), (Ю)
где 0 деформация объема; зср —среднее нормальное напряжение, 

з(1-- 2;)равное -,.Р = —ճ—4(с—коэффициент бокового давления); Լ и տշ-
3

интенсивности деформаций и напряжений, определяемые (для како
го-либо заданного состояния грунта и момента времени /) выражениями

<*,= (!—5)*. (11).

' /, = 2/3/. (12)

Для определения зависимостей (9) и (10) испытание образцов 
надо пронести в приборах, позволяющих определить боковое гавленне 
грунта и его коэффициент :. Причем, поскольку при компрессии 
объемная деформация образца 0 равна деформации его сжатия /(/=0). 
а компрессионный модуль мгновенной деформации Е мгновенному 
модулю объемной деформации {Е -■ Еь ), для получения (9) надо 
я (1) и (2) I заменить на б, Е на Еь, а з на зСр. Тогда, в соответствии 
с (1) и (2), для 0(/) получим следующие выражения:

6 W = ՜ (Т с‘(Լ т) I rf՜’ (|3)£$(*> J Ժ- Со(-) I

քյ(/)=^_Լ(,)ճ. ’ dz (14)
'-։>(/) J (Ւ. ձ6 (հ) J д'

•• *•
где C\(t. х) .мера объемной ползучести; fj^p)— функция среднего 
напряжения, характеризующая нелинейную зависимость между зсриб.

Зависимость, аналогичная (I I) может быть записана для выра
жения связи между , lit է и հ.

/Для определения (13) и (11) наиболее удобным является испы
тание образцов на сжатие в условиях отсутствия бокового расшире
ния. В этом случае, я отличие от испытания образца в приборах 
трехосного -ж;։՛ия (стабилометрах), отпадает необходимость измере-
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имя продольных и боковых деформаций в средине образца (на 
какой-нибудь базе), которая связана с большими трудностями.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 2 III 19S4

V. с»-. IFbutjutG

ԿՍԼՎ-ԱՅՒՆ РШПШЬ ԿՍԱհՔհ Ufll-Pb РЪПЬтРЬРЬ ПРП^ИЦЪ 
եՂԱՆԱԿԸ 1ГЫШФ ԽՏԱՑՄԱՆ ԴԵՊՔՈհՄ

Ա 1Г «I» П Փ П I' Մ

Հարիսծում շարադրված կ կավուփն բնահոդերի կմախքի ոողքի միաչափ 
ոևղման բնութաղրերի որոշման համար հեղինակի մշոմրսծ մոտավոր եղա֊ 
նս/կըէ Համաձաւն ալդ եղանակի, սողքի րնուխաղրերի որոշմւոն համար փոր
ձարկվում են երկու կամ երկու դալդ երկվո րլակ-նմոէ շներ! 1'ոու որում մեկ 
կամ մեկ դալդ նմուշները բեռնավորվում են հաոտատուն (միավոր), իոկ 
երկրորդ կամ երկրորդ ղուլդ նմուշ1ւև րբ' աստիճանաձև աճող բեռնվածքներով:

Առափն ղուլդ նմուշների փորձարկումից որոշվում են ոողքի չւոփի ( I) 
արաահա լաա թ լան մեջ մ անող պա րամէէ արնե րբ ՀՇ1;« Հ }, ի"կ (՚կւ"։("1 rlnl{'l!' 
փորձարկումներից' չարա մեերի ե ոողքալին ձևավւոիէուխլունների միջև եղած 
առն չու թ բոնր և չարա ՛մսերի ֆունկցիան։

Փորձերը ցուլց են ուալիս, որ նշված եղանակը ղղալի չափով պակասեց
նում կ փորձարկումների ծավալը, իոկ ոողքի կորերի դրանցման արղլունք- 
ներր չս։ա քի՝ են տարբերվում ոովորական եղանակով ասացված արդ/ուեք- 
նևրից:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

В С. Виленский

О тригонометрических многочленах полуцелого 
порядка

Обозначим через Т( п 4՜ — ) класс многочленов вида

(1)

которые называют тригонометрическими многочленами полуцелого 
порядка. В последние годы А. X. Турецкий |1,2) и А. И. Пулатов 
[3,4| рассмотрели некоторые задачи об интерполировании, механи
ческих квадратурах и разложении функций в ряды ио ортогональным 
многочленам вида (1). Эти вопросы естественным образом связаны с 

оценками производных от многочленов класса Т Լ/г

В настоящей заметке устанавливаются экстремальные неравенства 
т/ . 1 \для производных от многочленов класса 1 i « + — 1 на отрезке длины

2<о, 0<ս)<-, Затем с помощью перехода к пределу при вы
водится неравенство на отрезке длины 2*, а следовательно, на всей 
вещественной оси. Впрочем, при » = к это неравенство представляет 
собой частный случай неравенства С. 11. Бернштейна для целых функ- 

। ций конечной степени.
/ 1 \Теорема 1. Если $(t) Т 1 л 4- ՚7հ 1 и 
\ -f

|տ(/)>Հ1 (--»</< <d. 0<u><-). (2>
mo

I 'H-֊7r)cosV
KCOK֊֊,— —= (֊*</o). (3>

|/ sln T -sm։y

причем равенство в (3) достигается только для многочленов
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Տ1ո •£- .
T’2/»+i (0 = icos(2fl + l)arccos-------— (— ® <7 <«). (4)<»

sin v 4»

I 7 I = 1. շ 2n 4- 1 точках t>. являющихся нулями . ։ (?) на отрезке 
I — ®, ։”| •

Эта теорема аналогична теореме об оценке производной обык
новенного тригонометрического многочлена целого порядка на от
резке. длина которого меньше, чем период. Доказательство основано 
на той же идее, что и в заметке |5|.

Пусть տ(է)Հ?(ո—֊9֊^; сделаем подстановку ах tg Լ • где

•о
<2 = tg<* 

тогда

*(') (5)
k (1 + ճՀր/՞ 1

где Pja+i (х)—алгебраический многочлен степени 2л 4-1- Заметим, 
что наша подстановка переводит отрезок —® в отрезок
— Если s(0 удовлетворяет неравенству (2). то из (5)
следует, что

|/և,+1(յր)| <}Հ(1 +а։х)։’՜1 ( 1 <Zx < 1). (6)

Для того, чтобы применить общую схему оценки производных алге
браических многочленов, представим положительный многочлен 
(1 4- а2х’)2я+’ в виде

(1 + а’х’)”*’ = Лй,+, (х) + (1 - х=)Л1 (х), (7)

где Л!.'Я+։(х) и .Vi4(x)—алгебраические многочлены степени 2/4 + I в 
2л. все нули которых лежат в промежутке (—1,1) и взаимно разде
лены, причем ЛГ.,.։ (1) >0, 0. Как известно, для любого по
ложительного на |— 1.1] многочлена такое представление возможно 
и притом единственно. Легко проверить (см. [б|), что в нашем слу
чае эти многочлены определяются при — 1 л 1 равенствами

ЛЫ+1 (х) - Re («х + I I
Р 1 ֊ х^У2я(х) = !т (։.г + Z I I л=Н*‘ . I

где з=|1 4֊ о’. Таким образом, мы можем неравенство (6) пере
писать в виде

1.Р2ли(х)|<|.’И2Я.։(х) + / | | —- x։ А6„(х)( (—1 л<1). (9) 

где Л4?л*։(х) и Л'г.,(х) определены посредством (8). Ио, как докатано 
в работе [7]. из (9) вытекает неравенство
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I (<р (л) Р?п 1 (л))' К Н? (*) (/Игп+1 (д') 4֊ i Г 1 — Д2 Мл(х) ]}' I 

(-КХ1) (10)

для любой положительной и непрерывно дифференцируемой на от
резке [ 1,11 функции ф(х). Для того, чтобы вывести из (10) не
равенство (3), положим

? (х) = I
1 (1 4 ^х2)-^’ (И)

Если, кроме того, мы положим

cos 0 =
ах

|՜՜1 + а=х3
/-1 ֊ х2

V 1 4-
(12)sin 5 =

то из (8), (II) и (12) будем иметь

? (х) Л12п+։ (х)= Re (е^я ։)й) = cos (2п — I) arc cos------- —=-
У 1 4- (гх-

г (х) у 1 — лг7У2л(х) = Im [е-'<л,+1>4] = sin [՝2п -д- 1) arccos —аА--^=г.
У 1 4- а2х֊

(13) 
Отсюда, возвращаясь к исходной переменной Հ мы можем при 
— ս> < է < <» написать

է տա ֊շ֊
Պխ+։ (/) <р (х) । (х) = cos (2« -|- 1) arc cos -----------ш 

sin-շ-

t
_______  Sin ֊շ-

'■շր., 1 (7) փ (X) у I — xv ձ՚՚շ« (x) — sin (2« 4-1) arc cos------- —
sinT

Замечая, что в силу (5) и (II), s(Z) = ® (х) Р2я+։ (х) и что

di _ 2
dx 1 4- о3хг '

получаем

(<?(х)Р2я+1 (х))' = s' (/) •

(Т (х) /И..,-,, (л))' = Հ,,, (/)

(14)

(15)

(?(х) |-T^ A'Ux)!' = Հ+1 (/)

Подставляя (15) в (10), получаем неравенство
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1^(01<1<я+։(04-7<я+1(01 (֊«■><*<», (16)

эквивалентное неравенству (3). Ясно, что в (16) равенство достигается 
для многочленов Г։я+1(О- м!՜ Ь в точках ճ(^=1, 2,...,2л }-1). в 
которых обращается в пуль Հո+։ (/). А в силу теоремы, доказанной в 
работе [7], равенство в (16) достигается только для этих многочленов 
и только в указанных точках. Остается лишь заметить, что нули 
с^+։<0 совпадают с пулями ր2րէ.. г(О. Итак, теорема 1 доказана.

В качестве следствия и?, теоремы 1 выведем оценку для произ
водной տ(է) на всей оси.

Следствие. Если տ (է) հ Т ( и 4- и

|տ(0|<1 (֊«<*<*), (17)
то

տ'(Ո1<« + 4- (-°°< «< + «). (18)
W

причем равенство в (18) достигается только для многочленов 
7 cos | (Դ 4- ՛ ), 4- |. I 7 I = 1. любое вещественное число.

Зафиксируем точку է0, — *<Լէշ<Լ~. и выберем такое положи
тельное число что /0!<Հ«<Հր. Из (17) вытекает, что на отрезке 
|—ч>, "| имеет место неравенство (2); следовательно, в промежутке 
(—ш,о>) и, в частности, в точке /0 выполняется неравенство (3), то 
есть

/ , 1 \ է0( n + —)cos՜^
IՀ (Գ) К ֊-֊=-֊■ ֊-= - (19)

|/ sin’-֊-- sin’ շ°-

Устремляя теперь в правой части (19) параметр w к г, в пределе 
получаем

|տ'(4)՚<«+4՜֊ (20)

Неравенство (20) установлено, таким образом, в каждой внутренней 
точке промежутка ( — -,-). Благодаря непрерывности s' (է), нера
венство (20) сохраняет силу и па концах промежутка в точках ± ", 
то есть неравенство (20) справедливо на замкнутом отрезке [— 
Из этого вытекает, что неравенство (20) выполняется на всей оси, 
так как всякий многочлен полуцелого порядка удовлетворяет условию 

s(r) = (-l)ff's(/-|-2^n) 0ո = 0,± 1, ±2,--«). (21)

Итак, следствие доказано.
Как было уже отмечено вначале, неравенство (18) следует из 

общего неравенства С. Н, Бернштейна для производной от целой 
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функции конечной степени. В самом деле, из (21) мы заключаем, что 
неравенство (17). справедливое на отрезке длиной 2к, выполняется на 
всей вещественной осн: с другой стороны, ясно, что многочлены 
s(t) Т ( п փ \ являются целыми трансцендентными функциями ко

нечной степени Следовательно, по теореме С. И. Берн

штейна неравенство (17) влечет за собой неравенство (18).
Мы можем усилить теорему I, если заменим предположение (2) 

более общим, а именно допустим, что многочлен s(t) Т( п ,у ) 

удовлетворяет неравенству

|s(r) Հ.հ(է) (—ш ООО). (22)

где А(/)СТП -1֊ и А(/)>0 на отрезке —<*|. Докажем пред

варительно следующее утверждение.
Те о ре м а 2. Ес ан многочлен հ (/) Т (7 положителен на 

отрезке |— ш.ш]. тогда при любом целом п.^1 мнгочлен
A’ (է) может быть единственным образом представлен в виде

А*(/) = ИО + 1- (23)

где ՝*.{{) и v (t)֊~многочлены класса Т( . имеющие в проме

жутке ( — <о, «>) соответственно 2п - 1 и 2/z нулей, причем эти 
нули взаимно перемежаются, ц(и<)>(). v(«)>0.

Несколько более общая теорема для положительных тригоно
метрических многочленов целого порядка доказана в моем обзорном 
докладе [8]. Для того, чтобы установить равенство (23). мы применим 

է 10снова подстановку ах = tg ֊Դ • aetg• Это позволяет записать

А3 (Г) в виде 

(I -ни’х’)-'’՝1 (I ֊Ւ а’.։’)’*’*
(24)

где Z/J4.J (х)—алгебраический многочлен степени 2/4-1, поло
жительный на отрезке |- 1Л|. Положительный на (- 1,1| алгебраи
ческий многочлен степени 4л 2. стоящий в числителе правой части 
(24), мы представляем в вило

/й+1(х)(1+а’х-у-"-=Л1!,.,(.։) + (! ^)Wj.(x), (25) 
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где Л1?я+։ (х). .¥?„ (х)—алгебраические многочлены степени 2п 1 в 
2«-, обладающие теми же свойствами, что и соответствующие много
члены в формуле (7). Возвращаясь к переменной է и полагая

и(/) = —, v /0 =-------^(х) ։
Ц’4-й2хг) I (l-j

(26}

мы непосредственно получаем формулу (23). Положим для краткости 
I

>■ (0 =

2

՝ (О-

Учитывая (23), мы можем неравенство (22) переписать следую
щим образом

|s(Z)!<|u(/)-rA(/)| (27)

Т е о р е м а 3. Если многочлен s (/) Т ( и 4- удовлетворя

ет неравенству (27), то

ls'(0K./(0-! м'(0| (-<..</< Վ (28)

причем равенство в (28) достигается только для многочленов 751(7), 
|Т I = 1, в 2и 4- I точках t!;, являющихся нулями функции >/(7) на 
отрезке [ <о, и>|.

Доказательство подобно доказательству теоремы 1. Оно также 
основано на неравенстве (10), где о(х) выбирается по формуле (11), 
а многочлены Л/л+Дх) и Л>(л՛) определяются-тождеством (25).

Если многочлен h (է) - Т (l 4- — ) положителен на отрезке 

[— “1 и па этом отрезке имеет место неравенство (22), то вводя 
параметр о>, 0<Հա<Հ«. а затем устремляя ш к ՜ и рассуждая так же, 
как при выводе неравенства (18), из (28) получаем

|/G>H-xV(0i (— ос < ^< + ос). (29)

Заметим, что неравенство (29) есть частный случай одной общей тео
ремы Н. И. Ахиезера |9] об ограничении производной целой функции 
конечной степени в предположении, что эта функция мажорируется 
на всей оси некоторой другой положительной целой функцией конеч
ной степени.

В заключение формулируем теорему, которая даст точную оценку 
производной многочлена полуцелого порядка на всем отрезке [—«>, и>].

Теорема 4. Если многочлен տ{է) Т ( п 4- 'j удовлетворя

ет неравенству (2). то при
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J

3tg։-“- + l

с որ а вед л и во н ер а в енст во

(s'(О I ■ 4֊(2« + ։)= Ctg~=-;„4(«) (- ш с t Ճ »), (30) 

причем равенство в (30) достигается только для многочленов 
7’2я; ։ (0. IТI = Լ 6՝ точках է = ± w.

Аналогичная теорема для многочленов целого порядка доказана 
в заметке [5]. Так как рассуждения при доказательстве теоремы 4 
вполне сходни с приведенными в [5]. то пет необходимости их здесь 
повторять.

Ленинградский электротехнический ннеппуг 
связи нм. пр оф. М. А. Бонч-Бруевичи Поступила 25 VI1563

Վ. U. Վիզեճսկի

ԿՒՍԱԱՄԲՈՂՋ ԿԱՐԳՒ եՌԱՆԿՅՈհՆԱՋԱՓԱԿԱՆ РШЦМШЬРЬ ՄևՍԽՆԱ 1Г Փ Г1 Փ II հ Մ
Աշխատութ բոն մեջ դիտարկվում են (1) տեսքի րադմ անդ աէքեհ ր , որոնք 

կոչվում են կիասսւմրոդջկաբդի ե ոէսնկյունաչափական բա ղմանդամներ! Ապ րաղ՝ 
մանդւոմհերի դասր ն•անակվում է T լ /I ; Նրանց ածանցյա(ների համար

ււսւհմ անվոլմ են անհավասարս։ թ յրւ.ննե ր, սրրէնք համանման են սովորական 
եոանկյսւնաչափական րադմանդամնե րի համար հեղինակի կողմիդ [•> | ե |5’| 
աշիւաասւթւուննեբու >1՝ ստացված անհավասարս։թ /աններին։ Ապացուցվում է 
որ եթե բազմանդամր Տ (/) — T / U -j-- } և տեդի է ունենում (2) անհա- 
վասւորութլունը, ապա ‘ք բ՛ոնից հեաեամ են (3 յ1 և (30) անհավասաբա թյան՝ 
ներբ։ Ավելի րնդհանուր անհավասարս։ ի!բ>ւն- քուն (՝')'/>> ոաացվում Լ աէն 
են իք ադրավյ լամբ, ււբ Տ I է բավարարս։ մ Լ • 'Հ՚-i / ււչա լմ անին, ււրաեդ քք, (է/՛

T ՜Ւ ՜1՜ ) ՚ երբ (I) < ( < <ււ. 0 <Հա ՀԼ~: ^’14 նպատակով

ապացուցվում Լ , որ ցանկացած Ո է ամ բոդջի դեպքա մ ի՜ք է ) րսպմանւյ ամ ր 
կարոդ 1չ նեբկաբոցվե չ ք 2՛!) տեսքով/ որանդ \մ 1) և ‘Հէ) — — ք դասի

բադմանդա/քներ են, որոֆք (—֊ա, (0) միջակայքում ունեն համապտէոաւփւա֊ 
նաբար 'ձո р 1 և 2ռ պարղ արմատներ, րնղ սրում ալդ արմաէոներր փոխա
դարձաբար ընդմիջվում են. ար/ինքն մի րադմանդամի հարևան արմատների 
րէևրաքան չլուր դո։.րյի միհև ընկնո։ մ Լ մյուս յ։ աղմ արհդս։ մ ի ճիշտ մեկ արմաա։ 
(րնորհիվ (23) բանաձևի, (22) անհավասարսւթյուխը կարելի է արտադրել (27) 
տեսքով։ Ապացուցվում կ, որ ‘27)~ից րիւում կ (23) անհավասարությունը։



[40 Виленский В. С.  |

(•() անհսւվւսէէարութլունր հանդիսանում՛ է ան-ւտվաււաբութլան մ ա սևա
վոր դեպքր և նրանից աոացվում է, երբ բազմանդամբ նուլնարար հավասար 
Լ մեկի։
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

В. И Маиейчнк. II II Ивахпин

Об устойчивости длинных скрученных стержней 
при воздействии температурных напряжений

Вопросом устойчивости стержней при действии осевой силы и 
крутящего момента без учета силы веса и температурных напряже
ний занимались Л. Г. Гринхилл [1|. .1. С. Лсйбензои |2|. А. Н. Дин- 
ннк |3]. Е. .’I. Николаи |4] и другие. Влияние температурных напря
жений па потерю устойчивости тонких стержней рассмотрено в рабо
тах [6] и |7].

В данной статье исследуется устойчивость вертикального длин
ного тонкого стержня при воздействии скручивающего момента, осе
вой силы, равномерно распределенной нагрузки и температуры, меня
ющейся по линейному закону.

Этот вопрос имеет большое практическое Значение при бурении 
скважин. При увеличении глубин скважин изменяется температура, 
которая оказывает влияние на растягивающую силу, обеспечивающую 
постоянное давление долота на забой.

Рассматривая бурильную колонну как стержень с защемлен
ными концами, будем искать критическое давление долота на забой, 
при котором возможно нейтральное равновесие колонны.

Обозначим:
/—длина колонны.

ТИ,—крутящий момент.
q — вес одного погонного метра бурильной колонны в гли

нистом растворе.
Д7’։ и ДГ_—приращение температуры на верхнем и нижнем концах 

стержня.
Р— растягивающая сила.

Гак как концы колонны защемлены, в ней под воздействием 
температуры возникнет нормальное сжимающее усилие, которое имеет 
величину

(I) 
где

Давление долота на забой будет равно
Տ.Ն+վ_/>, (2)

*■
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Дифференциальные уравнения упругого равновесия имеют вид

EJ &и 
Е ՜ մԼ ' '

M; (f3V , 
' / К?

1 dlt Ո-// ^-=0.

EJ cEv
I2 ժ?

M.- (Ри (
/ Ժ? 1

-(Տ- wg t dv л ■?/ մ.—0,

(3)

где и и т՛—проекции перемещения на оси х и у, Լ=՜ . ось z на

правлена по оси стержня. Для защемленных концов граничные усло
вия будут ,

при ’ = 0 и —0, —?•=(). г՝ = 0, ֊< = 0;
сГ. (4)

приС=1 и = 0, г՛ = 0, ~ = 0, ~?-=0-
«Ч (74

Решение системы уравнений (3) будем искать методом Бубнова-Га- 
леркина. Так как при малых деформациях упругая линия мало отли
чается от плоской кривой, то аппроксимирующие функции выберем 
з виде

// = (1 — ;)’ и Ղ) = (1 — С)3, (5)

Выбор таких функций соответствует экспериментальным исследова
ниям [5]. а гакже физическим соображениям.

Функции (5) полностью удовлетворяют граничным условиям (4). 
Применяя метод Бубнова-Галеркина, после преобразовании и упро
щений получим систему двух однородных линейных уравнений отно
сительно а и b

EJ м с 3 Д 32 07И. ,(3 - ?«- ձ - qiy + -8] S -- ь = ։..

255 Л!.. /, „ EJ 0„ с 3 Д . Л՜տ՜ ։ Г а + (12 Հ ” ձ ՜ чГ ql) b °'

(6)

Составляя определитель этой системы а приравнивая его нулю, по
лучаем выражение, в которое входят все факторы, определяющие 
VC ГО ЙЧ И ВОСТ Ь КОЛОНН!»!

20.25-յ-?? 1,125-Ц^- 1,25 Д’-Д= = 0. (7)

Решая уравнение (7) относительно S, получим
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5^7,5^4-1.125-^-֊ |./Լ4.5 ֊ 0.375 Հ֊)՜+1,25 (^֊)У

(8)
Параметр ? надо подобрать так, чтобы Տимело минимальное значение 
то есть

ԺՏ- = 0 
ժ? Ս’ 

откуда
₽” - 0,448 -J.y ?’ + 0,062 - 0,003 0^)’ ₽’ +

+ 0,00005 f|֊Y = O. (9)

В уравнении (9) пренебрегли членами, содержащими ЛП, так как они 
мало влияют на величину 3. Уравнение (9) решаем методом последо
вательных приближений. Действительный корень, при котором 5 при
нимает минимальное значение, оказался равным

? = 0,355

Следовательно,

S^=4,104)a/'^£T-| О,243Г<?£=7= 0.157.W |/-շ^յ-.

Значение ձ\, не зависит от длины колонны.
Запорожский машиностроительный институт

им. В. Я. Чубаря Поступила 51X1963

Վ. 1». U‘։u«jLjs{։ կ, I*. 1*. b։|iu|i»fi|>G

ՈԼՈՐՀԱԾ 5ՐԿԱՐ anibPb ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ ՋհՐՍԱՅհՆ
шрпыгььрь անցության դեպքում

Ա Մ <!> Ո Փ Ո I՝ Մ

Հողվածում հետազոտվում Լ հիմբհլփ վրա կիրառված ,4Հ. пуя^/rtzj մո
մենտների։ P inn անէյբա լին աժերի, (] ինտևնսիվաիք լան հավ ши ա րւս չափ 
բաշխված րեոի ե դծալին սրեն,բով փոփոխվող ջերմ ալին ա ւրլ ե ցսւվժ լան էոտկ 
ղտր1էվոդ ու ղղաձիղ երկար բարակ ձողի կա ւունուխ յունր է

Օղտվելով !՝ ուրնովՀ՚եաք քո րկինի if 1յ քժ nfj ft լ ք. որոշված Լ ձողի տ ու բաւր1 ան 
ալն կրխոիկական օերւ) աո աիհանի արաահալաոէվմ լոէ I/ր. ո[,[’ ձողն
սկսում Լ ծուէել։

Ս տաբված ա րդրսնբնե րր կարող են օղ տ ա ղ и րծ վե [ հորատման и լսւնե րի 
սլան կարս.նոէթլան հևտաղոտման </ամանակ:
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