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Проективно-дифференциальная геометрия семейств 
многомерных плоскостей (III)

Введение

Эта работа является продолжением работ [1, 2}. В первом пара
графе излагается выбор подвижного репера семейства плоскостей.

Во втором параграфе методом Г. Ф. Лаптева найдена одна важ
ная инвариантная трилинейная форма, связанная с первой дифферен
циальной окрестностью, и выяснен ее геометрический смысл. Эта 
форма оказалась тесно связанной с тремя известными (см. 11. 2|) ин
вариантными билинейными системами. Фактически эта работа и ра
боты |1, 2] посвящены исследованию инвариантной трилинейной 
формы.

В §§ 2-10 дается приложение всех этих результатов к теории 
.многомерных поверхностей. Здесь получается много новых результа
тов. Кроме того, старые результаты получают новое содержание.

Параграфы 11 и 12 посвящены дифференциальным окрестностям 
высоких порядков. Каждая дифференциальная окрестность обладает 
одной или несколькими инвариантными трилинейными формами, ис
следование которых не отличается существенно от предыдущих иссле
дований.

В § 13 дастся общий принцип отображения многомерной проек
тивной геометрии на множества различных образов другой проектив
ной или непроективной геометрии. Доказывается изоморфизм этих 
двух геометрий.

В § 14 приводится несколько примеров такого изоморфизма. В 
частности, здесь излагается так называемая проективная геометрия 
сфер и окружностей эвклидова пространства.

§ I. Выбор подвижного репера

Как известно [1, 2], дифференциальные уравнения семейства 
(I-мерных плоскостей пишутся в виде

«ք ■■ du', i = 0- • d. р -֊ d 4- 1 • • -п. х ». 1.. .а. (1.1)

Внешнее дифференцирование этой системы приводит к квадратичным 
уравнениям
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\ԺսԼ 4- ՌԼ шР — Ժ«։| = 0; /,/ —0, •••։/; pt q = d + !•• -Л. (1.2)

Вариация коэффициентов afx определяется системой

г^ = а/;г/ -а^ г.р, (1.3)

где (а. 3 = 0-• -и) — значения форм ф£ ври фиксации главных пара 
метров.

Так как первые d — i вершин подвижного репера лежат на 
մ-плоскости семейства, то касательное подпространство над этой пло
скостью определяется грассмановым произведением [I]

•••, аРаАр, ’-аРаАР) (1.4)

или системой уравнений Xt — 0, а^Хр=0, где X.—тангенциальные 
координаты текущей гиперплоскости. (1.4) показывает, что миноры 
высшего порядка матрицы

Edi 1 
.0

(1.5)

являются грассмановыми координатами касательного подпространства.
Как известно |1], размерность касательного подпространства 

всегда равна d 4֊ր(Հ’). Полагая п достаточно большим, получим для 
этой размерности число d 4 «(ժ֊| 1). Выбрав первые d |- a (d ֊|֊ 1) }-l 
вершины репера в касательном подпространстве, получим

«с=0, p = d-|- a (d 4- 1) — 1 • • -п, (1-6)

и. в силу (1.6), нижняя матрица (1.5) будет квадратной, т. е каса
тельное подпространство будет иметь только одну отличную от нуля 
координату |*Հ, |. Ради сохранения общности, мы пока не будем 
пользоваться системой (1.6).

§ 2. Инвариантная трилинейная форма 
дифференциальной окрестное։и первого порядка

Рассмотрим три произвольных объекта: точку х‘ d — плоскости 
семейства, гиперплоскость Хр, проходящую через эту плоскость, и 
однопараметрическое подсемейство du' нашего семейства. Методом 
Г. Ф. Лаптева |3| нетрудно доказать, что трилинейная форма

ՓտՀ х1 Xpdu.' (2.1)

является относительно-инвариантной формой, т. е.
оф = Оф.

Следовательно, обращение формы (2.1) в нуль устанавливает геомет
рическую связь между этими тремя объектами. Для выяснения гео
метрического смысла уравнения Ф = 0 рассмотрим касательную в 
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точке х1 плоскость Ժ 4-1-мерной поверхности du՝ (точечное много
образие, образованное одновараметрическим подсемейством d-мерных 
плоскостей, является d 4- 1-поверхностью). Эта плоскость определяется 
точками Ло- • -Ad, х‘ А,, и принадлежит гиперплоскости Храр(р 
= (I 4 !•••«), удовлетворяющей одному уравнению

Ф = 0. (2.2)
Таким образом, получается
Теорема 2.1. Если заданы точка xl Ai и перемещение du' , 

rno aptxlXpdu՝ =0 определяет касательную в точке. xl d՚ f- \-мер
ную плоскость d 1-мерной поверхности du' .

Так как (սմ~1 • • • ап, df), где (/ = Храр ) определяет d — 1-мер
ное подпространство մ-,мерной плоскости, а уравнение этого подпро
странства также записывается в виде (2.2), го справедлива и сле
дующая

Теорема 2.2. Если заданы гиперплоскость Храр и перемеще
ние du', то apitxlXPdu' =0 определяет такое d 1 -мерное под
пространство d-мерной плоскости, в каждой точке которого ка
сательная d 4՜ 1-плоскость d {-поверхности du՝ принадлежит 
данной гиперплоскости.

Точно так же доказывается
Теорема 2.3 Если заданы точка дМ,- и гиперплоскость 

ХраР, то арьх1 Xpdu* = 0 определяет такое а I -мерное подсе
мейство нашего семейства, касательная в точке х1 d 4- 1-ялос- 
кость каждого /• подсемейства которого принадлежит гиперпло
скости Хр.

Наконец, мы здесь дадим четвертую (наиболее ясную) трактовку 
уравнения (2.2).

Теорема 2.4. Точка х‘А,, гиперплоскость Хра.р и перемеще
ние diT удовлетворяют уравнению a?xl Xpdu* — 0 тогда и только 
тогда, когда касательная в точке х‘ плоскость d-\ {-поверхности 
du' принадлежит гиперплоскости Хр, или. когда фокальное в ги
перплоскости ХР d—{-подпространство перемещения du' содер
жит точку х‘ [1, 2].

Эта теорема дает два необходимых и достаточных условия для 
выполнения (2.2).

В дальнейшем, если тройка объектов (л‘, Хр и du') удовлетво
ряет инвариантном}՛ соотношению (2.2), то она называется сопря
женной тройкой.

Три билинейные системы

аррд du՝ = 0, арх1 Хр ~ 0. аргХр du' = 0 (2.3)

получаются из (2.2) приравниванием нулю всех коэффициентов соот
ветственно при Хо, du1 и х1.
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Решение первой системы (2.3) означает, что в семействе суще
ствуют такие точки л"' и перемещения du՝, которые образуют сопря
женную тройку с любой гиперплоскостью ХР. Аналогичные рассуж
дения справедливы и для остальных двух систем.

Исследование систем (2.3) изложено в работах (1. 2|.
Теперь приведем ряд примеров из известных семейств трехмер

ного пространства и рассмотрим форму (2.2) для каждого из них.
(I) Для линейчатой поверхности уравнение (2.2) пишется в виде 

a>\xl ХР du1 — 0, что кроме did ~ 0 лает еще а^х1 ,¥}, - 0 Последнее 
соотношение устанавливает известное соответствие между л4-точкой 
луча и Хр-касательной в этой точке плоскости поверхности. Причем, 
в этом соответствии один из объектов (точку или гиперплоскость) 
можно задавать произвольно, после чего второй объект определяется 
однозначно.

(II) Для линейчатой конгруэнции равенство (2.2) приводит к ре
зультату: в сопряженной тройке два объекта задаются вполне произ
вольно, после чего третий объект определяется однозначно. Решение 
систем (2. ) дает фокусы, фокальные направления и фокальные пло
скости конгруэнции.

(III) Для комплекса прямых трехмерного пространства теоремы 
‘2.1, 2.2 и 2.3 приведут к тривиальным результатам. Первая и третья 
системы (2.3) после решения лают развертывающиеся поверхности, 
их точки возврата и касательные плоскости. Вторая система (2.3) для 
комплекса не имеет решения.

Приложение этих теорем к семействам четырехмерного про
странства дает более интересные результаты, на которых мы здесь 
останавливаться не будем (см. |4. 5j).

§ 3. Приложение к теории многомерных поверхностей

Рассмотрим некоторые частные случаи приложения вышеуказан
ных результатов. Пхсть d =0. тогда наше семейство становится 
մ-мерной поверхностью, а уравнение (2.2) пишется в виде a^Xpdie=0 
и ус га на в ивает соответствие между направлениями dir поверхности 
и гиперплоскостями ХР, проходящими через точку поверхности. Для 
каждого направления dir получается одно уравнение между ХР, ко
торое а силу теоремы 2.1 дает касательную прямую этого направле
ния Наоборот, если задана произвольная гиперплоскость ХР, то гоже 
самое уравнение устанавливает одну связь между параметрами die, 
т. е. определяет одно а - 1-мерное подмногообразие (неголоиомное) 
нашей поверхности, касательная плоскость которой принадлежит ги
перплоскости Хр.

Касательная плоскость поверхности определяется из того же 
уравнения, если в нем полагать все коэффициенты при die равными 
нулю: վ՚Ն\.> = 0 (р =■ 1 ••//). Располагая первые вершины А։-• -А» в 
касательной плоскости, получим = 0 или = 0 (/? = а |-!•••//).
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Теперь мы продолжаем изучать ту же поверхность, но с новой 
точки зрения: ее мы рассматриваем как геометрическое место своих 
касательных плоскостей (d = a). Следовательно, здесь можно приме
нить всю теорию семейств многомерных плоскостей.

Итак, предположим, что наша поверхность (Ло) тангенциально 
не вырождается, т. е. ее касательная плоскость зависит ровно от а 
параметров, а это значит, что мы имеем ճ-параметрическое ^-фокаль
ное семейство a-мерных плоскостей.

Как известно, уравнение поверхности для такого репера пи
шется в виде

= 0, ш'? — , afy = а^., Վ ՜ od; I, / = 1 • • -Ժ, р = d 4- I • • •«. (3.1)

R дальнейшем вместо независимых неизвестных dur мы будем 
брать ս»Հ

Уравнение (2.2) для поверхности запишется в виде

а^х1 Хр՝1){=0; iJ =1 • • -a — d, p = d-L֊\”-n. (3.2)

Так как для поверхности каждое перемещение wz в подпростран
стве Aj-’Mj определяет некоторую точку = то вместо урав
нения (3-2) можно взять уравнение

а^х!у‘Хр = 0. (3.3)

Каждое однопараметрическое семейство «>' касательных плоско
стей d мерной поверхности образует d -֊ 1-мерную поверхность, кото
рая в дальнейшем будет называться ժ-յ-1-мерной поверхно
стью «»'.

Теорема 2.1 для многомерной поверхности утверждает, что если 
взять произвольную точку а' на касательной плоскости и произволь
ное перемещение «И (или у'), то уравнение (3.3) определяет един
ственную d р 1-мерную плоскость, касающуюся в точке х1 а 4֊ 1-мер
ной поверхности у1. Так как 1) касательная d 4- 1-мерная плоскость в 
в 0-фокально.м семействе вдоль прямой Ай х‘А{ не меняется (см. 
(2)). 2) каждому перемещению и>' соответствует некоторая вполне 
определенная точка у1 в плоскости .4։---.4յ и 3) коэффициенты а” 
■симметричны относительно нижних индексов, то для многомерной по
верхности мы получим несколько неожиданную теорему.

Теорема 31. Каждая пара произвольных направлений х‘ и 
у1 в касательной плоскости d-мерной поверхности определяет един
ственное d +1-мерное подпространство, которое в точках первого 
направления касается d 4- \-меркой поверхности у1, а наоборот. 
Единственное, но весьма важное исключение из этой теоремы приво
дит к тождественному удовлетворению уравнения (3.3). т. е.

^'/=0. (3.4)

Как известно, если пара направлений удовлетворяет соотноше
ниям (3.4), то она называется сопряженной парой направлений много
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мерной поверхности. Таким образом, получается новая характеристика 
сопряженных направлений на поверхности.

Теорема 3.2. Сопряженная пара направлений d-мерной по
верхности характеризуется тем свойством, что Ժ֊ {-мерное под
пространство этой пары является неопределенным.

Формулировка этой теоремы не корректна для случая гиперпо
верхности. Но для гиперповерхности уравнение (3.3) имеет единствен
ный коэффициент а^х1у!, обращение в нуль которого приводит к 
сопряженным направлениям.

§ 4. Конус сопряженности многомерной поверхности

Как известно, два направления на поверхности называются сопря
женными, если характеристика касательной плоскости по одному на
правлению содержит второе направление.

Сопряженные направления удовлетворяют соотношениям
а^х‘у1 = 0, /„ур-•-Ժ; р = dI-•-и. (4.1)

В этом параграфе мы: найдем условия, при которых многомерная 
поверхность допускает сопряженные направления. Система (4.1) пред
ставляет собой алгебраическое соответствие (см. [6], т. II). Для су
ществования S—1-мерного решения у1 необходимо и достаточно,, 
чтобы

r(aPxr)=d — s, s>], (4.2)

где г {a-pjX*) — ранг матрицы (яр. Система (4.2) содержит ровно 
տ{ռ — 2d 4- տ) независимых алгебраических уравнений. Следовательно, 
для ее совместности, вообще говоря, должно соблюдаться условие

5 (я — 2d + $)՛< d—1. (4.3>
Разность этих двух чисел, т. е.

Rs^d—1— s(n — 2d s),
дает размерность алгебраического многообразия (4.2). Так как система 
(4.1) симметрична относительно двух серин неизвестных, то для у' по
лучим то же самое алгебраическое многообразие (4.2).

Многообразие (4.2) лежит в пространстве .4j-*«.4d. Так как из 
տ<Հր следует, что R->Rt, то наибольшая размерность для многооб
разия получится при s = 1, т. е. когда

ր(^^) = մ-1. (4.4>

Соединяя прямыми все точки алгебраического многообразия (4.4) с 
точкой Лй поверхности, в касательной плоскости получим некоторый 
конус. Он здесь называется конусом сопряженности. Это 
название оправдывается тем. что каждая образующая прямая этого ко
нуса образует сопряженную пару направлений с некоторой образующей 
прямой того же конуса.
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При տ2> 1 каждому направлению х1, удовлетворяющему системе 
{4.2), сопряжено уже s-мерное подпространство, которое также при
надлежит конусу сопряженности.

Таким образом, для сопряженных направлений многомерной по
верхности получается

Теорема 4.1. Конус сопряженности наиболее общей d-мер
ной поверхности и-мерного пространства определяется системой 
r(a^xl) = d — 1. Размерность этого конуса равна числу ՀՀ-j-1 = 
— ՅՃ п — 1. В случае /?։—О поверхность имеет конечное число 
сопряженных направлений.

Из соотношения (4.3) следует
Теорема 4.2. Наиболее общая d-мерная поверхность допу

скает s-мерные сопряженные направления тогда и только тогда, 
когда d (2s ■ 1) > տո փ s'- 1. Равенство соответствует случаю,
когда на поверхности существует конечное число таких сопряжен
ных направлений.

Теперь мы найдем условие, при котором каждое направление на 
касательной плоскости составляет сопряженную пару с некоторым 
другим направлением. В этом случае условие

г (аР. х1) = d - 1

не должно накладывать никакого ограничения на х1. А это означает, 
что число строк этой матрицы не больше d 1 или n — d С d—I, 
или n^2d — 1. Таким образом.

Теорема 4.3. Каждое направление касательной плоскости 
является направлением некоторой сопряженной пары тогда и 
только тогда, когда n-^.2d 1.

§ 5. Тангенциально вырожденные поверхности

Пусть направление х1 на поверхности сопряжено с любым дру
гим направлением. В этом случае все коэффициенты при у1 в системе 
(3.4) должны обращаться в нуль. т. е.

а? х1 = 0. (5.1)

Эта система будет иметь решение тогда и только тогда, когда ранг 
матрицы (а?) (где i ֊ индекс столбцов) меньше Ժ; или короче

r(flfy) = rf— տ, տ>1. (5.2)

Нетрудно заметить, что число параметров касательной плоскости бу
дет равно d — s и, следовательно, поверхность тангенциально вырож
дается. Действительно, из (3.1) имеем <»f = а^<»1. По направлению 
и>/ = |х/ в силу (5.1) все формы и>? обращаются в нуль, следовательно, 
касательная плоскость поверхности по направлению х‘ не меняется. 
Причем, если соблюдается условие (5.2), то направления, вдоль кого- 
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рых касательные плоскости не меняются, образуют «-мерную пло
скость. Такие поверхности называются развертывающимися по
верх н о с т я м и к л а с с а «. Следовательно, справедлива следующая

Теорема 5.1. Развертывающаяся поверхность класса տ ха
рактеризуется условием r(affy~d տ. 8 каждой точке этой по
верхности существует такое s-мерное направление, которое со
пряжено с любым направлением этой поверхности.

Нетрудно, заметить, что такие направления удовлетворяют урав
нениям «Гл-1 л'՛—0 и. следовательно, являются асимптотическими • »*
направлениями.

§ 6. Касательное подпространство направлений 
многомерной поверхности

В третьем параграфе мы видели, что с любой несамосопряженной 
парой направлений поверхности связывается единственное d -|- 1 -мер
ное подпространство (см. теорему 3.1). В этом параграфе мы предпо
ложим, что эти направления совпадают. Уравнение (3.3) в этом случае 
запишется в виде

а'л'х'А^О, (6.1)

которое для данного направления х! определяет d 4- 1-мерное под
пространство. Это подпространство называется касательным по 
д а н и о му н а п р а в л е и и ю. Таким образом, получается

Теорема 6.1. С каждым направлением многомерной поверх
ности. связывается единственное d-у \-мерное (касательное) под
пространство, которое в точках этого направления касается 
d | I-мерной поверхности того же направления.

Единственное исключение этой теоремы получается только тогда, 
когда уравнение (6.1) тождественно обращается в нуль, т. е.

а?.х(х' = О. (6.2)

Как известо, направления, удовлетворяющие системе (6.2), на
зываются а с и м и г о г и ч е с к и м и. Таким образом, асимптотические 
направления пол уч; ют новый характеризующий признак:

Теорема 6.2. Асимптот ческие направления многомерной 
поверхности характеризуются тем, что касательные подпро
странства по этим направлениям становятся неопределенными.

На каждой поверхности асимптотические направления (если су
ществуют) образуют асимптотический конус с уравнениями 
(6.2). вершина которого совпадает с рассматриваемой точкой поверх- 
НОС1И. Асимптотический конус является подмногообразием конуса 

■ сопряженности.
Так как число уравнений системы (5.2) в общем случае равно 

п d, а число неизвестных равно d, то для совместности этой си
стемы необходимо и достаточно выполнение требования



ПрОсктнвио-лцфферепциальная геометрия многомерных плоскостей 11 
*■  —» - I , , _ _ Jb ~ ՜  - ' - *’’ 1 - • ք*

п — (է < d - I. (6.3)
'леловательно, здесь доказывается

Теорема 6.3. Наиболее общая многомерная поверхность об
липает асимптотическими, направлениями тогда и только тогда, 
когда п < 2d ք֊ 1.

§ 7. «Сопряженная пара» и поверхности, допускающие такую пару

Мы здесь опять возвращаемся к сопряженной тройке объектов. 
Для краткости эта тройка обозначается в виде (.vXw), где л —точка 
касательной плоскости. X— гиперплоскость, проходящая через эту 
плоскость и <ւ> — перемещение (или направление на касательной пло
скости). Согласно определению эта тройка удовлетворяет инвариант
ному уравнению

= (7.1)

Теорема 2.2 для многомерной поверхности гласит
Теорема 7.1. Если заданы произвольно гиперплоскость X и 

направление ш, то (7.1) определяет такие d—{-мерное подпро
странство (проходящее через АД. каждая точка х которого об
разует сопряженную тройку (хХ<о). Причем, заданное направление 
->՛ принадлежит этому d - {-мерному подпространству тогда и 
только тогда, когда гиперплоскость X принадлежит касательному 
подпространству направления <».

Последнее утверждение теоремы непосредственно вытекает из 
уравнения (6.1).

Таким образом, с каждой парой (шХ) направления и гиперпло
скости однозначно связывается определенное d 1-мерное подпро
странство, инцидентное точке касания и касательной плоскости по
верхности. В дальнейшем оно называется подпространством 
пары («Д’).

Из условий а?. —а? и из теоремы 7.1 вытекает, что если л об
разует сопряженную тройку с у и X, то у также образует сопряжен
ную тройку с л- и X, т. е.

Теорема 7.2. Если х принадлежит d — {-мерному nodipo- 
етранству пары ^ = Ьу‘ и X. то у принадлежит d {-мерному 
подпространству пары u? = (ix‘ и X, и наоборот.

Теорема 7.1 имеет единственное, по очень важное исключение. 
Действительно, если пара (ան¥) удовлетворяет соотношениям

ap^Xp = G, (7.2)

то подпространство этой пары становится неопределенным.
Определение. Если пара (иъ¥) удовлетворяет соотношениям (7.2), 

то она называется с о п р я женно й п а р о й (у>Х). Следова гельно, 
геометрический смысл сопряженной пары (и>Х) заключается в том, 
что она не обладает d — 1-мерным подпространством.
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Теперь найдем поверхности, которые допускают такую пару. Для 
таких поверхностей алгебраическое соответствие (7.2) должно быть 
совместным. Если в этой системе полагать то для существо
вания единственного решения Хр необходимо и достаточно, чтобы

֊</֊ 1. (7.3)
Соотношения (7.3) содержат всего 2d п 1 независимых алгебраи
ческих соотношений. В общем случае (7.3) будет иметь решение от
носи тель но л'л՜ тогда и только тогда, когда

(7.4>

Сформулируем этот результат в виде теоремы.
Теорема 7.3. Многомерная поверхность обладает сопряжен

ной парой («А') тогда и только тогда, когда n^d~-2. Когда 
n=d 4- 2, то в каждой точке поверхность имеет ровно d таких пар.

Последнее утверждение теоремы доказывается в силу (7.5), ко
торое получается ниже.

Таким образом, сопряженной парой («А) обладают всешоверхности, 
кроме гиперповерхностей.

В силу принципа счета констант (см. [G], т. II) тот же самый ре- 
рул ьтат получится, если систему (7.2) рассматривать как уравнения 
относительно неизвестных х‘ (или ա>')- В этом случае для существо
вания единственного решения х1 необходимо

г(а'А„) = </-1. (7.5>

Нетрудно заметить, что (7.5) содержит только одно уравнение порядка 
d, ибо матрица (7.5) квадратная. Таким образом, в пространстве пе
ременных Хр (р = d -f- 1 • • ու) уравнение (7.5) является гиперповерх
ностью порядка d.

Таким образом, алгебраическое многообразие образовано только 
из тех направлений, которые принадлежат к сопряженным парам (<оА). 
Точно так же уравнениям (7.5) удовлетворяют только те гиперпо
верхности, которые образуют сопряженную пару (ц>А). Оба многооб
разия (7.4) и (7.5) являются конусами. Первый конус лежит в каса
тельной плоскости, причем его вершина совпадает с точкой касания. 
Этот конус называется конусом направлений сопряженных 
пар (՛’»/¥). Второй конус образован из гиперплоскостей, причем его 
вершина совпадает с касательной плоскостью поверхности Этот конус 
называется конусом гиперплоскостей сопряженных пар՛ 
(wA՜). Следовательно, здесь справедлива

Теорема 7.4. С каждой точкой, многомерной поверхности 
связываются два конуса, первый in которых образован направле
ниями сопряженных пар (фА'), второй образован из гиперповерх
ностей тех же пар. Исключение составляют только гиперповерх
ности, которые не обладают сопряженными. парами (®А').
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Особый интерес представляет случай, когда конус направлений 
•сопряженных пар (шА՜) является гиперконусом. В этом случае из 
(7.3) получим п = 2d. Следовательно, когда //>2ժ, то каждое направ
ление ա>՛ в касательной плоскости образует сопряженную пару (<uAj 
с некоторой гиперплоскостью А'. Таким образом,

। Теорема 7.5. Конус направлений сопряженных, пар (и>Х) 
d-мерной поверхности является гиперконусом тогда и только 
тогда, когда n = 2d. Каждое направление касательной плоек- ста 
образует сопряженную пару (шЛ) с некоторой гиперповерхностью 
тогда и только тогда, когда n'>2d.

§ 8. Совпадение конусов сопряженности и сопряженных 
пар (։*>Л) поверхности

Как уже известно, конус сопряженности и конус направлений 
сопряженных пар (и.-А՜) определяются соответственно системами

r(agAJ) = rf 1. r(agx')=zz d— 1. (8.1)

Здесь возможны только три случая: d^>n d. d = n—d и (1<Լո d. 
и так как левые части соотношений (8.1) одни и те же. то спра
ведлива

Теорема 8.1.Ао«ус сопряженности и конус пар (и>А՜) много
мерной поверхности совпадают тогда и только тогда, когда 
u = 2d. Если ny>2d, то первый конус является подмногообразием 
второго конуса. Если ո<Հ2մ то, наоборот, второй конус является 
подмногообразием первого.

Например, в четырехмерном пространстве (п = 4) двумерная по
верхность обладает единственной сопряженной сетью. В силу теоремы 
8.1 каждое из этих направлений одновременно образует пару («»А') с 
двумя определенными гиперповерхностями X (см. |3,4|).

Приложение теоремы 2.3 к теории поверхностей в силу теоремы 
7.2 приводит к уже известным результатам.

§ 9. Соприкасающаяся плоскость поверхности

Рассмотрим такие гиперплоскости, которые образуют сопряжен
ную вару (w/Y) с любым направлением, т. с. удовлетворяют системе

«£ *, = (). (9.1)

Нетрудно заметить, что система (9.1) определяет соприкасаю
щуюся плоское!;, поверхности (плоскость минимальной размер
ности. в которой лежат все дифференциалы второго порядка точки 
поверхности). Таким образом,

Теорема 9.1. Соприкасающаяся плоскость многомерной по
верхности характеризуется тем свойством, что каждая гипер- 
п.гоекость, инцидентная этой плоскости, образует сопряженную 
пару (<оА') с любым направлением поверхности.
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Если система (9.1) имеет только нулевое решение, то соприка
сающаяся плоскость совпадает с //-пространством.

Система (9.1) имеет ненулевое решение тогда и только тогда,, 
когда ранг матрицы («£) (где р — индекс столбцов) меньше п — d 
или короче

г {afy = n — d — s, s > 1. (9.2)-

Следовательно, система (9.1) в силу (9.2) определяет плоскость раз
мерности п —S. Итак,

Теорема 9.2. Размерность соприкасающейся плоскости мно
гомерной поверхности всегда равна п — s, где r{a-’t)=n d ֊տ.

Нетрудно заметить, что для наиболее обшей поверхности раз
мерность соприкасающейся плоскости равна d -|- min (n—d, 

. . d(d-\)\ րd -|------} • Если п достаточно велико, то эта размерность равна-

2d փ .
շ

§ If). Связки гиперплоскостей многомерной поверхности

Пусть d-мерная поверхность отнесена к подвижному реперу 
первого порядка, т. е.

—•»5' = 0, , а^=а^;

L/=l-“d; р = d+ 1- • -п. (10.1)

Инфинитезимальное перемещение тангенциального репера пишется в 
виде (см. [I])

daa = ֊^a>, а՜- = (-!)“ (Ао-• • A«-i А,тг •-А,); а, ₽'.==0-•-л. (10.2)

Гиперплоскость, проходящая через точку Лу поверхности (До) в тан
генциальных координатах пишется в виде

ш = А'7т/՛7, q=\...n. (10.3)

Найдем условие, при котором дифференциал гиперплоскости (10.2) 
принадлежит той же связке. В силу (10.2) это требование приведет к 
единственному уравнению

А',о/ = 0, i=\..-d, (10.4)

а это означает, что гиперплоскость X проходит через касательную 
rf—1 мерную плоскость d - 1-мерной поверхности (10.4). Итак, каж
дой гиперповерхности X связки (10.3) соответствует такая d— 1 мер
ная поверхность (неголоиомпая), по которой пересекаются гиперпло
скость X и поверхность (Ло). Для краткости связку гиперповерхностей 
(10.3), проходящих через точку поверхности, назовем 0—связкой 
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гиперповерхностей, а связку гиперповерхностей, проходящих 
через касательную плоскость մ-мерной поверхности, назовем մ-связ
кой. Следовательно, здесь доказывается следующая

Теорема 10.1. Дифференциал гиперплоскости 0-связки при
надлежит той же 0-связке тогда и только тогда, когда диффе
ренциал берется по направлениям пересечения этой гиперплоско
сти с поверхностью. Гиперповерхность принадлежит d-связке 
тогда и только тогда, когда ее дифференциал по всем направле
ниям принадлежит 0-связке.

Последнее утверждение теоремы просто вытекает из основного 
соотношения (10.4) при обращении всех коэффициентов при в 
нуль. Мы фактически здесь имеем новое характеризующее свойство 
касательной плоскости многомерной поверхности.

Все результаты этого параграфа фактически были получены с 
помощью инвариантной трилинейной формы в § 3.

Аналогичная задача для մ-связки гиперплоскостей приводит к 
соотношениям

A'pW = 0; /,/=!•..tf, p = d + \-• ՝п, (10.5)

которые приводят к теореме:
Теорема 10.2. Дифференциал гиперплоскости d-связки приво

дит к гиперплоскости той же связки тогда и только тогда, когда 
эта гиперплоскость и направление дифференцирования образуют 
сопряженную пару

§ 11. Число d I-мерных сопряженных направлений 
многомерной поверхности

В силу теоремы 4.2 մ-мерная поверхность в //-мерном простран
стве допускает конечное число d— 1- мерных сопряженных направле
ний тогда и только тогда, когда

// = մ + 2. (11.1)
В этом параграфе мы найдем число таких направлений на по

верхности. Как известно (см. |2]). эта задача сводится к отысканию 
числа (մ — 2)-мерных фокусов մ-семейства d—1-мерных плоскостей 
п — 1-мерного пространства.

Известно, что совокупность всех d — 1-мерных плоскостей, пере
секающихся с данной d—1-мерной плоскостью по d — 2-мерным под
пространствам, образует шубертово многообразие (см. |1. 6]), которое 
ня грассмановам многообразии Զ (մ - 1, п . — 1) представляет п — 1 мер
ный конус порядка ՀՀշ\. В силу (11.1) порядок этого конуса ра
вен числу d. Таким образом, доказывается

Теорема 11.1. & общем случае только d = п 2-мерная по
верхность допускает конечное число d — {-мерных сопряженных 
направлений. Количество этих направлений равно числу մ.
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Характеристика d = n 2-мерной касательной плоскости по од
ному из этих направлений представляет rf 1-мерное подпространство, 
проходящее через остальные d— 1 направления.

§ 12. Дифференциальные окрестности высоких порядков

Мы в этом параграфе опять возвращаемся к общим л-семействам 
մ-мерных плоскостей. Здесь рассмотрим дифференциальную окре
стность второго порядка и сделаем соответствующие выводы для ок
рестностей более высоких порядков.

Для краткости будем пользоваться соотношениями (1.6), т. е. 
предположим, что касательное подпространство семейства является 
гранью подвижного репера. С помощью леммы Картана из (1.2) по
лучим

daf. +■ aiu- а? «>' = du'-, аР,,ч = afw,

i, j - 0- • ՛մ; p. q = d , 1 • • -n; x, x։ = I - • -fl. (12.1)

В силу (1.6) из (12.1) получим систему

q = d փ 1 • • -d 1 «(</-(-1);

p = d-\-a(d-\֊ I)---//, (12.2)
которая однозначно определяет новые главные формы

Теперь мы можем рассматривать новое семейство, образованное 
из касательных подпространств а-семейства մ-мерных плоскостей. В 
общем случае размерность этого семейства также будет равна а. Ин
вариантная трилинейная форма этого семейства имеет вид

Ф։ = wj х՝> ХР = хч Хр du՝*, (12.3)

где тензор однозначно определяется из системы

(>2-4)
Семейство касательных подпространств является մ-фокальным 

семейством, т. е. все подпространства первой дифференциальной ок
рестности каждого подпространства проходят через մ-мериую плос
кость первоначального семейства.

Обращение формы (12.3) в нуль приводит к известным уже ре
зультатам (§ 2), но для нового семейства касательных подпространств. 
В работах 11, 2| и в этой работе фактически мы занимались геомет
рией инвариантной трилинейной формы Ф. Аналогичные приемы, при
мененные к инвариантной форме Фг, приводят к новым, но столь же 
глубоким результатам. Все эти результаты будут связаны со второй 
дифференциальной окрестностью մ-мерной плоскости.

Точно так же с третьей дифференциальной окрестностью связы
вается инвариантная форма Ф2 (и, следовательно, тензор О; ). про
водится аналогичное исследование и т. д.
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Значение последовательности инвариантных трилинейных форм 
Ф, Ф։. Фв-• • в дифференциальной геометрии трудно переоценить. 
Каждое подмногообразие изучаемого многообразия также обладает 
такой последовательностью инвариантных форм. Каждая такая после
довательность обрывается только тогда, когда касательное подпро
странство донного порядка совпадает с объемлющим пространством.

§ 13. Последовательность инвариантных трилинейных форм 
на грассмановом отображении семейства

В классической теории конгруэнций и комплексов прямых боль
шая роль принадлежит линейным многообразиям прямых, г. е. деми- 
квадрнкс, линейной конгруэнции н линейному комплексу. Эти мно
гообразия в Ps представляются подпространствами различных измере
ний. Каждое семейство (линейчатая поверхность, конгруэнция или 
комплекс) на грассмановом (плюккеровом) многообразии представ
ляет некоторую поверхность. Касательные плоскости (различных по
рядков) этих поверхностей (или их сопряженные плоскости) как раз 
представляют касательные линейные многообразия к этим семействам.

В четырехмерном пространстве касательные линейные многооб
разия для двупараметрнческого семейства прямых и плоскостей под
робно изучены в работах [3. 4|. В работе [1] изучается касательное 
линейное многообразие произвольного «-параметрического семейства 
մ-мерных плоское» ей. Так как касательные плоскости различных по
рядков многомерной поверхности получаются с помощью трилинейной 
инвариантной формы соответствующей дифференциальной окрестности 
(см. § 3—10), то изучение линейного многообразия данного «-семей
ства приводится к изучению последовательности инвариантных форм, 
присоединенной к «-поверхности (образу «-семейства) грассманова 
многообразия Զ (մ. п).

Мы здесь не будем заниматься подробным изучением этих мно
гообразий. несмотря на то, что результаты будут представлять опреде
ленный интерес в проектнвно дифференциальной геометрии. Дело в 
том. что метод изучения этих многообразий ничем не отличается от 
метода, примененного в этой работе и в работах |1. 2|.

Отображение на грассмановом многообразии дает хорошую ин
терпретацию теории пар семейств մ-мерных плоскостей. Действительно, 
пара «-семейств մ-мерных плоскостей отображается в пару «-поверх
ностей. принадлежащих грассманову многообразию Две касательные 
плоскости этих поверхностей в пространстве Ps (.V — 1) в об
щем случае либо пересекаются по некоторому տ*-мерному подпро
странству. либо находятся в некотором А-мерном подпростран
стве. Так как каждое подпространство из отображает некоторое 
линейное многообразие մ-мерных плоскостей (см. [IВ, линейное
2 IImkhi ДИ. <v(mi ф«х*м>т. му». М I »*Հր'։ .՝.

с ьгтшщ
լ ԳՐԱԿԱՆ J} 
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многообразие инвариантно связывается с рассматриваемой нарой се
мейств մ-плоскостей. В случаях, когда размерность пересечения или 
суммы этих плоскостей больше 5 или меньше k, получаются ча
стные случаи (классы) нары семейств, причем в каждом конкретном 
случае очень легко можно классифицировать пары в каждом простран
стве. Например, в трехмерном пространстве существуют три основные 
пары конгруэнций: Д. 7 и 0 [7,8]. В том же пространстве существует 
только одна основная пара комплексов, это пара 7՜ [9], и т. д.

§ 14. Изоморфизм проективных геометрий различных 
образующих элементов

Согласно идее Д. Гильберта [10] основные элементы (точка;, 
прямая и т. д.) геометрии не получают определения. Следовательно’, 
эти элементы и отношения между ними могут выбираться произвольно, 
только лишь с одним ограничением; выбранные элементы и отношения’ 
между ними должны удовлетворять определенным свойствам (ак
сиомам) этой геометрии.

В этом параграфе мы будем пользоваться этой идеей и построим 
ряд геометрий, изоморфных проективным геометриям многомерных 
пространств. Взаимно-однозначное соответствие этих геометрий по
коится на следующем принципе:

Принцип отображения. Точка (л4) пространства Рп ста
вится в соответствие с таким геометрическим объектом другого 
пространства Р (нс обязательно проективного), уравнение которого 
имеет ровно п ! однородных коэффициентов (л";). Если x‘fi=0 
уравнение этого объекта в Р (где /-' зависят от координат простран
ства Р), то точки .V' - >.у’ прямой (лу) соответствуют объектам пучка 
(xl -j- ху ) Pi = 0; точки х1 г X у‘ 4- pzl плоскости (л-yz) соответствуют 
объектам (л4 4֊ Ху1 |-рУ ) Г, = О и т. д.

Устанавливаемое таким образом соответствие пространств Рл н| 
Р всегда является взаимно-однозначным. Фундаментальная груши 
пространства Р совпадает с фундаментальной группой Ра.

Соответствие инцидентностей этих двух геометрий устанавливаете։ 
следующей очевидной теоремой:

Теорема 14.1. Если два подпространства л Рг пересекают^ 
по k-мерному подпространству, то соответствующие им пучки i 
Р пересекаются по k-мерному пучку.

Здесь k-мерным пучком называется совокупность объектов, ко 
торая определяется уравнением

(У ф - 4-X#z')F< = 0.
Таким образом, устанавливается изоморфизм между точечт 

геометрией Рп и геометрией данных образов другого пространств 
Р. Мы последнюю геометрию называем проективной геометрю
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образов в пространстве Р. Все эти рассуждения более подробно 
выясним на следующем примере.

,§ 15. Проективная геометрия окружностей и сфер 
трехмерного евклидова пространства

Как известно, сфера трехмерного эвклидова пространства в прямо
угольных координатах определяется уравнением

д° (х- 4֊ у- - ’2) 4- 2х։А- 4- 2х*у 4֊ 2лаг 4- х1 = 0. (15.11

Следовательно, каждая сфера из F.z однозначно определяется точкой 
(л4) проективного четырёхмерно։О пространства Р4. Для получения 
взаимно-однозначного соответствия мы должны во множество сфер Ez 
включить все сферы мнимого радиуса, все плоскости (когда vo=^O), 
в том числе и бесконечно удаленную плоскость и, наконец, все точки 
пространства £■..

Легко заметить, что соответствие между основными элементами 
этих двух пространств будет иметь вид

I. Точки.
2. Точки прямой.

3. Точки двумер
ной плоскости.

4. Точки трехмер
ной плоскости.

5. Две прямые пе
ресекаются.

I. Сфера.
2. Сферы, проходящие через данную окружность. 

Эта окружность действительна, когда пучок 
сфер эллиптический: мнимая, когда этот пучок 
гиперболический и, наконец, является точкой, 
когда пучок параболический. Причем не нужно 
ставить различия между этими тремя видами 
окружностей, ибо существуют преобразования 
фундаментальной группы, которые переводят 
один вид окружностей в другой. Мы в даль
нейшем их назовем просто окружностями.

3. Сферы двумерного пучка, т. е. все сферы, 
проходящие через две (действительные или 
мнимо-сопряженные) точки.

4. Сферы трехмерного пучка или (как легко до
казать) все сферы, ортогональные одной сфере.

5. Две окружности консферичны (принадлежат 
одной сфере) и т. д.

Принцип двойственности четырех мерного пространства приводит 
к такому же принципу в Е3, г. е. сфера *—> трехмерный пучок сфер, 
одномерный пучок сфер *—* двумерный пучок сфер.

Таким образом, устанавливается изоморфизм между точечной 
четырехмерной проективной геометрией и так называемой „проектив
ной геометрией Сфер" трехмерного пространства.

С помощью этого изоморфизма каждой теореме из Р4 соответ
ствует теорема в геометрии сфер и окружностей. Например, в
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если Три прямые не принадлежат одной гиперплоскости, то обладают 
единственной трансверсалью (прямой, пересекающей эти прямые). В 
Е3 этот результат приводит к теореме (доказательство которой в эле
ментарной геометрии связано с большими затруднениями):

Теорема 15.1. Существует единственная окружность, кото
рая консферична с каждой из трех заданных (не ортогональных 
одной сфере) окружностей.

Две прямые в Р, определяют единственную гиперплоскость, в 
которой они лежат. Точно так же

Теорема 15.2. Лее окружности с и сх определяют единствен
ную сферу О. которой ортогональны, все сферы пучков этих ок
ружностей. Причем на каждой сфере, ортогональной О, суще
ствует единственная окружность. которая консферична как с с, 
так и с с\.

На этом пути без доказательства можно сформулировать очень 
много теорем в геометрии сфер и окружностей, по мы на этом не 
останавливаемся.

В работе J11] нами были подробно изучены линейные многооб
разия прямых и плоскостей четырех мерного проективного простран
ства. Все результаты этой работы автоматически переносятся в гео
метрию сфер и окружностей. В этой работе мы рассматриваем неко
торые свойства конфигурации Власова. В свете этого изоморфизма 
получается

Теорема 15.3. Пентациклы Стефанова являются изоморф
ными отображениями прямых конфигурации Власова. Все замеча
тельные свойства конфигурации Власова переходят в новые свой
ства для пентациклов Стефаноса.

Аналогично доказывается, что линейчатая геометрия трехмерного 
проективного пространства изоморфна проективной геометрии окруж
ностей эвклидовой плоскости.

Другим примером изоморфизма двух геометрий является изо
морфизм между точками пятимерного проективного пространства и 
линейного комплекса прямых трехмерного пространства. Этот изомор
физм приводит к ряду интересных свойств семейства демиквадрик. 
которыми здесь заниматься не будем.

Армянский заочный педагогический институт
Институт математики и механики

ЛИ Армянской ССР Поступила 10 VI 1963
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ՐԱՋԱԱՋԱՓ աՐՌՈՏՌՅՈհՆՆեՐհ ԸՆՏԱՆԽՔՆեՐհ 
ՊՐՈՅեԿՏԽՎ. ԴՒՖեՐԷՆՑՒԱԼ ԵՐԿՐԱՉԱՓՈՒԹՅՈՒՆԸ (Ill)

Ա Մ Փ Ո Փ Ո հ 1Г

Ներկա աշիււստոլթլանր հանդ ի ասնա մ է | / , 2 | աշխաաու [քրէւնների ри- 
րւււնակա.իք րււնր; Ալս տեղ հալտնարերվտծ է մի հոդծաէին ինվարիանտ ձե . 
որը ւըիվ հետադոսււ[ած էէ

3 —1Օ-րդ ւղա րտ ղ ր ա էին ե ր til մ արված ի ալդ. ձեի կիրաոttcfdլունր րտղմա- 
'"‘•ի մակերեոէ լթնե րի ու ււամնասիրու քժլան համար։ Ալստեդ ստացված են մի 
շարք նոր ալպ[ունքներ:

՛Լերջում տրված է րադմտչաւի աարածո / [dւունների երկրաչաւիու [dլան 
մի մհկնարանա [Jլա ն, որի սդնսւի} լամր սա էսիէՏամ It'll նոր ե րկրտչսսիա fd լան- 
ներ, որոնց ատրած ու թլան հիմնական էլեմհնսէր ո x [Hi կետն է> шц' tf ի ուրիշ 
երկրաչափական սրլեկտ: Ալս սկդրոլնքով շարադրված է *Լ4! 1*’^!****** }“"Ւ
էոարածա[dլան դնդերի ե. շրջանագծերի պրո լեկտիվ երկրաչտփութ լսւնր։
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МАТЕМАТИКА

В, П. Петренко

Некоторые оценки логарифмической производной 
мероморфной функции

Пусть /(z) — мероморфная функция в z ■-£- со. Будем пользоваться 
следующими обозначениями:
л (г, а) —число корней уравнения f(z) = а, лежащих в круге |z|<r;

п (г) = п (г, 0) -г л (г, °°)»

г

ք
ո (t. а) — п (0. а) .. ... , ,---------- ՝_ ֊ճ-rf/ /;(0։ с։) 1п г

/
о

Д’(г) = Л^(г. 0)4-;V(r, ос),

ՀՈ (Г,
|/(րճ/0) — а\

2s
т (г, эо) = т (г, J) = Լ рп+

Т (г, f)=m (г, =о) -Н Л/(г, со),

х = х(/) = 11т
/У(г)

2(a) =3 (а, /) = 1 — lim <ր՚_ճԼ

Ղր.
ո=֊Հ\ք^)^

յ
0

— 1пГ(Л/) „ In Г(г, /) .
Inn------- ձ—— -= p; lim ------ -—— = X
ք- « In r in r

(напомним, что p называется порядком мероморфной функции /(z), 
ее нижним порядком). Буквой С с индексами будем обозначать по

ложительные постоянные, не зависящие от г и R (/?> г).
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§ 1. Р. Неванлинна показал [I], что для всех значений г. 
Г<С°°ւ за исключением, быть .может, системы интервалов с 

конечной суммой длин, справедлива оценка

"'С’/)=օ(|հ('՜ր(ր,/))) (/'՜"°օ)- (1л>
Эту оценку Р. Неванлинна использовал для доказательства соотно
шения дефектов

2 * (а) < 2,
<ч)

справедливого для любой мероморфной функции.
В работе |2| Фукс доказал, что для мероморфных функций ко

нечного нижнего порядка сходится ряд

2 /ФУ
<«Я)

В доказательстве Фукса весьма существенную роль играла оценка ве
личины տ(ր, ^растущей, вообще говоря, гораздо быстрее, чем 

т (г, Эта оценка давалась следующей теоремой:

Теорема А. (Фукс {2]). Пусть £(г)— мероморфная функция 
конечного нижнего порядка Положим

. />=шах(2, л).
Справедливо соотношение

Нт |'Г(г, g)]-’ rs(r, ^\< Схр + Сг7.р\1ур. (1.2)

՜ \ g /

В недавней заметке [3] И. В. Островский и И. В. Казакова по- 
(<TZ\

г, — ), дополняющую результат 
£ /

Фукса.
Теорема Б. Пусть g (z) ~ мероморфная функция порядка 

0<р<1. Справедливо соотношение

lini |.V(r)]՜ ՝rS (г, — ) < Са р2cosec яр, (1.3)

7^- \ g /

где С3 = 4,4.
Основным результатом нашей работы является
Теорема 1. Пусть ь и X— соответственно порядок1* и ниж

ний порядок мсроморфной функции g(z). Тогда

11m [А/(г)] ’rS (г, — \ < С3тп1п (л2, cosec-^f}. (1.4) 
\ g) '<* f

Оценка (1.4) содержит оценку (1.3).

’ р может равняться 4- со.
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Отметим, что если р>л или ? = /. и р —нецелое, то из оценки 
(1.4) и элементарного неравенства

2г
рп ՜ f(.x)dx Հ In*^1 1п2

Kw : -

вытекает следующая оценка для т. ^г, у справедливая для неко

торой последовательности значений г — г*, (г*) | эо

т(г, = 

\ g / г

Эта оценка дополняет оценку (1.1).
В доказательстве теоремы 1 мы использовали некоторые приемы 

Б. Чельберга ]4|, А. Эдрея я В. Фукса [5|, И. В. Островского |8|.
Доказательство теоремы I мы изложим в § 2. § 3 посвящен при

ложениям этого результата к оценке 2^ о (а) и 2Ца). В § 4 мы 
(“) (<»)

покажем, что оценка (1.4) в известной мере близка к наилучшей.
§ 2. Для доказательства теоремы I нам необходимо ввести неко

торые обозначения и установить несколько вспомогательных соотно
шений.

Рассмотрим, следуя Эдрею и Фуксу [5j, функцию

2г.
Ф(г) = -!֊( —------ , (0<r<-| ос).

2п.) |րժտ-1, Լ ’
о

Элрей и Фукс показали [5], что при Ո < = < 1 для Ф (г) имеет место 
равенство

••
Р֊ = <1>(г)</Г = У(=).

О

где

Условимся через обозначать объединенную последователь
ность, состоящую из нулей (ад) и полюсов {Ьс) мероморфной функ
ции g(z). Не нарушая общности, можно считать, что g (0) = I.

Лемма 1. (Ср. лемма 1 [8]). Пусть g(z), g ((.))= 1, — меро- 
морфная функция с нулями խ*] и полюсами }; q > 0 — заданное 
целое число. При любом /? > 0 имеет место соотношение
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<г 1

S(z) |лА.|</? — — 1 \b,\<R — - \ 
b:

(2.2)

1հ
где при > | г Հ.

2
/ Г \ յ2^(շ)ԻՀՇՀ֊^ T(2R) -\.Cs<. (2.3)

Доказательство. Известно [1], что для мероморфной функ
ции g(z) при |2|<R имеет место представление

In (z) = ֊ fin I к (Re*) I +

o’

vi R2 — b z
/, In - ---------------

Pfl < R R{z- ծ.)
In —

,.~r

R2-a^

«*)

Дифференцируя <? - 1 раз по z, получим

d"*'

lllk

I ak: < R՝4 ՜՜ ahZ

у D'^/J _ v (֊О*?! •
/Ж Kr(z), (2.4)

где

Uk V ‘ /Л

1М</?\ R--btz

2ж

о

— 2^ —tfO 
(Re*—z)‘^-

При |z| = r находим

Кн(2)\'^՝1Гч\(Ь 0) 4֊ 7!29H/?-v-։ n (R, eo) +

4֊ (7-1- 1)!2,+;յ/?՜<ր՜,2 7՝(/?) = 7!27+յ/?՜',-Կ(/?) + (7 • 1) 12«+7Гв ՝T(R)
(2.5)

Для п(R) имеем оценку
R

п (R) 1п2 In- 

о

2R
փո+ ֊Կււ (է) = ,V(2R) < T(2R). (2.6:

о

Из (2.5) и (2.6) следует неравенство 

|K„(z)|«Ce?!/?-’-17-(2R).

Интегрируя обе части равенства (2.4) а раз в пределах от 0 до 
շ, находим
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/JV / г \՛7
֊ Р,-. (֊՝) = 2 ■<Ն ֊ 2 ■֊՝А֊ -• *«' (г).Я(г) l^\<A’ 2~а1< M<A* 2~bl

где
\Кк (Z)\^C\^R^T(2R), (2.7)

а Р^֊։(г)— полином степени не выше q — 1.
Поэтому

/ շ- \ *յ + 1 / շ Y+։

г~֊= 2 ֊— - 2 Հ'~+*%/ (1) + Р.,(г).
Мг) |пА|</?-£.-։ |\|</г ւ

ak bt

Обозначая
2К/г (г) + Р// (г) = ?Կ< ( г)

и используя оценку (2.7), получаем утверждение леммы 1.
Лемма 2- Для мероморфной функции г> (г), удовлетворяю՝ 

шей условиям леммы 1. имеет место неравенство

rs(r.^֊y с;(-0’+'г(2К) | Csr՝, (2.8)

и

где г R>(l.

Доказательство. Из соотношения (2.2) находим

R
= J (֊ )" ф (---) dn (Ո + с. (^֊ у' Г (2Ջ) + С^.

1гч ' ՛ ' '

Лемма доказана.
Теперь приступим к доказательству теоремы 1 для случая, когда 

/<о. Выберем в (2.8) q — |д։]. где х—любое нецелое число, удов
летворяющее неравенству

а < х < G.
Тогда

•Используется тождество /ф (/) = Ф I—]•
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Обозначим через 1 повторный интеграл в (2.9). Мы имеем

Производя замену г — էտ, находим

Интегрирование по частям второго интеграла справа дает 

к - /. r-itajr «bS հհ
է՜։ dn (է) = +х^~+х։ ГЛ՛' (s) s-x~՝ds,

RT R J
о о

поэтому

R
H-Л2 pv(s)s՜*՜ ' ds 

6

J j՝ s*՜ ‘ Ф (s) ds < 

о

խ(/?)^ MR) 

I Rx T R'

< { X՝ j N (s) s-'-1 ds + + CM + О (1)} J (Л- ֊ </) <

R 
2

< P Г .V (s) s-x-'ds + Cn Հթ- + О (1)} J (X - ?).

Таким образом,

R R
2» 2
j ր-'-՚| rS (r, J dr հ xV(x - ?) j՜ <'-'V(r)rfr փ

Կ r.

.r T(2RV
֊I O(D.

И
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R 
2

dr

R
С12/Г*Г(2/?) + О(1) (շ 10)

Т

r~x֊lN(r)dr

Так как то при
/< 
2

се.

Так как >. < л*. то 
что

найдется последовательность {/?Д|оо, такая.

Следовательно, устремляя в (2.10) /?->оо по этой последовательности 
[Rf) f то, находим

з
\dr

Поэтому

< дЛ/(х —<?).

< л2./(х - <?).

Учитывая неравенство (2.1), мы получаем (1.4).
Для завершения доказательства теоремы I остается рассмотреть 

случай, когда мероморфная функция д» (д) имеет регулярный рост, 
т. е. X - причем р нецелое.

Установим следующее вспомогательное утверждение.
Лемма 3. Если #(z) -мероморфная функция нецелого по

рядка ն < — сю и р <Հ հ <Հ կ տ, где : Д> 0, то

11m Г'! I ----- Л-—Ц - Inn
, t 1^*1'I

dn (s) 
s’

. I о к a 3 а т e л ь с т н о. Пусть утверждение леммы неверно. 
Тогда

dn (s) 
sT

О <Լ Сп <Հ ос,
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1 №(տ) С„J Տ7՜ " ’

Поэтому при достаточно большом ;У>Л^ будем иметь
С Հ1Լ Г<11 < (2.1 J

J է ' J Տ' £ 
1 J

С другой стороны,

(• ժ/ Րմղ Ь՜) 1 [ Г dn(s) л' քժ//(ձ)|
J J $т ® I J sT յ ' J J 

։ < 1
Так как у £<Cp. TO при iV->oc

jW— 

1
поэтому получаем противоречие с неравенством (2.11). Лемма дока- 
зама.

Рассмотрим теперь мероморфную функцию £ (г) нецелого по
рядка р. Не уменьшая общности, можно считать, что имеет вид

где Pf)(z)~ полином степени не выше /;=|р|.
Очевидно, при всех г > г0 имеет место неравенство

(а'\ 7/ Г \₽ + ։ / г \г> -•*' ) < Сиг/,4-У(------г) ф( -—֊)•

Выберем '> հ 7<р-|-г, тогда предыдущее неравенство дает

= Г֊ • ֊’ j <Р + С1‘ •

и
Поэтому

^ր-7֊։1րձՀր, յր^ւ֊Հր^ւՀ Г )^(/)մր +

£ ՚ .1֊ 0

(2.12}
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Обозначим через / повторный интеграл в (2.12). Мы находим, 
производя замену ր = էտ

Введем следующие обозначения

Производя интегрирование по частям в последнем интеграле, находим

F (0 = «ДО. т + pv (Տ) Ո - ds. 

t

(2.13)

Кроме того, для / имеем 
.V 

/=- (օՀ ; \dF(t) = - F(O'G (4У +
J \ t / \ • / ,i>
0

.0 0
В силу леммы 3 существует последовательность {хг) f =», что 

t2 F (է) < а՜;՜Л (Xi) при է < Xi (2.15}

и. так как F{t) монотонно убывает, то

при t>xt. (2.16У

Из (2.14). (2.15) и (2.16) находим

-Цх:)

1 Л 
i //■.-₽-։ փ («) du 

!'
= F(x{),\(e).
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Положив в (2.12) x = xtt получим 
гш 
fr֊T֊։(rSfr, g']\dr ^F(x,)A(i) \ Շ^֊Ն (2.17) 
J I \ g /1 
xi

Из (2.15) и леммы 3 находим, что 

llm x]‘F(xt) = փօօ, 
Л/ -ОО 

поэтому при

|Л(х,)Г‘

И
л?-։ии)Г'<хГ’+2'->0. (2.18)

Таким образом, из (2.13). (2.17) и (2.18) следует неравенство

Л'(г)
Устремляя г—> ОО, мы получим

уЛ (г) -> р5 । «Ւ?-1 ф (и) du=fj (/; + 1 — р).

6 
Теорема 1 доказана.

§ 3. При помощи оценки величины S(r, -ъ Y даваемой теоре* 
\ g /

мой А. Фукс [2| получил следующий результат.
Теорема В. Пусть f(z)- мероморфная функция конечного 

нижнего порядка Հ /?==niax (2, /.). Тогда о ля дефектов мероморфной 
функции f{z) имеет, место неравенство

21 5(a) <См| >1пд.
<«)

Используя нашу теорему 1. мы сейчас получим теорему, усиливаю
щую этот результат при малых а.

Теорема 2. Пусть р и к - соответственно порядок и ниж
ний порядок мероморфной функции f(z). Если f (z) обладает по 
меньшей мере двумя дефектными значениями, то ее дефекты дол
жны удовлетворять неравенству
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Տ / 5 (Л) < С։7 min х )՛ | cosec кх | 
(«) Х<х<.>

(С17 = 10.6). (3.1)

Доказательство. Мы будем опираться на следующий ре
зультат Фукса [2].

Теорема Г. Если / (г) — мероморфная функция конечного 
нижнего порядка- обладает по меньшей мере двумя дефектными 
значениями, то имеет место соотношение

2У«(а)<1/ 2п11п1[7-(г,/)| 7s (г. 4^ • (3.2)

(в) I \ f /

Из неравенства (3.2) находим

2 /Ц7)՜ < т/ 2я lim [Г (Г, f) Г 7S (г, /֊) <

(aj 1 л-- \ J /

<j/^zhm[W(r,/)]՜7Տ (г, . (3.3)

Положив теперь в (1.4) Հ (z) =f'(z) и заметив, что
W(r, /')<2.V(r. /), 

получим неравенство

I հո I ,V (г, /) | ՚ rS (г, £) <

<Hm[W(r./')]-‘rS (г, /')pV(r,/)| ՛<
Г-, \ J /г-֊

<2C3min j cosec ~xj |, (3.4)

где // ֊ нижний порядок мероморфной функции f (z), ф — ее порядок.
Как известно, при г>г0 имеют место следующие неравенства 

16) (стр. 52):

In '/՛(''. /') < In Т(kr, /) 4- CJ8

lnT(r,/)<1п T(kr, /') + Գ..
где A>1. Из этих неравенств следует, что / = ?, // — X. Теорема 
доказана.

Из неравенства (3.1) вытекает следующее утверждение.
Теорема 3. Если мероморфная функция f {z) обладает по 

крайней мере двумя дефектными значениями, то ее дефекты дол
жны- удовлетворять неравенству

У 2 (а) -Հ с2о min. х.֊ | cosec -х՜; (6^ = 112,4). (3.5)
(а)

Для доказательства достаточно воспользоваться соотношением

24«)<(Տ/տՆ) У-
(Л) \(<о /

з И-гвегтя ЛИ, серия фйз.-мм. н»ук. Л* I



34 В. П. Петренко
* ՜՜ - - ՜ ՜  =՜ - —      ՚   - ֊ —՚ — _ —„ =     -  ------------: ՜ ~® (

Из второй основной теоремы Неванлянна следует, что величины 
дефектов мероморфной функции удовлетворяют условию

2Ч«)<2- 
(«)

При X 0,03 правая часть (3.5} строго меньше 2.
Наша теорема 3 является усилением следующей теоремы, не

давно полученной Эдреем и Фуксом (7):
Теорема Д. Если мероморфная функция конечного порядка 

р, 0 < р < ~- обладает по крайней мере двумя дефектными значе

ниями. то

У 5 (а) Շ21տ1ո^.
(а) 2

где Շշլ — абсолютная постоянная.
§ 4. Следующий пример дает возможность проверить точное 

оценки (1.4). Пусть о>0—нецелое число.
Рассмотрим каноническое произведение

где /:(«. р) —канонический множитель ВеЙерштрасса рода р. В пло
скости с разрезом но лучу от 1 до —ос выберем ту ветзь 
1лА(д, р), которая равна 0 при 2=0. Мы имеем

Отсюда

р) , _ ПР г f «Ю I рг + (/>4-1) Л
h(z> p) J

J
Найдем асимптотику последнего выражения в угле

V= {|arg z К֊п — ձ}. 0<3<-.

Учитывая, что в угле И имеет место неравенство

|г 1 -(r+O (z = «*i>0)

и что |w(0 f|<l, мы имеем оценки

*(г, р) J է՛ (֊’ + <)= 
1

f *—֊ =0 (|гГ'). (4.Г
sin։S J r (£փր)
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г, |^ + (р+1)<| 4(р + 1)г'- f dt
J tpt-'(f + zy- sln’5 J Z"+1՝’tf + H

о 0

<4-֊^J^r=0^r'). (4.2)

Из (4.1) и (4.2) следует равенство

I /e(z, fi)= (P£_±_1ZL±ձճ(/է 

Ш₽) J 
о

где

s = р 4- 1 - р, 0 < s < 1. շ£\Հ. 

Замечая, что

(֊в-թ = ։-1 >₽efcosec
о

® “р cosec -02^ Հ 
получаем

г 7։ (г ՛,'?) = ՜' C°SeC ՜՝ ՜՜՝ ՜՜ °(1 2 <г ՜ - <4-3)

. 1.ля величины А՛ (г, 0) — A (г) мы имеем соотношение

I /V(r)֊ &« |n7ri

I 1 J 1 ' \

Поэтому

^(r)=-֊46(lnr). (4.4)

Учитывая (4.3) н (4.4). находим

_lin,pV(r)| 1 ր I՛ d,t>

'■ • 2՜ J h(rel,t p)
0 

s -6

>fnn(A(r)| *֊| հ d6 = (r-5)p« cosec яр |.
V I 11 \rt- » r) -R-j-i

Гак как это последнее соотношение справедливо при любом о>0, то 

2г.

I ^№(r) r'sj IMS’, l! rf’ J ’'P’l^ec^k



36 В. П. Петренко

Полученное неравенство показывает, что оценка (1.4) близка q 
точной. Действительно, из (1.4) находим

11m |Л’(г)
։ г (’ /1' (ге!(>, р) 

) k(re‘\ р) 
о

Ժ0 <4,4р։ । cosec *р|.

Выражаю глубокую благодарность II. В. Островскому за ценны։ 
замечания.
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*։,. *и. *nbsrbfii|i»

■ ' г/6 4.4 min ;х21 cosec -х | ].

ՄեՐՈՄՈՐՖ ՖՈՏՆԿՑՒԱՅԽ ԼՈԳԱՐՒԹՄԱԿԱՆ ԱԾԱ.ՆՑՅԱԼՒ 
Qb mb ԳաԱՏևԿԱՆԱՐ

Ա ir փ ո ՛Ի II Ի Մ

Հոդվածի հի/քե ական ուրդ քունքը հետևլալ թեորեմե Է։
Գի/րոկ У (г ;• ր 0 կարգի և'к ասորին կարգի մերոմորֆ ֆունկք/իա է< 

Ա{ն դեպքում

11:п|Лг(г, 0)-|-jV(r, օօ)| 1 
՛է «

Սդս թեորեմը է.֊ի փոքր արմնքների դեպքում ա <!եղաընում !;
և ոաաւ/ված արդքոմեքր։

(1րպեո կիր/ԱՈՈԼ IHih ր чтш/քված են

^դ((?) 112,4 mln x2 | cosec "X ,
<rt) *Հ'ր P

Y ) 8(a) 10,6 mln x\/1 cosec ~.t .
<u. X-;.v p

գնահատականն!/ ըը, որոնք ձիշտ են երկ/ա/իգ // չ պակաս դիֆեկ/ոաքին ա/՛- 
մեքներ ունեցաք, р կարգի ե Ւ. ստորին կարգի ամեն մի մևըոմորֆ ֆտ.ն1ր\ 
գիա/ի համար։ Ա/գ դն/ոհատսւկսւններր փոքր ՝!.֊ների համար տվեքի ճ՞յր^ւ/nrr 
են, քան թ|. ե [7) աշքսա ա ուի/ ւ///.ն“ււերում րերվածները:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

П. О. Галфаян

Решение одной смешанной задачи теории упругости 
для прямоугольника

В настоящей работе приводится решение смешанной плоской 
задачи теории упругости для прямоугольника, на одной кромке ко
торого заданы перемещения, а на трех остальных—напряжения.

Функция напряжений рассматриваемой задачи представляется в 
виде рядов Фурье. Для определения коэффициентов разложений по
лучены бесконечные системы линейных уравнений. Доказывается, что 
полученная система квазивнолне регулярна и имеет ограниченные 
сверху свободные члены.

Частный случай этой задачи рассмотрен в статье (6). Подобные 
задачи теории упругости для прямоугольника рассмотрены в рабо
тах [1—5].

В качестве примера решена задача изгиба консольной балки, 
когда изгибающая нагрузка приложена на конце балки х — I и ста
тически эквивалентна заданному грузу Р. Решение задачи доведено 
до числовых результатов. Исследовано распределение нормальных и 
касательных напряжений вблизи места закрепления и вычислен про
гиб конца консоли.

1. Рассмотрим плоскую задачу теории упругости для прямоу- 
Н'ЛьникЬ при несимметричных граничных условиях, заданных в на
пряжениях и перемещениях.

Как известно [7], в плоской задаче теории упругости в случае 
отсутствия массовых сил функция напряжений Эри удовлетворяет 
диффе ре и 11 нал ь но м у уравнению

' д.ф=*Ф+2 ** +Հֆ = օ (1.1)

дх* дх!(1у- ду*

внутри прямоугольника 0 < х < /, О Հ у Հ h.
Напряжения через функцию Ф выражаются формулами

_ Ժ2Փ _ Ժ2Փ Ժ2Փ
ду* ’ Պ'՜ дх* * Vv՜ дхду ' (1“)

а перемещения определяются соотношениями [2]
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и = b

(1.3)

V ։=
ԺՓ I 
^у|+ал + с-

Здесь Е— модуль упругости. коэффициент Пуассона, а, b и с по
стоянные. которые определяются при помощи контурных условий.

Рассмотрим плоское напряженное состояние прямоугольника, на 
контуре которого выполняются следующие условия.՜

<\(х. 0) =« y,fltcosatx. հ«,(*. ОЬУ />t$in aaX (1.4)
4-1 4-1

(0<х</)

ov(x, //)= У c4cos։fcx, vry(x. А)— У djtslna^x (1.5)
4-1 4-1

3« (А У) = 2 գտ։ո for. -ry (/. у)=֊о 4֊ 2 Acosfo (1.6)
4-1 ՜ 4-1

(0<y<A)
ьа

U (0, у) = у я*51п 3fcy, V (0, у) «= — 4- 2 A^cos ?4у, (1.7)
>-•1 ՜ 4-1

где
.։=(2А-1)^-. ?։ = 4' (18>

/—длина прямоугольника, а //—высота.
Функцию напряжений Ф (х. у) ищем в виде (6)

Ф (х. у) = Дху -4- V [Д4 ch ։ky - Вt sh «4у + 
*-։

аау (Ckch + Dk sh а4у)] cos адх

փ V |^ch3ax4-^sh.^x-:-?4х (Oi-ch^x //* sh fox)| sin for. (1.9) 
4-1

Используя граничные условия (1.4)—(1.7). для определения неиз
вестных коэффициентов а. Ь. с, .4, Л*. В*. Ек и Ел получаем соот
ношения 

*
а =—р Д. //“О, с= о" I

С» ձ
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Л = ֊4~ И<֊') 4 - Պ
-4 — —.г

- — адА (Dk ■ CActh <։*.Л) է- ( 
a* \

4Zkctlia?. п (1.12)

֊է֊ (1.13)

F/.=

■А

п Е
(1.1-1)

* ճ՜*՜ճ 
5և

(1.11)

H^Zth +

Пользуясь, этими значениями для определения неизвестных Си, 
0*. Gi.. и после некоторых преобразований получаем следующие 
четыре бесконечные системы линейных уравнений:

— (sh aP/i 4- aph) DP+Cp\h—~ 
л*

8 * 03= -r(֊։),+1 2 7gr^^(G։shfv+^ch^) + 

4-1.3. 1 />'

I'

4֊
а7.

1
ГП’

4 (-If
I ap

v ...Л r eL _ .(րւճճ
Л-1.3,

’р — (<յ/> Ь <’р) th

(sh aph — aph) ( Dp

= ֆ(-ւր՛

4 (—I/1
+ I ’ «л

13

■р А-2, I,

“2՜ (р = 1, 2, 3,-..) (1.15)

V (6\sh3/H֊^ch?4Z) -I

4-2.4. ’* 1 P
7-р

i, + rf,-(a„_Cp)clh^- + -L
Հ ap*

(/>=1,2, 3,...) (1.16)

1

+֊• 4

2
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9 \
sh У4՜°,/ • Դ — 1 __ 7y 4՜ <>Tp) =

(-1)4

где

//
, 4-’л + ттт ր (Qsha/Հ-

4 ՝ /_  14 a* I
fAdiat/i) 4- Y V /л ՜(^-Լ ^3)21

2 Ք + Օ՜ՏrP -1 aH?J.
ԲՀՈ 

epvP —ff, 4- j—p ; (лр 4- gfM

(si.y-y.^r ֊-)(/44-^A) =

4
= Т(֊’Г

h 
k-l

a;-J$ 
Q

X (ck sh а4Л 4- Dk Ch afcA) +

{-Հհ I 
(«24-^)2|

(-if հ-՛^рa, — —,— ■-՛ ՛ • ------ --------

- v (֊ 1)Հ 

гр (է֊։

C:; a*

^Կ> ֊fp~ T—֊t {hp 4- (1.18)

‘p 2sby + y-Xp—^

Hp 
3p -- -------------------------------- ------- » (1.19)

shV֊V-^4-r֊7

sh 3ziZ 4֊ 1
Դ= chy

shy-1

ch ր?ր1
(1.20)

r ?j

* 4

• P

հ

a

P

p

+

(1.17)

*И $

При этом использованы разложения

sh3Ax = — ch у շ 
р~\

(- lysine,,*

հ-րհ
2 ՜* sin гх

1=-г2-^
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ch V = ֆ 2 (՜ ’ֆֆֆ* [տհM+ <֊ »՞+' ֆ | ■

(1.21)

zsh թժ= -- Տ —տհ + V • Ch 3,/ ֊
1 p-t % '՜ «Դ

2 / ։ \Д"Н • г ‘>02
лсй^=т2 <—1’։-տ*ո-“'֊? chf^ + V-shy-^i- chM , 

p •-1 P * • I P

.i также аналогичные разложения для функций sh аА.у, ch afcy, ysh a*y 
iiych aA.y по функциям |cos.3ay) на интервале (О, Л).

Введем новые неизвестные
֊^֊ (С» sh а/ + Dt ch а/) = X» - У», (—/**• D» = X» + У».
И Հ * к п

(1.22)

֊г (О* sh V + Н, Ch 3,/) • = Zk - U4. 7 Գ = Zk 4֊ UZA.

Тогда
a.,/z ( _ 1 /’Օ„+Գէ1>4- =х/ 

у-р

2/1
sh iph th 2

2РЛ (— I
գ+Գօէհ; = - Yp

2հ ’Յ-թհ 
t 7 Clh .7՜ տհ Ղրհ 2

(1.23)
^ + Գհ--^1^(Հ, MJ,

•p

/7р 4՜ — օշ՜ ~ V-p) ՜է՜ W'/Afy’ ՜՜ Ал)!•

Произведя замену неизвестных и решая уравнения (1.17) и (1.18) 
относительно Zp и U'p, получаем следующую бесконечную систему 
линейных уравнений:

А7= у aMZ։4- у bpitXi'k
*^з.

«ш х>
Yp= У CpicZk + У т/р» 4֊ Л’р,

4-2,4. 4-2.Ն , .
(р = 1, 2, 3,...) (1.24)

Y.p — У А- 4- Т| /р* ^4 ՛ г!՝՝ 
к-1 k^l

Ա77' = 2^+ ^ApArt + sp, 
4^1 4«1
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где
4*'
Հ h-

./> 7.“ 1
iW’

4а'“
ծ- = ֊7ք

<х2 — v=2 
ր _լ*

°֊P

_4»։
p‘ ՜ ч

(֊ 1)р
а»

(1.25)

dPt =

I + ■'

«£ +

1

հ ֊ *1 
~^г.

1

е*Ъ 
epk~ լ

1
( ” ?„ 1+’

(«{ + ?֊)=

Ջ [1 4-(֊lf](.Mp4- 
/ ’ Ml-NPLP

7) а . / 1ч*Яр հ—'^р 
^-Н-Ն ?-֊ттр-

1

iW ’
• 1

= ֊/ ----1։‘-<-։) ^-Г+Հ- (’i + {$)’ ’ 
(1-26)

hpk
Ջ. n-i-(--i)"](M;,+/-p)

I ?MJ-/Vp£p

2
Ոք~~7հ

p (-if 4-

2KP
bP — d}, — (ap + fp)th

aP^

2

2 
n-—lh

ар “ 
7Г 2

*֊2.4.

t՝* Հ՛

֊ l)p*1

Мр'^р — А'р^р \1|
Mp-tNp ^/]Г

(1.27)

2ЛТ|р

ар// 4
£р dp — (ар — 6՝p)ctli—у Ь —г

ձ ipl

Դ ՜ M- - NPL
|23р “ փ,_(-1)0.ժյՏ 

11հ ձ հ + 3;
Rp-

«է

p

1
7

^PV-ր 4՜ ^՚1’Կ> 
՜ Mp + ; Vp

■!>
ձ> M^NnL,.

2Ն Տ а*֊ (-1)4
a* • 4- Ճ'- ձ ՛ rp

, ^-k
Գ (՜1^^



Смешанная задача теория упругости для прямоугольника 45

(typhp -

Мр 4֊ !.р

^р^р

(р= 1, 2, 3,.--)

1 Г МрХр 4՜ Lp^-ր
/[ Мр + Կ, I +7

sha/Л /с 2

> __  —Л՛р - /VIp — Lp
Р~ Mp^Np ’ • Հ,) -'Мр + Լյ՜'

4 23/
I ^=ր+71հ^/+ d^T" (Լ28>

3 — ֊. 23/■ ֊!*,.֊ 7հէ7-',1?"'’

3-1 23/
I Lp - I~v ՜ ’՜"+ТН ггէհ ՛■

2. Докажем квазивполне регулярность бесконечной системы 
Ա.24).

Рассмотрим уравнения системы (1.24) отдельно при четном и не
четном р. Для суммы абсолютных значений коэффициентов уравне
ний первой бесконечной системы (1.24) при р нечетном будем иметь

Й ։.з.

Չ __ ___Р ՛ к
'Դ (14-ՀԱ;/

% ~ К

(I 4՜ 4 «р

+л.
<рМ

1 Հ -Ь -1- .. . Հ_______
(1 -t-v).Vp +

(P= 1. Յ,-.-) (2.2)

У I аръ 14- լ 
'#->Л 4-1.3,

k°

I V __ !___ k + ֊ I՝4.3. (/հՁ + -ГУ (I ’)■՝> I

v _1___ k. ^-"ki _ 3 _ 1 ռ_ I,
֊ շ. (*։ + ՀՐ ՚ (1-г-)хР Д(ла + ^)’| (H-’)^l ՜1՜
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=~-, ՜ . ■ ----- --------------—------ ---------------— - - - ■ • . ■ -------- --------- -Т?--------- -  --------------- ■ _______В

V __ 1__ Г k -
Г (*a + *J)S 

л},+2 р
(2.з)

Здесь kQp и k'lp—нечетные числа, определяемые из следующих нера

венств 
| _յ^2 _  v/c"

----------- —£-------- -— 0 при всех нечетных k < էհ,
I V Хр

(2.4)
1 А՜՜ — уЛ2

А՛— у • —'՛-*--------- 0 при всех нечетных Л< AJ,.

Из формул (2.4) получим

&р<\-х{.,

где
. /(l-H')a + 4v ֊Hl4-v)

0 ՜ 2v

Из (2.5) и (2.6) следует, что

Հ Ш. (М

, - 1 (ТТ-')֊ + 47-(1 4- О
1 2v

(2.61

> Հ. (2.7)

В силу (2.7) для выражения (2.3) будем иметь

4х2
V |«мН- շ ьр1 =֊г֊֊^֊г

* 1.3. *-1.3. г">р(Хр) (X, (I +՛')•*>

հ
+ 2

Հր2

1
(^-т-Հ)7

_Հ_
(1 ւ՜՜ ■') -Դ *յ+2 ք

x'^‘kL
(։-՝*Խk փ

1 I , X-—'ik- I Հ 1
Л + 111 ՜ <’ -)x, I f J հ -

(։ + \) Xp

*։
֊ 4 I V *__ +_±_ У +

(ft2 + 1 + Հ՜.

_i_ 7 . V . k2__________ V i
l + ՝ 1+^2w^-
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1 *

• V р‘

Ч k

"'-р (Л7»)
Zj Т*= xtf + Л lA"''°

*1.3. V P՛
(2.8)֊

где

k
____ 1 , 21 +
(1 + х=)։ +4(9 + ^)

3 + Հ , 
4(1 +4)2 ՚ 8Հ

при хр 3

(2.9)

Лп
1

*-1.3.
- 4)3

1
(F | Հ)2

ч 1 k-

1 Ф >

1_
■

k
(2.10)-

*-1,3. р
p ■ -

Оценки (2.9) получаются при помощи формул для приближен
ного интегрирования [2|.

Оценим значение функции Հ (хЛ, >). Имеем

2 1 4

к°
Հ __ J_

14 և2ւ3 (^

1 Хр dx

1

-D*

(2.н>

Аналогично оценивая остальные 
дем иметь

слагаемые правой части (2.10 . бу-

1
շ

Դ

kQ rp
dx

II
'р‘

СО
Г x-dx
J (X? + А’)2 ՜

*>2

i+’J

Հ+2
հ

• 1 г

2 + Հ,)2 ■

x7dx

Հ-1_ V
4֊> г1

Р„+2
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Ր xdx Г xdx 1 + 1

J 7?- + ^)’ J (^ + Հ)2 2 (1+ ») ՜ հ
1 ‘J+2

1 _ [ _Ճ5_____________ fй_________+ 1____ +
ч, I !+•<= Հ + (2+-'օ-Դ)տ 1+՝;

(2 4՜ ’h'Xp) хр _ хр ( । ■ * 1 \ । 1 ՜Ւ 2'1 . 1
л’ + (2-|-<-х,>։ 1 + л-;Д ։ ՝ А/ 1+’ х,

/ 9 \
arctg-o I֊ arctg ( v,+ - - )

X ХР /

4| (2.12

Из (2.2), (2.8), (2.9) и (2.12) получаем

9
Нт ?! (Х/„ v) = —• + քՂ (՝>), (2.13)

где
О v _ 1 1 -1 - у 1 — ՝/ / ՀԼ \п (’) “ ֊ -I- J— (arctg ,։ + arctg ,,֊ y) - 1

(2. 4
Расчеты показывают, что

л (0) = 0,5, А (0,5) = 0,3. (2.15)

Для производной функции АСО имеем

Л (*) = “- • (j 1 V)U (^«rctg v0 4- arctg v, - . (2.16)

Обозначим
z0 = arctg v0 ֊1- arctg *։. (2.17)

Тогда

,ggog >^-. = _Ո1ճճ1±±. (2.l8)
1 - *օ’ն լ ՜՜ v

Следовательно,
r(1>4- <2Л9’

ла

На основании (2.16) и (2.191 получаем

/։ (v) < 0 при 0 < > < 0,5. (2.20)

Из отрицательности /, (•*) следует, что функция АМ монотонно 
убывает, а из (2.15) получаем, что она меняется в пределах от 0,5 
до 0.3. Поэтому функция A (v) получает свое максимальное значение 
при v — 0. Следовательно,

2
У 1^'4֊ 2 I — 4-/Г СО < 1.1366. (2.21)
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Аналогичным образом для второго уравнения системы (1.24) получим

где

У I с>՛* I
8 Հ2 

տ ւ^ւ = ^Է> Տ
*-2.4. ՝ր՝ " '*֊2.4.

= ?շ(-Դ, V),

(*= -I Հ)

(2.22)

v> sh хр~
(2.23)

у__ k__
֊ ^։+^)= S։(a>)= (4 ՜հ А'?,)3

4 (4 + Հ,):

_3^г 
4(16֊Հ)’ при х{, < 4

(2.24)

J2 (хр. v)

(2 փ \хр) Хр 
f -Հ- (9 -L и. *•

8л2.

*ք ՜ Հ-1(2֊|- ^)’

7* 2> 1

р՛

+ T+7f +
1 ֊Է2> 1

1 4- 7 хр

* 4 2 է I ՜՜ 4 4 I
Г+ , arC‘8^+rT4arCtg’“ | аГС
Из (2.22)—(2.25) и (2.13) получаем

Нт ©։ (хр. •) = Нт (хр, *)

7’

(2.25)

(2.26)

Следовательно,

2 1դ*1+ Տ ւ4*: 4 ։ Л|1А ('хмзбб. 
4-2,4. 4-2.4,

(2-27)

Для третьего уравнения системы (1.24) имеем

Հ» I* ci - $!Լւո*ւ v 1 I x • / a* '$p I-

I IbMCTHa ЛИ. серия физ.-м։т. наух, .Գ 1

£,l " ՜ I 1 !S + " ■ ( 1 к ։+’

16 у’ II

16 у2 । - ।=__ո- ! V . 1- Н - («=-|

т 1^1 - -'У;

Ур

— (ла4 V֊)2 л -3.7.11. ՝ 1 •Р'

1/<J ո2 — ^yj 11
У I + * IJ

(2.28)

k

2

2

у 1

4 i Հ

n —

2

УР 1 ֊г *

1 «2 ֊ Դ?
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где 

՜

Как и в случае первого 
емся от абсолютных значений

/
2р Д-, (Р= I. 3....

(2.29
уравнения системы (1.24), освобоЖда- 
в правой части выражения (2.28)

2?/
Ур ՜ -֊-

16 у- I "р
2 = շ
*-1 " «Т-1.5Д

1 / -----------------  I ц —. --------- — r 1 
(//= ■ у-)Ц. v„ ՛ • f

V ___ I_ / . Ifr-I
^4c«։+M՝ ն ’ + •< )

Й,„(«։н->'֊)4" ՛ У„ ։+՛-/+

где //J и ր։Լ — нечетные числа, 

ненств:

п _ ե^՛!. ք,2—՝Պ>
Ур ՛ 1 + *

. . 1^1
П ■ .. ’ II.. 

определяемые из следующих нерй

> 0 при всех п < /zj,

(2.31

0 при всех п ' п\։.

Из формул (2.31) получим

Հ < \՝УР, пр ն-У/..»
где

֊ /(1+4։+4,Ջ= i. (1-

֊«■

Из (2.32) и (2.33) легко заметить, что

р р'

В силу (2.34) для выражения (2.30) будем иметь

2 с>| =

пр

п -1.3,

r v__ !___
Ур

I /?/. i л5 — vy

р
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где

V ___ Լ..._ у 1

R„\ *> •>
ц- - ։'Ур \
1-Н. )

/?р1

nJ, I
• 2 S ("г4-у*)г 

г»-».5.«.

յջր X \ . v 1 
**•> / .г,,.

У,, 1 -г 7 / I

4՜ °’ i¥j''sW 1 ■:•■•՛R" У"Л. <«’ + >՛/■)’

' + ՝' Ур ,1 +
ձ(՝> 71 j Փւ(ձ„ ՜հ (2.35)

X п X

X Н

X f Л -F

X

у __ _J_____ =______ ( th-^______Л - «clr ֊ (2 36)
21 8v3 \ 2 2 2 / Լ 7

Л-1,3, ' 1 <p' \ z

n^,3.

/1՞ = w(։li V^ ¥ sd՝։ (2.37)

лк, 4=շ [14-,

1 L4L |Հհ - , ?
՝ + ՛- у,, 1 - > 1 v-’։ Հ ֊,.,("։+^)’

ՈՐ

_ V___ Ч________v ____ Ч____ > <

пр п

цр
1 \_R„\ Г __yzdy 

l+v Ур .1 (У3
1



52 II. О. Галфаян

X arctg -- -------\RP 1
yi՛

1 — V _յ ... v- (arctg v0 i- arctgVj)

Из (1.20), (1.28). (2.9), (2.29) и (2.35)֊(2.38) получим 

շ
Hm v)= - +/5(>).

yP-x
где

(2.3

(2.3

1 1 1 — v
Ч-----------~---------------- -- ------ 1 — Q— (arctg VO + arctgvJ •

1 + ^2

*0 = 1 im v0 = I V' (3~v)2H 4*՜4֊ (3 — v) |, 
yp-oo

(2.4<

(2.4:
ն= Hm v։=֊L(/(3-^ + 4v-(3֊v)|.

Расчеты показывают, что

Л (0) = 0,0680. /а (0.5) = 0,1] 69.

Для производной функции /։(v) имеем

(2.45

4 ւ
« ‘ (3^

՛ (14-4/(3-v)g-f-4v « I
arc*s 1-v T 5_2v4_# — 2]

(2.4Э
Имеем

(1 4- у) | (3 —>)2-j 4> (0 < V < 0.5).

(2.44
Значит 

arctg 1 . (1 >)/(3
5 — 2 * 4- 'г

\ . Z(3-v)’ 4-4v ,
> arctg ——г   —4

5 - 2* փ у2
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(И <«i
Обозначим

(2.ад

Тогда

/(3- •<)’+4-/ (!+■')! '■(Յ^Հ^+՜Ն՜

Ювательно,

(3 -v)/(3 —v)2 x. 4v 
2(1 - >Г+7у4֊>3

tez * 1 ՚ ' - 5 - 2. 4- >
1 (l+v)(9-2v+^)

(1 — ՛<) (5 — 2» -г v=)

(2.47)

(2-48)

На основании (2.43), (2.45) и (2.48) получаем

ք'2 (у) > 0 при О < у < 0.5. (2.49)

Из положительности /.‘.(у) следует, что функция /։(у) монотонно 

возрастает, а из (2.42) получаем, что она меняется н пределах от 
0,068 до 0.1169. Поэтому функция /2(у) получает свое максимальное 
значение при > = 0,5. Следовательно,

2
2 I I < —+Л"ах (v) < °-7535* (2.50)

Аналогичным образом для четвертого уравнения системы (1.24) бу
дем иметь

I гртг ,է ** <» ” I - ”■ ՛“՛1
где

/И, (у,,) 4. /„„(у»)___
;И3^)~Л>(УЛ)

(2.52)D** =

___ >’Լ_ 
y։+(4+Vpf

շ IQ/'Л , 2 л , IQpIA . 2 1Հ> , 4 1+ ՜’~) 1 քՕ + rn)-'-i-+^IQ^arctg֊-
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— Qp -J- — (arctg \ -I- arctg vj) |, (2.53)

I + •' J

I (14 v)8 + 4'Q*+(!+>) I (l-r-v)2 ;

2|QpI ’ ն 21Գ1
(2.54

Из (1.20), (1.28), (2.9). (2.35) (2.37) и (2.51)-(2.54) получим

Hm փ2(Հ,. v) =Um ?։(.VP. 4= 1 4֊Л(').
Ур-՝^

Следовательно,

2 g,*\< ֊ ֊Ь/Г'М < °J535. 
Л-1

(2.55)

(2.56)

Если подставим Хр и Гр из первогон второго уравнений (1.24) 
в третье и четвертое, получим бесконечную систему относительно՛ 
неизвестных Zp и U7P, для суммы абсолютных значений коэффициен
тов которой в рассматриваемом случае, т. е. при р нечетном, согласно 
(2.21), (2.27). (2.50) и (2.56), будем иметь

31 । 
*-1

(2.370,7535’1,1366=1 - О,

2 1Տ>1 Հ У |Ла-« i + У Ал l) < I ֊Հ -г Л’,ах М 
к~\ ՝л-1,3. л ԼՅ, ' ।

« 0,7535-1,1366 = 1 —О, (2.58
где

0< 0 =0,1436 при ()<v<0,5. (2.59

Аналогичные оценки получим для сумм коэффициентов беско
нечной системы для ХР и получаемой из (1.24) исключением 
Zp и W>.

Точно такие же оценки получаются при р четном.
Таким образом, па основании (2.57)—(2.59) бесконечная систем 

(1.24) при произвольном отношении / и // и любом возможном за» 
чении коэффициента Пуассона квазивполне регулярна [8]. Как видно 
из (1.27), свободные члены бесконечной системы (1-24) имеют поря 
док коэффициентов Фурье разложений (1.4)—(1.7). Следовательно, 
они ограничены сверху и имеют порядок не ниже, чем р՜1, ес.и 
внешняя нагрузка и первые производные перемещений и (0, у) i 
v (0. у) в данном интервале кусочио-непрервыны.

Квазивполне регулярность бесконечной системы (1.24) вместе| 
ограниченностью свободных членов 1.27) позволяет определить иска 
мые коэффициенты разложения Ф(л, у) (1.9) с любой степенью точ 
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«ости [8]. А при помощи этих оценок определяются верхняя и ниж

няя границы для напряжений ct, су. 'лу и перемещений и и V.
3. В качестве численного примера рассмотрим изгиб консольной 

балки, когда нагрузка приложена на конце балки л՛ — Z по следую
щему закону

Ղո(Հ У) = ?У(У~ А). (0<у<Л) (3.1)

■где Գ= const.
Пользуясь разложениями (1.4)—(’..7), имеем

аР = Ь;, = ср = dp = ef, = gp - 0. (/> = 0, 1, 2, • • •) (3.2)

р 9<| Р
/о = -2у՛ (', = 2’ 4' 6’”Ղ <33)

тде 
Л Л

■’ р== - ('vV. y)dy = - i <?у(у -A)rZy = ֊^֊- (3.4)

о о

Для коэффициента Пуассона материала и размеров балки при
нимаем

.v = 0,3, / = 5//. (3.5)

На основании (1.2). (ԼՅ), (1.9)-(1.14), (1.22), (1.23) и (3.2)-(3.5)
для напряжений 5V, с... т։... и перемещения v будем иметь

-З.(х.у) = л\'
(֊D*
Sh а*//

|(Л» + Г.) 2sh я, (// — у) — afeych а6 (Л — у) 4֊

֊1 а* А
Sh лку 
sh а*Л

Ь (Ид.) ((2 — aAZ/-cth аАЛ) sh яАу —

I 4֊ a^-chs*y] J cos<w+ I v (z» 4- U4)( X

X (ch \х — sh Зйл) sin ?Лу, (З.б)

-йг[(л*+ ճ)
-֊ (А* — У\) \v.kh• cth а*4• sh а*у — аЛу - ch а..у ] cos —

/3 4- v
•V՜) (ch ՜sh .\A՛)sln ?*)’• (3.7)

P * (— 11*4՜1 I I
-■։j. (x. y} = - T + А у l֊~r j(A'‘ + r‘) I ch (A - -՝՛) -
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ր==-

— (Xk — у к) [(1 — a* A - cth а*Л) ch лку-г^иу sh а*у] sin лкх —

/2 \
— I V (7Л. I Ա7Է) ( — t — $кх J (ch \х — $h ?rv) cps ^y, (3.8)1

’ (x. y) - Ц-’ * 2 -t £-1- [(X. + Yt) I ^֊; • ch .. (Л - y) i- 

+ «4y.ShaH//_y) + V/|;֊3’

֊I֊ (А'4֊Г*) a^/z-cth ch aky COS akx -|-

Z/- ֊- W* /3 — v \
(j— ֊ rV ) (ch .3*z -sh Wcos \У +

4 у (-1)*

հ
P x

У^-ЁТ- (3.91՛

Из (3.9) для прогиба правого конца изогнутой оси балки получаем

(3.10)

Пользуясь теорией кяазивполне регулярных систем линейных 
уравнений |8j, получим следующие оценки для неизвестных

0,00087 Հ; < X. <0,00101 ֊- 
Ո՜ /г

— 0,00022 < А\ 0,00001 z~

0,00195 [Լ Հ Хл Հ 0,00243 
II՝ 1г

0,00030Հէ <х4 0,00080 ։։‘
/г 1 А’

0.00251 хк ; 0,00446-^

12,519 < Г. <12,520-^
Л՜ Л“

- 1,3597 < Л < - 1,3:54

0,51805 < У3 С 0,52496 ֊5՛

-0,25137 < Г4< -0,24208

Р Р
0,14540 Г*< 0,21563 ֊֊

ГГ /г

(А > 5) (А 5)

(3.11}
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р Р
0,00129 ~ <(1,00219 Հ

Л- //•

р р
0,28107 Za <0.32181֊з

0,00160 ֊«Z, 0,00280֊,

0.19279 Т 'ՀՀ, «, 0,23670 £

I , 0,00262Z* Հ 0,00263-р, 
Л* /г

{k>

- 0,00214 ~ < Г։ < - 0,00124 •£-

0,07779 Լ < UZt< 0,11775 
էր /Г

Р Р- 0,00270 'з < 1Г։ < - 0,00152 ֊՜՜

-0,03044 £ -< U7, <0,01309 £- 
//* л

-0.06692 ք. < Ան < —0.06180 ֊• 
Л* ri'

5)

Подставив коэффициенты X*, Уц, Zu и Wk из (3.11) в получен
ные выражения (3 6) (3.10), определим значения напряжений «с, и 

и пяти сечениях вблизи места закрепления х = 0 и прогиб правого 
конца х = I. Эти значения напряжений приведены в таблицах 1—3. 
Максимальные расхождения в значениях напряжений в сечениях

Л h h h
л—’ 1() . — • 9 с изоытком и недостатком, вычисленных при 

сохранении четырех первых членов рядов с помощью оценок (3.11), 
не превосходят 7°/0. Оценки напряжений в самой заделке затрудни
тельны. Картина изменения напряжений иллюстрирована на графиках 
1

Как видно из эпюры -vy (фиг. 2). касательные напряжения по 
мере приближения к заделке отклоняются от параболического за
кона распределения по высоте.

Таблица !

Значения угзЛ.(л։. у).

Г1'
" / \/ 
>1

*

0 1/20 1/10 1/5 1/2

0.9 21.88 23.05 23.48 23.52 22.47
0.8 15,77 16,99 17,51 17.72 16,88
0.7 10.74 11.12 11,42 11,71 11.29
0.6 5,654 5,467 5,566 5,766 5,650

,0.5 -0.0038 -0,0017 —0,0012 -0.0019 - 0,0032
0.4 -5.658 -5,462 5.524 -5,754 5,643
0,3 —10.73 —11,09 -11,39 —11,69 -11,26
о.? —15.75 - 16,97 17,46 -17,65 ֊16.85
0.1 -21. S7 —23,04 —23,42 23,45 -22.45
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ծ . ЭПЮРЫ убх<Х.») -

Фиг. 1.

Ч к
է ЭПЮРЫ уГд/Х.У)

Фиг. 2. 

հ ЭПЮРЫ

Фиг. 3.

-



Смешанная задача теории упругости для прямоугольника 59

Таблица 2

Значения — - vy (.v. у)

2. 
л

л՛
К А 0 1/20 1/10 1/5 1/2

0.9 3.950 2.561 1.744 0.9743 0.5602
0.8 0.4855 1.110 1.235 1,104 0.9303
0.7 -1,595 -0,0782 0,6267 1.091 1,224
0.6 -1.136 -0.3687 0,2319 0,9535 1.411
0.5 -0.5885 -0,3224 0.1058 0.8692 1.476
0.4 —1.148 —0,3721 0.2323 0.9556 1,410
0,3 -1,605 -0.079! 0,6294 1.0.87 1.222
0.2 0,4933 1.118 1,229 1.099 0,9315
0.1 3.928 2.546 1.734 0.9679 0,5622

Таблица 3

Знлчсни։
л
/> у (•*. у)

■X

■у., 
л

0 1/20 1/10 1/5 1/2

0.9 6,082 3.402 1.847 0,5705 0,0475
0,8 7.288 4.269 2,529 0,8947 0.0573
0.7 3.548 2,756 1,976 0,8741 0.0442
0.6 0,3315 1,046 0.9474 0.5318 0,0229
0.5 0.0053 0.(025 0.0(45 0.0019 0
0.4 -0.3341 -0.9940 -0,9271 —0,51У(Г -0,0201
•’.3 -3.585 -2.724 —1,910 —0.8490 ֊ 0,0424
0.2 -7.239 -4.191 -2.491 -U.87SO 0.0555
0.1 

•
-6.022 -3.338 -1,765 —0.5619 —0,0159

Отметим, что ряды, определяющие напряжения в заделке, схо-
лятся медленно. Для \ величения точности вычислений следует ре
шать систему линейных уравнении с большим числом неизвестных.

Значения напряжений, приведенные в таблицах 1—3, вычислены 
по формулам (3.6) —(3,8), ограничиваясь первыми четырьмя членами 
рядов. Расчеты показывают, что остатки рядов для максимальных 

// h // /?
значений напряжений в сечениях х=-^р. . ։у не превосхо

дят 5% для касательных напряжении тГу и 1% Для нормальных на

пряжений G.r.
Для прогиба правого конца с избытком и недостатком согласно 

<3.10) и (3.11) получаем
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-1-гг Р
— о1/,65 ՜ր-< т-1

Լ-*
(3.12)

Приведем значение прогиба правого конца, вычисленное по из
вестной Формуле ([9], стр. 158), т. е.

Сравнивая эти результаты, мы видим, что разность составляет 
всего О,47о-

С целью проверки полученных результатов в лаборатории фото
упругости Института математики и механики АН АрмССР Варданя
ном Г. С. были поставлены опыты. Результаты эксперимента подтвер
дили теоретические расчеты.

Институт математики и механики
АН Армянской СРР Поступила 11 VII 1963

Պ, X. Н'ицфшпиП

ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՃԱՄԱՐ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈՒ^ՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
ԱՒ ՒԱՌԸ ԽՆԴՐհ ԼՈՒԾՈՒՄԸ

Ա 1Г Փ II Փ II Ի 1Г

Աշխատության մեջ դիտարկւ[ում Լ առաձգականության տեսության խաոլւ 
հարթ խնդիրր ուղղանկյան համար, երբ ուղղանկյան մի կողմում տրված են 
տհղավւոխումներր, իսկ մյուս երեք կողմերում' (արումներր։

Խնդրի լուծումը քերվում է ուղղանկյան ներսում լարումների կրիի Ф(Х, .V՝ 
ֆունկցիա ւի որոնմանր խաոր եդրային պայմաններով։

Դիտարկվող խնդրում Փ(,է, V) ֆունկցիան ներկայացվոււէ է եռանկյունս։- 
չափական շարքերով, որի ։Էեր լուծ ութ յան դործակիցներր որոշելու համար 
и տարվում Լ ղծային հավասարումների անվերջ սիստեմ։ Ապացուցվում Լ 
ստացված ղծային հավասարումների անվերջ սիստեմի րվաղիլիովին էւեղուէ 
յարությունր և աղատ անդամների սահմանափակությունը։

Այս խնդրի մասնավոր ղեպըր գիտարկւէած Լ | G | աշխատությունում։ Որ֊ 
պես օրինակ դիտարկված / կոնսււրււյին Հեծանի ծռման խնդիրր, երբ ‘>ե- 
ծաbf,X = 0 հաւովածրր ամրակցված է, իսկ մյուս՝ X— I աղաս։ հատվածքում 
կիրառված I; ծոոգ P ումրւ Դիտարկվող խնդրի /ոլծումը հարցված Լ մինլե 
թվային արդյունքների։ Ուսումնասիրված կ նորմսւք և ջոշափոդ լարումնեիի 
բաշխման օրենքը ամրակցված X — () հատվածբի մոտակայքումւ Աաքսիմսդ 
ճկվածքի համար ստացված թվային արդյունքը համեմատված Լ հայտնի բւս- 
՜նաձևից |P| ստացվւսծ արդյունքի հետ։ Կաւ/մված են լարումների բաշխման 
դրաֆիկներր:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. В. Еганян

Плоская задача теории упругости 
для эксцентричного кольца

Для решения задачи воспользуемся системой биполярных коор
динат (а, 3). которые связаны с прямоугольными координатами (х, у) 
соотношениями |1|

a sin 3 х = — .
ell а — cos3

a տհ а
У = --------------;/спа — cosi (О-

Рассматриваемая область ограничена двумя координатными ли-
НИЯМИ а = 2։ и представляя собой
эксцентричное кольцо. Вдоль контуров приложены нормальные и ка
сательные нагрузки (фиг. 1):

4-.,= ■' <'?
Ч - 1, 2)

Предположим, что внешние нагруз
ки статически уравновешиваются на 
каждом из контуров a и а = «.», т. е. ք 
имеют место соотношения (I]

дх "У V Ла h а
°’ й ՜ ’** Հ" ) Ժ-3 = °' JԺտ А=։?

(2)
о

У

р- - зг 
-------*-х

з, ду ох
а “ — ~

дз. ■ '1
0.

Фиг. I.

(3)

Л,= + ДЦ(-ղ=3--՝) </2 = 0,
ՏՈ-Յյ J \С1» а — cos;/a = 7j

(/= 1, 2. верхний знак соответствует Z = 1).
Кроме этого, полагаем, что =/(?)» "М?) и производные 

с((3) интегрируемы в пределах от — - до ֊
Общие формулы напряжений и перемещений плоской 

биполярных координатах имеют следующий вид |lj:

функции

задачи в
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и де

տհ։ д  sin? շ 
a Ժ։ a ծ՛'

о’
օւ՝

տհ а д _ sin 3 д
а Ժյ. а а

(Я
» « ~ Հ ԱՓ);0<idi

cos?1 ԱՓ).

и(2, ?)-^֊ 

2թ
Г Ji ԺՓ ԺՓ
լ>. 4-յւԺ։ Ժ?

1 •* ԺՓ ... օ՝Լ1 >• Г H дл

О’Г »

ch։— cos?
о Ճ

2u Ր Г ժ® Ժ3 1 | </«/?.

Функции Ф (а, S) и 4'(з. В) являются бигармоническимн.
Когда имеем дело с эксцентричным кольцом, область которого 

расположена ио одн\ сторону линий ж = 0. функция напряжений 
имеет вид |1]

ЯФ = a (ch а — cos 3) / փ аВ0 cos ր՜ր У, (/։ («. х) cos w?4-/2 (ft, a) sin «в|,
“i (8)

где
fi {'Կ «) = -4/ («) ch (я + 1) а — В; (п) ch (я — I) ж — С, («) տհ (л + !)а 4

4-£>/(/։)sh(rt — 1) ж, (/=1,2; л>2), 

/у(1, a) = ^/(l)ch2«4֊Cy(1)sh2». (j = I. 2).

(6)

(Ո

(И)

(9)

(Ю)

Данную задачу решил Я. С. Уфляндв предположении, что внеш
ние нагрузки з/ (?) и ч (;) разлагаются в тригонометрические ряды. 
В данной статье решена эта же задача, но другим методом, при этом 
для определения коэффициентов, входящих в (8), получены более 
простые уравнения и. кроме того, рассмотрены случаи сосредоточен
ной силы.

Граничные условия (2) с учетом (4), (6) и (8) можно записать 
гак:

I(cha COS8) — —տ!։։-Ժ sin ?--4 ch ։ I ԱՓ0)։ , 
I dp* оз I '

“ a»/ (?) 4- տհ «I (ch a, — cos 3) / aB0,

"’-U'M,..,, = - /’in? (<•= I. 2),
ժւժ? ՛ ch a/ —cos?

где
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оо
Л =21Л (л>я)cosл ? + А (л• *)sin Л?1 • 

л— 1
(12)

Так как функция #Ф0 представлена в виде ряда Фурье, то ле
вая часть второго условия (11) будет представлять собой некоторые 
ряды Фурье. Однако, первое условие (11) непосредственно не пред
ставляет собой ряда Фурье, так как перед знаками рядов имеются 
функции от переменной 3. С целью преодоления этой трудности, сле
дуя Я. С. Уфлянду, дифференцируем первое условие (И) по 3.

С учетом второго условия (II) получим

а да, a sh я/ 
cha, — cos? d'i (ch зц —cos?)2

(13)

Из второго условия (И) и из (13). с учетом (12), находим 

а/) ճ՜լ/(//). ք\ (fl, а/) = Аз. / ("),

fi(", О = f2(n, а,) = (14)

(/--=1,2; /z>2)

/1(1. M = /+*b(l), /3(I, a։) = A'< ,(1) (/=1,2), (15)

где обозначено

Xi,<(«) = д'4~i sb а, 
С11а/ — cos? (cha/ cos?)2

chi

Տ1ՈՀՀէ* «/?

II. > 2

Ki, t (/1) =
a -/ sh а/

հո (zr cha/ — cos? (cha/ — COS?)2
cos/i? Ժ?

№.,(„) = A (16)
т.п J cha,- —cos?

«. 1 (/ = Կ 2)
A; ,(//)= - a f '/C^ dz

Т.п J cha/—cos?

Ils (14) находим коэффициенты Л/ (л), ЯД/г), С,(հ/) и D)(n) при
•2. а из (15) находим .4.(1) и С«(1) и одновременно .4,(1) и Ст(1), 

выраженные через /. Остается определить /?0 и /.
Для определения и / требуем, чтобы удовлетворялось также 

первое условие (11). Гак как первое условие (И) имеет место для 
всех ' ( то умножая обе части на ՀՅ и интегрируя в
пределах от — до -г՜, с учетом (12), (II) и (15). получим
5 И.чгстня ЛИ, «рно фИ4.-М4г. наук, .4 1
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— /տհ2», + 2սՏ„4֊2ք։(1.»,)=-2-\«/(?)«Փ (<—1,2). (ПМ

откуда и находим В(1 и / (при данной внешней нагрузке).
Теперь остается определить выражения для g'T. Из (7), (8), (9) 

и (10) (производя интегрирование) находим

£՝Г l23(clia — cos 3) /-у sing |.4г (1) ch 2* 4֊ Գ (1) sh 2a]+
Ճ+ u I

4֊ 2 5] И. («) Sh (n 4֊ 1) a + Я, (a) sh (/t - 1) a + (Հ («) ch (« 4֊ 1)a 4֊ 
n -'i

4֊ Dy {n) ch {n — I) a] sin /ig J . (18)

Напряжения и перемещения определяются по формулам (4) и (5).
Таким образом, поставленная задача полностью решена.
Рассматриваем частный случай внешней нагрузки, когда на кон

туре a = a։ приложены экспоненциально изменяющиеся нормальные 
относительно координат 3, а контур i=։ti 
свободен от нагрузки (фиг. 2):
4 (?) = — Qi (ch a։ — cos З)2 (cos g։ - cos g) ճ՜Պ 

при 0<g<gJ։
Յւ (?) = Չշ (ch — cos 3)= (cos gx - cos ,3) --Ж

при £։,<£<-, (19Я
^(?)=ъ(?) = М?) = 0 при

где Л — положительное число, Qj и Q2 ֊ па-
Фш. շ, ра .метры, снизь между которыми получается

с помощью (3), а

нагрузки, симметрично

?х = аге tgshcixC— (20]

Из (19) видно, что такой выбор нагрузки нс только облегчае! 
вычисление интегралов (3) и 4G), но и дает возможность совершит։ 
предельный переход к сосредоточенной силе (когда А’ — ос).

При таком выборе нагрузки уравнения (14). (15) и (1G) привод 
дятся к следующему простому виду:

А (л. ai) = Kj.i (//)• /1 («. X.) =j\ {/г, a։) =/5(л, ?շ)=0 (//• 2). (21|
Հ(1։ Պ)=/(1. М = Л (22)

к,., („) - — 2— С -_^|п "Լ֊
ЯП (л2 — 1ch a։ — cos 3 Ժ?

А'»,? («) = Л4. / (w) = Лз. /(//) = , խ) = Аз. i (1) = Ач. I (1) = 0. (շ|

(1=1,2, /I >9).
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Из (3), с учетом (19), получаем

Xi = )Հ = .И. = О, 
(/=1, 2) 

что дает связь между Qx и Q:.

ԺՅ = Օ, (24)

о

С помощью (9) и (10) из (21) и (22) получаем систему уравне
ний, решая которую находим

Д1(Л)=^ЛМ [(„։_ i)ch(« 1)0, («=-l)ch(« 1)։։Х
д

X ch (я. — 1) (р - р) - (/? - 1)®տհ(/7 4՜ l)psh (// — 1) (р ֊ p)J,

«,(«) = l)ch(« - Па, - (л2- l)ch(«- 1)^Х
Ճ

X ch {п 4- 1)(р — Р) (// 4- 1|3 sli (п — 1) psh (// 4֊ 1) (р — р)],

с, ֊ 1) sh (Д 1) а, - (л2 - 1) Sh (« + 1) а. X

Xch («— 1)(р —р) —(// — l)2ch(/z 4֊ l)psh(// — 1) (р — р>|,

D, (д)=—լ 1 *՛ 1 [(/Г-— I)sh(// 1)р — (п2 — 1) sh («•— 1)р X
Ճ

>: ch (// 4- 1) (р р) —(// -|-l)-ch(«— l)psh(// |-1)(р — а3)|, (25)

Д = 2 |ci. 2а(р - р) №ch 2 (р — р) - («? — 1)),

2 cbср 2 ch(p —p)

Если значения p(S) и տտ(թ) из (19) подставить в (17) и (23). то 
правые части легко интегрируются и находятся коэффициенты /, До 
и Ki, ։(«).

Для вычисления ՜շ вблизи 
разность р — ор.

Из (4) находим

контуров предварительно определим

ջԼ ժլ_
<Հճճ <հ* 1 (ЯФ)- (27)

С помощью граничных условий (19) из (27) легко вычисляется
ажение o? вблизи контуров

ճօյ =сгь(£) 4֊ (chp — COS?) 
h=p

cos3/։(1, Я/)4-

— 2 и (// 4֊ 1) Л'|. t(л) cos//? 
«= 2

00
— 4 V п |/Հ (//1 ch (// — 1)р 4- D։ (//) sh (n— 1) p]l. (28)

Л-2 J
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При нагрузке (19) из (5) находим

2н1/(а, ?) = .֊֊֊ 
л 4֊ р.

ОО
(ell а — COS г) / i /1(1. х) COS ?4' у./1 (п, а) cos п$ — 

п -2

sh я
ch а — cos 3

ОО
afi0cos? ֊1 Л (1, «) cos ?4- У/д (д, а) cos ոֆ 

ti -2
>. 4֊ 2ja [л, , . д. . , ch а cos ? — I ,֊—֊ - 2/(Ch я — cos Ջ)-{֊/j (1, а) -----Հ—֊ +
>• + «•( ch а — cos p
cc

•1 2 у |/l։Sh (л -|- l) а 4- Z?J sh (л — l) а 4- C։ch (n -f- l) а 4- 
n — 7

О Հո Q w4- ch (л - l)a] л cos n'i —— SJ— - У |.4։sh(//. 4՜ 1) a 4՜ sh (л—1)а 
Cha — cosp^j

4- Сг ch (ri 4֊ 1) a 4֊ Di ch (л — 1) a] sin /2?

շ.ժ И («, 3) = - 4- + /, (1, a)| +
л 4- I* I cha — COS?

sin Ջ 1
Ն 2 'if i ("» a) Sin я? 4֊ —---- ՝---- - շ/i i'l, *) COS//? 4

«-2 cha֊cos?ri f

,, к . q 1 , x sha sin?(1, a)sln?֊/i (։)
ch a — cos3

-2У |(//4-l).4։ch 
л-2

(//4 1)а4-(л l)S։ch(w — 1) a4-(՜//4-1) C։ sh (//4"l)a4

Հ) • է

4- (// — 1) Dx sh (n — I) al sin //?------- — - -—- Y [/11 sh (л 4֊ 1) a 4֊
ch a - cos?„1 n - ►

4֊ &i sh (л — I) a --- Cj ell (л 4- l)a 4֊ Dtch (л — I) a) sin л? «

отсюда видно, что V(a, 0)=Vr(a, ±r) = 0, как и должно быть ( 
силу симметричности по °).

Теперь переходим к сосредоточенной силе. Если на фиг. 2 по; 
считать суммарную нагрузку, которая приложена по линии a = a։ 
приравнять каждую из них (при £-*ос) заданной величине /\, т. е.

о
(h

d? = 2Hm ( =

то получим случай действия осевых сосредоточенных 
С помощью (1) и < 19) из (30) получим

сил (фиг. 3)
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I

(choj — 1) (cosPj — 1) lim -֊’ 
k

(ch «1 4՜ 1) (cos ?i 4 0 H։n 
/с

Р,
2а

5.
2а

Из (19) и (23) при Л֊>оо с помощью (31) для 
чается следующее простое выражение

Ki, J («) =

откуда

где

(31)

полу-

Л
Ф’֊1)

(п>2),

№.լ(2/Ո) = 0,

1) = ՁՀ
к[(2/п+1Г-1|

(33)

(32)

Фиг. 3.(7Ո> 1).
Из (17), с помощью (19) и (31), находим

I Ch a1։ Z?o = Р։ ch «յ
2ar.D,

1 [sh 2a2 th (*x — o։)),
0

Z)0=(sh’a1 Sh’a.) th (ax —a,). (34)

С помощью (32), (33) и (34) из (24) и (26) находятся коэффи
циенты •41(/г), В^п), С\(//)։ Dy (и), Л։(1) и С։(1).

В случае сосредоточенной силы из (28) при Э = + —• для

получается очень простое выражение

Cj> a=a. =---  Sh 211 (7=1, 2).
3 = a

Из (29) в случае сосредоточенной силы находим

t/(an 0)
2kji A

u

</(«,. 0)

<3.

(35)

{?(a
n ?s4-—?e
Л p- 
2^ 1 4- A

£/(a;

2^ i + ^ 
p

Ռ Y7 4-— ?8 
A !\ _ 
2^1*. 1 > A

(36) .

где функции (/ = 1, 2,-.., 8)

91= 4 (’ -a« +
зависит от а, и а»

4֊ Պ 4՜ Պ 4֊ «7.
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Ъ=4 (1 — Պ) Ьда.

4 

= — ач ՜ր -Պ -г а + бла,

?4 = ՜^Օ 4՜ ^՝4 ~ '^р>
•1

1 / Ct \
= — ( 1 4- Злф 4- cth * | ау — 4а2 — 4- а?. 

֊

<?.« ' О ~'2<Կ 
4

s.= -- aQ + За4 - а3 Ь 6ац. -ь=----- -пс 4-а4 փ 3«9.
2

«о - ------ч Ch \«---- ’ Պ = ճօ cth ֊•’ а-= по Ctll (*։ ֊ я։).
Sir 04 4- տհ։»յ 2

а3 — a^ch-Xp rt4 = a4ch«։, «$*=д,сЬх։, «e = fl4slias,

«. = <iccth-*1-. Հր4 = «։էհ-^. дв —е (37)

Значения փ; (7=1. 2,---, 8) для разных 

таблице

ад и а.. приведены в

Таблица

ձւ ?»

3 3 1.818 1,001 4,03289 1.60298 3,79572

4 3 '1,818 0,724 3.3606 1,4691 2,5525

5 3 1,818 0.570 3,1412 1.4252 2.1351

3 4 2.095 0,912 3.0921 1,3905 2,1339

4 4 2,095 0.664 2,8013 1,3121 1,5783

5 4 2,095 0.524 2,6956 1,3238 1,3730

3 5 2.313 0.863 2.7335 1,3195 1,4679

4 5
'2,313 0,630 2,5605 1,2941 1.1359

5 5 2,313
1

0,448 2,4915 1,2845 1.0088

Известна следующая связь:

1,35893 1.17469
0,9424 0.7581

0,7963 0.6219
0,7627 0,6904

0.5778 0.4952
0,5072 0. 1215
0,5203 0.4962

0.4122 0.3715
0.3695 0,3216

1,25522 

) .13 4

1.0941

1.0112
'0,9b70

0,9503

0.9177

0,8916
0.8853

I

՚3,7315 1,2067

11.9369 0,7781
11.6421 0,6274

1.5177 0.6422 

1.17130,4530 
1,03180,800$ 

1.02^)0 0.4221

0.8296 0.3121

0.7465 O.2G8T

Ն ?ւ

2G 
l-2jx ,

откуда, с помощью таблиц получаем, что

min - = 2-հ>՝ кг/ем2. 
I1
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Поэтому в формулах (36) можно пренебречь ?1։ ?3, <?5 и и 
единицей относительно второго слагаемого.

Тогда (36) примет очень простой вид

£/(«„ 0)--֊-?=• է;(’=՛ |)) = ֊’:?..
2л;х 2«и

и к. =) = Ս (*,. «) = ֊4 (38)2кр. 2 та

Из таблицы видно, что 4/(а/, 0) и (7(я/, тс) (/• = 1, 2) умень
шаются при уменьшении а2 или при увеличении лх.

В частности, если взять

=/(?)= ֊7/. М?) = 0 0 = 1.2), (39)

то получим задачу эксцентричной трубы под равномерным давлением, 
т. е. по контуру я = а։ действует равномерное давление, равное qy, 

по контуру а = а, — давление, равное <у։.
В этом случае, с помощью (39), из (14). (15), (16). (17) и (22) 

получается

А, (п) = Ճ, (//) = С, (п) - £)/(//) = О (я • 2; i ֊ 1. 2).

.4.(1) =£։(l)=C2(l)=Ds(l) = 0.

Для определения оставшихся коэффициентов .4Л(1). С։(1), Во и / 
получаем следующие четыре уравнения:

Л։ (1) Sh 2а/ | Cj (1) ch 2а, = .
2

֊ Zsh X/ch а. - aBQ 4֊ /Լ (I) ch 2յհ ֊ C\ (I) sh 2az — — ciq, (i — 1. 2).

откуда находим

I = — <7i 7г) ch (x։ - xj.

&o = 1 l7iCh(«j — ։.)sh2x. — 72ch(Xj ֊ Msh 2a։(7X 4֊ 72) sh (a։ a;)j. 
Z.%

Л (1 )= ~ (7i - 7-J sh (a։ 4- x.).

Գ(1)= ֊ (71֊ 75)ch(a։H-aJ, 
Հ° 

где
Do —2(sh2aI տհ։տ2) sh (ax ֊ a2).

Это решение совпадает с решением Я. С. Уфлянд.а |1].
По изложенному методу, кроме рассмотренных задач, легко ре

шаются некоторые конкретные задачи. Для решения этих задач необ
ходимо соответственным образом выбрать внешние нагрузки, далее в 



Iе! В В. Еганян

полученных результатах перейти к пределу при к -> сс и прнрав: 
р

суммарную нагрузку заданной величине Р или — (фиг. 4).

г)

Фиг 4

Здесь рассмотрены следующие задачи:
I. Полуплоскость с отверстием (фиг. 4а). Решение этой зада* 

получается из первой рассмотренной задачи, где нужно лишь прння 
«2 = 0. Л = — Р.

2. Эксцентричное кольцо (фиг. 46)

°1 (?) = '։ (?) = 0 при --<?<"

(?) = Qs (ci։ «Я — COS ?)’ (cos ?։ — cos 3)
Հ, (3) = 0

<և(?)“0
(3) = /А (ch a. cos 3)’ sin 3 ?-*<*-?»)

при

при

32 = arc Ig sh a,.

3. Полуплоскость с отверстием (фиг. 4 в) 

(?) = '»(?) = 0 При — "г.

М?)-о
'։ (?) “ Ht (ch ях — cos 3)* sin 3

при
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^'(Р)e Qi(ch а։ — cos ?)* (cos ?х *—cos ?) ժ՜*ք=՜;,)| __
I M?) = o, 1 прн

I где 
?х = arc tg s1ia1։

В результатах надо положить а2 == 0.
4. Эксцентричное кольцо (фиг. 4г)

°i (?) = ՜ւ (?) = 0 при -֊<?<-, 
(?) = 0, ха (?) = х0 при 0 < ? < ?2, 

=:(?) = Qi(cha։- cos?)* (cos ?։- cos ?)е֊*«֊*Ц հհհ-
,0. _ при

j I (?) — ”o* J
где

P a о » i'0 = — ’ ----- ?2 = arctgsha2.
4?. sh aa

5. Полуплоскость с отверстием (фиг. 4д)

Պ (?) = Q։ (ch Ղ - cos ?)* (cos ?x - cos ?) e~V ) при () <Հ

ն (?) e $ i
Պ (?) = 0, ", (?) = '0 при ?։ < ? < 7C
°i(?) = Հշ(?) ==0 при — z<?<n,

I где
P a

'o — ~ ’ Pi — ~ 4pj sh a։

В результатах надо принять а2»0.
Прн решении перечисленных задач интегралы (16) и (17) бе* 

I рутся очень легко, и коэффициенты функции напряжений выражаются 
в замкнутой форме.

Вычислительный центр АН Армянской ССР
I И Ереванского государственного университета Поступила 10 VI 1963.

Վ,. Վ. VquiGituG

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ձԱՐԹ ՒՆԴՒՐԸ
ԱՐՏԱԿԵՆՏՐՈՆ ՕՂ.ԱԿՒ 2.ԱՄԱՐ

Ա Մ Փ Ո «I» (I հ Մ

\ոդված ում ա լոքում է արտակենտրոն (պուկի հարթ ( ա ծ ա մր'
երւ’ եզրերում կ/ւրաոված են կա/քաքականււրեն րս/իււ)ած քւեււներ։

հ/^ւզքւրր դխոարկվոււք կ ե րկրեեռ կււ րաւլքւե' կոո րդէւնսւ ւոնե րով/ հ/նդր[ք
րււ՚Նււմր' լարումների ֆունկցիան, որուոկերւիոծ է Տեուրքեի շսէրքի տեսվ»ովէ 
Արտաքին բեոի (Տետր ութ չուեր Ц--- 1 ղծոպրերի տեոքով հնարավորութ լուն

। / ччи/իո, սւ J հեշաութ չամր զանել րո րումների ֆունկցիա լի ղործակիցներր ե. 
րյ անցնել կենտրոնացած սւ՚1ին:



74 В- В. ЕгяняН

Л И Т Е ։» А Т У Р А

I. Уфлянд я С. Биполярные координаты в теория упругости. Гостехтеориздэт, Л., 
1950.

Չ. Еганян В. В. Плоская задача теории упругости для области, ограниченной лугами 
двух пересекающихся окружностей. Кандидатская диссертация. Ереван. 1959.



2ԱՅԿԱԿԱՆ 1ПИ1- ԴԻՏՈԻԹՅՈՆՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ч з в e c т 11 я академии и и л у к армянской с с р 
^|ii|h pu-iJuipl.Umm, qjimnip jin|iubr X \ I i. X' I, I 964 ФИзИКО M . ii'Mdll! ЧССКНг ПяукН
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\ Г Багдоев

J
O справедливости решения вида простых волн

Рассмотрим задачу о распространении давления в сжимаемую 
ж и жость. Граничные условия возьмем в виде

Р(х, О, /) = VY

V7,
О)

гле ось Ох направлена по границе (Полуплоскости и ось Оу перпенди
кулярна границе, է время. Р — давление, I' ֊ скорость фронта но 
границе. Решение этой задачи с помощью простых воли найдено в [1| 
а виде

хcosз у sin Z — (и cos a 4--U sin а ք-ճ)/ = Օ,

■ 2 Ր 9 Си = - ----  | coszc/rt. р =1 sin а ժն. (2)
л -1 J л - 1 .)

и = Սcos 3, v = Usin 3,
и. a — компоненты скорости но осям Ох и Оу. а — скорость звука. 
Уравнение политропы для жидкости имеет вид

К (7 \г|
—) -1 .
Ро/

Покажем, что решение (2) удовлетворяет условиям на ударной волне 
с точностью до малых третьего порядка

bP=?{D U),

P = ?.DU,
(3)

D֊1 «J _(D-Uy a2 
2 ՜’՜л-ւ 2 л-1 *

Первое уравнение легко получается из уравнения политропы и фор
мулы для скорости ударной волны [2]

D = а" 4՜"+ն' . (4)
2

Второе уравнение (3), учитывая малые второго порядка, можно запи
хать в виде
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dU= — > 
рл

где использованы уравнение политропы и формула (4). Но из (2) 
имеем

2 9dU = — - da cos (? — a), Udi =------ da sin (а — p). (5>
n — 1 n - 1

В силу того, что p — а равно нулю в линейном случае и является 
р 

малой первого порядка относительно ——. имеем с точностью до
Вп 

третьего поряДка 
9 

dU ~ — da. 
п-\

Выполнение уравнения энергии показано в (3). Покажем, что 
условие для касательной составляющей скорости на ударной волне 
также выполняется с точностью до второго порядка включительно. 
В самом деле, согласно (2) и fl], решение имеет вид

| 2 Вп
где հ — постоянная для данной поверхности уровня (2) скорость ее 
вдоль Ох. причем вблизи фронта ударной волны имеем $'= V—t.. 
где ;՜ - малая величина.

ր = _ «±! ձ ____ ճ_
' 4 Вп , „ V2 ’

- _ х
՜է՜'

Если оставлять в выражении для а (х; у, է) малые первого порядка, 
получим

/ Л է п — 1 Р1 \

(քլ ՜ 1 \1-|------- ---- 1 ) — постоянная величина, а невыписанные члены
2 Вп/

имеют второй порядок малости. Таким образом, da имеет второй по
рядок малости.

Касательная составляющая скорости на ударной волне запишется 
и sin k — vcosa, 

где >• — угол нормали к ударной волне с Ох.
Из (2) получим
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и sin X — v cos X — I —— da sin (X — a).
J" 1

Поскольку в линейном приближении а и X совпадают, X—а пер
вого порядка малости, da имеет второй порядок малости, следова
тельно, HslnX - pcosX имеет третий порядок малости, что и требо
валось показать.

В приведенном выше доказательстве использован тог факт, что 
мы рассматриваем узкую область вблизи ударной волны, в то время 
как пределы интегрирования по а строго не очерчены и могут, вообще 
говоря, быть вне этой области. Поэтому приведем другое доказатель
ство, более соответствующее задаче.

Л,ля касательной составляющей скорости на фронте имеем

О’sin (X — S).

Из решения задачи имеем для ударной волны

, . dfi . п + I sina. Р։— tg л = —! = — tg a. — - -------— —- »
tZ; 4 COS3 2X P/Z

Где ij - угол характеристики для линейной задачи, sinax -լ • 

Если представить X в виде

В
1 - Вп

то из вышеприведенного уравнения получим

.. . Ո +1 .
Ч = «1. -—-tgax.

4

Таким образом, X постоянно с точностью до малых второго порядка. 
Из второго уравнения (5) имеем, что Ud$ -֊ da sin (a — или ՀՅ = О 
с той же точностью, что и da = 0. Это равенство имеет место на всей 
ударной волне, поэтому как X, так и 3 постоянны до малых первого 
порядка включительно. Граничное условие для 3, как н для всех па
раметров; ставится в точке х — V7, у = 0, ио в этой точке из условий 
па ударной волне обязательно ? = Х; поскольку В и X вплоть до пер
вого порядка включительно постоянны, вдоль фронта имеем, что ве
личина р —X—малая второго порядка. Тогда касательная составляющая 
■скорости на фронте волны U sin (X — £) будет малой третьего порядка.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 20 V 1963
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Ս». Դ֊, C-iuqijnL

ՃԱՍԱՐԱԿ ULbmPb SbUfb ԼՈհնՍԱՆ ՃՇՏՈհԲՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ II «I» (1 I» Մ

Հու/ if ած lit if յւննսւր1յւ/ւ>ւ il Լ էհէյա կա if հարված ի ճնշման տարածման 
խնդրի' հաււարակ ալիքների աեււքււվ յա ծա մր:

Խնդրք, յա ծամր ՛հա fuljfi’lituմ ււաաւյված / հհ դին ակի կոդմիւյ [ 11
Տա (էյ Լ արվամ, սր երկրորդ ifէւտաւքո րա fj յա՛!։ սահ if աննե րա մ հարվածի 

",1Ւ1,Ւ ‘հ"" “քախաններ/է րավարարվա մ են:
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3. А-. Мартиросян

Плоская задача о распространении давления 
постоянного профиля в упругом полупространстве

§ 1 Постановка задачи и решение в виде интеграла

Рассматривается закон распространения давления, образованного 
ог взрыва над изотропным упругим полупространством, которое ха
рактеризуется постоянными X, }Л, &0.

Обозначим через О точку возникновения давления на границе. 
Выберем ось Ох в плоскости поверхности, ось Оу направим вниз, 
(фиг. I).

Предположим, что на граничной поверхности г = 0 действует 
нормальное давление 7« = - Д = const. В этом случае, как известно, 

задача будет плоской и потенциальные функции 9 и < удовлетворяют 
волновом} уравнению

* f- ..(Г-z (>՝Հ> ժ-ձ _ .Ժ՚-’ j
dX֊ a 01’ ' d.X֊ Օ-' ' Cfl- (1.1)

с начальными нулевыми условиями

Lo ‘ ։_0 FUo (1.2)

при следующих граничных условиях
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Ժ4дЧ , дЧ
дхдг дх- dz-

dz- Л-2 3՜
при \x\<Vt

О при | х | > 1Հ

где Ա-֊скорость фронта по поверхности.
Заметим, что входящие в (1.1) а- и Ь- определяются формулам*

“=1/֊+2ք ь = ]/у °)4

и имеют смысл обратных величин скоростей распространения продаж 
них и поперечных волн. Решим задачу методом неполного разделе 
ния переменных [2].

Решения уравнений (1.1) при начальных и граничных условия 
(1.2) и (1.3) найдем в виде интегралов Фурье

? (х, г, /) == j /? (г, /. k) eikxdk,
(J

ծ (x, г, է) = J Տ (г. է, k) elkx dk. 

~ <•

Значения функций փ и փ из уравнений (1.5) подставим в уравнени 
(1.1), (1.2), (1.3) и, сделав в последнем обратное преобразование 
Фурье, получим

^._а=^._Ж=0, -^֊֊^-^-  ̂= 0. (1.6)

А? _ <№ = 5 = ԺՏ
/-0 0/> |,*-0 Լ-0 |,=0

U ('2ik k‘S —

| ՛՛(4? ՜ ՜ w) ք՜2fX(4/՜ +ik €г) „= ՜՜շր J p՝(x՛ °е"‘"^

Из уравнений (1.6) при условиях (1.7), (1.8) функции R и S 
легко определяются, если ввести следующие вспомогательные фуню

zV(z, k, s) J/?(z. k. t)e^dt, 

0
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Г(г.М= \ S(z,k,t)e ^dt. (1.9)

9

Согласно (1.9) из (1.6) и (1.8), имея в виду, что

| յժ՜"Ժքյ p>(x-^e^dx = ■
О •• *х

получим

д-X — У —
՜ ՝tt?s՜+ k'} х = °՝ ~ {b‘s' - *։И = °. (1 •10)

(...ОХ ,9V д'Y \
•х ( 2ik ֊3— k- У — -- --г-?- ) = О,
\ dz dz- /:„շ

[Т,/ԺՀ¥ ,. v\ , „ ( д‘Х , .. ԺՐ\ I pxV
\ dz- / 1 \ az- dz/\^.Q r:(s34-A-V-)

Решим уравнения (1.10) относительно X и К 

_ <։’«’+k։
Х(г. k, s) = С (k, s) е

(1.12)
_ - .՝ I
К(г, k. s) =D (Л, տ) ժ

•где многозначные функции фиксированы по следующему условию:

arg Հ a-s- 4- А2 = arg р ծ2տս 4՜ = 0. когда տ>О, (1.13)

.а функции C(k, $) и D(k,s) удовлетворяют следующим уравнениям:

(ծ3տ2 -Ւ 2/г’) D (k. s) -4- ՝2ik / ճ2? -4֊ k- C{kt s) = 0,

(1.14)

2iky'^'+ K-~D (k. s) — (bV + 2A=) C(k, s)= —... •

откуда
է’(Հ s) _ __________________________ /^(^4-2^ __ ______ __________

П|Л (s* 4- k- V2) |(ձ=տ2 4- 2A2)5 —4Л2 у ՜ ծ2տ= 4֊ k- Հ aV4֊ Л2]
(1.15)

1 D(k s} =_________________ ______________________________ _____________

-;l (s2 4֊ V“) !(ձ2տ2 4- '2fi2)2 - 4k- / ծ . 1 s-a2 -j-՜ £’]

В (1.9) произведем обратное преобразование Лапласа. Имея к 
виду (1.12), для функций R н S получим следующие выражения в 
виде интеграла Медлина:
(> Иаацстня ЛЯ. серня физ.-маг. наук. № 1
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1 / -гг'аъч v
/? (г, к, է) — ^_ г I C (k, s\e est ds.

Շ—1*>
(l.lfi)

։+■/■»’ ____I .՛• -zl
Ճ (z, k, t) = & (^՝ s) e e$t ds.

Հ-ւ~.

где s—постоянное положительное число. Значения R и S 
в уравнения (1.5) и, сделав следующее обозначение

. bs 
к ’

подстав

для функций у и f получим следующие выражения:

м Vb
=?(*,2,0~-֊է- 2-1

dk
1<Տ՚Ւ

։/ А 2if\Vb (' /t։
(х< z> 0 = —/7- |

-/*!'*» 14*ծ 
е е d-

(с2 - V~b֊)R(֊) к'

(?’֊| 1^г)/?(;)

В уравнениях (1 17) ветви корня фиксированы при условиях

arg iz 1 4-12:՜՜ = arg ) 1 -f-r — 0 при ; >0. 

Функция 1Հ (;) имеет значение

֊4/1 - քր /1 -Н»,

величина հ определяется отношением

- а - / ։* Я
* b | к -| 2а *' <М

Для компонентов напряжения Т-. имеем
ր„ = ւ/&+^ + շՀՋ. + /յլ\ J

\дх- dz-) ■ Լժր- dxdz) и 1

Если значения функций © и * из равенств (1.17) подставим, 
уравнение (1.21), то для Т.-.- получим следующее выражение в ВВД 
интеграла

г..֊Л±Мй« j .■■х₽.м>^ +

— »
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где

Л'(г. k,t) =

— — л- —
4֊ гг) е е Ժ
(г 4֊ V^TO) при f > -;bz

приО

(1.2-3)

e Դ

Y (г. Է t) =
e:: ՛

при

՛> при / <Հ bz,

(1.24)

(2-H2) e ՜ " e
(? j при

при

ty^bz

/< 1^.

(1-25)

§ 2. Качественное исследование решения

Чтобы дать качественную картину распространения давления н 
упругом полупространстве, исследуем интегралы Медлина.

■Проведем из точек разветвлений ;=т / и ; — - Հ֊ разрезы па-
•

раллсльно отрицательной части вещественной оси. 1'огда подинте- 
грпльные функции в (1.23), (1.24). (1.25) будут иметь полюсы в 
корнях уравнения Релея

R(«)=(2+;')2֊ ll/l

и в точках

: = ± iVb.

На рассматриваемом листе плоскости ; это уравнение имеет двойной 
корень ; — а также простые корни в точках : = ± /О, где О<0<1.

Учитывая, что при больших значениях А1 подинтегральные функ
ции в (1.23). (1.24), (1.25) оказываются весьма малыми в полуполосе

Re;< 0. представляется естественным заменить прямую

Г
грирования Re; = э контуром (/.), изображенным на фиг. 2.
При такой деформации контура пересекаю гея особые точки 

т —: = + Ю и ; = ± iVb.
Поэтому функции zY, Y nZ из (1.23). (1.24), (1.25) представятся 

сюдующимн равенствами:
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Л — /Уо 4- /X А 4՜ Ал.и -4- Х\, (2.1)

r=r0+ Г* 4֊ Г.иЧ-Гл (2.2)

Z = Zj 4-Z# 4՜-£ai 4՜(2.3

где Zo, У'о, Zo суть вычеты подинтегральных функций в начале ко
ординат, А>, К/,», Z/e—-вычеты в точках $= +/О, Л.я. У'м> Z.w—выче
ты в точках ;=± М7>, а последнее слагаемое имеет вид

I Г (2 4- г) (1 4֊ 75е=) е՜'" ՛՛ ’ ։+г-‘ Л di 

(;24-

1 С/1 4֊ 7։?*/14֊«а е”'м,1+’‘ё

՜՜շ^յ

(2.-Щ

(2-5)

(2-б)
(2+?)е

($։4֊ V^=)/?(=)
У- - .,՛

Надо заметить, что многозначные 
функции фиксированы по условию 
(1.18). Легко убедиться, что если 
значения У’о, Zo подставить в 
(1.22), то получится

7Հ = о.
Итак, поле давления разделится 

на 3 слагаемых
7к. = 7-^ + Гг,н+7„к, (2.7)

каждое из которых имеет свой фи
зический смысл.

1. Определим поле давления 
1 zztl ; Для этого, интегрируя сна- 

чала (1.23), (1.24), (1.25), получим

-7։0)ք՜1*'։,''՜”,տ1ո^-. (2.8|
՝-'{!յ ‘‘

be=----- тгт— ) 1 — Հ1^ \/ 1 — 0- e sin ֊.—• (2.9)
'■'0'

где

7-к= ֊ -Л- (2 - O’Je՜՝*1''’’'’’’‘sin . i(2.10!
bjjV I)

գ=4(7^+ հ^5՜՜2+®։)<#’՜ '՜՝1”
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Подставив значения А>, Zfr з уравнение (1.22). дифферен
цируя по г. получим

/________ * 4- VJ х - V9t \ .
Ա։(1-w + (x-h l/on: ՚ 2:ц-^)4(х-^)։/։

■ 4«lpiVb 2
Պ1 ՜ C՜1)

j 1 - • & | I «r •

X 4֊ V"f X- VQt
- b*) 4֊ (x 4֊ M’ ? (1 - &’) փ (x —

Vb 2
Wfl CJi

_X4֊VV x-l'o/
։’(!֊ 7*®1) : (X+V7P ■ (2.12)

откуда

Г»«----- — У՜ ~ TTF (2 - <1 - 7*®*) x

Х(агс’8ЧУ^-агс^ 2 11 - v? \ 
x — vor /

, ^PyVb-2 J j __ 7^jj_^

>.PxVb 2 
՜Պ^ր (2 - G2) X

X (arctg ~y VJ~ -arclg 4’t?՜) + c- <213> 
\ , ’՝■ ՜է » о4 -Լ »<r /

1 где
h

V’o=~- (2.И)

I В уравнении (2.13) величина T..f зависит от л-— 1'0/, х4՜ V’ot Если 

I ту часть Т:: которая зависит от д֊— 1’0Հ принять за движение по 

1|К|КМОжительной оси Ох, то часть, определяющаяся х4 Ц/. будет 
I Движением в оттЛщательном направлении оси Ох. Итак, первое ела- 
|| racuoc уравнения (2.7) представляет собой пакеты волновых поверх- 
I'ttocTfft или. как называют в теории упругости, поверхностные волны 
I Реле. Очевидно, что эти волновые пакеты движутся со скоростью
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2. Определим поле давления Тг:^, Для этого интегрируя ci 

чала уравнения (1.23), (1.24), (1.2-5), получим

.. (2֊ v^=)(l ‘■'■■'"'sinWl/
Ал.-------------------------------- --------------------------------- --------------- , (2.

/1 - l/W V ։ - V-b ■ e ’ " ՜1 ՛"’ sin kt V 

VbC, 

(2- 1/։/)’>£՜“' ՜՜'1՜1'1'4,։տ1ո ktv
411 =--------------------VbC\-------------------------

где
Ci = (2 — У7?2)2 - 4 I Г ՜ Հ-VW1 1 - VW՛'

При I ‘b ՀԼ l для Tz2 t получим следующее выражение:

7. _ (). + 2u)P,W (2—И-Л2)(1 fVW) 
4<и՜՜ -ji Vb'C,

(2.1-

(2-1

(2.1

z/1- հ՜ՓԴ2 z/l—t’W’ arct-- __ ,-----------arctg-_;/z

4рЛ Vb Հ i __ Հ VW / 1 - VW
nu 1'ձՇւ ՜ X

/ , z /Т- VW 4 z у 1 - VW \
X ^rctg —֊^vt-----------arctg J֊

XP։ Vb (2 - VW) , 
rVbC,

(l,J
при этом слагаемое Tz. представляет собой волновой пакет, кото

рый движется по поверхности со скоростью V.
Чтобы исследовать поле давления, мы должны, прежде всего, 

попытаться вычислить контурные интегралы (2.4), (2.5) и (2.6). Пра
вильный расчет этого интеграла труден, поэтому ограничимся усло
вием 1, которое дает возможность использовать асимптотические 
методы. %

Рассмотрим интеграл (2.1), представляющийся в канонической 
форме следующим образом:

%х= (\(Е) <?*/(£) <#, (2.20)

где „медленно изменяющаяся" функция փ (£) равна
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(2 |-Н(1Ч-^։)
• ' ' ՜ 2n/(;2 + V^)/?(';) ՚ 

а „фазо.й“ является функция

kf(V)^-\k z/ւ՜Փ + *1;.

(2.21)

(2.22)

Учитывая возможность изменения пути интегрирования в кон
турных интегралах от аналитических функций, постараемся выбрать 

контур (>.) так. чтобы на нем оказались точки резкого максимума 
лолннтегральной функции и чтобы при удалении от этих точек подин
тегральная функция убывала наиболее быстро.

Контур, обладающий указанными выше свойствами, называется 
стационарным, а точки максимумов функций—седловыми.

Известно, что седловые точки определяются из условия 
/{0 = 0, а стационарный контур определяется уравнением

Jm/(=) = Jm/G?). (2.23)

При А* I можно ожидать, что главная 
■соответствовать интегрированию по малым 
точек

часть интеграла будет 
окрестностям седловых

1.____ 17
l)-"' t--U-Z

ն -2

*/(Լ)

YV t- — a
it

ФнГ.

(2.25)

следующее ны-
Ох в точках .
(2.26), для X, получим

Нетрудно убедиться, что в ка
честве пути интегрирования (л) в 

•(2.21) можно взять стационарный 
контур, изображенный на фиг. 3.

Распространенный по такому 
‘Контуру интеграл интегрируется по 
следующей формуле [3] 

где 0—угол контура с осью
По л ьзу я с ь у р а в и е н и е м 

ра жен не: 

X ЫЬ)Х------- 27Г
և .3

(2.26)При /<!>().

где
| (2հ2 — 1I t" 2ds22) a’z’y’ (P — a2z‘)

[(27= - 1) Ր ֊ - аЫ) /(( - V)
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(1 ֊ 72l/^2)/2 — q*V2z* '

ք*(Հւ) = ֊^-Հ t2 — a2z2.

4<М =
3_

(է- ֊ a-z-f 
ab'z-

(2.27)

Аналогично определяя остальные интегралы уравнения (2.5), (2.6), 
получим

L .з

"₽и*>0՛ <2֊28“■'z W.t'՝։/«/ 
где

_ ______ 4ft2z5(/= - ծն2)2 [(1 - i2) t2 — b2z2\
f(? - 2b2z2)*- 16№2(/2(1 ֊ 72) - ծ’շ2յ՜] [(0ծ* - 1) Z2 — VWJ

Л(ч) = ֊<-^/2-№։

з
r (U_ ^֊ ^a)2 ■ 
/ybj— շ,^

L 3
•Z Мч) / 2« \* *A(U ՚*~

z>=“2-/ “(t;7$.)i) e * e ПРИ A’>0‘ <2-29)

где

a ($ ) _________ [(2?~1)^~2fl»22]74/a ֊ a^2)2_____________
((2;2 - 1) t2 - 2a2z2]։ -f- 4azT3 {t2 ֊ a2z2) /(1 ֊ 72) t2 +֊• W-

x______________ L________________

Л(1- W>Y)f' + «Դ֊7-

/.•(«։) = -“/ քշ — (Րշ2 ,

(Z2 - a2z2f 

ab2z2

при Л<0, (2.30)

r‘=-W "՜ (т4ттУ при А<0' (2-з։)
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Если подставим

; = V է 

к обозначим

то для интеграла 
щсе выражение

; — a*z2 — ах,

если ;>0 

если '<ՀՕ

равой стороны

7j = Հ t2 — a-z2

f 1, если
I — 1, если 

уравнения (2.34)

•Ь ах (2.35)

(2.36) 
7J<0

получим следую*

f cos (— — a2z2 փ sin kx =
J \a 4 / Հհ
о

_ ^2 , a Г COSX 4- er> Sin X Հ2 / a Ր cos Xe5 sin X
4 V I’ll J PT d 4՜ V TITJ —7x—dK՝

(2.37)
Предположим, что S<£1, тогда первым интегралом правой сто

роны уравнения (2.37) можно пренебречь

eikx
k y'k 

о
cos — / է- - a’z* -+- =

a 4 /

если ;>0

если ;<0

(позади фронта)

(впереди фронта).

(2.38).

логично вычисляя остальные интегралы уравнения (1.22), получим
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= (±±Ы_!\УЬ_ _Мч)_ հ՜հ՜՜ _
*"՝ 2^ 1 у за/; (у

Ъ(ч) ,Հ՜?՜ , 'P,VI> Հ-(Ս , Հ л՜ , յ
-а I |/շ֊ՀՀս + 2^ 1 ]/ 2«/;(y 4f"

(2.3S
где : определяется уравнением (2.35), а

,;շ — | /-֊ /)2;2 — ()Х.

Из уравнения (2.39) видно, что поле давления Tzz представая։ 

собой волновые пакеты поперечных и продольных волн. Заметим,т 
постоянные с.2 и с3. входящие в равенства (2.13), (2.19) и (2.39 
можно принять равными нулю, так как нас интересуют те члены, к։ 
торые меняются сильно. Легко убедиться, что продольные волн 

., 1 .. 1 
движутся со скоростью 1։= ,а поперечные волны— К = у•

Следовательно, на фронте продольных волн отсутствуют нош 
речные волны, так как Ь>а (фиг. 1).

Радиус распространения продольных и поперечных волн бул։

В частях ACC'A'DA есть только продольные волны, и для этой ш 
уравнение (2.39) принимает следующий вид: 

(HWtw ~Г՜
2^----------1/ ВДу ՚Խ (ն) + ?-(ն)

-~|Т~

I
(2.42

а на фронте продольных воли, когда ; = 0,

T2Z. = 0. (21

Заметим, что метод „неполного разделения переменных՞ име< 
превосходства перед использованным методом Майлса [5]. так какр! 
зультаты, полученные Майлсом, достигаются этим методом, а реай 
ние при Рг = const нс может быть получено его методом.
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Я II.. Ս*ւււր«|ււ*ոււյսւհ

ZILUSUSRH. ՊՐՈՖՒԼՈՎ. ՃՆՇՄԱՆ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴՒՐԸ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ 
ԿՒՍԱՏԱՐԱՄՈհԹՅԱՆ ՄեՋ

U. 1Г Փ П Փ n.b 1Г

Հալված ում ղիտարկված / "Iա t[d 1,,լն ի JJ աոաջացած հարվածող սվքք 
ճնշման աարածում ը աո աձղական համաոեէւ միջավալրումէ !օն ղ ft ր ր էէոծ^» 
է <Տ էի ոփոխ ականն երի ոչ Ц'1,։[ անջաամ ան մեթոդոէէՖւ Ապաւյուցված է, >
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uinnituAinut են երկս». տեսակի ալիքսղին (որձեր, որոնք մակևրեու լթաք շտրմ֊ 
6

փոմ են է և է ց — . արաւրո [J ՀՈ1.ններւէվ՝.

4ռուգւււնում են նաև ե րկալնակտն ու րսլնսէկան սւքիքների (որձեր, որոնք 

չար<1ւ(ոէմ են- համտպտսւասիւտնարար՝ ե , ա րսպու [J լոէ-ններովէ Ռրնչ~ 

J ւ՚էն հ՚սմար աոաէքված արւլ քան ր'սե րր ճիշտ են ալիքի ձակաաի ր ուվուկան ա~ 
շափ մոտ կետերում:
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АЭРОГИДРОМЕХАНИКА

С. П. Хачатрян

Приближенный расчет характеристик водности 
конвективных облаков, обусловленных наличием 

гигантских ядер конденсации в атмосфере

Вопрос о водности в мощнокучевых и кучеводождевых облаках 
и, особенно, в их центральной части до настоящего времени не полу
чил своего окончательного разрешения. До недавнего времени к ли
тературе указывалось, что водность в конвективных облаках не может 
превышать 5 г/м\ Экспериментальные материалы, полученные в ВГИ 
ЛИ СССР в 1957—1958 гг. |1|. показали, что водность в мощнокучевых 
облаках может достигать 30 г/л3. В последующие годы в зарубежной 
■ ՛' ւ-ратуре появились работы, в которых высказывается предположе
ние о наличии в грозовых облаках водности до 30 г/м? |7, 8|. Однако, 
эти. пока еще единичные, данные нуждаются в дальнейшем подтверж
дении.

Сравнительно недавно в нижних слоях атмосферы были обнару
жены гигантские ядра конденсации, имеющие радиус более 10 и. И 
хотя число таких ядер в атмосфере весьма невелико, в настоящее 
время существует мнение |1|, что основная масса жидкой влаги в 
•Облаках обусловлена наличием именно этих ядер конденсации. В на
стоящей работе сделана попытка получить приближенные данные 
о возможных величинах характеристик водности конвективных 
облаков, обусловленных наличием гигантских ядер конденсации в ат
мосфере.

Вывод расчетных формул

Скорость восходящих потоков в конвективном облаке возрастает 
с высотой до какой-то максимальной величины 1Г« на высоте 7.т, а 
затем уменьшается [2]. Для простоты расчетов можно считать, что 
скорость восходящих потоков является линейной функцией высоты, 
т.՜ с.

U'zz = «Zm-f-a։(Z« Z) փ b при. Z>Zm, (1)
До-Ж» - скорость восходящего потока на высоте Z, а и ах — гра- 
ГДненты скорости N7 соответственно до и после уровня Z.,։ (Z и Zm 
Вбтсчитынаются от уровня нижней границы облака); Ь— скорость вос- 
родящих потоков у нижней границы облака.
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Рассмотрим облако с момента его образования. Допустим, что։ 
начальный момент образования облака (է=0) концентрация гигантски 
ядер в облаке выше уровня Zm равна нулю, а ниже этого уровм 
концентрация гигантских ядер не зависит от времени и равна Nx. Т<С 
же будем считать, что распределение скорости восходящих потоки» 
по высоте за рассматриваемое время не меняется.

При этих условиях количество гигантских ядер, поступающее I 
верхнюю часть облака вместе с восходящими потоками, будет ззвш 
сеть от объема воздуха, приносимого восходящими потоками из ом 
ласти ниже Zw։, и от концентрации гигантских капель Л', в этой об
ласти и очевидно, что за время է через единичную поверхность 1ф 
уровне Z.m в верхнюю часть облака поднимется число гигантских ядер

Mz — есть ничто иное, как количество гигантских ядер* в столбы 
облачного воздуха с единичным основанием и высотой AZ, заключен
ной между уровнями Zn, и Zb\ Z^ — высота траектории гигантских] 
капель.

Как известно, скорость падения капель при радиусах
равна VA. =«/?֊. Если ростом капли радиуса /?(| при подъеме прене
бречь, то можно сказать, что капля радиуса /?,» 45 р может быТЙ 
поднята восходящими потоками до высоты, где IVz = VR = а/?-. I

Учитывая это. уравнение (1) можно переписать в виде:

а/?- = aZm + a, (Zw — Zt>) 4֊ b.
Отсюда найдем Zt,

(о у ал) 7.т + b - яЦ-

Масса жидкой воды в столбе облачного воздуха единичкой 
сечения и высоты AZ равна

= (31

где — плотность капли, число капель радиуса /?/. При гай 
стопином распределении IV по высоте, величина И зависит от вра 
мени. Эту зависимость в приближенном виде можно получить с им 
мощью следующих рассуждений. Рассмотрим дискретный процесс! 
предположим, что через каждую единицу времени в область облаки 
выше уровня 7,т, поступает одинаковое число гигантских капель. Кас 
видно из формулы (2), через единичную поверхность на уровне Za ■ 
область выше Zm поступает за единицу времени Л = .V, гигантсхн! 
капель. Число гигантских капель, пришедшее в объем AZ за последний — л

В ллльнепшом понятие гигантских «дер будс-м отождествлять с понятнем.ш 
гаагских капель, так как в облаке на гигантских ядрах конденсации образуются белы 
'пне облачные капли, гак называемые пи .ноские кант 
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пдяницу времени, будет иметь наименьший, т. е. первоначальный ра- 
мпус #.>. а Л' — число капель, пришедшее за первую единицу времени, 

: .•= сгвие, коагуляционного роста будет иметь наибольший радиус Rt. 
;Все остальные группы Л' числа капель, пришедшие в объем AZ за про
межуток времени между приходом первой и последней групп, будут 

иметь размеры между и R: в зависимости от времени их нахож
дения в объеме AZ.

Таким образом, сумму капель разных размеров в объеме 6Z в 
'Зависимости от времени можно представить в виде

Ջձ'«Հձ = ..\'(«0 /?, 1֊А\֊|֊R,) - (4)

при /<Л,Р.

Попадая в область выше W/ облачные капли начинают быстро 
расти. Однако, капли расти бесконечно не могут. Достигая критиче
ских размеров /?кй=2.5 .»/.« капли разбрызгиваются на несколько мел
ких капель. Обозначим время, необходимое для роста капли от раз
мера #о до размера /\\|>=2,5 лмс через /1;?. Тогда формула (4) будет 
справедлива для случая, когда время существования облака / меньше 
Л . Если делать предположение, что достигая радиуса 2.5 ли, раз
меры облачных капель не изменяются, тогда для случая, когда время 
кущество.вания облака больше можем записать:

2Л«Й = №|Я0 + Я1 Я, -•••!֊«,+(«' ?»p)R«p| (4')

при / > Z,.p.

I ..Основное значение для роста облачных частиц радиусом порядка 
30—50 и и больше имеет гравитационная коагуляция. Поэтому будем 
считать, что рост гигантских капель обусловлен только этим процес
сом. о остальными процессами роста будем пренебрегать.

Уравнение скорости роста капель вследствие гравитационной 
Коагуляции можно представить в виде |1|:

<5>

где и V, —скорость падения крупных и мелких капель R и г, 
V֊ водность облака. Е коэффициент захвата, равный 0.85. Как из
вестно, скорость падения капель зависит от их размера. Эта зависи
мость для капель с радиусами R 45 у- и 45 < R < 1000 р. выражается 
формутами соответственно lzw = a/?'- и VR = -/R, где а и 8 —некоторые 
коэффициенты. Для простоты расчетов в уравнении (5) величиной 

• можно пренебречь как малой величиной по сравнению с V...
Тогда для капель радиуса до 1000 թ (5) можно переписать

o.dR- = (6)-
4 ՛

Решение уравнения (6) при է = 0, R = /?0 имеет вид
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В— некоторая постоянная величина, зависящая от q, Е и р.
Время /кр находим из уравнения (7), подставляя вместо /?п и 

наличный радиус гигантских капель и радиус, при котором кап. 
разбрызгиваются (т. е. /?о = ֊1О ц, a R = 2,5 мм).

Поскольку водность облака в основном определяется размера! 
и концентрацией облачных частиц, составляющих крупнокапелып 
фракцию, то, подставляя (7) в уравнения (4) и (4'), для .массы жим 
воды в единичном столбе AZ в зависимости от времени поли
выражение

М = ± zpA;V/?5 (I -г е™ 4- -s 4֊ е3^ 4- • • • -г е3,а) 
3

кр

/И = 4 «'vWJll 4՜ елв i --------^р)^кр5]
3

при />6,р.

Зная /И, можем определить среднюю водность q облака 
столбе AZ.
Очевидно, что

М 
q =-------------- --
7ь-7т

Представляет большой интерес определение максимально возмо 
них значений водности облака вблизи уровня Zm . Эту задачу мои 
решить, если допустить, что выше уровня /т водность падаете։ 
сотой линейно, достигая минимума у верхней границы облака. В я 
случае можно написать

Ч,= Ч„ —Z. (

где q, и q!r. — водность облака на высотах соответственно Z и 
(7^>Zm), ? градиент водности. Тогда масса воды в столбе обл 
единичного сечения, имеющего нижнюю и верхнюю границы сооте 
ственно 7.т и 7ь. равна:

7ц 7Ь
м = <//z = [ ((ffn—.z)dz. I

Լ Լ
Интегрируя уравнение (11) в указанных пределах, получим

л< = « дг֊—дг=,' ,п Ո
где AZ = Zm .

Обозначая водность на высоте вершины траектории Z» ч< 
Уты* уравнение (10) можно переписать в виде
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Հ7(ո1ո ~ Ч т а(%Ь (13)

Ло/.ставляя значение з из (13) в (12), получим

2/И
Ч„ = ֊..------z֊ ?mi„. (14)

f'b •-'ո։

Высота Z& довольно близко совпадает с высотой верхней гра
ницы облака. Многочисленные экспериментальные материалы показы- 
мк.т, что водность облака вблизи верхней границы, а следовательно, 
•I т'.изи уровня Z* имеет величину порядка 0,05 փ 0,1 г/м3.

Имея это ввиду, мы можем переписать (14) в виде:

Чя—֊֊ 0,05 г/м>. (’5)
ճք» Հ*;րւ

Результаты расчетов

По формулам (8՜. 9. 15) были проведены расчеты для величин 
Q, V и qm (количество осадков Q определяется по величине И). Рас
чета были проведены для облака, имеющего вертикальную мощность 
•около .5000 м, при различных значениях и для различных момен
тов времени после его образования. При этом использовались следую
щие значения коэффициентов:

Zf = 0,85, а = «յ — (4 >14) 10 3 сек Ь= 2- К)2 см/сек, 

q= 1-Ю՜6 г/см3, Яо = 4О թ. а =1,26- 10е, 

₽ = 7,5-10’.
Поданным |4| концентрация гигантских ядер конденсации, имеющих 
радиус более 10 и., равна 2 —Ю/.и3. Фурнье л'Альб и Латеев [5] ука
зывают, что гигантские гигроскопические ядра конденсации, имеющие 

.радиус 25 и-, обнаруживаются в концентрациях, иногда превышающих
10 к3 По измерениям Юнге [6] ядра конденсации радиуса 15—20 и- 
имеют концентрацию около 10/.и’. Однако, не все ядра конденсации, 
имеющиеся в атмосфере, становятся зародышами облачных капель. 
Только часть их, в зависимости от своей природы, могут стать ядрами 
облачных капель. Поэтому для сравнения расчеты были проведены 
для .V. = 0.5, Л\ =1,0 и Л\ = 5,0,‘щ3.

Результаты расчетов приведены в таблице 1. Анализ таблицы 
доказывает, что водность облака сильно зависит от времени его су

ществования. Например, при 117^ = 15 м/сек и Л\ = 5/л’ через 45 мин 
после образования облака //=1,6 г/м3; qm = 3,3 г/м3, а через 75 мин 

q имеет значение 9,3 г/м3, a qm — 18,5 г/м3. Из таблицы видно, что 
Количество аккумулированной воды сильно зависит от величины кон

центрации гигантских ядер конденсации, которые по своей природе 
янлиются активными. При одних и тех же условиях водность облака 
при Л։ = 5/.и3 в несколько раз превышает водность, полученную при 
՝ IbMiniu ЛИ. серки фи э.-мат. иаук, № I
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Величина q, qԴ1 и Չ для различных моментов времени после образования обла։ 
и при различных значениях Wm и Л\

Средняя водность 
облака выше уровня Zm

1 г/*'

.Максимальная водность 
облака вблизи уровня Z„;

1]т г/м'

Количество осадков 
площадь, равную в 

скости горизонтам.։! 
сечения облака н 
уровне Zm Q мл

время в минутахвремя в минутахп Е время в мннумх

.М
ак

си
 

ве
тр

а

30 45 | 60 75 30 45 60 75 30 45 60

Л\ = 0,5, ж’

10 0,0015 0,10 о.ооз 0,19 _ — од 0.20 —
15 0,002 • 1.16 0.55 0.93 0,004 0,33 1,09 1,85 <0,1 0,37 1,20
2о 0.003 0.20 и. 64 1.10 0.010 0,39 1.27 2.19 <0.1 0.40 1.40
25 0.004 0.25 0,80 1.37 0.01-8 0,49 1.60 2,70 <0.1 0,50 1.80
30 0,006 0.32 1.14 1.70 0,120 0.60 2.27 3.40 -од 0,70 2.50

Л'։ = 1-.0/Л?
10 0.003 0.20 — 0,06 0,38 — — 0.1 0.40
15 0,004 0.32 1.10 1.90 0,08 0,64 2.00 3,70 <0.1 0.74
20 0,005 0.40 1,30 2,-0 0,12 0,78 2.50 4.30 <0.1 1.00 3,60
25 0,< 08 0.50 1.60 2.70 0,16 0.98 3,10 5.30 <0,1 1 .(10 3.60
30 0,012 1.13 2.30 3.40 0,24 1.28 4.50 6.70 о,1 1.40 5.00

Л\ = 5/м3

10 0,015 1.00 —. 0,30 1.90 — — 0.1 2,00 _
15 0.020 1.60 5.50 9.30 0,40 3.30 10,90 18,50 0.1 3,70 12.00
20 0,030 2.00 6.40 11,00 0,60 3,90 12.70 21.90 0,1 4.60 14,00
25 0,010 2.50 8.00 13.70 0,80 1,90 16,00 27,00 0.1 5,00 18.00
30 0,060 3.20 11.10 17.00 1.20 6.(Х) 22,70 34,10 0,15 7.1X1 25,00

1

с Л'\ = 1,0/.и\ Поэтому для более точного определениярасчетах

2
3

рактеристик водности кучевых облаков необходимо проводит։» л; 
нейшее исследование как концентрации, так и природы гиганте 
ядер конденсации. Результаты расчетов наводят на мысль, что я 
дельных случаях, встречающихся в природе сравнительно редко, 
пость облака может быть примерно на порядок больше тех значе 
которые до сих пор были измерены экспериментально.

Так например, по результатам расчета, при .У^б.'-#3 и W 
— 30 м/сек через 75 минут после образования облака макеймал 
водность в нем достигает значения ~ 30 г,.и3, что же касается К 
честна осадков, то по результатам расчета на площадь, равную 
скости горизонтального сечения облака на уровне 7„,, могут выпа 
осадки от десятых долей мм до 37 мм в зависимости от V։. Ա' 

времени образования осадков после возникновения облака.
Как было показано исследованиями fl, 3). основная масса в 

облака аккумулируется в верхней половине облака, выше уровня 
Поэтому можно предполагать, что полученные данные дают пред 
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.К'пие о возможных максимальных величинах характеристик водности 
облака в целом.

Выражаю свою благодарность профессору Г. К. Сулаквслидзе, 
поставившему задачу и оказавшему помощь в ее решении.

I IhujMjyT подиых проблем
АН АрмнпскоП ССР Поступила 18 VI 1963

U. Ф |i>ni)tu«rj«uG

ՄԹՆՈԼՈՐՏՈՒՄ ԿՈՆԴեՆՍԱՑՄԱՆ 2ՍԿԱ ՄհՋՈհԿՆեՐհ ԱՈ֊ԿՍԼՅՈհԹՅԱՄՌ 
ВДШ1Ш1(Ч1ПГ ԿՈհՅՏԱՎՈՐ ԱՄՊեՐհ ՋՐԱՅՆՈՒԹՅԱՆ 

ՏԱՐՐԵՐ ԽԱՐԱԿՏԵՐՒՍՏԽԿԱՆԵՐՒ ՄՈՏԱՎՈՐ ԹՎԱՐԿԸ

Ա 1Г Փ II Փ II I’ ւր

Հ<պւիա)ա մ ստացված են կոնվեկտիվ ամպերի ջ րայնու /■/ յան տարբեր 
իարա1րււերիսաիկաների հտշվսւրկման մոտավոր րանա&ևերէ

11-րւ բանաձևերի հիման <//•<" կատարված են հաշվարկներ </ է*'էւ ոչո ր աո • մ 
կ^նր/ենսաէքիաւի հսկա մ իջա կնե րի տարրեր կոնցենտրացիաների հտմտրւ հեր- 
Հ«<|1 են միջին ե մարսիմալ պւա յնոէ իք/ան հաշվումների in րւյ քո ւն րնե րն ու 
հնսւբավոր աեւրււմնձրի 4ւանակր ա րյպիսի ամպերից:

Հու/վաւՆսմ բերված սւվ /ւս չնե րի ե "’['l', ~էե !Ո U*tjn ԱէՈ ւյնե րի տվ լայների 
համեմատա JJ լունից արվում Լ եղրակացսւթ րււնւ որ ստացված սւրуրոնյ>ներր 
հնաբւււվպւութրււն են տալիււ ցաղւոփար կացմերււ ամրորյջա քժրաէ բ վերցրած 
ււէմսքի &էպնւս.իք քան (ո ու րակտե րի սսւիքրսնե րի հնարավոր մեծու fJլան մասինէ
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ТЕОРИЯ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН

М Б Эдилян

Об одном аналитическом методе синтеза 
присоединенной диады механизма с остановкой

Потребность о шарнирных механизмах с остановкой возникает 
при проектировании различных приспособлений для осуществления 
технологических процессов, приспособлений для станков, исполни- 
тельных устройств станков-автоматов. Синтез механизма с остановкой 
складывается из проектировании базисной части—шарнирного четы- 
рехзвенника ABCD и проектирования присоединенной группы OF 
<фнг. 1).

Шарнирный четырехзвеиннк ABCD является круговым направ
ляющим механизмом, т. е. имеет на шатуне точку Л!, траектория ко
торой ни некотором своем участке (луга приближена к дуге 
окружности.

Двухповодковая группа одной внешней кинематической парой 
^соединяется к этой точке механизма, а второй—к стойке. Длина 
Звена, присоединяемого к шатунной точке, равна радиусу аппрокси
мирующей окружности. Длина второго звена и положение его испод- 
важного шарнира F должны быть выбраны так. что внутренний шар
нир присоединяемой группы за время прохождения шатунной точкой 
участка, близкого к окружности, должен совпадать с центром этой 
окружности. Вследствие э։ого второе звено OF группы МОГ, ян-
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лякицееся ведомым звеном механизма, имеет выстой, продолжите 
ность которого равна времени прохождения точкой шатуна учаа 
траектории, близкого к дуге окружности.

При присоединении к уже существующему механизму А1Н 
новой структурной группы MOF должны быть выдержаны следую!! 
два условия:

I. Присоединяемая группа не должна стеснять движение баз 
лого механизма.

2. Угол передачи между звеньями присоединяемой группы 
должен принимать чрезмерно малых и чрезмерно больших зиаче* 
(считаем, что угол передачи меняется от 0® до 180 ).

Угол передачи принимает свое наименьшее (|i։) и нанбольи 
(us) значения в положениях наименьшего и наибольшего удален 
шатунной кривой от центра неподвижного шарнира F. Положе! 
наименьшего удаления шатунной кривой от центра неаодвижп։ 
шарнира называется внутренним положением присоединенной груш 
положение наибольшего удаления—внешним положением присое, 
ненной группы.

В работе |2| рассмотрены методы графического синтеза при» 
единенной группы по указанным выше двум условиям. По услоза

нестесни.мости траектория (точки М) можс 
быть воспроизведена полностью, если пав 
большее расстояние рп1.1Х (фиг. 2) нед
вижного центра от траектории будет меа 
ше суммы длин звеньев диады MOF, 
наименьшее расстояние prr;in этого центра- 
больше разности тех же длин.

Если обозначить длину звена ЛЮ черг 
R, a OF через L и принять, что на им ea
rn и й угол передачи Hj = 30°, а наибольшим 
թ։ = 150°, т. е. ■

sin и > — .
2

то условия нестеснимости движения присоединенной группы и доп՛
стимых значений углов передачи выразятся в виде:

+ RL.

Рmin ՝:> ? Тшах ’

где
Ртах = R՜ + Լ՜ “ 2RL C0S

Pmln = + 2fl/-COSp1։

p — текущее значение расстояния между точками F и М. Коордик! 
точки В выражаются следующим образом:



О методе синтеза присоединенной диады механизма с остановкой 103

Лд = d cos т( a cos Ф, 

yfi = d sin г, 4~ « sin փ,
(3)

где > - текущий угол между кривошипом АВ и положительным на-
|равлением оси Xj (фиг. I).

Н. II. Левятским |1] выведены реккурентные соотношения между
Ринатами точек /И и В в виде:

V.Q.. 4- \VnTn 
л — 2ձ ’

(4) 
v-v

_____ ՀՀ 
где_________________________ ___

= ±--------------- ֊2---------------- » (5)

I

в РЬ

Վ(֊ — xfifcsin<«> — уя(£со$։«> —ծ), Тв= — yBk sin ч> 4՜ cos ա ֊ծ).

Условие проворачивания звена АВ на 2к и DC на угол <Հ2-, 
^писанное в виде:

а 4- d <Լ b 4֊ с,
а 4- b<^d 4֊ с, (6)
а 4- շ<Լ b 4֊ d,

исключает тот случай, когда звенья DC и ВС вытянуты в одну пря
мую. В самом деле, координаты точки С выражаются следующим 
образом:

x^cosf Ty^sinv

Уcos i ± xfisini

где т угол между звеньями DC и ВС.
При 7 = 0 условие (6) не выполняется и нарушается определен

ность движения и неразрывость шатунной кривой.
Вычисляя (с малым шагом изменения параметра Ф в пределах 

ФС'^<2») координаты точки В, затем по соотношениям (4) коорди
наты точек шатунной кривой, задавшись из конструктивных сообра
жений произвольным положением точки Ր в плоскости YOX (напри-

• Знак перед радикалом V в выбирается в зависимости от того, какая из двух 
южных шатунных кривых должна быть приближена к заданной траектории.
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мер, прямоугольной сеткой варьируемых точек х}.. и уг), проверяют 
условия (I), в которых

? = /(Лг-хГНУг-У)2 ,
_______________________ (

[L = V (хг — л0)'֊ + (у?. - ус): .

Предполагается, что предварительно просчитаны на цифрой 
машине семейства круговых направляющих механизмов, у довлел 
ряющих определенным логическим условиям, сформулированным в [

Ереванский политехнический институт
н.м. К. Маркса Поступила 21 V ЦЛ

1Г. Л. IjijlquuCi

ԿԱՆԳՆՈՒՄՈՎ. ՄեԽԱՆԻՋՄԻ ՃԱՐԱԿՒՑ ԴԻԱԴԻ ՍՒՆԹեՋհ 
ՄՒ ԱՆԱԼԻՏԻԿ ՄեԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Ա 1Г Փ П Փ Ո Ի Մ

Տվլսւչ հոդվածը հան դ ի и տնում է |.?| ա չխսււոուի1 լան շարունակութ րս 
Սվսաեղ առաջարկված I, В ե .VI կետերի կոորդինատների միջև հղած ոեկ 
րևնտ հարարերութ րււնների միջոցով հոդակապային կանգնումներով մհի 
նիղմներին միացվող դիադի նախագծման անալիտիկ մեիքողէ П.{и մեխանիկ 
ներր վերջին մ ամ անակնե լա լա լն կիրւոոա մ /Л» ղանում ավտոմատ ււարՀ 
րում, որպես գործող որդաններ: Դիադի անշարմ ի կենտրոնը րնտրւխ։ 
_շա րմ մin'll հնարավորութ լունից ե փոխանցման թու ւլատրելի անկրււ նիցւ

Աշխաւոութ լան վերջԱական նպատակն Լ վերոհիշլալ մեխանիզմ 
մասին տեղեկադիրվէ կաղմելը։
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Э. Д. ГазаЗян, О. С .Мергеля»

Излучение Вавилова-Черенкова линейными зарядами и 
пучками конечных размеров в оптически 

активной среде

В работе рассмотрено излучение Вавилова Черенкова линейными 
зарядами и пучками конечных размеров в изотропной оптически ак
тивной среде, получены выражения для полей и потерь энергии, ис
следованы спектр и поляризация возникающего излучения, рассмо
трев связь между размерами заряда и спектром излучения. При 

Ь։-*0 результаты настоящей работы согласуются с результатами ра
боты |1|. В работе рассмотрено также излучение бесконечной заря

женной нити в оптически активной среде.
1. Пусть линейный заряд q длины 2а, расположенный вдоль оси

’•у. движется по направлению z со. скоростью V'. Тогда для плотности 
Езаряда и тока мы имеем [2]

р= Ч.г(Л)3(2_^)0(у)։ 
2а

(1.1)'
/ == ^3(x)5(z ^)°(>’)»

2а
где

Уравнения поля в этом случае имеют вид 

rot/y= — ֊ ֊1-------՚ й(л)о(г-г’0з(у),
c’ dt с 2a

rot E = — I dB
Հ- dt'

div 5 = 0,

div D = 4՜ f/՛ o(x) 5 (z —-г»/) a (у).
2a

(1.2)’

Представив з(^) в виде
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fik V
<յ0(Հ.)^ ' dky, (1

где

-?у
запишем поля и токи в виде трехкратных интегралов Фурье

А(г,/)= \E(k)e ՜ (I
V

где ••։ =.(Лх՛), k — k (kx, ky, —\ dk = dkxdkvl~- 
\ v / у

Уравнения поля для Фурье-компонент примут вид

i \kH (k) I = - — Ъ (k) փ 
с 2r?ac ky

i[kE(k)\=—B{k), {I
c

(*В(Л))=О,

2-։ м
Материальные уравнения для Фурье-компонент полей в оп 

чески активной среде имеют вид [3]
D(k) = i£(k) + ^-[?£(*)], E(k)=^H(k).

k
Разложим поля на продольную и поперечную составляю!! 

՝El{k)'k и Ея (k) Ek.

Из уравнений (1.5) для Е՛ (4) и Ец (k) получим следующие։ 
.ражения:

Е{ (k) = — Հ?Տ1Ո (fe>a) А.

где л? = н (з -г т), п՝ = р (г — 7).

Иоле Е! (k) описывает потери на поляризацию и вклад 

излучение не дает. Поэтому в дальнейшем под Е (k) мы 

дем понимать Е՝"'(k).
Поле излучения имеет вид
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р- - Z(fcr—«/) -
E(r, f)= \E(k) е dk. (1./)

Для получения частотного спектра нолей необходимо проинте
грировать выражение (1.7) по ky и kx.

Интеграл по £v сводится к вычетам в точках

k, = 1 / “Ղտք-i и Л, = I / <>•?_*’ ,
Г V- ) v2

ր.4՚տ;,=8։Հ . -1, ?= —.
С

Введем цилиндрическую систему координат
л*= р sin ?.
y=pcos?,. (1.8) 
z = z.

Интегрирование по kx произведем методом перевала (см., напри
мер, |4|). что дает нам выражения для полей при больших <•

<oSi,2Sin2ip
Для полей излучения таким образом получим

£(г, /) = £(։) (г, t) ֊J- £<2>(г, է).
_ - (1-9)

2) (г, է) = (г, 0 4֊ Е(':2) (г, /).
V

гле ^ւ!Հ?—составляющая поля излучения н плоскости, перпендику* 
лярной траектории частицы.

ռ IpvlВведя направление ? единичным вектором п* = ——выраже- 
pv

иия для полей можно записать в следующем виде:

sin а

IU) о*—֊ Si cos ?
■v
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Поля (1.10) описывают поляризованные по кругу вправо из 
чения. Плоскость поляризации этого излучения (плоскость, пре 

денная через Е и ось z) делает полный оборот на длине во.
2-е - • ’л1=— в направлении от р к — [рф|.
<0//յ

’° I с—' 5.cos©
У

-- 5, cos 9 ,/յ
У

Для Е{'' (rt) имеем

X (---------- Eiri֊? (1.1
\ w2 p /

Ր________ sin ("a —֊.Sncos® V-
??<;. t)=-----jv * —/ x

* 2) 2zo^J I у l^S2cos?
•յ։

վ-.նո+-.’—ր
-~S..e 
nl -

Поля (1.11) описывают поляризованное по кругу влево нзл 

чение. Плоскость поляризации вращается в направлении 
детаег полный оборот на длине волны левополяризованного изиуч 

. 2тсс НИЯ >.2 --------
ш//2

Из уравнении поля с помощью выражений (1.10)—(1.11) нетруд 
получить выражения для магнитных полей

й։’'2)(г, /) = /4^н-/й''։)и! + н2’я—• (1.1
р v У

Энергия, излученная зарядом на единице пути, дается вектор 
Пойнтинга 

2г.+, 

, 0 -X
что после интегрирования по / дает
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- ------ га»

(1.14)

Первый член в формуле (1.14) описывает правополяризованное 
ченне, а второй член есть интенсивность левополярнзованного 
чення. Ках видно из формулы (1.14), частоты

—• Si. 2« cos փ = r.k, (1-15)
•г»

тлей-целое число, под углом 9 нс наблюдаются.
2. Пусть теперь линейный заряд у перемещается вдоль оси у, 

т. е. плотность тока имеет вид

֊> ?*
/’= pv = о(х) з(v — vt) 3 (г), (2.1)

2a
где

, м fl V —-г’/|<аО (у — vt) = ' 1
(0 ]y — vt>a.

Тогда для потерь энергии такого пучка в оптически активной 
среде имеем

И -формулы (2.2) видно, что частоты a = r.k в спектре из 
v

лучения отсутствуют.
При «- *0 формулы (1.14) и (2.2) переходят в "соответствующие 

формулы для точечного заряда |1]. В формуле (1.14) линейный заряд 
можно считать точечным, если

а<£
2я

(2.3)

В формуле (2.2) заряд можно считать точечным, если

(2.4)



110 Э. Д Г.1зазян, О. С. Мергеля»

3. Если имеем сгусток заряженных частиц в форме прямоуголь 
кого параллелепипеда со сторонами 2а, 2Ь и 2с/, то плотность ток։ 
имеет вид

= 3 (л) с (-v) ° ~ v^՛Sabd
(3.!(

где

|xi>/>,

|у|<а
I >՛ I >«»
շ — vi I < d

I г - ւ՚/|>մ.
Тогда для потерь энергии имеем следу юту ю формулу:

jiwc/cii 1
sin1 ( ՚

( "'ՀՏՀձտւււ^)՝
\ V - т]

4. Рассмотрим излучение бесконечной заряженной нити. Для 
этого в уравнениях поля (1.1) надо положи и, аВ этом случае 

а(у) = 1 и вместо мы будем писать сд, — линейную плотность за՛

ряда. Тогда для Фуры--компонент ноля излучения имеем

к - ձ՛ (Հ,. й/j, ш = dk = dk., 
v

Интегрируя выражение
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Ё(г, t) = i E(k)e,{kr !)dk

՝. Фурье-компонентой (4.1) по /гл, получим

£(г, 0 = £տ(Հ 0 4 £<2>(Հ /), (4.2).

£‘,։’(r, о = ± Л Л'։'+’՜՜ "Ա. 
2է՝ J Л լ շ

£?3,(r, t) = t/w

Индексы 1,2 соответствуют правой и левой поляризации излу- 
пения.

Плоскость поляризации правополяризованного излучения вра
щается в направлении л->у и делает полный оборот на длине волны. 
Аналогично плоскость поляризации левополяризованного излучения 
яращается в направлении х-> — у.

Потерн энергии единицей длины нити на единице пути даются 
формулой

Поступила 20 V 1963-

I;. '!•. Դ*ւււ<|սւ<|ւահ> Д U U'brqL՚|յա(ւ

ԳԾԱՅՒՆ ԼՒՑՔեՐՒ ե< 4_եՐՋԱ*ԼՈՐ ԶԱՓՍեՐՒ խՏՒԼՆեՐՒ 
ՏեքեՆԿՈ֊ԼՅԱՆ ՃԱՌԱԳԱՅ^ՈհՄԸ ՕՊՏհԿՈՐեՆ ԱԿՏԻՎ. ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ

Ա Ս' Փ II Փ II I» II՝

Աչխաւէաւ fj լան մ/,} ւլի пипրկվա ձ է ՛/.<>ս/իք "'//< - Զերենկսվի iuntuntf iuf[Jtu մր 
fyriMiftmij, էւպաիկորեն ակտիվ մի ջավէււ քրհրրււմ: Ս ււսսցված հն սւ ft ա ա՛սս / пип - 

Ո|Ոէ^7;/;^ր դււ/շււէհքւի հ ինաԼնսի^ու JJ/րսննեյփ համար, ա աս liltաпիրվաձ հն 
Wiu^xij ititutuiifui մ ան սսլԼէքա րն ու fih ևո ա tfttt.il' ք։ > դիսւ ա ftlpj աւ1 Հ է1՚!/֊ք֊Ւ

I" էաւէսէւրքէսէթման ււպհկէՈքփ միջհ /քtt/m[dլսւն անեքյէսք կապր։
Ilif/tiinitiitiթրսն մհ^ tfftiltmքէկված Լ նաև անվերջ մևծ լիցքավորված իքհլի 

ևաէաւքալթումր օսյսւիկոfiL'h ակւոիվ միջավալրամէ



112 Э. Д Гвзазян, О С. Мергелям

ЛИТЕРАТУРА

1. Болотовский Б. М., Мергелян О. С. Теория излучения Вавилова Черенкова в 
изотропной оптически активной среде. Оптика и спектроскопия, 14. 3, 1963.

2. Аматуни Д. ԼԼ Переходное излучение периодически следующих друг за другом 
сгустков заряженных частиц. Известия АН АрмССР. серия фнз.-мзт. наук. 15. 
1. 1962.

3. Ландау Л. Д., Лифшиц Г. Af. Электродинамика сплошных сред Физматгиз, ,М;. 
1959.

4. Гарибян Г М. К теории переходного излучения. ЖЭТФ, 33. 1403, 1957.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
МНЕ C TH Я \ К А £Е М И И НАУК А Р МЯ Н СКОП ССР

[ա-մաթէմա. ^իէոտւթյտւէէԼր л . | Фииико математические науки

ГГ.О1Ч 1 ИЧ1.< КАЯ ФИЗИКА

Д М. Содракмн

V Излучение заряженной частицы,
пересекающей металлический экран

В работе |3] было рассмотрено излучение чистины, пролетающей 
мимо металлического экрана, связанное с дифракцией электромагнит
ного поля частицы на металлическом экране. В работах |2|. |4| рас- 
ЩЙТрИвилось излучение. появляющееся при пересечении: заряженной 
ретинен металлической плоскости. Ниже будет рассмотрено излуче
ние. возникающее При пересечении заряженной частицей идеальной 
проводящей по.։> 1ЛОСКОСТН на заданном расстоянии от края полупло
скости В этом случае мы имеем, с одной стороны, излучение заря
женной частицы, пересекающей экран, святимое с дифракцией ее 
Лолп на металлическом экране, а с другой стороны, поправки к пе

тому излучению заряженной частицы при ш края экрана. 
Пусть траектория частицы перпендикулярна ребру экрана и пс- 

Р'.секосг экран на расстоянии d от его края. Рассмотренный нами 
кяучай интересен еще тем, что позволяет найти точное решение за
дачи при произвольной скорости частицы, в то время как аналогич- 

Бшс задачи были рассмотрены ранее для случая медленных 3 I и 
1'быстрых (1 ֊ р<^1) частиц [5—7]. Так как потери на излучение малы, 
то можно считать, что частица движется с постоянной скоростью.

Расположим ось z вдоль ребра экрана, а ось Ох в плоскости 
экрана (фиг. 1). Обозначим: 0 —угол наклона траектории частицы к 
плоскости, //—расстояние от ребра экрана до точки пересечения 

ррпектирин частицы с плоскостью экрана.
Чтобы найти электрические и магнитные поля, созданные чзсти- 

[Ш. необходимо решить уравнения Максвелла при граничных усло- 
1.1ИИХ, шьшпемых наличием металлического идеально проводящего 
pi^Qlin. В дальнейшем удобно использовать электромагнитные потен- 

LiHiibiu 4՜ и Л, где Л = (Л . у } -поле частицы в свободном иро- 

|1.стрикстпс, й Л •» (Л. поле, наведенное индуцированными заря- 
ШЦши ц токами на экране. Связь электромагнитных полей с потен- 

ующнмн соотношениями

■ Ииепг» АН. ск|на фих w»r. нлуи, .4’ 1
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֊• . 1 Ժ.4
£ = — grad 

с dt

Н = rot Д.

Введем Д4.„ следующим образом:

Л,...(х. У) = ֊| А (г, dzdt,

— хь

А. у (а՜' 2’
t~‘՝/ J — А» 

где
/'(х, z, /) = |—/(х, z, է), р(х, 2» о! индуцированные токи и за՛ 

I с '

ряды на экране, а Д (г. է) добавочный потенциал, обуслонленны! 
ими.

Фиг. 1. Ось z перпендикулярна плоскости чертежа.

Добавочные потенциалы Д^.... являются решениями вол ново! 
уравнения, где с правой стороны стоят заряды и токи, наведеннь 
на экран. Решение волнового уравнения

•Ն,... (х, у) = i' | /7о1) (р I Г 4 (х — ;)■’ )У-/. -(I) (

о

՚,ր <о2 а 
где р = |/ —
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Обозначим потенциалы на поверхности экрана через /Լ..., тогда 
1едставляя ...(х) интегралом Фурье по переменной л. мы можем 
писать

■ лм.„(ж)-/(2п)’4’ (3)
J I р' - *

одставляя (3) в (I) и имея в виду, что Л<.. не имеет у компоненты, 
получим компоненты Ея и Ег на плоскости экрана

(4) gje -»-
■ (2Հյ [??,..(«) + ^/Д«)]-^Л.

Введем обозначения

’.%,.(“) + (*)=  -

Тогда формула (4) запишется в следующем виде 
|врг *

£։= _*  С £л(»)г '«<*։„  
(2*)  и

(4)

\^9Ч •) — ж
Поля, вызванные поверхностными токами и зарядами, должны быть 
такие, чтобы на поверхности экрана тангенциальные компоненты пол
ного электрического поля равнялись нулю, т. с. Ех и Ւ.2 — компо
ненты полей излучения должны удовлетворять следующим гранич
ным условиям

Й= — Й при х > 0, v = О,
(5) 

Е2= — Е?2 при л7> О, У 0.

где ՒՀ и Й—Фурье-компоненты тангенциальных слагаемых электри
ческого поля равномерно движущегося заряда при отсутствии экрана 
на поверхности х > О, у = О.

Й и Е°2 на поверхности экрана имеют значения

ГО С . - rtSfnO °4=------  /Л;’ cos 0 + ----------- г
2ког[ ? |
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£=_£_/*<>  ’ , (6)
2-ас թ

где верхний знак соответствует точкам поверхности 0 а
нижний — л>г/; д2 4 . где 7 = ՛ 1—-՛£ = ՝՛• Подставляя.

(6) в правые части условий (5), мы получим интегральное уравнение 
для неизвестных функций Ях(а) и £ճ (а) при х>0. Для получения 
замкнутой системы интегральных уравнений для £>(*)  и Ег (а) 
воспользуемся условием, что при у = 0, л*<()  поверхностные токи н 
заряды равняются пулю. Тогда мы получим два интегральных урав
нения типа

1
(2«)՛

с hx t/z — 0 при

1 ( (а) X (а) е *аг«/а 0 при

где ). (я) = К л5 — /»2. Группируя первое из уравнений (7) с первым 
уравнением (5) и второе из (7) со вторым из (5), мы получим две 
системы парных интегральных уравнений дли определения неизвест
ных функций и Так как эти уравнения аналогичны, до
статочно рассмотреть решение только для (я). Парные интеграль
ные уравнения для £х(а) имеют следующий вид

-/вх т/я = — Й (х) при х > О,

ПрИ ,հ<Հ0.

где Й(х) дается формулой (6). Решение 
вести методом, изложенным в § 2.8 книги 
дующий вид

уравнения (7) можно про- 
|1]. Результат имеет еле-

3.՜= -

£х(а) = _2֊Ч-։(7֊р) '։е 1 f el{*~ p)ttdu d- I’Г՚1 е‘г(и (и Հ k)di
Ч (9]

Подставляя значение функции Й(/т 4֊;) из (6) и 
ванне по и и мы получим выражение для

проведя интег 
Фурье - компо!
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£<(«)=
2 | 2^ас

31*  
4

2 у 2 T-ae^

(I) 
a------cos

v

e
>'id — i — tfcos o

• 1>

asinO/«7*  cos о-f- —--

а —cos 6-|-Za shi О 
v

е

.. .. а sin О ik\՝ cos 0 — -—; — d

«> г.я------ cos 0 -да sin О
v

С S'*d>-

0

ik\- cos 0----- a Sin -- j (p — - cos 0 — ia sin 0 ) Л ։ (Ժ)
.______________ Լ_7_ճ____ ___ _________7_____

. . V- / U> , . ,\(a - p) • ( a-------cos ’»— la sin 0
\ V /

. ր՜/>:-ւ հ jcosG ft{4 dy*inO
A(<*)= I Г’Ле ‘ d\,

0

-~;cos5-f e(</-՝l)sin9 
T՝,։e ։՛ di.

K՜ ժ
Аналогичным образом решается пара интегральных уравнений 

ия неизвестной функции ^s(a). Для нее получаем следующее выра
жение

3;Լ 2
lid—I —ժ։4ւտ$|° I 1

Ա)
a------ cos Օփ/a sin О

v
d

Г rv,e_________ 1_________ I i

a — — cos 0 — Zasin 0 
v

II» . , . . \
֊ cos 0 — ia sin 0 lAKa) 
v /

a--------COS 0
V

— cos 0 -r sin 0 ).4։(մ)
-v / (I) (КП
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Рассмотрим случай, когда d->0. Тогда Ех(ъ} и Е:{ч} примут вид 
6^73cos0 4֊ Л?111 J-Vp— — COSG -j-ZasinO^ *

£Да) =--------- £_----- ձ_ ---------- ?-----Д------- ճ--------- -------L t
at (а—р)* /։[ ®---- — cosOԽ sin О)

\ V /

/ Ю , , . .
( р — cos 0 4֊ ia sin 0 )

Е. (а) = --<֊ ֊ —~ 7--- --------— ' <
ае •' (а — р)'/а —— cos О -ZasinO^

Эти выражения совпадают с результатами работы [2]. При друго 
предельном случае, d->oo, получим

г .. . a sin 0 ... . a sin б/Ат* cos о I---------- zAjvcosO--------------
£.,(։) = ----- ‘Ճ------ -------------------------- ?----- -----------------------------?------

Լ“'*' л------ • cos 0 4- ia sin 0 a cos') — ZasinO
v V

E-M = ___ «1—
(2՜) • acr? 2------ cos о zasln 0 a------- cos 0 — ZasinO

'U V

Формулы (12) с точностью до обозначений дают Фурье-компонент 
излучения, совпадающие с известными формулами переходного излуч« 
ния |4|. При больших d формула (12) отличается or формул (10), (10՛

только членами порядка ——. при d—* ос эти члены стремятся 1 
у kd

нулю. Таким образом, при наличии края экрана добавочные члены к 
полям переходного излучения частицы имеют порядок ՝ • Из пре՛ 

\ kd.
дельных переходов видно, чго ’решение задачи непрерывно завис! 
от մ.

Подставляя — = со$00, где \ — мнимый угол, формулу (10) мо 
Рг

жно записать в следующем виде

^՝հ | ԽԺ-/ JcosO
g»(«) = -n ,է . е ' (я֊/>)’'■ е '՚ [B(«) + S»(«)|X

2 р 2 -^-ас
</

/< С Г։/։ e-lb-pYd- 4- ԼԼՃւնճճւ _ Ճ1Լ’) ձշ
J ՝ ^֊P)'' («-/>)՛’

(КГ

где B(a)= --------- ֊"———. С (а) = £?(я) \р-р cos (0 — %)],
a — Р cos (0— 0о)

•а» t л sin 0
ճ=/£Հշօտա------------—; знак (!:) означает комплексное сопряжение.

8
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юиенты электрического поля Ех и Е; определим из формул 
+•

£^= ' , f /-«(«)

I £'=(4՚ք е4* *) е’'"г4’"'։л^-

------------------ ------------ ---------Փ ( I ’2Wsln^ sir. ’ ՜՜ Ն) • 
cos ? 4- cos 0 4- ծ0)---------\ 2 /

• J?՝- I e՝:'dz. Փ .(•?) = J e*:'dz. a R. -Հ ? —сферические коор- 
I’

ДИМТЫ.
I/Аналогичный вид будет иметь Е:. Для нахождения /Г.-компо

ненты полей излучения используем уравнение div ЛГ=О. Так как /?., и 
/. известны, то из этого уравнения легко определить Еу. Таким об
разом, мы нашли все компоненты для электрических полей излуче- 
пин, о магнитные поля можно выразить через электрические.

Излучение час։ниы равно потоку вектора Пойнгинга. проинте- 
АГриронанноиу по поверхности сферы большого радиуса. Так как ни- 
TtiiCHiiiiocT.'i излучения пропорциональна ьва храту электрического поля, 

։ то поправки к переходному излечению оказываются порядка —֊ 
) kd 

(при больших մ), то-есть поправки существенны для тех частот, 
ллнио волн которых порядка расстояния точки пересечения о г ребра 
Հ Дли длин волн >.<£</ излучение с большой точностью совпадает с 
переходным излучением.

Полсгайляя (10 ) и (13) и проведя интегрирование по а и '/. получим 
К, и Для больших расстояний интегрирование можно пронести 
методом перевила. Таким образом, интегрируя (13) методом перевали, 
мн найдем выражение для /:Հ и /:. из больших расстояниях. Запи
шем выражение Е,

к'-’ас R
_____ <з sin?
cos ? 4- cos %)

<?*  sin ?
cos? cos (6 4- Go)

Ф։ ( I 2kd sin * cos ] -f-

’те ^‘'"Կո-Կւո —’ 
•> •> /________ fl— r,\

g —------------------ ФЛ I 2&fsin$sln “)
. cos? 4 cos (5 — 6e) \ 2 /

SEi^sIn -t-sin —°

(14)
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В ультрарелятивистском случае (3 =— — 1 ). когда поле части 
\ с /

цы почти поперечное, задачу можно рассмотреть в приближении гео 
метрической оптики. В этом случае потери на излучение равны уд 
военному (так как излучение „вперед“ и „назад" одинаково) поток] 
энергии свободного ноля частицы через плоскость экрана. В случа

перпендикулярного падения частицы величина [E°H°]dsdt (т. с. ин՛

о)
тенсивность излучения) равняется 

dJ^ 9s)
4~aJ

1 е֊!"“
9

dqd<f>. (15)

где a -V «րր՜Խ/Հ -։ =1^1—
Интегрируя (15) но д и <», мы получим интенсивность полного 

излучения. Интеграл օ՛ր первою слагаемого в (15) расходится, так 
как он описывает переходное излучение. Интеграл же от второго 
члена, который дает добавку к переходному излучению, можно вы
числить. и тогда получим

ձօ6»_ճՀ<ճ+֊ ±4 (16)
8- J п3 8 7մ

— ••

при 1—3«1. Как видно из (16), поправка к полному переходному 

излучению (при больших d) стремится к нулю, как ֊—•
d

В заключение пользуюсь случаем поблагодарить Б. М. Болотов
ского за обсуждение результатов и за ценные замечания.
Физико-техническая лаборатория
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Դ», 1Г. Ubqriul|iuifi

ՄԵՏԱՂՅԱ ԷԿՐԱՆԸ 111ՏՈ1 ՇԱՐԺՎՈՂ ԼհՑՔԱՎՈՐՎԱԾ 
ԼաՍՆՒԿՒ ճՍՌԱԳԱՅԹՈհՄԸ

Ս. Մ Փ П Փ П Ի Ս'

1Լշ[ոաաու ի}Հան ւ) եջ դիաարկված է լիւյ,րավորվ ած մաոնիկի ճաոարսր 
[մամր, երր. ա(ն իր շարմ ման բնfJաւ/ըու if ր,ւււաաւ) է իդև ալական հաղորդիչ 
մեւոադրո էկրանը նրա եդրիէք d հեո,ավորուվէքլան վրա:

Ցու լէք է արված, որ եթե // աոնիկր 'luiliini մ է էկրանը նրա եդրիէք մեծ 
հեոավո րո: թ րոն վրա (d —> օօ). ապա и ш աղված բանաձևերը համ ընկնում են 
անյյու ifա /ին Հ^աոաւյ ա / fj մiirlt բանաձև երի •tliui!

‘Լերջավոր, րա(ւյ մեծ d դեպ րու if հաշվված է աչն ու դդու մը, որ մրա՝- 
ւյ բնում / էկրանի եդրի աոկա /ու ի/ բւ ւն ը ա՚էւ էդում աչին ճաոադա լթ ման բանա-
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!մ1երու.մէ Бпцу Լ արված, որ այղ քրուէյու ւյի < տնրրոէքհերր կարւքի են,
V ka

որտեղ ի՝ն այիքաքին [<1իէիւ է:
11ւրււրաոեյրււ ա ի վ ի ո ո, ուկան ա րոպ nt վ<1 լու֊նն ե րի դեպրոէմ

Լ ղիւոել երկրաչափական օպտիկա քի մոտավորու {մ /uniր : հա՞ված Լ ու րլ մո~ 
սսսվէէրութ լս/մր մ տոնիկի լրիվ ճաոոքղո/լթ т.<Грз՝
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ЭКС П ЕР И М Е НТАЛ Ь НАЯ ФИЗИКА

И А Безнрганян

Рассеяние рентгеновских лучей в жидкостях

В работах [1] и [2| было исследовано рассеяние рентгеновских 
лучей в газах, состоящих из одноатомных и многоатомных молекул.

Здесь мы рассмотрим рассеяние рентгеновских лучей и жидкостях.
В случае жидкостей важную роль играют как внутримолекуляр

ные. так и межмолекулярные интерференционные эффекты. В рас
сматриваемом случае, как в случае газов, размеры облучаемого объема 
определяются поперечным сечением падающего пучка рентгеновских 
лучей, следовательно, пренебрежение добавочных разностей фаз, воз
никающих из-за неиараллельности волн, рассеянных различными ато
мами этого объема в направлении точки наблюдения, никак нельзя 
оправдать.

§ I. Рассеяние рентгеновских лучей в жидкости, 
состоящей из одноатомных молекул

Мгновенная интенсивность рентгеновских ноли, рассеянных одно- 
гомнон жидкостью с учетом добавочных разностей фаз, возникающих 
чагодаря непа рал дельности этих волн, будет (см. [1])

р-ձ Հ* 1 +ՋՃ?? 
А’ тУ ' 2

(1.1)

ikA 4 IV' exp

где 

ճծ֊ угол рассеяния.
Здесь предположено, что все рассеивающие атомы одинаковы.

Среднюю интенсивность можно выразить следующим образом (см. |2|):

■‘Ч) +

~ 2R V V ՚ ՝lz'
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Функция вероятности U7 равна единице, когда всевозможна 
взаимные расположения молекул равновероятны. В случае одноатом 
ных жидкостей функция вероятности, но-видимому. зависит только от 
расстояния IV'= IV’(r). При любой закономерности в распределении; 
молекул для больших расстояний IV՜'= 1. а для расстояний, меньших' 
молекулярного диамефа (сферы действия). IV’= 0. Для промежуточ
ных расстояний в рассматриваемом случае только можно утверждать, 
что эта функция симметрична. Имея в виду вышесказанное, удобна 
(1.2) привести к виду

j = b Гх

X АМ

-ik '՚ ч
Ղ1Հ

dvp մՂ\.

Vs

—ik
> - r-r2
>֊'Л V--I

ՀքրՏր-
2R

е

dvpdve\

(1.3

Первый интеграл последнего выражения уже рассмотрен в [1], этот 
интеграл выражает рассеяние под малыми углами. Предполагая, что 
вероятность нахождения атома Р где-то внутри объема lz везде оди
накова. и допуская, что облучаемый объем жидкости представляет 
собой шар радиуса Г?, можно второй интеграл в выражении (1.3 
привести к виду (см. [3D

tajksinBcosa i -- ՜1 I
2-(Л— 1)Л ր)ր,ճ “ slna<Zarfr> (U)

где

При выводе (1.4) центр атома Р принят за начало координат, а 
радиальное расстояние у от атома Р обозначено через г, а и 3 ֊ углы 

между вектором г и векторами s — х0 и s соответственно.
Усредняя сначала по 3 (см. |2[), а потом интегрируя по а, для 

средней интенсивности рассеянных волн для не очень малых углов- 
получим
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4гД(Л'— 1) f։1 n..x sln2£r$inO ------------------ 1 ( l — Ա 1 --------------------
V J 2ftrsin0

0

r-dr-±

4N(N I) 
VR ՜ Л sin 20 |ll U’z)r*| sin2«s։n(Fcos։|slnadx4fr 

о
(1.5)

Ւ' = 2k r $tn 0.

Здесь для г пределы интегрирования взяты от 0 до х», гак как 
больших г функция вероятности IV' равна единице и полип гег- 
»нпн функция и (1.3) обращается и н-.ль
Из последнего получим (см. |2|)

J՜^i/ր м _ —11 ?(] .у, ЖՒrdr
о

• k- sin 'J sin 20 ճճճԼԼ^ Ա i (1 u ') Л5 Փ (F) dr
AR 1 •)

0
(1.0)

л = 3 (sin/-՜ Fro^/> 
' ՜ Բ1

Ьйдем среднее рассеяние J.։. приходящееся на один агом. Заменив 
/֊ I через .V, из (1.6) получим

Л = ^=3|/Р 1 - -^֊ (1 — IV) ? (F) r-dr -Ь

՛/՛ A*sInG$in2G I (1
3 RI J

о
\\")r‘<i>(F)dr . (1.7)

ккция интерференции определяется следующим выряженном

/ 1 - — R 1
1/1:

՜1^ ((l-U")?(f)r=rfr +■ 

ծ

A՛՜ sin Osin 20 U ) Ф(Л) Fdr. (I.К)
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§ 2. Рассеяние рентгеновских лучей в жидкости, 
состоящей из многоатомных молекул

В случае жидкости, состоящей из многоатомных молекул, не 
ходимо различать два случая: случай, когда можно пренебречь да 
ночными разностями фаз. возникающими из-за непараллельное™ нс 
рассеянных различными атомами данной молекулы в направлении то 
наблюдения, и случай, когда нельзя пренебречь этими разностями

Здесь мы рассмотрим только случай, когда размеры мол 
жидкости меньше размеров первой зоны Френеля. Тогда разнос 
фаз, возникающими из-за непараллельности воли, рассеянных рк 
ними атомами индивидуальной молекулы в направлении точки на 
дсния. можно пренебречь. Разностями фаз. возникающими благОДлр 
параллельности волн, рассеянных атомами разных молекул в ши 
лепии точки наблюдения, пренебречь нельзя.

В этом случае для мгновенной амплитуды рассеянных воли 
лучи м

ik z հ
՝*’ * ' 2R 2R

е.4 = հ֊ — Р У УЛ 
R тс* p-tj 

где
Р — поляризационный фактор,
/V—число молекул в облучаемом объеме,
/z — число атомов в индивидуальной молекуле, 

глр = г - г-р — векторное расстояние атома Р молекулы от на
координат.

г t — векторное расстояние молекулы р- от начала коорди

г® векторное расстояние атома Р от центра своей м< 
кулы (см. фиг. 1),

v обозначает суммирование по всем л атомам молекул! 
л
Л обозначает с> ммнрование по всем V молекулам о 

>*
лучаемого объема.

В этом случае (2.1) можно привести к виду

.V-Irt-I й
А= ,՝ ~ր՛ շ 2/,< 

R тс1 *.0,-0

ժ-ՆՀ+՚ձ,) t-jj ‘Vf-I

Откуда для моментальной интенсивности получим
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^в2222Н • Р ч

(Տ-50)(Հ֊~ Г,Н

•• —* —• —•
(rX {r,sy

2R

X e fl,fp (2.2)՛

Для нахождения средней интенсивности мы должны последнее
гженне разбить на две части: пер- 

я часть содержит члены, для кото
рых р = * (этими членами обусловлены 

внутримолекулярные ннтерференцион- 
юл՛ эффекты), а вторая часть пусть 
содержит члены, для которых 
(этими членами обусловлены межмоле
кулярные интерференционные эффекты), 
т. е.

J=J\ + JV (2.3) Фиг. 1.

Где Հ-среднее значение суммы членов первой части (ц = *).
Ji — среднее значение суммы членов второй части (р.-# *).
Если молекулы имеют возможность принимать всевозможные- 

нотации в пространстве, то для согласно |1] (см. также [2]), 
учим

' У Հ f S‘n ^՚~՛' s’n '} Lp<i՛
. ^7 ր ‘ рч ‘ 2*sin&/„ (2 4)

тле С ; расстояние между атомами р и q в одной и той же моле
куле. I тя усреднения второй части предположим, что функция ве- 

моятности IV (А՜), где /Հ.։ векторное расстояние между центрами 
иолекул и и V, в среднем радиально симметрична и одинакова для 

{■любой пары молекул, т. е.

и- (Հ.,) =• iv (/?').
Тогда, имея в виду (1.6) и (2.2), для получим

X

ГАс

Я \fpf ^(^)(4-Д) |х 
р ч 1 I 1 I

j’u - V _ к.2ф {Fi)dR,
«> '1 J

^1
/•'յ = 2kR' sin О, V — облучаемый объем.
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Так как в этой части суммы р и q относятся к разным moj 
кулам, то и Վ. независимы друг от друга и для любого art 
получим

е sin 2klop sin О 
2k lop sin 0

где lop — расстояние атома P от центра молекулы.
Окончательно, для J.. получим

Л= -Հ/?
4^V(N 1) 

V
R'2dR' -

4k- sin 6 sin 20 U’/) Ջ'ՏՓ(Հ)Ժ/?'

где
sin 2kl„fl sin 0

2klop sin 0
sin 2klt,։l sin 6 

2klO!i sinOp ч
Таким образом, из (2.3), (2.4) и (2.5) для средней интенсив!

рассеянных волн получим

1 3 г
(1 - U7)s-^/?'rW- 

и

4^ sin 0 sin 20
-R

Ա'/)Փ(/ն) ,̂տժ/Հ

Откуда, для среднего рассеяния 
получим

4-(Д' 1) 
V

Լէ, приходящегося на одни ft

Л
о

4fe2 sin 0 sin 20
*F՜ и--)ф(Л)Р''</Рг

где

Обсуждение результатов

Как видно из (17) и (2.6), при учете разностей фаз, возни 
щих из-за непараллельное™ волн, рассеянных различными ато 
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чаемого объема в направлении точки наблюдения, средняя интен- 
)сть рассеянных волн выражается двумя интерференционными

. сх sin F * sin F - F cos F
. = —— и <HF) =-----------֊-----------

ежду тем, без учета этих разностей фаз в выражении интенсивности 
курировала только первая из этих функций 1см. {3]).

Таким образом, учет вышеуказанных добавочных разностей фаз 
привел к появлению в выражении средней интенсивности рассеянных 
волн интерференционной функции типа Ф(7),

Обе эти функции хорошо известны и часто встречаются в теории 
дифракции.

Для ряда значений F. для которых функция ©(F) принимает 
побочные .максимальные и минимальные значения, функция Ф(Г) при
дает нулевое значение. Кроме того, при возрастании F функция 
!>(F) спадает до нуля медленнее и далее быстрее затухает, чем ©(F). 
1 выражениях (1.7) и (2.6) соответственно в первые интегралы входят 

множители r?(F) и а во вторые интегралы ր*Փ(ք) и
следовательно, первые интегралы имеют существенные зна

чения соответственно при малых значениях г и R', а вторые инте
гралы—при сравнительно больших значениях г и R'.

Таким образом, первый интеграл учитывает влияние ближнего 
порядка, а второй интеграл—влияние сравнительно дальнего порядка.

Однако, если дальний порядок отсутствует (молекулы малы), то 
.вторым интегралом можно пренебречь.

Вторым интегралом можно пренебречь также во всех случаях. 
•Когда размеры облучаемого объема меньше размеров первой зоны 
Френеля.

Выводы

Из вышеприведенных расчетов можно сделать следующие выводы.
1. При рассеянии рентгеновских лучей в жидкости, состоящей из 

одноатомных молекул:
а)угловая ширина интерференционных максимумов для малых 

углов рассеяния по нашим расчетам получается гораздо большей, чем 
по расчетам [3) (см. первый интеграл в выражении (1.3) и работу [1]), 

б) в выражении средней интенсивности по нашим расчетам появ
ляется второй интеграл (см. второй интеграл в выражении (1.7)), ко
торым можно пренебречь только при малых облучаемых объемах по 
сравнению с первой объемной зоной Френеля (см. [l]i. Без у ieia 
этого интеграла нельзя точно определить функцию вероятности ԱՀ

При рассеянии рентгеновских лучей в жи шести состоят- из 
многоатомных молекул, когда размеры этих мт.еку меньше разме
нов первой зоны Френеля, в выражении интенсивности рассеянных 
§ Известия АН, серия фнз.-мат. нпук, I
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волн появляется второй интеграл, зависящий от дифракционной фун» 
ции Ф и выражающий влияние дальнего порядка (порядка вне первой 
объемной зоны Френеля). Для точного определения функции вероят
ности UZ необходимо учесть и этот интеграл.

Ереванский государственный уиииерси1Ч.к1 Поступила 5 IV 1963
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ՌԵՆՏԳեՆՅԱՆ ՃԱՌԱԳԱՅՌՆԷՐՒ ՑՐՈհՄԸ ձեՂՈԽԿՆեՐհ ՍեՋ

Ա (Г Փ (I Ո 1« 1Г

է ոենտղեն լան ձաո ադա լթնե րի դր։։ք.մ ր հե լյուկն!։ րի մեջ՛ 
Հհ ղուկնե րի դեպքում կտրեոր դեր են խաղում ինչպես ներմ։։ լե կո ւ լ/ա ր , ալն- 
պես է / մ իջմո յեկուրար ինաերֆերենդիոն էֆեկտներդ։ Դիւոարկվոդ դե պրտ.մ, 
ինչպես և դադերի դեպրո։մ, սաււալյա լթվոդ ծավալի չափերր որււշվում են 
րնկնող ճաոաւլա լթն ե րի լաքն ական հատվածքի չափերով։ Հետևապես, ճաոսս 
դա լթ վո դ ծավալի տարրեր ատոմների 1քողւքիէ^ դեպի դիտման կետր դրվսմ 
սաո աղալիժնե րի ոչ դա դահեոութ լան պատճսաով առաջս։ ցած ֆազերի տար 
րերութ րււնր иչ մի կերպ արհամարհեյ չի կարելի:

Աշխատութ լան մեջ որոշված / հեղււլ1իււերւ։ւմ դրված Աաոսպա լթներքւ 
ինտենււիվութ լանր հաշվի աււնելով վերոհիշյալ ֆտղերի *ոարրերտ թքունր։

Ապսւդա դվ։։։ծ է, որ՝
1. Փոքր անկյունների տակ դրման։ անկլո։նալին լալնաթլտնր ստադվւււմ 

Լ շատ ավեքի մեծ, քան ա(ն դեպքում, երր հաշվի չի տոնվում ֆադերի ալ^ 
1С"‘3"‘ ՅՒշ ........րրերութրսնր:

?. Հեղուկի րադմւսաոմ մ ո լեկուիւե րի դեպքում, երր աքդ մո լե կո ւլԼ/երի 
չափերր ավելի փոքր են։, քան 'երենւելի աոաջին դ։։նա/ի չափերր, ինւտենսի-, 
վուիմլան արտտհարոո։ քժլան մեջ ստադվում կ մի նոր անդամ, որն արհա- 
մարհեք ալս դեպքում չի կարելի:
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ТЕХНИКА ЭКСПЕРИМЕНТИРОВАНИЯ

Л. А трчунян, Я. М Погосян. К. Л. Егнян, Т А. Погосян

Установка для одновременного исследования 
ферромагнитных пленок магнитооптическим 
методом Керра и методом Акулова Виттера

I Описана установка для одновременного изучения тонких ферро

магнитных пленок как магнитооптическим методом Керра, так и ме
тодом Акулова—Биггера. Установка собрана на базе металлографи
ческого микроскопа МИМ—8. Преимущество описанной установки 
включается в том, что она дает возможность один и тот же участок 
пленки наблюдать обоими методами и, так как внешнее поле генери
руется одними и теми же катушками Гельмгольца, то состояния, на
блюдаемые обоими методами, полностью будут соответствовать друг 
Вфугу-

Приводится несколько снимков, полученных на этой установке, 
роторые подтверждают преимущество описанной установки.

Введение

I В последнее время, в связи с развитием вычислительной техники, 
пни՜ магнитные пленки являются объектом всестороннего фи
нского исследования, имеющего своей целью объективно выявить 
Г стер переключения как всей пленки в целом, так и отдельных 

| областей (доменов).
I В настоящее время исследования характера переключения плс- 

'X в основном проводят тремя методами: электронно-мнкроскопиче- 
hv [I. 2, 3|. с помощью магнитооптического эффекта Керра [1J, 
(лылей частью меридиннальным, и методом порошковых фигур (Ме
ркулова—Биттера) [5|.

Естественно, что все перечисленные методы имеют свои преиму- 
ства к недостатки.

Электронно-микроскопический метод позволяет определять вну- 
iHinoio структуру самих доменов, тип. полярность и ширину гра
на, направление намагниченности в доменах. Метод имеет большую 
Решаемость, однако, эксперимент длителен, и пленка требует осо
та подготовки к эксперименту (отделение от подложки и пр.). При 
рыпих толщинах (выше 1000А) метод вообще непригоден.
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Мёридиальиый эффект Керра применяется, главным образом, дл: 
наблюдения процессов переключения, происходящих смещением грз 
ниц, при этом можно наблюдать общий характер переключения все 
плевки в целом, определить направление намагниченности в доменах 
Этот метод не требует особой подготовки образца и безынерционет 
Однако, ввиду малой разрешаемое™, он не может быть применен дл 
выявления деталей.

Метод Акулова—Виттера имеет большую разрешаемое™, чт 
дает возможность наблюдать процесс переключения в микроОбластяз 
определить тип границы и т. д. Одним из основных недостатков я։ 
ляется его инерционность.

Исходя из вышеизложенного, становится ясным, что для всесторО! 
него исследования пленок следует применять все три метода, aoboj 
няющие. друг друга. Однако, ввиду отсутствия специальных электро։ 
пых микроскопов, в настоящее время исследование ферромагнитны 
пленок ведется, главным образом, магнитооптическим методом Кер| 
и методом Акулова —Биттера.

В процессе исследования ферромагнитных пленок часто возника» 
необходимость объяснить доменную картину, полученную магиигоо 
тичсским методом, процессом, происходящим в микрообластях, кот 
рый можно обнаружить только методом Акулова—Биггера. При эт( 
возникают затруднения, вызванные тем, что образец с заданной стру 
турой, обнаруженной эффектом Керра, нужно перенести на микросм 
или на микроскопе с помощью соответствующих полей воспроизвел 
нужную картину. Как в первом случае, так и во втором это осуш 
стоить довольно сложно, так как в первом случае при переносе с 
разца па микроскоп имеется большая вероятность искажения стру 
туры (особенно, если структура в пленке очень чувствительна к i 
менениям полей); но втором случае положение затрудняется тем, ч 
переключение нужно произвести „вслепую**, т. е. невозможно точ 
установить направление осей кленки но отношению к катушк 
Гельмгольца.

Сочетание этих двух методов, осуществленное на описавши' 
настоящей работе установке, дало возможность избежать этих затру 
нений и проследить процесс переключения методом Акулова Бнттс 
во внешнем поле в одной Определенной области.

Описание установки

Установка собрана на базе металлографического микросю 
МИМ—8. Внешний вид установки приведен на фиг. I. а октичес 
схема—на фиг. 2.

Установка состоит из двух основных частей:
1. Устройство для магнитооптических наблюдений |см. фи։ 

(8, 19, 20, 21) и фиг. 2 (А)].
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Фиг. 1. Внешний пил установки.

Фиг. 2 Оптическая схема установки.
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2. Металлографический .микроскоп МИМ—8 (см. фиг. 1, фиг.: 
(В)] с небольшими переделками для наблюдения картин Акулова- 
—Виттера.

Магнитооптические наблюдения на установке осуществляют^ 
следующим образом: линейно-поляризованный монохроматический па 
раллсльнЫй пучок света, для получения которого служат ртутна 
лампа высокого давления (1), конденсорная линза (2), диафрагма (3) 
коллиматор (■»), светофильтр (5) и поляризатор (6). отражаясь по. 
углом би от поверхности исследуемой пленки, проходит через ана 
лизагор (9), и с помощью объектива (10) изображение пленки фоку 
сируется на поверхность (11). При соответствующей юстировке поля 
ризатора и анализатора на этой поверхности можем наблюдать маг 
ннтную структуру пленки, т. е. доменную картину, а с помощью ка 
тушек Гельмгольца (8) наблюдать процесс переключения во внешне։ 
поле.

Выявление доменной структуры методом Акулова—Виттера в 
микроскопе МИМ—8 при темнопольном изображении происходит еле 
дующим образом: краевые пучки параллельных лучей, пройдя кольце 
вую диафрагму (14), падают па кольцевое зеркало (15). Кольцево 
зеркало отражает лучи на вогнутый металлический конденсор (16] 
который собирает их в плоскости исследуемой пленки. Рассеянны՛ 
лучи света, отраженные от объекта, проходят через объектив (17 
сквозь отражательную пластинку (15). ахроматические линзы (18)1 
попадают либо в визуальный тубус, либо в фотокамеру, образуя изо 
Сражение определенных участков пленки.

Для о современного наблюдения обоими методами на дгржател՜ 
образна (22), изготовленный из органического стекла и прикреплении] 
к столику микроскопа (23), помешается чистое покровное стекло (131 
на которое наносится 2—3 капли специально приготовленной магнит 
ной суспензии. На нее лицевой стороной вниз помещается исслелуе 
мая пленка (7), тем самым обеспечивая условия наблюдения на мн»; 
роскопе картин Акулова Биттера.

Общий характер процесса переключения наблюдается магнитооп 
тическим методом с оборотной стороны пленки, при этом, хотя кар 
тина менее контрастна, но так как пленки используемых нами толщи 
(1000 -2030 А) однодоменны, то картина на оборотной стороне но.» 
ностыо совпадает с полученной на лицевой стороне, наблюдаемой ме 
•годом Акулова—Бигтера.

Разумеется, для получения фотографии более удовлетворите.-? 
ной контрастности пленку можно вначале исследовать с лицевой сто 
роны и после этого проделать вышеизложенное.

Во избежание всяких помех микроскоп МИМ—8 был нескольй 
переделан. Все детали столика (23) из железа были заменены на т; 
кие же из немагнитного материала. Кроме того, с помощью систа 
переходников |(24) фиг. 1, (Д—Д) фиг. 2] пленка отдалена от ко; 
нуса микроскопа на 160 мм.



Фиг. 3. Электронно-микроскопический снимок используемой суспеианн (40000 X).

Фиг. 5. Отточное состояние при переключении пленки под углом 13՜ к 
гр.» .ил։ оси. легкая ось горизонтальна (200 X).



■i>nr. 4.Ն Фсррома. нитная пленка стремя 
усюкчнвыми состояниями. Снимок по- 
■ учен магнитооптическим метолом Кер
ра Направление na.wai ниченности облав 

степ указано стрелками.

Фиг. 46. ' час 1ок, обведенный кружком на фиг. 4а. полученный метолом Лкг- 
лоиа—Ситтера (Ш>Х).
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Исследуемая пленка помещается в центре катушек Гельмгольца*, 
Ю-за чего расширен внутренний диаметр столика микроскопа.

Магнитная суспензия, используемая для получения фигур Аку- 
лцва— Битгера, готовилась ио способу Элмора | 6]. Для стабилизации 
полученного ко мощного раствора в мыльный раствор суспензии до
бавлялась соляная кислота, пока pH раствора не достигало значений 
8-9. При таком pH система была устойчива в течение 10 дней. На 
фиг. 3 приводится электронно-микроскопический снимок используемой 
ими суспензии.

Ценность предложенной установки подтверждается следующими 
примерами.

Пример 1. В одноосно анизотропных пленках, обладающих пря
моугольной петлей гистерезиса в трудном направлении, можно полу
пить три устойчивых состояния с направлениями намагниченности 0 . 
ЭД՜’՜ и 180 с легкой осью. Эти состояния пленки получаются предва
рительным се насыщением в трудном направлении нолем, превышаю
щим поле ан изотрон ни, и последующим приложением небольших по- 
■ей 0,2—0.3 э. в легком направлении в обоих полярностях поочередно. 
На фиг. 4а приводится снимок, полученный магнитооптическим ме
тодом, а на фиг. 46—участок, обведенный кружком на фиг. 4а. по
рученный методом Акулова Бигтера.

Пример 2. Пленка насыщалась под углом 1.3 к грудной оси. в 
силу дисперсии |7], ив этом случае наблюдается разбиение пленки 
из домены (фиг. 5). Однако, это состояние настолько неустойчиво, 
!чы если приложить поле порядка 0,05 э,. полученная картина разру
шается.
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(ШРтПРЛМГ bbPPb ՍԱԳՆհՍԱՕՊՏՒԿԱԿԱՆ ЬЧ.
w.4.-pbssbib иьэтьрпц. ъьрлитьит’ь *митьгь 

մհԱԺԱԱԱՆԱԿՅՍ. ՌՏԱՋՈՏմԱՆ ZIUJUP
Ա Մ Փ Ո Փ Ո I' 1Г

Հէէէր/uiAnt մ 'hlpu րսււլրվւոծ է niuppttttf րր/,ա. մ l/hppft 1քա դնքէս ШГ/щ in ftlptllpuit 
Ակու pnf— I’ frill ահ pft մեքրէ ոդնե pmf 'ft ե ptnfnt դնքւ и iii(pl/li IJ ադ ան քմն ե pfl if fluid ՚ս֊ 
Лш1цш հե աաղոաւք til'll հտւքաբէ Uւս ppunfn p nt if p հավսւբւքած Է МИЛА— ■*>' 
րդրոււկուդքւ բադա/ի tfpui:

"Ыририщ բւքսւծ iiuippiuifnpil itt'lt rtinttnf hրս f()րսնն աքն է, up նա հնաբա՝ 
էրավյուն Լ iittiiffiu թաղանթ fl նա /ն հետա դո ււււք ոդ մ սար դ քւաե/ hptjui

I • Нл установке вмонтированы 3 пары кзтушек, лз коих одна для компенсации 
р земли, две остальные для создания 2-х влаимно-иераенликулярных полей ս ։։.ւ>՚- 
ПСТИ плёнки
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մ ե [d ալներով և քանի որ ւսրսւա րին մ ա դնի առկան r},,,CU,tl դենհ րադվււսէ ! 
Հեյմհորքի նա fit կոճերով, աստի երկու մհթռդնհրով դիտվող վիճակներ 
լիովին կհամապաtnասի։անեն մեկր մրււււին։

րերված են էքի քանի նկար ահտն ումնհ ր, որոնք վկսւրսմ են նկարագրի» 
ռարքտվորւք ան առավելու{d րսնր։
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АСТРОФИЗИКА

Г. ЛЕ Товмасян

О функции радиосветимости и распределении 
радиогалактик в пространстве

1. Одной из важнейших характеристик любого класса космиче
ских объектов является их функция светимости. В случае внегалак
тических радиристочников незнание расстояний большинства радио
источников делает определение функции радиосисти мости последних 
очень неуверенным. Выло сделано несколько попыток исследования 
распределения абсолютных рплиовеличнн и определения функции ра- 
диоснетимосги радногалакгик |1--6]. Однако, все полученные функции 
рлдиосветимости радиогалактик страдают большой степенью ненадеж
ности, поскольку их получение основано на тех или иных, подчас 
произвольных, допущениях или подвержено избирательное՜։ и шюлю- 
лаге.'.ькых данных, Обсуждение и критика указанных работ проведена 
Хэнбери Брауном [7], который получил функцию радиосветимости 
янегала кт ячеек их радиоисточников с помощью 68 радиоис сочников с 
известными угловыми размерами. Несколько позднее Браун совместно 
с Алленом и Палмером аналогичным образом исследовали функцию 
радиосветимости с помощью 133 рядионсточников |8|. Однако, ф пк- 
ция радиосветимости Брауна также не лишена недостатков, так как 
она основана на допущении об одинаковости линейных размеров ра- 
дпоисточииков. принятых в работе |7] равными 30 л'/н՜, а в работе [8] 
равными 25 кпс. Последнее является средним значением диаметров 
12 радиоисточников с известными красными смещениями. Между тем 
отношение крайних значений линейных диаметров этих 12 источников 
превосходит 10:1.

В настоящей работе сделана новая попытка получить представ
ление о функции радиосвсти мости радиогалакгик. ;1..:я этого ։режде 
всего использованы радиоисточники. отождествленные с галактиками, 
являющимися членами скоплений галактик [9֊ llj. Распределение аб
солютных радиовеличин радиогяляктик, полученное на основе такого 
наблюдательного материала, будет более близко к действительности, 
чем в случае радиоисточников, отождествленных непосредственно с 
отдельными галактиками, без рассмотрения их связи со скоплениями 
галактик.

Действительно, с отдельными галактиками отождествлены в ос- 
[.нонном радиоисточники с большими значениями плотности потока,
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для которых надёжно измерены их координаты. Это либо очень мощ
ные радиоизлучатели. как скажем Лебедь —А или ЗС 295, либо рЯ 
диоисточннкя с меньшей мощностью радиоизлучения, однако, распо
ложенные сравнительно близко к нашей Галактике, как например, 
ЗС 71 (NGC 1068) или ЗС 70 (NGC 4261). В случае же ралиоисточ- 
пикон, отождествленных со скоплениями галактик, в значительной 
степени ослаблены требования к точности определения их координат, 
II поэтому отождествления произведены и для менее мощных рядно- 
источников, расположенных на больших расстояниях. Ограниченней 
при этом является то, что отождествления произведены для радио-, 
источников, находящихся на расстояниях от 80 до 800 мп՛՝. Таковы 
пределы по дальности того пространства, в котором Абелем [12] про
ведено исследование скоплений галактик, список которых использован 
при отождествлениях, произведенных в [9-11]. При определении рас
стояний постоянная Хаббла принята равной 75 км}сек мне. В даль
нейшем также использовано это значение постоянной Хаббла и при 
необходимости сделан соответствующий пересчет.

Абсолютные ралиовеличины радноисточннков определены по .ме
тоду. описанному в |13], при помощи звездных величин десятых ио 
яркости галактик соответствующих скоплений, а для двойных радио- 
галактик также и по полученной там же зависимости абсолютной ра- 
диовеличины от относительного расстояния между компонентами 
двойной галактики.

2. В работе [13] шкала абсолютных радиовеличин радиоис точна- 
ков, находящихся в скоплениях галактик, определена с помощью 
привязки к абсолютной ра.чиовеличнне источника Гидра—А. зна
чение которой, равное —29.4 взято из [14]. В настоящей работе 
решено пересмотреть эту шкалу абсолютных радиовеличин. Привязка 
к шкале абсолютных радиовеличин произведена здесь по значению 
абсолютной радиовеличины не одного, а пяти радноисточннков, отож
дествленных с определенными галактиками- членами скоплений га
лактик с измеренными радиальными скоростями. Это ралионсточникн 
3(2 33, ЗС 40, ЗС 75. Гидра А и ЗС 338. радиальные скорости кото
рых измерены Шмидтом и Минковским [15, |6|. Кроме того, при вы
воде формулы зависимости абсолютной ралиовеличины радионсточника 
or о гноен тельного расстояния между компонентами отождествляемой 
с ним двойной галактики абсолютные раднопеличнны радноисточнико! 
ЗС 40. ЗС 66. ЗС 75, Гидра- А. ЗС 278. ЗС 338, Лебедь—А и ЗС -142 
приняты ровными значениям, полученным по соответствующим луче
вым скоростям. Лучевые скорости ЗС 66. ЗС 278. Лебедя А и ЗС 442 
измерены Минковским [16]. Гринстейном [17, 18]. Вводе и Минков
ским |19]. В работе |13| соответствующая формула была выведени 
при использовании абсолютных радиовеличин всех 46 двойных рчдио- 
галактик, определенных только при помощи звездных величин десятых 
по яркости галактик соответствующих скоплений галактик. С учетом 
всего сказанного теперь эта формула принимает вид:
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MR = ֊ (28.2 + 0,2) ■ (4.6 ! 0,7) 1g А. (I)
Абсолютные радиовеличины радионсточников, отождествлениих 

С определенными членами скоплений галактик приведены в табл. I.

Таблица /

! 
« 

1

Радио» 
источник -Mr

Радно- 
источннк -Ж ; № 1’адно- 

НСТОЧИНК “А

1 ЗС 4 28.9 21 154-011 29,9 41 13-117 27.0
2 33 29.8 22 22 015 28,6 42 20—11 1 27.9
3 40 26.4 23 23+ 02 29,9 43 21 120 27.1
4 53 29,1 24 00-012 28,7 *14 21—121 27.3
5 75 27.6 25 04- 05 29,0 45 22- 115 27.8
6 169 28.3 25 12֊ 01 28,4 46 •23֊ 14 28.1
7 Гидра—Л 31,1 27 12- 08 28.1 47 23-112 27.5
8 ЗС 277 29,0 28 22-012 27.5 48 00 25 28.6
9 291 29,8 29 22-014 29.6 49 00 - 2Ց 27.6

1(1 301 28.9 30 23 - 08 28.1 50 00-223 28.1
Л 313 27.5 31 00 14 29.0 51 01- 21 27.5
12 317 30.8 32 00-111 28.7 52 04-214 28.1

,13 338 28.2 33 01- 14 28,6 53 04-215 26.8
bl 464 25,9 34 01—113 28.4 54 04 219 26.9
15 оо i оз 28,5 35 02-110 28.7 55 05-210 24.9
16 08 0J0 28.6 36 03 I3 27.4 56 11- 21 27.9
17 114-03 27.6 37 04 112 28.4 57 13— 27 28.7
IS 14-01 29.6 38 05- 14 28.1 5S 23- 23 27.5
19 15+03 27.9 ;•/> 12-111 28.4 59 23 25 29.6

.20 15-08 28.6 .so 12-113 29,2 60 23— 27 27,9
23 213 28.8

В случае радиогалактик с измеренными красными смещениями 
риаедены абсолютные радиовеличины, определенные по красным сме
шениям. Абсолютные величины радионсточников. отождествленных с 
,войнами галактиками, являются средними ог значений, полученных 

по звездным величинам десятых по яркости галактик соответствующих 
Скоплений и по соотношению (I). /I,ля отождествленных с одиночными 
Галактиками радиоисгочников абсолютные радиовеличины определены 
только пи десятым по яркости галактикам соответствующих скоплений 
йлактик.

Чтобы убедиться в надежности полученных абсолютных радно- 
К'личнн, r табл. 2 для сравнения приведены полученные нами и из-

тные по измеренным красным смещениям абсолютные радновели- 
чины некоторых двойных радиогалактик. Как видно из таблицы, за֊ 
мегное расхождение имеется только в случае мощного радионсточника

юедь—Л, трактовка которого как двойной галактики является до-
1л։>но условной.
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В табл. 2 не включены радноисточннки Геркулес—А и ЗС 198, 
которые, казалось бы. отождествлены с двойными галактиками [20.15).

Таблица 2

Ралио- 
источннк

| '^7? нал

1

.ч/г -

илп

ЗС 33 -ЗС.2 -29.8 -0,4

•10 — .'7,3 -26.4 ֊0.9
66 -27.5 — 27,1 ֊0,4
75 —27,0 —-7,6 +0.6

! ядра—Л -31.4 -31.1 -0,3
ЗС 278 -27,1 26.6 ֊0,5
ЗС 338 -29.2 -28,2 -1.0
Лебедь—Л -32.8 -35,2 +2.4
ЗС 442 -27.3 -27,5 --0,2

Абсолютные радиовеличчны этих 
радиоисточников, полученные по 
измеренным красным смещениям 
[18, 15] равны соответственно

33.0 и —29,2. Абсолютные же 
радиовеличины, определенные по 
соотношению (1) значительно от
личаются от приведенных и равны 
соответственно -27,4 и 27,3.. 
Причиной такого расхождения 
вероятно является то обстоятель
ство, что источниками ралиоиз-з 
лучения являются не рассматри
ваемые „двойные® системы га
лактик. В случае Геркулеса А

спектральное исследование 
дало основание усомниться

системы, проведенное Гринстейном |18| 
в том. действительно ли более слабый

компактный компонент системы является объектом галактического, 
типа, связанным с основной галактикой. Гринстейн высказал предпо
ложение. что этот объект является, вероятно, спроектированной звез
дой. В случае ЗС 198 радиоизлучателем. по-видимому, является более!
яркий компонент системы. Внима
тельное рассмотрение изображе
ния этой галактики указывает на 
наличие некоторой асимметрич
ности, замеченной также Малтби 
И др. [15].

3. На фиг. I приведена ги
стограмма абсолютных радиоке- 
..1ИЧИН радиоисгочников, огожде- 
с։вленных с членами скоплений 
галактик. Из гистограммы сле
дует, что наиболее часто встре
чаются радиоисточникн с абсо
лютной радиовеличикой около 
—28. Примерно такова же харак
терная абсолютная радионеличина

֊20 ֊22 -24 -20 -28 -30 32 - 34 Wi

Фиг. 1. Гистограмма абсолютных радио-՜ 
величин радиоисточников, отождествлен- 

ны.х со скоплениями галактик.

радиоисточников, 
учетом поправки 

Выведенная 
величин функция

иолу ченная Хэнбери Брауном (см. фиг. 4а в |7] с 
за шкалу расстояний).
из приведенного распределения абсолютных радио
радиосветимости радиогалактик окажется довольно

грубой из-за небольшого количества (всего 61) использованных ра
диоле сочников. Это хорошо видно из табл. 3, в которой 
приведены количества радиоисточников с определенной абсолютной
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радиовелич иной в поясах с отличающимися на единицу модулями 
расстояний. В таблице указаны также предельные абсолютные ра
диовеличины дли дальнего конца каждого пояса. Предельная видимая 
радиовеличина исследованных радиоисточников равна 10.6. что соот
ветствует плотности потока радиоизлучения в 2,5• IО՜՜՜'6 ватт и - гц 1 
на частоте 159 мгц. Пространство, занимаемое этими рядиоисгочни- 
т.ами, ограничено, как было отмечено выше, расстояниями, в пределах 
которых зафиксированы скопления галактик в каталоге Абеля [12].

Таблица 3

А-
Л,Л> пр

34,5
-24,5

35.5
25,5

36.5
—26.5

37.5
-27.5

38.5
—28.5

39.5
-29.5

.и/г

-24*0,5 0 - —

—25 ±0,5 1 0 — . — —
—26-0,5 1 0 2 —

—27 ±0.5 0 О 7 3 —— —

28 ц 0.5 0 շ 2 9 8 -—

- 29 + 0,5 0 0 ։ 5 • 11 0
—30 ±0.5 0 0 о 1 2 4
-31x0.5 0 0 • 1 0 | 0

Рассмотрение этой таблицы указывает, что имеющийся статисти
ческий материал явно недостаточен для вывода надежной функции 
свегимосги радиогалактик.

При составлении табл. 3 использованы только те радиопсгопники, 
которые были отождествлены с индивидуальными галактиками в скоп
лениях галактик. Добавление других отождествленных радноисточни- 
ч:он внесет, очевидно, определенную избирательность в наб.пс ;а:ельпый 
материал. В основном это будут радиоис сочники с большими значе
ниями плотности потока радиоизлучения, являющиеся либо мощными 
ряднойVI>чатслями, либо близко расположенными к Галактике. Нес
мотря. однако, на этот недостаток, исследование распределения абсо

лютных радновеличин всех отождествленных радиоисточников пред- 
сгаиляег определенный интерес.

Список радиоисточников, отождествленных с отдельными галак
тиками, не входящими в скопления галактик, зарегистрированных в 
каталоге Абеля, приведен в габл. 4. В таблицу вошли надежно отож
дествленные радноисточники, приведенные в работах 114. 15, 21]. а 
также радиоисточники ЗС 48 и ЗС 273, недавно отождествленные с 
далекими галакгиками (22, 23]. Абсолютные радиовеличины радиоис
точников, красные смещения которых не измерены, определены, ис
ходя из предположения, чго их абсолютные фотографические вели
чины равны —21.0. В таблицу включены также радиоисточники,
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отождествленные Миллсом с двойными галактиками (табл. 1 в работе 
(б])։ абсолютная фотографическая величина которых получается ярче

— 20 при определении абсо- 
Таблица 4 д^ТНО’Й рВЛИОВеЛИЧИПЫ и,

№ Рално-
ИС ГОЧИНК № Радко- 

источвнк
соответственно, модуля рас
стояния по соотношению (1),

1 ЗС 5 30.5 17 310 30.1 Это сделано для исключения
2 26 28.7 18 315 30,5

возможных случайных о гож-
3 48 33.4 19 327 30.0

дествлепии в |6|.
4 66 27,1 20 Гер к—А 33,7

1 истограмма абсолютных
5 7I 21,5 21 ЗС 353 31.6

радиовеличип 94 отожде-
б 78 27.1 22 Лебель А 35.2

стеленных радиоисточникоя
7 84 26,9 23 ЗС 424 29.6

приведена на фиг. 2. До-

8 89 32.0 24 433 29.2
бавленные радиоисгопники

9 98 28.0 25 442 27.5
вне скоплении галактик от-

10 198 29.2 26 02 • 011 28.0
мечены штриховкой. Гисто-

И 219 32.0 27 00-04 28.9
грамма показывает, ч го, как

12 270 22.8 28 10 013 25,7
и следовало ожидать, в ос-

13 273 32.1 29 NGC 1316 26.8
ионном возросло число яр-

14 Дева—А 27.1 30 NGC 4371 23,0
ких радиоисточников.

15 ЗС 27S 26.6 31 Цент—А 26.1
Представляет интерес то

16 ЗС 295 34.7 32
<3

21-21
22-03

29.5
29,8

обстоятельство, что не до
бавилось ни одного радио
источника с абсолютной ра
диовеличиной в интервале

24 :—‘26. Недостаток ра- 
диоисточников с MR, равным около —24, был отмечен также и. дру
гими авторами |3|. По-видимому, можно полагать, что это является 
результатом не только эффекта избирательности наблюдательного ма
териала. В самом деле, как видно из табл 3, в первом поясе нет ни 
одного радиоисгочника с абсолютной радиовеличиной около —24, 
хотя и такие радиоисточпики могли быть обнаружены в этом поясе. 
Вероятно, пространственная плотность таких рвдиоисгочннков во вся
ком случае не больше пространственной плотности радиоисточникрв] 
с MR порядка —25֊ —26 Эго видно также из того, что из 6 радио- 
галактик с модулями расстояний меньше 32, т. с. расположенных 
ближе 25 мне, абсолютные радиовелнчнны грех из них близки к -27J 
а трех других слабее —23. Последними тремя галактиками являются 
Сейфертовская галактика NGC 1068 и нормальные с виду эллппти-! 
веские галактики NGC 4261 и NGC 4374.

С другой стороны, очевидно, как это следует из табл. 3. что] 
прос транственная плотность радиоисточников с Л4А,=֊ -3<) 3 мсньшеа
пространственной плотности радиоисточников с А/д> около —27 --28.

Таким образом, можно заключить, что функция радиосветимости 
радиогалактик имеет, ио-видимому, максимум где-то у ——27. В՛ 
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эком случае опа не является простым продолжением функции pa- 
нос вет и мост и нормальных галактик. Последнее не кажется невоз- 
Вжным по функции радиосветимости радиогалак гик, полученной 
։рауном (см. фиг. 4в в [7]). хотя и оспаривается им.

4. На фиг. 3 показано распределение 94 отождествленных радио- 
сточннков по поясам с возрастающим расстоянием. Как и выше, 
этрнховкой показаны радиоисточники списка 4,

Фиг. 2. Гистограмма абсолютных радно- 
лнчнн всех отождествленных радио- 
дачников. Штриховкой отмечены ра- 
iohcto'Ihhkh вне скоплений галактик 

Абеля.

Фиг. 3. Распределение радионсточникоп 
в пространстве По ось абсцисс отло

жены модули расстоянии.

Примечательным является то обстоятельство, что в пространстве 
25 до 60 мне нет пи одной радиогалактики. Этого следовало ожи

дать в свете представления о существовании Сверхгалактики [24]. Ин
тересно также, что из 6 радиоисточников, находящихся на расстояниях, 
меньших 25 мпс, четыре расположены в направлении, близком к 
направлению на центр Сверхгалактики, два радионсточпика находятся 
в приблизительно перпендикулярных направлениях и нет ни одного 
радиоисточника в направлении антицентра Сверхгалактики. Такое 
распределение близких радноисточпиков подтверждает заключение 
де-Вокулёра [24] о расположении Галактики ближе к краю Сверхга
лактики, на расстоянии 11 мпс от ее центра.

Таким образом, по раднонаблюлениям радиус Сверхгалактики 
получается равным порядка 25 мпс. За пределами Сверхгалактики, 
вплоть до расстояний около 80 .«ли՛ плотность радиоисточников очень 
нижа. .Затем их плотность возрастает, причем начиная с 80 мпс и 
далее радиогалактикн кажутся распределенными в пространстве более 
или менее равномерно. Однако, на больших расстояниях нужно, оче
видно, предполагать существование других сверхгалактик. Именно
тактю модель распределения галактик или скоплений галактих в про-

laiJCTae предполагал Браун [7] для объяснения наблюдаемого от-
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клонения IgA/lgS от ожидаемого в случае равномерного распределе- 
иия рядиоистОчн и ко в.

5. Таким образом:
а) исследование распределения абсолютных радиовеличии 94 

отождествленных радиоисточников класса I! показало, что функция 
радиосветимости радиогалактик имеет, ио-видимому, максимум у зна
чения около —27 и, вероятно, не является продолжением функции 
радиосветимости нормальных галактик. Очевидно, что полученный 
результат является только грубым приближением к действительности 
из-за недостаточности использованного наблюдательного материала; |

б) исследование распределения радиогалактик в пространстве 
указало на существование Сверхгалактики и, возможно, других сверх- 
галактик, расположенных на расстояниях больших, чем 80 мне.

В заключение автор выражает признательность академику В. А. 
Амбарцумяну за дискуссию при выполнении настоящей работы.

Институт радиофизики и электроники
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<ц. <Г*. (<ՆււփքuiutiuG

ՌԱԴՒՈԳԱԼԱԿՏՒԿԱՆեՐՒ ՌԱԴՒՈԼՈհՍԱՏՎ-ՈՏՌՅԱՆ ՖՈհՆԿՑՒԱՅՒ 
ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՍեՋ ՆՐԱՆՑ ՐԱՇԽԱԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ II Փ II Ь 1Г

4'ալակաիկանհրի կուլտերի | .9 */| (աէլրո սակ է) և ///XrixzViifr?/ (լաչակ-
աիկանհրի |//. /'>. 21, 22, 23 (uttf լուսակ IJ հետ ն ո I լն արլ if ած ո ւոդիոօոի 
րւուրների րաւլարձակ ոադիու1 //<) սւի/լու նների րաշիէմտն ուսու ւքնաււիրա [Jրսն 

7"7'ձ է կ">4էարէիւէծ պատկերացում ստանալ к,սպ իո ւրո լակա իկանհ 
ոադիոլ ուս աավոէ.[Jչուն էի ունկցիա/ի մա սին.

Կրկնակի Ոսպ ի n tf ա j ակ տ իկտնհ ր ի րաքք արձակ ո ադիո ւ> հծ /»» [J լսւննե րի որոր 
ման նպատակով վե րանա չված /; | /.'/1 աշիւաաиt ի!լան մեջ ասացված կւսպբ 
կչ.կնակի ղա լակւււ ի կա ՛հ և րի t! իջհ եղած հարարերւսկւււն th it ավ и րէէ t j'l լորն և itt^ 
էրււ/քւքկաիկանհրի thin նա /նւ»ւ/ւիւէէ) ւէսպխէաղրյւրււրն1յ(էի րաւրորձակ ււադխս/Լ 
») it է/՚1 ւէէէննև ր ի միջև, հ ա յդ կսաչի համար արված է նէէր ր ա՛հա ձև ( 1 )ր

II' աւք իուչա ! ակաիկանհ րի րաէք արձակ н աւչ ի ո if ևծ ա ք(1 չանն և ր ի րա ջիււ! աէ 
քէէ и mil ՚հ ա и ի ր 14 ի) րւ ւ'հ ի էք -ւեահէսմ է ( աե է> նկ. I), որ աէ^հյի ՝>աքաւիւակի ,ւսհ- 

2Տ՝ին մոա րացարձակ ււաււիոմեծւէլթւէււհ ni’lih t/nւյ ոա/ք իաքէԱէակ- 
աիկանհ րր: Qtttjg Ւ արված (ահ и աւյ. 3 և նկ. 2 ), ււր ո աէք իէէէյ ա ք ակաիկանեբ^ 
էէ աւչ իո !ս tu ա ավ ա իք չան քիա.նկէ/իան  27 արմ հրին մոա, հավ in'll tn րա ր ան^ 
ւէ արսիմւէւէ{ և, ■հեահարար, արչ ֆունկցիան իրև՚հիւ) չի նհ րկա լա ցնում նոր 
մալ ր?աչակաիկանհրի ոադիոլոէ ոաաւիւէվմ քան ՛իчւնկցիա/ի շարւււնակութլունբ\
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I)'II» If fl fi41 լա կա /ւկսւնե րի tn ա րտձ ո ւք/լան մեջ րւորքէէման nt ti nt մնա ւ» ft րու - 
fiint-նր и» Աք tn t] tt t у ո t մ է Գե րէքւպակէէւիկա [ft tjtt[nt թ քուն ր ]3 ֊է | . "[փ ջաէւաւքիղր.
p>ttn երևա /[Jքւն. մոտ 35 <քպս Լ, և թուքք կ տալիս ենթապրել, որ BO il'lljll

ւսէվորա fd [Ոէն/ty ալն կար/. հաւք անարար. պորււքմ լան ունեն ղելպա֊
'յսւքէկանե րէ
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