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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Ж. Е Багдасарян

Устойчивость анизотропной цилиндрической оболочки 
и сверхзвуковом потоке газа

1. Рассмотрим круговую цилинлритч-куи» оболочку бесконсч 
длины, изготовленную ил ортотропного материала.

За координатную поверхность принимается срединная поверх­
ность оболочки. которая представляет* а координатами з. ? (а вдоль 
образующей, по дуге поперечного сечения) и радиусом кривизны 
R = const. Принимается, что материал оболочки подчиняется обоб­
щенному закону Гука и и каждой точке имеет три плоскости упру­
гой симметрии, главные направления которых совпадают с направ­
лениями ортогональных линий а', 3',

Пусть одна из плоскостей упругой симметрии материала парал­
лельна срединной поверхности оболочки, а остальные две составляют 
некоторый угол © г осями оз и օ'շ. Следовательно. система а'. 'Հ, հ по­
лучается из системы з. р, у путем пово­
рота вокруг общей оси ; на некоторый ՜՜՜՜՜հՀ՜հ՛՜՜'՛\
уг6л T "՜

Пусть, далее, оболочка обтекается Г У
сверхзвуковым потоком сжимаемого га- I ՜ *Հյ —՜՜
за с невозмущенной скоростью Շ7. ня- 
правденкой вдоль оси оз (фиг. 1). փ,։ր. լ

В отношении тонкой пологой обо­
лочки принимается гипотеза недеформируемых нормален.

В силу этой гипотезы из обобщенного закона Гука, отнесен­
ного к триортогональиой системе координат а, у, имеем [|.2|

Здесь

3. = ^։,ն 4 £„։. 4- 4- 7 (Я|։х։ /?։։х5 -}- /?յժ).

5 = + ^:։ra т Г 7 (#։г*; г f А'3<-).

4- 4 •- г (Дих։ 4 4 1ԼՀ.)_
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Ժ«Տ ’ ’
о Ժ>Թ
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(1.2)
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Ви, упругие коэффициенты материал}» оболочки в системе коорди­
нат (з. й, у). которые выражаются через упругие коэффициенты B'lk в 

системе (Հ, V. 7) известными формулами преобразования |1|:

ճ?ո = /?н cos1? — 2 (ZJj., -|- 2В^) sin5? cos2? 4- Z?^sin4?,

ZL. = sin’? 4֊ 2 (ՃՅ, I- 2/^.) siir? cos’© 4 B\. cos1?. (1.3)

£։i = #i‘2 • |/Հյ Դ &Հ֊ i 2ZQ]sin5?cos8?,

Be6 = + (S'n ֊I Հ>: ֊֊2 №\г I 2Я«)) sin2? cos2?,

где 

л; հ . ,
Հւ = ^=r3<’ ^=S^='Ap ^ = Gw

12 1

Побочные коэффициенты £Jy и B.:n, которые в системе коорди­
нат (а'. 3'. 7) равны нулю, здесь, в системе координат («, Я, 7), 
имеют вид

Вм= |Թ,.>sin2? — В'и cos2? ֊- (/Հ? 4- 2Я։%) cos2«?J sln2?,

(1-4)

#3*= 9 l^cos2? — />՝j, sin2?— (B. 4- 2/Հյcos2?]sin2?. 
■*

и — и (a, 3, (), v = ծ (a, f', /1. w — zv (2, 8, /) — соответственно танген­
циальные и нормальные перемещения точки (а. 3) срединной поверх­
ности оболочки.

Подставляя значения напряжений за, и -։i н обычные форму­

лы для внутренних сил и моментов, получим:

у - е <1'1 4- с 4. е (
дл 1 ։շ 4 ։Ч ժյ

dv \ . ц՛ Ժ։ ) շ,= Л '

... ии . dv / ди dv \ , w
/շ ՜ Դշ oa + ՜1՜ fa) Cz:~R ’

o Ou ( ov . / du dv \ , w
S ~ f111 da + 07 ՜! (?0Հ սՀ ) Հ՜ ֊$“ /Հ '

(1-5)

ГЛ гл որ» (>՚^■՝Հ = ֊Օ.. Հր- ֊А, ֊^ր ֊ 2Օ„

AL =
d2w

-D։fi ֊V) - ֊ս’. 
О^Л

/7= --79/J։t Ժյ- ֊DԼ)՚- օր
-оГ) յՋՋ_. 

o^O'i

(1.6)
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Здесь жесткости растяжения с։> и изгиба 7Հէ имею? вид:

Л3
(1.7)

где Л—толщина оболочки.
Эти усилия и моменты удовлетворяют следующим дифференци­

альным уравнениям движения оболочки:

Ժ7յ . ԺՏ , а2 и дТл &Տ , i/՝v 
й + ֊ժ/= - ■ ՜# + W •

aWi , п </֊н . 1 7
ау 'Ւ R ֊ '

(1.8)
u2w

?0‘

где р0- плотность .материала оболочки, z нормально приложенная 
внешняя нагрузка.

Подставляя значения внутренних сил и .моментов из (1.5)- (1.6) 
в уравнение движения (1.8). получим следующую систему дифферен­
циальных уравнений движения оболочки*:

(/'-И . , д-и ծ-и a"v
(>и aV + ~ ք՜ Ge №•' ' <Г*• ' 161! 1 ժւժՅ + с՝м ԺՅ=՜

, I / OW OW \ , <>~Ա
• R Հ1-' да )~!‘а։ Of- •

ծ-г՛ о> Ժ4» ժև՛ , ։ д-и , . , . о՝и ,
<2շԺ?ժ ■ “‘-’«^2 ’"Ч* ()շ3 ՜ (^з-Н-ев) *

diu 1 / dw , aw \ . аЧ՝ z, _к
Cj։a? r ՜յր՛ <’-9>

^дх1 փ4Օ’"ժ^ -(£Հ։ + 2£>։ւ,) да,^.( +4D։.^3p5+D2'.֊-^ +

да ди dv dv , w .. . d"-w ..
di + <2° Ժ) r c֊՜՝ <■՛:.- IV Հ ՛ t! at- ~ •

.Для оболочки, совершающей колебания в газе, выражение для 
поперечной нагрузки имеет вид |3,4|:

Z = — 2о0А« ֊Տ -Г Ар• (1.10)
(zi

Здесь 1 коэффициент затухания. ձ;> избыточное давление газа» ко­
торое согласно .поршневой теории- |5) имеет вид:

’ Заметим, что <нстемл 1.9| ннешие ничем ис о гл и чае гея от <оогветс7ву|оии.՝и 
системы урапнеинн движения диизот[х>нно11 • веортогрошюн) цилиндрическое обо­
лочки, материал котироГ! имеет одну или. кос-,i. упругой симметрии По'лому нс? 
последующие ре.чу. ь.г.чты могут быть применим к и ыя таких оболочг.֊.’.
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Ջ?_ „ <1լլւ\.
а \ Ժ/ дх ՛

(1.11)

где р давление чсвозмущенного потока газа. скорость звука 
для (««возмущенного газа, •/ показатель политропы.

Если частота собснкипых поперечных колебаний оболочки мала 
по сравнению с частотой собственных колебаний в своей поверхно­
сти, то таигснцнальными составляющими сил инерции можно прене­
бречь. В :>том случае, введя функцию Ф(а. 3, /). связанную с и. -v.iv 
соотношениями ]2|

1 О / 0s (Г՝ о- \ Ձ
и = г. i { <4 ֊Л'- —, ..--է -—֊ )Փ(տ. ?. /).А* Ох \ - Խ Ох- ՝ 0x0^)

1 О
՜ R <т?

дг , 0՝ о д~
ճշՉ՜^ Հ ժս ! Ճ</ձօ 0x01

1
Պո>՜ Ժճ’

(1.12)

I
d* ժ* օ4

•Г 0* I
՜5՜2^’՜^^ Հ Պ-՜ժ^ փ

и учитывая (1.11). приведем систему (1.9) к одному разрешающему 
уравнению |2|

/}* ri * О'* (дե Ж + 2 (О’= Ւ + Ws" > +

D °'
■■■ ՀՏ'

Ժ* _ д' , о д* 
рп Ж‘ -а'а дх^ ' (<7<1и ԺյչԺՅ-

л 0*

Հ?« +

մ ./ Շ՚7Մ |</;։ \հ'՝ ՝Խ1'; ՜ և

֊հ ժ'
‘“ժյժ;?՜ 1 <l-

օ'
ԺՅ-’ Ф(а. 3, 0 = 0. (1.13)

где

а

Կ։<?ք6 ’'

^K^ee ^-дп-гь

а..„
'•2261М £Հ,

£'ee—

(էՈՃ
շշ
e ° < es-

_  с ոԳս — —----- ------(շշք ։օ е՝12г-\м

r<»$2
(1.14)
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. |U‘uf tin ՜(i’.jH'- 'j/ Ku ^j(i) ՚ (G'.Ao Gu^)'I • 
‘«6

2. Решение уравнения (1.131 ищем в виде

J («f-Ь ճ-? I
* = <V . (2.1)

Здесь Фо некоторая кол ллексная постоянная, ш частота колебаний, 

к— 7 волнояи- число. г глина полуволны Н iuiiipan.ii ii!i։i образую-

щих, и целое ЧИСЛИ UO.Hl ио окружности оболочки.
Подстановка (2.1) и (1.13) приводит к характеристическом} урав­

нению, которо» ныишем следующим образом:

«с _ (շ£ у) —(Հ «) + ikU^ - 0. (2.2)

где
Տ?(է.«) = ֊-իո*1 -40,^" ■>yD^2L>M)k^ ֊:W„k^ I-

+ո ճ և __________ _____________________________________՜
1 ’ M A3 " է Г О Հ* I Ո М3 .

(11Ն՚՛՝ ՚ -:71П''- р ՜ (‘*6$ р" ՜Ь-^ՇՅ 1ՀՅ •

(2.3) 

—квадрат частоты собственных поперечных колебаний оболочки в 
вакууме, ճ

1 Р<Ла*

.'I 1я тюбы к заданных значений Հ* и п из уравнения (2.2) можно 
найти частоту <՛., Нели сс мнимая часть положительна, то иенозм} - 
щепное движение устойчиво по отношению к малым возмущениям. 
Наличие частот с отрицательной мнимой частью означает неустойчи­
вость. Условия того, чтобы уравнение (2.2) с комплексными коэ(|)(|)и- 
циентамн ,н имело корней с отрицательными мнимыми частями, мо­
гут быть присгавлены в форме, аналогичной хорошо известным 
условиям Рауса-Гурвица [3. 4. 6|. Поступая аналогичным образом, 
кик в работах [3. 4|. из .тих условий для критически։*, скорости по­
лучим формулу

e«r.= v( ।-I(илу 
\ 1 '

<2
Здесь ( ֊ **’ фазовая скорость распространения упругих волн в 

՛ А
•оболочке:
./л I О1։т։ 4 Ю107л:|л-г2( -- 2А.) 4՜ ,

^fiR- m-
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Հ л։։отЧ-4֊ (ам 2ап) т”п? | 2а2Лтпл փ икп' 

где
т = kR.

Второй член в скобках формулы (2.4) учитывает влияние кон­
струкционного демпфирования.

Из (1.3). (1.4). (1.7) и (1.14) следует, что величины /Հ... и ռ Է 
висят от ориентации главных натравлений упругости материала обо­
лочки. в силу чего из (2.4) и (2.5) легко заметить, что критическая 
скорость существенным образом зависит от ориентации главных 
направлений упругости.

Отметим, что критическая скорость, а также и величины Dit и 
а.ь являются периодическими функциями угла у с периодом

Наибольший интерес представляют те значения аргументов т и 
л, вблизи которых критическая скорость принимает минимальное .ка­
чение.

Если имеет место симметричная форма потери устойчивости, го 
// = 0 и критическая скорость принимает минимальное значенщ при

\ R
т = (2.6)

Для самой скорости получим формулу

(2.7)

Если устойчивость теряется по несимметричной форме, то. учи­
тывая. что ft2 мало но сравнению с т2 (как это видно из решения 
задачи для изотропной оболочки и подтверждается нашими нычисле-

. п? /)1к п- altt , „
ниями). членами порядка ՝ լ) ՝ /։,г — будем пренебрегать. В 

этом случае критическая скорость принимает минимальное значение 
вблизи т и п, удовлетворяющих уравнению

(ZJj.w •- 2Dte«) խո/ո* 4 2«-jemn)։ - R2(aum 4- я։<«) = 0. (2?s)

// = 1, 2. З.---.

1,ля критической скорости получим приближенную формулу

—U=l/ /<X-4-4D.ew/zH- —=֊А’՜

V а"т Հ:-տո
Рассматривая формулы (2.G) (2.9). легко ш.мстить, что • 

мальныс значения критической скорости, л также л величин:.։ т 
(следовательно, и длины полуволны в направлениях образующих) 
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нисяг от ориентации главных направлений упругости материала обо­
лочки.

3. Для иллюстрации приводим некоторые числовые примеры, при­
нимая Л — 0,01 R. п = 0.

Рассматриваются четыре случая комбинаций упругих постоянных:

Случаи *

1 £ 2£ 0.5/: 0.165 0,23
II 2Z: F. 0,5£ 0,23 0.165
III 10£ Е 0,5/: 0.349 0.0349
IV Z: 10/: 0.5/: 0.0349 0.319

При этих исходных данных 
(фиг. 2) зависимости критической

ниже приведены таблица и график 
скорости от угла

Фиг. 2.

?
1 Л'-м иф

1 11 111 IV

0 1.151 1.151 13,506 13.506
15 1.136 1.144 13.141 11,496
30 1.100 1 .114 12,261 10,545
•15 1,094 1.094 11.185 11.185
60 1.114 1.100 10.545 12.261
75 1.144 1,136 П.496 13.141
90 1,151 1.151 13.506 13.506

Из рассмотренных примеров можно сделать следующие выводы: 
а) максимальные значения критической скорости получаются при

(£ = 0. 1. 2,-••). т. е. когда главные направления упругости

материала оболочки совпадают с направлением потока газа:
б) минимальные значения критической скорости при F.\ <у /у, д<>- 

стигаются вблизи углов Հ’- и —р(ծ I 1)г
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(А' - О, Լ а при /Հ -вблизи Ак + -֊-֊< «։ <А~ ֊-£- и 

Л" '!,՜ (А =0, 1, 2....).

Отметим, что если Е. Е'.,, то при увеличении Е\ угол ?։ при­

ближается к правому пределу, а ?..— к левому пределу. Если же 
Е\ ЕՀ то с уменьшением Е\ угол Г1 приближается к левому пре­

делу, а ?ձ к правому пределу.

11нс х и ту ։ математики и механики
АН АрмянскоЬ ССР Поступила 17 VII 1962

«Ь. I», i«inqiputitiiiMutfi

ԱՆհՋՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅհՆ ШДГЬРЬ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ 
ՋԱՅՆՒՑ 1ՌԾ ԱՐԱԳՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆեՑՈՂ- ԳԱԶԻ ՃՈՍԱՆքՒ ՄեՋ

Ա 1Г «I» П «Ի Ո Ь Մ

Հոդված ո> մ դիտարկված Լ 'Ч'Е"{"‘EI'H ,'ք">6 դրսնէՈքին
թտզանթft կարսնա թ րսն խնդիրը ձախիդ մեծ արագություն էսնեըոդ դադի 
՝<ոււսւն.րսվ չրջրոււվե[իււ. երը նրսթի աոաձդականսւթ ptfit գլխավոր ուգգու- 
)! րս. ններիէք ոչ էքեկր չի Համընկնում հոոանրի ուդդոէթրոն Հետ: Нинн մնասիր֊ 
ված է "1'1’1 "ուրուդ նյութի тпшձդ ակտնttւ ի'րսն գլխավոր tnn անգրնե րի տար­
րեր (՛ի '"4'1է'.'/'" թ {"* ,41 կրիտիկական ntրու у ու ի/ ըւՀււ ւ1ըա: Ցուււք կ սւրր~
ւիւ/Л, թե նրանը ի^Հ՚՚/ի՚՚ի որի են tn tn t/ի ու ւի էքեորրոէմ կրի ու իկո/կոէն ւոր>ոոու- 
թրււնր կ/ի՚եի ամենամեծր հ Հւոկւոուոկր:

Դիաարկէիոծ ե'հ էքի րտնի կո՚ոկրեա իՀնէքիրներ! 4աոէէէ ըված //Л գրաֆիկ­
ներ ե կազմված են աաոկներ:

Л И T I . Р \ Г У (» А

1. ЛА.'барцу.ичн С. .4. Теория анизотропных оболочек Физматгнз, ձև. 1961.
2. Амбариу.илн С. .4 Расчет пологих цилиндрических оболочек, собранных ил аиило- 

ipomii.ix слоен. : I ш АН ЛрмССР. сер. фнл.-мат., есг. и техн наук. 4. № 5. 1951.
3. Ь'мСтнт И. Н. Ik-KWicepfiATHHHwe задачи шорни упругой yi rnii'iHiioctn. Физм.17- 

гнх М„ 1961. •
•I, Гуоаопшн В. В. Некоторые новые задачи динамики оболочек. Сб. .Расчеты на 

прочное։ I.*, вып. 4, Машгиз, 1959.
5. Илюшин .4. -4. Закон п.шскнх сечений в аэродинамике больших сверхзвуковых 
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л В. Михайлов

Кручение полукруглого стержня, ослабленного 
продольной круглой цилиндрической полостью

Ei работе дано приближенное решение задачи кручения стержня, 
поперечное сечение которого есть яолукру! с круглым отверстием 
(фш. 1).

Вычислены жесткость и напряжения с оцен­
кой погрешности.

§ I. Постановка задачи

Обозначим область поперечного сечения че­
рез ш. радиус полукруга /?. радиус отверстия а. 
расстояние от центра круга до центра кругового 
отверстия Ь. Примем, что Функция напряжений 
Ф точно удовлетворясп дифференциальному урав­
нению

Հ*2Փ = -

Фиг. 1.

(1.1)

в области <» и граничному условию Ф - 0 ла внешнем контуре сече- 
ր՝ րր ԺՓ Л

пия. 1 раничное условие — *= (.) на внутреннем контуре \дов-
as

летворяем приближенно, согласно принципу Сеп-Венана |1|.
Пусть имеем какой-нибудь стержень с внутренней продольной по­

лостью. Разделим внутренний контур сечения стержня на п частей 
(фиг. 2) qc,, с2са.-՛-, շ^4։ и потребуем, чтобы главный вектор в глав­
ный момент усилий 

действующие па каждую из частей боковой поверхности c\czdz, 
czt,dz.“’, CnC^dz, равнялись нулю.

Получаем следующие условия на внутреннем контуре

J w
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Г J А Г ^Ф / А
I л* - rfs-O, •••, ։л* — с/х --- 0;
J ds J ds

г,
Г л Г г| v — ds = (),••■, I v — - ds 0.ժտ J' os

(1.2)

где х и у координаты точки внутреннего контура поперечного се­
чения стержня.

Очевидно, что точность решении зависит от числа участков, 
на которые разделен контур, при этом чем больше число участков, 
тем точнее решение. Однако, как будет видно из нижеследующего, 
практически приемлемые результаты можно получить, ограничиваясь 
делением контура па 2 3 участка.

Функцию напряжений конструируем следующим образом.
Рассмотрим задачу о кручении круглого стержня с двумя оди­

наковыми. симметрично располо­
женными круговыми полостями, в 
правой части сечения которого дей­
ствует крутящий момент, направ­
ленный против хода часовой стрел­
ки. а в левой части - но часовой

Фиг. 2. Фиг. 3;
стрелке (фиг. 3). Функция напряжений Ф для этой, вспомогательной, 
задачи должна удовлетворять диф(|>0рснциальным уравнениям

?=Ф = - 2г при л*>0. (1 3)
?2Ф = -i. Оу- ирИ х հԼ ()։

и контурному условию Ф = () на внешней окружности кругл. На вну­
тренних окружностях функция Ф должна удовлетворять условиям 
(1.2).

Из мембранной аналогии следует, что для вспомогательной за­
дачи на диаметре .WcV функция Ф = 0 и. следовательно, часть крип 
AIZ'.'V будет находиться в таких же условиях, как и сечение, соот­
ветствующее рассматриваемой задаче.
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Решение уравнений (1.3) для вспомогательной задачи представим 
гак:

— 4֊ ? (-1 -г ? (z) при Rez>0,

I-<р (г)4-?(г) при Re? 0.

где z = л’ 4֊ /у; г — л* — /у.
Функция -о (г) должна быть голоморфной в области круга с двумя 

круговыми отверстиями, следовательно, се можно представит!. в сле­
дующем виде [2|

сс
. ՛.:)= Х'С... 

к о

л?
ул.
.֊1

2 
{z-b\k

(-D*

(- ■ М"
(1.4)

где все коэффициенты действительные.

Здесь учтено то обстоятельство, что функция = ? (?) ՝|-? (•?) 
должна быть симметрично;: относительно оси л и кососимметричной 
относительно осн у. Ввиду этого граничные условия (1.2) удовлет­
воряем только для правой внутренней окружности. Применяя комп- 
Гексныс ь.чпрдинать- շ и г. можем. записать эти условия так:

В первом приближении функция напряжений будет иметь вид

ф_ _1ձՅճ£. ^ճ
4

CV
yc»+.(*s‘w

Л-о

(շ-b) * (г b) J ՜: ՜41| (֊ ~հ) ՜ (■ -'t-ծ) (1.6)

Из граничного условия Ф=() на внешнем контуре круга имеем

С-՚Ջ । յ =֊R=ki(^ 2А,1Г 
:՜ У?-1

где

(17)
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/?,fc ..։ = { — !)'•--------------3֊'/f--------- --------
«(2/<։-hl)|(2/e4-l)2֊4|

- коэффициенты ряда Фурье функции

/0) =
1'')ձ

4

. *)’
4---------------------—

при 
w Հ*

“ f 3՜
нри— <0< —•

Тогда функция напряжений примет вил

, (Z 4- г)3 ф — • —ձ--------
4

—— ----- i----- -1- Д -*------ I ----- * 
\г֊Ь) (z-Ւծ)] 1(г֊Л) (? + *)

Неизвестный коэффициент Д։ определяем из граничного условия ня 
внутреннем контуре

J \ 0Z дг /
о

Первые два условия (1.5) удовлетворяются тождественно. . 1ля 
Л։ имеем

 սԼ  WR'4R՝ ±1г) 

4ծ» (Rl-i>՝)*

Удовлетворение граничных условий по внутреннему контуру в пер­
вом приближении дает недостаточно точные результаты (табл. 2).

Во втором приближении делим внутренний контур сечения ня 
два участка 0 ■< 0 < г; г. < 0 < 2г, но ввиду симметричности функции 
Ф относительно осн -v, интегрирование (1.51 ведем от Одо

Функция напряжений но втором приближении будет

/ I «о
,շ*ր։ ;՛-՛*•• 1

4 к- о
(- В*

(г 1»է (2֊ b)k (Z Ь)
(1.9)

Граничные условия будут
Ф- 0 на внешнем контуре круга и 

. Ь-и
(1.Ю)

J \ VZ дг
0,
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(III)

пл внутреннем контуре.
1Խ (1.10) име< •••

Г 1
Ся+1— /Ն. . 4- 2А, , 4- 2Л, +

к к

, 2А։2Л- 1 )/>**" ° I
■м.----------д»,.

где k 1. и Ву определяется по (17).
Тогда функция напряжений представляется гак:

JillL : £l° __ v?-*՜1 г՝-1*1 4-»**+ն — V ֊ձ\էրհ ք ..’*•։ ..֊*•- ։
4 ՜ 2. Ո-* ։ Ա Ч* ‘ ’ Հյ ռ--* : ’ ”

w դ A //>-» <« л հ:<* I»
- 2՜ո^-ր֊ 2* +։4-?*'')֊Տ ճէ .„֊ 2* (2*֊ 1) (?‘+I+?‘f')-Ւ

*=։ -I *

+ xmJ 1 <-'>* 1___-Ы£П
1(շ֊ծր (г-ծ)* (2֊fr)‘ (г-֊й)‘]|

Из (1.11) получаем систему трех уравнений относительно /Ա, 
решая которую, находим Я* (ввиду громоздкости выражений, система 
уравнений не приводится). Фмжиия напряжений п третьем приближе­
нии будет иметь вид

ф= ;+Д)> + Sc^' (га>1+ 4-’<4') +

_։____-__<֊«)* Խ Г । _ (֊I)* ] I.

(г֊/>)‘ (г + й)‘ J' լ (.•-<■)* (г й)‘ |
(1.12)

Граничные условия будут

Ф = 0 на внешнем контуре круга (1.13) ♦
и

։ ՛. «
4- 2 Ль

А !

и-«
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ծ- а
С . -, / <><!> . <?Ф . \J <г + ^(.77Л4

Л + («

Л — ct
ք <>֊*)(?
J \

tl-i-in

. 7 \ Ոdz —dz <> 
dz /

(1.14)
на внутреннем контуре. 

Из (1.13) имеем

Գ = - 1 (в. ճձձ= 
!<■՝ V ՛՛ /г՛1 /V а>:' /

1 , 2АгЬ* 8A# 12/1# ЗА4Ь , 2ДД
/?Ч 5 к5 /?5 /?5 я՜- /?՝/

С«+1 ^7т[2Л/‘ + 2АК *2*1
1 к

AjT* '։)2k (2k - 1) -4- ----- 2k (2k- Խ (2k 2) 

4
2k (2k — 1) (2fc — 2) (2k - 3) -4-

1 հ~^-^-2k(2k \)(2k-2\(2k 3)(2/г-1)

где k 3, я B-k I определяется no (1.7).
T<n т<ч функция напряжений предстлвигся так

ci> zr-
v B.'k |-1 

֊/С
,ik i 1

4

°0 օձч. ֊Л;^ ֊'I: 1 . •
__ г...՛-" I՛ Ա

*-0 A

'>k ( 
— /г՜՜՛՜՝'՝ " ՜

•՚ 4 b- ‘ ՜11>:Т,Лж2Н2*-1)( 2fe-l

' + r‘-)-

2*(2*-^-^)(2*֊3)(^ г»1)֊

ճ ,ՃՀ. շ*(շ^-ււ---՜^ : > -ՕՍ1\
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-bv.,,1 —L_ _ f_J_______յ-Ж. 1
։“, I (?֊/>)* (֊’ ՚ ծ։4 I (г -1>)՝ (?+/>)* I

Из (1.14) пол;, чаем cur. հ шести уравнений относительно Дл,
решая которую, находим Д*.

§ 2. Крутящий момент и напряжения

Крутящий момент вычисляем по формуле

~ (л-2 4- у2) ( '՚Հ dx '' ' dy ) 4֊ ;хх |j.vy (xdx — ydy) (2.1)

согласно |3| в |4|.

Переходя в (2.1) к комплексным координатам z и г. имеем

П
А

-Н
О

В случае .многосвязно.*: области крутящий момент М^, предста­
вится суммой контурных интегралов (2.2). вычисленных в направле­
нии положительного обхода внешнего контура /.0 так. чтобы область 
оставалась слева, и т контурных интегралов, вычисленных но т 
внутренним контурам в противоположном направлении

(2.3)

Для рассматриваемого сечения (фиг. I) имеем

=
_ j ]ьт/?,։ и-а֊։

I 4 Г՜
*** 2^ х 

fe-0

(2/. ֊ П (2Л 4*3) |(2fc 4-1)2—4|

, 2а?Р«2/И , R2 (Rl — bl) b
к I b- Rb} R

01 ,6 + 2ftՆ 7 +
4a‘b (/?4 4֊ b՝} R- 8ծ

ւ/Հ՚֊/ր’)2 -
R 

arelg - -

a- 8 R , Mb 
— -arctg —--------------

2b- - b b ֊(/?։4֊ծ՛)

2 Извести ЛК. серии фил.-идт. нор., № 6

16aW?8 _ 8/?J /Q _ 3
(/?4-//‘)° r.b* V
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, 48/?։ , b За2 7?2(/Д + 5бО24֊ 67Л + 24йб
Э ;irclgJ-8F-------------------Жй-------------------

32^/r- (2/?յ 4- fr*) IV Ո см
(IV-ьу п

Для вычисления напряжений имеем известную формулу

Т„- iT, = 2ie‘4—, (2.5)
02

где Та - касательное напряжение, направленное но нормали п к про­
извольной кривой, расположенно!! в области сечения. Т. касательное 
напряжение, направленное по касательной к указанной кривой, 
<Р— угол, составленный нормалью л с осью х.

Из (2.5) для напряжения 7\ имеем

ё" ™ +e~,f д4-\ 

OZ 02 /
(2.6)

Численный пример выполнен для ծ = 0,5 Я и а =0.1/?; 0,2/?; 
0,3/?; 0,375 К; 0,4 /?.

Результаты решения системы уравнений, получаемой^из (1.1!) и 
(1.14). для указанных соотношений размеров приведены в табл. 1.

На фиг. 4 показана эпюра напряжений для Ե = 0,5 2? и 
а = 0,375/?.

НагпТМ С4 0 1см- ЗЛ5кх«

Фиг. 4.



Коэффи­
циенты

յլ-օյ 1չ_
Приближе­

ние II

а=0,2 /?
Приближение

II Ill

О,ОСО!59 0,000706 0,000720

0,000015 0.000213 0.000218

/«,|f*tA’5) 0 0,000004 0,00000426

— 0

/1։1рт/?7| — —• 0

Л.ОЛЯ») — —. 0

Таблица I
д-О.ЗА» <?=0.375/? и -- О.4А’

Приближение Приближе­
ние II

Приближение
II Ill II 1ч

0.001925 0.001932 0,003716 0,004966 0.005312

0,000815 0,000853 0,001527 0,001601 0,001653

0,000062 -9,000614 0.000160 —0.0С0250 —0.00028ft

— 0,000007 — а- 0.000014

— 0 — — 0

- 0 — 0

Кручение полукруглого стерж
ня 

с круглой полостью
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Наибольшие напряжения возникают на прямолинейной части кон­
тура; в угловых точках, как и следовало ожидать, напряжения равны 
нулю.

Найденная функция напряжений точно удовлетворяет гранич­
ному условию на внешнем контуре и приближенно, но достаточно 
точно, на внутреннем контуре, о чем свидетельствуют величины погреш­
ностей А %, определяемых согласно |6|.

При точном решении задачи на внутреннем контуре сечения

Г„о. 
k ck Ժ-- /

отсюда

д = _ ч±__ ԺԼ Ji____ ^֊loo»՛
e ~дТ ճ

где

Փ, = - W + z) . а Փ, = ? (г) + 9 (г).
4

Значения погрешностей △% для наиболее характерных точек 
приведены в табл. 2.

Таблица 2

0,375/?
ծ-0.5/?

'Г о ч к и

z—b а z=5-j-w z = /■—а
2 . 

г-Ь-\-аа

1 приближение 0 6.7’/, 0 5.3 "4

II приближение 0 0,41 *.՛, 0 1.15 %

В табл. 3 приведены жесткость и напряжения Т™* для полу­
круга с отверстием и аналогичные данные для полукруга без от- 
версгия.

Таблица 3

Приведенные расчеты для стержня полукруглого сечения с от

Сечение Жес+косп. по кру- 
гопой Ч.։С1К кон­

тура

/■^х (ит/?) по ра­
диальной части 

контура

HonvKpvi с -л перстнем 
а - 0.375/?: b 0,5/? 0,242 0,855 0,902

Полукруг [5] (по Сен-
-Beaaiiy) 0.296 0,719 0.S49

верстнем показывают (табл. 4), что для получения практически при-



Т о ч к и

а 0.1/?
Ь 0.5/?

а -0.2/?
5= 0,5/?

Гг Л
Приближение

1 1 "
______ П риближе11 не_____  

1_| II | III

а, 
ч 

а
1 

-a 
-a 

il
N 

յ 
,| 

Н
ч 

ч

0,714128 0,751650
0,213176 0.271112
0.085'.-‘56 0,168b 12
О,815656 0.846868

1

4.9
21.4
49
°

0,739392
0,326564
0,286900
0,834616

0.751650
0,459134
0,409722
0,849116

0,752292
0,426588
0,411802
0,848994

tf=0,375/? 
b «0.5/?

а-0,4 /?
/|=0,5 7?

Т очки Гж 7\
Приближение й, Приближение

I 1 и 1 1 II | III

z=R 0,791793 0.855604 7.5
I I

о.823036 0.865092 '0,871928
z֊b-\-a 0,651278 0.737684 11,9 о,7Н804 0,760230 0,769988
2=b—a 0.521194 0,715334 27 0,529716 0.739460 0,748242

?=0 0.775866 0,902996 14 0,740516 0,905938 0.903972



Таблица 4
л - о.з/г 
ь = о,5/г

31 Зз
էտ

Приближение
1 Ш

1,6
3,9

30
1,65

0,08
0,75
0.5
0,011

0,762200
0,523950
0.408472
0.808956

0.801042
0.609372
0,592076
0,876150

0.801298
0,610532
0,598754
0,877598

•1.9
14
31
7,8

0,031
0.18
1.1
0.19

& ?»

П
ри

 от
су

тс
т­

ви
и о

тв
ер

ст
ия

 
Ts

 (по
 ав

то
ру

)

Н
о С

ен
-В

е­
на

 ну
 [5] 

Т,

■1.9
6,5

28
18

1

0.19 
։,27 
Мб 
0,4-1

0,726760

0.848826

0 719

0,849

Кручение полукруглого стерж
ня с круглой полостью

to
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емлсмых результатов можно ограничиться выполнением второго при­
ближения. В га ՜՛.՜. 4 приведена относительн о։ погрешность (fe 1)-го 
приближения относительно А-րօ приближения

ւօօ%.

KpL'ii.iHi Kiiil полип отческий инс:н:у• 
нм. К. Маркса

Кафедра сопротивлении материалов Поступила 29 V РЖ’

Լ Վ ։г|ф..мЛ...|

ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԱՆՑՔՈՎ. ԿԻՍԱՇՐՋԱՆԱՅԻՆ mb 
ՈԼՈՐՈՒՄԸ

Il IT Փ П Փ II I» 1Г

Հոդվածում դիտարկվ/и մ / շր>ւսնամւ անդր ունեցոդ կիսաշրջան/։ ոլոր­
ման խնդիրը։ 1*նդո։նվս։ մ /, որ լարու 11սերի ֆունկցիան (Փ) ճշդրիւո րավա- 
ր։սր։։։մ Լ ոլորման դիֆ երենցիալ հավասս։րմանր (1.1) և կիսաշրջան/։ ար- 
տարին եդրադծի վրա — սլա լմանին, իսկ անցքին համտպաաաս/սանսդ 
դլան ալին մակևրևուլթի վրա շոշա իոդ լարո։ մեերի (Z.) 41,ուի հավասար լի­
նելս։. սլա լմանը ր*"'/ա;ч<<րվում է րստ Սևն~*1,են։սնի սկդրո։նքի (1.2)։

Հոդվածում հաշված են Օրինակներ Ь — 0։5 ??, (I==0, I R‘, 0,'2R\ 0,3 R\ 
0,375 R'. 04 R գեարերի համար:

(•հրված հաշվարկներր gut լց են աալիս. սր կիրա^ւական արդլոճէքեեր
ստանա չու համար 
մոտավորս։ խլամր։

րավական կ ս ։սհմանմւիակվել խնդրի լուծման երկրորդ
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

К. С. Карапетян

Ползучесть бетона при кручении

§ 1. Введение

Влияние фактора времени на прочность н деформа тивность бетона 
при кручении мало исследовано, между тем это имеет как теоретическое, 
так и практическое значение. Как известно, бетон под длительной нагруз­
кой наделен свойством ползучести, благодаря чему его деформации со 
временем намного превосходят соответствующие упруго-мгновенные де­
формации. Поэтому учет ползучести бетона при проектировании бетонных 
и железобетонных конструкций имеет важное значение.

Для учета но;՛ л честа бете а су лист .-.уют различные теории, которые 
базируются на ряде предпосылок, приемлемость которых в отношении та­
кого напряженного состояния, как кручение, насколько автору известно, 
пока никем не изучалась [1].

§ 2. Цель исследования

Цель данных исследовании включалась в экспериментальном опреде­
лении приемлемости второй и третьей предпосылок теории упруго-ползу­
чего тела при кручении.

Согласно этим предпосылкам связь между упругими деформациями и 
напряжениями, а также между дефор маниями ползучести и напряжения­
ми, до определенного напряжения, принимается линейной [I |.

Кроме этого, важно бы го также установить, существует ли законо­
мерная качественная и количественная связь между деформациями пол­
зучести при кручении и растяжении. Есть предположение, что ползучесть 
бетона при кручении и растяжении практически одинакова [2]. Однако, 
экспериментально это пока никем не установлено.

Наличие закономерной связи намного облегчит исследования ползу­
чести бетона и даст возможность получить более достоверные данные.

Здесь имеется в виду то обстоятельство, что не при всех видах напря­
женных состояний можно непосредственно получить чистые деформации 
ползучести.

При сжатии и растяжении деформации ползучести измеряются в сум­
ме с объемными деформациями бетона, обусловленными набуханием и 
усадкой бетона. Чтобы отделить деформации ползучести от суммарных,
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приходится параллельно на йена груженных образцах близнецах опреде­
лять объемные деформации бетона.

По мнению некоторых исследователей такой метод определения де­
формаций ползучести не является достоверным. Однако, пока что этот 
метод является единственным.

Совсем другое имеет место при кручении. В этом случае объемные 
деформации бетона не накладываются на деформации ползучести, что 
исключает необходимость параллельного определения объемных дефор­
маций бетона на образцах-близнецах.

Таким образом, при кручении замеряются чистые деформации пол­
зучести.

Поэтому в случае наличия закономерной связи правильнее будет экс­
периментально определять ползучесть бетона при кручении и по этим 
данным оценивать ползучесть при растяжении и сжатии.

Помимо указанных вопросов, целью данной работы являлось также 
исследование:

I, Влияния фактора времени на прочность и деформативность бетона 
при кручении.

2. Влияния длительного загружения бетона крутящим моментом на 
его прочность и деформативность при кручении в зависимости от величи­
ны напряжения в процессе длительного загружения.

§ 3. Методика исследования

Для исследования ползучести бетона при кручении были изготовлены 
специальные приспособления (фиг. I). Испытывались образцы длиной 
75 си. Образцы на участке GO си по длине имели цилиндрическую форму

Фиг. 1.

диаметром 14 см. а по концам на участке 7,5 см - квадратное сечение 
(14 X 14 см). При испытании нижний конец опытного образца защемлял­
ся в нижнем захвате приспособления, жестко закрепленного к его раме.
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Кручение образца осуществлялось путем затружения двух грузовых плат­
форм, которые тросами через блоки были связаны с выступающими ча­
стями верхнего захвата, служащими плечом пары.

Методика измерения деформаций кручения была принята такая же. 
как в опытах В. В. Блинкова [2].

Опыты были поставлены над тяжелым бетоном, приготовленным на 
базальтовом щебне и кварцевом песке. В качестве вяжущего материала 
был применен портландцемент Лраратского завода, активностью 360.

Характеристика бетона приводится в таблице I.

Таблица !

Сос։ав бе­
тона повесу

Расход материален на 1 лг бетона в кг Объемней 
вес бетона 

и т/м1

Պ 
к месячном 
возрасте в 

кг/см՜цемент песок щебень пода

1:3,31:3.83 267 884 1022 186 2,36 133

Для проведения намоченных программой опытов были изготов­
лены две серии образцов. Каждая серия включала 18 образцов для 
испытания на кручение, а также необходимое количество кубиков 
размером 10 X Юх 10 см и призм - 10 X 10 X 40 см.

Каждая серия образцов изготовлялась из одного замеса бетона.
Бетой приготовлялся вручную, я уплотнение бетона производи­

лось на виброплрщаДке при продолжительности вибрации 15 сек. 
Приготовление образцов производилось в металлических разборных 
формах. Образцы освобождались от форм на четвертые сутки. Все 
образцы с момента изготовления хранились в помещении, где темп - 
ратура н период длительных испытаний 7 = 21 ֊7 С, а относитель­
ная влажность р = 53 ՛' 12%.

§ -I. Влияние фактора времени на прочность и 
деформативность бетона

Для изучения этого вопроса соответствующие образцы были 
испытаны в возрасте 7. 28, 120. 520 и 630 дней. При испытании призм 
на сжатие и цилиндрических образцов на кручение нагрузка повы­
шалась ступенями. Под каждой ступенью нагрузки образны выдер­
живались лишь на время, необходимое для отсчетов по измеритель­
ным приборам.

Кривые нарастания кубиковой и призменной прочностей, а также 
прочности бетона на кручение*  во времени представлены на фиг. 2. 
Кривые построены на основании формул

* Прочность бетона на кручение определялась по формуле р_
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Rk=
ւօօլ

3,5 4՜ 0.65 /
(I)

р 100/
(2)

7,6 г 1,05/

ИХ)/
'՜ 65 4-6.1/ ' 

где /-возраст бетона.

Фиг. 2.

Как видно из фиг. 2. кривые, построенные по формулам (1). (2) 
и (3). дают удовлетворительное совпадение с опытными данными.

В табл. 2 приведены характеристики прочности бетона в раз­
личных возрастах, подсчитанные по этим формулам.

Таблица 2

Характеристики прочности 
бетона

Возрас! бетона в сутках

7 14 28 90 200 600

и кг/с.и- 87 111 129 145 150 152

/?11р п кг}см։ 47 63 76 88 92 94

в кг}см1 6.5 9.3 П.9 14,7 15,5 16,0

А’к в от месячной 
прочности 68 86 100 112 116 118

/?„р в % °՝ месячной 
прочности 62 83 100 116 121 124

т п % от месячной 
прочности 55 78 100 114 120 124

0.53 0.56 0.59 0,61 0.61 0.62

т/А’к 0,075 0,084 0.092 0,101 0,103 0,105

На основании табл. 2 прочность бетона на кручение (после 
возраст бетона 28 дней! составляет примерно 10% от прочности на 
сжатие. Как известно, такая доля от прочности бетона на сжатие 
нормирована для прочности бетона на растяжение. В наших опытах
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прочность бетона на растяжение, по испытаниям больших восьмерок, 
в месячном возрасте составляла Я кг/ем\ т. е. была намного меньше, 
чем прочность бетона ня кручение. В опытах В. В. Блинкова наблю­
далось обратное явление [2].

Фиг. з.

С-.ձ?է»»ԱւԱփ ЙйПииинМЕ/ЛФиРМЩМ «Я< nf/4HHii

frlliar-UwirE гзик«чгню< Пгнггищмш» д(Сйтци- ..г „..мп

•Риг. 5.
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На фиг. 3 приведены для различных возрастов кривые деформа­
ций бетона при сжатии. Кривые деформации при кручении® приведе­
ны на фиг. 4 и 5.

На фиг. 4 связь между напряжениями и деформациями бетона 
при кручении до месячного возраста носит криволинейный характер. 
Для более зрелых возрастов эта 
связь до определенных напряжений 
носи г линейный характер, а вы­
ше—криволинейный. При этом, чем 

Фиг. 7.

• г BOSpecr бртсъа 7 лхк ; J- 26 Лнгп 
3.-<20 дней-, Ь֊830дпсх,

Фиг. 6.

больше возраст бетона к моменту испытания, тем больше то напря­
жение. до которого сохраняется линейная зависимость (фиг. 6).

Характерный вид разрушения бетонного образца при кручении 
приведен на фиг. 7.

§ 5. Ползучесть бетона при кручении

Согласно физической теории ползучести бетона Е. Фрсйсинэ, ползу­
честь бетона, как и усадка, является исключительно следствием капил­
лярных явлений в порах бетона. При этом ползучесть рассматривается, 
как обычная усадка с гигрометрическим состоянием. лнезапно у,вс швей­
ным приложением сжимающей силы (14].

Па то. что ползучесть бетона не является исключительно слетевшем 
капиллярных явлений, указывали ряд исследователей [9. 11]. Это было 
доказано в автором настоящей статьи путем постановки спей пильных 
опытов 14, 5, 6, 7]. Па основании этих исследований вами была выдвину 
та обобщенная гипотеза механизма ползучести бетона, согласно которой 
ползучесть бетона при сжатии до напряжений 0.55—ОД R являет.՛л след­
ствием как вязкости гелевой структурной составляющей цементного кам-

* Деформации при кручении определялись по формуле- հ= —-°—-----  где

а—отсчет по мессурам; г։—радиус прибора; г0 радиус образца; I база прибора. 
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ня. так и капиллярных явлений. а при более высоких напряжениях еще и 
следствием появления и развития микротрещин в бетоне. Роль каждого 
из этих факторов в данном явлении зависит от состава бетона, характе­
ристики вяжущего, возраста бетона к моменту загружёння, величины на 
пряжения, гемпературы и влажности окружающей среды и т. л. Ползу­
честь бетона при сжатии, обусловленная капиллярными явлениями, в 
большей мере зависли от процесса высыхания бетона, т. е. от температу­
ры и влажности окружающей среды.

Наши исследования показали, что ползучесть бетона при растяжении 
в основном протекает за счет вязкости гелевой структурной составляющей 
цементного камня [б].

Е. Фрейекнэ на основании своей теории утверждает, что при круче­
нии ползучесть бетона должна отсутствовать, так как кручение не приво­
дит к изменению гигрометрического состояния бетона. Однако, как пока­
зали опыты некоторых исследователей, ползучесть бетона имел м.сто и 
при кручении [2].

Как известно, даже при кратковременных испытаниях, длнгелыюст- 
испытания оказывает существенное влияние на деформацию бетона. При­
чиной этого является развитие деформаций ползучести, которые тем боль­
ше. чем больше время нахождения бетона иод нагрузкой. В опытах Глен­
виля при обычных кратковременных испытаниях бетона на сжатие с раз­
личными выдержками (5. 15, 30 и 60 сек.) были получены расходящие 
кривые деформаций [12]. На основании этих опытов он пришел к выводу, 
что при мгновенном зягружешш бетона связь .между напряжениями и де­
формациями выражается линейной зависимостью.

В настоящей работе.аналогичные опыты были поставлены на круче­
ние. Возраст бетона к моменту испытания образцов составлял 120 дней. 
Всего было испытано 4 образца, из коих 2 образца (ЗЕ? 7 и № 8՛ без вы­
держки. один образец (№ 9) с выдержкой I минуты и один образец 
(№ 10) — <5 минут.

Результаты этих опытов приведены на фиг. б. откуда видно, что при 
кручении имеет место та же закономерность, что и при сжатии. Из фиг. 8 
следует, что с увеличением продолжительности выдерж ,л. а следовал «льпо. 
и длительности испытания деформации бетона при кручении возрастают. 
Разница заключается лишь в том, что при кручении, независимо от дли­
тельности испытания. до определенных напряжений (0.6—0.65т) связь 
между напряжениями и деформациями выражается линейной зависимо­
стей».

В этих опытах длительность йены гания для образцов, испытан­
ных без выдержки. составляла 8- 9 мину г, для образца, испытанного 
с выдержи,» 1 мин та,- 2(5 минут и для образца, испытанного с вы­
держка 5 минут.—95 минут. При этом пределы прочности бе­
тона на кр.ченш соо»негсгвенно составляли 11,1:13.3 и 14.3 кг’с.ч-. 
Эти данные показывают, что при кручении так же. как и при сжа­
тии чем 6о..ыпе д։։ f ел ьность испытания, гем меньше прочность. Одна­
ко, ; ю . в «од был Оы правильным и том случае, если прочность
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образна № 10, испытанного с наибольшей выдержкой, оказалась бы 
наименьшей. Фактически же она получилась почти равной прочности 

образцов № 7 и .V 8. испытанных 
без выдержки. Очевидно, влияние 
длительности испытания в этом 
случае оказалось несущественным 
по той причине, что прочность 
образца № 10 еще до момента 
испытания была больше прочности 
остальных образцов. При одинако­
вой прочности всех образцов до 
испытания влияние длительности 
испытания несомненно оказалось бы

фш, 8 закономерным и прочность образца
№ 10 получилась бы наименьшей.

В этом случае и кривая (3) па фиг. 8 заняла бы положение ниже 
остальных.

На основании приведенных выше опытов, при кратковременных испы­
таниях. длительность испытания оказывает на прочность и деформатив- 
ность бетона при кручении такое же влияние, как и при сжатии.

Явление, что при кручении до определенных напряжений (0.G— 
—0,65 т).•независимо от длительности испытания, связь между напряже­
ниями и дефор маниями бетона ноет линейный характер, очевидно, ха­
рактерно для бетона зрелого возраста.

Таким образом, при кручении гак же, как и при сжатии, в зависи­
мости от длительности испытания бетона может быть получено множество 
диаграмм деформаций бетона. Причиной этого, как уже отмечалось, яв­
ляется развитие деформаций ползучести. Возраст бетона к моменту испы­
тания в этих опытах составлял 4 месяца. При более молодом возрасте 
расходимость кривых деформаций получилась бы еще большей.

Для исследования зависимости между напряжениями и деформация­
ми ползучести бетона при кручении, бетонные образцы были загружены 
на длительное кручение при относительных напряжениях 0.25; 0.50; 0,60; 
0,75; 0.80 и 0.90. Под длительную нагрузку были установлены 15 образ 
цов. Возраст бетона к моменту длительного загруження составлял 
28 дней, а прочность на кручение — 11.4 кг!см~.

Данные о загруженных образцах приводятся в табл. 3.
Образцы находились под длительной нагрузкой 306 дней. В про­

цессе длительного загруження образны хранились в помещении, где 
температура 7՜ — 21 7"С. а относительная влажность Р = 58 ± 12%.

В момент загруження образцов длительной нагрузкой измеря­
лись упругие деформации. При этом связь между упругими деформа­
циями и напряжениями при кручении выражается линейной зависи­
мостью Вплоть до относительного напряжения 0,90 (фиг. 9). Ня фиг. 9 
связь между упругими деформациями и напряжениями выражается 
следующей зависимостью
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Ն=1 1.4 ՚ X Ю 
"՝р

-5. (4)

Таблица 3

Возраст бетона к 
моменту загру- 
жёйня в сутках

"л 
в кг/см-

•

'/> в кг; ем՝-
Количество 

загруж. образ­
цов в шт.

0.25 2,85 3
0.50 5.70 3

28 11.4 0,60 6.85 3
0,75 8,55 3
0.80 9,10 1
0.90 10,25 2

На фиг. 10 жирными линиями нанесены 
экспериментальные кривые ползучести бетона 
при кручении для различных относительных 
напряжений. Кривая ползучести образца, за­
груженного при относительном напряжении 
0,8, не приводится, так как ее деформации 
не измерялись ввиду недостаточности прибо­
ров для измерения деформаций. Поэтому 
указанный образец предназначался для иссле­
довании влияния длительного загружения на

Фиг. 9.

прочность и деформативность бетона при кручении. Как видно из 
фиг. 10, даже при длительности загружения 300 дней деформации- 
ползучести не стабилизировались.

Фиг. ю.

На фиг. 10 приведены экспериментальные кривые ползучести 
(сплошные линии) и кривые (пунктир), построенные на основании 
формулы (5)

•7„ = 100[1 - 0,5+в՜’'005'-)] —ю՜5- (5)
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Кривые, построенные на основании этой формулы, да юг незнач и тель­
ное отклонение от .ксиеримс-нтальных кривых ползучести. Формул» 
(5) может быть написана также в следующем виде

7„ = 8,77[1 -0,5(е'м''’+ е՜0’"03'’)]--10՜5. (6)

Таким образом, те предпосылки теории ползучести бетона, со­
гласно которым принята линейная зависимость между упругими де- 
формациями и напряжениями, л также между деформациями ползучести 
и напряжениями, справедливы и для случая кручения вплоть до отно­
сительного напряжения О.1.’. На основании фиг. 9 и 10 характеристика 
ползучести бетона (?Г|), т. е. отношение деформаций ползучести к 
соответствующим упруго-мгновенным деформациям при кручении для 
длительности за гр ужения 300 дней составляет 7.7. При предельных 
деформациях ползучести, г. е. когда ^ = оо. на основании формул 
(4) и (о) характеристика ползучести приобретает значение 8.77.

В данной работе параллельно с исследованием ползучести бе­
кона при кручении исследовалась также ползучесть при растяжении. 
Состав бетона был взят гот же, что и для опытов кручения. Отличалась 
лишь активность цемента, которая и этих опытах составляла -100 кг։см:.

В месячном возрасте прочность бетона на сжатие была 159 кг) см2, а 
на растяжение —8 кг/см2.

Образцы были загружены при относительных напряжениях 0.25 и 0,5, 
т. е. при напряжениях 2 и 1 кг/см?. Возраст бетона к моменту нагруже­
ния составлял 28 дней. Наблюдение за деформациями продолжалось 300 
дней. Одновременно на образцах-близнецах определялись объемные де­
формации бетона. Деформации ползучести были получены путем исклю­
чения из деформаций загруженных образцов объемных деформаций. Ре­
зультаты этих опытов приведены на фиг. 11, где жеиери ментальные дан­
ные описаны следующей зависимостью

«я = 50|1-0,5(е 0,056-be՜0,0066)] ' 10 \ (7)

Как видно из фиг. 11 и формулы (7), связь между напряжениями и де­
формациями ползучести при растяжении также выражается линейной за­
висимостью. В опытах 11. И. Васильева и И. Н. Катина [3, 10] такая за­
кономерность сохранялась до относительного напряжения 0.9. Сравнение 
ет'1зучести бетона при кручении и растяжении (фиг. 10 нН) ноказыва- 
300 "° НРИ о1ИОСИте-,ь։юм напряжении 0,25 и длительности загруження 
^г.т.,,щей ползучесть бетона при кручении на 65% больше, чем ползучесть 

на при растяжении.
ТС(/На фиг. 12 сплошными линиями представлены кривые ползучести бе- 

й при кручении Д4я напряжений 2.85 и 5.7 кг! см-. которые соответ-цтну- 
Ji относительным напряжениям 0.25 и 0,50. Одновременно на этом же 

Հ формулы (7), пунктиром вам- ч-ны кр •՝.՛■՛
чести бетона при растяжении для тех же значений напряжений.
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Сравнение кривых ползучести. приведенных на фиг. 12. показывает, 
что при одинаковых напряжениях ползучесть бетона при крученнц и ра­
стяжении практически можно считать одинаковой. Разница в данном слу- 
Яйе не превышает 17%. Эта незначительная разница могла бы и не полу-

ДиНАМи 1» MTVJJUMU

ФИГ. 11. Фиг. 12.

чмтьси. если бы и обоих случаях бионы были бы приготовлены на одном 
и том Же Цементе.

Таким образом. $и наших опытов вытекает важный вывод, что при 
одинаковых напряжениях и прочих равных условиях шипучее и» бетона 
при кручении и рис'гяжснни практически одинакова

§ 6. Влияние длительного кручения на прочность и 
деформативность бетона при кручении

Влияние длительного лагруження бетона на его прочность и дсфор- 
мативность мало исследовано. Причем существующие исследования в ос­
новном относятся к случаю сжатия ЦО, 12|. На основании этих исследо­
ваний, до определенных значении напряжений, ьтительное загружение 
бетона сжимающей нагрузкой обычно приводит к положительному эффек­
ту. заключающемуся в том, что 
бетон, твердеющий под наг рузкой, 
имеет большую прочность и модуль 
упругости.

Для исследования влиянии 
длительного кручения нп прочность 
и деформптивноечь бетона вег об­
разцы. длительно шгруженныс кру­
тящим моментом, после разгрузки 
были испытаны на кручение. Одно­
временно испытывались и образцы, 
которые нс НСННТЫППЛН л՝.ИГОЛЬ­
НОГО кручения. Возраст бетона к 
моменту испытания составлял 630 
приведены на фиг. 13. где каждая 
сгвует прочности одного образин.

1! 
Ъ

2 is 
в»

w Q

иг.щ»н J мим» 7 ддИПМне- ■“՛ «W’W»

Фиг. 13.

дней. Результаты этих опытов 
.ьспернментальная точки соотнетг 
На осноилннн фиг. 13 длительное

шрикснис бетона крутящим моментом, когда вы huiiihov этим отно­
сительное напряжение в бетоне на превышает 0,6 0.7. не влияет от- 
ришпгльно на его прочность при кр. ченин, При более высоких
3 iiiiMuciitji АН, <է.|աս փ«՝ идт. и» I.. .4 
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напряжениях длительное кручение приводит к некоторому 
прочности бетона на кручение. Так, например, при относительном 
напряжении 0,9 это понижение прочности составляет 20%.

Рассмотрим, как влияет интенсивность напряжения длительного кру­
чения на деформатнвность бетона при последующем испытании на кру­
чение (фиг. J4, 15 и 16).

ОТиДОЩНЫЕ ДЕфОИШЦМ։ IPH КРЯКНИ . 0тнОСТ«»։иыЕ JtfWMJUlW rWbi-и

Фиг. И.

Фиг. 15.

Фиг. 16.

Рассматривая фиг. 14,15 и 16, .можно отметить, что по всех случаях, до 
определенных напряжений, связь между напряжениями и деформациями
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кручения имеет линейный характер, а выше криволинейный. При этом 
чем больше относительное напряжение в процессе длительного круч-ния, 
тем больше то относительное напряжение, до которого сохраняется линей­
ная зависимость. Так. например, для тех образцов, которые были «сгру­
жены на длительное кручение при относительном напряжении 0.9, линей­
ная зависимость между напряжениями и деформациями кручения прак 
пиески сохраняется до момента разрушения бетона (фиг. 16), Это гово­
рит о том. что в этом случае разрушению образна не предшествует уве­
личение скорости деформаций, как это имеет место в тех образцах, кото­
рые были загружены на длительное кручен ie при меньших напряжениях.

На фиг. 17 приведены наиболее характерные кривые деформаций кру­
шения бетонных образцов, которые испытывали разное относи тельное на­
пряжение в процессе длительного кручения Одновременно приводится 
кривая и для тех образцов, которые нс испытывали длительного кручения.

Из фнг. 17 следует, что длительное кручение бетона, когда относи­
тельное напряжение не превышает 0,75. приводит к уменьшению дефор­
маций кручения, а в случае более высоких напряжений — к увеличению 
деформаций.

Огкимида։ дтйсРМАции пс-и. г.-.ч-иип

Фиг. 17.

Таким образом, влияние длительного кручения на прочность и д- фор- 
мативкость бетона при кручении выражается темя же закономерностями, - 
что и влияние длительного сжатия на прочность и дсформатквность бето­
на на сжатие.

В результате проведенных исследований могут быть сделаны ел- у.->- 
нц։е выводы:
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I. Прочность бетона на кручение составляет примерно 10% от проч­
ное։ и бетона на сжатие.

2. Прочность бетона на кручение больше, чем прочность бетона на 
осевое растяжение.

3. Длительность испытания оказывает сущее։ непное влияние на проч­
ность и деформации бетона при кручении. Чем больше длительность испы­
тания, тем меньше прочность и больше деформации.

4. В случае мгновенного загружения связь между напряжениями и 
деформациями бетона при кручении выражается линейной зависимостью.

5. Возраст бетона к моменту испытания оказывает существенное, 
влияние на закон деформаций бетона при кручении.

При обычных кратковременных испытаниях бетона на кручение- связь 
между деформациями и напряжениями до месячного возраста нос։։։ кри­
волинейный характер, после месячного возраста до определенных напря­
жении — линейный характер, а выше- криволинейный. При лом чем 
больше возраст бетона к моменту испытания, тем больше то относитель­
ное напряжение, до которого сохраняется начальная линейная зависи­
мость.

Связь между напряжениями и деформациями ползучести бетона 
при кручении носит линейный характер вплоть до относительного напоя 
женин 0.9.

7. При одинаковых напряжениях н прочих равных условиях ползу­
честь бетона при кручении и осевом растяжении практически равны.

8. Длительное загруженне бетона крутящим моментом в тех случа­
ях. когда относительное напряжение в процессе длительного загружения 
не превышает 0.6֊ 0,7, не влияет отрицательно на прочность бетона при 
кручении. В случае более высоких напряжений длительное кручение при­
води՛ некоторому понижению прочности бетона на кручение. Гак, на­
пример. при загружения бетона относительным напряжением 0.9 это по­
нижение прочности составляет 20%.

9. Длительное загружение бетона крутящим моментом качественно и 
количественно влияет на его деформации кручения. В том случае, когда 
относительное напряжение в бетоне в момент длительного загружения не 
превышает 0.75. последу юьчие деформации бетона при кратковременных 
испытаниях уменьшаются, а при более высоких напряжениях увеличи­
ваются При этом связь между напряжениями и деформациями круч -ннн 
до определенных напряжений носит линейный характер, а выше кри­
волинейный. И чем больше относительное напряжение в процессе дли­
тельного кручения, тем больше то напряжение, до которого сохраняется 
линейная зависимость. При относительном напряжении 0,90 слизь между 
напряжениям։։ и деформациями кручения практически сохраняется до ми- 
мента разрушения бетона.

Ипстнгу։ м.исмлтнкн л механики 
АН Армянской ССР Нос: уriii.T.i 19 VI 1962
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ՐհՏՈՆՒ ՍՈՂՔԸ ՈԼՈՐՄԱՆ ԴեՊՔՈհՍ՜ 

Ա Մ Փ (I Փ П I» II'

Հոդվածում րերված են րևաոնի ամրու իէքան Л զ ե ՛իՈրմ ա'"/»»/ հաակու- 
fJ րււննևրի վրա </«»»/ ունակի դործոնի ադզեզու/J ւա՚էւ ու ւսս մն ա и ի րու իք լոէննե րի 
արդ րէւնդւնե րր:

Պարզված Լ , որ լա րու մնե րի և աո աձդա - ակն իք ա ր[J ալին դ ե !իո ր։է ա րի ա՝ 
նհրխ ինյրզեո նպի լարու ւՈւերի ու ոոզդէի դեէի"ք"1“՚})իոէների հզած
կուպր ոլորման դեպքում (մինչև () ,1) հա րա ր!. ր ական / ա րո։ մնե րի մ ամանակ) 
արաահալավում Հ զծ ա/ին որեն րով:

Ցոլքզ Հ՛ արված նաև, որ միե՚հւււ /ն լարումների դեոլրո, ւ/ ապրի ոլոր՝ 
՛ման և ծզման ւլհ քի որմազիաներր հավասար են է 1;[ն1ւրւվ վերոհի • րո/իր, հեզի՝ 
նակր դանում Լ-, որ ոոդյւի ծրման դեֆորմազիան!,րր նպատակահարմար /, 
որոշել ոլորման վարձերի};:

В ե տոն ի հարատև ոլորւս մր որոշակի ա էլդ han՛ իք րւ էն կ դործոէմ նրա 
.եսւադու ամրուիքլան ե դեֆորմաւոիվ տսոկւււ իքրսնների վր՝"՝ ոլորման 
դևպՀւա մ։
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Т Т. Аракелни

Деформация неразрезных балок на оседающих 
во времени опорах

Условия прочности и жесткости неразрёзпых балок, часто приме­
няемых в речном и морском гидротехническом строительстве, целиком 
определяются нестабплизироваппым состоянием нодатлиного грунта 
основания |1|.

Иногда r основании опор шегтот недонасыщенные слабые 
илистые грунты небольшой (по сравнению с размерами сооружения! 
мощности со слабо выраженным явлением ползучести скелета грунта. 
Известно, что уплотнение гакогс» грунта при нагружении можно ха­
рактеризовать одномерной фильтрационной консолидацией |2]. При 
этом величину осадок (вертикальные перемещения) опор и весь рас­
чет неразрезных балок можно получить на основе общего соотноше­
ния Флорина—Арутюняна |3|.

Для упомянутого случая ниже привидится общее выражение для 
деформаций неразрезных балок. Определение последних необходимо 
для оценки величины и неравномерности осадок, а также для проек­
тирования компенсирующих устройств |4|.

1. Общее уравнение изогнутой оси балки. Рассматривается 
плоский изгиб призматической упругой неразрезиой балки, лежащей 
на опорах с уплотняющимися во времени основаниями.

Как известно, после составления и решения системы интеграль­
ных уравнений пяти моментов [1]. определяются все неизвестные 
опорные моменты в зависимости от некоторых характеристик, в том 
числе и от времени է. В число действующих сил основной системы 
//-го пролета (фиг. 1) входят еже известные опорные моменты । (/՛) 
и Ma(t).

Расположив координатные оси согласно фиг. 1, обозначим про­
гиб в точке л՜ оси балки, вызываемый действием внешних сил и оп­
ределяемый обычными методами строительной механики, через уг;(/<,,х). 
Прогибы тон же точки, обусловленные воздействиями опорных мо­
ментов, представятся в виде

уД.И,., (О, М = Հ|. (I.I)
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Л*| =

где £7—изгибная жесткость балки.

Фиг. I.

Для прогиба той же точки, возникающего вследствие осадки 
опор, согласно фиг. I получим выражение

ya.[8(n.x|=|«,(C-5„.>U)|-^ • (1.3)
hi

Исходя из (1.1). (1.2) и (1.3), суммарный прогиб точки х будет

У. (Հ х) - у„ (Հ, X) + /„ - А'): (/. - Л) +

+ ՜Տ^ր՜(/" ՜ ^-)х + |5л(0—?»-.Ա)|-^- + Ն-ւ(Ո. (1.4)

В этом общем уравнении изогнутой оси неразрезной балки все 
величины известны, кроме ол(^) и оп֊н/). Для определения последив՝; 
используется известное общее вы ряжение опорного момента для 
упомянутого случая основания опор [1|

£Гхзг],2... " *г
Здесь
(Հ и Հ. коэффициенты, зависящие от нагрузок и некоторых характе­

ристик данной неразрезной балки и основания опор.
btt безразмерный коэффициент, зависящий от xapai гористик балки 

и основания опор.
'■и— корни трансцендентного уравнения
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Ч /Հ,
гм- -п-’ ЙЛ---_- •

.7 - I < г.

На мощность податливого грунта основания /z-ой опори балки, 
с'г. коэффициент консолидации грхлга основания л-oii опоры.
Реакция л-ой опоры (фиг. I) 6;. дет

(Z) = /^u_ .иП4,(п-.и,,т _ _
А/ • । In

Все опорные моменты любой перазрезний балки выряжаются 
функциями времени типа (1.5). Поэтому, без ущерба общности ре­
шения поставленной задачи, можно полагать, что остальные опорные 
моменты, кроме Ч„ (/). равны Нулю. Тогда соотношение (1.6) запи­
шется в виде

«.W = 4֊(J-+ 1 )л1„(0. 
\ ЧТ 41 1 /

где
/^—реакция опоры п. вызванная п основной системе от задан­

ной внешней нагрузки, расположенной на пролетах Z„ и /,7- |_ 
Внеся сюда из (1.5) значение .17л(/). получаем

* ехр(—rwf) 
^-л+в у ил

где

(1.8)

Внеся (1.7) в общее выражение осадки грунтового основания 
Флорина—Арутюняна |3|. будем иметь

Яй Р 00
2 ехр[-^7я(/֊;)Г^4֊^ (1J)

где

Ал—средне-пр и веденный коэффициент фильтрации грунта осно­
вания и-ой опоры.

^«—площадь основания л-ой опоры.
'Հ-упруго-мгновенная осадка л-ой опоры неразрезной балки.
А •объе^шый вес фильтруемой воды.

Из (1.9) и (1.7) следует
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t
R д ь Г 00Ճ <՝хр 1-^7, (/-;)(Л

8ВА ! * к
д7~£г1 - - «Р1-г'=7»('-О|Л4-г;.

•/ и ։д... V֊ ։д...

В ко л я до 1 ։ ол । ։ н тел ьн ыс обозначения

v АЬМ,
Л'= МЛГ’ Л*=Д//Л (1.10)

и имея в виду значение псрпого интеграла
/

(expl-՚սՀ (է =)|<Г: = -~-
О

8 « ехр(-е=7„./)
Ժ г>-

будем иметь

М0 = Л։
8 * exp (— ■£»■ 7Д О
г- Т՜-

ехр(-r^-expl-.՛ . 
՜ ֊1- Հ Ժ: հ. (1.11)

ПодингсгральныЛ двойной ряд абсолютно и равномерно 
в интервале />: 0. Следовательно, допустимо почленное

СХОДИТСЯ

рование такого функционального ряда. Таким образом, получаем
интегрн

^(/) = A\ -■՛ ֊֊

V W-I.?.... »■- I ....

Հ-, * ехр(-г/) —ехр(-дагтяО
(1.12)

Учи I ..П’.ия. ЧТО

V <• ехР 
֊ - + +

1 Ջ expt-r/) “ [ 
■ ;'"-Պ ֊‘՜Դ

•I (5|
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tgi

получим

у V _____ _£ձճ“ ԼՀ).____________
...г..Тк...(bn ьп ՜հ 4) (ր« — *'՜՝7 J

В оо Հ^-

=--------х՛--------------------------- Ղ " • (1.13)
44 ւ a֊7k„ ^,а 4 °»1 г“

Ограничиваясь рассмотрением случая, koi та суммой оставшегося 
двойного ряда можно пренебречь но сравнению с другими слагаемы­
ми соотношения (1.13), получим

■ К т - Л; , _ 8. | ЦРЪДД 

՜՜ — г՛*<—1,3....

exp(-rU).
Ntr. - 

Հձ.... i^ + ь^

, Высокая степень сходимости рядов, аппроксимирующих величину 
осадка согласно соотношению (1.14), дает возможность в практиче­
ских расчетах ограничиться 2 3 членами этого разложения. Таким 
Образом, но (1.4) нетрудно определить прогиб осн балки н произволь- 
нон точке в любой момент времени, а, следовательно, проверни, уело- 

I вне жесткости в опасный момент эксплуатации, т. с. про։ позировать 
I эту опасность и устранить ее предварительно разработанными кон­

структивными мероприятиями |4).
Из соотношений (1.14) и (1.11) следует, что оя(/) получает 

максимальное значение при а минимальное значение при
է — 0, т, е.

ММ = л'։и;;= ^ի:֊(7լ. + .Հ1_).ձ^| + ?օ. (1Л5)
(1.10)

Нахождение максимальною прогиба но пролету Հ согласно со- 
огиошенпю (1.4) сводится к определению максимума функции двух 

I. независимых переменных л* и /. При этом может случиться, что

vjoa.xj.

Имея в виду фиг. 1, поперечные силы и изгибающие моменты в 
сечениях пролета /л определи ген формулами
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Q('. Ч, <քէ)(Վփ ЛМ/) Л և ։(0 
1п

м (t, х)я = /и0(л')ч+ {/ц v) ! *ЛМ') ։ 
< о

где
Qo(a*)„ н Л/0(л-)я величины поперечной силы и изгибающего момен­

та в сечении //-го пролета основной системы.
2. Пример. Рассмотрим ,ikj хпролетную неразрезную балку, сред 

вяя опори которой расположена на водой асьпце ином илистом групп 
а крайние опоры на несжимаемом скальном основании (фиг. 2

Фиг. 2.

Пусть в некоторый момент времени к балке была приложена равно 
мерно распределенная нагрузка с интенсивностью </.

Расчетные данные иеразрезпой балки и физнко-механическК 
показатели грунта основания средней опоры следующие: расчетам 
пролеты /։«/. = /- 3-10‘ см, площадь основания средней опор: 
/•‘=49.10։ сзг. кзгибная жест кость балки ձ7^9.1013 кг.см-. интенсив 

ность внешней нагрузки д=131- — » объемный вес фильтруемо

. ք^շ
воды ձ֊-I.IO -4. коэффициент фильтрации грунта основана С «If

- с։х
« = 2,2.10 ՛ ֊тут֊, средний коэфф։шиеп1 пористост։! грунта основан։։

Լ СК
s = 1.368. мощное։։, слоя податливого грунта основания А/=4.10*4* 

коэффициент уплотнения грунта основания а0 = 0.206 . Коэффи­

циент консолидации грунта основания будет

— =0,253.10 ; —
Да0 сек

Заметив, что для исследуемой неразрезной балки крайние опо| 
ные моменты равны нулю

и обозначив

•И, (О = 0

-Ч </) =о

-4(0 -И(/),

(2.1>
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интегральное уравнение пяти моментов представим в виде интеграль­
ного уравнения Вольчерра |1]

jW(/) = ?l + :J у _

է
I ֊? pW(O(«։[O, (<-ч)]-«։[О,4(/-5)1К (2.2)

о
?где

о 36EJk . ql* . ZEJkHR" / - v ,о Q.
■'՜&HFF ’ 11 8 ’ ?֊~ ScFP ' (՜'3’ 

•ւ MQ* Ui и 4 (/ — ;)[ являются Тста-фуякциями Якоби.
Решением уравнения (2.2) будет (1|

՝нп= ду-Ау V (Հ \
м-1.2,... '

где
. ճԼ!Լ - №՜ձ'/* /.֊ _ /7

8с 2ձէ774 ՚ ր,'~ ս-' ’ 4 շ է с

(2-4)

1,2.5)

корни трансцендентного уравнения

(£>. = --֊• (2.6)

Из (2.61 следует
Мд cos--.. = ■ (2.7)

Внеся (2.7) в (2.4). найдем окончательное выражение опорного мо- 
мента

*<')=2hH: -2^-^֊) Ճ՛ <2՝8)

которое, как и следовало ожидать, полностью совпадает с (1.5).
Корни известного трансцендентного уравнения (2.6) табулиро­

ваны в (6Լ аппроксимированы аналитическими соотношениями в |3| 
I՛ [1| п легко могу г определяться графически.
Зная.-что [3|

лк = (2;/ - 4֊:\..
■*

для определения цн необходимо установить абсциссы точек переее 

чення прямой Y=—~ с тангенсоидой K = tgX.
о
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11ри этом целесообразно построить только нижнюю половину 
второй ветви тангенсоиды, от <х до пересечения с осью Հ Прямую 

же г-=—у следует строи и. отрезками между прямыми /■ = 0 и 

X — ъ. как это показано на фиг. 3.
Согласно (1.4), (1.14). фиг. 2 и в силу того, что для исследуе­

мой неразрезной балки

Vi (О = պ (О = о, гя (/) = \ (/) = г (/).

V U.A -О Հ \ ' ( I -'.У |

Уя(Ах)=у2(и) = у(/,х),

уравнение изогнутой осн первого пролета представится в виде

У(Сх)
9. г9 г3 л* 

62:7
31 -I-

■У: ехр( rj} 8 ехр(— v^t)
-■ Հյ

I

I

1 • ь

«էև

г Հ7՜ 
ехр(- r«O-.tg ֊շ р -2- 

(ծ4֊/^ ' >i)|/ ru (2.9)

где

Л', А’//
ДсГ

о о  ~ (-՝о ~1~ гг)
/(1+ծ)

.. 32Л
Л՜-՜ ձ/VFZ (2.Ю)
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Я0֊ реакция средней опоры r основной системе

В рассматриваемом примере упруго-мгновенная осадка средней 
опоры о° под воздействием собственною веса балки и массивной опо­
ры уже в основном имела место до приложения нагрузки </. В силу 
этого, эта величина не участвует н выражении (2.9).

Прогиб балки в середине пролета согласно (2.9) будет равен

НГ 2 / 384Ճ./ 16£/(1 -֊ ծ) ՜՜2
8 v ЕШттМ)

2 «mJ '"I*'

W V exP I ___  -A՜./.՛./ z , G, |
......... У: g2l ‘. J

(2.11)
При f = 0 и /-•-ос на основе (1.11) из (2.11) находим

V /о — \ ___4- . (° P)
' V’ 2 ) 3MF.J ' \Cyf-J

v /ос _LA - _2ճԼ_ .i. _L_ . JdA ԼՃ /о го 
3( '2J 384/TJ ՛ 16Z7 14֊Z> 2 ' (~‘3)

Исходя из вышеприведенных числовых данных. получаем

/?°=3,93.1O:'kv, ծ= 1.06.

®յ = — 14,75.10T кс. см, 7 - 0.253.IO՜--֊.' ’ сек
•

б» = 84,00.107 кг. см.
•

а° = 3970 сек ,

\ = 2,049, а.. ֊ 4.924, \՛ ^о, ֊Լ^ = 0,614 см,

а3 = 8.051. >4 = 11.091. yf^c, 7f ) ~ 9.520 см.

По этим данным легко установить абсолютную погрешность не 
личины прогиба или сумму двойного ряда, исключенного из выра 
Ж‘ння (1-12). Обозначив 

s(0=^- V
В1 «Лл_^-ГД..

ехр(— г՛2?/) (2.14)

при 0=1 <7яю = 86|ОО сек. и А — 7 дням G048CO сек. для прогиба 
(ск) в середине пролета получим

у / \ = б,66 4-5 (ZJ = 6,66 1- 0,80.1 (Г4.

՜ 7,964 S(E] 7,96 7 0.24.10՜ Հ
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Эти результаты показывают, что в рассмотренном случае сумм 
ряда (2.14) в значении прогиба не играет заметной роли* поэтом 
игнорирован!! ею в общем выражении осадки опор Ա.12).с целы 
упрощения расчетов допустимо.

Пользуясь формулой (2.11). вычисляется изменение у ( է, -у 

для различных моментов времени.

Изменение v / /. \ во нремс։п1

/ 0 I аень ՜ oneii 3 .меощч 1 .՚օժ 03

У |
• / \2 )

1.00 10.86 12.93 15.43 15,50 15.52
/ / \
«■֊ր)

•

11з таблицы видно, что прогиб у( t. i?-j резко возрастает иг на­

чального значения у(0. % асимпго.ич-.ски приближаясь к пре­

дельном}՛ значению у^ос, —

11рпведенный метод расчета деформации неразрезных балок на 
оседающих во времени опорах легко применит!, к любому частному 
случаю.

Институт математики и механики
ЛИ Лр.м миской CGP Поступили 22 V1I9G2 I

քժ». Տ. (Кп.шГЬцшП

ԺԱՄԱՆԱԿ!- ԸՆԹԱՑՔՈՒՄ ՆՍՏՈՂ ZbWPUVbbPRl ԱՆԽՋհԼՒ 
ձեԾՍԼՆՆՒՐՒ ԴեՖՈՐՍ՚ՍՑՒԱՆ

II. 1.Г Փ fl Փ n Ի Ս'

'I'liuiui լին ե •) ով ափն րո հիդրոտեխնիկական կա/աւ րյներա մ •>դտադոլւծւիո 
անիէդելի հեծանների ՝~,ենտրանների հիմնատակը հաճախ կաղմոէմ են ջրէի 
հտդեըո՚ծ . որիդմւոլին իէա-քլ դրոէ՝1ւանե՚ր1

Արոդիոի դրունւոների վրա, երր կաոու րյի ճնշումր տարածվում է '//։- 
րունտի շերտի հաոաոէ <! լան համ եմ աաո,ի} լամ բ մեծ չափեր ոճւեյյոդ մա- 
կերեսներով, iuujtn հիմնատակի նոավածրներր որոշվում են դծային {իիրոիսէ- 
էյիոն կոնոո լի // արի "• է"վ•'
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6^աժ դք»պքի համար արաւէւծվսս1' են առաձգական պրիէք մատիկ տնխղե- 
//’ ՝\եծէ'էնի г/և ՛ի itրմացիէսների քէյէդհանոպ։ հավաчարումներր՝ կախված ինչպես 
<եւո1 անակիցյ տխպես Լ-յ ւսնի/դեչի հեծանի nt նրա հենարանների հիմնատսւ- 
կ^1'ի էքրքսնտի ֆիղիկտ-մեխանիկական հաականիշների։/:
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АЭРОГИДРОМЕХА IIИ КА

Л. Г. Багдоев

Взаимодействия возмущений с ударным фронтом 
в задаче проникания давления в жидкость

В настоящей работе рассматривается задача распространения ав­
томодельного давления, движущегося с постоянной сверхзвуковой 
скоростью по поверхности сжимаемой жидкости, в глубь нес. Рас­
смотрим плоскую задачу. Выберем ось Ох в плоскости поверхности 
незозм у щепной жидкости, ось Оу направим в глубь жидкости. Урав­
нения движения жидкости запишутся

ди . ди ди 1 др• - ֊}֊11 4֊ zr ֊ - =------------ .
dt дх ду р дх

ди ди , ди 1 дР— -|- и----- } V — =------------ 1
dt дх ду р ду

где է время, и, и составляющие скоростей по осям Ох и Оу, 
Р—давление, р —плотность, а —скорость звука в жидкости.

Граничное условие на поверхности зададим в виде

р (х. О, է) = (2)

где Pj, VQ — постоянные, •; малая величина.
Будем предполагать скорость V'o сверхзвуковой. Тогда картина 

возмущенного движения дается 
фиг. 1.

В области АВС, фиг. 1, 
течение будет мало отличаться 
от постоянного течения, соог- 
вегстюющего давлению 1Հ. 
Постоянные параметры этого 
течения w։. vt, р։. легко 
найти из ударных соотноше-
ЯИЙ. Решение задачи будем искать методом возмущений, как и в [1].
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Ищем решение в указанной области в виде
п = //хч-^2, г» = г»! 7^,. Р - Рх 4- յ/Հ, Р = Р14-~?3-

Уравнения (I) в системе координат х։-֊֊«/4-х. ух = - vxt փ у. 
связанной с движущейся жидкость#, линеаризуются

ди2 __ I dj\
Շէ р։ дхх

ծ-մճ 1 дР..
dt ог <iy։

• ди., dv
.мд-։ ' dy.

В силу

։ ~ է ’ Т|

автомодельности все параметры зависят от переменных 

у- В переменных т, уравнения движения примут вид 

. ди. ди2 1 дР.Հ - — ■ — /. — ՜ ч
Ժհ дц рх dt

_ - _ т __ ____ 1 дРъ
д\ ՚ рх ժրէ

_Е^ _ , Ջ++= 0.
Ժ; д Г| 1 X. д\ dT| /

Для дальнейшего введем систему координат с осями О;։, перпенди­
кулярной. и Ofy. параллельной ударной волне:

5 = ղ sill սյ — Т)։со$а1։

COS Xj Խ

Sin <ղ ).

Պ ~ Լ cosat -r Պ։ sinax, 

Կ ֊ ; Sin at -f- ij COS ax, 

t։i = — ; COS 4՜ Պ Sin i։.
Здесь at — острый угол невозмущепной ударной волны с осью Ох.

В новых переменных система (3) примет вид

ր ди., 1 (дРй дРа
— Ն ~ ֊ Պ։ т л =------ л- sin a։ - —“

«Գ ОТ^ рх \ дц Ժրէ1

„ dv. dv* 1 /дР* дР.
-«:֊ ֊ 4 -------֊cos^-F “֊

Օղ Ժ7է1 px \ Ժղ <7tqx

Ւ дР. дРп , .(ди* . диг
֊^֊ — Պ։ ֊ ֊I֊ Pi^֊ : ֊ տա ax — . COS a։

Ժղ Ժւյյ \

, dv„ . dvn . \
4֊ ՜ COS «։ 4----- -  տտ ax) = 0.

д-х ժրս /
С помощью первых двух уравнений можно исключить производные 
ди. dv2... ֊, -JL в перпендикулярном к ударной волне направлении и запн- 

Ժղ
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дР. дРя ди.. dv3сан» связь -• ֊ и производных • — вдоль ударной волны
«1 ժ?(1 ժր)։ diji

t дР2 dP.. ai дРл շՀլՏ1ո«։ ~ ;։ cos я, ди.
~ն ~ •*։ ՜ ՜ր լ—հ;----- ---------------- :-----

ՕՀւ ն Ղ ОТц

?! sin — Гц cos я, ov.

Если ввести еще составляющие скоростей вдоль ударной волны 
(7=Ц4--<6'о и перпендикулярно к ней lz - Их + тК. причем

и.. = U., si 11 а:, — 1Հ. cos ip
՛Ծ- = ձձ COS 2յ 4՜ V* SI” 7յ.

уравнения движения можно записать для Р. Ս2, 1հ в виде

. дР? дР՝2 . а\ ՑՐշ та ծԼԼ иУ„ ո
— Տյ —- — т„ —֊ ч----- — «. — —- -г а, —՛ — 0.

Ժկ Ժր(1 կ dzx :x ex,. ' drtl
(5)

L ՛ Pгде Р; = — имеет размерность скорости. 
Р1«1

Пусть
0 = 0x4-скорость ударной волны,

?Х = МЛ14-Т«։’Игн) уравнение ударной волны, 

= 2?» ~ («X SlHOx 4-^1 COS *х) .
«1

Уравнения сохранения массы, импульса и уравнение ударной адиа­
баты запишутся в виде

Ро£) o(D-| ս֊ ՜-flF), 

Р — p0DV и2 4՜ .

причем третье уравнение для жидкости с политропическим уравне­
нием Р=?(р՞ —р£) |2| .может быть записано в виде

О'»֊1

и скорость ударной волны

D = D{ -4 ճյք (փ - тцф').

Линеаризация условий на ударной волне дает

(?о — Рх) «X (■? — '?Ч) = —пԳ + Р« — Կ>’
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Դ ՜ Pn^i (!? ’? Հւ) H՜ Po^i^-4*

Л = Йр,)р3.
Условие непрерывности касательной составляющей скорости имеет вид

vx = о, v2 = —

Исключая из полученной системы р2, найдем

и,.=л/հ
dVn . д/Հ

T.i ֊

(6)

где

_Լ_£լ,4. 
₽1Պ^1 Ъ

з0 - - d[U^v

Из условия / (Р1)>^ь ЛЕ, < 1 легко видеть, что Л'2>0.
Подставляя (6) в уравнение (5), получим соотношение для Р2 

вдоль ударного фронта

--- Լ ---------- х----------------*•-----------֊. CJ\ 
д՝‘ -^-агМ. ат’>

Как известно, ураш-епия (■': ) можно свести к волновому уравнению [3]:

Ժ^ՀՀ _Ժ7Հ J Ժ5Ր.հ 
ՕՀ-՜ "՜ Հ\*;2 а֊՜^

где х; = Հէ, у; = րոէ.

Введем теперь вместо xj. г координаты х, է так, чтобы уравне­

нием ударной волны было х = 0. Для этого используем преобразова 
ние Лоренца, оставляющее инвариантным волновое уравнение;

/Т Mi' aJl-Ali
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с 7 * - -v«Если ввести теперь : = »։ — — •
7 ' 7

то. к ;к известно, волновое

ине J4|:
имение в области гиперболичности к переменных Հ имеет реше-

А (0}). (8)
»ичем

Зл мстим, что условие

՜մ + րհ > «;
[счет зл собой

? -Ь v - Հ > 0.

На фронте ударной волны

Պ T.i
юльзуя равенства

Г —.И.а, . т։։а։1 1— .И?
М։;։ о, -3U,

ювие на ударной волне (7) запишем в виде

Ь . ?Рг Гл ,-----------д^
д՜-. «Հ а,Т1' Л!;

М. ‘ • 1

1Ь последнего соотношения и ил (8) найдем связь / и Л:I
dh dh ’

(9)

где

Яй) =

. д 1 a* U'K^ 
Պ+^օ֊ք֊Պ—J,.;

<>--л —ճ;^տր-4 ’ ° & ’ i - .wl
юль поверхности жидкости имеем из (2) и (4)

7(Հ| • /'(քյ;՛ =------—!l:>^-------— л էն sin »է -G։cosa։-i u}).
Pia: h(2i
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Дифференцируя условие вдоль поверхности, получим

dfdfi\ , մքժՕշ ___ 1 dfx (gt sin -ят -g, cos a, + //x)
մՕյ dz։ d% d't oxax ԺԼ

где

. „՛ Vi-M («,-вд ± b֊W։-«?Kg+^-4U.-VJ2 —------------------------------------------ ---------------- —.  ------- i
(5, - ЛЦ)» + ч» (1 - Л»?) I

► *-4ctga։ ֊
sin a.

Комбинируя с условием (9), получим

ՃՃ dfJL + (քՀ) ՃԼ =_____Լ - .հ cos at + z/t) (10)
dOj^x ՚ * ՜ dlj dbs ?1а1 dzx

В точке /А (фиг. 1) ударной волны կ==.'Սշ«։.
Легко найти

Պ etg«х (1 — .И;) ф/;И2 etg ax«i Ч- —— ) .Иа
/ մՕ։,շ \______________________ \____________ sin ax /
՝• '<> ал ( M2at etg ax \V1 - M?

\ sinax/

/■>•»/ 4՛ 1 “
• Mia\ 4 (/W2a։c։ggx 4-------— —d-
_____ \________ _ Sina, I
at ( M2ax etga, -|-----— ) l ' 1 — /Sf

\ sin ax /

(И)

В силу определения 01>2 выполняется тождественное соотношение |4j

— <։ւ.։Հ?|/ ֊J-Վտ 5 + 1=0. (117

Из уравнения (1Г) легко найти связь ;։ с 0Լշ на границе.
Дифференцируя, найдем

— 11- Mi ( ALaxctgax 4------։-փ (,Աշ- 1) 0Ա а\
___________\ ՜_____ ____sina, /____________  ____ _

V ____________ J

(• ---------- -- ՛ “i---- — ' X’* i
Կ.2 Ctg ax a։ К 1 — + ax -| — ՀՀ, _)

I Պ " /

Л7,——a, 1'1 -M? 4-«?c(ga։ I 1 - .41է>
sin aj

_՜______ Հ- .------- ---- .5՜ ՜
0;.2Ctgax«x I 1 - 7 Պ I / ;2 — - M2)
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Введем в (10) параметр 

* ֊ 
л __ _________Л-

Заметим что при малых давлениях 0 - 0 и. следовательно, а — 0.
Нетрудно показать, что и для конечных давлений а< 1. Тогда.

тачая

1 (Հ sin а, — та cos д, 4- /Հ) 1
feOj ժ;3 4?.|

=А(М.

найдем из (10)
օծ

ЛМ = 2>-ЯА(А),
>՛

где >.(ty) и Л(0։) определены выше, причем, как легко убедиться, 
полученное выражение удовлетворяет (10). В силу а < 1 полученный 
рил сходится. Приведенное решение для установившегося случая най­
дено в [I|.

Итак, мы нашли решение (10) в виде

/(М =
(12)

1 Գ

причем Ра найдется из (8).
Очевидно С։ -| С, — 0.
На ударной волне (12) упростится в силу

Заметим, что та=0 соответствует точке пересечения прямой, прохо­

дящей под углом " к осн Ох через точку О, и невозмушенной 

ударной волны. Поэтому особенность в выражении Gh2 появляется 
лишь вблизи границы области эллиптичности, и расчет течения в ги­
перболической области не сложен. Решение (12) представляет ряд 
возмещений, отраженных от ударной волны и свободной поверхности.
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Для воды 6.-100 ?Հ = 3043-• « = 7, а,= 1510 —ւ
\ .к4 саг сек /

заданного граничного давления

Р, = 6390 /,(:) = Р, —°՜Տ՜-“լ . Ц, =
см2 at

из условий на ударной волне нетрудно найти:

М» = 0,829. Ло = 0,806. /г.. = 0,56- 1СГ8, |//Հ -| = 383 —.
сек

Dx =■. 1660 — . Pl = 130 •
сек м*

По формулам (9) и (12) можно рассчитать коэффициент отраже 
ния от ударной волны ձ и значения функций /(*\) и /’(%) с точно 
стью до двух членов. Результаты расчета приведены в таблице, при 
чем последняя строка соответствует точке Л (фиг. 1) и получена пс 
формуле (II).

.֊V
ճյ 4։«. <>Л։ * А 4 А 

ai
4/՜’°ւ’

Հ pw 
ai

1 0.415 -0.998 -0,443 0.182 - 0.017 1.154 1.54 0,43
2 0.553 -0,870 -0,368 0,165 0.014 0.311 0.307 0,095
3 0,622 —0,719 —0,344 0.154 -0,014 0,259 0.259 0,069
4 0,663 —0,650 -0,390 0.151 -0.0135 0,255 օ.2՜.1 0.062
tj 0.691 ֊0,591 -0.327 0.146 -0,0125 0,254 0,250 0.057
6 0,829 -0,299 —0,299 0,143 -0.012 0,245 0.242 0.051

и *7՝

В точках 1, 2 и I рассчитаны значения 

0.075; ֊ 0.063; ֊ 0,049. При ; =

/: 0,26; 

получим

-0.14; —0.08 г

для давления

Р=/>:֊֊ 7/4^:5087.08; 5611.205; 5857,852.
По этим значениям определим давление на ударной волне, точки 

которой, соответствующие 1, 2 и 4, имеют согласно формуле (11՜) 

координаты -4- =0,9; 0.97: 1.08. В линейном случае AL = 1, Ло = 1, 
ал

հ — О. к — 0, Л=0. Решение (12) дается первым членом

/(°з) =----- —/iCxSin^ T։1cosa։ + «։h

соответствующим характеристикам 0, -const —С

Сг‘! + }//-4 -с’Т-1 = о.
Эти характеристики в переменных X, у, / являются характеристиками 
второго семейства
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Հ|/^-ՇՅ+7յտ1"։- + Հ| ս;՜^{Խ։։՜
/ = 0.

։о1ш։ми решение в линейном-случае.
Заметим, что вблизи точки Л, фиг. 1. решение может быть най- 

ачНО вплоть до второго члена разложения но степеням կ — M2av 
Пусть /(6) ай Ф «; (О - %), (=։) = ծ0 М,ах) ф /?։ (Հ — М2а։)*.

’огдз имеем для определения aQ и aj уравнение

ր <) (՝i ;^շՊւ)U j — Հ, •- ---------  —— •
ճյ Sin Աղ sin՜՛ ft։

Кроме того, необходимо отметить, что граничное условие (2) может 
быть поставлено нс на невозмущенной поверхности, а на прямой, со- 
Шетсгвующей огибающей возмущении, движущихся со скоростью 
!&?+#? *

У =
.. ------ 1

(«I + ^։)

IV֊-у 
IZ?

1кладки для этого случая проводятся подобно проведенным нами 
выше.

Институт математики и механики
■АН Армянской ССР Поступила 12 V 1962
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ԳՐԳՌՄԱՆ ՓՈխԱՋԴևՑՈհՌՅՈհՆԸ 2ԱՐՎ.ԱԾԱՅհՆ ՃԱԿԱՏԻ ZbS՝ 
ZblOl^h 1ՌՋ ՃՆՇՄԱՆ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴՐՈՒՄ

Ա (Г Փ II Փ П Ի Ս' — ր

1Լչխէււէււ/էւ թրքւն մհհ դյէաա յէկվա էք Լ հհւրււկի մակերե m ][Jով
'>»4iiniiiiti/n'li и: [է41է]1!ւվմ у։"!՝ ր շուրժվո ւյ ու վւո ո if ո դ!> լա վւհ ճնշման աարսւ- 
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ծոէմր հեղուկի իէՈրքր: ճնշման համար ձևակերպվում Լ եզրային իւնղիր, որի 
յուձոէմր արվում Լ շարքերով: Աաաղվաձ արդյունքն լւնդԿանրացնում Լ |1| 
աչիւաւոու ի/ յան մ/։գ կիրաովաձ մեքմոդրտ
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АЭРОГИДРОМЕХАНИК\

А. М Мхитарян

К вопросу о бризовой циркуляции

Введение

Проблема изучения ветрового режима водоемов имеет важное 
теоретическое и прикладное значение. Важность этой проблемы про­
истекает не только нз необходимости учитывать локальные метеороло­
гические процессы в прогнозе погоды, выдвинутой И. А. Кибелем [6}. 
Изучение местных ветров связано с решением и других прикладных 
задач, как, например, задачи об определении испарения с поверхно­
сти водоемов и озер |9, 10] и т. д.

R настоящее время, когда на повестку дня ставится проблема 
сокращения испарения с поверхности озер и водохранилищ, особенно 
в южных засушливых районах нашей страны, путем применения 
специальных мономолекулярных пленок, вопрос о ветровом режиме 
приобретает новое важное значение. Это особенно сложный вопрос 
ДЛЯ горных • водоемов. Многие стороны жизни и эффективности дей­
ствия пленки зависят от ветрового и волнового режимов, то есть как 
от общего ветрового фона, определяемого общециркуляционными фак­
торами. так и в еще большей степени, от локальных ветров-бризов, 
горно-долинной циркуляции, фенов в т. д.

В этой работе будет рассмотрена лишь бризопая циркуляция, 
возникающая, как известно, вследствие, температурной неоднородно­
сти подстилающей поверхности и имеющая суточный ход.

Бризы известны давно, им посвящено большое количество работ. 
Укажем лишь на работы А. II. Воейкова [2], .1. Н. Гутмана |3—5] и 
др. (1, 8, 11 -17]. В работе |7| предложен метод решения задачи о 
локальном ветре. В работах (3 — 5] Л. Н. Гутману удалось провести 
решение задачи до конца, благодаря удачной формулировке краевого 
условия на поверхности земли для температуры.

Предполагая отсутствие других местных ветров и общего дви­
жения атмосферы, попытаемся построить модель бризовой циркуля­
ции в рамках линейной теории.

§ 1. Основные уравнения

Обратимся к общим уравнениям гидротермодинамики (грн ура в-
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нения движения, уравнения неразрывности, состояния, притока теп. 
и влажности). Они имеют следующий вид:

du 1 др , d / , du \— ֊1------ ( ku ) 4- АиД« 4- Iv.
dt P dx dz \ dzj

du 1 dp о / , dv\ , ,՛ .
----T՜ -t- “Г ( k!t ) ՝-— lu.

.dt ? dy dz \. dz)

dw 1 dp d /, d n՛ \
dt

------- ֊. - -1— 
P dz dz

( Un I “1 A’/.'A'JC —
\ dz )

— — 4- div V՜ = О, 
Р dt

dT д / <)Т\ • .^ = օ7(/;Դ7.)^րձ/+/-

at dz \ 0г J

р =

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1-5)

(1.6)

(1-7)

Обозначения следующие: начало координатной системы распо­
ложено на урезе воды, 2—вертикально вверх, л* — по нормали к 
берегу, у — ко касательной; t — время; «, v, w— составляющие ско­
рости;/?, о. <7. 7֊ соответственно давление, плотность, влажность н| 
темпера гура воздуха: R- газовая постоянная; g — ускорение силы 
тяжести: ku. ku, kT, kr, k# и 1ւհ— коэффициенты турбулентного пере­
мешивания для количества движения, тепла и влаги по. горизонтали 
и вертикали, соответственно; 7 = 2ш sin — параметр Кориолиса, при­
чем ш —угловая скорость вращения земли вокруг своей оси, о—ши­
рота местности; /j —приток тепла; /2— приток влаги; Д —плоский 
оператор Лапласа.

11О.ЮЖИМ

п « Р(з) 4֊р'(*. у. z. О.

7 — 7(շ) փ а (л-, у. 2, է).

(> = Т1 (') 4֊'/(Д', у, г, t).

7 = Q(-’) 1-ՀԱ-. У, г, Z). (1.3)

Здесь Р, Г, Tj и Q —стандартные величины, соответствующие поко­
ящейся атмосфере. Тогда основная система (1.1)-(1.6) для бризовых 
отклонений, после использования (1.7), приме г вид (штрихи для про­
стоты записи отбрасываем):

ժ/z , du , ди , ди т^^др . д /. ди\ , • , . .. й. ֊֊4-//-֊ 4 V— 4--’-- = ֊/?/֊ 4֊—(Հ; , )4^ձ«4-/՞Հ (1.9) 
dt дх dy dz Ox dz \ dz /

dv dv dv , dv r^^dp , d /. dv\ , A . IA.
— и —'rv----- H՛ — = R7 ֊I------ [Ku- )-?• —/«. (1.10)

dt dx dy dz dv dz \ dz /
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ք+„ +v +да =_ RTo?.+ճ 
dx dy dz dz dz

dw 
ku ֊֊ 

\ dz
^-yk,Aw—>J»,(1.11)

(1!L • f , v 
ծ x Oy

dw
----  = CW, 
dz

(1.12)

db . Ժ» , c/-:i
-֊4- -i- -I- k֊ - - -
dt d x ay dz

d
֊ = T- 1

dz
' t db \ 
кт —

az /
4-йгД», (1.13)

dq oq dq , dq
ti փ г ‘ — к- z- -

0t Ox dy dz
0

- = T-
dz

(k
V’ oz / + հճց. (1.14)

է Здесь: ~ А; Х= А; թ = - 7 При д<q„, յ> = - 7 при д =

?։=Հ՜—причем ?Л—влажность насыщения, у. и тЛ — верти­

кальные градиенты температуры в покоящейся, сухоадиабатической 
н здйкнрадиабатической атмосфере, соответственно. Кроме того

=АГ֊7^ 
dz RT

Если теперь в первом приближении отбрасывать члены с горизонталь- 
I ным перемешиванием, полагать бризы как малые отклонения от об­

щего движения, вызванные локальной неоднородностью подстилаю­
щей поверхности и линеаризовать уравнения, получим основную 

I систему уравнений нашей задачи в следующем виде:
И °!L _~RTri՞ +.д (к^\ + 1>, (1.,5)

dt dx dz \ dz)
И > + (1.16)

dt dy dz \ dz /

O=.-/?r֊'- (1.17)
az

du dv , dw _ 

их о у dz

-ճ/vn.
dt az \ dz /

_ ± (k <?? 
dt az \ dz

(1-18)

(1Л9)

(1.20)

1 Здесь и далее принято Л„ — кг = kg. В этой системе не составляет 

труда сохранить правую часть уравнения (1.12), но более сущест­
венно сохранить последние члены левых частей уравнений (1.13) и, 
(1.14), Для простоты .мы воспользуемся системой из шести уравнений 
(1.15) (1.20) для шести неизвестных функций: и, v, w, р, » и д.

Сформулируем краевые условия.
1. При z = z0 и = v - «՛ = 0, » - % (х, у. t), q = </0 (х, у, է).
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2. При сю ц = V — р = «) = </ == 0. (1.21)1
Здесь ?0— параметр шероховатости.

Функцию 0о можно бра.ь из наблюдений или же определить ю 
условия баланса на уровне zQ. Что касается функции </0, то на вод* 
ной поверхности это будет максимальная влажность, соответствую­
щая температуре %, л на поверхности суши ее можно также брать 
из наблюдений, либо пренебречь изменением влажности за счет ис-1 
парения с поверхности суши и уравнение (1.20) рассматривать лишь 
для водной поверхности (х>0).

§ 2. Решение системы основных уравнений

Наметим следующую схему решения.
Начальных условий ставить не будем, так как ищется периоди­

ческое решение. Граничные же условия имеют вид (1.21). Сначала из I 
уравнений (1.19) и (1.20) определяются 0 и q. Далее, вставляя 0 в 
(1.17), легко найти р, а подставляя последнее в (1.15) и (1.16), можно 
определить скорости и и г՛, тогда из (1.18) определится -к?.

Прежде чем приступить к решению предположим, что известные I 
функции 1)0 и </0 представлены в виде рядов Фурье

=■:
’•о(х, у, Z) = У [7«(.v. y)cosW-|- Тп(х. y)sln«u*/|, (2.1)

л —1 
ос

<7о (А’« У. О =- V Ь?л (-V. у) COS л.»/ - Հ (д*. у) sin л<»/|, (2.2)
п =1

причем суточный ход каждой из величин Ио и <70 известен либо из 
наблюдений, либо из условия баланса. Положим также /г—cons Г 
Ниже мы покажем, как решается задача при k = k(z).

Итак, паша система примет вид:

+ ֊>• (28)

dt dz~'

dz

(2.4)

(2.5)

+ փ Խ.
at dx dz2

(2.Q

°V
at ay ք)շ-

(2.7)



К «опросу о брнзовой циркуляции 65

Граничные условия имеют вид (1.21). причем мы примем г0 = (), 
.։ % и <70 — по (2.1) и (2.2). Ищем решение уравнения (2.3) в виде

сс
Ь(Х. у. Л г) -֊ vt- ' |ii„ (-V. у) COS (//<•»/ =„?)֊[ 1)я(х, у) sin (rtW .;յփ

и—Ч
Легко заметигв. что условие на бесконечности удовлетворено. Усло­

вие па поверхности земли г^О дает согласно (2.1) ։»,, 7’„ и ։»д=_Тя,
а подстановка решения в уравнение (2.4) лает

'С учетом лого решение уравнения (2.3) примет вил:

11 Ve " [Հ, cos (nwt — злг) -r Tn $in(//u>/— 5rtz)J. (2.10) 
.4 -i

Точно гзкжс можно написать решение уравнения (2.4). Оно имеет 
вид 

гс
<7 = У [</.?cos (//о՛/— 5л2) qn Sin {n^t — =.,?)]. (2.11)

л-I

причём 5Я определяется по формуле (2.9).
Используя теперь второе условие и?։ (1.21). согласно уравнению 

(2.5), можно написать

Или, подставляя сюда (2.10), получим

/. ™ е՜3»2
Р = - ֊ V ------- |(Л ֊ 7’я) cos (fl-if — -„’) ։ (7՛ 7Л) sin (nut з„г)1.

«7,՜ ■- (2.1'2)

В частности, для давления на поверх пости земли

. со .
РЛ*, У. 0. /) - V [('/„ _ 7;։)cosrt<u/ — (7... 4- 7^) sin лшГ|. (2.13)

7 „. ।

Обратимся теперь к уравнениям движения (2.6) и (2.7). У .мио­
пии второе из пих ня i и складывая с первым, получим

у՝.֊-’"1 -“'՚ -^У —|M.cos»» + 4bsm«.|. (2.14)
дг- k ծէ k 2Л,~։ z„

Здесь введены следуюшие обозначения:
!’-=« — iv\ in = nwf. ?яг;

■5 гПвестп» АН. серин фн .-мат. uajx, X՜) б
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Найдем сначала частное решение неоднородного уравнения (2.Н 
Легко убедиться, что оно дается соотношением

V,,. = - Д- 2֊ - I /И, cos «„ -Ւ М„ sin «,|. (‘2.16

Общее решение однородного уравнения

—----- Լ^Լ — ձԼ լ/ = 0 ւ2.17
Ժշ2 А- Ժէ k

ищем в следующем виде

ос
V’ = V |и.л (х. у. г) cos nwt -Ւ т’л (л՛, у. z) sin . (2.18

п- 1

причем ип и vn неизвестные комплексные функции.
Подставляя (2.18) в (2.17), получим тождество, на основании 

которого

a-Vn П 
՜ծ^ ~~k

, n<>' n■Vn-Ь 7/n = 0. 
k

Исключая из (2.19) поочередно tin и vn, получим

&ип 2il (Г՝и>։ лу-/г_ = 0 2Я
дгл k dz- A2

Точно таким же будет уравнение для определения vn, следовательно, 
и решения будут одного вида, отличие лишь в постоянных интегри­
рования.

Характеристическим уравнением для (2.20) будет

2il , , «V — i~

Это уравнение имеет следующие корни

Հ՜ л» 4- /

___________ (2.2|:
, / /7(0 — /՛>.. ..

r»,3.r֊±j/

Отбросим два из этих четырех решений, ввиду их неограниченной՛’ 
на бесконечности. Будем иметь

Точно также можно написать

-лЛ(1+ф
« ՜ С3. пе + Գ Z (2.23
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Здесь и далее верхний знак в выражении ծ«(1 -+• I) берется при 
л >/, а нижний—при ո^ՀԼէ. Кроли- того, обозначено

‘ Если решения (2.22) и (2.23) подставить в (2.19). легко получить

н Դ. (2.25)

Складывая теперь частное решение (2.16) с общим решением 
1’2.18), используя при этом (2.22). (2.23) и (2.25), получим решение 
уравнения (2.14).

Удовлетворяя граничному условию на .земле, согласно которому 
V“0 при г = 0, легко определить с.. п и с\ п. За недостатком места

эти выражения выписывать не будем. Напишем сразу окончательный 
результат для -скоростей, отделяя для этого действительные и мни- 

)мые части полученного общего решения неоднородного уравнения.

X 00 е՜'՞*
■ « = ֊ У -------- i’X»v cos («<о/ - сяг) 4- A,n. sin (n^f- слг)| 4

2և-,
11՝w ՝ . ■
fr— v -|(/<xv) COS (nut anz) (Knx 4֊ A'«0 sin (//<»/ —a„2)l -
! 4/ 3"

՜՜Ն՜Ճ՛ l(A'"v 4- /<«>•) cos 4 bnz} (Knx Kav) sin . dnz)|. 
• сл

Д Q Гл
1= —У — •Л'я.г cos (//<«/ —5Я?) 4-K«v Sin (л«н -Лг)|

27 Հ7.

Е Լ
Иг77 V՛ — 1(А'«г 4 A'/r. ) cos (u<ot — a„z) 4 (ДЯЛ Kav) sin a„z)j f

L X S e~b^
~ У------- [( Ki։.k Knv) cos («u>r 4 bn2) 4 (Кяд -՛. /<„v) sin

1 47on

Здесь введены следующие обозначения
(2.27 յ

к,„ = ֊ (Т„—Т՝„)- к’„,= 4<ր» +
(}х их

. (2.28)
Л’лу = ճ (тп - Հ); (Ո4 ՛/;).

Оу ду

рудно заметить, что при Z — 0 получается ап — Ьп = ՝зл и решения
|2J6) и (2.27) становятся неопределенностью. Раскрывая ее по обыч- •
нум правилам, пол\ ним

л7“։ с«
и (\ 7 - cos (ոաէ — Znz) — si n (W — Zr.z) I.

dx Ox
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_ _ S y в
-а2

"՜ дТ“ COS (ոտէ - cnz) - 
dy

sin (//«>/• (2.29)

Это предельное решение имеет место для экваториальных областей, где 
I — 0 и совпадает с. решением нашей задачи, которое мы получили (>и. 
если бы с самого начала положили 7 = 0 для всех широт.

Подставляя теперь решения (2.26) н (2.27) в (2.28). получим дм 
вертикальной скорости следующее выражение

. 03 I
X՛ — —ճ У -------(A Тп cos ոաէ 4- А 7’я sin ոաէ) -f-

4/ ո J Оц(1„

< oc —

1—՝- V ՜ (A/՜,, cos (zou/ at,z) ֊ ձ7Հ sin (/M — anz)| T-
4/^a.,

4 oo , 
\՝

4/ ..Հ
I ձ Т„ COS ItЧ. f ֊ • А Т<։ s i 11 n«։

ДУ,', АЛ
co

4/Д 3^л
ձГ„ cos (n^i bnz) փ ձ7'« sin (/W bnz) ■
ձՀ -Д7;

Здесь верхние знаки и лапласианы от 7'л и 7',. берутся при //»>«>/. в 
нижние — при //«> < 7.

Таким образом, решение задачи дастся формулами (2.10) лл! 
температуры, (2.11) для влажности, (2.12)— мя давления. (2.13)- 
для наземного давления. (2.26) и (2.27)—для горизонтальны֊. It1 
(2.30) — для вертикальной скоростей.

§ 3. Решение задачи при переменном коэффициенте 
турбулентного перемешивания

Рассмотрим случай, когда А линейно растет ւ высотой. Тмяя
закономерность для k хорошо оправдывается п приземном 
лее Л стремится к пределу.

Но чтобы не решать двухслойную Флачу и упростить 
примем

слое. .111-

Тогда система (1.15)—(1.20)

Ժ» 
dt

k = Zfoz.

примет вид

. г) / С 
= *о . (г

0Z \ с

(Յ.Ո

(3.2)

0 = — ЦТ(-Р- ֊(֊ Հ». 
с)г

(3.3)

dV 
dr -I) UV. (3.4)
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J
('/ди , dv \, .о _х

« = ՜ II -> < №- (3.5)JVa- ду / 
о

Причем, как и выше Vи + i-v.
Граничные условия имеют вид (1.21). Уравнение для влажности 

Iв точности совпадает с (3.2).

Ищем решение (3.2) к виде

D « V. 1’1,. (х. у. г)соя/н«7 4- ։ւ„(.\Հ у. с) sin .'/<"?|. (3.6)
ч— I

Подставляя (3.6) в (3.2) и обозначая

»Я + /<=ФЛ. (3.7)

щмучнм для Фя уравнение

1 ԺՓ„ , ///.о -------  ֊! - ---- -4- — 4>л = U,
■ dz V

Ограниченным на бесконечности и обращающимся в Та + /7՜., на 
решением этого уравнения является

Фм(л*. у. з) =
7'я(х. у) : 7’Л,(л.у|

//<.(,% Г iz ). (3.8)

'Հ: ֊I ь"
И Կ

(3.9)

Здесь На — функция Ханкеля первого рода. 
Из уравнения (3.3) имеем

Р =

Если подставить сюда (3.6) и. кроме того, положить

к ~
“ Бт Ջ cos A’")Z 1 s|n

Й'МОЖНО легко полу чить

рп I- ԿԼ

Подставляя сюда (3.8) и выполняя квадратуры, получим

/<л + ,Հ- “ ՜ հ~(1 ՜ ° "՝ ’■

(3.10)

(3.1 и

В частности, если положить здесь z = z0 и подставить это реше­
тке в (З.Ю). можно получить ра(л\ у. о. Г).
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Обратимся теперь к уравнению (3.4). Представляя его решени 
1! виде (2.18) и используя решение (3.10) для />. получим

причем дя и определяются из (.3.11).
Заметим, что //л и t'« неизвестные комплексные функции. .. 1л 

решения этой системы воспользуемся преобразованием Лапласа.
Положим для какой-либо функции

м., (•:. у. р) = ип (л. V. г) е :,'dz.

Կ
Применяя этот оператор к системе (3.12) (3.13) и 

граничные условия (1.21). получим

(3.15

(3.16

Исключая из лих уравнений г՛,,. получим мн ип

здесь

Р. <fp ■о/
(3.

Вели из (3.17) определить ti„. то vn найдется из следующего 
стого выражения

1 \7, ^д,1п
««-: Р Հ

’о / ^Р
(3.19

Для решения уравнения (3.17) сделаем преобразование пе| 
менных. для этого положим

Р =
հ

(3.20

Кроме того, пусть
чч
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Тогда (3.17) примет следующий простой вид

№„ 2 /շ

д? հ <Կ \ հ Հ /

/Л/ 
t, 

Wn = e ՝ Ւ՝. (3.22)

Общее решение однородного уравнения имеет вид

Здесь J ։ — функции Бесселя. 
՜ 7

Для решения неоднородного уравнения (3.22) воспользуемся ме
годом вариации постоянных. Используя некоторые свойства функций 
Бесселя и возвращаясь к искомой функции по (3.21) и к переменной 
р нО (3.20), получим для изображения //•«, как общее решение неод­
нородного уравнения (3.17)

"՛ Р И
-ЭД**.®1' >©"“* 

о

По (3.19) легко определить и,.-.
Из (3.24) можно найти оригинал ип

■։֊Н-
//« = Д { ep։7idp.

(3.24)

(3.25)

Найдя таким образом горизонтальные скорости, легко из урав- 
нения неразрывности найти вертикальную скорость.

§ 4. Некоторые- результаты

Подставим значение / во второе выражение (2.24) и перепишем 
его в следующем виде 

/ շ
= 1 — у sin?- (4.1)

Кк видно из (4.1). для //>2 Ьл действительно на всех широтах, при 
л-=2 лишь на полюсе />л = 0. При /:=1 и ? = 30 широты снова 
ծՀ-0. Это означает, что если исключить полюс, то волны, за исклю­
чением волны с п — 1, затухают с высотой на всех широтах.

Лишь суточная полна не затухает с высотой на широте э = 30 . 
՛ результат для первой волны получен в |3|.
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Определим момент наступления бриза из условия

£| =0. d

Ժյ ;• ա

Подставляя сюда решение (2.26), получим

сЙ>
У (Зл cos пч> հ 4֊ pr/ sin z/u>/0) — 0. (4.3)'
«- I

Здесь

d„ — bn dffl &• _ ։/„ — b„ o'I'r.
'՝J,։ ~ 3~z!t dx fix

(4.4)
оТа дТп՝
~ Г fit!
ох fix

? >30.

У равнение 14.3) относительно м»/0 решается графически. Опреде­
лим угол наклона ветра от нормали к берегу у поверхности земли 
из условия

V 
lgA= 

и
11.5)

Подставляя сюда (2.26) и (2.27) и раскрывая неопределенность, по­
лучим

•»
У (ая cos Ուօէ ’/ sin tint)

У (Зл cos /?<՛•; I V sin n^t) 
n ։

<Նւ i~ b,; \ Ժ 7 n 
/ dx

? Հ30 .

/Л. 'Հ определяются no (4.4).
В заключение отметим, что полученные результаты позволяют сде­

лать ряд выводов и проводить расчеты конкретных примеров. Этим 
вопросам будет посвящена наша следующая статья.

DlK'lHTVT водных проблем 
АН Армянской ССР IЬктупил; 14. VII 19է՜«2
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и». и։. U'|u|։p։uriiuG

ՌՐՒՋԱՅՒՆ ՑՒՐԿՈհԼՅԱՑԽԱՅՒ ՃԱՐՑԽ ՄԱՍհՆ

Ա Մ '1> П Փ П I» Ս’

Լճերի և ջրամրարների վրա քամու դեծիմի nt.ttni մն աէէի րութ շուն ր կարևոր 
կիրԱէոական նշանակով) յան ունի; Ընդհանուր ՛իոնի վրա ւսվեքանում են նաև 
տեղական քամիննր (//.ոնա ֊ Հովաային րրիղային, ֆյոնային հ այ/ն), որոնդ 
ւսոումնասիրոլթյոէնր կօգնի ինչպես եղանակի կանխագուշակման մ1վ.հւգնհրր 
!րստս>րե[սւգործհյու.. այնպես Է{ այյ դօրծնական հարցեր չուսելու '.ամուր, 
Ւ^՚ւ՚՚ւՒ՚՚Ււ՛ դ պս ր շ ի տց и / մր հ պայրարր նրա դեմ Հտսււէէկ մո / եկա / յա ր թա­
ղանթների մ իջույով։

Հոդվածում բերվում Լ քրիգային ր ի րկոպ յա ։յի ա յի խնդրի րււծումր գծա­
յին տեսության սահմաններում, րնգունեչով , որ այն ունի օրական րնթ՚ացր է 
աոաջանում է ծածկույթի ջերմային անհամ ասեոութ յան հետևանքով։

Հիդրրւշերւ/ տդինա/J իկա քի հիմնական հա վ ա и ա րո t.l/ii ե րի ! 1.0)--- ( 1.1-1) ււիո-
ււմւմր պարդհ։ր)ու ։) / ե բհրվում (1.15)—- (1.20) աեււրին' ջհ րմ ուս ւււիճանի 
(Ա). իւոնավու ի)/ան (վ)' է&՞մտն (թ) ե արադւււ ի}րոն հո րի դոն ական ( Ц , ՜Լ>) 
ու Ուղղաձիգ ('№) ր ա դ սւդրի չնե րի համար: 4 ահմ ւսծւտ լին պա յմուննե րն ունեն 
1.21) ււէեսրր: նախնական պա/մաններ չեն դրվււււ! , բունի որ որոնվում Լ 

խնդրի պքւրիււգիկ յա.ծու մր:
Այնուհետև § 2-ում յոէծվում Լ հավտսարումների ( 2.,՛))—('2-^) ոիսաեւէ ր. 

‘•"7'//’ шпЪЬри) Կորիոյիււի արադացումր աուրբուլենւոտկանոէ.Ծյան հաւ/ւոա. 
4ini.li դործա կդի դեւդրումւ

1)նդոէնվում Լ, որ «1/րմտոտյւճանի և խոնավւո)1 յան րաշիլումր Լրկրի մա - 
կերևոէյիի վրա Հայտնի Լ և տրվէէէմ Լ (2.1) և (2-2) շարքերով; Այդ դեպրուհ 
ւերմասւոիճանի համար ստացվում Լ (2.Ю) յ ածումր, խոնավով)յան համար 
(2.11), ճնշման համար' (2.12), արադա[1 յան հորիդոնական րաղադրիշներե 
համար' (2.2(1) ու (2.27) ե սւդդաձիդ րադա գրիչի համար' (2.30);

ճաշորդ պարագրաֆում նույն իէնլյիրր /ուծվում I; այն դեպքի համար, երք 
ուղղաձիգ տոէրրուլենտ փոխանակման դսրծակիյյր րոտ րարձրոլթյան վւովւո- 
խսւկան Լ, աճում ( (^’1) գծային օրենքով։ Հուվաոարոէմների սիււտևմն այո 
դեպքում ունի (3.2) — (3.5) աեսքր, ււահմանային որոյմաններր' (1.21) աևոքր։ 
Ախ դեէդքում եո ՚,նարալԼոր է խնում /ուծո։մր հասքյնեյ մինշն վերջ։

Հոդվածի վերջում բերվում են մի շարք արդյունքներ' (4.3) ւոեօքոդ 
ւ՚ւ՚Ւ՚ւՒ ծագման մամանակի որոշման համար, (4.0) տեսքով' նրա թերության 
անկյան որոշման հա if ար ե այխ:
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИ ЗИКА

О. С. Мергелям

Отражение и преломление электромагнитных волн 
на границе между изотропной и оптически 

активной средой

Оптически активные среды являются одним из простейших слу­
чаев сред с пространственной дисперсией. Материальные уравнения 
Д1я электромагнитного поля в таких средах имеют вид

Л (ш. г) — Ա («JI // (։«, г)

IJ{w, г) г (о) Е (ц>, г) - -1к/у ( ( >։ г ' т/г'.
J |г‘֊г''

Примером оптически активных сред .могут служить некоторые орга­
нические полимеры, а также раствор сахара.

В настоящей работе рассматриваются электромагнитные явления, 
возникающие при падении плоской электромагнитной волны на гра­
ницу раздела двух сред, одна из которых является оптически актив­
ной. Получены формулы Френеля и исследована поляризация прелом­
ленных и отраженных волн.

1. Характер электроники и того ноля к оптически активной среде. 
-Если представить вектора электрического и магнитного полей и вектора 
индукций в виде

I (Ё, Г), Н. Ջ) = (£(ՀԼ D(k), H(k). ր՜Ա Հ (I)

те .материальные уравнения н оптически активной среде ншншутся 
следующим образом

I 5(Л)=1£ (А’Н- 2 խճ(*)|
А.

(2) 
zi(/v-)

где , постоянная тирании, характеризующая оптическую активност;, 
среды.

Дисперсионное соотношение для такой среды имеет вид
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k = <(г±7), (3)
Ժ с~

где знак при у соответствует индексу при k.
Таким образом, к оптически активной среде могу г распростра­

няться два типа волн (им соответствуют различные знаки в привои 
части (3)). которые мы назовем право и левополяризованными. при­
чем правой поляризации в (3) соответствуют знак и индекс • . левой 
соответственно

Из уравнений поля с учетом материальных уравнений (2) сле­
дуют следующие соотношения

g{« = - W ' Ш Ej{k).
I- кг •

= - w.
к. 4 ку

Нх W = ' к (А՜),
ша kg 4֊ kv

է I է է՛ \ ' I • к у k ” iky kg Г-* ~ . Հ//.(/?)= -k -------^-Ei{k\՝ (4)
u>’A A’ հ ՜ 4՜ «V՜

-F f - •
7Հ (A՛) = — k Eg (A) i,

IOU „

D (A) (5 7)/Ւ (A).

I h (4) следует, что в оптически активной среде могут распростра­
няться две эллиптически поляризованные волны.

Пусть теперь плоскость г 0 является границей раздела актив­
ной и неактивной сред. Рассмотрим раздельно случаи, когда волна 
падает па неактивной среды на оптически лктивиу ю и itauuupui.

И. Волна падает из оптически неактивной среды ни границ;, раз­

дела с оптически активной средой, амплитуда волны Л՜ (А).
Область с<0 заполнена средой с постоянными г։, аь область 

г>0 характеризуется параметрами ss, Падает волна под углами 

б и где б угол между волновым вектором А и осью z, а ? угол 

между проекцией А на плоскость z = 0 и осью х. Величины, отно­
сящиеся к отраженной волне, мы будем характеризовать индексом 
снизу, а преломленную волну будем характеризовать индексом 2.

а. Фазовьн соотношения. Обозначим z/f = ղ;ւ։; /!..՚չ— ;հ. (?•> հ). ll-
условия сопряжения полей на границе раздела имеем

А։ = А։л- — kzr — А7у.

Ay — к i у -= Аум = k-jy.
причем



Отражение и преломление электромагнитных волн 77

I • I---  Ո, sin '> cos շ.
с

ky = ֊ - лj sinf| sin ®. (5)

«2.v=—Sin’*> cose, и т. Д. 
c

H

k\: = — k: = ---  ՈՂ COS У.
C

, - ll> Г “I - --- .------ 7---- —k2: = --- 11հ COS o. = - I n . - — n-sin- 0.
c c

Из соотношений (5) следует, что

? =՜ ?։ = r< • °։ = ք/-
Sin в Ոչ

(6)

6. Формулы Френеля для амплитуд полей.
Из граничных условии для электрических и магнитных векторов 

мы получим следующие уравнения для определения амплитуд полей

Обозначим

sin (ij ոՆ

.4=,,.. pE+s=±j ^5+Ի Վ. •

Для амплитуд нолей отраженной и преломленной волн получим

гг4

= -1кЛ \,ь ( k-,z 4- k: 1 Ег (к) -1֊ in. I As- 4֊ ֊=— A.֊ j //.- (А՛?.
-4 1 \ н ! \ ч )

где
I в=ч> (ул ^Հ)|0; + 7)*=-Կ*Ջ| +

А-ձ - -:Ч’ A\)|(So 7)Аг֊ г։А’-..|,
\ /

получается из ^:(k) взаимной заменой индексов плюс и минус 
и изменением знака перед i и 7.



78 О. С. Мсргеляя

Отриженная волна имеет эллиптическум) поляризацию. Лить при 
углях падения, удовлетворяющих равенству

$1пч=?-<։«+fc>, (9)

W 
отряженная полна сохраняет плоек} и> поляризацию.

Если падаюшая волна поляризовано в плоскости падения (элек­
трический вектор лежит в плоскости лг». то отраженная и преломлен­
ные полны будут опять иметь эллиптическую поляризацию. Пусть 
падение происходит иод углом ? =» О. Тогда

Е:, (й) - 2k;k. 4֊ (й. Խ, (й).

«—^֊ £֊,(*). (Ю)
л։$1п0

£|у(Л)«£^(Л)4-^у(Л).

Если же падающая волна перпендикулярна плоскости падения (на­
пример. /: = Л'у), то имеют место следующие формулы

/а Л = 2/ ֊ - ֊ & + *’> (; )£/ <*)•
л к\ է 11 1 (Ч)

E,;(k) = շ, 4 - 4 <*• +*’> ։<*»+fy w-
Я Jh fix

в. Рассмотрим теперь случаи нормального паления электромаг­
нитной волны па границу раздела сред. В этом случае

Հն = ^ = 0. Ճ- = (Լ

k. .^k=— ոՆ (12)
с

^Հ. — Հհ. = Ոշ .
С

Для преломленных воли имеем следующие соотношения

•г. е, волны поляризованы по кругу.
Для амплитуд полей получим следующие выражения

£ £. (й) = k .
։*» •’՝= й + й;

Fi

Н. ^й + йг
Р։
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т. е. отраженная полна поляризована по эллипсу.
III. Рассмотрим теперь случай, когда волна надает из оптически 

активной среды на границу с неактивной средой. Мы рассмотрим 
случай, когда падающая волна является прзвополяризованной (если 
падает волна, поляризованная влево, то в результатах надо произ­
вести взаимную замену индексов плюс и минус и изменить знак пе­
ред i и 7).

а. Фазовые соотношения.
Волновые вектора и их компоненты удовлетворяют следующим 

соотношениям

Д’. =—П\ C0s0 = — ^j.= п I COS')! ,
с с

, - <0 ֊ , -«1. = ֊ tlf COSbj.
с

Պ’-2=!1ւ(ն 7).

(14)

A’-i’= — 1' /ri—/Zi:?sin20 = — /2..cos6j. 
c c

Из (14) для углов отражения и преломления получим следующие 
соотношения

$1п0? = — sin О, <յք = Օ, տ11ձ1=7Լ. (15)
ո.« sin 0 Пу

Из формул (15) видно, что при отражении электромагнитная волна 
может расщепиться на две, распространяющиеся под разными углами.

6. Соотношения между амплитудами.
Для амплитуд полей из граничных условий получаются следую­

щие выражения 
—»

£ձ(*)=֊■£?(*),

2J4+fe(֊ -iliT) 
ЯМ)---------------Хй------Ջ_ ը=(k), (16)
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Е2: <*)-2 (ft+ (г, - т) + *֊ (ն + 7)) ( "՛ fe, - Л?) ЕТ (Л),

где

В П\ ( ' ‘ А -- >•: )( .Հհ — ՜֊1 ) —п- ( ?1 А?.- — Հ. )

\ 2-յ /

D = Ու (-Կ А». 4- А.. )( kJ 4- -—- ոՀ ( '1’ А.»_- - Аг ) X

A« 4՜ 1 —!Հ.’-շՁ^<

В- /А) — амплитуда падающей волны.
Из формул (15) и (16) видно, что отраженная волна состоит нз 

двух волн, распространяющихся с различной скоростью и под раз­

ными углами. Волна с амплитудой £Г։(А) распространяется под уг- 

лом Of со скоростью ——  ՛ а волна с амплигедой £՜ւ֊ (А) распро-
I էն(ն+ւ)

страняется со скоростью - --1=^ • под углом Of. Преломленная вол-
I' Н (®։ 7)

на поляризована но эллипсу и распространяется под углом О.֊. со ско-
с

В работе |2j рассматривалось отряжение электромагнитов волны, 
падающей из намагниченного феррита на идеально проводящую пло­
скость. Так же. как и а нашем случае, волна, отраженная от границы, 
расщепляется на две. причем левополяризонанной волне в нашем слу­
чае в |2| соответствует необыкновенная волна.

Отметим следующую особенность при отражении электромагнит­
ной волны при падении из активной среды ня изотропную (идеальный 
проводник можно отнести к изотропным средам). По мере прибли­
жения угла падения к нормальному, амплитуда обыкновенной отра­
женной Полны стремится к нулю, в то время как амплитуда необык­
новенной волны растет.

При нормальном падении, как мы увидим ниже, отраженная волна 
целиком переходит в необыкновенную.

Аналогичное явление должно иметь место и в случае падения 
электромагнитной волны из намагниченного феррита нз идеальный 
проводник. Однако, формулы в предельном случае идеального про­
водника (г = ос) не совпадают, т. к. в нашем случае мы имеем изо­
тропную гиротропную среду, тогда как в [2] рассматривается фер­
рит, намагниченный в определенном направлении.

в. Нормальное падение.
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Пусть падает волна £՜ (£7. £7). причем

£* (k) = iE7 (k).

аженная волна имеет вид £ = Et -г Ел . причем Eiy (/г) =

= - iE^(k). Используя граничные условия, получим

£&(*) = о.
I ~ k2—k՝

— ------- Er (//).

На

k~ • ՜*
£2x(A) =2֊-------------ЕТ(Ь), (17)

ks + /Г

E^y (k) — IE»j (/г).

Как видим, при отражении правополяризоаанная по кругу волна пе­
реходит в ленополяризовапиую и распространяется уже со скоростью 

с•-------- т=.« а прошедшая волна поляризована по кругу вправо.
I Мъ- Г)

В заключение приношу благодарность Б. М. Болотовскому за 
весьма ценные советы и обсуждения в ходе решения задачи.

ПНИ Фйэнко-техническая лаборатория
АН Армянской ССР

Физический институт АН СССР
нм. Лебедева Поступила 26 V 1962

О. U« U’brqlqnufi

ԷԼեԿՏՐԱՄԱԳՆհՍԱԿԱՆ ULMWb ԱՆԴՐԱԴԱՐՋՈԽՄՆ ПК ՌեԿՈհՄԶ 
. հՋՈՏՐՈՊ ь< ՕՊՏհԿՈՐեՆ ԱԿՏԻՎ. Ս՜հՋԱՎ-ԱՅՐեՐհ ՍԱձՄԱՆԽՑ

Ա Մ Փ II Փ П Ի Մ

Աշխատ ու խլան մեջ դիտարկված են էլեկտրամագնիսական երևա լթնհրը 
իղոտրոպ ե ոպ tn իկո բեն ակտիվ միջավա լրերբ բաժ անող սահմանի վրա։ 
I) տարված են Ֆրենելի բանաձևերը անդրսպա րձվաձ // բեկված ո/չհքների 
համար։ Հետազոտված Լ ալիքների րեեոացումը։ Лп։щ Լ տրված, որ երբ 
որոշակի րևեոարում ունեցող "ЧЬРИ որւլաիկորեն ակւոիվ միշավալրից անց֊ 
նում կ իդոարոսլ միշէսվալրը, ապա նա բաժանվում կ երկու ալիքների, որոնք 
տարածվում են տարբեր տ ր տ զուի! լա մ բ, իսկ ալիբի անցման դեպքում բևե֊ 
ոացմտն վեկտորի պտտման ուղղուի!լունբ փոփոխվում Լ՜։
6 Нэ.чес:>1л АН, серии фю.-мдт. наук. .4 <?
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Г. С Саакян, 10. Л. Вартанян

О решениях уравнений Эйнштейна для 
аксиально-симметрических полей

§ 1. О решении Вейля

Первые попытки решения уравнений Эйнштейна для аксиально-сим­
метрических гравитационных полей были сделаны Вейлем 111 и Леви- 
֊ Чивита [2|. В |1| было предположено, что поле статическое (г.е. тело.
создаю шее поле, неподвижно) и соответствен по с этим четырех.мер­
ный интервал записывался н виде- ժձ։ - (rfA°r + Ժ/Հ (1.1)
где dl
значении

истинное расстояние (ниже мы везде придерживаемся 
книги |3|). Каноническим преобразованием координат

обо- 
ква-

дратичную форму (1.1) можно привести к диагональному виду
г2ds2 = fdt- - h (dr2 dz2) - ~ dz2. (1.2)

где f и h — являются функциями лишь координат г и z (г. z. у - ци­
линдрические координаты). Для тензора энергии и импульса в |1| 
было использовано выражение

T,k = у ^սԿ։*, (1.3)
iде jiq плотность массы в собственной системе. и‘ = dx*ids. Затем 
уравнения поля были проинтегрированы н предположении, что /Г‘=0 
(л =1,2,3). Для этого случая имеем

7՜”= 7 °’ 0: (1.4)
I Zk

Уравнения поля в |1| были получены вариационным принципом 
;:ля специального вила квадратичной формы (1.2). При этом не учи­
тывалось. что Zg,r и ZgiJt J. О (когда i i- k). в результате чего 
были пропущены некоторые из уравнений поля. Впервые па это об­
ратил внимание Леви-Чивита |2|. В работе |4| непосредственным вы­
числением было показано, что если работать с исправленной системой
дифференциальных уравнений. то оказывается, что не существует
решений с отличным от нуля распределением материи. Могло по­
казаться, что такой результат (отсутствие решения с ч-0 = 0) связан с 
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частным видом четырех мерного интервала (1.2). Однако, в последнем 
пункте статьи [4] показывается, что если снова принять за основу 
тензор энергии-импульса (1.4), то такой же вывод получается и а 
случае статического поля с произвольной квадратичной формой

ds'- - Xdx' 4- Ydy'- -I- Zrf22 —fdu(1.5)

В работе |4| не были выявлены физические, а также математи­
ческие причины такого парадоксального результата. Нам кажется, 
что формально как для (1.4). так и для более частного случая (1.2) 
должны существовать решения с отличным от нуля распределением- 
материи.

Для выяснения этого вопроса рассмотрим уравнение

րԼ о. <1.б>
Подставляя (1.4) в (1.6). получаем

/io* ^•’^=0, (1-7)
ох3

Отсюда, как правильно было показано в |4]. следует, что не суще­
ствуют решения с н-0 =# 0.

Однако, если пользоваться более корректным выражением тен­
зора энергии и импульса

Т,к = (р 4- е) и и* 4- pgik, (1.8)
то вместо (1.7) мы получим

~ ֊ (/» + ։>«*" =«• (1.9)Ох3 2 дх*
Сравнивая (1.9) с (1.7). замечаем, что в (1.7) опушено не только дав­
ление, но и градиент давления. Именно это обстоятельство и пред­
решает отсутствие решения с отличным от нуля распределением ма­
терии. Действительно, под воздействием одного лишь гравитацион­
ного притяжения (без учета поля градиента давления) не могут су­
ществовать равновесные конфигурации небесных тел с р0՜^^-

§ 2. О метрике аксиально-симметрических гравитационных полей

Рассмотрим вопрос о виде четырех мерного интервала в случае 
аксиально-симметрических полей. Формула (1.2) справедлива лишь՝ в 
том случае, когда аксиально-симметрическое гравятлцйопное поле 
является статическим, г. е. когда g.k зависят только от г и 2.

Однако, нетрудно убедиться из физических соображении, что в 
природе не могут существовать такие поля. Действительно, чтобы 
невращающееся тело имело аксиально-симметрическое распределение 
материн, .мы должны допустить наличие в нем особого поля натяже­
ний, т. е. допустить, что в таких телах нарушается закон Паскаля.
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Но поскольку лет основания допустить нарушение закона Пас­
каля, то Очевидно, что неподвижное граннгируь -щее тело и созданное 
нм поле в состояния равновесие должны обл а пп- сферической сим­
метрией.

Итак, статические поля нс могут быть пксиально-снмыстрм- 
чсскнмн. Гаковым будет *:«».:։* р;:н)1омерно-враш:1ющегося гели. В этом 
случае причиной аксиально-։ ։мметрического распределения истерии 
является поле центробежных см... При наличии равномерного краше 
ним все геизора, харш. герит.д;чцм гравитационное поле и распредели 
ине материн, помимо координат ги; буду.- также зависеть от угло­
вой скорост вращения ՛՛

В этом случае четырехмернын интервал запишется в виде
- 4֊ ձնւ I֊ Л’) 4- g^' .. 2^dx"d?. (2.2)

Таким образом, четырехмерный интервал для аксиально-симме­
трического распределения материя не может быть диагональным.

§ 3. О тензоре энергии и импульса

В этом параграфе мы приведем вывод формулы тензора энергии 
я импульса для вещества, исходя из вариационного принципа. Эта 
задача фактически решена в [3. 5]. Однако, здесь мы приведем 
наглядный вывод, который, возможно, будет полезен с методологи­
ческой точки зрения.

Как известно, варьированием действия

5 (3.1)

для тензора энергии и импульса получается общая формула |3)

тл-֊X֊ [ - մճ_^տճ 4. Ճ ճ֊տ ճ_ I. (3.2)
I — I dx1 d(dg*]dxl) J

Представляет интерес построить плотность лагранжиана, из ко­
торого по общей формуле (3.2) можно было бы получить 7д для по* 
Шестая. Рассмотрим сперва случай, когда необходимо учесть микро­
структуру системы. В этом случае при отсутствий взаимодействия 
между частицами для действия всей системы имеем

Ճ * 2 (— тлс) | ds*. (3.3)

Эго же выражение, очевидно, можно представить в следующем виде

•՝՝ =֊֊2։ "мч (р — Кг r,}d(2. (3.4)
с <> J dt
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Сравнивая (3.4) с (3.1). для плотности лагранжиана получаем

А (л4) = ֊—U_ V (_ тас} ) — ֊ <5 (г — гв). (3.5)
I -5 -

Подставляя (3.5) в (3.2). получаем известную формулу |3|

Г* =* V а1 //* ~ ձ (г— г’,). (3.6)
Я V —g dt

Теперь рассмотрим сплошную среду и построим для нес плот­
ность лагранжиана А. Для сплошной среды характерными скалярами 
являются плотность энергии - к собственное давление р. Поэтому 
наиболее общее выражение тля цЩствня шпишется в виде

S = ' (?(։. PW'u.u* 4֊ '?( . J I ~gd<2, (3.7)

где 9(e. /И и }<(*• /?) скалярные.функции, подлежащи1 определению.
Итак, для плотности лагранжиана и этом случае имеем

А ? («. р) «* + $ (*. Р> g‘*ga (3.8)
Подставляя (3.8) в (3.2). для Г.» получаем

Tik = (2* ֊ ?) gik - "*• (3.9)

Для определения вида функций - и * перейдем в сопутствующую 
систему координат. В этой системе имеем

Г.д - р^.. (а. '?= Լ 2. 3). (3 10)
7*jp = £՛

где первое соотношение следует из ткана Паскаля. С другой сто­
роны, я той же системе отсчета из (3.9) для Т- и имеем

• п = 7 = = Л»= (֊? ?). (ЗИ)
7՜«> = ֊(= 4- 2*).

Сравнивая (3.10) и (3.11). патччаем

? = -4</’ + г>՛ <- = ֊ Կ=-₽>- (3.12)

Подставляя (3.12) в (3.9). получаем известную формулу тензора 
энергии и импульса тля сплошной среды

7՛.*= (« 4֊ Р) и. и* 4֊ Р^>- (343)
В заключение выражаем благодарность профессору В. .'I. Гинз­

бургу за ценные замечания.

Фн iiiKo-iexiiH'iecKiiH ллбордторнх
All Армянской ССР.

КрсппнскиЙ юсударс էнсниий
университет Поступила 30 V I9<>2
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Ս. *!•. lbuhiuf]jiu(i. it։i» . 1.. Վսւրզահսսն
ԷՅՆՇՏեՅՆՒ ՃԱ<ԱՍԱՐՈհՄՆեՐՒ ԼՈՒԾՈՒՄԸ 

ԱՌԱաԱ֊ՍհՍեՏՐհԿ ԴԱՇՏհ ՃԱՄԱՐԱ IF «I» II Փ II I» II'

Հոդվածու 0 րննա րկված ե՚հ Վձ/y/i հ О у/, ի,իj 1ւնկո /ի /«։ շ խ ա in ու (մ րււն֊ 
նհրր [/. /■ |: !1ու [<] Լ արված, />у» հիշաաակված աշիււոաու ի1 pti'h'hli ftni »/ կներ֊ 
ղիու/ի հ ի/1՚ոքու/ոի T'ik՝ I' Pl՛’ln-ո րի համար ոդաաւրէրծված Հ ոչ ճիշտ արաա֊ 
հա [in nt ի1 [ո<ն . որից -Jiinliinil Լ. пр ձ՚ււչմւււո ղրուղ իենու y< ՛> nnf in и ui p Լ 1Աւս[ի: 
IК [it ււյւուոէ\1էէաւվ I աշ/ոuiinni իք ^tnrh tffi^ ււււււոէյփու} Լ iifnini ալւգււււնվ»:

Հողվածի վերջին պ ու p ա if put էի ու մ արված է / |։- թևն/քորի մի նոր ար~ 
ու ածու 11:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

К). Л. Вартанян, Г. С. Саакян

О коллапсе гравитирующих масс

Звездные конфигурации равновесия теоретически могут иметь 
любые массы, если, конечно, температура в центре имеет достаточно 
высокое значение. Мы имеем в виду конфигурации, находящиеся в 
состоянии механического равновесия.Что касается термодинамического 
равновесия, то оно у таких конфигураций носит локальный характер. 
С. понижением центральной температуры масса, а также радиус звезды 
уменьшаются. При достаточно низких температурах образуются кон­
фигурации белых карликов, а при еще меньших температурах — кон­
фигурации вырожденного барионного газа, если, конечно, при этом 
плотность вещества в центре звезды достаточно велика.

Конфигурации вырожденных -газовых масс, находящиеся в со­
стоянии механического, а также термодинамического равновесия, были 
исследованы в работах |1 5|. Было показано, что радиус таких звезд 
порядка 10 км, а массы порядка массы Солнца. Важно отметить, что 
как по теории тяготения Ньютона, так и по теории Эйнштейна не су­
ществуют равновесные барионные вырожденные конфигурации, масса 
которых заметно превышала бы массу Солнца. Представляет большой 
интерес выяснить, что произойдет с теми вырожденными звездами, 
масса которых превышает массу Солнца. Этот вопрос был рассмотрен 
Оппенгеймером и Снайдером |6|. Путем решения уравнений Эйн­
штейна ими было показано, что большие звездные массы подвергаются 
коллапсу. Однако, в их работе была допущена ошибка, на которой 
мы хотим остановиться. Именно, задача решалась в предположении, 
что давление равно нулю. Покажем, что в этом приближении из 
уравнений поля, использованных в обсуждаемой работе, следует ра­
венство нулю и градиента давления, что является недопустимым.

Уравнения Эйнштейна указанными авторами [б] были выписаны 
в сопутствующей системе координат в предположении, что четырех­
мерный интервал записывался в виде

ds- — d-У— е dR-— е" (d0։ 4- sin2W<j>s)t (1)
г ՜Ա* и И "I — функции от R и Т.
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Если и уравнениях (15) (18) работы |6| не принимать /? = 0. 
где Р давление, то путем простых математических операции можно 
показать, что из них следует

/>' _ ~'р = о։ (2)

где штрих означает лифференцировзние ио R.
Этот результат получается также из соотношения

7».) = 0, (3)
если учесть (1).

Из (2) видно, что приравнивание нулю давления одновременно 
означает приравнивание нулю и градиента давления. Такой результат 
обусловлен сделанным неправильным предположением о виде da". 
Действительно, если четырехмерный интервал записан правильно, го 
из уравнения Эйнштейна при условии Р = 0 ни в коем с и чае нс 
должно следовать grad/•> = (), Физически это означает, что из прене- 
брежимости давления еще не следует возможность пренебрежения 
Iрадиентом давления.

При корректном рассмотрении задачи следует исходить из квад­
ратичной формы |7|

<7х\ ֊ Л?*d-.֊ — si।г ։• dz") — е՛ dRz, (4)

где 5, յւ и oj функции oi Р и 
Для метрики (4) иол՝. чаются четыре уравнения поля, которые

составляют полную систему для определения 
функций р. ю и о (о плотность энергии).

четырех неизвестных

հ՛ (—2а'— u|i՛՛ -- diu.' -К з'п.) = 1է
1
9

где точка означает дифференцирование но
Два из этих уравнений можно заменить нм эквивалентными. но 

более простыми соотношениями

которые получаются из (3).

(6)
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Полученную систему уравнений необходимо дополнить уравне­
нием состояния Р Р(р).

Уравнения Эйнштейна с метрикой (4) пока никем нс решены.
Следовательно, вопрос о том, как будут вести себя большие 

массы, будут ли они подвергаться коллапсу или вот, остается совер­
шенно открытым.

В включение авторы выражают благодарность академику В. Л. 
Амбарцумяну за обсуждение и замечания.
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