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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

О представлении функций 
неквазианалитических классов

Рассматривается класс функции 

ДС7.л(0, «|, и • 0, х>0 (1)
(см. |1|). где 

°=т0<т։ -7.-"•••, (2)

и ставится задача о представлении -функций класса (1).
Составим квазистепенной ряд функции ? (О

֊,“А(֊՛՜)՛ (31 

где / (О, м|, 

, ,լ» 7*-՚+1.., .
<(»=?(«). = (*=1,2...). (4)

ПТ. 

{<?*(«)) ՜ последовательность обобщенных производных функции <?(/) 
при последовательности {լ|,

Из результатов работы [2] следует, что ряд (3) при условиях 
(2) и (2'), вообще говоря, или не сходится в (0. «|, или, если схо­
дится, то не к функции

Обозначим
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(6)

где пт подпоследовательность натурального ряда чисел.
Определение 1. Условимся функцию փ (г) называть правиль? 

ной частью функции ©(/), если существует подпоследовательность 
натурального ряда чисел

|Ля). 1.2...Դ

по которой последовательность (61 сходится п (0. п| к функции ИО- 
Теорема I. Всякая функция

г(П СЛС,. .(0. «|. 0<л. 0<*.

.՝ое последовательность часе i н удовлетворяет условиям (2) и 
(2'). <։ (0. «| имеет правильную часть >(t). также принадлежа­
щую классу

ЛСЬ1((\ а], 
притом

'/"(«) = ?*”(«)

a a (է) — некоторая конструктивно полученная функция с ограни­
ченной вариацией на |0. м|.

Доказательство. Записав для функции <? (I) обобщенную 
формулу Тейлора в окрестное։н точки ( «= и при последовательности 
чисел |fj. будем иметь

л
<? (О в2 <***•«( ' т) фЯя(м. 0» (9)

*-о X И f

аь н • й определены в (3) и (4),
X и / 

м
- {(-пЧw4- Л"- <|0> 

о



О предствадепп» функций некпязиаиа.-ниическмх класса։. 5

а ~ последовательность обобщенных производных функции 
?(/) при последовательности чисел |уу!.

Остаточный член (10) разложения (9) может быть записан в 
виде

1/д_ I
(и. О = I f ] (; փ /յ) ։<>„_ յ Л - • *Л քԴ l(fan I , (10՜)

J » - 1 V ' о ■
где

?Л'(4) (Cj, zj) =ոՈ - l(—։ )”?„ (՞) -՜'' 1 (И)
11(7ժԴ)« 
v— I

*t > x > 0,
или в виде

л - I »4-foo - ;
.• П(Т.+’։) “ а֊.

R, (и. Ո = Л> ■' ; У-------(/,).

; ” пк+г)
,'ճև -о

(1(F)

После замены переменной ՜ — 7-f-z։ получаем

где тՀ^> Zp y.tl (/(j) — 7". (^օ՛ zi)*
Далее получаем

Заметим теперь, что в силу (2) и (2'), а также условия /ч > z> 0 
заключаем, что при 0< է ;; /0 существует
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С другой стороны, из условия
г (О -АС։. ,(0. «I

следует, что функции составляют последовательность функ­
ций с ограниченной вариацией на |0. «]. притом к последователь­
ности

„։ г(—и’՛ '՝
(^о) ~ I и~ ।-----------------

и П(7,֊Ь*|)
— t

применима теорема Хелли.
Это значит, что существует пол последовательность целых чисел

|л*|. (* 1.2...).
по которой

1пп 3_ (Го) = 3 (Со) Տ= 3 4j),
nt— CO *

где a (Q на |0. w] имеет ограниченную вариацию.
Согласно вышеприведенному замечанию мы можем в (10'") пе­

рейти к пределу, когда п >ас, пробегая последовательность чисел
a . (М..>. .

Будем иметь
м

/?.(«, օ=-Լ֊ՌՀ-ձ. т, x։\rf«(/0). (jo՛*)
'xt J \ t0 /

t
Возвращаясь к (9). замечаем, что там также (в правой части 

равенства) можем перейти к пределу, когда п —ос, пробегает после­
довательность чисел 'пк .

Если обозначить

Ilm V аяи,я/—. ==</(/),
»» -֊.-о /

где последовательность \пк определена выше, будем иметь
И

?(П-Н0 + ֊' , \g(L ն

Очевидно, что б(/) в (0, >/| является правильной частью Оста­
ется доказать, что

?(О . АСЪ ,(0. н)
и, кроме того, что

(U). (...0,1.2....).
Для доказательства последних утверждений нам следует дока- 

з ать. что функция
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принадлежит классу
ЛС։. Հ0, и| 

и что нее ее последовательные производные в точке է — и равны нулю.
Но такое утверждение для функции вида (12), с той лишь раз­

ницей, что а (է<}, Հ) = а (Q не просто функция с ограниченной 
на [0, «j вариацией, а монотонно возрастающая функция, доказано в 
геореме (2,2) работы |2].

Если проследить приведенное там доказательство, го легко за­
метить, что доказательство без каких-либо изменений проходит и в 
данном случае, т. е. тогда, когда х։) хотя не монотонная (по 4) 
на £0£ |0, //], «> О, но

(/0, х։) = HJa (/0) = С (х.։) < го.
Этим теорема 1 доказана.

Справедливо также обратное утвер.г ՛•■•пне, а именно
Теорема Г. Всякая функция ©(/), имеющая представление 

и 

է

■где О < է < Zo < п. GI — . z։ ) определена в (8), а(7) в [0, 1] имеет 
\ է а '

ограниченную вариацию
ՀՕ; «ի 

также принадлежит классу

л с7.х (0, «I
и в точке է= и имеет те же производные, что и ф(0.

Для доказательства теоремы достаточно заметить, что функция

ф(,|-^кНг ")4И
принадлежит классу

АС., ДО, м| (см. [2]), 
и все ее последовательные производные в точке է — и равны нулю, 

соотно-

^З) *

(13')
՜։

не. для всех п pj. ii и х։ и справедливо 
тение

оо 1
— О, если X — =֊ оо,

•о (0, т, х։) = Um (7Հ0, 7.-7.։) *“| ' ՜
л— “ ОО ]

0. если У - ֊ < оо.
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Утверждение (13) следует из оценки сверху 6’л(9, 7.J. Что же ка­
сается утверждения (13'). то из существования предела (}п (h, 7. /.1 
и ее неотрицательности следует, что

0(0, Ն
С другой стороны, вычисление показывает, что 

1
рг'о (0, т. z։) М - - ֊ 1 --------- = о (14)

для всех 2. когда Rez>— Этим утверждение (13') доказано.
О п р е д е л е » и е 2. Назовем 

sup (i ■/,) — /_). 
Ойо, И

дефектом класса функций
АСЪ . (0, и\, 7-։ > 7. > 0.

Используя последнее определение, мы можем теорему 7 работы 
|1] сформулировать в терминах дефекта класса функций, а именно: 
справедлива

Теорема 2. Лая квазианалитичности класса функций 
АСЬ Հ0. «1

необходимо и достаточно, чтобы дефект класса функций равнялся 
нулю.
Ереванский государственный

университет Поступила 24 X 19611
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ՖՈհՆԿՑԽԱՆեՐՒ ՈՋ֊ՔՀԱՋՒԱՆԱԼհՏՒԿ ԴԱՍեՐԽ 
ՆեՐԿԱՅԱՑՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ «I» Ո Փ Ո Ի 1Г

զոդված tn մ էքիտարկվոէմ է ֆ անկւյխսն/ւ pft

AC;. .(0, a J
Դաւ,ք (PI), PWrl1

— To -- 7i < 7г < •' * (О
հացորդականութլու-նր բավարարում կ

պա )մ ասին։
Ա պ ար nt րյվ nt. մ է՝
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Թեորեմա. Յուրաքանչյուր ֆունկցիա։՚;օ. к|, օ<«, у.՝֊--0,
որաեդ ի}վեբի < 1 ) հաջորդակասո։ [dյԱւսբ բավարարում է պայմանին
ներկայացվում է հետևյալ ահորով'' «

?«)■ ?(f)+֊4 fof-C Ն '1W 1„Ն
. \ ՚օ /

է
որաեդ . ։

Ф(0Г-ДС;. .(0. «1
ե Г — U կե III ո I մ անի նույն սւձ անցլալներր, ինչ. որ հ; (/)•?/. իսկ

Q է Հէ, X 0, Z| 7. И, իււկ F (է ՜ն |0» </| հատվածում սահմանա­
փակ վարիացիայի ֆունկցիա է. տեղի ունի նտև հակադարձ պնդումր: 

II ա հ ւ) ա ն ո ւ մ. Պայմանավորվեն րՏԱՆ G (G, 7. У-։) = '
Ш I!

անվանել վ>անկդիաների

AC;. <(0. u], Z > 0 7-յ >7.)

դաոի դեֆեկտ:
Թե որև մ ա, Որպեսզի ֆունկցիաների

/1С... (0, //], Z > о, и >(.1

<լաււր լինի քվ աղիանա լի տիկ դաս, ւսնհրամ ե*տ կ և բավարար, որ ֆունկ­
ցիաների ալդ դաոի դեվյեկար հավաաոր լինի դերոլի:
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1. Бадалян Г. Н. Критерий абсолютной скодниосги квазнстсис.чного ряда. Известно 
АН АрмССР (серия физ.-мат. наук). 15. № 4, 1962.

2. Бадалян Г. Б. Критерий разложимости функций и квазнстспенной ряд и квази- 
аналитические классы функций. Нанес։ня АН СССР (серия математическая՛) 
(в печати|.
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МАТЕМАТИКА

Г. Л. Луни

О сверхсходимости некоторых рядов

Статья посвящена обобщению на ряды Тейлора-Дирихле 

և ^anzmne~tnZ (I)
л«^1

и ряды Дирихле, с комплексными показателями известных теорем 
Островского о пропусках (см. |1), [2]).

§ I. О сходимости ряда Тейлора-Дирихле

Ниже, в §§ 2, 3. 4 всюду предполагается, что Հ.։ > 0, /.„joe, 
тп — действительные неотрицательные числа (если тп нецелые, то 
ряд (1) рассматривается на логарифмической римановой поверхности 
или на плоскости с соответствующим разрезом) и

հա-— = 0. • (1.1)
ո-*--

Автором было доказано (см. (5|), что в этих предположениях 
ряд (1) сходится абсолютно в областях ;г|.՜՛- 1. |z| </'''՝ Հ'' и |z <1, 
i’| < ё <А 1 и расходится в областях |г | > 1, |z| > ёЛх ՜*1 и г|<1. 
|*| >Հս Ղ где

k — lim — 1 = lim — ՝ Ps = Um —
’’-՜" ^֊i7 д..«. mn n—<» mn

Если lim -'"- = аэ, то ряд сходится абсолютно в полуплоскости x>k 
nift

и расходится в полуплоскости x<k. Если lim —— ֊ 0, a k оо, 
т п

го ряд сходится абсолютно п круге Ախ՜. 1 и расходится вне этого 
круга*.

/*/>
* Если Пт---- 0. а к ՛ х. то из равенства

л-- րո,է

< помощью замены
z
г

приходим к выводу, что если существует такое г- 0, что
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Было также доказано, что если выполнено условие (11). то откры­
тая область сходимости ряда совпадает с открытой областью абсо­
лютной сходимости (то есть, что ряд расходится во всех точках, 
внешних по отношению к области абсолютной сходимости).

Рассмотрим теперь множество предельных точек последова­
тельности — ) и определим для каждого конечного & М число 

I Шп )
___1п|ая |

/է(հ — 1հոծ({Հ а), где Л (о, а) = lim а — Поспеловагель-
/' •- f'n;>

иость всех натуральных чисел, для которых '41? а, Г'+ «). Пред- 
пр

положив, что величина /;(?• *) ограничена сверху, докажем, что, если 
можество А! ограничено, ряд (1) сходится абсолютно на множестве 
(1, точки которого при любом ՛> ՜ М удовлетворяют неравенству

|г|<е’1ж“вд| (1.2)
и расходится в точках, внешних по отношению к этому множеству 
(условие (1.1) предполагается выполненным). Можно при том вместо 
множества М взять наименьший отрезок, на котором расположено 
это множество, и для точек ? этого отрезка, не принадлежащих мно­
жеству .И, считать, что /<?(?) =— оо.

Действительно, предположим, что в какой-либо точке , г > 
>е?!‘ Հ" ՚! при некотором р-ЛГ; тогда, в силу ограниченности вели­
чины л*—А(р, շ) и определения k ('■>}, существует такое £>0, 
что

շ | > е{‘е ’ 01 Հ֊ Н?.

но отсюда следует расходимость ряда
ОО
2 чг e где р—

Պ- так как очевидно, что

Ч

---- пир + « >- lim —• ՚Հ — в . lim
,7.֊;

Тем более, ввиду того, что выполнено условие (1.1). расходится 
ряд (1).

Если же в некоторой точке ' г < <?:(ր՜Հւր;! при всех р՜' И. а мно-

г-— / In |ая| . քոոԽր \ k = hm ( —т—L -I------- :------) =» oc,
ff՝n f'՝H /

то ряд сходится абсолютно в круге г | г и расходится вис этого круга; если 
k -оа при любом г՛ 0. то ряд сходится абсолютно во леей плоскости, если же 

„ри всяком г 0, то ряд расходится ио всей плоскости (кроме, быть может, 
точки с=0).
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жество .И лежит на отрезке |ս, ծյ, то, выбрав сколь угодно малое 
։>0, разобьем отрезок |д — о, b ' о|. где * —какое-либо положи­
тельное число.
* տք ₽/ - ՜ք'

на отрезки длины г. На каждом

(/=1. 2,..., /V) найдется

из этих отрезков 

по крайней мерс

одна точка;.— р*. в которой /г(р’) =/ц р.. -Է )■ В самом деле: обо­

значим А’ А (/И,-) и разобьем отрезок .И, на два равных по

длине отрезка И?" и .И?', тогда по крайней мере для одного из 
этих отрезков А (Л|,'м) — Л? (47Հ) (? = 1, 2). Продолжая рассуждения, 
мы придем к заключению, что существует такая точка , 
что, каков бы ни был отрезок / Л7,. ..ля которого эта точка — вну­
тренняя. k (!) -- k (.И,-); но отсюда k (,Հ) - k (Л/,). Таким образом, в

4V ֊ *( f, 4)1
данной точке z имеем г <е и, следовательно, если®
достаточно мало, то для всех i (i — I, 2..... Л՛') ввиду ограниченности
\Х — /<!(?. л) , также

* ֊‘-Հ 41] Ա+՜ր)|՝ *(?.-. о)|
НО . |z|<e . (1.3)

Если — последовательность всех натуральных чисел.

'Հ>
рых------- .И,, то нижний предел последовательности

Պ'

для кото-

"Ч'՛
не

меньше, чем р,— • а верхний не больше, чем : ՛• Таким об­

разом, из неравенств 113) следует, в соответствии с доказанным в 
|5|, абсолютная сходимость ряда 

, е ՈՐ
— рЛ ] 1

при любом /(/=1, 2,..., .V), а, следовательно, и абсолютная сходи­
мость ряда (1). Нетрудно также видеть, что во всякой конечной об­
ласти, принадлежащей множеству (Լ определенному неравенством 
(1.2), ряд (1) сходится равномерно.

В случае, если lim Հ՚'_ ֊ ос, возьмем любое г>() и положим kr— 
п--” тп

___ 1п | ап ՛ ХЛ
= lim '՚ * где последовательность \пр\ такова, что — - г. То- 

/֊-■֊ >.Лр ,пПр

гда (если, конечно, }-сю) очевидно, что ряд (1) сходится абсо­
лютно на множестве 6Հ, точки которого удовлетворяют неравенству
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(1.2) при р < г и лежат r полуплоскости Очевидно, что с
ростом г множество Gr расширяется и 6’= 1НЛ. Таким образом, в 
этом случае множество, на котором ряд (I) сходится абсолютно и во 
внешних точках которого он расходится, состоит из точек', удовлет­
воряющих неравенству (1.2) при любом конечном у и. кроме того, 
неравенству л'>где Խ Нт/гг. 

г—»
Заметим, наконец, что. если числа тп = ря /v,։ комплексные 

т JS —'«Argz
(ил > 0), то |z я.=*|г՛ е и поэтому на луче Arg г = © ( оо < 
•-֊: ©<•>□) абсолютная сходимость ряда (1) эквивалентна абсолютной 

ср ?*.. —Л„- —v и1 п п п •
сходимости ряда У.4иг е . где Ац = апе . Если теперь вме- 

п I
сто характеристик Аиу.-з) и &(?) ввести соответствующие хярактерн- 

____ In |а„ | — ©
стики &т>([73) - հ՜ու--------- --------- ֊— и (р) = limZ/^jp, з), где по-

P‘Vj Л,, տ-Հւ
7-՛

еле до ва дельность խՔ} та же. что и в определении Л(р, а), то можно 
утверждать, что ряд (1) сходится абсолютно в точках множества 
/1(г1 луча Argz== у (на логарифмической римановой поверхности), 
для которых при любом :■ :Л1

(1.4)

и расходится в точках луча Argz—?. внешних по отношению к 
.-V \ Таким образом, в этом случае G — U.-1'Հ где А1՜' определяется 
неравенством (1.4). Если числа Հո также комплексные, то для опре­
деления области сходимости ряда (1) можно воспользоваться методом, 
примененным автором к рядам Дирихле с комплексными показате­
лями (см. |3|).

§ 2. Некоторые неравенства

Будем дальше предполагать, что множество .11 предельных то­
чек последовательности ‘ | не содержит точки р = 0 (следовательно,

так как оно замкнуто, и некоторой окрестности этой точки). Обозна­
чим через Г(Л7’| множество всех кривых з для р'.И и
через Г. семейство кривых |.? — е'г'л при фиксированном о и пере­
менном k.

Через каждую точку z(l проходит (при фиксированном р) опре­
деленная кривая из Г?, соответствующая некоторому значению k —

Уравнение проходящей через точку ?о“хо+О’о <Уо > 0) 
кривой из Гг. может быть записано в виде

12| = |2Օ|^-Հ
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откуда k = k-r(г0) = д-0-----1 ՜ или (для у>О)у—1 խ0|։ժ?քԱ՜Դ)- х\
о

, |շ0|2ք^2;',ր՜յ,')—х
откуда v = ■■■ - ____ — и при л’ = л‘л имеем

, • Р>о1'2 — -Vo
V =Уо= ճ --------  •

З’о
(2.1)

Таким образом, ри k — непрерывные функции от z^ .v0 4֊ Zy0 и у(’։.

Предположим теперь, что с0 ¥= — граничная точка области сходи- 
p.

мости G ряда (1). причем в этой точке существует касательная к 
границе с угловым коэффициентом у՜, #= со и круг К с той же каса­
тельной, лежащий внутри G՛. Если обозначить через & значение ?, 
определяемое из (2.1). то можно утверждать, что. как бы мало ни 
было е > О, существует такая окрестное■ ь L -.очки г0. что для всех 
кривых из Г (/И), проходящих через точки этой окрестности, 
ip — Ро|<2- В самом деле, допустив противное, мы пришли бы к 
выводу, что существует такое я>0, что в любой окрестности точки 
20 пройдет кривая из семейства Г (Л!), для которой р —р0|>*. По 
тогда в любой окрестности точки z0 найдутся точки z = x — iy, в ко­
торых | у՜ — у,-1 > о > 0, где у' соответствует кривой из Г (/И), а о не 
зависит от окрестности. Но в этом случае соответствующая кривая из 
Г (/И) должна пересечь границу круга К, что противоречит предпо­
ложению о том, что этот круг находится внутри (1.

Рассмотрим теперь семейство Г . Если |շ — с ':՝ ՜1՜ , го k—x

------- In I г I, откуда 
P

Пусть f—кривая из Гр с уравнением z\ — ef<՜՝ a —значе­
ние параметра k для кривой, проходящей через точку z' и принад­
лежащей Г?. Величину Д:Л(г'; -,) = Ay (У) А’п будем называть р рас­
стоянием точки z' от кривой у. Из (2.2) следует, что

Д.Л(з'; (2.3)

Легко показать, что если с0= . * , то это требование не может быть пыпол- 
?

Пино и поэтому условие Հ. , — 1IV вносят дополни тельных ограничений.
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I (х~7')'|~у8
где /-(г.1 —, а / —дуга кривой arg2 — ру = argz'—

I “ ։
'-у' (ортогональной к семейству Г ) между точкой z' и точкой пе­

ресечения этой кривой с у (на этой дуге следует считать ժտ<0, 
если | ?' и ds > 0. если | z' < г'—х ֊ /у'). Обо­
значим через L семейство кривых argz — ьу ■- С при фиксированном 
?. Постропм круг А’л.сК радиуса г, касающийся в точке z0 границы 
области (i и лежащий в I' , а также круги А'.-֊,։, А', с геми !же 
центрами, что круг А', и радиусами, соответственно равными г— т( 
и г : ձ (ՕՕյ г). Очевидно, что г можно взять столь малым, что­
бы длина любой дуги, соединяющей точку лежащую в Кг- , с 
точкой, лежащей вне U, была больше, чем Аг, как бы велико ни

было .4. Так как, с другой стороны. г0 — в, следовательно, функ

цня л? (z) в некоторой окрестности точки z{. ограничена снизу, то на
основании (2.3) можно утверждать, что,
если г достаточно мало, z /<г , и про­
ходящая через точку : кривая/ L- пе­
ресекается с соответствующей кривой 
у Г(М). у вне Լ' . (см. фиг. 1), то 
? — расстояние точки z от , удовлетво­
ряет неравенству

МО? yj>fir
как бы велико ни было число В. Если 
учесть кроме того, что >.г. (г) есть не­

прерывная функция от ?, то из (2.3) заключаем также, что если 
г£А> ,, и / пересекается с у в Ս,, то, как бы мало ни было р>0 
при достаточно малых г и е

-;)>(! -:Փ...սյ Ո (2 1)
(длина дуги / не может быть меньше լ, так как в противном случае 
кривая у пересекла бы окружность круга Кг... ч го невозможно). 
Итак, можно утверждать, что. как бы мало ни было ц><), неравен­
ство (2.4) имеет место для z Кг . и любой кривой у Г(Л7). если 
только г достаточно мало.

Если г /\\-ն и z находится внутри области сходимости 0՛ ряда 
(1), то A;,/i'(z: у)> 0, какова бы ни была кривая у Г(Л1). Если же 
z Д', г и z не находится внутри G, то расстояние точки z от тех 
кривых у I (Л Л, для которых △pA?(z; у) < 0 не может быть больше, 
чем т, и поэтому рассуждения, аналогичные только что приведенным, 
приводят к выводу, что. как бы мало ин было число р > 0, при до­
статочно малом г для г 1Հր>, и любой кривой у Г (Л Л имеет место 
неравенство

— А?/г Ա: у)<(1 • рр... (z0) v (2.5)
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3. Оценки частной суммы и остатка ряда Тейлора-Дирихле

Пусть множество Л1 предельных точек последовательности , *

находится на отрезке [а, />] (а>0). Возьмем какое-либо Й>0 так. 
чтобы а — 6 > 0 и разобьем отрезок [а- о, ծ на д равных по 
длине отрезков ձ'1յ, причем нумерацию установим следующую. Обо­
значим через /И* тог из отрезков .И/, в который попадет точка 

— (предполагается, что члены ряда (1). для которых это отноше- 

ние не принадлежит отрезку խ - й. b + о) отброшены): если точка 

принадлежит одновременно двум различным отрезкам /И,, то 
/// հ 

отнесем ее, например, к правому. При такой нумерации, конечно, для 
бесконечного множества индексов .и. ֊ Мк при / Л. Обозначив да­
лее (см. стр. 13) ^kj. повторив рассуждения со стр. 13 и
учитывая определение величин k (р, սյ и /е(р), мы придем к выводу, 
что, как бы мало ни было <»>0. можно подобрать столь большое 

число Л՛, что при и>Лг для всех "г: из отрезка М, будет иметь 
тп 

(*„тЧ>я 
место неравенство \ап\С е (kn — k,- для всех этих индексов 
л), а так как различных отрезкой /И/ лишь конечное число, то суще­
ствует такое число Л'о, что неравенство

1<М<*
имеет место при всех п > /V։>.

(3.1)

Обозначим, наконец, через րՀ то значение р из отрезка Л(,, для 
которого £(р‘) = £; (если в каком-либо отрезке k(M,)= -ос, то р* в 
этом отрезке можно брать произвольно); тогда, взяв достаточно боль­
шое д, будем иметь

р- — з֊< —— < р; ֊ք֊ с, (3.2)
iUi

как бы мало ни было տՀ>0, для всех /.
Рассмотрим какую-либо конечную область D, во всех точках - 

которой при любом pi /И имеет место неравенство 

где i' некоторое положительное число (область 1) лежит, конечно, 
внутри области сходимости 6') и. следовательно, гем более

Հ-5)
|г|<«? (3.3)

при любом i {i = 1. 2,--«). Пользуясь (3.2) и (3.3), получим, что при 
достаточно малом з>0 в той части области D, где х — /е, —3 < О

I (Կ i т, — Л;С| Տ) —А.х
I е г е I < е .... в, е <

- Изпсстня ЛИ, серии физ,-маг. наук, .4-5
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л-
I р,+е

<е е

Հ-3)—.г] -/,(3— -.)
=е = е

как бы .мало ни было :։>0. Если х ֊-k-. — />0, то при достаточна 
малом г>0 получим также

>.,՛ - — \x-ki—5I-.V
Lp-։ J -м?-ч)

Таким образом, при достаточно малом s, как бы мало ни было -՜։>0
I (Հ-4-хр., т, ֊tel „ г.
\е z е |<е во всех точках области D и если при
этом я 4- 1 то тем более it?" ՛ 'z"'e ՜'|<£ 'ո'1< ՜Հ

(*' + т) ՛■՝՝

С другой стороны, из (3.1) следует, что |л.<«’ ~ при

достаточно большом ւ и поэтому ряд V а; е сходится, гак
<-։

со * А*
как 1ոհ/ = օ(Հ։). Таким образом, \ խ. е <ԼՇ, где С не за-

/=я 4^1
висит от п, а так как

Ջ а1гт‘е~)!:= SJ 
։=л I

то заключаем, что к любому положительному числу 8 можно подо­
брать такое \՜(ձ), что при во всех точках области D имеет
место неравенство

-W . . — Л_, .(-3-- Й)
v I«<Z%"'';|<C ՛ ՛ . (3.4>

է
Рассмотрим теперь конечную область D', во всех точках ко­

торой
| z I < е(,|'г-Л։?,+,’1

для всякого .И (^^>0). Эта область не лежит уже внутри (Լ По­
вторяя выкладки, аналогичные только что проведенным, мы придем 
к заключению, что, как бы мало ни было 0, при достаточно ма­
лом г>0 в области D' будет справедлива оценка

(Л/-НР/ пи -tel M?-i r|) в z е I < е

а при п >i тем более
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Но с другой стороны, ряд сходится, поэтому для
։-։

любого =2 0 при достаточно большом i„ и любом «>/й будет иметь 
" ’ mt -V| MW

место неравенство у atz е | <е . Так как, наконец, сум- 
ь-ь

/։ ՜’[ n,i — М|
.ма V \а,: е I в области 1У ограничена, то для любого S>0

найдется такое .V (о). что при /2>Л'(о) во всех- точках области ТУ 
будет справедлива оценка

", । ХЯ(Ж)
У խ/z е I <е . (3.5)

7-1

§ 4. Сверхсходимость ряда Тейлора-Дирихле

Теорема 1. Если в точке ^границы области, сходимости 
G ряба (1) существует касательная к границе и круг К с той 
же касательной, лежащий внутри (Հ если функция

<ю т„ — ft п 
ք(շ) ^a„z е

п- I
аналитична, в точке ՜0 it если существует такая бесконечная ռօ- 
следователъность индексов iwj, что сп ։ > (1 ֊' ») >7Г , где ՝>"■() 

(•> не зависит от •/), то последовательность
п՝

i- I

сходится в некоторой окрестности точки ?0.
Доказательство. Построим окрестность U тачки т0, в ко­

торой функция Цг) аналитична. Построим, далее, лежащие в U круги 
Кг, К, ij, У. ,. /\г . с общим центром, радиусами г, r— rt. г 4- а, г + т/, 
причем круг /\'г касается границы области <7 в сочке г0 и KrcCi, 
0<3<Հր,<՜ր. Тогда, как бы мало ни было и > 0, при достаточно 
малом г. в соответствии с доказанным в § 2 будем иметь

;)>(! - Գ

если z ՜К г . и 7^Г(/И), и

ծ -MU! t)>(։ + h)*,.Uo)4.
если շ^1Հր-ր։, 7^Г(Л1). Обозначив, для краткости. XP.(z0) = /у и поль­
зуясь (3.4) и (3.5), отсюда получим



20 Г Л. Лунц

если г£ Кг т, и

е

е \<е 
i֊\

(4.1)

(4.2)

если Kr-..f։, как бы малы ни были о^>0 и р. 0, если только г до­
статочно мало, а п достаточно велико (г подбирается к р, а п к с, 
I,- любое, лишь бы 0< լ<Դ).

Пусть теперь /,֊-0 и = --и(».). Обозначив г։ г — т4, гс г ; з. 
г3 = г 4՜ легко найдем

In -Ճ in Д
lini ------Г;— = iirn------—— — - (4.3)

|П ճշ W |„ £ձ 2

и поэтому при достаточно малом ?) и соответствующем з отношения

1п —
------ и -Ճ1-

ln In
6 Դ

, I
сколь угодно олизкн к —•

Обозначим
ՀԼ, /II ք :

Rrl (z)^f(2> ^aiZ е

и пусть М1', All41. Л(?֊ наибольшие значения Rn (?) соответствен­

но в кругах /<г_^, /<,.м, К, ,։. Па оснований теоремы A lawapa о трех 
кругах имеем

In /И(? < b In .'И<։> -|- (I Ь) In

In-֊?- In հ
где b =------- - я, следовательно, 1 b =------  1 - Пользуясь (4.1).

(4.2), (4.3) и учитывая то обстоятельство, 
тнчна в А'г+г и, следовательно, |/(г)1<С 
поэтому

м,
Alt՛’1 < С 4- шах У а;: 'е ( ©

Վք<ր+րւ

(С — постоянная), получим при достаточно большом >

чго функция /(?) аналн- 
па границе этого круга и
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In Л/'? Հ. h) In /|Հ։> 4- л8 (IJ) In /И? <

<՜֊ձհ)'Հ յ|(1 — !*) Vi — *] ֊гЛ..(т։)А„ 1(1 4-.д)/07, -|-о]

<֊ Ah)|(l-H)^i֊ Ч(1+») -Л։(7|)|(14֊:х)/07,4-о|1>А, (4.4)

где lim Л, (հ) = ilm .1. (>а) = — ՜>Ո, а и н о сколь угодно малы. Учи- 
ւէ*Ս 1J-.0 2

тывая то обстоятельство, что в оценках (4.1) и (4.2) г подбирается 
к и, а п к •>, можно, как бы .мало ни было £ > 0, взять г и tj столь 
малыми, чтобы

(1 — ppbhK ,
(1 4֊р)Ч(’|)

После чего выбрать столь малое о. чтобы

• 11 (’.)!(։ - н)_/<л ՜ Ч х । _ ։
•42(л)1(1 4-и) /ОТ1“М1

взяв для этого достаточно болшое с Так как 0?>О, причем ։> не за­
висит от V, то (1 4- 0) (1 — «)> 1 ион достаточно малом г и. следова­
тель^ при достаточно малом т, > 0 и соответствующем -з можно, 
основываясь на (4.4), утверждать, что

1 iin In /14?՝ = — ос?, 1 irn Л1?'՝= 0,
>-*• ¥-• *

а это означает, что последовательность частных сумм ряда (1) поряд­
ков \п | сходится б круге а гак как точка ^—внутренняя к 
этому кругу, то теорема доказана.

Очевидно также, что рассматриваемая последовательность ча­
стных сумм ряда (1; сходится в круге /<,+» равномерно, так как при 
доказательстве оценивался максимум \Rn (г) в этом круге.

Если Pq —-ж. теорема также справедлива. При доказательстве в 
этом случае следует окрестность U. точки z0 заменить окрестностью 
(Ль в которой р>.4, считать /0= 1. а при выводе неравенств (3.4) 
и (3.5) предполагать, что области I) и !У определяются следующим 
образом: в области I) г <հ^i«»*<?)--•) при f/1 р схз и 
а в области D՛ z <<?" ш,+{։1 при (Վ Al, о #= со hx>L- - ₽.

Если множество 44 конечно и >.я^1>(1 4-^Рл ПР» всех п, то из 
теоремы 1 следует, что все точки границы области О — особые для 
/U).

Ге орем а 2. Если ля .»>(! 4- Игл <Լ= оо, то по-

€:1е0о։>ател>>ност>> частных сумм ряда (1)

сходится в любой конечной части области голоморфности функции
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ос П)л — t.R: 
f (z) - У anz с

п- I

Доказательство. Пусть С.»— любая конечная область» в ко­
торой /(z) голоморфна. Построим конечную область С3, внутри и на 
границе которой /(г) также голоморфна и которая содержит область 
С- (С- — строго внутри С3). Пуст։», наконец» С։ а <?. и С։ находится 
внутри области сходимости ряда (1).

Обозначим Յյ = inf 3 для всех кривых |д! — с'1’ ՜'Հ՚' '. пересекаю­
щих область Շ\ и [$2 = supB для всех кривых ;г- = Ф'1,г : , пересе­
кающих (а силу сделанных предположений в, и 3. — конечные по­
ложительные числа). Тогда

оо т{ —Հո+1 I
V J а, г е | < е (4.5)

i 41 + 1
в Cj и

Л րՊ Kn(?. •<»
e 1<е (4.6)

«~։
в C3. как бы мало ни было ->0. если п достаточно велико.

Пусть, как и раныве,
" W, — А z 

е .
/-1

Обозначив через .И1?1. Л4',2>, .44?՛ значения шах /Հ,ք <֊) на границах 

областей Ct. С., Сл, получим, воспользовавшись обшей формой тео­
ремы Ада мара,

1П/И<? < б1пЛ41пф(1 - б) In
где (»</?< I. Воспользовавшись оценками (4.5). (4.6) и тем, что из 
аналитичности /(<) на границе области Сл следует ограниченность ее 
модуля, получим при достаточно большом

In /И?1 <Հ — |. լ (քՀ ■ е) (1 — ծ) (.Լ i- з) <2

<|֊ծ(ւ -ьм(?i֊=) М1-֊^(з.+е)|ал —ос
при v -ос, так как lim —со. Следовательно, и последо 

вателыюсть
-X

У at г е
I- I

сходится в области С\ (и притом равно­

мерно). Теорема доказана.
Если, в частности, Հր|֊ւ X1 4-11Հք) >֊я при всех /.г и «. то

г:
все точки на границе области сходимости ряда (1) особые для его 
суммы и ряд определяет столько аналитических функций, сколько 
связных компонент имеет область его сходимости.
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§ 5. Сверхсходимость ряда Дирихле с комплексными 
показателями

Как было доказано автором (см. [3]), ряд Дирихле с комплекс­
ными показателями

» -).п=
\ аяе , (5.1)
л- J

где | л։ | < | Ц X • • • /п | ;> • •. lim ХЛ = оо и In п = о ( ՛ >.я |), сходится 
ZJ—

абсолютно п области (1. точки которой при любом с удовлетворяют 
условию

х cos ? — v sin z — А (փ) > О

и расходится ине этой облает։։. Функция /•(?) определяется здесь сле- 
___ In ]ая I

дующим образом: А(?) ИтА(з, а), где Л (о. в) = Пт-р—р֊> a [пр}-

последовательность индексов, для которых с — a<Arg>./։

Нетрудно видеть, что Л (ф, а) = Л (0) для некоторого Ф из отрезка 
(?— я. ՛> -- а]; в этом легко убедиться, деля отрезок на две части, выби­
рая гот из полученных отрезков, в который попадет бесконечное мно­
жество членов тон подпоследовательности из {Arg/7Լ ), для которой со-

(1п1дл h
отвётствующая подпоследовательность из { —-֊ | сходится к А(?» а), 

I I %1 )
и продолжая этот пронесс деления. Условимся дальше считать, что 
Arg>.« |0, 2-|.

С помощью таких же рассуждений, какие на стр. 17 были при­
менены к функциям А(р, а) и /?(?) и вводя аналогичные обозначения 

для функций Л(?, з) и Л (?) (Arg/.n вместо '• hi вместо А<, вме- 

его ք/), приходим к выводу, что. как бы мало ни было <«>0, при 
достаточно больших Z

(Л. 4֊«)|Х. I|я։|<е 1 ։' . (5.2)

Рассмотрим теперь какую-либо конечную область D, в которой при 
всех ? имеет место неравенство

х cos с — у sin ? — А (?) — р >О

Тогда для точек этой области тем более 
х cos ?*—у Sin ?’ — А (?•) — £> 0. (5.3)

Взяв ?'. соответствующее достаточно мелкому разбиению отрезка 
]0, 2л], и положив Arg/.,, = 0я, в силу (5.3) и ввиду того, что область 
D ограничена, а функции cos? и sin ? непрерывны, имеем

—Л:: — X {(.rcos'J, —ysinO, ) —| >. '(.vcos-f * — vs-inv
; e ' = < e 1

О -1\|(/ևփք։-օ
•Հշ
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для всех Լ как бы мало ни было г>0. Таким образом, в области 
при достаточно малом

(Л/+ч)1>./| -Р/Ка-Ч)
1 е | е ՀԼ е

как бы мало ни было £2^>0 и тем более

(5.4>

если п -Ь 1 < i. С другой стороны, ряд

» —(:Й/-Г։։)Р։1 ■
УИ.-U'

сходится при любом ^>0. так как 1п п • о (: >.Л |), а в силу (5.2) при 
достаточно большом /

——։р-/1
I а> | е <е

где *>0. Поэтому
оо _(ft/+t։)p..|
у IM* <с,

Ь-« + 1

где С постоянная и с учетом (5.4) приходим к выводу, что для 
любого ;>0 существует такое Л՛’ (г), что при //>.V(-) в области /> 
справедлива опенка

ос - — ия+։|^-։)
У ' Qi е J < е . (5.5}

i >i~ 1
Совершенно аналогично доказывается, что в любой конечной 

области 1У. точки которой при любом ? удовлетворяют неравенству

xcos? ֊ - у sin у ֊֊ Л (ф)-|-g>0

справедлива о це и к а
'• —V imhh
2l«/e <е (5.6>

1

для любого = > О, если только п достаточно велико.
Теорема 3. Если функция

/(z) = \\апе 
/:֊ է

аналитична в точке г0 на границе Г области՛ сходимости G ряди 
(5.1), существует круг, лежащий в G и касающийся Г ճ точке 
и имеется такая последовательность индексов |л, J, что |Х/։ ւ > 

>(1 - ^) ւ՜-րյ I. где ։• не зависит от Н։13>0), юо последователь­
ность
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Ո' ֊Խ 
^ate 
i- 1

сходится в некоторой окрестности точки г0.
Доказательство этой теоремы основано на оценках (5.5) и (5.6) 

и вполне'аналогично доказательству теоремы 1, но значительно проще, 
так как роль кривых | г [ = е'՜1 ՝ 1 играют прямые х cos ? — ysln о —
— ft(o) = 0, л роль р —расстоянияобычное расстояние от соответ­
ствующей прямой.

Другим методом и при значительно более ограничительных пред­
положениях (lim ֊ П < оо и даже | Хя+! • | >.я |> р > О ) эта теорема 

\л— | Х„ I /
была ранее доказана Галли (см. |4]).

Теорема 4. Если | ля _յ | > (I 4- Ь.) |ля . гое Um б.» со, то 
* »-*ж

последова тел ьност ъ
'Կ

j'ujI

сходится в любой конечной части области голоморфности функ­
ции

™ ՜Հր 
/(2)=V^

а»
Доказательство этой теоремы вполне аналогично доказательству 

теоремы 2 и немедленно следует из тебрёмы Лдамара (в общей фор­
ме) и оценок (5.5). (5.6).

Московский институт
химического машиностроении Поступила 3 VI1 1962’

«Խ Լ.

ИЬ ть ՇԱՐՔեՐՒ ԳեՐՋՈհԳԱՄհՏՈհՌՅԱՆ ՄԼԼՍհՆ

Ս. Մ Ф П *1» II !• II*

Հոդվէսծում դխոարկվոսէ են ft'h ЦП ր֊Դիր իխլե [t շարքեր՝

“ "!ո ՜Կ՝
\ е . (1 )>

л-

որտևղ ).л^>0, Л/յ ' -V А 1НЛ = О (Հ։) t‘ ՚Ւ/»[• /»խ/А//՝ !(ոմպ[եքս ցոււյիչնեpnt)' 
շարքեր՝
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СО

“1
(2)

",""/•7 17.я ’ է ос. in /Г — О ( |лп ).
Ապացուցվում են հետ ելա լ թեորեմները։
I. Եթե (1) կամ (Հ) լա,1՚-ՐՒ ղուղտմիտսւթ  լան տիրույթի եդրադծի Z^ 

կետում շարքի դու մարը •»անդի"՛! ֆունկցիան ռւնալիաիկ է, դոչութ (ուն 
ունի շարքի դո I դ ամի ա ո t թ /ան ւոիրոէ լթի ներսր ընկած ու tn լդ տիրույթի 
եղրր 2հ կետում շոշափող շրշան և առկա է ՚ Հ/ 4 ալնպիսի- հաջորդակտնու- 
թրոն. որ \ՆՈ . XJ4-UJ >.ո , որտեղ ^>,0> ապա շարքի մասնակի ղա­

մարների համտպռւաասխտն ՚ ք, ! հաջորդականությունը ղուղամիւոում Si>
կեէոի ինչ որ շրջակաքքում:

3. Եթե \'է.ո : է.ո և limOV=’oe, տպա ինչպես (1) Հար-

քի, այնպես էլ (3J համար կարելի Լ պնդել, որ մասնակի դումար-
ների համապատասխան Տ,է J հաջորդականութԷունը դուդամիաու մ Լ ամեն tfի 

տիրույթում, որտեղ շարքի դու մարը ան/պիաիկ Լ:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

f
A. 111. Асатурян, П. М, Кнчаев

Изгибные колебания стержней при нелинейном 
г г законе упругости

В в е д е и и е

Имеется обширная литература, посвященная колебаниям стерж­
ней переменного поперечного сечения при линейном законе дефор- 
֊мадии [1], (2,. |3|, |4|.

Существус! ряд задач, имеющих большое практическое значе­
ние, при рассмотрении которых необходимо обращаться к нелиней­
ной теории изгибных колебаний. Так, например, колебания турбинных 
лопаток происходят к поле высоких температур, где, как показывает 
опыт, не выполняется линейный закон деформации Гука и появляются 
пластические деформации.

В нелинейной технической теории упругости, в частности, для 
изгиба призматических стержней предполагают, что связь между на­
пряжением и волокне <г и относительным удлинением волокна $х оп­
ределена из экспериментов на растяжение-сжатие. Эта фундаменталь­
ная связь определяется обобщенным нелинейным законом деформации 
в виде |5|:

Հ,. = £(1 — (0.1)«

1д. = -^(1+<т=Щ,. (0.2)

Здесь Е—модуль упругости: ц —постоянная, имеющая размерность 
см';кг՝, определяется из соотношенияI
где <7—модуль сдвига в кг е.\<\

7—интенсивность касательных напряжений.
Для модуля интенсивности касательных напряжений ? предла­

гается нами следующее эмпирическое соотношениеК T=(t֊>> (0.-1)
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где — - коэффициент Пуассона,

— безразмерный модуль сдвига.
Соотношения (0.1), (0.2) и (0.4) характеризуют не только не­

линейный закон упругости, но, по-видимому, служа։՛ выражением 
пластических деформаций в зоне упрочнения при высоких температу­
рах порядка 500 7OQ C.

Заметим, что из условия совместности деформаций Сен-Венаиа 
и нелинейной теории изгиба призматических стержней [5] следует 
пропорциональность между относительным удлинением и кривизной 
упругой линии в следующем виде

֊ dx- (0.5)

§ 1. Нелинейные изгибные колебания стержней переменного 
поперечного сечения в поле центробежных сил

Изгибные колебания стержней при нелинейном законе упругости
с постоянным поперечным сечением и шарнирно закрепленными кон­
цами рассмотрены в работе (5].

В данной работе приводится исследование свободных нелиней­
ных нзгибных колебаний призматических стеракней переменного по­
перечного сечения в поле центробежных сил. При этом учитывается 
влияние одновременного изменения жесткости и погонной массы на
частоту собственных колебаний стержня. Так как существенная 38-
кр\ченность турбинных 
их колебаний |4|, то

лопаток мало влияет на основную частоту 
при расчете нелинейных колебаний лопатки 
имитируем как незакрученные призматические 
консольные балки переменного сечения.

Итак, рассмотрим в декартовой системе 
координат призматический стержень произ­
вольного поперечного сечения длиной /. 
Пусть для недеформированноги стержня его 
ось совпадает с осью л, а плоскость сече­
ния—с плоскостью yz (фиг. 1).

Для исследования нелинейного колеба­
ния упругой системы воспользуемся вариа­
ционным принципом Гам ил ьтона- Остро град­
ского. По принципу Гамильтона-Осгроград- 
ского для не консервативной системы сил 
при изохронной вариации имеем соотно­
шение

Fv - dt\ ՀՒ\ = 0,
II

(1.1)

где А—функция Лагранжа, определяемая уравнением
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Լ = Л^А2—Т. (1-2)
Здесь полная работа упругих сил,

А,—работа центробежных сил,
Г—кинетйческая энергия системы.

Составим функцию Лагранжа. Для этого сначала вычислим ра 
боту внутренних сил упругой системы. Элементарная работа будет

| я-МО
Подставляя сюда значения аг и гж из соотношений (0.2) и (0.5), 

получим

,/^.ЗД Ը / I , \ Е ас,-/ \՝ / о2/, \-)- y( 1 - т)■< շ 1 - ֊շ֊(уd՛) (-՝՛■

Интегрируя по площади /' поперечного сечения, найдем paoojy на 
единицу длины стержня

Вводя в рассмотрение моменты инерции сечения

Հ j у- dy dz, J.յ = j || у ’ dy dz.

из предыдущего соотношения работу деформации для всего стержня 
получим в виде

1
j dx dx= շ՜յ յ՝ 

գ о
К элементу стержня приложена центробежная сила, имеющая 

вдоль оси л՜ проекцию /•••АЛ'. Проекциями центробежных сил вдоль 
других осей вследствие малости их пренебрегаем. Работа центробеж­
ной силы определяется формулой

I
?12= | dx.

о
где

ձ=-շ-յ(ՏԽ: r=r^-x’ 

и
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Р — плотность материала: <п—угловая скорость:
. п а i и у.е вращения закрепленного конца стержня. Следовательно, 

работа центробежной силы стержня будет равна

dx (1.4)
о

Кинетическую энергию стержня определим путем интегрирова­
ния живой силы отдельных элементов его. Исли пренебрежем инер­
цией вращения элементов стержня, то найдем |1|

r=4-p(Wdx՛ (և5)
и

Подставляя (1.3). (1.4), (1.5) в уравнение (1.2), а соотношение 
(1.2) в формулу (1.1), получим:

(16)

Для упрощения вычислений, введем следующие обозначения:

^,= ֊й -=Ph r — rt .Հ=րՀւ+ճ֊;); (1.7) 

(К8)

где индекс 0 показывает, что все величины вычислены в корневом 
сечении, п /—нп конце стержня: т безразмерное впемя; ;—безраз­
мерная координата: р—частота колебания стержня; Л—безразмерный 
параметр, подлежащий определению; //- число длин волн шерохо­
ватости поверхности изделия.
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Величина ՝> характеризует амплитуду колебания шероховатости 
и неровности поверхности изделия стержня, учитывающую техноло­
гический фактор изготовления, иакип на поверхности лопатки и дру­
гие отклонения от средней плотности о0, т. е. безразмерную ампли­
туду колебания распределения масс около среднего значения плот­
ности вдоль длины стержня. Величины * и п определяются статисти­
ческими методами по наблюдениям. Так как

(fy _ д-ղ _ ժշլ յլ_. Ժշ; _ Ժ2հ ևչ . Ժլ _ Ժր։ .
дх ՜ Ժ5 dx а- / ՚ ժ.ժ ՜ !- ’ дТ~ 'tePt (l

ւօ на основании (1.7). (1:8) и (1.9) уравнение (1.6) примет вид 
2г. Հ- 

и о

4֊ ^гг(;)ср(-) '?։(-) (МО)

где для сокращения записи приняты следующие обозначения:

3: = AL ; , _ _ ՃՀՃ ; т — . (Ill)
р„Л„ /4 յ»1' ‘՜ I

Из (1.10) следует, что уравнение Эйлера-Лагранжа для вариацион­
ной задачи Sfj является нелинейным уравнением четвертого порядка с 
переменными коэффициентами. Поэтому вариационную задачу будем 
решать прибл и женно.

Функцию պ(։»հ) будем искать в виде произведения двух функ­
ций, одна из которых зависит только от Լ а вторая только օր՜, т. е.

т.(Н) = /?(;)?('). (1.12)
Так как мы рассматриваем стержень как консольную балку, то 

граничные условия будут:

«|=-о = О; -0; = 0; հ* -О. (1.13)
Ս' и' Ս' --k

Этим условиям удовлетворяет функция Н. Л. Крылова |G). 

где

$(*>_ 
7(.т) V(:) (1.И)

5(5) = 4"(cb՝+ cos’)՛’ 
Л*

7 (0 - 4 (Sh; 4֊ sine):

и ֊у (с1к —COS;);

V’(;)= (chS — sin;).
(1.15)
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а безразмерные числа /г—корни трансцендентного уравнения

ch k • cos k ֊ք֊ 1 = 0. (1.16)

Приведем значения нескольких корней уравнения (1.16). вычислен­
ных Рэйлем |1] и А. Н. Крыловым [2|

Հ = 1,875; Л2 = 4,694. Л3 = 7,855.

Подставляя функцию (1.12) в формулу (1.10), получим

Тогда для Л։ получим следующий интеграл

По 
системы 
лучим

принципу Гамильтона-Острогрвдского для неконсервативной 
сил при изохронной вариации из формул (1.1) и (1.18) по-

о/, <h - 0,

где
о

/. = 1№/ 'Հ-л’К'-Ь.
հ' 4-6

Отсюда, для действительного движения вариационное уравнение 
Эйлера-Лагранжа запишется в виде:
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Если положить, что

1,= уМ։, (1.19)

то из предыдущего соотношения будем иметь

~£Г -Е Р\ Կ г հ 4֊ Мл) = О- (I 20)

Соотношение (1.20) описывает свободные колебания системы с 
нелинейной восстанавливающей силой.

Интегрируя уравнение (1.20) от начального положения Q до </, 
где Q—наибольшая амплитуда колебания системы, получим

4֊ (41)=ր՝ [(ч++dq- <•21 >
<1

Отсюда, после несложных преобразований, получим следующее 
|фференциальное уравнение в безразмерных переменных

(•^•)2 = /’if-?s)(1 +4+-1շ- + ^+։)՛ (1-22)

где б =1—безразмерная амплитуда.

Разделяя переменные в уравнении (1.22) и интегрируя по >/ в 
пределах от нуля до б, получим эллиптический интеграл в виде

(1.23)

Для удобства пользования таблицами эллиптических интегралов 
представим интеграл (1.23) в тригонометрической форме. Для этого 
положим

К ? —SlnO; z— շ.(. J.։QS <• '•

где у —модуль эллиптического интеграла и '^<0.
Следовательно, уравнение (1.23) принимает вид

_=_ _]/2՜ _____
A И 1՜ z-s^

(1-24)

(1.25)

3 И»МСТН8 АН, серим фнз.-м։т. наук, № 5 
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'Гак как период колебании должен иметь значение -Q-, то при/.։<0 

из формулы (1.25) следует соотношение

4 V 2/<(z) 
AV֊

где

dh
J P 1 — xssln*0 
о

полный эллиптический интеграл первого рода. Отсюда следует, что

2l'2K(z)
г. /2 ր- 2«>? -Ւ X֊Q?

Или, переходя к размерным величинам по формулам (1.19). для чи­
стоты колебания будем иметь

< 6 Kt>s4/> = 11.26}

где

113 соотношения (1.26) видно, что частота колебания зависит от 
амплитуды. С увеличением амплитуды частота колебания уменьшает­
ся вследствие увеличения функции А'(՜/) и уменьшения подкорен­
ного выражении.

§ 2. Вывод расчетной формулы
Эллиптический интеграл (1.25) есть функция верхнего предел?. 

Q. Обратная функция от - называется эллиптической функцией Якоби 
и определяется формулой

| = SOT.

Подставляя сюда значение безразмерной амплитуды ф будем иметь

<7 = Qsn-:, (2.1)

Па основании (2.1), соотношений (1.12) и (1.14), уравнение уп­
ругой линии при нелинейном колебании примет вид:

Պ (5, *) = Q | и (Е) - ИВ | տոտ (2 2)

где попрежнему
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kx
Г Pi.

В формулах (1.26) и (2.2) амплитуда колебания заранее нам не 
известна, но ее можно определить из условия максимального изги­
бающего момента и допускаемого пли расчетного напряжения при 
нзп'.бё. Максимальный изгибающий момент можно определить, с одной 
стороны из, формулы

шах Л! = ՚ Ւ.յ1 ОХ" (2.3)
ma։

ДРУГОЙ стороны, легко показать/что наибольший изгибающий мо- 
мент возникает в корневом сечении стержня и определяется усло­
вием

max .И = =<• U"„. (2.4)
где 1^—момент сопротивления корневого сечения стержня.

Вычислим теперь максимальное значение изгибающего момента. 
Из разложения эллиптической функции Якоби 17) следует, что

Отсюда
чп sin - (1 - 4ր ՜Ղ՝օտ-հ). (2-5)

!տո т |sin ֊
Так как

. k- (1-8
֊ր֊ձ- = Q ,:2 ՏՈ”, 
дх- I- d-S (2.6)

то из формулы (1.14) и (2 2) следует, что
dzR_ 
dr

<ՐՍ S(k) d-\/ 
dr T(k) dr

По определению функции А. Н. Крылова и из соотношения 
следует, что

(1.15)

dr
-S(A')| —- —~ •

(,|S® Т(л)

Отсюда 
Поэтому

видно, что правая часть имеет максимум при € = 0.

_Ժ=Հ> 
d? ֊ 1.

тая
(2.7)

Следовательно, комбинируя (2.5). (2.6) и (2.7) с соотношением (2.3), 
найдем

_ Z:JQ*= 
'’On ах — շշ ՚

Решая совместно уравнения (2.4) и (2.8). получим
О- 1^ճ’ к֊

(2.8)

(2.9)
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Таково значение амплитуды в зависимости от допускаемого или 
расчетного напряжения. Вычисляя коэффициент ֊^֊ 1>2Q՜ по условию 

(2.9). получим:
' °֊ гх _ 1 /. V ■/
6 4 27՜ Հ G Հ GJ0 ) "

где 7<0. Подставляя это соотношение и значения я. ц, из (1.11) в 
уравнение (1.26), найдем расчетные формулы для определения ча­
стоты при свободном колебании стержня

(1.17), знамени:Величины ծ3, «). b определяются из выражения 
корня k берутся из уравнения (1.16).

§ 3. Сравнение величин собственных частот колебаний 
стержней ври линейной и нелинейной теориях деформации

Величина собственных частот колебания стержней сильно завн* 
сит от температуры окружающей их среды. Как известно, изменение 
величины собственных колебаний от темпера туры определяется изме­
нением упругих постоянных.

11а фиг. 2 приведены графики упругих постоянных и коэффи­
циента интенсивности касательных напряжений для стали в зависи­
мости от температуры. л

Частота собственных колебаний стержней трапецеидального и 
прямоугольного сечений (фиг. 3) подсчитана по формуле (2.10), в' 
которую, помимо упругих постоянных и других известных величин 
(.момент инерции, площадь и г. д.), входят величины Ь. Ь„, 0, значе­
ния которых, для указанных сечений стержней приведены в таблице.

Для других поперечных сечений стержней значения ծ2< $ 
легко определяются интегралами от функции Л. И. Крылова |6j. ко­
торые должны быть умножены на соответствующие постоянные, оп­
ределяемые формулами (1.8).

Интегралы от функции А. 11. Крылова были вычислены числен­
но методом Гаусса |8|. Ниже приводим значения указанных выше 
интегралов я пределах от нуля до к = 1.875 

к к
f(R (5)1?di = 0.46870; l7 \՝ di = 0,27693:



Колебании стержнем при нелинейном законе упругости 37

» *

М/?(:>|=<£ = 0.70873; \՝(~իէ՜}' Л’ = 0,06413;
о о

Таблица
Значении hhtcj ралог для стержнем

гг 
։։ Н Ի Р- է 

мм

-------------------------------------П

с Ո

1 Ш7 Q.S50 0 3955 too 0.21659 (.78662 0 6? 651 7 4(79?

2 ОЙ? а «о 0.WS5 .50 Ո 2IKS9 1.78662 о. b?tsi 4.14АЛБ

։ 0.0W 0.020 о.ооос 50 0.46870 1.00000 0.53084 2. 424էՅ

1 0960 Օ.ՕՈԾ 0.0000 too 0.46870 1.00000 0.5308^ 4.0(242

На фиг. 4 приведены графики собственных частот колебаний 
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стержней трапецеидального и прямоугольного сечений, из которых 
видно, что частота собственных колебании стержней уменьшаете? հ 
увеличением температуры пример;;՛՜՛ на 20 и белее процентов.

При нелинейном законе деформации стержней частота их соб­
ственных колебании уменьшается по сравнению с линейной деформа 

Фиг. 4.
Iр-г։еце1։д.։лы!ое сечение 

стержня,
•При ։■• оу гол յ. и ое сечение 

стержня.

иней примерно на 6—12%. Влияние нели­
нейности на уменьшение собственной ча- 
с готы колебаний стержней тем больше, 
чем меньше центробежные силы. Центров 
бежные силы, как например, в лопатках 
турбин, увеличивают их жесткость н силь­
но повышают частоту собственных колена.’ 
ний лона пж, что видно из кривых (фиг. 4).

Отметим, что приведенное нами ре­
шение. полученное для стержня с заде­
ланным концом, можно распространить и 
на более сложный случай, как например, 
на лопатки турбин.

Приведенное решение дает возмож­
ность учесть влияние на частоту собствен­
ных колебаний различных технологиче­
ских факторов изготовления стержней (ло­
паток турбин), как например, влияние из­
менения момента инерции в зависимости 
от неточности размеров их толщины.

Зап* рожскил .м;ннилос։ро»1тельиын niicinjyi 
нм. В. Я. Чубзря Поступила 16 IV 1962

Ծ». Շ. Пиниям rittifi, Պ. U’ Կիչաև

ՋՈԴ_եՐՒ ԹՂ. ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐՆ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈՒ^ՅԱՆ ՈՋ 
ԳԾԱՅՒՆ ՕՐԵՆՔՒ ԴեՊՔՈհՍ

Ա 1Г «I» П «I» (I 1’ 1Г

Լող կ ածու il հետաղս ավամ են փոփոխական у tn քնական ‘էասէվածՀէՈէ! ւղչվ՚4~ 

մ արս ձև ձողերի ւսղտտ, ոչ ղծսւչին շեղ տա tn տն nt մներ ր կեն ար ոնա խա լս 
ուժերի ղաշտու մ: Աոաջին մոտարկման մեջ արհամարհում ենյ> տուրրինաէին 
թիակների ոչո րված ntթ չուն ր որովհետև //»հՆ քիք_ Լ աղդամ տատանման 
հիմնական հոէճուխտկանութ չան վրա։ Ոչ ղծտքին ւոաւոանուՀմնե րի հաշվարկման 
մամ տնակ թիակներ/! իմիւււացվում են որպեո փոփոխական ՚>ատված ,չ>ի չո­
լորված կոնսո/ա չին հևծաննե ր:

Դե (ի որմ tut] իա չի ոչ ղծ ու լին որենրի ղեպքամ {^^(ի լարման ե £է '>ա- 
րարերական ևրկարաէքմսէն միջև եղած կաոյր որոշվում Է ձղման ու սեղման 
խրսպևրիմենտներիցէ Ա>լդ հիմնական կա ալը որոշվում է դեէիորմ ացիալի ('նղ-' 
հուն ր ու ւրիոծ ոչ ղծ ա չին հետե լա ք ւոևէւրի օրենքով
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ад = £ (1-а^) зл-,

£а == 7? (լ ՜ 3”
որսւհւլ £'ն աւէւսձդականտթ լան մ ող ալն I;, (Լ~ն մի փոփոխական կ, որր 
որոշ/իււմ Է

2 £T—---— — —
27 GJ

>արարերակցու [J լան իր:
(1-ն սահքի մոդուլս կ կդ;սմ“֊ով, ~ն շոշափող յարու մնևրի ինւոենսի- 

փււթրււնն կէ
Աոաձղական սիստեմի ոչ ղծալին տատանման հևասւդոսւա (Jլան համար 

կիոարւխսէ է Համ ի/ սէոն-Օոտրաղրադսկո < վ տ րիա րի"ն սկղրու-նքր. յր£>յ»Հ>»»»/ Լ 
սէոաճգպփսն դծի հավասարում ր է տրվում I; հաճախական ութ լունների բաշխ֊ 
ման Արենքբ հետև լալ տեսքով'

/^ = Փ(<". Q)
որւոևղ ս՚,֊5/ անկր/ւնալին արաղու fjլանն է, Q-ն սկզբնական ամսլլիաուդն
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. П Мелконян

Изгиб трехслойной толстой плиты
Рассматривается задача об изгибе прямоугольной трехслойнон 

толстой плиты под действием произвольной поперечной нагрузки, 
приложенной к верхнему основанию. Материалы слоев обладают раз­
личными модулями упругости. В пределах каждого слоя модуль уп­
ругости считается постоянным. Предполагается, что различные мате­
риалы, составляющие слои, имеют одинаковые коэффициенты Пуас- 

vCpHa. '
В частности, решены задачи изгиба трехслойнон квадратной пли­

ты для различных относи тельных размеров и отношений модулей 
упругости слоев.

Результаты точного решения сопоставляются с результатами 
классической теории изгиба гонких плит, а также с результатами 
другой приближенной теории 11|, уточняющей классическую.

§ 1. Общее решение задачи
Пусть толстая прямоугольная плита со сторонами а н о и с 

Г0ЛЩНН8МИ слоев % о3 и 53 нагружена поперечной нагрузкой с ин­
тенсивностью р (х, у), приложенной к верхней граничной плоскости 
плиты. Каждый слой в отдельности также является толстым. Пусть
яерхний слой имеет модуль упру­
гости f։, средний —Ճ,, а нижний— 

Коэффициенты Пуассона для 
всех трех слоев примем равными 
Далее, все величины, относящиеся 
к верхнему слою, будем обозначать 
индексом 1, к среднему слою ин­
дексом 2 и к нижнему слою—ин­
дексом 3. Координатную плоскость 
.гоу расположим на границе кон­
такта верхнего и среднего слоев. Фиг. L
■* началом в одной из вершин плиты.
Ось oz направим вертикально вниз ((риг. 1). Обозначим через//, г՛, ы- 
перемещения частицы упругого тела, а через Хх, Y.,, Z-, Л՛,.. Х֊_ — 
компоненты тензора напряжений.

Под свободным опиранием полагаем, следующие условия, вы- 
полняемые в любой точке боковой поверхности плиты |2):
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1) Нормал иная компонента напряжений равна нулю.
2) Касательные компоненты смещения равны нулю.
Предположим, что на верхней и нижней граничных плоское? 

плиты отсутствуют касательные напряжения. Граничные условия 
этих плоскостях будут иметь нид 

при с=—о, 2<»в — р(х, у) zY(”=r^-0
(Ц 

при Z = Հ փ о, Zf> = о А'<*> = И?» = 0.
Необходимо также выполнение следующих условий на контакта 
слоев 
при 2 = 0 7Հ1>=7.^ ձՀ։)=.-\'9 Г<։)_ Hjb \

(U 
= ^> = ^> ar(l)=w<2)

при ? = % Z<-> ֊ Z>?J AY՝=A'?‘ Г£.‘‘ = Г1?'
(1.3 

//՝•՛’ =//3) = •K/(2,= K',U.
На внешнюю поперечную нагрузку p(x, у) накладываем ограничения 
позволяющие представить ее в виде двойного ряда Фурье

. Й 4՛ /X . ЬкХ . fllty .. .]/цл. y) = V \ A«.4sin—- srn-/-. (1.4)
~“։ '2 °

:где 
л ծ

-1 Г Г I տ • Ьг.Х . «"V . , ,, JАда.« — а/) I р(х, у) sin - sin dxdy. (1.51
<՛> 6

1-кпользуем для каждого слоя решение Б. Г. Галеркина |2]. где все 
компоненты напряжений н перемещений выражаются через бигармо- 
ническую функцию

СП Հ»
<?,(*• у, г) ֊ v V M<0shwfrrtz г 

fc- 1 /1-1
4- Qf/zchV+/J*« zshu^zl sin Հ'՜'Հ sin֊'֊֊'' • (l.6|

, k2 rr
™ %. ] -?- + T=- ’

.и имеют следующие выражения*
Oo Co •

ДД‘> = “ . \’ 4՛2 [ 4V>«»z chwz I uiz sha>z 4֊
1

+ C<0 юг տհ юг -j- (l ք ■ 2-. сИюг I +

Для простоты записи индекс k/t при ՛•>, в дальнейшем изложении опускаем.
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+ iffzchwz 4՜ (]»>■ /гкх нг.уsin------sin—ր֊a l>

-тг- CO -X 1
Пр = -V V /г՝ 1 4</>zc!u»z 4- flgwzslw -

Л-1 1

I 4-25 Ջ*՜) chou- I +

4-Dg <•>2 ch шг 4֊ Л 4- 2e sbw.
\ ՜ л՜ /

Л-А- . ПГ.у 
--------ЯП ֊ . ■а Ь (1.8)

Zg = ՜~2 2 io2{.4$tnch<oz 4՜ ««shwz 4՜ Cg} խտտհ«շ — (1 — 2=)cli<oz] —

4- Z)gJ|u։zcha>z — (1 - 2«) sh«>z|} sin ~~՜ sin "հ- • (1.9)

_x сл
Z^ — —-У X1 »dzz (/V/jwslw I ДО'шсЬ'иг 4՜ Օչ> («>zch։«z -4 2-3տհ«»շ) 4՜ հ f) **J * x»« • •*•։

Л=1 л-i

4- pg (u)zshw2 4 2sch<»z)} sin “'Հ- cos -^— (1.10)

-------—S’ V, ՚ո^ |.4։’‘2<oshiuz 4- />’l4<»>ch<oz4՜(^zch^z 4- 2=shwz) 4՜ԼԼ mJ 1
k-։я=1

4- D{̂  (<ozshu>z ; 2<jchuiz) J cos ճճճ_ ՏքՈ ֊Ո--հ . (1. 11)

_■> <X> <x>
У ku !/1[խշհս»շ 4՝ ^<»»տհ<«’ ■ Cyj(ch>»2 wzslw) 

k~Iл-l

4՜ (shu>2 4- <»>;zch<BZ)) cos —cos ~-j~-• (1 • 1 ’2)

w<° ՜ V ’ '՜/?՜” 2 Ճ k 1 ^й‘ис11шг ՜է՜ £]gu>sliu)Z 4֊ 
4 к-\ր.=\

4- C^(cho>z (t>zshujz) 4֊ (sh0z 4-u։zcliu»z) J cos -Հ՜'- sin Z/՜^—. (1.13)

-y0) =---- у • -£— 2 2 1114^u»chu>z 4- Sy<»»sh®z 4*
1 Xr-Jz;~l

’-Cg(chu>z4-^shwz) 4-Dg(shu>z4 ՝»^ch«>z)) sin ֊^֊cos (114)
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ա''։> = — —— V У « |.4լ՚'Կ<տհ«>4 •- Bjgwchwz — iZi <лЫл-1

4֊ CJ2[«zch»r -2(1-2=) sh<*>z| 4֊

4- Djfll'^hwz — 2(1 — 2s)dw|J sin •* JV- sin --j֊- ՛ (1.15V|

где
/ I. 2, 3—соответственно для верхнего, среднего и нижнего слоев»!

Входящие н выражения (1.7)—(1.15) двенадцать коэффициентом 
Ч*։ определяются из граничных условий на поверхностЯ 

(1.1) и условий сопряжения из контактных плоскостях (1.2).
Из условий сопряжения (1.2) на верхней контактной плоскости, 

т. с. контактной плоскости между верхним и средним слоями, волу* 
чаем следующую систему алгебраических уравнений*

.Г”«—(I -2э)С*ъ ~ Л -(I -2:)С‘П

Ziin<-4֊2C/>h = + 2յՕ'*’
(1.16)

Д<։,ш - С1" = ֊/ (А1*1 и. 4- С4*’) ■

В'%> 2(1 —2a)D " = |5(:“->2(1-2«)О(й|.

Шесть условий (1.2) на верхней контактной плоскости привелись к 
четырем уравнениям (1.16) и силу того, что условия ^” = ։ւ»<’Կւ 
«“ приводят к одинаковым уравнениям. То же имеет место для 
условий A?1 =¥$*և Kt” =.У-

Решая систему (1.16) относительно коэффициентов верхнего 
слоя, получим

Л(։> = Ля։ 1-25 R («.А'՜-' Շ-'՝!
ГО

(1.17)
Ժ|1 = է’,; /?(»Л‘44- С4'')

/>'” = /)’*' — R \^1} - 2 (1 - 2^) 
где

Условия сопряжения (1.3) на нижней контактной плоскости поелй 
некоторых преобразований приводят к следующей системе уравнений

Дли простспи записи п»дск< кп при коэффникент.ъл п далъне11шо.м шло» 
Асиин ппуасасм.

է
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Л«сЬ? т Ջս>տհՅ | С [ՅտհՅ - (1 2а) ch3] 4- D [ЗсЬЗ (1 - 2а) տհ?] = О

4«sh? •{- flwch? г- С (?ch? 4- 2ssh?) 4 D (?տհՅ 4- 2ach?) =0

Д«сн?4- Z?<osh0 փ C (ch? 4՜ ?>h3) 4- Z) (sh? 4՜ ?'Ch?) =

=2(i - j) Q {.A՝’՝«ch? 4- B'-} wsh? 4- C<2‘(ch? 4- ?sh3) 4֊D(2)(sh? r №)! •
, (Ы8)

■■l«sh?- tfuch? 4- C|?ch? —2(1 2*)sh?] 4- D|?sh? — 2(1 -2a)ch3|
= 2 (1 - a) Q (4%sh3 4- /Лей? + C(?> f3ch3 ֊ 2 (I - 2a) sh?| -

4- D<2>[?sh?~2(l -2-)ch?]l, 
где
Л = д՝ч> _ д<2>, в = В™ — В{:), С = Շ43> - ԺՀ D = //։յ — D{2\

? ~ 0)02, q __  !— - (֊Ջւ _ ՛ \Հ '2(\-с)\Е. 1 )՝

Здесь так же, как и в случае верхнего контакта, по указанной при­
чине, шесть условий (1.3) приводятся к системе четырех уравнений.

Решая систему (1.18) относительно коу.р.рицие.чтов нижнего слоя, 
получим

Д<»» = Д <•’> -X Q և<շ) |3sli2? - 2«ch2? 4- ch2?] փ

!■ В'2) 3ch23 ■ >1 14sh2[i
Հ

-f-cl:,4-[^ch2a + (i֊շ,)(ւ -4-.)sii23~(i ֊ շ<0)

- Di!i 4 ?’տհ2₽՜+ -Է- ( է ֊ 2’) (1 -- 4=) տհ 23 - (1 2յ) թ

й(’> = й|2>- Q [ л՝г I Ь (1 - 4») sl։23 + 3ch2?

-I- Ջ|5> 13sh23 — 2<jch2? + տհ ?] +

՜՜c'՜’ն [՜շ՜(1 ՜՜2յ)(լ >՜4յ)տհ2? + ^տհ2? + (1 ՜2յ)?| +

+ D;fl ֊ [ji’c Ь2? + (1 ֊ 2։) (1 + 4c) Ch’3 ֊ (1 - 2=) || (1.19)

ժ” = C1” -Ւ Q ( 4|։i«ch2^ + Տ՞նտճՏթ +■

+ c‘”(?sh23 - (1 - 4:) տհ ? + 1] +

+ Dm pch23 ֊ -I (1 ֊ 4-3)տհ23
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O'J| = D'-> - Q [ A0,msh2? + B':’«ch2S +

+ C*” J ?ch23 - 4֊ (1 ֊ 4s) sh23 I + 

+ Օ՞> |3sh 2 3 - (1 - 4s)ch’?-11 [.

Таким образом, используя условия на конгактахЛ 1.2) и (1.3) 
вместо первоначальных двенадцати неизвестных постоянных, как пил 
но из (1.17) и (1.19). имеем четыре: Г Н , С՜՝. /)™. П одета вл я i 
значения напряжений (19)—(1.11) н условия (1.1) н используя со 
отношения (1.17), (I 19). а также представив внешнюю нагрузку в 
виде двойного ряда Фурье по (1.4). получим следующую систему 
уравнений

«• Ivin ~/?։sh։|A,Z) — ш (shx R (տհ։ — ech։)) /?*’ | 

l|asha — (1 2j) ch։| 4- /?xshx| C'՝ —

- {|xcha-(l-23)sh։| 2 (1 — 2a) R (sha - ach»)| DG’’ = KT .

•u (sha 4- R (sha 4- ach։)| >l‘*) — w (cha /?x$ha| fi(‘‘ 4- 

4 [|achx 4՜ 2:shx| 4՜ R (sha 4֊ achx)) (Բ' —

— (ashx 4՜ ֊scha) 4-2(1 —2a)/?asha) /J՜’ =0.

••«Jch; 4 Q|$h3sh?4-?sh(?—?)|։.4r’’ +

4֊ «> |shy 4֊ Q (ch.Ssh? — ?ch(? — 2)|: - Hishf—(1 - 2з)с!ц|-(- 1
4֊ Q I - Scch (? - — 2,1 — 2s) տհՅտհ® 4֊ (? 4֊ ?) ch^sh? 4- 

4֊2ll-2*)?sh3ch?|l C(‘:4- Il;ch7-(l-23)sh7l l-

4 Q|3?sh(? — ?) — 2(1 —2s)chJsn? L2(l—2a)?ch3ch?]|/>2) = 0, _
(1.2Q

u»{shf 4* Q[ch^sh-p4- ?ch(= — £)|| .4”-H

I- u> [ch? 4- Q [shgshy — ^sh (? - p)]| B՝’14֊ llich; 4- 2osh7| 4՜

4- QI — S?sh (? - ?) 4-2 (1 — 2a) ?sh?shs 4- ccliScliv 4՜

4 թտհՅտհ? T chSsh^l; C ՛’ 4- ll'fsh; • 2«ch: j 4֊ Q (? — £) 4֊

4-2(1 - 2з) ?cb3$h p ‘ -pshJJch? 4֊ pch^s.h? Ь sh?shp| i D‘:)= 0. 
где

a «k»j, ji = <»%, 7> = u>(>4, 7 = ^ 4*’sp.
Шесть условий (1.1) привелись к четырем уравнениям (1.20Լ 

т. к. условия .V՛,1 -О. Р.1’—О при л=—ձ։ приводит к одинаковым 
уравнениям. То же пмее՜. место для А/1 =0, )Հ'’ 0 при z֊ Հ, | 6,
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Решая систему (1.20), находим

д(2) - ; O(V> = Ճ® ; z-Ա) ֊ ; /у'.| = ^2..
Лд^дсд^д

где

-֊г = К« - 7Г — տհ2 (« 4֊ 7)| 4֊ Я |2 (ս2տհտ7 — v'-shu) -

— 4(1 — с) |shach7sh (х 7) ~ а (а + 7)П — 
— Я2|7а-Н! — 2ր)2 (3-4o)ch -jKsh’x-a2) 4-

■r Q |2 [?։sha (« 4֊ - (а 4 ?)sslr?| — -I (1 — s) |$h?c!i (x -1- ?) sh (a 4-1) - 
֊(x 7)9h Q2[(l ֊2*)2 И*4-?)24-(3 - 4a) dr (a 4֊ ?)] (sir? ֊ r) + 

(1.21)

4 RQ (2 (3 — 4a) տհ2Հ$հ2փ 4֊ Irslraslrs — 8(1 — a) > (^sh2® ֊- ash2?) —

~ 2 (3 ֊ 4s) (“sirs 4- orsh2?) 4-8(1- o)2 a? - 2x*?2ch23 I

4-4(1 — a) [?2shash (a 4՜ 23) ՜'՜ ®2sh?sh (s> — 23)] —
— 8(1 — o)2shash?ch (a 4- 8 — 7)} 4- R-Q |2 (32sh3? 4- ?2sli23) 4-
4-4(1 — a) [s>2sh23 — (3 - 4=) sh-pshScir; — £?]] (sir* — a2) 4-

- RQ 2 (32slfa 4- a։shaj) 4-4(1 =) |a3sh-’3 - (3 — 4s) shishjSch (« 4- 3) —
— x3j ](sh2? — e2) 4- R2Q- j32 (3 — 4a)2 slr3] (slfx — a2) (sir? — ?-).

(1-22)
(0

Ад— = (7-cha4-2ssha)(x-r ;) («chf 2osh7)sh (a —

֊ (sh2;֊2T) (Sha ■ xcha) 4- [r’4֊ 2(1 - 2;) (ch=( - -)| ashaj

— Q 1'1 4-4s — 4r)clush2? -I- 2p(x - 3) chaslf? - [ash (a 4՜ 2'') 4՜ 
4-2^ch (a 4֊ 23>]-I-2 (1 s) shfch? |xch (a 4-3) 2ash(x4-fO| I 

4-2(1 — o) sh?sh3[«sh (a 4՜ 7)’-I- 2=ch(a -L ;)] -|- 4a3shash2? — 
— 4a (1 — a) <ssha — (1 T 2-) ashash2? -֊2(1 — a) a?clia —

— [4(1 -c)^4-(3 — 4з) ?]?скх| — Q՝ [2(1 - a) cbx 4 Э\a 4՜ ?) du 4

՝|-(a 2s8)sha (3 - 4a) Sh3 [ach (֊X — [5) 2ssh (a ֊ f")], (4r's ֊ - ՚:հ) 4֊
4֊ RQ [[2 (1 ֊ 2a) ?2ch23 I- [2>2 - (1 - 2a)I sir? —

— [4 (I — <j) ? 4- (3—4a)?| ? — 8 (1 s)(l 2:) sh/siucl։?]ashx —

— [23sh-? — ?ssh23 — 2 (1 — a) ? 4- 2 (1 — a) sh?ch (3 7)] (shx 4՜ acha)} 4- 
8Й ՜՜ ՛ ՛ *

4- RQ2 j [p= -2(1- 2a) (3 - 4a) slr^l ashx -

— 3 4- ~շ~՜ sl’2? (slla ՜4* *ch«) J (sh2? — ?'“). (1.23)
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Дв '° - —(ysha 2ccha| (a 4֊ т) 4 (ptshr 4 2jcIi;) sh (a 4- 7) 4֊

-|- R Ц7-' -4- clry —(1 2a)»| (sha 4- acha) 4(1 —2a) (sh2* — 2y) asha) — I

Q|(l - 4 a -la’) shxsh2c — 23 (ft ; 3)shash2? c՝ [ach ( a — 28) 4-

2o$h (a 4 23)] — 2 (I 3) sh^shy |ach (a 4 3) 4- 2esh (a 4- 3)] — 

֊2(1 —a) sh®ch* |ash (a — 7) -i- 2ach (5 L 7)]-Ւ 4a3chash2? —

— 4a(I a) acha (1 — 2a) achash2? - 2(1—s)a'4shft —
l-H I - =) 3 4֊ (3 - 4a) ?j ?sha| — Q’ (2 (1 - -) sha 4- ? (a 41 8) sha 4֊ I

i (ft. 4- 2«?) Cha — (3 — 4a) Ch3 |ach (a 4- Ջ) ֊ր֊ 2=sh (л 3)]| (sh2? — ?’) 4- I 
4-RQl|4(l- a) ch.3sh«sh7 4-[4 (I — a) 3(3 — 4s) <?] 9 — «8ch2? — I 

— 23-slfc — 2(1 ֊^֊ 2a — 4з2) sh‘“a>) (sha — «chft) 4՜
■ 2 (I — 2s) [2 {1 — 3) shsch (3 7) 4՜ 2(1—°)? $2sh23 - - 23shs?|asha)-l j

!-RQ2{[(3 4s) sh*’? — “| (shaacha)

- (1 — 2з) 113 — 4a) sh2? — 231 asha) (sh2? - ?=). (1.24)
Ar

= Shysh (a 4- 7) («4-7)sha

4- R J .՛, (sh2y — 2y)(sha 4- acha) (1 - 2s 4ch2y) asha | 4՜

՛ Q (2 (a — ։3)տհ*տհճ«- 73ch (a4֊ 23) (1 2з) chash2? - 2 (1 - 3) ssha 4-
•2(1 — з)|elfish (a 4-7) 4֊ sirjehfa 4-{։)|sh?) 4

4 Q' (13 — 4з) clinch (a -j- )) 4՜ (a 4- p) sha — (1 — 2з) cha| (տհ՜-э — 0*) 4՜ ' 
4-RQI[2?.sh2?--r2sh23 2(1 —a)? 4-2(1 -o)sh?ch(3 - 7))(sha racha)4- 

4- [v'ch23 — 4(1 — a) ch3sh^sli7 4՜ (5 — 6з) sh=<?]ashaj 4՜

4֊ RQ: I (- sh23 4- թ) (sha 4֊ acha)

— (3 - 4з) ashasirS [ (sh2? — 7:). (1.25)

= — chrsh (a 4- y) — (a 4- 7) Cha —
•\m,n

- R [ (1 - 2j + ch2--) (Sha + acha) - (sh2T • 2-f) ashal +

4- Q |2 (a 4 3) cha7sh"> • փ2տէւ (a 4- 23) - (| 2з) shash2՛?-

2(1 — 3)<?cha —2 (I — a) [chvch (a 4֊ p) 4- տհՅտհ (a 4- 7)]sh?| 4-

-֊ Q2 {-(a U 3) cha (1 — 2з) sha — (3 - 4s) shSch (a 4֊ 3) J (sh5? - ?2) 4֊



Изгиб трехсложной толстой плиты 49

4- RQ ![2տհ2? 4- ?2ch2£ — 4(1 з) shSshochf — (1 -|- 2з) sir?] (shct4-ache) 4- 

4՛ 12(1 — з) <р 4- 2 (1 — с) shsch (3 4- 7) — 2£sh*<? — -pssh2?]ash»} 4՜

- /?Q? j ( - - sh23 ֊ 3 j ashx — (3 — 4s) (sha 4- acha) sh23J (sir? ®?).

(L2G)
Определив таким образом коэффициенты Л<2>, ВС(''. D:' по фор­
мулам (’..17) и (1.19), наймем соответственно коэффициенты для 
первого и третьего слоев. Далее могут быть найдены компоненты 
напряжений и перемещения в любой точке плиты. Как частный слу­
чай. из данного решения можно получить решения для однослойных 
•|2} и двухслойных |3] толстых плит.

§ 2. Изгиб свободно опертой трехслойной квадратной плиты 
под нагрузкой, распределенной по закону синуса

Рассмотрим квадратную трехслойную плиту с равными толщинами 
слоев, при этом пусть крайние слои имеют равные модули упругости. 
Положим, что нормальная нагрузка, приложенная к верхней гранич­
ной плоскости плиты, распределена по закону

p(.v, y) = posin-^֊sin֊^-.

где /-^--интенсивность нагрузки в центре плиты.
Для данной задачи в полученных выше результатах надо поло­

жить

ո = k = 1, a = />, 6յ = 0; ֊֊ . Ը = F 
3

В последующих расчетах коэффициент Пуассона примем равным 
-=0,25.

Результаты расчетов приведены в таблицах, где помещены зна

Полученные значения прогиба тс сравниваются с прогибом w0, 
вычисленным по классической теории [-1], который для рассматривае­
мой задачи имеет выражение

_ 81Р0а<(1֊^)
°՜ ^/г3Е2 ՜ 1 4- 2о

sin — sin а
'У. 
а

1

4 Нюсстня АН. серия физ.-мат. наук, ?



50 А. Ո. Мелконян

в с прогибом к՛*, вычисленным ио теории С. А. Амбарцумяна [1.5 
которая основана на следующих предположениях:

1. В каждом слое нормальный к координатной плоскости лиие 
ный элемент пластинки после деформации не меняет своей длины.

2. При определении деформаций напряжение Z? в сил
малости по отношению к ձՀ"յ։ У՝7" пренебрегается.

3. При определении деформаций н принято, что касатс.п 
ные напряжения^/՛;" и 7Հ' не отличаются от соответствующих наир։ 
женин, найденных в предположении справедливости гипотезы игл» 
формируемых нормалей, данной для всего пакета пластинки в цело!

Прогиб, определенный по этой теории, для рассматриваемой за
дачи имеет следующее выражение

1 122 р i 120
1 ֊I 0,548311------------- - ------

'+26ճ
/ll
<1*

T.X , ֊V sin sin -- a a

где w0—соответствующее значение прогиба по классической теор!
— = ֊֊ представлены 
а 5случаяПолуденные результаты для

1 ՚ Ն_ն.է_ • Т է։ I, !

Фиг. 3.

Произведенные расчеты показывают следующее:
1. Нормальное напряжение Хх, претерпевая разрыв кепреры 

ности на плоскостях контактов слоев, по высоте плиты меняет 
практи чес к н линейно.



Таблица I

Значения напряжений для - -- յօ

т •)Л* 1/2 10 1.10

Зе Хх Zr Հր Л •V, Հ» Հ
Л р р* р Л- Հ. Л- X

• 1 — 19.709 —1.000 0.000 16,613 1.000 o.ooo -21.172 -1.000 o.coo —15.454 -1.000 0.000
- 2 3 -15.160 ֊0.961 0.967 14.448 0,971 0.916 -15.622 -0.959 1.021 12.048 0.989 0.760
—1/3 -10.686 -0.672 1.681 -10.355 0.8Я6 I.'՛ • 10.148 ֊0.867 1.733 ֊8.702 - 0.976 1.332

0 ֊6.254
֊3.249 - 0,73-1 2.119 0 303

1 III 0.754 2.061 ֊4.712
- 0,421 ֊0.727 2.142 -5.391

-51.314 -0.866 1.710

1/3 ֊1.148 -0.578 2.267 - 4,114 ֊0,587 2.516 0,135 -0.576 2.166 — 16.999 -0.619 3.622
2.3 0.945 ֊0.422 2,269 4.097 -0.4 IK 2.51 ! 0,142 -0.426 171 17,199 -0,423 3.612

1 3.045
6.178 -0.265 2.157 12.337

6.120 —0,252 2. (ХИ) 0.434
4,709 0.274 2.157 51.516

5.087 -0,210 1.723

4 3 10,604 -0.127 1,685 10,177 -O.120 1.595 10.122 -0.133 1.741 8.402 -0.099 1.323
5/3 15.071 —0.038 0.968 14.267 -0.036 0.913 15,572 —0,041 1,024 11746 —0,030 0.752
о А- 19.602 0,000 0 18.425 0 0.000 21.098 0.000 0.0.0 15.147 0.000 o.ooo

Примечание к табанили 1 и 2. В плоское/ах кош актов :■»(! и: *^՜ приведены значения —/֊ им каждого слоя.



ft 1
Значения напряжений для — --= -у

Таблица 2

т շ 1/2 10 1/10

3z Հր <- zv Հր Հ. Л- Հր z£ Հ2

Л ^0 Л Л Ք • 'ձ

-1 -5,248 —1.000 0,000 ֊4,750 -1.000 0.000 -6,318 -1,000 0,000 -3,448 1,000 0,000

-2/3 —3.907 — 0,964 0,497 ֊3,693 —0.967 0,455 -4,352 - 0.957 0,577 -2.683 0.974 0,356

I 3 -2.638 -0,868 0.849 —2,665 0.877 0,801 -2.301 - 0,850 0,908 -1,903 -0,90-1 0.626

0 ֊1.419
-0,746 ֊0,733 1.064 — 1,687 

֊3,124 —0.748 1,032 ֊ 0,313 
0,038 -0,714 1.002 1,198

-12,168 -0,803 0.816

1/3 -0,317 - 0.580 1,120 -1.037 ֊0.586 1.255 -0,013 -0,574 1,013 3,972 ֊0,618 1.706

2/3 0.306 ֊0.422 1,123 1,035 -0.408 1.248 0,010 ֊0,431 1,012 4,157 ֊0.366 1,709

1 0.708
1.393 0.268 1,075 3,114

1,645 -0.248 1.012 о.озг 
0,337 ֊0.288 1,029 12,352

1,179 -0,186 0.765

4/3 2,600 ֊0.132 0.853 2.589 0.121 0,787 2,204 —0,150 0.916 1,891 0,091 0,592

5/3 3.807 -0,037 0.497 3,605 —0.033 0,451 4.279 —0,044 0,575 2.636 -0.025 0,3-38

2 5,109 0 0 4.684 0.000 О.(М1О 6,287 0.000 0.0(H) 3.427 0,000 0,<MK>



о .W
Значения ֊тгт֊

Тиб.шца 'i

m շ J_ 
2 10

1
10

X -
a 

3z 1/10 1/5 1/10 1/5 1,10 1/5 1/10 1/5

13
5.

3 w' = 14
7,

֊1 156,8 11.81 577.6 38.90 38.24 3,930 2239 143,0
-2/3 157,2 co 11.91 576,1

а
•о 39.15 io 3S.32

о — 3,948 ?՜ 2245 co <—« 143.8
-1/3 157.5 II 11.95 578.2 39.30 i 38.39 2j 3.949 irt 2250 1 144.J

(I 157.7 11,97 JI ■ 578,9 39.36 38.42
1

3.952 2253
л

144,2
13 157.8 ։» 11.92 1Ь 578.3 1Ց 39,40 В 38.38

Л
3,906

lb
2255

Гэ
144,6

2/3 157,7 11,87 578.2 •39.27 38.33 3.842 . 144.5
1 157,-. 11.81 5. 577.8 00 39.19 X 38.28 V- 35 3.808 Տ 2253 Ջ 

Si

144.0
4/3 157,3 nt 11.75 о» 576.8 § 38,93 -г 38.24 8 3,800 » 2249 143,0
5/3 157,0 n 11,66 II 575.4 II 38,58 38,16 3.782 1 2243 141,7շ 156.5 1S 11.53 |Й 57-3 յ; >3* 38,13 |0 •38.06 Թ 3,754 15 2236 IS 1 10,0

При.՝ екание к таблице 3. Д. я краткое гн заг ней ввело НЫ Обетэначенкя w<, =
_x'o£i_ „
Р„и " a,՛* =

UJ՝E, 
P.h ՚



ЧТ...
Значения ր tl

■ շ. ւ.շ
° 1 10 1/5 1/10 1/5

3--
Л

- 1 23.12.5 2,933 87.258 10.G39
, -2 3 17.713 2.140 67.441 8.326

— 1/3 12,408 1,402 •ШьО.33 .5.81,4
0 7.173 0.701 28.894 3,431ւ/3 2.470 0.172 10.023 1.124
2>3 -2,592 -0.267 -10.114 - 1.392
1 - 7.Ш -0.713 —29.652 -3.815•։՚Չ —12,708 —1.454 48.782 —6.038
5/3 18.00 —2.246 ֊68.178 —8.408
2 -23.417 2.991 87.974 10.836

Таблица 4

10 1/10

1/Ю 1/5 1 10 1/5

4.975 0.763 360.322 40.417
3.653 0,5:11 279,302 30.919
2..454 0,286 199.983 22.249
1.067 0,007 121.813 13.411
0.326 0.002 40,061 4.495

-0,410 -0.003 ֊ 11,398 -4.654
-1.146 —0.007 ֊123,154 —13.287
-2,427 0,245 -201.358 22,836
֊3,721 —0,522 280,656 -31 .265
-5.037 -0.743 361.600 -40,812
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Огношение значений напряжений А'л на контакте слоев прибли­
зительно разно отношению .модулей упругости этих слоев.

2. Как показывают фигуры 2—5 и таблицы 1. 2, 5. пренебрегать 
напряжением Z- по сравнений) с Л\ в случае относительно большей 

жесткости внутреннего слоя можно в более широких пределах .

чем в случае большей жесткости внешних слоев.

3. Изменение касательного напряжения Z. по высоте среднего 
gcaon незначительно в случае большей жесткости наружных слоев.

Таблица 5В случае, когда жесткость наружных 
слоев намного превосходит жесткое՛1, ь 
внутреннего слоя, можно полагать, 
что Z։ не меняется по высоте сред­
него слоя.

•1. Как видно из фиг. 2—5, пе­
ремещение w в случае большей же­
сткости внутреннего слоя меняется 
практически линейно но высоте плиты: 
з случае же большей жесткости на­
ружных слоев перемещение и но вы­
соте каждого слоя меняется также 
линейно с угловыми точками на контактах.

5. Изменение прогиба по высоте плиты зависит как ог относи­
тельной толщины плиты, так и от соотношений жесткостей слоев.
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В таблице 6 приведены значения величин
"»изт __ здвп.п

Как показывает таблица 6, предположение <.= ֊—-֊ О. npi 

нимаемое как в классической теории, так и в других приблияи
ных теориях изгиба слоистых пластинок, вполне допустимо.

Таблица 6

X. ձ_
X. а 

fit

1
10՜

1 
г

•» 0,008 0.036
1/2 0.009 0,032
10 0.000 0.050
VII) 0,008 0.032

6. Сравнение прогибов w к 
(таблица 7) показывает, что прогиби 
определенные по классической теорш 
при большей жесткости ниружни։ 
слоев, имеют существенно занижен 
ине значения, даже в случае лосш 
точно тонких пластинок. При больше! 
жесткости среднего слои классически: 
теория изгиба слоистых пластино 
дает достаточно хорошие результат! 
для прогиба.

7. Сравнение прогиба а? с гс* (таблица 8) показывает, что при 
ближенняя теория |1]. учитывающая деформации поперечного сдвн
га, лает хорошие результаты для прогиба при любых соотношени! 
жесткостей слоев, даже в случае достаточно толстых пластинок.

.. ссЗначении величин

Таблица 7
— a-t 
а» Значения величин —

Таблица ծ’ •]
• — и>*

и-

\ Л 1 1
X Л

1 л 1X. Й 
т X. .

10 •J \ а 
т

10 5

շ 0,068 0.232 2 0,002 0,002

1/2 0.03Տ 0,117 1й 0.002 0,011

10 0,223 0.528 10 0.006 0,009

1/10 0,039 0.064 1.10 0.018 0.018

Примечание к г •блинам 7 и 8: пом сравнении ваятн шаченни прогибов и сс‘*пН11Ж 
г = ///6.

8. Сравнение гг с у0 и ;г*. таблицы, 4. 6 и графики перемещений 
//(фиг. 2-5) показывают, что допущение (Հ. = 0, = О и случае
большей жесткости наружных слоев приводит к большим погреш­
ностям, тогда как предположение е.. = 0 допустимо в широких пре­
делах. Указанное обстоятельство является весьма важным, так как 
в построении приближенных теорий оболочек и пластин допуще­
ние = O вносит в общие уравнения больше упрощений, чем до­
пущение е = 0. <• 0.
Плели у । м.'нсмл nti.it и мелзниии 

ЛН Лрм«нсмой ССР Поглупила 28 V 1S
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II. Պ. irb^'i.r.iii.G

bfHlUbPS ZUUS ишь ԾՌՈՒՄԸ

Ա Ս' Փ II «I» Ո Ի ւր

•Հւպւյածni.tf ւլիտաբկվա մ Է աէլաա հեն։(տծ 
նէաէշերսէ հաստ 4114(1 ծոմս/ն (սնէ[իբբ: (ւեբսէերի 
(/լան մոդոլչԱերր տարբեր են. բա/q հսաաասւան

ու >լ րլս։նկլուն կսւրված՜բսվ 
նր" թերի աս աձղւս/լսւնսէ ֊ 
են jrttբաքտն*րս բ շերտի

Նոմար: Ենթ ա/լ րւ(սււ[ է նաև, սր Պուասսէէնքէ դսրծակիբը երեք շերտի համար 
(/ միենսպնն /;է Մւսսնսււ(սր գեպքամ րսձվսւծ Լ րսւսա/բս и ի սալի hitfw'li 

ին՚լիր,, տարրեր հարաբերական չափերի և շերտերի աո աձւլ ւս1լանա (է)լան 
օղու էհերի աարբեբ հա բա բե րւււթլաննե րի համար! ճշւլրիսւ րսծման սւ լսլ յունք- 

ֆերբ հսւմնմասէվոէ.մ են բարակ սալերի ծոմսւն տե иա թ/tn նիq սւսաոէիա} 
արէքբոնրնեբի հետ:

Л II T E P ձ Т У P

1. Амба’чч.".«л« С. Теория анизотропных оболочек. Фкзмаггнз, \Լ. 1<ИИ.
В1Глл։рСй« Б. Г. Упругие прямоугольные и греугольные спободко опертые толстые 

ПДИГ1Л. иодаерленнг.ч н.ппбу. Собрание сочинений, т. 1.;Изл. АН СССР. М.. 1952
3. .Կ^.:ւ;օ!!աւ ,-i. [!. Об изгибе днухслонной толстой плиты. Известия АН Арм; ССР. 

серия фнз.-маг. наук. 12. № 2, 1959.
< AwO;/;//,.иян С. А. Расчет пологих цилиндрических оболочек, собранных из дни- 

С зотрипных слоев. Изиесгня АН ?\рм. ССР. серия Фи.ч.-ма։., естеств. и чехи, наук, 
L *՛

‘.'5. Хач.’.и’.ряи А. .1. К расчету rpexc.iaftiroii орнггропной оболочки. Известии Ai 
Арм. ССР, серии фнз.-маЪ наук, 12. № 5. 1959.
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ռ Е С Т И я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

<||>тп։|>р։СГ(Ьг XV, № 5, 1962 Фнзико м.тематические науки

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В С Саркисян

К решению задачи изгиба анизотропных 
призматических стержней симметричных профилей

Исследованию задачи об изгибе анизотропных стержней иосвя- 
ю много работ, среди которых особое место занимают работы 
г-Венана |1], В. Фойгта |2|, Ji. С. Лейбензона [3]. С. Г. Лехннц- 

д> |4, 5] и других.
Решение задачи изгиба неортотропного стержня методом малого 

«метра (геометрический параметр) получено нами и работах |6 -8|. 
этих работах на геометрию стержня налагается следующее огра- 

N-ение: сечение стержня должно иметь вид удлиненного профиля. 
[ В настоящей работе предлагается способ решения задачи об из­
бе неортотропного стержня с симметричным сечением, свободный 
। вышеупомянутого ограничения. Дается способ решения задачи об 
Габи анизотропного призматического стержня, когда последний в 
гдоП точке имеет плоскость упругой симметрии, нормальную к 
[осп. Решение представляется в виде ряда но степеням малого 
iMt-ipa (физический параметр). Показано, что решение диффе-
шалыюго уравнения с 
!Шенн ю ре к у рре нтн ы х 
(ися переменными.

В Качестве примера
>зматняеского стержня

н е ра зде л я юши м ися 
диф фе реп циа.ч ь н ы х

решена задача об

переменяыми сводится 
уравнений с рпзделяю-

изгибе неортотропного
прямоугольного поперечного сечения.

§1. Метод решения задачи. Пусть анизотропный призматический 
ржень имеет только одну плоскость упругой симметрии, нормаль- 
р к его осн (г. е. неортогронный стержень). Поместим начало 
юдикат в центре тяжести незакрепленного конца стержня. Примем 

.им-згрнческую ось стержня за ось г, а оси л* и у совместим с глав­
ный осями инерции сечения. Примем далее, что силы, действующие 
з свободном конце, статически эквивалентны одной рапиодейстоую- 
leii /Հ направленной по оси у,

Тогда напряженное состояние в сечении стержня будет

Т — ՜օ՛ — $

Ժ4՛ 
(Л՛

- —cv
I ՜

Ժ4* 
— + т. 
Ох 
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где 'Г (х. у) — функция напряжений при изгибе. / — момент инерт 
относительно главной оси х. д.— какое-нибудь частное решен 
уравнения

+ -Հ-у^о. (1.
их оу I

Для симметричного сечения, ограниченного кривыми
У= ’:/(*) (1|

или этими кривыми и одной или двумя прямыми, параллельными осн 
у, уравнение (1.2) будет удовлетворено, если положить

ն = 0. ^=֊Lv’֊/։W|. (1.4)

Далее, будем для простоты рассуждений считать поперечное сечение 
стержня односвязным. Учитывая (1.4), внесем выражения (1.1) з 
уравнения совместности. Tor ta для определения функции напряже- 
ним Т(х. у) получим дифференциальное уравнение с частными про­
изводными с не разделяющимися переменными |4|

- (2(,1зЛ-+Й4вУ) + _^^՜’ +Ոյ։).|_շ;Լ (1.5)

где а— некоторая постоянная, характеризующая угол закручиваий; 
на единицу длины,

(*-1.2, ...и 
дх"

4Լ/—упругие постоянные, удовлетворяющие условиям

<Խ>Ղ <*55>0. a։.,rt.3 dJ5>0. (1.6]

Граничные условия для ’Г (х, у) на контуре s. согласно [9]. будут
л

*՛!.- .у [Ь'=-/’(Х)|Л = О. (1.7)

6'
Произведя преобразования

Հ1, — Р — РУ-\ ^У, Ч-Дх, у)=- L'(x, у), (1.8)

из (1.5) придем к следующему дифференциальному уравнению для 
функции Щх. у)

O-U „ 0-U Հ , .. . . ....— — փ — = Л։ (к, ан) + н/\(у. ан). (1.9)
ОХ' ОхОу оу-

где
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:л =
«45 |*

I а 44«55
(I. >

2ац_Հ У
2 «44

(1.10)

г2(У. М = _1И1^ , 3 = fe 

«44 «45

Представим решение дифференциального уравнения с частными
|ройзво.1ными (1.9) в виде ряда ио степеням малого параметра е-

ОО
6’(Л-, у) -У К, (х. у) и’՛. 

/=0
(1-И)

Подставляя значения 6r(.t, у) из выражения (1.11) в дифференциаль- 
ное уравнение (1.9) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях jt, находим

16; = ^ (х. а,,). (1.12)

ДЦ = /•՛.. (у, Иц} -г Р, (х. у) (1.13)

A(4=?f(.v, у) V-2.3....). (1.14)
где

р.(х, 7) = 2 <Ւեէէ (/֊-1.2.3,...). ձ=---- + Հ-՛ 
дхду дх- ау-

Из (1.7) при помошн (1.11) легко получаются

Ui\, 0 (/=0.1.2....). (1.15)

Таким образом, решение дифференциального уравнения с не- 
разделяющимися переменными (1.9) сводится к решению рекуррент­
ных дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными 
(1.12)—(1.14) с условием (1.15).

Теперь рассмотрим задачу об изгибе призматического неорто­
тропного стержня прямоугольного поперечного сечения.

§ 2. Изгиб призматического анизотропного стержня прямо­
угольного поперечного сечения. Рассмотрим задачу об изгибе ан­
изотропного (имеющего в каждой точке одну плоскость упругой сим­
метрии, нормальную к его осн) стержня прямоугольного поперечного 
сечения, стороны которого равны « и 1>.

ի
В данном случае нужно положить fix} -■ —• Тогда формулы 

для напряжений принимают вид

* Отметим. ч։о для ортотропно։и .лержня 0.
Հ-:՛ На доказательстве сходимости ряда (1.11) здесь мы иг останавливаемся.
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.'1егко видеть, что здесь постоянную О можно положить равной 
нулю.

Для определения Շ՚0(.հ. у) нужно решить уравнение (1.12) при 
условиях

Ц(х. у) => 0 при у = '՛
“ (22)'

_Г)*О при х= ±֊.

где
ь, = Ь I/?« • 

г «55
Введем безразмерные координаты (Е, т;) следующим образом

Тогда дифференциальное уравнение (1.12) можно представить так

где
ԺԺ (tfp

6 . 2амаЙ
aV а-Հ *

(2.4)

(2.5)

Для решения дифференциального уравнения (2.4) при соответ­
ственном граничном условии (2.2) воспользуемся конечным синус- 
-преобразование.м Фурье |Ю]

Ц,(/>. yj) = G. Հ)տւո2/;;ԺԼ (2 6)՛

՜՜Հ*
где i) — целое положительное число. Тогда формула Обращения для 
преобразования (2.6) имеет вид

2 е0-
Ц>(-г))= հ V Ц>(/;- հ)տ1ո2/>;. (2.7)

՜
Умножим уравнение (2.4) на ядро sin2p; и проинтегрируем его 

затем по; в пределах о. “ до Интегрируя по частям полу­

чившееся выражение и принимая во внимание (2.6), получим линей­
ное неоднородное дифференциальное уравнение с постоянными коэф­
фициентами

(2-8)1 — 4Х1 2р։О0 = ֊ —Ճ-
dr; 2 р
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Нетрудно видеть, что общее решение уравнения (2.8) можно зависать 
। виде

Ц>(/>, rj ֊ Д,5Н2лрт, >/^сЬ2л/ц -'*» ' 2 • (2.9)
8/.- рл

Для определения Лр и ВР воспользуемся первым из граничных 
словив (2.2). Тогда

л» = о. = (՜ ■ (2.W)
8»/)3 ch Ар­

так. при помощи (2.7). (2.9) и (2.10) можно записать
| ■-1) = ֊’;2 —т֊ 1-^1=^1 տա 2Հ;. (2.11)

р‘ Chz.p- I

Теперь перейдем к нахождению второго приближения. Подстав­
ляя выражение 6’0(В, հ) из (2.11) в (1-13) и учитывая (2.3), получим

..ժ֊ձՀ (ՐՍ. ՝ . - Հ (-1)" сЬ2Л/п, о. ,о։ок//—; - 1 мтГ'Л֊------------- ֊-'cos2p;, (2.12)
ԺԺ (К Р ch *'Р~

дя решения уравнения (2.12) при соответственном граничном ус- 
)вии (1.15) опять воспользуемся конечным синус-преобразованием 
урье

I ^ւ(Դ г»)в ^’յ(Հ ii)slnr^ + -T-j</=. (2.13)

е
~Т

ри этом формула обращения для преобразования (2.13) будет

^(հպ) = 4տ ^տհՀ=+4Ն- (2J4)
"г-! " ՚

Умножим уравнение (2.12) на ядро sinr^:. |-֊- j* полученное

ыражение проинтегрируем по ; п пределах от-----— до ֊ • Выпол-
2 2

1яя интегрирование по частям и принимая во внимание (2.13), на- 
юднм

Ճհ
Х=(2«4-1)ТЦ(2// + 1; t.)=41/։tj+ 3 ch 2>-(2^ j I)՛,.

1)
(2.15)
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где
Д|Я = ^։Т’ (2-11

2л I 2ft 4 1
г^ = 4(2А4- 1)Ջ-(2/*4֊ 1)Հ

Общее решение (2.15) при соответственном граничном условии (1.15) 
можно представить в виде

/',|2. 1: .) = £ <i!/ -
/.-(2п 4- 1)֊' 2 տ.-էՀշռ+ J) *

___ Լ у 4 1 _ _£1։ *М|'.(2д4-1) _ ch 2Ц (2ft 4-1)
'•ԴՂ։ *Ч4(2Л-Н)2-(2л֊г I)’ chZ2L(2rt.։. J) ch>^(2ft+l)|| 

О 1 
(2.17)

Учитывая (2.14). для второго приближения Ц(;. Д находим следую­
щее выражение 

Ль
(2 л 4 I)2

ж sh /.(2// 4- 1) т, 
2 sh Х(2л ֊ 1)-5-

w 1V Акп-----------------*----------------х
4(2А4-1)2֊- (2л I)2

ch>.v,(2//- 1) с112/.(2/е МН
ch/(2л-г 1) * ch дя (2ft Д-1)

Далее, подставляя выражение ձ։(Լ /,) из (2.18) в (1.14) и учитьи 
(2.3). окончательно для £Л(?» т։), аналогично, как для (7։. находим 

о со /
ճ/յ;, /,) = ֊՜ V Dt sh2X^ 4- C, Ch2>./7j • —— X 

֊ ztT։\ 4Х2/

1 I //д c'n (2л 4- l) Г/.
•— f (2f! 4-1)2--U'

X GO
V v/;,(7)| pK 

n h \

<11(4/ • 2л- I)/.. 
2л 1-1—2/

sh (2fi -- 1) Ц
2л I- 14-2/

О I տհ2ճ<լ)Հ' 4- 1)y.
■I 2(2A4-14-0

где

sh2X(4/— 2A—1) г. 
՜ 2 (2ft 4֊ 1 — О sl։։2/L

֊Ւ

(2.19)

ճ>’է ch > է-

4/Fffch (2л 4֊ 1)֊

~(2л-|- I)2-4/=՜
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___ 1_____ 
8/Л7 sh /Հր.

» •»
V V Ли/)
к к

РП
sh(4Z-2/i 1) —

2л-֊.1 ֊2/

-h .• г !2/г J) տ|լ/- (4/ — 2fe — է) 
2 (2л-I- 1 -Г t) 2(2/е—1—fi

Л-(0 = շծ ____ /հ.շ____
гл 4/2 * — (2л փ 1)= ՚

2 ('2k + 1 > _
ch >.- (2* + 11

(2л 1)л~

2տհ >.(2/4 - 1) и

ch>. (2ո -I- I) ֊-
<ձ =

L Հ (2л 4-1)______  )____________J_________________
|4(2Л ■ 1)’-֊(2л+ 1}=| I 4(2*-֊ I)- (2а 1+2/)։

_______________________М±Я______________________ I. (2.20)
|(2« -г 1У-- -Ц2А- I Z)=| ((2« I П5-4(2А + 1 /)=] /

Итак, имея £А(;. •».). пр։։ помощи (1.14) и (1.15) последовательно 
жно определить 7ձ(;, /,) (/ = 3. 4,֊-). а следовательно, и значение 
■акции напряжений ’I'(х> у). Имея функцию напряжении, при по- 
jinn (2.1) можно определить касательные напряжения.

Поскольку нашей целью являлось определение функции пэиря- 
при изгибе симметричных профилей, мы отыскивали решение 

(1.5) при граничных условиях (1.7).
Однако следует отметить, что этим методом можно решить 6о- 

£ общее уравнение
</s՝F n Ժ-'Г (.

".I , . - 2"4> ֊ т «։> .. =/<А- У- ‘Կ)
Ox՝ fjtxdy оу-

1и более общих граничных условиях
Н =

о является предметом исследования автора в настоящее время, 
кгигут м.'г.емзтакп н .механики

АН Армянской ССР
«ванскр.П государсхнспный уплвсрсиге! Пос.уняла 3 ՝• ։9б2

Վ. U. thuripijuif։

ՍՒՍծՏՐՒԿ ՊՐՈՖՒԼՆեՐՈ4_ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՊՐԻԶՄԱՅԱՋեՎ. ՋՈԱՐՒ 
ԾՌՄԱՆ խՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԱՍհՆ

11. 1Г Փ II Փ II Р ւր
6 Л‘| սւչխսւսէէւ։ (Ժ/Ոէ ններտ մ փոքր պարամևարի Լ ftlfpiu Տէաիս՚կսւն սրււ-

րոէմ/րար) սւյնւււթ 1<Ш>ր քււձփււծ Հ ոչ օրքմոицгпи/ պրխրք'արււձև ^էււքհրի ■'>սման 
•> М,.ггсп:я ЛИ, серпа фил.-мзг. it.ivk. .4 ՜.
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խնդիրր։ Այղ ղեպրերա մ ձողի ե րկրաչափական մեծությունների վրա ղրփ>ս 
I, հետե լալ ич/մանափակամր՝ ձողի լա ի: ական կտրվածքր պետք Լ 
կտրացված պր ոֆ իլ:

Ներկա աշիւաաաթ րսն մեջ տրվում է անիղոարռպ (ոչ ւ,րթո արлպ} էւ^րքւրր 
մալաձև ձողերի ծռման խնդրի լուծման եղանակ: Լռւծամր ներկարողված [ 
շարքի ոէեսրով րստ փոքր պա րամև տ ր ի (րիիղիկական պարամետր }; Ար) 
եղանակով չանջատվող փոփոխականներով մ առնական ած ւսնդ / աչն երո վ դիֆհ- 
րենրիաւ .ավաստրման լածաւեր բերվում ե անջատվող վւովէոխականնեքէէվ 
մասնական ած <"նւյ/աքներսվ ղ ի՚ի ե ր ենց ի տ լ հավասարման լուծման:

Որպես կիրառա թ քուն լ/սծված / անիղոա րոպ պրիղմ ա լս:ձև ուղղանկյուն 
կարվածքով ձողի ծռման խնդիրր:
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НЕБЕСНАЯ МЕХАНИКА

Г. А. ТсвзадзеК вопросу об устойчивости системы трех телВианнон работе мы исследуем вопросы о распадах или изменениях I конфигурации систем, состоящих из трех гел, взаимно притягивающихся l;|10jaK0Hy Ньютона.I Известно, что Галактика содержит большое количество кратных звезд. I средн которых подавляющее большинство является кратными звездами 1 Офшювсипого типа. В случае тройных звезд этой системы, в которых одна I из звезд находится на большом расстоянии от двух других, образующих I ипюсгельно тесную пару, и они, т. е. пара и далекая звезда, обращаются мокр) общего центра тяжести системы. Ясно, что Движения в такой си- ■ стсме приближенно сводятся к совокупности кеплеровых движений. Очс- [| &дао, эти движения могут продолжаться весьма долго и такие системы I могут быть в высокой степени устойчивыми.I''Тройные системы типа Трапеций, особенность которых состоит в том, 'новее три расстояния между компонентами —одного порядка, составля­ют ^играет с кратными системами обыкновенного типа.г Структура системы типа Трапеции допускает возможность сближе­ний! прежде далеких друг от други компонентов. При сближении отдоль- ■ Йыд звезд между собой будут происходить процессы обмена кинетически«И энергиями, в результате чего одна из звезд может приобрести скорость. Ифйюсходя։дую критическую. И эта звезда то։ да покинет систему. Даже I и случае, если она получит скорость несколько меньшую критической, кон- I фигурация системы может измениться.В кратных системах обыкновенного типа такие процессы обмена боль- _ .1пнми количествами кинетической энергии не происходят, так как само II устройство этой системы исключает возможность «случайных» сближений. J при которых происходит этот обмен.fQaK известно, звездные ассоциации, представляют собой неустойчи- вые-системы звезд. Среди многих особенностей этих систем упомянем | здесь ту особенность, что входящие в них звёздные скопления, содержат средн своих наиболее ярких звезд кратную систему типа Трапеции Орио­на или звездные, цепочки. Иногда системы типа Трапеции входят в состав •: соцнацнн непосредственно. Если даже нс приводить других аргументов, только из этого ясно можно видеть сколь огромное значение может иметь г учение кратных систем типа Трапеции.



68 Г- А. ТевзадзеВ. А. Амбарцумян, рассматривая вопрос о космогонической роли краг ных систем игла 'Гранении считает, что они могут иметь как положитель­ную, так и отрицательную полную энергию. Системы с положительной полной энергией быстро разрушаются, Их судьба но представляет слож­ной динамической проблемы. Системы с отрицательной энергией могут существовать значительно дольше. Однако, предполагается, что и они не­устойчивы. Вопросу об устойчивости кратных систем типа Тралении с от­рицательной энергией и посвящена настоящая работа.Еще в 1952 году на Втором Всесоюзном совещании по вопросам кос­могонии академик В. Л. Амбарцумян говорил:«Вопрос об устойчивости или неустойчивости трапеции -.южио решить, только исходя 153 исследований движения звезд при помощи методов. не­бесной механики. Но до сих пор, насколько мне известно, таких иссле­дований. кроме как для случая треугольной конфигурации I гри звезды образуют точный равносторонний треугольник) и прямолинейной (три звезды находятся на одной линии), никем проведено нс было. Поэтому заключение о неустойчивости, а следовательно, и о сравнительной моло- досчи? звездных конфигураций типа Трапеции остается только предполо­жением. хотя и правдоподобным. Поэтому-то я и говорил, что необходимо тщательно изучать задачи трех или вообще небольшого количества тел. То, что содержится в нашем утверждении, эго пока перенос результатов, полученных при помощи статистическом механики для систем с большим числом тел пл системы с небольшим числом тел. Нужны более детальные исследования», [1].Проблема, поставленная В. А. Амбарцумяном, требует изучения ка­чественных свойств движения в задачах трех пли большего числа чел. Эти задачи, как известно, связаны с большими математическими трудно стями.Вследствие отсутствия общего решения этой задач;: : •; > шхи-нибудь удобной форме, мы вынуждены применять приближенные методы изуче­ния движений в необходимых .чля нашей проблемы частных случаях.Проблема неустойчивости кратных систем типа Трапеции сводится к вопросу о возможности изменения характера движения в системе, в кото­рой все грн компонента в течение некоторого, достаточно длительного про­межутка времени двигались так, что находились друг оч друга на рас­стояниях одного порядка величины. В результате сближения двух из трех тел между собой, характер движения может измениться и. например, одно из тел может уйти в бесконечность.Некоторые стороны вопроса об изменении характера движения в за­даче трех тел рассматривались в литературе довольно подробно. Следует, например, упомянуть работы Шази [2, 3], Хильми [4. 5. 6]. Мермаиа [7, 8, 9, 10, 11. 12, 13, 14. 15], Саакяна [1.6] и др. по вопросу о захвате в задаче трех тел. Главное внимание при этом уделялось тому случаю, когда три тела сближаются по гиперболическим орбитам, после, чего возникает одна двойная система, а третье тело опять удаляется в бесконечность.Пас же интересует случай, когда все три тела сначала связаны меж-



Об устойчивости I истемы грех тел
ду собой, полнея энергия отрицательна, но в результате взаимодействий одно из тел удаляется в бесконечность (или на очень большое расстоя­ние). оставляя изолированную двойную систему.Иными словами, мы займемся здесь изучением движения в системе трех тел типа Трапеции, имеющей Отрицательную полную энергию, в тех случаях, когда между двумя из трех тел происходит сближение.

I. Об условиях распада системы трех телРассмотрим тройную систему звезд А. В, С типа Трапеции, вза­имно притягивающихся по закону притяжения Ньютона с массами соответственно /??р т».Обозначим рассюяния между этими телами черезг01 = АВ, гм - АС, г =• лл = СВ.Предположим, что орбиты звезд В и С относительно О-общего центра тяжести системы расположены так, что существуют близкие друг к другу части орбит. Очевидно, взаимодействие тел В и С уве­личится. когда они проходят одновременно те отрезки своих орбит, которые находятся близко друг от друга.Мы займёмся изучением движения трех тел при возможном сближении В и С.Пусть в какой-то момент три тела расположились так. что имеет место:
Г ր(Ո' Г ՝ Դ֊յ-Кроме обозначений, очевидных из фиг. 1. будем далее обозна­чать через//—постоянную энергию си- , ________________________ г„сте м ы: ГG—постоянную тяготения; *р—расстояние от тела А до "7"7

О— центра тяжести тел В и С*/?—расстояние от тела А доб—общего центра тяжести си- ՜1’’"՛ '՛стемы, .4 -ր/ղ-֊?/?,.

т..
р ~ г тах

т.. -г т.

՚ո\ q -------------ш, -К тлгде гшэ, есть верхняя граница значений наименьшего расстояния г. Существование этой верхней границы следует из первой теоремы БнркгОфа.



70 Г. А. ТевзалзеТеорема 1. Если при //<0 выполняете я условия

р№) - 2М= 
з; л Г (*)

и р(А>)9 > 2Г7.И
ms -4- т}

________ д. _ 'Պ?(Q-P >'<’J ՛’ 
то, при է - ->с, р(/)->о5.Доказательство.Дифференциальное уравнение движения центра тяии-сти тел В к С относительно тела А будет:;ИП /г0.

т2 тр
mz z??.j £<и \

Հ./ (1.1)
Разлагая ускорение о на радиальную и трансверсальную состав­ляющие |17|. будем иметь:р = —Ь —р?’!Ро+[?? Ф2р?/А. О-2)где р0—единичный вектор по направлению р, а 

п„ единичный вектор. перпендикулярный к р.Умножая выражение (1.2) скалярно на I — радиальную со­ставляющую скорости, напишем:(? К) =!?- &՝\ (?ор(1) -г {р?+2р?i (а.рр. (1 -3)но, так как />ОДРЛ и
(Ро р.) = I Ро 11 Рр Icos (Ро?р) = I р? I = S U-4)из (1.3) получим: (Р =Р Р—Я??’- (1-5)Умножая уравнен не (J.l) на ’>v >0 скалярно, напишем:

(՜՚4֊ -(ma j j „,|1;. I j#p,K <i֊6)
3зл։еннв члены (rOTp₽) через r02o, через r0Jp и. принимая но внимание (1.5), получим:

MGm. • MGm. .. 7Հ;------тт?-,------ г ?•Из свойства треугольника (фиг. I) вытекает, что всегда будут иметь место неравенства:
Գ։ ' ? ~ Դ- 0.8)г02 > р ֊ Դ- где



Об устойчивости системы трех тел 71

2.1гI условия О > —
/?/.. 4֊ w,

”Կ г 
т± ֊I֊ тх

(1.9)
следует, что до тех пор, пока это выражениесотворяется. одно в то же расстояние, например г, всегда остается меиыким*.Если г заменим через rina., неравенства (1.8) более усилятся и чны:

т..
Ղ1 ? ՜ гшах а 9 Р՝

т.> -- т. (1.10)
էՈՀГ«2 > Г'-----------------րԱՍՏ ՜ ՜ Р ~ հ •

т2 4՜ wյГ Так как в момент Հ имеют место условия теоремы, в силу не­прерывности ?(/) эти условия будут иметь место и в некоторой ок­рестности момента tQ. Допустим, что условие (а) в промежутке имеет место, а при է > tx нарушается. Это значит, что шн f в (а) имеет место знак равенства.Следовательно, в указанном интервале времени, будут иметь «ело неравенства: roi ИО Р՝ (111)
Գյ > ? (Л ֊ (/■Из (1.7) и (1.11) для интервала էո<ՀէՎէ1 напишем:

ճՀ(/))2> ֊ ___________2ձ1(հՀ?(է)_______

{ու. (у (/) — p)՜- (/w24- m.) (p (/) - <?)2 (1.12)
После интегрирования (1.12) в интервале (£0, /։), получим:2/ИСЫ9 2.VI6W..'■’О' —м^՛)՜ - ------------- ■---------- —<,riI 4֊ W-.) (> (С) ֊ Р) (W2 -1- т,) (р (/0) - ր)

2MGmx ՝2MGmx . ...- --------------- ----------------------------------------------------------------------- 1.1.5)
("Կ 4- mx) (p (/։) — </) (m։ 4- zzi2) (p (Հ,) — </)Отсюда имеем:

■ (~^Ւ-+ ,)• (Լ14)
Ւ W2-l-wAp(/n)-p p(^o)-(Z/• Теоремы Биркгофа Дж. Д. 11SJ.•՛!) В случае / 0. k 0 наименьшее ил грех расстояний между телами не Маможет; преазоитн ՀՀ . ■(4) Если / О, А < О, то до тех пор, пока р> .-fpV• олио ” то же РаССтия՜ пне г будет наименьшим.Зассь /—момент количества движения системы.



72 Г. А, ТовзздзеЗдесь подкоренное выражение по условию теоремы положительно, т. е. для момента /։ получается, »гго-р(/։) > 0. Но мы предположили, что при է — էՆ п (а) имеет место знак равенства. Тогда при/ էՂ вновь будет иметь место неравенство. Но это противоречит допущению. Сле­довательно, условие (я) будет сохраняться при любом / (0. Тогда։и выражение (1.14) будет справедливо для любого / ■ /0.Интегрированием (1.14). получим:
F(*)>?(U + | MU2 2MG

т., -
'«1 (110)

Откуда и видно, что при /—>эс, [/(0—* ос.Из теоремы i вытекает, что в качестве критерия для ухода од­ного тела из системы трех тел, т. е. распада системы трех тел, можем принять неравенство:
?(М2>

2.41(7 / //?..
т.,~ р(70) - рЕсли т2 — тл, то из (1.16) получим:4.41(7֊-Р (Հ>)---Г:п ■

(1.16}
(1.17)Примечание 1. Допустим, что в неравенстве (1.17)՜ О,тогда

поэтому p = q- О,
Р(М2>

2MG р(^) (118}

?(/’о) /> 7 Հ0-

P(WS

чем и можно характеризовать гиперболическое движение в задаче двух тел.Примечание 2.Как показали, условия теоремы I имеют место для любого է ՝■■֊ i(t. ii-1!о при 4<Հ0, всегда г , а до тех пор. пока существует ус- 3 , Л I2 И2ловие ?(/).: - • одно и то же расстояние г будет всегда оста-31 Л|ваться наименьшим*, следовательно, г ограничено сверху.Теорема 2. Если при Л<0 выполняются условия

т<> т^, тс>т2, р ((0) > 2.VP3|Л| (^)

и
6// ւտ 20 (ՈԿ 4 ^1) (VI

то, когда t֊>x, /?(/)֊> ос.Теоремы (1). иI.



ОО устойчивости енсгг-мы трех тел 73Доказательство.При возможном сближении гел В и С допустим, что система трех тел имеет расположение, показанное на фиг. 2.Дифференциальное уравнение движения тела А относительно О— общего центра тяжести системы, будет:
-■ От, Отп -
Я— -Г" ~՜.հՀ՜ гсп.-

' (П 1 02
(I.I9)Разложим ускорение Ջ па радиальную и трансверсальную составля­ющие. полученное выражение умножим скалярно на 7?/?>0— радиальную составляющую скорости, тогда получим:(/</?) = /?,? (1.20)Умножая уравнение (1.19) Фиг. 2.

на /?/,• >О скалярно и заменив члены (ri:1A?/.-i через րմլ/< (гг,г/?р) чс рез րօյ? и имея в виду 11.20), получим:
RR

(1тлК Omjt (1.21)В момент выполняются условия теоремы, в силу непрерывности 
R(t) и р(/) эти условия будут иметь место и в некоторой окрест­ности г0. Допустим., что условия (а') имеют место в интервале 
էսՀէ<հ, а при /Հ>/։ эти условия нарушаются. В точке / г, в ус­ловии (а') будет иметь место знак равенства. Таким образом, в ин­

(Գтервале /։) имеют место неравенства: 2 -и2 (1.22>Следовательно, при/л։> mlt тп.. тй имеют место неравенства:
Դ, >/?(/). (1-23)Из (1.21) и (1.23) имеем:

— (R(t)f - 20Jm^,TbLR (LL. 1.24)
at. R(ty-Интегрируя (1.24) в интервале (/0, /։), получим:ад-W 2«Ջ±ճևԼ. (1.25).KU,) «(ՍТем более

Г 'X \*07В неравенстве (1.2G) подкоренное выражение по условию тео­ремы положительно, следовательно. 0.Таким образом, и для г, не нарушаются условия (1.23). Ис 



74 Г. Л, Тсвзадзеэто противоречит нашему допущению. Следовательно, условия (а') будут осуществляться и при любомИнтегрируя (1.26). получим:
K(O>WU)-| / w,)j- 2G (/нг ?;г։) К֊*о)- (1.27)•Откуда и следует, что при է -ос. R (7) — со.

I . Частные случая системы трех телРассмотрим случай, когда в системе трех тел А. В. С тело В имеет малую массу тг, и относительное движение тел А и С —эл­липтическое.Рассмотрим в такой системе сближение тела В и А или В и С, допустив, что за время сближения отклонение, координат и скоростей тел А и С от тех значений, которые должны быть при кеплеровском движении, пренебрегаемо .ладо. Таким образом, полагаем, что расстоя­ние АС до и после сближения тел ?. и X или В и С изменяется по закону движения двух тел А и С.Теорема. 3. Если при հՀԼՕ выполняются условия. (а)/ Wo____________ \\?('о)-<7 ՛ p(Aj֊pf
(*')

mu, при t — og, p (t) — > ac.Дока зател ьст во.Пусть дана система грех тел А, В, С (фиг. 3). где тело В имеет массу mt.Дифференциальное уравнение движения тела В относительно центра тяжести системы, бу де г:
(1.28)Из свойства треугольника вытекает, что будут иметь место не­

Флг. 3.
где
равенства:

Դ։ *• Р —Դ (յ շ9,
Դւ --■՛ ? 12»

Заменив г через г1Пах-^д(1 - е), где а и е соответственно боль--иая полуось и эксцентриситет эллипса относительного движения А и С, будем иметь:
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Гм р ֊ р. r 1 f ֊ 7՛ (1.31)

т.
р — Г Г rriv.

ntc 4- Wj
հ -- --------------  r„liix./n0 4- tn..Принимая во внимание условия теоремы (з) и рассуждая зк и при доказательстве теоремы 1. получим:

(1.32)
так же.

Ш*-> I ?(Q= ֊2<Հ֊֊'"" 7ГГ—V f-33’ I \р(Л>> —<7 MU — /> /Откуда, после интегрирования пишем:I MV=֊2G(—Հ”՞֊ •+ - -Ն-q. (1.34)I \P(U-</ MU֊P/| Из (1,34) следует, что при է — օչ, р (/)-֊> ос.
2 О применении интеграла ЯкобиОграниченная задача трех тел по Якоби заключается в следую­щем:Требуется найти движение тела В с бесконечно малой массой, ^втягиваемого двумя телами Л и С. имеющими конечные массы и 1пвшвйю1цими круговые орбиты вокруг общего центра инерции |19].В системе тел А, В, Сфи;. 4. не меняя обозначений ’Якоби, массы и расстояния со­ответственно будут: тп.г, m,v 

т. и гп г2, г3, г.При решении этой задачи выбирается вращающаяся ся- стема координат с началом в точке О (общий центр тяжести ____ усистемы).Скорость U точки В (х.у) относительно этой вращающейся лнется интегралом Якоби:
Շ’ = 2Լ’ где

Фиг. 4. координатной системы, онреле- 
— С.

О = J_0.2(x5-f-V*-) ■ G/^-4-^ն2 ' \G г2/<՛— произвольная постоянная интегрирования:՛« — постоянная угловая скорость, с которой вращается прямая ОС вокруг точки О.



76 Г Л. ТевзадзеИнтеграл Якоби можно написать в виде:
U:-U֊=2G(m' -i '--)-2С/'֊^ л .1.35)

\Դ Դ/ VJ0 Դո/где индексом 0 указано начальное значение величин.Обозначив через V абсолютную скорость точки В, т. е. скорость относительно неподвижной системы координат, получим:
ձ'== |/- քա՛ր);Ч=йо-Й?о]: (և36>

ПЛИ / - = I ’2 -|- ш֊г~ — 2 V' [w г 1;Со = Уо 4 ^-г- — 2 ₽0 |«rj. О 3 )
Из (1.35) и (1.37) находим:И2֊ 1Հ= 2G ( Ջ 4֊ ) ֊ 2(7 ( п\ 1- ) -ь 2Г խ Г| - ՁГо|<7. Fo], (1.38)

■Կ гч/ ՝ Դօ г2о/Если для какого-нибудь момента времени значение Ախր] равняется его значению в начальный момент, т. е.К|‘«г] е0|шгв1. (1.39)то получим: xiV \հ-2(յ՝(Օ1ճ : (1.40)
\ f'l r.. J rw r20 /

Об изменении момента количеств.! движения тела малой массы и задаче грех телНапишем дифференциальное уравнение движения тела В малой массы относительно точки О
(Իր 
dt?

Gm. - (հո.
—7L Г.-------- -рЗ. (1.41)

Разложив ускорение на составляющие, получим:
(1.42)

где г0 и д, суть единичные векторы.Умножив уравнение (1.42) векторно на г ц 
т^ — т2, получим: допустив, что

или с учетом порядка отсчитывания углов, напишем:



Об устойчивости CRCI0MW грех ГЛ.7 77г sin 3 |

4 I
, Л'
Լ, = ր՝-~ 

dtИз фиг. -I имеем:
sin7 ֊ > Z<Z Դ>՚/ /*.)(/

(1-43)

(1.41)
/в ձ?ՃԼձ«2Լձ5. ОСогласно фиг. i имеем:

. , Гх sin 2 sin = ֊ձ-------- 
. s Г-, Sin Z sin > - 3.откуда sin 5 rjfjSin а

2гг.,
(1.45)

Из треугольника Л ВО (фиг. 4) имеем:Տ1Ո 7 = ..Л _Согласно (1.43). (1.45) и (1.46) получим:
մ/.,= O'/Hj | /(/ — /■,)(/ r„)(7

Интегрируя выражение (1.47) и выводя из пол 

(1.46)

интеграла сред-нее значение функции, получим выражение / 3 - секторной площади, описанной радиус- вектором г за время △/:
Лэ —/-30֊ GWj I /</ r,i;/ ֊ r.)(Z G)(-1. — ՛ )՛' ■ i Դ ' J AZ. epei. (1.48)

Рассмотрим для примера изменение ձ_, в трех случаях:’)2)3)
г, = 10.2 глае. г..= 10г3яг, г3 — 1000 ае. г 10 г, «с. 
քյ -- 2,8 г, ае, г2 = 3 г3 ае, г, = 1000ае, г 2,8 л, ае. 
րյ - 1000<2<?, г2 ЮОаг, гл 1000я<?. г^бООае.Предположим, массы относительно чго для всех случаев скорость точки О определяется через: тела В малой

। - „Л, (1.49)1.



78 Г. А. ТевэздзеДопустим: /-зо = { Izbo Н — W. тогда из (1.48) получим:
i7(/-r,)(/-r:)(/֊r։)('A А\1 ձք.

V1 Դ /J сред.
(1.50)/-.,= к’1„.г — О՜///,

Из (1.49), (1.50) и из начальных данных находим:1) £3 — 900 - 0.00001 А/,2) £3 - 560 4 0,0004 Д/. (1.51)3) /-3 = 200 -г 2АГ.Пусть ДГ = КГ, (1.52)где /< Հ 1, а 7՝ —период обращения тела В вокруг О — центра тя­жести системы при его круговом движении.7՜ определим через О-,-г= ՜ - (1.53>и воПоложив значения Г։.։֊> из (1.49) и г в (1.53), получим:1) Т-~- 7-Юлет2) 7= 9-Ю’ле/тг (1.54)3) 'Г — 5- W лет..Из (1.51), (1.52; и (1.54) находим:1) /.3 = 900 I-7K2) /-з= 560-1-36Л3) Лз = 200 + 1 о1-к.Эти примеры показывают, что. когда В отстоит от Л и С на расстояниях, во много раз превосходящих АВ, тогда Л., можно при­нять за постоянную величину, а во время сближения В с А или с С. 
LA нельзя считать постоянной величиной. Следовательно, мы считаем, что при тесном сближении тел, В —тело малой массы может по­влиять на движение тел \ и С и поэтому выражениеzz/j/.j — msL«, т. е. сумма моментов количества движения тел А и С, не постоянная величина.Вне области же сближения можно считать, что выражение-г mzL2 будет приближенно постоянной величиной, так как /w/i 4- 4- /л3£3 const.



Об устойчивости системы трех тел 79Таким образом, принимаем, что вне области сближения в дви­жении тела малой массы относительно центра тяжести систем։ . имеет .место закон площадей, т. е.
rVT — const, (а)где 1'г — трансверсальная скорость.Тогда в ограниченной задаче Якоби, еслиУб<2о7~-1- ք-Ջ֊Ն (1.55)\ Go րճօ ■то. при է, стремящемся к ос, расстояния гЛ и г.. ограничены.Действительно, в этом случае согласно выражениям (1.55) и (1.40) имеем: 1/շ_շ(;/5ւ + тА \<о. (1.56)\ Г1 G /Откуда можем заключить, что тела А, В. <՛ являются физиче­ской системой трех тел.Теорема 4. В ограниченной задаче Якоби, есливыполняется 

условие rVr = const (3)
и

ւձ>2(7( ^ т-^-У (ՈV Go Go /
то, при t-^oo, г—>оо.Доказательство.Для абсолютной скорости тела В, как показали выше, из инте­грала Якоби имеем:и»— v-^zaf֊1 , Ջ-)-շյ/(»ր|-շ.ս»|«ր»|.

\ Ղ Г։ / \ ր10 ր:„ 7 (!.56)Принимая во внимание условие теоремы (3) о существовании закона площадей, из (1.56) получим:
V- > V'S ֊ 2G("m՛ 4 ֊’֊)•

X Go Z 20 ՚
(1.57)

Разложив скорость I՜ на радиальную и трансверсальную состав­ляющие, получим: (1.58)
Из условия теоремы (S') следует, что правая часть неравенства (1.58) есть некоторое положительное число .V, т. е.И5-2й(—+—А «V. (1-59)Go Г20 ■Так как



SO Г. А Теюадзс
= С или ֊^=4t (1.60)

dt dt г-из (1.58), (1.59) и (1.60) получим:
Откуда (-г ГС!֊ > \di. (1.62)Jl/rW-C* J
После интегрирования получим:

ւրնՀ-6?)'--:>(ր^֊Շ’-)Կ [-Kit-tn). (1.63)Откуда и следует, что при /->ос, г ֊> ос.Таким образом, в качестве достаточного условия критерия ухода тела В с малой массой из этой системы можно принять неравенство:
VI 2й ('-’-+V Г10 Г£0 / (1.64)

II. Задача об уходе одного тела с малой массой из системы трех тел
Дана система трех тел А, В, С с массами соответственно mv 

гп2. причем, тело В имеет малую массу.Допустим, то В сближается с С и вначале сближения (фиг. 5) имеют место условия:

Фиг. 5.
, ‘2Gm, . '2Grn.Ino <

րձւ> Go
После сближения гел В и С. если выполнится условие

ViQ 20тл 2Gm„
G ' ՜ V

(2.1)
(2.2)
(2.3)

то это значит, что тело уходит из данной системы.

и
2(i (m.: 4՜ /NJ



Об устойчнкостн систем։, трех тел 81В неподвижной координатной системе скорость тела обозначим через I , а во вращающейся системе — через Ս. Индексы скоростей Ь'ио, и т. д. означают скорость тела В относительно О и т. д.Точка О — центр тяжести системы.Пусть: г, — ЛС= 1100 ае\ т3 = 16
г2 — СВ = 100 ае\ т2 -= I л;у, = СО = ֊֊^-г։: ^ = 0;+ ДВСА = 20°;g = OA =--------—г։; | Vво 1=1,4--------- -

тл ,-г т2 летУгол 3 между вектором I по и направлением ВС ранен 6Հ
Определим величины гЛ. оо, <•>.Из треугольника ЛВС имеем:г( = 1006,611 ае; ր - 1035,294 ае\ q — 64.712 ас\ р0 - 941,945 ас.Предполагается, что система двух тел А, С нмее։ круговое, дви­жение, тогда угловая скорость этого движения будет:I . Հ0,00071.5^^. г ’1 летИз треугольника ОВС имеем:sin ОВС =/?տԽւ“2_՜ =0,3759Ро или / ОВС 157 55' 10" и ձ ВОС = 2"4z50*.
Определение скорости |/вс.Предположим, что вращение системы двух тел положительное, т. е. для наблюдателя, стоящего в точке О и смотрящего в точку С, движение совершается справа налево. При таком движении и угло­вую скорость считаем положительной.Для нашей задачи мы будем применять следующую систему единиц: астрономическая единица; тропический год и .масса сол­нца. Тогда из формулы третьего закона Кеплера для G постоянной тяготения, получим:

G =± 40.

б IbHixiuv ЛИ. серии Ччп.-млт. i ap:. NJ 5

4>ИГ. 6.



82 Г. А. Tes-алзсТак как •»> направлен перпендикулярно к плоскости движения си­стемы тел А н С, ЙСо = («СО] = = 0.7402 ֊ —
лети Йео, перпендикулярный к СО. имеет положительное направление;Из фиг 6 видно, что угол з между Vco и 1։«» будет равен:з 64 ;Имеем: V’wc - Йцо — Йо.откуда | V'nr. | = J/ Й'ю г Vc<> — 2 Иво 1'с<» cos з = 1.2646 1 — 

летУгол 3։ между Vco и Гцс определится из выражения:sln\ - = 0,9950.V’ac
Յյ — 84 16’,поэтому угол 1՛ между Г вс и ВС будет:

=յ=180 -(, + Տ֊|-3։)-25 44Ղ
Выполнение условий (2.1), (2.2).Имеем: - 2G֊^ =2.0716,Г30 Դ)Иёо=1,96,1,96 <2,0716: следовательно, условие (2.1) выполняется. Имеем:

ГՋ^շՈյ)=0 89ցւ

a |Vnc |=1.2646.1.2646 >0.895;следовательно, выполняется и условие (2.2).
Определение скорости тела В относительно центра тяжести 

системы О п конце сближения тел В и СДля того, чтобы определить эту скорость, применим вращаю­щуюся координатную систему с угловой скоростью о», с началом ко­ординат н точке С.Дифференциальное уравнение движения тел В относительно С в. этой координатной системе будет:
I



Об vi—ой’пн.ос'111 системы трех ГйЛ 83
Пренебрегая членами, малыми по сравнению г другими, прибли­женно напишем:

Г -֊֊-+4րրշ+Չ|“’&)=0’ (2-4)

откуда получим:
SU- - Տխձր.].

Если обозначим
I ձ՜Ս,=-^=-МЛ

Լ то
ձՍ=ՀՍ- 2[<օձր2|. (2.5)

Преобразование уравнения (2.5).В уравнении (2.5) член △£/, можно рассматривать как прираще­ние скорости в задаче двух тел во вращающейся координатной си­стеме.Напишем: (2.6) где С՛,о и Ե\ соответственно скорости тела В в начале сближения (в момент г0) и в конце сближения (в момент /։).Скорости тела В в неподвижно։՛։ координатной системе в задаче двух тел, для моментов ia, հ будут:
Принимаем, что начальные скорости тела В в задаче двух тел и в задаче трех тел равны, т. е. (2-8> и (2.9) где \հ и М, скорости тела В в задаче трех тел соответственно в не­подвижной и подвижной координатных системах.Следовательно, скорость точки В относительно С в конце сбли­жения (в момент /։), имея в виду (2.7), (2.8), согласно (2.9). будет: 

U= Un,c= Հ - |Гог| — 2[ц>Дг2], (2.10)где
Հ0 + ձ1/յ։ . (2.Н) 



84 Г. Л. Тевзадзе
а Л!/, есть приращение скорости в задаче двух тел в неподвижной координатной системе, т. е. когда уравнение движения имеет вид:֊g*- + ֊֊?4֊o. (2.12)

Թ4 оЕсли —начальное расстояние между телами В и С, я при оконча­нии сближения расстояние между этими телами г. тогда, при (2.13) получим: I րԴ|=]Կօ + ^Գ1«14|. (2.14)Отсюда видно, что ձ!/\ в данном случае изменяет только на­правление скорости тела В.
Определение элементов траектории В относительно С в не­

подвижной координатной системе, пользуясь уравнением (2.12) и 
исходны и а данными.Из (2.12) получаем |20|: С5 

г =---------------------------
Gm?. (1 4- ecos ?) где ________

*-/1+£Տ՛ <շ-ւ5>
rs где

Դ — Դօ = 1 В՝՜1 де и Vo = Иве.С = г20 Йот. V от~ | Vo’ sin «л,откуда, пользуясь начальными данными, получим: |УОт|= 0,5491, С = 54,91. ^=0,7993. е- 1,5831. Из выражения г при <р= 0 получим: rmin - 29,18 ае.Угол <f0 между г0 и главной осью гиперболы определяется вы­ражением: I / г- \VOS?0 = ֊( —- -----------1 = ֊0.1555.
С \ (I ni^r q .откуда <?0 = 261"3'.

Построим траекторию /> относительно С в неподвижной ко­
ординатной системе ВС = В։С.

Определение U- 1С скорости тела В относительно С во вра­
щающейся координатной системе в момент /х.В формуле (2.10) примем, что 

ժ։ = ^֊1- (2л6)



Об устойчивости системы трех тел 85

\а

|Wc|=|V։ — | Ц, | = 1,2646. Фи|.8Тогда получим:|Ц| = l''V; + /'J-2 V.Zcost = 1.2333.
Определение Т интервала времени, требуемого для прохож­

дения тела от точки В до г. перигелия.Из (2.12) имеем: lglg(45 -г֊-) tgC
Т Мгде

|/ а (.7/։ т /«.,) 
а' •

Gm. 
а — ------- а~•а«Получимл-50.04; п. 0,0179; £*=301 52'; Т= 72,28 лет.Следовательно, интервал времени, необходимый для прохожде ния тела от точки В до В,, будет:



86 Г. А. Тевзадзе2 Г = 144,56 л <77/.
Определение направления ձր., в момент (Л.В уравнении (2.4) член 2խծ'| называется поворотным ускоре­нием; полученное же из него выражение 2խձ.Դ, |- а назовем пово­ротной скоростью.Величина ձր. представится в виде:Дг2 — г — гм.Обозначим, через г радиус-вектор тела В по вращающейся и через R радиус-вектор в неподвижной координатной системе.Пусть в момент эти вектора соответственно имеют значений г..„ н равные по величине и направлению, т. е.

'նօ = = с$.Очевидно, до конца сближения тел В и С, за промежуток вре­мени 27՜=/, вращающаяся координатная система, поворачиваясь во­круг С со скоростью о», соответственно изменит направление началь­ного вектора րՉ0 относительно R на уг.ол:о .,>/ = 0,1034 = 5 54'.
летТаким образом, в момент f\ вектор га0 будет направлен к точке Вг. и ձր2 определится величиной отрезка В։В3. фиг. 7.

ОпределениеСогласно фиг. 7 имеем: ВдСВд BtCB 4֊ б = 168 и / СВ։В.. = а4 = 6 , тогда
Аг.. = Bi В. - 2rosin —\СВ° = 199,0 at.

11 меем: = — 21 <» 11 ձր21 = 0,2846.Из (риг. 7 определим угол /. между Ц и О։:sin/. 7 տհ1 * = 0,0521, Цоткуда
Ճ 2 59'.Для угла ։> .между Ц и направлением В։В2 из фиг. 7 имеем:И = 180 (*г4-х,) 148 16'.

Определение I.' скорости В относительно С в чомент t\ во 
в ра <7/ а гот ей с я ко о рди на т ной с и с т емс.Имеем:

Օ\-Լгде с х Аг։.



Об устойчивости системы трех тел 87
Угол տ между ձ՚\ и з*из фиг. 8 будет:г = И, 4- л = 61 15'.Тогда IZ7| =■■1 W,,C | = 1- 7/f + ^-2£/,=cos։՜ = 1,1263.Согласно фиг. 8 напишем:sin l, = ;Տ|Ո: -0,2216, 

1 Սкуда
պ = 12 50'.Угол . между Ս и направлением В։В. (фиг. 8) равен:Т 180 —(90 +е-Н։) = 15 55'.

Расположение тел A,BtC и векторов, действующих на В в лю- 
мент tv

Тело А, поворачиваясь вокруг С со скоростью ш, в момент г,, 1ймет положение А, и тогда угол между направлениями СА и СА։ определится вели чиной:
Շ = ||>/.Из фиг. 9 имеем:/ BtCB = 162 6', /_ АСАХ = 6 = 5 54'»

ճ_ BiCA։ = չ_ В.СВ ֊ (/_ ВСА։ 4- •» = 148 .Так как г։ = СА = СА,
р = со = COj.Из; фиг. 9 получим:

г2== | С՛ ՜^՜ f'i ~ “ԴՂ€ՕՏ BjCAj = 1155,99 ae.Л = / ր-. -I- r= _ 2p r„ cos b/cA, = 1091 '59



88 Г А. ТевзадзеОбозначим угол О։В։С через 0։, тогда из фиг 9 получим:
տ։ոՀ=ճձՋյե£ձ, = 0 5027>

откуда
•Հ = 30 10'.Угол между направлениями В։В, и BjOj будет:

ձ = փ։-յ3 = 24 10'.Угол ձ։ между ձ7ս?« и [wpj будет равняться:^ = 90 —(7 4֊ 3) = 49 55'.
Определение скорости 1\օ тела В в момент էՀ относитель­

но О -общего центра тяжести системы в неподвижной коорди­
натной системе.Имеем: I ’у,о — Urs: 4՜ |« Pih я lyJPil 0.7805, тогда l iijO | = I՜ ^в»с 4՜ |ш PjF 4՜ 2^в։с [<°Рх] cos о։ = 1.7350 — •

летПодставив значения г3^Л^, г2«В։С в правую часть формулы (2.3). находим: I 1^7^՜= 1.3811,1 G ր։ а | Vll։O 1=1,7350,откуда получается, что условие (2.3):1,7350 > 1,3811, выполняется.П римечани е.1. При решении этой задачи мы считаем, что масса малого тела В менее 10՜ 'ш0. Влияние такого тела на относительное движение тел В и С не учтено, так как величина 10՜’ меньше точности вы­числения.2. При более точном учете влияния тела А в данной задаче, расстояние между точками В и С должно увеличиться, так как пово­ротное (приливное) ускорение 2խՇր| составляет с направлением ВС острый угол (влияние приливного ускорения ни расстояние между телами не учитывалось).Следовательно, в момент г\, расстояние между телами В и (‘ должно быть больше, чем взятые нами расстояния, т. е. расстояния 



К Об устойчивости системы трех те;։ 89՛г.)= В։Л։. г. = СВ, и р։ — В։О взяты .меньшими, чем они должны быть в действительности; отсюда следует, что принятое значение суммы 
2Спп. , 2Gm... г— * --------- ± больше действительного, а величина выражениянапротив, взята уменьшенной. 11оскольку взятые нами величины удов­летворяют критерию (2.3), то более точные значения этих величин гем более должны удовлетворять критерию (2.3). Повидимому. при­ращение расстояния между В и С, вследствие влияния третьего тела, относительно мало.II!. Задача об изменении характера движения в системе трех тел с конечными массами после сближения двух тел между собойДана система трех тел А. В. С соответственно с конечными массами m.։, mz.Допустим, что до сближения тел В и С, Г'ид - скорость тела В относительно А удовлетворяет условию:[ L _ Vba<------ ba՜՜и скорость 1’нс—тела В относительно С — гиперболическая, т. е.

ВСПокажем, что сближение гел В и С может быть таким, что по­сле сближения, будет՛иметь место условие:3. i<^,>^G(Wo4"CTj. AjB։где 1’л|Л1 есть скорость В относительно А и В։Л։ расстояние между ними после сближения тел В и С.Индексы 1-нл, Ազ\ и т. л. означают соответственно скоросп тела В относительно А в неподвижной и подвижной системах коор­динат.

'Ни֊ 10.Пусть:Դ = АС =1100 ае, г.,= ЗС=100 ае, г3=ВА = 1006.61 ае, 
р = ВО — 66,67 ас, 
а = ОС — 33,33 ае, 
Ճ АСВ = 20

-iem 
mt,= 16 Mq,
w։=] Ah,?. = 5
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Угол между вектором I и направлением ВС обозначим че­рез 3.
Выполнение условия 1

20 fm„ + И|1 Լ3511,ВЛ а V'2a- 1.3225 < 1,3511.Следовательно, условие 1 удовлетворяется.
Определение величин «».Из фиг. И) находим:Ре֊՜ I г-г <75 — 2г։? cos 20 — 1068.74 ас.Е։це . I. Эйлер показал |211. что, когда в системе трех тел сбли­жаются В и С. а тело Л, имеющее сравнительно большую массу, находится от ;ннх далеко, тогда 6 центр тяжести тел В и С пере­мещается вокруг А в первом приближении по законам Кеплера, иными словами приближенное уравнение движения центра тяжести будет иметь вид:

d^p G (/Яр 4֊ Ոյ 4-
dt- Й_ r?где отброшены члены -< порядка —г-•%Отсюда, при круговом движении для ю —угловой скорости точ­ки I относительно А, получим:
|-ш1=1 £Kt^±^aL.I ®Имея в лиду начальные данные, получим:

{ծ?’ = 0,000789.
(Определение скорости .Имеем: V ատ = Ева — խ oj — Евл— Հ-Принимаем, что движение тел системы совершается волной плг- • скости, тогда ”՚-Լ&0 и /։ — 0,8432.Примем, что движение тела С. положительное для наблюдателя, стоящего в точке О и смотрящего в направлении точки С, если дви­жение совершается справа налево.При таком движении и угловую скорость считаем положитель­ной. Обозначим через ՜է1 /.ЛВС.Из фиг. И имеем:
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откуда Ь - 158 3'.Обозначим через 7 = /_ВОА։, тогдаsin 7 = = 0,3520, у - 20 37'.РоОбозначив угол между Հ и I ИЛ через а, получим: «« 180 —(90 7-1֊ 3) = 64 '23'.Таким образом:Vm|=J Г,;, . /֊ -շ i-'։n/։cosi = 1.0932.Находим:
է՜ն* откуда >. - 71 33'.Угод между Vig и ВС будет31 = 180 » ֊ ЗУ 4Հ

Выполнение условия 2.Выражение 2 можно заменить неравенством:
1Тл> 2GV

Ргде
or да

Но
Р, = - - - - - 0.8889.I т- 4֊ т։)-

I <^=1,07.
Р| Vuo = 1,0932.Следовательно, удовлетворяется и условие 2.
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Определение скорости тела В относительно А в конце сбли­

жения тел В и С.Дифференциальное уравнение движения тела В относительно во вращающейся координатной системе приближенно будет:
d-j, 
dr

Qf^Ty

(րո. — /nj’rj1 2W (3.1)где в качестве «ւ возьмем угловую скорость движения точки 0(22].После интегрирования (3.1) получим:
ՃՇ’= ՃՍԼ- 2(<»Дг։], (3.2)где

ւձ\ =----- (ճ^Լ- ԼՂ dt (з.з)O2 4-/w,)sJ րւ(Tj есть расстояние между точками В и 0).Напишем: ЛГУ ձ/-ձ'օ,А С՛ I — L 'i (7։о, (3.4)
где /У —скорость В относительно G в задаче трех тел. а ձ՜։-скорость В относительно 0 в задаче двух тел.Принимаем, что 6‘0=Ц0. (3.5)Из (3.2) получим:

£ = 1Հ- 2խձՀ|. (3 6)В конце сближения тел В и С имеем:Ц = Ц Բր| (3.7)или Й- CU)Из (3.6) и (3.8) получим (в задаче трех тел) скорость В —от­носительно Ч во вращающейся координатной системе:
й = 1/0 Д Vt - ЙЙ - 2խձր,|. (3.9)Если в начале и в конце сближения расстояние между точками ВЛ> и Вр0 обозначим соответственно через րՂ и г. тогда приг, = г (3.10)ПОЛУЧИМ 1Հ -=1 v; +Д1\| = ; vn; = , v’IJ4i. (З.П)Следовательно, величин ձ15 приращение скорости в задаче двух тел в неподвижной координатной системе, в данном случае, изменяет только направление скорости тела В относительно 0.

Определение элементов траектории В относительно b в не­
подвижной координатной системе. пользуясь уравнением в задаче 
двух тел и исходными банными.



Об усгойчикосгн системы трех тел 93Имеем: г = -_______Ջ_.6>t(l 4֊ е cos 7) 
ուՀН ------- -- ------ ---- 0.8889,(w-4-

' I 1 7Լ^I o-pj21 = Vo -----
r.где

Откуда получим:V'or = 0,6889.

Ղ = /' Г(1 и V'o = I ’us.С — Ղ Vqt.Иот = ! V'o sin £х.
Угол ?0 между ражекия:

С «45,9290, С2 - 2109,4730. »։ - 0,1285, г = 1,1020, rmin -= 28.22 ае.Го и главной осью гиперболы определятся из вы-
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Определение й\.

՜Սէ = Ц — |J>r]= И։ -7, 71 = 0,0526.Угол между Vj и / обозначим через », из фиг. 13 имеем: t = 180 - (90 ; 3J = .50 56', тогда |Ц l/f: /՛< 21/jZcost = 1,0609.Угол между V’։ и обозначим через Из фиг. 12 имеем:sin Ն = Ճ^Լ=ւյ,0385.
откуда ն = 2 12'.

Определим интервал времени, требуемый для прохождения 
тела, от точки В до - - перигелия.Имоем: lgtg (45 : Հ Е ) ֊?etg ЕТ =---------------------------- ------ :-------------------- -//2

/Ofc —■ . . >
а •G’i։ 

а =

Из этих формул и данных получим:
а = 276,70. п - 0.00041, £=332 40', Т •= 177.22 лет.Следовательно, время прохождения тела от точки В до В։ будет:2Т = 354,44 лет.

Определение направления ձր։ с момент, ղ.В равенстве (3.6) член ձր, представится в виде:
ձր. = ր-ր0.Обозначим через г радиус-вектор во вращающейся, а через 

R радиус-вектор тела В в неподвижной координатной системе.Предполагаем, что в начале сближения В и С в момент Zo, ր и 
R соответствен но имеют значения и /Հ,. равные по величине и на­правлению, т. е. Г0=7?0=ов.За время 2Т = Z вращающаяся координатная система, иоворачи-
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•заясь с угловой скоростью ю, соответственно изменит направление начального вектора г0 относительно Но на уголփ = 0.2797 Р"д =16 .

летСледовательно, направление г0 в момент /р совпадает с направ­лением ОВ», Дгх определится величиной отрезка В։В2, фиг. 12.
Определение з.Из треугольника В։ОВг фиг. 12 имеем

Հ_ ВХОВ2 = 360 — (/ В։6В -Ւ й) = 175 28',гле /_HXW - 168 32'.Тогда △r։ = 2 rosin ^յ^2. = 133,21 ае.

Имеем: ' = 2 | «։ | Агх , = 0,2102.Обозначим угол OBjB, через Հ, тогда нз фиг. 12 получимՀ&ւ^ճյ№=216,2Угод о между Ա՛յ и направлением В։В» будет:3 = 180 — ?։ л2 = 1-13 12'.Угол OBjB обозначим через /х, тогда из фиг. 12 имеем:I Հ = 903- =5 44'.2
Определение U — скорости В относительно i g момент tx go 

тщающейся координатной системе.J Имеем
■гдеВ ■ - -5.Լ Дг։.Угол между ԼՀ и направлением з из фиг. 13 определится:о։ = о-Ц - 90 = 55 24'.Тогда I U; == I Լ1\ ֊4֊ =2 — շՇ-'j з cos ох= 0,9573.Из фиг. 13 напишем:sin т = —=0.1807,откуда т = 10 25'.
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Обозначим через угол между I и направлением В։В3, тогда из фиг. 13, имеем 0 = 180՜ — (ձ4-շ,--.)=24 11'.Расположение точек В, О, А и векторов, приложенных к В в момент է, дано на фиг. 14.

Тело Л, вращаясь вокруг точки 0 с угловой скоростью w, за время 2Т.= / переместится в А. н. очевидно, направление 0А։ соста­вит угол ? с направлением М.Из фиг. 14 имеем:
L В/»А, = լ В։6В -74֊?= 163 55'.Тогда В,А, = | Զ — Հ COsB/iAj = 1131,24 ас.Угол между направлениями В/> и В,А։ обозначим через О,, тогда из фиг. 14 получим: sin,.i = ^inB№= ЛАЛоткуда 15 1(Г.

Определение Тщл։.Имеем: 1 и,а, = U 4- |v> BjAJ.Угол между U и |”‘А։В։| обозначим через ч։. имеем:Ь։->90՝֊(0 4֊?,4-^) = 48с23'
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պ = |ш ДД1 =0,8925.Го г да • У1ЦА|]= Г փ 4 -Ь 2 Ս ecosT, = 1.6878 а- • 

лет

Выполнение условия ծ՛./ЖВ) в 1,0965.В։А, а | 1?И։Л։ |=1,6878.Таким образом, удовлетворяется условие 3, г. е1.6878 > 1,0965.Следовательно, в системе трех тел с конечными массами может быть такое .случайное* сближение двух компонентов, после чего может измениться характер движения этих тел и -по может привести к изменению конфигурации системы.В заключение считаю своим приятным долгом выразить глубо­кую благодарность академику В. Л. Амбарцумяну за внимание и со­веты. полученные от него в ходе выполнения настоящего исследо­вания.Грузинский политехнический институтнм. В. 11. Ленина Поступил;։ 29 V 1962
*1՝. II.. 1<ՆԱ։|։։։«Լ

Լ-ՐեՔ UlLPlJbVbbPb UbUSbHb ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ZUPSb ՍՈՒՈՋԸ

Ա Մ Փ H Փ II !• 1Г
Ս,աող»Ո լին կոսմոգոնիա /ի մ ի 

Ժեշս» է թիկնալին մեխանիկս՛ էի
ջարր 'ւարլլերի լուծման ‘էւորքար ան^ր՛»»- 
մեթողների սղնու թլամp ա.աո մնաиիրե է

տրապե ւլիտ լի տիպի րարլմակի и {ninth մնհ pի կա pit’ll ո» թ լան պ pit pէե ifpt 

եևրկա tnչխտտան pin մ մենր tn и tn մ li ш и ի pin մ ենր inpinպ!րp/tin/ի տիպի 
սի until մnt մ շարրՒմ՝տն ալն ւլեպ ftlipp, երր սիստեմի քրեվ Լներդիան piutpuiiin- 

կահ Լ, և երր երեր ւէ՝ ա pit իննե p/i I/ երկու up մոտենում են իրար: 1խղ '[եպրերի 
•tunl шр ուս ,մանւ{ա՝ւ են ււիաոեմի pin ւ pin rn'iu'tt կրիուերիո» մն/fpէ

Ս.ք խատան pni մ ա pintnt) i{nu\ ե՛ն !) i{lipouu[np մ in ոոանե pnt{ hpbp ifinp֊ 

մինների ոիուոեմի put [pin րէ՝ m'lt hplpii Ifp իա ե p իո i մ. 'Հ ) hnuiljft nfinitihil ի ршр 

pinpftnrti hplpn կpիнlեpիnlմ^ hpp inpj մարմիններիէք մեկն ունի iftti pp մւոաոււ, 
•i; կpիшեp{՚rtlմ ալն մասին, թե фпрр մասսա /ով մոպւմինր hpp կարող է 
պատկան՛- է եոակի и // unth if ի՛!-;

*)пцу !; արված t որ երեր մարմիններ!» ոիսէոեմում հնարավոր /; շարէ!֊ 
ման ա քհպիսի է՚եպր. որ ւիորր մ uinuin рп/ մարմինր մ ո աենաէով վերջավոր 
մասսայով մարւէնին կարող Լ դուրս ղ<»լ սիււտևմիւլէ
ք՜ ИЗВССТКК АН. серии фнз.*мм. наук, № 5
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bni ւնպ/itt дт.Щ ի արված, որ երեր վերջավոր մluuu ա լով մարմիններ 

սիստեմում հնարավոր է երկու. մ արմ ինների սւլնսլիււի մերձերում, "{'իք] հևաո 
սիստեմի մեկ րաղոպրիչի շսւրմմսւն րԱոլլթը կարող Լ փոխվել:

Л II I Е Р А Т У Р Л1. Труды второго совещания по вопросам космогонии. 19—22 мая 1952 г. Доклад В. Л. Амбарцумяна „О происхождении и развитии звезд и звездных систем՛, Изд. АН СССР. .Москва 1953.2. Chazy. Sur failure du mouvement dans 1c probleme des trbis corps. J. d. inathein. pure-՝ el .ippl*. v. 8, 1929..3, Chazy. Sur failure du mouvemcnl dans ie probleme de? irois corps. .Bull astron.՛ ser. 2. v. 8. 1932.•I . Хилнмн Г. Ф. О возможности захвата в проблеме трех тел. „Докл. АН СССР*, т. 62, № 1, 1948.5. Л’кллли Г. Ф. Об одном критерии нерасторжимости захвата н задаче грех тел. .Докл. АН СССР*, т. 78. № 4. 1951.6. Хи  Г. Ф. Качественные методы в проблеме и тел. Изд-во АН СССР. Мо­сква. 1958.ib.ua7. Мерман Г. .1. О достаточных условиях захвата к ограниченной гиперболической задаче грех тел пр։։ тесных двойных движениях. .Бюлл. Ин-та геор. астрой.% т. 5, № 6 (69), 1953.8, Мерман Г. .4. Пример захвата в плоской ограниченно։։ гиперболической задаче рех .ел. .БЮлл. Ин-та теор. астрой.0, т. 5. № G 69,. 1953.9. Марман Г. .4. К вопросу об исследованиях Шази в задаче трех тел. .Бюлл. ин-та теор. астрой.•, т. 5. № 9 (72), 1954.10. Мерман Г. А. Ограниченная параболическая задача трех гел. .Бюлл. ин-та теор, зстрон.-. г. 5, № 9 (72), 195411. Мерман Г. Л. Новый критерий гиперболического движения в задаче грех тел. .Бюлл. ин-та теор. астрой.*, г. б» № (75). 1955.12. Мерман Г. zl. Гиперболические сближения в задаче трех тел. .Бюлл. յա-т.։ юор. астрой. *. т. 6. № 2 (75). 1955.13. Мерман Г. zl. и Кочина Н. Г. Применения .метода оценок к примеру О. Ю. Шмиды. *Бюл.т. ин-та теор астрой.*, г. 6. № 2 (75՛;. 1955.14 Мерман Г. .4- и Кочина II. Г. О границах области захвата s плоской ограничен­ной гиперболической задаче ։рех тел. .Бюлл. ин-та геор. зегрон.*. т. 6. № ь (79), 1956.15. Мерман Г. .1 Качественные исследования в задаче трех тел. .Бюлл. ин-та теор. астрой.*, г. 6. № Hl (83), 1958.16. Саакян Р. .4. О вероятности захвата в задаче трех гел. Изд-во АН АрмССР, Ере­ван. 1961.17. Кухгольц. Основной курс теоретической механики, часть первая. Гостсхиздат М.-Л-, 1939.18. Мерман Г .4. Об одной теореме Бнркгофа. .Бюлл. Нн-т.ч теор. астрон.* 6, № 4 (77), 1956.19. Субботин .’Л. 7՛. Курс небесной механики. Том. 2. На во ОНТП. 1937.20. Дуботин Г. Н. Введение и кебескук> механику. Из-во ОНТИ, М.-Л., 1938.21. Эйлер Д. Теория луны. Из-во АН СССР. Л.—1931.22. Саакян Р. >1. О добавочном ускорении в движении небесных тел. Астрономи­ческий журнал. 10. № 5. Из-во АН СССР —1962.
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ТЕРМОДИНАМИКА

Л. А. Акопян

Об едином законе смещения равновесия

.Закон модерации“ Ле Шателье, теперь более известный как 
.принцип Ле Шателье—Брауна1*,  не раз был предметом дискуссии. 
К сожалению, последние 20—30 лет стал получать признание так на­
зываемый „сокращенным принцип Ле Шателье-Брауна՝*,  охватывающий 
более узкий круг явлений.

В настоящей статье выведены: а) совершенно общее положение 
|Ж], содержащее в себе все законы смещения равновесия для ма­
териально изолированных систем: б) аналогичное положение |//J, вы­
ражающее законы смещения равновесия для систем, материально ш 
изолированных, посредством химических потенциалов.

Выведены некоторые общие следствия [Ж! и |//|, удобные в раз­
личных случаях.

Одним из следствий является закон модерации.
[:Ж| к его следствия применены к термодинамической теории 

переходов второго порядка.

I

I. Рассмотрим произвольную систему, находящуюся в состоянии 
устойчивого равновесия. Весьма малое изменение внешних условий 
вызовет переход системы в новое состояние равновесия, весьма близ­
кое к прежнему.

Термодинамика приводит к очень большому числу зависимостей, 
определяющих изменения одних признаков системы по равновесным 
изменениям других. Но все указанные зависимости выражаются по- 
средсгвом частных производных, численные значения и даже знаки 
которых н большинстве случаев неизвестны.

Поэтому представляют большой интерес теоремы, позволяющие 
по знакам равновесного изменения одних признаков определять 

hflmw изменения других.
Эги теоремы и называются законами смешения устойчивого 

равновесия? Впервые они были высказаны Ле Шателье (1) (188-1 г.) в 
виде одного общего положения, охватывающего все явления, связан- 
ные с изменением состава, и ставшего известным под названием за­
кона модерации (loi de moderation):
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[А] „Всякая система, находящаяся в химическом равновесии, 
при изменении одного из факторов равновесия испытывает такое 
превращение, что будь это превращение единственным, оно вызва­
ло бы противоположное по знаку изменение рассматриваемого 
фактора “.

Хотя в первоначальной форме закон модерации относился к хи­
мическим системам, однако, он был воспринят как единый закон, 
справедливый для всех систем*.

• Теперь это положение чаще всего называется принципом . 1с Шателье-Брау» 
на. Однако Ле Шателье дал совершенно четкую: формулировку закона модерации, 
а Браун, спустя три года, сделал неэффективную попытку обоснования этого зако­
на. Так что роли Ле Шателье и Брауна несоизмеримы и поэтому название .закон 
модерации Ле Шателье*4 является более справедливым.

2. Ле Шателье не дал ни теоретического обоснования закона 
модерации, ни его выражения посредством математических знаков, а 
на .употребленный им термин „фактор равновесия14 не было обращено 
дол ж н о го внимания.

Поэтому естественно, что закон модерации не раз был предме­
том дискуссии, а обоснованию и установлению его точного содержа­
ния посвящено много работ. Среди авторов этих исследований должны 
быть упомянуты: Р. Duhem, П. Эренфест, Ch. Raveau (111. Рано), 
М. Планк, Th. de Donder.

Не входя в подробности истории вопроса, целесообразно отме­
тить здесь вкратце те исследования, в которых впервые были выска­
заны .мысли, оставившие след, и в особенности те. которые в конце 
концов привели к очень распространенному теперь более узкому по­
ниманию содержания законов смещения равновесия.

3. В 1909 г. Эренфест |2| и Рано |3| (независимо друг от друга) 
отметили, что вследствие нечеткости формулировки закона модерации 
его применение не всегда приводит к правильным результатам.

Следует указать, что представление о нечеткости формулировок 
могло быть вызвано только тем, что не был учтен смысл, вкладывае­
мый Ле Шателье в термин „фактор равновесия*.

Ра во разработал метод элементарных циклов (простых и слож­
ных) и получил ряд неравенств. выражающих законы смешения рав­
новесия в различных случаях.

Критика же Эренфеста не была конструктивной- Заключение, к 
которому Эренфест приходит, сводится к следующему: единственное 
назначение законов смещения равновесия—указывать направление 
процессов, иозин кающих в равновесной системе при изменении внеш­
них факторов; но и это назначение далеко не всегда выполняется за­
коном модерации.

Статья Эренфеста. несомненно, подорвала интерес к этому 
закону.
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В 1934 г. Th. de Donder [4| выпел безупречное единое выраже­
ние законов смещения равновесия для систем, в которых могут 
происходить изменения химического состава.
С. Wagner (1929 г.) получил равенство

относящееся ко вг.Д'.ч. системам: Y и у -обобщенная сила и сопряжен­
ная обобщенная координата, а А' и а* -другая пара сопряженных ве­
личин: обобщенная сила и обобщенная координата. При устойчивом 
равновесии системы второе слагаемое праной части неотрицательно.

Отсюда следует неравенство

/ ()Y\ / ()Y\I ( ()y )x ( дУ ).v’ ‘

которое с тех пор многими рассматривается как наиболее общее и 
точное единое выражение закона модерации.

Так. например, в десятом издании книги: Max Planck, Thermo- 
dynamtk (195֊1>. дополненном главой о законах смещения равновесия 
(стр. 266- 279). написанной М. Laue, на стр. 271 читаем: „Diese 
Ungieichung... is? die allgemcinsle Form des Le Chatelier-Braunsche 
Prinzips**;  а на стр. 272 (в подстрочном примечании) «... Die erste 
stichhalttge Ableitung gab C. Wagner (Thermodynamik von W. Schottky. 
I!. I'lich, C. Wagner. Berlin, 1929).

Однако, неравенство (3.1) нс охватывает всего содержания зако­
на модерации.

П. С. Эпштейн [5] приводит дна типовых примера (А) и (В), к 
которым приложим закон модерации; (В) соответствует неравенству 
(3.1), а (Л) не укладывается в это неравенство. Эпштейн пишет 
(стр. 390):

«Не претендуя на охват всех возможных случаев типами (А) и 
(В), мы однако утверждаем, что принцип Ле Шателье-5рауна должен 
распадаться по крайней мере на два различных и не связанных друг 
с другом правила...՜*.

Переходя к анализу случая (В), Эпштейн предлагает называть 
правила, относящиеся к классу (В), сокращенным принципом Ле Ша- 
телье-Бряупа.

Термин «сокращенный принцип...“ нашел широкое распростра­
нение. В последнее время часто рассматривается именно этот прин­
цип и создается впечатление, что к этому и сведен закон модерации.

Цель настоящей статьи:
а) показать, что все законы смещения равновесия являются раз­

новидностями единого, применимого ко всем системам, положения, 
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одним из следствий которого является закон модерации (при надле­
жащем толковании формулировки Ле Шателье);

6) вывести несколько общих следствий, упрощающих пользова­
ние этим единым положением:

в) привести применения этого положения в теории переходов 
второго и более высокого порядков.

II.

■I Прежде чем приступить к термодинамическому рассмотрению.
выявим ия простом

Фиг. I

пример։՛, не вызывающем никаких сомнений, тот 
результат, который является прототипом всех 
неравенств, объединяемых п одни общий закон 
смещения равновесия.

Пусть стержень, точки С и I) которого не­
подвижны, находится в равновесии под действи­
ем силы К, приложенной в Z:, (фиг. 1). Беско­
нечно малое увеличение силы У на «/)' вызовет 
элементарное перемещение точки

а) на </уи. если неподвижны только точки 
С и D,

б) на dy.,, если кроме точек (' и I) непо­
движна еще какая-нибудь третья точка Ւ'.

Индексы а н б означают .в случае а", .в случае 6՜ 
Очевидно dya<dyt.

Поэтому

Следовательно, в координатной системе У. у кривая 5՜,.= )՜. (у) ока­
жется более крутой, чем кривая Г = }’. (у).

В дополнение к этому, разберем еще одни простой пример.
.Упругая нить Afi, длина которой у. растягивается силами J. 

приложенными к точкам А и В, 
фиг. 2. ^3 А____________ 0 & Չ

Предположим, что бесконечно
малое увеличение V на dY вызовет Фиг. 21
удлинение всей нити

на </уи, если нить совершенно свободна.
на dy,։, если одна из точек инти, например, точка О. закреплена.
Нетрудно показать, что и этом случае dyt — Հ\ւ. т- е. закреп­

ление точки О не имеет ииклко։ влияния на удлинение всей лиги. 
Вследствие этого линия }'։ 1, <у> тождественна с линией К. - (у1 .

Условие неподвижности одной из точек стержня или пяти назы­
вается в механике связью. Таким образом, несколько обобщая полу­
ченные только что результаты, можем сказать:
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[Б] R случае. изображенном на фиг. /, линия Y -֊ К. (у) при 
наличии связи круче линии. ¥(. — Г. (у) в отсутствии связи; в слу­
чае, изображенном на фиг. 2, кривые Yb — Y (у) и ) — Г, (у) — оди­
наковы.

Случаев. в которых линия У. = К. (у) при наличии связи была 
бы положе тнии — Y (у) в отсутствии связи, не существует.

Эго последнее утверждение, распространенное на любые систе­
мы, любые обобщенные силы и обобщенные координаты, и является, 
к:н: увидим, единым законом смещения равновесия.

Но, понятно, полученные результаты можно распространить на 
любые термодинамические системы, только найдя термодинамический 
аналог понятия связи в механике.

5. Если Շ՛ —внутренняя энергия, a DQ и 1)\Х'Г сообщенная извне 
теплота и внешняя работа в элементарном процессе, то согласно пер­
вому началу

ժձ/ = ր?Չ4-/>ԱրՀ.. (5.1)

В последующем нам придется рассматривать только термически одно­
родные системы, поэтому можем принять

DQ = TdS - Д. (5.2)

. Здесь Т и S—абсолютная температура и энтропия систимы, а Д—бес­
конечно малая величина, удовлетворяющая условиям

Д—0 в обратимых процессах | 
Д^>0 в необратимых.процессах.I

Пусть внешняя работа совершается k обобщенными силами

обобщенными координатами которых служат соответственно 
л-гл-г.-.-,хг

! Тогда
' л

ШГ,.= у Xfdxr‘-- (5.4)
I

При этом предполагается, что в одном из произведений Xfdxr 
Xr = ~ ре dx, = dV.

где р внешнее давление, а I'֊ объем системы.
I (5.1). (5.2) и (5.4) дают

k

I
d U = TdS — ձ 4֊ Ջ x'dXf • (5-a>

I
Для краткости и последующих целей положим

I Т = Х^, S^x, (5.6)
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и выделим одно из произведений, например A',. dx.t. обозначив егс 
через Yd у.

Теперь (5.5) перепишется так
А

dU = У. X, dxr - ձ փ Ydy. (5.7)
1

Нам предстоит определять разность работ обобщенной силы К в двух 
элементарных процессах. При этом нужно или рассматривать и вели­
чины выше первого порядка малости или —и это удобнее выражать 
работы посредством площадей. Будем обозначать эти площади бук­
вой з с соответствующими индексами и приписывать j знак, совпа­
дающий со знаком работы.

Окон чате л ьно и меем 
к 

dU -I- G (5 8)
I

(с и ձ-бесконечно малые!).
6. процессы.
При выводе единого выражения законов смещения равновесия 

нам придется рассматривать пронеесы, которые здесь для краткости 
названы i-процессами.

'-процессы это-процессы, удовлетворяющие следующим ус­
ловиям:

[/?] а) процесс обратим и начинается в состоянии устойчи­
вого равновесия.

б) а этом процессе величины Y и у изменяются (пли могут из­
меняться) одновременно. а в каждой паре сопряженных величин

А'։. л'։; А"о. л\; ■ • •; А\, лц.

постоянна или обобщенная сила или обобщенная координата.
Пусть в -.-процессе постоянны обобщенные силы

хх, л..,---, а;
и обобщенные координаты

Л.н’ *+2-•*••**•
Так как

dxr ։, = dx^Q = ... = dxk — 0,

то обобщенные силы А',. ։, Л\ л,՝“,Хь не совершают работы и

DWc=y,Xrdxr.
1

Поэтому в случае т-процессов (5.8) принимает вил

d ^Շ՛ — У Xrxr = с — ձ. (6.1 >
։



Об едином законе смещения равновесия 105

Левая часть (6.1)֊ полный дифференциал.
7. Термодинамическая связь.
Назовем термодинамической связью постоянство какого-нибудь 

экстенсивного признака системы.
Например, каждое из условий

V'const. S = const, л՛, = const, г — 1. 2,- • •. k (7.1)

/;/' = const, где m'; масса компонента j в фазе i, 
является связью.

Следует особо подчеркнуть, что постоянство какой-нибудь ин­
тенсивной величины (7՜, Хг) вовсе не является связью.

Указанные только что связи, например (7.1). можно назвать 
макросвязями.

Кроме макросвязей нами будут рассматриваться и микросвязи 
Вот несколько примеров.

Представим, что каждая молекула является диполем, электри­
ческий момент которого /. При изменении состояния системы элек­
трический момент молекулы может изменяться по направлению, по 
величине или и по направлению и по величине.

Воспрепятствовать изменению (по направлению, по величине или 
н по направлению и по величине) электрического момента каждой 
молекулы значит наложить микросвязь.

В настоящее время принимают, что в газах, жидких и твердых 
телах молекулы или част молекул вращаются или совершают враща­
тельные колебания.

Мысленно приостановить вращение или вращательные колебания 
каждой молекулы или помешать переходу вращательных колебаний 
молекулы во вращение значит наложить .микросвязь.

В кристаллах каждая частица совершает колебания около зани­
маемого ею узла решетки. Считать колебания каждой частицы пре­
кратившимися равносильно введению микросвязи.

|/'|. Пусть в --процессе АС сохраняются все связи, которые 
были наложены на систему в течение --процесса AR, и вводится 
еще новая, пополнительная связь г = const. Тогда условимся назы­
вать АВ свободным --процессом и обозначать через ՜. а .4 С будем 
называть -.-процессом с дополнительной- связью и обозначать 
буквой т..

8. Условия устойчивости равновесия и некоторые смежные за­
висимости.

Пусть У Т и у =# Տ.
В этом случае условия устойчивости равновесия наряжаются нера­
венствами
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(8.2)
X’^/y \ԱՀք/ր

Кроме того, из постулата Томсона непосредственно следует, что

(8.3)
\ /$ \ /т

Как уже бы ю сказано, з.։ Г и у может быть принята любая пара со­
пряженных величин

Подожни К= — plf, у-Г.
получим из (8.1) и (8.3)

(8.1')
ձ՛

(8.3')

Согласно определению ^-процессов зависимости (8.1). (8.3) и, в част­
ности, зависимости (8.Г), (8.3') применимы т-процессам. Поэтому 
(8.1) и (8.3) можно формулировать так:

|D|. Когда Г и у отличны uni Т и S, то в координатной си­
стеме У. у линии '-процессов или все поднимаются слева направо 
или все спускаются слева направо.

Н обоих :>тих случаях линия илэнтропного '.-процесса круче 
линии изотермического Հ-процесса-.

Пользуясь чисто математическими соотношениями 
(stgKn-՛

легко показать, что

(SHS)
Но

где Су и Cj—теплоемкости при у = const и >== const. 
Из (8.1), (8.2). (8.4) следует. *«то

Су>0. Сг>0|
С,:С.>1 I՜

/8.5) применимы ко псом Հ-процессам.
9. Вывод единого закона смещения равновесия.
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Пусть, (риг. 3. состояния Л, /Հ С бесконечно мало отличаются 
друг от друга, причем уЛ — ус и на линии СВ у = const; А- состоя­
ние устойчивого равновесия, Л£—элементарный свободный т-процесс. 
а АС—элементарный процесс с дополнительной связью z = const, 
см. |/?| и [Г].

Л —состояние устойчивого равновесия, а но (#] процессы հ и 
обратимы. Следовательно, в любом месте линий АВ и АС система 
также будет в состоянии устойчивого равновесия. Таким образом.
при у = у,{ - ус состояниями устойчивого равновесия будут „сво­
бодное* 1 состояние В (без дополнитель­
ной связи), состояние С с дополнитель­
ной СВЯЗЬЮ 2=sConst.

Ввиду бесконечной близости со­
стояний В и С, состояние С может рас­
сматриваться как бесконечно мало от­
клоненное от состояния В.

Согласно определению устойчивого 
равновесия

,'Л'|. Система, бесконечно мало 
отклоненная от состояния устойчи­
вого равновесия, может быть в равно­
весии только вследствие наложения дополнительной связи (или
приложения соответствующей силы). По удалении связи (или 
силы) равновесие нарушается и система должна вернуться к ис­
ходному состоянию равновесия.

Таким образом, по удалении дополнительной связи г — const С 
перестает быть состоянием равновесия и должен совершиться необ­
ратимый переход СВ в состояние В.

В этом процессе y = const и поэтому работа обобщенной силы У

= д>о (9.1)

по (5.3).
Следует подчеркнуть, что необратимый процесс СВ происходит 

сам собой, поэтому процесс ВС невозможен.
Нз вышесказанного заключаем, что систему можно перевести из 

Я в В двумя способами
а) посредством обратимого процесса АВ, в котором Д — 0, и 

работа обобщенной силы У [фиг. 3)

сЛл — плот АВеаА >0 (9.2)

б) посредством последовательности процессов ЯС и СВ; по (5.3) 
в этой последовательности Д=0, а работа обобщенной силы У

ёдса = "л с I՜ zcn с \с = плот АСеаА > 0, Д >0. (9.3)
Теперь (6.1) согласно (9.2; и (9.3) напишется так
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d((J = y.Xfxr
\ ճձ ք ՜՛ *՛

J

для процесса АВ (9.4)

d I U — У Хгхг) — =лс—А для процесса АСВ. (9.5)

Но d(u v.Yrw) зависит только от начального и конечного со- 
4 1

стояний .4 и В\ поэтому левые части (9.4) и (9.5) одинаковы и мы 
получаем

или, так какД>0, ьл лс • (9.6)

'ап "" 'АС
Эго возможно только при условии, что линия \В расположена под 
линией .46՝.

Рассмотрев случай (фиг. 3), когда процессы - и հ. изображаются 
линиями АВ', АС' и, следовательно, работа обобщенной силы отри­
цательна. мы бы получили аналогично равенству (9.6)

Зла ՜ ~ А.

Но теперь зла- = — плот. АВ’е'аА

",;с- ~ плот .4С'е'лД
пли. введя абсолютные значения площадей.

т. е.
-W- 1 “ : ձ|

I Здр- I 1'3дс։ 1 )
(9.7)

Это неравенство показывает, что АВ' расположена над ЛС.
Так как В'АВ и С'АС- плавные линии, то заключаем: линия

С'АС круче липни В՛ А В.
Совершенно такое же рассмот­

рение в случае, когда в координат­
ной системе К, у линии процессов 

и спускаются слева направо,, 
фиг. 4, приводит к результату, что 
и теперь линия С'АС процесса v 
круче линии В'АВ процесса

Отсюда совершенно общее за­
ключение

|Ж|. Независимо от природы 
дополнительной. связи, в коорди­
натной системе. К. у линия процес­

са. հ. с дополнительной связью круче линии свободного -.-процессе.
10. Частный случай.
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Особо нужно подчеркнуть тот частный случай, когда экстенсив­
ный признак z, постоянство которого является дополнительной связью, 
Оказывается одной из обобщенных координат в выражении (6.1), 
например,

Z — хг.

По определению |£| в любом ^֊процессе должна быть постоянной 
или обобщ иная сила А'г или обобщенна՝: ко ордината хг.

При z=x, процессом А С с дополнительной связью будет ; ко 
тогда в свободном т-процессе АВ обобщенная координата бу те г из­
меняться и по |£| должна быть постоянной обобщенная сила А'г, т. е. 
свободным процессом будет .

Ввиду этого общее положение. |Ж| примет пил
|3}. Вели дополнительной связью, является постоянство одной 

из обобщенных координат в выражении внешней работы, то в 
координатной системе Y, у линия процесса круче линии -Л- .

Очевидно, [3} — частный случай.
II. Предельные случаи.
|Ж| не устанавливает величины угла между линиями ՜ и в 

точке .4. Этот угол может быть и очень малым, а в предельном слу­
чае линии ՜ в могут касаться друг друга в точке Л.

Вот примеры. Пусть в смеси идеальных газов возможна реакция 
(скажем. И., -1֊ Л - не изменяющая общего числа молекул.
Приняв за дополнительную связь условие постоянства состава смеси и 
считая температуру постоянной, видим, чго в координатной системе 
р, V' линия должна совпасть с линией т свободного процесса. (В 
самом деле, pV — nRT, где и—общее число молекул в смеси: л оста­
ется постоянным и при неизменном составе смеси и при реакции).

Другой пример был рассмотрен в пункте 4, фиг. 2. Пели, как и 
раныпе. обозначить растягивающую силу через Г’, длину нити через 
у, а за связь принять неподвижность одной из точек нити, то в ко­
ординатной системе 1. у линия совпадает со свободной линией -..

Наконец, если за связь принять условие постоянства энтропии, 
то согласно теореме Нернста при Г =֊ о изотерма совпадает с изэн- 
тропий в любой координатной системе Y,y (при )՛ - /՛, y~-S).

Имея в виду возможность совпадения лини։։ - и հ или их со­
прикасания в точке .4, нужно |Ж| формулировать так:

[Շ՚'|. В координатной системе Y, у линии вообще круче ли­
нии иногда эти линии совпадают пли соприкасаются в точке*  
/1 Линия ни в одном случае не может быть положе линии, т.

Сравнив с [Б], убеждаемся, что }Շ'| представляет распространение 
I ш| на все системы, на любые обобщенные силы и обобщенные ко- 
гординаты Г, у.
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12. [77|—единая форма всех законов смешения 
Обычно случай совпадения или прикасания кривых - и 

равновё։
не рассыа

тривается, а пользуются [Ж] или [3|. Ниже увидим, что Ж] вполн 
соответствует закону модерации .,1с Шателье.

Некоторые .непосредственные следствия Ж| иногда окззываютс 
более, удобными для применении.

Переходим к этим следствиям.
а) Очевидно линия - может рассматриваться как график функци!

— У (г, у), где в свою очередь г=2(_у). (12.1
Линия же ղ՛—график функции У = )'(z = const, у).

В точке Л частную производную функции V = У (z = const, у) по

обозначим через

у обозначим через . а производную функции У -- Г (z, у) по у

дУ 
оу '

Из |Շ’| следует, что
«

(12 2)

знак равенства откосится к случаю совпадения кривых - и -. или их 
соприкасания в точке Л.

Согласно |3| при z = xr -—процессом является процесс поэ­
тому в этом случае вместо (12.2) имеем

>1°у)л-
б) Возьмем на линии АС процесса фиг. -1. еще дне точки Г: н 

Г), причем положение точки Е произвольно, а точка I) выбрана так, что

DB || Оу, тогда как СВ Ц ОУ.

Так как на линии АС экстенсивный признак 2 не. изменяется.
то

и поэтому
2 Л 21) ZC — ZE I
՜ a 2 л ~ 2 в 2 ռ~ 2в ~ ze *

(12.з:

Результат (12.3) общее можно выразить так:
Все процессы, начинающиеся g какдй-нибуоь точке линии й 

оканчивающиеся s одной и той же точке линии, вызывают одно 
и то же изменение экстенсивного признака z.

в) Так как точки /I, В. С. D бесконечно близки друг к другу, 
то, фиг. 4, приращения У и у в процессах АВ. СВ бесконечно малы.

Обозначим приращения обобщенной силы У в свободном -—про­
цессе и в процессе СВ соответственно через (!} и йуУ. Знаки этих при­
ращений различны, поэтому можем написать
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dYd,Y СО. (12.4)

То же неравенство получится при рассмотрении свободного "-процес­
са АВ' и процесса С'В' (фиг. 4).

Обозначив через dy и dry изменения обобщенной координаты у 
в свободном t-нроцесеё АВ и в процессе DB i У ֊ const), замечаем, 
что их знаки одинаковы, поэтому

dydyy><). (12.5)

Это же неравенство получи։ся при рассмотрении процессов АВ' 
и D'B'.

Обратим внимание на то. что по (12.3) приращениям dY, dy, 
i!A и dry соответствуют Одинаковые изменения

Весьма существенна противоположность знаков неравенств (12.4) 
и (12.5),

13. Закон модерации Ле Шателье.
Представим, что в состоянии .4 начинается процесс в кото­

ром у = const, г изменяется так же. как в свободном т-процессе АВ. 
а изменение Y равно ^.У.

Так как у — const в обоих процессах и СВ. а точки .4, С, В 
бесконечно близки, мы вправе считать, что знак оуУ совпадает со 
знаком dyY (изменения У в процессе СВ). Поэтому неравенство (12.4) 
относящееся к процессам АВ и СВ, справедливо также в случи, 
процессов АВ и 1У, т. е.

z dYZyY<0. (13.1)

Аналогичным образом, если в процессе /։- обобщенная сила Y 
постоянна, z изменяется так же, как в процессе АВ, а приращение у 
равно оку. то знак ^у одинаков со знаком d.y (изменения у в процессе 
DB) и поэтому, кроме неравенства (13.1։, енраж дливо акже иера- 
венство

т/уогу>О. (13.2)

(13.1) можно формулировать так:
|К|. В процессе, в котором обобщенная координата у постоян­

на, можно осуществить такое же изменение. экстенсивного приз­
нака. z. какое имеет чес.то в свободном '.-процессе, только при 
условии. что 6՛ обоих этих процессах, приращения обобщенной 
силы У различны, по знаку.

Примем во внимание, что у Ле Шателье термин .фактор равно­
весия “ означает интенсивную величину, обобщенную силу. Учтя эту 
оговорку и сравнив [1<| с законом модерации [А|, убеждаемся в их 
совпадении по смыслу. Отличие кроется только в уточнении, которое 
содержится в определении т-прОцесса.

Смысл неравенства (13. 2) таков:
|.Г11. При постоянной обобщенной силе У можно осуществить 

такое же изменение экстенсивного признака г, какое имеет 
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место ■•>՛ свободном --процессе. только при условии, что в обоих 
тих процессах знак приращения обобщенной координаты оди­
наков.

Как видим, положение |Л] (одинаковость знаков приращений 
обобщенной координаты) противоположно закону модерации (разли­
чие знаков приращений обобщенной силы).

Источник недоразумений, связанных с законом модерации, оче­
виден. Получались неправильные результаты все։да, когда, прене­
брегая смыслом термина „фактор равновесия", сравнивали знаки при­
ращений обобщенной координаты; тогда как по закону модерации 
сравнивать нужно знаки приращений обобщенной силы.

14. Закон։֊: смещения равновесия, связанные с химическим по­
тенциалом.

До сих пор предполагалось, чт/ система матеджально изоли­
рована, и все результаты параграфов 9—13 относятся к таким си­
стемам.

Рассмотрение систем, не изолированных материально, представ­
ляет тот интерес, что за обобщенные силу и координату >*,  у можно 
принять химический потенциал и массу какого-нибудь компонента. 
Чтобы это показать, достаточно представить одну из фаз системы, 
подверженной только одинаковому во всех точках давлению ре. 
Тогда

dUl = TdS' — ձ' 4֊ Pfd V‘, (14.1)
где /—индекс фазы. Ее термодинамический потенциал

(j1 = U1— TS‘ ~ реУ (14.2)
и, как известно,

=. — „у б7 4֊ Р dpt, — p, dm‘r. • • • (14.3)
J

Здесь mJ—масса компонента г в фазе /. <»;— химический потенциал 
этого компонента, а /'-число компонентов в фазе. (14.1) (14.3) при­
водят к важному неравенству

г
VuJ/M/J - С. (14.4)

• I
Из (11.4) млж::о вывести резудьтачы, вполне аналогичные тем. ко­
торые получены в параграфах 9—13 из (5J).

Выделим из суммы V jiJ dm‘r пару сопряженных величин, напри- 
1

мер uj, dnr, и предположим, что, аналогично > и у, ’Հ и гл‘г из­
мен я ются одновре мен по.

Рассмотрим Х-лроцессы, аналогичные процессам: '/.-процессы 
у до i л отворяют следующим условиям:
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|М1 а) процесс обратим и начинается в состоянии устой- 
чивого равновесия;

б) <>՝ сипом процессе величины ;л։ и т' изменяются (или могут 
изменяться) одновременно, а в каждой из остальных пар coup я- 
женных величин

|Հ. mi; |վ, /<••-. ;Հ_։; м'_։

постоянными являются или химический потенциал или масса 
компонента.

Примем снова за связь постоянства экстенсивной величины z и
пусть АВ свободный /.-процесс, а А С—/.--процесс 
связью ? = const (при этом т* с = т‘о).
Тогда, воспользовавшись условием усгой- Ւ

<?Й
чнвости дтг>^ получим результат.

аналогичный |Ж|, фиг. 5.
|Н|. В координатной 'системе 

т'Алиния АС ^-процесса с допол­
нительной связью z — const круче ли­
нии свободного X-процесса.

Очевидно, следствия |Н| совпадают 
по форме со следствиями из |Ж|. Так, 

с дополнительно։։

например, аналогично (12.2) и (12.2Л) имеем

а если г = ու՚Հ, то

/ Ժ<Հ \ / ԺՀ \tevHV1 (14-5,)
(12. 3) сохраняет силу и теперь.

Рассмотрев, кроме свободного /-процесса АВ, фиг. 5, еще про­
цесс А/\, в котором т[ = const, и процесс .4/., в котором uj — const, 
и отнеся приращения d\M. и к процессам АВ и АК, a dm‘e и

S , т\ к процессам АВ и AL. получим

(14.6)

dm ՜1.1 i սւլՀ>0 c u c. (14.7)

(14.6)—это закон модерации Ле Шателье.

'' И.несгиа ЛН, серии физ.-мат. лэук. .4։
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III

Некоторые применения законов смешения равновесия к 
переходам второго порядка.

15. Вместо „переходы второго и более высоких порядков" будем 
говорить ,переходы второго порядка".

Имеются основания предполагать, что каждый переход второго 
порядка связан с разрушениями микросвязей какого-нибудь типа. В 
различных случаях и телах эти микросвязи различны.

Так, в метане переход второго порядка имеет место пр։։ 
7=20,4 К. Большинство авторов предполагает, что при более низких 
температурах молекулы метана совершают вращательные колебания, 
при постепенном повышении температуры все большая часть молекул 
переходит от вращательных колебаний к вращению, которое стано­
вится всеобщим при 7’ = 20,4 К.

Здесь микросвязью служит запрещение перехода молекулы от 
вращательных колебаний к вращению; повышение температуры спо­
собствует разрушению микросвязи во все большем числе молекул и 
переход второго порядка наступает при той температуре, при которой 
завершается разрушение микросвязи во всех молекулах.

В .метаноле молекулы представляют твердые диполи; микросвя­
зью служит требование постоянства направления электрического мо­
мента каждого диполя. С повышением температуры диполи—один за 
другим—получают возможность поворачиваться на все больший угол. 
Переход второго порядка наступает в тот момент, когда способно­
стью поворачиваться на любой угол будут наделены все диполи.

Итак, во всяком теле, в котором повышение температуры при­
водит к постепенному разрушению микросвязей одного и того же 
типа, возможен переход второго рода. Переход наступает в том со­
стоянии ic-ла, когда завершается разрушение всех микросвязсй раз- 
сматриваемого тина.

Исходя из этого, можно, пользуясь законами смещения равно­
весия, вывести особенности, присущие переходам второго порядка.

16. В однородно։։ системе, химический состав которой неизме­
нен, за параметры могут быть приняты температура, давление и м.сса: 
Г, р, т.

Таким образом, число п разрушенных микросвязей- функ­
ция է и я:

п = л (/,/?).
Однако, согласно экспериментальным данным зависимость п от г го­
раздо сильнее, чем зависимость п от р\ /1=0 в области низких тем­
ператур от Олос до некоторой, характерной для рассматриваемого 
типа микросвязсй, температуры 7* 0. От 7'0 начиная, п возрастает все 
быстрее с изобарным повышением температуры и становится равным 
числу А՜ всех микросвязей рассматриваемого типа при некоторой тем­
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пературе Т[}. При температурах выше Т., п = .V=const. График функ­
ции п = п (է, р — const) имеет вид, изображенный на фиг. 6.

Пусть в состоянии Я, фиг •>. происходят процессы: свободный, 
изобарный т-проиесс АБ, н котором dt О и dn 0, и изобарный

тв-процесс ЯС с дополнительной 
связью л—const.

Обозначив через С> и С,.я 
теплоемкости процессов АВ и ЯС 
в точке Я, имеем согласно (12.2) 
неравенства

СГ:СГ .>1.С,-См>0. (16.1)

Так как с повышением темпе­
ратуры возрастает производная 

к точке D разность теплоемкостей

(Ср -С/,.п} увеличивается и достигает наибольшего значения в I).
Отмечая индексом D теплоемкости СР и СР.Л в точке I), можем 
вместо СрПг) писать С,.\ (гак как л = .У к D} и тогда

Cp.v А՜ О. (16.2)

Эта разность представляет одну из характерных особенностей пере­
ходов второго порядка: скачкообразное паление теплоемкости при 
переходе через точку D.

При температурах выше Л. п = .V = const Cp.v медленно из­
меняется с температурой.

17. Заменим изобарные •. и '.—процессы изотермическими. Тогда 
по (12.2)

(17.1)

Введем коэффициенты изотермической сжимаемости

1 / dV\ 1 / Ժlz\
v{rip), " v{dp),^

гола в процессах - л
Снова, называя /) ту точку, в ко горой п = Д’, и обозначив

7/. л. в через 7/а.

получим согласно (16.2)

7 /. •> ՝*  7/, д՛. 71, ռ 7 г, V • (17.2)

Эта разность в точке I) оказывается конечной, что также характерно 
для переходов второго порядка.
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Такие скачки, как (16.1) и (17.2). претерпевают—при переходах 
второго порядка—и другие величины, например, коэффициенты изо- 

1 /ժւ՜\ барной расширяемости а,, = •

(17.3)
Эта разность может имен, любой знак, тогда как законы смещения 
равновесия предписывают, чтобы знаки разностей (16.1) н (17.2) были 
положительными.

Причина в том. что ' и -.--процессы рассматриваются в коорди­
натной системе сопряженных величин Y, у (в частности 7’. 5; ( р). V), 
а в коэффициент а/? входят I и /, которые не являются сопряжен­
ными. ,

Между разностями (16.1), (17.2) и (17.31. а также между этими 
- /' \разностями и производной Լ — J существуют зависимости, впервые 

установленные П. Эренфестом. Формулы Эренфеста не устанавливают 
знаков разностей CpZ> — С„ v и լ. л — -у v, а только утверждают, что 
эти знаки одинаковы.

3 а к л к» ч е и и е

1. На основании понятий „термодинамическая связь11, „^про­
цесс.  „/.-процесс11 выведены:*

а) положение |Ж]. применимое ко всем материально—изолиро­
ванным системам, находящимся в устойчивом равновесии, к любой 
паре обобщенных силы и координаты Y, у. и являющееся единой 
формой законов смещения равновесия:

б) положение |Н|, аналогичное |Ж|, применимое к химическому 
потенциалу и массе любого компонента произвольной фазы (рас­
сматриваемой как система, не изолированная материально):

в) приведены некоторые общие следствия положений [Ж] и |Н|.
2. Неравенство (13.1), связывающее приращения обобщенной 

силы У и неравенство (14.5). связывающее приращение химического 
потенциала, представляют закон модерации Ле Шателье.

3. Неравенства (13.2) и (14.6), аналогичные (13.1) и (14.5) со­
ответственно, связывают приращен ни я обобщенной координаты и 
массы какого-нибудь компонента.

Закон, представляемый этими неравенствами, противоположен 
закону модерации.

4. (12.2') и (14.5') —частные случаи (12.2) и (14.5). Поэтому
а)неправильпо утверждение М. Лауэ, что (12.2') является наи­

более общим выражением принципа Ле Шателье —Брауна:
б) неправильна мысль Эпштейна, что „принцип Ле Шателье-Брау- 

на“ должен распадаться по крайней мере на два различных и не свя­
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занных друг с другом правила*:  одно из них (.сокращенный принцип 
Ле Щателье-Брауна*)  выражается (12.2'1. а другое— (12.2).

5. Переходы второго порядка можно рассматривать как послед­
ний этап разрушения микросвязей определенного типа. Пользуясь 
этим, можно установить знаки некоторых из скачков, характерных 
для этих переходов.
Ицстигу։ математики и mcx.hihkh 

АМ Армпископ ССР Поступила 12 X 1961

U., Ik. Հւււէ{ււ|՝juifi

շԱՎԱՍԱՐԱԿՈՌՈհ^ՅԱՆ ՏեՂԱՓՈԽՄԱՆ ՄհԱՍՆԱԿԱՆ ՕՐեՆԲհ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г (I ք| I*  1Г

Լե էրատելքեի я 1! ոդերացիալի որհնքբՀ, որբ ար1մ ավելի հա բոնի է ոբ~ 
պհս <ր /./• է.ատելքև-Արчич նի սկղրունք». մեկ անդամ *Լ,  որ դարձել Լ դիս- 
կասիալի աոարկաւ Աավոբ, վերջին է!Օ-.՚11/ տա րինե րի բնիժաղքւոմ ոքլոել Լ 
ճանաչում ստանալ ալոպես կոչված tl.lt Նատևչլե՝ Pբաունի համս։шип 
"կղրանքբi , որն րնդդրկում Լ՝ երևույթների ավելի նեղ ջրշան։

եերկա հողվածում արտածված են' ա միանղամալե րնդհանա ր դ ր։։։ ;£/ 
[Ж]. որն իր մեջ սլա բանակում եհավասարտկշոո։թքան տեղափոխման բոլոր 
ձրենրներր նլա վծ ականա ս/ե и մեկո։ սաւյվտծ սիստեմների համար, ր) համանման 
П'пЧР |Н|, որն արւոահալաում կ հավասս։բակշոո։ իք լան տեղափոխման 
օրենքները նլո։ թ ականապես չմ եկու սաղված սիստեմների համ ար՝ քիմիական 
պ աո են у իա էհերի մ իջողով:

Արտածված են ե [ 1~1 ] -/*  մի քանի հետևանքներ, որոնք հարմար
են տարրեր դեպքե րում;

Հետե տնքներիրյ մեկր հանւլիսանոէ մ է մոդերազիալի иր^-ԲԸ' [Ж)-Ъ և 
նրա հետևանքները կիրաոված են երկրորդ կարղի անуШ մեերի fJերմոդինա֊ 
մ իկտկան ւոեոու իք լան նկաամամ ր:
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ТЕХНИКА ЭКСПЕРИМЕНТИРОВАНИЯ

С. Р. Месчян

Кольцевой прибор для изучения ползучести и 
Длительного сопротивления сдвигу глинистых грунтов 

методом кручения
Па настоящем этапе развития механики грунтов большое значение 

имеют лабораторные исследования дефориативных свойств глинистых 
грунтов при сдвиге с учетом фактора времени. Поэтому обращается осо­
бое внимание как на методику эксперимента, гак и на приборы, предназ­
наченные для указанной цели.

Для исследования закономерностей деформирования при сдвиге наи­
большее распространение получили одноп.'юскбстные срезные приборы 
[1. 6], а в отдельных лабораториях-приборы скашивания и кручения 
(2, з. 4. 5].

Срезные приборы, которые моделируют плоскую деформацию и пред­
назначены для определения сопротивления грунтов сдвигу, обладают не­
достатками, которые сильно ограничивают их применяемость для иссле­
дования деформаций. Основным недостатком указанных приборов явля­
йся то, что в них образен деформируется в условиях неопределенного на­
пряженного состояния, в условиях неравномерного распределения каса­
тельных напряжений в плоскости среза, вследствие концентрации напря­
жений у краев образна [7]. К числу недостатков срезных приборов надо 
отнести также переменность площади среза, ограниченность деформации, 
непостоянство величины зазора между подвижным и неподвижными ка­
ретками. неполную передачу касательных напряжений на образен. Не­
большая, и неопределенная по величине зона сдвига [7] не дает представ 
тения об объемных деформациях сдвига, делает невозможным определе­
ние относительной деформации сдвига.

Приборы скашивания, которые моделируют формоизменение образца 
под действием касательных напряжений и предназначены для исследова­
ния закономерностей деформаций грунта при сдвиге, встречаются со 
сплошными и разрезанными торцевыми стенками. Из указанных приборов 
лучшими являются те. торцевые стенки которых разрезаны [4]. В этих 
приборах [4] обеспечивается свобода деформирования, полная передача 
касательных напряжении на образец. окрсдсле?шое напряженное состоя­
ние образца и. наконец, возможность измерения деформации в зоне сдви­
га. Однако, эти приборы можно использовать только при малых дефор­
мациях.
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Из всех существующих наиболее подходящими для изучения 
деформатнвных свойств при сдвиге являются приборы, в которых дефор* 
мании сдвига определяются на образцах, подвергнутых кручению [8].

Основные достоинства приборов указанных типов заключаются к том» 
что: I) деформация образна происходит в условиях определенного напря­
женного состояния: 2) во время эксперимента не меняется площадь се­
чения образца; 3) обеспечивается полная передача касательных напря­
жений на образец ио его горизонтальным плоскостям; 4) возможно из­
мерять деформации непосредственно в зоне сдвига; 5) деформации сдви­
га но величине практически неограничены.

Идея создания приборов испытания грунтов на сдвиг мето том круче­
ния впервые была использована Г И. Покровским {9]. В дальнейшем 
подобного типа приборы получили широкое распространение в Германии 
[5], в Голландии и в Китае получили применение так называемые торси­
онные пластометры (8. 10]. а в СССР — приборы кольцевого сдвига. Испы­
тываемые в указанных приборах образцы обычно имеют форму цилиндра 
с площадью поперечного сечения от 50 до 100 c.tf-, высотою от 2 до 8 с.ч.

Несмотря на то, что у нас в ('.('СР приборы кручения имеют примене­
ние в лабораторной практике, однако, к сожалению, они в технической 
литературе нс описаны. Учитывая изложенное, а также имея в виду боль­
шое достоинство приборов кручения, нашли необходимым описать при­
бор кольцевого сдвиги НИС Гидропроекта (автор Я. .1. Коган, конструк- 
гор Цыплаков). который применяется в нашей лаборатории как для ис­
следования деформатнвных свойств глинистых грунтов при сдвиге, так и 
для изучения вопроса о длительном сопротивлении грунтов сдвигу. В пе­
риод двухлетней работы с приборами кольцевого сдвига они были нами 
несколько видоизменены Как будет показано ниже, в результате указан­
ного видоизменения приборы стали более универсальными.

Прибор кольцевого сдвига НИС Гидропроекта (фиг 1), который 
предназначен для испытания кольцевых образцов с площадью поперечно­
го сечения 60.5 см- (с наружным диаметром 101 лыг, внутренним 50 . :м) 
■I высотою 24 мм. состоит из станины 01 (фиг. 2). головки 02, механизма 
кручения 03, механизма вертикальных (нормальных) иагр\ юк 04, крон-* 
штейна 05, держателя 00 и нониуса 07.

Головка, в которой осуществляется как предварительное уплотнение, 
так и сдвиг грунта, состоит из нижней неподвижной I и верхней подвиж­
ной 2 кольцевых обойм, в которых помещены рифленные дырчатые непод­
вижное 3 и подвижное 4 кольца. Кольцо 4 с гремя винтами 5 закреплено 
к трем ножкам опоры 6, проходящим через выдолбленные в крышке верх­
ней обоймы отверстия. Кольцо I вместе с опорой 6 перемещается только 
по вертикали, а шпильки 7 не дают нижнему кольцу возможности кру­
титься. Вертикальная (нормальная) нагрузка от механизма сжатия 01 
при помощи троса 8, втулки 9 и гайки 1(1 через опору «> и кольцо 4 пере­
дается на образец грунта, помещенный между двумя кольцами 3 и 4.

Для подачи воды и нижнюю обойму она снабжена штуцером 11 и во­
ронкой 12 Подача воды производится также через отверстия 13, просвер 
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ленные в крышке обоймы 2. В днище нижней обоймы просверлены три от­
верстия. заглушенные винтами I I. пре սա шичепным ֊ тля выталкивания 
кольца 3 из своего гнезда.

Сдвиг образна осуществляется кручением верхней обоймы при по­
мощи шпинделя 17 механизма кручения 03 и катьн,- 18. ллкреплепиокт к.

Фиг. 1
обойме пинтами 19. Кольцо 18 имеет прорезы, которыми отхватывается 
головка шпинделя. Неподвижность ни.чней ■ д'сшмы > .‘к֊.- ■■•чн;.яегся двумя 
шпильками hi направляющей 15 механизма трупе которые входят в 
просверленные в лишне отверстия.

Измерение деформации сжатия обр;։. ш. .е.тнястся ин тика тором 
20. a деформаипи сдвига ■■тил!1кат<.рим 21 .'К-форк.щин с սար.: измеряется 
также нониусом 07. шкала которого 22 ......пи-на ни ■ пор» 6. Пп шкале
нониуса ։акреплсни пластинка, нудь упирается ножка индикатора 21.

Механизм вертикальной (нормальнойյ нагрузки (И прсдетавляет со­
бой секторный рычаг .՛ соотношением ...!»՛•» i 20, состоящий из двух (ис­
ков 2-1 и опорной осн 25. полис шел но : :у ։>'• двумя парами колонок
26 с помощью опорных иланок 27 и ; ■•՛.. 28 Рычш уравновешивается за-
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крепленными между двумя дисками винтами 29 противовесом 30. Ось 25 
опирается ня опорные планки через шарикоподшипники 31. Диски 24 сое­
динены между собой распорками 32.

Вертикальная нагрузка 53, увеличенная в 20 раз но отношению к гру- 
•у. помешенному на поддоне 33 {подвешенном к рычагу тросами 34, тя- 

гон 35 поперечной 36). передается на образец при помощи троса 8. за­
крепленного к оси 25 и перекинутого через ее канавку.

Механизм кручения 03 состоит из скрепленных к столу 01 винтами 
54 направляющий 15. шпинделя 17 и насаженного па хвосте шпинделя (за­
крепленного гайкой 371 диска 38. Шпиндель через опорный подшипник39. 
помещенный в стакане 10, опирается на гайку 41. Гайка 41 с помощью 
ручки 42 поднимает и опускает шпиндель и гем самы?.։ создает зазор меж­
ду обоймами 1 и 2. Максимальная величина зазора -5 мм, точность из­
мерения— 0,0! мм.

Кручение шпинделя осуществляется при помощи диска 38. Крутящий 
момент со:;-ается парой тяг 43, помещенных в канавках диска 38, пере­
кинутых через ролики 14 кронштейнов 45 и закрепленных на балке 46. К 
балке -16 подвешен грузовой поддон 47 с .помощью стержня 48 и шаровой 
опоры 49.

Механизм кручения уравновешивается противовесом 50 с помощью 
троса 5!, перекину того через ролик кронштейна 52 и закрепленного в ка­
навке диска 38.

В целях выяснения характера деформации было изучено распреде­
ление деформации по высоте образца при помощи грунтовых и пластили­
новых маяков. Предварительное изучение указанного вопроса было вы- 
полнено на суглинке [11| при величине нормальной нагрузки Р=2 кг/см2. 
Болес подробно этот вопрос был рассмотрен при испытании разданекой н 
новошвейцарской глин. Раздан.-кая глин;: (Армянская ССР) была испы­
тана при двух значениях нормальной нагрузки Р — 0,25 и 2,0 кг/см', а 
иовошвейнарская (Украинская ССР) при Р 1.0 кг/см2. Для изучения 
изменения формы маяков испытывались по 4 6 образцов при различных 
значениях величины деформации. План расположения маяков приведен 
на фиг 3 Па фиг. -1 прив-.-тена фотография а) формоизменения пластили­
новых маяков четырех образцов разданской глины, испытанных при 
Р—2кг/см՛1. 6) двух образцов того же грунта, испытанных при 
Р=(1.25 кг/см". в.։ образцов новошвейцарской глины, испытанных при 
Р = 1,0 кг/см1.

Как показывают эксперименты, образны деформируются почти по 
всей высоте, причем до определенных значений касательных напряжений 
деформация практически имеет линейный характер. В частности, при ис­
пытании образцов разданской глипы, уплотненных нагрузками Р=2 кг/см֊. 
линейный характер деформации сохраняется до величины AS — 1,6 мм 
(второй образец снизу), что же касается остальных случаев, то указан­
ная деформация ограничивалась величиною AS 0,7 леи (нижние образ­
ны па фиг. 46 и li; ՛. Из указанных фотографий также следует, что после
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превышения деформации (напряжения) некоторого предельного значения 
появляется плоскость среза.

Кольцовой прибор ՚ I илропроекта* может быть использован как для 
определения деформации, так и сопротивлении грунтов сдвигу. Учитывая, 
чтх» сопротивление грунта сдвигу зависит от высоты зоны сдвига (в данном 

случае высота юны сдвига равна высоте образца), на указанном приборе 
можно испытывать образцы высотою от 5 -6 до 24 мм.

Величина сопротивления сдвигу определяется ио известному выра­
жению теории сопротивления материалов (12)

հ = , _ 
2с (ր2 — Гр

где Л1кр—крутящий момент, г. и г.—наружный и внутренний радиусы 
образца.

Необходимо отметить, что ввиду равномерного распределения каса­
тельных напряжений в плоскости среза при предельном напряженном со­
стоянии (12]. постоянства величины зоны сдвига, а также неограничен­
ности деформации и неизменяемости площади поперечного сечения образ­
ца. приборы кольцевого сдвига являются лучшими из всех существующих 
приборов, предназначенных для «мучения длительного сопротивления 
грунтов сдвигу.

Несмотря на достоинства прибора кольцевого сдвиг.։ Гцдропроскта; 
он обладает также недостатком, который в ряде случаев может несколько 
искажать результаты определения законом ерш н՝тей деформации к сопро­
тивления грунтов сдвигу. Этим недостатком является наличие трения (8) 
между боковыми поверхностями образца и стенками нижней и верхней 
обойм. Чтобы устранить указанный недостаток, прибор нами был несколь­
ко перед ел а и (фиг 5). Переделка хзключаегся в том. что боковые стоики 
прибора, соприкасающиеся с образцами, .вменены наборами колеи из 
органического стекли, перемещающихся друг <'гносит< льно друга .тоета-

В >roii формуле и статье (II]. по анис автор», допущена опечатка.
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точно свободно В целях уменьшения гренвя. кольца соприкасаются друг 
с другом через тонкую прослойку смазочного масла. С >той же целью 
уменьшена площадь их соприкасания (фиг 5).

Փսր. ձ.

Лля зашиты от испарения влаги с боковых поверхностей образна,, 
промежутки между подвижными кольцами заполняются техническим 
вазелином, или же осушест» шется боковое окружение образна водой.

Следует отметить, что высота образца не ограничивается размером 
24 мм. ее можно значительно увеличить. Это будет очень Нетрудно сде- 
ллть, сеян иметь набор шпинделей разной длины, а также набор наруж­
ных и внутренних колец. Из фиг. 6 и 7 приведены чертежи, а на фиг. 8 
показана фотографик прибора с образцом высотою ЙО мм. Преимуще­
ством испытания высоких образцов явлпе ся о. что иск.почастся влияние 
способа приложения касательных напряжений на деформацию слинга, ко­
торая в '.мери* ։ся в середине обра <ка на некоторой заданной базе (от 20 
до 30 мм).

На фотографии (фиг. 9) и жлзано взаимное передвижение окружаю­
щих грунт наружных колец. которое характера iu.-ւ деформирование об­
разца высотою 80 .ял.՛. Испытание образца ны полаялось по схеме, при*, 
неж’пнлй на чертеже (фиг. 6).
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Наконец, для изучения дсформативиых свойств при чистом сдвиге в 
условиях равномерного распределения касательных напряжений, взамен 
трапецеидальной эпюры распределения касательных напряжений в тол 
стых образцах, можно воспользоваться тонкими образцам։։. При такой 
схеме испытания мы приходим к конструкции торсионного пластометра 
Геза и Тан Тьенг-ки |8], которым они широко пользовались при изучении 
реологических свойств глин.

Фиг. 6.

Гёз н Так Тьенг-ки [8] при изучении реологических свойств глин на 
торсионных пластометрах пользовались полными цилиндрическими об­
разцами с наружным диаметром 3,8 <л» и внутренним диаметром 2.6 см 
(толщина стенки 0,6) при высоте образца 8 см, т. е. при соотношении 
толщины d к наружному диаметру D — I : 6. Аналогичное соотношение 
между толщиной стенок и наружным диаметром использовано К. Ф. Войт- 
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конским 113] при испытании полных цилиндрических образцов льда на кру­
чение и сжатие. Исходя из изложенного, мы полагаем, что такое же соот­
ношение можно использовать и при изучении топких образцов на рас­
сматриваемом здесь приборе, н поэтому рекомендуем величину толщины 

образца 1,4 сч — 1

Таким образом, прибор Гидропроекта, с небольшими переделками^ 
может быть использован как для изучения длительного сопротивления 
грунтов сдвигу, гак и для изучения закономерностей деформации ползуче­
сти при сдвиге в условиях сложного напряженного состояния и чистого 
сдвига.

Фиг. 7.

Тарировка механизмов вертикальной (нормальной) нагрузки и кру­
чения выполняется образцовыми динамометрами (ДС-02 и ДС-05) при 
помощи специальных тарировочных приспособлений.

Тарировка механизма вертикальных (нормальных) нагрузок осуще­
ствляется приспособлением (фиг. 10). которое устанавливается на направ­
ляющей механизма кручения и служит опорой для динамометра. Для пе­
редачи вертикальной нагрузки от рычага к динамометру используется 
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рамная подвеска- Нижняя балочка подвески захватывает втулку 9 троса 8 
при помощи гайки 10 (фиг. 2). а верхняя балочка с помощью регулиро­
вочного болта и стального шарика опирается на динамометр.

Фаг. К

Фиг. 9.

Тарировка механизма кручения выполняется при помощи реверсив­
ного устройства (фиг. II). которое подвешивается на тросе 51 вместо 
противовеса 50 (фиг. 2) указанного механизма и закрепляется на балке, 
смонтированной на раме прибора.

Па графике (фиг. 12) приведены тарироаочпые кривые четырех при­
боров. Величина крутящего момента определяется по весу гирь, положен-
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Фиг. 12.

«ИМЯ 1 лнэх

Фиг. 13.

-* Известии Ml. серии tnu. Msr. нзук,

Фиг. 14.
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ных на грузовой поддон 47 (фиг. 2) при помощи тарнровочных кривых, 
как это показано на фиг. 12.

Для примера на графике (фиг. 13) приведены кривые деформации 
ползучести при сдвиге образцов-близнецов суглинка, испытанных при двух 
значениях касательных напряжений q=0,8qnp и q֊-0.9qnp(qnp 0,77 кг/см* 
—стандартное сопротивление сдвигу), а на фиг. 14- график изменяемости 
сопротивления образцов сдвигу в зависимости пт длительности испытания, 
построенный по результатам испытания образцов на приборах кольцевого 
сдвига при высоте образца 22 мм. Величина предварительно уплотняю- 
щей нагрузки Р = 2 кг/см2.

При изучении вопроса изменяемости сопротивления сдвигу образцов- 
близнецов в зависимост от продолжительности испытания воспользова­
лись методикой равномерного увеличения касательных напряжений сту­
пенями постоянной величины через различные интервалы времени. Вели­
чина ступени касательного напряжения и крутящего момета были равны 
հ = 0,08 кг/см՞, /И|ф 20 кг. см (с учетом поправки на тарировку 
<7 = 0,07 кг,:см-, Л1М|| = 18 кг. см}.

Были испытаны восемь образцов при четырех режимах загруження. 
Интервалы приложения нагрузок были равны 5 сек... I мин и 12 часам. 
Кроме того, пара образцов была испытана по стандартной методике, т. и. 
последующая ступень нагрузки прикладывалась к образцу после услов­
ного затухания деформации сдвига. За условную стабилизацию деформа­
ции сдвига принималась скорость сдвига, равная 0,01 мм, мин.

Как видно из графика (фиг. 14). в начальном участке кривой, г. е. 
при небольших продолжительностях испытания, имеет место уменьшение 
сопротивления грунта сдвигу, однако, в дальнейшем какое-либо изменение * 
его величины не наблюдается. Нетрудно заметить, что указанные измене­
ния величины сопротивления грунта сдвигу имеют место в интервале вре­
мени, меньшем длительности испытания по стандартной методике.

Полученные результаты еще раз подтверждают полученные нами ра­
нее результаты [11. 14] и приводят к заключению, что стандартное сопро­
тивление сдвигу грунтов нарушенной структуры соответствует их дли­
тельному Сопротивлению сдвигу.
Институт м.-.тем.ттикн к механики

АН Армянской ССР Поступила 18 VI1962

U. Ո-. ՄեՍՋՅԱՆ

(Ш1ШЬЪ ՍԱՐՔ' ՈԼՈՐՄԱՆ blULU^l ԿԱՎԱՏԻՆ ՇՒՆԱՃՈՂհՐԻ 
ՍՈՂՔԻ b< ՍԱՃՔԻՆ ՑՈՒՅՑ ՏՐՂՈՂ ԴԻՄԱԴՐՈՒԹՅԱՆ 

ՈՒՍՈՒՄՆԱՍԻՐՈՒԹՅԱՆ ՃԱՄԱՐ
Ա 1Г Փ О Փ (I Ի Մ

հոդվածում բերված են ոլորման ե դանակով շքւնահոդհրքէ UUljfill և աոհ֊ 
4?/’^ Hn,fH տրվող հարրաոե դէմադ րու [d րսն nt.utit idituu ի pin թ բոն համար 
<ր հ[՚դ.ր ոնու(ոադէ.ծ ինստիտուտի գիտահետազոտական բաժնի ^"4‘^Ւ}) ստեղծ­
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ված Օդակալին սարքի, ինչպես նաև հեղինակի կողմից կատարված նրա 
ձևափոխման նկարաղրւււթլուններրւ /'հրված են նաև սարքի փորձարկման և 
itiliniipf ան արգլա նքներր։

Հոդվածում, որպես նմուշ, դեաեդված են ալդ սարքի վրա կատարված 
կավային շինահողերի սողքի ե սահքին ցույց արվող հարատև դիմադրության 
էսսումնտււիրոէ թյան արդյունքները։ Вт յց է տրված, որ սահքին ցույց արվող 
հարատև, դիմադրության ուսումն աս իր ութ լան արդլանքներր հաստտտտմ են 
հիղինակի կողմ իր (արիշ սարքերի վրա) նախկինում կատարված ուաս/Ուա- 
սիրա թյսւէւներից ասացված արդյունքներ ։
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