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МАТЕМАТИКА

Г. В; Бадалян

Критерий абсолютной сходимости 
квазистепенного ряда

В работе рассматривается квазистепенной ряд

Простой контур С здесь и впредь в аналогичных случаях охваты­
вает окрестности всех полюсов подинтегральной функции.

В 1| получено необходимое и достаточное условие разложи­
мости функций в сходящийся на (0, м| ряд (1) с конечным порядком 
равномерной сходимости на |0, н|.
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В настоящей работе приводится аналогичное условие для раз­
ложимости функций в абсолютно сходящийся на (0, //| ряд (1) с ко­
нечным порядком равномерной сходимости.

Определение 1. Условимся говорить, что функция ? (է) на 
(0. м| принадлежит классу функций

ЛСТ. Х(ЛСЬ ,((), н|).

(где z >0—произвольное число, !*{.} — произвольная последователь­
ность чисел, определенная в (4) и (4’)). если при է (0, //] сущест­
вует последовательность функций 

определенная в (3) и. кроме того, если для всякого х (0. «| и 
//—О. 1, 2, ••• удовлетворяются условия

W՛ С П («' - 7,), (6)

где х։ н > 0) произвольные числя, С— постоянная, не
зависящая от п и д'.

Очевидно, что (6) равносильно выполнению условия

/•' 7 + *,
\ <01/՞ 'й<сП(«' + 7.). (6')

о
Определение 2. Назовем нижнюю грань множества дейст­

вительных чисел р, для которых ряд

/"У •/)
* =0 ՝ и /

сходится равномерно на [0. «], порядком равномерной абсолютной 
сходимости ряда

на |0, «] и обозначим сю через х.
Определение 3. Условимся говорить, что функция ?(/) на 

(0, «| принадлежит классу функций
АГК,(Л7\ ДО, «}), 

если она разлагается г: абсолютно сходящийся на (0, z/j квазнстепен- 
ной ряд (I) с порядком равномерной абсолютной сходимости х.

Определение 4. Функция ч> принадлежит классу
функций

^...(^,,(0, «)),
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если она принадлежит классу обобщенно регулярно монотонных ня 
(О, й\ функций при последовательности |J. т. ՝. классу /?ДО, г/| 
(см |2|) в. кроме того

(7) 
/-V

для всякого и > тогда как при »» z равенство (7) не имеет места 
Число / называется порядком функции z(t на |0. м|.

Прежде чем сформулировать основной результат настоящей 
работы, приведем некоторые предложения, первое из которых дока­
зало в |2|.

Теорема 1 ./ля того, чтобы Функция գ Ц) разлагалась в 
абсолютно сходящийся ни (0. wj кпа агстеиенной ряд (1)

(?(/) Л7\(0. //|).
необходимо и достаточно, чтобы она представлялась а виие раз­
ности. опух обобщенно регулярно монотонных функций при после­
довательности чисел , . т. е. функций класса R. (0, //|

Заметим, что в этой общей теореме не обсуждается вопрос о 
взаимосвязи порядка равномерной абсопотной сходимости ряда (I) 
и порядков функций класса R (О. «|.

С целью установления такой взаимосвязи доказывается: 
Теорема 2. Для того, чтобы

,(0. «]. х>0
необхооимо и достаточно, чтобы -z(t) представлялась в виде раз­
ности двух функций *(/) и g(t), гае

?(/) Я;«), «J, £(0 .R 0. «Ь
а порядки равномерной сходимости квазистепенных рядов вида 
(1) функций у(П и g(t) соответственно были равны р и где 
р х, ч причем хотя бы в одном из этих неравенств имеет 
место знак равенства.

Доказательство. Необходимость н достаточность в условиях 
теоремы, чтобы >(/) представлялась в виде разности двух функций Ф (0 
и g(t), принадлежащих классу функций /?(<). «]. установлены в тео­
реме 1, поэтому нам остается установить взаимосвязь между чис­
лами X. р и и.'.

С этой целью заметим, что

(см. |2|).
Это »начнт> чю отрезки последних рядон мажорируются соот­

ветствующими отрезками ряда
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(12)

>’ |ал[о>я(֊.. 7Ն, (10)
л о \ " 

следовательно, порядки равномерной (абсолютной) сходимости рядов 
(8) и (9i не. могут превосходить порядка равномерной (абсолютной) 
сходимости ряда (10). т. е.

р Z. а' < х. (] 1)
С фугой стороны, если бы в (11) одновременно имели место строгие 
неравенства, то складывая ряды (8) и (9). получили бы ряд (10) ■ 
порядком равномерной (абсолютной) сходимости, равным 

max (ս. /)<//.
чего быть не может.

Этим теорема 2 доказана.
Теорема 3. Для того, чтобы порядок равномерной (абсо­

лютной) сходимости ряда 
к . .

հ (է) = У «*«•* ( ՛ 7 ) • 

где 
?(0 О». “I 

был равен /. {■/. -- 0), необходимо и достаточно, чтобы 
*Հէ) R., (0, «|.

Доказательство. Теорему докажем от противного.
Пусть порядок равномерной (абсолютной) сходимости ряда 

равен г., а
?(0 ֊Л. .,(0. «|.

где 7. =֊ z։ (z։ число конечное или
В нашем предположении возможно одно из двух:

1. 7. >хр 2. 7. <Հ /ձ.
Докажем, что оба допущения невозможны. Начнем с. первого.

В |2] доказано, что к условиях теоремы

«••» 1 + 7՜ է -г 
О С<?(л')П ------Т-(- ) '

| Հ ' \ 11 '
•Ն.

где 0<Հ.\-<Հ/<//, г>О—произвольное число. 2,= у. 1п и х: 1п и ! 
(см. |2’|, неравенство (1,10')).

Возьмем г>0 таким, чтобы имели
/. — շ > 7.։ 4- г', где г' >

Тогда, с одной стороны, получаем, чго 
/”7?я(«. О

(12)

(13)



Критерий абсолютной сходимости квазистспенного ряда /

на [0. zz| не. стремится равномерно к нулю, тогда как при f = 2х и

п֊ ։ 1 ~ , i , 1 1 ՜ _
<՛ Գ(*)Ո- ; ) ֊՝ WTb ր-^՜ր У

՝=-i н_х \ 11 / Vil 4-Ճ-
т, <.

. 11стремится к нулю равномерно на О Հ л- • а равномерное

(14)

стрем-

ление к нулю (14) при х и է |х, очевидно.

Таким образом, первое допущение отпадает.
Пусть теперь 2) *<z։.
Представим »(0 рядом (12). где

«*>0, 0 . 7^1 < <М0, 7), *-0.1,2,...
\ « /

Имеем

0<?('Ь У ** + **("> 0 = ^.4֊/Ա (и. /). (15)
к О

Помножим обе стороны неравенства (15) на f", где z £<?Դ
Будем иметь

0<Гн?(/)<Л;.Г’;+' 'R-.(". Г).
При достаточно большом 

О С Г АЧ(/Л /)< ֊ 
—

(16)

для всех Հ£|0։ «].
Возьмем теперь է (0, п| настолько малым, чтобы имели

Это значит, что при достаточно малом /£(0, и| 
*

что опять противоречит условию
?(0 ^;.х։(0, я|.

Таким образом, доказано, что
X = хх.

Теорема доказана.
Объединяя теоремы 1. 2. 3, получаем:
Теорем а 4. Для того, чтобы
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?(/) .4 7'г,-.(О, «|

необходимо и достаточно, чтобы е>(7) представлялась в виде раз­
ности двух функций 'յ(է) и g (է)

«1. (17)
где и հ, ;? z, причем хотя бы в одном из последних соотноше­
ний имеет место знак равенства.

Теорема 5 (основная). Для того, чтобы

?(/) ЛЛ,.(О,«1.
необходимо и достаточно, чтобы - (է) представлялась в виде раз­
ности двух таких функций класса R (О, «], сумма которых при­
надлежит классу АС, > (0, и\.

Доказательство. В силу теоремы 4 нам остается доказать, 
что для

•> (О Rf. յւ (0. //]. О < и.
необходимо, чтобы

•>(0 гЛСьи(0. «|.

А для последнего утверждения нам следует в силу теоремы 3 ра­
боты |1| только заметить, что ряд

сходится н (0, «|, его порядок равномерной абсолютной сходимости 
на (0. //| не превосходит и,

7.J. 7?- О, и>4 (---- • 7 ) ->Т)

\ и /
и, следовательно, вместо интеграла

фигурирующего в вышеотмечеяной теореме, взять интеграл

[( 1)”'Ч ми"'" Л,л| = р^+1(0|/՞ Л'л. 

v :х

Таким образом, повторяя весь ход доказательства вышеуказанной 
георемы с учетом последнего замечания, получаем, что для

Հ0, п|

необходимо и достаточно, чтобы
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и „ о< |<-1)’*Ч...1(п/"+л'л <Ж. х')П(1. •'')
.V V *

ДЛЯ ВСЯКОГО Z, 7-', (7յ >/Հ
Аналогичное неравенство получаем и для с другой постоян­

ней С։(хр //), а, следовательно, и

причем

’1Д-Г *։ '։
?й.; I (О 't dt< Сп (պ, •/.') П (Ն + *')• 

»—i

где .v (0. и |, п = 0. 1. 2, • • •.

Գ('Դ И < с- ('Դ *') -г Գ (z։, Հ).
Этим георема о доказана.
Последняя теорема позволяет сформулировать аналог теоремы 

(1.6) работы |1| о разложимости функций и абсолютно сходящийся 
факториальный ряд.

Теорема 6. Для того, чтобы функция f(z) в полуплоскости 
Rec> =,r. > О разлагалась в абсолютно сходящийся фактори­
альный ряд по последовательности. чисел ■|՛. ’, определенной в (4) 
и (4'). необходимо и достаточно, чтобы она представлялась ин­
тегралом Лапласа

dt.
II 

где

?(о :.4г . (о, 1]. 1* -м
В заключение работы следует отметить, что повторяя весь ход 

доказательства теоремы (2,2) работы [11, можно доказать:
Теорема 7. Для квазианалитичности класса функций

АС. ДО. /г|
необходимо и достаточно, чтобы последовательность чисел (4) 
удовлетворяла условию (4').
Инстнгу; математики н механики

АП Армянской ССР Поступила 24 X 196։-
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Д. «Լ. Hitiquijuitfi
ՔՎ-ԱՋՒ ԱՍՏՒՃԱՆԱՅԽՆ ՇԱՐՔեՐՒ ՌԱՑԱՐՋԱԿ ՋՈհԳԱՄՒՏՈհԹՅՍԼՆ 

ԿՐԽՏեՐԽՈհՄհ ՄԱՍՒՆ
Ա II' Փ II Փ П |» ւր

եերկա աշխաաութ լսէնր uhրսւորեն կապված կ մեր 41‘ն դհան րա ց րած ոե֊ 
դսւ/լար '։" '* ",ոոն ֆունկցիանե ր Հ> վերնաւլրով հոդված դւմ շարադրված ար֊ 
դլւււն քների հեւ» ՛' mini [%}) ե կազմում !; նրանց մի մասի րնական դարդա֊ 
դա մր:

Սա ,մ ա ն и ւ ։! 1. Պալմանավււրվենր ասերս., որ О (/) ֆունկցիան (l), It. | 
լքիջակա լրում պաականւււ։! է ֆունկցիան!/րի

Ոլ. (/?> < (0. «])

դասին, եթե նա ալնաեդ պա տկանսւ մ է ընդհանրացրած ոեդադլար մոնստոն 
ֆունկցիաների դասին, և, րացի ալդ.,

lim с(/) f‘i= О, 
х~о+

LIT !*■>*' րսա որում վերջին ՝>ա վ ա ո ա րու թ լան ր ւոեդի Հանի. երր J1 7.x
L! ա .մ ան ո ւ մ ?. Պ ա լմ անավււրվենր ասերս , որ Հ5 ( ք) ֆունկցիան ((է Ա j 

միջակա լրում սրստկանում կ ֆունկցիաների

AT1>t «!).

դասին, եթե նա (ք}։ {( միջակսւլքում վերրոծէիսմ Լ դուդամեա րվադի աււ- 
աիճանա լի՛ն

V апшп (— * -Л (1)
«Го \ս )

շար.րի ■ որ ո։ ե դ

Ո յ 
£1^1* , Հր = Տ֊
Л-0 » - I •*

‘1'իրիի։լեի շարքի դադամիաութլան արսցիսր հավասար կ 7.1

U ահ մ անում 3. Պարքանավսրվենր ասերս, որ Հ {է) ֆունկցիան | (J, Ա | 
միջակա լրում պատկանում է ֆունկցիաներ ի

ձՇՆւ (ЛСт.<(0, /ф, Z>O

դասի՚ււ, եթե դոլութլան ա նի ֆունկցիաների (3,1 հաջսրդակսւնա թլանր ք աեո 
աերսա !3)) ե րավա րա րվոււք են ilnnltf։u[ ան'-.ավ ա и ա րււլթ քուննե րր,

'' / ’ • է
։Ն4+յ(/) tn ՝Կ л<сп(хчтУ)
01

որտեդ Z։ 7. >■ /, կամ ա լա էլան թ վե ր են, իսկ Հ՝~ն հա ւ/ ա ա աո։ ն I, , 4 ր ր

անկաիւ Լ fl-ից !‘ Հ~ից!
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Ա?խտաոէթլան ապացուցված թեորե՚մււե րիւյ 
Թեորեմ in. Որպեսւյի

?(0 '.-ГЛ,х(О. «|,

ան\րա<1 եշտ Լ ե բավարար, որպեէէղի Z (է)-ն ներկարոցվի որպես J (է) ե 
Հ(ք) ֆունկցիաների աարրե բու իք րււն , որւոեւք

ձ(Հ| Я:,.ДО, /Վ tf(0֊7<. kl (0, //], p X, է*' X, 
րսսւ որում վերջին տնհավասաբու թյուններիւյ դրնե ւէեկում տԽ/ի ունի ոսվա- 
.4արու իքրսն նշան:

Թ ե ո ր ե մ Ш. П րպե ո ց ի

?(/)
ւսնհրամեշւո Լ ե րսււիսրտր, որ ներկալէսցվի որպես R (0, Ա| դասի
երկու, աքնպիոի ֆ ո էնկէյ ի ո/ն ե ր ի տա ft յէհ րո ւ. իք րոն . Որոնց ւրո մ ա ր ր պատկանում Հ

ЛСт.х(0, //] 
դասին։
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МАТЕМАТИКА

П. Южаков

Некоторые случаи вычисления вычетов функций 
двух комплексных переменных разложением 

в ряд Лорана*

Введение

Как показано в |6|. вычисление интегралов вида

где Z?(®, г) — аналитическая функция комлексных переменных с, 
ձ՜-двумерный кусочно-гладкий ориентированный цикл, лежащий в об­
ласти аналитичности функции F(w,z), сводится к следующему:

1. Находится одномерное число Бетти р и база одномерных 
гомологий {Г4 . многообразия особенностей подинтегральной функции 
в пространстве переменных w, z, пополненном ю сферического одной 
бесконечно удаленной точкой (точки (со. г), (к՛, ос), (оо, о©) отож­
дествляются в одну);

2. Вычисляются вычеты относительно базисных циклов Г,. 
/ = 1, 2,-♦•./>. Вычетом относительно цикла Г/ называется

где Ճ двумерный цикл, зацепленный (дуальный) с Г :

АН 1Г., А.) = I /■ = / 
о / -у

(ЛИ (Г։, А,) индекс зацепления циклов Г, и А,, см. [3|, HJ).
3. Определяются индексы зацепления базисных циклов Г( с 

циклом интегрирования S: АН (Г . ծ՜) = Л՜. ; 1. ֊.•••./՛.
Тогда

՝ Работа толожёна на \ Всесоюзной конференции по террин функций ком­
плексного переменного и сентябре I960 г. к г. Ереване.
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I (®, z) dw dt =(2֊։)' V Ы. Rr

Для случая, когда многообразие особенностей подинтегральной 
функции есть полиномиальная поверхность, например. если

Л(г-г,“р(Й •

где Р(;с,полином, з [{::■. г)- целая функция (результаты можно 
распространить также на случай, ко։ ла /(«»,.-) регулярна и некото­
рой выпуклой области, содержащей цикл интегрирования 5), база 
одномерных гомологий многообразия особенностей 7_. Р(к1. <•) О 
состоит из циклов трех видон (7 :

I. Циклы, соответствующие каноническим разрезам римановых 
поверхностей |2|. опре теляемых неприводимыми множителями поли­
нома Р(а". Назовем их собственны чи циклами. Получается ^լ2ք>

ИХ Ц11КЛОВ> «ле о, —рол соогнетс!яующей риманоной поверхности;
2. Каждая точка самопересечения поверхности 7Հ дает г — 1 

базисных циклон, где г—число элементов поверхности 7Հ пересекаю­
щихся в данной точке. Эти циклы строятся так. В каждом элементе 
из точки пересечения проводится разрез /,,/=» I. 2.-- . г. Пары 
(/։, б.).---. (/։. М противоположно ориентированных разрезов обра­
зуют г 1 независимых циклон пересечения. Всего получается 
2լւր -11 циклов перг еченнл (здесь с՛ мпирование ведется по всем 

точкам пересечения).
3. Наконец, каждому неприводимому множителю полинома 

Р(«?, z) соответствует/—1 .полярных* базисных циклов, где/ число 
элементов пинерхве ՝г.ч. ֊т.-ляемой этим множителем, пересекаю­
щихся в бесконечно удаленной точке. Полярные базисные циклы 
строятся аналогично циклам пересечения.

В настоящей статье показывается, что вычеты относительно 
циклов пересечения и полярных циклов, за некоторыми исключениями, 
могут быть вычислены разложением подинтегральнон функции в ряд 
Лорана.

Очевидно следующее соображение. Если в некоторой двояко- 
кругояой области I) Функция i (к՛. z) раслагается я ряд Лорана:

Р (w. z)« V ckl w*z{.

то иля цикла
S (W = гх<‘;; շ = глГ'\ 0 о, ■!> 2х) С D
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Таким образом, с ։ .. вообще говоря, является линейной ком­
бинацией вычетов функции г). Если разложение га ко во. что для 
ScD АП (ГТ, S) = 1 и /\11 (Г., Si 0 для i /, то с_։ ։ окажется вы­
четом функции /-(re,?) относительно цикла Г.

§ 1. Вычеты относительно циклов пересечения

Случай I. Пусть /1 (0, 0) -точка пересечения двух, не обяза­
тельно простых в этой точке, элементов поверхности 7'. (Р — 0)г 
имеющих различные касательные (см. 1 ՛ . Бели /1 не является на­
чалом. можно сделать перенос. В этом случае P(w, <) можно пред­
ставить в виде:

/^ =(«։«՛֊ ծ։? Հ (/Ла1 4- Ikz)1 ик1&кг։,

причем

"։ />։ i 0. 
պ I

Сделаем замену ц։<с՛ ‘ bxz = х, идс 4- Ьйг у, тогда получим

Р = №у՛՜' I֊ У 11/.^к У1 
k

В окрестности точки .4(0,0) поверхность 0 определится уравне­
ниями

т■ է 
п

р
7

соответствующими неприводимым элементам. Выберем 
при Հր ՀԼ-, ,у ՀԼ- было

• >0 так. чтобы

к- 0

Тогда в двоякокруговой области
т р

* < У <‘. I JC| <Л՜, J-Г. 'у\<К.Ух j

будет Р ¥= 0, сл .ело вате.։ ыю, г|щ. ֊) в D допускает разложение в рял 

Лорана. Это разложение для может быть получено следую­

щим образом
/ . I _______________________Д__

л'։у’-| Х'"У ( 1 -г- Ջ ак1хк'
\ Ւ.~է>%րֆ ՚ /

Можно показать, что v <.’,,л՜՛ ev։'՜ <Հ 1 в некоторой двоякокру- 
!*+/>%■»?

говой области /Հ<=/Հ Разлагая / в ряд Тейлора, а
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в ряд геометрической прогрессии и перемножая полученные ряды, 
получим соответствующее разложение в ряд Лорана. ’Гак как члены 
разложения

имеют степени по х. у нс ниже (я -|- то коэффициент с ։ разло­

жения окажется линейной комбинацией значений функции / и ее 

частных производных доа-ք-Հ -2 юрядка включительно в точке 
А (0. 0).

Точке А (0,0) соответствует единственный цикл пересечения 
Г(/1։/J, где /յ-разрез, лежащий в элементе, касающемся плоскости 
л=0, а էր. в элементе, касающемся у 0. Покажем, что с . , явля- 1 II
ется вычетом относительно цикла 
пости точки .4(0,0) разрезы Ц, է.

т к

,V֊.V։ ! OS--J Ун*՜»
'։: t о

у - -L iy.> = "յ

1'lC, Հ.յ. Действительно, в окрсст- 
можно задать в виде:

л* х, • /у, = т.

Г" : у = .Г2 /у., " У, /цл?
к О

-j. вещественные параметры, 0 < -г со. Возьмем цикл инте­
грирования Տ (л* = гое‘, у֊гсе^), где г0<г, О с э, 0 2֊. Тогда 
АП (Г, Ճ) = | Г. В], где В (х ге‘г, у = rQe՝-, 0 < г г0, 0 < о, о Հ. 2~), 
В- S (здесь |Г.В| индекс пересечения Г с В, см. |3|. |4|). Цикл Г

М А
имеет с В одну точку пересечения: О ( х = /Հ У , у - րք|). Индекс 

л = о
, l)(xv V,. Ло, у,)1 , D(x,, у.» л<„ yjточки о равен sign ՜ ... ֊■_..

г. ?1 * ZJ(/։,x։,yvO) |(

Таким образом. АН (Г. S) — |Г, /Ц I. С остальными базисными циклами 
дпк.; .S зацепляться нс будет. . Гейстнительно, разрезы, соответствую­
щие другим циклам, можно выбирать не проходящим и через точку А. 
При г достаточно малом В не будет пересекаться с этими циклами, т. е. 
для них АП (Г։, .S) = |ГГ/1| = 0. Значит, S цикл, дуальный Г. и с ,

есть вычет функции -- относительно цикла пересечения Г.

Случай 2. А (0,0)— точка пересечения г элементов поверх­
ности /։(р = 0), имеющих различные касательные. Тогда /-*(«՛. г) 
можно пре .ста кг. 11> в вид
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/> = (д։да 4- bxz)'1 • • • (arw 4- brz}'r 4- У ak^zl •
А4֊/>).։4՜՛ • ՚ 44

th bi 
а? bj

=Ւ 0 при ։ J. Делая замену a.jzc -г Ьлг — л* a4w 4֊ b.z = у. по-

лучим

/
(х 4- (13у)‘ . - • (Л- Г г/, у г — У Wkyl

*+/>л,4----+4

(*>

В окрестности точки /1(0,0) поверхность 7'. (Р <0 определится 
уравнениями

И
- 15

0

Тогда, учитывая, что при у достаточно малом /<։ у; К у 
в двоякокруговой области

имеем:

րլ
D{.x\<j, I у <Հտ, ,х >/\ у|. Iу >/\Հ|,ր(՚Կ Р 4=0.

а, следовательно, допускает разложение в ряд Лорана. Это разло-

жение получается из (*) аналогично случаю 1 Коэффициент с . ։ 
такого разложения будет являться линейной комбинацией значений
функции f и се частных.., производных до -----
включительно в точкс^^О.Д^. ՞ -i •՝*>
2 И ..тим АН серпе «J-м.», v.tg' . . . .

Ж.՝

ՀՀԿ,’ր о ֊ ’՝՝ ՚

2 ворядка
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Покажем, что <հ։ ։ лает вычет относительно цикла пересечения 
Г։ (/,. /։) точки Л(/«, < = !.•••■ г. -разрез, проведенный в /՜-м элементе 
из точки Л). Выберем Ճ': х=гое‘-, у О с ср, 6 ֊՜, где 

р_
G<5* 7<1ր<, <ԼրւՎ • Найдем индексы зацепления цикла S

с циклами пересечения точки .4: АИ (Г,, Ճ՜) — |Г,, /?|, 1 ՜ յ-֊•■ • ■ ՛՛ — է 
Здесь Гг = (Հ, ti, i), I I В: х гае1՝, у = ге‘>, 0 < г rv
О Հ-р, о < 2-: /? =.$. Из всех лучей t/, /- 1. 2.-• г, пересекается с 
В лишь է2, значит. ЛИ (Г,. $)■!. а ЛИ (Г;, 81 =• О, i ₽ 1.

Как и в случае 1. с остальными циклами, не являющимися цик­
лами пересечения точки .4, цикл S зацепляться не. будет. Значит, 

цикл 5 дуален 1\, а, следовательно, е i֊i есть вычет функции отно­

сительно Г։,
Взяв вместо 2 / —3,получим вычеты относительно циклов 

Դ(Գ'յ). •••,!; ։(G. Կ֊
Случай 3. В точке А (0. 0) встречаются два элемента поверх­

ности Г., имеющие в точке .4 общую касательную. Пусть их общей 
касательной является координатная плоскость х==0 (в противном 
случае сделаем поворот). В окрестное™ х|<>, 1у!<г поверхность 
7'2(Р=0) представляется уравнениями:

Рассмотрим следующие подслучаи:

а) У Выберем так, чтобы при у <Հ*

было
k к

т
*։

Тогда в двоякокруговой области D ( .v’<s, y'i<Ce, 21 л01• у| с 
р

1 л* —|у ' ) Р А О и F (а՝՛, շ) допускает разложение в ряд .Зо­

рана. Чтобы получить это разложение для F = -'քյ , представим Р 

в виде
т А /> Л

Я / * 00 Հ \*« * / 7֊ Ж
/->^n( v—-v у “г) • ո (■՝■՛—у V ^..у' «՝; ) у).

Հ-1 ՝ & и ' Г-\ ■ к О
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։—а4//, 3 = 'д։г/. Разлагая о в ряд Тейлора, а выражения вида

ври этомв ряды геометрический 
ласгн D

прогрессии, имея в виду, чю в об-

у_ 
X V а* у 

7՜
а

л՜
ր

у7 н>4

о

и перемножая полученные получим разложение в рядрЯЛЫ “3F? ’
Лорана функции — в области D.

Практически проще поступить так. Полином 
член хп у1' Ь,\ Ք (0. 0). Тог ю в выражении

Р(х, у) содержит

Р x’/Z>»2(0,0)il +£) ’

(Ճ-сумма остальных членов полинома Р{х. у), деленная на член

д* у* bl Լ’ (О, 0)) разлагаем ч в ряд геометрической прогрессии, а I փ
j и ряд Тейлора и находим коэффициент с ։ ։ их произведения, умно
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1
x'y^l^Ll (0,0)женного на . Нетрудно подсчитать, что t* , , является — • - ։

линейной комбинацией значений функции / и ее частных производ­
ных порядков не выше 5— 1 ‘P-(i — 1) в точке .4(0,0).

Очевидно f.։_։ дает вычет функции ֊ր֊ относительно единствен 

кого никла пересечения точки .4(0,0).
б) = Р- , ио |а01 ¥= | ծ0 ] (пусть | а0 > ծ0I). Тогда для . и •. 

достаточно малых при , у| < տ будет

* л' I х п
>\bky <\b9 4-6<]Պ1-ձ< Vv .
fe-Օ I |Л-0

• m
Следовательно, в области D ( х <=, , y|<s. (Л/ $j|y ’< -v < 

nt
< (խ0| — 5) IУ Г ^#=0, а -֊-разлагается вряд .Торана. Коэффи­

циент с . . этого разложения можно получить аналогично преды­
дущему.

в) ~ • խ0| — ծ0 , но п — q ~ 1. Пусть а. первый коэф­

фициент, не равный ծ,. Заменой
}- ։ _ - — — \

л — х — >'"S У ՜" У ( * 0 во всем пространстве х, у)
-I» \/У[Х,у)

этот случай приведем к случаю За).

г) Наконец, если —- = ,^п| = 1^[, п=--р>\. то не уда­

ется построить даоякокруговой области ZJ, разделяющей элементы 
поверхности, т. е. не удается найти вычет относительно соответствую­
щего цикла пересечения разложением в ряд Лорана.

Аналогично случаям 2 и 3 можно рассмотреть общий случай, 
когда п точке Л пересекается несколько элементов поверхности 7Լ, 
причем некоторые из них имеют общие касательные.

§ 2. Вычеты относительно полярных циклов

Расположим полином Р\ъ՝, ֊) по степеням а՛1:

P(w, z) = С7о(г) wm -f- at(2) ww-4----- ֊ л։п (z).

Бесконечно удаленные элементы поверхности Г»(Р(к՛, z) = 0) 
лежат над точками плоскости z, в которых <7о(г)=0 (полюсы алге­
браической функции ic = -d.'(z), определяемой уравнением Р(к՛, z)— О)



и над z — эс. Роль касательных для бесконечно удаленных элементов 
играют асимптоты (конечные или бесконечно удаленные). В каждом 
бесконечно удаленном элементе проведем разрез 6. Пусть էՂ,---,է։ 
разрезы, соответствующие элементам одного неприводимого множи­
теля. Пары (/։, /..),• ■ •, (G- հ) образуют / — 1 независимых полярных 
базисных циклов: Г։.-- Г/ ։. Попытаемся найти вычет относительно 
цикла Г։ (/յ, Ճ)

Случай 1. /2 лежит в элементе, имеющем конечную асимп­
тоту. Можно предположить, что этой асимптотой является плоскость 

г-0, в противном, случае сделаем замену с = aw 4- Խ с. где 
aw + bz <• = 0—уравнение асимптоты.

В окрестности точки т = О бесконечно удаленный элемент пред- 
т է

ставится уравнением w = z շ_ո1:շ ■ 
ь-о

Пусть это—единственный бесконечно удаленный элемент, ле­
жащий над г = (>. Тогда остальные элементы поверхности Г„ лежа­
щие над т — 0 представятся уравнениями вида

k 
» п.

w — ^at}2 ' ’ 
ft-а

I * I —I O> n tlf\
При |г|<л будет v г ' "ՀՀ- Toi да в области

I k о I 
տ

D (|t|<s, 'кИ> h\ z ' ) P(w, и F ( w_. z) допускает

разложение в ряд Лорана, которое для Л=-~- можно получить так:

________________________ _________________________________________
л ' х * V / х к
ո( 1------- L.Vo,/ Հ ) ■ ո I ֊■ ֊^^'՚՛

ր-A n n i О / Г, j \ A՝ -0 /
՝ WZ «)Հ

l-iT lr-
где wr=Z ‘ . a-m. = а. причем Զ(и», г) 0 при z <Լ -
Разлагая /г в ряд Тейлора, а дроби вида 777՞ 110 степеням - и 

перемножая полученные ряды, получим ряд Лорана для функции 
Հ в области D.



Практически его легче получить из

' _ и«՛. ֊’)

учитывая. что в некоторой двоякокруговой области /Հ о:D 
----- Ղ-'— ՝., J.,, «ст(?) <|с«|. Коэффициент е , ։ раз-

V.
ложения будет иметь вид ։= у ’.,,•/՛**հւ((^ Это и даст вы- — Ա՛ :

I О 
чет относительно полярного цикла Г, 

Можно рассмотреть случаи, когда изд гонкой ? -- 0 лежит два 
(или больше) бесконечно удаленных элемента. Пусть их уравнения 
будут 

т > !> о
п Հ՝ г- ч ՀՀ , Ча՛ г х aKz ; а՛ - z х bl;z . 
й-.о

Аналогично предыдущему можно построить разложение в ряд .Лорана 
в двоякокруговой области, охватывающей оба элемента. Тогда с . ։ 
даст сумму вычетов относительно 1\ и Г2. Чтобы найти эти вычеты 
достаточно построить еще разложение в ряд .Лорана в лвоякокруговой 
области, разделяющей эти элементы. Это удается сделать подобно

.. е I >П !} - М Ո . , .случаю 3, § I, если —- - . либо при — = (#օ1 =/= 10О|.

Случай 2. /..лежит в элементе, имеющем бесконечно удален­
ную асимптоту, параллельную плоскости : =0 (в противном случае 
сделаем поворот). Пусть такой элемент единственный (случаи не­
единственности аналогичны предыдущему). В окрестности точки z - ос 
его уравнение имеет вид

”1.. _л л т . ,
. ֊>1.

««О

Остальные элементы поверхности Г3 в окрестности z х выразятся 
уравнениями вида

где ըՀ //,.
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А- = pt

k_ 

ծ")*"1

т

Тогда в области Z> ( z| > —, А*| г ।< i щ|< Л’։|гf’) P (w,. ) О. и 

/• (к՛, г) разлагается в ряд Лорана.
Так как область D, кроме данного элемента, охватывает все 

элементы с конечными асимптотами, параллельными плоскости г = 0, 
то коэффициент t’_t , даст сумму соответствующих им вычетов. Но 
гак как сумму вычетов относительно полярных циклов, соответствую­
щих элементам с конечными асимптотами, мы можем найти, то беря 
разность, получим вычет относительно полярного цикла, соответ- 
-сгвукмцего данному элементу.

Примеры

L- f^՝՝շ)
/' (.<՛•’ •- г1 — 3wz)։

Одномерное число Бетти поверхности Р— 0 равно 3. Имеется 
один базисный цикл пересечения, соответствующий точке самопере­
сечения (0,0), и 2 полярных цикла (асимптоты к՛՜՜ з՛1 =<>) Наилем 
вычет относительно цикла пересечения.

Հ/.==f(՜^ 2) . ffo. ֊) Հ. / 2 ՛/' 4

\ 3? 3w)

о ձ _ г)
Iр- Р х’--2г4-

База одномерных гомологии поверхности Р=0 состоит из един­
ственного полярного цикла. Асимптоты бесконечно удаленных эле­
ментов: гс — iz = (), ic — iz = (y. Сделаем замену sz'-f-zz —х, щ—iz--y.
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Замечание. Так как многообразие особенностей произвольной 
аналитической функции есть аналитическая поверхность, которую на 
основании леммы Вейерштрасса |1| можно представить в виде псев- 
доаолннома, то рассмотренным выше способом можно находить вы­
четы произвольной функции относительно ее циклов пересечения.

Уральский государственный унннерсшел 
им. А. М. Горького Поступила 21 V 1962

!К. Պ. Տսւժակււվ

ԼՈՐԱՆհ ՏԱՐՔհՆ 4_ԵՐԼՈՏԾԵԼՈհ ՄԽՋՕՑՈՎ- ԷՐԿՈհ ԿՈՄՊԼԵՔՍ 
ՓՈՓՈԿԱԿԱՆՆԵՐՒ ՖՈհՆԿՑԵԱՆԵՐԽ ՄՆԱՅՔՆԵՐԵ ZUMlfllb

Ifb ՔԱՆհ ԴԵՊՔԵՐ

II. II' «I» II Փ Ո հ 1Г

Դիսւարկւիւէլւե են երկու փախ էքս ականներ ի սւ/ն անալիտիկ ֆունկցիանե­
րից կրկնակի ինւոեդրւո[ների մնուցրներր. որոնց եղակիո ւ (Ժ րււնների րատյմա- 
դանա թ րոնր որոշվւսմ Լ /յ ՚ ՜.’1, i) ֊ ■ 0 հսւվուսսւրումով, որաեդ ^)“1>
պո էինոմ էտ

1հո քէ[ Հ արված, որ i‘ ~ •; մակե րևու լի}ի ինքնահատման կետերի շր9ա՝ 
կաւքոււք ե նրա անվեր? խուցերին մոտ դււրււթ րււն ունեն կրկնա շրջանակին 
տիրոէ վձներ, որոնցւուք ֆ ունկցխոն թու[[ է տալիս վհր[ՈԼ.ծոտ.մ Լորանի շարքի։ 
/Լրլ վերլուծումների <' ( դործտկիցներր էոաքիէւ են ՛լամապասւաււխւսն մնա у ր- 
ներ։ Հրվում Հ նշւխւծ լորանրււն վերլուծա11եերի որոնման եդանտկ

տեսքի ֆունկցիաների հտմսւրէ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

О центре изгиба анизотропного стержня с удлиненным 
симметричным авиационным профилем, изготовленного 

из ортотропного материала

В настоящей работе рассматривается за.чача об определении по­
ложения центра изгиба анизотропного призматического стержня с 
удлиненным симметричным профилем, изготовленного из ортотропного 
материала, когда главные направления упругости не совпадают с глав­
ными осями инерции поперечного сечения стержня.

Исследованы вопросы о точности приближенных формул для оп­
ределения положения центра изгиба и о влиянии различного распо­
ложения главных направлений упругости ортотропного материала на 
центр изгиба. Показано, как нужно изготовить анизотропный стер­
жень из ортотропного материала, чтобы для него расстояние центра 
изгиба от центра тяжести было наименьшим или наибольшим.

Полученные результаты иллюстрируются числовыми примерами.

§ I. Постановка и решение задачи

Рассмотрим призматический стержень с симметричным попереч 
ним сечением, ограниченным кривыми*  

/ л՜ 4֊ Ь։ Հ ■' 
\ " /

где т, р, <7—положительные числа, а—постоянный коэффициент, ко 
горый определяется так

Н («4֊/^)
il ~ ՜Օ՜ ' п

Հ՜ Область, огранлчениую кривыми (1.1 . следуя эка «емнку .1. С ici'i-'ciiao- 
пу [1|. назовем авиационным профилем.
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Ь -ширина профиля (причем b велико по сравнению с высотой Л/), а 
ծ, и ^—расстояния от центра тяжести до крайних точек контура, 
лежащих на оси Ох (фиг. 1).

В этом случае отношение естественно,

будет .малым параметром.
Г01 да уравнение авиационного профиля (1.1) можно предела

вить гак

Предположим, что анизотропный стержень изготовлен из орто­
тропного материала. Поместим начало координат в центре тяжести не­
закрепленного конца стержня. Примем геометрическую ось стержня 
за ось От, а оси Од и Оу совместим с главными осями инерции сече­
ния (главные геометрические оси). Тогда для Ьх и будем иметь 
следующие выражения:

Здесь введено общеизвестное обозначение эйлерова интеграла пер­
вого рода (бета-функция)

I
#(»•?) = ^֊1 1—х)' 'dx.

n

Примем далее, что силы, действующие на свободном конце, 
статически эквивалентны одной равнодействующей /Л направленной 
по оси Оу. В этом случае напряженное состояние в сечении стержня 
характеризуется соотношениями:

- = - = - = 0, ՜ '0 Հ ()ту ՜ ’ ,гх ’ ул ՚ Կ

Р
— —у • < у. (1.5)

где / -момент инерции сечения стержня относительно главной оси 
Ох. который определяется так
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-------- " ■ е ■ ------ ~ '--------- И ч *■  ՜

J y։rfx<Zy. 

֊ծ, ֊*/Ա)
Интегрируя, находим

И /=W /օ = 4^ Հ-?^ճլ.յ?+1Դ (!■«)

Наконец, предположим, что оси 0; и 0/, являются главными на­
правлениями упругости (физические оси), не совпадающими с гляв- 
ны.М:И геометрическими осями. Здесь система получена из си­
стемы Oxyz путем поворота вокруг общей оси z на некоторый угол ?.

Тогда уравнения обобщенного закона Гука, отнесенные к системе 
будут иметь вид |2|:

(17)

Как известно, задача усложняется, когда оси 0; и От, не совпадают с 
осями ох и оу.

В этом случае уравнения обобщенного закона Гука (отнесенные 
к системе О.туг) будут:

7 гл ՜ ~ ՜՚ր-ք

Ն: ~ а^~уг “Г

ն a»V l.rv

Здесь новые упругие постоянные о (I, / — 1. 2.• • ՛. 6) определяются 
так |2):

л /\г • а п \ COS2? , sin։?
Պյ = -\/7- £ -со:-?)- (1

Վ-յ - — ’ -cos-c ^՜՜ -sin2? )• a{:. -Հ-(-.--------)• sin?-cos?, (1.9)

I / •/.. V. \ Slir<5 COS2®
^ = 2(֊' — sin?-cos®. «55 = -^-^ ~ -Ա- \ ,

Уравнения равновесия будут тождественно удовлетворены, если 
компоненты касательных напряжений представить так:
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Ժ4'
7>у

л’Г Р
■„ = ֊ (1.10J

.Здесь ՝г (л\ у)—функция напряжении при изгибе.
Внесем выражения (1.10) ■■■ уравнения совместности, учитывав 

(1.8), тогда для определения *1  (л. у) получим дифференциальное 
уравнение с частными производными с иеразделякмцнмися перемен; 
ними

ժ’4ր о iW
մ“ Л?՜ ՜ охоу + «У՛!՛ Р

<>/ Т '
.р«»л -2»

ИЛИ

Ժ’ր / 1 1 \ I й<* ’ («,.■ °и) ? 4

xz 0s’1 , /$1п’ф cos’?\
Х cfx(fy ՚ ( G,՜ Gu ) ' w*  ~

(1.11

где 0— постоянная, характеризующая угол закручивания на единиц; 
длины, а

1^°— (*=1,2,...).

Граничные условия для ’! ՛ с. у) на контуре s согласно (3| будут

ч'՜՛՛’ ^7՜՜ Гу V)(y + V)</x= о (1.121
О

Закручипания не будет, если точка приложения силы совпала© 
с центром изгиба В *гом  лу ■ полагаем ՛ — 0. Тогда координат! 
х центра изгиба определяется по формуле
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А = /Г- \ ^y--,!x'>dxdy

Имея в виду (1.10) и интегрируя по частям, находим

л = —-֊-• Г Cu’rfxrfy -֊-• \ (1г - >.7=(A)].rr/.v<v. (1.13)

JD ' Ь

Отсюда видно, что для определения положения центра изгиба ан- 
։ югропных призматических стержней с сечением в виде удлиненного 
симметричного авиационного профиля, изготовленных из ортотроп­
ного материала, необходимо решить задачу об изгибе, т. е. решить 
уравнение (1.11) при (1.12).

В работе |4| показано, что. когда анизотропный стержень, изго­
товленный из ортотропного материала, деформируется скручиваю­

щими моментами, функция напряжений Ф (функция Прандтля) вну­
три области поперечного сечения удовлетворяет следующему урав­
нению

/cos4 տհրփ у ճփ__ / 1____ ‘- kin֊’-, /*±.ц
Լ G,. Ci.-_ ) dx- \G,_ 6\. Г ր дхду ՚

. /sin2© , cos2©\ Ժ5Փ
\ G,.: G.: ) • ()У‘

а на контуре поперечного сечения —условию 

փ; - о.

(1.14)

(1.15)

Поставим задачу: определить положение центра изгиба авиаци­
онного профиля, имея только функцию напряжений Ф при кручении, 
не решая задачи об изгибе, т. е. не решая уравнения (1.11).

Для этого достаточно показать, что входящий в (1.13) интеграл

Wdxdy можно выразить через интеграл от функции Ф, а это для 

’о 
симметричных сечений сделано в работе [5|. Для определения 
центра изгиба получена такая формула

л’ " ~‘>7՜* ( Ф’И'М г Ձ (ճ„ 4- ««) У I dxdy 4֊

l)
I'։
[ xp(x)dx

d-։6)
-! Դ՜

/'{xjdx
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Теперь перейдем к определению положения центра изгиба анн: 
тропных призматических стержней с сечением и виде удлиненно' 
симметричного авиационного профиля, изготовленных из ортотроп 
кого материала.

Для этого напишем выражение функции Ф (л՜, у) рассматривай՛ 
мого профиля [6,7|*  и виде

* Здесь применен мегол малого ihipa.v.crp.). Эгп.м методом в 1932 1937 годах
3. Дунк.кюм Й Д. К). Пановым решены ЗДДа'Ш 6 кручении и изгибе влогрошюго 
призматического стержня с поперечным сучением в виде узкой и длинной области. 
Затем методом малого параметра решены задачи о кручении и изгибе анизотропных 
стержней с удлиненным ппофнлсм Л. Р. ЯиполЪским ,12֊ 1Հ| и нами в работах 
Н - 7. 15, 16|.

Ф = У (1.17

или

Ф (л-, у) ^.nT+y.^.07=|i+..
(i.ir

Имея в виду (1.2), подставляя значение Ф из (1.17') в (1.16), 
интегрируя по у и выполняя ряд преобразований, находим

, | < , 2(а«+йй)ме r |
' •‘IW - 4 Հ Г

где 
6.

Հ, .с’. С + +

А.
= С’. X (Л- -|- Л,)* 3” • թ" - (х + йИ3’**,

ծ,
/•=2Հ- j՜ (хfr1)s'’'֊I.l//’_(x + /;,)'’|''-'.|r֊-s(.v +V'lrf.v. 

֊ծ|
ձ>-

Հ 2c5 ■ i՛ x (x + О,)5"՛՜3 • [bp - (X + *,/ ’|5’-2 X

— A,

X \rf (sf -I vr 4. ;)sb'')(x |- (v -f- p) s (x ; ծ։)՚'7’| dx
b.

J, <k.՜-[՛ (x+V”-'-|4'’-(x4-i1)',|”-’ |r-s(x + «>։nx 

՛֊ /’I
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X [г/— («/ 4- rv 4- psb' ) (х 4- Հ)'4՜ • • /4$ (.v bj1 | dx,

Л-2c’- (x+vm-‘.|/z (X֊i։)°r-J•• |2|/-и(л ьу X 

֊ծ,
: ■ \րք - (տ/ 4- rv 4֊ psbp) (X 4- ծ,Ո ֊ P (X ֊- bf. 1 bp- (х V’|

X |(տ/4՜ ՝vr 4֊ psb:) — 2տ (v - p)(x 4֊ <VI I

r mb''. s = m ipq, n ու 4- pq - 1 - p, v 2 {rn 4- pq — 1), 

/֊(2///-1) ՀՀ.

Вычислим интегралы Հ(/ = 0, !,-• ,5). Для этого наедем новую не՝ 

ременную таким образом 
1

л՜ = 1> t’ — by.

Тогда

է «ք^'ճ..7+ւյ (1.19)

(1.20) 
2^5^71 I /5т \ Հ^է^թ \
------֊ .|/лВ( pq)-fi( ---------- .oq)

или, воспользовавшись формулой приведения, 

: I /-т . \ т п(^т еД А
/. =---------------  • /И/Я , ог/ )—(/«:- pq)- ------ . X/

Р I. \ р V m ±pq \Р V
(1.21).

। _t psf)P) х

Հ , 5(/ — 1 ) ծ՚(7՛ 4- Р) -b՜1'-В կ Ճ^ւ_“ճճ , 5q 1 ) b - 

. Կ — 1 ) — b\sf ! rv f- psb-") X

5w — 1 — /?
P

XZ^ 57—1)4 b:‘'-s(u + p) У.

5.'A՛ — 1 2p 
Р

5<7- 1X
^c^b՝'^՝ ՝ր<1)՜Հ

P

X , 5q- 1) ,ձ7 ֊I )j . 1.22»
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Հ------------ --------------- {''7-b’l р 7д ֊շ)֊ր(2տ/4- '■f .-pub'') Հ

ХЬ!'-в( 'm ր ~ ՜ . 7?—տ) տ($Հ 2z՝r 1 psb" pr)b:"

.,/7m—2 -2p - л ..ч„ o/7?« —2 4-3p _ o\|
X /> (-------- —------ — . <q —2 j — Տ՜ (v 4՜ P)b> • />’(---------—-----— . tq —2 V —

-■ . J 7 m—2 . Л
----------------------— — . ,q —2 ) 1 P '' \ P 1 / (1.23)

. /7m—2-------------- -^-Վ' p^,7

Х|2Г(1'Г tfj i 2«/ր-ՒՅծ%+^ր *Vs]X  

ճՎ- “ P- , (2/sv 2w(.ur-bs/l +

Зр/տ 2a/L$//’ 2vpsbl ■ prz>'ձծ;'րՀտ\-В “ "-,7^-2

2//՛' • $ (p- + pv -I /.՛ v) • /Հ~3/> , 7q -2j

2с.^и'< !"l\ - 

P~ /■
7m 2

P

Здесь введены следующие обозначения

ьу^-т\2т -I)
'рп [(//.՛ pq) (4т — 1 • р) ֊ 2m]

5 (m -j- pq) — р

т (5м 4՜ р) ■ (р — 2^ ՜4՜ 2pq — 2) 
~5(m-^pq)-p""

Հ — nt ('2m - 1) —
<5/// — \ pg} (4m — I — p) — 2mJ

5(m — pq) — p — \

(5.7/ : .1 • (Gm p 1)• (p -j 2m 4- 2pq - 2)
:У\ ^(т-грд)— 1 - p\

= m։ (2m — I) m\\m փ pq) (6m — 24-p) —2m| (7m — 2) 
"7(m — pq) ֊2(1 4֊p)

(m + pq)\(m-( pq)(6m է ր) — (4 — ր rrp (7m —2 4֊p)(7m-2) 
I՛ !■՛■« t P<1) p — 2]- I’(m pg I p)|

(m ոցՀ֊-12 i m - pg I) +p][7m -2 ( |!7m 2 ՛ p)(7m 2)
[7(m : pg} -2|-|7(m i pq, - -2 p]|7 (m • pg) — 2 I pfj
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= •>=-֊|^+/,'^т+7)Г>|2<2я։-1)х

X [2/7/ (т -Г pq — 1) ֊I֊ (т -- pq) (2//; I)] !- '2т(2т — 1 )(m+pq 1 —р)4-

4֊ 3(2/п — 1) р (т փ pq) I 2тр(т — pq — I) — р- (т փ pq) J-

,______________ <7т — 2 4- р) (7т — 2)______________ ,
՜1՜ |7 (т 4֊ pq) ֊Р - 2)-[7 (« 4֊ pq) ֊2(1 ~ р)]

f
x |4(2/W— 1)(«4 pq— 11(й 4р?)4֊2(/и pq - p— 1) X

X [2/П (m -r pq — 1) 4- (m pq) (2m — 11

J՜ + p(m +pq) [12/7/-j Gpq 4-p - -9]J —

2[7/n - 2(1 — р)|-|7/я.--2-bp| (7m —2) (m pq)
■ [i(m-rpq)- 2\-{7(m^-pq) p --2|-|/’ (m 4֊՜ pq՝, - 2 I ’ rP

X IP2 4- 4(7// ֊ p</—1)2|. .

Подставляя значения интегралов Հ,. Jx,-• •. J, из (1.19)—(1.24) в 
(1.18). имея в виду (1.3) и Производя несколько несложных, ио тру­
доемких действий, окончательно для определения центра изгиба ан­
изотропных призматических стержней с сечением в виде удлиненного 
симметричного авиационного профиля, изготовленных из ортотропного 
материала, получим следующую формулу

-1< 15а' ■ 74 ՜ 2)'|15«iAA + Зо«(«м МЛ]} (1-25).

пли. подставляя значения из (1.9), 

3 Иавесгп։ АН, серия фнк-мм. наук, X- I
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§ 2. О точности приближенных формул для определения 
положения центра изгиба

Пользуясь найденной формулой (1.25) для определения центра 
изгиба ճւ изотропных призматических стержней с сечением в виде 
симметричного авиационного профиля, изготовленных из ортотропно­
го материала, легко установить

Соотношение (2.1), или (2.Г). эквивалентно для тонких анизо­
тропных профилей следующему утверждению

чю совпадает с формулой Л. С. Лейбспзона для гонких ортотропных 
профилей, но получено иным путем. Эта формула дает преувеличен­
ное значение (т. е. верхнюю оценку) по сравнению с точным для инте­
ресных. с точки зрения авиации, удлиненных по оси симметрии про­
филей (1|.
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Формулу (2.2) можно записать так-

где введено обозначение

Выражение (2.3) есть координата центра изгиба по приближенной 
формуле Гриффитса-Тей лора [8]. Их формула дает преуменьшенное 
значение (нижнюю опенку) для координаты центра изгиба.

Выражения для определения положения центра изгиба (1.25) или 
(2.2) получены для гонких стержней Естественно возникает вопрос: 
для каких стержней -ти приближенные формулы можно считать 
достаточно точными ? Иначе говоря, какому условию должен удов- 

// 
летворять параметр /. — , чтобы выражение, определяющее поло­

жение центра изгиба анизотропною стержня (1.25) или (2.2), было 
бы достаточно точным?

С этой целью рассмотрим вопрос о точности приближенной фор­
мулы (1.25), когда о пен сохраняем один, два иля более членов. 
Иначе говоря, оценим погрешность, допускаемую нами при сохране­
нии первых членов этой формулы. Подставим в формулу (1.16)

х = - -А-- Ф.|4а]3х + 2 (ам 4- у - (txdy 4-

- ծ, -л/
*4 
| xf(x)dx

+ ------------------

выражение функции напряжений (1.17). Тогда будем иметь

Здесь введены следующие обозначения
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Р„ (a՜, у: '■) |4a։3x փ 2 (aw ֊ ««) У փ !ԿՀ- Wli!x <*У՛ (2.5)

ря (х, у: л) Ф !х, у) — У (х* 7՜) ‘ '*՛  (2-6)

а область Г) отличается от области авиационного профиля D только 
геи, что все ординаты ограничивающих ее кривых уменьшены в от 
ношении Հ

Для функции у;1(х. у:>.) в работе |7) получена следующая оценка

I ₽« К ’ • (К -1 + '՝Рп)+ 2> а«<7я I (27)

где

/>„_, = шах

с/я — max

рн - max

и у)-—функция напряжений при кручении стержня эллиптичё-
екого сечения £>*.  Уравнение эллипса D*

у2 — -4ал) ֊ О

и он. как легко видеть, охватывает область Е). ограниченную кривой 
(1.2). Функция напряжений для стержня эллиптического сечения /J*  
имеет вид |6|

Ф։(л,у)
/.8ծ2__

Պտ I 4>‘Ч»
У2_ 4л-՞ к

Х-> ՜ծ-՜Հ (28)

Перейдем к опенке функции Հ. При помощи (2.7) и (2.8) бу­
дем иметь

I '■*  । = \ \ Рп (А՜- У; '■) • 1-ЧзА- -Г 2 (язв -Ւ ГТ։:.)У - dx liy

Հ
21՝' I

/Հ

9п (А. у; '֊)4-Ч3х 4- 2 (Яде д,$) у -Г <Կ^Ր\ I dy <

Հ շ/՜ ■ 1 b ?«(x- -v; Z) ■ 14"«л'Ն 2: "ая ՜՜<}^у+՛.iix dy

1 bPrt|,'4UuX 2 'a-^ + У -T dy <
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. Ր(֊ р<1 (dx с1у
V •/ 
/>•

1^ Д1Э > I «за <7.г,1 Պ?՝.Հ|։,՝/ 1 i'-PJ <7I! 4 2*«W,.I

2/

X j I Փյ (A՜, y)dxdy « 

/>•
։(2ծ Պյ^2՜^,ճ^ 4-d։>|4-o44).cg|.|(/?fl. , 4-Хрл)а։,--2ла«^| 

4/ ’ ‘

(2.9)
Здесь հ — шах |р/*|,  а Т- — жесткость кручения анизотропного стержня 

эллиптического поперечного сечения, которая определяется так [6.7]

-/Л?
(2.Ю)

Таким образом, при помощи (2.10) из (2.9) будем иметь 

։րՀ|<

՜<^ո ՜՜։/^-!չէ'/>„Խ -ս՛ փ֊ Պ-.l

или, учитывая значение / из (1.6), получим

| Շ*  I <__________ ***__________ х

2ձ3Ջ ,3<7 '֊1 |

. -- Ж-. */U gu -J՝'-1 «38 4-«« +
4Й-4ХЙ

(2.11)
где =

Чтобы оценить точность формулы для определения положения 
центра изгиба, вычислим относительную погрешность

£. = ]*- ic;i _ _3zp/,____________

1 ЧрТб? I շձ^Զ 1 , 3^ փ 1 j
\ P ՛է

xz ;1 +'Л)Й1П 2>.Պ5^|-121Պէ1 + 2^1«38 + Պ514->.4ճ;1

«5Л 4/Л/.։։

I г"- ։>|1 'чпри6. I
(2.12)

Несколько увеличивая правую часть неравенства (2.12). находим
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։- <_____ . _______х
I ՞ 2ձ։տ[-2֊-!֊ ,з?+1 j

hr, 'А,)вц + До<Д,| • |g| <»i»l + Д» 4- I + >*<wl

J (2.13)
Итак, если мы хотим воспользоваться формулой (2.2). относительная 
Погрешность будет

2Д’В ( — —, Зу է-1)

Иу>'|(л 1 -■յ.ւս„ + մ1, >?«^|

<։»:Հ՚,ևյ 
или, учитывая, что

Р» птах = °. = птах /Հ/յ3| = О,

одета вл ля значение л՜ А нз (2.2). получим 

'Լ. Ъ*рЬр.Лц  |2 (ам -4֊ 2/. | — aiy | ■-1 է. I — ----“ ՜ “ ' ՜ -

_____________  
օ [3т 4-2 о , . \

— В I---- ------- . Յհ -Г 1 j • Ճ>ձ
(2.14)

Таким образом, прн помощи (2.14) можно установить: если же 
лаем определить положение центра изгиба по формуле (2.2) с том 
корью в 1%, то

2ձ3-

|21 Дц | 4- 2>. аи 4- I 4֊ 
e(^.,+ 1).։(“iL.3։+,)

т -- 1

-------- ---------- <հ 0.С1
в(^2֊^.3у + |) »м

Откуда находим, что значения малого параметра / должны удовле­
творять следующему неравенству четвертой степени
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где
V a/3 аЛ2-*-а л<0, (2.15

^_21{7ձլ_ 'Ղ
«ng՜

a.-֊ ЗД-.

<Կ<Տ
O.fl2«,,
<&£

3zp2.p

Чля иллюстрации полученного результата рассмотрим численны! 
пример. Пусть имеем ^ = -1֊, р=у = ]։ т, с. сечение стержня огра՛

ничеио дугами полукубической пара­
билы (профиль проф. В. 11. Ветчинки- 
на) (фиг. 2).

Предположим, что стержень изго­
товлен из древесины. Благодаря нали­
чию годовых слоев древесину прихо­
дится рассматривать как анизотропное 
тело, обладающее гремя плоскостями 
упругой симметрии. Для простоты при­

мем далее, что физические осн совпадают с главными геометрическими 
осями (г. е. ? 0). Тогда для значений технических постоянных: 
модулей Юнга, сдвига, коэффициентов Пуассона, например, спруса 
(канадской ели) согласно |9—11| будем иметь:

ляются необходимые величины:

1Հ = 37.40 Ղ. Е 125370—.. Е =6200—..
САГ V. СМ' - САГ

G ,. = 5О6оД-. О:. = 23бД-. (J =-6320—Լ«
САГ - САГ САГ

v ֊ 0.0212, у. = 0,4815. у. =0,0104,

(<, = 0,4290, 7չ. = 0,8007. = 0,3487).

(217)

В этом случае при помощи (1.2) —(1.4). (2.16) (2.17) вычис-



или

- шах
О.\
0%

— °3

О центре изгиб;։ анизотропного стержня с авиационным профилем

р.. = 27(}::, g 1,5153061. շ

41

(2.18)

«յ= 0.

Из (2.15), учитывая

а, = 1,306492, а, = - 0,00050935

(2.18), находим

X <(1,0197

V-<0.0394. 
ь

(2.19

Таким образом, из (2.14), (2.19) и (2.2) приходим к заключению, что 
для определения положения центра изгиба рассматриваемого авиа- 

ионного профиля 'формула

№ —
4fL ն-

՜1՜ “XT (2.20)

тирует для х относительную погрешность меньше 1°/0 для тон­
ких профилей, высота Н которых не больше 0,0394 их длины.

Итак, формулу (2.20) можно считать практически применимой
для очень гонких ортотропных профилей

Пели полагать (т. е. принять более точное выражение для 
деления центра изгиба)

опрс--

2.
а՝:.

ՁՈէ 1 _ ,
-֊.07-1

о.

т 4 1
Р

/л փշ
Р

. <7 4

.741

“к Р
b

Зт 1
(2.21)

то относительная погрешность согласно (1.13), учитывая

= 0, будет

3-р/.1- 2а• [2 а13| 4 2>.! <гзя а.., | 4 >?аահ|

2А34..> ' 1

«55

2йЕ

՛>-

Р.
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- ՝ г> {— 2 - сЛ
օ֊ — պ՚Հ I—-— , 7<? ֊2)

Отсюда из требования г'. Հ 0.01 полупим, что значения параметра?, 
должны удовлетворять следующему неравенству шестой степени

V -|_ 4֊ с.^ + саХ2 4֊ Հ < 0. (2.22)

где
- ֊ - 2 | . 0,02Л3|:М I
11 а՜ a4ii Г

(2.23)

0,02ձ3ճ„ IՀ ( 1 - 
__т _________ I \ •՝--Л.\

՛' - •1 i Р : 2^ «flip ' &Ф 1Р Р -1 + 2^041 '

.(ля наглядности полученного результата опять рассмотрим
( 1

численный пример для того же авиационного профиля Р”

ր — q- lj. изготовленного из древесины с техническими постояв 

ными (2.17).
Вычисления показывай;?, что 

6Լ 
р4 = 637,875-^- •

. 3 s _ 3 . _ _6
'։՝~ 13 ’ ,Հշ՜՜ Tf ’ Ն ՜ 221 ’

(2.24)
Հ. =0,0012173, гв = 0,0767233. ծ; = -0,0020058.

Г։ = о, Г2 = 0,8401987, Հ -0,0291292, Г, = - 0,0005185.

Учитывая (2.23) и (2.2 li, из (2.22) получим
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или
>.<0.192

~ 0.384
о

(2.25)

ГакиЛ образом, если имеет место (2.25). то формулу

32 ., 48
13 77 ‘°и

можно считать достаточно точной для определения положения центра 
изгиба.

§ 3. Исследование положения центра изгиба при разных ?

В предыдущем параграфе было доказано, что для очень тонких
Н’офилей при определении положения центра изгиба авиационного

профиля можно удовлетворяться первым членом формулы 
т. е. принять формулу (2.2)

- - [ 4Gг: (£*»*s ing? г cos5?
1 Ё... (cos2? -г G*shr®)

(1.25').

(3.1)

В-часгном случае, когда физические осн совпадают с главными гео- 
метрическими осями, будем иметь

л- (0) = •
4G\ 
՜ք՜ (3.2)

значим

-v(0)

Тогда при помощи (3.1) и (3.2) можно нависать

Ռ 1 • К 4-(l ֊ 70cos2:
4l r) ~ 1 ծ՛ -fl —(/*). cos

Маи
ո М .. V« \ <os2:
М։(* 1 ■ .Vreos2-.

тле
/Г —՝ 4 (•՝ •

К~ '- .Ւ>' ' W
£.; ■■ ‘>GUV

v-- 1 Д- /7- Л>

(3.3)

(3.4)
1 G*

K.ik видно ня (3.3). Q։(?) —периоднческ: я функция с периодом 
Q,(?^ *}**Չւ(?Լ  а для .V։ имеет место следующее условие

|Л’, <1 (3.5)
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Легко видеть, что для функции <?,(?) могут быть дна случая су 

шествования экстремальных значений*:  7 - О и © = ~

• Здесь предполагается, чы

Рассмотрим эти случаи несколько подробнее. С этой целью ны
числим вторую производную

где

r/’Q, д cos2? • տ1ո22ջ) 
(! - -A7֊os֊?P

Д-4(Л։.\\ \
(14֊

(3.6

(3.7

В первом случае, когда - 0, при помощи (3.4)—(3.7) мож) 
установить:

I) при G Հ: Հ(ւ . выражемш Qt(?) принимает нпиболыш 

значение.
2) при 6'.. О' . •,.  выражение Q։(«? принимает нзимсньпн 

значение.

*

Итак, для рассматриваемого случая выгодное (невыгодное) ril 
ложенне центра изгиба

х(0) 
•иго։. М 0) 
WW1 ид_։л<»>

Во втором случае.

опять (3.4)—(3.7). что:
1) при 

значение.
2) при О,,.. >О_. Լ.. выражение Q։(r) принимает пннбольн 

значение.
Причем имеем (здесь принято во внимание, что Е . = /Г,, >.,)

будет иметь вид

Т Л + - I=Л v ;x.-t 4gt; V
(3J

когда ? = -у֊, нетрудно виден.. пользуя?

՛.- выражение Qt(?) принимает наймов

•иг «4. 
йдоыгпа.

‘‘■I1 -t7 ■« V -.

Таким образом, полученные результаты позволяют сделать а 
дующий практически важный вывод. Если хотим изготовить ап»:

\։\л .V։ =
- </•

■ (I +O-V Z 0.

Для идотроппою материала имегы Л .Л!։ — .V. 0.
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[
тропный стержень из ортотропного материала так. чтобы ои имел 
наивыгоднейшее механическое свойство (г. е., чтобы расстояние 
центра изгиба от центра тяжести было наименьшим), то необходимо, 

чтобы при .4 <0 главные направления упругости 0; и От, ортотроп­
ного материала были соответственно перпендикулярны к главным 

геометрическим осям Ох и 0у, а при Я > 0—физические оси совпяда- 
։ ли с геометрическими осями, и наоборот.

Ниже приведены примерные 
мости Qj от փ по формуле (3.3).

графики (фиг. I и фиг. 2) заниси- 

МЯ

М)

О ք 31
Фиг. 3.

&Ղ^ձՂ<

т *
Фиг. 1.

Рассмотрим численный пример для пвнпционного профиля проф. 
В. П. Ветчннкина, изготовленного из древесины с техническими 

ггояниыми (2.17).
В этом случае выражение (3.8) примет вил 
м •

10-
э-
а-

6-
5- 
Ն
3-
2- 
1 
о иJ

(3.10)

15* 30՜' *»5’ 60‘ 75’ 90* 105" l?0v 135- ПО* IG5* 1«0' 
‘I’и г. 5.

л 1,37898 -Ь 0.53189 cosl4
1 -ь 0.91087COS2<P

График функции <ձ(&) симметричен относительно прямой ? Q •

՛ ."остаточно произвести вычисления для значений ф. от 0 до 90 .
. В заключение, приводим таблицу, составленную по формуле 

43 10) для функции (?), а также график этой функции (фиг. о).
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Таблица

• 15 30 •15 60 75 «Г

Չ. 1 1.02839 1,13019 1.37898 2.04391 4,34850 9.5039$: 1

Институт математики н механики
ЛИ Армянской ССР

Ереванский государственный университет Поступила

*Լ. U ишг>|1пшГ|

ՕՐՌՈՏՐՈՊ ՆՅՈհԹՒՑ ԲԱՂԿԱՑԱԾ ԵՐԿԱՐԱՑՎԱԾ ՍՒՄեՏՐՒԿ 
ԱՎ-ՒԱՑՒՈՆ ՊԲՕՖՒԼՈՎ. ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ ՋՈ1Ւ ԾՌՄԱՆ 

ԿեՆՏՐՈՆհ ՄԱՍԻՆ

II. II- <!’ II «I» II I» Ս-

11.շխաաա рլան մեգ 4 խ"արկված I, օրի} ոտրոպ ն[։" P/'<] րադկւո գսւծ երկա­
րարված պրոֆիլով ա՛հ ի գ ո տ րո պ ձուլի ծոմ ա՛հ կենա ր Հհ ի որոշման 
երր աոաձդականա [J լան գլխավոր ւոդղութ՚լուննևրր չեն համրնկնում ձուլքւ 
րոլնական հատվածքի իներգիալի գլխավոր ա inn'll ր րնե րի հևա:

fh ոումնաոիրված են ծոման կենա (անի մաոավոր րանաձեի ձշգրոոււ- 
ք:1 րոն հար էյը. ինլպեււ ն՛աև օր [J աո րոպ նլin/J ի աոաձդ ականու fj լան դ/խավււ^ ՚ 
աո անէ) րնրերի աարրեր ՛}I՛I՛I՛ Шգդեգա.թI"է նր ծււմէսն կենտրոնի վրաւ 
iint/գ Լ արված, fdե նրանք] ինշպիոի օրիենտացիա լի րդեպրում ձուլի ծոման 
կենտրոնքէ հեոավորոէ (մ լունր ծանրութլան կ1քնուրոնից կլինի ամենափոքրը, 
ե հակաոակր:

՚Ւքէաարկված /, կոնկրե ա խնդիր: և սաոււլված են գր ափիկնևր ե կազմված 
են ու դ լա սակնե ր:
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I. Jh-iifteHJoii Л. С. Собрание ipyaoii. г. 1. нал. АН СССР. .W. 1951.
2. .’Л՛\тщкш1 С. Г. Теория упрхиччн амнзотрппнрго тела. Гостехнздаг. М.—195Л
3. T:։.\iotth нко С. //. Теории nip՛. 1 ос in. QHTH, ձև-.;.. 1937.
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(>. Саркисян В. С. Кручение аип ii iponHi.ix призматических с гержней с удлиненный 
профилем. Изн. All Арм1.Сг՛ серия фяз.-ма՛. наук. 12. №’2, 1959.

7 Саркисян В. С. Кручение тнзотроиных призматических стечокней с сечением I 
виде у.ниже иного авиационного профиля Известия ЛИ АрмССР. серия фнз.-«ан 
наук.՜ 14. № 2. 19(51.
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9. Carrington. Elastic Constant- ol spruce. Philos.. Magasin 1923.

10. Рабинович А. Л. Об упругих постоянных и прочности анизотропных млтериалои. 
Труды НАГИ, № 91. 1946.

II Митинский .4. //. Упругие постоянные древесины как ортотропного материала. 
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12. Янпольский А. Р. Расчет хрусильной жесткости анизотропного стержня. Груды 
МВМИ. вып. II. 1955.

13. Янполмкий .4. Р. Кручение призматических стержней с длинным и узким сече­
нием в общем случае анизотропии. Вестник Военно-инженерной Краснознамен­
ной Академии ям. В. В. Куйбышева. Изд. ВИА, М.. 1955.

14. Янпб.мкйй .4. Р. Приближенное решение одной краевой задачи для дифферен­
циального уравнения эллиптического типа. Вестник Восиио-инжсяерной Красно­
знаменной Академии им. В. В. Куйбышева. Изд. ВИА. М-, 1960.

15. Саркисян В. С. Изгиб а и изо грози их призматических стержней удлиненных сим­
метричных профилей.Изв. АН \рмССР. серия фнз.-млт. наук. 14. № 4. 1961.

10. Саркисян В. С. Некоторые задачи об изгибе анизотропных призматических 
Ртержпей с сечениями н виде удлиненнкх профилей >АН ЛрмССР 32 
№ 3. 1961.
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ГЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Р. М. Киракосян

Неустановившаяся ползучесть конической 
безмоментной оболочки вращения

Задачи безмоментных оболочек в условиях ползучести рассма­
тривались в работах Л. М. Качанова |1|, И. И. Гольденблата и 
И. А. Николаенко [2]. В. И. Розенблюма [3| и других. В настоящей 
заметке рассматривается неустановившаяся ползучесть конической 
безмоментной оболочки вращения под действием постоянных нор­
мальных поверхностных нагрузок, когда один конец оболочки за­
щемлен, а другой растянут (сжат) по направлениям образующих на 
постоянную величину. Решение задачи сводится к определению од­
ной функции интегрирования, относительно которой на основе теории 
старения [I] получается нелинейное, алгебраическое уравнение. В 
случае, когда величины кольцевых напряжений превосходят мгно­
венные (упругие) величины продольных напряжений (последние по­
лагаются сжимающими), переходя в уравнениях ползучести от ин­
тенсивности касательных напряжений к близкой ей величине макси­
мальному касательному напряжению, дается точное решение.

1 Рассмотрим коническую безмоментную оболочку постоянной 
го.ицины Л. Положение какого-либо параллельного круга срединной 
поверхности будем определять глиной отрезка по образующей s, от­
считываемой от некоторого параллельного круга 0.

Пусть рассматриваемая оболочка несет постоянную нормальную 
поверхностную нагрузке интенсивностью ր и пусть ее один конец 
(տ ֊ s(1) защемлен, а другой (s - /) растянут (сжат) по направлениям 
образующих на постоянную величину //0. Вели материал оболочки 
обладает свойством ползучести, то при таких условиях в течение 
времени / произойдет перераспределение перемещений и напряжений 
в оболочке.

Граничные условия задачи будут:

на срединной поверхности 7 =— р, 
на краях //(0. /) = 0. «■(/, О /z0 = consZ.

Уравнения равновесия имеют вид |4|

■5 Имении АН, серии фнл.-мз». н<ч.. .4 I
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OS г

ն =
R

где 7\, 7Հ и R тангенциальные усилия и радиус кривизны средин­
ной поверхности оболочки, ft угол конусности, г расстояние от 
точек срединной поверхности до оси вращения.

Геометрические соотношения имеют вид |4|

du
ծտ Л

sin ft w

Здесь :։, г2 и гг компоненты деформации и прогиб оболочки.
7 7Интегрируя (1.2), для напряжений а, = —տ.. - - ՜ получим ՚3) 
հ ՜ հ

ն == ն ՜Ւ AXC (է) (-1-4)

5՜ Л

■1
rh cos ft

интегрирования.

Գ = г(0), (1.5)1

где

р Վ 
1 2հ cos ft г

С (է) — произвольная функция
Исходя из основных положений теории старения [I], для ком- I 

поненты деформации г, получим

«,» ՚ ճ(որ-'(2’. »=։ + —(=.-7^4 (1-6)|
6 2и \ 1 -г v /

где
I

0(0= \Н (1.7)1

°
/?(/) — коэффициент ползучести материала, 7 ֊֊\ 1 cj з։з2 4-—

Г 3
—интенсивность касательных напряжений,/л — показатель ползучести,

G модуль сдвига, * — коэффициент Пуассона, з ' 2 - среднее 

давление.
Интегрируя (1.6) от нуля до / с учетом (1.1). получим следую­

щее нелинейное алгебраическое уравнение относительно функции С(/) 
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i 7^ժՀՕ) " (Л ЛС(/))Л
О

где

(1.8)

тг = >;(ր; + 3ր՛) , _ рг- . г,  1 _
ilfr- cos- О ' հ՞ր2 cos2 # հ՞ր՛' cos։ 9

Jri , _ ֊ _. f = _ _P___
Arcos» ՜ hr cos 0 3 4674(1 4->)cos» r

(1.9)
f= J_______ u (a _ Ճ4Ռ.
J 2ОЛЦ : <)rcos9 1 Գ֊■

В общем случае уравнение (1.8) можно решать лишь численным ме­
тодом.

Допустим, что для любого Տ

«2< з։< 0. где 5յ =։ сх 4֊ Д։С'. (1-Ю)

Штрихом обозначены мгновенные (упругие) значения соответствую­
щих величин.

Пользуясь выражениями (1.4) и (1.5), из (1.10) получим■Г ֊^ճԼ (!.!!>

Здесь гх г(1), причем г։ г0>0.
Это нам пригодится в дальнейшем при ограничении внешних 

воздействий ни оболочку.
2. Будем исходить из теории старения, переходи при этом от 

интенсивности касательных напряжений Т к близкой ей величине— 
максимальному касательному напряжению ттах.

Так как благодаря наличию дальнейшей релаксации напряжений 
неравенство (1.10) остается справедливым и при любом /, то для 
главных напряжений имеем

7* < Օյ 0, ՞յ = О, 
ледовательно,

- ֊ Ы. f,r
2 2/1 cos ։>

Для компоненты деформации получим 
т Ջ (0 _/п I V , 1 ,
՜1 6 ’’) + ^(i7v) (’։՜/յշ)-

(2 1)

(2.2)

(2.3;
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Последнее условие (1.1) с помощью первого соотношения (1.3),. I 
(2.3). (1.4) и (1.9) можно привести к виду

: I
Ա„ ֊ j»,* - ֊р | j/։ds

J I I
+ сю (“И f հ-՛л* + + Հ, + c (0 (.-։,<->(?) + I

֊ 6 j) J / (2.4) ■

где /և. .4j, .4։ и Д5 положительные постоянные
I r,n ։_ rn~ И z - ’ЧA = °{ ° 1 ՚(--р- ) .

3 (tn — 1) sin ft \2Л cos ։» '

PД3 =
4GA(1 v) sin 20

2r֊ln ‘ (I - 2v)(/n—ri) ՝

\ ՛■”

3/?(/n I) sin։։ <2A cos»)
(2 5)P

.4, ------------■֊?--------
67/ (1 +-4 sin SU

Из (2.4) находим

C(/)= (2.6)
.4/2 0) .4ft

После определения C(/) вычисление п и w не представляет особого 
труда, и мы на этом не останавливаемся.

При / = 0 и /->оо по (2.6) получим значения C{i) для мгно­
венного (упругого) и установленного режимов

С' = А-ТгЬ, (2.7^
^5

= = (2.1

С учетом (2.8) из первой формулы (1.4) получим

2/1
(2.9)

Это означает, что в установленном режиме ползучести продольные 
напряжения по величине в два раза меньше кольцевых напряжений 
независимо от величин н0 и р.

Пользуясь неравенством (1-11). выражениями (2.7) и (2.5), по­
лучим общие ограничения внешних условий оболочки, независимо от 
характеристик ползучести ее материала, при которых продольние 
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напряжения будут меньше кольцевых напряжений в любой момент 
времени. Эти ограничения имеют вид

Р 2rfln-^-(l-2v)(r’֊rp________ Դ__________________________
46’Л (1 -|֊ v) sin 2։> >

P I 2rjln-— 4 (1 2-4(Հ-;֊Հ) 
_ I______£։_________________

4GA(1 4-v) sin 2»
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР

(2-10)

Поступила 16 И 1962

1Ъ. IT. *t|n*tuljuujiufi

ԿՈՆԱԿԱՆ ԱՆՄՈՄեՆՏ ՊՏՏՄԱՆ թԱՆԱՆԹՒ 
ՋԿԱՅՈՒՆԱՑՎ.ԱԾ ՍՈՂ.ՔԸ

Ա IT Փ П 4» II I» II'

Արւ նոթում ղիաէսրկվամ է մի ժ ա լրում ամրագրված, մ ր։ ւ и ծա/րամ 
ծնիչների էքւղդո ւթ լամ ր :ии и ուա տան մեծ ու թ րա1 ր ձւյված Հ սեղմված) կոնական 
անմոմենա պտտման թաղանթի չկա րւ ւնացված սող.րի իւնղ իրր, երր ալն 
րեոնված Լ հաստատուն մտկերևու լթային նորմա / ումերաէ: Խնւքրի րսծումր 
րերփււԱ Լ միտքս </ամ տնակից կախված մեկ ՛ի ո ւնկց իա /// որոշման, սրի նկատ­
մամբ ծերացման ւոեսութլան քI ] հիման <//’’" ч">шgtlni.il՝ է ffl աստիճանի 
'աւնրահաշվտկէսն ‘•աւի/ասւրոււք: !Լքն դեւցքու մ, ե րր երկու քնական (ա րռ t մե ե րր 
ււեղմհղ են ե շափաք չեն էլերտէ/սւնցու մ շրջանային չսւրւււ մեերին, իւն<լիրր 
/ու,ծվում Լ ճշււրիտ: ('նդ որում ոոէյրի հաւ1։ա>արսէ.ւ!եերսլմ շոշափս»; լարում­
ների ինտենսիվս։ թ րււնր ւիո իււււ ր ինվ ո ւմ Հ նախօրո ր .հա րոնի մարսիմամ շո- 
շափող րսրմամր:

Л ИТЕРА Т УРД

I. Качанов .7. Al Теория ноазучести. Фнэматгвз, М., I960.
Го.1ь<)ендла/п И. 11.. !hiiio.uuiuKo II. А Ползучесть и несущая способность оболо 

чек. Научные сообщения ИННИСК. № 13. М., 1960
3. Podi.’n6.vuAt 13. И. О яеус7лноии|1։||ейся ползучести безмомептных оболочек. НМТФ- 

№ -I. I960.
•I. Ноаожн.юв 13.13. Теория юикнх оболочек. Судпромгиз. 1951.
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. И. Розовский

К задаче о ползучести облученного стержня

Недавно М. А. Задоян |1| рассмотрел интересную задачу о не- 
устаноанвшейся ползучести металлической балки прямоугольного по­
перечного сечения, которая после облучения на поверхностях х — Л 
нейтронным стационарным потоком с одинаковой сроднен энергией и 
интенсивностью подвергалась чистому изгибу при высокой темпера­
туре. Исходной физической зависимостью служило нелинейное ин­
тегральное уравнение Ю. Н. Работнова при степенной нелинейности 
относительно деформации в(х, /) с дополнительным множителем Ф (х) 
и ядром наследственности Лг(х; է. հ) = 2 (д-)/՜1 (/— т), где функции 
К»(.г) я ~{х) учитывают неоднородность материала, вызванную об­
лучением.

Задача сводится к решению линейного интегрально-операторного 
уравнения сметанного типа относительно напряжения з(х, է)

3=Ւ-\ 11)

где 
л է

/Из = ( /И (с. х) 5 G, /) Ժ;, N- = Гл՛’ (X, է - т) □ (х, т) dz, (2) 
о '<!

/

(4)

ծ
/= ք Ф(х) 

о
хт {dx,

h
I — fФ <'*) х>п
° .) ՃԱ)

I 
dx,

о

где H - внешний изгибающий момент.
Решение уравнения (1) найдено методом последовательных при-, 

ближений и представлено в следующей операторной форме
<»

с(х, /) = /'{х, О-Г 2(.'И~У)ЛЯ(х, /). (5)
4 1
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Доказано, что ряд (5) сходится абсолютно и равномерно, если вы­
полняются следующие условия:

Фо шахФ(х), 2о-ша№(х) в 0<х<А: 0 < / < /Q< ос. |
При этом решение (5) уравнения (1) - единственное.
Расшифровка операторного выражения (5) осуществлена в пер­

вом приближении при k 1. Для конкретности принято, что
/(<֊') = (*-֊-)', 0<v<J 

И
Ф (л՛) - Л 4֊ W ‘Ach ах, Ճ (л) - В 2^՜"* ch рх.

где .1. В, а. и ц —заданные постоянные.
В настоящем сообщении буде-ւ рассмотрена следующая задача: । 

найти точное решение уравнения (1) в замкнутом виде, пригодное для I 
наглядного изображения физической картины распределения напря­
жений в стержне и определения деформации для любого момента- 
времени /, включая и случаи, когда է- >

Решение поставленной задачи может быть осуществлено ценою 
наложения на функцию -(х) определенного ограничения, а именно, 
примем ее такой, чтобы функция

,91

не меняла знака на отрезке [О, Л|.
Г-сли исходить из представления (8), го последнее условие вы­

полняется лишь на части отрезка [О, Л].
Действительно, функция у обращается в нуль при х == Л։, где 

//; является единственным действительным положительным корнем 
уравнения Զ (х) — հ -О, она положительна на отрезке [0. //Հ я отри­
цательна на отрезке |Л։, А]. Поэтому, чтобы функция у не меняла 
знака на всем отрезке |0. Л], нужно или полностью заменить пред­
ставления (8) другими, при которых выполняется указанное условие, 
разумеется, правильно отображающими влияние облучения, или соот­
ветствующим образом аппроксимировать выражение Զ (х) на основе 
(8). В последнем случае, как это будет обнаружено далее, целесо­
образно предпринять две аппроксимации Զ (х). при которых функ­
ция у не меняет знака на всем отрезке |0. А|:

В -|- 23%е ''ch ах при 0 < х < Лх

'Հ — Զ (AJ при п, < х Л
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ИЛИ

2(Х)
О1=О(Л1) прн 0кх<йх

В 4- 23V՜ !1Х ПРН 'և ' х f։-
(Н)

\ппрокч,имации (10) соответствует следующая аппроксимация:

—I > 0 при 0 Հ Л' - А, — г. где г > О, 
Ճ (*)

’----------- 1 > 0 при А. — з < л* < А:
Й(А. з)

причем Нт------- 1------- I. А, < л* < Л.
:*о2(Л։֊г)

(12)

ппроксимации (11) соответствует следующая аппроксимация:

----------------- 1 <0 при 0 д- Л. 4-е, = О, 
Զ(*ւ4֊<)

1 - 1 < 0 при Ах 4- £ Հ а՜ ՛ Л: 
Զ (л-) 

•*
причем Нт----- 1 1. О < х < А,.

-oL»(A։H)

(13)

Как функция (12), так и функция (13) непрерывны и не 
знака на всем отрезке [0. А].

Разумеется, что функция

меняют

(14)

также не меняет знака на всем отрезке |0, А]. Однако, представлению 
114). отвечает аппроксимация *2 (а) функцией, имеющей экстремум 
при а = А։, где 0<А։<Л. Последнее является более грубой аппрок- 

1снмаиией выражения 2 (а). чем (10) или (11), если в качестве эталона 
принять выражения (8).

Итак, впредь будем считать, что условия, обеспечивающие ста­
бильность знака функции у. определяемой формулой (9). осуществ­

лены.
Решение уравнения (1) найдем методом, представляющим собою 

синтез метода Пинкерле-Гурса |2| но координате х и ннтегрально- 
ператорного .метода по времени /.

Введем интегральный оператор:

V(x)K (15)
о

Тогда из уравнения (1) следует
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=(,>/) = շր^լ , f л-'"'
I 2(х)ЛГ /|1 1-L>(X)K|

Обозначим

֊ ֊1 Л;. t)d\. (16)

(И))

(20)

Тогда уравнение (16) примет следующий вид:
II

z(x. է)= ֊?(Հ^ճկ 4- iQ։(x)Q2(;)5(t 0# (18)
1-4-2(л-)А’ J

0 Vl
Ядро интегрального уравнения (18) вырожденное. Это интегральное 
уравнение типа Фредгольма решается известным способом [2]. Будем 
иметь:

л
3(Л-, Z) ֊ ֊^֊£Լ + _ՋճճԼ(ՀG)_ՈԼ£Լ մՀ

14֊2(х)К 1 ՜ I 4-2(0 к
где 

It
Ո (Ql(A-)Q2(A-)rfA\

О
Оператор, обратный оператору ползучести 1 -~'2(х)К> являющий­

ся оператором релаксации, имеет вид:

|14֊2(х)/<| 1-2(л*)/?[-2(х)|, (21)

где ядро оператора Ջ представляет собою резольвенту ядра опера- 
тора Л՜. Оператор /?, как известно |3j. регулярный оператор Воль- 
герра, если ядро оператора К ограничено или слабо сингулярно.

На основе (21) выражение (19) можно представить так:

а(х. /) = '!— Զ(.ր)7?|-Զ(Հ|1 ‘Л(х, 04֊
л

fTT (;)/? 1-2 (։)|!/••(?. О*

0

Докажем теперь, что. если у не меняет знака на всем отрезке 
то 1—^ = 0.

Будем доказывать от противного. Пусть 1-ц = 0, т. е.
Il
ի| 2(л-)«|֊2(х)|)Ф(л-).^ 

о

---’Г: -
Ջ (л)

dx = /.

(22)

Ю. А),

(23)

По физической сущности исходной зависимости типа Ю. И. Работ- 
нова л?” ' О, Ф (л՜) լ>Ղ 1J (л՜) >0 и I Л 0. По условию разность, фи-
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турирующая в квадратных скобках под знаком интеграла, нс меняет 
знака на всем отрезке [О, Л|. Поэтому, применяя теорему о среднем 

гв (23), получим:
հ

, I - Զ (b/i)R I - Զ (M)J} СФ (х) 1 —
՝-’ ( л )11

dx — I, где 0 < б < 1.
(24)

Пл (23) с учетом (4), следует

{1 <2(0Л)Л[-<2(0Л)| (25)

Так как ՝;10 = /. то уравнение 1 т, - 0, дающее собственные значе­
ния. превращается в нелепое равенство: 0 = / при / т= 0.

Следовательно, в рассматриваемой задаче собственных значений 
borll не существует. Поэтому формула (22) дает единственное опре­
деленное решение интегрального уравнения (1).

Условие стабильности знака у на всем отрезке |(), /zj приводи; 
также к тому, чю интеграл, фигурирующий в (19) или (221, равен 
нулю. Действительно, с учетом (3) и (17) этот интеграл примет сле­
дующий вид;

, = w (2(it 
2/ J !^o(S)/<|l>(;-)

Применяя в (26) теорему о среднем, получим Ъ 0.
Итак. решение интегрального уравнения (1) будет иметь вид:

Л (х, /) //Ф(х)Г(1 4- X)

1-• 2(л-)Л՜ 2/|14֊У(х)/<|
пли

= (х. /) = ^Ф(л).с”'(1 4-|T-aix)]ft|֊.21U)]|. (28)
•м /

Чгойы убедиться в том. что выражение : (л՜, /), определяемое форму­
лой (27) или (28). удовлетворяет уравнению (1) или равносильному 
•՛«՝ уравнению (16). достаточно подставить (27) в (16)- Будем иметь

\±Щх)К

= + W>WC(1- ■,■/<) ГФ^Н՞’ 11 •;____ J di (Ջ9)
; >■)/< 2Л[1 '.'(л-)Л'| .) 14-а (5) XI 2<’>

оскольку по условию функция у нс меняет знака на всем отрезке' 
|0. Л). то после применения в (29) теоремы о среднем, обнаруживаем, 
что преобразованный интеграл равен пулю. Следовательно, равенство 
(29) есть тождество.
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' ՜՜ —— -ш

Для получения формулы, определяющей деформацию տ(հ г). 
подставим в исходную физическую зависимость типа Ю. Н. Работа 
нова

Ф (х) гт(х, է) = 11 - Զ (х) /<| з (х, О (30)

вместо з х, /| его выражение из (28). Будем иметь

/7v'" * »(л֊, է) = ո֊ (1 }֊ |7 ֊ Զ (x) I R (- ‘2 (x) ] + Զ (x) Л' 4-

4-2(x)|T-2(x)|A’/?|-<2(x)l;. (ՅԽ

Принимая во внимание выражение произведения операторов

2 (х) KR I - <2 (x)| - К ֊ R [- Զ (x)J, 

являющееся следствием формулы (21). из (31) получим:

։-(х.0-֊֊(1 +гЛ). «21

Переходя в (28) и (32) от интегрально-операторной формы к обыч­
ной. получим окончательно выражения напряжения и деформации

7(х, 0,= а(х. 0) հ |-, и (л-)| U):-Ч*!֊

. I
։(.r, 0 = л-{ "I 1 T p<(s)rfs |["՛, где <(x,O)- 

0 է
По физической сущности ядро релаксации R является положительной 
монотонно убывающей функцией տ. причем интеграл

ՀՀյ

j /? [ — Զ (х); ձ՚| ds < cc 

I)
при любом фиксированном значении х. принадлежащем отрезку (0, 
даже тогда, когда ядро ползучести /< выбрано слабо сингулярный 
так, чго

/\ (s) ds = ос.
I՝

В частности, если A’(s) = s 1 (1 ֊ >), 0< *< 1. где Г —гамкафунм 
ция, то

I

5(Х. ») = «»>. 0; | 1 + |т-М||Э.(-!!(л:։ s|</s[. (35)
О 
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где Э,— экспоненциальная функция дробного порядка К). Н. Работ - 
нова |4|.

Учитывая связь между Э’ оператором и функцией Миттаг-Леф- 
Флерз/կ установленную автором |5|, из (35) получим:

?Խ Т) -(-V. 0){1 + ь - е (»)| 11 ft (- ճ (X) г ')) a՜ V)I. (36) 

Принимая во внимание, что Е\ . (—г)->0 при с—>о- (см. |5]). по­
лучим:

5(Х, ос) — з(л֊. 0)—՛ • (37)
^(x)

Из (34) при выбранном выше выражении ядра ползучести К(տ) по­
лучим

»■' J

(Н vrf1՜՝' V*з?!1 Tir^ll • <38)
Из (38) следует, что Innsfv. է) — ос, г. е. материал ведет себя по- 

вдобио максвелловскому телу, но кривая ползучести в координатах 
: է не имеет асимптоты. Таким образом, здесь имеет место процесс 
яеустановнвшейся ползучести. Разумеется, что можно ядро ползу­
чести /(($) подобрать так. чтобы linvt’x, О-= <». Например, послед- 

нее можно осуществи гь. если ядро ползучести выразить через Э. 
функцию 10. И. Работнова с соответствующими реологическими 
параметрами (см. |5]).

Напомним, что sign ի; L'(x)| = l при О Հ. х i'hv sign|՜,՜—S2(x)) = 
— I при hx<Zx h и 7 — Р(Л,) —0. ибо h, является корнем урав­
нения Հ- ձ(,Հ) =0.

Поэтому при аппроксимации (х) согласно (10) напряжение 
“(х. О будет монотонно возрастать с течением времени / со скоро­
стью, зависящей от функции '2(х). и при г -ос.- стремиться к конеч­
ному предельному значению з (х, ос) > о (х, 0) при любом фиксиро­
ванном значении х из 0 х< А։. причем при х Л|.-֊0 имеем 
:(л։, /) - з(х, 0). Если же воспользоваться аппроксимацией (И), то 
з(х, /) будет монотонно убывать и при /—*оо стремиться к конечному 
предельному значению з х. оо)<з(х. •■>). когда A։j ■ х = А, причем 
при 0 x<.ht — О имеем з(х, /) =• :(х, 0).

Заметим, что соответствующая деформация iix, /). определяемая 
формулой (34), непрерывно возрастает с течением времени է при 
любом значении х. принадлежащем полному отрезку [0. 1Г\.

Если функцию 2(х) не аппроксимировать и отправляться от ее 
выражения согласно (8) на всем о։резке [0, li\, to полученные ре­
зультаты можно применить для приближенного анализа напряженного 
состояния стержня при 0 հւ<Լհ или соответственно при О Հ Ла Հ А, 
Случай, когда значение А, близко к 0.5А, является самым неблаго­
приятным для применения. Однако и в последнем случае можно по-
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строить качественно правильную картину распределения напряжений 
в стержне для различных фиксированных моментов времени (см. 
фиг. I), если исходить из следующего свойства найденной выше 
функции s(x, է):

lim о (а՜, /) Um = (д’, /) = в(0, /), ибо li։n Զ (х) = lim Ձ (л՜)
л-Л, о .г—/։,4-0 т—Л, -О л ֊«Л». О

При этом только п одной точке а* 4։ отрезка [О, А) стержень ведет 
себя подобно необлу-ченному, в которой имеет .место простая ползу­
честь, т. е. кот ՛,;։ постоянному во времени напряжению отвечает воз­
растающая с течением времени деформация. В остальных точках пол­
ного отрезка [0, /։\ изменяются во времени как напряжение, так и 
соответствующая ему деформация.

Днспропетройский горный институт Поступила .30 III 1962

U*. Ь

ՃԱՌԱԳԱՅԹՎԱԾ ՋՈՂհ ՍՈՂՔՒ հ^ՆԴՐՒ ՇՈՒՐՋԸ

Ա 1Г ‘Ի II ‘I’ П I» Ս'

7' իաարկված Լ ( I ) հա վ ա и ս> ր մ սՀհ ՜ձշքքրիսւ րսծոէմր անելու ի^՚ւիրէ'
"[•ի շնորհիվ ուոարվու tf Ւ Հ/к) անում լտրոււքևհրի րաշխման ֆիէյիւիմկան՚ր 
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պատկերը և դեֆո րմhi t/ իան ե րի որոշումը կամայական է-ի համար, ներաոլայ 
նսմւ է—• OQ դեպքը: 12 (.Հ_) ֆունկցիան, որը հաշվի է տոնում նյութի տնհա- 
մսաեոութ/ոլնը՝ համաձայն (10)֊ի կամ (11 թի նախապես ենթարկվում է 
ապրոկււիմ ացիա յի։

Օ.ր/ խնդիրը Լուծվում է, մի մե թսդսվ, որն իրենիը ներկայացնում է 
‘,'1ինկերլե-Գութ։ւայի մեթոդի (րսա X կոորդինատի) և ինաեդըա/ օպեըաաււ- 
րալին մեի/ոդի (րսա է •! ամանակի) սին թեղը։
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АЭРОГИДРОМЕXАН И К А

Л. Г. Багдоев

Определение закона распределения давления, 
распространяющегося с дозвуковой скоростью

Рассматривается задача проникания давления в жидкость. Пред- 
юложим, что скорость движения фронта давления по поверхности 
юзвуковая /?'(/)= Սօ <<?(.. Рассмотрим плоскую задачу. Выберем 
>сь Ох по границе невозмутенной жидкости, ось Оу в глубь жид­
кости. Граничное условие для давления имеет вид

Р(х, 0. О -
а < է'0/

А-> 17
(I)

F-аремя, постоянное давление на поверхности Уравнение по 
штропы имеет вид

Р = Л I ( ■ Y'- 1
I X /

(2)

где р — плотность. 8. и некоторые константы.
Введем полярные координаты г, 0. Имеем интеграл Лагранжа 

для потенциального движения

V՛? 4֊ а" tri
п- I

(3)

н уравнение неразрывности |1J

dt ' \dr- г- ah- г dr,
(41

где ? —потенциал скоростей, 1'7, Г՛.—проекции скорости на радиус- 
вектор и на перпендикуляр к нему, а скорость звука:

„ в?/рл-’
=(«֊!)֊■

•О J ?.

։фференпируя (3) по է полным образом и используя выражения 
для ускорений

dVf d\’f l' l’Հ I r ----- Г Vo dVr■ =
at

- —
dt dr ru'i

5 Известия Ml, серия физ.-маг. наук. S I
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d\'t. ОЦ , ։, </Vr, . , , (f\f!
—— —  г vr--------- н 1'9 —:—

dt dt. ur r(JfJ

1Հ=^; к = -!֊°Д. 
dr r

получим |1| вместо (3) n (1) уравнение для потенциала скоростей
°'- J շ^ Տճ. ...»ЛЛ? ձ'Հ ! (дУ\_2У 1
"՚ր <>>■ ։!г и ր՝ oh dhot \ dr) dr-

.!_•> 1  1 (Հճ Y 1 /"? \2^?
ր՝ dr &) drdh ր' dr \ԺՕ / r‘ \ժ() / dh- 

>•՝ dh~ г dr

В силу автомодельности шдачи, с заменой переменных Г = г.;

<э=Ь(гр(|) уравнение для потенциала движения запишется в виде

(«֊1)/^?? (л—I) 1 /<Ь V . .Հք֊ օՀտ

Решение линейной задачи (5) и {1) найдено н [3| и записы­
вается вблизи фронта в виде

? = 7!?0=-՝7«5\-( 1 ֊ ֊° ) sin6, (7>
3 \ dо /

/.» 1Հ 2 Р
где rt — г9, 7 ֊ ——— "I 2 Ղ мадам величина порядка —Ц-- Вбли- 

гоао «о
зи фронта волны г0 = о0 решение (7) имеет особенность. Поэтому, 
нужно применять метод отыскания единого линеаризированного ре­
шения |2|. Решение (5) ищем, следуя |2]. в виде

? - 7'?о (го« Ч - 7'?i ri>« 4 • • •
vVԴ ֊ C>+ УГ. (r0. 0) -f- րԳ(ր0, 6) փ • • •

Далее будет показано, что rj—const -0. С учетом этого, остав­
ляя в уравнении (5) .малые до третьего порядка ; включительно, по- 
л учим

/,'^п ,ՀՕ֊:Հ , _ Ս,„ շ,Հ
\ ' "Г՛ ' г.'Г; ) ( ֊ ог,: 1 О ' । >
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В уравнении (9) в силу (7) особенность дает только слагаемое с

—г-1՝ Поэтому, чтобы исключить особенность, мы должны коэффици-

емт в скобках при — с первой степенью հ в точке rQ=(it поло- 
Ur[i

жить равным нулю. Имеем

Отсюда следует, что при г,,= <z0 имеем Հ=0. Итак, мы можем вы­
брать Հ - const О. Перейдем теперь в (9) к пределу при г(1֊*д0 и

определим выражение — в точке гп ас. Отличный от нули предел 
ժր0

лают первые и последние слагаемые в (9). С помощью (7) и (9) в 
точке Г(| = л0 получим

или
I 0°)

Пусть ֊ М уравнение ударной волны, тогда из (2), удерживая мз-
Рлые второго порядка относительно---- легко получить соотношении

Вп
на ударной волне

•И = ր0 + 7՚՜Դ(Դ f0 -г • • ‘

7Փօ(Հ> Կ т 7’Դւ «>• ---- = 0 (И)

л.
1 дга 1 дг^-ц-г IV М) 

где Հ значение г<։ на ударной волне.
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Из первого и третьего уравнений (11), а также с помощью (7) 
получим

< —«о = “°(Т3)

Таким образом, в силу (7) yn(r0, 0) имеет порядок О (73). Из второй

уравнения (И) имеем (<70. 0) ֊ 7՜’?օ(մօ» '0 ~ О- В уравнении (9)

в коэффициенте при 7 для уменьшения особенности приравниваем 

нулю члены с 72:

В пределе при г0—>а0 получим:

ժղ, 2 0rQ —-֊■ ) ao sin20.

Теперь из (7) получим на ударной волне

Ш ՜'/' Հ : a«sln0=|/ 1 Հ- -
Третье уравнение (II) запишется

7 sin б I . /И * /п I- 1 Հ-' „ п. 4- I .I _ փ т.( . ) sln-b<ztl ♦ 7- —— sin-б-д0 =
а0 \ 2 / 2

4 Ли Л=-------(------- I Խ,..
Я- 4՜ । \ Лц /

Решая уравнение (12) относительно Л/. получим

/И = ап 4- а0 ~ (774֊ 1 )3 sin2 0 • 7?,
I о

(12)

а для давления Р на ударной волне по формуле

Ժփ 2
՜ ?°Й<> fir ~ (,Г0 7/. 4֊

а2.

получим

4.4Պ.Հ. (" 4֊ 1 րտււր^Հ

где -[■ определяется из (7). Таким образом, а отличие от линейноп 
случая, давление на фронте отлично от нуля. Полученные выраженти 
решают задачу определения ударной волны для изэнтропической за 
дачи проникания давления в случае, когда ударная волна не являете։ 
присоединенной. Это решение годится как для дозвукового 1’0 < *և-
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тцк и для сверхзвукового закона давления на поверхности. Оно имеет 
место всюду, не доходя до поверхности жидкости. При малых О имеет 
место нерегулярное отражение и полученное решение не годится. В 
точке нерегулярного отражения г։, = а0. О = 0 решение получено ав­
тором в |4|.

Мы следовали методу, развитому для одномерного случая в [2|. 
■Поскольку производные по 0 не играют роли при построении решения 
(обращаются в нуль на звуковой волне), все рассуждения |2| о при­
менимости метода остаются в силе и для нашей задачи.
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АЭРОГНДРОМЕХАНИКА

JI. Л. .Мовсесян

К нестационарным движениям реального газа 
в трубах

Будем рассматривать одномерное нёустановившееся нзотермиче- 
кое движение вязкой сжимаемой жидкости при числах Маха <Հ

<Հ0,1—0,2 в прямолинейных трубах постоянного сечения, которое 
описывается следующей системой уравнений |1|:

dv , да Ն п 1 dp ...— «у —------ г,- -- ----- т= о, (!)
dt дх 2D р ах

* -1- = 0. (2)
dt дх

Р — pgRT (Г-const), (3)
где v — средняя по сечению трубы скорость газа, о —средняя по се­
чению трубы плотность газа, р— среднее по сечению трубы давление 
газа, х — направление оси трубы, i - время. /. коэффициент сопро­
тивления, D — диаметр грубы, К — газовая постоянная. 7 -абсолют­
ная температура газа, g ускорение свободного падения.

При наличии (2) и (3) уравнение (I) можно привести к виду

+ (4)
gRP dt gRT дх 2DgRT дх

Петко видеть, что второе слагаемое левой части уравнения (1) по 
сравнению с последним пренебрежимо мало (2]. Действительно, с 
целью сопоставления можно переписать второй и последний члены 
уравнения (4) так

— I/H1 +.м5)1.Հհ*

откуда видно, что при рассматриваемых скоростях /И2< 1.
Умножив уравнение (4) (без второго слагаемого) на р 

значке pv — (/. получим
1 да . >. _ Ор Лр ,л---------- Հ._ л — = о.

gRI dt 2DgRT ■

и обо-

(5)

С помощью (3) уравнение (2) при наличии принятого обозна 
качения можно привести к виду
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д_Р - = О,
О է дх

(6>

откуда видно, что существует такая функция ^(л, Հ), для которой 
имеют место следующие соотношения:

Подставляя значения р и 7 из (7) в уравнение (о), получим нели­
нейное дифференциальное уравнение гиперболического типа

Й. Ո \ + —Լ... /*с\’=о. (8)
-Д’՛/՝ ժր-/ 2/հհ/?7 \dt)

Составим условия однозначности.
В начальный момент (Л=0) должны быть заданы р и г/ в функ­

ции от -V. Следовательно, из соотношений (7) имеем следующие на­
чальные условия для Ф(х, է):

’?(-*. Щ Ои/д՜, =֊7(x.0). 
ot t о

(91

Отмстим, что функцию о (л՛, /) можно определять с точностью 
до произвольной постоянной. Относительно граничных условий за­
метим, что если на концах . рубы будут заданы р и <7 в функций от 
времени, то при составлении этих условий для о необходимо обря­
диться к соотношениям (7).

Легко видеть, что задание q эквивалентно заданию весового рас­
хода газа Q через поперечное сечение х трубы. Действительно, 
пользуясь соотношением Q sygv, уравнением (3) и обозначением 
pv — q, получим

V = <’Q (с = RTjS const). (10}

Таким образом, исследование любою нестационарного движения 
вязкого газа в трубах (как в длинных, так и в коротких) с хорошим 
приближением свелись к решению нелинейного дифференциального 
уравнени ’ (8) при соответствующих условиях однозначности. Следует 
отметить, что последнее является самым удобным (хотя сложным) 
уравнением для решения краевой задачи, ибо физические величины 
р и Q, которые обычно должны быть заданы на границе исследуе­
мой области (а*. /), очень просто связаны с функцией у(х, /) линей­
ными соотношениями (7).

Если в работе [3] рассматривалось движение газа в длинных 
трубопроводах, что влекло за собой пренебрежение инерционным 

о'-О
членом . а, следовательно, задача сводилась к решению квазили­

нейного уравнения параболического типа (назовем е< упрощенной 
задачей), то в данном случае задача сводится к решению квазили­
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нейного уравнения гиперболического типа. Естественно ожидать, что 
эти две формы исследования движения должны дать качественно раз­
личные результаты.

Так, например, в упрощенной задаче в начальный момент доста-

точно было задаться или давлением л՜

ходом
06 

coast • ՛
at f-o,

• ибо они удовлетворяли соотношению

d6(x, 0) 0)
С/Л- ах2 dt է 11

= 0

Эдиако, в данном случае для однозначного решения задачи необхо-
дн.мо в начальный момент (t = 0) задаваться как 
авленнем. так как из соотношения

расходом. так и

dx
o26{x, 0) 

dx2
a-6\x, /) 

or-£7? 7'

<>''> 0 3

!•’ о

c>DgRT

жданномv Q(x, 0) const —? 
dt I/ о

= 0
dt ?-и

мойсет соответствовать не е.тии-

трённое б(Л‘, 0). Это значит, что настоящий пуп. исследования 
йпениями, чем предыдущий.

богзче

У прощенная задача влечет за собой некоторые искажения фи­
зики процесса. Так, например, из решении, полученных в работе |3|. 
видно, что влияние граничных возмущений для достаточно малых է 
сказывается на любом участке трубы, г. е. возмущения газа распро­
страняются мгновенно в невозмущенную область. Конечно, при ис­
следовании для достаточно больших интервале» времени, измеряемых 
не секундами или минутами, а часами, такая постановка задачи вполне 
может удовлетворить запросам практики.

В отличие от упрощенной задачи настоящий путь исследования 
позволяет решать аналогичные задачи методом характеристик.

Легко видеть, что уравнение (8) допускает два семейства не­
подвижных характеристических направлений

х = const (= V gRT ).

1фференцкальные соотношения вдоль которых будут соответственно

Р (dp \dq) bq-dx — 0 2£>g R т ) (И)

или в эквивалентной форме ~ •

р (р \q) {dp -Р ).xdq) 4֊ bqzd6 = О,

откуда видно, что слабые возмущения газа распространяются со ско-
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ростыо | g/?7'. т. е. со скоростью звука (заметим, что в условиях 
изотермического режима скорость звука постоянна).

Следует отметить, чго каждое из уравнений (1Ի является урав­
нением Пфаффа относительно переменных р. </. х (или р, q, , ле­
вая часть которых допускает лишь форму вида

ԺՃ+ VdW.

а следовательно, не может быть приведена к полному дифференциалу.
Для разрешения уравнений (И) вдол։ соответствующих харак­

теристик можно воспользоваться численными методами и этим решить 
п оста в л е п н у ю задач у *.

Если в упрощенной задаче условие q(x, 0) const означает 
стационарность движения (р- const-д-const), то настоящий путь 
исследования не констатирует это утверждение.

Разумеется, что сказанное вполне может найти физическое объяс­
нение.

Дело н том, что в упрощенной задаче движущаяся среда „ли­
шена- инерционности и поэтому постоянство расхода но всему участку 
грубы влечет за собой стабильность всех параметров.

Иначе обстоит дело при настоящем исследовании. Допустим, 
что в некоторый момент времени (է 0) по всему участку трубы 
расход газа стал равным нулю (конечно, мы не утверждаем, что он 
был равен нулю и при /<0), а давление стало некоторой функцией 
расстояния. После момента / —0 расход и давление газа в начале 
грубы (.v = 0) стали заданными непрерывными функциями времени, 
все производные которых непрерывны и равномерно ограничены. На 
заданные функции в дальнейшем будут наложены дополнительные 
ограничения.

Приведя уравнение (8) к безразмерным независимым переменным

0. (12)
Ժ;\Ժ;= Ժ-V \ժ-/ 

можем записать условия однозначности для поставленной задачи:

= о, =/(О, (13)
д-. !-_у д-

_Q(T). (14)
Ժ- l=-o

=р(-.), (is)
Cf'z ■ о

> Л- է , . 2Ргде : ------ - -■ _ » Z. — длина труоы, с = —А / к£а И՜ >./.
Ւ 2DgRT

' И.։пример, с.м. Березин 11. С. я Жидков II. П. Методы вычислений, 2. Фнл- 
матгмэ, М., I960.
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Решение уравнения (12) при условиях (13). (14). (15) будем 
|скать в виде бесконечного функционального ряда по степеням :

•?(և (16)
ո՛ I

Ipii наличии (14) и (15) определятся первые два члена ряда (16)

^ = ֊Q(-), '■/,& = />(•>. (17)
а-

Ьдставляя (16) в (17) и приравнивая нулю коэффициенты при оли­
вковых степенях получим бесконечную систему простых алгебраи- 
lecKHX уравнений относительно ՚Հ(՜) (/—2, З,՛՛*)

2?յ'ր: ~ է'-'յՀ> ՜է՜ % = Ղ

b ֊ с (2^Հ + *։Հ) 4 2ՀՀ = О

гткуда при наличии соотношений (17) очень легко получить искомые 
уункцип через известные %(•:) и ^х(х)

Штрихи обозначают производные ио
Нетрудно убедиться, что реккурентная формула для ձ.(-.) 

i 2. 3,•• •) будет иметь следующий вид

c?(k ՀՀ,-*֊֊ s Hl)(«֊fe֊2)X
fe 0 k I

x Հ 1 • — ՜ 'я՜* tn 1 'i in • ‘

(« = (). 1. 2,--)
Так как искомые функции ՚Հ (-) определяются только из алгебраиче­
ских (а не дифференциальных) соотношений (18). то, чтобы удов­
летворить первому начальному условию (13). достаточно некоторым 
образом сузить класс допустимых граничных функций. Для этого по- 
ггупнч следующим образом.

Допустим, что все Հ(հ) |/ = 0, 1. 2 --. ('/и-1)| являются функ- ' 
ниями квадрата своего аргумента, г. е.

Հ- = Հ(-5)-
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Тогда из (18) легко видеть, что (-) также является функцией 
квадрата ՜.

Поэтому, если в первом соотношении

?շէ՜ = 9փ ’

Фо и Д будут функциями квадрата .своих аргументов, го (исходя йз; 
математической индукции) все последующие Հ. (/= 2.-•-). опреде­
ляемые соотношениями (18), будут обладать этим же свойством.

Таким образом, если заданные функции будут иметь вид

Q(T) =7^^), Р(х) Ч\,(7-’),

то искомая функция б(;, определяемая рядом (16), будет также 
функцией квадрата времени и поэтому будет удовлетворять первому 
условию (13).

К сожалению, поп таком методе решения задачи функцию /(;) 
(второе условие (13)) невозможно задать произвольно. Она может 
быть получена из решения (16) при z 0.

В работе [3] тнм методом решалась изложенная задача. Однако, 
в отличие от настоящего исследования. условие </ (0) 0 влекло за 
собой условие, р (Լ 0)—/*0 = const.

Сопоставление двух полученных решений (сравнение соответ­
ственных функций у. и ձ) показывает, что величина инерционного 
члена dq}dt прямо пропорциональна диаметру трубы и обратно про­
порциональна сопротивлению и длине трубопровода, что вполне со­
ответствует выводам проф. II. А. Черного |2|.

Для практики большое значение имеет решение задач при про­
извольных краевых условиях.

Поэтому (хотя и приближенно) решим такую задачу: в началь­
ный момент (Г = <Н движение газа в трубе отсутствует, при ^>0 на 
обоих концах трубы (л՜ — 0, л՜ L) давления газа — заданные непре­
рывные функции времени /л(П и /2(0.

Для поставленной задачи условия однозначности будут следую­
щие:

= /V.
AAA

Ժ/ f a
(19)

= Zi(')> (20)
ox V 0

db{x. t)
=Z2(*). (2i>

Уравнение (8), которое можно представить в следующем виде

1 ձ'
Oxz gRT dt" 2DgRT k dt
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прежде всего линеаризуем. Скорость г. явно входящую в уравнение 
■<22), примем постоянной (т с. осредним как no л*. так и по է). В ре­
зультате получится линейное дифференциальное уравнение с постоян­
ными коэффициентами

(Բ՝՝յ (Ր՚Լ d՝'j— а, —
ժ.՝:֊ d- fit

= 0, (23)

где
Օյ = I IgR /, a. = />vft,2I)gRT.

Заметим, что для длинных трубопроводов произведенная лип.ариза­
ция несколько искусственна. Однако, для коротких трубопроводов, 
при которых газ движется с линейным гидравлическим сопротивле­
нием, сделанное допущение в некоторой мере, оправдывает себя.

Решая уравнение (23) с условиями (191,(20), (21) операционным 
методом с применением преобразования Лапласа по времени, после 
ряда нетрудных математических операций получим значение -j(x, О 
14, 5]:

•И*. t)=P°* i 7 У(֊1)"ч-,Щ.п

է
. ! //-(/. —д) п-.х । 1 (*, , . , .

X cos r -cos—֊ -7 Iz.2(“) — Zi+
L I. I ал L J

V

x-
2L

г— z,(m ֊ )izuo - /.col
2L \aJ. о /

.где

Хг<0

л-.v ... tir(l.-x)
7л (/) cos —• — Zj (0 cos--------------

*-• J.

, Հ ПТ.Х . . n~(L— x) ..... .
Zi(-)cos֊ — Z։(֊-)cos— ------- Чл(/:я. t—

(24)

exp (А?я+7)
krt^. {2axk/j+4-«2)

exp(A\ t)

!'Ո (2^լ'է։.|+ 4֊ <?.>՝ Հ, (2<ւ։Հ,_ a..)

՝1Հ(^. Г)

n 1

‘Г,(А-„. t)

Ч\(А’,)

kn {'2axku i-<7..)

q- u, /_ -) = exp[A„ (/-’)| , exp(t — շչլ
3 2axkri.-ia2 A

flo-| I a-, — Aax-֊ii-;Lz — a2 — | ճ^-

(25)
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Чтобы получить выражения для (явления и расхода, необходимо 
обратиться к соотношениям (7) и (10), что не представляет особого 
труда.

Из (25) видно, что при изменении п от I до хз в шкале нату­
ральных положительных чисел, k.t может принимать значения как 
действительные, так и комплексные (причем попарно сопряженные):

a-L- 
при гг < —-— kr. — действительные, (26)

4Т72«,

а-Լ՛ 
при н->-~— kn — комплексные. (26')

4*4
Из (24) легко видеть, что действительным kn соответствуют за­

тухающие экспоненциальные функции времени. Простыми вычисле­
ниями можно получить члены, соответствующие комплексным kn-.

и- /; А2 /, А , .А ,\ / aJ\•I ։ (А„. Г) - — - -֊ ( h cos - է -т а . տա - / exp - ՜- • 
n/i-тг \ 2</л 2ал / \ 2аг /

’мвд - -ГГТ.3

’1՜։(^,/--)= 2 sin-7' (Г֊֊) I exp — —') .
A 2ճյ I 2<z։

где 

откуда видно, что комплексным kn в решении соответ ствуют затухаю­
щие териодические функции времени (синусы и косинусы).

Таким образом, полное решение выражается суммой конечного 
чиста первых членов с экспоненциал»ными функциями и суммой бес­
конечного числа членов с периодическими функциями.

Если представить, что трубопровод достаточно длинный (что 
дает возможность получить сравнительно больше членов, соответ­
ствующих действительным Ал), го, как видно из (25), решение в ос­
новном будет содержать затухающие экспоненциальные функции, а 
периодические функции будут составлять лишь остаток всей суммы 
(заметим, что полученные ряды быстро сходятся, т е. их первые 
слагаемые составляют основное ядро всей суммы). Следовательно, 
чем длиннее трубопровод, тем существеннее закон экспоненциаль­
ного затухания.

aZL-
С другой стороны, из (26) видно, что если комбинация •֊■■ 6v- 

дет меньше единицы, то при 1 п решение будет содержать 
лишь затухающие периодические функции, ибо в этом случае в фор­
мулу (24) войдут только комплексные А,..
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•, / 2-14 4-DJ/gRT՜ .
Следовательно, при Լ<Լ------՝ — (что тоже

<7շ f-Vfp
<։•./.5/4Հ2Օյ < !) решение будет выражаться затухающими синусоидами 
и косинусоидами.

Таким образом, из анализа полученного решения создается 
видимость, что качество нестационарного движения зависит от от­
клонения длины трубопровода в ту или иную сторону от некоторой 
критической величины.

Однако, мы не будем утверждать, что это так.
Возможно, что это есть результат метода решения, а не сущности 

процесса.
Напомним, что я тачной работе не делаются никакие ограниче­

ния относительно длины трубопровода. Инерционный член в урав­

нений движения (о), который, вообще говоря, будет пренебрежимо 
малым для длинных трубопроводов [2], не отбрасывается, что дает 
возможность получить решения (хотя и приближенные) для трубо­
проводов любой длины.

В линеаризованной теории движения реального газа в длинных 
трубопроводах в основном получаются уравнения параболического 

типа 12. 6. 71. Однако, в данном случае наличие члена дает воз-
11 Ot

можность получить уравнение гиперболического типа. что. разумеется, 
должно дать качественно другое решение.

В заключение дадим приближенный метод определения средней 
скорости т'17>1 исходя из граничных условий.

Для простоты выкладок определим среднюю квадратичную ско­
рость по времени и по пространственной координате. Предположим, 
что функции /Л(О и /2(О такие, что на всем протяжении нестацио­
нарного процесса скорость газа не меняет своего направления (zt(/)> 

и после некоторого конечно: о момента времени гх > () прак­
тически прекращается движение газа в трубопроводе, т. е. и (.v. /Д—0.

Уравнение (1) (без инерционного члена) представляем в виде

г__'ll) av , 'ID^RT Ժ1ո/.»
г. д է >. дх

Интегрируя это уравнение с применением условий (19). (2U), (21) 
последовательно в промежутках (0, /.) и (0, /։), получим искомое 
число

1 Г? Г 20gRT Ր. /,(/) '■«vc„ = —\dx\vdt = —------llnA1—dt •АЛ J J Ш։ J z2(0
и и о

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила Ց XII I960
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I,. U.- U‘nt|itLiiiiuG

հՈՂՈՀԱԿՆԵՐՈհՍ ՌեԱԼ ԴԱՋհ ՕՋ ՍՏՍԼՑՒՈՆԱՐ 
ՏԱՐԺԱՆ ՇՈհՐՋԶ

Ա Մ <1» П Փ Ո Ի 1Г

Ներկսւ հոդվածո, մ խոդովակնևրում• րք։։»ժ»է« ցիկ դադի ".՝ ԱէՈ>Աէքխէնար 
խյոքյերմ շարմմւսն (11, ' С) հ 0 հտվասարուԱէմէրր (7) աոԿքավյ րւէնների 
մի^ս^ււվ րհրվւււմ 1>ն I К I 'փպհրրպական ււվւսքի •• • //՛>ալին հավասարմտնրէ 
( I'.i), (20) և Լ4 միակո, թ րսն սլա լմանների դեպքում րոՀէվամ է ,ք ի խնդիր, 
որի համար (Տ)֊ր դծախացվոէմ ե րերվո,մ Հ հասա ասա, ն դււրծ ակիդներււվ 
(20) դծալին հավասսւրմանր; {mAinifft կաաարվամ Լ օպերադիոն հաչվի մև* 
իհւդււվ | I. .>|. (д’. Ո ֆւսնկւյիտքի համար ստսւցվոէմ է (21) րանաձերւ

Л И I է Р А I У Р А

I .Vристччнопич .Հ. и ар Некоторые нопые попроси 4cxftiiiii.il сплошной среды. 
Илл. АН СССР. М.-Л. 1038.

2 Чарный И Л. Неу< 1.։ноги||ц|ееся лш|жсммс рсольии։< жилкопм п трубах. ГНТИ. 
М.-Л. 1057.

3 .ИгМихяя .7 .1 К icopiHi hevc: :нгяошшегос i ՝.։:•; .еикй рса.н.пон г •.noacxioii жид­
кости и длинных трубопропо.’лх И-геенн АН АрмССР. серии фнз.-млт наук. 
14. № 3. ИИ51.

I /ш/'глоу А՛.. А’.’ер Д ()перй!1НОНН1- .- v՛ то.н- t; прикладной математике ИЛ. М.. 194Я, 
.'lanpeftnibfti Л1. .1.. Шибаг։ Е. Е Методы теории ф.нкний комплексною ие|>е 

менпого. Филмлтгих М.. 1958.
6. ,\[оосссчн Л. Л О неустлповиншекса дпнжешш сжимаемой жидкости к длинных 

трубопроводах. Инжене{1нс--фнлическнн журнал, .‘ձ 1. 1961
7. .\\ола՝с>гн Л. .1. Истечение реальной ежнмэечон жидкости из длинного трубопро­

вода. Труд;., нерпой дакавказсчси кою. -.уенцим молоды-, научных сотрудников, 
Ере на и. 1960.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ IllUb ԴԻՏՕԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
S|։q|iljui-Jitij>bJuiin, qjiuinipjmuQLi- XV, № 4, 1962 Физико-математические науки

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

В. М Арутюнян. Э. В Чубарян

О реакции - р->п-\ ел + ժ

Изучению реакции
«՜՜ -НР ->// -г е~ -ф е՜ (1)

посвящен ряд теоретических и экспериментальных работ. Отношение 

+ (
-֊- _|_ р >//-}֊֊ 

многократно измерялось в водородных пузырьковых камерах, поме­
щенных в магнитное поле |1. 2]. Коэффициент конверсии о. можно 
вычислить теоретически, не вдаваясь в детали мезонной теории [3. 4|. 
Необходимо отметить, что имеется хорошее согласие эксперимен­
тальных результатов с теоретическими предсказаниями.

В настоящей работе реакция (1) изучается в предположении о 
наличии резонанса в системе (вух - мезонов (бинион). Аналогично 
методу Чью и Лоу [5j. сечение рассматриваемой реакции выражается 
через сечение аннигиляции - — в - е+. Показано, что дву­
мерное распределение сечения по передаваемому импульсу и энер­
гии пары е е имеет резонанс, соогветстствующий резонансу 
х — - сие гемы.

Согласно сказанному выше, выделим среди всевозможных гра­
фиков, соответствующих реакции (I). полюсной график, указанный 
на фиг. 1.

Фиг. 1.

Как показали Чью и Лоу |5]. в области малых передаваемых 
импульсов (Д: — и*) данный график будет давать преобладающий 
вклад в сечение, которое можно представить в виде
<> Известия АН, серин фнх-мзг. н.тг. .V. I
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*2— = Ը- (ՋՃ ,_r (w} (3)
Ժձ*&Ծ* 2՜ (ձ2-֊;ւ2'ւ= <]\։

где /’ = 0.087 — постоянная сильного взаимодействия, и»—полная 
энергия пары е f в собственной системе центра масс, а — масса 
"-мезона, q}[—импульс падающего мезона в лабораторной системе. 
Зг. (те)—полное сечение процесса

-֊ _|_к+_^-д_г+ (4)

В дальнейшем мы будем предполагать существование ՜- - z-ре­
зонанса в /-’-состоянии с полным изотопическим спином единица. 

Для феноменологического учета этого резонанса введем векторное 
мезонное поле -В\;’ (л*) |6] (7 — характеризует изотопическое состоя­
ние В-мезона и равна 1, 2, 3). Энергия взаимодействия Л-поля с 
фотоном и S-поля с п-мезонами соответственно имеет вид

£,= А,Аи(л֊)В®(л). (5)

= л;^и|։ф,(л) (л-։ й՛՝՛ (.(). (б>
дх*

Постоянная \2 просто связана с шириной z — г-резонанса, а \։ можно 
связать с размером нуклона (взаимодействие (5) дает вклад в форм- 
-факторы нуклона, см. |6|).

Согласно (5) и (6) процессу (4) будут соответствовать графики, 
указанные на фиг. 2 и 3. На фиг. 3 жирная линия соответствует 
В-мезону.

График 3 имеет реальный полюс при к՛3 т'... Чтобы избежать 
бесконечного значения сечения в этой точке, добавим к знаменателю 
функции распространения Л’-мезояа мнимую поправку Ьпц.чц. что со­
ответствует нестабильности Տ-мсзона |7| (те — масса, "л время 
жизни нейтрального бипиона). Такое видоизменение функции рас­
пространения эквивалентно суммированию бесконечного ряда цепочек, 
приведенных на фиг. 4 |8|.

Опуская выкладки, приведем выражение для полною сечения 
процесса (4)

(«.) . 4՜ (ճ\7 ֊Հ Fr -■х ՛ Л _ շ '"'д-1 )(| _.|л- ')' X
3 \4я / \ ас/ ՝, /
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где .v — кг-А т — масса электрона, а

Л = 1----- —.---֊1֊-------- ;• (8)е (w2 — т2и

Фиг. 4.

Формула (8) имеет резонансный характер при w։ = т:,.. Как 
видно из 1.8), mBfa характеризует ширину резонанса (равна ширине 

к-резонанса). Входящее сюда ~в характеризует время жизни
Д-мезона по отношению к распаду В՛'1 ->՜՜ -|- г. - и равно

ъг.т֊

Необходимо заметить, что распад В՝ '—>гг г. запрещен, так как 
система 2г не может находиться в состоянии с полным изотопиче­
ским спином единица.

Физический институт 
АН Армянской ССР.

Е рскаискнн государственный университет Поступила 22 I 1962

Վ U*. Дարա |>»>и GjuiG. 1». ։Լ- Ջո։ puiruuG
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Հ/»յյյ^ա4ր»ւ»/’ դիտարկված է ” ՜ — ի) - ■ Ц 4՜ ՚ ^՝՜ •^ակցիան ալն դեպ-
Հքում, և րր սիսահմւււ մ դսլութ լոՀն ունի ոևղոնանս։ Հաշված է պրոցեսի
րսլնական կտրվածքը փոխանցման իմպուլսների ւիորր արժեքների դեպքա֊մ: 
?1ուլց Լ սւլւվսւծ, որ ոհակցիաւի վերջնական մասնիկնհրի րաշ/пnt մն ըստ 
էնհրղիւս լի անի ոե դոն անսալին րնւււ լիհ
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Գծի ու սա Աասսիրութ լան' սւււէսչսւրկվոդ tiոiil/i ցմտմր inրվ ում l, ղծ ft քար 
ման անդրադարձման դո րծ ակւ/ ի քէտնաձե [է ոէրտածու. մ ր ց սւ՚հկսւ դած դեպքի 
‘nuti ար:

1. Գծի т ши մետս ի բո լիք բոն' քարման ե հոսանքի հա սկաдп դ ա իք բս նների 
վրա հիւքեված եղանակի հա մեմաաութքամր, U աքււվելի ՜ււա/ասարա'մււերի վրա 
հիքքեված եղանակր, մոտեցման խստաիք /ան տեսակետից, նախընտրելի է։ 
Սակայն որոշ հարցերում ք օրինակ' րորմւււն անդրխդ արձման p;i գործակցի ար՝ 
տածամր ցանկացած դեպքի համար) տսաշանաւք են մաթեմատիկական դրմ- 
վարուիք լաններ քորոնք նշված դեպքում կապված են սահմանային պայման­

ների Лип), սւաոի դիմամ են նախօրդ եղանակին կամ դիտարկում են միայն 
մասնտվոր դեպքեր3*:

Ստորև կարտած ենք քարման անդրադարձման ղործակիլյր ցանկացած 
դեպքի ՝տմար' օգտվելով Մ ա քսվել/’ հա վ ա ս tti ր ումե եր ի ց հ կ/ւրասելււվ шиш֊ 
շարկվող մոտեցու-մր, որբ 'վւմեվւււծ / Ս՚աքսվելի հավաաորոլլքեերի և լիցքի 
ա. էներգիայի պահպանմ ան օրենքների (որոնք luGpuigiuHuJ JUI կերպով պա- 
րունակվոէ մ են ալդ հավասս/րա Ահերի մեջ) ղապորդման վքւա. րնդ սրում pu 

դործակիցն արաածեքա. համար բավական է լինում կիրաւէե ք իներցիա /ի սքսւհ֊ 
պանմ ան օրենքր, իսկ աքիքէււ լին դ իմադրու թ րւ ւնն արտածելու համար' լիցքի 
պահպանման օրեն րր:

Հէսսկանալի ի, որ դծի ո/ иiniliiutuիրո/ թլան այդպիսի մոտեցումր նա/п֊ 
լւ՚հսւրեւի ի դծ սւմ աեդի ունե ցոդ սլ ր ո ց ե սնե րր դիաուրկելու և արէոածւյոդ 
մեծէէէ թլունների ւիիդիկական իմ աստ ր պա րղա րանե fit ւ աե սակետից:

?. Պւսրդուիմ/ան համար դիտարկենք համսւոանցք ’//"՝ (դձ • "!‘Ь

մուտքում դործում Լ

ս = cos v»/

լարումր, fiu/f ե քքամ միացված է Հ կէէմպլեքււ դ fnf ադրութ լուն (/'.֊[• 1րսրոդ ի 
ներկարրցնել ցանկացած րեո)ւ

<ելւոնա/ին կոորդինատների ււիււսւեմի (p, Շ, շ) Օհ- "'ոտնցքը համատե­
ղենք դծի սւոանցքի հետ: Գրոհների ւ) իշե. եդած ա ա ր ած ուքմ բոնում դիիքեկ- 
տրիկ հաստատունը նշանէւմլենք Ն, մագնիսական թտփանցեյիութ/ունր' [1;

—•
՚114 դ մ li Էէէվ դիէիևրենցիաք հավա աս րու*քեե ր .1 վեկտս ր-պուոենցիալի ե Z. 

յյկալլար պոտենցիալի համար ե լուծելով ա/դ հավա шиրա ffhhրր . ընդհանուր

՚ Лж. Слэтер. .Передача УК ра л ио во пг լ ր„ ար֊
ԱէածՈէմր Itptjat if սէսՆաւ/ււր ղ և и/ ր 4Լ if !
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( 2 j-սւմ տեղադիելով Տ;“/’ սւրտւււհա լտութ լունր ե կաւոարե/ով 
ի՛ման գործ ոդութ լաննև ր. կստանւսնք

!/'{ Շ.ՕՆ-(w( kz) Э։(г, /) = ^------ -----------

համսւսլսւա աս֊

(3)

որ III և գ

ներկարււցնրււ մ Լ գծ ի ալիքալին դ իմ ագրո։ թ լունր (Լհ Л C’n’fr/ համ ապատաո- 
իէանարար ■ ք* միավոր երկարոլթլան ինգւււկւոիվութլունն ու ունակոէ - 
թ լունն են):

եման ձևով կարող են ր ստանաք հսմրււգ տրձ ալիքով վե րագա րձ ո գ Scyw 
րութլո է.նր

Эг(г, 0 =
(J% COS? (աէ 4 А‘Г -г д)

էէրտեգ Ս.-ր հակադարձ ալիքի լարման ամպլիաւււդն է:

Դիտարկենք գծ ի 1!ւ.ղիղ տ/իրի լարման կոծ՝ ս/քե րս ամպլիտուգր

նշանակենք ԷՀ յ, հակադարձ ալի րինր' է ,y; 11ր դիդ ա,լ1,^ո՚1 '""ւրւիւդ հզորոէ ' 
թլունր հավասար / հա!րսդարձ աքկքււվ վ1ւրադ4ւրձոդ հդորւււթրսն և դծի եԻ 
քամ կքանվոէք հդոքւո ւ[Ժ քան դումարքւն

_ (Գ^ք)2 (4£ճ_՜ <։' У-

U7 ttZ ՚ ճ

րրր ա ե ղ[էէք ч ա ան ո է. մ ե ն,ր

Եթե, ւ1'(սսհւււ||ո|>սւպևս, դխււււրր1րիէէք դձի ելքում միացված է մի ուրիշ 
գիծ IV լ ալի քալին դիմադրո է.թլամր, ապա (4)֊իդ կո in ան ան ք'

P:. ՜
ծ;- ւր. 
ս?։4- ս/;

«>. համ шип ուա թ լան համար> չկատարելով ալիքալին գիմ աւք րութ լան 
արտածումը, սահմանափակվում ենք հետև լալով:

ԱնկորուՈա գծի համար, ինչպես !հ տալիս (3) ա ր ա ահալուո ւ.ի! ր< ւնր,

U րնորոշւււմ Է էներգիա լի ատ րած ումր, ոչ թե lf/ա՚հում ր իչ^/ալւսձ, որ 
լարման և հսւսսնրի ֆագերր համր՚քնում են)է 'Ւա հետևանք է աքհ րանի. որ 
հոսանքագծևրն ու էլեկտրական գաշաի լարվածու թքան գծերն ամենուրեք 
փոիւուգգահալաց են: l/./գ պալմանր կտրող է իւաիւտվեք էլեկտրական դաշտի՝



օ8 _________-• ,քչ ^րիցյան

հադէէրդչքէ մևջ fdափսւնէքելո ՚ և լիг/Հչ4'1քորnut ս>ների (уТСЧКН) 
դև պ քւ1 ւ.մ ։

Հ11111Ւ ԳԱ
ֆիզիկա-"ill (սնիկական I տիօրատորիա Ստացված Լ 3 ՚ 1062

О. С. Приняв

Об исследовании линии
РЕЗЮМЕ

При исследовании линий метолом, основанным на уравнениях 
Максвелла, в некоторых вопросах возникают математические труд­
ности (например, при выводе коэффициента отражения для произ­
вольного случая), поэтому рассматривают только частные случаи.

В статье дается вывод коэффициента отражения для произволь­
ного случая ко подходу исследования линий, сущность которого за­
ключается ч сочетании уравнений Максвелла с законами сохранения 
заряда и энергии (которые в неявном виде содержатся в уравнениях 
Максвелла).

Этот подход, по нашему мнению, предпочтителен для более де­
тального изучения физических процессов, происходящих в линиях и 
выяснения физического смысла выводимых величин.
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