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МАТЕМАТИКА

Г. В Бадалян

Обобщенно регулярно монотонные функции

Определение 1. Условимся говорить, что функция «(<) при­
надлежит классу обобщенно регулярно монотонных функций при 
последовательности {jJ, короче- классу R. на множестве ;И, 0£.’И, 
если там существует последовательность функций

где
0=7օ<Ն< !„<•••

(1)

(2)
и удовлетворяются условия

(֊ 1)\(О>о. (3)

В качестве множества М рассматривается промежуток (0, z/J 
и соответствующий класс обобщенно монотонных функции обозна­
чается через

/?т (0, и].
Определение 2. Условимся говорить, что функция ^(/) на 

промежутке (0, и] принадлежит классу функций

Л(Л(О, «1),
если она разлагается в сходящийся на (0, «| квазистепениой ряд

со
<?(0 =

* О
(4)

где
д0=<р(к),

. Ն .+1 
----------- -------------- .

ՈՆ

£-1,2.......

последовательность (?,) определена в (2),
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простой контур С здесь и впредь и аналогичных случаях охваты­
вает окрестности всех полюсов подинтетральной функции.

Определение 3. Условимся говорить, что функция
?(/)£ J77(O, д], 

если она в промежутке (0. и] разлагается п абсолютно сходящийся 
ряд (4).

В работах [I]. |2| получены достаточные условия, а в |3| не­
обходимое и достаточное условие принадлежности функции ճ(է) классу 
Т «>. 4

В настоящей работе дается аналитическая (квазианялнтическая) 
характеристика функций класса Rt(0, «ի классифицируются функции 
©(О /?7(0, zz| в зависимости от быстроты роста последовательности 
[fj, а также приводится необходимое и достаточное условие принад­
лежности функции классу .17,(0, //] и терминах функций класса

§ 1. Аналитическая (квазианалитнческая) характеристика 
функций класса /?.(0, /:]

Предварительно сформулируем два вспомогательных предложе­
ния. первое из которых доказано в |4| (в лемме 1 теоремы 1).

Л е м м а 1 - Для всяких 0։. 0 > 0 справедливо равенство
<М*п 7)=ՀԱո(0, а), (l.l)

где
In О, Ո է Аa,= Y -----±-ւ ‘/=0,1.2.............

’ In О
Лемма 2. Для всякого 0<է ли и последовательностей чи­

сел {К}, где ая=ь -0, ■. լշ...

сп ра вед ли во нер а венет во

где г > 0 ֊ произвольное число. ■
Для доказательства леммы посту паем так, как эго сделано в [4], 

т. е. представляем обобщенной формулой Тейлора при

последовательности (а»|.
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где контуры С к С' охватывают соответственно окрестности полюсов 
подиитегралъных функций.

Заметим далее, что
Ն ։ ”- լ "

«л «к •
1

Здесь ր„(Դ представляет //-ую обобщенную производную функ­

ции шя(—> •;) по г при последовательности {«•, .
\ и /

Получаем



6 Г. В. Бадалян

Из георемы 3 работы |5| следует, что при О Հ/й и

Используя последнее неравенство из (1.3) получаем

Заметим теперь, что для произвольного г>0 имеем
« Հ ։ л
ք<dt0 -= (Հ- |'q£±2i_a-7a--՛' <dz;

/ Г С V”

с
После замены շ - г = z’ получим

Таким образом получаем, что

I 
где
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Следовательно.

= о-в»
' “ ’ -ir + T՛

где 0</о < и.
Из (1.4) о силу (1.5) и (1-G) получаем

т. е.

Этим лемма 2 доказана.
Теорема I. Всякая функция 

z{t} - R^- "L 
принадлежит также классу

Л<о. «],
если только последовательность чисел

0 = 7о ՝ 71 7: 7Я - * * *
удовлетворяет еще условию

• -։ ••

Теорема будет доказана, если покажем, что и представлении

?(/) V <!4Հ(Ճ-, 7) - Rn(u.t).
Го V и 7 (1.8)

где
Ч-» ■

?(«). r*(W), *=|,2. ,

О1>

П(- + и .-о
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остаточный член

/) = |’т)^«

при t £(0, м| н «-*ос стремится к нулю.
С этой целью заметим, что для всякого 0<Հ л< է<Լ и имеем

о • R. (И. Ո -= U- IГ ?.('•> Հ՞ “« Հհ ■)

'“"-Հհ՜’ т)
՜ X, ֊7֊—г I Կ-Հ֊հ yU,

“>«-։(—• 7) ) °
' ‘о ’ » •X 

или

“«-Հհ t)
()</?„(//. է) < sup ----- ֊ր֊°------/?«(«, -V). (1.9)

/.er. «1 (_£Աօ’ */ 

но
О Ra (а. х) < sup ? (Г) = ?(х). 

*4*. “J
так как

a -J
О < Rn {и, х) = © (х) —2 а»«>; (—• հ г 

к֊о ' ч /

где

щ>0. т)>0. ’

Это значит, что дальнейшая оценка /?, (ч. է) сводится к оценке
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где
In— 

а.= 7, " «0,1,2,....
In-'l 

է
Таким образом, получаем
I ՝ил'1(г О

0</?„(я, /)<?(х) snp 7 . (1.10)
*»л ։ ( — • * )

' 'о ՛ 
или. в силу леммы Չ,

■I-1 Ч----- . .
О Я„(«, Г)<?(х)П ;֊( ) ■ (1.10')

.41 г \ « / *г

Нам теперь остается заметить, что в силу расходимости ряда

у J-
Г1 •• 

lim Ra(u, z) = О для всякого f (0, м]. 
п

Следствие теоремы I. Всякая функция 
- *т(0. «]

принадлежит также классу Л7т(0. /г|, если только иоследоеа՝ 
тельноеть чисел

удовлетворяет еще, условию

§ 2. Классы функций /х’д'О, «]

Рассмотрим последовательности чисел

° = 7о< Ti < Та < * ՛ ••» ° =7о <;'')< (շ-Ն
где

-«-о. 1.2, ....

и построенные на (0, и| по этим последовательностям классы функций 
и

Ниже будет доказана георема включения для этих классов 
функций.

Нам понадобится следующий, приведенный в |4], результат.
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Для последовательностей (2.1) и для всякого 0<О<1 справед­
ливо неравенство

m
ՐՈ(’+ւ)

— I 'Հ------------ о~:л>о,

♦1 П ■+■ Ն)
C V I

где m и fi произвольные целые положительные числа.
'I e о ре ма 2. Пусть заданы определенные в (2.1) последова­

тельности чисел 7։! и Հ и соответствующие им классы функций

/?.(0, и] и Ry (0, «J.
Тогда

/?7(0. а|с:/?т-(0, «|. (2.2)
Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Д о к а за те л ьст в о. Пусть

?(0՛ Ят(0, «I- (23)
Представим = (f) обобщенной формулой Тейлора для последователь­
ности чисел |*fj в окрестности точки и.

Будем иметь
\

?(0 = У(֊֊П*а*<М • •, ) + /?«(«, ։. 7), /•<(□. //]
Го v " '

[(֊1)\ (4) dt. Հ“- I (2 4)

՜'j’nC + Ն)

v — 0

Теперь последнее тождество обоб։ценно продифференцируем при 
последовагельности (7/.

Для в яко о 0<^ս<Հ// 2 имеем
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П(-+и 
м —I

Знай, что ( -1)*л>>0,

заключаем, что
?и(0г= (֊1)W). (2.5)

где

по Ն '-֊
./ I И ..

+ < \(֊1)Ч(Ш (2-6)

Из (2.5) и (2.6) в силу произвольности п следует, что 
(-1)|1?|։(/)т.>0, р-0.1,2........

Что касается последнего утверждения теоремы, то оно следует
§ 1из того факта, что при X՝ эо всякая функция класса /?т(0, //| в то 
v-l

же время является функцией класса С п (см. |1 ], стр. 59), а 
!■?

для классов функций С п и С п в условиях 
i",M 1^-։1

нашей тео­

ремы. в работе |lj доказано, что вообще говоря

(пт,. «>•

Этим теорема доказана.

§ 3. Функции класса .4Гт(0, к]

Из следствия теоремы 1 настоящей работы следует, что
/?.(0, «]с=А7'т(0, «], 

поэтому возникает вопрос установления взаимосвязи классов функ­
ций /?т(0, и] и Л Г; (0, «].

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 3. Для того, чтобы функция з>(/) принадлежали 
классу функций

АТДО, «], 
где

необходимо и достаточно, чтобы она представлялась в сиде раз­
ности двух функций класса /? (О, //].

Доказательство. Необходимость условия теоремы будет 
доказана, если покажем, что абсолютно сходящийся ряд

» է \V «*<•>*(—v у ^(0.//j (3.1)
* -О ' 11 /

можно в (0, //| почленно дифференцировать в любое число раз, в 
результате чего не нарушится равномерная и абсолютная сходимость 
получаемого ряда.

С этой целью, полагая, что после -у кратного обобщенного диф­
ференцирования ряда (3.1) при последовательности !;J получен аб­
солютно и равномерно сходящийся на (0, п| ряд

7 —1« П '*» (V ( \ а\
(֊ ”• ՜ ֊“•■•՛.•, . — • <3.ւ-ւ

»* ք' t •*

покажем, что таким свойством обладает и ря. , получаемый после 
(յւ i 1) кратного дифференцирования (3.1) при последовательности 
{7.!, т. е. ряд

. » ГК Г (-'У։й(-1)’ 't ■՛֊ «'“+1 տ Հ-յ--------=

.1 П (’ + т.)
С + 1

II G+l-7^։)
-ИЛ

Имеем 
/I

֊X՝ n ՚ - (* ) d-
v Л * л+2 I \ « /

-И+1 2-/ ) ո (C+.քՀ_ Հդ1)

с *-։»+։
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(3.2)

(3.3)

где 0 </: < է'<Լէ<ււ
Согласно лемме 1 параграфа 1 имеем
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Из последнего равенства получаем

Из (3.3) в силу (3.3՜) н (3.4) будем иметь

/ / \-հ ՞ 1 ՜ Դ П (Ն Հ*+ւ)
П-------—------------------- ----------------֊—

*->+։ \ и /
(3.5)

где 0 < /։ < է' < է < и.
Из (3,2), в силу (3.5), получаем, что
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При достаточно большом/? мы можем взять է (я следовательно 
/՛') сколь угодно близким к /3.

Неравенство (3.6) показывает, что при достаточно большом /? 
и будем иметь

Չ ՛ ?։ - / / ՝
Х.авП Հ -“«.►-։(’֊ ’ 7) <«, 
п-р\ V > ■ 2 <v hi -rl ■ il ՚

где е>0— число сколь угодно малое.
Из (3.1”), в силу последнего неравенства, следует, что ряд

| » 7 • - п ՛• г (т)՜^

- ,«) Пм-Т-1/ * у «д I -F2֊

П К+т.)
չ՛ ,-.+1

сходится абсолютно в области է (0. //| и равномерно в каждой ее 
замкнутой части.

Для завершения Доказательства необходимости условия теоремы 
нам остается записать

и заметить, что оба эти ряда можно почленно дифференцировать лю­
бое число раз, причем их суммы фх(/) и Фа(0 суть обобщенно регу­
лярно монотонные функции при последовательности (7/
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Лести точность условия теоремы следует из того факта, что 
всякая обобщенно регулярно минотонная функция ?(7) (?(0 ft.C1, "I) 
в то же время является функцией класса

' Я Г, (0, «|.
Этим теорема 3 доказана.
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР Поступила 24 X 19(il

X *1,- l»n։qiuj։։uli

ԸՆԴՃԱՆՐԱՑՐԱԾ ՌեԳՈհԼՅԱՐ ՄՈՆՈՏՈՆ ՖՈՒ-ՆԿՑՒԱՆեՐ

Ա Ս՛ <l> II Փ П Ի Ս'

// ա հ մ ա ն Ո ։ մ: ''! ա քմ 4ւնա վ и ր վ ենր ասերո, որ Cp (/) ֆունկցիան .1! 

րաղմոլթլան վրա О Д4 որս ակւււնո ւ մ Հ րնդհ անրա ւքր ած ոեդուրա ր մոնոաոն 
ֆունկցիաների դասին րոտ քժւքհրի ’ա։ ջո րդ ականութ րոն, ե թ ե դորււ թ քուն

ո ւ.նի ֆ ո t նկցի ա նե ր ի

?(Ո-%(/), ?։(0-?'(0. ք~ ;ճ! —1~Ն k 112........
\|£|4 4-1 /

\որաեդ 0 — ՜ у? ... ։ • • • ) հաշո րդակէոնու թ լանր ե րավա*

րա րվ Ում են

(- 1)*<?А(Ь>0. *֊1,2...... t£M

պաքմ աններրէ
Լսցվածում տրվում է ֆոձ/կցիաների վերր նշված դասի քվադիանա- 

քիտիկ րնա թ ադիրր: Սոդա ց и < ցվntմ / թ եո րեմա ա fir մասին, ի) ե ե րք 
թվերի արւ կամ այն հ ա\>ո րդականո ւ թ/ան համար 1րաւ ու չքված ֆունկցիաների 
դասերից մեկն ր՚հդ դրքրիէt մ Հ մրււոի մե\՝է ll.uf արո։. է)վւ:ւ մ կ թեորեմա էիէււնկ 
ցիւոներր րացարծաքք դա դամե ա րւիււդիասաի(էա'1էալին շարքերի վե րրո ծա թ րմւ 
վերարերրսք։
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МАТЕМАТИКА

09ձ֊ Й
И

С. Е. Карапетян

Проективно-дифференциальная геометрия 
двупараметрических семейств прямых и плоскостей 

четырехмерного пространства (II)

Введение

Как известно (см., например. |1]), изучение линейчатой гео­
метрии связывается с проективно-дифференциальной геометрией под- 
ногообразий плюккеровой (или грассмановой) гиперквадрики пяти- 
lepnoro пространства.

В работах |2] и [3] ставится аналогичная задача для яроектив- 
ой теории семейств прямых и плоскостей четырех мерного простраи- 
тва. В отличие от трехмерного случая, здесь прямые (или плос­

кости) отображаются в точки грассманова многообразия девятимер­
ного пространства. Причем грассманово многообразие Զ (1,4) (или 
Ճ (2,4)) является шестимерной поверхностью пятого порядка и имеет 
уравнения

(рр) ֊ 12 34 — 13 24 +J4 23 = О,

ъ(рр) ֊ 12 35 — 13 25 4- 15 23 = 0,

о арр) 12 45—14 25 ; 15 24 = 0,

(рр) ֊ 23 45 24 35 -Ь 25 34 = 0.

(РР) J3 45 — 14 35 -}֊ 15 34 = О,

где ik— грассмановы (или плюккеровы) координаты прямой р (или 
дуальные грассмановы координаты плоскости). В |2| изучается теория 
линейных многообрази:: прямых и плоскостей четырех мерного про­
странства. Все рассматриваемые здесь задачи тесно связываются с 
алгебраической геометрией. В работе [3] рассматривается первая часть 
проективно-дифференциальной теории двупараметрических семейств 
прямых и плоскостей четырехмерного пространства.

Настоящая статья является продолжением работы [3|. Здесь рас­
сматриваются дифференциальные окрестности более высокого по­
рядка (до третьего) семейств прямых и плоскостей.

֊ Jbuecwi AU. серии физ.-var. наук, № 3
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В § 1 с каждым лучом семейства связывается подвижной репер 
первого порядка и для выяснения его геометрического смысла пере­
числяются некоторые результаты из [3].

Во втором параграфе рассматривается дифференциальная окрест­
ность второго порядка и с помощью девятимерного пространства до­
казывается ряд теорем. В частности, здесь найдена соприкасающаяся 
гиперповерхность Власова дву параметрического семейства прямых. 
Эта гиперповерхность способствует полной фиксации подвижного ко­
ординатного репера.

В § 3 рассматривается соприкасающаяся гиперповерхность Вла­
сова для конгруэнции прямых четырехмерного пространства. Здесь 
эта гиперповерхность вырождается в гиперконус второго порядка. 
Далее рассматриваются такие двупараметрические семейства прямых, 
отображение которых в является картановым многообразием.

В § 4 рассматриваются точки и прямые соприкосновения линей­
чатых поверхностен, и они связываются с соприкасающейся гиперпо­
верхностью Власова.

В пятом параграфе все полученные результаты по принципу 
двойственности четырехмерного пространства автоматически повто­
ряются для двупараметрических семейств плоскостей. Здесь, в част­
ности. получаются некоторые результаты из теории двумерных по­
верхностей четырехмерного пространства. При введении дуального 
(тангенциального) репера ана. нтический аппарат для двойственных 
образов остается без изменения. Этот факт показывает, что для изу­
чения теории многообразий плоскостей пространства Р.։ лучше поль­
зоваться дуальным репером •■.•того пространства.

К настоящему времени создана богатая теория в области иссле­
дования многомерных поверхностей /г-мериого проективного про­
странства. Рассматривая теорию семейств /л-мерных плоскостей с по­
мощью теории проективно-дифференциальной геометрии подмного­
образий грассманова многообразия (^(т, п), мы имеем возможность 
воспользоваться результатами теории многомерных поверхностей, с 
одной стороны, и георией грассмановых многообразии алгебраической 
геометрии, с другой |5j.

Работа выполнена метолом внешних форм Картина |4].

§ 1. Выбор подвижного репера первого порядка

Как известно |3|, двулараметрическое семейство прямых /И», 
описанное ребром Л։А, подвижного репера /Լ, определяется диффе­
ренциальны м и у ра вне ни я м и

wj =- <ւՀ = 0, «»>-| = аю;*,  «Հ = а'аг*,  (1.1)

где их*  и wj независимые формы семейства .И2. Формы w*  определяют 
инфинитезимальное преобразование
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dA> — (D«| • [* ”/ »՛■•*])

репера Л,. Выбор (1.1) координатного репера означает: 1) касатель­
ные трехмерные подпространства линейчатых поверхностей = 0 н 
՛՛՛ - 0 являются соответственно подпространствами Л։ЛаЛ4.4. и 
•4։/Լ/Լ4ծ; 2) фокусы линейчатых поверхностей <՛•; — 0 к <Հ: О совпа­
дают соответственно с точками Л... и А։; 3) касательные плоскости этих 
линейчатых поверхностей в фокальных точках совпадают соответ­
ственно с плоскостями Л։Л2Л, и .4։.Լ,,4ձ

Мы здесь перечислим некоторые результаты из |3|.
(1) Касательное трехмерное подпространство линейчатой поверх­

ности օՀ .»»? семейства Лт2 определяемся точками

Ն . ձ/Լ - ։'Д9).

(II) Касательные плоскости всех линейчатых поверхностей ссмсй-
ства М2 в точке 
пространству

.4, Т ք/.4? принадлежат одному трехмерному поз­

(Л։. Лг, Л3 — рз .15, рЛ4 аЛ5).

Таким образом. с каждой точкой луча семейства А12 связы- 
нается определенное трехмерное (касательное в этой точке) подпро­
странство (1.3)

(III) Каждая линейчатая поверхность ։<»:==  kwj семейства AL имеет 
единственную точку А։ • >.Լ. (фокус), определенную равенством 

֊ х/.. в силу которого два подпространства (1.2) и (1.3) совпадают.

*

(IV) Однопараметрическое семейство всех касательных подпро­
странств (1.2) (или (1.3)) образует некоторый касательный конус вто­
рого класса с уравнением

0. и2 — 0. Wa«4 — аа' (//5)2 = 0. (1.4)

где «/ дуальные координаты трехмерною подпространства в Р4.
Дифференциал аналитической прямой (Л։.4г)=12 в силу (1.1) 

напишется в виде

(112 — (и»{ ф wr) 12 — <о:’23 яш1 25 4- 14 4֊ a'w*  15, ((Л/ .4*)  ik).
(1-5)

Прямая 12 отображается в точку 12 грассманова многообразия 12(1.4) 
девятимериого пространства. Когда прямая 12 описывает семейство 
Л12, то ее отображение в /Հ описывает двумерное подмногообразие 
т... Из (1.5) вытекает, что касательная плоскость подмногообразия 
т2 определяется тремя точками

(12. 14 — а 25, 23 — э/ 15). (1.6)
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§ 2. Дифференциальная окрестность второго порядка
Внешнее дифференцирование системы (1.1) приводит к квадра­

тичным уравнениям

իօ՜յ —a.։}4, и>4| -г ։»у| —0, [<!),’ — а'игф ։./*]  I֊ 0,

|<о| — չՀա»; — 11՛ и>4, о ՚}| -~ I Лх սՀ|—О, |<ч՛; — յա»1, aa^w?. տ4,] • [Да'ю։'j=0,
(2.1) 

где

Ла — di ; а (տ-— а)]—w4 — о>5), Ла' — di' 4՜ Հ (»>J u>^ ֊I֊ u>|).

Алгебраическим разрешением (2.1) находим

ato4 —10՜ = bw, a%'.’— o»J, = 4*  b'ud,• • I՜ I ֊ n Հ 1 1 I

ii>4 = 4՜ ^‘ՀԼ 4ժ X /• 4 I 1 •
(2.2)

u>՝] — a/arj — aa'co.' — erf frf, u>j - a«r aa't»՝? — f'rf

Да =/•՛>'։ 4 ь0>7« — Տ՜/ա>'* 1՜ ք'Հէ>՝՝-

С о и р и к а с а ющаяся г и п е р п о верхи о с ть Власова 3-го 
порядка. Как известно, семейство .44. представляется двумерным 
подмногообразием т» грассманова многообразия 2 (1.1). Дифферен­
циальная окрестность первого порядка точки 12 лежит в касательной 
плоскости (1.6), а дифференциальная окрестность второго порядка 
лежит в пятимерном подпространстве

.12,23֊ з'1>. 1; х25. 4 1,, Հ15-с 24 ^25

-/' 15 />24 -/25-4- 34. с' 13 4 е' 15 - а 24 - g 25 - - 2a 45). (2.3)

Пусть точка 34 находится на плоскости (2.3). Тогда будем 
иметь

/> = />'=/ = /'^ 0. (2.4)

Известно, что каждое пятимерное подпространство пересекается 
с грассмановым многообразием по некоторой двумерной поверхности, 
представляющей линейное двупараметрическое семейство прямых 
четырехмерного пространства. Это семейство образует некоторую 
гиперповерхность третьего порядка, названную нами гиперповерхно­
стью Власова |2|. В этой же работе доказывается, что поверхность 
Власова есть геометрическое место всех прямых, пересекающих че­
тыре фиксированные плоскости в общем положении.

Пусть две из этих плоскостей совпадают с гранями 4V43.4. н 
.42.4./15. Тогда в силу (2.3) будем иметь

а = а' = с = с՛ = 0. (2.5)1

Теперь уравнения семейства напишутся в виде
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<։)2 = aw!, w!, = a'o>3, «)^ = 0, in՝' = О,
С2.6)

ш? — 2aa'«>! = ё<о?, օՀ — 2aa'w;! - ժ'<Հ. Да = gw*,  ձօ.' = g'w3..

В силу этих уравнений подвижной репер полностью фиксируется. 
Такая фиксация репера не нарушает общности двупараметрического 
семейства прямых AL.

Действительно, внешний дифференциал системы (2.6) имеет вид

|2au>' — £«ф օՀ| -|- խ2<Հ| = 0, ]2a'w‘ — g>|. %’| 4֊ խ} Հ1 = °.

|u>‘ «4| 4- е խ3 «>|] = 0. |«| <•>?] 4֊ e' |<Հ ա|| = 0.
(2.7)

|Ae —2ag'wj—W3| -T- [2aa'«.‘f — awj. *Հ|  = 0.

1 |ձժ' — 2a'gtoJ au>}, »4| 4- |2aa'wi — e'a'wj - a'wj, <•»՛] | = 0,

|Ag»’4| — (aa>J 4- aew3 4՜ a47,0.v 01ii =

— [a'wj 4- a'e'wl 4- ag'«rj|, <4 | = 0.
где

A«? = de 4- e («>| — 2«J °4). A’fc' = de' | e՛ (w| — 2u>J wg),

Ag=Հհ -t g (2«4 2<հ{ — ®J 4- <«>|) 4- ֊a (w4 ՜ ~

&g' = dg' i g՛ (2<qJ — 2«,:! — <°շ 4- ">?) 4՜ 2®' (WJ — րյ-'հ —

Эта система определяет многообразие Л!., с произволом четырех 
функции двух аргументов, т. е. произвол семейства не уменьшается.

Пятимерное подпространство после этих упрощений напишется 
в виде

(12. 23 - а' 15, И — а 25, £' 15 — е 25 4֊ 2а' 35՜, 34, е' 15 — g25 — 2а 45).
(2.8)

Его пересечение с грассмановым многообразием представляет линей­
ное двупараметрическое семейство прямых L., четырех мерного про­
странства [2]. Семейство прямых L.. образует гиперповерхность Вла-
сова 3-го порядка, точечное уравнение которой легко получается из
(2.8) н имеет вид

х3 — л՜1 0 о о о о

х* 0 0 0 10 0

-х5 0 х1 я **
 о 1 1

*•

0 х2 0 ֊10 0 0 = 0. (2.9)

0 0 х՝ « 
О

0 - х5 хА 0 0 -2a' 0

0 0 х' 0 0 0 2a
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Пять ассоциированных плоскостей конфигурации Власова одновре­
менно пересекаются всеми лучами линейного многообразия /.г [2j. 
Пусть а.к являются дуальными грассмановыми координатами одной из 
этих плоскостей. Так как пересечение плоскости а.к и прямой /7; 
обеспечивается условием а.:, ik — 0 (см. |2|), кроме того числа «J 
удовлетворяют равенствам ?,(аа! -О, то в силу (2.8) для a/k полу­
чим пять решений. Два решения из них даю;՛ две плоскости Я։ДаД5и 
А2ЛГ45. я три другие решения представляют остальные плоскости 
конфигурации :>.՛։?; зава. Координаты этих трех плоскостей удовлет- 
во ря ют уравнения м

Ք.,է=1(7/):(«ր>)3. մ..5 7.'(Ли)3՛ Պ;: = <Ն։ = °.

au = a«'(o։ft)=. 2яЙ7э5=(), е’ДГ1 2аа45 = 0. (2.10)

а=а> - ր-g' (als)2 Д ga7/K1 Շ՛ = 0.

где принято «2։.т—1. На каждом луче .’мейства И. находятся пять 
точек, где плоскости конфигурации Власова пересекаются с лучом. 
Эти точки здесь называются точка ин Власова. Пять линейчатых по­
верхностей семейства ЛГ. у каждой из которых фокус (см. |3)) сов­
падает с точкой Власова, называются линейчатыми поверхностями 
Власова. Две из пяти линейчатых поверхностей Власова совпадают с 
поверхностями u>J»O, <=0.

Таким образом, с каждым, лучом двупараметрического се­
мейства прямых связывается единственная соприкасающаяся ги­
перповерхность Власова третьего порядка, которая содержит 
все прямые дифференциальной окрестности второго порядки луча 
семейства.

§ 3. Соприкасающаяся гиперквадрика конгруэнции прямых 
четырехмерного пространства

Конгруэнция прямых четырехмерного пространства является фо­
кальным двупараметрическнм семейством прямых. Она характери­
зуется условиями [3]

а=0. а'-0. (3.1)

В силу (3.1) из (2.2) получим /=/' = ,հ֊ Հ' = 0. Посредством вы­
бора репера мы получим еще условия ծ = />' = 0. После такого вы­
бора репера псе v до ՛<я (2 5) уже нарушаются. Соприкасающаяся 
5-плоскость (2.3) теперь имеет вид

(12, 23. 14. 34, а' 13. с24 -с 25. г'13 с’15— </21) (3.2)

и пересекается с грассмановым многообразием по двумерным под­
многообразия!.!. пр՛. яс я; ляющим. части.-֊։ ;։ случай линейного много­
образия прямых I... четырехмерного пространства. Совокупность этих 
прямых o6pa?.yei гиперповерхность второго порядка
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X3 0 а' с* •

О —х4 с а
О —х5 е 0 =0 (3'3)

х& О о <*' |

и гиперплоскость Xs = О, т. е. п этом случае гиперповерхность Вла­
сова является приведенным многообразием. Гиперповерхность (3.3) 
является конусом второго порядка, вершина которого совпадает с лу­
чом конгруэнции. Две. фокальные плоскости конгруэнции являются 
образующими плоскостями для этого конуса. Конфигурация Власова 
в этом случае вырождается в совокупность всех плоскостей, инци­
дентных с лучом конгруэнции и принадлежащих касательному трех­
мерному пространству

Таким образом, с каждым лучом конгруэнции четырехмерного 
прт транс тва связывается определенная соприкасающаяся гипер­
квадрика (конус) (3.3). которой принадлежат все прямые диффе­
ренциальной окрестности второго порядка.

Кар та но вы многообразия. Если отображение конгруэн­
ции в дёйятимерном пространстве является картановым .многообра­
зием, т. е. его соприкасающаяся плоскость имеет размерность четыре, 
го из (3.2) получим

е — е' — 0, аа' — сс' ֊ 0, (3.4)

откуда следует, что .4ր4և. описывает конгруэнцию W, принадле­
жащую трехмерному пространству Д։4^Л3А4. Таким образом, ото­
бражение конгруэнции в девятимерном пространстве является 
картановым многообразием тогда и только тогда, когда кон­
груэнция является конгруэнцией W трехмерного подпространства

Из (2.3) следует, что существует (кроме конгруэнции) также 
другой класс двупараметрического семейства прямых, отображение 
которого в Ра является картановым многообразием. Этот класс ха­
рактеризуется условием

а' = О, а' = с — е — 0.

В этом случае единственная сопряженная сеть картанова многообра­
зия является самосопряженной сетью с уравнением «Հ = 0.

Пересечение соприкасающейся 5-пл ос кост и с 
касательной 6-плоскостью грассманова многообра­
зия. Касательная 6-плоскость грассманова многообразия в точке 12 
определяется точками

(12,13, Й, "15, 23, 24, 25). (3.5)

В общем случае эта плоскость пересекается с соприкасающейся 
о-плоскостыо (2.8) по касательной 2-плоскости (1.6). Размерность пере­
сечения равна трем только при а'—0 (или з = 0) и равна четырем 
только при z = a'=0. Соприкасающаяся 5-плоскость (2.8) не может 
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целиком находиться в шестимерном касательном подпространстве (3.5). 
Таким образом, соприкасающаяся 5-плоскость отображения т? двупа- 
раметрнческого семейства прямых четырехмерного пространства пе­
ресекается с касательной 6-плоскостыо грассманова многообразия в 
общем случае только ио касательной к т2 2-плоскостью (1.6). 
Максимальная размерность этого пересечения равна четырем и со­
ответствует случаю, когда т.. является отображением конгруэнции.

§ 4. Точки и прямые соприкосновения линейчатых 
поверхностей

Каждая тройка прямых в общем расположении пересекается 
единственной четвертой прямой четырехмерного пространства. Следо­
вательно, существует единственная прямая, пересекающая три беско­
нечно близких луча общей линейчатой поверхности четырех мерного 
пространства. Естественно эту прямую назвать прямой соприкосно­
вения, а точку пересечения ее с лучом линейчатой поверхности 
— точкой соприкосновения.

Подсчитывая положение точки соприкосновения линейчатой по­
верхности Власова «Հ- 0. мы заметим, что она совпадает с точкой 

Имея в виду, что все плоскости в конфигурации Власова равно­
правны |2|, будем иметь теорему: Точка соприкосновения каждой 
линейчатой поверхности Власова авупараметрического семейства 
прямых совпадает с фокусом- той же линейчатой поверхности.

Линейчатые поверхности Власова этим свойством не характери­
зуются. Требование, чтобы точка соприкосновения совпала с фокусом 
линейчатой поверхности двупараметрического семейства прямых, при­
водит к дифференциальному уравнению. Следовательно, через каждый 
луч двупзраметрического семейства прямых проходит сю1 линейчатых 
поверхностей, у которых фокусы совпадают с точками соприкосно­
вения.

Прямые соприкосновения всех линейчатых поверхностей, про­
ходящих через данный луч, образуют некоторую линейчатую поверх­
ность, названную здесь линейчатой поверхностью соприкосновения 
двупараметрического семейства.

§ 5. Двойственность

Все полученные результаты, согласно принципу двойственности 
(точка------ гиперплоскость, прямая - -> плоскость) четырехмерного
пространства, можно автоматически повторить для двупараметри­
ческого семейства плоскостей п2 с помощью введения дуального 
репера. Аналитический аппарат при этом остается без изменения.

* Прямая соприкосновения находится в .инволюции* с 12, d 12 (mod Հ1,) и 
(Ր 12(mod <•>?]), из которых получается шесть условии, однозначно определяющих 
эту прямую.
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1) Произвольная точка про­
странства выражается через вер­
шины репера в виде

/И = х1 At.

2) Инфинитезимальные пере­
мещения репера пишутся в виде

где
D«>j = [<о^<о* ’|.

3) Двупараметрическое се­
мейство прямых, описанное лу­
чом Я։Л2. определяется уравне­
ниями
wj = ”>?, = 0, »•)■? = аш.։, io՛. — Յ՜ա'?- 1 к ’ 1

относительно репера первого по­
рядка.

1) Произвольная гиперпло­
скость пространства выражается 
через грани (гиперплоскости) ре­
пера в виде

т — Х: а,
2) Инфинитезимальные пере­

мещения репера пишутся к виде 

где
Ոճք = |Զ'Ճ*|.

3) Двупараметрическое се­
мейство плоскостей, описанное 
плоскостью քշ-յճօ, определяется 
уравнениями
Ճ) = Չ*  = 0, - aQJ, և»:; - յ'ԶՅ

относительно репера первого по­
рядка.

Геометрический смысл такого выбора подвижного репера для 
семейства плоскостей выявляется также по принципу двойствен­

ности. Именно: (I) Фокусы однопараметрических семейств плоскостей 
2? = 0 и ճ]=0 совпадают соответственно с точками (аха.а,ха^) и 
Անճտ®Յճ5): (П) Касательные трехмерные подпространства (см. |3|) се­
мейств $Հ1 = 0 совпадают соответственно с подпространствами
Պ и ոհ, (И!) Фокальные прямые этих семейств в их касательных под­
пространствах (см. [3|) совпадают соответственно с прямыми (а,а2а4) 
и (а։а2а3).

Как известно [2], гиперповерхность Власова третьего порядка 
является геометрическим местом всех прямых, пересекающих четыре 
плоскости в общем расположении. Дуальная „гиперповерхность “ 
Власова третьего класса есть геометрическое место всех плоскостей, 
пересекающих четыре прямые в общем расположении. Так как дву- 
пзраметрическое семейство прямых обладает соприкасающейся поверх­
ностью Власова, то результат, двойственный этому, можно формули­
ровать в виде следующей теоремы: С каждой плоскостью двупа­
раметрического семейства плоскостей связывается единственная 
соприкасающаяся дуальная гиперповерхность Власова, которая со­
держит все плоскости дифференциальной окрестности второго 
порядка данной плоскости семейства.

Пусть плоскость аэа4 является образующей плоскостью, а ребра 
ՊՊՃ> и а.,а4а:—направляющими прямыми для дуальной гиперповерх­
ности Власова. Тогда двупараметрическое семейство плоскостей опре­
делится линейными уравнениями
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2; = օ2Հ 2‘=х'2?. 21 = 0. 21-= 0,

Զ՛ 2аа'24 - £2*  2< - 2яа'2? = £'2< 4 -J 1 л Թ 4r

ձ« 6ԶԼ Да' G'2՝L

Эта система определяет даупараметрическое семейство плоскостей с 
произволом четырех функций от двух аргументов. Следовательно, 
выбор дуального репера не нарушает общности -того семейства. От­
носительно этого репера дуальное (тангенциальное) уравнение ги­
перповерхности Власова запишется в виде

№ -АГ» 0 0 0 0 °
А’4 0 0 0 1 0 0

-А° 0 А'* а 0 -G' -г

0 X1 0 — 1 0 0 0 о
0 0 Л'1 0 а е G
0 ֊%* ХЛ 0 0 -2а’ 0

0 0 А'* 0 0 0 2а

Так как с каждой четверкой направляющих прямых ассоцииру- 
•ется пятак пряма:; и все пять прямых равноправны в дуальной кон­
фигурации Власова, то с каждой плоскостью о© ° семейства связыва­
ются пять с ней пересекающихся прямых Власова и, следовательно, 
пять трехмерных подпространств Власова.

Известно [3|, что с каждым ос1 семейством плоскостей = 
двупараметрического семейства связывается единственное подпростран­
ство ах — ра1։ называемое касательной гиперплоскостью о©1 семейства, 
которое определяется уравнением а> = а/. и обладает тем свойством, 
что фокус х:: семейства плоскостей н этом подпространстве совпа­
дает с фокальной точкой данного семейства плоскостей. Согласно 
этому, пять трехмерных подпространств Власова определяют пять 
однопараметрических семейств плоскостей Власова, проходящих 
через данную плоскость семейства плоскостей.

Соприкасающаяся дуальная гиперквадрика дву­
мерной поверхности пространства R работе |3| была 
доказана теорема: овойственный образ конгруэнции прямых в Ր*  
является многообра исм всех касательных плоскостей некоторой 
двумерной поверхности и наоборот. Следовательно, результаты 
теории конгруэнции в можно перевести по принципу двойствен- 
мости в теорию двумерных поверхностей гою же пространства. В 
п. 3 мы доказали, что с каждым лучом конгруэнции связывается оп­
ределенная соприкасающаяся гиперквадрика (конус) (3.3), которой 
принадлежат все прямые дифференциальной окрестности второго 
порядка. Двойственный результат сформулируется следующим обра­
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зом: с каждой точкой двумерной поверхности пространства Р., 
Связывается определенная соприкасающаяся .гиперквадрика*  с 
уравнением

X3 0 A’ С

о Л'* С А
= 0

0 -zV5 Е 0
.V5 0 0

которой принадлежат все касательные плоскости ыиа'чреренциаль- 
кой окрестности второго порядка данной точки поверхности.

Если вдоль каждой (проходящей через данную точку двумерной 
поверхности) линии взять три бесконечно близкие точки, то три ка- 
сл тельные плоскости и этих точках определяют единственную чегвер- 
тую плоскость, пересекающуюся с каждой из них по прямой. Любо­
пытно. ЧТО эта четвертая п 1<к кость совпадает с соприкасающейся 
плоскостью панной линии. Соприкасающаяся плоскость с донной 
Плоскостью ֊х*  семейства образует и которое трехмерное подпро­
странств^ называемое гиперп.ин ксн тью соприкосновения.

Если конгруэнция принадлежит трехмерном) подпространству, 
то ее действительный образ представляет «г плоскостей, проходя­
щих через фиксированную точку, г. е. в этом случае поверхность 
сжимается в одну точку. Такое семейство плоскостей обладает всеми 
свойствами, двойственными свойствам конгруэнций трехмерного под­
пространства.

.риямскии педагогический институт нм. X. Лбоияна
Институт математики и механики

| - АН Армянской ССР Поступила 26 IV 1961

U. I.*.  Uturasu)k«juiR

«ШФ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՈհՂԽՂՆեՐԻ ЬЧ. ՃՍՐԹՈՒԹՅՈհՆՆեՐՒ 
եՐԿՊԱՐԱմեՏՐԱՆՈ8 ԸՆՏԱնհՔնեՐՒ ՊքՈՅեԿՏՒՀ-ԴՒՖեՐԵՆՑՒԱԼ 

ԵՐԿՐԱՋԱՓՈհԹՅՈՒՆԸ HI՛

Ա էր Փ II Փ II |< tr

|v| աշխոաէու իք րոն մեջ էորվաձ է րաուս լավ. տարածութ[ս.ն տղիղների և 
թլունների րնտանիրի ղծալին ւււեւոււ ք.4ր>ւնր, »•/’/» հնարավորտ fJրոն Լ 

•'ՈԱլիս անղնելու նայն էլեմենտների րոլոր հնարավոր րնաանիրներիուրոլեկ- 
"վսի դիֆերենցի», ք երկրաչափ-է քքլանրւ | ՛է j աշխտատի! լան մեջ տրված է 
նայն տարածու խրսն ուղիղների և հար(J։n(Jլունների երկպարամետրտնոքյ 
րնտանիրների նախնական տհւււս իքրււնրւ

Արւ աչխտտա р լանր ՛հանդիսանա մ Լ |Д|«Д “արա նս»կ,ոիքրսնր և նվիր­
ված Է ուղիղների ևրկպարամեէորանո^ րն ա ան ի րն ե ր ի ավելի րարծր կարղի
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• — =— -=~ -■--—=՜ - . — —■ ■— , т—_ _ւ=___ ___ : — -аж:

դիֆերենցիալ շրջապատի ուսումնասի րա թ լանր։ IIտարված ա րդրսնրնե րը< 
երկվաթլտն սկդրսւնքի համաձայն, կրկնվում են հարի! ա (d լուննհրի երկպսւ- 
րամեարս/նււց ընաանիերի համար:

Աշխատսւթլան մեջ արլ ընտանի րների ահ սա [dրււնր րերվտծ է իննա- 
չափ աարածտ թ լան ղրասմանլան րա րլմաձևա թրսն ենի1 արաt/մաձեա թ{ան­
ների պրո {եկտիվ-դիֆերենցիալ (կետ ալին) ե րկրա չափաի! լանր: Ալս մոտե­
ցումը հնարավորության Լ տալիս Օէլավևլա հանրահաշվական երկրաչափու- 
jdրսն հարաւոււ տե ит,йլունից :
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. Ц. Гкунн

О параметрически возбуждаемых колебаниях 
слоистых анизотропных гибких оболочек

Рассматривается задача о параметрически возбуждаемых коле­
баниях гибких оболочек, составленных из произвольного числа одно­
родных ортотропных слоев. В основу ставится теория слоистых ан­
изотропных оболочек, предложенная С. А. Амбарцумяном |1. 2].

Нелинейная задача о параметрически возбуждаемых колебаниях 
оболочек впервые была поставлена в работе [3] для сферической 
панели. Указывается, что характер установления резонансных коле­
баний оболочек качественно отличается от характера установления 
резонансных колебаний пластинок. Аналогичные задачи для симме­
трично-собранных слоистых анизотропных пологих оболочек двоякой 
постоянной кривизны и пологих оболочек вращения рассмотрены в 
работах |4, 5|, откуда, в частности, получаются задачи для слоистых 
анизотропных прямоугольных и круглых пластинок. Следует отметить, 
что результаты работ [4, 5] приемлемы для весьма пологих оболочек 
только в том случае, когда нелинейность слабая и не может су­
щественно изменить гармонического характера движения.

В работе |7| обстоятельно рассмотрена нелинейная задача пара­
метрически возбуждаемых колебаний пологих оболочек.

Исходя из предположения, что при прогибах, сравнимых с тол­
щиной оболочки, симметричная форма волнообразования нарушается 
|9|, в работе |8] рассматривается задача о параметрически возбуж­
даемых колебаниях замкнутых цилиндрических оболочек, Па основе 
[101 доказывается, что, если /? <Հ 0,8464 А. то возбуждение является 
«жестким- |3| и определяются нижние критические частоты. В слу­
чае же. когда >0.8464/гА. возбуждение является „мягким1* |3], 
т. е. динамический хлопок невозможен. Здесь R радиус, /. — длина 
оболочки, п—число полуволн на окружности.

В работе |11| рассматривается влияние безмоментиых деформа­
ций на области параметрических резонансов. Уравнения, полученные 
8 работе [II] можно использовать для рассмотрения одновременного 
воздействия вынужденных поперечных и параметрически возбуждае­
мых колебаний. Укажем, что работа [II] является обобщением на 
случай оболочек некоторых результатов, полученных в [1’2]. В работе
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|13] показывается, что нелинейно-упругим слоистым пластинкам при­
сущи некоторые особенности, характерные, вообще говоря, для обо­
лочек.

Исследованию задач динамической устойчивост гибких слоистых 
пластинок и оболочек на основе уточненной теории посвящены ра­
боты |14, 15].

Работа (16] посвящена исследованию статической устойчивости 
несимметрично-собранных слоистых ортотропных гибких оболочек.

1. Пусть а и քտ являются криволинейными ортогональными коор­
динатами. совпадающими с линиями кривизны координатной поверх­
ности. Հ-расстояние по нормали отточки (а. ?, 0) до точки (а ;Հ •<).

За координатную поверхность принимается внешняя поверхность 
выпуклой стороны Оболочки.

Считаем, что плоскости упругой симметрии материалов каждого 
слоя перпендикулярны к координатным линиям а. խ *.

Предполагается, что для всего пакета оболочки в целом спра­
ведлива гипотеза недефор.мируе.мых нормалей.

Поступая обычным образом |1, 9], получаем следующие уравне­
ния движения и неразрывности
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01֊ U1U
(Г IV / ()г к՛ у__ ()
ծյ \ длд^ /

Здесь м0, /Лр w2—приведенные массы

1 " 7/(^—Տ/-ւ), 
/-1

=Հ՜՜Տ т;(г/— в/-0- 
/-1

w2=֊-V ^.(^-օԼյ). 
յ-\

(1.7

(1.:
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М<? է-удельный вес у-го слоя, Հ - расстояние у-го слоя от ксо: ди 
нагнои поверхности оболочки.

Для усилий и моментов имеем (1|

Л ֊ Գ։4 +■ ('ւշԿ *’։րն -т- К,-/...
7 2 "•= С12<։ 4՜ ^12Հ1 ՜՜ A'2jX2.
•S’ cw<n 4- AV-

■ (1.10)

где

.4, /Հւ՜^ւ 4՛ - /<nij K;2£?,
;Wa £)։2z։ D-շՀՀշ - А՜; ՜, -г A .2-.2, 

/7 = DM- Кииц

n
^ = 2^(0,.֊^ ,).

H

7\ն= Հ7ճ(^- c'_:).
/֊։

о.
■ I

(Ml)

(М2)

в» ?и- &=g!-՝- <ij3>
^формации срединной поверхности выражаются соотношениями (9]

dv . ,1 /aw\-г2 =----- /г„к՛ - ----- (
</£ ՜ 2 \Ժյ՜ )

ди dv dw dwZV - - •)•  — ՝
ai di di <fi

---- . ■/<, — I Z —   ձ   • 
di- ՜ Ժ32------------------- did'i

(M4)

(M5)

которые удовлетворяют уравнению неразрывности (1.6).
Пренебрегая тангенциальными составляющими сил инерции* и 

представляя усилия 7\, 7. и S посредством функции напряжений сле­
дующим образом

՜ Необходимо отметить, что. вообще говоря, пре небрежение тангенциальными 
состаюяюшимн сил инерции и сохршеннс инерционных членов типа и Հ- 02dt! didt- 
uv t rporo. Эго сделано с целью получения результатоа в замкнутой форме.
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о՜?—֊ — т«з2

Հ/я2

Of2
Q-Wm,----
dt2 (1.16)

Տ (Г- __ •
Ժ»ԺՅ

(при A ֊ } — 0), тождественно удовлетворим первым двум уравне­
ниям .равновесия (1.1) и (1.2). На основании (1.14)-(1.16) из урав­
нений (1 31—(1.6) получим следующую разрешающую систему диффе­
ренциальных уравнений движения

Ժ’<? . , Ղ 0՝^
йп ~ 1 ՜+ («<։՛։ “«։֊■) . . . «;

оа1 dr O f ԺՅ’
. д-w , a2w 

T fii , , . -of dr
a'w

II drOf of

() ° W Q °՝W (PW (Г՝К 
1 dx-ծՐ 'd'fdi' di1 of -О, (1.17)

(«ո ֊ О?,) ֊“' ֊ 2 (0„ - D\. 2DK 2IA) -^՚ (£)., - £>?,) -
ordf df

df ' dr

Л-
di-

- /Հ, — ֊ . i p .. p _ op \ ,9__t____ p d __’•I . . I' iv . ' 2։ ne,) „ , ft Ոճ ^77 — dr dr o f d f

d՞’? 9 օ՝ԼԼլ a z (fw ժ-'с ,

ՕրՕէ

Of ԺտԺՅ

- (Q* — w .) u -r- (m. 
՜ Of Of

Of dr

- Հա։ - k.m.) — •• 
or

е)гк՛ (У гг.՝ 
՛ mi ղ •ar dt‘

d w д2гг՛ 
д(~

0. (118)

где введены следующие обозначения
Գ։ճ„«= —a. 
2 «.= -֊;■ 2 = cncK֊c;. (1.19)

и «ս^՚յշ (^՝.ւ^շշ «ւշ^Հս»
^21 — «շշ^ււ ճ-յ.>'\ г:՝ ^,՚_՚ւ՛ ՜՜ «շշ7Հ «12^22. — 0,-դհ,^,

(1.20)

•Չւ («։։ ~ «ւշ) «•'։• Qj («շշ— «ւշ)^յ.

On ֊ Р„К„ + о?. = Рмк։. - р,.ка,
о,.. D-, - Р.2Ки + Р,Л-12 = Р։1К„ - Р21А-,., Dg, =

Q' ֊ ад - км. Q" = К.М + КМ-

(1.21)

(1.23)
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В системе (1.17), (1.18). заменив Z (а, В, /) выражением [12|

Т?(։. fl, + 3. ОЪ (1-24)

подучим уравнения динамической устойчивости оболочки.
2. Пусть прямоугольная в плане (аХб)оболочка радиально оперта 

по четырем краям. Представив решение системы уравнений (1.17) и 
(1.18) в виде

w(a, 9, Ո =/mn(/) sin 1яа sin

9 (я. 3, /) = Фтй (Osin/.flaslnjxw^ (2.1)

>֊л — «՜/ճ nir.jb,

тождественно удовлетворим граничным условиям.
Применяя к системе уравнений (1.17) и (1.18) вариационный 

метод Бубнова-Галеркнйа, в силу (1.24) и (2.1). для определения 
/пл(^) получим следующее нелинейное дифференциальное уравнение 
с переменными коэффициентами

-/гае '•тп-'тп/тл | 1

Здесь

-ОТ- 7ГМ]/ _а р +₽ р =0.-p’titi J гпп ntnJ тп 1 mnJ тп
(2.2)

ческие значения

S ^тп и> = — -
ПП МтЛ

■րքՈՈ __

•п
-тп &гнп
- Х :• т

(2.3)

цетственно частота собственных поперечных колебаний и крити-
7? и Й при их независимом статическом действии,

16ХлРя, թ,1Հ ч- *ն՜Հ ւ\Հո - (Հ, 4֊ />„, 2^ս)).ՆՀ .
йЛ/ИА.։л 4֊ (й’ео “^j.j) 4֊ Վ>*

(2.4)

7 _ 512 էո ‘ХЛ« __ ___________ 1_____________ _ (^5)
9Мтп а?Ь* ճոՀ - 2дг.) ՝Հ 1Հ 4- а^т '

_ 32 ггйчй,
tmn 'з’Итл з 7*/ПП ’

Հ1Տ,________ QP.; Д- Qz ւՀ

ab 4՜ (#ee 2с/)«) Ад '^т 4՜ ճշշ I1 я»
(2.6)

где

А,. (Ր։։ - - Ձ?ւ)Հ 4֊ 2 (Р։з ֊ О?! 4- (2ОЛЛ - 2О«) ՝Հ Ճ 4 (DK - D?2) 4-
L. 4- 1Հձ - Pnx; - (Ру. 4- Pat - 2P«) Հ IS»- Pg2H4l*. (2 7)

ап'-л 4՜ ---- 2й12) Хн (Х^4՜ ^22

Mmn = rn0 4- (/г։ 4- Ar2) m. 4֊ (Հ 4֊ rf») - (Q').J 4֊ Q" |Հ) -
3 Iboccnix АН, серия фнэ.-ли:. наук, X; 3
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(^ւ՜5 2^*1շ) ք՝Ո '~'П ՜ $‘22 ՚Լ^

Пусть усилия, характеризующие невозмущенное состояние 
изменяются во времени по периодическому закону

Т?= Հօ 4֊ Հր cos 0Հ

Тогда уравнение (22) примет вид
f — if7 4֊ Զ= (1 - 2р cos 0/) / - а/= |- 3/֊’ = 0.

(2.8> 
оболочки

(2.9)

(2.10)
где

Զ: — о>: Ло'/к+Л-7՜’..

р-

\ 7ՀՂ

1 Tur2, + TitT}

(2-Ц)

շ ՂՂ- ЛоЛ~7г07>
(2.12)

Индексы т и п опущены, поскольку уравнение идентично 
форм колебаний.

яля всех

•Уравнение (2.10) представляет собой уравнение параметрически 
возбуждаемых колебаний оболочек.

Из формул (2.3) и (2.8) видно, что третье, слагаемое в (2.8), 
учитывающее инерцию вращения, приводит к уменьшению частоты 
собственных колебаний; второе, четвертое и пятое слагаемые, в зави­
симости от степени пологости оболочки, могут привести как к умень­
шению, так и к увеличению частоты собственных колебаний.

Второй член в уравнениях (2.2) или (2.10) в некоторой степени 
(т. к. в первых двух уравнениях движения учитываются лишь те 
инерционные члены, которые возникаю:՛ от нормального перемеще­
ния w) характеризует нелинейную инерционность системы.

Решения уравнения (2-10) ищем в виде
չր
2

0/
2 (2.13)

соответственно для нижней и верхней границ главной области не­
устойчивости [12]

0’^42=(1 + И)- (2.14)
Подставив (2.13) в уравнение (2.10) и пренебрегая влиянием 

высших гармоник, получим
02 а--т- 1 =0,

֊Լ(0շ
յՐ

2а — Ь2 г2 -0.
(2-15)

4 1
Принимая /0^А» из системы уравнений (2.15) получим

J 
за г Л ± 1/ (О2— 6; Հ-8Ձ2 (0*-6?) J- (2.16)
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где

I л-з7('-’։Х’-Т’)-22' вет
Здесь возможны следующие случаи

Л<0. Д>0, /1 = 0. (2.18)

В первом случае для имеем только одно положительное зна­
чение й характер установления резонансных колебаний качественно 
не будет отличаться от случая симметрично-собранной слоистой ор­
тотропной пластинки

В случае же Д > 0 обнаруживается явление динамического хлопка 
оболочки — после входа оболочки в резонанс наблюдается падение 
частоты до некоторого нижнего критического значения 0>. которое 
определяется из уравнения

(0;-о;4 Л)’ 8"- (0»-о;) = о.

Условие Д =0 занимает предельное положение и определяет 
значения параметрон оболочки, при которых динамический хлопок 
невозможен.

Рассматривая формулы (2.4) и (2.17). замечаем, что. в отличие 
от симметрично-собранных пластинок, здесь, в случае пластинки, 
’*0,-[т*=0. В этом случае, при определенном расположении слоев 
пластинки, возможно выполнение условия Л > 0, что .может привести 
к хлопку пластинки, а, следовательно, возникнет необходимость опре­
деления нижних критических частот параметрического резонанса пла­
стинок. В случае оболочек возможно обратное явление, т. е. при 
определенном расположении слоев оболочки возможно уменьшение 
склонности оболочки к хлопку.
Институт математики н механики

I АН Армянской ССР Поступила 27 I 1962

Վ. 3« Ч-fim նի

ՍեՐՏԱՎՈՐ ՍւՆՒՋՈՏՐՈՊ ՃԿՈՒՆ ЯИШЪЯЪЬРЬ 
ՊԱՐԱՄեՏՐԱԿսՆ ԳՐԳՌՈՒՍՆԱԴ ՄՍԼՍհՆ

Ա 1Г Փ П Փ II I» IT

ՀոդվԱ1ձա,էք դի ւոարկւիււ J Լ շերտավոր անի դո տր ո му ճկուն ի/ա դանթներքւ 
ւդարսլմևտրական դրդոու Ifiibրի խնդիրրւ

Տաշւքփաք են կա Հունացված ա ա ու ան ո ctfli և րի ամ муу իտու դնե րր ւոնկա հո։ - 

imf/րսն ւոիրույթներում:
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Ապացուցվում Լ, որ իք ա ղան իք ի շերտերի ո րո՞ակի ղ աո ա վ որ վ ած ա իք լան 
դեո^քում հաճւոխուկտնու իք լան իջեցում, իքաղսւնթր ոե դոնունսի մեջ րնկնեքա д 
հետո, տեղի չունի։ Ապացուցվում /; նաև, որ հաճա ի։ ական ա ի1 լան ալղպիոի 
անկում կարող է տեղի ունենաք ո< սիմետրիկ ՛սովս։ բուծ ոտքերի պարւոմե» 
տրական տտատնո։ մոերա մւ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. С Космодамнанскнй

Кручение и изгиб поперечной силой ортотропных 
стержней с полостями

Задача о кручении и изгибе поперечной силой эллиптических 
или круговых стержней с эллиптическими или круговыми полостями 
приводится, как известно, к аналогичным задачам для изотропных 
стержней с полостями, поперечные сечения которых получаются из 
залзнийх путем аффинного преобразования |1|.

Для случая кручения эллиптического изотропного стержня, 
ослабленного одной эллиптической полостью. ,1.. И. Шерман получил 
интегральное уравнение Фредгольма, решение которого привело к 
эффективному построению искомого решения [2].

Учитывая результаты указанной работы Д. И. Шермана, мы 
Строим приближенное решение задачи о напряженном состоянии орто­
тропного стержня, ослабленного несколькими полостями, при его 
кручений и изгибе поперечной силой. Эта приближенность получается 
за счет неточного удовлетворения граничных условий. Погрешность 
полученных решении выяснена путем вычисления напряжений в от­
дельных точках контуров, где напряжен ия заданы.

1. Рассмотрим эллиптический ортотропный стержень с (л— 1) 
глиптическими полостями. В поперечном сечении стержня полуоси 
внешнего эллипса равны а и Ь, а полуоси внутренних—ak и ծ,. 
1* 1,2, ..,л —1). Расстояния от центра внешнего эллипса до центров 
внутренних эллипсов равны /*. Контур внешнего эллипса обозначим 
через L. а внутренних- через А* (фиг. 1).

Стержень закручивается моментами .VI
Задача о напряженном состоянии такого стержня сводится к оп­

ределению функции напряжений ф, удовлетворяющей уравнению 
ОН, стр. 149).

(Ft / 1 I \
(||)

При этом на контурах поперечного сечения стержня ф = Ск. где С\ 
постоянные, разные на разных контурах.

Угол закручивания » определяется из уравнения
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Здесь интегрирование ведется по площади поперечного сечен 
стержня.

Определив функцию О, неравные нулю напряжения 
формулам

v-« ду
Ժ0
дх '

Внедем новые переменные

•'•1 — Х<

В этих переменных уравнение (1.1) примет вид

дх <Vj

շ.
= ֊26՝Л

Отсюда видно, что задача о кручении ортотропного стержн 
приводится к задаче кручения изотропного стержня, поперечное се

Фиг. 1.

пение которого получилось из заданного 
путем аффинного преобразования (1.4). 
В частности, стержень эллиптически 
(или круговой) в преобразованной об­
ласти также будет эллиптическим. При 
этом в его поперечном сечении горн 
зонтальная ось останется без изменения, 
а вертикальная увеличится или умень­
шится в зависимости от значения коэф­
фициента 3. характеризующего аниз 
тропию рассматриваемого стержня.

После определения в преобразованной области функции б(л'р у։) 
напряжения следует находить по формулам

д'Ь
՝

ժձ
՜ Ժ՜Հ

Для определения жесткости ортотропного стержня имеем урав­
нение

1 = М-

В преобразованной области напряжения и ту։.։ 
через функцию ՝'; (хг у,)

<Ъ’։ * ‘

Из (1.6) и (I 8) следует, что

3G# Ն.:. = Գ4.

(1.3

(1.4

(1.5

выражаются

найдем к

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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Подставим, далее, (1.4) и (1.9) в уравнение (1.7). Получим

В у ( ( А-1 Урх,.-,) fZxi<Vl ~ М‘

Отсюда найдем

Գ* . D = [ j УЛ,,.-,) rf*»<vr

(1.10)

(1.11)

Здесь D - жесткость изотропного стержня, поперечное сечение кото­
рого получается путем применения соотношений (1.4).

Сначала мы решим задачу о кручении изотропного стержня, 
используя теорию Н. И. Мусхелишвили ([3], стр. 518). а затем по 
формулам

= 22;И ՜ = М ֊’՝•՛■ /У ’՝>•■*՛ 'у:< D U-V։՜՛ (М2)

найдем напряжения, возникающие в ортотропном стержне.
Задача о напряженном состоянии изотропного эллиптического 

стержня с (п — 1) эллиптическими полостями приводится к опреде­
лению функции комплексного переменного F(z), регулярной в об­
ласти поперечного сечения стержня. Эта функция определяется из

ицих граничных условий (|3|, стр. 524)

/’(О- / (/) = itt -Ст, (1.13)

где է аффикс точки на одном из контуров поперечного сечения 
стержня, а Ст — постоянные (w ֊ п 1).

Функцию F (?.) можно представить и виде |2|

ОС 11 <Х /1
Р(г} 5! <։*₽* (։)+Я 55 ——=£5 г-u-or (1-14)

Здесь ak и Ьтр—постоянные коэффициенты, Рь(г) полиномы Фабера 
для области внешнего эллипса, расстояния от центра внешнего 
.-л.’.нпси до центров внутренних, а функция ' связана с z следующей 
неявной зависимостью

(1.15)

। :՛: /?я и тг;—постоянные, характеризующие размеры внутренних 
эллипсов и их взаимное расположение.

Как и в работе (4|, будем искать приближенное решение постав­
ленной задачи в виде

» г: »
5(2)= 2 у

fe-0 т 1р —1

Ьтр
Ur (1.16)
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При рассмотрении граничного условия па контуре // введем 
преобразование 

а на контурах Lm

t г ռ ( nlm \ а„, 4՜ <*т —+ Ջ„=֊^֊շ֊—• £j=-. (1.18)

Здесь з — е1'1 (0 - полярный угол).
Учитывая преобразования (1.17) и (1.18), граничным условиям 

можно придать следующий вид

/(о) = Л К (с)| - ЛЩо)| -it (о)7(з)- Ст 0. (1.19)

Потребуем, чтобы функция /(о) была ортогональна к первым п 
функциям з ՜ (п о. 1. 2.--.). которые представляют из себя полную 
систему функций на контуре единичного круга у, где определена пе­
ременная а. Таким путем мы при приближенном удовлетворении гра­
ничных условий, как и в работе |5|. применяем основную идею ме­
тода Б у б и о в а ■ Г а л е р к и и а.

Тогда для определения искомых постоянных получим следую­
щие соотношения

ք|Խ)||-//(?)/(з) ՞ԺՅ 0. (1.20)

При внесении в формулы (1.20) выра­
жений / [^('з)| следует воспользоваться вы­
ражением (1.։6) и преобразованиями (1.17) 
или (1.1 ) в зависимости от того, для какого 
контура мы рассматриваем граничное условие.

2. В качестве примера рассмотрим круг­
лый ортотропный стержень с двумя круго­

выми полостями (фиг. 2).
Для решения задачи о кручении такого 

стержня необходимо рассмотреть, как это 
следует из п. 1. изотропный стержень, попе­
речное сечение которого будет являться эл-

տ липсом с двумя эллиптическими отверстиями
Фиг. 2. (фиг. 3).

Следует подчеркнуть, что задача о кручении ортотропного эл- 
литического стержня с эллиптическими полостями также приводится
к рассмотрению изотропного эллиптического стержня с эллиптически­
ми же полостями. Новых трудностей в этой задаче не появляется.

Для рассматриваемого стержня функция /՛՝ (г) примет вид (4]
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_1
)1‘ г

(2.1) 
Для сплошного стержня точное решение задачи о кручении 

эпического стержня получается, если положить

/■■(г) = <Х^=-Ь -?£)■ !2 2)

Поэтому при решении аналогичной задачи для стержня с полостями в 
1-ом приближении в выражении (1.16) естественно принять v = 2. 
Тогда

■ + “'-| 1ч(։-ВД' +'К<«+<;>!•(■ |гЛ

------При рассмотрении граничных условий
>0 на /Հ мы воспользовались представлением

* ւ-՜у функции 1՚[ն(շ — /')|Л в виде

ւ/1Կ(* + Ո1* = S-W^֊֊O, (2.4)
Б у т=1

։|>нг- где РтЬ—полиномы Фабера для эллипса 1.\.
•ициенты определяются по формуле ([6], стр. 422)

^тЬ ~ 2тЦУ З'л-т« ՛ (2.5)

т
Здесь учтено преобразование (1.18).

При рассмотрении же граничных условий на L функции 1,Հ։ и 1 ... 
складывались в ряды Лорана.

После проведения указанных разложений и интегрирования, со- 
ношенкя (1.20) приведутся к алгебраической системе вида

/ձ R֊
Հ (1 + «•-) + 2/ -i 1>\ ֊■֊ 2 />-г = R-m,

I 1 5 < (2'6>
/ 1 \ R- R-m,

Во втором приближении в выражении (1.16) примем v 4. Тогда 
гебраическая система для определения искомых постоянных будет
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R R2
<Հ (1 т ms) 4- 21 b\ 2 = Rsm,

Հ(1 յ.Հո^)4.շ/-^; /,;jR4-W1(3R?-R2) mR֊\ +

R՝ RI R*
т 21Հ Հ, |3/= + 2m. (/?•- R֊’)| 6/ ֊Հ։ Հ 4- 2 R\ b\ = 0.

֊1 ՜թէ a՝2 ՜է b\ ( "Pj Al՜) -t-412^-՜ +

+ Հ^։ (4PR, ■ l2m1R;-Sm/?,/?։) = //?11

/?;/«’■(< - 4m<) 4-2 ֊;֊ RI (3/։ + 2m։Rf) - 4Ո»;

/ 1 \ R}m.^?\ "I՜ ) ՜1 ZW?։ = । m2 ’

R?՛ / I \R՛’ ճ| ՜*՜ z^32/?2 ՜է ( J _ мз 'bay H՜ ^з-Aj= ^’

R’ / 1 \
յՀ\ (1A I -'Լ-յծ? -- ծ՝ լ լ [ I .։lu ) =։(),

Определение коэффициентов, не влияющих на напряженное со­
стояние стержня, мы здесь не приводим.

Для определения жесткости стержня воспользуемся формулой 
Н. И. Мусхелншвилн ([3], стр. 529)

D = ?(J+D0), (2.8)
где
յ՜= 4?1 ս>2(3)։»(3)</<"(-’). ^օ՜ : /՝(«)] ^ («(’) «»(«) !•

(2.9)
После некоторых преобразований в I-om приближении будем 

иметь

J=T2 R‘(l ֊ ^) —n|2?iRf(l-m?)4֊^(l֊/n{)|, (2.10)
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В рассмотренных нами примерах жесткость во 2-ом приближении 
незначительно отличается от жесткости, полученной в 1-ом прибли­
жении. Поэтому выражения для жесткости во 2-ом приближении 
мы здесь не приводим.

Вычисления для напряжений в наиболее интересных точках по­

перечного сечения стержня были проведены для £ = I и Й = ֊ •

15когда I'Ja — . /'•(/։ —1.5. Для этихԺ.0 ‘
девы значения постоянных a'j и Ь'. а в
женин т - » - Вычисления длял • ւ •’•ւ **• I
проведены на основании формул (1.12), 

случаев в таблице I приве-

таблице 2—значения нанря- 
напряжений и были

где (|3|. стр. 525)

(2-11)

а напряжения т7.։ определяются через напряжения т и հ

Таблица I
cos ՜’՜ Tv.- ,cos (ЛУ)- (2՝12)

s Прибли­
жения

Коэффициенты

°Ջ Հ •• b\ }j:i

. 1
•2

l-oe 
2-ое

1.880
1.876 0 

0.052
0,623 
0,635

0.030
0.027

0 
—0.006

0 
0.001

1 1-ое 
2-ое

-0,365
—0,368

0 
-0.072

1.436
1.4-13

0.080
0.086

о 
-0.013

0 
0.006

Таблица 2

Прибли­
жения

Точки
Ի попрчж.

- к Е Л С D /И В

loo-у. 1-ое 1.423 0.106 0,010 0.758 2.879 1,994 1,198 0
А1 2-ое 1.421 0.136 -0.001 0.785 2.829 1.858 1,236 О

1 100:1Հ. 1-ое 0 0,115 -0,404 -0.769 0 0 -1.202 -1,478
-• Л! 2-ос 0 0,134 -0.410 -0.785 0 0 -1.239 — 1.437

Ж,, 1-ос 0 0.007 0,010 -0.008 (1 0 -0,003 0
Л! 2-ое 0 (Է001 -0,001 0.0002 0 0 -0,002 0

1-ое 0.713 0,369 0.020 1.038 2,022
2,038

1.961 1.185 0
Л1 2-ое 0.682 0,398 -0.004 1,053 2,002 1.157 0

1 1-ое 0 0,384 -0,340 —1,059 0 0 -1,170 —i;s3b
Л! 2-ое 0 0.391 -0.339 -1.050 0 0 -1.147 -1.569

l(Xhn.п. ։ 1-00 0 - 0.008 0.020 -0.015
0.002

о 0 0,011 0
Л1 2-ое 0 0.004 -0.004 0 0 0.007 °
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Значения . вычисленные в выбранных нами точках, позволяют 
оценить погрешность в удовлетворении граничных условий. Из та­
блицы 2 видно, что значения тя, . вычисленные во втором приближе­
нии, составляют менее 0.5% от .максимального напряжения, возникаю­
щего в стержне. Это говорит о высокой точности полученного ре­
шения. Сравнение напряжений, вычисленных в 1-ом и 2-ом прибли­
жениях, позволяет оценить быстроту сходимости примененного ме­
тода. Это сравнение показывает, что уже 1-ое приближение приво­
дит к достаточно точным 

Для эллиптического
результатам.
изотропного стержня с твумя эллиптически

ми полостями. (1 а1 пкогда . - , = 2,
ծ Ь,

напряжения ' . и можно УЧ -'-I
найти путем использования таблицы 2. Для гои цели нужно значе­
ния напряжений . приведенные в таблице 2 для —-i-. умножить 

на 2, а т на 4.Л-1
Таблица 2 устанавливает также влияние анизотропии на концен­

трацию напряжений в рассматриваемом стержне. Известно, что на­
пряжения в сплошном анизотропном стержне получаются такими же. 
как и в изотропном стержне той же формы (|1|, стр. 153). В стержне
же с полостями анизотропия заметно влияет на напряженное состояние. 

В изотропном эллиптическом стержне с двумя эллиптическими
пол остя м и к о н це нтрацн я напряжений получается примерно такой же.

как и в сплошном стержне. Здесь при­
менение полостей при уменьшении веса 
стержня не вносит заметного увеличе­
ния концентрации напряжений.

3. Пусть эллиптический ортотроп­
ный стержень С шумя эллиптическими 
полостями (фиг. 3) или круглый стер­
жень с двумя круговыми полостями 
(фиг. 4) изгибается силой Р.

Задача о напряженном состоянии 
такого стержня приводится к опреде­
лению функции напряжений փ։. удов­
летворяющей уравнению ([1], стр. 219)

tl-w ->’•> -г «V, ։ < = — , Պյ* — 20 4- а., --г՜■— —֊ (3.144 dx~ 5 dy3 J * ” dx о у
и граничным условиям

■ւՀ՝՚> -i- հ,- (3.2)

Здесь Tj и частное решение уравнения
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а <Հ-постоянные.

!
~ Напряжения, возникающие в стержне, представляются в виде 

л Р3r^3v=>y=0- 3,.=-֊ J ^У,

(3.4)
է -^Lj- - e_^»

- ду ՜* ~ дх ‘3’

В работе (I] показано, что функция напряжении փ։ может быть 
выражена через функцию обобщенного комплексного переменного z3

6։-2Re^(?,)l 4-%. (3.5)

где ֊֊частное решение уравнения (3.1).

г։ = л4-|3у, (3.6)

Функция Փյ(Հյ) определяется из граничных условии на контурах 
отверстий поперечного сечения стержня

տ
2Re [Фа(с3)| = ст - % |- j* (t.dx -4dy). (3.7)

о

После определения функции փ։ касательные напряжения опре­
деляются по формулам

Н -.Х!> = 2Re [։?ф; (г,)] - + ն.

(3.8)
■ s„=-2Re[0;wi֊^- + v

Примем

tx = 0, -2 = ~ у2. (3.9)

В рассматриваемом случае, в силу геометрической и силовой 
симметрии крутка Ո равна нулю. Эго позволяет частное решение (3.1) 
представить в виде

Ր а’^=“ к5- ’̂3- (31°)
•' “55

Граничное условие (3.7) примет вид

2Ке[Ф,(-։)| = с'« + 4- ayxr^֊\rdx- (3Ա)
J “55 J
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Касательные напряжения определятся формулами

,-2Re [,Ж (?,)]-?£ “-I’-xy. 
•' “as

Р / а \֊ - 2Re [Ф, (ZJI + эт / (։ + 2 ■
\ '*55 /

(я.12|

Функция Փյ(2յ) определена и области, изображенной на фиг* 3. 
Эта область получается из поперечного сечения рассматриваемой 
стержня путем аффинного преобразования (1.4) таким же образом 
как и в задаче о кручении такого же стержня.

В данном случае функцию Ф,(г։) можно представить в виде |7

ф, w ֊ ճ+$», [—' I.
Ճ \ •*' .*7, *1 к,[с,(». + /;)1‘1

(3.13;
Здесь С. Հ и ч5 связаны с гл следующими зависимостями

2յ ф । ՀԼ), ,а .ն и; -/?Հ

(3.14>

m «.“-fTF'Л = Т<1+^' = с
Для сплошного стержня точное решение задачи об изги1 

стержня поперечной силой получится, если принять

ф. fe) = <։. Ք) + «> ( С’ + ֊^) • (3-15)1

Поэтому при рассмотрении стержня с полостями мы в 1-ом 
приближении для функции Ф3(г3) примем выражение

Поступая таким же образом, как и в задаче о кручении стержня, 
лля определения постоянных а и мы получим алгебраическу։ 
систему вида

«։(1 4-m) | 2 ծ, = ֊£ yd+ "■)(! ֊"O'֊ (֊֊^ + 

op К2
«,(14- 4- b,^' (Ր - mR' + m,JP) + 4ft:/ Ւ 2b, =
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R R / 1 \
-п (Պ ֊ Зетц3) 4- За3 -hJ- (Z։ 4- /л։Я;) 4- ծ, ( . - }- Л։։) - b..An 4-

/х \ ։ ՜ր՜ '**1 /

Р л / аи 3 \՚ +^=֊4Լ(1-'ո’)4^-+2յԺ՛

№ ( i . \
3«? -кг 4՜ Мм ь ծ. ( — Л22) 4- ծ3423 —/\ \ I -у- Z/Zj /

8J 1
/я, (3.17)

Ւ т]
Պյ. _|_ 1
<?4.յ ’ 6[1г ,

Решение этой системы

мн провели для случая.

и определение касательных
1

когда aulau յ()-» с =

напряжений 
1=1.5. 
«1

1\ 1,5
u = 3j 2 ’

Вычисления напряжений в 1-ом приближении показали, что гра­
ничные условия достаточно хорошо удовлетворяются на внутренних 
контурах н значительно хуже на внешнем контуре. Поэтому во 2-ом 
приближении мы приняли

1 
г-։(г3֊/;)|е

(-1Г1 I
Խ*3 + /։)1* 1

(3.18)

В таблице 3 для этих двух приближений приведены значения 
постоянных ак и 1>к, а в таблице 4—значения для напряжений в тех 
же точках, что и в задаче о кручении стержня.

Таб лица X

1 Прибли­
жения

Коэффициент ы

ճյ flj bl бг

1 1-ое 7,125 —0,734 0 -2.791 0,188 -0,016
• 2-ое 7,135 -0,733 ֊0.122 -2.815 0,181 ֊0,011

1 1-ое 9.052 -0.092 0 -2,711 0,154 -0,043
2-ос 9,054 —0,092 0.0-17 -2,714 0,151 -0,045
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Таблице <
A ր E 1 о ч к и
с. =a ո

П
ри

 
ж

е О .4 К £ Լ С D В

J 1-ое -11,38 20,076 -3.276 -0,007 -3,414 -14,595 —4,340 -1,671 О.՛»}
P ՜ V*, 2-ое -11.37 20,037 ֊3.321 -Ս.005 - 3,480 -1-1.693 —3.674 -2.092 0.11»

1 J 1-ое 0 0 3.291 0,721 3,268 0 0 1.860 0
շ !> 2-ос 0 0 -3.334 0.685 3,480 0 0 1.935 0

յ_ - 1-ое 0 0,011 -0,007 ֊0,103 0 0 0.133 -n.-Jhl
P /J-| 2-ое 0 0.0 -0,005 0,0003 0 0 -0,111 (1,111

յ — 1-ое —10,460 -12,<Н5 -5.087 0,037 -5,461 -10,503 -6,531 ֊2,300 o.ia
P 2-ое ֊10.464 -12,923 -5.083 -0,038 -5.450 -10.570 -6,671 2,300 и. ел

1 յ • 1 -ое 0 0 -5.160 1,300 5.485 0 0 2,143 о
1> ■V.-, 2-ос 0 0 -5.171 1,28! 5.475 и 0 2,276 0

J 1-ое 0 0.052 -0,037 0,017 0 0 -0.111 0.10
P Л.-, 2-ое 0 0,062 -0.038 0,018 ° 0 -0,017 -0.02?

Здесь наибольшая погрешность з граничных условиях во 2-ом прибли­
жении не превышает 0,5%.

Таблица 4 позволяет установить сильное влияние анизотропий 
для стержня с полостями, в то время как для сплошного стержня 
это влияние незначительно (|1|, стр. 226).

Саратовский Государственный университет
нм. И. Г. Чернышевского Поступила 25 1 1962

Ս.. Ս. Կւււէւքււ^ււււ(*իւււհււ1{|>

ՒՈՌՈՋՆեՐ ՈՒՆեՑՈՊ ՕՐ^ՈՏՐՈՊ ՋՈԱՐՒ ՈԼՈՐՈհՄՆ 
ՈՒ ԾՌՈՒՄԸ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՈՒԺՈՎ

Ա Ս' <1> 0 Փ II Ի Մ

զոդվածում տրված / մի րանի իւոոո}նե րով ու/Ш րված օրթոսւրււպ
ձողերի' լա լեւսկան ուժով ոլորման ու ծոման իէնղրի մոտավոր լուծտմրւ 
Եդրալին պա լմաններին բավարարելիս օդաադործվել է Р արն ով-^եա լերկին 
մեիքոդր:

Ու ոոէ մնաոիրված Լ՝ ան ի դո տ ր ոոլիալի ա ղդե րյու ի) լան ր դիտարկված ձողեր 
լարուն վիճակի վրա:
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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

М. А. Задспи

О течении пластически неоднородного материала 
через сходящийся канал

Равновесие идеально-пластической массы, сжатой между двумя 
нагонными жесткими плитами, впервые рассмотрено А. Надан |’. ]. 
Нз основании результатов А Падай по жестко-пластической схеме 
Р. Хилл |2| определил характер течения пластического материала по 
сходящемуся каналу. Такая задача в случае упрочнения материала, 
а также аналогичная осесимметричная задача, исследованы В. В. Со­
коловским |3).

ассмотрим задачу о течении идеально-пластической неоднород- 
I noi‘f массы через сходящийся длинный канал, стенки которого—жест­

кие, шероховатые плиты, наклоненные друг к другу под углом 2а 
к |фнг. 1). Характер неоднородности материала принимаем по стелен- 
I ному закону, т. е. вместо пластической постоянной полагаем kr՛. 
I где k и —заданные параметры. По аналогии с вышеупомянутыми 

работами, касательные напряжения на поверхностях контактов прини­
маем равным mkr'. Параметр т меняется от нуля до единицы в за- 

I еи'симости от степени шероховатости плит. Для идеально шерохова- 
■ тнх плит т = 1.
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Уравнения равновесия и условие пластичности запишутся в виде
Ժյ, 1 (Г;. Ն~ ’• — 4----—----------լ =0,
dr г (ft г

(2)

Компоненты напряжения ищем в виде

аг=Л’(г) 2ЛС|1пг— - ... շ( 1 -/=(<!) I. (3)
\ *■ / л

□։ = Л-(г)-24сфпг—у) է՛ր՛ . . . ,Ц ՛) -1 ՜
• -’ll Ml 1 ri'OI. (4) f.

՝и -*<“/(8), (5)
где

Е {- 2Ck I r՜՝Inr---- при A =* 0.
E(r) = 1 t.

Е при X = 0,

/(6) неизвестна функция от О, С = 1 - /'(0), Л՜ —произвольная

постоянная.
Выражения компонентов напряжения (3)—(5) будут тождественно 

удовлетворять уравнению равновесия (1) и условию пластичности (2), 
еслн/(0) определить из дифференциального уравнения

| (6) - 2 (1 - ).) / (6) Հ (6) - Ճ (2 4- М) 1 -р(0) / (0) = 0.
(6)

Из условий, поставленных на поверхностях контактов, к случае те­
чения, симметричного относительно оси 0 = 0, будем иметь

/(0)=0, /(х) = /л. (7)
Введя новую неизвестную функцию

/-'V՛ -to՝ 

о
из (б) получим

dW ՀԱ/|| 2(1+>.)Г-Н42. /.) J
If ■ I֊Ր

Отсюда
SW(U7)-r I -P\ (JO)

где В — постоянная интегрирования, а
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Из (10) и (12) следует, что при л(2 -Ь а) = О имеем

//(IV') =

U7 при Х(2 4-/.) = О.

[2- а 4֊ а (2 -|֊ >.) Ա7

(11)
1+А
՜2՜

1 -4-2(1 4՜ А) W
Г

1 1+2(1 ,.(2 4-Х) Ա7Ճ X 4-/-(2 4 X) №
при >. (2 /.) --feO. (12)

Соотношения (8) и (13) определяют искомую функцию /(0). В 
частном случае, когда ). = -!, имеем

/=! ւ------------- ___________1 1 4-2(1 4-Х) 117-7.(2-t-д) W’2
2_4 а ; А (2 4- А) Г 1

А-1 д(2-|-А) Ա7
(13)

W = нли (dL\ ।. рв1+/д (14)
V 1 + Bs-/։ \& )

откуда, интегрированием и использованием граничных условий (7), 
получим

sin 6; (0) _ т------
sin а

(15)

Когда л (2 >.) = 0, из (10) и (11) определяем

1 1 при а=0, (16)

Г= В-21 !֊/••
1 1 _ ր

---- - при / ֊ 2. (17) 
Д+21 1 г-

Подставив значения U” из (17) в (8), обозначив Я = 24 и проинтегри 
ровав, получим

24

20 = arc sin/ —
I 4 й—1

-===?-Аг th 1
I ւ - /Г- I

» 4-1-1
4 > 1, 

(181

()<А Cl.

* 1 л ֊ 1 arc tgl - ---- -

Используя второе условие (7), для значения неизвестной постояв 
ной 4 находим

За = arc sin т —

Для идеально шероховатых плит уравнение (19) запишется в виде
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А 'г 4 — 1
- —=• arctg I ճ—т—• Д>1,

. = (20)
4 < . _  д

----4=-- Ar th I ֊ 1-----—, О Հ /А Հ1.
)/ 1 - Аг | 14֊ .4

По этим формулам на фиг. 2 построен график зависимости а от

А. Отметим, что при а — (А =0)

/(б) = sin 26, (21)

В частном случае, для однородного материала, т. е. при Х = 0. 
из (16) п (S) получим

2(l = -arcS1n/+F^r։rC!g|. ճճ_Լ| >րւ_ե1^£;. (23) 

где .4 > 1 определяется из соотношений

г» . 2^4 , । .4 4- 1 1 1 — V 1 — niz .Ռ2а== — arc sin т ===.= arctg|  --------1 ——• (24)
V 4=֊ [ » Л-1» 1 р 1 ֊ т-

В соотношениях (23) и (24) обозначив/ —sin 2^ и приняв т = \, 
получим решение А. Надан |lj

-—Г_.Д=.... arctg( I -------—tgy\
։ j/C-P-l 41 /1-1 * J

.4 Հ .4 - 1
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Далее, переходя к пределу л —■ О и изпользуя дифференциаль­
ное уравнение (6). из выражений (3)—(5) легко получить формулы 
напряжений тля однородного материала. Гак, разделив все члены 
уравнения (G) на | 1 —/-л проинтегрировав от нуля до 0. получим 

п
Հ (0) 2( 1 >.) V !֊/»(») - 2С - 2/. + / (2 >.) | /0) л.

о
Отсюда

iim т 2(1'1 —2С = շ + շе тМ։
>••-։> л. J

о

lira /т-Ц-1 Г(?) ас = 2 _ շ v [ _ք (0) + շ Ր z (#) d, 
'• J и

Но

2 J /. 0 (0) ՃԿ - 2 J sin 2փմ0 ֊ cos 2? 4- C In (С — cos 2Շ).

Тогда из (3)—(5) будем иметь

(з .1k) — D — CJn г — ֊' cos 2 'j— ■- С In (С cos2'b), 
՝ Г Q <յ • ։/

= Ճ) — С In г —i- cos 2?---- i-C hi (С — cos 2ձ),

(•лб/^5) .о~ sin = const, С = const.
Эти формулы получены Падай.
Полагая, что нз некоторой поверхности ՛՛ R внешнее давление 

13йестно 2р(^), можем написать

о
cos р (0) cos (jd(t P.

0
(25)

Из (3) и (25) при /.доопределяем

Е=
Sina

kR‘
/.sin а

։(i i֊/’(&)cosМ/ |.(26) 

0
,?< cos a ՚

о
Уравнениями линяй скольжения для рассматриваемой задачи будут

г ехр 1 ±/(0)
1 +/со

const (—а<-6 < а). (27)

Исходя из предположения несжимаемости и условий совпадения 
равных осей напряжения и скорости деформации



56 ' М. А. Задоян
Г" ------ ' 1 - ■ ■ - —— ■ ---■-М - .

. X e Q —Դ __ Դ — со
ժր ր՜ ֊ . 2:.

аналогично |2| находим

a=4r12) . g(9)«g(0)exp շք -
ր .ill -/=(«)

о

В случае /• - — 1 и т -- sin а из (15) имеем 
/(O) = sinO.

(28)

(29)

(30)

Тогда выражения компонентов напряжений будут иметь простой 
вид

в = Е Ч- —• cos 0, з. = 2: + — cos О, 
г г

sin о, 
г

Е = Р - 'ձ-
sin a 2R

COS а փ а

Sin s

Уравнения линий скольжения имеют вил 

г (1 4- sin 0) 1 = const. О < 0 •< а,

г(1 — slnO) ՜ ' = const, — а<0<0.

Характер течения определяется выражением 

£(&) = g(0)cos։0.

(31)

(32)

(33)

Аналогичным образом можно рассматривать задачу о расходя­
щемся канале. Для этого случая следует поменять направление ка­
сательных напряжений на контактных поверхностях и изменить знаки 
перед квадратными корнями в выражениях (3)—(4).

Институт математики и механики 
АН Лр,минской ССР Поступила 21 XII1961

U*. 15.. fttuqnjiufi

ՊԼԱՍՏԽԿՈՐեՆ ԱՆՃԱՄԱՍեՌ ՆՅՈհԹՒ ՃՈՍՔԸ 
ՍԼՍՏՒՃԱՆԱՐՍւՐ ՍՂԱՑՈՂ ԿԱՆԱԼՈՒՄ

Ա Ս Փ II Փ II Ի Մ

երկու կոշտ, միմլանց նկտտմ ամ ր թեր, սալերի ուտունj>m մ fit} ևալական֊ 
սրտւ/ւսիկակուն tjանդված(է հավասարակշռութՀՈ&ր առաջին անզամ rn unitilnu֊ 

սիրել Լ I/,. հադաին ! /1."
//'. ՀիքԼք1 [2| օդսւվհլուք ա րլ արդ/ուն րներիէլ որոշել է նլաթի հոռրի 

րնոպթր նեղացող կանալում (ղծ. ՜1)ւ
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’/.« Ս ոկոլովոկին [ 3; ու uni մնա и իրն / է; ա /դ ( ին չպե и նաև աոանցքա֊
ևտքէիկ) խնդիրր նյութի ամրապնդ ման դեպքում:

Ս.լս հոդվածոէ մ ուււոլքք1ււււոիրվա մ Հ նման խնդիր պ/աи աիկորևն անհսւ- 
մասևէէ նյա թի վերաբերյալ: Պլաստիկական чип տա ա ան ի էիրրքսարեն րնդսէն՝- 
վում Լ kr . էէրաեդ k և ք հայտնի պարամետրեր են:

Լար ու մեերի րաղադ րի<նե րր նե րկա յա դնել ով (З)-(Г,) ւոեи քոif, րավա֊ 
րւււրամ ենք հավաււարակշռու թ քան (1) հավասարւււ 11եերին և պլա ւաւքւկու- 
'Jtiii'b ՝2ք պայմանին, եթե անհայտ /(Պ ֆունկցիան որոշվում Լ՜ "է՝~ 
էթային ււիֆեքւևնւքիսւք հավաւււււրումից: Օդտվե/ով (8վ նչանակւււմիւյ և (7J 

եււրային պա յմաննե քւից ոտանւււմ ենք ' աքէմեքր քաււ ակա и իա gut tUth րքւ
ւքի^ոէքովէ ; ■ քւ որոշ արմև քների դեպքււէ ii (/. =■ — ՜’ , — 2) ստաքյվու մ են պարպ 
սւրրքքունյւնեքւ: հրր ?. = (), այսինքն համասեււ նյւ>է.թի դեպքում'. ստանամ ենք 
Նադաքւի րանաձեեfifiէ

Սահքի դծեքվւ հավա и ա ft ո t.'llil, fifi անհամասեււ նյաթի դեպքում ունեն 
f27 i տեսքքւ

Սդսէվելով նյութի անսեղմելիության պայմանից h կո շա • պ լա и ա իկական 
Jntpdhft սխեմա քից որոշված ի աեղ աւիս քէէման արադությունր ( 20վ հասսւա֊ 
տունի ճշաւււ թքամր:

Л и т Е Р Л ГУРА
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Phys.. 1924. i. 30.
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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

М. С. Саркисян

Տ
՛ жестко-пластическом изгибе анизотропной консоли

В работе А. Грина |1| по схеме жесгко-плаетичссыого материала тедовано пластическое течение при изгибе изотропной консольной км. В работе |1] при определении предельной нагрузки учиты- гея влияние касательных напряжений, которое для коротких балок (сстйеиио.

В пастой щей работе рассматривается аналогичная задача для чая. когда материал балки обладай: пластической анизотропией.

§ 1 Теория, относящаяся к пластически анизотропным материя- , основывается на работах |2j —[5].

На основании пабог [4|, |5| можно показать, что в случае анизо- його тела бесконечно малый элемент, выделенный линиями сколь- 1ия. дифференциальные уравнения которых имеют вид |4|(։). ^ = ։?(>+т) <'’)■ <’■’)
ах \ 4 / dx \ 4 /испытывает, н отличие от изотропного тела, неодинаковое растяжение (сжатие) в направлениях линии скольжения. Если условимся фикси­ровать направления линий скольжения (характеристик) х. 3 так, чтобы онп образовали правую систему координат, то нормальные и касатель­ные напряжения, действующие на элемент, определяются следующим образом». - ֊■ ֊յՀ(?)տ|ո2<?-Ж =. = --+֊■ И?) sin 2

•„ = ֊ г (?) cos 2 (?-<,). (1.2)Здесь У (?) —функция. характеризующая анизотропию материала, К— среднее давление. 5 угол между направлением наибольшего Главного напряжения и фиксированной осью л\ փ угол между на­правлением наибольшей главной скорости деформации и осью ,v Oil’ll Определяются следующими формулами |4|1 1 2*° )• ? = -, ««• - - ։ г
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" зге 1g У (?)2 И?) (1.3)Для удобства введем обозначение
, . 1 . У' (?)ձ? — ? — Շ = — аге 1<հ-----------,2 2Г(?) (1.4)где Д©—функции, характеризующая отклонение угла ? от угла ձ. вызванное анизотропией материала. Согласно (1.4) формулы (1.2) вы­разятся через угол ? следующим образом

зв=з — J Г(?)ьчп2А?. з։-з 1 Г(?)я»л2Д$,
֊ z'(y)cos2Ac. (1.5)§ 2. Рассмотрим консольную балку, постоянного прямоугольного поперечного сечения, длиной /. Один конец балки АА' жестко за­креплен, а на другой конец действует изгибающая сила Р (на еди­ницу ширины), достаточная для появления пластическою течения.

Решения строятся но схеме жестко-пластическою материала для случая плоской деформации. Можно показать, что эти решения при условии текучести, изложенном в [5], пригодны и для плоского на­пряженного состояния.В общем случае, когда оси анизотропии (л։, у) материала не сов­падают с геометрическими осями симметрии балки (с. հ), поля линий скольжения будут несимметричными. На фиг. 1 и 2 показаны два типа кинематически возможных нолей линий скольжения. Пределы приме­нимости этих решений зависят от характера анизотропии материала и геометрических размеров балки, при этом первый тип решения (фиг. 1) относится к большим значениям l!2h, а второй тип (фиг. 2) — к меньшим значениям.Рассмотрим первый тип линий скольжения.В равномерной области АВС имеют место: ? — у, ? = у —- — Ду. следовательно угол между прямой .4 С и осью О- будет
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֊-----7 = — (— — ձ; Ն В области А'ВС соответственно ? =•4 \ 4 ■* 1 + у-Д(у+ ■ )• угол прямой А'С с осью О-

будет равен — — △ ( - 7 )■ К равномерным областям примыкают4 '■ 4 /центрированные поля ACD и .4 CD. для которых из условия о (-G(?) const получим значения средних тэвленнй ?։ и з3 соответ­ственно на отрезках AD н А'!)

Պ = Hl) <>(;) — <7 (?»КI ъ -уЗдесь *G (?) (ւՀ Г'(?М 4Г(?) </?.
(2.1)
(2.2)

fifjHij значения функции ? на О1резках AD и .4'0 соответственно.■начекия угла Ф на этих отрезках будут
Положение точки Г), общей для двух центрированных полей, неизвестно, оно определяется после нахождения углов г։ и г,.Из геометрических соображений длины отрезков AD и AD можно выразить через значение угла ’> на этих отрезках в следующем виде 2Asln( ձտ4-— 7) 2//տյոՌ, + — — у)

ti. = -------- :֊-------------------֊. d.- --------------------________ (О 3)sintw.-rOj) ■ sin (։Pa~?1)Рассмотрим равновесие части консоли справа от линии ADA'. Условия равенства нулю сумм проекций сил на осн .г, у приводя! к уравнениям
— -.Հմ. cos Հ», — " ) Psin 7, (2.4i



62 М. С. Саркисянfc --- -- --- --- (2.5)а условие равенства нулю суммы моментов относительно /3 даст (2-6)где и Հ-нормальные и касательные напряжения соот­ветственно на отрезках AD и AD', которые согласно формулам (1.2), (1.5) будут иметь вид’rt = et + | К(^,)տ։ո2ճ?։. ր(?,)օօտլԴ?։, (2.7)
=;, = О2 у Y (?.,) sin Զձ?շ. Հ - ֊-.у (?2) cos 2Д?.. (2.8)Выразив ծ։ и в уравнениях (2.4) в (2.5) через ег и ?3. для определения последних получим следующую систему уравнений

+ 7 Հ у (?i)cos (?, + Л?,- ■֊) - v
— Psin у. (2-9)

<?.—ձփև. н у

֊ .1, diH^sin^Cj -А?1-у) 4-֊ մշր(?շ)տհՀ^ + ձփշ “

= /?COS-(. (2.1* IИсходя из условия, что критерий текучести не должен быть на­рушен в угле жесткой области между CD и CD, и принимая линию 
ADA' в качестве предельного случая непрерывной линии характери­стик, получим6- (г2- •») - G (?1) ’ | Ձ ( у ֊ ֊) - с (7) - Г (т) (2-И)В случае равенства в условии (12.11 возможен и второй тип линий скольжения.Рассмотрим теперь второй тип линий скольжения. В этом случае прилегающие к равномерным полям центрированные поля A DC и 
A'D'C соединяются с изолированной круговой линией скольжения 
DD' радиуса R. В облает АВС имеют место: ? = у. փ-7 —ձ;. а в области А'В'С՛՝. 9 = 7 — ֊֊, Շ = 7 — — ձ ( 7 — — Լ Повторяя 



О жестко-пластнчс-ском изгибе анизотропной консоли 63югнчные рассуждения, получим значения среднего давления со­бственно на отрезках AD и Д !)' в следующем виде
=։ = ^֊Г(7)+С(7)-С(71). (2.12)’.-֊֊»'(7֊-;)+с(т֊:;)֊О(ь»-Значения V на линиях AD и А'1У соответственно равны

Հ 7 —*։ — Д(1). Ь—Aft ——)2 \ Р /откуда получим, что-?,•}՝ Ч + 7 ~ձ7- + |. (2.13)Поскольку линия ADD'А' — непрерывная линия скольжения, тона ней S—(7(?) = сопЧ, откуда нетрудно получить следующее уравне­ние, связывающее неизвестные ?։ и
"՛■ ՛ -С(?՛’=|| °(■ -1) -ճ w ր(՚> -1Հ- - f) I՛(214)В предельном состоянии правая часть консоли скользит по дуге окружности DD'. Положение центра окружности k определяется после нахождения углов и г- и радиуса R.Условия равенства нулю сумм проекций на оси л\ у сил, действую­щих на части балки правее линии ADD'A\ приводят к уравнениям
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/JCOS*f.4 ' (2.16)
Условие равенства нулю суммы моментов сил относительно точки 

k дает 4-1у - ֊ ’.<3 л f Հ rf,R + -.nd,R = Pl'. (2.17) 
Հгде < и < нормальные н касательные напряжения па дуге окруж­ности 1)Г). значения которых можно найти из условия 5 —G(©j = — const на линии скольжения ADD'Д'

Հ = ն — О (?|) + 6(в) + շ Y (©) sin 2 (7 - •!>), (2.18)
՜հ К (?) cos 2 (<? — ДО,
2Л sin ( 03 4- — — 7_ __\_______ 4sin (&.— Oj) - R tg Հ
2Asin($t + y- 7) (2J9)

Г = /֊r Reos о — Հտ1ո ֊է֊ ” — Հ) , 2o = — փ2. (2.20)
Исключив из уравнений (2.14)—(2.17) величины ձ։ и Շտ< получим систему четырех уравнений относительно неизвестных փ1ր R и предельной нагрузки Р.

% d։cos ՚՜ cos

'п - ֊֊ ) ՀՀ. cos G2 —ձփշ ֊ --) 4-
4ч

R ф (?)=;, cos (
յ փ (?) cos

Vs

psin-f. (2.21)
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•„r/jCOSjCi —Д?։

3„ <Կ sin ( ?։
Ф (о) Հ sin

? ձ? - -\ = Р COS.4 / (2.22)
1 Հ - — Հ<^. Я I փ (?) ֊>? + 4 <dtR />г, (2-23)
շ Л I շ Д - ' A • fl * fl - 1 ՝ '

41где введено обозначениеФ(т) = 1 ~ձ? = 
«?

1ГЧ?)- Г (у) Y (?) 2Y'-(?) 4}/2(<?)Ч- P(V) (2.24)Таким образом, как в первом, так и во втором типе поля харак­теристик получаем систему трансцендентных уравнений, которая при заданной функции анизотропии К(&) можно решить только числен­ными методами.§ 3. Задача несколько упрощается в случае, когда геометриче­ская ось балки совпадает с одной из главных осей анизотропии ма­териала балки, т. е. когда 7=0. В этом случае из соображений симметрии и из того, что функция К (?) —периодическая функция с периодом ~2 |4] следует симметричность полей линий скольжения относительно оси балки, как это имеет место в случае изотропной балки, где s։ = гг — г, մ։ d.> d.При первом гипе решения, согласно изложенным выше сообра­жениям. из уравнений равновесия (2.4)—(2.6) следует, чтоձ?1 = -△?<», (3.1)

Подставив значения ~п, -г и d в уравнения (3.1)—(3.3). для определения угла ?։ и предельной нагрузки Р получим следующую систему двух трансцендентных уравнений
K(?1) cos (С։ Հ-ձ?։ + յ՜) ~ 1 Y ՜ (?։)l sln

5 Иэокстня ЛИ. серия фнэ.-мат. п»у(г, NS 3
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COS (3.4)
±Г(0)-С(?1)4- ՚ ր(?,)տ1ո2ձ?1-

Предельное значение угла ?։, при котором возможен первый тип поля линий скольжения, определяется из уравненияо (__ Л) _о (?;) = j.G (֊:2 ) _ 1 у (0). (3.6)

Аналогично для второго типа решения, когда 7=0, получим'?։ + '?2 = — ~ • Т|!?2=՜՜’ ДФ| ~(3.7)

] Հտա 6 + -'֊)*? - Р. (3.8>
Г. 

~т-Ч Rd + <р ;• 2/? I՜ -.;</■> = PI’, (3.9)
՜1где

Г = I + R cos о — ժտւոՀ rfcoso֊l /?sino = A, о — ՜՝ ф։, (3.10)4откуда для определения неизвестных <р։, R и предельной нагрузки по­лучим следующую систему трех трансцендентных уравнений
֊А?,

а.— R 1 cos



О жестко-пластическом изгибе анизотропной консоли 67

?։

’ Т # ( ф(?)c°s ( ? 4- ձ? 4՜ ֊0 Y (?) — 

к
՜ Тt't

՜ R ( ф(?) 6 (?) sin ( 2
°n# + 2-„ М + Я ք Փ (?) Y (?) cos 2ձ?ճ? PZ?-

(3.12)
(3.13)

Системы (3.8)—(3 13) можно решить только при наличии конкрет­ной функции К(о). характеризующей анизотропию материала балки. Ше имен экспериментальных данных, для выяснения некоторых осо­бенностей пластической анизотропии з данной задаче, предположим, тго анизотропия .материала балки характеризуется функцией^(?)=^о(1 /.cos 4?), где |Х |<1.Подставив (3.14) в (1.4) и (2.2), получим, 1 . 2Xsin4«
z - շ — — -arg.2 1+ACOS 4?

(3-14)
(3.15), v i т----- тг*՜ f, / . 2Xcos4? 3a։cos։4® ,Г./1+4Х» J |/ | +ծИнтеграл в выражениях (3.15) можно вычислить с любой точ- jjtbCTbJo. разложением радикала в ряд ио формуле бинома.Численные расчеты производились для случая, когда у — 0. при разных значениях параметра А. При значении ).«=0 полученные ре­зультат совпадают с соответствующими результатами изотропной ’балки |1], [3], если принять К0 = 2/С,. где /<։ — предел текучести материала при чистом сдвиге.В таблице 1 приведены те критические значения величин, при которых первый тип решений переходит во второй.

Таблица 1

1/2Л P!Ya rf,2/< S

1=0.3 730.59 0,0005 0.643 -З’В'ЗЗ" 6’1'35’
1-0,2 127,15 0,0024 0,635 —4 11 38’ 6С57'33*
1=0 13.73 0.0188 0,625 —8 ՜'10 44* 8’10'44*
/■= -0.2 2.79 0,0753 0.647 -16 26'38՛ 5 36'25''



68 М. С. СаркисянВ таблице 2 приведены результаты вычислений, полученные из первого и второго типа решений.
Таблица 2

l/2/i лг0 diilt R/'2h с

0,449 0.3981 0 0.788 -16’26'38" 5 36'25*1.000 0,2354 0.325 <>.391 - 16 26 38” 5 36'25"2,соо 0,1114 0.575 0.088 -16 26'38" 5 36 25"

) = 0.2
2.788 0.0753 0,647 0 -16-26'35" 5 36'25"5.378 0,0374 0,692 0 -9 10 2" 1 13 32’8.476 0.0236 0.762 0 -5 43 46’ 0 12 27’

10,540 0.0190 0,705 0 ֊4 35 Г 0 8 4*

0.58 0.3583 0 0.834 -8 10-14" 8 10 44*1,00 0.2591 0.183 0.5S0 8 10 44" 8 |0'44’
>=0 3.00 0.0923 0.489 0.181 —8 10'44" 8 10'4-1'5, ։>՝։.) 0,0538 0.560 0.086 -8-10'44* 8 10'44*8,00 0.0328 0.599 0.035 -8 10'44* 8 10'44'10.60 0,0260 0.611 0,018 -8 10'44" 8 10'44"

1.215 0,2110 0 0,811 -441'38" 6’57’«33*
Х=0.2

3,00 0,1046 0,324 0.398 4 11'38* 6 57 33"5,00 0.0636 0,449 0.238 — 4 1138" 6 £6 33*8.00 0,0394 0,522 0.144 -4 11'38" 6 57 33"10,00 0,0314 0.547 0.113 —4 11'38" 6 57’33"

1.808 0.1479 0 0.795 -3 8 33" 6"1'35’
х=о.з

3.00 0.1047 0.193 0, *57 -3 8՝՛ 33* 6 Г35"
5,(Ю
8,00

0,0663 0.356 0,3x5 ֊38 33* 6 1 ’35"
0,0420 0.462 0.224 —38 33" 6 1 35"10,00 0,0336 0,499 6.179 -3 8'33’ 6'1’35’

Рез ул ьтаты произведенных вычислений показывают. что анизо­тропии материала оказывает суще­ственное влияние па предельное состояние жестко-пластического материала. При этом анизотропия материала на распределение пла­стических зон сказывается сильнее.чем на предельную нагрузку.На фиг. 3 приведен график,показывающий зависимость между £ / , Л
֊հ и - при значениях /. = (),
уо 2Л

>-= Է 0.2.В заключение выражаю искреннюю благодарность проф. Л. М. К а чанову за ценные советы в помощь в работе.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 12 III 1962
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IF. U- UiurcpiiiuRԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ճեԾԱՆԻ ԿՈՇՏ-ՊԼԱՍՏՒԿԱԿԱՆ ԾՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆԱ Մ Փ II Փ (I |. Ս'

|/| ա շխատութ լան մեջ կոշտ-պլասւոիկական նրււքմի սխեմայի համաձայն' 
ուսումնասիրված է իզոտբոպ հեծանք։ ծէւման d ամանակ պլաստիկական հոսու- 
նոլ?1 П1նրւ Այղ աշքււասւու fjյան մեգ ոահծ անային րեոքէ որոշման d ամանակ 

են աոնված շոշափող րււրա՚մէւե րի ա դղե էլա fd չանն ե ր ը , որոնք կարճ 
հեծանների համար էական են։

Ներկա աշխատա (<քլան մեջ դիտարկված է անալող. խնդիր ալն դեպքում, 
երր հեծանի նրոթն անի պլաստիկական ան իղո ու ր ո պ իա :

մատղված արղլունքներր tjiiLji/ են տալիս, որ ն/ուքմի անիզոտրոպիան 
էապես աղդ ե լյա fd րւլն է գործում կո շա - պլաււ in [մրսկան նյութի սահմանային 
ւ]իճակի էքրւոէ է՚նղ սրում նրէւխի անիղոս։ րււ պա թ րււնն ւաքելի շատ աղղեէ/ու֊ 
ի/՚՚՚ն I. գործում պլաստիկական զոնաների բաշխման, րան и ահմ ա՛հ ա յին 
բերի վրա։

1/աաւյփււծ արդյունքների համար կազմված են աղյուսակներ ե գրաֆիկ։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Ր. М. Киракосян

Релаксационная задача безмоментных 
оболочек вращения

Задачи безмоментных оболочек в условиях ползучести рассма­
тривались в работах Л. М. Качанова 11 ], И. И. Гольденблата, Н. Л. Ни- 
колзенко [2J, В. И. Розенблюма [3] и других. В настоящей заметке 

[вставится релаксационная задача металлических безмоментных оболо­
чек вращения. Задача решается по теориям течения и старения. В 
качестве примера рассматривается релаксация круговой конической 
оболочки.

1. Релаксация по теории течения. Рассмотрим оболочку по- 
ктояиной толщины h, срединная поверхность которой является поверх­
ностью вращения. Положение какого-либо параллельного круга сре­
динной поверхности будем определять меридиональной дугой s, от­
считываемой от некоторого параллельного круга х0 — 0.

Пусть рассматриваемая оболочка свободна от поверхностных 
нагрузок, один конец ее ($ = .%) защемлен, а другой конец ($ = /) 
растянут (сжат) по направлению меридиана на величину //0. В этом 
случае, если материал оболочки обладает свойством ползучести, про­
изойдет релаксация напряжений в оболочке.

Уравнения равновесия имеют видՋ + ( -
ds ՜ г

где 7՜յ, Tj и /?։. /?2 — тангенциальные усилия н радиусы кривизны 
срединной поверхности оболочки, & угол между касательной к ме­
ридиану и осью вращения, г расстояние от точек срединной поверх­
ности до оси вращения.

Граничные условия запишутся следующим образом
м(0, է) — 0, и(1, է) = «0 = const. (1.2)

Здесь п — перемещение по меридиану, է — координата времени, от­
считываемая от начала процесса деформирования оболочки ^ = 0.

Геометрические соотношения имеют вид
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_ ди , w

(1.3)
sin 0 . и՝

£։՜ г “+ ։Հ
где £Р So и к՛ компоненты деформации и прогиб оболочки.

Интегрируя статические уравнения (1.1), для нормальных на­
пряжений з։ и получим |3]

(Տ. /) = ֊՝ = —Ж—. (1.4)
/։ R2I։ cos2 ft

o։(S. է) . (1.5)
հ Rth cos- ft

Здесь c(t)- произвольная функция интегрирования.
Из геометрических соотношений (1.3) с учетом условий (1.2) 

получим |3|

• ] Г) \
и ($, о COS’* I (€.----- ) (is.

.) cos О \ #։ /

, ,, п п дик՛ (S. О = Ջրւ ֊ ds

(1.6)

Для скоростей деформации 5։ и կ, в условиях степенной зави­
симости и подобия кривых ползучести, ио теории течения имеем [1J

ч - -1- д (о ր*՜։ (о։ - + ֊Լ Ճ / с —Л
2 2G dt\ Ы- V )

(1.7)
=2 = -!- В (/) Тт ՜յ (ъ - =) - ֊֊ -° ( ------Л
2 2 ' 2G dt\ - 1 -t-v 7

где В (է) — коэффициент ползучести для объемного напряженного со­

стояния, m — показатель ползучести, о = —1 п 'z среднее гидроста- 
3

тическое давление, ՝• коэффициент Пуассона, G модуль сдвига, 
7'— интенсивность касательных напряжений. В данном случае

+ (1.8)

Учитывая (1.4), (1.5) и (1.8), из (1.7) получим

Е, ֊4։(3)Ք։(է)«"(0 + ~^(Տ)^Ջ, 
Հ*\յ (.1 է-

(1-9)
և= Л, («)В։(0^(/) +

2G at
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где
и֊1

(fl? 4- R.R.-Rl) 3 (2/?:4-А\.
2(A’1A./.’cosi0)'n

—!—
RJi cos-'» \ I -f- v Д\ 1 -4- V )

(1 10)

(1.11)

Л3 ($) =

"* J
. (Ri-rRiR2 I А?) * (2А?2-?/?,) 

2(1Հ&հ COS»*)”
(1.12)

Л4 ($) = 1 R. >
RJi cos2 ՝■ \ R-i 1 -| ■' R

(1.13)

Rif)Bi(t) - — .—есть коэффициент ползучести для одноосного напря-

3 ‘
жённого состояния.

Компоненты деформации выражаются через соответствующие 
скорости деформации но следующим формулам

/
Ms, Օ=Հ(Տ)+ և(տ. о Л

V
։

33(տ, /) Հ(տ) I- p2(s. t)df. 

o'

(1.14)

где штрихом обозначены мгновенные (упругие) значения соответствую­
щих величин, которые полагаются известными.

Внеся (1.14) н первое уравнение (1 6), получим

и ($, 0 = (5) COS D |

о и

dt ds. (1.15)

Последнее условие (1.2) с помощью (1.15) запишется 
образом

следующим

где

t 

cosOj
о

a։ =.։>(/),

---հձժէ ժ.տ՝ = Օ, 
А\ •/

(1.16)

(117)

После некоторых преобразований. (1.16) можно привести к виду

о

О, (1.18)
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откуда, с учетом (1.9)—(1.13), будем иметь

(1.19)

где

• = 1 и/?;+р,/?.+/?1)2 .
A՞1) pr+lp",cos2”,1o 

0
(1.20)

ք _ 1 С + '2RlR.y Ri (1.21)207г (1 + v)J /#/?., cos2»
и

Проинтегрировав (է. 19) при начальном условии

С(0|(_=е'. (1.22)
и учитывая (1.5), получим

р(л - Ճ1Ռ ֊ ?■ . А _ . » , (1.23)

где
7* = 4 We')՞1՜ ' ֊ 4 ֊’> С) («='-Հ COS’ »)” '■ 

ci L)
(1.24)

а։(П <= (1.25)
о

Из (1.23) легко заметить, что в любом поперечном сечении оболочки 
процесс релаксации протекает одинаково.

После определения с (է), вычисление перемещений и и w не 
представляет особого труда и мы на этом нс останавливаемся.

2. Релаксация ио теории старения. Исходя из основных поло­
жений теории старения, для соотношений ползучести имеем [1|

(տ, Ո = 4 2 (/) г՞՜'<’>-0) (’>-П7°)'4 4’ . (2.1)
։.(S. «) =— Ջ(t) 7՝՞'՜‘(=•■ -«) + — /«,----- — Л

2 ՜ 2G \ 1+ > /
где 

т_г_։
ւ»(0 = 3 2 Ջ։(0. (2.2)

Пользуясь формулами (1.4), (1.5) и (1.8), из (2.1) получим

(տ, 0 = .4, (տ) «Հ (0 с” (0 + 4 Л. (s) С (է), 
2G

Ejs. 0 = ^3(s)Q1(0cffi(0 I- A։(s)f(0.
(2.3)
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Внеся 
(1.2).

(2.3) 
после

в первую формулу 
интегрирования от

(1.6)
нуля

и учитывая последнее 
до / получим

условие

Так как

Л21(Пс"’(0 + ^(0=--0ц֊. 
cos 11 х

(2-4)

(2.4) справедливо при любом /, то, полагая է -= /„ = 0 и учи-
тывая, что

получим

с(/), с',
г-о

- Вс' cos п։.

(2.5)

(2.6)
Внеся (2.6) в (2.4), после некоторых преобразований получим фор­
мулу для безразмерного времени

(2.7)

Сравнивая (2.7) и (1-23) заключаем, что кривые релаксации, получен­
ные по теории старения, располагаются выше кривых, полученных 
по теории течения.

3. Пример. В качестве примера 
конической оболочки (фиг. 1).

Для этого случая

’> - const. /?։ = СС. А\ -------(3-1)
cos 0'

где
ր = ր0-ճտէո։>. (3.2)

П о л ьзу я с ւ> формулами (1.20) 
и (1.21), с учетом (3.1) и (3.2) из 
(1.24) получим

Ж (4 (Հ )*"1 (/у-Д Ж ’1

{т- 1) 1ո Գ
րւ

рассмотрим релаксацию круговой

Если в (3.3) перейдем к пределу при r։ -r0 R — const г 0, то по- 
лучим значение է* для цилиндрической оболочки радиуса R

Հ = լ-ճ։(0(Հ Г՜1. (3.4)

Этот результат, как и следовало ожидать, ничем не отличается от 
формулы, выведенной для стержня.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 5 I 1962
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П«. Ս*. 1էիոս1{ւոււուհ

ՊՏՏՍԱՆ ԱՆՄՈՍՆՆՏ ?Ս/ԱՈՔՆեՐՒ ՌեԼԱՔՍԱՑՒՈՆ հՆԴՒՐԸԱ 1Г «1» II «Ի Ո b Մ
^.որյ tf п։Лnt it պ իտտրկւքոէ մ Լ պտտման անմոմ!էն tn tf It տա պակտն թսււյտնթ- 

ների ոևյարոա^քւոն է*նպ հուն tn ր յածա մր տրւքում Լ ptun Է. Մ. հա*
քտնովի |/| մ շտկած հէէոոէնա (Jլան և ծևյւարյման էոե nm [J լոէննհ րխ 1)րպեո 
օրինակ յա ծւիս ծ / պտտման կոնական fj արյան fr! ft till յա յա որ պիոն խնրյիրրէ
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ТЕОРИЯ МЕХАНИЗМОВ Н МАШИН

М. Б. Элидйн

Исследование точности шарнирно-шестизвенного 
механизма

В настоящей работе исследуется вопрос инструментальной точ­
ности механизма, т. с. влияние погрешностей отдельных параметров 
механизма как на точность положения точки шптунн шарнирно-четы*  
)ехзвенного механизма, описывающего шатунную кривую, мало отли*  
|яющуюся от заданной траек орни. так и точность выстой ведомого 
звена шестизвенного механизма с остановкой. В работе произведен 
расчет одного механизма по выбранным допускам

§ 1. Вывод основных зависимостей для расчета точности 
положения точки шатуна шарнирно-четырехзвенного 

механизма

Наряду с другими вопросами, одной из основных характеристик 
механизма является его точность. Точность работы механизма зави­
сит от точности изготовления отдельных его звеньев, в частности, 
ог их действующих первичных сшибок. Если в составе механизма 
имеется п звеньев, то зависимость ошибки положения, т. е. откло­
нение точки шатуна шарнирно-четырехзвенного механизма в зависи­
мости от ошибок звеньев механизма, можно определить следующим 
образом.

Систематическое отклонение конечного звена вследствие всех 
юметрических первичных ошибок равно

('дГ \
1С Լ--է- J передаточные отношения механизма, т. е. частные про*  

1водные уравнения шатунной кривой, описываемой точкой шатуна 
орннрно-четырехзнениого механизма, по соответствующим параме­

трам механизма. смещение центра группирования первичной 
ошибки.
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Практически предельное отклонение конечного звена, происхо­
дящее от действия первичных ошибок (ошибок в длинах звеньев) 
определяется по формуле

п / лу Հ2 - **

* Ванду того, что конструирование шарниров не входит в содержанке данной, 
задачи, погрешности, возникающие от зазоров в шарнирах нами не учитывались, 
и в каждом отдельно рассматриваемом механизме должны учитываться осооо.

*л Под величиной Йу подразумевается отклонение траектории точки- шатуна
от теоретического значения координаты У.

ь-v х(4) «■ |,2>
где о, — половина поля допуска.

Отклонения размеров звеньев механизма полагаем распределен­
ными по закону Гаусса. При симметрично расположенных допусках 
△о, равно нулю, следовательно Ду—0. Уравнение шатунной кривой, 
описываемой точкой шатуна шарннрнО-четырсхзвенного механизма, 
представляет собой алгебраическую кривую 6-го порядка.

Дифференцируя уравнение, шатунной кривой по переменному 
параметру Р, где под Р подразумеваются параметры механизма а, Ь, 
d, м, К, С (фиг. 1), выражение, для £>- можно представить в виде

/у /<х>Р^ -у + Հ
4֊ 4Г3ам№ + 4֊ апХ* * 4֊ 2ГаиХ3

-г а^Х*У л 4֊ ан.;-У У1 -? a'3PY> I- а\„Х> -

3 K2a2,Xs 4- 4 Y3а„,Г 4֊ 5 ГЧ> + ՊЛ3 4֊ 

....... .......

4֊ 4Ya^X'y- 4- ЗК%Х 4- 4Гаам 4֊ апХ
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՜ • ֊ՒՀ^ր ■- а՜^Л-ր-֊ փ a^X-+ а^рХУ + .......

4՜ 2Kc212Az փ 3/”«0ձ ՜ր «ПЛ' :

'՜ a\w>Y Ւ a0()p \՜ շ . n.
■L - +2г£+«й---- ) tp' <b3)
где а-,— коэффициенты при переменных X и Y в уравнении шатун­
ной кривой. Влияние параметра ՜րյ на точность не учитывается и в 
коэффициентах atJ его принимаем рапным нулю. Тогда эти коэффи­
циенты примут следующий вид

аы = — ծ*,  «42 = «24 = 3b’,

а5о = ճ« — — 2^Ь (Ь 4՜ Kcosw), a3i = 2«ЗО, (1.4)

ճօ5 = fl4i == — 2Kdb sin u>, Աշյ — 2ада,

Պյ — Лл = 4Kd2b sin «>,

ам = d2 (b5 I- /<=) - 2b2 (А2 + С-) 4 2bK cos ա՝ (ծ2 4֊ С2 - а2), 

Ой = 2rf»(b2 4- A2) - 4ծ2 (A2 -! C-) 4֊ 4bA cos «> (ծ2 }- С2 — а2 -|- ^), 

а«= d2 (Ь2 4֊ А2) - 2Ь2 (А2 4- С2) 4 2bK cos ш (Ь*  4֊ С2 - а3 4֊ 2d2). 

Պօ=^յօ = 2^ |\b/< cos <о 4 К2) (2bK cos ա> 4 а2 — d- ծ2 С2) ֊ - 

-2b2 (К2- c2) 4֊4A=b2sin2a>|,

‘zn= ao»= ~ sin <•> (r/e — «24 b2 С2 4՜ 2bX cos ա — 2A2).

Պօ== (№ ՜ Cs) |2 (bK cos ս> - - A2) (b2 — 2bК cos <<> -֊ № 4- 3d2 — a2) 4-

4- (b9 — 2bК cos <0 4֊ №) {2d2 • - A2 - C2) | t

■b № {d2 - a2 4- b2 -K2 — 2bKcos <v) - 4K2d b'- sin2 w,

= (№ ֊ C- ) [2 (ծ^cos ш - /<2l (b2 - 2bК cos «> 4- K2 4- d2 — a2) 4 

4֊ (ծ2 — 2bl< cos «> 4- №) (2d2 4- К2 - C2) 4

4֊ (d2 — a2 4֊ b2 4- As ֊ 2bK cos <«)*  — 4К2сГ2 (b cos u> - K)-\ 

«ս = 41ՀւՐհ sin w (2bX cos ><> /v — C2),

«J0 = — 2d {К2 - C2) !(bKcos u> — A'֊) (d2 — a2) 4֊

4֊ (b2 + K2 - 2bК cos <n) {bK cos ш - C2)],

c0J = — 2Kdb (C2 ֊ A2) sin <» (d2 - a2 4 b2 4֊ K; — 2bK cos «), 

aM = d2 (A2 ֊ C2) (b2 4- A՛2 — 2b К cos «).
L Л
Сражение имеет вид

dqa

£ж_ + Հ:+ _ 

ք4 (6 К «ед 4՜ ճօր>) 4՜ 9' (4 Y՝(Im 4՜ 4X Ya^ 4՜ 4՜ Պւ) 4՜
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____________ » Պօց^* 4՜ Д0*Л  ՜ 4՜ Д10а^ ՜*՜  g0Io _______________Ц

4- 4 Y3a0l 4- 2 К2 (a31X 4- ап) ~ 2y (tf։sX 4- aw) 4֊ а„Х 4֊ ճ«

D OY dY oY
Выражения для --—. -— и имеют следующий вид

Ժ^ժ (JqK dq~

dY dY dY _
՜^հՀ օՀՀ՜ օԼ՜

_ д;,/)4-р>< _____

Р*(6Ка м 4- Ада) 4- р*  (4 Y։a*  4- 4XYaM 4- a3։X 4- а„) I-

+ а^Х'Г' + а^ •.■^4-а|1ЛГ4 а^И -1-
4- 4 Ра 4- 2Н {апХ +- ая) 4- 2К(а«Х 4- ям)4-*

Պօ^ 4-а։)|Д :՜ Чуц
—>... ----- ------ ----------- . (1.6)

4- АПЛ -• ao։
dY dY 

а выражения для ----- и -֊— имеют онд
dq> °<lc

tiY ■Կ֊֊- ,-՝ -. •՛՛■ {^4Ч»ЛГ4ЧчЛ>
^(бГвдаЧ • г«4} -. ;ЛТ.;:„ unZ-ba«)4-

_^... * а'** Х* ՜1՜ a^ty9 4- 4- + <b* Y 4-
4-4ГлаО44-2И(а։1А'4-ая)4֊2>'(а։<Л + .70»)4- "

_» . . . ՜1՜ ~ 4- °00ծ *
4- ЧцХ 4~ a0։

ը _ a'^(Xl + P) + cuc* g^ 4- a'MCY*  4-^(ց^4- Հ1ՇՈ 4-

'^c г-4 (2Yau 4- Ада) — p“ (4 У 'Ада 4՜ 4XKam 4՜ апХ 4՜ asi) 4-

_ ։ ։ ֊> 4՜ g«c^a 4- a^cXY -г a(tir Y~ 4՜ Պօօ^ 4- a01<? Y 4- а^с_______

4- 4№ада 4֊ 2Г° (AnzV 4- a;j) 4 2Y (a12X 4- <i„) ^daX 4-ao։
(18)

Имея предельные отклонения положения точки Af шатуна 8г 
как функцию первичных ошибок звеньев механизма, можно опреде­
лить предельные отклонения точки .И шатуна по нормали 

где L угол, составленный ради усом-вектором текущей точки шатун­
ной кривой с осью х.

§ 2. Анализ точности присоединенной группы 
механизма с выстоем

Ввиду того» что в шестнзвенном механизме с остановкой шатун­
ная кривая на дуге аппроксимации воспроизводит окружность лишь 
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приближенно и с определенной степенью точности, ведомое звено 
•дизды, присоединяемой к основному круговому шарнмрно-четырех- 
жчпюму направляющему .механизму, будет вместо остановки откло­
няться на какой-то угол Поэтому, имея предельное отклонение 
положения точки .If шатуна основного механизма, необходимо опре­
делить величину угла отклонения ведомого звена OF (фиг. 1а) с 
учетом как величины теоретического отклонения Ал . так и величины 
hp t .ibworo отклонения % и первичной ошибки звена ЛЮ. Для этого 
воспользуемся графическим метолом определения ошибки положения, 
дзнйым в книге Н. Г. Бруевича .Точность механизмов11.

Введем в точке О диады MOF дополнительное звено в виде 
йюлзушки k в рассмотрим полученный кривошипно-шатунный меха­
низм FO.M (фиг 16) Для данного кривошипно-шатунного механизма 
построим план малых перемещений**.

Ошибка положения точки О определяется по формуле

(2.1)

Проведем линию 1 — 1, параллельную шатуну МО и отложим 
отрезок ab՛. изображающий в масштабе величину А (фиг. 1в). Из 
точки b проведем линию b'b, перпендикулярную к МО и из точки а 
проведем линию III—III, перпендикулярную к FO. Отрезок Дг в мас­
штабе картины малых перемещений даег величину отклонения точ-

af=֊^֊. (2.2)
cos *

где v —угол давления между звеньями ЛЮ и OF. При / = 0 получим 
ձ ձ. Поэтому естественно выбирать неподвижный центр F так. 
чтобы величина угла •* была бы в допустимых пределах****.

Тогда величина угла отклонения ведомого звена OF будет вы- 
рсжаться зависимостью 

или в % к углу качания ՛!» ведомого звена OF

s=^100%, (2.4)
О

1'где /о,- — длина звена OF.

• Под величиной ձ-, подразумеваются О1клонения между шатунной кривой 
|И вппрокср.мнрующен окружностью, данные в работе [4J.

I План малых перемещений построен для точки наибольшего удаления ша- 
трыой кривой от аппроксимирующей окружности.

■**  Величины Ди. Կ и чн могут принимать как положительные, так и отри- 
। Шильные значения

Выбор неподвижного центра /• из условия нестесиичости движения и
■впустн'лых углов передачи не расдм.тграиасгся и настоящей задаче.
И» Ништпы АН, серия фиа.-мдт. паук. .՝»> а
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§ 3. Расчет на точность шестизвенпого шарнирного механизма 
с остановкой по выбранным допускам

В качестве примера расчета на точность возьмем механизм, центр 
7՛ которого совпадает с центром Г).

Ввиду отсутствия ГОСТ-ов на допуски линейных размеров, по­
следние н;.мн ориентировочно выбраны как допуски на межцентровые 
расстояния по соответствующему классу изготовления звеньев меха­
низма.

Номинальные размеры параметрон механизма в масштабе кри­
вошипа при длине кривошипа а

Таблица 1
Параметр։.։ 
механизма

Номинальные 
значения

Л 6.467941 433 .и.и
d 5.363597 359 .w.u
и 0.747665 50 мм
111 101 1322* 10113'22"
А՜ 2,763491 185 мм
С 2.8 187 мм

50 мм приведены в таблице 1. 
Угловая погрешность параметра ՛՛ 
переводится в линейную ошибку 
по оси у.

Выбрав величины допусков на 
линейные размеры звеньев и на 
угол л секундах, просчитываются 
значения передаточных отношений 
для ipex точек шатунной кривой, 
наиболее удаленных от аппрокси­
мирующей окружности (см. табл. 2).

Таблица 2

Точка (,L 
дЧа

дУ 
дЧа

0Y
<>ցի

дУ аг
Йс

j
<Կա

•И, 0.022076 0.162754 —0.149153 -0.089572 -0.574201 0,291359
—0.029635 0.207851 -0.163467 -0,198029 -0.762272 0'408512

/И, —O.O4O65S 0,223805 0.055563 -0,437401 -0,422965 0.346916

В таблице 3 даны величины Д, ձ,՛-. ձ,., = для механизма, вы­
полненного по II классу 1ОЧНОСТН.

Таблица

'.„=-0.103846
(в точке Л.’։)

'՝>„=—0.134531 
(в точке ЛЬ)

•\= 0.061724
(в точке jWj)

Значение А 0,191598 0,217081 -0.400474
Значение Аг при учете только пели-

ЧИНЫ Ал 0.034965 -0.022550 0,295475
Значение Аг при учет. ՛■„ чц -0.241413 —0.217081 -0,424502
Значение Аг при учета А,? 000'52" -0 00'34' -0-07'34"
Значение Д՛՛ при учете Дя - . ?,п1 006'12* 0 05'34" —010'53’
Значение . при учете Д« 0.085% 0.056% 0.742%
Значение при учете ձ։։ 4- оя ֊֊ 2ц| 0,607 % 0,524% 0.032 %

Е реванскиг. I Iran технический институт 
им. К. Маркса Поступила 3 I 1962
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U*.  A- l^qlqiiuG

ՃՈԴԱ-4.եՑՕՂ.ԱԿԱՎ_ՈՐ ՄեԽԱՆՒՋՄՒ ՃՇՏՈՒԹՅԱՆ ճեՏԱՋՈՏՈՒՄԶ

Ա Մ <1» II •!> II Ի ։ր

■Աչխատա թ րսն մեջ հետադասվում /; մե խ ան ի դմ ի դործիրա լին ճշտա - 
№ այսինքն՝ մ ե խան ի դմ ի առանձին պա րամ ե in րնե րի սւն՚սշտու֊
իկոնների ադդեդա թ րււնքէ ինչպես հոդա-քաոօդակավոր մեխանիզմի ջարմա֊ 
խ‘1' կետի (որի հետազիձր քիչ Լ տտրրերվա մ նախապես տված կորիէդ^, 
^խպես էչ հոդա֊ լ^ե զօ դակա վր։ ր //անդասննրով մե իւանիզմ ի տարվոզ օդակի 
կանէք/ւաի ճ- տա թ քան վրա է
/'■լ Աչխաււէութրււ'հ մեջ որպես օրինակ րերված / 1րսնխաաեսված թաղ֊ 
^էւ/ածներււվ մեկ մեի/սՀհիդմի հաշվարկը։
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

В. М. Арутюнян

О фоторождении г.- и /(-мезонов

Введение

Процессы фоторождения --мезонов на нуклонах при низких 
энергиях изучались многими авторами с помощью дисперсионнных со­
отношений (более подробно см. в [1]). Несмотря на то. что в неко­
торых теоретических работах не учитывалась отдача нуклона, в дру­
гих--—-взаимодействие, гем не менее имеется довольно хорошее со­
гласие с экспериментом.

В области высоких энергий (выше порога фоторождения двух 
г-мезонов) дисперсионные уравнения перестают быть правильными 
В последовательное изучение процессов фоторождения --мезонов 
станов в гея невозможным.

В случае фоторождепия странных частиц имеет место другая 
ситуация. Хотя в принципе нетрудно написать дисперсионные соотно­
шения и в этом случае, однако, из-за высокого порога фоторождения 
дранных частиц, в условии унитарности смешиваются много разных 
каналов, что весьма,затрудняет анализ дисперсионных уравнений.

В настоящей работе рассматриваются не ко орые вопросы фото- 
рождения --мезонов и странных частиц при высоких энергиях. Рас­
смотрение в основном ведется в духе теории периферийных, взаимо­

действий.
В первой части настоящей работы рассматривается фоторожде­

ние -“-мезонов при высоких энергиях и в области малых углов. 
Показывается, что в указанной области энергий и углов основной 
вклад в процесс фоторождепия -°֊мозонов дает график с однофо­
тонным промежуточным состоянием. Обсуждается, так называемый, 
эффект Примакова [2| на нуклоне. Здесь же рассматривается анало­
гичный механизм генерации .бипионов1* (резонанс в системе --) и 
.трнпионов*  (тоехпионный резонанс)*.

• Хотя и последняя задача не имеет ничего общего с фогорожденнсм мезо- 
ugu, тем не менее считаем нужным рассматривать здесь такую задачу, так как она 
во духу очень близка к эффекту Примакова.

Во второй части рассматривается фоторождение положительных 
lfc’-мезонов на протоне в полюсном приближении опять в области 

больших энергий и малых углов. Теоретическим аргументом в пользу
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правильности сделанного приближения может служить наличие гра­
фика с однопионным обменом (прямое фотопконное рождение). Про­
водится сравнение с экспериментом. Некоторые аналогичные резуль­
таты в этой области были получены недавно и другими авторами |3|.

В третьей части рассматривается фоторождение странных частиц 
(Л/<, ճ/<) в предположении о доминирующем вкладе Л" резонанса 
(резонанс в системе Х-) вблизи порога при различных вариантах от­
носи тельной четкости протона и ^-гиперона Теоретические резуль­
таты сравниваются с имеющимися экспериментами. Получается удон- 
летвОрюелыюс согласие с экспериментом в случае противоположной 
относительной четности в \К’р вершине.

§ 1. Фоторождение ?А мезОнов при высоких энергиях. 
Образование „бипнона" =-мезонами в поле ядра

Как отметил Примаков |2,4|, время жизни нейтральных ^'-.ме­
зонов можно определить из экспериментов по фот о рождению н куло­
новском ноле ядра. Для углоного распределения образующихся ме­
зонов в работах |2.4] было получено выражение

(1.1)

Угловое распределение (11) обладает интересной особенностью. В 
области малых углов наблюдается резкий пик. величина которою 
быстро растет с энергией падающего фотона. Это обстоятельство 
используется для определения времени жизни ^-мезонов. На первый 
взгляд кажется, что угловое распределение фоторождения ~° в ку­
лоновском поле нуклона будет подчиняться этой же формуле при 
Z=1 (Z—величина заряда ядра), так как рассматриваемый меха­
низм фоторожденвя работает лишь в области малых передаваемых 
импульсов. Однако, в действительности, ситуация немного иная. Это 
связано с тем. что, согласно (1.1). для фоторождения вперед (0 — 0°) 
d~ (0)/մԶ = О. Хотя поправки на отдачу и аномальный магнитный мо­
мент нуклона в области малых передаваемых импульсов будут не­
велики. тем не менее они конечны, и. чтобы получить правильные 
результаты при 6 — 0°. необходимо эти поправки аккуратно учесть- 
Задача сводится к вычислению вклада графика, указанного на фиг. Ь 
в сечение фиторождення г՞-мезонов.

Распадное n’f; взаимодействие на фиг. 1 можно учесть следую­
щим лагранжианом

L (х) = \ Е (л) Н (х) Ф (х). <1 *2>

Здесь /: (х) и //(х)—н щряжлиности электрического и магнитного 
полей фотона. Ф(х)—волновая функция г"-мезона. Удобно (1.2) пе­
реписать в релятивистски инвариантной форме

OGojini'icHiui. принт и с «лесь, см. ниже



О фогорожлсннн г.- н К-мезоиов 87֊ад

ւ (X) = /•^-г^тгЛ3(л:)Г1.(х)Ф(л). (1.3)

/',j(a՜)— тензор электромагнитного поля фотона, антисим-
1ичный тензор второго ранга. (Отметим, что в настоящей работе 

везде принята следующая метрика ab <>Ь — айЬ^. Неизвестный па­
раметр А легко связать со временем жизни нейтрального к°-мезона

где ц—масса -°-мезона.
Согласно общим правилам, матричный элемент, соответствую- 

1’лнй графику на фиг. 1. имеет вид
\ —

S" “ ՜'5(/Л к ՜ р--ч) ՛• 4•'-'՝՝11 (р-}г*"(Л>՝ ‘1 л> 

где

i; + + -2—^(р.+р-л.
Здесь приняты следующие обозначения: Ւ\ и Л,— 
-л-.-ктромагннтные форм-факторы нуклона (для 
нейтрона ՒՀ 0); е, -вектор поляризации фото­
на; А\ (}, р} и /л,—4-х импульсы фотона, мезона, 
начального и конечного нуклонов соответственно; 
А, ш—энергии фотона и “°-мезон а, .И—масса ну- 
ыона, / — (у /е)2 квадрат передаваемого им- 
iv.ibca. Փա. 1.

Для углового распределения образующихся мезонов в системе 
lewrpa масс можно получить следующее выражение

**«»«'»(2^ + -ջ-/=?))•

(1.6)

В формуле (1.6) все энергетические переменные выражены в нуклон­
ных массах (т. е. выбирается система единиц, где М 1), a U7— 
означает полную энергию сталкивающихся частиц. При получении 
(1.6) мы воспользовались следующими правилами суммирования по 
поляризациям фотона

4 ( rt 7} J = — 2tf-k- COS26.

S j = — U^SiirO, (1J).

4-S+ Ն/^)2 = ֊ ^Sin=9,
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(1-8)
где

т = :՜ а еа k .>ս К. jtwp “ v ՚ s

Для анализа (1.6) представим квадрат передаваемого импульса 
в виде

а О
t 2k (ш— q) J1“ 4A’^shr— հ -I 4£?sin2-^-W a*

и учтем, что при <•> > ц էԾ =к jx։/4^2lVz': < 1. Тогда мы легко найдем 
интервал углов, где рассматриваемый график дает большой вклад 
О2 — ijkq. В частности, для фоторождения вперед при высоких энер­
гиях. справедливо соотношение

ТЙГ“ 1Н*  + (1.9)

При получении оценки (1.9) .мы заменим электромагнитные 
форм-факторы нуклона их значениями, соответствующими / = 0. Это 
становится понятным, если учесть, что /аУл<1 (грубо размер про­
тона порядка 1/;л). Константу V мы определили из условия (1.4), 
предположив т —2^2-10՜16 сек.

В отличие от результата Примакова (1.1). для фоторождения 
вперед здесь имеется очень быстрый рост сечения с энергией падаю­
щего фотона (согласно Примакову сечение фоторождения при 0 = 0° 
в кулоновском поле ядра при всех энергиях равно нулю). Здесь, как и 
в случае (1.1), в угловом распределении наблюдается максимум и об­
ласти малых углов при

t.2^-kq{\ i-%)’ 
‘ kq 2W֊-rkq{] + ^)= (1.10)

где аномальная часть магнитного момента протона (и, = 1,79275). 
Однако, в отличие от (1.1), значение сечения в максимуме при боль­
ших энергиях мало отличается от значения при 0 = 0° (во всяком 
случае резкого пика в угловом распределении -° нет. хотя диффе­
ренциальное сечение и быстро падает с увеличением угла 6).

Отметим, что при сверхвысоких энергиях формулу (1.9) необхо­
димо видоизменить с учетом экранировки кулоновского поля нуклона 
атомным электроном. Эффективно это приводит к тому, что рост 
сечения (1.9) приостанавливается. Эффект экранировки легко учесть, 
основываясь на результатах работы |5].

Несколько слов о полном сечении фоторождения. Чтобы оце­
нить вклад графика на фиг. 1 в полное сечение, необходимо проинте­
грировать угловое распределение (1.6). При этом возникает трудность, 
связанная с незнанием поведения форм-факторов нуклона при боль­
ших передаваемых импульсах (£>р-2). Однако учитывая, что диф­
ференциальное сечение быстро падает с увеличением угла 0, при 
интегрировании мы можем ограничиться малыми углами h-у 
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когда /՛՛!=!, и Л, = ир. Для полного сечения при этом получается 

ё*  А*  _ 8- (1 -UP
’• = 4? -47 2z տ֊ (Г-՜)^0'5'10 <ս ’>

Для окончательных выводов о вкладе данного графика необходимо 
оценить также вклады от других графиков. Получение строгой оцен­
ки не представляется возможным, поэтому приведем некоторые гру­
бые оценки.

Для вклада остальных полюсных графиков, 
//-

для интерференции графика фиг. 1 с остальными полюсными диа­
граммами

—՝ 3-10՜3։|?/№2:a±i
для дисперсионной части

Ժ2
ICPV'.

Эти оценки показывают, что вклад рассматриваемого графика в 
области очень малых углов и при энергиях выше 1 Бэе всегда будет 
доминировать.

В связи с рассмотренной задачей представляет некоторый инте­
рес аналогичный механизм генерации .бипиона" (трнпиона). В послед­
нее время в литературе широко обсуждается так называемый ---ре­
зонанс. Множество экспериментов однозначно показывает, что в си­
стеме -- имеется резонанс при энергии -•'֊-704 .՜-Խ/հ соответствую՛ пи й 
Р—фазе пион-пнонного рассеяния с полным изотопическим спином 
единица, „Бипион՝*  резонанс) распадается в основном по каналу

-"4- ՜ с очень большой вероятностью. Кроме основного канала 
Возможен также распад * с гораздо меньшей вероятностью.
Несомненно представляет большой интерес обнаружение этой „ча­
стицы*,  а также измерение времени жизни „бипиона“ по отношению 
к электромагнитному распаду • f. С этой целью можно рас­
сматривать обратную реакцию (у- — беря в качестве у куло­
новское поле ядра

-+ Ze֊>Ze + В (1.12)
Относительно „бипиона“ можно утверждать, что пространственный 
спин Տ- 1. а изотопический / = 1. Электромагнитное взаимодействие 
.бипиона", приводящее эффективно к распаду (и, конечно,
дающее вклад в другие электромагнитные процессы типа фоторож­
дения -֊мезона на нуклоне |G1), из общих соображений инвариант­
ности в обычном и изотопическом пространствах, можно записать в 
следующем виде
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, . ч . ^(v) дВ^(х)
Լ'-Հ> Л А ֊. W (1.13)

где Л—константа, связанная со временем жизни распада В —>հ 
В'/>(х)—волновая функция „бипиона" (а характеризует изотопическое 
состояние обнпирна“ и равна 1, 2, 3). Процессу (1.12) будет соответ- 

стновать график, указанный на фиг. 2. Необхо- 
Г * димо отметить, что хотя .мы рассматриваем 
А (1 12) в кулоновском поле ядра, результаты

нетрудно обобщить и на случай нуклона (как и 
հ՜՜ 6го(₽1 в случае фоторождения -°).

Приведем соответствующее՜ выражение для
Фмг- 2- матричного элемента

(1.14)

для всех трех возможных реакций (1.12). Здесь Л—4-х импульс, <•>— 
энергия --мезона, р—4-х импульс, с—энергия н вектор поляри­
зации ..бипиона1*,

Հ, (?) = ֊ 2“^ (?о) V (1.1 о)
հ'

Фурье —образ кулоновского поля ядра с зарядом/. В случае неточеч­
ного ядра к правой части (1.15) необходимо добавить форм-фактор 
распределения заряда ядра (отметим, что мы рассматриваем бесспино- 
вое ядро).

Вычислим наконец угловое распределение „бипионов“.

а V- и г* й скорости --мезона и „бипиона “ соответствен но.
Аналогично эффекту Примакова в угловом распределении на­

блюдается резкий пик в направлении вперед при
62 = 4ձ2 (1.18)

и сечение при этом достигает значения

_ 2г 4*  х 
ԺԶ 16 4- 4- ձ2 ‘ (1-19)

Качественная картина углового распределения показана на фиг. 3. 
Подтверждение этой картины на эксперименте позволит определить
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^.нстаиту взаимодействия. С дугой стороны, используя неко­
торые оценки работы |6], можно получить следующие значения для
(149) при условии, что максимум достигается при О = 1°

-ЛП>- " z’10՜2” СМ • (1.20)
стер

|По сравнению с эффектом Примакова, здесь сечения на несколько 
; порядков больше и на тяжелых ядрах - 10՜"' ‘ 4 •

' стер

§ 2. Фоторождение к-мезонов

I Прежде чем перейти к анализу фоторождения ~ -мезонов при 
больших энергиях в полюсном приближении. приведем некоторые 
р-дультагы, вообще полезные при анализе фоторождения пионов. 

[Представим сначала ձ՚-матрицу фоторождения в следующем виде (7|
S=l—/ (2֊) ’ (4Խ)՜՛ ?/z ip..) Tti (>։) ?»(pt -֊ k~֊p.- q). (2.1)

Из общих соображений релятивистской инвариантности 7՜—ма­
трицу .можно построить следующим образом

Т = ЛИл Ь ИМн \ СМс DM», (2.2)
где

Л/л=/Ь(7‘?)(7Л),

Мв = 2/7з l(^) (qfi)-(Pk) (qe)I,
(2-3)

Л7с=ъ|(7^)(^)-С.А-)(^)).

М„=27а|(7*)  ('*)  ֊ (7*)  ('М “Ml М (?*)].

Здесь .4, В, С н D —инвариантные амплитуды фоторождения, 
/> = ^(А'Н?з)՛ Остальные обозначения такие же, как и в § 1. 

Каждая из амплитуд .4, В. С и Г) имеет следующую изотопическую 
структуру

■ ,4 = Л< ЧаЧ-,1'-՛ 1 |V)|+T։it., (2.4)

где ^-.матрицы Паули, а 3=1, 2,3 характеризует изотопическое 
состояние --мезона.

Согласно (2.1)—(2.3) сечение фоторождения для неполярнзо- 
ванного пучка фотонов, вычисленное в системе центра масс, име­
ет вид

^լ(ք0 1 q р
ԺԼ’ 128т№ k ՝ (2.5)
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где
F = 8 (р։Л:)(р։ А> | А I2 - 16г (Л2 + М) | В )*  + 4 [Л1= (?*) ։ + 2г

- (<?*) ’(/>Л)1 I С|= -I 8 [4ЛР (Pik) (р.Л) - 2 (РкГ-М ֊
— 6.412 (PkY - г] | 1)\- - 16г Re (АВ«) 4- 16/11 (?/г) (Pk) Re (AC*)

+ 32.41 (Pk)‘— (pfi)(p,k)] Re (AD*)  —

-16 (qk) (Pk) (Л= ■ (Лр..)) Re (CD*).  (2.6)
И

Z = -Է- q'k*  U'/2 Sifl“fi. (2.7)

Приведем выражения для инвариантных амплитуд А, В, С и I) в 
полюсном при бл и ж е н и н

= JLY
яз \ )

а<։п-=а՝+),

(2.8)

С > = .։. а (^ _ ,„) (± т ±). с"» 4 с (թ„ + м - Ճ) • 

-՛ = ֊Иis) 4 ± =4 ° ч (i+-1) ■
В выражении (2.8)

«j«=2(M), а2=- 2(p3fe), a3--2(<7fe), (2.9)

g2 = ֊,15 пион-нуклопнял константа, ;։р и ;t.։ аномальные маг-

нитные моменты протона н нейтрона.
В случае фоторождения “°-.мсзонов на протоне 

,4=.4W + .4W. (2.10)

Алалогичные соотношения имеют место и для остальных амплитуд 
/?, С и D. В случае фоторождения г--мезонов

А = /2(А<0) 4֊ А(-)). (2.11)

Учитывая (2.5) (2.11) легко вычислить сечения фоторождения 
для гАи гг-мезонов на протоне. Приведем эти результаты в удоб­
ной для сравнения с экспериментом форме

=TOt{(pW^(^ ՛ a +
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- 3.585*? ’ - J ,607*  (23’ 4- IF1 sin’O)

93
- ր=ՀՅ

(2.12)

н

fer-“ J& { »?• г +«* *՞ (* - sln:։] - °'|20?-

В (2.13) мы обозначили

(2-13)

ei G L( V/h V 
Ն 4֊ \ 2М) ( U< /

? = q cosO — 

(М) =-*( u- + p).
(PlP9) - f- (*<"  - ^1^)-

1.211-10 ®гл’.

(2.14)

В формулах (2.11)—(2.131 выбрани система единиц, где Л/=1.
Для фоторождения ” -мезонов на протоне среди возможных 

полюсных графиков имеется график с од­
ним пионом в промежуточном состоянии 
(прямое фотонионное рождение) (фиг. 4). 
Вкладу этого графика в сечение фоторож- 
дення соответствуют члены, пропорциональ­
ные fT‘, ? ՛. Согласно (2.14) при больших
анергиях падающего фотона Ф|։г 4։

₽■=$ — «« — 2? sin • -^֊ — ( ֊£֊ 4- '2q sin2 4՜ ) • (2- 5)

ц’
1озтому. в области углов (г ~ Հ << 1 и 3<£ I, вклад от графика на

фиг. 4 быстро растет. Естественно поэтому ожидать, что при боль­
ших энергиях и в области углов 0 ~ •-՛ полюсные члены должны 
неплохо описывать экспериментальные результаты.

Мы сравним теоретический результат (2.13) с экспериментами 
|8| оп фоторождению п -мезонов при высоких энергиях (фиг. 5, б. 7).
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На фиг. 5 и 6 дается угловое распределение -+ ֊мезонов при энер­
гиях 900 и 1025 Мэе. Видно, что чем больше энергия, тем лучше 
согласие. На фиг. 7 приводится зависимость дифференциального се­
чения от энергии падающего фотона при углах 0 = 0° и О 180°.

Отмстим, что полюсные члены для фоторождения - -мезонов 
вообще во многом лучше согласуются с экспериментом, чем для 
тУ- мезонов.

§ 3. Фоторожденне странных частиц с обменом А"

Недавние, эксперименты группы Альва ре ца [9] указывают на су­
ществование узкого резонанса /С о системе К՜ при энергии 878 .Иэ/ւ 
Огноситёльно нестабильной частицы /<' ՛. настоящее время более или 
менее определенно известно, что пространственный спин ձ՜ 1 (век­
тор или псевдовектор), о изотопический спин / ֊ 1'2 ;10,11|. Наличие 
такого резонанса К' позволяет надеяться, что so многих реакциях с 
образованием странных частиц А՜- взаимодействие можно будет учесть 
простыми полюсными членами, как в случае ---взаимодействия. Неко­
торые авторы |10,12i указанным методом недавно рассмотрели реакцию 
- ՜-•- р — > .V -р К՛՝ в полюсном приближении с учетом лишь обмена 
К՛ „частицей՝*.  Теоретический анализ указанной реакции позволяет 
делать заключения относительно спина К' -частицы**  и получить 
Оценку для константы А!\р взаимодействия. Однако этот анализ ни­
чего определенного не говорит об относительной четности (Рл/,) в 
вершине ( так как оба возможных варианта четности Рлр = 1
дают одинаково хорошее согласие с эксперн ментном. Для определе­
ния нужны дополнительные сведения. Поэтому кажется пелесо- 
образным рассматривать аналогичным методом фоторождение стран­
ных частиц (7 +А’ —> \ А'). С этой целью рассмотрим следующий

график (фиг. 8). Так как наибольшее количество 
экспериментальных данных имеется только для 
реакции

T_|_p_>A0-L/<t (3.1)

то г. дальнейшем мы не будем учитывать изото­
пические соотношения и более детально проана­

лизируем лишь указанную реакцию. При этом мы везде будем пред­
полагать, что АУ—пространственный вектор, а нс псевдовектор.

Приведем выражение для матричного элемента реакции (3.1)

Фиг. 8.

(2^Г \ХА2 
(4ло>)': (Г Ф т2) X

X И (л՝) о 7в w (а) * (Pl -4- k р, — <]). (3.2)

Здесь и в дальнейшем А1 и А„—константы, соответствующие взаимо­
действиям \К'р и AA'v. Относительно константы \յ некоторые оценки 



О фоторож 1ёк1!П •*֊■ ւ՛ К-՝ле.«яюв 95

имеются в |10| (Ai 4- - 1). Константу V, естественно сравнить с со­
ответствующей константой Ад К'/Հ- взаимодействия. Предполагая,

что Аз-Ч-՝֊֊]. можно ожидать, что 14՜ — .-=А.;,4-. Взаимодействие
1 о/

К К՜ приводит к распаду 7\՛՜— А՜՜ ՝;. Так как вероятность основного 
распада /('->/< г. минимум на два порядка больше вероятности 
распада К' —>/< 4-у, то имеет смысл определить время жизни /<՛’ по 
Отношению к распаду Kf-> К .• ~ изучением реакции |13]

К- 7.e֊->Ze К' (3.3)

при малых передаваемых импульсах.
В выражении (3.2) е(1 —вектор поляризации, /г--4-х импульс фо­

тона, q и <о—4-х импульс и энергия /б-мезонз,/—импульс, т—масса 
Х’-мезоиа (т = 878 рх и ра—импульсы протона н \—гиперона. 
В зависимости от относительной четности протона и ( — гиперона О 
принимает значения 1 и при /\Л = ± 1. В (3.2)

■ Մ֊ "Д '(։-.֊-г/./.) (3+)

означает функцию Грина векторного Л"-мезона. Так как /С—неста­
бильная „частица", то в принципе необходимо учесть радиационные 

Поправки к функции Грина. Это сведется фактически к добавлению 
к знаменателю (3.4) мнимой поправки ini՝՜, где т—время жизни. К'. 
Так как /-'4- т՝- нигде не обращается в нуль, а ширина !Հ' резонанса 
мала, то естественно ожидать, что эти поправки будут незначительны. 
Радиационные поправки гораздо существенны к вершинному опера­
тору КК'у. гак как /raj>> (а масса /(-мезона). В первом прибли­
жении мы не будем учитывать эти поправки.

I Дифференциальное сечение фоторождення АЛ, вычисленное со- 
[гласно (3.2) с учетом (1.7) в системе центра масс будет 
fe՜ (^ճ (7Т^)= Н :

(3.5)
I/де Г = (<՛> — q cosfJ) — р5. IF—полная энергия, АГ. и А15—массы

гиперона и протона. Отметим, что формула (3.5) применима и к 
другим возможным реакциям •; 4- Л՛ —> Y 4- А’. если в (3.5) подставить 
соответствующие массы и константы.

Особенностью выражения (3.5) является то обстоятельство, чго 
член в квадратных скобках вблизи порога сильно меняется в зависн-

LmOcth.ot знака РА .
При Р^, — 1 угловое распределение характеризуется, и основном, 

множителем snr'» и имеет явно неизотропный характер. В случае 
~ 1 выражение в фигурных скобках приблизительно порядка 

единицы, и распределение почти изотропно.
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На фиг. 9, 10. И мы сравнили формулу (3.5) с опытными дан­
ными по фоторождению вблизи порога для грех значений энер­
гии падающего кванта (980. 1010 и 1060 Мэв). Данные взяты из ра­

боты [14|. Отметим, что экспериментальные результаты довольно не­
надежные. Тем не менее формула (3.5) в основном правильно пере­
дает ход экспериментального углового распределения при /Հ.,=—1. 
При построении теоретических кривых мы для (AjA.»)2^?-2 выбрали 
значение 0,35*  10~м см", что грубо соответствует eVm';. Такая оценка 
согласуется с ожидаемым значением времени жизни /<' при распаде

Заключение

Задачи, рассмотренные в § 1 представляют некоторый интерес, 
так как позволяют определить времена жизни некоторых нестабиль­
ных частиц. Прямые методы измерения временя жизни -° весьма за­
труднительны из-за чрезвычайной малости времени жизни. В эффекте 
Примакова, наоборот, чем меньше время жизни, гем больше ожи­
даемый эффект. В реальных условиях эксперимента, однако, возни­
кают некоторые трудности. Часть из них обусловлена тем, что ожи­
даемый эффект большой лишь в области очень малых углов. Неко-
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|торые же трудности связаны с выделением на большом фоне конку­
рирующих процессов лишь нужных событии. Что касается рождения 
.бипиона" в поле ядра «-мезонами, то здесь имеются дополнитель- 
ше трудности из-за чрезвычайной малости времени жизни „бипиона” 
Последний мгновенно распадается на два --мезона, находясь фак- 
[нчески еще в области взаимодействия. На эксперименте процесс 
[1.12) ла пучке - - мезонов будет выглядеть как однолучевая звезда 
один из образованных «-мезонов нейтральный). Выделить процесс 
,1.12) видимо можно будет по кинематике.

Более точные эксперименты п случае фоторождения странных 
|асгии позволили бы уточнить параметры модели. Опи же покажут, 

.насколько важно резонансное /<« взаимодействие в фоторождении.
Автор выражает благодарность К. А. Тер-Мартиросяну. М. Л. Тер- 

Микаеляну, 10. Вартаняну, Э. В. Чубаряиу и В. Л. Туманяну за 
рбсуждеине резул ь татов.
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Վ. Ս*.  Հաւ՚ու-pjm fijiufi

К-иЬЯПШРЬ ՖՈՏՈԱՌԱՋԱՑՄԱՆ ՄԱՍՒՆ
Ա 1Г Ф П Ф Ո I’ Մ

փողվածում դիտարկված են րարձր Լներդիաների ֆոտոնների կողմից 
’•և 1\֊մեղոնների աս աջացման մի րանի հարցերը։

Աոաջին մասում ցա լց / տրված, որ րարձր էներգիաների դեպրում — °- 
մ1պոնների ֆոէոո4սոաջացամը վտրր անկըսնների աիրա լթա մ հիմնականու մ 
Kt'jijfi Լ ունենա մ նուկլոնի կուլոն լան դաշտում։ Հաշված է 7Հի֊մ եղոնների ֆո֊ 
Uiniiiittii^iugi) ան րս շնական կարվածքը ե ցա ,լց Լ արված, որ ալն շատ արաղ 
աճում է, երր ֆոտոնի էներգիան մեծան։Ո մ է: ‘[‘ննարկվա մ է tyրիմակ/էվի 
ր՚րեկար նուկլոնի վրա ե նա լնպիոի մե ի։ ան ի դմ и վ ~֊մեղոնների կողմ իր մի֊ 

կա լոնրոն դաշտ ու մ $ րիպիոնների։։ սաա^ացա մը։
երկրորդ մասամ րեեո ա ւի՚ււ գրաֆիկների սդնութ րսմ ը հաշված է -R - մե- 

[գսննևրի ֆոտոաոաջացման լա շնական կարված յ>ը նակլոնների վրա, րարձր 
Հ^երւլիաների ե ւիորր տնկրոնների աիրոււթա մ։ Օարյ Լ արված, որ ի!եո֊ 
քրան րս։վարար կերպով համրնկնա մ Լ վարձի հետ։

երրորդ մասամ դիաարկված ձՆ տարօրինակ մուսնի1լնևրի ֆոտոասա- 
էացման հարդերը ալն դեպրաւմ, երր ալդ. երհուլթը հ իմն ակտն ա մ պարքանա- 
վորված Հ ք\ -մեդււնր1ւերի էիոիււողդեցութլամր:
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИКА

А. I'. Дкриток, II. Л. Бсзнрганян

Зависимость интенсивности рентгеновских отраженных 
волн от размеров отражающего монокристалла 

(случай точечонго источника)

В работах |1|—[4| рассмотрена зависимость интенсивности отра­
женных волн от размеров отражающего монокристалла в случае 
плоской монохроматической падающей волны. Здесь мы рассмотрим 
случай точечного источника рентгеновских лучей.

Пусть сферическая монохроматическая волна от точечного источ­
ника С (фиг. I) падает на кристаллы так, что в центральной точке 
О поверхности кристалла падающая волна составляет угол Ь с поверх­
ностью кристалла.

Единичный вектор направления СО обозначим через So.
Пусть точка наблюдения /И из начала координат видна в на­

правлении ձ՚.
Источник С и точка наблюдения М расположены на плоскости 

ХОХ, а отражающая плоскость, т. е. поверхность кристалла, совпа­
дает с плоскостью XOY.

Координаты точек С, Л/ и А 
соответственно будут

С(—r։cos9, 0, CjSinf1),

AI (re cos б. 0, r.,sinO),

А (А У),

где г։ и г., -соответственно расстояния точек С и Л! от точки О. 
Для расстояния /ч и Л2(Л։ = СА. = А/И) пренебрегая степенями 
х н у выше второй, получим

^-։ — Г1 4՜
л2 sin2 6 Д- у2

4- л* cos О,

.у2 sin2 0 1 у2 
2гг

X cos б.

Тогда, в точке наблюдения /И для разности хода Д .между вол­
нами, отраженными от точек О и А, получим
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л // I \ / । \ х2 Sin2 0 4-у2 /1 , 1 \
ձ <= (Լ, 4- Կ) — (гх 4֊ Ղ) =--------- - -----“ ( — 4- ֊ •

2 \г։ rj
Если точка Д расположена на границе перьой зоны, то 

л2 sin2 б 4 у2 / 1 Г\ _ ձ_
2 Ա rj 2 

или
_______Ճ____ 4-,_ճ_=և

ՂԴ*W 
(Ղ +r2)Sin=0 ղՆԴ 

т. е. первая зона Френеля и в этом случае имеет форму эллипса, но

полуоси его уменьшены в I ——— раз.
» Ղ + րհ

Отсюда, без дальнейших расчетов можно сделать следующий 
вывод. Интенсивность волны, отраженной от одной неограниченной 
атомной плоскости, в случае точечного источника меньше, чем в 
случае первичной плоской волны.

Действительно, ведь при неограниченной атомной плоскости 
суммарное действие равно половине действия первой зоны При то­
чечном источнике площадь первой зоны уменьшается, следовательно 
и уменьшается интенсивность отраженной волны.

Волна, отраженная от одной плоскости, в этом случае (непоглО,- 
щающий кристалл) будет 15)

О = ֊ /?0"' •֊- ехр խ/ - k (г։ 4 G) |) X 
гхг2тс^

В случае ограниченного непоглощающего кристалла, веществен­
ная и мнимая части амплитуды этой волны соответственно будут

Л * н
ЕлёЧ \ Г k (г, -н г.,) sin2б-л2 . f Г Л (г, 4-г.,) у2 .

Go-= ——|cos ՝ - --------------- tfxlcos —-—֊յ—ay -
րէր.,րոՀ* IJ 2r։r։ J 2rxr2

о 0

/1 «
fc (Ղ 4 Ղ) sin’O-x* . i’ . k (/-j 4- r.) v‘J . I— I sin —— --------- — axi sin —..-ճճ֊ dv •J 2ԴՂ. J 2r,G -J

U 0

2^0«t’7 dx X

я
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А в
+ Jsin | ՃԼ- +^18!ո^ճ. |rfA-Jcos I *<& էճմճ ի,I.

После некоторых простых преобразовании получим

Գ
EQ։te2fi. ___

2mc2(rl г.,) sin О

\Հ 2տ'Հ- 51пМ 1Հ 2^±Լ«ճտ У Խ\ր. Г )ղրէ

J cos ֊X x՝dx cos ֊ y-dy — 
,Q 0

_---- i / 2\ո+£յճ1 в. ’՝ sin Ծ A У - r,r։
V Х,‘Г։ Г ՜ 1/Խ

Г • ’ r=t/x \ sin ТУI տւո -ՀA “Л ) 2
J * <>
0

(1)

6-____________________
2me2(rl , r2)stnO

sin fi A

sin

Հ > ■•■rlrs
j sin -j- x’dx J cos yzdy

О 0
(2)

В формулах (1) и (2| ձ՝0— амплитуда падающей волны на еди
лицу расстояния от источника; Л и Р> ■■ линейные размеры кристалла 
в направлениях X и К соответственно; и - число атомов в 1 см-

плоскости; k — — -волновое число, f—атомный фактор (или струк- 
/•

турный фактор).
Если отражающие плоскости в одном направлении ограничены, 

а в другом нет. то вместо (1) и (2) получим (непоглощающий кри­
сталл):

для случая, когда отражаю-
щая плоскость в направлении Y
ограничена (размер плоскости в на­
правлении Y равен Զ), а в направ­
лении X неограничена, т. е. — •>= <

լ <> х < оа ((риг. 2)

^.1 г։>_л

G,'.=
2тс* (г։ 4- ra) sin О

1,0

в

о

ճ; =_____ о. k)
2տժ (гճ — г.) sin О

cos
1.0 о

՜Հհ՜71
sin y-dy •

•*
(3)

н

sin — 
2

У '^У • (4)
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для случая, когда отражающая плоскость в направлении А' ог­
раничена (размер плоскости в направлении X равен А), а в направ­
лении У неограничена. г. е. оо < у •*> (фиг. 3)

£ояе2Х/(20, k)
2т:՝2 (К 4֊ r„) sin О

|Л%!±й). -йпел 1Հ_^Հ21_,։ո»4. ’Հ։Ղ» Г է.ՀԼր.

I cos — x2dx — I sin -- x-dx
J 2 J 2
О й

(5)

 E«ne2'.f(2\ k)
2mc2 (f\ -f- r2) sin 0

(6)

Теперь рассмотрим поглощающий кристалл. В случае поглощаю­
щего кристалла |2| вместо формул (1)—(6) получим следующие фор-

где

мулы.
а) Для случая ограниченной отра­

жающей плоскости

Հ = Ր[/'(2'Հ

+ /'(20, ЩаА + «Л)|. (7)

Go = D \J" (20. k) (axbx - cub J - 

֊/'(20. k){axbz + iubj\, (8)

2mca(ri ■ r.JsinO

cos — x2dx. 
2

]/ J^L,inU 
>Г,Г։

ап — I sin —’ x'-dx > 
' . 2

Նր> Xr։r։
ծ2 = I sin -y y-dy ,

f (20. /е) и /"(20, k) - вещественные и мнимые части атомного фак­
тора.

б) Для случая, когда отражающая плоскость в направлении Y 
ограничена, а в напрщделии X неограничена

__Е^пе^_______
2mcz(rx -|-rs)sinO

/-(20, k)

D =
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(9)

____
2ntc- (.-j - rj sin 0

cos

1Հ и

Lin

cos

о о

ft в» ЛЛ,Г.
zdy փ I sin ՞ y2rfy • (10)

V «О ՚ '•)_
W, ■

II и

в) Для случая, когда отражающая плоскость в направлении Л' 
ииичена, а в направлении Y неограничена

Еопе1^ 
2те* (ր։ փ r2) Sin О

мп 6 Лsin О Л

Հ=

-V— sin о ,1

/' (26, Л)

COS

о

/"(20.А) I cos ՛

.0

Etjie\

sin — x*dx 
2

sin О Л

2тс~{гл -J-r0) sin 0

sinO Л I f‘

dx — ( sin — x'dx 
2

Л'-^-^пОлi.r։r, » V/.
cos — x*dx 4- I sin — xidx

2 J 2
0

(12)

Для всех этих случаев мы получим Е(| вещественные и ճ(> мни­
мые части амплитуд волн, отраженных в направлении падающего 
пучка (в направлении оси падающего пучка), если в формулах (1) —

(12) вместо /(20, k), ք (26, /г) и /"(26, k) соответственно поставим 
/<0, к). /'(О.Л) и/” (0, к).

В рассматриваемых случаях, как в случаях [1] —14|, для отно-
интенсивности воли, отраженных от кристалла, имеет место 

। формула

Հ) 2_ Ж±Мр 
70

где
y=|rffe(9֊ 0։)օօտ:8։֊Հ1’ + (Հ]։,

(13)
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U7 2^W0-0,)cos0d-S;.| 4-2(70(Հյ84- 1Հ 

/-= = ||^(0֊00)cos&0 Հ|« r [Gil-- |G.r-- [So]8)*.

2/Մ^Ղօտ

ig Չ. =»------------------2------------ ..
1 dA-(6-00)cosOc-I0

: 2֊ol^ (° - %) COS % - Հւ
d- меж плоскостное расстояние отражающих плоскостей.
0о угол, удовлетворяющий уравнению Вульфа-Брегга,
Та амплитуде падающей волны на поверхности кристалла (в 

центральной точке).
50 амплитуда отраженной от кристалла волны на поверхности 

кристалла.
Для сравнения с результатами, полученными в |1] |1|, вычис­

лим по формуле (13) интенсивность в днффракционном максимуме 
при отражении рентгеновских лучей А10К«, от кристалл л кальцита 
для всех рассмотренных здесь случаев.

Результаты расчетов представлены на фигурах 4. о и 6.

Фиг. 4-
1— нс поглощающий кри­

сталл .4= 10՜4 см.
А-10" 4 см;

2—пиглспклющин кри­
сталл Л 10 4 см.

Д-10՜4 см;
3—копоглошающий кри­

сталл Л- 10 1 см.
В- 10~лсм;

*1 - поглощающий кри­
сталл Л —10՜1 см.

А-10’э см.

Фиг. 6.
1—вешляопыющпй кри­

сталл /1=10՜4 с.и. 
у=-со;

2 поглощающий кри­
сталл /1—10 ’ см, 

у=±<ю;
3 пспоглощаюший кри­

сталл Ляг)0 ՛’<•.«, 
у-1®;

•I—поглощающий кри­
сталл /1 Ю~лс.м, 

у—:» оо

аллл х - ,
S-Ю՜4 см;

2—поглощающий кри­
сталл
В \0~*см;

3- wcitorлетающий кри­
сталл л — - •».
Я=10 1 см, 

1 помещающим кри­
сталл л <ю.
Л-10-1 см.



Об интенсивности отраженных рентгеновских золи 105

|Из результатов вычислений можно сделать следующие выводы.
1) В случае точечного источника (сферическая падающая волна), 

как и в случае падающей плоской волны, полного отражения не по­
лучается и коэффициент преломления зависит от размеров отражаю­
щих плоскостей.

2) В случае бесконечных отражающих плоскостей, с увеличе­
нием расстояния точечного источника рентгеновских лучей от этих 
плоскостей относительная интенсивность отраженных волн (отноше­
ние интенсивное; и отраженных волн к интенсивности первичных волн) 
увеличивается.

3) В случае точечного источника, колебание интенсивности в за­
висимости от размеров кристалла уменьшается, так как в этом слу­
чае площади зон Френеля меньше, чем в случае падающей плоской 
волны.

4) Коэффициент преломления зависит от расстояния точечного 
источника рентгеновских лучей от отражающих плоскостей.

Армянский Сельскохозяйственный институт
в Ереванский Государственный университет Поступила 23 IX I960

Դ. IM|r{ism|. Պ. Մ.. ՈեւյիրզաՈյաճ
uwimrm ՌէՆՏԳեՆՅԱՆ жмзмгь цинпыгс ԱՆԴՐԱԴԱՐՋՆՈՂ ИЬиРЗПЬГЬТЬ ՋսՓԵՐհՑ'ԿեՏԱՅհՆ ԱՂԲՅՈհՐհ ԴեՊՔՈՒՄ

Ա Մ Փ П Փ П I’ Մ
Աչխատութ լան մեջ ուսումնասիրված Է անդրադարձած էէեն ադեն լան 

Հաւււադալթնե րի ինտենսիվա թ լան կախումը անդրադարձնող մ իա րբււրեղի 
չափերից կեաալին աղբ լուրի դեպքում:

Տեսական հաշվումներով ցո՚էց Լ տրված, որ կետւսլին ուղր/ա րի (ինչ֊ 
պես և иկդրնաէիոն հարթ ալիքի) դեպքում )րիվ անդրադարձում չի սաաց֊ 
փսմ ե բեկման ցուցիչը կախված Է անդրադարձնող մ իա բլու բեղի չափերից։ 
Անսահմանափակ հարթու թրււնների (ատոմային) դեպրոսմ անդրադարձած 
ւլենտղեն լան Լա ո ա դա լթնե րի հարաբերական ինտենս ի փոթ րոնր (անդրադար­
ձած աքիրի ինաենսիվոէ թ լան հա բա րե բա թ լունր սկդբնական էսէիքի ինաեն~ 
սիվութբսնը) մեծանա մ Լ կեաալին աղրլաբի ալդ հաբթиլ թբււ ննեբից ունե­
ցած հեոսւվորութլան մեծացմամր: Ձւրւլց г արված, որ կետս։ լին աղբլսւրի 
դեպքում ինաեն иիվաթ լան ւոասւանէէւմր' կախված րքա բեղի չափերից, վաք֊ 
բանա մ Լ, որովհետև ալդ դեպքում ՛երեն!, լի դոնանեբի մակերեււներն ավելի 
՛փոքր են, քան ընկնող հարթ ալիքի դեպքում։ Ցա լց է արված նաև, որ ալս 
դեպքամ ւէէրենելի դոնանեբի մակևրեսներր կրճատվամ են | -------1 tu“ii֊

J ր։ + ր2
դամ, սրտեղ 1՜\~Ա կեւոալին աղբբսբի հե աս վո րա թ լո ւնն է անդրադարձնող
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միար/ուրեցի կենտրոնից, իսկ Гл~р Ц իա ման կետի հեռու կ ո րու [J րւ ւնն է 1![,ս՜ 

րեղի ալդ կետից:
'Լևրգապհււ, եզրակացվում է, որ ոենտդենլտն ՜ձտոաղսւ լթների րհկմսւն 

ցու ցիշր կսւիււք ած Լ կե տա /ին ադր/ուրի' անդր ադարձնոդ ՜այր fjиւ.թւուններ/ig 

ունեց սւր) Տ ե ոա վո ր ութ / տնից г
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РАДИОФИЗИКА

Л. Л1. Резикял, Г. Г. Бахтин

Движение электрона в скрещенных неоднородных 
электрическом и магнитном полях

В настоящей работе рассмотрено движение электрона в элек­
трическом и магнитном полях коаксальных цилиндров. Электрическое 
поле получается приложением разности потенциалов между элек­
тродами, а магнитное поле- тском, протекающим через внутренний 
электрод стержень. При начальной скорости, отличной от нуля, полу­
чена траектория электрона в виде петли, шаг которой определен. 
Определены также частота вращения и средняя скорость перемеще­
ния электрона вдоль оси цилиндра. Рассмотрены также вопросы влия­
ния некоторых параметров на движение электрона.

Движение электронов в постоянных однородных электрических 
и магнитных полях рассмотрено в |1. 2. 3]. Что же касается движе­
ния электронов в электрических и магнитных неоднородных полях, 
го в работах |4, 5. 6. 7. 8| приближенными методами решены лишь 
некоторые частные задачи.

В настоящей статье рассматривается частная задача движения 
электрона в неоднородных скрещенных нолях, в пространстве между 
обкладками цилиндрического конденсатора, где внутренним электродом 
является круглый провод радиуса /?р а внешним электродом—полый 
цилиндр радиуса R.,. В отличие от ра- у^ь । |
боты |8| предполагается, что начали- A v=v . յ._ Լ/Հ
ная скорость электрона отлична от нуля, ՜՜է'“^՜՜Ն՜Ր^՜Ղ՜՜ ՚

Если разность потенциалов между ------ —--------* ]
двумя электродами равна 1Հ, то постояв- й™’г
ное неоднородное по радиусу электри- Фиг.
веское поле в системе цилиндрических 
координат гг~ (когда ось цилиндрического конденсатора совпадает 
с осью z) представится в виде |8j

£- = 0. £г =-----/-в = 0. (1)
г In ֊±

R,
Источником постоянного неоднородного магнитного поля, имею­

щего круговое распределение силовых линий, является ток Հ про­
текающий через электрод радиуса Rv
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Таким образом, для составляв։тих магнитного поля будем иметь 
о/

Ях = 0. Н,= 0, //. = -• (2)
г

Допустим из точки г=0, г = R-,. в скрещенные поля выходи! 

электрон с заданной начальной скоростью г.

t’. - — v0cosa,

г>в= t’oCOST. (3)

Учитывая (1) и (2) подучим систему уравнений движения для 
указа иною электрона в виде

= — t'c cos р.

электрона со знаком минус. Так как мы исследуем движение элек­
трона в плоскости (zr). то системы уравнений упрощаются

- А - . 
Г

•. Н , z
ր֊ր?- — ,-1 ֊֊. (4)

2г?
<; =------------ճ_ ,

Г

где

А = - —2J.
ГП

т 4*

Здесь все физические величины взяты в системе CGSA1, а заряд

г = Л (ба)
г

г= - — А—- (66)
г г

Интегрируя уравнение (ба) получаем 

z = A In г 4֊ С։, (7>

где постоянную интегрирование С։ находим из начальных условий. 
При r = R<)

.՝ = — t’ecosa
— vocos я «и Л In /?0 փ С։
С։ = — A In R» — t'0cosa. (8)
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Подставив (7) в (66) и проинтегрировав, получим

_ | ,-1?1п?г ֊2(.4Լ\ i S) In г Ճ(Հ. Հ

109

(9)

где постоянную интегрирования 2С. находим подстанин г г!;., /•--().

2С„ = /1= In2 rkl փ 2 (ДС։ փ В) In րԿ. (10)

Освобождаясь от параметрического вида получаем

dz -+ _ „ _ _Л|"Г+5___________ . (И)
dr ~ | .VHirr 2 <.ЛС։ В) In г 2С3

затем произведя замену переменных

In г |-
ДС, ֊I- /?

/1
п проинтегрирован, получим

Av АСХ-П

J Л2)/а2 — у* t/V 4” С;. (12)

где
/1С1 4 В • /+2С.

Разложив
иметь

Ау-АС։ Л
А» 

в ряд <՛ и ограничиваясь пятым членом, будем

„՜. Հ՝'-Q (Лу-Q)* My-Q)» (Ду Q)’
Д2 ' 2.4’ 6Д‘~ ՜2Նր՜’ (|

где 
Q = /1C։4- В.

Подставив (13) в (12). проинтегрировав и перейдя к первона­
чальной переменной получим

z = ± (ձ։ - ձ21որ֊ր ձ31ո2ր 4- /..յIn3г 4 £aln‘r) X

i____________________ ____________ . .4 In r 4- —
XI -X2ln2r — 2(.4Շյ — S) Inr 4-և'՜.’ ՛<..■: in

a
(14) 

где
ւ _J__ Q__Q3__ .el ; Q3

1 Л ' 2Д’ 6Д5 ЗД3 1 24 Д* 43Л5

_Q\_____83irQs _ Q* 1 w
120Д* 720Д՜ 45Д1’1‘дэ 6.43 ՜*՜ ”збЛ:

a-B _ 25BQ2 55Bd2Q
9.4s 288Д8 576/1՜ ’
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; = _ J____ Q___ Չ3______а֊_ __Ф__ 29agQ
՜' 2A 6/1’ 244» 16/1* : 1204՜ ! 7204s

_ A _ I 13В<У 
' 6ЛЭ 36Л» 1 288/1՜ " 644ձ'

ձ i Q '!՛ д_____
3 64 2443 90/P 1204» ' 18/P -288 A'1’

L =_ I , Q , _A_, 
4 244 1204’ 9643

Л,=------ —,
1204

ggQ , A fl2Q2 a4Q a2QA
Պ 2A* 244 ' 164’ ՚ ՜44” 16Д» 124՝

, ՋՉ /Խ' Ba2Q2_ bq4
А9՜՜ /Г1 6/1' 24" 44й ՚ 6Л» 644е 84* 24/Р° '

Постоянную интегрирования (14) находим из условия z = Zk при 
г = rkl. которое дает

4 In г*, փ ֆ
հ՜՝ — с АС: — 4֊ цarc sin՝—---------Д- Zk,

а

(/.յ 4- /... In r-H I.3 ln2r {-£Jn3r4-/,51п4Н X

X 1Հ֊ Aslna> -2(4C14֊S)lnr 4-2Շ’24-

4 In r 4֊ -- 4 In rkl 4֊ —

(A 4 \ Iarc sin---------------------- arc sin --------- * ) (15)
a a /1

Здесь Zk определяется из условия z z^ — 0 при r Ro, которое- 
лает

^=± (ձ։ + £2!ո/?0 |-/.3ln3/?t>4-^.lln;'/?<>4-^ln։/?0)X

XI ՜ 4-1п-А\ 2(46?,+ Л)1||/<о4:2С74

4 In Ro 4֊ — 4 In гк, -р
. / 4 • 4՝. \4- т, ( arc sin----------------------- arc sin------------------ ) •

\ a и /

В полученном равенстве физическому смыслу удовлетворяет только 
знак (4 )•



Движение электрона в электрическом и магнитном полях in

Подставив в (15) найденное значение zk окончательно получим

(А։ 4֊ A.. In г -Ւ А3 In2 г -г А 4In3 г ~ А5 |n‘ г) X

XI - Д2 In2 г - 2 ( ,4С։ Г В) In г 4-2С Ф

Л In г 4- --
, / А4- т( ( arc sin-----------------

\ а

Л In rkl ֊|-
arc sin-------------

а

(А, Аа In /?0 4- 1-з In- Ro ֊|- А4 In3 R0A- Լհ In4 /?0) X

< | .42 In9 Հ — 2 (/ԱՀ В) 1ո7<- 2С. +

Д In 7?0 + ~ A In Г*, 4---- “ .
■ / . -4 . Л \-f- Tj ( arc sin---------------------- arc sin-------------- ) •

\ a a. /

Точка r*. определяется из уравнения (9).

11одставив г = и г = — n0cos 7 = — nesin а, получим

(16)

lnrftl = — ДС\4 Д 
/Г- '

+1/и^+1п^

/(ЛС^Ч
л ‘ д2

1,1֊
In Ջօ 4* -֊Sin-а .

В зависимости от начальных условий, гк, и г*. выбираются таким 
образом, чтобы траектория электрона не выхолила бы из области ис­
следования.

Таким образом, уравнение (16) полностью определяет траекто­
рию электрона в постоянном, неоднородном по радиусу электриче­
ском и в постоянном неоднородном магнитном поле с круговым рас­
пределением силовых линий.

Траектория получается в виде петли, но она отличается от цик­
лоиды. В частности, приняв в (16) В = О (Ա--0) получим траекто­
рию электрона только в постоянном неоднородном магнитном поле.

Чтобы ясно представить себе раздельное влияние на траекто­
рию электрона всех физических величии, входящих в общее урав­
нение, возьмем на траектории электрона любую точку (например г*,) 
н исследуем их влияние на эту точку.
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Связь величины г*, с остальными физическими величинами вы­
ражается следующим уравнением

~ ' -2- -д'г+ й) 1п • (17)
Изменения различных величин, 

графиками фиг. 2, 3. 1, 5.
входящих в это уравнение, даны

Приняв в уравнении (17) # = () (1/=0) можем найти такую 

критическую скорость электрона т>п, что при всех других скоростях 
> 
у электрон будет отражаться магнитным полем проводника /?г

Воспользовавшись уравнением (16) нетрудно заметить, что шаг 
петли, представляющий расстояние между двумя экстремумами, вы­
разится следующим образом

/=2 |г(гЛ։) — г (г*։)| = 2гт(, 
где т, дано (14).

Частота и период вращения электрона получатся в следующем 
виде

_L = 
V Ղ>- 

где v:— средняя скорость электрона по оси z. которую можно найти 
из усреднения
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1 ֊ (’ и.(г) dr ֊ .4 <ճև!?..Դ~ քճճՂՌւ4-д (1 + 1п/?0)-! r0cosa.
— Гк, J г*. — гк,

Так как я вышеуказанных электрическом и магнитном полях элек- 
I трон приобретает скорость во направлению 2, то данная конфигура­

ция может быть использована для ускорений заряженных частиц.
Сила тока при этом будет пропорциональна величине поверх­

ности эмитируемого электрода.
Тот факт, что электроны в указанных полях перемешаются по 

направлению может также указывать на возможное течение, веще­
ства в плазменных средах в одном направлении, т. е. эти поля мо- 

I гут служить перекачивающим насосом.
Возможность образования в плазме поля //, зависит от функций 

Г(г), ft(z), / (г), где Т температура плазмы, п число частиц, а 
/. — степень ионизации. Очевидно, что если плазма с одними параме­
трами окажется при своем течении в среде плазмы с другими пара­
метрами, го обязательно между ними должно возникнуть электриче­
ское поле.
Институт радиофизики и электроники

АН Армянской ССР Поступила 16 II 1962

IK. U*. 1Խե<յի1|֊«»սՐ«, Д. Ч«. AiujucuuG

ԷԼԵԿՏՐՈՆԻ ՇԱՐԺՈՏՄԸ ԼԱՍՏԱՏՈհՆ ԱՆ1ԱՍ՜ԱՍեՌ ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆ 
եՀ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ MCSWW

Ա II' '1> Ո Փ 11 I’ 1Г

Աշխատության մեջ տեսականորեն հաշված Լ էլեկտրոնի շարմ ման հե՝ 
տսւդիձ ը հաստատուն սւնհա մ ւսսեո է լհկտրական ու մ սւղնիսակտն դաշտերում, 
Որր օղակի {պե տ չրս [fl) աեսր ունի։ Որոշված են օղակի րաքԱւ, է լեկւււրոնի 
պա՚ո մin'll հա՚ճսւիւականու թրււ.4ւը և միջին արտդութ tn ւնր աոանղբի ուղ֊ 
ղու թ քամր:

'(•ննո ւ թ րոն 7/5/ աոնված աոանձին լի ի ղ ի կական մե <) ո ւ թրւ ւնն ե ր ի աէլդե֊ 
ղու թլուններր էլեկտրոնի հետաղծի մրա.
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ТЕХНИКА ЭКСПЕРИМЕНТИРОВАНИЯ

Н. Г. Ахназарян С. Р. Месчяи

Об одном факторе, влияющем на уплотнение 
глинистого грунта

К. Лангер [I], исследовав влияние скорости загружения на сжимае­
мость грунтов, показал, что чем меньше скорость приложения нагрузки, 
тем меньше величина деформации.

Влияние скорости загружения на компрессионные свойства глини­
стых грунтов исследовано также II. Я. Денисовым [2].

М. И. Гольдштейн [3] отмечает, что по причине медленного роста 
напряжений сжимаемость грунта в естественных условиях значительно 
меньше, чем в компрессионных приборах. Для правильного учета явле­
ния вторичной консолидации он предлагает компрессионные опыты про­
водить над образцами большой высоты при ступенях нагрузки в 0.1 /ег.'елг2.

В. А. Флорин 14] теоретически показал, что при весьма малой дефор- 
, мации или скорости нарастания деформации ползучести, уплотнение 

происходит без ощутимого повышения давления в поровой воде, а время 
уплотнения может совсем не зависеть от толщины уплотняемого слоя или 
же зависеть, но в степени мсныней, чем вторая.

С. Л. Роза [5] считает, что при достаточно медленном нарастании 
нагрузки фильтрационное уплотнение не будет иметь значения и осад­
ка грунта под нагрузкой будет обусловлена, в основном, деформацией 
ползучести скелета.

С. Р. Месчян [6] показал, что медленное ступенчатое загруженпе мо­
жет привести к тиксотропному упрочнению грунта нарушенной структу­
ры и к нарушению той закономерности деформирования, которая прису­
ща ему при высоких темпах загружения. Он указывает, что процесс 
деформирования в большой степени зависит от соотношения структур­
ной прочности грунта, величины ступени и скорости приложения нагруз­
ки. Им исследовано [7] также влияние скорости загружения на дсформэ- 
гивные характеристики глинистых грунтов.

В. М. Павилонский [8] на основании экспериментального исследова­
ния порового давления в глинистых грунтах, выполненного при сравни­
тельно больших значениях ступеней нагрузки. показал влияние темпа 
нарастания внешней нагрузки на величину порового давления.

В докладе Леонардса и Гиролта )9] (1961), опубликованном в тру­
дах V международного конгресса по механике грунтов и фундамента- 
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строению, приведены результаты экспериментального исследования 
влияния величины ступени нагрузки и бокового трения на процесс одно­
размерной Консолидации, протекающей с изменением порового давления. 
Им установлено, что характер кривой деформация-логарифм времени 
зависит от отношения приращения нагрузки к предыдущей и только при 
его больших значениях рассеивание порового давления протекает соглас­
но теории К,. Терцаги.

Из практики гидротехнического строительства известно, что нара­
стание внешней нагрузки на основание сооружений происходит доволь­
но медленно. Обычно скорость возведения земляных плотин колеблется 
в пределах от 0.09 до 0,4 .и в сутки что соответствует скорости нара­
стания напряжений от 0,02 до 0,07 кг(см'1 в сутки. Указанные скорости 
нарастания нагрузок з 10—20 и более раз меньше, чем те скорости, с 
которыми обычно мы имеем дело в лабораторной практике. Скорость на­
растания напряжения будет еще меньше если учесть быстрое затухание 
напряжений по глубине грунтовой толщи [3]

Следовательно, очевидна важность исследования уплотнения глини­
стых грунтов при малых значениях ступеней нагрузок.

Для теории уплотнения будет представлять особый интерес изучение 
деформации но времени глинистых водонасыщенных грунтов при малых 
значениях нагрузок. Оно позволит выяснить влияние факторов ползуче­
сти скелета |4] и фильтрации поровой воды на продолжительность де­
формирования указанных грунтов.

Насколько нам известно, влияние факторов фильтрации и ползуче­
сти скелета на длительность деформирования при малых значениях на­
грузок не изучено, поэтому мы и выполнили настоящую работу, пре­
следующую цель несколько восполнить этот пробел*.

Настоящая работа является продолжением выполненного ранее 
|11] исследования влияния высоты образна на процесс деформирования 
глинистых водонасышейных грунтов при уплотнении их ступенями на­
грузки 0,125—0,25 кг 'см'.

В целях изучения характера деформирования образцов разной высо­
ты и перераспределения напряжений между скелетом и поровой водой 
мы воспользовались сопоставлением кривых деформация- время (опре­
деленных испытанием образцов грунта различной толщины), применен­
ным ранее одним из авторов настоящей работы [12].

Для определения участков, в пределах которых процесс деформиро­
вания протекает только в результате ползучести скелета, предположено, 
что при отсутствии влияния фактора фильтрации, относительная дефор 
мадия не должна зависеть от высоты образца.

Имея в виду невозможность достижения абсолютно точного совпа­
дения результатов параллельно выполненных опытов, мы считали, что 
влияние высоты образца на продолжительность деформирования отсут­
ствует, если: I) расхождение между кривыми деформация—время нс пре-

Экспернменты выполнены Н. Г, Ахназаряном
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вышаст точности измерения; 2) указанное расхождение не больше, чем 
разница между деформациями в параллельно выполненных опытах и 
3) скорости деформирования образцов различной толщины равны меж­
ду собой, т. о. кривые параллельны друг другу.

Были выполнены три серии опытов на трех различных видах глини­
стого грунта в малых и больших компрессионных приборах, при высоте 
образцов 20 и 60 мм и диаметре их 70 и 210 мм соответственно.

Опыты проводились из образцах нарушенной структуры, предвари­
тельно уплотненных нагрузками 0,125—0.25 кг ՛֊.՛՛ в . ченне 11—30 дней. 
Повторность опытов трехкратная. Испытания проводились при односто­
роннем движении поровой воды (снизу вверх).

Рассмотрим результаты опытов каждой серии в отдельности.
Серия первая. Исследован суглинок под лабораторным № 2-57, 

основные физические свойства которого сведены в таблицу I.

Таблица I

Лабор. 
№ грунт;։

Удельный 
вес г/см՝

Влажность 
насты ♦/«

Степень 
влажности

Пределы пластичности
граница 

текучести
гранты 

пластично­
сти

число пла­
стичности

2-57 2.66 34.5 0.97 31.3 18,6 12.7

Из пасты с влажностью, примерно равной влажности грунта при 
пределе текучести (таблица I). были приготовлены шесть образцов вы­
сотою 20 и 60 мм. Все образцы вначале были подвергнуты предваритель­
ному уплотнению нагрузками Р 0,125 кг'см- в течение 20 дней, после 
чего было изучено влияние высоты образца. Нагрузки прикладывались 
ступенями по 0,05 кг см'1 через каждые четверо суток. Деформации из­
мерялись видикагорами часового типа с ценой деления 0.002 мм.

На графиках фиг. I приведены кривые деформация — время указан­
ных выше образцов всех четырех ступеней нагрузок в интервалах вре­
мени 60 мин (фиг. 1-а) и 4—6 суток (фиг. 1-6) от момента приложения 
ступеней нагрузок. На фиг. 1-в приведена схема загруженйя.

Для определения влияния высоты образца на продолжительность и 
перераспределение приложенного к грунту напряжения между скелетом 
и поровой водой, необходимо было построить графики относительная де­
формация- время. Мы нашли целесообразным, для сопоставления ре­
зультатов опытов, деформации образцов высотою Л = (>0 ,՝ыг привести к 
высоте 20 .иль Это дало нам возможность определить абсолютную вели­
чину расхождения между кривыми деформация — время образцов высо­
тою 60 и 20 и сравнивать ее с точностью наших измерений.

Рассмотрим результаты экспериментов.
Сопоставление кривых деформация время образцов высотою 60 и 

20 мм, приведенных на графиках фиг. 1-а, показывает, что, за исключе­
нием третьей ступени нагрузки, они практически совпадают, так как рас­
хождение между ними не превышает точности измерений деформаций.
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Аналогичная картина наблюдается и на фиг. 1-6 (за исключением вто­
рой ступени загружеяия).

Из практического совпадения кривых деформация—время образцов 
различной высоты следует, что причиной деформирования во времени 
исследованных образцов является ползучесть скелета — вязкое переме­
щение частиц н агрегатов друг относительно друга, а приложенная к 
грунту внешняя нагрузка полностью воспринимается его скелетом. Это 
говорит о том, что поровая вода движется быстрее, чем происходит 
взаимное перемещение частиц и агрегатов грунта.

Что же касается случаев, где все же имеет место некоторое расхож­
дение между кривыми деформация -время образной исследованных раз­
меров, то нетрудно показать, что оно является результатом погрешностей 
Эксперимента. Для подтверждения сказанного достаточно нанести на 
графики результаты испытания всех образцов и построить зону разбро­
са опытных точек (на графиках указанных двух случаев штриховкой по-

։ы .юны разброса опытных точек трех образцов Л = 20 мм). Как 1Й(д- 
но из графиков, кривые деформация—гремя образцов հ = 60 мм. построен­
ные по осредненны.м значениям деформаций трех образцов, параллель­
ны граничным линиям зон разброса. Иначе говоря, скорость деформиро­
вания одного из образцов А - 20 мм равна средней скорости деформиро­
вания образцов /։ ■- (30 мм. Следовательно, имеющее место расхождение 
между кривыми деформация — время обусловлено не влиянием ныс >гы 
образца, а различием результатов между параллельно выполненными 
экспериментами.

Сопоставление полученных результатов с результатами опытов, вы 
полненных при величине ступени нагрузки, равной Р=0,25 кг}см֊ [12]. ио 
называет, что скорость загружеиия существенно меняет характер дефор 
мирования грунта. Достаточно сказать, что после предварительного 
уплотнения образцов нагрузками Р = 0.125 кг! см- уплотнение грунта под 
нагрузкой 0,25 ։о։!см- в течение первых четырех часов протекает при 
совместном действии факторов фильтрации и ползучести скелета, тогда 
как при величине ступени нагрузки Р - 0,05 кг}см2 процесс деформирова­
ния во времени (первая ступень нагружения, фиг. 1) обусловлен только 
ползучестью скелета.

Следует обратить внимание на то обстоятельство, что при переходе 
отпорной ступени нагрузки ко второй имеет место (фиг. 1) существеннее 
увеличение величины деформации, несмотря на то, что величины ступе­
ней нагрузок равны. Увеличение деформации при переходе от одной 
ступени нагрузки к другой свидетельствует о том, что деформации грун­
та от предыдущих ступеней нагрузок (ввиду их малости) не уплотнили 
его настолько, чтобы существенно изменить его механические свойства. 
Такой случай был рассмотрен ранее [6], где было показано, что увеличе 
нне деформации от последующей ступени нагрузки, по величине равной 
предыдущей, обусловлено разрушением ранее образованной структуры 
в глинистой пасте. Помимо разрушения структуры, имеет место увели-
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чение скорости перемещения частиц и агрегатов грунта друг относитель­
но друга под суммарным воздействием всех ранее приложенных натру 
зок.

Серия вторая. Исследована глина под лабораторным № 4-57, основ­
ные физические свойства которой сведены в таблицу 2.

Таблица 2

Набор.
№ грунта

Удельный 
вес г'см1

Влажность 
пасты

Степень 
влажности

Пределы пластичности
граница 

текучести
гранила пла­
стичности

число пла­
стичности

4-57 42.7 0.95 41,2 23.2 18.0

Методика приготовления образцов и точность измерения деформа­
ции прежние. Все образцы вначале были подвергнуты предварительно­
му уплотнению нагрузками 0.25 кг/с.и- в течение 11 дней, после чего 
были проведены исследования их деформативных свойств во времени 
при ступенчатом загружении нагрузками 0.05 кг/слг2 через каждые семь 
суток.

На графиках фиг. 2 приведены результаты испытания тести образ­
цов высотою 20 и 60 /ли в интервалах времени 60 мин и 7 суток от мо­
мента приложения ступеней нагрузок. В целях сопоставления результа­
тов опытов, как н выше, деформации образцов высотою 60 мм были при­
ведены к высоте 20 мм.

Сопоставление кривых деформация — время образцов высотою 20 и 
60 ли՛, построенных по осрелиенным значениям деформации грех образ­
цов, показывает, что в интервале времени до 60 мин (фиг. 2-а) расхож­
дение между указанными кривыми не превышает точности измерения 
деформации, а расхождения, которые существуют между кривыми де­
формация время (фиг. 2-6). практически не меняются до момента при­
ложения следующей ступени нагрузки.

Полученные результаты дают нам полное основание считать, что и 
здесь продолжительность деформирования практически не зависит от 
высоты образца, следовательно, деформация образцов протекает только 
в результате ползучести скелета.

Сравнение полученных результатов с результатами подобных же 
опытов, выполненных испытанием образцов при ступенях нагрузки 
0,25 кг/см-- (12], показывает, что в последнем случае (при ранных началь­
ных условиях опыта) для перехода в зону чисто ползучих деформаций 
скелета было необходимо около 24 часов.

Сопоставление кривых ползучести от разных ступеней нагрузок по­
казывает, что по мере перехода от одной ступени нагрузки к другой, по 
изложенной выше причине, величина деформации ползучести постепен­
но, медленно возрастает.

Серия третья. Была исследована часов-ярская глина под лаборатор­
ным №> 6-57. основные физические свойства которой сведены в табли­
цу 3.
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Таблица 3

Лабор.
№ j pyiir.i

Удельный 
нес .‘/г.и’

Влажность 
пасты ",՛„

Степень 
влажности

Пределы пластичности
граница 

теку чес։и
граница пла­

стичности
число пла­
стичности

6-57 2.65 63.0 0,98 59.07 21.2 37.87

В отличие о։ рассмотри иных выше случаев, все образцы третьей се­
рии были предварительно уплотнены нт рузнами 0,25 кг!см': и течение 
15 дней, а величина последующих ступеней нагрузок была равна 

0,025 кг/см2.
Результаты экспериментального исследования приведены на графи 

ках фиг. 3. На фиг. 3 не приведены графики начальных участков дефор՛ 
мнрования в более крупном масштабе, ввиду того, что небольшие де­
формации и большой разброс опытных точек (до 10 микрон) не дали 
возможности сопоставить результаты, полученные испытанием образ­
цов высотою 20 и 60 мм.

Из графиков фиг. 3 следует, что расхождение между кривыми дефор­
мация время образцов высотою 20 и 60 мм едва превышает 10 микрон, 
тогда как точность параллельно выполненных опытов такого же порядка.

На одном примере (фиг. 3) (первая ступень загружения) показано, 
что расхождение осредненнон кривой деформации образцов հ = 60 .ч.и от 
зоны разброса опытных точек (построенной по результатам испытания 
трех образцов Л— 20 льч) незначительно. Следовательно, и в этом случае 
деформация практически протекает без влияния высоты образца, без 
участия фактора фильтрации.

Если теперь сопоставить кривые первых ступеней загружения, полу­
ченные испытанием образцов нагрузками 0,025 и 0,25 кг[с.ч2 (после их 
предварительного уплотнения нагрузками 0,25 кг/см'), то нетрудно заме­
тить, что десятикратное уменьшение ступени нагрузки и корне изменило 
характер деформирования. А именно, если при величине нагрузки 
Р - 0,25 кг/см2 (фиг. 4) [12] для перехода в зону чисто ползучих дефор­
маций скелета и рассеивания давления в поровой воде необходимо бы 
ло около десяти суток, то в случае испытания образцов ступенями на­
грузок. равными 0.025 кг/см2, длительность деформации не зависит от 
высоты образца, а деформация с самого начала является результатом 
ползучести скелета.

Изложенные выше результаты исследования показывают, что внеш­
няя нагрузка полностью нрспринимается скелетом грунта. Следователь 
по. для прогноза деформации во времени в данном случае нельзя ис­
пользовать теорию фильтрационного уплотнения.

Учитывая малую структурную прочность испытанных нами образцов 
грунтов,—можно утверждать, что в грунтах, обладающих более прочным 
структурным каркасом, уплотнение должно протекать только за счет 
ползучести скелета и при высоких значениях ступеней нагрузок. R ра­
боте [8] показано, что. действительно, при испытании кинельской глины
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ненарушенной структуры нагрузками 7 кг/см- давления в поровой воде 
не возникало.

Вее это говорит о том, что показатель консолидации (//), которым 
пользовались в работе (13] для выявления картины перераспределения 
напряжений между скелетом и поровой водой, не инвариантен относи-

тельно велнчи ы ступени нагрузки 
Разумеется, этот показатель не ин­
вариантен и относительно высоты 
образца 14]. Поэтому все наши
выводы относятся к образцам 
с м от ре н н ы х р а з м еров.

Вопоос о том, как будет 
меняться уплотнение при переходе к образцам более крупных

рас-

из-
раз-

меров, нуждается в экспериментальном исследовании.
Изложенное выше дает нам возможность считать, что при расчете 

осадок сооружении, в большинстве случаев можно будет пренебречь 
влиянием фактора фильтрации на продолжительность деформирования, 
ввиду достаточной структурной прочности глинистых грунтов, с которы­
ми нам приходится сталкиваться в природе.

Ийстнту! .математики и механики 
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ԿՍԼՎ-ԱՅՒՆ ԳՐՈհՆՏՒ ԻՏԱ.ՑՄԱՆ РЪПЬЗРЪ <PU ШП1 
1ГЬ ԳՈՐԾՈՆՒ ШЬЪ

Ա 1Г Ф II Ф П I* 1Г

Հաշվի առնելով այն հան ղաման Հըր. որ սովորաբայւ ըեոերի աճը կաաւ լց­
ված բների հիմնատակների վրա ւոեդի / ունենում բավականին գւսՆգտգ, իսկ 
յաբորաւսհր պայմաններում գրունտի նմուշների բեռնավորման արագուի'յունր 
10—20 և ավելի անդամ մեծ բան իրականում գոյություն ունեցող բեռնավոր­
ման արագությունները, փորձարկման պայմանները դո յաթյ (էւն ունեցողին մո­
տեցնելու համար անհրաժեշտ Լ յարորա տոր փորձարկումները կատարեք 
նմուշների բեռնավորման փորր արագությունների պայմաններում} Նմուշների 
ասաիճանտձե բեռնավորման ժամանակ, բեռնավորման աստիճանի մեծ քինելը 
կարող է հանգեցնեք գրանտի ստրուկտուրայի ըտյրտյմանր, նրա ղեփորմացիա- 
լի մասին սխալ պատկերացա. մ կաղմելունւ

՝եյգ իոկ պատճառով չա փաղանգ կարևոր !, իմանալ գրունտի խտացման 
բնույթը վւոբր լարումների ղեպբում, որը հնարավոբություն կտա կառսւցել նրա 
խտացման ստույգ in ե и ություն ր ;

Եքնելով վերոհիշյալիցք կատարված /, տարրեր բարձբութւոլններ ունեցող 
նմուշն երի խտացումը, նրանց կողային ընդ տրձակ ման բացակայության պայ-
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մ աններ ում, երր րեոնաՎորման ասւոիձանի tl եծաթյուններր շատ փոքր ЛЬ ե 
հավասար են' 0,025 և 0,05 1|<|՛ Ulf ։

Երեք տարրեր կավային դրունտների 20 և GO մմ բարձրություն ունեցող 
նմուշների փորձարկումն հրր փոքր ե. մեծ սեղմման սարքերում ցույց տվեցին, 
որ հիջյաԼ նմուշների ժամանակի րնթէսցքում տեղի ունեցող ղեՏիորմացիաներր 
կաի/ված չեն նրանց բարձրություններից: 'Ւտ նշանակում է, որ նրանց ղեիտր- 
մարիաներն րնթանում են միմիայն մեկ' գրունտի կմախքի սողքի, գործոնի աո- 
կայուվհան պայմաններում>

Այն դեպքում, երր հիշյա/ նմուշների փորձարկումներր կատարվեք են 
0,25 կ<յ սմ2 մեծություն ունեցող րեոներով փորձարկման ժամանակ, նրանց 
ւյեֆորմտցիաներր սկղքնա կան մամանակաշրշէսնում րնթանում են երկու կմ ախ 
րի սողքի և քրհաղորդականության գործոնների միաժամանակ ազդեցության 
Հետևանքով:

Հեղինակները եկեք են այն եզրակարությւսնր, որ կավային զրունտների 
դեֆորմացիայի բնույթը կախված / գործող րորումների մեծությունից ե 
նրանց ազդման արագությունից։
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А Г. Багдоев

Уточнение закона распределения давления

Пусть некоторое давление Рх со скоростью V’ движется но по­
верхности сжимаемой жидкости, занимающей нижнее полупростран­
ство. Пусть V< «о. где с0—скорость звука невозмущенной жидкости. 
Эта задача рассмотрена нами в работе |1|. Давление в точке пере­
сечения ударной волны с поверхностью определяется в предположе­
нии, что основное течение одномерно, а давление в ударной волне 
равно Pv Если учесть сферичность волны, давление на ударной волне, 

1/ 
движущейся в жидкости в предположении малости ՛ равно |2|

3 |/‘
Л = у(т+1)Ро«֊-^. (I)

где р0—начальная плотность жидкости, 7֊ показатель политропы. 
* U I/ V1Таким образом, если — мало и Р։------ - то/^— т- В точке, где

«О ао
ударная волна отражается от поверхности, имеем для давления

Р = ֊К (2>4
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила S II 1962

14..

ՃԱՍ՜Ան HWlTb ՕՐեՆՔՒ ՃՏՏՈՒՍ՜Ը

Ա Մ «Ի (I «Ի II Ւ Մ

^ևղակքէ մակերևույթով սւար ած վտծ ճնշման արաղոէ թլան վւոքրու թլան 
ենթ ագրու fd լամ ր ճշտվում է հեղինակի կողմ ի у նա խկինո/մ и տա у ված /ուծումր 
/» որոշվում Հ լուծման կարղրւ
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А. А. Хачатрян

Об устойчивости прямоугольной пластинки 
при некоторых нагрузках

Рассмотрим прямоугольную пластинку, изготовленную из изо­
тропного материала. Поместим начало координат в центре прямо­
угольника, а координатные оси направим параллельно его сторонам.

Допустим, что по краям пластинки кроме нормальных сжимаю­
щих усилий действуют также касательные усилия, меняющиеся по 
линейному закону

a ո п 2а/?
на л* = ± ֊- Հ= ֊ та Վ, = ± -у у,

. . О
на №±у >.է=±֊^։

где а, ծ-размеры пластинки: а, 3, у — некоторые постоянные; р ве­
личина давления.

Нетрудно показать, что напряженное состояние рассматриваемой 
пластинки под действием внешних нагрузок (^определяется сле­
дующим образом

— 42Ь
о

(2)

>> = - г ХУ- йЬ

Рассматривая внешнюю нагрузку (I). замечаем, что в ней р 
играет роль некоторого параметра, с увеличением или уменьшением 
которого соответственно увеличиваются или уменьшаются величины 
внешних сил. Вопрос устойчивости рассматриваемой пластинки под 
действием указанных внешних сил фактически будет сводиться к на­
хождению критического значения параметра р. Для определения по­
следнего будем пользоваться энергетическим методом |1]. Согласно 
этому методу, критическое значение параметра внешней нагрузки 
определяется из уравнения
9 Известия АВ. серия фнз.-мат. каук, № 3
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l'= T (3)
где V — энергия изгиба. T — работа сил, действующих в срединной 
плоскости пластинки

Л dw ()w I , , 
+ 2-гу ~ —- dxdy՝ 

дх dv

(4)

(5)

Здесь !.)- цилиндрическая жесткость, р—коэффициент Пуассона, 
чт прогиб, а Л толщина пластинки: интегрирование производится 
по всей плошали пластинки.

Предположим, что пластинка свободно оперта по краям. В слу­
чае. когда рассматриваемая пластинка мало отличается от квадратной, 
можно допустить, что выпучивание ее происходит по одной полу­
волне по направлениям координатных осей. Поэтому, полагая

4 *У IW= Я cos cos֊֊* (6)
а b

где .4 некоторая постоянная, удовлетворим граничным условиям 
свободного опирания пластинки.

Подставив (6) в (4) и 5) и выполнив интегрирование, найдем

Учитывая (7) в (8). из (3) для критического значения параметра 
р будем иметь

В этой формуле, принимая для коэффициентов а, ? и 7 различные 
численные (как положительные, так и отрицательные) значения, по­
лучим значения для при различных случаях нагружения пла­
стинки. Следует только учесть, что если при каких-либо значениях ко­
эффициентов а, р. 7 выражение для р։(, обращается и бесконечность 
или принимает отрицательное знач€*нне. то в таком случае пластинка 
не теряет устойчивости, т. е. при таком нагружении ее плоская фор­
ма устойчивая.

В случае квадратной пластинки (ծ = а) формула (9) упрощается 
и принимает вид
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4к։/9а= 1
Р’р А Т֊?>֊֊

3

(10)

Рассмотрим более подробно случай, когда Հ=թ-1, а а>0.
Распределение внешней нагрузки для этого случая показано на фиг. 1.

В этом случае имеем

Заметим, что при « - 0 выла к? - 
ни'е'(П) сов.։ I та .։г с нззеемым зн 1- 
чением критической силы для ква­
дратной пластинки, равномерно сжа­
той в двух взаимно-перпендикуляр­
ных направлениях.

Как видно из (11), каса гель 
ные напряжения существенно вли­
яют на-устойчивость пластинки. На­
пример, если а > 3, то пластинка не Фиг. 1.

теряет устойчивости при любом значении сжимающего нормального 
давления р. Это имеет место, когда внешние касательные усилия 
действуют так, как это показано на фи г. 1. А если они действуют в 
противоположном направлении (для чего достаточно принять «<Հ0),
то при этом они не только не препятствуют, но лаже способствуют 
потере устойчивости пластинки. Отметим, что при «<Հ0 возможна 
потеря устойчивости пластинки даже при равномерном всестороннем 
растяжения ее. Например, это будет иметь .место в том случае, когда 
7 ֊ Р = — 1. а а< —3.
Институт математики и механики 
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1Խ. Ա.. lutuuuttrjuHi

ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ UULb ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ' 
ՈՐՈՇ РЬП-ЬРЬ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա Մ «1> П Փ II Ի Ս*

Դիտարկվող մ կ եդրերով աղատ հենված nt ւրլւմնկլուն սալի կալո։նութլան 
խնդիրր, երր նա գտնվում կ սեղմոգ և շոշափող ուժ հրի մ իաժսւմ անակլա 
աղդհցուքյ լան տակ։ Ալդ ուժերն իրենց մեջ պարունակում են a, 3, ՛[ 4Ո1'՜
ծակիցնհ ր, որոնց տարրեր արմ ե րնև ր տալով, ստացվոււք են տարրեր տիպի 
րեոնտվորվածՈլիքլուններ: Ադդող րեոերի կրիտիէրոկան պարամետրի ւորժերն
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и tn առվում է էներգետիկ մեթոդով։ 'Լերջում, որպես մասնավոր դեպր, դի­
տարկվում Հ քաոսմլուսի սալի կալոէնութ լան նույնպիսի բևսերի
ադդե/յա թլան տակ։
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