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Դ*. А. ՊԼտուսյան

ՄՒհԱՅՒԼ Վ.ԱՍՒԼեՎ.հՋ ԼՈՄՈՆՈՍՈՎ> ԿՅԱՆՔՒ Ոհ ԳՈՐԾՈՒՆԵՈՒԹՅԱՆ 
Մ Ա Ս b V

Անվանի էւիանականնհրի շարքում, որււնր խոշոր ա յան ա 1]ո րծ ու թյո ւնն հր 
հն կատարել ււիւոության բազմապիսի րնադավտոներում, Լսմոն ոսովը գրավում 
Լ Հատուկ ահղւ Կա խոշոր հանճար կր, նրա խորաթափանց մխոբն րնդդրկեր

բնական և Հաոարակական գիտությունների տարրեր բնագավառներ, լուծեց 
ր աւլււ՜ա ււվւււի ւ/իաական խնդիրներ, որոնր վաղուց մտել հն համաշխարհային 
ւլ ի տ ության գանձարանրւ

1է)սււլա ւչոէթյան համաշխարհ սպին խորհ ուրւլի Հանձնարարրախյամր այս տա
րր նււյհւքրհրին , աշխարհի <ք ոոովուրգննրր նշում հն tuit.u tin 41ւվրւլի ղսւվակ, 
'.անճարեղ ււիսւնական II'. էււմււն աււուքի ծննդյան 250 - ա մյ ակր:

ււ՚յդ աարհրրււրձր մեծ Հպարտությամբ հն նշում կապիէոսրլիստակւււն կա 
պանրնհրիրյ աղւււսւաւլրւէած աււս մհծ J ողւււէա րւլր , 4 ուէեւոտկան Մ իության րաէլմ- 
ազգ մոէլոէԼուրւլներր, այւ/ թւԼում նահ Հայ մոււովւււրդրւ

1 ^հկույքՀած Լ Երևանում, Միխսւյխ Վւսէւ(ղ!ւ[ւչ Լ/ւմ<՚նnnitt/lt ծննդյան 250՝ ամյակին նւ(ի;՛ 
ված' Հայկսւկան UUll՝ Դ1։44ււրյուննհր1ւ ակաղեմիէսյի Հա՚ււււյւ Հանրքիսա։[որ սևսիա-
jnuJ, J961 թ. նոյեմբհրի 17-ինէ



Գ. Р. Պետրոս յան

Այս տւււրեդարձը կւսմեդացնի տարբեր երկրների գիտնականների համա- 
գործակցությունը, կւււմեդացնի դիտական հառարտկայնությւսն պայքարը խւս- 
<յա քչության համար, նա ավեյի կխթսւնի սովետական առաջավոր գիտության 
այն Հոյակապ զարգացմանը, որպիսին նախատեսվում է ՍԱ՚ԿՊ XXII համագու
մարի կողմից հաստատված՝ պարտիայի նոր էքրագրով։

Նախքան Մ. Վ. էոմոնսսււվի կյանքին nt դործո։նեո։թյանը անցնելը, հա
լք աս ստակի կանդ առնենք նրա ապրած դարաշրջանի մի բանի բնորոշ կողմերի 
վրա;

Անա գիտության զարգացումը XVIII դարում ընթանում էր այնպիսի պայ
մաններում, երբ մի կողմից՝՝ աճում էր մանուֆակտուրային արտագրությունը, 
մյուս կողմից' առաջավոր հա սարակ սլկան - էի ի յիս ո վ։ ա յական մարի աթեիստա- 
կան ուղղությունը։ Գիտական ւոջխաս) անքր այդ շրջանում, նախորդ շրջանի հա
մեմատությամբ, էոարվում է ավելի խորը' րնակսէն երևույթների սիստեմատիկ 
դիտման, դիտական եզրակացությունների Էքսպերիմենտաւ հիմնավորումով, 
մաթեմատիկական դիտական մեթոդների մշակմամր ու կիրաոմամր։ Նման գի
տությունը պահանջում էր նոր, դիտական կենտրոններ) Այդ ւդիսի կենտրոններ 
դարձան Եվրոպայի մի շարք քաղս։րներոււք XV П—XVIII դարերում կադմա 
կերպված գիտությունների ակադեմիաները և դիտական ընկերությունները։ Պե- 
տերբուրդի Գիտությունների ակադեմիան, որ կազմակերպվեց 1725 թվականին. 
հանդիսացավ նոր ընադիտության կենտրոնը Ռուսաստանում)

Արդյունաբերության զարգացումը ՌուսԱւսսւանում XI III դարում հիմնա
կանում ընթանում էր այն ուղղությամբ, որպեսզի րոյն չափերով օգտագործ
վեն երկըի րնական հարստությունները։ Անտառները, ա ըմ և քավոր հանքերը, 
հոդը հանդիսանում էին արդյունաբերության և գյուղատնտեսության յուրացման 
աո արկան։

Արդյունաբերության զարգացման նման բնույթը պահ անջում էր այդ մա- 
մ անւսկվա գիտությունից մանրամասն կերպով ուսումնասիրել երկրի բնական 
հարստությունները։ Համանման պահանջներ դրվում էին ծ/սվար/ող առևտրի 
կողմից, որը Ռուսաստանի հսկայական տարածությունները իրար հետ կապում 
էր, որպես տնտեսական մեկ ամբողջ միավոր։ Անագիս։ ութ յան զարգացումը 
Ռուսաստանում սերտորեն կապված է Պետրոս !֊ի գործ ունե ութ յան հետ, նրա 
թագավորության վերջին շրջանոււք Ռուսաստանում արդեն հաշվվում էին ավելի 
ըան երկու հարյուր արդյունաբերական ձեռնարկություններ, որոնցից մի քա 
ն/ւսր բաւէականին խոշոր էին: Այդ մաման ակ ոոլսական գործարանները ձու- 
1։ա) էին !''!•> միյիոն ւիութ չոււչուն։ Պեւորոս 1-ը կաղմակերւէյում էր րադմաթիվ 
էքսպեդիցիաներ, որոնք հետապնդում էին տարսեր նսլատ ւսկներ: Գրանցի։)
մի քանիսը դեւդի Հնդկաստան ւուսնող ջրային ու ցամարս։յին ճանապարհ 
էին որոնում, կատարում էին նկարագրություն և Աքատրաստոէմ քւսրյոեդնևր 
Աւրիշները ւդարղում էին, թե Ասիան և Ս.մերիկան արդյւ։ ք միանում են, եթե 
այ։։ , ապա որսւեդ։

Հրես։ անս։յին դյլրծի, ծովային նւսվատորմի ււաեդծման , մւոնու1իակտուրւո- 
յի դարգւսցման համար անհրամեշտ էին մարդիկ, որոնք դիւոենtuյին մեխս>- 
նիկա, մաթեմաաիկա, ասաղադիտություն, ֆիզիկա և այյ գիսւությաններ։

Պեւոր/էս 1֊ր պարւլ կերպով հւսսկանում էր, որ հոէթլոր ակաւյեմիաներր շեն 
կւսրող ;ս։նէք.իսանաւ բնական գիտությունների ղտրդացման ու ա արածմտն 
կենտրոններ։ Inti իր նախաձեռնությամբ ու դեկավարոլթյտմբ Պեէոերբոլրւչոււք



5Մք,[սայիյ Վաււիյքլիջ էոմ էւնաւուքի կյանքի III ղււբծուՆևության մասին

Հիմնադրում Լ Գիտությունների ակադեմիա, սրտեղ սկզբնական շրջան ում ար
տասահմանից հրավիրվում են խոշոր բնագետ գիտնականներ։

Պևտևրրուրդի ակադեմիան հանդիսանում էր բարձրագույն դիտական ըն
կերություն և ուսումնական հաստատություն։ Վերջինիս մեջ մտնում էին գիմ 
նադիան ե համալսարանը: Ակադեմիկոսները կոչվում էին ւղըւմիևռււրներ ե 
պետք է, բացի դիտական աշխատանքից , Հա մ ա/սա րան ում կարդային նաև. 
դ ա и ախ ո ч ությ и ւն ն ե ր:

Բնագիտության ղարղացման վերը նշված ժամանակաշրջանումն է, որ 
Հրապարակ / ղալիս Միխայիլ Վասիթւիչ Iոմոնոսովր և իր բազմաըովանդպկ 
Հետազոտություններով ու աշխատանքներով պսակում իր անունը րոլոր ժամա
նակների Համար։

* *

էոմււնռսււվր ծնվել է 1711 թվականի նոյեմբերի 10֊ին, ունևոր ձկնորս Վա 
սիլի Դորոֆեևիչ էոմոնոսովի ընտանիքում, Միշանինսկ գյուղում, որը գտնվում 
է Արխսւնդելսկ քաղաքից 80 կիլոմետր Հսռտվորության վրա։

Տասը տարեկանից Միխայիքը ուղեկցում է իր Հորը հեռավոր վտանգավոր 
ձանապւսրհորդւււթյունների ժամանակ, Սպիտակ ծովում, Հյուսիսային սա
ռուցյալ օվկիան ոռում։ Այղ ՀանապարՀորդւււթյունների ժամանակ նա շատ բան 
է տեսնում և ծանոթանում դան աղան արտ աղրությունների ։ Նրա վ1,ս' մեծ 
տպավորություն է թողնում հյուսիսում մարդու ձեռքով ստեղծվող ռազմական 
ու առևտրական նավերը, և Հյսւսիււաւիայյր:

Այդ րպորր պատանու մեջ առաջացնում է ծարավ դեպի դիտելիրնևրր; 
1725 թվականին էոմսնոսովը մեծ դժվարությամբ ձեռք է բերում աշխարհիկ 
գրքեր ,ո կլանվում դրանցով։ Օրա առաջ նոր դիտելի բների աշխարհ է բացում 
Մադնիցկռւ թվաբանության դասագրքի ուսումնասիրությունը։ Ա՛յդ գիրքը նման 
չէր ժամանակակից թվաբանության ձեռնարկներին: Այդտեղ շարադրված 
էին ոչ միայն պարդ թվաբանական գործողությունները, սւյթւ մատչելի ձևող' 
շարադրված էին պարզ տեղեկություններ ֆիզիկա շիղ, երկրաչափությունից, 
աստղագիտությունից ե. այ/ զիաութշունն երե ց ՚

Անհաղթահարելի ձդտումր դեպի գիտությունը, որբ հնարավոր չէր ձեռք 
բերել իր ծննդավայրում և մոտիկ բազա քներում, ստիպեց էոմոնոս սվին մեկ
նելու Սւրսկվա և 1731 թվականին րնգունվերււ Մոսկվայի Սլավյոնա-հուն՛տ 
լատինական ակադեմիան։ Հոգևոր ակադեմիան ուներ 8 դասարան , աոաջին 
լորս դասարաններում դասավանդվում էր լատիներեն, սլավոնական լեզու, 
պատմություն և թվաբանս։ թյուն, միջին դասարաններում՝ պոեզիա, պերճա
խոսություն , բարձր դասարաններում՝ վ։ իլի и ո փ ա յ ությո ւն h ա и տված ար ան ռւ- 
թյունւ

(։ա։ւ։ ծանր էին էոմւլնոս ովվւ ուսումն աո ւ։ւ թշան առաջին տարիները , նօ 
այդ մասին դրում է,

4...Ս յոլս կողմից' Հայրս, երբեք, բտցի ինձնից, երեխաներ չունեն ալով, 
ասում էր, որ ես միակը լինելդվ, թողել եմ նրան, ձեււր եմ քաշել այն ամբողջ 
ունեցվածքից, որ նա աբյւււն-րրաինրով վառս։ակն/ է ինձ համար և որբ նրա 
մահից հետո կ ',ավ։շսւակհն ուրիշները։ Մյուս կողմից' անասելի չքավորս։ 
թյուն- ունենս։(ով Օրական մեկ ալտին (3 կոպեկ ) ռոճիկ, չէր կարելի օրական 
հացի համար ունենալ ավեյի, քան կես կոպեկ և կվասի համար' կես կոպեկ իսկ 
մնացածը' թղթի, ոտնամանի և այլ կարիքների համար...։
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Մյուս կողմից' դպրոցական փսյ՚ր տղաները բղ ավույ)' և մառւներով ցույց 
հն տալիս, իբր թե մի տե ս' ի ոչ Հիմարի ղյուիւ Է А//А/ բռան տարեկան ՛Հասա֊ 
կ ո ւ մ / ատին երեն սո վորելո։ ...»։

Չնայած այ՛լ դժ'վարոլթյուններին , էսմոնսսովր դրսևորում է ակաղեմիական 
բարձր՛ առաջադիմություն։ Առաջին տարում նա անցնում է աոաջին երկս։ ղա- 
սարանների ծրագիրը ե փււխադրվրւմ Լ 5-րդ '/ ա и արան ը ։ էոմ ոն ո и ովփ կողմից 
աոաջին դասարաններում լատիներեն լեզվին կատարելապես տիրապեւոելը հե
տագայում շատ ոդտակար եղավ նրա Համար, որովհետև այղ ժամանակ հա
մարյա րո/որ դիտական պարբերականները ու գրբերր Հիմնականում ապաղըր- 
վո։մ էին լատիներեն լեզվովt

Ակսոլեմ'իայում էոմոնոսովը աոաջին անդամ ծանոթանում է նոր փիլիսո
փայության որոշ դա ղավ։ արն երի։ Չնայած դասավանդման հիմրում ընկած էր 
սխէղաււտիկան, սակայն փիլիսոփա •/>. էոսլաաինսկո։ դաստզրրում դրված էր' 
փիլիսոփան ‘ցանկանալով՚ իմանաք դոսո ճշմարտությունը, չի Հենվում և ոչ մեկի 
խոսրերի վրա, փիլիսոփային Հատուկ է ավելի շատ վստահել բանականությանը, 
րան հեդինակությանր... ճշմարաությւոնր բաց է ըպորի համար և դեո սպառված 
չէ։ Նրանից շուտ րան է մնացել նաե ապագա սերունդների համար...»։

Աայց նման մարերը բնորոշ չէին Ակադեմիայի դտսավանգմանր։
17X5 թվականին Լոմոնոսովյ։ արդեն սովորում էր վերջին դասարանում, նա 

խիստ ժ տա՛, ոդված էր, որ ղաման պայմաններում սովորելով. չկարողացավ ու- 
սւա)ն ասիրեւ իր սիրած դիտ ոէթյււ։ններր' բնական գիտությունները. և չստացավ 
ֆիզիկայի ո։ քիմիայի բնագավառներին վերաբերող շատ հարցերի ւղաասւււ. 
իսսնը։

J7.L5 թվակ անի դարնան վերջին էգմոնոսովին կանչում են Ակադե։ր/՚այՒ 
ռեկէոորի ihtim Մի ամբողջ զիջեր Նա մտածմունքի մեջ էր, կարծում էր, որ իրեն 
կուղարկեն հևոավոր շրջաններից մեկը, որպես հոդեորականի (տերտեր) կամ 
նորից բննՈէթյան նյութ կդաոնա եր կողմից արված աքն tijuuif սւեղեկոէ թ ւունր, 

!՚ն րր հո դե որա կան ի որղհ է է
էա) սնոոովի ուրաիւ ությանր լտ՚ի չկար, երբ նրան Հայտնի դարձավ. որ ին րր 

այւ աշակերտների հետ միասին ուղարկվում է Պետերրուրդ սովորելու 
եիա ա թ յունն ե րի ակ աղե tf իա յի համալսարանում։ Այղոլիսով իրականտցավ նրա 

ցանկությունը, որ առաջացել էր դեռ իր ծննդավայրս։ մ եղած տարիներին։
Պևտերրուրդոէ մ էոմոնոսովր, շնորհիվ /ւր իւոշոր ընդունակ։։։թլունների ե. 

աշխաւոասիրության, շատ կարճ մ ամանակում արժանանում է ։ղրււֆեւ։որների ու֊ 
շտդր/էէթյանր ե, որպես 'Համա։ղա։ոա.սի։ան թեկնածու, 173G թվականին երկս։ 
այլ ոէսանողն երի Հեո։ միասին ղռրծ ուղվսէմ է Գերմանիա' կա տա րե լադործ վե լո։ 
դիտռւթքանների մեջ։

Միի։այիլր, Հադթէռհարերւվ /ուրջ դժվարություններ և փորձություններ, ձեոր 
բերելով խորը դիւււելիքներ, արտասահման յան ղործ ուղումից վեր աղ ասն ում է 
Հայրենիր 1741 թվականի հունիսին։

Ինչպիսի՛ դիտելիքներ ձեոր (՛երեց էոմոնոսովը տյդ տարիներին։
մէւաիւ և էսռաջ,— դրա մ է ոո։ս հայտնի քիմիկոս Ա. Ն. U ենշոսոկինը,— նա 

կաաարելաւղես դիտեր, բացի ռուսերեն և եկեղեցա-սլավոներեն լեղուներից, 
նաև լատիներեն, դերմաներեն ու ֆրանսերեն, որոնցով աղատ դրում էր, ինչպե։! 
նաև կարողանում էր գրքեր կարդալ մի բանի այլ թւդաներով... Ս տրրուբդուԱ նա 
յուրացրեց անհրաժեշտ մաթեմատիկական դիտելիըներ, փիլիսոփայության և 
տրամէսրանությւէւն .առանձնապե։։ ֆիզիկա ե քիմիա, ինշւդես նաե բնական դի-
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աությւււններ, ինչպես' հանբար անություն, ,՛անբտյին հանածոներ, հավանորեն, 
նաև ըռլսաբանություն ու կենգանարանւււթյուն։ Այնուհետև Նա ծանոթացավ մի 
յարը կիրառական գիտությունների' անցավ մեխանիկ այի զանազան ճյուղերը , 
իսկ ֆրւռյրերդսւմ' մհտայ ու բգիան, ր ւռոի ամեն արս յն իմա սա ով. սկսած Հանրա
յին գործից և վերջացրած մետաղների մշակմամր ւււ մետաղափորձարկմտն 
գործով... նա գիտեր ապակեգործության, կերամիկայի և ճենապակու արտադրու
թյունս, աղագործություն, ծովագնացություն, աստդադիտություն, աշխարհա
գրություն։ Չենր խոսում նրա դիտելի բների մյուս ճյուղերի ճարտասանության 
(հռետորության), [քերականության, պատմության, բազարտտնտեսության մա
սին և այլնո կարելի Լ ասե/ որ ուսոււենա ռութ յան ։ո արիները Լոմււնոււովին 
դարձրին բազմակողմանի գիտնական ու պրակտիկ, որ պատրաստ Լր ձեոը 
զարկելու ամեն մի գործի; Արտասահմանյան գործուղումից վերա դառնալուց 
Լոմոնոսովյւ անմիջապես չի նշանակվում որոշակի պաշտոնի ։ Որոշ մաս'տնակ 
անց՛ Հատակ գիմում ներկայացնելուց հետո, որտեղ Հիշեցվում Լր գործուղու
մից առաջ արված խոստումը, նա 1742 թվականին նշանակվում Լ Գիաություն- 
ների ակադեմիայի աղյունկտ, տարեկան 3G0 սու բլի ռոճիկով: Այգ գումարով 
այն մաման ակ նա կարող Լր առանց դժվարության հո գուլ իր կարիբները, սա
կայն Ակադեմիայում տիրող անտնտեսվարության և գումարների ոչ նպատա
կային ծախսումների ւզատճա ոով, Լոմոնուավբ, ինչպես նաև ուրիշները, 
ամիսներով, մինչև անգամ ամբողջ տարով ռոճիկ չԼին ստանում:

1743 թվականի հուլիսին ԼոմոնոսուԼը չէր ստացել 1742 թվականի ռոճիկի 
'ի,-ը։ Նա հատուկ դիմումով խնդրում Լր վճարել թեկուզ երկու ամսվա ռոճիկը։

Ակադեմիա յի գրասենյակում, որի խորհրդականը ■> անդ ի ռ անում Լր եու՝ 
մախերր, մակագրություն Լ ւորվում' միջոցներ չւււնենալ/ււ պատճառով րաց 
թողնել 10 ոուըքիւ 1743 ի) սդոււտաւին Լււմււնոււսվր դիմում Լ Ակադեմիային։

• Գրեթե մի ամըոդջ տարի,- ես, նվա սա աղու յն//, Ակադեմիայից ռոճիկ 
չէի ստանում , դրա ,'ամար էլ ծայրահեղ ագբատության մեջ ընկա: Ւսկ այժմ 
հիվանդ եմ և ոչ միայն գեղորւոյբ, այլև օրվա ապրուստ ձեււր բերելու որևէ մի
ջոց չունեմ 1։ փոխարինաբար փող ճարել չեմ կարող»։

Այղ դիմումի պատասխանը էին ում Լ հետևյալը. Դրամարկղում փող չու
նեն ալ ու. պատճառով Լոմււնոււ սվին րաց թողնել հինդ, ռուբլի:

Ակադեմիայում աշխաաանբի անցներււ օրից մինչև իր մահը տաբարյուն 
ե շիտակ բնավոր ություն ունեցող Լոմոն ււսովը անհաշտ պայրսւր Լ մղում ռու
սական գիտության ին բնուրույն զարգացման համար, Ակադնմիտյոսէ տիրող 
կամայականությունների դեմւ Նա փաստորեն գլխավորում Լր ռուս գիտնական - 
ների կաւոադի պսւյրարր օտարերկրացիների րոնացման դեմ։ Դրա համար // 
• ■'ինչե անդամ նա վեց ամիս բանտարկվում խ

Այդ շրջանոէմ դգալի կերպով զարգանում Լ Լոմոն п и ով ի սլոեաիկական 
ձիըբր, և նրա կողմից դրված մի շւսրբ օւլսւնևր ըարձրացնոսք են նրա Հեւլինա- 
կությունը ՝. ши ար ակ ու թյան մեջ, հատկապես արբունի պալաւոում, ռրպիսի 
. ան դա ման րր գդալի կերպով վախում Լ Ակադեմիայի պրովւեսորների վերա- 
բերմունրր դեպի Լոմոնոսովր ե գեւդի նրա գիտական աշիւատությսւնները։

1743 թ. հուլիսի 2.ւ-ին ԼսմոնոսուԷը ՛Այտնակվում Լ ըիմի ական ամբիոնի 
պրոփեսոր։ Պրոֆեսոր նշանակվելուց 'ետո Լոմոնոսովը ավե/ի [այն թաւի Լ հա- 
ղորգում իր աշխա տան բներին։ ետ շատ սւռանելի աոտջարանով հրատարակհց 
իր ուսուցիչ ե/. Վէվֆի Լ ըսպերիմենս։ ալ ֆիզիկան, որը մեծ նշանտկէէւ թ յուն ու
նեցավ Ռուսաւոանոււէ ընտկան դիաեթլբն երի տարսւծման դււրծումւ Նա ձեո- 
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նարկհց և ինքը անձամբ հրապարակային դասախոսություններ կարդաց ֆիզի
կայից "է՛ ամենակարևորն կ, դրական վախճանի հասցրեց քիմիական րս- 
բորատորիայի կառուցումը։

քիմիական լաբորատորիայի կառուցման պատմո։ թյունն ուս անելի Լ ալն 
տեսակետից, թե Լոմոնոսովը 11^1ԼսւՒ1,Ւ կրքոտությամբ և հետևողական ու 
թյսւմբ է աշխատել իր առջև դրված խնդիրները լուծելու համար։

Աոաջին անդամ քիմիական լաբորատորիայի կազմակերպման հարցը 
Լոմոնոսովը դրեյ է 17-12 թվականին, սակայն նրա դիմումը մնացել Լ առանց 
պատասխանի։ Երկրորդ անդամ դիմում է 1743 թվականին, նշելով, որ ան - 
հրաժեշտ Լ կատարել րիմի ական փորձեր և օգտակար /ինել մեր հաւրենիքին։ 
Դիմումի պատասխանը մերժել փուլ չունենալու պատճառով։

Երրորդ անդամ Լոմոնոսովը դիմումը ներկայացնում է 1745 թվականին, 
այս անդամ լաբորատռրիայի կառուցման ան հրաժեշտությունը կապելով դար 
դացող արդյունաբերության պահանջների հետ։ Այս անդամ նույնպես հարցը 
/ուծվոլմ է բացասական իմաաոով։

Նույն թվականին նա անմիջապես դիմում 1; սենատին։ Հարցը լուծվում կ 
գրական իմաստով, բայց Ակադեմիայում տիրող անր արյացակամ վերաբերմուն
քը' հատկապես (> ոէմախերի կողմից դեպի էռմոնոսովը և րտշրշուկր բերում ( 
նրան, որ րսրորատորիայի կառուցումն սկսվում է 1748 թվականին, բայց շու
տով ավարտվում Է։

Լոմոնոււովի լլիւոակ ան գործունեությունը հիմնականում կարելի կ բաժանել 
երեր շրջանի։

Առաջին շրջանն սկռվում է ուսումնառության տարիները ավարտելւււց մինչև 
քիմիական լաբււրատորիայի կազմակերպումը, այսինքն մինչև 1748 թ.ւ

Այ» շրջանում նա հիմնականում կատարում է ուսումնասիրություններ, որոնք 
վերաբերում են ֆիզիկայի տեսական հարցերին։

Երկրորդ շրջանն սկսվում Լ ըիմիական լաբորատորիայի կաոուցո։մից և 
տևում կ մինչև 1757 թ.ւ Այդ տարիներին Լոմոնոսովր հիմնականում զբաղվում 
I, քիմիայի տեսական և Լքսպերիմ1ւնւոէսլ հարցերով։

Երրորդ շրջանն ընդգրկում կ 1757 թվականից մինչև նրա կյանքի վերջը 
Լոս ոնոսովր, այս շրջանում շարունակելով հին հարցերի ուսումնաււիրությւռնը 
շատ ժամանակ Լ հատկացնում կիրառական գիտություններին և վարչական գոր
ծուն եու թյ ան ը ։

Խոշոր նշանակություն ունեն Լոմոնոսու/J։ աշխատանքները ֆիզիկ»1 յի բնա
գավառում։ Նա ինքն կլ շատ մեծ նշանակություն կր տալիս և ասում կր'

՛./!սւանավռբներ գրելը իմ հաճույքն կ, ֆիզիկան' իմ մարզանքները»։
Առաջին շրջանում էմիխտյիւը տվեց սկզբունքային նշանակություն ունեցող 

։!ի շարր աշիւսւ։ոությոէննեը: Դըանցից մենը այստեղ կանգ կառնենք մի քանիսի 
։թ։։ս։ կոմոնոսովփց շատ զարեր առաջ հին Հունաստանում ւոոաջսւցավ այն աե 
սակևւոր, որ րոքոր մարմինները րաղկաց ած են շատ ւիորր անտեսանելի մտո 
նիկնևրից։

Եատարյալ ձևով այդ ժիտրը ձևակերպեց հույն մեծ գիտնական Դեմո- 
կրիսէը։ ւՍովորարար մենը խոսում ենք -քաղցրի »՛ դառնի մասին, տաքի ու 
ցր։ոի մասին, դույնի ո։ հոտի մասին, մինչդեռ իրականռւմ գոյություն ունեն 
աաոմներ և դատարկ տարածություն и։
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Դեմոկրիտի կողմից մշակված ատոմիստական պատկերացումները հնարա
վոր՜ություն տվեցին բացատրելու շատ երևույթներ, որոնց ծանոթ են սովորական 
կ յւսնքում:

Դեմոկրիտի Հայացքները հին դարերում մեծ տարածում ունեին, րտյց ,ե- 
ւոադայամ դրությանը փոխվում էւ

((Միջին դարերում հսկայական իշխանություն urn tug ած՜ քրիստոնեական 
եկեղեցին ձգտում էր մարդկային միտքը հեռացնել ողջ բանականից և նյութա
կանից: Եկեղեցին չէր կարողանում հաշտվել այն մուրի հետ, որ աշխարհը 
վերջին հաշւԼուԷ, կազմված է լոկ նյութական մասնիկներից Դեմոկրիտի ատոմ֊ 
ներիցւ Դեմոկրիաի Հայացքները հայտարարվում են հեթւսնոսականէ Ատոմա
յին ուսմունքի դեւք ուղղված պայքարում եկեղեցուն օգնում են աշխարհիկ իշ
խանությունները։ 1626 թվականի սեպտեմբերի 4-ին Փարիզի պառլամենտը Հա
տուկ գեկրևւոով արգելեց ատոմային դաղաւիարների տարածումը զանցառու
ներին սւդաււնում էր մահապատիժ։

Աակայն գիտության զարգացումը հնարավոր չէ կանգնեցնել թղթի դեկրետ 
ներով, որքան էլ դրանք ահարկու լինեն»։

Որոշ ժամանակ անցնելուց հետո Փարիզում նորից հանդես են դալիս ատո
միստական տեսության կողմնակիցներ և դրա կրողը հանդիսւսնում է ֆրանսիա
ցի ւիիլիսոփա Պյեր Գէսււենդին, նրան կողմնակից էր անգլիացի ֆիզիկա։ Դո֊ 
բերտ Ոոյլը է1627— 1691 ):

Նլասիկ 'իիդիկայի հիմնադիրներից մեկը՝ մեծ Ւ. Նյուտոնը, գտնում էր, որ 
բոլոր մարմինները րաւլկաց ած են «զանգված ունեցող, ամուր, անթափանցելի, 
շարժվող մասնիկնեիից»։ Այս շրջանում ատոմիստական ւգաւոկերացէէւմների 
հետ միաժաման ակ ընդունում էին ոչ նյութական «մատերիաներ»։ Լայնորեն 
տարածված էր այն ւոեսւսկեսւը, որ նյութն անսահմանորեն բաժանելի է, որ գո
յություն չունեն սւտոմներ ե մււ[1։կու,լներ: Այս ւոեսւսկետին էին այնպիսի խոշոր 
դիանականներ, ինչպիսիք են Ռ. Դեկարւոր, Դ. Լեյրնիցը և հ. Վււլֆը:

Էոմոնոսովյւ, հակւսոակ իր ուսուցիչ !ս. Վոլֆի տեսակետին, իր «Մաթեմա
տիկական քիմիայի Լքեմ են աները к և «Ոչ զգայուն ֆիզիկական մասնիկներ՛։ 
մասին» աշխատությունների մեջ ավելի խորը մշւսկեց ատոմիստական 
ուսմունքը, դարձնելուէ այն հզոր զենք դիտական հետազոտությունների համար:

ԼոմոնոսուԼը ատոմիստական ուսմունքի մասին իր ւսշխ (ստությունը ամրոդ- 
յությամր չի տպագրում: Տպագրության է հանձնում այդ աշխատության կատար 
յալ կերպով մշակված աոանձին գլուխներ։

Այստեղ մենք հ ամ lull ոտակի կնշենք նրա կողմից մշակված սւսւքունբը ջեր
մության մւսսինւ ԶինւԷւսծ էինելով նյութի կաւււււ ցվածքի մաթեմատիկորեն 
մշակված ւոեսւււթյամր, էոմոնոսովը գրոհեց, այսպես կսչւէած, «նուրբ մատե
րիաների» վրտ, այլք թվում' «ջերմույին մատերիայի» վրւսւ

1745 թւէականին Ակադեմիւսյի երկու նիստերում նա զեկուցում է «Դատո
ղություններ ջերմության և ցրւորսթյան սլաւոՀ՝առների ւէսււէին.- թեմայււվ:

«7/ ասւ լավ հայտնի է,— սկռւււմ է նա իր դիսերտացիան,— որ ջերմ ութ jut Ար 
Հարուցվոսէ է շարժումով' ւիռիէադարձ շւիումից ձեռքերը աս։քանում են, ւիւսյաը 
րոցսէվւսովրսմ է, կայծքարը հրահանին հարւէտծելիи կայծեր են աււ.աջւսնում, եր
կաթը հաճախակի և ուժեւլ հարվածներով կռելիս շիկանում, կաս-կարմիր է 
դաոնում, իսկ եթե այդ հարւԼւսծները դադարեցնում ենք, սււդա ջերմությունր 
նվւսգամ է և առաջացած կրակը մարում է»։
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ք՚այց Հմա րմինները կարող են շարժվել երկակի շարժ ումով' րնգհ անուր , 
որի ժամանակ ամրոգջ մարմինը անրնղհաա փսխում Լ իր տեղը, մինչդեռ մաս
նիկները միմյանց նկաամամը գտնվում են հանգիււա վիճակում. ե ներքին, որը 
մատերիայի ոչ զգայուն մասնիկների տեղափոխումն I; մի ւսեղից մյուսը»:

((Ջերմությունը նյութի ներքին շարժման մեջ Լւ՝ւ
1753 թվականից սկսած, Լռմոնււսովի փորձերը խոշոր նշանակության ունե

ցան ամրողջ ըն ագի լռության համար: Նա տեսականորեն և. փորձի հիման վրա 
ձևակերպեց նյութի ու շարժման պահպանության օրենքը:

Լոմոնոսռվը գեո 1748 թվականին էյլեըին գրած իր նամակում հայանում է 
Հետև յայը -

•■Բնության մեջ տեղի ունեցող ['ոլոր փոփոխությունների ժաման ակ ստեղծ
վում Լ այնպիսի վիճակ, որ ինչքան մի մարմնից հանվում Լ, այնքան ավելանում 
Լ մյուսին: Այսպես, եթե մի տեղ պակասում Լ մի քանի մատերիա, ապա բազ
մապատկվում է մի այլ տեղ. քանի ժամ մեկը հաակաւյնի արթուն մնալու, այն- 
րան Ժամ կտրում Լ բնից: Սույն համրնդհէենուր րնական օրենքը տարածվում Լ 
նաև շարժմ ան բուն կանոնների վրա' որովհետև. մի մարմին, որը իր ուժով շար
ժում Լ մյուսը, իրենից նույնրան ուժ Լ կորցնում, որրան հաղորդում կ մյուսին, 
որր նրանից շարժում Լ ստանում.-։։

Այս եզրակացության Լոմոնոսովր հասել Լր գեո. 1744 թվականին։
ւ<11րը որևէ մարմին արագացնում Լ մյուսի շարժումը, ապա իր շարժ ման մի 

մասը հաւլսրգՈէմ I, նրան, րայը այղ անում Լ լոկ ինքը կորցնելով իր շարժման 
նույնպիսի մի մաս: Այղ պատճառով ջրի մասնկիներր, արա ղւսղն ե լ ով աղի մաս
նիկների պտտական շարժումը (լուծվելու ժամանակ), կորցնում են իրենց 
պտտական շարժ ման մի մասը։ Բայց բանի որ վերջինը ջերմության պատճառն 
Լ, ապա բնավ Լլ զարմանալի չկ, որ ջուրը ւյրւոում Լ աղը լուծվելիս»։

Հետագայում Լււմոնոսովր, մոտիկից ծանոթանալով Ռււրերտ Բուլի աշխա
տանքներին , ինքը փորձերի միջոցով ապաց ուցում Լ Բոյլի սխա/ բացտտբու- 
թյուններր։

1756 թվականին Լոմււնոււովբ Ակադեմիայի կ ոնֆեր ան и ում կարդացած զե
կուցման մեջ ասում Լ

«Փորձերը կատարել եմ ամուր փակված անոթներում, որպեսզի ուսումնա- 
ււիրեւէ, թե մեսւաղների կշիոր ավերսնռ <մ Լ արզյոը զուտ ջերմությւււնից։ Այղ 
վւււրձերից պարզվեց, որ պանծալի իիսըերսէ Սոյլի կարծիքը ճիշտ չԼ, ոըովհեաե 
աոանց արտ սւբին ողը ներս թողնելու, կիզված մետաղի կշիոր մնում Է նույնը^.

1,ոմոնոսովի ւիորձերից 17 տարի հետո համանման փորձեր կատարում I; 
ֆրանսիաց ի '.ալանի բիմիկւո։ Լավս։ աղեն։

ԼսԱ՝սնսուլվի աշխատանքների մասին ղրախէէԱակւււնոէմ իյլերր զլււււմ Լ'
«1Լ/ս րւղոր ղիսերւոացիաներր ոչ միայն րովն են, այլև հույժ գերազանց, 

որով ,ետև նա գրում Լ .իիղիկսւկտն ոլ քիմիական շսււո կարևոր հարցերի (մւս- 
ուերիանեըի) մասին, ււրպիսիը մինչև այժմ չգիտեին և մեկնաը անել կարող 
ամենասրամիտ մարզիկ... Ս.յզ դեպքում պարոն Լոմոնոսովին պետը Լ հատուցել 
արգարացին, որ '■։//.՛ օժտված Լ ֆիզիկ ական ու բիմի ական եը!աւյթները պարզա
բաներ։։. ղերս։ զանց ձիր բերով։ Պեաք Լ ցանկան աք, որ մյուս Ագակևմիւսնեըը 
նույնպես ի վիճակի յիննն կատարելու այնպիսի հայտնւսդործումնեը, որւղիսիբ 
ցոպց ու վեց պարոն Լոմոնսսովր ւ՚ւ

1) ենք նշեցինք Լոմոն ոսովի կողմից կատարված ֆիղիկսւ-քիմիական աշխա
տանքների միմիայն 4՝ ի մասը: ետ խոշոր աշխաաանքնեը Լ կւրլւ/ւարել մթնորւր -
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տային էլեկարւսկ անitւթյւսն , о tg tn ի կա յի. ասադադխուււթ ՛յան, երկրաբանության , 
աշխարհադրությ ան ըն ադավաոներու tf. նա հանդիսանում / ֆիդիկական քիմիա֊ 
յի հիմնադիրը, ռուսաց լեդւ[ի բարենորոգիչը, նրա գրչին են պատկանում մի 
շար» պատմական ուսումնասիրություններ, նա եղել է ժամանակի մեծ պոետն 
nt հռետորը t

էոմոնոսովի կողմից մշակված նախագծ՛ով 1755 թվականին հիմնադրվեց 
Մոէւկվայի Համ ալս արանը Մոսկվայի Համ ալսա րւսն ում, հաս/կ տպես Հոկտեմ
բերյան քւևոլյուցիայից Հետո, ոովորևլ ււլ սովորում են Սովետական Միության 
րաղմաղդ ժողովոէըգնեըի դավակներր, այդ թվէ/ւմ նաև հայ ժողովրդի գավակ
ները։

1760 թվա կտեին էոմսնոսովր րնու րվ ում է (/ վի դակուն ակադեմիայի պատ 
վավոր անդաւք, I 765 թվականին' Արվեստների ակադեմիայի պէււավավքքյւ ան
դամ, 1765 թվականին ընտրվում է Բոքոնիս/յի ակադեմիայի անդամ։

1765 թվականի մարտին, ծանր հիվանդությունից Հետո, էոմոնոս/ւվը մահս/- 
նամ էէ

Լոմոնոոովի դիտական աշխատությունները հիմը դրեցին մաաերիւո/իաոտ 
կան բնագիտությանը 11՝սւսաստանոէմ։ 1՚ր րոլոր աշխտս/ւսթյուններոսք նա ղե
կավարվում էր այն մուրով, որ փորձը ե տեսությունը անիէդելիորևն կապված են 
իրար հեա։ «Իսկական քիմիկոսը,— դրում էր նա իր առաջին աշխատություննե
րից մեկում,— պետք է /ինի նտե ւիիլիսոփաՀՀ

Արքա ն համահնչյուն են այդ մտքերը uulu մեծ գիտնական' Իվան Պեա- 
րովիչ Պավր/վի գաղափարներին. դիմելով երիտասարդությանը, Պավյովը ասում 
էր. էէՈւէւոէմնաււիրելով, վ։ործտրկելոէէ, դիտելով' աշխատեցե' ք չմնալ փաստերի 
մ ակ երե սին/

Սի՛ դարձեր ւիասաերի արխիվարիուս։ Փորձերն ր թափանցել նրանց ծագ
ման գաղտնիքի մեջ։ Համառորեն որռնեցեք այն օրենքները, որոնք ղեկավարած՛ 
են այդ փաստերը»։

Էոմււնու/ռվը մարտնչող մատերիալիստ էր. նա աշխարհի մասին իր հա
յացքները քարոդուււ" էր ոչ միայն դիտական աշիւաաւււթյունների և հրապարա
կային երււյթների , այլև բազմաթիվ ր. ան ա и ահ դծ ու թյունն ե ր ի միջոցով։

Էոմոնոսովյւն րարձր է դն ա հաաել Հ. Գ. թելինռկին.
iillninntgյալ ծովի ափերին,— դրում էր նա,— հյուսիսափայլի նման ցորսց 

էււմոնոււովր: 6 լացուցիչ ե ոքանչեւի էր ույդ երևոէյթը. Գա ապացուցեց, որ մար
դը մարդ է ամեն մի վիճակում և ամեն մի կ/իմույում, n/t հանճարը ի վիճակի է 
.'ադի’անակ աանելու այն րոլոր արգելքների նկա urti ամր, որ թշնամական Հա֊ 
կատադիրր հակադրում է նրան, որ, վերջապես. ռուսն ընդունակ է աժ՚են ւ>՚{ւ 
վեհության ու ղ( /լերկության■՝։

Մ. ՛է. էոմոնէէսռվի արադիցիաները շարունակել են նրա աշակերաներր' 
11. Հ/. Գ/ււմովսկին, Ս. Կ. 0tunե/նիկսվր, II. Պ. Պրոաասովյյ:

Լւէմոնոսովի արադիցիաները մենք դս/նամ ենք XIX դարի վաթսւււնական ե 
,եէոադա տարիների ցիանականների, ինչպես, օրինակ, Լոբաշեսկււ։, Դինինի, 
^ոււու րսրովի, թոակինի, Մենդելեկի և ուրիշների աշիւmittntթյւււններու մւ

‘Լերջիննեըիս աշխատոէթլոէննիրի միջոցով Էոմոնոաւվր ամուր կեըսյով 
կապվոէմ է ւ1՝եր օրերի ‘.ետ։

<էԵրր Uովետական Միությունում կաէււսվւսրության ե ւդւսյւսւիայի կոշով,— 
դրոէմ էր ակադեմիկոս Ս. Ւ. 'Լավի/ովր ,— սկսեցին քառն կ եըէդով աճել դիսւսւ- 
թյունն nt տեխնիկան, այդ ծյեցին լոմոնոսովյան ցանքերը։ Անլուր ւդաւոեըադ -
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մր, պայքարր մեր իսկ գոյության համար' պահանջեցին է՛/ աւիզի մորիչիղացնել 
մեր դիաՈէթյունր ֆիզիկան, քիմիան և երկյւարանությւէւնը։ Եթե ուշ ագրո։թյտմր 
հա նայենք, ապա պարղ կդաոնա, որ մեր գիտ ա թյան հաջողությունների անկյու- 
նա քարերը գրվեչ են անցյալում, դեռևս Էոմււն ոսովի կողմիցքյ

Ա/11 անցիսավոր լւրր ցանկանանք սուս մեծ ժողովրդին, սովետական 
բազմազգ մէւզււվուրւքներին , դրանց զիան ակ աններին նորանոր հ աջողոէ թյուններ 
դիտո։թյան զարգացման բնագավառում > որին աոանց մնացորդի նվիրեց իր ամ
բուր՝ կյանքը пти ականավոր գի տնակ ան Միխայիւ Վասիլեիշ Լոմոնոսովը ւ

Հա յկա կաՆ UUlb Գ1Լ թնաղիւոության
և տեխնիկայի պատմության խոր>Ոէ.ր,ք Ստսցյվաձ է ‘-’3 XI tOBt
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МАТЕМАТИКА

С. А. Акопян

Интегральные преобразования с ядрами, 
являющимися обобщенными гипергеометрическими 

функциями и обобщенными функциями типа Вольтсрра

В работах |1|—[3| М. М. Джрбашяком была развита /.^-теория 
интегральных преобразований в комплексной области при помощи 
ядер, являющихся различными специальными функциями. В работах 
|1], |3| при помощи асимптотических формул для функций типа Мит- 
таг-Лефлера и Вольтерра при больших значениях аргумента удается 
получить явные выражения для их преобразования Медлина и уста
новить, что эти преобразования удовлетворяют важному функцио
нальному соотношению, играющему основную роль при построении 
соответствующих интегральных преобразований в комплексной об
ласти. В работе же |2| были рассмотрены интегральные преобразо
вания, связанные с функцией

СО 2^’
(г; Нх. и) = + +

являющейся, очевидно, обобщением как функция Митта г-Лефлера, 
гак и функции Бесселя. Не имея, однако, асимптотических формул, 
позволяющих судить о поведении этой функции в замкнутой пло
скости 2 при больших значениях аргумента, в этой работе, выражение 
соответствующего преобразования Меллина устанавливается при по
мощи теоремы о вычетах и некоторых оценок контурных интегралов.

В настоящей статье приводится построение /.«-теории инте
гральных преобразований с ядрами, являющимися обобщенными ги
пергеометрическими функциями вида

£,г№ + ь)"-гад + и ‘

и обобщенными функциями типа Вольтерра

(D

(2)
о
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Обобщенные гипергеометрические функции в связи с их асимп
тотическими разложениями были изучены Фоксом [4| и Райтом |5|. 
ио полученные ими асимптотические формулы не пригодны для 
замкнутой z плоскости, ввиду чего не могут быть использованы для 
вычисления соответствующих преобразований Меллнпа. Поэтому и 
настоящей статье вид преобразования Меллина для функции (1) или 
(2) мы устанавливаем также опираясь на теорему о вычетах и оценки 
некоторых контурных интегралов. Отметим, что интегральному прео
бразованию. связанному с обыкновенной обобщенной гипергеометрн- 
ческой функцией вида

" И Йо ПЛ+н).. Г^֊г'|<)
z

была посвящена работа Фокса |6], доказавшего лишь теорему типа 
Дирихле.

Автор выражает благодарность проф. М. М. Джрбашяну за по
становку задачи и за руководство.

§ 1. Преобразования с ядрами вида pFf/(z)

Г\ Обобщенная гипергеометрическая функция определяется как 
сумма ряда (см. |4J, [5], |7|, где рассмотрен специальный случай, 
когда 1.։+1 = Р?+1=1)

81’ ••• V;

« Г (Kj-' + v,)-.. Г («-■ + .,) к 
^1iW։ + i4)---r(4+1 + ։‘,T>)2,

где параметры 51։ • • •, р1։. • •, р, ։ положительные вещественные
числа, а параметры v|։..р вообще говоря, произволь
ные комплексные числа, но с тем ограничением, что ни одно из чисел 
W՜1 Н ч,- • - 1&~ * 4- •-> (Л — 0. 1, 2, • • •) не равняется нулю или отри
цательному целому числу. Функция рЛДг) — целая при указанных 
значениях параметров ։, если только

Используя известные формулы определения порядка и типа це
лой функции, находим, что функция рЛДг). при соблюдении условия 
(1.2), имеет порядок

р “ Z1 ~+ПГ_1___ » (1'3)*
Р1 ‘ .%+1 Պ ZP
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При некоторых частных значениях параметров, функция р/^(г) сов
падает с хорошо известными функциями. Например, при 8։ = • • • — 
= = р։ = ••• = p^j = uff+1 = 1 мы получим обычную обобщенную
гипергеометрическую функцию.

Приведем некоторые интегральные формулы для p/>(z). Почлен
ным интегрированием ряда (1.1) получим, что при з, р, ?>0

I
dt =

։
F I ՝«..••■.VI ..м (15)

Установим теперь, что справедлива формула

լ
С F I sp։' '• V ’ ’»'р zt |՛է' ’е'՝!dt — 
,) ՛ ՚ ’ Г'7-j-։ * 1էյ։ ’ ,ւ՚ւ ■ ՝I I

I Pi»’ ’ *’ P<?։ ' > ։Լ//՛ %+l
(a>p,?>0) (1.6)

где г —любое комплексное число, комплексный параметр С подчинен 
условию

при ?<«. ReC>0
при Р = a, Re С > с| г Л (1.7)

а Р и с определяются из (1.3) и (1.4).
При ? = () формула (1.G) справедлива при любом 3 > 0. ReC>0. 

поэтому рассмотрим случай z -Ւ 0. Если С удовлетворяет условию 
< 1.7). то число s>0 можно выбрать так, что

при Р<а, ReC>s

при р = ReC>(= т֊г),гГ. (1.Ո՝

Из определения типа функции лЛ;(г) следует

ր(^Դձ)...ր(^'+^ ՜՜ > д։ (1-8)
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где Л,>0— постоянная, не зависящая от Л>0. 
Далее, имея в виду, что

*
* Г _ *

шах է' е՜1' «= (—\ е ’, 
0<г<- \«Т/

из (1.8) получим 
որս

max 
o<t<~

Г(«?։4֊ъЬ--Г(«^+^) г 4'

(1-9)

где Лв(е; |շ|) не зависит от k;
при р — а

I Г («Г1+’,)■■■ Г (*’;՛+’f) J.՛՜ -(•■’•г)”1'' 

о«<- 11 (Ар։՜* + и)’ * • 1 + Н«+։)

(1.10)

Из оценок (1.9) и (1.10) вытекает, что при р<а и р^а соответствен
но на полуоси 0<г<ос равномерно сходятся ряты

. J U-.=

= £ Г(^4-л)-г(«;Чу, ) Л -н» ֊1 41
*-0 1 (Հ5։ 1 Н) * •' Г (Лр^+։ ։ + )

и

/ (’+г. гЛ/-> =
» Г (И,Г (*»;• + »,) Л+’-' 

(*Р,-* + Н.)• ■ • Г (*»,', +

Ввиду (1.7Z) отсюда следует, что разложение
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։.-vJ :г?р-'
1р„-- ь--էւ I

У 1W + 'i)---|W + -',) ?,՝+՜ 1 , 
Г(Арг՛ +1*.)-••։’(*₽;,՛ ,+^н)

допускает почленное интегрирование по է на полуоси [0, 4-«>). Если 
заметить, что при НеС>0

(k>0)
J rk* 4֊ p

то. выполнив интегрирование, получим формулу (1.6).
Наконец, используя интегральное представление Ханкеля для 

гамма-функции

1 
Г(«) ՜

1
2гЛ еи du.

где С—контур, начинающийся в — х», обходящий начало в положи
тельном направлении и кончающийся в - х, получаем, что при 
Р <Ру (1 < i <. q 4՜ 1) справедлива формула

2 
50 •P^pPv ’Х-н’

1

; zu
$ր օտ, • • •, Vj, Vj,, • • ■, -{)

₽»•■•՛» ?/_i • p<+։»• • • ՛ ։xr

X euu "‘du.. (1.11)

2Հ Для построения интегральных преобразований с ядрами 
в классе 7^(0. со) необходимо установить вид преобразования 

Меллина для функции л/ / (-*). С этой целью введем в рассмотрение 
следующие функции, мероморфные на всей плоскости комплексного 
переменного s (s — г 4՜ it)

V
?r-

; s; ji; a -7(P(S:p;a) =

fto+u O(r , 1Հ71՜ £ U -yU + l*֊ 1))

SinzHS+li- Г} ’ I’ ( H ± (s 4- U - 1) ) • ■ • r( 1^֊ ֊ (s ֊ 1))

(1.12)
2 »Ьпесп։я AH, серии фю.-мзт. паук, Ai I

Ar ki.». n auv i
4 ԳՐԱԳՂՐԱՆ
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. s, и I = //Հւ)= 
г 1р1.---эр7+։;н»---,^ж '

£.г (’•*>+ i<տ ՜ »> )•••''( %+■ + Ժ՜ <տ ՜ •*>) 

= 4 — ■  ------------- <——շ----------------------------- —£-■ (1.13)»
!■ (v, + -Է(»- H) )• • • 1՝ + -Է(S - Л)

На входящие в эти функции параметры ՜Հ,-- ■, ор* 'v-• *,vp; р1։-• . р7 ։. 
у։.- •, ահ/ . ։; о. у нас самого начала наложим следующие ограничения

б) . Р — ЧР= ---------- 'Դ 1֊ ֊շ-ր (1.15V

в) для 1 данного р > -к-

2?Հ в <2"“2^ ’ (1 16)

В дальнейшем относительно параметров рг ц,; 'У, vy (/= 1,2,-*֊ 
<7-i-l;/= 1,2,-•*,/>) будем различать два случая:

А) параметры р, и у.. не равны одновременно единице ни при 
одном значении i = 1, 2, - • <? 4՜ I;

Б) при некотором значении k {\^.k^q - 1) ?b = y-ft = 1, но ни 
при одном значении j =1,2,- ■ -, р параметры и не равны одно
временно единице.

Очевидно, что при одновременном равенстве рЛ< = Jti|=l
= հՆ,= 1 при некоторых значениях kx и k., индексы р и q функ

ции pF,, понижаются па единицу.
Лемма I. Пусть все > О (/=1,2,...94 1)

уу>0 О։-1,2...-Р).

Тогда՝.
1) если параметр у. удовлетворяет условию

4-<^<4՜ +4՜Ո1'Ո П*7/^/) Н-171
- Հ 9 1<J ր ՛՛

в случае Л) и условию

1 , 
2 <

_ 1 1 ։ , . v 
Iх < 2՜ I- T,m п (1.170

e случае Б), то

ք<Հ շ у)-Ли,Р. <Հ ձօ ; (1.18b
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2) если параметр ;ւ удовлетворяет условию

;х < ֊а~ 4-— mln (|*fpp

с случае А) и условию

(1.19)

•՛՛ случае Л), то

:*<4՜ + 4՜ min Ա> ’ձ՚ձ) 
- -

_sup |i)|<oc.

(1.19 )

(1.20)

Доказательство.

(1.17') функция (s; ц: а)

1) При выполнении условия (1.17) или

не имеет полюсов на линии Res = ->

Поэтому достаточно лили, убедиться в том, что при |/| -ос функции 
Л'.(4-4-/7; и; г) остается ограниченной. С этой целью воспользу

емся формулой

\V(r^it)\ = Ol\f' е / (1.21)

которая следует из асимптотического разложения гамма-функции |8[. 
Ввиду (1.21) при Ա|-оо будем иметь

/7; а; а

откуда, в силу условия (1.16), следует ограниченность функции 

'7; ПРИ т. е. утверждение (1.18) леммы.

2) При выполнении условия (1.19) или (1.19') функции Н- >(s;t»)

не имеют полюсов на линии Res - i , а при |^|֊>оо имеем 

"\Հյ +1է- ւլ) 1է1 -•■> ос

t i куда в следует утверждение (1.20).
. В дальнейшем вместо К ( s; р;-£- ) и l\( s; а; 2г— ’ ) будем 

\ —Р Հ “ \ 2'' )
писать соответственно A'p'(s; н)-

Лемма 2. На всей плоскости комплексного переменного s 
< прав едли-вы тождества:

й) е ՛ /<!+)($; р) //'.-)(! —s; ,1)Д-
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4 <։-։*)
+ е KJ֊) (տ; И) / /Ж (1 |Л) = 2rp; (1.22)

б) если о>1, то для всех значений параметра w из отрезка
0, 2-( 1 - -Ц

\ р /

շ ; + “> ) Я}+> (I — *; !а) +•

-^շ-Ա-F) / О- \
-t-e ■ j//<-)(։ х;и)=0. (1.23)

Доказательство, а) Из (1.12) и (1.13) имеем

/rpCrtjx-l) iJ-U-յՕ
КЖ (s; ]i) /7֊ (1 - s; н) = ֊ :------- и*

р ՚ р ' ' sin ко (տ ֊|՜ jt — 1)

x> • ։r * • I * /

откуда и вытекает тождество (1.22).
б) Из (1.12) и (1.131 имеем

KJs; р;а) >(1 ֊ Տ; թ) = sin Tip (s f ;i — 1/

տ; ահ a + _Լ\/Հ֊41-Տ; И) = -
np^4^՜В * * * * * 14*՜’’ փ<։։>

В частном случае, когда ?= , параметр а имеет единствен

значение тогда тождество (1.22) принимает простой вид

/<։ (տ; н-; ^) Н (1 — s; н) = ~ 
2՜

где
-'уО-ю Հր<։-^

// (տ) = е ' ֊) (.$•; p) 4- e ’ //Ж (s; ц).
•i i

Из результата леммы 1 следует, что при условии

Sin ”P (.Հ փ p.—1/ •

Заменив в этих равенствах а через | о>, приходим к требуемому

тождеству (1.23). Если 0 < <п < 2п ( 

3’ ,։>— 4-« не выходят из промежутка

1 1 \ * |1------- ). то значении о I <•>.
Р / 2р

Д. 2k-.!L .
2р 2р

ное
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одновременно будем иметь

/<r/4' + zY;ix;a) ^(Ч՜ + Ա՝—Ц-------------- -- и-----------j--------------- — С Կ<~ °°* °°)-

է- » 4--^

Отсюда по теореме Медлина (9J заключаем, что существуют пределы 
в среднем

2- г •«
= > !.Ո1. (■ x-ds 6 m oo).

x 2-։ 1—s
J--to

(1.24')

Կ (X; u) 

A*

1
= շ՜յ- 1. i. m

.յ֊Ւ/օ

J 1 —s

I
f -ш

x~sdsL2 (0, do). (1.24')

Лемма 3. При выполнении условия (1.17) или (1.17')

k(x.ц.а) ~ Ք (гЛЛ, =

Р ‘ •- и./;։) А'р֊։-гН

.V ։
= СлГ1’*՜՛’^՜’ ն’“*’ Կ՛ ; e"t* (1.25)

J Ipv-.p7H:h.-"-:\ , I

для всех
k 2p I ՛

Доказате л ьство. Мероморфная функция

К, (J —s:^;a)

=.«?*-»>«-> ■• (^+f (»-»֊>)•••r (^+ u - H)) _

Sinnpt,-^ Г(!1։ ,

г: силу условия (1.17) иля (1.17х) не имеет полюсов на прямой 
Res ֊ 4՜« а полюсы, лежащие в полуплоскости Res> Չ , простые

и совпадают с точками последовательности



22 С. Л. .Акопян

$fc=ty֊‘ -фи (/е=0, 1, 2,---).
Заметим, что

Res 
5 =

М1 -s^;») „։֊ւ 
" л

S

• :Ն.:|) fcP4-< Ս՛ *’ “'■”Ն 

(1-26)
Пусть R.t =|» -I■( ո -г i )р՜1 (//=0, 1, a Ln означает 

контур области Dn, являющийся пересечением круга \s\<Rr. с полу

плоскостью R֊es>-^-. Функция

/<р (I — н; а) 
ճ

:оломорфна в области Г'„, кроме точек s._ = йр՜14֊ н (й = О, !.•-•,//), 
где она имеет простые полюсы с вычетами, которые задаются фор
мулами (1.26). Поэтому для х ■' (0, оо)

If Kf(\ s; и-; ft)
2id I s

Q

x’ ' ds =

I

“ 1 ; Հ|-1՚(էյ;4-՝,) (efax4* <.-1
Гог (%' + I‘i) •r (Ч՜+ւ + ss+1) x

i_ f I "

x J I г <*РГ‘ + ։O- ■ • >’+ !^+1)
t^'dt. (1.27)

Пусть /7?’—точки пересечения окружности I s| =/?,. с пря- 

мой Res — -i-; так как R*a = | ■ R* — , то lim /?’ — ֊I- оо. Напи

шем формулу (1.27) в развернутом виде

2֊ 4֊ iR*

2тЛ J տ

շ՜ ՜ ,/к>п

Լ ք IУ г_<и>՜'.,± ’ւԼձ֊ ։՝(е. м
х J I Дт(’W +н)-■ •։՝(^Հ1 + р.„։) I

О

Yn{x),

(1.27')
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где
1 Г /<_ I I — ;л; а) г ,

М*)=~- ) ~------- $--------- х ds- *£«>•«)• (1.28)

1*1 = *Հ) 

fte .տ՝ > "շ

Займемся теперь оценкой функции Кп(х). Из асимптотической 
формулы для гамма-функции [8] следует, что при любом а ■- (— оо, оо), 
когда /?->оо

I Г (а 4- /?Ժ՝)| = O(R ’ (1.29>

— о (o^>0), при этом порядок правой части равномерен отно
сительно всех значений 6. Далее, справедлива следующая
оценка |1|

при s = Rne,(, /Оп»

Sin яр (u — S)

<

2}Հ2 exp |р/?я |(я — a)sin<p — si sin?|}, если 4-=^ r
Դ - (1.30»

exp If/flr, (я — a) Sin ?j. если •

Предположим, что все р( (Տ,) отличны от =» или же при некото
ром /(/)pz = оо (й/ = оо), по соответствующее = i- )• Тогда

из (1.29) ввиду (1.14), (1.15) следует, что при s=Rr.e‘v и п—оо

*’ (ух + |Х) )■ ■ ,г( ՝,р + v(s ՜ ю)

r(l*i+ “(5֊р) )-*-1/н7+14- ֊^֊ (S —н))
\ Р։ / . \ ?«+։ /

= 0(/?Г ՛ ՚ 2 eRn |С05? + ?shv?) o^cos?).

ila (1.30) и (1.31) вытекает, что при տ = Rne':

(1.31)

1Кр(1 — S; u:
|)з։и9

I
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а при

U—

где сх, ճ։,-------постоянные, не зависящие
К - г.

что — <а <2-֊ , из этих оценок2? 2р
ж
4֊ < ? < ֊շ • п. > л0

I

. Rr»cos“ «п|#(гс у]Ի»1”?։
‘ " е

от п > riQ. Но ввиду того, 

следует, что при s = Rne^,

_ „ /?„C0S5
|К,(1 ™«)1®Հ(£)- (1.32)

Из оценок (1.31) и из второй оценки (1.30) при s = Rne^, 0<|?|<: 

<-^֊»л>л0 получим

И, (1 - ш a) I ^R„ (-է\ (132')

Выберем п > пх > п0 настолько большим, чтобы при фиксиро
ванном х>0 имели

I оех с.ех] - _| ,пах|«г՛ tn<e •

тогда из (1.32) и (1.32') получим

։ -/?„cos?
|Kr.(l-s;ji;a)x^<ce/?^ (1.33)

4

при s = Rne\ n>nx I փ I < —

Наконец, из (1.28) и (1.33) получим

L 2
I Уп (А*) | «Տ c.Rn х՜1 i е < ֊-*т (л > л,)

°

откуда следует равенство

ИтГн(х) = 0, xf (0, 4-оо). (1.34)
л-.—

В тождестве (1.27*) переходя к пределу при п->оо, ввиду 
(1.34) будем иметь
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4-է 'Հ
1 г Ко ($; н;а)lim —I -֊4-----------x~5ds =

a-w 2~/ J 1 — Տ

1֊‘Հ
* լ
(Л(Л')Г ' dt, ЛГ^(0,ЭО).

О
(1.35 г

Но равенство (1.35) сохранится и в том случае, если в его левой 
части числа Ջ* заменить любыми числами ап, удовлетворяющими 
условию

lim ап = ос. (1.36)

Действительно, пусть последовательность խ„) удовлетворяет условию 
(1.36), а числа ktt определим так, чтобы

Обозначим

по лемме 1 имеем

I, О/» " R ь ՛ 1 ՛*л+1
fl > I.

i-s x~sds,

г “Խ

V(a)-V(lV )l C
Ил-J

an

dt RkKn (1.37

H° = ]/ = (Հ ֊(- -i-)?՜1. поэтому R'n J —

—/?* = 0(1) npH zi->oc. Ввиду этого, переходя к пределу в (1.37) при
л->со, получим

2՜ т/"
1 [• K?(5;ii;a)

2S J - 1 - S
I2-֊,«

Л-֊՝ Л= J pTjeV )ր՜'<1է.

О

Из этого и (1.24) и следует (1.25).
Таким образом в лемме 3 было установлено явное выражение

для функции ЛР(х; а) |в дальнейшем вместо А?
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( х;и;2к ijr ) бУдем писать соответственно Л< {.v; |xi|.Установле

ние аналогичных явных представлений для функции Л< ! (х; и) сопря
жено с определенным затруднением в применении теоремы о вычетах 
к правой части (1.24*) (см., напр.. |2|, где рассмотрен специальный 
случай соответствующей функции 0/-’։). Поэтому на этом мы здесь 
остана вливаться не будем.

3 . Опираясь на основные тождества (1.22). (1.23) леммы 2, мож
но установить следующие предложения, доказательство которых мы 
не приводим, гак как они не отличаются от доказательств соответ
ствующих теорем работ |1|, |2|.

Теорема 1. Пусть параметры Հ։. • • •, ор; v։, • •, vp; р։, • • •, р^+։;
I1,/ . 1 удовлетворяют следующим условиям

и ±=±+...+_ւ_._ «----------- ' <2
Р Pi Р9+։ °։ ?Դ

4՜Օ = 1հ4----- FP,;+| —'։-----------

՜ 1 , 1 . ..< -շ- 4֊ min J: u։ о,. • • •, , ։ p7+։; vxox,• • •, vpop),

параметры p., и ՝•} (i — 1.2, • • •. q 1; / = 1, 2, • • •, /?) положительны.
1 * 1причем при p. «= ос примем р. = — и при у= оо примем հ=-^-- 

Тогда
а) Для любой функции рду) ձ2(0, ос) формула

/{ >(*)
լ_ d / »(w)

■/2кр dx\ У 
о

Z (У) dy

определяет почти всюду функции и f ->(х), принадлежащие 
классу £2(0. ос). Двойственная формула

£(у) =
1 G <՛֊՛*> d 
=— е ֊ր

ք Л‘+,(^у;р) Л .
-------f^(x)dx l- 

о

/2=Ч> Ф J х
О

также имеет место почти всюду на (0, ос). Существуют посто
янные /Их > О, Л!.. > 0, не зависящие от функции., такие что

I/ 1 (Л-) ֊dx^z Л/։ IK (у) rdy (1-38)

о
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р£(у) 2<v^.'W1 

о

6) Обратно, для любой функции /(х) £ £2 (0, оо) формула

^\у)
1_ dr^>(xy;;x) 

Г2-<7 4у.) ՜ х
I)

Հ(-է)ժ.է

определяет почти всюду на. (0. ос) функции Чу) (Ч.2(0, оо).
Двойственная формула

/(x) = -----Ա
V 2kP

/Հ՜”* (xy;;i)֊Ц֊—g^(y)^y4

/2*Р
d Г 
tfxj 

0

—----- £(-)(уМУ

e
0

также имеет место почти всюду на (0, — оо). Существуют посто
янные Х։>0, К2>0, не зависящие от функции и такие, что

Հ» СО
(Ն >(y)fdy</(։ [|/(х)|Мх

еЙ
»։ (1.39)

X =с. со •
р/(X) I 'xd р Я(+Чу) I2 dy 4- Чу) Р dy .

0 0 Կ

Теорема 2. Если g3 (у) произвольная {функция из класса 

ао
l£i (У) РУ^^^’^ХЧ-00»

6 
пи функции

6

принадлежат классу ճ2(0, со). Целые функции порядка и ко
нечного типа, определяемые по формуле

(h(z) = е ' —- ----- I е ՛ ) х1*՜1/ J(x) dx 4֊

о
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-l-е —т=-
/ 2«Р J

и

' 1 _/
p/\(z/ е х^՜1 (х) dx (о>0)

сходятся с среднем к ձն(5'). когда <?->-|-оо в смысле
00

ijm Jlgi Су) - <?«(у) Гу2*р ?՜' = <>• 

о
В случае, когда р > 1, справедливо также равенство 

&>
Нт ։<у = 0. — 2-
•։ •• *>,) ? Р

О

§ 2. Преобразование с ядром р\(г)

Введем в рассмотрение следующую функцию
;2]տ^(շ) =

s' dt (2.1)

где параметры • •, vp..., v; ар.... • положител։.
ные числа, и

В силу условия (2.2) интеграл (2.1) представляет голоморфную 
на бесконечной римановой поверхности - ©о < argz<oo, 0<|z|< <ю 
функцию, при этом для подинтегральней функции выбирается та се 
ветвь, которая принимает значения exp(/log|z J на полуоси argz = O. 
Заметим, что функцию /ivv(z) можно рассматривать как предел функ
ции PF։/\z) при р --г оо, если г=1. Действительно, если при р.֊>ос, 
2յ~> ОС (х = 1. 2,..q 4- 1; j = 1. շ,.... Р)

то имеем
1

„v։/(z) = Hm -p^iz՛ ) 
Р—СО р

Функцию (2.1) естественно назвать обобщенной функцией тина 
Вольтерра, так как в частном случае при р — 0, q О. Эта функция 
впервые была рассмотрена в работах Вольтерра. Как отмечалось вы
ше, в работе (3| были изучены свойства этой функции и построена 
Л2-теория интегральных преобразований с ядром Вольтерра. В на-



Интегральные преобразования 29=>

стоящем параграфе строится ձշ-теория интегральных преобразова
ний. ядрами которых служит обобщенная функция типа Вольтерра.

I . Приведем некоторые интегральные формулы, связанные с
Функцией 0*7(г). Из (2.1) легко следует

р и ''/-г»

г֊֊ = 
о

(?>.•••.м .;./h

։\ ։.т+*
₽,г>0).

(2.3)
Установим теперь формулу

ОО —

О
1

= <. ;гС Ч (г<а, 8>0). (2.4)

где z любое комплексное число, а комплексный параметр С подчинен 
условиям:

при ր<Լ*, ReC>0,
(2.5)

при r = «, ReOsizl'.
Здесь

<_ -L -֊

տյըՀ...(նճ"'(ճ\ ’՚:.հճն (2-6)
\ г / \ Г / \ ր ) \ Г /

Если ' удовлетворяет условию (2.5), то число з>0 можно вы
брать так, чтобы

при г <а, ReC>£,
(2.5')

при r=a, Re О (տ4- է)|շ|Հ-

Из формулы Стирлинга следует, что 
и I и

j [■«-, 1 >,> ••Г(//.5;|Ч-ул) I = 11 2 (sref), и ->ое (2.7)

I г'Нг|4-у1)-«»1,И;14-ур) __
И’ (^-1 + յհ) • • • Г (щх;;։ + 41)

p(««i ‘ Н1”-։՝(и%;։ +^։И 
где

4 = Н է------ г 1\,. ։ ~ ն----------->4- <2-8>

Поэтому можно указать такую постоянную Вх, не зависящую от и. 
•ггобы
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Далее, имея в виду, что 
и 
՜ -т/ max t е 1 

«</<*•

и
Г »

в

из (2.7') получим 
при ր<Հւ

max
о - г ~

и
г(^г> -b ն)-- լ' (Հ^1-ք-^) Հ е

’’(«V* !֊ 1ьЬ-П«*7+| + %-м)

и и

(2.9)

при га

max 
и / а Г(«х,Ч-Н)...Г(,7Х. ՛, 

и

/Г е

4
(2.10)

V՜1՜ ճ /

Из оценок (2.9). (2.10) вытекает, что при г <а и г^а COOT-

ветственно на полуоси 0<Z<oo равномерно сходятся интегралы

* ' ph,{2ta) Z3՜1 -

<z>

о

Ц I
Г («У+ >,.) - Г • du

1'(^1’ + Pi)--'|,(^’4։i + p.7+i)

и

■՛

У + Ъ)---Г(«У + У +Г'/(

о

du.

Ввиду (2.5') при интегрировании по 0<Z< i х выражения

t’ p'tq
ОО I ч ।
(’ >'«■ + ».)■••Г(«У+ у) /Հ+ е --‘du
J Г(««։ 1 + Иг)---|։(«%Л +М։)
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допустима замена порядка интегрирования. Если заметить, что при 
Ret>0

Г (ид *4- 3) 

%
(// > 0)

го, выполнив интегрирование, получим формулу (2.4). 
2°. Введем в рассмотрение следующие функции

Im $ < 0

0, lms>0
(2.11)

0. հոտ<ՀՕ

Im ճ > 0

Нетрудно проверить, что на всей плоскости комплексного перемен 
кого տ справедливо тождество

Л1|+1 (Տ)// ։(1 s) ЛГ '(Տ Н'“(1—տ) = 2-- (2-14)

Используя асимптотическую формулу (1.21) для гамма-функции, убе
димся, что при $ = -i- 4- /7 (֊ х</<ос) 

Л-

sup

-Ж

ос. (2.15)

(2.16)
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если только удовлетворены условия

1 I... _J____ 1
а1 %+1 И1

•i. -4- ...Հ- ւլ . — 1 = v. •- • • • 4-

= 1, (2.17)

’■ж
/?
2 т. е и =2

Из (2.15) и (2.16) следует, что

,Wr\s) 
1 - տ

/7’ ձ(տ)
1 — Տ - /О°’ 2

Отсюда по теореме Медлина [9| заключаем, что существуют пределы
в среднем

Н

77l(±>(*) _ J_ 
х 2«/

+Խ
;И( ՜ ’ (տ)

Л' ձշ(Օ. ОС |
(2.19)

—Խ

I Տ

i-
№<*) = I , . m ք

X 2гл ;.;J I
/1{ •> (տ)

տ л' և/5' 745 >• (2.20)

В

Т Ла 

дальнейшем через р) обозначим следующую функцию

(г՝, թ) = Р՝*Ч (Z).
Лемма 4. При выполнении условий (2J7) и (2.18)

у +Й 
2Մ,;.՚:»ՈՆ ք

<л

41Ս,(Տ) . If
1 — տ л ^ տ~ ~x 

0

(2.21)о

2

Доказательство. Пусть Ltl—есть контур области ZJ+( տ | հ.ս. 

О < args < . Так как функция

/(*) = ֊-------- -
տ + ՜շ՜

2

голоморфна в 1>՝а, то по теореме Коши

f(s)ds J (2.22)
0
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где Со — есть дуга 0 < ? < ~ окружности տ = ае‘\

Оценим интеграл

Имеем

(2.23)

5՜
< 5» С е Г *,“Ոև х“^

Предположим, что все а (5у) отличны от ос или же при некотором

' (;) 3/ = □о ({Լ = ос), но соответствующее ц = ֊ -- 'l • Тогда 
2 !

.из (1.29) ввиду (2.17). (2.18) следует, что

3 Цшосгк» АН, <срм« <jno.-w»f. иа;ж. л* I
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Выберем а настолько большим, чтобы при фиксированном
имели

1. е.
Ilin = 0. (2.27Х

Подставляя значение /(s) в (2.22) получим

(т^Н-Ур) 
r(i«։i փ jij). ..Г(х%1|4- յ^)

х
I
5 d~ -Г

6;-;l"'w-'w+v) /-»՜dt=0.
J #+_L + +—

или

W + ’.)-rW;'+’i.) , ‘г j-'r, 
Г(«,' + Г («-J,+|։,+։) (e X) dx

1շ *«»

dx 4-

(2.28 V

Переходя 
получим

в тождестве (2.28) к пределу при а->о©, ввиду (2.27)-

I. i. m.

.՛«

Me
T^A՜ ԿէՏ

r I'(^,1 + v,)-- 14^,'+Հ,) 'г - 
.1 >Ч-«1-1 + н)--֊<’Ч%.|, + и,!1) Х1 dx.

т. е. (2.21) в случае верхнего знака |-.
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Аналогично мы убедимся и в справедливости той же формулы в 
случае нижнего знака, если в качестве контура La взять Гранину об

ласти D։i:\s \ < а, Հ arg s < 0.

Что касается функций /г ' (х), то установление явных формул 
тля их представления сопряжено с теми же затруднениями, что и в 
случае функции А' ’(х; а).

3 . ПолЕ.зуясь основным тождеством (2.14). а также определе
ниями (2.19), լ2.20) w(±*(x) и ուլ՛ (х}, можно установить следующие 
предложения, доказательство которых мы также, не приводим, так 
как оно сходно с доказательствами предыдущих теорем.

Теорема 3. Пусть положительные параметры аР а5,- • -.а, ։ 
?։• ₽t»‘ ‘ 0/ Н՛ 1Դ'''• Iх,- !•’*։• ։'շ*։'' • V удовлетворяют условиям

Hi*г ------- 1՛ И.. I — ՚~շ----- — vi Ч- ՝>* т........ I՜'՛'/»—

причем $i. — -i- при а, = оо и = ֊ր при 3. = ос (/ = 1, 2,• • •, q 4- I 

/= 1. 2,•••./?).
а) Тогда для любой функции g(y)^L2(O, оо) формула 

,(4.Խ . I d Г m (xy) . . . 
f (x) = W J у sMdy 

0
определяет почти всюду функции f ’(л*), принадлежащие классу 

оо).
Двойственная формула

г(у)= I >(x)tix
v ]/2к dy J х '

о

, I d I’ /?"'(ху) յԻ). . ,
4------------т- I ------- t (x)dxу 2» J А՜ 

и
также имеет место почти всюду на. (0, ос).

б) Обратно, для любой функции /'(х) ՜ /.2 (0. ) формула

(-). . 1 d Г Л’ ' (ху) .. .
я' ’(у) — —= | --------  - f (х) dx
6 I l’v J v

определяет почти всюду на (0. оо) функции (у) / ։(0. «=). 
Двойственная формула
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.- . 1 d Հ որ՜ 1 (xv) (, )z . ,/(Х)=7Г*Н ’W^+
о

+vs^J~r^ (y,y 0
также имеет место всюду на (0, оо).

И в этом случае равенство Персеваля заменяется неравенствами 
аналогично (1.38). (1.39).
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 29 IX 1961

U. IK Հակոբյան

ՒՆՏեԴՐՍԼ ՋԷՎԱՓՈԽՈԽԹՅՈհՆՆեՐ. ԸՆԴ1ԱՆՐՍԼՑ4ԼԱԾ 
ՃՒՊեՐեՐԿՐԱՋԱՓԱԿԱՆ ՖՈՏՆԿՑՒԱՆԷՐ ե< ՎՈԼՏԽՐՐԱՅՒ ՏՒՊՒ 
ԸՆԴԼԱՆՐԱ8Վ.ԱՄ ՖՈհՆԿՑԽԱՆԵՐ ՃԱՆԴՒՍԱՑՈՂ. ԿՈՐՒԶՆԷՐՈՎ.

Ա Մ Փ П Փ (I !• Մ

՜1ւերկա աչի։ nun ու ի} լո։նո։.մ կաոո։ ցւիսծ Լ ինտեգրալ Ah ափս խա [J րոննևրքւ 
Լ.տ Hthum [d րսնր, որոնց համար կորի դներ են հանդի и անում ( 1 )-- ընդհանրաց
ված հիպ1ւրևրկրաչտփական ֆունկցիաները և (2) —'Լորոերրալի տիպի ընդհան
րացված ֆունկցիաները։ Աշխատությունում օդ տա դո րծ ված է ԱՀ Մ. ձէրրւոշ- 
լանի կողմից | 11--- [J] աչխաւոութ լուններում դարդացված կոմպլերս տի-
րալթամ ինտեգրալ ձևափոխս։ թլունների 1.,-ւոեսութլունը:
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МАТЕМАТИКА

В. П. Громов

О росте функций на последовательности точек луча

Введение

В 1950 г. А. Ф. Леонтьевым в работе |1| доказано, в частности.
следу io I нее у т ве р ж де н и е.

Пусть F (z) = '^ап^п — целая функция порядка р типа с О, 
о

а —целые числа, такие, что lim ~ = а, 0 <а < 
Л֊‘оа %

лее, последовательность положительных чисел, удовлетвор
яющих условиям

. Пусть, да-

Еели /• (Хл) = (1 (л — I. 2,-• •), то z > ------
Տ1Ո -07.

В 1958 г. Гайер (D. Gaier) |3| доказал следующую теорему.
Е л v

Пусть целая функция F (z) = У rtrtz * в полуплоскости 
(I

О растет небыстрее целой функции экспоненциального 

типа причем целые числа հ удовлетворяют условию Нт -- ■= а, 
7л 

о-^а<-1֊ Пусть далее з-< — -
I ' sin-շ

Тогда
1 . если E(n) = 0 (л = 0. I, 2--J, то /•’(?) _0;
2 . если |/?(л)) = 0՛ *• ֊ограничена, то (л), (л* > 0) огра

ничена,
если E{n)->s (п-> ос), то E(x)->s. (х->оо);

3 . если Нт —1———^;0, то А(0)— 1ип---------- --- •
Я֊» ос Ո п—.ЕС Ո
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В настоящей работе результаты аналогичного характера устанав
ливаются для более широкого класса функций.

Пусть Vj, *2,-••»%.••• —последовательность положительных, раз- 
л .

личных между собой, чисел с конечной плотностью a«llm Функ
Г» -» I» « 

ции. о которых пойдет речь, определены в некотором угле 

!argz]<jx, р>֊а (|j
следующим образом

Г(з) = Шп />„(?), (2J
Л—*

Рп ն
где />„(*) = 2ая/z — конечные линейные комбинации функций из 

7-1
системы {?'|.

Предполагается, что последовательность (P։(z)j в любой огра
ниченной замкнутой части угла (I) сходится равномерно. Заметны, 
что из равномерной сходимости последовательности {Ря(г)} внутри 
угла (1) следует (см. |2|) ее равномерная сходимость внутри области

— ос <Հ argz < оо. (3)

Поэтому предельная функция / (z) этой последовательности регуляр
на в области (3).

Частным случаем функций (2) являются функции, представлен
ные в области (3) рядами

’„>0
I

/ , • п , Xпри нашем условии Inn со ряды сходятся абсолютно )•
' Ул /

Пусть Տ —угол с вершиной в начале координат раствора 2 J н 
Л1։ (г) = max' /՛ г)'՛. | z • — г. z հ Величину 

принято называть порядком функции Ւ'{z) в угле ձ’., а величину 

i=hs±"^(tL 
Л -« րք

типом функции Г (г) в угле 5р.
Определенные выше функции (2) рассматривались п ряде работ 

А. ՛է». Леонтьева. В работе |-1|, я частности, показано, что каков бы 
ни бы.: угол ՃՀ с вершиной в начале раствора и>2-«, порядок и 
нем функции (2) один и тот же. Далее там же показано, что если 
порядок р в угле ՃՀ функции (2) удовлетворяет условию
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■ °<Г'<2Т’ <4>
го ни на каком луче при больших )г| не может выполняться нера
венство

|Л(2)։<_г1;:| , р։<р.

Мы будем изучать поведение функции (2) с условием р <

а зависимости от ее поведения на некоторой последовательности то
чек с предельной точкой на бесконечности.

§10 росте функций на последовательности точек 
одного луча

В этом параграфе установим следующую теорему.
Теорема 1. Пусть Ւ' (с) — предельная функция равномерно 

сходящейся в угле ՃՀ : ,arg? |< у. последовательности
Рп

Рп(г)=2%2'. (1.1)
/™։

причем 11 m — = а, р > -я.
л-.«

Пусть функция F (?) в угле S* имеет порядок ь и тип з, при- 
чем порядок р удовлетворяет условию

°<₽<2Ն

Если последовательность различных положительных 
чисел такова, что выполняются, условия

(величина. Հ ֊ 0. в частности, если iimju, ։ — нл) > 0), то справед- 
п~ йс

швы соотношения

«osвр» =S lim 1Л ֊ щй lnlf(™*’)| = д? ( Հ ,Л֊ 

л-» Ал /։-•» Г

Для доказательства leopeMH 1 понадобится следующее утверж- 
ценис. доказанное в работе |1|.

Лемма. Пусть последовательность положительных различ
ны;-: чисел (։лп) удовлетворяет условиям
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п 111 Ջ / 5*2 \lim — = т, о = Пт —In -у, . = 0, L (z) = fl 1 1

и пусть функция F (z) ./ 0 регулярна и экспоненциального типа ժ ) 
некотором угле | arg г | <Հ р. с вершиной в начале координат, /зслн 
для некоторого у

п— In | F (и е1*) | 
£ = Нт ------- "-------- 1 <Л(?),

л- » а՝ п

где հ(դ)—индикатриса функции F(z), то на опорной прямой 
xcos( — ®) у sin (- 9) — К (9) у функции 7(2), ассоциированной по 
Борелю с функцией F(г), имеются по крайней мере две особые 
точки, расстояние между которыми не меньше

Доказательство теоремы 1. Доказательство проведем 
для случая 7-=0. Эго не будет снижать общности теоремы, так как 
посредством соответствующей замены переменной всегда можно пе
рейти к этому случаю.

Как мы уже отмечали, из сходимости последовательности (1.1) 
в угле Տ|Լ, р>-а, следует, что эта последовательность сходится в 
области — оо<;argz< оо.

Введем функцию Ф (Г) = /=(/' ). Она является аналитической մ 
любом угле с вершиной в начале и растет в этом угле не быстрее 
целой функции экспоненциального типа з.

Положим
со

հ (г) = j<l>(0« ։'dt. (1.2)

О

Как известно, интеграл (1.2) сходится и представляет собой 
аналитическую функцию 7(2) в полуплоскости

xcos(— 9) -J-y sin (— ?)> К (9). (1.3)

На опорной прямой

х cos (— 9) ф у sin (—9) = Л (9) (1.4)

функция 7 (2) имеет хотя бы одну особую точку.
Когда 9 будет пробегать некоторый угол Տ.։ с вершиной в на

чале, то полуплоскость (1.3) опишет некоторую область G. В этой 
области G функция 7 (г) регулярна. Очевидно, что область О’ содер
жит область |z|>c, так как й(9)<з. Можно показать, что 
для некоторого луча из угла S(i индикатриса Л(ф) функции Ф (/) 
принимает значение равное = խ-тип функции Ф(П|. Отсюда следует, 
что функция 7(z) на дуге |з| = з, имеет хотя бы одну особую 
точку.
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Функция Ф (0 является предельной функцией для равномерно 
сходящейся в угле |arg£|O, последовательности

Л. Ճ

причем в этом угле имеет место опенка 

|Ф(/)1<Де<в+ои'.

В этих условиях всегда существует (см. |4]) последователь 
ность 

Р„ -L

которая сходится к функции Ф(1) внутри области — оо <^argf <Հօօ 
н которая в любом угле D: |arg 11 < q, с вершиной в начале, удов
летворит условию

IPKOICV’11'1. (1.5)

где а։-постоянная >о (постоянные Д։ и я, возможна зависят от 
угла D).

Из равномерной сходимости {Р՝п է)• в любой конечной части пло
скости и оценки (1.5) следует, что последовательность

сходится равномерно внутри области | argи| < q к функции
со 

ւ(«) = յ’փ(օ<?՜և/^.

(J
Показатели |у ф 1 [ имеют плотность а-p. Отсюда, вспомнив, 

что на кривой |«|=<з функция 7 («) имеет особые точки, а в области 
= она регулярна, заключаем см. [3|, стр. 169). что на любой 

замкнутой дуге окружности (расположенной на римановой поверх
ности) ра.шуца з и раствора 2?ра функция 7 (к) имеет хотя бы одну 
особую точку.

Это заключение и условие Р<;?а (ври этом условии -ря < — ) 
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позволяют сделать вывод, что индикатриса h(?) функции Ф(0 удов 
л створяет условию

Л(?) > в cos ера. (1.6

В самом деле, если бы мы имели Л(?) <ecosnpa, то тогда опор 
пая прямая (14) отсекала бы на окружности z| = s лугу раствор; 
больше 2«ра, на которой, исключая, быть может, концы, не было 6։ 
особых точек функции т(о), что невозможно. Итак неравенство (1.G 
действительно имеет место.

Дальше доказательство георемы поведем следующим образом.
Предположим, что

__  In IГ (Х„)1 — ln i<l»(pj| Um -1- = lim 1 в < Л (0).
«*• Հ ։\

Отсюда, по лемме заключаем, что на опорной прямой л - Л(0) функ 
ция т (//) имеет по крайней мере две особые точки, расстояние меж.т 
которыми не меньше 2—. Но это совместимо с тем. что на любо! 
дуге окружности Ա1-։ раствора 2zca имеются особые точки t(w 
только тогда, когда

qslnzpa

В самом деле, из того, что на прямой .v /: (0) имеются особы։ 
точки, расстояние между которыми не меньше 2zt, а справа от это! 
прямой особых точек нет, следует, что прямая д-=Л(0) отсекает hi 
окружности с| = 5 дугу, которая свободна от особых точек и кото 
рую стягивает хорда длины не меньше 2--. Эта дуга не должна со 
держать в себе дугу раствора 2zoa, ибо на такой дуге есть особы։ 
точки функции т<ы). Так как дуга раствора 2zpa стягивается хордо 
длины 2cs։nzpa, то должно иметь место соотношение

2” 2г sin “И.
< в х

Но это противоречит условию теоремы —sinzj>a. Значит пред 

положение, что
1^ձԼճ±ճ1</է(0) 
«*• 4

неверно.
Следовательно, имеет место равенство

,֊ InlFCbU _ й(0)-

что и надо было доказать.
Как следствие теоремы 1 отметим следующий результат.
Тгор. ма 2. Пусть /"(->■ предельная функция для ра аномер 

но сходящейся ч угле .$’р: argzj<p последовательности
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= <" 12-)՛ 
/-։

причем lim — = а, ц. > тл. Предположим, что F(z) в угле S имеет 
|»*ч*ж ' и

порядок р и тип а, причем порядок р удовлетворяет условию
[| 0<Р<2֊֊

Пусть далее р.л}—последовательность положительных чисел, удов- 
■ творяющая условиям

0<).1<х3<...<хя<...,

Если при некотором с

Հ-* к
то

sin тел.

Этот результат содержит в себе упомянутый во введении ре- 
зультат А. Ф. Леонтьева.

Из теоремы 1 вытекает следующая теорема единственности.
Теорема 3. Пусть функция F(z)—предельная для равно-

•"■ рно сходящейся в угле Sji: | fcrgzl < р последовательности

-րո ч.
^(г) = 

J ։

U > ГХ,lim — = -j.. 
՝»n

it пусть эта функция Г (:) в угле

Функции порядка о типа z, причем

ձՀ растет не быстрее целой

Тогда если Г (7.п) =- О (л - 1. 2- -)г где

.-<Հւ,ո <• • •, ~ = li n -- > — sinzf/i. 
n-i-« /?л
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8=^к'п1^кг=0’ Л(г)&п(*-^)֊
то

F^b.

Отметим, что указанные выше теоремы справедливы и для функ
ции, предствляемой рядом

<» v пF& 2“^՞. '„>0. Ит^- = «<«>,

сходящимся на всей комплексной плоскости 
Рассмотрим, например, целую функцию

F(z) П ( 1 -Лг) = У п»2՞”՛ «= —•1 1 \ \т / — я щп ։ \ п ' л-о

где {>.„ — последовательность положительных чисел, удовлетворяю
щая условиям

0 Հ/>յ • • • <ՀԼ Хя • • •, 11m ՜ , ՝ = հ

տ ""^1п|тйЫ=°- ^ ֊Հ- '-<г)
а т целое число большее 2р. 

Как известно, функция F(z) имеет порядок о и ее тип

. "Р տյո т
Так как Л(ХЯ) = О и F(z)^kQ, то получаем, что тип функци!

F (г) есть а>
- "Р sin т

и. следовательно, а — . Отсюда видно
Տ1Ո — т

что в условии —sin ^ра теоремы I знак неравенства нельзя за

менить знаком равенства.
Отметим теперь следующую теорему.
Теорема 4. Пусть F(z) — предельная функция последова 

тельности

П V . 
(Л-1.2-1.

/=։

равномерно сходящейся в угле |argz| а, причем iim — и «>м 
V„

Пусть эта функция в угле | arg z | < р. растет не быстрее, цело. 
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Функции порядка р типа причем ?<շ£՜- Пусть, далее, (Хя|- по

следовательность положительных чисел, удовлетворяющих усло
виям

^+։-Х£>2Л>0 и \ո-Հ\^Լ (n = l. 2-«-).

Если з<՜—-—֊. то из ограниченности 
sin«pa

[F(aJ| (л=1. 2-՛)

следует, что F(z) — 0.
Доказательство. Последовательность |ХЯ; имеет плотность 

iim — =1 и величину о — 0. Поэтому, если предположить, что

F(i>) порядка р и типа з. 0<з< 1։1_,7 • то 110 теореме 1 должно 

быть

lim -п 1 । h (0) > = cos -pa > U,

что невозможно, так как |F(а.,)} ограничена.
Пусть теперь /4֊) С |р. 0|. В этом случае к функции Ф (/)

IЩ
Fit । применима следующая теорема Дюффона —Шеффера (|>|, 

стр. 191).

Пусть функция Ф (г) в области | arg 11 <Հ 0 (J) < b < регул яр -

на, экспоненциального типа и h (0) а | cos 0 j [֊ ծ I sin 01, причем Ь<-. 
Пусть, далее, '^^—последовательность положительных чисел, удов- 
лстворяющая условию ։ > 2Л > 0 н | п — ря | < L, (« = 1. 2 - • • )•
Тогда из ограниченности (Փ(^ո)) (" ՜՜ *• 2*"> следует ограниченность 

<1* (х) (х > 0) и из Iim Ф (л) 0 следует, что lim Ф (х) = 0.
л-а «■

В силу этой теоремы функция Ф(/) ограничена на луче х 0, 
следовательно, на этом луче ограничена и функция Л (г). Но так как

• то по теореме А. Ф. Леонтьева [4J функция Г (г) (о < օէ-^-

ограниченная на луче, тождественно равна нулю.
Отметим, что теорема Гзйера, о которой упоминалось во введе

нии. является частным случаем теоремы 4. Причем пункты 2° и 3° 
^той теоремы теперь будут формулироваться точнее. Именно, мы 
имеем:

2Հ из ограниченности [F (л)} (л-0. 1. 2- ■•) следует, что/• (z)-нО.

3 . -т— In I Л (л) I . ,ЛЧ .. . Ilm ------------- h (0) > о cos (S-a).п
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§ 2. О росте функций на последовательности точек 
двух лучей

В этом параграфе изучается рост функций (2) в зависимости 
роста этих функций на последовательности точек, расположенных, 
двух лучах. Имеет место следующая теорема.

Теорема 5. Пусть F (z)—предельная функция равномер 
сходящейся в угле S, : largzK յւ последовательности

ռпричем iim - 
rt-*e> '>п

Пусть функция /-(z) в угле S имеет порядок р и тип z. при
_!
2р

чем вместо условия а • теоремы / пусть выполняется услови,

.11
<2рг2^՛

Предположим, далее, что последовательность чисел
удовлетворяющих условию 0 < / ։ < л2 < • • • ՀԼ Хл < • • •,

i1п I wНт Л =т. 
«֊►®

в = Iim 
л-»1

р-л — Հ, L (г) fl

=Գ

Тогда, если. sin

, fl I TCp —p Iгое 3 = max { zpa — ֊— » »Zio 2w

то хотя бы ни одном из лучей ?0 или <?=<?1։ угол между кото 

рыми равен ֊ <Հ ֊ . имеет место соотношение

1 и~֊1п|Л(ХлЛ| , , ч
з cos 3^ 111Ո --- — =Zt (с.) < G.

Л-* 'հ

Доказательство во многом аналогично с доказательством теоремы 1.

Именно, рассмотрим функцию Ф (/) = /•’(/՛'). Как видели выше, ас
социированная с ней по Борелю функция ;(г), определяемая форму
лой (1.2), представляет регулярную функцию в облает |з|>с, при
чем на любой дуге окружности |г| = з раствора 2яоа функция , (z) 
имеет хотя бы одну особую точку.
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В качестве лучей ? = ?<> и ? <р։ возьмем лучи <? и

? = — շ( (это. очевидно, не будет снижать общности теоремы). При 

■ 'Х_-.
замене z = t (здесь положительным значениям է соответствуют по- 

ложительные значения г) эти лучи перейдут в лучи: argr —и 

arg/«= Обозначим последние лучи через 0 и 6 •

Па окружности iz| = o возьмем дугу раствора симметрич
ную относительно луча arg/ = O. На этой луге есть хотя бы одна 
особая точка функции 7 (z). Следовательно, на одной из ее половин 
(а может н на обеих) имеются особые точки. Возьмем ту из этих по
ловин, на которой имеются особые точки функции 7(2) в обозначим 
эту дугу через /. Пусть дуга I и, например, луч 6 находятся по 
одну сторону от луча arg/ 0. Рассмотрим на окружности |z| = = 
дугу раствора 28, где

£ = тах ' -ад— < Л, («адО*- +
1 2<о 2и» I 2 \ 2 2<» )

симметричную Относительно луча 0 . В дальнейшем эту дугу будем 
обозначать /,.

Заметим, что дуга содержит в себе дугу /.
Так как на луге / имеются особые точки функции 7(2), то инди

катриса й(0) функции Ф(/) должна для луча б удовлетворять ус
ловию

Л (8) > С cos

Дальше доказательство теоремы поведем так. Предположим, что 
я /г -р \

для г= .7՜ (Հյ ՜ оц } имеют место неравенства

___1ո|ք(Հ^)1 ___ 1п|Ф(ие'°)|
հ = 11m ——— - Um —------ -—— < Л (0). (2.1)

Н л-’ '՜Կ

Тогда по лемме заключаем, что на опорной прямой, соответствующей 
лучу 0 , имеются по крайней мере две особые точки, расстояние 
между которыми не меньше 2--. Это можно совместить с гем. что 
на дуге / есть особые точки 7(2), только тогда, когда - Հ -^֊sin*-.

В самом деле, из того, что на опорной прямой есть особые точ
ки, расстояние между которыми не меньше 2~т, а справа от этой 
прямой особых точек нет. следует, что опорная прямая от окруж-
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ности |г i = о отсекает дугу, свободную от особых точек, которая 
стягивается хордой длины не меньше 2ят.

Отсекаемая дуга не должна содержать внутри себя дугу 4$ (так 

как дуга /„ содержит особые точки). Поэтому (так как дуга Հ». стя

гивается хордой длины 2? sin 6 и 3 <-£■֊) должно иметь место не- 
w / 

равенство
'Ъ sin 3 > 2тет, 

или 
с 

֊ < ֊_֊ sin խ

Но это противоречит условию теоремы. Следовательно, предпо- 

ложеиие о том, что по обоим рассматриваемым направлениям ? = 1 

имеет место неравенство (2.1), неверно.
Таким образом, хотя бы по одному из рассматриваемых направ

лений имеет место равенство

шй _й(,

При а < ± <

Этим самым теорема доказана полностью.
Следует заметить, что хотя теорема 5 верна при любых

а < -Լ ձ.
2 2տ ’ «>>Р, но она представляет интерес лишь ДЛЯ случая.

когда
1 Հ ± J_

2w ' J 2p 2ui

теорема I дает более точный результат.

Из теоремы 5 выводятся следствия, аналогичные тем. которые 
выведены из теоремы 1. Отметим эти следствия.

Теорема 6. Если выполнены все условии теоремы 5 кроме 

последнего sinp и на двух лучах а у = угол между 

которыми равен '֊֊ <Լ ֊'՜ . справедливы неравенства

Iim 1п I /՜' ('■" е‘У) I 
ն₽ ля

то

О -> Т • տ։ո р
гое
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В ? max խ- Ц . ֊Ջ-| •

Из теоремы 5 вытекает следующая теорема единственности.
Теорема 7. Пусть Ւ' (z}—предельная функция равно черно 

сходящейся в угле S։ :|argz|<p последовательности

Рп 
(п.1.2...).

/=>
It 11 причем Нт = г, и^>па.

Пусть функция F (?) в угле ճս растет не быстрее целой 
функции порядка р типа с и

. 1 I \
а<2Г 4 аГ ш>₽-

Пусть далее |ал; последовательность, удовлетворяет, уело- 
' иям О Հ Х։ < Х2 <• • - < ая < • • •,

и функция F(г} обращается в нуль в точках\ьпе,։,\ |>.яе,?‘}, располо
женных на двух лучах z ю0 и ՚հ = <р։ угол между которыми ра

вен — Հ , то /-(շ) = 0. .ս> р *
Комбинируя теорему 5 с теоремой Дюффона- -Шеффера |5| мож

но доказать следующее утверждение.
Теорема Ь. Пусть Ւ' (г)—предельная функция последова

тельности

/֊։
паи камерно сходящейся в угле |ar«Z'<|i, причем 1ш։——а. 

՚Կ
Пусть эта функция F (г) в этом угле растет не быстрее целой 
функции порядка р типа q.

•1 HuittcniJ ли, .грия ФЙ.1.-МЯГ. наук, Hi J
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Пусть далее \\п}—последовательность положительных чисел 
у до влет вор я /ощ < ւ я усл о ей ю

Հ.։ —4>2Л>0, ՏՀ (л=1, 2--Դ

Тогда, если а -| J , <»>? и տ < , где 3 ֊ max | гра-
2р 2<» sin? |

rP “Pi յ- . .. . 1
— о<„ ’ Ղօ ՛ ni° ll i огРаниченности функции Ւ(շ) в точках (Хя| к

(Хя<?/₽| (л = 1. 2-- ). где | р | = — <Հ —, следует, что F(z)=0.

Д о к а з ат ел ьс т в о. Для доказательства заметим, что плотносп

последовательности д.п\ - Um —1 и величина о = 0. Докажем» 
«->■» X„

что предположение Г(г) 0 нас приводи! к противоречию.

Если /-’(г)- порядка р и типа о, такого, что 0<_ -Հ , тогда 

по теореме 5 справедливо по крайней мере одно из соотношений 

։-— In | Л|ХЛ) I .
Inn —լ--- — — Л (0) > 5cosр > 0 
л—* Л,

или
ПпГ 1մԼ1ճ!'>ձ£1ԼԼ = Л(?) > 6cosp>0. 
л—ю Հ? ‘

Но это невозможно, так как последовательности |/*(Хп)| > 
|Г(ХЯ<?Ч)| ограничены.

Если г (г) принадлежит к классу |р. 0| мы воспользуемся теоре
мой Дюффо на—Шеффера (зга теорема сформулирована при доказа- 

։
тельстве теоремы 4) применительно к функции Ф (/)=■ /-’(/' ). При
меняя эту теорему к лучам arg/ 0 и arg/ = <sp, получим, что функ
ция Ф(/) о раничена на этих лучах. Тогда функция /• (z) будет

ограничена из лучах argz = 0 и argz-փ, | . В силу

теоремы А. Ф. Леонтьева |4|, отсюда следует, что Г (г) 0. Что ւ 
требовалось доказать.

Заметим, что аналогичным образом можно было бы рассмотреть 
случай нескольких лучей (больше 2-х). При этом нетрудно устано
вить каким условиям будет удовлетворять величина а.

В заключение автор выражает глубокую благодарность Л. Ф. Ле
онтьеву за руководство работой.

.Московский энергетический институт Поступила 25 VI 196ե
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Վ. Պ. Ч-гшСпЦ

ՃՍՌԼԼԳԱՅԲՒ ԿեՏեՐՒ ՃՍՋՐւՐԴԱԿԱՆՈհԲՅԱՆ <ՐԱ ՖՈհ֊ՆԿՑՒՍԼՆԽՐՒ 
ԱՃՍ1Ռ ШЬЪ

Ա 1Г Փ П Փ 11 Ի Մ

Աշխաաա թլան մեջ դիտարկվում են ի (?) !իուհկց ի անե ր ր , որոնք ոալրււր- 

ոիմացիալի են ենթարկվում -' ) ոիաոեմի միջոցով (ч Հս դրական թվեր են

J=li|H վերջավոր իւաաթւամր): եշվսւմ են ալն պայմանները, որոնց 
■ п— ր v_ո
ւլեպրամ ֆունկցիա/ի աճը ցանկացած 
վամ I; նրա աճով ա լց ՜ճաոաղա /{J ի 
վրար,վ>

չ\ք(^չ = ք' ճաոացաէքժի "ր",’՜
կեուերի հաջորդականութ լան
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МАТЕМАТИКА

С. Е. Карапетян

Линейные многообразия прямых и плоскостей 
четырехмерного проективного пространства

Введение

Как известно, теория линейчатой геометрии трехмерного про
ективного пространства сводится к теории подмногообразий пл юкке* 
ровой гиперквадрики 2(1. 3) пятимерного проективного пространства 
Р5 (см., например, |1|). При этом каждая прямая (лгу) пространства 

отображается в точку гиперквадрики ркр^ — РпРы + РмРы — ® 
пространства Р5, где Р,, = — pfif = х'У — х'у‘. В этом отображении 
(которое называется плюккеровым) линейным образам линейчатой 
геометрии Р3 соответсвуют плоскости различных измерений в 
Если эти плоскости касаются гиперквадрики, то их пересечения с 
2(1. 3) являются отображениями особых линейных образов простран
ства Р,. Косые линейчатые поверхности этого пространства класси
фицируются по признаку принадлежности ее отображения к плоско
стям различных измерений в Развертывающиеся поверхности пред
ставляются линиями, касательные к которым совпадают с образую
щими гиперквадрики 2(1. 3).

В настоящей работе изучается аналогичное отображение для пря
мых и плоскостей пространства Р4. Каждая прямая этого пространства 
отображается в точку грассманова многообразия 2(1, 4) проектив
ной) девяти мерного пространства Ро и каждая плоскость пространства 
!\ отображается в точку дуального грассманова многообразия 2 2, 4 
пространства /Հ |2] Таким образом, теория многообразий прямых и 
плоскостей сводится к теории подмногообразий грассмановых много
образий 2(1. ։) и 2(2,4) проективных пространств /% и Р*.

Такой подход представляется очень естественным и облад.'к г 
двумя преимуществами: во-первых, все рассматриваемые задачи на 
холятся в тесно» связи с алгебраической геометрией, во-вторых, 
рассматривая подмногообразия грассманова многообразия (т, п}. 
мы фактически имеем дело с многомерными поверхностями, погру- 
жеинымн в (СлЛ1 — 1) ~ мерные пространства, следовательно имеем 
возможность пользоваться богатыми результатами, полученными в 
этом направлении.
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В первом параграфе изучаются некоторые свойства грассманов։ 
многообразия 2(1,4) в Рв. Во втором параграфе рассм ւ ра .чета 
линейное пятимерное многообразие прямых и его особое много
образие. Нуль-система, порожденная этим многообразием, предстад 
ляет корреляцию вообще с одной особой точкой. В § 3 рассматйн 
вается линейное четырехмерное многообразие и его особые много-! 
образия. Порожденная нуль-система, вообще, имеет особую кривую! 
второго порядка. В § 4 изучается линейное трехмерное многообразия 
прямых £а и его особые многообразия. Порожденная нуль-снстеЯ 
имеет особую двумерную поверхность.

.Линейное двумерное многообразие. прямых Լ.. тесно связывается 
с конфигурацией Власова и геометрическое место этих прямых яи| 
ляется гиперповерхностью третьего порядка, названной нами по-;| 
веркноегью Власова. В параграфах 5 и G изучаются многообрШЙ 
Լ2 и рассматриваются некоторые свойства конфигурации и поверх
ности Власова. В § 9 указываются поверхность и конфигурация?! 
двойственные с поверхностью и конфигурацией Власова. В § 7 нзу-1 
чается линейное многообразие прямых /Հ. Эти прямые образуют 
некоторую поверхность, которая сама себе двойственна. В § 9 эт.» 
результаты автоматически повторяются для линейных многообразий 
плоскостей пространства /\.

Все полученные здесь результаты находятся в тесной связи я 
линейной геометрией окружностей нашего трехмерного пространств 
т. о. с задачей, гичстз пленной еще Феликсом Клейном (см. !4|, стп,. 
125—126).

§ I. Грассманово многообразие
Пусть прямая в определяется точками л՛ (л1 ), у (у1). Грассмй 

ново произведение этих точек имеет 10 компонентов, которые являются, 
минорами второго порядка матрицы, составленной из координат то
чек X и у

(ху) ikik. i<k (суммировать по z, А = 1, Ջ---5), (1)
где ik - д4у* - лл'у — грассмановы (или плюккеровы) координаты пря
мой ху, a — грассмановы произведения вершин коорди
натного репера Л/. Десять координат ik прямой р удовлетворяю 
пяти квадратичным соотношениям

Ъ(рр) = 1234 -չ324 4- 1423 =-- 0,

?. (рр) = 1235 - 1325 Г 15 23 = 0.

(рр) э 12 45 — 14 25 փ 15 24= О-, (2)

<^(рр) -2345 — 2435 4- 2534 = 0,

Ъ(рр) 1345- 1435 4- 1534 = 0,

из которых независимы только три соотношения и, наоборот, если 10 
чисел удовлетворяют соотношениям (2), то они являются грассмаио- 
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•выын координатами прямой в 1\. Таким образом, если числа ik рас
сматривать как однородные координаты точки в то прямые Г\ 
представляются точками грассманова многообразия (2) девятимерного 
пространства Р.,. Размерность грассманова многообразия (2) равна 
шести, так как прямая в Р։ определяется шестью параметрами, а 
порядок равен пяти (см. |2|. т. II, стр. 404), т. е. общая грехмерная 
плоскость пересекается с поверхностью (21 ровно в пяти точках.

Рассмшрим. некоторые элементарные свойства отображения пря
мых из 1\ в Pu. I) Две прямые р и q четырехмерного пространства 
Р, пересекаются тогда и только тогда, когда их отображения лежат 
на одной образующей прямой поверхности (2i. Действительно, пере
сечение прямых р и q равносильно требованию, чтобы две пары точек, 
•определяющих зги прямые, лежали на одной плоскости, т. е. все 
миноры 4 го порядка матрицы этих точек должны равняться нулю, 
что приводи։ их к обращению в нуль полярных форм о, для этих 
двух прямых

«•՛, (>(?)-0. (3)

Вейлу этих соотношений мы будем иметь оД/j 4 i.q, ր + = 0 для
любого >֊. 2) Здесь мы одновременно доказали, что точки образующей 
прямой поверхности (2) представляют все прямые одного пучка.

Для краткости изложения введем следующую терминологию: 
яучек прямых назовем пучком одного измерения, все прямые 3-про
странства, проходящие через данную точку, — кучном двух измере
ний, все прямые 4 - пространства, проходящие через одну точку,- 
пучком трех измерений Однопараметрическое и двухпара метриче
ское семейства прямых, лежащих на одной 2-плоскости, назовем со
ответственно одномерным и двумерный плоским полем. 3) Так как 
каждые две прямые двумерного плоского поля пересекаются, то дву
мерное поле прямых представляется всеми точками образующей 2-пло
скости поверхности (2) и, следовательно, одномерное плоское поле 
представляется некоторой кривой на этой 2-плоскости. 4) Двумерные 
и трехмерные пучки прямых представляются, соответственно, обра
зующими 2- и 3-плоскостями поверхности (2). Таким образом, все 
образующие 2-пл.оскости поверхности (2) по их происхождению де
лятся на две серив. Дие серии плоскостей, представляющие соответ
ственно двумерные плоские поля прямых и двумерные, пучки прямых, 
(Назовем образующими первой и второй серии. 5) Прямые пучка грех 
измерений представляются всеми точками некоторой образующей 
•^•плоскости поверхности (2). 6) Прямые трехмерного пространства 
представляются всеми точками некоторого квадратичного многообразия 
•-’(1,3) четырех измерений, принадлежащего поверхности (2). 7) Че. 
рез две не принадлежащей к одной образующей точки поверхности 
(2) проходит единственное квадратичное многообразие 2(1,3). По
следнее вытекает пз того; что две непересе кающиеся прямые в Р.։ 
определяют одно 3-пространство. 8) Через каждую образующую пря
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мую поверхности (2) проходит единственная образующая плоскость 
первой серии, ос1 образующих плоскостей второй серии и единствен-1 
ная образующая 3-плоскость, ибо каждая образующая прямая поверх
ности (2) отображает пучок прямых из /\. 9) Три точки общего 
положения поверхности (2) определяют единственную четвертую точку 
той же поверхности, находящуюся на одной образующей с каждой 
из данных трех точек. Последнее вытекает из того, что в /<, сущест
вует единственная прямая, пересекающаяся одновременно с тремя 
данными в общем положении прямыми. 10) Все прямые, пересекаю
щиеся с фиксированной прямой р пространства /Հ, отображаются в 
точки поверхности (2), принадлежащие некоторому четырехмерному 
конусу К\ с вершиной в точке р. Касательная 6-плоскость поверх
ности (2) в точке р пересекается с этой поверхностью по конусу К?

§ 2. Линейные пятимерные многообразия 
прямых в Р4

Начиная с этого параграфа, мы будем рассматривать плоскости 
различных измерений в пространстве и выясним, по каким под
многообразиям они пересекаются с поверхностью (2). В /Հ каждому 
такому подмногообразию будет соответствовать некоторая совокуп
ность прямых, которая называется линейным образом данной раз
мерности.

Прежде всего рассмотрим гиперплоскость в Р&
a։kik = 0, ւ<ՀԼ’է i, k=\,. Ջ---5. (4}

Эта плоскость пересекается с поверхностью (2) в точках, координаты 
Hi которых удовлетворяют системе (2), т. е. размерность линейного 
образа (4) равна пяти. В силу (1) из (4) получим билинейное соот
ветствие между точками х и у. Каждой точке х соответствуют все 
точки у некоторой, проходящей через х. гиперплоскости и

и, = ainxk, a<k = — (iki, (5)
но так как матрица а1к кососимметрична и имеет нечетный порядок 
(он равен пяти), то система а^х* = 0 имеет ненулевое решение и 
следовательно, в общем случае для каждой гиперплоскости (4) су
ществует единственная точна х0, которой не соо.вегстэуют никакие 
3-плоскости. Соотношение (5) принято называть нуль-системой для 
линейного образа ( I), а точку х0 - особой точкой этой нуль-сисгемы.

Та.нм образом, линейное пятимерное многообразие прямых 
\Լ.է) у^панавлнесет нуль-систему с одной особой точкой х0. Через 
каждую точку х г- х0 пространства проходит двумерный пучок 
прямых этого многообразия, причем носители (3-пространства) 
всех этих пучков проходят через особую точку ха.

Г. члу а .х* -0 всем точкам х Хх0 соответствует только одна 
3 плоек, сть, и наоборот. Таким образом, нуль-система (5) устанав
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ливает взаимно-однозначное соответствие между прямыми трех- 
мерного пу^а < центром х0 н 3-плоскостями, проходящими через 
эту точку.

Точно гак же можно доказать, что нуль-система (5) каждой не 
принадлежащей к пучку л*0 прямой р ставит в соответствие некото
рую проходящую через х0 плоскость ՜. Эта плоскость не пересе
кается с данной прямой, если последняя не принадлежит многообра
зию /.֊ Если прямая р принадлежит к линейному многообразию Լ.,, 
го она нниидентна с соответствующей плоскостью и наоборот. 
Всем юямым. принадлежащим плоскости (/?лг0). соответствует един
ственная плоскость г.. Если прямая р принадлежит многообразию /.ն, 
то все прямые плоскости (/>х0) также принадлежат к многообразию 
/.й, с..֊довятельно, такая плоскость принадлежит к числу тех пло
скостей. которые соответствуют сами себе (самосопряженные) в нуль- 
•системе (5). Таким образом, все плоскости с общей точкой х0 раз
биваются на два класса самосопряженные и несамосопряженные. 
Причем все прямые, лежащие пи самосопряженных плоскостях, 
принадлежат к многообразию L5i и наоборот, если на плоскости 
л ел ит одна не проходящая через х0 прямая многообразия то 
все прямые этой плоскости принадлежат к Լճ и плоскость само- 
сопряженно относительно нуль-спстемы (Ց). На каждой несамо
сопряженной плоскости лежит только один пучок прямых с цен
тром х0, принадлежащих многообразию Լտ.

Плоскость, определяемая тремя точками х, у, z в нуль-системе, 
сопряжена с проходящей через х0 прямой и, = aikx^, ■vi = aiky,f. ս՚ւ— 
- «л-՜1 Эта прямая одновременно сопряжена с трехмерным подпро

странством (гохуг). следовательно, она пересекается со своей сопря
женной плоскостью. На произвольной (не проходящей через х^ пло
скости лежит единственный пучок прямых, принадлежащих много
образию /... Действительно, через каждую точку х этой плоскости 
проходит единственная лежащая в этой плоскости прямая /». принад
лежащая к /. (ибо сопряженная с х 3-плоскость пересекается с этой 
2-пл скосг ю, вообще, по одной прямойI. Точно так же через точку 
у этой плоскости проходит прямая q из Ճ,. Прямые р п q пересе
каются о точке z. Трехмерное подпространство, сопряженное точке z. 
пересекается с этой плоскостью по двум прямым р и q. следовательно, 
соле жит эту плоскость, т. е. прямые пучка 2 принадлежат к много
образию L.,. Существование других прямых, ьрина.тлежащпх озна
чает. что эта плоскость проходит через хп. что исключается. Оче- 
индно. что центр, принадлежащих к пучка прямых плоскости 
нахиднтср одновременно на сопряженной с этой плоскостью (относи
тельно нуль-системы) прямой.

Линейное пягимервое многообразно прямых будем называть 
особ}.՛՛.!, если число его особых точек больше одного. Для этого не- 
обхотмо и достаточно, чтобы система л :k = 0 имела больше о того 
решения, т. е. ранг матрицы должен быть ниже четырех. Ис
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так как ранг кососимметричной матрицы всегда является փ 
числом, то в нашем случае он равен двум и, следовательно, о 
точки образуют некоторую особую плоскость а. Так как иск 
каждого двумерного пучка должен проходить через все особые]
то все прямые этих пучков и. следовательно, все прямые я
многообразия пересекаются с 
особое пятимерное линейное, 
ческам местом всех прямых, 

Двойственный результат

фиксированной плоскостью л.
многообразие I... является геомя
пересекающих данную плоскость
формулируется так: особое там

ное линейное многообразие плоскостей является геометрии
местом всех плоскостей, пересекающих ванную прямую.

Теперь нетрудно заметить, что коэффициенты уравнения 
являются грассмановыми дуальными координатами плоскости .ф 
вительно, гак как ранг матрицы а>к равен двум, го все .мш 
четвертого порядка этой матрицы обращаются в нуль, и этоприв 
к пяти равенствам •?, (аа) — 0. Но при наличии таких условий 
новятся координатами 2-плоскости и соотношение (4) показывает, 
плоскость а и прямая р с координатами ik пересекаются (|2|,| 
стр. 322).

Вернувшись к неособому линейному пяти мерном, у многооба 
прямых (4). заметим, что все прямые пространства проход 
через особую точку Л'о, принадлежат этому многообразию (и зтов 
ственный трехмерный пучок, принадлежащий многообразию), i 
следнее означает, что каждая гиперплоскость освяти мерного 
странства содержит одну образующую ՝2-плоскость грассчи 
многообразия (2). Если опа содержит больше одной такой ii.iocKJ 
го их количество буде: хз= и, как мы видели, гиперповерхн<к;гь! 
представит особое пятимерное линейное многообразие прямых ( 
бая плоскость этого многообразия содержит эс2 прямых и все при' 
пространства /Հ. пересекающие каждую из этих прямых, пряна; 
жат многообразию. Следовательно, в Ро гиперплоскости (4j npni 
лежат № касательных шестнмерных подпространств поверхности! 
касающихся во всех точках некоторой образующей 2-плоскос.н I 
вой серии (отображения особой плоскости а).

Таким образом, гиперплоскость в Рп либо не содержит я« 
ной касательной шестимерной плоскости поверхности (2), J 
■одержит ՜-г2 таких плоскостей. Точки касания этих плоской 

принадлежат к некоторой образующей. 2-плоскости первой frj

§ 3. Линейное четырехмерное многообразие прямых

Семимерное подпространство в Р9
alkijy = 0, bikik = 0. i <Լս

пересекается с поверхностью (2) по некоторому четырехмерн 
многообразию ԼԼ, представляющему линейное четырехмерное ян 
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образце прямы,* четырех мерного проективного пространства. Все 
прямые р с грассмановыми координатами ik, удовлетворяющие си
стеме (6), удовлетворяют также уравнению вида

(«;к I֊ (ձ=0՛ (~>

хчя любого значения X. Каждая гиперплоскость (7) представляет, 
вообще, неособое линейное пятимерное многообразие прямых четы- 
рехмерного пространтсза и устанавливает нуль-систему

ih=(a;h -}- '/.blk) xk. (8)

Особая точка х соответствия (8) зависит от X и в /\ описывает 
некоторую особую кривую многообразия L.. Докажем, чго особая 
кривая многообразия в общем случае есть линия второго по
рядка. Действительно, пусть х0 и у0 являются особыми точками соот
ветствия (8) для Х=0 н Х = оо. Тогда из (а։* + >•&/*)** =0 получим

а/*уоХА = 0, ծ/дЛ'о-т* = 0. (8.1)

которые и являются уравнениями плоскости и Рл. Следовательно, все 
особые точки лежат на одной плоскости (8.1). Так как из пяти урав
нений 1л։*4- bbin)xk =0 всего четыре независимых, то при наличии 
(8-1) получатся только два уравнения, из которых, исключив X. по
лучим

(altkbitJ ) х*х’= 0. /։ -Ւ ։\, /Р й.= 1, 2-•-5. (8.2)

Уравнения (8.1) и (8.2) представляют кривую второго порядка. 
Теперь мы имеем возможность доказать следующую теорему. Через 
каждую точку х проходит пучок прямых многообразия l.v исклю
чение составляют только те точки, которые принадлежат осо
бой кривой. Прямые многообразия (6), принадлеж ыцие этим точ
кам. образуют двумерный пучок.

Действительно, через каждую точку х пространства /Հ проходят 
две З-ллоскости, соответствующие этой точке в двух нуль-систсмах 
(6). Эти две плоскости пересекаются по плоскости, на которой лежит 
пучок прямых многообразия 61. Если х принадлежит к особой кри
вой. то (aib + Ib'k) xk =0 и З-ллоскости и9։ = alkxk и -i՛1/= i’,Ax* совпа
дают. ибо uj 4-XuJ=0.

Возвращаясь к системе (8.1) заметим, что при выполнении ра- 
пепстна

<Wo=pMi (8.3)
дне гиперплоскости совпадают, следовательно, теперь псе особые 
точки лежат в одной гиперплоскости. В силу (8.3) все точки прямой 

" являются особыми точками, Действительно. (a[b Е /Д*) (вх*— 
— Ху") - О выполняется для любого а. и, наоборот, если все точки 
прямой хоуо особые, то выполняется (8.3). В силу соотношения (8.3) 
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одно из многообразий (7) становится особым многообразием*. След 
вательно, в случае (8.3) все пряные многообразия /., пересекаю 
н е. к от ору ю щ и к с up и ванн у ю пл ос к ост ь.

Допустим, что для /. - >0 получается особое многообразие ւ 
следовательно, являются дуальными грассмановыми kooj
динатамн некоторой плоскости. Особая линии в этом случае, как м 
видели, вырождается в одну прямую х0у0. На этой прямой на.ходите 
все особые точки за исключением точек плоскости. Плоскость aitc- 

и прямая хоуо пересекаются, ибо все особые точки много 
образия /..| в этом случае принадлежат к одной гиперплоскости.

Теперь рассмотрим случай, когда уравнения (8.1) обращаютс. 
в тождества, т. е. когда

«йУо = О. (8.4

В этом случае числа а1к и btk являются грассмановыми дуальным! 
координатами некоторых плоскостей а и Ь, ибо в силу (8.4) каждая 
из систем а^х* - 0 и bikxh=Q имеет по меньшей мере две особые 
точки xQ и у0. Эти две плоскости имеют в общем случае одну общую 
точку .г. Нетрудно заметить, что все остальные особые точки совпа
дают с х. т. е. особая кривая сжимается в одну точку. Действительно, 
так как х лежит на плоскостях а и ծ. то altsxk 0. Ь^х^О или (Л/Н 
4֊>Дм х* = 0 для любого значения Наоборот, если особые точки 
для любого значения X (кроме /.==0 и / = ос) совпадают, то, совме
щая эту точку с Л։. непосредственно получим Он =0. Ьц = 0, н силу 
чего уравнения ֊(֊ ՃԵ, а փ ?.ծ)=0 имеют два корня относительно X.

Наконец, рассмотрим случай, когда плоскости а и b пересека
ются по прямой Ху. В этом случае числа ճա. 4 'Ь:к для любого л ЯВ
ЛЯЮТСЯ грассмановыми координатами плоскостей. Таким образом, ч 
последних овух случаях многообразие Z., является геометрическим 
местом прямых, пересекающих две данные плоскости. В первом 
случае эти плоскости пересекаются в одной точке, следовательно, 
все прямые, проходящие через эту точку, также принадлежат к 
L.v во втором случае эти плоскости пересекаются ио прямой, 
следовательно, многообразие образовано из всех прямых трех- 
черпого подпространства (образованного эти. ни плоскост и и и) и 
из/Них прямых, пересекающих общую прямую этих двух пло- 
скост ей.

Теперь будем искать касательные четырехмерные линейные мно
гообразия Լр т. е. такие многообразия, для которых семимерная 
плоскость (6) ս ՀՀ пересекается с касательной 6- плоскостью грас
сманова многообразия (2) во подпространству размерностью больше 
четырех. Сначала рассмотрим случай, когда размерность этого пол-

Ио- iir.fi։ д\, -.4,(10000) и у., — Л, (01000), нетрудно заметить, что для X - 
— «4 (քճ): (al>) выражения ?х-(д лЛ. a t.b) обращаются в нуль.
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пространства равна пяти. Пусть прямая 12 принадлежит к плоскости 
(6). т. е -та прямая принадлежит к четырех мерному многообразию. 
Тогда ֊֊/>1: = 0. Касательная 6-плоскость поверхности (2) в точке 
12 определяется уравнениями

34 = 0. 35 -О, 45 = 0. (9)

Эта плоскость пересекается с (6) по пятимерному подпространству 
тогда и только тогда, когда матрица пяти уравнений (6) и (9) имеет 
ранг четыре, а это приводит к равенствам

Պյ : Պ j ։ аV,յ Պյ : Պ»: *• • ծւտ: ^շ5- (1 °)
‘.'оставляя формы ®.(аа). ©ր(սծ). мы обнаружим, что равенства
(10) равносильны соотношениям

?,• (ah) = 2/հ (а а). ъ. (bb) = г3?, (аа), (11)

i .e 1:/-коэффициент пропорциональности в (10). В силу (11) урав
нения

?f (а 4- а 4- >.ծ) = <р{(аа) 4֊ (ab) 4- >3^ (bb) =0 (12)

всегда допускают два совпавших решения относительно >.
1 4- 2'է4֊ >-2/= = 0. (12 )

а это означает, что в системе (7) содержатся два особых пятимерных 
многообразия с бесконечно близкими особыми плоскостями, т. е. все 
прямые нашего четырехмерного линейного многообразия одновре
менно пересекают две бесконечно близкие плоскости пространства 

Обозначим это многообразие через Լ\. Таким образом, линейное 
особое многообразие Լ\ является геометрическим местом всех 
прямых чспшрехмерного пространства, пересекающих две беско
нечно близкие плоскости и в Ро это многообразие характери
зуется тем, что его соответствующая 7-плоскость пересекается 
с некоторой касательной 6-плоскостью грассманово многообразия 
(2) по пчтимерному подпространству.

Нетрудно заметить, что касательное многообразие /.՛ является 
предельным положением многообразия Լէ с двумя особыми плоско
сти՝/։։ четырех мерного пространства, когда эти плоскости совпадают. 
В пл юнкер лрн։ отображении плоскостей пространства Р, с дуальными 
координатами, прямая aik '!ю: касается грассмаиового многообразия, 
но не является для него образующей.

Теперь рассмотрим случаи, когда 7-плоскость (6) содержит не
которую касательную 6-плоскость грассманова многообразия. В этом 
случае ранг матрицы системы (6). (9) должен равняться трем Эго 
требование приведет к равенствам

Պ։ = Պյ = Պ« ~ Պտ = Պյ = Պ։= Պյ ~ ‘Պ = ~ Պ։ ՜ Պտ
^зл = ^2՛։ = ^25 =
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которые равносильны соотношениям.

(аа) - О, ©Д/?/>) = 0. ®z(a6) =0, (13

В силу (13) коэффициенты каждого из уравнений (6) являются гр:-, 
смановымн координатами плоскости и ги две плоскости пересекают 
ио прямой, т. е. в этом случае касательное линейное многообраз! 
прямых /., (которое мы обозначим через /-i) представляет все пр 
мые, пересекающие указанные две плоскости трехмерного подпр 
странства. Таким образом, касательное многообразие L\ мвляепь 
геометрическим местом всех прямых, пересекающих две бес консул 
близкие плоскости трехмерного подпространства. В !■>., хари 
теризуетсп тем, что его соответствующая 7-плоскость соы\ 
жим некоторую касательную 6-плоскость грассманова многое 
разня (2). Фактически образуется из двух чегырехмерных мног 
образий прямых; из всех прямых, пересекающих прямую пересечен! 
двух плоскостей и из всех прямых трехмерного полпространен 
определяемого этими двумя плоскостями. Следовательно, если 7-пло 
скость содержит какую-нибудь касательную 6-плоскость грвс 
сманова многообра ;:ւո, то она пересекается с этим, многообразие^ 
еще по некоторой квадрике 2 (\, 3).

В дуальном пространстве прямая aik •- ‘tblb в этом случае яо 
ляется образующей для грассманова многообразия.

§ 4. Линейное трехмерное многообразие прямых

Переходим теперь к рассмотрению линейного трехмерного много1 
образня прямых Z.3. Многообразие прямых получается из nepei 
чения шестимерной плоскости

alltik = 0. b,kik = 0, ctkM = 0 (14j

с грассмановым .многообразием (2). Прямые многообразия L3 удоя 
летворяют также уравнению вида (alls ֊է /Ъ.ь փ pr17.) ik — 0 при любы: 
значениях / и ц. Каждое такое уравнение устанавливает нуль-снстем) 
особые точки которой удовлетворяю! уравнениям

(aik + 'f-but 4- Wud хк = 0. (15)

Геометрическое место особых точек является одной двумерной по
верхностью с уравнениями:

bikx
a:kxk b:kxk C‘kXk = 0,

O\kXk C\kXk
d2kX։i Ь2кхк c-^x՝ = 0. И6)

b3(sx* <hkXk b4kxk

Через каждую, не принадлежащую особой поверхности (/6), точку 
пространства проходит только одна прямая многообразия Լր
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Через каждую точку особой поверхности (16) проходит одномер
ный пучок прямых, принадлежащих многообразию Լ3. Действительно, 
каж юе уравнение (14) устанавливает нуль-систему ui = a^x!՝՛. •vl = 
=b<kX . и), = с^хк и три гиперплоскости и, v, w, вообще пересекаю* 
щнеси по прямой, проходящей через точку х. Эти гиперплоскости 
пересекаются по плоскости только при условии Ui 4֊ X-V; — = (at*4-
-j-M.q л-х* = 0. а последнее уравнение показывает, что точка х 
принадлежит к поверхности (16).

Три точки ащ, but и cii; в проективном пространстве Р.։ опреде
ляют некоторую плоскость (abe). Она вообще не пересекается с грас
смановым многообразием 0 этого пространства и, следовательно, 
вообще не существуют гакпе. >. и р, для которых числа a։t }■ 
4- p-G* были дуальными грассмановыми координатами некоторой пло
скости пространства Р}. Этот случай соответствует наиболее общему 
линейному многообразию прямых /.3. Но плоскость (abc) может пе
ресекаться с грассмановым многообразием в одной или в нескольких 
точках в зависимости от количества решений системы ?. (а1к— г

ltik : f՝bik "I -pc»») = 0 относительно неизвестных /. и р. Если эта 
система имеет конечное число решений, то оно не может быть больше 
четырех. Плоскость (abc) может содержать одну или две образующие 
прямые грассманова многообразия и может сама быть образующей 
плоскостью для этого многообразия. В последних трех случаях наша 
система имеет бесконечно много решений.

Касательные многообразия £3 Рассмотрим случай, когда 
шестпмерная плоскость (14) пересекается с касательной шестимерной 
плоскостью грассманова многообразия по подпространству, размер
ность которого больше трех. Пусть эта размерность равна четырем 
и точка касания совпадает с точкой 12. Касательная плоскость з точке 
12 определяется тремя уравнениями (9). Так как точка 12 принадле
жит всем плоскостям (14). то = ծ։յ։ — с1г = 0. Плоскости (9) и 
(14) будут пересекаться по четырехмерному подпространству тогда 
и только тогда, когда ранг этих двух систем равен пяти. Это требо
вание равносильно соотношениям

<ч&= aaik 4՜ 1<Հ/:. i— 1, 2, /г = 3, 4, 5. (17)

Теперь нетрудно заметить, что в силу (17) система ср. (а | >.Ь - нс. 
а + '1Ъ 4 pc) = (1 - ар)5?, (ап) (/. 4֊ аЗ)5 ?, (М) у (1-f-аа) (/.-р Зи)-.(<//?) 
допускает дна совпавших решения (1 г aji}2=0, {'■ 4- к!'՝*7 = <Т сле՜ 
лопате;. ։>но. если шестимерная плоскость пересекается с неко
торой касательной к грассмановому многообразию (^плоскостью 
по четырехмерному подпространству, то ее соответствующее 
чногообри.ни £3 образовано из тех прямых 1\. которые пересе
кают две бесконечно близкие плоскости. Эю многообразие является 
предельным случаем многообразия для которого плоскость (abc\ 
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< дуальном простапстве /Հ пересекается с грассмановым мпогообра- 
тем в двух точках.

Рассмотрим случай, когда шестимерная плоскость (14) пересе
вается с касательной 6-плоскостью по пятимерному подпространству. 

!> этом случае ран։ систем (9) и 1.14) должен равняться четырем, что 
1 риводит к соотношениям

<-.է — мп,-*, blk = valk՝ է<Լև', ։~\. 2; k 3, 4, 5. (18)

Нетрудно заметить, что в силу (18) имеем % (а 4֊ 4-»м?, а 4-/Ь 
4֊ յյւ47) — у. (аа) 11 /.y-j-цв)2 и эти выражения обращаются в нуль 
для тех значений ■ и р. которы՛ удовлетворяю! одному уравнению 
1 դ//= 0. Следовательно, любая точка прямой (гчт— /\ vc —
-ub) в дуальном пространстве /Հ, принадлежит грассмановому много

образию.
Таким образом, рассматриваемый случай характеризуется тем. 

что плоскость (аде) пересекается с грассмановым многообразием 
по одной прямой п, следовательно, все прямые нашего многообра
зия пересекают пучок плоскостей некоторого трехмерного под
пространства.

Если ранг систем (9), (14) равен трем. г. е. если шестимерная 
плоскость (14) одновременно является касательной в точке 12 пло
скости грассманова многообразия, то нетрудно заметить, что пло
скость (abc) уже становится образующей плоскостью для грассма
нова многообразия дуального пространства /\. Следовательно, наше 
многообразие в этом случае образовано из прямых, пересекающих 
все плоскости одного двумерного пучка плоскостей (двумерный 
пучок плоскостей это все плоскости проходящие через данную 
прямую).

§ 5. Многообразие прямых Л?

Линейное двухпараметричёское многообразие прямых простран
ства Рх в Р, задается четырьмя линейными уравнениями

atkik - 0. bikik = 0, cilfik = 0, dikik = 0. (19)

Четыре точки а, Ь, с и d в дуальном проективном пространстве 
Р., определяют одну трехмерную плоскость, которая в общем случае 
пересекается с грассмановым многообразием в пяти точках. Пусть 
четыре из этих пяти точек совпадают с точками a. b, с. d, тогда 
каждая из них представляет плоскость четырехмернрго пространства 
и. следовательно, линейное двухпапаметрическае семейство прямых 
Л2 является геометрическим местом всех прямых, пересекающих 
четыре плоскости (в общем положении) пространства Рх.
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Так как трехмерное подпространство (abed) пересекается с грас
смановым многообразием еще в пятой точке, то с каждой четверкой 
плоскостей четырехмерного пространства ассоциируется пятая 
плоскость и, следовательно. прямые многообразия I.., пересекают 
все пять ассоциированных плоскостей одновременно.

В своей докторской диссертации „Полярные системы высших 
порядков в формах первой степени” (1910 г.) А. К. Власов указал 
интересную конфигурацию, представляемую ассоциируемой пятеркой 
плоскостей четырехмерного пространства (см. |3j).

Возьмем четыре плоскости в общем расположении а1, а2, а и х'1. 
Подходящим образом выбирая координатный репер .4։- и учитывая, 
что каждые две плоскости в /Հ имеют общую точку, можно их сов
местить с плоскостями

а» = (.4ր4ճ.43). ха=(Д։Д։,И), ал = (Д2Л4Л5), х*(Л3МЛ8), (2Ս)

где М = a։Ai некоторая фиксированная точка пространства. Каждая 
тройка плоскостей из четверки (20) имеет единственную секущую 
плоек ость, пересекающую каждую плоскость тройки по прямой. Та
ких плоскостей будет четыре

Р » (Л4.4Я.И), ?= = (Л:.45.4л), = (4,41.4,). 6‘ = (.4,.4.,43). (21)

Две плоскости и р противоположны, т. е. одна содержит три из 
шести "Очек, другая содержит остальные три. Эти противоположные 
плоскости пересекаются в одной точке Q'. Таким образом, мы полу
чаем четыре точки Q։, Q-. Q3, Q‘. Власов доказывает, что эти четыре 
точки лежат и одной плоскости. Тем самым утверждается, что с каж
дой четверкой плоскостей (20) ассоциируется единственная плоскость

7 = (Q։Q2Q3QJ- (22)
Нетрудно заметить, что плоскость (Հ2) одновременно ассоциируется 
и со второй четверкой, ибо системы (20) и (21) обладают свойством 
взаимности.

Теперь докажем следующую теорему. Все прямые прост ран
еты Р<։ пересекающие четыре плоскости конфигурации. Власова, 
пересекаются одновременно с пятой плоскостью этой же кон
фигурации. Для доказательства этой теоремы сначала найдем коор
динаты точек Q'. Так как Q' являются точками пересечения двух пло
скостей а’ и Т. то аналитические точки Q, напишутся в виде

Q* = л։ Л, + а=Л։ г аМл, Q- = 4- ճՀ43 -| «М5. շ3)
Q’ = /zM~ 4֊ а4Л4 4՜ а5Д5, Q։ — «։Д, 4- алА* 4- а’4...

Если грассмановы координаты прямой р, пересекающей все плоскости 
з‘ конфигурации Власова, обозначим через ik (ik удовлетворяют со
отношениям (?)), то будем иметь

4'24-,/U а‘12 0, 45 = 0, 13=0, ճ®35 а’25 4- а523 = 0. (24) 
«5 Кместни АН. серин фшммэт. наук. 5* J
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Текущая точка плоскости 7 напишется в виде
х = aQ14֊ ?Q8 Ч- iQ3 = а^г 4֊ л’ (a 4- ? 4֊ 7) Ла 4 «’ (« 4֊ ₽) 4 + I 

4- iaM4 -|- a5 (3 4- 7) Л5. I

Эта точка будет лежать на прямой р тогда и только тогда, когд!1 
система уравнений

12a3(a - 3) j-23aJa=O, 24«’a • 4Խ2 (a փ ՚34՜ *i) 4 1-ճ47 = 0. ll 

34a5 (3 4- 7) է- 53(2 ՝7 = 0 I

допускает нетривиальное решение относительно неизвестных а, 3, 7J 
т. е. когда ранг матрицы этой системы равен двум, з это всегда! 
обеспечивается с силу соотношений (2) и (24). Таким образом теорем՛.։ I 
доказана.

В силу этой теоремы ассоциированная пятерка плоскостей кон-] 
фигурации Власова представляется в Р9 пятью точками пересечения! 
трехмерного подпространства с грассмановым многообразием Но так! 
как это подпространство определяется любой четверкой точек из этой՜.! 
пятерки, то все плоскости в конфигурации Власова равноправном 
г. е. любая плоскость из пятерки (20) и (22) ассоциируется с осталь
ными четырьмя плоскостями точно так, как плоскость (22) ассоздЯ 
ируется с плоскостями (20).

Прямые, удовлетворяющие системе (19), удовлетворяют также 
уравнению

(д<4 -}- ).blk 4֊ 4- ^4а) ik = 0 (25) ।

для произвольных значений X, ч. Уравнение (25) устанавливает
нуль-полярную корреляцию по крайней мере с одной особой точкой, 
так как система (a.k 4 4- щ ՝idik) xk — О всегда имеет по мень-1
шей мере одно решение х0. Геометрическое .место особых точек (для.1 
различных значений X. а, ?) есть гиперповерхность, которая здесь 
называется поверхностью Власова. Эго название, как мы увидим 
оправдывается тем. что указанная поверхность тесно связана с конфи
гурацией Власова.

Каждое из уравнений (19) устанавливает нуль-полярную корре
ляцию и' - aikxk, պ = b!kx*. rf-c^x*, ս' = diKxk. Плоскости и' этой 
корреляции проходят через точку х н в общем случае (т. е. для1 
общей точки а՛) они кроме .с другой общей точки не имеют. Исклю
чения составляют только те точки (особые), для которых ранг ма
трицы меньше четырех^ но в этом случае (ц'-ичри4) = 0 и, следо- 
вател ьно, и] 4֊ Խ;4- p/zj 4- (alk >.ծյէ 4 4֊ Վ>) ** = 0. т. е.
точка .г принадлежит поверхности Власова. Таким образом, все пря
мые линейного двухпарамегпрического семейства прямых принад
лежат поверхности Власова.
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§ 6. Дальнейшие свойства поверхности Власова

Найдем точечное уравнение поверхности Власова. Так как ко
ординаты ik прямой р многообразия Լ» для координатного реперт 
§4. удовлетворяют системе (24), то, полагая, что р — (ху), получим 

-V1,' д 'у* = 0. АЛу ’ — Л'у* = 0, О1 (Л'։у‘ — А*’уС) — (Г (л՛1/’ — Л՜’?1) 4֊
• а։ (х։у2 — х'-у1) = 0, <г (л3у5 — х5у ‘) а'՛ (№у՛՛ - х-’у2)

Ь <?(№/’֊ л-у2) = 0.
Согласно предыдущим теоремам, прямые многообразия Л2 Пересе- 
каются со всеми плоскостями (20). Следовательно, точку у можно 
выбрать на плоскости а’— (.4։/12.4э), т. е. полагать у1 =у5 = 0. Таким 
образом, исключая у։. у3, у\ из остальных трех уравнений мы полу
чим искомое уравнение поверхности

х1 («։х* — д’х2) (а'х:' — б'՝'л’3) — х3 (а4х‘ — а.'х') (<глл- — <гх‘) - 0. (25) 
Как Xiы видим, поверхность Власова. есть гиперповерхность 3-го 
порядка четырехмерного пространства.

Из уравнения (26) непосредственно вытекает ряд следствий.
(!) Через каждую общую точку поверхности Власова проходит 

единственная образующая, которая принадлежит многообразию 
прямых 1.Л_. (I!) Вее плоскости конфигурации Власова и все пло
скости (21) его сопряженной конфигурации являются одновременно 
образующими плоскостями поверхности Власова. Таким образом, 
поверхность Власова обладает девятью образующими плоское:ими. 
(!!!) Поверхность Власова однозначно определяется одноименной 
конфигурацией, т. е. она является геометрическим местом пря
мых, пересекающих все плоскости конфигурации. (IV) Поверхность 
Власова является одновременно носителем и второго (сопряжен
ного с первым) чне образия прямых Լհ. Действительно, прямые, 
пересекающие все плоскости (2!), также лежат на поверхности Вла
сова. (\ )На поверхности Власова существуют десять точек, череч 
каждую из которых проходит пучок образующих прямых, принад
лежащих Լ,. Действительно, каждая пара плоскостей из четверки 
(2 j пересекается в одной точке. Через эту точку проходит пучок 
прямых, пересекающих остальные лге плоскости. Следов.:и-. ьн< . 
з-от пучок принадлежит многообразию Так как н конфигурации 
Власова все плоскости (20) и (22) равноправны, то количество тих 
точек будет Сз = 10. На каждой плоскости (20) и (22) конфигура
ции Власова будут находиться четыре точки из этих десяти. Пло
скость. на которой лежит этот пучок прямых многообризия Л2, также 
содержит три точки из этих десяти. Например, пучок с центром 
Л, лежит на плоскости (A։A5Q4). Аналогично можно доказать, что 
существует десять точек на поверхности Власова, через каж
дую из которых проходит пучок образующих прямых, принадлежа
щих сопряженному (с £2) многообразию Z2. Iio эти точки ссвпа- 
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дают и всего на поверхности Власова для обоих сопряженных много] 
образин £2 я Л2 будем, иметь 10 таких точек. Плоскости, на которьа] 
лежат пучки многообразий 1..Հ и ձ2, также совпадают, но пучки ня 
совпадают. Например, для /,2 плоскость носит пучок прямых с цен! 
тром .4։, а для ձ2 та же самая плоскость носит пучок с центром .4.1 
Следовательно. прямая .4V45 принадлежит к многообразиям Л.. и 1.1 
одновременно.

Частные случаи поверхности Власова. Как мы видели] 
плоскость {abed) в общем случае пересекается с грассмановым много] 
образнем в пяти точках, представляющих пять ассоциированных пло; 
с кос гс и конфигурации Власова в Р4, и прямые, пересекающие эти 
плоскости, образуют поверхность Власова. Мы здесь только перечислим 
естественно возникающие частные случаи, когда подпространство 
{abed) пересекается с грассмановым многообразием по прямой, по 
плоскост:: и. наконец, само это подпространство является образую
щей 3-плоскостью грассманова многообразия.

Во всех этих случаях получаются частные случаи поверхности 
Власова, подробное рассмотрение которых мы здесь опускаем.

§ 7. Многообразие прямых

Четырехмерное подпространство, определяемое уравнениями 

alkik — 0, bikik — 0. cikift = 0, d/kik = Ot l.kik — 0 (27)

в девятнмерном пространстве, пересекается с грассмановым много
образием по некоторой кривой, представляющей линейное одиопара- 
метрическое семейство прямых Li четйрсхмериого пространства. Под
пространство {abede) в дуальном /Հ» пересекается с грассмановым 
многообразием этого пространства также по некоторой кривой. Сле
довательно, подпространство (abede) содержи i лэ1 точек, представляю
щих плоскости пространства /Հ. и. не изменяя подпространство (27), 
мы можем точки a, b, с, d. е выбрать так, чтобы их координата 
стали грассмановыми дуальными координатами пяти плоскост-й про? 
еы.чгнетва Р4. Но тогда из (27) будем иметь, что линейное адноки՝ 
рамет.рич.еское семейство прямых 1.г пространства !\ образован! 
из всех прямых, пересекающих одновременно пять фиксированные 
в общее Положении плоскостей. Так как подпространство {abede 
пересекается с грассмановым многообразием по кривой, то с каждсП 
пятеркой плоскостей пространства однозначно связывается ос 
плоскостей и. следовательно, лучи многообразия Lx. пересекая эпи 
пять плоскостей, пересекают и все оо1 плоскостей, с нима свя 
зонных.

Таким образом, с многообразием прямых 1,х ассоциируется одно 
параметрическое семейство плоскостей и, следовательно, полученна։ 
конфигурация сама себе двойственна.
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§ 8 Многообразие прямых ձ0

Трехмерное подпространство имеет пять общих точек с грае- 
сманчным многообразием девятнмерного пространства. Следовательно, 
многообразие прямых Լօ з общем случае образовано из пяти прямых. 
Но так как трехмерное подпространство в /% опре сляется четырьмя 
точками, то. взяв эти точки па грассманоном многообразии, мы можем 
сказать, что с каждой четверкой прямых четырехмерного простран
ства ассоциируется пятая прямая. Пять ассоциированных прямых 
образуют конфигурацию, двойственную конфигурации Власова.

Коэффициенты уравнений трехмерного подпространства об
разуют шесть точек в дуальном пространстве /\. которыми отде
ляется пятимерное подпространство. Это подпространство пересекается 
с грассмановым многообразием по двухмерному подмногообразию, 
•лредгавляющему двухпараметрическое семейство плоскостей про
странства Р,։ Все плоскости этого семейства пересекаются с пятью 
прямыми двойственной, конфигурации Власова. Следова гелию. эти 
плоскости образуют двойственную „поверхность* В tacoea. Двойст
венная поверхность Власова является поверхностью третьего 
^класса* в том смысле, что через каждую плоскость простран
ства Pt проходят три се „касательных* гиперплоскости.

Очейидво, мы можем рассматривать также двухмерное, о номер
ное и нульмерное подпространства в /%. но результаты, как и в пре
дыдущем случае, будут двойственны результатам, полученным со
ответственно для многообразии Լ3. ԼՀ и Z.5.

§ 9. Двойственность

Резюмируя основные результаты, полученные для линейных 
многообразий прямых четырехмерного проективного пространства, 
и имея в пилу принцип двойственности в этом пространстве (точка 

-трехмерное подпространство, прямая • • плоскость), можно соста
вить следующую таблицу.

Կ
1) Каждой точке простран

ства Р։ инцидентен двухмерный 
пучок прямых многообразия 
Трехмерные подпространства этих 
пучков инцидентны неподвижной 
особой точке многообразия.

2) Особое многообразие L., 
образуется из всех прямых, пере
секающих данную плоскость.

Па
1) Каждой гиперплоскости 

пространства /Ձ4 инцидентен двух
мерный пучок плоскостей много
образия Iկ Точки этих пучков 
инцидентны неподвижной особой 
гиперплоскости многообразия.

2) Особое многообразие П5 
образуется из всех плоскостей, 
пересекающих данную прямую.
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1) Каждой общей точке про
странства инцидентен пучок пря
мых многообразия /.,. Общее мно
гообразие Լ4 имеет особую кон
ную второго порядка. Каждой 
точке этой кривой инцидентен дву
мерный пучок прямых многообра
зия Z..J.

2) Особое многообразие £.։ 
образовано из всех прямых, пере
секающих две неподвижные пло
скости трехмерного или четырех
мерного пространства.

Կ
1) Каждой общей точке про- 

гтрлцг;ва [\ инцидентна только 
одна прямая многообразия Ճ;1. 
Многообразие L:l имеет особую 
двумерную поверхность. Каждой 
точке этой поверхности инциден
тен пучок прямых многообразия С.

Կ
1) Многообразие прямых Լ2 

является геометрическим местом 
всех прямых, пересекающих четы
ре неподвижные плоскости.

2) С каждой четверкой пло
скостей (в общем положении) ас
социируется пятая плоскость, ко
торая характеризуется тем, что 
она пересекав’ все прямые много
образия /.2, определяемого че
тырьмя данными плоскостями.

п.
1) Каждой общей гипермЛ 

скости пространства иициде։гтя 
пучок плоскостей многообразия 
ГЦ. Общее многообразие П։ имей 
особый конус (однопзраметр.иЛ 
ское семейство гиперплоскостс|| 
инцидентных неподвижной npfr-l 
.мой) второго класса (через кажя 
дую точку пространства npoxoaiill 
две гиперплоскости этого семей! 
ства). Каждой гиперплоскости l 
го конуса инцидентен двумерный 
пучок плоскостей многообразия (Й

2) Особое многообразие I’d 
образовано из всех плоскостей 
пересекающих две неподвижная 
прямые двумерного или трехмер
ного пространства.

П... I

1) Каждой общей гиперпло
скости пространства Р4 инцидент 
только одна плоскость многообра
зия П3. Многообразие П3 г.меа 
особую „поверхность- (двух пер:՛.- 
метрическое семейство гиперпло
скостей) Каждой гипврплоскяш 
этой „поверхности" ннцндейя 
пучок плоскостей многообрази։ 
Գ-

П,

I) Многообразие плоскостей 
1Ն является геометрическим ме
стом всех плоскостей, пересекаю՛ 
щих четыре неподвижные прямые

2) С каждой четверкой пря
мых (я общем положении) ассо 
циируется пятая прямая, котора։ 
характеризуется гем, что она пе 
ресекает все плоскости линейной 
многообразия плоскостей 1Ն, оп 
ределяемого четырьмя данным։ 
прямыми.
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3) Многообразие прямых 
Образует некоторую гиперповерх
ность 3-го порядка, которая назы
вается поверхностью Власова.

4) Все пять плоскостей кон
фигурации Власова и их сопря
женные плоскости являются обра
зующими плоскостями поверхности 
Власова.

5) Каждой обшей точке по
верхности Власова инциденты 
две образующие прямые, из кото
рых одна принадлежит много- 
обрзию А-. другая—сопряженному 
многообразию /-2.

Կ
1) Многообразие прямых /,։ 

образовано из всех прямых, пере
секающих одновременно пять фик
сированных (в общем положении) 

. носкостей.
2) С каждой пятеркой пло

скостей в связываются со1 пло
скостей, характеризующихся тем. 
что каждая из них пересекается 
ср всеми прямыми многообразия 
/•;. определяемого этой пятеркой.

3) Многообразие плоскостей 
П5 образует некоторую „гиперпо
верхность1' (трехпараметрическое 
семейство гиперповерхностей)тре
тьего класса (через каждую 
плоскость пространства проходят 
три гиперплоскости из этою се
мейства). которая называется двой
ственной поверхностью Власова.

3) Все пять прямых двойст
венной конфигурации Власова и 
их сопряженные прямые являются 
„образующими” для поверхности 
Власова, т. е. многообразие всех 
гиперплоскостей, проходящих че
рез каждую из этих прямых, яв
ляется подмногообразием для это
го семейства.

о) Каждой общей точке двой
ственной „поверхности* Власова 
инцидентны две образующие пло
скости, из которых одна принад
лежит многообразию П3, дру
гая — сопряженному многообра
зию Им.

Пх
1) Многообразие плоскостей 

образовано из всех плоскостей, 
пересекающих одновременно пять 
фиксированных (в общем положе
нии) прямых.

2) С каждой пятеркой пря
мых в Р.։ связываются со1 прямых, 
характеризующихся тем. что каж
дая из них пересекается со всеми 
плоскостями многообразия П3, 
определяемого этой пятеркой.

Дальнейшее продолжение этого списка приводит к уже пере 
численным (начиная с конца' результатам с переставленными столб 
нами.

Армейский пел.илгический институт 
им. X Абоняна,

Институт математики и механики Поступила 27 III 1961
АН Армянской ССР
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IJ. I?. <iuiruiu| h'HUtiG

ՊՐՈեԿՏհՎ. ՔԱՌԱՋԱՓ ՏԱՐԱՄՈհՔՅԱՆ ՈհՂՒՂՆեՐհ bl 
гитирзпмльгь գծայւն риятьшэзпьиьгс

Ա Մ Փ (1 Փ Ո հ 1Г

Աշխաւոանըւււմ տրված < րաոաչավէ տարածա խրււն տղիղների ղծ 
րո(որ րտղմ աձևա թ րոնների iiiliiiiu թ րէմհր: Ար/. (ածված Լ պ ր ո ե1[ւււի,
իննս/ չափ տարածէէէ pլան ղրասման րրՀււ րաղէք տձև տորոններ ի I: վե րշիննևրի 
հետ կապված հանրահաշվական մեխողների օղնոէ խ/ամր։

տարիք ուp րոնն!ւ րի ղծա/ին ր ա ղմ ա ձև tn խ րոննե ր ի աև ոուխ րււն ր է/տարքվաւ 
է; ուղ ի ղ՚ն և ււ ի աեոու խրււնիւյ, քաոաչափ տարած սւթ րււն երկվա թ րււն ււկէչրււ/.նր\ 
մ իշորով1

Աշխատ ան.ր<ս մ րւ,11ր Լ տրված նաև աղ խին և րի ևրկշափ րտ ղմաձև ու՛ 
թյան Л 'Լքասււվի կոնվփւրորարիալի ււերա կապը:
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1. iuipnin'nmu С. Е. Сопряженные многообразии я их приложение. ДАН СССР 
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3 Бюшгенс С. С. Конфигурация Л. К. Власова и се обобщенно Маг сб.. 38(74 
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МАТЕМАТИКА

Г. С. Кочарян

О взвешенно-наилучшем приближении рациональными 
функциями на всей вещественной оси

Пусть четная функция р (л) > О определена и непрерывна на 
всей оси — оо <Հ л՜<Հ-f-оо, монотонно возрастает, причем 11тр(л*) = 

А֊> V.
«փօռ.

Обозначим через /.= [/; (л՜)] класс функций /(.г), определенны:՛: 
н измеримых на всей осн (—ое, 4֊ ос), для которых

+ «

Известно, что для полноты системы полиномов в классе А,|р(д)| 
(т. е. при взвешенно-средней аппроксимации) необходимо (|1|, |2|), 
а при добавочном условии

лр'(л-) f 4՜ ос. л j 4- 00 

также и достаточно ([3], |4]) выполнение условия

J
dx= 4՜ 0о.

Известно также, что те же условия остаются в силе и при взве- 
"о-равномерной аппроксимации (|4|, |5]).
Пусть ja* (Jm<XA>0, Л - о, I, 2. ...) —произвольная последова-

тельность комплексных чисел и |/?я(з)} — ассоциированная с нею си
стема рациональных функций вида

«Лг) = -֊(— 

П (2 + **)

’ Об этом мне сообщил М. М. Дж обл ш ян и устной беседе. Доказательство 
ми нс приводим.

(1)

Л-1)

где /'•> ’ полином степени не выше п.
Опираясь на известные предложения о единственности функции, 

аналитических в полуплоскости, методом моментов можно установить 
следующую теорему*:
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Теп рема. Если одновременно имеем

Г dx = + оо. У -jmat = + ОО. 12

J л-2 л о 1 4- W2
I

то система рациональных функций {/?,, (г) полна в классе /.2|р(х)|
Аналогичный результат имеет место и при взвешенно-равноме 

ной аппроксимации.
В связи с этим естественно исследовать вопрос о зависимое 

между порядком убывания наилучших приближений функциями вц 
(1) и дифференциальными свойствами приближаемой функции. В и 
стоящей статье приводится решение обратной задачи наилучше 
приближения Пользуясь методом М. М. Джрбашяна |5], получа! 
оценки для порядка роста |. если

sup е \Rn (х) | < 4- ос.

Эти оценки позволяют установить обратные теоремы наилучш՛ 
приближения, аналогичные теоремам С. Н. Бернштейна.

Что касается прямой теоремы наилучшего приближения, ко 
рая позволила бы судить о точности приводимого нами резульп 
то для преодоления возникающих здесь затруднений, по-пидимо 
потребуется привлечение новых методов.

Г . Для упрощения вычислений мы будем рассматривать часп 
расположение полюсов а* , а именно положим, что я* = где

О ՜Հ f'Q ' -> ՜ • ' -ч- С1։ <՜Հ. • • •

Пусть, как уже было сказано, у = р(х) непрерывная, неу< 
Бающая, четная положительная функция, определенная на всей вет 
огненной оси, limp (л) = -֊ ос, Тогда существует непрерывная, мои 

гоино возрастающая обратная функция л՛ = q (у), для которой

Hin q (у) = 4-оо.
.у-я+«

Приведем две элементарные леммы, которые нам понадобят 
и дальнейшем.

Лемма 1. Если рациональная функция

Rn(z}= „Рп(г) (

гю+адЛ—О
уооелетворяет ус лови ю

1 Я-(х) | «; Л1 для —

то при | х | > R
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А\
п 

(л-)К .ЯЩ 
է о ’

1 + !Ф(й>) ՜Փ՜ (х ։
Ф5(л)4֊|Ф(ад|= ”

В силу возрастания функции V 'k при увеличении п за- 
i-0 Ւ А

что гя, а следовательно и числа <>п -֊ р (гя). монотонно воз

ФункцияДоказательство. и ֊I+/(■')•-1
онфорыно отображает внешнюю часть отрезка [ R, 4֊ /?| на область

а обратная функция имеет вид

յ = Փ(») =

Согласно условию, на |w|= 1 имеем

։_„1 + ®Ф (Л։)
ПОТОМУ

Анх) ИП
к- -о

1 4- Փ(յր)Փ(/■/. ) 
Ф (х) 4֊ Ф(Д*|

при |х’:>А’.

откуда и следует наша оценка.
ЛёМмй 2. Для данного п уравнение

имеет единственный

(4)

Корень который, . я о но тон н о в'озраст а я,
тремится 4-ос при

До низа тел ьство. Положив у-р(х), рассмотрим функцио
нальное уравнение

4 >• -----—
*-0 Կ։ -Г А

= /На'). (4')

Гак кэн функция у — р(х) неубывающая, а в левой части на
шего уравнения имеем монотонно

4-1) в точке х —0, то для 
имеет единственный корень х

убывающую функцию со значением 
данного значения «>.0 уравнение 

= гп.

п

ключаем
растают.
чисел խ ]

Далее, из
не может

уравнения (41 вытекает, что последовательность 
быть ограниченной, следовательно р„—>4-с°-
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'■ ■ ■ ■ g---------- ----  - ՛՛ -  :— -т -

Теперь докажем основную теорему.
Теорема 1. Пусть рациональная функция (3) удовлетвори 

условию

-=с<х< + сс. (

Для любых Ե (0 < О < 1) и а (0< а <Հ q (рм,), в области ] у ' С и>.й име( 
место оценка

\RA* + iy) <?А ՝ •°Դ?1)"ռՀ (
где У.Дх) четная функция, определяемая из формулы

(լ _j. _ճ\ I P(x ՜է.i I r____֊____у JL
\ *)\ a J 77(г)-л-|

Р^-Հէ)
П(х) = n

при Оч.л- ^<?(ри) — а,

, 2 \ Р(х + л) 2 у 1
(' + —) — ---- +п—5Г»^Г "р"\ ■֊ / а (I ”, л-о'Ч։

Д о к а з а т е я ь с т а о. Функция log' Rn (л՜ 4- iy) субгармонично 
полуплоскости у>0, а функция

10g|n^±£±^,.(x
1 а—о X 4- ty — ick

iy)

субгармонична п полуплоскости у < О, следовательно

log i Яя (л- + iy) [ - I 1 °՞- մ֊ при у > О
*.) y2-rU— О’ — Ct-

и
п

log|/?n(x + Zy)l^logn
А-О

X J. zу _ I I у I '• log|/^$)| J

л-4 О'4֊/а4 1 к J y« + (A.-t)2 
— X

при յ՚<ՀՕ.
При у <о и 0<»<Հ1, если |у|<9л0, имеем (см. |6|)

х±7у - 1 4ль 14_4Х*
X 4- iy 4- х=4- ()*4- у)’ х24- ().* —|у|)=

< 1 4-
___ _4Ха

(1 ֊
;у1 = 14- _ 1—1Ճ 

(1 — 0)= Հ
Отсюда

а

>О8П
fe-1

I x + iy — 1 _21Г _ у _L, 
|x + /y + «.s Ռ(1 — у 'Հ, 0֊
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Перейдем к опенке ( ~ при у>0.
J /+(*-<)* 
- X

Пусть 0<Լ<ւ<Լհ(р„) любое число. Рассмотрим два случая.
Первый случай. Пусть х ?.֊- q (рп) — а, т. е. рп < ր (х — а). Тогда

Г ԼՋԺՃԼ di = f 108 1 R"I di + (' logl (ft 4- 
Jr+(*֊f)։ J y» + (x֊։)։ J ? + (*-X)* 
- ■ «г. (.r+e»

.ւշւմևճ’ d-^յ, + .լ u3.

Из условия (5) имеем

чри ;1<5.V (j. поэтому
;?Х+Д + 3-

I 4<p(^«) j ,7

- <.Г4֊О> ֊ »

— p(x-'-a). 
у

(in

По лемме 1 при |;|>д-4-л будем иметь

ip rm--՜।՝՝ LiJ-Ջ?(ԼձԼէ?ն1Ջ.

где

■ Ф1(е)=^-+1 (—-У-’-
x-t-cz J \х֊|֊а/

Учитывая это/ получаем

р(х4-о) , _լՔ Г . ր 1+1Ф, ՈՆ)*Փ?(Ո _
՚ շ£օյ Փ?(Ո ֊1Փ։(^) 2 (S-x)2 

■ x~a
■Интегрированием по частям находим

յ < Р(х + а) х Հ ք լլփյլ֊վ ;֊ 1)փ; (ՈФ։( Фх I2 + о х 
а В,.) |1 + 1Փ,(<Ն)1=Փ?ն)1 |Ф?(П + 1Ф,(адг1

Ժհ
X

< — А՜
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_ .. с ։После замены переменной — — имеем 
х+ a է

Ф։С=) = 1 + 1 ւ֊ձ 
է

փ; (?) = •*.
(Л- а) 1 1 ֊ t

--------------------------<//,
: — л՜ է [a -{-(I — t) х)

поэтому 
ч

J,<-^՜ + 2 (1Ф,('■'*) Is- I) X
Л Л О

Х J + <I ֊4*1 |'Կ (1| 1֊<т i Ф, (Д.)i=|

Г()'1-/-+ 1)-(|Փ,(ք,.է)|»+ 1) tft 
|ք։ւփ։(/>.»)ր + ՛• I ւ-'՜rl 

После некоторого упрощения получаем

Հ< /,(x+fl) +±у;(1_,.-Հ' ՜ Л.
Ճ а к u J 11— (*

о 
или

Հ< р(* + а) +-Հ (1 ֊ :Ф,;й,. ■'). 
a a t-о

Наконец, так как

|Փւ(ս*)1՜Ձ=շք-^?-2-^-1/^֊т-У+1 +1՛ 
\хН- и/ x-f-ap \х-1- а/

то

Учитывая выбор числа р„ (*0 и ’1Т0 в этом случае 
приходим к оценке

ձ<^±^ + ֊ Р„<6+ 
а 2а \ 2 / а

Такую же оценку получим и для Jlt и, кроме того, эти оцеп 
будут верны н при х >—к (?л) — «|. Складывая все оценки, пол уч՛
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lb^R„(x + <y)|«p(lx| a)-fl + —)-Р(|Х| + а) У (12) 
\ - ! а

при у>0 и ,л-|><?(р„)֊а.
Второй случай. Пусть теперь О^л* < q (о.) — а. Тогда из (11) 

имеем

Հ֊ < " Р (•* + а). 
У

Далее

log (/;_Г log|^_(;)|
(5-д)3 ’ J (;֊л)а

■rf° 

+ 1՚ log I ^(Տ) I ^=Հ + Հ.
J G֊x)2

я(?я)

Из (5) при имеем /<Д;).<А', следовательно, по
лемме 1

1Л,(;)|^/"П|
Հ--11

1՜ 4- ф>(Гл»)

Ф?0) 4- |фгим 3
при 1 = :><?(?„).

где

Подставив эту оценку в выражение для Л. получим

■ 1Հ 1 + Ф:(г.Л) =Ф?( = )
<P"J (t֊-v)= 2^t, J g Ф1(П + |Ф»(й»)|’ (5-*>s

9ОЯ) '/(?.;)

После замены переменной у ~ у՜ н интегрирования по ча

стям, как н при оценке интеграла .1Л в первом случае, придем и 
оценке

■>

или

л<—_________ __ X ■ .
" '/(!>„) -Л- -Л-

Отсюда и из (4) будем иметь



.... _ճճ±?) ц- Г dz
a J ?(z)~ Հ

В итоге получим оценку

./ < ճՀճՀԼ д. Հ _ Л __  փ f dz .
a 2 * J 7(z) — a-

P(X » u) 
llo из уравнения

•MJ ?„
f ճՋԼ_^ г p(x-\-a) Ր dz
J (; A-)2 ‘ ‘ g(?n)-x a J q(z)-x

X+a P(rt-n|
следует 

я
Pf> < P(a 4- a) f dz 

<?(9n) — x a J 7(z) —a 
M*T«)

откуда и из последней оценки для Լ будем иметь

Р{х 4- а) } Г___ dz
a J հ (г) — а?

Такую же оценку получим и для .!■_ Складывая оценки 
градов Л, J3, получим

нптс-

/ 9log | Rfl (х I- /у) I <; р (л- 4- Д; — И — р (а- 4- л) dz
a J q (2) - х 

p(rt-4)
при 0<х<^(о ) — а, у>0.

Такая же оценка имеет место и при — h/(prt) — aj <л--<0, cai 
дователъно,

log | Rn (а 4 /у)1 <:

<р( л-|4-а) 4- />(1*14 «) ;

/Հ|-ր> + .ւ՝

dz
Я{2)-\ х I

у (13)

при 0^| х|< <7(04 — а, у>0.
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Как видно пз (8) и (9), в случае у<0 к оценкам (12) и (13) 
нужно прибавить правую часть оценки (10). Тогда, при произвольном

ДЛЯ значений - »/.о <у<0 бу де к иметь

fogl;fo(x + ty)|<p(|X 4-«)4-р-г4 /?(1х!+ <0 
а

_ dz
7(*) -|х|

l.v| + 2—у при О <|х| < 7(ря) а

։1с$|ЯЯ|А։ + 0') <Р ( VI - d) }- ( 1 է —) р 11 յև_±_^Լ| у I

В условиях теоремы прн фиксированном значении ՚*(0«Հ!»<1)
дли достаточно больших значений run N) будем иметь
б lluuct»» AH.ttpHi <M№.-w4t. му». М I

2 ", 1
4֊ л——1У при |л֊| 7(p„)-d.

Это и доказывает теорему.
Теорема 2. Если хоть одно их значений

P=№^֊dx н л = ճ“
J Xs к.о>.к

бесконечно, то при любых С (С > 1). b (0 < b < 1) и а (0 < а < q (f.j) 
для значений

|л!«9(р.)֊ а. |у ..“’֊Ճ
г յ-,-Հ) 

имеет место оценка

Доказательство. Легко видеть, что интегралы

и ք_ճ1_

сходится или расходятся одновременно, при этом, если Ր’^Հ1 dx 4-
J х5

?• %
Г iiz г Um I --------- : I

Л .» J 7(r)_ X J
Д(Х4в) J 7(2)

рпшюмсрно относительно л на любом фиксированном отрезке В * *
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Ч> log с
Ա-Հ х| < <7(ря) —Ճ.

где Лг не зависит от х. Теорема 1 завершает доказательство.

СР (л՜) , Очевидно, в случае расходимости интеграла I - ах при пр՛
J -*2 

извольном Ц0<0<1) для достаточно больших п будем иметь

2 . Приведем оценки производных рациональных функций, имею
щих функциональную мажоранту на всей вещественной оси. Эти 
оценки получаются при помощи результатов чеоремы 3, при этом 
можно перейти к пределу при ^ — 0, ибо окончательные результаты, 
не зависят от ».

(И<Я).

Отсюда и из (7) вытекает следующая теорема.
Теорема 3. Равномерно при п—хх> в любом конечном от

резке |— R. 4֊ имеют место следующие оценки:
а) если

то

гтг/.<=+эсJ X-

в) если 

?rt

то

к 1 С dzИгл ------- 1 —-
H.(x)J (/ (г)

----- —— •

с) если

idx<-|-օօ и У =4-оо
J х2 Л..ОХ*

то

1 Հ 1 (!-«)= lim —— >,— > '------- — •
Л- x Кд(Х)л -оЧ -
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Теорема 4. Равномерно относительно х в любом конечном 
отрезке в соответствующих условиях теоремы 3 имеют место 
следующие соотношения

01 lim sup I Rn1 (x ) [
П- *

r dz
J <?(*)

») lim SUpItfV*
?г.
Г dz

?(z)

где

Um sup /Հ-'ւk)i|^ ֊
1.1 о Kk.

d

л

,/>(-* I

Приведем еще одну
Теорема 5. Если

теорему.

I dx ՀԼ 4- X; и V — — >
J X- k 0>4-

wo при любых R a a > 0 имеет место оценка

|K Ж): z.PWl'^ •֊-; к,
где

}^)=g<R+g+i)+i
a J

Р Я+а i ’)

-------—------- 4֊ У ֊ 
հ (?) - R -1 й

</лн всех п, для которых > р (R -г а I).
Доказательство. Для данных R и а выберем и так, чтобы 

Г-о . p(R-\-a — 1). В силу возрастания функция Уп (х), если 1х|<1 
■֊ R I, будем иметь

Далее, при достаточно большом R. и данном. ՛>• имеем 

հ Շ։|3(Ջ)|՜1, где С, = ^ 7 1оУс՝ следовательно, по теореме 1, в 
2л

прямоугольнике ք 1, [у|^£1 Р(Я)| будем иметь

|/?л(хфгу)|<с/^

По формуле Коши
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Ц
ճև |«(ЯЛ'(\.(х+ С.г^е'П е 
Հ՜Շ) J

° И
следовательно.

iR.’WK-^L при |X|«SR.
С։ J

Отсюда, как в |5|. получаем искомую оценку.
3". Пусть, как всегда, у=р(х) непрерывная. неубывающая 

четная функция, определенная на всей вещественной оси (- оо, -}-оо)(| 
llmp(x) Отнесем к классу С р (л)| нее функции /(л), непрЯ
.։՝»» I
рыаные на осн ( — оо. • х) и удовлетворяющие условию

11те‘я*У(х)»0.

Обозначим

£«|/. р| == inf j max с /(л) - R„ (х) 1|. 

где
р (х)

Rn(x) = —------------  (Ря (х) — полином степени л).

П(*+д*) ծ-0
Как уже было отмечено, достаточными условиями полноты си

стемы |/?л (х)| н классе С|р(х)| являются условия

1ձ!ձԼ^= .т ос и շ1- = +х. <14>
J г

По методу М. М. Джрбашяна [5] легко установить следующую 
теорему (при этом применяется оценка теоремы 4).

Теорема 6. Пусть Функция f(x) определена и принадлежит 
классу С|р(х)] на оси (—оо. ое). При условии Հ/-/Հ если 

^1/. Р] ՜ К

?Я
I' 
՝ </( г)

где К КОНСтпн/Па. не зависящая от п, р>0 — целое. 0<օ հ1, 
то на всякой конечной части вещественной оси функция ք (х) имеет 
непрерывные производные Оо порядка р включительно. Кроме того, 
на всякой конечной части вещественной оси при 0<?>< 1 /Й‘Г l.ipb, 
а при Հ = 1 ք'^! имеет модуль непрерывности

ш(Л./и{) -ИЛ1ОЯ -1 (0<л 1).
п

Из оценок (12) и (13) приходим к такому результату.
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Теорема 7. При условии i -**- dx-Հ х.. если lim £Հ[/./.’| -
I Л" Л • =

= 0, гл /(.V) будет граничным значением функции, аналитической 
t черлней полуплоскости.

как это делается в |7|, получаем следующую теорему.

г Теорема 8. При условии V < ©е. если limEa\f, р\ = О.
ГЛ 

по fix) будет граничным значением (функции, аналитической в 
полосе — »^<у<0 (0<0< I- произвольное число).

Эти теоремы показывают, что условия 14) также и необходимы 
дли полноты системы 7?„(*)l во псом классе С|р(х)| при взвешенно- 
райпомерной иппрокенмяцнн.

В заключение выражаю искрении :о б.-..годлрность академику ЛИ 
Армянской ССР, профессору М. М. Джрбашяну за постановку задачи 
н ценные советы.

Е|КЧ1й»1ГКНЙ lOCy.VHK' 1 Ill'll и IJ и

университет Поступила 23 X 1’МЯ

i. II. ’Bn.uiriuiG

ԱՄԲՈՂՋ ՒՐԱԿԱՆ ՄԶ֊ԱՆՑՔԽ <PU ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐՈՎ 
ԿՆՌՅԱԼ-ԼԱՎԱԳՈՒՅՆ ՄՈՏԱՐԿՈՒՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ «Ի Ո Փ Ո հ Մ

Գիցուք p(.X)5=-0 4al Ո ֆունկցիան որոշված է և անրնղԿասւ ամ րողջ 
— X> ՀԼ X 4՜ 1>3 իրական աոանցքի վրա, մոնոտոն տէւում է, ըստ որում 
llmp(x)=“ ОС.* նշանակենք լ. |р(х)| այն fix} ֆունկցիաների դասը.

որոնք որոշված են և չափեչի են ( ОС. >2 ) աոանցքի վրա ե որոնց Կամար

+ « 
c p,x)\f(x) :ժ.ր< ֊ X.

Հ9

Կամար^կան (a*} (.Im ։*•>(). Л — 1, 2. --) կոմպլեքս թվերի
չորղականու թլան համար վերցնենք
■v

] 1 (? 4 aj
I * - <՛

ոացիոնալ ֆունկցիաների սիստեմը, որտեղ Pn (*)•£ ո} ր՚^ր^ր ասաի֊
ճանի րաղմէսնղամ էւ

Չքնելով Մ. U՝. Ջըրաշլսէնի աչն տրղլոլնքից, որ
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J х* л I |«лг

պայմանների դեպքում Rn{z) սիոտեմր լրիվ է А2]/)(л)| դասամ, նևք 
հոդվածում ու uni 1քեաոիրվում Լ , /?., (՜) ֆունկցիաներով լտվէոդու fa մոսո 
կոէմհե րի կարդի նվաղման և մոտարկվող ֆունկցիա ւի դիֆհրենցիաւ *im 

կութրոնրհրի միջև հղած կապըէ 1/.[դ նպատակի համար նաիւ Ս. Մ. ծէրրււ 
լան ի մեթոդով |.5| ստանում {/?я(Л‘)| ֆունկցիաների կարդի դԼ
հատականներ SUp ք ՚"՝* |(,Հ՜) | <Հ ՜ ՉՕ պայման ի դեպքում։

— П.<Х<Л~п.
Ս.քղ ղնահաուականների միջոցով ապացուցվում 1.ն Ս. Ն. !'ե րնջտե(\ 

թ եորե՚1ների տիպի լավադսւթյ մոաավորութ րսն հակադարձ թհորե՚մէւերւ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. А. Баблоян

Решение плоской задачи теории упругости 
для кольцевого сектора в напряжениях

Плоской задачей теории упругости в полярных координатах за
нимались многие исследователи |1 6]. В их работах, в основном, 
усматривались или частные случаи нагружения [2, 5|, или задача 
для кольца |3, 4. 6]. В тех же работах, где рассматривались случаи 
Колее общего нагружения |1], решения даются в приближенном виде.

В настоящей работе дано точное решение плоской задачи теории 
упругости в напряжениях для кольцевого сектора, ограниченного 
днумя концентрическими окружностями и двумя радиусами (см. фиг.), 

Ьюгдз внешняя нагрузка распределена симметрично относительно оси л.
При решении задачи для удобства применяются особые виды 

■уйклий. Доказывается, что система этих функций ортогональна и 
.полна в соответствующей области.

Задача сводится к решению бесконечных систем линейных урав- 
ненна. Доказывается, что полученные системы регулярны и имеют 
ограниченные сверху свободные члены.

§ 1. Постановка задачи

Как известно |2], в плоской задаче теории упругости напряже
ния могут быть определены через функцию Эри Ф(г. следующими
Формулами [2, 4j

ԼԺՓ 1 (ГФ 
г dr г

д / 1_ ԺՓ\
дг \ Г (Ji I

т.ъ функция Ф(г. <р) удовлет
воряет уравнению

/յլ -ԼՃ+ 1 JLV— -*֊ — — I ֊ —= о\дг* ' г дг Iй д?г) ' or dr ր՛
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При обозначении г = ае'. как это сделано в работах [5,8}, ур; 
пение (1.2) принимает вид

Ժ*Փ _ Ժ’Փ Ժ*Փ . Ժ3Փ , Ժ’Փ . ԺՏՓ . <Հ2Փ Л --- F2------------------------ 4 ֊4— 4 1— =0. (1J 
0էՀ dt-d^ ժ/ ժ/3 ժ/ժ?2 дГ- <)ъ-

Из (1.3) следует, что функция F (է. =■ е 'Ф(Г, ?) должм
удовлетвори11» уравнению [6|

™ F2^r_,^_2^i+2^.) Z. = o, (1.4
о.՛- ժ?4 Ժ/2 ()հ

фундаментальными решениями которого являются следующие функщя

|Л sh (a I)/ | Z?ch(a I I)/ 1 Csh(« l)/4-Dch(« 1) A] X

< Iosina? Feos a»},
(I-5]

[Д sh 7 В sli fop-cos о ; Сс11(3о-$щз- Dchp?-cos?| X 

X 1 /: sin 'it -j- Fcosp/J,

где а и p —произвольные параметры.
Функции, входящие в первую строку (1.5), будут линейно-неза

висимы, если г=£|, а при а—1 мы имеем следующую фундамен
тальную систему

|>lsli2/ Zich2Z Ь Ct -j- DJ |/:sin? I Feos9}. (1.5'1

Легко проверить, что функции
|.4տհ/-| BchZ-f-CZsh/4-DZchZ] [£? + F|, -J

(1*0 I
[Л sin փ - Z> cos ? C<5 sin a j Г) 7 cos oj |£7 F|

также являются решениями уравнения (l.-l).
Напряжения (1.1) выражаются через новую функцию [6] F{t. 

следующим образом

е~‘ /i?F , dF е ' /(FF 0F \
а2 \ ժ<յ>2 dt / a2 \()t- dt ./

er <FF 
a"

(1.6)

Подставив эти выражения в уравнения обобщенного закона Гука 
и проинтегрирован их, для радиальных и тангенциальных перемещений 
получим

-r^-^l-^ + AW. («О
1 — з d'f J 
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где ՝ - коэффициент Пуассона, а функции /',(/) и /(») удовлетворяют 
уравнениям

/'(?)+/(?) = 0. /„(О-/<,(0 = 0.
Проинтегрировав эти уравнения, для функций /<>(/) н /(?) по

лучим
f (?) = ծ-sin փ ֊|- с■ cos ©, Л (0 = ч9е{. 

Легко видеть, что перемещения

и = f' (?) = /’•coso — ճ-sin'f,
v = /օ(Հ) — ք (?) - — ծ-sin ? — c-cos ?

(1.Ю

представляют собой поступательное движение и вращение твердого 
тела |1. 3|.

Функцию F(Z, о) ищем в виде

со со
F(t, ?) = а(?)-}-/>(0-1-У 4>(/)COSa*?4֊ V ф.. (?) Cqs ֆ/;է (1.9) 

Л-1 A-l
в области (Ո с о < 9). 0 С է < Г։), 

где

Փւ(?) = /ևտհ.3*'?-տ1ոփ -у ձ\-տհ iV-p-cos? 4- CAcli 3A?-sin ? | Բ* ch?A? • cos?, 

Ն(0 = ₽*sha*(^ Օ*տհ(Հ,— 0 + (?ւ.տհ«ձ(/։- Ո-տՓ/4֊

4֊ /Հ տհ 3.4• տհ (/։ — Z) -r / A տհ շ./-տհ է. (1.10)

aA = —• 3A=—* G = ln— •

Подггяиир. (1.9) в (1.6) и (1.7). для напряжений и перемещении 
получим следующие выражения

ԴՅ СО
т) = \ я*'г* (0 sin•՛ v (?)sin(1 12)

Л-1 л-J
oaT лэ

<է’ժր5ր(ք, ?) = V |‘Ft(/)-{aJ 1)4ք*(/)| cosafc? ՀՓ* (?) sin -f-
4-1 > i

4 |Ф*(?)-Ь Фл(?)| cos3tZ ֊- <շ'(?) -г а (?) b՛ (է} 1>(է}. (1.13)

XI лэ
и֊՛с։: (էՀ ?) - У |Ч՛ И Г) Ч\ (О | COS a*? - V. 3*фл (?) X 

л-։ л-т
■•^■(sln^-1-^cos^) , Л'Ч/֊) (1.141/

:՛!/, ‘> = -~ՎՏ | ТНО + ^П (4Լ3-1)4Հ<1') +
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+ («»֊!) I.W' sin я,».?

1) | (?) </?

1 — ֊2 փ* (?) COS ЙА_/ I- «Р 
1 ~Չ k- ։

- f «՛ (?) -b

sin I֊ cos ՏՀ./ 
э ~k

//'(/) b(t)dt

■խ?)<ք?֊| ;-«'(?.։} -/(?)+ л co- (ii5)
Полагаем, что на кромках кольцевого сектора внешняя нагрузи-* 

распределена симметрично относительно осн л։ и задана следующим 
образом

«4(0. <р)=/։(ф), 

«4,- (0, ?) = />(?).

<Л'4<(Л ?1)=Л(0. I
?։)֊А(0.1

(О < ? < ?ւ)

где функции Հ — кусочно-непрерывны и имеют ограниченное изме
нение в соответствующих интервалах.

В силу симметричного распределения внешней нагрузки относи
тельно оси л имеем также

v(t, 0) = ?Դ(է 0)«0. (1.17)

(О с է Հ վ)

(1.16)

Таким образом, задача сводится к решению уравнения (1.4) с 
граничными условиями (1.16) и (1.17).

§ 2. О функциях cfc(/)

Для удобства введем новые функции фд(0» где 

4(0- и
I sin 3АУ

при /•=() 

'Հ c°s на/ при * 1.2.
(2.1)

и докажем, что система этих функций (фй(0) (* = 0.1.2....) полназ 
классе функций, интегрируемых с квадратом, т. е. в классе Д2 [0, ?։|. 

Эти функции ортогональны в промежутке О- t 'tv т. е. имеем 
соотношения

հ('Հ'-1) при k = /? АО.
л 2
\ ?А(^* ?р(О rf/= -~(t։'7‘ — 1) при /г = /? = 0,

о 2
О при к р.
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. Пользуясь формулами

* j^sinf/ в ___Л___ տհ — t) sin а (Հ — г) I

й$֊^НЙ~1)в 2(а։4-1) sh/յ slnaf։ |

у ■(—__t}_ 
«’)(?№) 2 (я2 н

sh t sin at_
sh sin at՝

(2.3)
»_2*cos___ _tt___ Г ch ((, — /) _ д cosfl (f,-Q
К(^Я“’)(Й+» շ («■■֊։) I sM, sin a/.

?1
2(d“*Н 1)

cos at
- ---------a----------  

sh էՆ sindfj

i'. i ko доказывается справедливость следующих разложений при любых 
тельных или мнимых значениях а

Sind? 2(ff‘sln d/։ — a^cosa/j a) --------------------?0(/) -|-
(d* -|-!)(<>-'• -֊1)

-l Ay (~ 1 )*(д со* я/, — sin d?,)

1)

2 (<?•՛* cos tf/։ |- ael> sin atcos at = —------------ 1------------------
(d«+ I )(<’•'•- 1)

—Чио -+
9 x 
г*

k
1—(т-I) (a sin atj -r cos a/J

(Й֊ «=)(Ց'ք i 1) (2.4)

2(^-1)
-1

?о(О
2_~ I --(—l)fc+‘

Л֊

' ch /

(2р - 1) -к , .Если в этих разложениях примем а= -ճ-!— —լ— где р = >. հ....
•-* 1

то системы функций Jsind/j и jlicosn?} будут полны в классе 
Z-|0. ?։|. т. е. любая функция, интегрируемая с квадратом, и про- 

V. ՛ гке |0. ?։| разлагается в ряд Фурье по функциям jsina?) или 
t1;co?d/:. Но каждая из этих функций выражается через функции 
!հԱ’ . {k 0.1.2,...). Отсюда вытекает, что любую функцию/(/)С 
• 1։ JO, /։] можно выразить через функции т. е. разлагать в
л ря? по функциям (2.1)

/(О
со

do?o(O
A-i

(2.5)

где коэффициенты разложения в силу (2.2) определяются формулами
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Ո
9 I'

•Կ - ——/ (OfZL
e —I J

0

t,

"* т^^гй<о?‘(ол- '*-՛-2 ■■՛■
Կ (.3*4 i ) J

0

(2.5'1

Из вышесказанного следует. что система функций (2.1) полип i 
классе |0. /,|, т. е. любам функция J(t)/.. |0. /։| разлагается ! 
ряд по функциям (2. 1) »ак. что имеет место следующее неравенств 

при п > Л՛ (с)

dt-ՀԼէ. (2.Й

Эго неравенство можно доказать более строго, если пользовать^ 
неравенствами Бесселя |1!| для разложений (2.4).

§ 3. Решение задачи

Н силу (1.5") и (1.8) выберем функции <4 (-). b(t}, /(?) и /0( 
следующим образом

а(?) - fl0?sin?, /о(О-^', ।
b(0- bj + b^te /(?)=0.

а в силу приведенного в § 2 доказательства разложим функции / 
(I 1.2. ..5) в ряд Фурье. Тогда граничные условия (1.16) и (1.17 
примут вил

ос

<?) y^cosaib

со
0^,(0. z) dQ - У^дсоза*?, 

Jk-I

gor»(n 2л?»(0 
*-։

(3.2]

(է, ©։)

a%(0. ?)

a%(Z. ь)

(з.;

v(r, 0) ^(ЛО)

•x
У 7Msina>T. 
*-։
ж
У, Sina»?, 
к-1
ОО
V նտա?,/. 
*-։

0.

(3.-



Плоская.-задача теории упругости для кольцевого сектора 93

Удовлетворив условиям (3.4), получим

В* = С*=0, г0֊Л),

ь- _ Ն Ն. — — • //հ՛ ------------- --- ’
«*տհ ԱհՀ-տՈ/, a*sha«/j-sh/յ

AOsh^j-coscj г О/*— Z^chtVPi-sin?։ ֊-• 
fa

Подставим значение zr из (1 13) в (3.2). умножим обе части по
дученных равенств на 1 н cos*,?. После интегрирования по © от О 
до րյ получим

ձ!_(,շ_1)Գ7(7ւ).

-<|^1'," 'ճո?> rf„,
T1 » I J 9. ՚

1_-_(օշ_1Րւ7(Օ)֊
»/>

—----- 5] 1|Փ»<?է ք!>.՚.(?)| cosa,?rf? ֊ --’Д—91 լ Հ„
?» »-ւ J 9, հ֊ 1

!' (M է(/1).-ր-<’,° Տ1Ո!ք1֊ ■ <4 - — У (֊ 1)* ք |«Հ («) ֊֊ Փ»(9)|ժ?, (3.7)
?> 91 ~l J

ծ'(0) + ծ(0)+ 2?օձ1Ջ9ւ Հ֊֊Լշ սփ;(?)+Փէ(?)|Ժ?: 
91 91л-iJ

Подставив значение с. из (1.14) в (3.3). умножив обе. части по
лученного равенства на ?р(0 (р = о. 1.2. .) и проинтегрировав по / 
от О ДО քյ. получим

при р փ О

2 00 •1) ф/. (%) -у (֊ 1 )Ч ।< (/) ՝ад| < о df

-jMdlJ ք'1_„ .3.1., н
r։(^ + D տ"Կքք և

при р О

/•՜-71_  1 « z/Z‘_
Հ(^'~ւ)֊֊^ւ-^—---------S(֊i)‘ 11 •

2

(3.8)

(3.9)
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Для интегралов, входящих в формулы (3.6)—0.8), в силу (3.5) име< 

?։
I [Фл (?) -Г Ф*(?)1 COS 

о

(֊№... 
[Й+(^֊1)21 I#-֊(«.•• г 1)31

Х|МЗ*+34- 1)~2(Й 1)(а֊֊ LH^ChMi-sin?!

O*sh‘f* <p։-cos?։|I.

Ր , 3 a
ГМ0 MOI ?,(<)"֊ ։WX

J IP/» I ։) I I — («*—I) I0

X 2(?Խ D|cha^ I (֊ ir’chM |<М-(֊1Г'6|

-}-4 —3)sh aAJrsh Л -՛ ր1ռէՀ-շհ/կ-( — 1քփ>|

։AshM։-sh Հ

x|-;-( o" (з.ю.
Введем новые неизвестные

(chas.z։ ch/։)(C< /■;> (
a*

(ch t, ֊ ch 7,) (G*- /•-„) = (- 1)‘ . (3.11)

OA.sh S^-cos^j r -----
Й4։(рЛ -г 1) 

где
/«=Л.

G

В формулах (3.G) и (3.8) произведя замену неизвестных, после 
некоторых преобразований получим следующие бесконечные системы 
линейных уравнений

со
՛Հր = у аирYk а,> (д - 2,4, 6, ...), 

fc ■ 1
со

—X_<ikpXk֊r (л =- 1, 3, 5, ..
(3.12^

ОО

р — V bkpZit -г Ьр

зо ‘ (р=1,2,3,..).
Ар — 2 ' Ср 
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где введены обозначения

,. . 4МЙ+ 1) ch^„y, — cos°?, _
<рх sh • ch 3,/h + տհլ ?»•cos

x______________ !_______________
1Й + (аЛ-|)=| ls;֊i-(^֊MH

— 1) cha/։ ch 1
G Տհ«/>ձ apShfj j$* (a.. ֊ 1)-] |3j l)2|

■jl 8aP(aP — 1) jchag/j -t- ch Z, . 1
4 sh a/, — ap so Հ |X՛ I (ap— 1)*||?*֊։ (aP4-D2| 

(3.131

i? _J_ ch8VpVy — cos'֊ ?!_______ I --1) sine,-cos 9t
p' m sh 3P?։ • ch 4-3P sin ^։-cos®։ I ch* &>«։ — cos2?։

Կ fc-1

3)sha*r։.sh/, Ճ(Հ 1) |eh \,.'rch/,-(-!)"■'|
$ + (?* -I-1 )’| I?;, I («»-1 )’| sh .»դ.տհ /,

Կ kr/’T и '

_ ch az,Zt - ch I 8<7O sin у, 
Ր ? sh apZt-}֊ ap sh Հ I ?։ (aJ~ 1)

\<________ ^*^(сй 4 3«p I 1)
ьД...$+(«д֊1)։1 ^ + («л-Ы)։1

+ (- irl (Հ.,-1- Հ) aP ch ar/i • sh tx — $11 az/j • chj։ 
a?, sh a^Zi'Sh Z։ <Ն~ Հ՝ I} ՛ 

(З.Ы)

f-y 'yft.Wi + di/, I 4 “ t?tl 34:՝I•
'sb«.r։ — a.'.shz, i ?,։ — |C : Ի;. - D-'l I/S 4֊ l)։l

, 7 cli a,■ '■li >h 7.,. /j - ch /3 _i
ap 7 . / •, p 1 ‘r 1

(3.14Դ

Исключна неизвестные коэффициенты A'* и Y.-. в бесконечных 
системах (3.12), для коэффициентов Z* получим следующие системы 
бесконечных линейных уравнений
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•Xi
'ZP — UnpZi) — Pt, 

л -1.3...

CO
ZP := £ t'npZn • Q/> 

Я-.3.4...

(Г-1.3.5, ...).

(p -^2, 4. 6. ...),

(3.151

ГДе
ос

,lnp — \

ft-1

ОС
Pf> ՜ £, ^ftpQ-4՜ • 

ft-i

co
V/ip ՜ 2 ^ktibnkt 

к I

СО
Q₽=2«frA- (1р- 

k -1

(3.16]

(3.17'

Отметим, что ճշէ и удовлетворяют отдельным уравнениям, 
т. е. значения этих коэффициентов вычисляются независимо друг от 
друга. Это обстоятельство намного облегчает вычисления при реше
нии конкретных примеров.

Имея значения Zp, из последних двух уравнений (3.12) найдем 
значения Хр и Yp. Из (3.5) и (3.11) найдем следующие значения для 
коэффициентов .4*. Оъ Gk и F*:

Ак = ------------7“ Т"/сЗ՜.՜! ;* ch ՚Տ։ո ~
ch’^Cj - cos-?։[ М?л 4֊ 1)

, / Ък mZb \ , а
+ (Т I sh^<?։-C0S9։ •

хр* հ~Կ
п 1 I т%ъ . «Mi — - —------------- ;—   о-------- sh 3A<?։-cose,Chs ^<3։ — COS'* sx I Sfe(jiA J- 1)

/ rnZk \ , ,- ( ? ՜ ՜օ#-7 T ) ch 8»?.-Տ1Ո ft •
\ ժ-v ՒՂ- 1-1 /

a..(ch аА/։ 4 ch Հ) 

«ft(ch a*/։ — ch /х)
Для определения неизвестных коэффициентов a0, ծ(| и ծ։ 

и (3.9) в силу (3.10,1 и (3.1) получим следующие уравнения

(3.18)

(3.191

из (3.7)

2W1 4֊ 1) Н’։(е '՛+I)
fl

__ «լ у ?‘h\ £ у __ mZk
։ ՜ Ճ... (й + 6‘ ’

2W՛֊ !) + *,(<? Կ 1) = (</о-е/о)֊ь - 2 4—- + 

fi k i,3,... Д՛ "Г I
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(3.20)

К»֊֊5֊ У (—1 )*'*-' Т*

2 Г. **
оизвестные коэффициенты 7.к, входящие в соотношения (3.20). 

|опр?делчюгся из бесконечных систем линейных уравнений (3.15) и 
Г выражаются через постоянные и Л։. Подставив определенные из 
(3.15) значения неизвестных Zk в (3.20) и разрешив полученные со- 

Ьтмйшения относительно аи, Ьо и ծ։, получим нх значения. Остальные 
Коэффициенты определяются из (3.5).

§ 4 Исследование бесконечных систем

Покажем, что полученные бесконечные системы линейных урав
нений »3 15) регулярны. В силу (3.13) и (3.16) имеем

оо .то ос

V । ^лр I ~ У, У, tytpCnk — 
л-։».г..- п |,з...*-։

I З2?р(3р-*-1) Ch^-cos»?, х 

. /хох տհ %Չյ • ch В;,?։ н- Зр sin сх • cos ?։

„ (»՛֊ । \ а*А 4՜ էհՀյ
I у у-_________ " _■ sha^-^shj,____ _________

’ - О211й («*֊1)21й I (Հ+пЖ («г֊1)г|

ch" ձՀք’ ՜cns'*’____  x И
?։ տհ Зр?!- ch 3Z,7։ -}- sin ?։ -cos c։

■’ *h«* in 1-4 («»- >>’T ՜
Ь 1_____ 2'ip___ Ch2 9։ - cos2 <pյ J

?i (Й 4 1) sh 3P?J ■ chr̂ , 4- % sin ?x• cos rr։
fti CO 00
V |էԿ,|= V 

n:-2,A,... Ո-2. Ն... k֊l

■^323p(& i LL ch23p?, - COS2 Cl x 
ճրJ sh 3P?։ ■ chփ 'ձյ, sin ■ cos c։

I.»

fa/ у у sl։a^։ Յձ-^!ճ։ _ __
i 1)=||4 i (a*-l)։llf>» + («.+ ))։||f։»4-(«»-l)։)

7 Илюшин AH. tejii!» физ.-мат. наук. .4 I
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= 4МЙ-1- 1) _ ch^p?i-cos=?1 x 
ft sh ?p?l- ch $>ft Դ % sin ft • cos

I _ 4g* cha»G —ch/t
'. I 4 - 1) sh aktx -Ւ fl^sh հ 4% (В;, ֊{֊ Ij

£ ®+<«*+!)*) [^+(»*-։ )’Г ?i
_______ co ■ у_______________ 1______________ J 
sh Mrch •>//?! л Siri'ft-cos ft Д |'Հ, 1 («л- If] [₽J - (ч֊֊ 1)21

_ J _ Wp_________ ch* 3pft — cos’• ft < J (4 J
ft (Й ֊h 1) sh Sp?1 • Ch 3pft 4- sin ft • cos ft

При этом использованы значения рядов [9J

у _________1__________ ___ է____shaa^ —flash Հ1
8։»(»* —1) ch «*Г,+ ch (, ՝

00 1 /у______________ *_______________=______ £»_____  у
f,..W+K+ ։ PI IS + («*- 1 PI «»*(4 -1) '

X $h<x*f» ՛ g-^sh t։___ 1_____ , J
cha^j - ch/j 2 (։/• I)2

00 1
у______________ •_______________ =_____ h._____ у
Թ IS + («* + IH IS + («*-1 )՝-l 4?p w + ։)

x sh^-chfVfi -| ?psin<prcosj2 ___ 1____
sch։S®֊x-W% ՜2(Տ+ւ)։՜

Таким образом, мы получили, что в бесконечных системах (3.15) 
сумма модулей коэффициентов при неизвестных меньше единицы, т. а 
системы (3.15) регулярны.

Легко видеть из (3.14) и (3.17), что свободные члены этих си
стем при «р == 1 ограничены. Покажем, что при ар — 1 эти члены не 
обращаются в бесконечность. Для этого нужно только показать, что 
при ар - 1 с,։ <Լ ос.

Составим уравнение равновесия (УЛГ = О) для рассматриваемого 
профиля.

В силу симметрии оно будет иметь вид

f Г Г— 9) sin 4֊ cos <p։ J -fi (/, 4>։) dr ' Հրտ ((), ?) sin ^dsx
О о О

0

j z' (Л՝ r) cos ids
l>

■i) cos ^ds։ sin 'ft i )rfr = Q. (4,
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Подставив сюда -значения напряжений на контуре из (1.13). по
лучим условие равновесия в следующем виде

СО СО , . ••-rl .
X֊ т k է ՚ * ) Si II -r J if 4 Հ’cos?, У ■֊ v (■;» ֊','?֊i—Ժրրր ՜ sin?, (</<, — </«)

*■ J.S.~ ₽fc M *

30 , ( I ^+4i։i >- I՛
ЛА-‘: sin?J = (Г <>. <•։■'»

k J

Из (4.5) переходя к пределу когда хА— 1 (т. е. ?։ -- при А = 1 
или г։->2~ при А = 2), получим

. . .Р <Х. к
У ֊֊‘֊ էՀ ։4,-Հ.>=օ. (4.6)

р* > -.и?»

При этом использованы значения пределов
Լ 1|т >ճ > .

. 1 Х-— 1 ОЗр — 1 р

1։т cos^։ = (—1)'". (47)
V- ։

Из (3.14՜) видно, что выражение в фигурных скобках при аА— 1 
с точностью до постоянного множителя совпадает с левой частью 
уравнения (4.6). т. е. обращается в нуль того же порядки, как и 
4֊ I.

Таким образом, при х* = I выражение (3.14') обращается в не

определенность типа • Перейдя к пределу, легко можно вычислить

значение сР при = 1.
Из (3.12)—(3.14՜) следует, что выражение для (h—Ւէ во второй 

формуле (3.19) не обращается в бесконечность при «*— I. гак как ■; 
числителе этого выражения содержится множитель (cha*/։ —ch Հ).

Таким образом, мы доказали, что свободные члены систем (3.15) 
всегда ограничены сверху. Это обстоятельство позволяет пользоваться 
теорией регулярных систем линейных уравнений [10] и оценить не
известные коэффициенты с любой точностью.

Этим же методом можно решить плоскую задачу теории упру
гости для кольцевого сектора, когда внешняя нагрузка распределена 
несимметрично относительно оси х. Эта задача сводится к решению 
регулярных бесконечных систем линейных уравнений, свободные члены 
которых ограничены сверху. Изменяя граничные условия, можно 
решить ряд задач, точные решения которых получаются без приме
нения бесконечных систем. Например, когда граничные условия для 
кольцевого сектора (0 < с <с։: 0 Г Л) заданы в виде
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aV4(^ ?) = /,( 

«4(0. ?)=/։(?). 

փ։) = /а(0, 
av{t, 0)=/<(/).

?)=Հ(?). 

л -гДО, ?) =/մ(?), 
«2А.(Л ?,) = /,(/). 

«V‘4e(/. 0)=/$(/).

տ լնուհե

где Հ;։ и/յ непрерывные, 8 остальные —кусочно-непрерывные функ 
тогда выбирая функцию Л(f, <?) в виде (1.9) и разлагая функции j 
ք’Հ"քւ в ряд по тригонометрическим функциям, а /3 и /։ по функ 
(2.1), легко можно удовлетворить граничным условиям (4.8) и на 
входящие в Ւ (է, ?) неизвестные коэффициенты. Решение этой за 
при "ւ=՜ или 2г. получим предельным переходом, используя ура 
мня равновесия внешних сил.
Институт математики и механики

All Армянской ССР Поступила 2 111 I

Ծ.. Հ. AuipjujruG

аШШ»» ՏեՍՈհ^ՅԱՆ ՃԱՐԹ ԽՆԴՐՒ ԼՈհԾՈհՄԸ 
ՕՂԱԿԱՅՒՆ ԱեԿՏՈՐՒ ՀԱՄԱՐ

Ա II* «I» II Ф Ո h (Г

զոդվածում տրվում է տոաձդականոլթ լան տեսոէ թլտն հարթ խնդ 
ճշդրիտ լուծումը լարոււեեերով օդակա/ին սեկտորի տեսվ> անեցււդ մտրմի 
ների .ամար! Ենթադրվում Լ, որ սրրէոալ>ին Է41րու11եերր րաշիէված են կտմո 
լական, րաԻյ միջին կտրվածքի նկատմաւ!ր սիմետրիկ ձեռւի՝

Խնդրի լսւծման մամանակ մտցվում են նոր ֆունկցիաներ (|ք , -
4 \-cos/// (A=l, 2.---). fJULig Լ տրվում, որ ալս ֆունկցիաներից կւ 
մրված սիստեմ// օրթոդոնալ ե քրիվ սիստեմ / /.„[0, /. | դա 
3 նորմալ լարումր և V տանդենցիալ աեղաւիոիւումր եղրտ մ 'll!։ր1լալացւի 
Հ էեուրլեի շ՚Աք՚քով ըստ արլ 1ի ոլևկցիաների:

Խնդիրը րե րվում /; րլծտւին անվերջ հավա սա րսւԱեերի սիսաևմեերի լուծ 
մանր, ցուլց է տրվում, որ արլ ււիսէոեԱեերր ոեդուլլսէր են, իսկ տդատ шя~. 
ւլ տ՚մեերր' սահմանաւիակ:
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ФИЗИКА

А. Г. Лкритоп, П. Л. Безирганян

Отражающая площадь кристалл-анализатора 
при точечном источнике рентгеновских лучей

В связи с развитием микрофокусной рентгеновской спектроскопии 
важное значение приобретает определение вида отражающей части 
кррс! .! .-анализатора рентгеновских лучей при точечном источнике-

В работе [1] экспериментально и теоретически (приближенно) 
определен вид отражающей части изогнутого кристалл-аиализотора 
при точечном источнике рентгеновских лучей. Экспериментальный 
вид этой площадки но [1] приведен на фиг. 1.

Фиг. 1.
В настоящей работе теоретически определяются вид и размеры 

•отражающей части изогнутого и плоского кристалл-анализаторов при 
точечном источнике рентгеновских лучей в самом общем случае раз
меров действующих частей кристалл-аналнзаторов.

§ 1. Изогнутый кристалл

Определим вид действующей части изогнутого крнсталл-анали- 
заторз при точечном источнике рентгеновских лучей. Пусть кристал- 

Бшческзя пластинка изогнута по цилиндру с внутренним радиусом R. 
круговым сечением которого является окружность ԸՐ (фиг. 2). На
чало координат поместим на оси этого цилиндра, а координатные оси 
н.г : н!.\ так. как показано на фиг. 2. Допустим точечный источник 
монохроматических рентгеновских лучей помещен на фокальной ок
ружности DBO в точке В(х0, у0, 0). Фокальная окружность н кру

говое сечение кристалла касаются в точке I) плоскости XOY.
Пусть луч ВЛ под углом 0 надает в точку А (х. у. z) цилин

дрической поверхности кристалла, где 0 - угол Вульфа-Брегга. Най
дем геометрическое место точек, в которых лучи, выходящие из 
точечного источника В, падают на изогнутую кристаллическую по-
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верхность под углом 0. Угол между лучом ВА и нормалью точки.՛' 
определится из выражения

йп«= »____ л?й-՛Y՝-֊՝ Ж-

|ЛЙ|-ИС| /х? ւ֊ И !-Zi -I ЛГ 1;-Zv 
— 

где Av У\, Z։, Az2, К и Z._. — составляющие векторов АВ и АС со՛ 
ответственно.

После некоторых простых преобразований для г координат точен 
поверхности изогнутого кристалл-анализатора, удовлетворяющих vc-l 

ловию Вульфа-Брегга, получим

г = (. |д —/>sin (а ф 0)), (1.1)
где

a /?ctg0cos0, b = Rc\gr>, I 

а—угол между осью X и проекцией 
вектора О А на плоскость XOY.

Не трудно убедиться в том, что 
(1.1) (т. е. геометрическое место точек 
поверхности изогнутого кристалл-анал։։-՜ 
затора, участвующих в отражении при 
точечном источнике) представляет собой 
два изогнутых эллипса с общими вер
шинами в точках 1) и С. Действительно* 
из (1.1) видно, что г принимает нуле

вые значения при a = a1=ZZ (в точке

D) и a = a2 = ——20 (з точке С). 
2

Максимальные значения найдем из

Zlmai == X 

մտ 
2’?m.ix==T i !

(1.1) с помощью условий

при a = ■— - I

ftПри a — ֊ } — 0.

На фигуре 3 показано круговое сечение изогнутого по цилиндру
кристалла-анализатора и фокальная окружность. Там же показаны 
места, где z принимает нулевые и максимальные значения На фи
гуре 4 показано геометрическое место точек изогнутого кристалла, 
участвующих в отражении при точечном источнике (на развернутой 
цилиндрической поверхности). Как видно, геометрическое место этих 
точек состоит из двух эллипсов с общими вершинами в точках /) и 
С. Размеры этих эллипсов различны. При продвижении иг.очника 
по фокальной окружности размеры одного из эллипсов (расположен
ного в сторону движения) уменьшаются, а размеры другого увели-
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чипаются. Малые полуоси этих эллипсов представляют собой макси
мальные значения г т. е.

ilmax RCtgfJ(COs0 - 1), 22m3x=^Ctg0(cOs0-|- 1).

Большие полуоси определяются следующим образом. Для ма

лого эллипса, когда а меняется от —— 20 до — — 0, г меняется от 
2

нуля ло շյոա, следовательно, большая полуось малого эллипса будет 
մյ =/?'), где 0 — в радианах. Для большого эллипса, когда сменяется 

« 3
от — до - “ — 0, z меняется от нуля до г՝.™™, следовательно, боль

шая полуось большою эллипса будет = /?(- — 6).
Ясно, что в действительности эти эллипсы целиком нс помеща

ются на поверхности кристалл-анализатора, так как анализаторы обычно
I размеры порядка двух-трех сантиметров. Следовательно, только 

незначительные части (окрестность точки D. фиг. 4) помещаются на 
поверх копи анализатора. Окрестность точки D имеет форму крестика, 
поэтому в эксперименте рентгеновские снимки действующих площа
дей анализагоров получаются в виде снимков, показанных на фиг. 1.

Есян иметь в виду и то, что источники рентгеновских лучей в 
;ейсгвителы։ости не точечные, а микрофокусные, то будет ясна при
чина расширения этих крестиков.

§ 2. Плоский кристалл

Теперь определим вид действующей части плоского кристалла 
при точечном источнике рентгеновских лучей.

Пусть точечный источник рентгеновских монохроматических 
лучей расположен в точке /I (х0, у0, г0), а отражающая поверхность 
плоского кристалл-анализатора совпадает с плоскостью XOY (фиг. 5). 
Допустим луч АВ из точечного источника Д пол углом 0 падает н 
точку В{х, у. 0) поверхности кристалла.

Для Sin0 получим
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s i п 0 = — .
I (.V -х0)2 (у — у0)-'-г 2о 

откуда
(-<-xo)2֊b(y-y։>)2 = z3ctg։0. (2

Угол 0 должен удовлетворять условию Вульфа-Брегга.
Таким образом, действующая (отражающая) часть плоского к 

сталл-анзлизатора при точечном источнике представляет собой окр) 
ность с центром в точке О' (л'о. у0, О), где д'о и у0 первые две ко 
динаты Я (л'о, у0, г0) источника. Радиус этой окружности, как ви; 
из (2.1), равен /? z0ctgO, где —третья координата точки ист

ника. В случае реальных плоских кристалл-анализаторов, размерн? 
которых порядка двух-трех сантиметров, на поверхности анализатор։!
помещается только небольшая часть дуги в окрестности точки D.

§ 3. Выводы

1. Действующая площадь изогнутого кристялл-анализатора при 
точечном источнике представляет собой две эллиптические дуги с 
общей вершиной (см. фиг. 4).

2. В общем случае кривизны этих луг различны (размеры эл
липсов различны) и зависят от угла Вульфа-Брегга и от радиуса из- 
г н ба к р и стал л - а и ал изато ра.

3. Действующая площадь плоского кристялл-анализатора ира 
точечном источнике представляет собой дугу окружности.

4. Радиус этой окружности зависит от угла Вульфа-Брегга и от 
расстояния между точечным источником и плоским кристалл-анали
затором.

Армянский сельскохозяйственный институт 
Ереванский государственный униперси те г Поступила 23 111 1961
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U.. Դ-. lM(r|>stn|. ‘П. 2,. ItLqjirrpuGjiuG

рзпьрьг-ижьаизпрь uwimram մակերեսը
ՌեՆՏԳԵՆՅԱՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՆԵՐԻ ԿԵՏԱՅԻՆ ԱՂԲՅՈՒՐԻ ԴՒՊՐՈՒԱ

Ա Մ Փ Ո Փ II Ի Մ

•,<ւ/շւ/աժո։ ժ հետազոտվում է /</Л/ш^Л7>р«/7/ ճաոտդա լթնհ րի ր յուրե դա լին 
»ս՚Կս>լիղսւտորի անգրադ արձման վ իճակո է.մ ղանվող մասը կե աս։լին աղբյուրի 
դեպյտւմր

•.ետաղոտութ լունն/ւրի հիման վրա արվում են հետևյալ ե ղրակտցու֊ 
թ(1էւննհրը.

!• Հւկված րյա րեղ-տնայիղաւոորի գործող մասը կետալին աղբլու րի 
qLujj.niJ իրենից ներկա լա ցնու.ւ1 Հ ընդհանուր դադս։ թով երկու կլիպոտկան 
ահեղներ (ֆիդ. 4),

2. Ընդհանուր դեպրւււմ ապ աղեղների կորութ լուններր տարրեր են 
(էւՒպ^^րի }.,ս,իերը տարրեր են) և կախված են 'Լու չֆ֊('րեդի անկլունից 

(Чг“{'եղ-անսւլիզասւորի ճկման չաոավղից։
J. Հարթ րլա րեղ-անայի/լասարի ւլսրծող մուււր կետալին աղբլուրի դեպ֊ 
իրԼնից ներկայացնում Լ շրջանադծի ադեղւ
՜^' Ս՝1Գ չրջանաղծի րաոավիղը կախված Ւ 'Լուրի֊!'րևդի անկյունից ե 

(յեյէսդիս աղրլուրի ու հարթ, րլուրեղ—անաէիղատորի մի^և եղած հեոավորու— 
իլենից,

IIւււացված արդլոէնքներր չաւո րով րսւցատրում են փորձերից հալունի 
"’‘{[•"յներր:

ЛИТЕРАТУРА
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ФИЗИКА

Л. Ц. Аматунн

Переходное излучение периодически следующих 
друг за другом сгустков заряженных частиц

С связи с возможным использованием переходного излучения 
для генерации волн нужного диапазона, например, миллиметрового— 
имеет смысл более детально, чем эго делалось до сих пор (Аскарян 
[I], см. также |2|) рассмотреть переходное излучение от сгустков 
заряженных частиц.

Поскольку на практике часто реализуются периодически сле
дующие друг за другом сгустки заряженных частиц, естественно 
рассмогреть также вопросы интерференции излучения от отдельных 
сгустков.

Такого типа задачи рассматривались ранее в работах Франка [3] 
н Гинзбурга [4| н применении к другим видам излучения. Получен
ие; ниже результаты качественно схожи с результатами, приведен
ный» н [4|, но содержат некоторые конкретные особенности, прису
щие явлению интерференции переходного излучения.

Пусть вместо точечного заряда величины с, рассматриваемого в 
^работах по теории переходного излучения [5—II] мы имеем дело с 
Внрезком заряженной нити, расположенной, например, вдоль оси z 

И имеющей длину ai։ Пусть сгусток такой формы имеет линейную 
тдотность заряда </ и движется с постоянной скоростью' v вдоль оси 
•» перпендикулярно к поверхности (или системе параллельных поверх
ностей раздела сред с различными диэлектрическими и .магнитными 
сзойствамн.

Плотности заряда и тока, входящие в правые части уравнений 
Максвелла, в ьтом случае запишутся в виде

р = qZ(x) ծ (у) o(z — vt), j — pv.

о (г) = { 0, I z, > Ճ3;2, 
1, |z| <aJ2. (I)

Разлагая, как в |6|. поля и токи в трехкратные интегралы Фурье, 
чаи ри мер

Mdk, Л = (х. ЛД ա = (2)



НО А. !Լ. Аматуш։ J

и т. д.» будем иметь для Фурье-компоненты плотности заряда вы 
ражение

_ д sin(M3/2) ,,
Л (2֊)֊ Tk;

При ал—>0 и да3-->е мы приходим к выражению для случи 
точечного заряда.

Используя (3) нетрудно видеть, что переход от случая точечного; 
заряда к случаю рассматриваемому здесь, своди гея к замене <2 в ни- 
ражен։։։։ для полей переходного излучения [6—8. 10, 11| на фактор

— Sin——1
k- 2

е

Аналогичным образом нетрудно получить правила перехода для 
полей излучения в случае отрезка нити длины а2. расположенною 
вдоль оси у, или отрезка нити длины а,, расположенного вдоль осн 
х (в обоих случаях линейная плотность заряда равна д и отрезок 
движется, как целое, вдоль оси z с постоянной скоростью v)

д . /-/a, cos—-— տա ( —------ 1 ) — —>
х cos о \ 2 / 2

_9_slnp^sin?\ Հ.
xsin? \ 2 / 2

•Հ

в (5) х = 1-х|, А UT .2 и>-
* = — Ղ 2 h. 2 - Ч 2 = о Ղ2 h. 2Տ1Ո ■ °՛С'“ С“

О — угол

излучения в первую (1) или вторую (2) среду (см. [5|). z.— полярный
угол в плоскости ху, отсчитываемый от оси х. 

Если

<6>

то дал.‘е, и излучение с длиной волны / (в вакууме) будет генери* 
роваться полным зарядом да3 нити, перпендикулярной границе раздела

В случае нитей, расположенных параллельно плоскости раздела 
[формула (5||, отметим зависимость излучения о» полярного угла 
Отрезок нити будет излучать как один заряд величины qat (цаг\ 
при условиях

(7,

Если

2 /.
<։, 3 Հ — =---- -у sin 0, (8)

■Հ րր*,,յհ..

то условия (7) выполнены для всех углов ք.
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Как известно [6, 10]. в случае релятивистских частиц переход- 
Эде излучение (н вакууме) в основном испускается под малыми у։ - 
Լ л т .
.•ими 'J՜^— к траектории частицы. Поэтому протяженный заряд бу

дет излучать как точечный в случае

[ ’• е. на поперечные размеры сгустка в релятивистском случае накла
дываются относительно слабые ограничения (см. также |2|).

Условия (7) будут выполнены также и при ax'* 1, если нссле- 
ВЛрвать излучение в области разноудаленной от концов отрезка, т. о 

при s близком к -- н '[первая формула (7)| или при <р близком 

кг н о (и случае отрезка нити, параллельного оси у). Интервал углов 
шжру: этих направлений

ДТ«— (Д?«1) 
ха

(9)

характерен тем. что излучение в этот интервал углов создается всем 
зарядом нити qa.

При рассмотрении случаев

з)Лга3>1, б) xa։cos®^> 1, B) xa2sin©>l (10) 

обратим внимание на то, что в интенсивность излучения входят квад- 
ратн факторов (4). (5) и выделим остающуюся после усреднения ио 
небольшому интервалу частот неосциллирующую часть интенсивности. 

Тогда, в спектральном и угловом распределении интенсивности 
излучения для перехода от точечного заряда к случаю заряженного 

протяженного отрезка нити нужно произвести [соответственно усло
виям (10)] замену

Ճ г. _______ (i'c՜_____ , ________ &________ (in
«*’ * > Pj, п sin։ б cos2 ср ’ «Л, sin2 Osin2 <р

Кратко результат можно сформулировать следующим образом.
При условиях (6), (7) (/?;«!<< 1. i — 1. 2. 3) спектральная интен

сивность излучения пропорциональна квадрату полного заряда сгустка 
(?; при условиях (10) интенсивное!ь излучения пропорциональна вс-

ИГ е2\'2
личине ՀՀ, где А՜— полное число электронов в

Кгустке. Видно, что даже если к, а, 1. можно добиться заметной ни 
тенен внос :h излучения в заданном интервале частот, используя сгустки 
истиц с большим N.
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Необходимо заметить, что приведенные выше результаты с 
недлнвы, если расстояния между отдельными зарядами в сгуч 
таковы, что допустимо его макроскопическое описание с помо| 
понятия линейной плотности заряда. Макроскопическое описание 
можно в том случае, если расстояния между отдельными заря; 
сгустка Дх, Ду, Д’, подчинены условиям

ХдДх<1, *уДу<1. ЛхДг<1.
Если имеют место неравенства обратные (12). то осуществляется 
зависимое излучение X' зарядов, составляющих « густок (ср. |2J).

Ясно, что к случтю макроскопического сгустка п форме по 
лелепипеда с ребрами u։. а:, at. переход от случая точечного за| 
будет осуществляться следующей заменой в полях излучения

t* О
՜ •” О—Г7,—77;—Г 5,n sin sln8 (Հօ։) (ArstJj) (А’/դ)

где Q — полный заряд сгустка.
Рассмотрим теперь случай т c-vctkob (каждый протчжени՛ 

аа). центры которых отстоят друг от друга на расстоянии d = at I 
Вся совокупность сгустков расположена вдоль оси z н движется 

скоростью г» перпендикулярно границе (или границам) раздела С|
Имея в виду, что поле излучения есть сумма полей излуче 

от отдельных сгустков и. что фурье- компонента поля излучения / 
сгустка (учитывая сдвиг во времени пролета через границу ср 
есть

г!\. «=Л|. зГ , (

где 2 — поле излучения первого сгустка, нетрудно получить с; 
мирное поле излучения 

и общую спектральную интентивность излучения т- сгустков 
, . mwd sin’—- —

մ.Տ’՞Կ-. о. z) = ds:,‘tr. ՛>, а)---------Ц_. (
sin2 —

2v
где интенсивность излучения одного сгустка. Отмстим б
зость формулы (14) к формуле теории . иффракпин на /и ще
(ср. |4|).

Если 1, то dS‘ ” будет и т- раз превышать излуче 
2v

одного сгустка. Ясно, однако, что для больших т этот случай тру 
реализовать практически.
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d . , „ о ւЕсдн «==------- или л= (я 1,2.3...), то вблизи таких частот
d p/z

'леи иметь максимумы излучения пропорциональные т՝ с шириной 
IX Относительная величина этих максимумов определится спек- 

альиым распределением интенсивности одного сгутска dS{'\
.. dУсловие можно рассматривать, как условие на скорость 

/гЗ
d՝= —

ոՀ
<1, откуда «Հ>մ/ձյՅ. В силу (4) մՏ(|' то

есть величина максимума будет убывать в зависимости от его порядка 
вйак а՛- полной аналогии с формулами дифракционной решетки. 
Тем не менее, имея достаточное число электронов в сгустке, можно 
получить заметную интенсивность и в максимумах высокого порядка.

Нетрудно видеть, что при ч> 1. г. е. d _> -**-• мы будем иметь 
'2v -

дело с независимыми излучениями т сгустков. На практике, по-ви- 
i иному. будет осуществляться именно этот случай.

ւ .'Аналогично вышеприведенному, можно рассмотреть и другие 
лучаи распределения сгустков. Например, нетрудно получить выра

жение дли спектральной и угловой интенсивности в случае // групп 
сгустков, причем, каждая группа состоит из zzi-сгустков, центры ко- 
торих отстоят друг от друга на d, а расстояние между центрами со
седних групи есть ծ

п\_ dS՝l}

. 5 /яХ տ։ո- -— 
2-у

. лПшЬ 
SHI* —

2V
- ^>d sin2 —
2է'

„ <0& sin- —
2v

(15)

В (15) dS։1‘, как и раньше, есть излучение одного сгустка.
Автор признателен Г. М. Гарибяну и Э. А. Лазневу за обсуж

дение.
Ер; о д и с ки к госу ла р с т н с 11111 j i 1 

университет Поступила 1'2 VII НИИ

(к. 3* 1հւքւււր,ււ>հի

ՊԱՐԲեՐԱԲԱՐ ЦЫГЗИЪЗ ՃԱՋՈՐԴՈԴ. ԼՒՑՔԱՀՈր֊ԼԱԾ ՄԱՍՆՒԿՆԵՐԽ 
ԽՏհԼՆեՐՒ ԱՆՑՄԱՆ ՃԱՌԱԴԱՅ&ՈհՄԸ

II II- Փ II Փ Ո Ի II'

Հովվածում ավելի մանրամոան, քան ա/՛’/ արված Լ նաիէկինա մ, հևսւա- 
^ոսւ/ած է լիցրավորված մ ա ււնիկնհ րի իուէիլնե րի ա4/էյման ճաոաւրս քթ ում (is 
1)աար)ված են կհաողին (իր^ի րսէնաձևերից աարածական լի^րի դեւղքին 
անյնելա կանււններրէ

5 W,uit;Tll« АН, серии фи.ч.-мдг. ։uvk. Ջ I
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ФИЗИКА

Н. Л. Корхмазян

Поляризация переходного излучения н случае 
наклонного входа

Имеются несколько работ |1— 3| относящихся к расчету пере
ходного излучения при наклонном входе заряженной частицы из од
ной среды в другую, разделенных плоской границей շ 0. Однако 
hoiipo i> поляризации переходного излучения при наклонном входе 
не исследован.

С другой стороны, переходное излучение .можно различить от 
фона всевозможных побочных эффектов только по характерной для 
него ноля риза цией- Поэтому с практической точки зрения важно знать 
ЖИяризаниодные свойства этого излучения. Как известно |4], при 
перпендикулярном входе частицы, электрический вектор поля излу
чения находится в плоскости излучения, т. е. в плоскости составлен
ной лучом зрения и траекторией частицы. В. Е. Пафомов любезно 
обратил наше внимание на недочет в работе [3|—при наклонном 
иходё частицы электрический вектор вообще не лежит в плоскости 
излучения. Он лежит в этой плоскости лишь при совпадении пло
ское:։! излучения с плоскостью падения частицы, г. е. при <? = 0, 
где ? —азимут плоскости излучения, отсчитанный от плоскости па
ления.

Плоскость падения есть плоскость образованная траекторией 
частицы и перпендикуляром восстановленным к границе раздела в 
ա՛՛տ.-- перехода частицы.

В настоящей работе получены о'Чцие формулы, дающие угловые 
JI частотные распределения интенсивности переходного излучения 

ллй двух взаимно перпендикулярных поляризаций в отдельности. 
Причем продольно поляризованными мы называем волны, электри
ческий вектор которых лежит в плоскости излучения, а волны, элек- 
трн 1'ескнй вектор которых перпендикулярен к плоскости излучения, 
назовем поперечно поляризованными. Рассмотрены также некоторые 
•пстные случаи.

§ 1. Поля излучения

Пусть плоскость z = 0 есть граница раздела двух сред, описы
ваемых диэлектрическими постоянными = . и :9. Частица двигаясь со
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скоростью v в плоскости (?.՛. Z) из первой среды входи։ во вторую՛! 
момент / ®0, составляя угол Ф с осью г. Ось z направлена из первой 
среды во вторую. Все величины относящиеся к первой и второй сре- 
13.м снабдим соответственно индексами 1 и 2. Поля излучения дл 

этого случая получены в работе Г. М. Гарибяна |1| и имеют вид

t)— Ei.շ (A՛)-exp i (х р ֊|֊ Х։ շ.շ — սՀ). dk и т. п.,

W — kv = kx-vx Л k. •‘Ս-» X։ ։=» — -e։ շ-х’։ (1.1)՝
с՝

где х и р— тангенциальные компоненты векторов к и г, սՀ<0, ).,>< 
при ш > 0.

Тогда для Фурье — компонент полей будем иметь

//1.2 (к) — — 
nJ

X riKi.2, £|,*(Й) « (1.2)

х£՝։лз ( к) Դ- М.2>£|,2,в(Л) = О, (J

2|.2,г(Л) = х£1,г» (к) +vx-Ei,?,x(k)t (1.4)

где п — единичный вектор оси г, а ձ'յ,շ,։(^) и ձՀշ,.ր (k)—компоненты 

тангенциальной составляющей вектора /:։,2։ ,(/<*) по х и г’г, имеющие 
вид*

^,2.х(Л) х=

ei _______ 1_
2~2 ).|,շ-5շ. | — ձշ. յ-Տյ. 2

f/ •՛’ (Ч1 — k-) / i

Ei.-^ik} =

В формуле («) работы (1J имеется опечатка. Вместо Հ v. должно быть А -г
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Для вычисления потока излучений различных поляризаций в 

отдельности нужно Е\.г.։ и /Л,շ, t разложить по двум компонентам, 
одна вз которых лежит в плоскости излучения x-sin? y-coso — О, 
а д?уыя—перпендикулярна к ней.

Все векторы (и их модули), лежащие в плоскости излучения, 
наблич значком ("Լ а перпендикулярные к иен — через (х). Тогда, 
ослользовавшись формулами (1.2), (1.3), (1.4) можно получить

- cos « fx/5. շ. ։ (А) Ч-cosc-^-Zr'j.j, t (A)j.
լ» *■*’

(A) — sin ? (x£i.2.x(A) cosc-Z’.rFi,?..r (A)}.

x(A') =-Sins-"՜Հ" (՜/ձ՚ւ. յ, «(A) 4-COS ?-ՍԷ-/՜ւ,շ, д (A՝)}. (1.7)
t'Aj. շ

Hj/A/.v (k) - COSO- — (k) -b COSO-^x-fj.^x (A)|.
О 1.2

/ն. J./, X (A) ֊ sin2?• г»д. • Fl, 2. x (A), 
-• —*

Fi.2.t,y (A) = — sin փ• cos »-rx-Zfi,2.,(/;)♦ (tS)

я1.2,/,х(А) - sin?- cos?-—1£i.2,.r(A), 
Ш

4. i, (7)=sm= ? • я,, շ. ж й.
10

.§ 2. Интенсивность излучения

Вычислим поток век юра Пойнтинга через плоскость z = ■ а—'
•• ± <». Составим вектор Пойнтинга

֊ — п |/՜ւ*շ.г.л (г, О’/. v (г• О - /?։,՝•>. (,у (г, /) Н\,շ. I-, v (г, /)|,
4-

(2.1)
где, например, по формуле (11) имеем

ճ շ.ք,.ր(Հ о-м.д/.>(Ао =

= (A)-/7f.2,f.y (A)-e’ -e -e. -dkdk ,

(2.2)
а поток։ найдем в поток

+«=
U";;2Х = т- f si:շ1 -dxdydt, (2.3)
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где знаки относятся к индексам 1 и 2 соответственно. Интеграл! 

но (ixdydt дают f2?:V’.S(z j |-«/). после чего интеграл пой]

берется сразу, если иметь в .виду что dk' = - -dx'dw.
V-

В результате получил:
շ-2ր Ր —

11Հւ,'շ՜ = 4- —֊— I; Л-1.'/,/, х (А) • АЛЛ.лу (—Л) — ճլ Լ։.у (k) х
'^■г J ’

X М’.Ц։(-Л)| dk. (2.J

Формуле (2 4) можно придать следующий вид

յՈ.’։. 4пгс °>*
«и J.2 ~ — —- -S|.Չ-cos•»!.■.! X

V- (Л

■X (ЙЛ.Я?) /У.А/ Л-h- d^d.,, (շ|

где П|.а—углы между лучами зрения в первой и во второй средн 

и векторами —п. п соответственно.
Воспользовавшись (1.7) и (1.8) формулу (2 5) можно записать! 

более удобном виде
հ d\'c\t2 4ր?'-սր'-տԼւcos0|,« , • -J

' 1 - ՜՚օ^ ՜ = : ■— — №.2.x(/?)4-coso-vA.-£l.2..r(4)|
«tew Հ2-է£-*ւ.շ

(2|

, d\\”. 4-::՝<n-e։ ../.,.2 res 0,,2.y; sin2? ,.2 -W < (Я
• I

: ipn i։ = e2 эти нзЛучения исчезают.
Формулы (2.6), |2.7) совместно с (1.5), (I.G) дают интенсивное^ 

переходных излучений назад и вперед (индексы 1 и 2) для продольно 
и поперечно поляризованных волн в отдельности. Полная интенсив 
кость равна сумме интенсивностей обеих поляризаций.

§ 3. Частные случаи

1. При перпендикулярном входе частицы (г։л = շ՚-sinб = 0), ка«| 
видно из (2Հ). излучение поперечно поляризованных волн исчезает, 
а формула (2.6) принимает вид

• 4n2-c|/sT7sin։0|.2 г_. ю« շ Հ
•'։.2 —-------------------- „-------------------- -£։,2.х (^). (3.1)

и- А

Учитывая, что при вычислении излучения в первой и во второй 
средах соответственно нужно брать |1]

х = — l/£i -sin»!. Հ - - — -cosО,, >.2 = "՚ ) ՜£2-.նտ1ռ2Հ՜, 
с с
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■ ii- .«։- „ <։։'
А?-----7<։= -(I -^-րօտ՞-Հ). А-—

■К ' чР с-
е5Ч1~Р («2-45^4)1.

с.
Լ - " I 3- COS Ж. л, =— I Տ։֊-Տշ.տ1ո8՜«2 

С

fc--74 =
er

v-
(3.2)

'֊?
■V

-՝_.տ1ո3։>Ձ)|.

ил формулы (3.1) легко получаем формулу Гинзбурга - Франка (из
лучение назад) и формулу’ Гарибяна (излучение вперед) [г>|

V £1.2 • e?r։ sin* ։h.?-coss։)|.?
Jl.2 —---- --у—.----

՚ ՜: —%) (1 — 1 I ֊ г։. : I

I х? ,։Հ 1 г- 7՜ Г1 '• է!1
-•£.»(/<) = г~ -• /:< . (А') = — ------------------------=•֊•

О—' or 0-5 (О’ г։.'—• k-—. -• А-------֊
է֊ С’

Г-:., մ) ֊ /:2.л(*) =0. (3.4)

Для продольно в поперечно поляризованных излучений в этом 
учае по формулам (2.6) и (2.7) соответственно получаем (опускаем 
(деке 1)

(J — % -cos շ) (1 '՜' I чI - ii.s-sln’#։,։)

(-;. 1 • COS >li _՛ H 2։Հ.- «յ,շ Տ1*Ո։»։.շ)

2. Рассмотрим излучение при наклонном входе частицы из ва- 
нуумз (=, = !) в идеальный проводник (еа=ос). Тогда из формул 
(I о). 1.6) получаем

e-z»j-cos3u•/ — ■
■с3

j _______________ sin 0 — 3 cos<?-sin ф______________________
(sin'o - cosձ sin Հ co.su ւ՚օտ ե)] [ 1— ?(sinO -cosf «sin'i+cosD-cosՀ)|

(3.<
./ = ^-cos^ x 

1Հ2Ժ

t.________________ Ճ1££Տ H • sin? • sin փ________ ____________ Հ
J1—3(.sln’O cos?-sinO—cosO-со$Ф)] 11 —3(sin։)'C.os~֊տ!ոփ |-cos\bcos'y)]|

(3.6)
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Полная интенсивность в этом случае будет суммой вы ражей 
(3.5) и (3.6). Этот результат совпадает с соответствующей формул! 
работы |3]. По формулам (3.5) я (3.6) имеем:

J 1 _ pcosfr-slnc • sin փ 2
J" sin 0 — 3 • cos O • sin փ 

поэтому
а) при нерелятивистских скоростях (?<1) и не очень малых! 

излучение почти полностью продольно поляризовано, неззвисн! 
от v и ф;

6) при 9^0 имеем
7= = <g։? I

независимо от փ;
в) по направлениям (9, ?), связанным условием

sin 0 = £-cosср-sin б, (31

излучение полностью поперечно поляризовано.
При стремлении угла входа частицы Ф к ~/2 (или при = « 

X cos6->0) переходный эффект, конечно, должен исчезнуть. Нетрул 
проверить, что формулы (1.5), (1.6) и (2.6), (2.7) в этом предельно 
случае дают

J ' — cos'1 ձ. J"cos3՝!». (3.11

поэтому полное излучение при Ф—>«/2 исчезает - cos3 Ф.
Кроме того, как указал В. Е. Пафомоа, для всех реальных cpi 

(т. е. если нн одна из двух сред не является идеальным проводи 

ком) излучение под углом Օւ,շ = должно исчезнуть. Это закл 

ине экспериментально подтвердил С. Михаляк [6]. Для поперечв 
поляризованных волн это обстоятельство подтверждается простоте։ 
что по формуле (2.7) излучение — cos՜9։,_. Для продольно полярвзс 
ванного же излучения это явствует из формул (1.5), (1.6), (Ճ1 
если иметь в виду, что в таком предельном случае в формулах i3J 
для * и X необходимо подставить 0։... = հ/2.

Как известно |7], при релятивистских скоростях переходное н: 
лучение в основном испускается вперед и простирается в облап 

частот % ««» с “гр. = __ шо
2) i-f

('%֊ оптические частоты среды). Та

кое излучение сконцентрировано вокруг траектории частицы в конуса 
с углом раствора — | 1 ՜Յ 2 -

Из формул (2 6։, (2.7) видно, чго поперечно поляризован:
компонента в излучении по порядку величины в (1 3'֊) раз меньше
от продольно поляризованной компоненты (вследствии наличия sin-?
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в числителе формулы (2.7)]. т. е такое излучение почти полностью 
продольно поляризовано.

В заключение приношу благодарность В. Е. Пафомопу. Б. М. 
Болотовскому, А. II. Аматуни и А. Д. Газазяну за полезные советы 
к обсуждения.
Ерсмискнй государе гвениый 

университет Поступила 18 XI 1961

'Ъ. П.. Դյւր]սմ*ւս<|յահ

ԱՆՑՈհՄԱՅՒՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ՐեՎ-եՌԱՑՈհՄԸ 
ԱՆՑՄԱՆ ԴեՊՔՈՒՄ

11. IP <|» II «Ի II հ 1Г

Ուսումնասիրված է if ի միշավալրից մ լուսին., մ ա օն քէկ ի թ և ր անցման 
■՛ամանակ ւաւաջացսւծ ճաոաղալթմտն (անցա մա լին Շաոացա լթման) րևեւլաց- 
ման ‘>արցր։ IIտացված են րնդհանուր բանաձևեր երկայնական ե լաքնական 
րևեոէսցված ճաոադալթմէսն ինսէենսիվութ(Ոէննհրի համար։ Երկայնական ե 

ն ր1ւեոա։յված համարում ենր ալն ճաււաէլս։լթաՀմէւերր, որոնց կլեկ- 
•ւ՚րւ-էկան վհկւոորր համասյա ա ա t/իւան արար էլանվա մ կ ճաոաէլալթման հար֊ 
իության մեգ, կամ ացցահալաց կ ա լդ հարթութրսնր: 'Քննարկված են նաև 
որո՛ մասնավոր դեպ,բեր։
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ФИЗИКА

Г. С. Саакян

О сверхплотном состоянии материи во вселенной

§ 1. Термодинамические функции

К настоящее время можно считать бесспорным фактом. что статиче
ские модели вселенной не соответствуют действительности [I] Радиус 
чришйны пространства со временем изменяется. Имеются две основные 
модели мира: закрытая и скрытая. Но закрытой модели щч-лшшая то 
ужимается, то расширяется регулярно возвращаясь в состояние наимснь- 
wo объема, а по открытой модели она. начиная с некоторого наиежатого 

'состояния, все время расширяется. Астрономические данные о значении 
ЮОДней плотности материи во вселенной пока что недостаточно точны, 

•П’ОбцхДелзть определенный выбор между этими моделями. Но одно мож
но считать достоверным, что в настоящее время мы живем в эпох} расщи- 
реиня. Для однородной изотропной модели Фридманом было устг.аовлено 
Наличие 'сингулярного решения с нулевым объемом пространства в начале 
•феченн. Однако, этот результат подвергался критике, как в прошедшие 
годы, гак и совсем недавно [2—6]. Действительно, с чисто фи за ческой 
ЮТЕН?зреш։и. трудно представать такое состояние вселенной, при кото
ром՛ объем пространства равняется нулю. По-впдимому объем лростран- 
№ в начале расширения должен иметь некоторое малое, но отличное от 
нуля, значение.
Г Ниже мы исследуем некоторые физические свойства маи'рнн, пред

полагая, что в начале расширения плотность энергии по вселенной была 
порядка ялерной плотности и выше. В работе [7] было показано, что при 

раках концентрациях энергии материя состоит из газа (или жи кости) 
янтарных частиц. В упомянутой работе исследовались свойства газа 

элементарных частиц в предположении, что он образует отдельное небес- 
not тело (Гнперонная звезда), не являющееся вполне замкнутой систе
мой. Поставим перед собой задачу: исследовать свойства газа элементар

ных, частив, образующего замкнутую систему. Разумеется такой идеально 
оамкяутон системой является лишь вселенная, взятая в целом. Мы будем 
исходить из общих принципов термодинамики равновесных систем. Строго 
говоря, законы термодинамики нельзя применить к описанию состояния 
материн во вселенной, так как оно со временем изменяется. Предположим, 
что это изменение состояния материи, обусловленное 'расширением или 
сжатием пространства:, достаточно медленное настолько медленное, что
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если не во всем пространстве, то хотя бы в отдельных его областях у 
вает установиться квазиравиовесное состояние. При этом нужно имел 
виду, что в рассматриваемых физических условиях (большие плотное 
всевозможные возмущения распространяются со скоростью, близкой к< 
рости света. Это обстоятельство облегчит быстрое восстановление сое 
ния равновесия, нарушенного расширением (сжатием) вселенной. Та 
образом, предполагается, что время существенных изменений рая* 
кривизны пространства достаточно мало по сравнению с временем реи 
сационных процессов.

Итак, допустим, что плотности энергии настолько вы( 
(р> 10' эрг см Հ), что вещество состоит из гл:::: элементарных час 
Для установления общих термодинамических соотношений, коикре 
шачеиие списка элементарных частиц пока что не требуется. Важно л 

то, что в рассматриваемом газе представлены вес группы элементар 
частиц: барионы, лептоны и бозоны. Далее, мы считаем, что при лк 
плотностях газ является идеальным. Конечно, это предположение сп 
но с определенными ошибками’, но наши знания в настоящее врем: 
позволяют корректно учитывать энергию взаимодействия частиц при 
статочно больших (выше ялерной) плотностях.

Начнем с рассмотрения термодинамических функций Термодина! 
ческий потенциал для фермионов определяется формулой ([8], стр. 17

2*=_эд1п11+г p՝dp- “
о

где k отмечает сорт частиц, Л постоянная Планка, деленная на 3 
X֊ постоянная Больцмана, Ր\ — с {mjc՝2 -|- р2) • -энергия частиц, 
химический потенциал я V’ —объем некоторой части пространств 
Интегрируя (1.1) по частям, находим

3-VA’ J /• ^'-г + । 7
zk

где гь — тксг՝'7Т и хк = pJT.
Энтропия равна

/ԺԶ \5* = ~ (- ) = “ Г’>*А - <Լ
где fk f{2k, Xk), точка означает дифференцирование ио гл, а штр 
- лифференпи! ование но .v4.

Число частиц равно

* Если нее виды барионов мех<ду собою взаимодействуют одинаковым обра: 
то в рассматриваемых здесь вопросах допущение об идеальности газа не влечет 
обой ошибок. Ошибки возникают лишь тогда, когда взаимодействие разнос.
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—(§«■"» «Л
Нам нужно определить также энергию. Она равна

^7 j ֊ VT* <֊V« - ч4> • (1 -5)

Приведенные формулы относятся как к барионам, так н к леп
тонам. Однако, чтобы четко отличить эти частицы друг от друга и 
облегчить запись дальнейших формул, мы используем обозначение Д 
для барионов. Соответствующую функцию для лептонов обошачмм 
через 0(’ь *>) ?*• Ясно, что Д и Д одни и те же функции н от
личаются лишь своими аргументами с* и х».

Для частиц, принадлежащих к группе Созонов, термодинамиче
ский потенциал равен

У(ХЛ‘ (-(г*-.
3kVA> J _ (1.6)

где ?(’>. л՜*), а 2* и х* имеют прежний смысл. Мы не будем 
выписывать формулы для энтропии, числа частиц и энергии бозонов. 
Формально эти формулы те же самые, что и в случае фермионов н 
вопрос сводится лишь к замене Д функцией бозонов В случае 
фотонов г.= 0. Е-= ՅԶ,. а функция с. является постоянным чис
лом, конечно, если заранее считать что р։ = 0.

Термодинамические функции для античастиц выражаются теми 
же функциями (1J)-(1.6), только в них под pt нужно понимать хи
мический потенциал античастиц, который иногда мы обозначаем через 

рг При необходимости это обозначение с тильдой над буквами мы 
будем употреблять и для других величин, принадлежащих античасти
цам. у—кванты и - —мезоны не имеют античастиц, точнее в этом 
случае понятия частиц и античастиц совпадают. Далее, частицами счи
таются электрон, и н - мезоны. Соответственно позитрон, р и 

мезоны являются античастицами.

§ 2 Вариационный принцип

Теперь наша задача состоит в том, чтобы выяснить, в каком состоя 
вин находится материя при заданной плотности энергии (или эквпиаленг 
ной ей плотности массы). Это значит мы должны выяснить, какие части* 
цы имеются и среде, какие значения имеют их концентрации и температу
ра при зила ином значении объема и массы замкнутой системы, если со
стояние се близко к термодинамически равновесному? Такая постановка 
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вопроса вполне законна. Действительно, в каждый данный момент време
ни во вселенной должно существовать вполне определенное распределение 
энергии по се разновидностям. Значение же температуры среды однознач
но определяется энергией бозонов. Очевидно, и разные периоды жизни 
вселенной это распределение энергии по ее разновидностям будет разное. 
В этой статье нас интересует состояние материи во вселенной в тот период 
ее жизни, когда плотность энергии достаточно высока. А именно, мы пред
полагаем такие плотности масс, при которых материя существует в виде 
газа из элементарных частиц. Для решения этой задачи мы исходим и: 
слс :• : них общих принципов.

1. Разность чисел барнонов и антибарионов во вселенной сохраняете- 
(закон сохранения числа барионов) Учитывая (1.4) для этого числа по
лучаем

«.= (24
к

где V' объем вселенной или некоторой ее части (напомним, что за 
основу принимается однородная изотропная модель вселенной), Ьк 
барионный заряд А-ой частицы. Для всех барионов Ь.-— I. а для всех 
анI нбарионов /?•■= ֊ 1. Суммирование подразумевается но всем ба
рионам и антибарионам.

2. Разность чисел лептонов и антилептонов во вселенной является 
постоянным числом «закон сохранения лептонов). Для разности чисел 
лептонов и антилептонов из (1.4) имеем

п, = սր3Ջ/*Հ. (2.2)է
где —лептонный заряд А-ой частицы. Для всех лептонов значени- 
Л равняется плюс единице, а для всех антилептонов—минус единице.

3. Электрический заряд вселенной (а также ее отдельных обла
стей) равняется пулю (закон сохранения заряда). Это условие можно 
записать в виде

(2.:>)

где Ct —заряд А-ой частицы, 
может иметь значения — 1, 0,

Для барионов, ле; гонов и бозонов г... 
}- 1. Заряды частицы и соответствуй •

щей античастицы имеют противоположные знаки <д.= е^.
4. 13 данный момент времени, когда объем V (или. в случае одноро. 

кой изотропной модели, радиус кривизны пространства) можно счита; . 
заданным, перераспределен ее энергии но своим возможным разиовидп՛ 
стам (не считая энергии гранита и ионного поля) происходит с сохраненг 
ом собственной энергий материи. Под, собственной энергией подразум, 
вается энергия материи (без гравитаиионого поля), измеренная в соб
ственной системе отсчета.
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Нужно иметь в виду, что сохранение собственной энергии имеет место 
лишь для заданного объема (заданного времени , вселенной. С течением 
времени радиус кривизны пространства изменяется, вследствие чего соб
ственная энергия материи уже не сохраняется. Однако, в этом случае 
остается постоянной сумма энергий материи и гравитационного поля.

Учитывая (1.5), для собственной энергии системы получаем

Е = V'P 2(зд-«-»/,) +2(3՛?,-^) +2• (2.41 
Л -V к .

Последний закон, который мы хотим теперь сформулировать, касается 
по Iтеден и я энтропии.

5. Мы считаем, что состояние материв, во вселенной близко к равно 
вескому, ьиугому полная энтропия системы должна иметь максимальное 
значение. Согласно (1.3) энтропия системы равна

5=ф2(4ГА T\f Гг.Д) ;
I к

+ Տ(47՜4֊Ո*,Հ֊ Рад») • (2.5)
Л к I

Итак, нам предстоит определить относительный максимум функции 
(2.5) при дополнительных условиях (2.1) (2.4». Как известно, в этом

случае задача сводится к нахождению экстремума следующей функции

<1> = v|2(4rjA-r’M;֊ г%А)+2(4РФ 
’ Л * I

2(4Г?-^֊ ! >.,7՝32^АЧ֊>Д324'Ь; +
/ * է

+ А^(2^А :֊2^;+2*/Հ ) ւ կ7"\k i I /
2(3A֊w,) + 
к

-r 2(3'?,-zi'h)+2(3?/֊2y?z) ’• 
i • I JI

(2.6»

где X„ X,, xa и X, — неопределенные множители Лагранжа. Эти по
стоянные могут зависеть от тех значений концентраций частиц и тем
пературы. которые присущи состоянию гермодщшмвчёского равнове
сия. При этом нужно иметь в виду, что для заданного равновес
ного состояния концентрацаи частиц и температура янляютс^ вполне 
определенными величинами.

Объем пространства мы считаем фиксированным, поэтому пере
менными. по которым нужно варьировать функцию Ф, являются кон

центрация частиц А՛*, концентрация античастиц Д*Л и, может быть, еще- 
температура 7*.
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§ 3. Условия термодинамического равновесия

Для нахождения условного максимума энтропии мы должны при
равнять нулю частные производные функции Ф по концентрациям 
частиц А>. При вычислении производных нужно иметь в виду, что 
химический потенциал помимо постоянных (масса, спин), харак
теризующих данный вид частиц, зависит также от .V* и температуры. 
Итак, дифференцируя (2 6) по А> при постоянном объеме, темпера
туре в концентрации остальных частиц, получаем

оФ dp,. ( ।
-г,- - VT И(1 + х*п (3Л ՜ г‘^> +1 ՜ '*• -т ՜1՜ > I Яг °՛
оФ dp, I՛ . »
—= VT r<*+< эд -zt+1 - •+тя -°’Հ/.՛vz ( I

t/ф dp, ( • )
i=vtm, Iր(ւ+n<) (3^ ՜+<-^+Хл) =°՛ 

соответственно для барионов, лептонов и бозонов. Эти уравнения 
должны удовлетворяться тождественно при любых 7՝ и Л>, а это бу
дет иметь место, если

И* — 7’(ХА 4-л3е*) => О,

Р, — 7 (ла7/ -f- >.3et) = О,
(o.l) 

Pz -4- 7' = О,

1 + V = 0.

Эти уравнения вместе с (2.1)—(2.4) определяют множители Ц, Х2, Հ, 
Х4 и все необходимые условия термодинамического равновесия между 
различными компонентами в заданной точке пространства.

Имея в виду, что барионный, лептонный и электрический заряды 

для частиц и античастиц имеют противоположные знаки Ь1; = — /?*, 

4 = — 4. гь — — ek, из первых трех уравнений (3.1) получаем

Н։ = -Н*- (3.2)
Таким образом, при статистическом равновесии химические потенциа
лы частиц и античастиц равны друг другу с обратным знаком. Это 
положение давно известно в статистической физике. Соотношение 
(3.2) непосредственно следует из условия термодинамического рав
новесия в отношении реакции аннигиляции пары на •;—кванты и 
обратной реакции рождения пары հ—квантом, если иметь в виду, 
что химический потенциал последнего равняется нулю (и. = 0).

Исключив из (3.1) постоянные Хр >.։, Х։ получим следующую си
стему уравнений
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Ь = нл (3.3)

для нейтронных барионов (т. с. для Л, - и Н — гиперонов),

+ <3-4)

для положительно заряженных барионов (для протонов, гипе
ронов), 

+ 1\ = Н., 4֊ Н> (3.5)

для отрицательно заряженных барионов (например, для 2 и Н՜ 
гиперонов).

= !*•,. (3.6)
для лептонов и. наконец,

^=1\ = о и = нс- = — (Հ (3-7)

соответственно для нейтральных и отрицательно заряженных бозонов. 
В написанных соотношениях индексы п, е и [* соответственно озна
чают нейтрон, электрон и и՜—мезон. Если бы мы имели несколько 
различных видов лептонов, то взамен (3.6) должны были написать 
Р* р. для нейтральных и — рг—для отрицательно заряженных леп
тонов.

Соотношения (3.2) (3.7) выражают условия статистического равно 
неси я между различными компонентами вещества. Эти формулы можно 
было получить и из требования термодинамического равновесия между 
прямыми и обратными реакциями взаимного превращения компонентов 
вещества друг в друга. Однако, этот способ не лучше рассмотренного на
ми, гак как для него требуется знание конкретного вида частиц, имеющих 
»:я в рассматриваемых физических условиях, а также знание возможных 
элементарных реакции взаимного превращения частиц. При получении Же 
соотношений (3.2)—(3.7) требовался лишь факт наличия элементарных 
частиц, и больше ничего. Из физических соображений очевидно, что полу
ченные соотношения являются не только необходимыми, но и достаточ
ными условиями максимума (именно максимума, а не экстремума вооб
ще) энтропии.

Соотношения между химическими потенциалами (3.2) —(3.7) вместе с 
уравнениями (2.1)—(2.4) полностью определяют концентрацию всех ча
стиц и античастиц при термодинамическом равновесии. При лом нужно 
иметь ։». виду, что для каждой частицы имеется свое пороговое значение 
плотности материн |7]. Лишь при плотностях выше пороговой, соответ
ствующая частица будет присутствовать в среде. Соответственно с этим 
уравнения (3.2) — (3.7) и (2.1) — (2.4) при плотностях материи ниже по
роговой, для данной частицы дадут физически нелепый результат.

Теперь выясним вопрос о независимых параметрах, знание которых 
необходимо и достаточно для адекватного описания состояния замкнутой 
системы.

!• ЯИ1СС1ИЧ ЛИ. серна фил-мет. наук. >ё I
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Химический потенциал данной частицы является функцией темпера
туры и концентрации этой частицы. Учитывая это обстоятельство, мы лег 
ко можем выяснить число независимых переменных, описывающих со 
стояние системы. Так, из (3.2) следует, что при заданном Т концентрация 
античастицы однозначно определяется концентрацией соответствующей 
частицы. Далее, из (3.3) —(3.7) следует, что концентрации всех барионов, 
обладающих одинаковым электрическим зарядом, определяются концен
трацией одного из них. Согласно (3.6) и (3.7) то же самое можно ут
верждать в отношении лептонов, а также бозонов. Согласно (3.7), плот
ность нейтральных бозонов определяется температурой, а плотность отри
цательных бозонов температурой и концентрацией лептонов. Наконец, 
следует учесть соотношения (3.4) и (3.5), из которых следует, что между 
тремя концентрациями положительных и нейтральных бозонов существу
ют две связи. Что же касается нейтральных и отрицательных лептонов, то 
между ними нет другой связи, кроме второго уравнения (3.7), которое мы 
уже учли.

Резюмируя вышеизложенное, мы приходим к заключению, что усло
вия термодинамического равновесия (3.2) (3.7) позволяют выразить 
концентрации всех частиц через температуру среды и концентрации трех 
из них. В качестве последних удобно брать концентрации нейтронов, элек 
тронов и нейтрино. К. этим параметрам следует добавить объем простран 
ства. Таким образом, в нашем распоряжении остаются пять независимых 
параметров. Однако, на самом деле не все эти параметры являются неза
висимыми. Между ними имеются четыре связи. Эти связи нам дают зако
ны сохранения полной энергии (включая энергию гравитационного поля», 
электрического заряда, барионного заряда (числа барионов) и лептонно
го заряда (числа лептонов) вселенной. Итак, в конечном счет։.՝ остается 
одна независимая переменная, а именно, объем пространства. Таким об 
разом, знание одного лишь объема или радиуса кривизны (в случае од
нородной изотропной модели) вполне достаточно для исчерпывающего 
описания состояния материн во вселенной, если она в каждый данный 
момент находится в состоянии термодинамического равновесия. Послед
нее предположение эквивалентно допущению, что изменение состояния 
материи происходит адиабатическим и обратимым образом.

Таким образом, электрический, барионный и лептонный заряды, и тик 
же масса являются теми основными параметрами, которыми характерна;, 
стся вселенная со всеми своими свойствами. Состояние же ее в отдельные- 
моменты времени полностью определяется объемом. Уилером было вы 
сказано сомнение относительно строгого соблюдения закона сохранения 
числа барионов. Разумеется, нарушение этого закона неизбежно влечет за 
собою и нарушение закона сохранения числа лептонов. Не исключена воз
можность. что именно при чрезмерно больших плотностях мат՛ рни. когда 
трудно представить индивидуальное существование отдельных элементар
ных частиц, произойдет такое нарушение этих законов. Однако, в настоя 
щее время мы не имеем никакого экспериментального и теоретической 
основания для того, чтобы поверить такому утверждению.
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Из статистической физики известно, что химический потенциал 
бозонов — т^с2 обязательно должен быть отрицательным |8|. Со
поставление этого факта с (3.2) дает

-- քՈքժՀԼ^ՀԼրո^*,
(3.8)

где цЛ—химический потенциал заряженных бозонов. Таким образом, 
химический потенциал бозонов в данном случае может иметь зна
чения. находящиеся лишь в интервале (—/n*c2. тк 2).

Функция (2.6) была дифференцирована по всем переменным за 
исключением температуры. Можно показать, что варьирование по Т не 
даст ничего нового. Частная производная Ф по 7' тождественно равняется 
нулю, если учесть соотношения (3.1). Причина этого состоит в гом, что 
число нейтральных бозонов и температура являются эквивалентными пе
ременными —задание одной из этих переменных однозначно определяет 
другую.

§ 4. Концентрации частиц

В предыдущем параграфе мы видели, что при термодинамическом рав
новесии состояние материи во вселенной можно считать известным, если 
задан объем пространства. Это значит, что состав материи и концентра
ция ее компонентов однозначно определяются одним лишь объемом. При 
этом предполагается, что число барионов, число лептонов и масса во все
ленной являются известными постоянными числами. Однако, когда мы 
пытаемся определить значения концентраций различных частиц при боль
ших плотностях, наталкиваемся на определенные трудности. Эти труд
ности обусловлены тем. что в настоящее время не имеется достоверных 
’пняых о числах барионов, лептонов и величине массы во вселенной По- 

-внднмому современные астрономические данные о распределении веществ 
во вселенной позволяют приблизительно оценить число барионов и пол
ную массу вселенной. Однако, положение с лептонами труднее. Для опре
деления числа лептонов необходимо знать не только число электронов, но 
и число нейтрино и антинейтрино (число других, известных нам, лепто
нов п настоящее время во вселенной мало). Эту задачу можно считать 
совсем нерешенной. Имеются лишь оценки общей плотности энергии, свя
занной с нейтрино и антинейтрино [9, 10]. Ниже мы попытаемся обсудить 
некоторые возможности, которые может быть и не реализуются в природе.

Пусть температура среды настолько высока, что нейтринный и элек- 
гронный газы вырождены и, кроме того, средняя тепловая энергия частиц 
больше собственной энергии электронок

7Т> (Зг)‘^.Л-^>/иД

где А\ —плотность этих частиц. Тогда в среде будет присутствовать 
большое число электронных и нейтринных пар. так что числа чье гни
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и античастиц мало отличаются друг от друга k = е, *). Из
условия приближенного равенства чисел частиц и античастиц следует, 

что I*.. (k - е, /). откуда, учитывая формулу (3.2). получаем

А = •/. (4.1)

(4.1) означает, что числа электронов и нейтрино, а также их анти
частиц определяются лишь температурой. Для концентрации частиц 
находим (см. |8), стр. 335)

Л', = Л', ^0,1830^. ft = O. (4.2)

Из (3.6) и (4-1) следует, что ;հ^ա.. = 0. Следовательно, кон
центрации положительных и отрицательных р-м.езонов также опре
деляются одной лишь температурой. Но для них зависимость от тем
пературы не будет иметь такой простой вид, как в (4.2), если, ко
нечно, Z7՜ не выше туег. То же самое утверждение относится также 
ко всем бозонам, поскольку в силу соотношения (4.!) химический 
потенциал я՜—мезонов равняется нулю.

Условия термодинамического равновесия между барионами для 
обсуждаемого случая = 0) принимают весьма простой вид

= Нл- (4 3>

Таким образом, в рассмотренном варианте, число всех барионов опре 
деляется температурой и числом нейтронов. При плотностях материн, 
когда средние импульсы частиц порядка ткс, концентрации всех ба
рионов мало отличаются друг от друга.

Кра:ко обсудим другую возможность, которая может иметь место 
мире. Может оказаться, что по мере сжатия вселенной, при доста

точно высоких плотностях, температура среды окажется ниже темпе
ратуры вырождения всех частиц

ХГ<(Зк«)"’.^?. (4.4)

Это значит, что вся энергия гравитационного поля, выделенная при 
сжатии вселенной, и энергия электромагнитного излучения израсхо
дуются на образование гиперонов и последующее заполнение уровней 
вырожденного газа элементарных частиц. Число античастиц в этом 
случае достаточно мзло по сравнению с числом частиц.

Допустим, что для элементарных частиц верна модель Сакаты 
jll). Но этой модели основными (элементарными) частицами в группе 
барионов являются протон, нейтрон и Л-гиперон, а остальные ба
рионы. К и мезоны—вторичные образования от них Тогда при 
тостагочно больших плотностях энергии, сложные частицы распадутся 

и вещество будет состоять из смеси газов нейтронов, прогонов, Л ги-
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перонов, электронов, р՜֊-мезонов н нейтрино. По-вндимому. такой 
.химический* состав установится при где րէ — граничный
импульс Ферми. В этом случае уравнения (2.1) (2.3) и (3.3)- (З.б) 
можно переписать в виде

Р^РЯ^Р,+Р' ֊Р„ (4.5)

Р^Ре (4.6)
= (4.7)

Р1+Р^^З*™М>' (4.8)

/г 4 Pl+p*~3֊W<Vi. (1.9)
Из (4.6). (4.7) и (4.5) следует, что V. Лл — 0.5 л Л'Л^Л'/։. 
Поэтому, взамен (4.5)—(4.9) мы получаем

Հ;* = 2.26/Հ’_ Л՛?,

Nn 4- 0,5 .V», (4.10)
2/V, +

Эти уравнения позволяют определить концентрации всех частиц как 
функции от плотностей лептонов .V, и .V».

Наконец, мыслима и такая возможность, при которой количества 
материн и антиматерии во вселенной равны. Тогда в наиежатом со
стоянии мира эти разновидности материн не будут пространственно 
разделены. Вследствие непосредственною контакта и сильного взаи
модействия, между ними быстро устанавливается статистическое рав

новесие. В этом случае М = Л՛* и. следовательно,

Н» = Н» = 0-
Отсюда следует, что число всех частиц определяется одной лишь темпера
турой, причем для релятивистских компонент газа имеет место формула 
(4.2).

Выводы. Резюмируя вышеизложенное, мы приходим к следующему 
заключению./

Если предположить, что распределение материи во вселенной являет 
ся одородным и изотропным, то физические свойства ее характеризуются 
четырьмя основными параметрами: электрическим, лептонным и барион 
ным зарядами, а также полной энергией вещества и гравитационного по
ля (масса вселенной) Эти параметры со временем не изменяются. По 
этому, если величины их известны (относительно электрического заряда 
мы знаем. что он равняется нулю), то состояние материи в мире опреде
ляется одним лишь объемом или радиусом кривизны пространства.

Строго говоря, сделанное утверждение относится не только к сверх
плотному состоянию материи, но и к другим (разреженным) состояниям, 
которые не обсуждаются в работе.

Следует оговориться, что наши утверждения справедливы, если толь
ко состояние мптернн в любой момент достаточно близко к термодинлми- 
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чески равновесному. Следовательно, делается предположение об адиаба
тичности (ds = 0) изменения состояния вселенной.

В заключение автор выражает благодарность академику В- А. Амбар
цумяну. И. И. Гольдману и А. Ա. Аматуни за интерес, проявленный к ра
боте.
Ереванский Государственный

университет Поступила 29 XI 1961

*Ь. II. Uiuliuil|ituG

ՄԱՏեՐԽԱՅՒ ԳեՐԽՒՏ Վ-ՒՃԱԿՒ ՄԱՍՒՆ ՏՒեՋեՐՔՈհՄ
Ա 1Г Փ (I Փ П I» Մ

1'ստ մ աման ակակից կո սմո /и դ խոկան մոզե քների տիեզեր,րի վիճակը 
<! iutf անէէէկի րնթացրոլմ փոփոխվում կ (փակ և րա/յ մոդհքներ): Ենթադրվում 
է, որ անցյալում, ինչ՝ որ d ամանակ, տիեզերքի կորա թքան շտ tut/վիզը եզել Լ 
շասւ փոքր և հետև արար նքութի խտութ քունը չափազանց մեծ: Ձի րացս/tt֊ 
վում ալդ դերխիտ վքրճսւկի կրկնո/թ լո/նր հետազա լում խիակ մոդևլՆ

Աշխաս/ո/թքան մեց nt սս t lfl/աոիրված Լ նլութի ալդ զերի/իտ վիճակը 
in իե/լե ր րո ւ մ է Ե քնելով կքեկտրակտն, րա ըխւնա լին և լևպտոնա քին 
и/ ահ պան nt թ լս/ն, էնե րզիա /ի պահպանութլւսն ե Լներզիսււի մ արս իմinըո թ քան 
՚ ենթադրվում Լ, որ քուրարանչ/ու ր տրված մոմեն/ոում նքութի վիճակր տիե
զերքում քիչ Լ տարբերվում թերմոդինամիկ հս/վաէ/արակղիո վիճակից) սկրզ- 
ըունրնեըխյ , դուրս են բերված աքն /սնհր/udեշտ հավшиutրումեերը, որոնցով 
որոշվա մ է նքոլթի <Г քիմի и/կան J> րադադրո/ թ լո/.նր: d.fif. հավասարումները 
որոշում են էնևրդիտլի բաշխումը րստ իր զանազան տարաձև ութր/ւնների 
ե էլեմենտար մասնիկների կոնցենտրացիաները ստատիստիկական հավաւ/լ> 
ըտկշոութ լան վիճակում:
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