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Аннотация. В настоящей статье мы приводим прямые теоремы приближе-
ния полиномами Хаара и Уолша в весовом гранд пространстве Лебега. Так-
же изучается порядок приближения средними Бореля, Эйлера, Зигмунда-
Рисса и Нерлунда рядов Фурье-Уолша-Пэли в упомянутом выше простран-
стве.

MSC2020 number: 42C10; 46E30.

Ключевые слова: система Хаара; весовое гранд пространство Лебега; прямая
теорема приближения; линейные средние ряда Фурье-Уолша.

1. Введение

Пусть v : [0, 1] → R+ = [0.+∞) является весовой функцией, т.е. интегрируема

по Лебегу и п.в. положительна на [0, 1]. Обычное весовое пространство Лебега

Lp
v[0, 1], 1 ≤ p < ∞, состоит из всех измеримых на [0, 1] функций f , таких что

∥f∥p,v =

(∫ 1

0

|f(x)|pv(x) dx
)1/p

< ∞.

Для v ≡ 1 мы будем писать ∥f∥p вместо ∥f∥p,1.
Для 1 < p < ∞ и θ > 0 мы обозначим через L

p),θ
v [0, 1] весовое обобщенное

гранд пространство Лебега, состоящее из всех действительнозначных измеримых

на [0, 1] функций f , таких что

∥f∥p),θ,v = sup
0<ε<p−1

(
εθ
∫ 1

0

|f(x)|p−εv(x) dx

)1/(p−ε)

=

= sup
0<ε<p−1

εθ/(p−ε)∥f∥p−ε,v < ∞.

Эти пространства введены для θ = 1 и v(x) ≡ 1 Т.Иванцом и К.Сбордоне [1] и

позже для θ > 1 и v(x) ≡ 1 Л.Греко, Т.Иванцом и К.Сбордоне в [2]. Если θ = 0

и v(x) ≡ 1, то получается гранд пространство Лебега Lp)[0, 1]. Легко видеть, что
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Lp[0, 1] ⊂ Lp)[0, 1] ⊂ Lp−ε[0, 1] при p > 1 и 0 < ε < p − 1. Поскольку Lp[0, 1] не

является плотным в Lp)[0, 1] (см. [3]) мы будем рассматривать подпространство

L
p),θ
v [0, 1], которое является замыканием Lp

v[0, 1] в L
p),θ
v [0, 1] и снабжено нормой

∥·∥p),θ,v. К. Сбордоне [4] установил, что f ∈ L
p),θ
v [0, 1] тогда и только тогда, когда

lim
ε→0+0

εθ/(p−ε)∥f∥p−ε,v = 0.

Будем говорить, что весовая функция v принадлежит классу Б.Макенхаупта

Ap[0, 1], 1 < p < ∞, если

sup
I

|I|−1

∫
I

v(x) dx

(
|I|−1

∫
I

(v(x))−1/(p−1) dx

)p−1

= [v]Ap[0,1] < ∞,

где точная верхняя грань берется по всем интервалам I из отрезка [0, 1] и |I|
означает меру Лебега I (см. [5]). Пусть

Mf(x) = sup
x∈I⊂[0,1]

|I|−1

∫
I

|f(t)| dt,

где I — интервалы, содержащие x. А.Фиоренца, Б.Гупта и П.Джейн [6, теорема

4.1] доказали, что максимальный оператор Mf является ограниченным опера-

тором в L
p),θ
v [0, 1] при 1 < p < ∞ и θ = 1 в том и только в том случае, когда

v ∈ Ap[0, 1]. Подобный результат был получен В.М.Кокилашвили [7, теорема 3.1]

при θ > 0 в более общем виде.

Для k ∈ Z+ = {0, 1, . . . } мы полагаем Ikj = [(j − 1)/2k, j/2k), j ∈ [1, 2k] ∩ Z.

Напомним, что система Хаара {χn(x)}∞n=1 задается следующим образом: χ1(x) ≡
1 и, для n = 2k + j, k ∈ Z+, j ∈ Z ∩ [1, 2k],

χn(x) =


2k/2, x ∈ Ik+1

2j−1;

−2k/2, x ∈ Ik+1
2j ;

0, x /∈ Ikj .

Система {χi(x)}ni=1 ортогональна на [0, 1) и полна в L1[0, 1) (см. [8, гл. 3, раздел

1]). Для f ∈ L1[0, 1] и n ∈ N = {1, 2, . . . } определим коэффициенты Фурье-Хаара

и частные суммы Фурье-Хаара

an(f) =

∫ 1

0

f(t)χn(t) dt, Qn(f)(x) =

n∑
k=1

ak(f)χk(x).

Из [9, гл. 10, теорема 10.2.7] вытекает, что Qn(f)(x) имеет n интервалов посто-

янства {∆n,m}nm=1 и удовлетворяет равенству

(1.1) Qn(f)(x) = |∆n,m|−1

∫
∆n,m

f(t) dt, x ∈ ∆n,m, m = 1, 2, . . . , n.
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Наилучшее приближение полиномами по системе Хаара для f ∈ L
p),θ
v [0, 1) опре-

деляется равенством

En(f)p),θ,v = inf


∥∥∥∥∥f −

n∑
k=1

akχk

∥∥∥∥∥
p),θ,v

: ak ∈ R

 , n ∈ N.

Определим теперь систему Уолша-Пэли. Пусть r0(x) = 1 для x ∈ [0, 1/2), r0(x) =

−1 для x ∈ [1/2, 1) и r0(x) продолжается на R+ 1-периодически. Тогда rn(x) =

r0(2
nx), n ∈ N = {1, 2, . . . }. Для n ∈ Z+ с двоичным разложением n =

∑k(n)
i=0 εi2

i,

εi ∈ {0, 1}, мы полагаем wn(x) =
∏k(n)

i=0 (ri(x))
εi . Система Уолша-Пэли {wn(x)}∞n=0

является ортонормированной и полной в L1[0, 1] (см. [9, гл. 1,2]). Для f ∈ L1[0, 1]

зададим коэффициенты Фурье-Уолша-Пэли и частичные суммы Фурье-Уолша-

Пэли следующим образом:

f̂(k) =

∫ 1

0

f(t)wk(t) dt, k ∈ Z+, Sn(f)(x) =

n−1∑
k=0

f̂(k)wk(x), n ∈ N.

Рассмотрим наилучшее приближение полиномами Уолша-Пэли

Ewp
n (f)p),θ,v = inf


∥∥∥∥∥f −

n−1∑
k=0

akwk

∥∥∥∥∥
p),θ,v

: ak ∈ R


для n ∈ N и f ∈ L

p),θ
v [0, 1].

Для f ∈ L1[0, 1), продолженной на R+ = [0,∞) 1-периодически, мы рассмот-

рим средние Стеклова sh(f)(x) = h−1
∫ h

0
f(x + t) dt, h > 0. С помощью леммы

2.8 ниже мы получаем равномерную ограниченность sh, h > 0, в L
p),θ
v [0, 1) для

1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1]. Таким образом, в этом случае мы можем опреде-

лить модуль непрерывности в L
p),θ
v [0, 1):

Ω(f, δ)p),θ,v = sup{∥f − sh(f)∥p),θ,v : 0 ≤ h ≤ δ}, δ ∈ [0, 1].

Будем писать f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1], если f абсолютно непрерывна на [0, 1], 1-периодична

и f ′ ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Определим следующий K-функционал

Kp),θ,v(f, t) = K(f, t,Lp),θ
v [0, 1],W 1Lp),θ

v [0, 1]) :=

:= inf{∥f − g∥p),θ,v + t∥g′∥p),θ,v : g ∈ W 1Lp),θ
v [0, 1]}.

Мы можем определить Ω(f, δ)p,v и En(f)p,v как выше, заменив норму ∥ · ∥p),θ,v
на норму ∥ · ∥p,v. Используя некоторые идеи И. И. Шарапудинова [10], второй из

авторов статьи [11] доказал прямую теорему приближения полиномами Хаара в

весовых симметричных (или перестановочно-инвариантных) пространствах. Из
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этого результата мы выделим утверждение, касающееся весовых пространств

Lp
v[0, 1].

Теорема A. Пусть 1 < p < ∞, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ Lp
v[0, 1]. Тогда

En(f)p,v ≤ ∥f −Qn(f)∥p,v ≤ CΩ(f, 1/n)p,v, n ∈ N.

Первой целью работы является получение аналога теоремы A для функций

из L
p),θ
v [0, 1]. Отметим, что приближения тригонометрическими полиномами в

подобных пространствах изучалось Н. Данелия и В. М. Кокилашвили в [12], а

затем В. М. Кокилашвили и А. Н. Месхи в [13]. Также мы напомним, что прямая

теорема приближения полиномами Хаара в Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, была доказана

П. Л. Ульяновым (см. [9, гл. 10, теорема 10.2.3], тогда как соответствующая

обратная теорема была получена первым из авторов настоящей статьи [9, гл. 10,

теорема 10.2.8]. В работе М. Г. Григоряна [14] получены интересные результаты

о сходимости жадных алгоритмов по системе Уолша.

Теперь мы определим некоторые линейные средние рядов Фурье-Уолша-Пэли,

такие как средние Бореля

Br(f)(x) = e−r
∞∑
k=0

rk

k!
Sk+1(f)(x), r ≥ 1,

средние Эйлера

eqn(f)(x) = (1 + q)−n
n∑

k=0

(
n

k

)
qn−kSk+1(f)(x), n ∈ N,

средние Зигмунда-Рисса

σ(r)
n (f)(x) =

n−1∑
k=0

(1− kr/nr)f̂(k)wk(x), r > 0, n ∈ N,

и средние Нeрлунда

Nn(f)(x) = P−1
n

n∑
k=1

pn−k+1Sk(f)(x), n ∈ N,

где {pk}∞k=1 — последовательность положительных чисел и Pn =
∑n

k=1 pk. Также

мы рассмотрим общие линейные средние

τn(f)(x) =

n∑
k=1

ankSk(f)(x), ank ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n,

n∑
k=1

ank = 1, n ∈ N.

Пусть An,m = m−1
∑m

k=1 ank и ank = 0 при k ≥ n + 1. Матрица A = {ank}∞n,k=1

принадлежит классу AMIMS (почти монотонно возрастающие в среднем после-

довательности) или классу AMDMS (почти монотонно убывающие в среднем
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последовательности), если существует K > 0, такое что для любых n ∈ N и

натуральных m, l, удовлетворяющих неравенству 1 ≤ m ≤ l ≤ n, мы имеем

Anm ≤ KAnl или Anm ≥ KAnl

соответственно. Определения классов AMIMS и AMDMS были предложены Р.

Н. Мохапатрой и Б. Жалем [15].

Неубывающая и непрерывная на [0, 1] функция ω(t) принадлежит классу Φ,

если ω(0) = 0. Функция ω ∈ Φ принадлежит классу Бари-Стечкина BSα, α > 0,

если
∑n

k=1 k
α−1ω(1/k) = O(nαω(1/n)), n ∈ N. Это определение и его эквивалент-

ные формы см. в [16, лемма 3].

Второй целью статьи является получение оценок сверху для приближений в

L
p),θ
v [0, 1) средними Бореля, Эйлера, Зигмунда-Рисса и Нерлунда рядов Фурье-

Уолша-Пэли. Отметим, что приближение линейными средними тригонометриче-

ских рядов Фурье в таких пространствах изучались в [12].

2. Вспомогательные утверждения

Следующая лемма 2.1 играет ключевую роль в нашей работе. Она доказана

В. М. Кокилашвили и А. Н. Месхи [13, теорема 2.1].

Лемма 2.1. Пусть p0 ∈ (1,∞) и F[0, 1] является классом пар неотрицатель-

ных измеримых функций, определенных на [0, 1]. Предположим, что для произ-

вольной пары (f, g) ∈ F[0, 1] и всех v ∈ Ap0
[0, 1] справедливо неравенство(∫ 1

0

gp0(x)v(x) dx

)1/p0

≤ C1N([v]Ap0 [0,1]
)

(∫ 1

0

fp0(x)v(x) dx

)1/p0

,

где N(x) — неотрицательная неубывающая на R+ функция и C1 независима от

(f, g) и v. Тогда для всех 1 < p < ∞, θ > 0, (f, g) ∈ F[0, 1] и v ∈ Ap[0, 1] верно

неравенство

∥g∥p),θ,v ≤ C2∥f∥p),θ,v,

где C2 не зависит от (f, g), но зависит от v.

Лемма 2.2. Пусть 1 < p < ∞, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ Lp
v[0, 1] и Hf(x) = supn∈N |Sn(f)(x)|.

Тогда ∥Hf∥p,v ≤ C∥f∥p,v, где C зависит от p и [v]Ap[0,1].

Лемма 2.2 принадлежит Дж.Госселину [17] и доказана им в более общей си-

туации. Более сильный критерий установлен Янг Во-Санг [18].
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Лемма 2.3. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(2.1) ∥Sn(f)∥p),θ,v ≤ C1∥f∥p),θ,v, n ∈ N,

(2.2) ∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ (C1 + 1)Ewp
n (f)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Неравенство (2.1) вытекает из лемм 2.1 и 2.2. Пусть tn =∑n−1
k=0 akwk такое, что ∥f − tn∥p),θ,v = Ewp

n (f)p),θ,v. Поскольку Sn(tn) = tn, имеем

∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ ∥f − tn∥p),θ,v + ∥Qn(tn − f)∥p),θ,v ≤ (C1 + 1)Ewp
n (f)p),θ,v

благодаря (2.1). □

Лемма 2.4 вытекает из [9, гл. 10, теорема 10.2.7] и [9, гл. 1, (1.4.13)].

Лемма 2.4. Пусть k ∈ Z+, f ∈ L1[0, 1]. Тогда

S2k(f)(x) = Q2k(f)(x), x ∈ [0, 1).

Кроме того, если n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, то Qn(f)(x) = Q2k+1(x) при x ∈ [0, i/2k)

и Qn(f)(x) = Q2k(f)(x) при x ∈ [i/2k, 1).

Лемма 2.5. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(2.3) ∥Qn(f)∥p),θ,v ≤ C1∥f∥p),θ,v, n ∈ N,

(2.4) ∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ (C1 + 1)En(f)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Согласно лемме 2.4 мы получаем |Qn(f)(x)| ≤ Hf(x), где

Hf определен в лемме 2.2. В силу леммы 2.2 мы выводим (2.3), тогда как (2.4)

доказывается аналогично (2.2). □

Лемма 2.6. Если α > 0 и ω ∈ BSα, то существуют β ∈ (0, α) и C > 0, такие

что

(2.5) ω(u) ≤ C(u/v)βω(v), 0 < v ≤ u ≤ 1.

Обратно, из выполнения (2.5) для некоторого β ∈ (0, α) и ω ∈ Φ вытекает, что

ω ∈ BSα.

Лемма 2.6 доказана Н. К. Бари и С. Б. Стечкиным [16, лемма 3].

Лемма 2.7. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1] и f(x, y) неотрицательна и

измерима на [0, 1)× [0, 1). Тогда

(2.6)
∥∥∥∥∫ 1

0

f(·, y) dy
∥∥∥∥
p),θ,v

≤
∫ 1

0

∥f(·, y)∥p),θ,v dy.
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Доказательство. Обобщенное неравенство Минковского верно в Lp норме по

отношению к произвольной мере. Таким образом,

εθ/(p−ε)

∥∥∥∥∫ 1

0

f(·, y) dy
∥∥∥∥
p−ε,v

≤
∫ 1

0

εθ/(p−ε)∥f(·, y)∥p−ε,v dy.

Взяв точную верхнюю грань по ε ∈ (0, p− 1), получаем (2.6). □

Лемма 2.8. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1] и функции f ∈ Lp,θ
v [0, 1]

продолжены на R 1-периодически. Тогда максимальный оператор M ограничен

в Lp,θ
v [0, 1]. Как следствие, односторонние операторы Стеклова sh, 0 < h < 1,

равномерно ограничены в Lp,θ
v [0, 1].

Доказательство. Первое утверждение леммы доказано в [6, теорема 4.2]

и оно верно также в L
p),θ
v [−1, 2]. Таким образом, мы имеем ∥Mg∥

L
p),θ
v [−1,2]

≤
C1∥g∥Lp),θ

v [−1,2]
≤ C2∥f∥p),θ,v, где g есть 1-периодическое продолжение f . Также,∥∥∥∥∥h−1

∫ h

0

f(·+ t) dt

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤ 2

∥∥∥∥∥(2h)−1

∫ h

−h

f(·+ t) dt

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤ 2∥Mg∥
L

p),θ
v [−1,2]

.

Эти факты дают второе утверждение леммы 2.8. □

Лемма 2.9. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

Ω(f, δ)p),θ,v ≤ Cδ∥f ′∥p),θ,v, δ ∈ [0, 1].

Доказательство. По определению sh и условию f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1] имеем

sh(f)(x)− f(x) = h−1

∫ h

0

(f(x+ t)− f(x)) dt = h−1

∫ h

0

∫ t

0

f ′(x+ s) ds dt.

используя леммы 2.7 и 2.8, получаем

∥sh(f)− f∥p),θ,v ≤ h−1

∫ h

0

t

∥∥∥∥t−1

∫ t

0

f ′(x+ s) ds

∥∥∥∥
p),θ,v

dt ≤ C1
h

2
∥f ′∥p(·),θ.

Беря точную верхнюю грань по 0 ≤ h ≤ δ, получаем

Ω(f, δ)p),θ,v = sup
0≤h≤δ

∥sh(f)− f∥p),θ,v ≤ C1δ

2
∥f ′∥p),θ,v. □

Следуя Шарапудинову [10], рассмотрим оператор

Θz(f)(x) =
2

z

∫ z

z/2

∫ h

0

f(x+ t) dt h−1 dh, z ∈ (0, 1].

Аналогично [10, теорема 4] доказывается
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Лемма 2.10. Пусть функция f ∈ L1[0, 1) продолжена 1-периодически на R+.

Тогда

(i) функция Θz(f)(x) абсолютно непрерывна на [0, 1] и 1-периодична;

(ii) производная Θ′
z(f)(x) равна

2z−1

∫ z

z/2

h−1(f(x+ h)− f(x)) dh п.в. на [0, 1].

Используя лемму 2.10, мы можем доказать следующую эквивалентность меж-

ду модулем непрерывности и соответствующим K-функционалом аналогично

[11, теорема 2]. Отметим. что близкий результат для пространств с переменным

показателем содержится в [10] в неявном виде.

Лемма 2.11. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

существуют постоянные C2 > C1 > 0, такие что

C1Ω(f, t)p),θ,v,≤ Kp),θ,v(f, t) ≤ C2Ω(f, t)p),θ,v, t ∈ [0, 1].

Лемма 2.12. Пусть j ∈ N, t > 0. Тогда существует C = C(j, t), независимая

от n, такая что
n∑

k=0

(
n

k

)
tn−k

(k + 1)j
≤ C

(t+ 1)n

(n+ 1)j
, n ∈ N.

Лемма 2.12 доказана в [19].

3. Прямые теоремы приближения

Теорема 3.1. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ W 1L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(3.1) En(f)p),θ,v ≤ ∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ Cn−1∥f ′∥p),θ,v, n ∈ N,

(3.2) Ewp
n (f)p),θ,v ≤ ∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ Cn−1∥f ′∥p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Левое неравенство (3.1) очевидно. Пусть n ∈ N, n ≥ 2, и

n = 2k + i, k ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ 2k. Если ∆n,m, 1 ≤ m ≤ n, являются интервалами

постоянства для Qn(f), то в силу (1.1) для x ∈ ∆n,m имеем

n|Qn(f)(x)− f(x)| ≤ n|∆n,m|−1

∫
∆n,m

|f(y)− f(x)| dy =

= n|∆n,m|−1

∫
∆n,m

∣∣∣∣∫ y

x

f ′(t) dt

∣∣∣∣ dy ≤ n|∆n,m|−1

∫
∆n,m

∫
∆n,m

|f ′(t)| dt dy ≤

≤ n

∫
∆n,m

Qn(|f ′|)(y) dy = n|∆n,m|Qn(|f ′|)(x) ≤ 2Qn(|f ′|)(x)
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и в силу (2.3)

n∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ 2∥Qn(|f ′|)∥p),θ,v ≤ C1∥f ′∥p),θ,v,

так что (3.1) доказано. Используя (3.1) и лемму 2.4, получаем

Ewp
2k

(f)p),θ,v ≤ ∥f −Q2k(f)∥p),θ,v ≤ C12
−k∥f ′∥p),θ,v.

Теперь для n = 2k + i, k ∈ Z+, 1 ≤ i ≤ 2k, мы находим, что

Ewp
n (f)p),θ,v ≤ Ewp

2k
(f)p),θ,v ≤ 2C1

2k+1
∥f ′∥p),θ,v ≤ 2C1

n
∥f ′∥p),θ,v.

Применяя (2.2), доказываем все неравенства из (3.2). □

Теорема 3.2. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(3.3) En(f)p),θ,v ≤ ∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ CΩ(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N,

(3.4) Ewp
n (f)p),θ,v ≤ ∥f − Sn(f)∥p),θ,v ≤ CΩ(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. Пусть Θz(f) — оператор, рассмотренный в лемме 2.10. В

силу пункта (ii) этой леммы мы имеем

(3.5) ∥Θ′
z(f)∥p),θ,v ≤ C1z

−1Ω(f, z)p),θ,v.

Согласно лемме 2.7 мы получаем

∥f −Θz(f)∥p),θ,v =

∥∥∥∥∥2z−1

∫ z

z/2

(f(·)− sh(f)(·)) dh

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤

(3.6) ≤ 2

z

∫ z

z/2

∥f − sh(f)∥p),θ,v ≤ Ω(f, z)p),θ,v.

Из (3.5), (3.6), теоремы 3.1 и (2.6) мы выводим, что

∥f −Qn(f)∥p),θ,v ≤ ∥f −Θ1/n(f)∥p),θ,v + ∥Θ1/n(f)−Qn(Θ1/n(f))∥p),θ,v+

+∥Qn(Θ1/n(f)− f)∥p),θ,v ≤ C2∥f −Θ1/n(f)∥p),θ,v + C3n
−1∥Θ′

1/n(f)∥p(·),θ

≤ C3Ω(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N.

и (3.3) доказано.

Для k ∈ N по лемме 2.11 мы получаем

(3.7) Ω(f, 2kt)p),θ,v ≤ C4Kp),θ,v(f, 2
kt) ≤ 2kC4Kp),θ,v(f, t) ≤ C52

kΩ(f, t)p),θ,v.

В силу леммы 2.4 и (3.3) мы имеем

Ewp
2k

(f)p),θ,v ≤ ∥f −Q2k(f)∥p),θ,v ≤ C6Ω(f, 1/2
k)p),θ,v.
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Наконец, для 2k ≤ n < 2k+1, k ∈ Z+, n ∈ N, из (3.7) вытекает

Ewp
n (f))p),θ,v ≤ Ewp

2k
(f))p),θ,v ≤ C6Ω(f, 1/2

k))p),θ,v ≤

≤ 2C5C6Ω(f, 1/2
k+1))p),θ,v ≤ C7Ω(f, 1/n))p),θ,v.

Из последнего неравенства и (2.2) мы выводим (3.4). □

4. Приближение линейными средними рядов Фурье-Уолша-Пэли

Используя неравенства (2.2) и (2.4), легко оценить приближение линейными

средними рядов Фурье-Уолша-Пэли или рядов Фурье-Хаара в терминах соответ-

ствующих наилучших приближений. Поэтому нашей целью является получение

оценок этих величин в терминах модуля непрерывности функции или его мажо-

ранты.

Теорема 4.1. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1]. Тогда

(4.1) ∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ C1e
−r

[r]∑
k=0

rk

k!
Ewp

k+1(f)p),θ,v ≤ C2Ω(f, 1/r)p),θ,v, r ≥ 1,

где [r] — целая часть r и C1, C2 — некоторые постоянные.

Доказательство. Пусть n ∈ N и Ewp
n (f)p),θ,v = ∥f−tn∥p),θ,v, tn =

∑n−1
k=0 akwk.

Используя (2.1) из леммы 2.3, получаем

(4.2)

∥Br(f)∥p),θ,v ≤
∞∑
k=0

e−r r
k

k!
∥Sk+1(f)∥p),θ,v ≤ C1

∞∑
k=0

e−r r
k

k!
∥f∥p),θ,v = C1∥f∥p),θ,v.

Применяя (4.2), мы имеем

∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ ∥Br(f)−Br(tn)∥p),θ,v + ∥Br(tn)− tn∥p),θ,v+

+∥tn − f∥p),θ,v ≤ (1 + C1)E
wp
n (f)p),θ,v + ∥Br(tn)− tn∥p),θ,v.

По определению, Sk+1(tn) = tn для k ≥ n и

∥Br(tn)− tn∥p),θ,v =

∥∥∥∥∥e−r
n−1∑
k=0

rk

k!
(Sk+1(tn)− tn)

∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤ C2

n−1∑
k=0

rk

k!
Ewp

k+1(tn)p),θ,v.

Поскольку для 0 ≤ k ≤ n

Ewp
k+1(tn)p),θ,v ≤ Ewp

k+1(tn − f)p),θ,v + Ewp
k+1(f)p),θ,v ≤

≤ Ewp
n (f)p),θ,v + Ewp

k+1(f)p),θ,v ≤ 2Ewp
k+1(f)p),θ,v,
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то

∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ C2

Ewp
n (f)p),θ,v +

∥∥∥∥∥e−r
n∑

k=0

rk

k!
(Sk+1(tn)− tn)

∥∥∥∥∥
p),θ,v


(4.3) ≤ C2

(
Ewp

n (f)p),θ,v + C2e
−r

n∑
k=0

rk

k!
Ewp

k+1(f)p),θ,v

)
.

Докажем, что

(4.4) e−r

[r]∑
k=0

rk

k!
≥ C4 > 0, r ≥ r0.

Пусть r ≥ 1, n = [r], m = [n1/2],

D1 =

n∑
k=n−m

rk

k!
, D2 =

n+m∑
k=n

rk

k!
, ank =

rn−k

(n− k)!
:

rn+k

(n+ k)!
.

Тогда для k = 1, 2, . . . ,m мы имеем (считаем
∏0

i=1 = 1)

ank =
n(n+ k)

r2

k−1∏
i=1

n2 − i2

r2
≥ n2

r2
n2k−2

r2k−2

k−1∏
i=1

(
1− i2

n2

)
≥

≥
(

n

n+ 1

)2n
(
1−

m−1∑
i=1

i2

n2

)
в силу неравенства Бернулли

∏m
i=1(1 + hi) ≥ 1 +

∑m
i=1 hi, hi > −1. Значит,

ank ≥ e−2

(
1− (m− 1)m(2m− 1)

n2

)
≥ e−2

(
1− 2m3

n2

)
≥ e−2

(
1− 2√

n

)
≥ 1

3e2

при r ≥ n ≥ 9 и k = 1, 2, . . . ,m. Мы заключаем, что D1 ≥ D2/(3e
2).

Следующим шагом, чтобы получить (4.4), будет оценка

D3 :=

2n∑
k=n+m+1

rk

k!
≤ rn+m+1

(n+m+ 1)!

∞∑
j=0

rj

(n+m+ 1)j
=

=
rn+m+1

(n+m+ 1)!

n+m+ 1

n+m− r + 1
≤ rn+m

(n+m)!

n+m+ 1

m
≤

≤ 1

anm

rn−m

(n−m)!
(m+ 3 + 2/m) ≤ 3e2

11

9
m

rn−m

(n−m)!
≤ 4e2D1

при m ≥ 3 (или r ≥ n ≥ 9), поскольку

rk+1

(k + 1)!
:
rk

k!
> 1 для k = n−m,n−m+ 1, . . . , n− 1.

Наконец, мы видим, что

D4 :=

∞∑
k=2n+1

rk

k!
≤ r2n+1

(2n+ 1)!

∞∑
j=0

rj

(2n+ 1)j
≤ 2

3

r2n

(2n)!

∞∑
j=0

(2/3)j ≤ 2D3 ≤ 8e2D1,
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поскольку r/(2n+ 1) ≤ (n+ 1)/(2n+ 1) ≤ 2/3 при r ≥ 1. Таким образом,
n∑

k=0

rk

k!
≥ er −D2 −D3 −D4 ≥ er − e2(3D1 + 4D1 + 8D1)

и 16e2
∑n

k=0 r
k/k! ≥ er, т.е. (4.4) доказано с постоянной C4 = (4e)−2 и r0 = 9.

Из (4.3), (4.4) и убывания Ek(f)p),θ,v выводим первое неравенство в (4.1). Для

0 < t ≤ u ≤ 1 существует k ∈ Z+, такое что 2k ≤ u/t < 2k+1. Используя (3.7), мы

получаем

(4.5) Ω(f, u)p),θ,v ≤ C52
k+1Ω(f, t)p),θ,v ≤ 2C5

u

t
Ω(f, t)p),θ,v.

Применяя доказанное первое неравенство из (4.1), (3.4) и (4.5), имеем

∥f −Br(f)∥p),θ,v ≤ C6

[r]∑
k=0

rk

k!
e−rΩ(f, (k + 1)−1)p),θ,v ≤

≤ C7Ω(f, (r + 1)−1)p),θ,v

[r]∑
k=0

r + 1

k + 1

rke−r

k!
≤

≤ C7Ω(f, (r + 1)−1)p),θ,v2e
−r

∞∑
k=0

rk+1

(k + 1)!
≤ 2C7Ω(f, r

−1)p),θ,v. □

Теорема 4.2. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1), t > 0. Тогда

∥f − etn(f)∥p),θ,v ≤ CΩ(f, 1/n)p),θ,v, n ∈ N.

Доказательство. По определению средних Эйлера и теореме 3.2 мы имеем

∥f − etn(f)∥p),θ,v =
1

(1 + t)n

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=0

(
n

j

)
tn−j(f − Sj+1(f))

∥∥∥∥∥∥
p),θ,v

≤

(4.6)

≤ C1

(1 + t)n

n∑
j=0

(
n

j

)
tn−jEwp

j+1(f)p),θ,v ≤ C2

(1 + t)n

n∑
j=0

(
n

j

)
tn−jΩ(f, (j + 1)−1)p),θ,v.

Используя (4.5), получаем

(4.7) Ω(f, (j + 1)−1)p),θ,v ≤ C3
n+ 1

j + 1
Ω(f, (n+ 1)−1)p),θ,v, 0 ≤ j ≤ n, n ∈ Z+,

Применяя (4.6), (4.7) и лемму 2.12, мы заключаем, что

∥f − etn(f)∥p(·),θ ≤ C4(n+ 1)

(1 + t)n
Ω(f, (n+ 1)−1)p),θ,v

n∑
j=0

(
n

j

)
tn−j

j + 1
≤ C5Ω(f, n

−1)p),θ,v

при n ∈ N. □
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Лемма 4.1. Пусть A = (ank)
∞,n
n=1,k=1 — треугольная матрица. Если (a) A ∈

AMIMS или (b) A ∈ AMDMS и nan1 = O(1), n ∈ N, то для любого числа

α ∈ (0, 1) существует C > 0, такое что неравенство
∑n

k=1 k
−αank ≤ Cn−α

выполнено для всех n ∈ N.

Лемма 4.1 доказана Р.Н.Мохапатрой и Б.Жалем [15]. Следующая теорема 4.3

и ее следствия дают оценки приближения средними рядов Фурье-Уолша-Пэли в

терминах мажоранты модуля непрерывности.

Теорема 4.3. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1), ω ∈ BS1 и

Ω(f, t))p),θ,v = O(ω(t)), t ∈ [0, 1). Если выполнено одно из условий

(i) A ∈ AMIMS;

(ii) A ∈ AMDMS и nan1 = O(1), n ∈ N;

то для τn(f)(x) =
∑n

k=1 ankSk(f)(x) имеем

(4.8) ∥f − τn(f)∥)p),θ,v = O(ω(n−1)), n ∈ N.

Доказательство. (i) Пусть A ∈ AMIMS, n ∈ N, n ≥ 2 и m = [n/2]. По

определению τn(f) и теореме 3.2 имеем

∥τn(f)− f∥p),θ,v ≤

(
m∑

k=1

+

n∑
k=m+1

)
ank∥Sk(f)− f∥p),θ,v ≤

(4.9) ≤ C1

(
m∑

k=1

ankω(k
−1) + ω(m−1)

n∑
k=m+1

ank

)
=: C1(I1 + I2), n ∈ Z+.

По лемме 2.6 найдем β ∈ (0, 1), такое что
ω(u)

uβ
≤ C2

ω(v)

vβ
, 0 < v ≤ u ≤ 1.

Используя последнее неравенство и лемму 4.1. мы получаем

I1 ≤
m∑

k=1

ankC2(m/k)βω(1/m) ≤ C2m
βω(1/m)

m∑
k=1

ankk
−β ≤

(4.10) ≤ C3
mβ

nβ
ω(1/m) ≤ C4ω(1/n), n ∈ N,

поскольку ω(2t) ≤ C5ω(t) в силу (2.5) справедливо неравенство 1/m ≤ 2/(n− 1).

Применяя равенство
∑n

k=1 ank = 1, имеем

(4.11) I2 = ω(1/m)

n∑
k=m+1

ank ≤ C5ω(1/n), n ∈ N.

Сопоставление неравенств (4.9), (4.10) и (4.11) дает (4.8).
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(ii) Пусть A ∈ AMDMS, nan1 = O(1), n ∈ N. В этом случае снова имеем (4.9)

и (4.11). Используя пункт (b) леммы 4.1, получаем (4.10) и (4.8) доказано. □

Следствие 4.1. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1], ω ∈ BS1,

r ≥ 1 и Ω(f, t)p),θ,v = O(ω(t)), t ∈ [0, 1]. Тогда

|f − σ(r)
n (f)∥p),θ,v ≤ Cω(1/n), n ∈ N.

Доказательство. Используя преобразование Абеля, мы видим, что

σ(r)
n (f) =

n−1∑
k=0

kr − (k − 1)r

nr
Sk(f) =:

n∑
k=1

bnkSk(f).

Если r ≥ 1, то функция y = xr выпукла на [0,+∞) и (k + 1)r + (k − 1)r ≥ 2kr,

k ∈ N. Поэтому {bnk}nk=1 не убывает по k и можно применить пункт (i) теоремы

4.3, чтобы получить результат следствия. □

Следствие 4.2. Пусть 1 < p < ∞, θ > 0, v ∈ Ap[0, 1], f ∈ L
p),θ
v [0, 1], ω ∈ BS1,

Ω(f, t)p),θ,v = O(ω(t)), t ∈ [0, 1], {pk}∞k=1 — монотонно неубывающая последо-

вательность положительных чисел, такая что npn = O(Pn), Pn =
∑n

k=1 pk.

Тогда

|f −Nn(f)∥p),θ,v ≤ Cω(1/n), n ∈ N.

Доказательство. Положим ank = pn−k+1/Pn, n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n. Тогда ank

является невозрастающей по k и nan1 = npn/Pn = O(1), n ∈ N. Применяя часть

(ii) теоремы 4.3, мы получаем результат следствия 4.2. □

Abstract. In the paper we give direct theorems on approximation by Haar and

Walsh polynomials in weighted generalized grand Lebesgue space. Also the degree of

approximation by Borel, Euler, Riesz-Zygmund and Nörlund linear means of Walsh-

Paley-Fourier series are treated in the above cited space.
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