
Известия НАН Армении, Математика, том 59, н. 3, 2024, стр. 3 – 37.

БЕЗУСЛОВНАЯ БАЗИСНОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СПЛАЙН-СИСТЕМ В H1(T):

ДОСТАТОЧНОСТЬ

Л. АКОПЯН, К. КЕРЯН

Институт математики НАН РА, Армения
Ереванский Государственный Университет1

Университет Южной Калифорнии, Лос-Анджелес, Калифорния
E-mails: levonhakobyan7@gmail.com; karenkeryan@ysu.am

Аннотация. Дана геометрическая характеристика последовательностей уз-
лов (sn), которая является достаточным условием для того, чтобы соответ-
ствующая периодическая ортонормированная сплайн-система произвольно-
го порядка k, k ∈ N была безусловным базисом в атомном пространстве
Харди на торе H1(T).

MSC2020 number: 42C10, 46E30.

Ключевые слова: ортонормированная сплайн-система; периодическая сплайн-
система; безусловный базис; H1.

1. Введение

В этой статье мы исследуем периодические ортонормированные сплайн-системы

произвольного порядка k, с произвольными разбиениями. Рассматриваем такие

плотные последовательности точек на торе T, где каждая точка встречается не

более k раз. Такие последовательности точек называются k допустимо на торе

T.

Основная цель данной работы — дать характеристику последовательностей

узлов, для которых соответствующая периодическая ортонормированная систе-

ма сплайнов порядка k является безусловным базисом в H1(T). Наш результат

является периодической версией основного результата из [14]. Сделаем несколько

комментариев по истории этого результата.

Знаменитый результат А. Шадрина [23] утверждает, что оператор ортогональ-

ного проектирования на эти пространства Sn ограничен на L∞[0, 1] константой,

1Второй автор был поддержан Комитетом науки Республики Армения в рамках исследова-
тельского проекта №23RL-1A027.
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зависящей только от порядка сплайна k. Как следствие, непериодическая ор-

тонормированная сплайн-система (fn)n является базисом Шаудера в Lp[0, 1],

1 ≤ p < ∞ и в пространстве непрерывных функций C[0, 1]. Существуют раз-

личные результаты о безусловности систем сплайнов, ограничивающих либо по-

рядок сплайна k, либо разбиение (tn)n≥0. Первый результат в этом направлении

встречается в [1], где доказано, что классическая система Франклина — ортонор-

мированные системы сплайнов порядка 2, соответствующие последовательности

диадических узлов (1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 3/8, . . .)—является безусловным базисом в

Lp[0, 1], 1 < p < ∞. Этот результат был обобщен в [4] для ортонормирован-

ных сплайн-систем произвольного порядка, но соответствующие только диадиче-

скими узлами. Далее, значительные усилия были предприняты, чтобы ослабить

ограничение на последовательности диадических узлов. Это ограничение было

постепенно снято для общих систем Франклина в серии статей [10, 15, 11]. Окон-

чательный результат показал, что для каждой допустимой последовательности

точек (tn)n≥0 с параметром k = 2, соответствующая общая система Франклина

образует безусловный базис в Lp[0, 1], 1 < p < ∞. Сочетание методов, используе-

мых в [15, 11] с некоторыми новыми неравенствами из [21], в [19] было доказано,

что непериодические ортонормированные сплайн-системы являются безусловны-

ми базисами в Lp[0, 1], 1 < p < ∞, для сплайн систем любого порядка k и для

любой допустимой последовательности точек (tn).

Периодический аналог теоремы Шадрина представлен в [20]. В случае диа-

дических узлов, в работе Дж. Домста [8] получены экспоненциальные оценки

для обратной матрицы Грама периодических B-сплайнов, которые были исполь-

зованы для доказательства безусловности периодических ортонормированных

сплайн-систем с диадическими узлами в Lp для 1 < p < ∞. В работе [17] было

доказано, что для любой допустимой последовательности точек, соответствую-

щая периодическая система Франклина (т.е. случай k = 2) образует безусловный

базис в Lp[0, 1], 1 < p < ∞. К. Керян и М. Пассенбруннер [18] получили важную

оценку для функций общих периодических ортонормированных сплайн систем.

Объединив эту оценку с методами, разработанными в [11], авторы смогли дока-

зать безусловную базисность периодических ортонормированных сплайн-систем

в Lp(T), 1 < p < ∞.

Простая геометрическая характеристика последовательностей узлов была да-

на Г.Г. Геворкяном и А. Камонтом в [12]. Они доказали, что соответствующая
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общая система Франклина является базисом или безусловным базисом в H1[0, 1].

После этого, используя следствия результата Шадрина, полученного З. Чисель-

ским [5], Г.Г. Геворкян и А. Камонт [13] обобщили часть своего результата из

[12] для ортонормированных сплайн-систем произвольного порядка и получили

характеристику последовательностей узлов, для которых соответствующая ор-

тонормированная сплайн-система порядка k является базисом в H1[0, 1]. В даль-

нейшем были проведены исследования с целью найти характеристику последо-

вательностей узлов, для которых соответствующая ортонормированная сплайн-

система порядка k является безусловным базисом в H1[0, 1]. Решение этой про-

блемы было представлено в [14]. Дано условие регулярности последовательно-

стей узлов.

Другой важный вклад в изучение периодических ортонормированных систем

сплайнов был сделан М.П. Погосяном и К.А. Керяном в [22]. Простая геомет-

рическая характеристика последовательностей узлов была дана в упомянутой

статье [22]. Для этих типов последовательностей узлов соответствующие общие

периодические системы Франклина являются базисом или безусловным базисом

в H1(T). В недавней статье [16] авторы настоящей статьи предоставили необхо-

димое и достаточное условие, при котором периодическая ортонормированная

сплайн-система является базисом в H1(T).
Схема доказательства результатов в основном соответствует [14]. Некоторые

оценки и свойства периодических сплайнов взяты из [18].

Структура настоящей статьи следующая: В разделе 2 мы даем необходимые

определения и даем формулировку основного результат статьи — теорему 2.4.

В разделах 3 и 4 мы упоминаем или доказываем несколько фактов, необходи-

мых для наших результатов. В частности, в разделе 4 мы представляем понятие

связанных характеристических интервалов как для периодических, так и для

непериодических ортонормированных систем сплайнов с произвольными узла-

ми, а также упоминаем или получаем важные оценки для ортонормированных

сплайн-систем. Некоторые комбинаторные факты для характеристических ин-

тервалов приведены в разделе 5. Затем, в разделе 6 представлены некоторые

важные результаты, а в разделе 7 дано доказательство теоремы 2.4.
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2. Определения и основные результаты

2.1. Непериодический случай. Предположим, что k ≥ 2 — целое число. Пусть

T = (tn)
∞
n=2 — всюду плотная последовательность точек на единичном интерва-

ле такая, что каждая точка встречается не более k раз. Кроме того, определим

t0 := 0 и t1 := 1. Такие последовательности точек называются k-допустимыми.

Для n из интервала −k+2 ≤ n ≤ 1 пусть S
(k)
n — пространство полиномов поряд-

ка n + k − 1 (или степени n + k − 2) на интервале [0, 1] и (f
(k)
n )1n=−k+2 — набор

ортонормированных многочленов из L2 ≡ L2[0, 1], для которых степень f
(k)
n рав-

на n + k − 2. Для n ≥ 2 пусть Tn — упорядоченная последовательность точек,

состоящая из точек сетки (tj)
n+1
j=0 с учетом кратностей, где узлы 0 и 1 имеют

кратность k, т. е. Tn имеет вид

Tn = (0 = τn,−k = · · · = τn,−1 < τn,0 ≤

≤ · · · ≤ τn,n−1 < τn,n = · · · = τn,n+k−1 = 1).

В этом случае мы определяем S
(k)
n как пространство полиномиальных сплайнов

порядка k с точками сетки Tn. Для каждого n ≥ 2 пространство S
(k)
n−1 имеет

коразмерность 1 в S
(k)
n и, следовательно, существует функция f

(k)
n ∈ S

(k)
n , орто-

нормированная пространству S
(k)
n−1. Заметим, что эта функция f

(k)
n единственная

с точностью до знака.

Определение 2.1. Система функций (f
(k)
n )∞n=−k+2 называется ортонормальная

сплайн-система порядка k, соответствующая последовательности (tn)
∞
n=0.

Часто мы будем пропускать параметр k и писать fn и Sn вместо f
(k)
n и S

(k)
n ,

соответственно.

Под H1 = H1[0, 1] мы подразумеваем атомное пространство Харди на [0, 1]

(см. [6]). Теперь введем условия регулярности последовательности T.

Для n ≥ 2, ℓ ≤ k и i из интервала −ℓ ≤ i ≤ n− 1 определим D
(ℓ)
n,i как интервал

[τn,i, τn,i+ℓ].

Определение 2.2. Пусть ℓ ≤ k и (tn)
∞
n=0 — ℓ-допустимая последовательность

точек. Тогда эта последовательность называется ℓ-регулярной с параметром γ ≥
1, если

|D(ℓ)
n,i|
γ

≤ |D(ℓ)
n,i+1| ≤ γ|D(ℓ)

n,i|, n ≥ 2, −ℓ ≤ i ≤ n− 2.
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Итак, другими словами, (tn) ℓ-регулярна, если существует постоянная γ ≥ 1,

такая, что для всех n соотношения длин соседних носителей B-сплайн-функций

(см. раздел 3.2) порядка ℓ с узлами из Tn ограничены γ-ой.

В этом разделе мы представим две теоремы, которые являются источниками

вопросов, рассматриваемых в этой статье.

Теорема 2.1 ([13]). Пусть k ≥ 1 и (tn) k-допустимая последовательность

узлов в [0, 1] с соответствующей ортонормированной сплайн-системой (f
(k)
n )

порядка k. В таком случае (f
(k)
n ) является базисом в H1[0, 1] тогда и только

тогда, когда (tn) k-регулярна с некоторым параметром γ ≥ 1.

Теорема 2.2 ([14]). Пусть (tn) — k-допустимая последовательность точек.

Соответствующая ортонормированная сплайн-система (f
(k)
n ) является без-

условным базисом в H1[0, 1], тогда и только тогда, когда (tn) удовлетворяет

условию (k − 1)-регулярности с некоторым параметром γ ≥ 1.

2.2. Периодический случай. Пусть k ≥ 2 — целое число и (sn)
∞
n=1 — k допу-

стимая последовательность точек на торе T, т.е. всюду плотная последователь-

ность точек на торе T такая, что каждая точка встречается не более k раз.

Для n ≥ k определим Ŝn как пространство полиномиальных сплайнов порядка

k с точками сетки (sj)
n
j=1 ⊂ T. Для каждого n ≥ k + 1 пространство Ŝn−1 име-

ет коразмерность 1 в Ŝn и, следовательно, существует функция f̂n ∈ Ŝn такая,

что ∥f̂n∥2 = 1 и ортогональная пространству Ŝn−1. Заметим, что эта функция f̂n

единственна с точностью до знака. Кроме того, пусть (f̂n)
k
n=1 — ортонормирован-

ный базис для Ŝk. Система функций (f̂n)
∞
n=1 называется периодической ортонор-

мированной сплайн системой порядка k, соответствующая последовательности

(sn)
∞
n=1.

Теперь определим атомное пространство Харди на T.

Определение 2.3. a : T → R называется периодическим атомом, если либо

a ≡ 1, либо существует интервал Γ ⊂ T такой, что выполняются следующие

условия:

(i) supp a ⊂ Γ,

(ii) ∥a∥L∞(T) ≤ |Γ|−1,

(iii)
∫
T a(x) dx =

∫
Γ
a(x) dx = 0.
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Определение 2.4. H1(T) является семейством всех тех функций f , которые

имеют представление

f =

∞∑
n=1

cnan

для некоторых периодических атомов (an)
∞
n=1 и действительных скаляров (cn)

∞
n=1 ∈

ℓ1.

Пространство H1(T) становится банаховым при норме

∥f∥H1(T) := inf
∞∑

n=1

|cn|

где inf берется по всем (периодическим) атомным представлениям
∑

cnan функ-

ции f . Теперь введем условия регулярности на торе T для последовательности

(sn)
∞
n=1.

Предположим, что n ≥ k+1 и пусть (σj)
n−1
j=0 — упорядоченная последователь-

ность узловых точек, состоящая из (sj)
n
j=1 на T, канонически отождествленных

с [0, 1):

T̂n = (0 ≤ σn,0 ≤ σn,1 ≤ · · · ≤ σn,n−2 ≤ σn,n−1 < 1).

Для целых ℓ ≤ k и i ∈ N0 определим интервал T
(ℓ)
n,i := [σn,i, σn,i+ℓ] ⊂ T. Здесь

мы считаем индекс i периодическим, т.е. используем обозначение периодического

расширения последовательности (σj)
n−1
j=0 , т.е. σrn+j = r+σj для j ∈ {0, . . . , n−1}

и r ∈ Z, а подиндексами B-сплайн функций возьмем индексы по модулю n.

Определение 2.5. Пусть ℓ ≤ k и (sn)
∞
n=1 — ℓ-допустимая последовательность

точек на торе T. Тогда эта последовательность называется ℓ-регулярной на торе

T с параметром γ ≥ 1, если

|T (ℓ)
n,i |
γ

≤ |T (ℓ)
n,i+1| ≤ γ|T (ℓ)

n,i |, n ≥ ℓ+ 1, i ∈ N0.

Другими словами, (sn) является ℓ-регулярным на торе T, если существует по-

стоянная γ ≥ 1, такая, что для всех n ≥ ℓ соотношения длин соседних носителей

периодических B-сплайнов (см. раздел 3.2) порядка ℓ с узлами T̂n ограничены

γ-ой.

Следующая теорема является основным результатом [16] и характеризует си-

стемы (f̂
(k)
n ), которые являются базисом в H1(T).
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Теорема 2.3 ([16]). Пусть k ≥ 1 и (sn) k-допустимая последовательность уз-

лов в T с соответствующей периодической ортонормированной сплайн систе-

мой (f̂
(k)
n ) порядка k. В таком случае (f̂

(k)
n ) является базисом в H1(T) тогда и

только тогда, когда (sn) k-регулярна на торе с некоторым параметром γ ≥ 1.

В этой статье мы находим достаточное условие при котором (f̂
(k)
n )∞n=1 являет-

ся безусловным базисом в H1(T). Основной результат данной работы состоит в

следующем.

Теорема 2.4. Пусть (sn) — k-допустимая последовательность точек тора T.

Если (sn) удовлетворяет условию (k − 1)-регулярности на торе с некоторым

параметром γ ≥ 1, то соответствующая периодическая ортонормированная

сплайн система (f̂
(k)
n ) является безусловным базисом в H1(T).

3. Предварительные сведения

Параметр k ≥ 2 всегда будет использоваться для определения порядка базо-

вых полиномов или сплайнов. Обозначение A(t) ∼ B(t) будет использоватся при

существовании двух констант c1, c2 > 0, таких что c1B(t) ≤ A(t) ≤ c2B(t) для

всех t, где t представляет собой все явные и неявные зависимости, которые мо-

гут иметь выражения A и B. Если константы c1, c2 зависят от дополнительного

параметра p, мы напишем это A(t) ∼p B(t). Соответственно, будем использовать

символы ≲,≳,≲p,≳p. Кроме этого, будем использовать символы ↶ и ↷ для обо-

значения направлений против и по часовой стрелке, соответственно. Направле-

ние против часовой стрелки будем считать положительным направлением. Для

подмножества E вещественной прямой через |E| обозначим меру Лебега E, а 1E

- характеристическую функцию E. Если f : Ω → R — вещественная функция, а

λ — вещественный параметр, то множество всех точек, в которых f больше, чем

λ, обозначим [f > λ] := {ω ∈ Ω : f(ω) > λ}.

Определение 3.1. Пусть V ⊂ T — интервал. Назовем один из двух концов

V конечной точкой по часовой стрелке, если можно двигаться от этого конца

по часовой стрелке вдоль тора через V и в конечном итоге встретить другой

конец интервала V . Конец интервала, который не является таковым, называется

конечная точка против часовой стрелки.
9
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3.1. Свойства регулярной последовательности точек на [0, 1] и T. Снача-

ла мы рассмотрим непериодический случай. Следующая лемма описывает гео-

метрическое разложение интервалов в регулярные последовательности (напом-

ним обозначение D
(ℓ)
n,i = [τn,i, τn,i+ℓ] ⊂ [0, 1]).

Лемма 3.1. Пусть (tn) k-допустимая последовательность точек, удовлетво-

ряющая условию ℓ-регулярности для некоторого 1 ≤ ℓ ≤ k с параметром γ, и

пусть D
(ℓ)
n1,i1

⊃ · · · ⊃ D
(ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

— строго убывающая последовательность мно-

жеств, определенных выше. Тогда,

|D(ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

| ≤ γℓ

1 + γℓ
|D(ℓ)

n1,i1
|.

Доказательство. Обозначим Vj := D
(ℓ)
nj ,ij

для 1 ≤ j ≤ 2ℓ. Тогда по определению,

V1 содержит ℓ + 1 точек сетки из Tn1 и содержит не менее 3ℓ точек сетки Tn2ℓ
.

Следовательно, существует интервал D
(ℓ)
n2ℓ,m для некоторого индекса m, удовле-

творяющего условию

int(D(ℓ)
n2ℓ,m

∩ V2ℓ) = ∅, D(ℓ)
n2ℓ,m

⊂ V1, dist(D(ℓ)
n2ℓ,m

, V2ℓ) = 0.

Теперь, из ℓ-регулярностьи (tn) следует

|V2ℓ| ≤ γℓ|D(ℓ)
n2ℓ,m

| ≤ γℓ
(
|V1| − |V2ℓ|

)
,

т. е. |V2ℓ| ≤ γℓ

1+γℓ |V1|, что и доказывает утверждение леммы. □

Если последовательность узлов (sn) удовлетворяет условию регулярности на

торе T, то мы имеем такое же геометрическое разложение интервалов на торе T.

Лемма 3.2. Пусть (sn) k-допустимая последовательность точек на торе T,

удовлетворяющая условию ℓ-регулярности для некоторого 1 ≤ ℓ ≤ k с парамет-

ром γ и пусть T
(ℓ)
n1,i1

⊃ · · · ⊃ T
(ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

— строго убывающая последовательность

интервалов на торе T. Тогда,

|T (ℓ)
n2ℓ,i2ℓ

| ≤ γℓ

1 + γℓ
|T (ℓ)

n1,i1
|.

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 3.1.

3.2. Свойства функций B-сплайн. Определим функции (N
(k)
n,i )

n−1
i=−k — сово-

купность B-сплайнов порядка k, соответствующие разбиению Tn. Эти функ-

ции нормализованы таким образом, что они образуют разбиение единицы, т. е.∑n−1
i=−k N

(k)
n,i (x) = 1 , ∀x ∈ [0, 1]. С этим базисом связан биортогональный базис

10
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Sn, который мы обозначим через (N
(k)∗
n,i )n−1

i=−k. Если значения параметров k и n

ясны из контекста, то мы будем использовать также эти обозначения (Ni)
n−1
i=−k и

(N∗
i )

n−1
i=−k соответственно.

Напомним теперь элементарное свойство многочленов.

Предложение 3.1 (Ремез). Пусть 0 < ρ < 1 и I — интервал, а A ⊂ I такое

подмножество I, что |A| ≥ ρ|I|. Тогда для любого многочлена Q порядка k на

интервале I имеем

max
t∈I

|Q(t)| ≲ρ,k sup
t∈A

|Q(t)| и
∫
I

|Q(t)|dt ≲ρ,k

∫
A

|Q(t)|dt.

Теперь представим важный результат для B-сплайнов (Ni). Это лемма 4.1 в

[7, Глава 5].

Предложение 3.2. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞ и g =
∑n−1

j=−k ajNj, где набор (Ni)
n−1
i=−k —

B-сплайны порядка k, соответствующие разбиению Tn. Тогда,

(3.1) |aj | ≲k |Ij |−1/p∥g∥Lp(Ij), −k ≤ j ≤ n− 1,

где Ij — подинтервал [τn,i, τn,i+1] интервала [τn,j , τn,j+k] максимальной длины.

Сейчас рассмотрим периодические B-сплайны и их свойства.

Пусть n ≥ k и (N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 — периодические B-сплайн-функции порядка k со-

ответствующие произвольной k допустимой последовательности (σj)
n−1
j=0 на торе

T, канонически отождествляемой с [0, 1):

T̂n = (0 ≤ σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σn−2 ≤ σn−1 < 1).

Пусть (N̂
(k)∗
n,i )n−1

i=0 — двойственный базис к (N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 и Ŝ

T̂n
— линейная оболочка

(N̂
(k)
n,i )

n−1
i=0 . Отметим, что вместо обозначений N̂

(k)
n,i и N̂

(k)∗
n,i мы можем использо-

вать N̂i и N̂∗
i соответственно. Определим матрицу (âij)

n−1
i,j=0 = (⟨N̂∗

i , N̂
∗
j ⟩)

n−1
i,j=0.

Теперь нам понадобится следующая известная формула для производной ли-

нейной комбинации периодических B-сплайн-функций: если g =
∑n−1

j=0 ajN̂
(k)
n,j ,

то

(3.2) g′ = (k − 1)

n∑
j=1

(aj − aj−1)
N̂

(k−1)
n,j

|T (k−1)
n,j |

.

Здесь мы использовали обозначение периодического расширения последователь-

ности коэффициентов (aj)
n−1
j=0 , т.е. arn+j = aj для j = 0, . . . , n− 1 и r ∈ Z

11
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Не сложно убедиться, что свойство устойчивости B-сплайна имеет место и в

периодическом случае.

Предложение 3.3. Пусть n ≥ 2k и 1 ≤ p ≤ ∞. Тогда для g =
∑n−1

j=0 ajN̂j

имеем

(3.3) ∥g∥p ∼k

( n−1∑
j=0

|aj |p| supp N̂j |
)1/p

= ∥(aj · | supp N̂j |1/p)n−1
j=0 ∥ℓp .

Более того, если n ≥ 3k − 1, то для коэффициентов имеет место следующее

неравенство

(3.4) |aj | ≲k |Îj |−1/p∥g∥Lp(Îj)
, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Здесь Îj — подинтервал [σn,i, σn,i+1] интервала T
(k)
n,j , который имеет макси-

мальную длину.

По поводу первого свойства мы отсылаем к [18], а доказательство второго

свойства будет представлено ниже.

Доказательство. Пусть j — произвольное целое число с 0 ≤ j ≤ n−1. Поскольку

n ≥ 3k−1, мы можем отождествить T с [0, 1) так, чтобы между начальной точкой

0 и носителем N̂j было не менее k − 1 точек как по часовой стрелке, так и по

направлению против часовой стрелки. Далее, используя (3.1) из утверждения

3.2, мы получим желаемый результат. □

Ниже приводим периодическую версию теоремы Шадрина (см. теорему 1.4 в

[20]).

Теорема 3.1 ([20]). Пусть P̂ — оператор ортогонального проектирования на

Ŝ
T̂

относительно канонического скалярного произведения в L2(T). Тогда суще-

ствует постоянная Ck, зависящая только от порядка сплайна k, такая, что

∥P̂ : L∞(T) → L∞(T)∥ ≤ Ck.

С помощью последнего результата доказана почти всюду сходимость рядов

Фурье по периодическим ортонормированным сплайн системам (Теорема 1.3 в

[20]).

Теорема 3.2 ([20]). Пусть (f̂n)
∞
n=1 — периодическая ортонормированная сплайн

система порядка k, соответствующая произвольной k-допустимой последова-

тельности точек (sn)
∞
n=1 на торе T. Тогда, для произвольного f ∈ L1(T), ряд∑∞

n=1⟨f, f̂n⟩f̂n сходится к f почти всюду на торе T.
12
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Следующий результат принадлежит Керяну и Пассенбруннеру. С доказатель-

ством можно ознакомиться в [18] (см. Теорему 3.13).

Теорема 3.3 ([18]). Пусть P̂ — ортогональная проекция на Ŝ
T̂
. Тогда,

|P̂ h(t)| ≲ M̂h(t), h ∈ L1(T),

где M̂h(t) = supI∋t |I|−1
∫
I
|h(y)|dy — периодический оператор максимальной

функции Харди-Литтлвуда и sup берется по всем интервалам I ⊂ T содержа-

щих точку t.

4. Характеристические интервалы и свойства периодических

ортонормированных сплайн-функций

4.1. Непериодический случай. В этом разделе мы рассмотрим ортонормиро-

ванные сплайн-функции fn = f
(k)
n , где k ∈ N фиксировано. Рассмотрим сетку

Tn:

Tn = (0 = τn,−k = · · · = τn,−1 < τn,0 ≤ · · · ≤ τn,i0

≤ · · · ≤ τn,n−1 < τn,n = · · · = τn,n+k−1 = 1).

Для простоты мы будем часто опускать индекс n.

Пусть T̃n получается из Tn, удалением выделенного τi0 из сетки. Рассмотрим

функции (Ni)
n−1
i=−k, т.е. совокупность B-сплайн-функций порядка k, соответству-

ющих сетке Tn и через (Ñi : −k ≤ i ≤ n− 2) обозначим совокупность B-сплайн-

функций, соответствующих T̃n. Формула Бома [2] дает нам следующую связь

между Ni и Ñi:

(4.1)
Ñi(t) = Ni(t) если − k ≤ i ≤ i0 − k − 1,

Ñi(t) =
τi0 − τi
τi+k − τi

Ni(t) +
τi+k+1 − τi0
τi+k+1 − τi+1

Ni+1(t) если i0 − k ≤ i ≤ i0 − 1,

Ñi(t) = Ni+1(t) если i0 ≤ i ≤ n− 2.

Чтобы вычислить ортонормированную сплайн-функцию, соответствующую раз-

биениям T̃n и Tn, сначала определим функцию gn ∈ span{Ni : −k ≤ i ≤ n − 1}
такую, что gn ⊥ Ñj для всех −k ≤ j ≤ n−2. Функция gn имеет вид (с точностью

до постоянного множителя)

(4.2) gn =

i0∑
j=i0−k

αjN
∗
j =

i0∑
j=i0−k

n−1∑
l=−k

αjajlNl =

n−1∑
l=−k

wlNl,

13
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где (ajl)
n−1
j,l=−k — обратная матрица Грама (⟨Nj , Nl⟩)n−1

j,l=−k и

(4.3) wl :=

i0∑
j=i0−k

αjajl, −k ≤ l ≤ n− 1.

Коэффициенты αj имеют вид

(4.4) αj = (−1)j−i0+k
( j−1∏

ℓ=i0−k+1

τi0 − τℓ
τℓ+k − τℓ

)( i0−1∏
ℓ=j+1

τℓ+k − τi0
τℓ+k − τℓ

)
, i0 − k ≤ j ≤ i0.

Кроме того, коэффициенты αj можно описать соотношением

(4.5) αi+1
τi+k+1 − τi0
τi+k+1 − τi+1

+ αi
τi0 − τi
τi+k − τi

= 0.

Чтобы дать оценки для gn и нормированной функции fn = gn/∥gn∥2, сопоста-

вим каждой функции gn характеристический интервал, который представляет

собой интервал [τn,i, τn,i+1] с концами из сетки и лежит вблизи вставленной точки

τn,i0 .

Определение 4.1 (Характеристический интервал для непериодических после-

довательностей). Пусть T, T̃ такие разбиения, как указано выше, а τi0 — новая

точка в T, которой нет в T̃. Определим характеристический интервал J , соот-

ветствующий τi0 следующим образом.

(1) Пусть

Λ(0) := {i0 − k ≤ j ≤ i0 : |[τj , τj+k]| ≤ 2 min
i0−k≤ℓ ≤i0

|[τℓ, τℓ+k]|}

— множество всех индексов j, для которых соответствующий носитель B-

сплайн-функции Nj приближенно минимален. Заметим, что Λ(0) непусто.

(2) Определим

Λ(1) := {j ∈ Λ(0) : |αj | = max
ℓ∈Λ(0)

|αℓ|}.

Для произвольного, но фиксированного индекса j(0) ∈ Λ(1) положим

J (0) := [τj(0) , τj(0)+k].

(3) Теперь, интервал J (0) можно записать как объединение k интервалов сет-

ки

J (0) =

k−1⋃
ℓ=0

[τj(0)+ℓ, τj(0)+ℓ+1] с j(0) как указано выше.

Определим характеристический интервал Jn = J = J(τi0) как один из

выше указанных k интервалов, имеющий максимальную длину.
14
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4.2. Периодический случай. Здесь мы даем оценки для периодических орто-

нормированных сплайн-функций (f̂n). Некоторые из них доказаны в [18]. Дока-

жем другие оценки, отсутствующие в предыдущей статье. Эти оценки необходи-

мы для доказательства основной теоремы этой статьи.

Имеем ту же ситуацию, что и в непериодическом случае: Пусть

T̂n = T̂ = (0 ≤ σ0 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σi0 ≤ · · · ≤ σn−2 ≤ σn−1 < 1)

— разбиение T, канонически отождествляемое с [0, 1), а ˜̂
T — то же самое раз-

биение, но с удаленной σi0 . Напомним обозначения периодических B-сплайн-

функций порядка k относительно T̂, т.е. (N̂j)
n−1
j=0 и через (

˜̂
Nj)

n−2
j=0 обозначим

периодические B-сплайн-функции порядка k относительно ˜̂
T. Здесь мы напом-

ним обозначения периодического расширения последовательности (σj)
n−1
j=0 , т.е.

σrn+j = r+σj для j ∈ {0, . . . , n−1}, r ∈ Z и индексы B-сплайн-функций возьмем

по модулю n.

Чтобы вычислить периодические ортонормированные сплайн-функции, соот-

ветствующие по приведенным выше сеткам определим функцию ĝn := ĝ ∈ span{N̂i :

0 ≤ i ≤ n− 1} такую, что ĝ ⊥ ˜̂
Nj для всех 0 ≤ j ≤ n− 2. То есть предполагаем,

что ĝ имеет вид

ĝ =

n−1∑
j=0

α̂jN̂
∗
j ,

где α̂j = ⟨g, N̂j⟩. Чтобы ĝ была ортогональна ˜̂
Nj для 0 ≤ j ≤ n − 2 она должна

удовлетворять тождествам

0 = ⟨ĝ, ˜̂
Ni⟩ =

n−1∑
j=0

α̂j⟨N̂∗
j ,

˜̂
Ni⟩, 0 ≤ i ≤ n− 2.

Здесь мы можем рассматривать индексы j как периодически, что означает α̂j ̸= 0

только для j ∈ {i0 − k, . . . , i0}. Важно отметить, что формула (4.1) распростра-

няется на периодическую настройку, что влечет за собой следующее отношение

для коэффициентов (α̂j):

(4.6) α̂i+1
σi+k+1 − σi0

σi+k+1 − σi+1
+ α̂i

σi0 − σi

σi+k − σi
= 0, i0 − k ≤ i ≤ i0 − 1.

С начальным значением

α̂i0−k =

i0−1∏
ℓ=i0−k+1

σℓ+k − σi0

σℓ+k − σℓ
,

15
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мы получаем явную формулу

(4.7)

α̂j = (−1)j−i0+k
( j−1∏

ℓ=i0−k+1

σi0 − σℓ

σℓ+k − σℓ

)
·
( i0−1∏

ℓ=j+1

σℓ+k − σi0

σℓ+k − σℓ

)
, i0 − k ≤ j ≤ i0.

Теперь, аналогично определению 4.1, представим характеристические интер-

валы для периодических сеток.

Определение 4.2 (Характеристический интервал для периодических последо-

вательностей). Пусть T̂,
˜̂
T такие разбиения, как указано выше и σi0 — новая

точка в T̂, которой нет в ˜̂
T. При ограничении n ≥ 2k определим (периодический)

характеристический интервал Ĵ , соответствующий σi0 , следующим образом.

(1) Пусть

Λ(0) := {i0 − k ≤ j ≤ i0 : |[σj , σj+k]| ≤ 2 min
i0−k≤ℓ≤i0

|[σℓ, σℓ+k]|}

— множество всех индексов j в окрестности индекса i0 для которого со-

ответствующий носитель периодической B-сплайн-функции N̂j прибли-

женно минимален. Понятно, что Λ(0) непусто.

(2) Определим

Λ(1) := {j ∈ Λ(0) : |α̂j | = max
ℓ∈Λ(0)

|α̂ℓ|}.

Для произвольного, но фиксированного индекса j(0) ∈ Λ(1) положим

Ĵ (0) := [σj(0) , σj(0)+k].

(3) Теперь, интервал Ĵ (0) можно записать как объединение k интервалов сет-

ки

Ĵ (0) =

k−1⋃
ℓ=0

[σj(0)+ℓ, σj(0)+ℓ+1] с j(0) как указано выше.

Определим (периодический) характеристический интервал Ĵ = Ĵ(σi0)

как один из выше указанных k интервалов с максимальной длиной.

Имеем следующую оценку для Lp-нормы ĝ.

Предложение 4.1 ([18]). Если n ≥ 2k + 2, то

∥ĝ∥Lp(T) ∼k |Ĵ |1/p−1, 1 ≤ p ≤ ∞.

Более того, существует число N(k), зависящее только от порядка k такое,

что для всех разбиений T̂, когда n ≥ N(k) ≥ 3k − 1, имеем

∥ĝ∥Lp(Ĵ) ≳k |Ĵ |1/p−1.
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Первым шагом доказательства предложения 4.1 – отождествление T с [0, 1) та-

ким образом, чтобы индекс вновь вставленной точки σi0 был равен [n/2]. Затем

для получения некоторых оценок использовалась разница между f̂n и её непе-

риодическим аналогом fn, полученная упомянутым выше разделением. Полное

доказательство приведено в предложениях 3.6 и 3.8 в статье [18].

Для получения дополнительных оценок ĝ перспектива была изменена. В ра-

боте [18] было представлено максимальное разделение. Сначала делаем сдвиг

последовательности T̂n = (σj)
n−1
j=0 таким образом, чтобы разделить ее по сере-

дине наибольшего узла сетки интервала:

σ0 = 1− σn−1 =
1

2
max

0≤j≤n−1
(σj − σj−1),

а затем выбираем Tn = (τj)
n+k−1
j=−k так, что τj = σj для j ∈ {0, . . . , n− 1} и имеем

τ0 − τ−1 = τn − τn−1 =
1

2
max

0≤j≤n−1
(σj − σj−1).

Мы называем этот выбор T = Tn максимальным разделением T̂ = T̂n.

Этот способ разделения позволил получить важную оценку для ĝ.

Предложение 4.2 ([18]). Пусть x ∈ [σℓ, σℓ+1]. Тогда существует интервал

C := C(x) = C([σl, σl+1]) ⊂ T, который является минимальным по отношению

следующего включения

Ĵ ∪ [σℓ, σℓ+1] ⊂ C

такой, что если K(C) — количество точек сетки T̂, содержащийся в C, то

|ĝ(x)| ≲k
q̂K(C)

|C|
,

где q̂ ∈ (0, 1) зависит только от k.

Приведенный выше результат — это предложение 3.11 в [18]. Теперь мы ис-

пользуем предложение 4.2, чтобы получить следующий результат.

Лемма 4.1. Пусть n ≥ 3k − 1. Если написать ĝn = ĝ =
∑n−1

j=0 ω̂jN̂j, то имеем

следующую оценку для коэффициента ŵi :=
∑i0

j=i0−k α̂j âij,

(4.8) |ω̂j | ≲k
q̂K(C(Îj))

|C(Îj)|
,

где Îj := [σn,i, σn,i+1] — подинтервал T
(k)
n,j , который имеет максимальную длину,

а C(Îj) — интервал, определенный в предложении 4.2.
17
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Доказательство. Используя (3.4) из предложения 3.3 при p = ∞ и предложение

4.2, мы получаем

|ω̂j | ≲k ∥ĝn∥L∞(Îj)
≲k

q̂K(C(Îj)))

|C(Îj)|
,

что завершает доказательство. □

Прежде чем сформулировать следующую лемму, нам необходимо дать несколь-

ко определений.

Пусть V ⊂ T — такой интервал, что V ∩ Ĵn = ∅. Обозначим через d↶n (V )

функцию, подсчитывающую количество узлов из (sj)
n
j=1, находящихся в един-

ственном интервале V ↶, концами которого являются конечная точка V против

часовой стрелки и конечная точка Ĵn по часовой стрелке, а внутренняя часть ин-

тервала V ↶ не содержит V . Далее, d↷n (V ) подсчитывает количество узлов, нахо-

дящихся в интервале V ↷ := T\(V ∪Ĵn∪V ↶). Кроме того, пусть C↶(V ) := T\V ↷

и C↷(V ) := T \ V ↶. Дополнительно, определим dist↶(Ĵn, V ) и dist↷(Ĵn, V ) как

меру Лебега интервалов V ↶ и V ↷ соответственно. В случае V ∩ Ĵn ̸= ∅ все

функции d↶n (V ), d↷n (V ), dist↶(Ĵn, V ) и dist↷(Ĵn, V ) равны 0. C↶(V ) и C↷(V )

определяются как множество Ĵn ∪ V .

Лемма 4.2. Пусть n ≥ 3k − 1 и V ⊂ T — такой интервал, что V ∩ Ĵn = ∅.

Тогда

∥ĝn∥L1(V ) ≲k q̂d
↶
n (V ) + q̂d

↷
n (V ).

Доказательство. Пусть T̂n — разбиение T, канонически отождествляемое с [0, 1).

Напомним, что интервалы Îj и C(Îj) определены как в лемме 4.1. Определим

множества A↶ := {0 ≤ i ≤ n− 1 : T
(k)
n,i ∩ V ̸= ∅ и C(Îi) = C↶(Îi)} и A↷ := {0 ≤

i ≤ n− 1 : T
(k)
n,i ∩ V ̸= ∅ и C(Îi) = C↷(Îi)}. По (3.3) из предложения 3.3 и лемме

4.1 имеем следующее:

∥ĝn∥L1(V ) ≲k ∥(ω̂i|T (k)
n,i |)i∈A↶∪A↷∥ℓ1 ≲k

∥∥∥∥( q̂K(C(Îi))|T (k)
n,i |

|C(Îi)|

)
i∈A↶∪A↷

∥∥∥∥
ℓ1
.

Очевидно, что |Îi| ∼k |T (k)
n,i | и |Îi| ≤ |C(Îi)|, i ∈ A↶ ∪ A↷. Следовательно, полу-

чаем

∥ĝn∥L1(V ) ≲k ∥(q̂K(C(Îi)))i∈A↶∥ℓ1 + ∥(q̂K(C(Îi)))i∈A↷∥ℓ1 .

Далее, поскольку n фиксированно, заключаем, что K(C(Îi)) может быть равно

произвольному натуральному числу большему, чем min(d↶n (V ), d↷n (V )), не более
18
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k раз. Следовательно,

∥ĝn∥L1(V ) ≲k q̂d
↶
n (V ) + q̂d

↷
n (V ).

□

5. Комбинаторика характеристических интервалов

5.1. Непериодический случай. В этом разделе мы напомним комбинаторный

результат о взаимном расположении различных характеристических интервалов:

Лемма 5.1 ([19]). Пусть V — произвольный подинтервал [0, 1] и β > 0. Тогда

существует постоянная Fk,β, зависящая только от k и β такая, что

card{n : Jn ⊆ V, |Jn| ≥ β|V |} ≤ Fk,β ,

где cardE обозначает мощность множества E.

Нам также понадобится лемма 4.7 из [14].

Лемма 5.2 ([14]). Пусть (tn)
∞
n=0 — k-допустимая последовательность узлов,

удовлетворяющая условию (k − 1)-регулярности и ∆ = D
(k−1)
m,i для некоторых

индексов m и i. Для ℓ ≥ 0 обозначим

N(∆) := {n : card(∆ ∩ Tn) = k, Jn ⊂ ∆},

M(∆, ℓ) := {n : dn(∆) = ℓ, card(∆ ∩ Tn) ≥ k, |Jn ∩∆| = 0},

где в обоих определениях мы подсчитываем точки в ∆∩Tn, включая кратности.

Тогда,

(5.1)
1

|∆|
∑

n∈N(∆)

|Jn| ≲k 1 и
∑

n∈M(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≲k,γ (ℓ+ 1)2.

Доказательство. Для любого n ∈ N(∆) существуют только k− 1 возможностей

D
(1)
m,i, . . . , D

(1)
m,i+k−2 для Jn, а по лемме 5.1, каждый интервал D

(1)
m,j , j = i, . . . , i+

k − 2 встречается не более Fk раз как характеристический интервал. Отсюда

следует первое неравенство в (5.1).

Теперь мы докажем второе неравенство в (5.1). Предположим, что каждый

Jn, n ∈ M(∆, ℓ) лежит правее ∆, поскольку другой случай рассматривается

аналогичными методами. Аргумент разделяется на две части в зависимости от

значения параметра ℓ, начнем с случая ℓ ≤ k. В этом случае, для n ∈ M(∆, ℓ)

предположим, что J
1/2
n — единственный интервал, определяемый условиями

sup J1/2
n = sup Jn, |J1/2

n | = |Jn|/2.
19
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Поскольку dn(∆) = ℓ константа, группируем встречающиеся интервалы Jn в па-

кеты, где все интервалы в одном пакете имеют один и тот же левый конец, а

максимальные интервалы из разных пакетов не пересекаются (возможно, кро-

ме одной точки). По лемме 5.1 каждая точка t ∈ [0, 1] принадлежит не более

чем Fk интервалам J
1/2
n . Теперь, в следствии (k−1)-регулярности и ℓ ≤ k, имеем

|Jn| ≲k,γ |∆| и dist(∆, Jn) ≲k,γ |∆| для n ∈ M(∆, ℓ) и, таким образом, каждый ин-

тервал Jn для n ∈ M(∆, ℓ) является подмножеством фиксированного интервала,

длина которого сравнима с |∆|. Итак, сложив все это, получим∑
n∈M(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≤ 1

|∆|
∑

n∈M(∆,ℓ)

|Jn| =
2

|∆|
∑

n∈M(∆,ℓ)

∫
J

1/2
n

dx ≲k,γ 1,

что доказывает случай ℓ ≤ k.

Далее, предположим ℓ ≥ k + 1 и определим (Lj)
∞
j=1 как строго убывающую

последовательность всех множеств L, удовлетворяющих условиям

L = D
(k−1)
n,i и supL = sup∆

для некоторых индексов n и i. Более того, обозначим

Mj(∆, ℓ) := {n ∈ M(∆, ℓ) : card(Lj ∩ Tn) = k},

т. е. Lj является объединением k−1 интервалов узлов сетки Tn. Тогда, поскольку

|∆|+ dist(Jn,∆) ≳γ |∆|+ dist(t,∆) для t ∈ J
1/2
n по (k − 1)-регулярности, то∑

n∈Mj(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≲k,γ

∑
n∈Mj(∆,ℓ)

∫
J

1/2
n

1

dist(t,∆) + |∆|
dt.

Если n ∈ Mj(∆, ℓ), то опять же в силу (k − 1)-регулярности, имеем

inf J1/2
n ≥ inf Jn ≥ γ−k|Lj |+ sup∆,

и

sup J1/2
n ≤ inf Jn + |Jn| ≤ Ckγ

ℓ|Lj |+ sup∆

для некоторой константы Ck, зависящей только от k. Объединив это с леммой 5.1,

из которой следует, что каждая точка t принадлежит не более чем Fk интервалам

J
1/2
n , получим

(5.2)
∑

n∈Mj(∆,ℓ)

∫
J

1/2
n

1

dist(t,∆) + |∆|
dt ≲

∫ Ckγ
ℓ|Lj |+|∆|

γ−k|Lj |+|∆|

1

s
ds.

Далее, покажем, что указанные выше интервалы интегрирования могут пересе-

каться не более чем для примерно ℓ индексов j. Пусть j2 ≥ j1, так что Lj1 ⊃ Lj2
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и допустим j2 = j1 + 2kr + t с t ≤ 2k − 1. Тогда по лемме 3.1

Ckγ
ℓ|Lj2 | ≤ Ckγ

ℓ|Lj1+2kr| ≤ Ckγ
ℓηr|Lj1 |,

где η = γk−1/(1 + γk−1) < 1. Если, теперь r ≥ Ck,γℓ для некоторой подходящей

константы Ck,γ , зависящей только от k и γ, то имеем

Ckγ
ℓ|Lj2 | ≤ γ−k|Lj1 |.

Таким образом, каждая точка s в интеграле из (5.2), для некоторого j принадле-

жит не более чем Ck,γℓ интервалам [γ−k|Lj |+ |∆|, Ckγ
ℓ|Lj |+ |∆|], где j меняется.

Итак, суммированием по j, приходим к∑
n∈M(∆,ℓ)

|Jn|
dist(Jn,∆) + |∆|

≤ Ck,γℓ

∫ (1+Ckγ
ℓ)|∆|

|∆|

1

s
ds ≤ Ck,γℓ

2.

На этом случай ℓ ≥ k + 1 завершен, а значит лемма доказана. □

5.2. Периодический случай. Аналогично непериодическому случаю, мы мо-

жем проанализировать комбинаторику характеристических интервалов на торе

T. Непосредственное следствие из определения последовательности характери-

стических интервалов (Ĵn) является то, что они образуют вложенную коллекцию

множеств, то есть два множества в ней либо не пересекаются, либо одно содер-

жится в другом.

Поскольку определение характеристического интервала Ĵn включает в себя

только локальные свойства последовательности точек (sn)
∞
n=1 и оно совпадает с

определением Jn для любого отождествления T с [0, 1) со свойством, что между

вновь введенной точкой σi0 и 0 или 1 существует более k точек сетки Tn, то

получаем периодическую версию леммы 5.1.

Лемма 5.3. Пусть V - произвольный подинтервал T и пусть β > 0. Тогда

существует постоянная Fk,β, зависящая только от k и β, такая, что

card{n ≥ 2k : Ĵn ⊆ V, |Ĵn| ≥ β|V |} ≤ Fk,β .

Прямым следствием этой леммы является следующее:

Следствие 5.1. Пусть (sn)
∞
n=1 - k-допустимая последовательность точек на

торе T с соответствующей периодической ортонормальной системой сплайнов

(f̂n)
∞
n=1. Пусть (ns)s≥1 - последовательность неотрицательных целых чисел
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такая, что Ĵns+1
⊂ Ĵns

. Тогда,∑
s≥1

|Ĵns
| ∼k |Ĵn1

|.

Следствие 5.2. Пусть (sn)
∞
n=1 - k-допустимая последовательность точек на

торе T и пусть (f̂n)n≥1 - соответствующая периодическая ортонормальная

сплайн-система порядка k. Тогда для любого замкнутого интервала V ⊂ T,∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|1/2
∫
V c

|f̂n(t)|dt ≲k |V |.

Доказательство. Используя предложение 4.1 и лемму 4.2, получаем∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|1/2
∫
V c

|f̂n(t)|dt ≲k

∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|(q̂d
↶
n (V c) + q̂d

↷
n (V c))

=
∑

n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|q̂d
↶
n (V c) +

∑
n≥3k−1:Ĵn⊂V

|Ĵn|q̂d
↷
n (V c) =: Σ1 +Σ2.

Мы приводим только оценку суммы Σ1, так как Σ2 может быть оценена ана-

логичным образом. Для начала зафиксируем ℓ ≥ 0 и рассмотрим индексы n

такие, что d↶n (V c) = ℓ. Соответствующие интервалы Ĵn можно разложить по

пакетам так, чтобы интервалы из одного пакета имели общую конечную точку

по часовой стрелке и образовали вложенный набор интервалов, а максимальные

интервалы из разных пакетов имели непересекающиеся внутренности. Так как

все эти интервалы входят в V , то по следствию 5.1 получаем:

Σ1 =
∑
ℓ≥0

q̂ℓ
∑

n≥3k−1:Ĵn⊂V, d↶
n (V c)=ℓ

|Ĵn| ≲k

∑
ℓ≥0

|V |q̂ℓ ≲k |V |.

Отсюда следует, что Σ1,Σ2 ≲k |V |, что завершает доказательство. □

Следствием леммы 5.2 является ее периодическая версия.

Лемма 5.4. Пусть (sn)
∞
n=1 - k-допустимая последовательность узлов, удовле-

творяющая условию (k − 1)-регулярности на торе T, и пусть m и i - неко-

торые индексы. Допустим, что T̂m = (σm,j)
m−1
j=0 - разбиение T, канонически

отождествляемое с [0, 1). Определим ∆ := T
(k−1)
m,i и для ℓ ≥ 0

N(∆) := {n : card(∆ ∩ (sj)
n
j=1) = k, Ĵn ⊂ ∆},
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M↶(∆, ℓ) := {n : d↶n (∆) = ℓ, card(∆ ∩ (sj)
n
j=1) ≥ k, |Ĵn ∩∆| = 0},

M↷(∆, ℓ) := {n : d↷n (∆) = ℓ, card(∆ ∩ (sj)
n
j=1) ≥ k, |Ĵn ∩∆| = 0},

где в обоих определениях считаем точки в ∆ ∩ (sj)
n
j=1, включая кратности.

Тогда,

(5.3)
1

|∆|
∑

n∈N(∆)

|Ĵn| ≲k 1,

более того,

(5.4)
∑

n∈M↶(∆,ℓ)

|Ĵn|
dist↶(Ĵn,∆) + |∆|

,
∑

n∈M↷(∆,ℓ)

|Ĵn|
dist↷(Ĵn,∆) + |∆|

≲k,γ (ℓ+ 1)2.

6. Три условия для сплайн-рядов и их отношения

Пусть (sn)
∞
n=1 k-допустимая последовательность узлов на торе T с соответ-

ствующей периодической ортонормированной сплайн-системой (f̂n)n≥1. Пусть

N(k) — натуральное число, указанное в предложении 4.1, и пусть (an)n≥N(k)

— последовательность коэффициентов. Определим

S :=
( ∞∑

n=N(k)

a2nf̂
2
n

)1/2

и M := sup
m

∣∣∣ m∑
n=N(k)

anf̂n

∣∣∣.
Если f ∈ L1(T), то через Sf и Mf обозначим функции S и M , соответству-

ющие последовательности коэффициентов an = ⟨f, f̂n⟩ соответственно. Рассмот-

рим следующие условия:

(A) S ∈ L1(T) ,

(B) M ∈ L1(T),
(C) Существует функция f ∈ H1(T) такая, что an = ⟨f, f̂n⟩.

Мы докажем, что при определенных условиях регулярности последовательности

узлов (sn)
∞
n=1 условия (A)-(C) эквивалентны.

В этом разделе мы обсудим связи между этими тремя новыми условиями и

докажем следствия, указанные на следующей схеме, где, как упоминалось ранее,

некоторые результаты требуют определенных условий регулярности, налагаемых

на последовательность узлов (sn)
∞
n=1, которые также указаны на изображении.
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(A)

(C) (B)

Предлож
ение

6.1,

∥M
|1≲

k ∥S∥
1

k-рег. ⇒∥f∥H1(T)≲k,γ∥Mf∥1,

Предложение 6.3

П
ре

дл
ож

ен
ие

6.
2,

(k
−
1
)-

ре
г.

⇒
∥S

f
∥ 1

≲
k
,γ
∥f

∥ H
1
(
T)

Напомним, что в случае непериодических ортонормированных сплайн-систем

с диадическими узлами связи, отношения (и эквивалентности) этих условий изу-

чали разные авторы, также в случае p < 1, см., например, [24, 3, 9]. Для общих

систем Франклина, соответствующих произвольным последовательностям узлов,

связь этих условий обсуждалась в [12] (и ранее в [10], также для p < 1, но для

ограниченного класса точек последовательности). Мы следуем подходу [14] и

адаптируем его к случаю периодических сплайн-ортонормированных систем по-

рядка k.

Сначала мы исследуем импликацию (A) ⇒ (B).

Используя оценки и комбинаторные результаты подраздела 3.2 и разделов 4 и

5, в частности следствие 5.2, эту импликацию можно доказать аналогично дока-

зательству предложения 4.3 в [12], поэтому мы просто сформулируем результат.

Предложение 6.1 ((A) ⇒ (B)). Пусть (sn) — k-допустимая последователь-

ность узлов на торе T и (an) — последовательность коэффициентов такая,

что S ∈ L1(T). Тогда M ∈ L1(T) и

∥M∥L1(T) ≲k ∥S∥L1(T).

Далее, обсудим (C) ⇒ (A).

Предложение 6.2 ((C) ⇒ (A)). Пусть (sn) — k-допустимая последователь-

ность точек на торе T, удовлетворяющая условию (k−1)-регулярности на торе
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с параметром γ ≥ 1. Тогда существует постоянная Ck,γ , зависящая только от

k и γ, такая, что для каждого атома ϕ

∥Sϕ∥L1(T) ≤ Ck,γ .

Следовательно, если f ∈ H1(T), то

∥Sf∥L1(T) ≤ Ck,γ∥f∥H1(T).

Доказательство предложения 6.2. Пусть ϕ — периодический атом с
∫
T ϕ(u) du =

0 и Γ ⊂ T — такой интервал, что suppϕ ⊂ Γ и sup |ϕ| ≤ |Γ|−1. Определим

nΓ := max{n : card(T̂n ∩ Γ) ≤ k − 1}.
Докажем, что

∥S1ϕ∥L1(T), ∥S2ϕ∥L1(T) ≲γ,k 1,

где

S1ϕ =
( ∑

N(k)≤n≤nΓ

a2nf̂
2
n

)1/2

и S2ϕ =
( ∑

n≥max{nΓ+1,N(k)}

a2nf̂
2
n

)1/2

.

Сначала рассмотрим S1 и докажем более сильное неравенство∑
N(k)≤n≤nΓ

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1,

где an = ⟨ϕ, f̂n⟩. Для каждого параметра N(k) ≤ n ≤ nΓ определим замкнутый

интервал Γn как единственный интервал T
(k−1)
n,j такой, что конечная точка этого

интервала против часовой стрелки — это первый узел, с которым мы встречаемся

при движении от конечной точки Γ против часовой стрелки вдоль тора T по

часовой стрелке.

Заметим, что Γn удовлетворяет соотношению

Γn1
⊇ Γn2

для n1 ≤ n2,

и в силу (k − 1)-регулярности на торе T

|Γn| ≳γ,k |Γ|.

Пусть ĝn =
∑n−1

j=0 ŵjN
(k)
n,j — ненормированная периодическая ортогональная сплайн-

функция. Для ξ ∈ Γ имеем (ср. (3.2))

|ĝ′n(ξ)| ≲k

∑
j

|ŵj |+ |ŵj−1|
|T (k−1)

n,j |
,(6.1)
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где суммирование берется только по тем индексам j, для которых Γ ∩ supp N̂
(k−1)
n,j =

Γ ∩ T
(k−1)
n,j ̸= ∅. В силу (k− 1)-регулярности на торе T все длины |T (k−1)

n,j | в этой

области суммирования сравнимы с |Γn|. Более того, согласно (4.8),

(6.2) |ω̂j | ≲k
q̂K(C(Îj))

|C(Îj)|
≲

q̂d
↶
n (Îj)

|C↶(Îj)|
+

q̂d
↷
n (Îj)

|C↷(Îj)|
.

Опять же, по (k − 1)-регулярности, для j в области суммирования суммы (6.1),

имеем

|T (k−1)
n,j | ≳k,γ |Γn|,

Более того, по определению C↶(Γn) и C↷(Γn) из леммы 4.2 получаем:

|C↶(Îj)| ≳k,γ |C↶(Γn)|,

|C↷(Îj)| ≳k,γ |C↷(Γn)|.

Поэтому, комбинируя приведенные выше неравенства, мы оцениваем правую

часть в (6.1) и получаем:

(6.3) |g′n(ξ)| ≲k,γ
1

|Γn|

(
q̂d

↶
n (Γn)

|C↶(Γn)|
+

q̂d
↷
n (Γn)

|C↷(Γn)|

)
.

Как следствие, для произвольной точки τ ∈ Γ по предложению 4.1

|an| =
∣∣∣ ∫

Γ

ϕ(t)[f̂n(t)− f̂n(τ)] dt
∣∣∣ ≤ ∫

Γ

1

|Γ|
sup
ξ∈Γ

|f̂ ′
n(ξ)||t− τ |dt

≲k |Γ||Ĵn|1/2 sup
ξ∈Γ

|ĝ′n(ξ)| ≲k,γ
|Γ||Ĵn|1/2

|Γn|

(
q̂d

↶
n (Γn))

|C↶(Γn)|
+

q̂d
↷
n (Γn)

|C↷(Γn)|

)
.

Далее, пусть

a↶n :=
|Γ||Ĵn|1/2q̂d

↶
n (Γn)

|Γn||C↶(Γn)|
,

a↷n :=
|Γ||Ĵn|1/2q̂d

↷
n (Γn)

|Γn||C↷(Γn)|
.

Рассмотрим T ⊃ ∆1 ⊃ · · · ⊃ ∆s — совокупность всех различных интервалов,

представленных как Γn для N(k) ≤ n ≤ nΓ. По лемме 3.2 имеем, что длины

∆i убывают как геометрическая прогрессия. Теперь зафиксируем ∆i и ℓ ≥ 0 и

рассмотрим индексы N(k) ≤ n ≤ nΓ такие, что Γn = ∆i и d↶n (Γn) = ℓ. Согласно

последнему выводу и предложению 4.1,

a↶n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ
|Γ||Ĵn|q̂l

|∆i||C↶(∆i)|
,
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и, следовательно, используя лемму 5.4 в направлении против часовой стрелки,

мы получаем ∑
N(k)≤n≤nΓ:Γn=∆i, d↶

n (Γn)=ℓ

a↶n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ (ℓ+ 1)2q̂ℓ
|Γ|
|∆i|

.

Теперь, суммируя по ℓ, а затем по i (напомним, что |∆i| убывают как геометри-

ческая прогрессия по лемме 3.2 и |∆i| ≳k,γ |Γ|, так как n ≤ nΓ) получаем∑
N(k)≤n≤nΓ

a↶n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1.

Точно также, получаем ∑
N(k)≤n≤nΓ

a↷n ∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1.

Таким образом, ∑
N(k)≤n≤nΓ

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ 1.

Отсюда следует необходимое неравенство ∥S1ϕ∥L1(T) ≲k,γ 1 для первой части Sϕ.

Далее, рассмотрим S2ϕ и определим множество V как наименьший интервал

на торе T, точки сетки которого лежат в T̂nΓ+1 в качестве конечных точек и

содержит Γ.

Кроме того, пусть Ṽ определяется как наименьший интервал на торе T с точ-

ками сетки в T̂nΓ+1 в качестве конечных точек, содержащим интервал Γ и такой,

что Ṽ содержит k точек сетки в T̂nΓ+1 как по часовой стрелке, так и против

часовой стрелки от Γ. Если рассмотрим множество Ṽ \ V на торе T, то можно

увидеть, что Ṽ \V = U1 ∪ U2, где U1 и U2 ⊂ T — непересекающиеся интервалы.

Причем, ввиду (k − 1)-регулярности и того, что Γ содержит не менее k точек

сетки из T̂nΓ+1, имеем

(6.4)
|V | ∼k,γ |Ṽ | ∼k,γ |Γ|,

|U1| ∼k,γ |U2| ∼k,γ |Ṽ |.

Сначала рассмотрим интеграл от S2ϕ по множеству Ṽ и согласно неравенству

Коши-Шварца, получим∫
Ṽ

S2ϕ(t) dt ≤ ∥1Ṽ ∥L2(T)∥ϕ∥L2(T) ≤
|Ṽ |1/2

|Γ|1/2
≲k,γ 1.

Осталось оценить
∫
Ṽ c S2ϕ(t) dt. Поскольку для n ≥ max{nΓ+1, N(k)} концы Ṽ

являются точками сетки в T̂n, то либо Ĵn ⊂ Ṽ , либо Ĵn находится вне Ṽ . Начнем
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с рассмотрения Ĵn ⊂ Ṽ . В этом случае

|an| =
∣∣∣ ∫

Γ

ϕ(t)f̂n(t) dt
∣∣∣ ≤ ∥f̂n∥L1(T)

|Γ|
≲k

|Ĵn|1/2

|Γ|
,

и, следовательно, по следствию 5.2 и (6.4), имеем∑
n:Ĵn⊂Ṽ ,n≥max{nΓ+1,N(k)}

|an|
∫
Ṽ c

|f̂n(t)|dt ≲k
1

|Γ|
∑

n:Ĵn⊂Ṽ ,n≥N(k)

|Ĵn|1/2
∫
Ṽ c

|f̂n(t)|dt

≲k
|Ṽ |
|Γ|

≲k,γ 1.

Теперь, пусть Ĵn находится вне Ṽ . Тогда с помощью (6.2) и (6.4) получаем

|an| ≤
1

|Γ|

∫
Γ

|f̂n(t)|dt ≤
1

|Γ|

∫
V

|f̂n(t)|dt ≲k
|Ĵn|1/2

|Γ|

∫
V

∣∣∣∣ ∑
j:T

(k)
n,j∩V ̸=∅

ω̂jN̂
(k)
n,j (t)

∣∣∣∣dt
≤ |Ĵn|1/2

|Γ|

∫
V

∑
j:T

(k)
n,j∩V ̸=∅

|ω̂j |N̂ (k)
n,j (t) dt ≲k

≲k
|V ||Ĵn|1/2

|Γ|

( ∑
j∈A↶

q̂d
↶
n (Îj)

|C↶(Îj)|
+

∑
j∈A↷

q̂d
↷
n (Îj)

|C↷(Îj)|

)
,

где A↶ := {0 ≤ j ≤ n − 1 : T
(k)
n,j ∩ V ̸= ∅ и C(Îj) = C↶(Îj)}, а A↷ := {0 ≤ j ≤

n− 1 : T
(k)
n,j ∩ V ̸= ∅ и C(Îj) = C↷(Îj)}. Более того, в силу (k − 1)-регулярности,

получаем (см. (6.4)):

|C↷(Îj)| ≳k,γ |C↷(V )|,

|C↶(Îj)| ≳k,γ |C↶(V )|.

Вышеизложенные неравенства, оценка коэффициентов an и предложение 4.1

позволяют нам вывести∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↶
n (V )|Ĵn|

dist↶(V, Ĵn) + |V |

+
∑

n≥max{nΓ+1,N(k)},
Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↷
n (V )|Ĵn|

dist↷(V, Ĵn) + |V |

Отметим, что V может быть объединением k − 1, k или k + 1 интервалов

из T̂nΓ+1. Поэтому пусть V + — объединение k − 1 интервалов сетки из T̂nΓ+1,

причем конечная точка V + против часовой стрелки совпадает с конечной точкой

V против часовой стрелки.
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Тогда d↶n (V ) = d↶n (V +), dist↶(V, Ĵn) = dist↶(V +, Ĵn) и из-за (k−1)-регулярности

последовательности точек, |V | ∼k,γ |V +|, откуда следует, что

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↶
n (V )|Ĵn|

dist↶(V, Ĵn) + |V |
≲k,γ

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

q̂d
↶
n (V +)|Ĵn|

dist↶(V +, Ĵn) + |V +|
.

Теперь аналогично определим V − как объединение k − 1 интервалов сетки из

T̂nΓ+1, причем конечная точка V − по часовой стрелке совпадает с конечной точ-

кой V по часовой стрелке. Далее, даем те же оценки для второй суммы и, нако-

нец, использую лемму 5.4 для обоих направлений, получаем

∑
n≥max{nΓ+1,N(k)},

Ĵn⊂Ṽ c

|an|∥f̂n∥L1(T) ≲k,γ

∞∑
ℓ=0

q̂ℓ
∑

n≥max{nΓ+1,N(k)},
d↶
n (V +)=ℓ,

Ĵn⊂Ṽ c

|Ĵn|
dist↶(V +, Ĵn) + |V +|

+

∞∑
ℓ=0

q̂ℓ
∑

n≥max{nΓ+1,N(k)},
d↷
n (V −)=ℓ,

Ĵn⊂Ṽ c

|Ĵn|
dist↷(V −, Ĵn) + |V −|

≲k,γ

∞∑
ℓ=0

(ℓ+ 1)2q̂ℓ ≲k 1.

Для завершения доказательства, заметим, что если f ∈ H1(T) и f =
∑∞

m=1 cmϕm

— атомное разложение f , то ⟨f, f̂n⟩ =
∑∞

m=1 cm⟨ϕm, f̂n⟩, и Sf(t) ≤
∞∑

m=1
|cm|Sϕm(t).

□

Наконец, обсудим (B) ⇒ (C).

Предложение 6.3 ((B) ⇒ (C)). Пусть (sn) k-допустимая последователь-

ность узлов на торе T, удовлетворяющая условию k-регулярности с парамет-

ром γ, и пусть (an)n≥N(k) — последовательность коэффициентов такая, что

M ∈ L1(T). Тогда существует функция f ∈ H1(T) такая, что an = ⟨f, f̂n⟩ для

каждого n ≥ N(k). Более того, имеем неравенство

∥f∥H1(T) ≲k,γ ∥Mf∥L1(T).

Доказательство. Во-первых, пусть an := 0 для всех n < N(k). Тогда,

M = sup
m

∣∣∣ m∑
n=N(k)

anf̂n

∣∣∣ = sup
m

∣∣∣ m∑
n=1

anf̂n

∣∣∣.
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Очевидно, что M ∈ L1(T). Следовательно, существует функция f ∈ L1(T) такая,

что f =
∑

n≥1 anf̂n со сходимостью в L1(T). Действительно, это является след-

ствием относительной слабой компактности равномерно интегрируемых подмно-

жеств в L1(T) и свойства базисности (f̂n)
∞
n=1 в L1(T) (см. [18]). Таким образом,

нам нужно только доказать, что f ∈ H1(T), которое делается путем нахождения

подходящего атомного разложения f .

Определим E0 = B0 = T и для r ≥ 1

Er = [M > 2r], Br = [M̂1Er
> ck,γ ],(6.5)

где M̂ обозначает периодическую максимальную функцию Харди-Литтлвуда, а

0 < ck,γ ≤ 1/2 — малая постоянная, зависящая только от k и γ, которая выбирает-

ся с учетом некоторых ограничений, о чем будем говорить в ходе доказательства.

Заметим, что

M̂1Er
(t) = sup

I∋t

|I ∩ Er|
|I|

, t ∈ T,

где верхняя грань берется по всем интервалам, содержащим точку t.

Поскольку периодический максимальный оператор Харди-Литтлвуда M̂ имеет

слабый тип (1, 1), имеем неравенство |Br| ≲k,γ |Er|. Ввиду того, что M ∈ L1(T),
|Er| → 0 имеем |Br| → 0 при r → ∞. Теперь, разложим открытое множество Br

на счетное объединение непересекающихся открытых интервалов.

Br =
⋃
κ

Γr,κ,

где при фиксированном r никакие два интервала Γr,κ не имеют общей конечной

точки и приведенное выше равенство справедливо с точностью до множества ме-

ры нуль (каждое открытое множество действительных чисел можно разложить

в счетное объединение открытых интервалов, но может случиться так, что два

интервала имеют одну и ту же конечную точку. В этом случае мы объединяем

эти два интервала в один Γr,κ).

Более того, заметим, что если Γr+1,ξ — один из интервалов разложения Br+1,

то существует интервал Γr,κ в разложении Br такой, что Γr+1,ξ ⊂ Γr,κ.

На основе этого разложения, для r ≥ 0 определим следующую функцию:

gr(t) :=

{
f(t), t ∈ Bc

r ,
1

|Γr,κ|
∫
Γr,κ

f(x) dx, t ∈ Γr,κ.

Заметим, что f = g0 +
∑∞

r=0(gr+1 − gr) в L1(T) и gr+1 − gr = 0 на Bc
r . Отсюда∫

Γr,κ

gr+1(t) dt =

∫
Γr,κ∩Bc

r+1

gr+1(t) dt+

∫
Γr,κ∩Br+1

gr+1(t) dt(6.6)
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=

∫
Γr,κ∩Bc

r+1

f(t) dt+
∑

ξ : Γr+1, xi⊂Γr,κ

∫
Γr+1,ξ

f(t) dt(6.7)

=

∫
Γr,κ

f(t) dt =

∫
Γr,κ

gr(t) dt.(6.8)

Основной шаг доказательства – показать, что

(6.9) |gr(t)| ≤ Ck,γ2
r, п.в. t ∈ T

для некоторой константы Ck,γ , зависящей только от k и γ. Как только это нера-

венство будет доказано, возьмем ϕ0 ≡ 1, η0 =
∫
T f(u) du и

ϕr,κ :=
(gr+1 − gr)1Γr,κ

3Ck,γ2r|Γr,κ|
, ηr,κ = 3Ck,γ2

r|Γr,κ|

и заметим, что f = η0ϕ0 +
∑

r,κ ηr,κϕr,κ — это искомое атомное разложение f ,

поскольку ∑
r,κ

ηr,κ ≤ Ck,γ

∑
r,κ

2r|Γr,κ| = Ck,γ

∑
r

2r|Br|

≲k,γ

∑
r

2r|Er| ≲ ∥M∥L1(T).

Таким образом, осталось доказать неравенство (6.9).

Для этого сначала предположим, что t ∈ Bc
r . Кроме того, предположим, что

t — такая точка, что ряд
∑

n anf̂n(t) сходится к f(t) и что t не встречается в

последовательности точек сетки (sn). По теореме 3.2 это справедливо для п.в.

точек из T. Зафиксируем индекс m и обозначим Vm максимальный интервал, на

котором функция Mm :=
∑

n≤m anf̂n является полиномом порядка k, содержа-

щим точку t. Тогда Vm ̸⊂ Br и поскольку Vm — интервал, содержащий точку t,

то

|Vm ∩ Ec
r | ≥ (1− ck,γ)|Vm| ≥ |Vm|/2.

Поскольку |Mm| ≤ 2r на Ec
r , то из вышеуказанного неравенства и предложения

3.1 следует, что |Mm| ≲k 2r на Vm и, в частности, |Mm(t)| ≲k 2r. Теперь Mm(t) →
f(t) при m → ∞ согласно предположениям относительно t и, таким образом,

|gr(t)| = |f(t)| ≲k 2r.

На этом доказательство (6.9) в случае t ∈ Bc
r завершается.

Пусть теперь T канонически отождествляется с [0, 1). Далее фиксируем ин-

декс κ и рассмотрим gr на Γ := Γr,κ. Пусть nΓ — первый индекс для которой

существуют k+1 точек из T̂nΓ
, содержащихся в Γ, т.е. существует носитель T

(k)
nΓ,i
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периодической B-сплайн-функции порядка k в сетке T̂nΓ
, содержащейся в Γ. До-

полнительно определим интервалы

U0 := T
(k)
nΓ,i−k, W0 := T

(k)
nΓ,i+k.

Ввиду k-регулярности последовательности (sn) на торе T, имеем max(|U0|, |W0|) ≲k,γ

|Γ|. Сначала оценим часть MΓ :=
∑

n≤nΓ
anf̂n и докажем неравенство |MΓ| ≲k,γ

2r на Γ. Заметим, что MΓ можно представить на множестве ∆ := U0 ∪ Γ ∪W0 в

следующим виде

MΓ(t) = h(t) :=

i+2k−1∑
j=i−2k+1

bjN̂j(t),

для некоторых коэффициентов (bj), то есть как линейную комбинацию периоди-

ческих B-сплайнов (N̂j) на сетке T̂nΓ
.

Пусть Îj — максимальный интервал supp N̂j , для j = i− 2k + 1, . . . , i+ 2k − 1

и из-за k-регулярности на торе T, заметим, что |Îj | ∼k,γ |Γ| ∼k,γ | supph|.
Если предположить, что maxÎj |MΓ| > Ck2

r, где Ck — постоянная из предложе-

ния 3.1 с ρ = 1/2, то из предложения 3.1 следует, что |MΓ| > 2r на подмножестве

Qj множества Îj с мерой ≥ |Îj |/2. Как следствие, имеем

| supph ∩ Er| ≥ |Îj ∩ Er| ≥ |Îj |/2 ≳k,γ | supph|.

В определении Br выбираем константу ck,γ достаточно малой, чтобы из последне-

го неравенства следовало supph ⊂ Br. Это противоречит выбору Γ, из которого

следует, что наше предположение maxÎj |MΓ| > Ck2
r неверно и, следовательно,

max
Îj

|MΓ| ≤ Ck2
r, j = i− 2k + 1, . . . , i+ 2k − 1.

В силу локальной устойчивости периодических B-сплайнов, т.е. неравенства (3.4)

из предложения 3.3, следует

|bj | ≲k 2r, j = i− 2k + 1, . . . , i+ 2k − 1,

и поэтому |MΓ| ≲k 2r на ∆. Это означает

(6.10)
∫
Γ

|MΓ| ≲k 2r|Γ|,

что является неравенством (6.9) для части MΓ.

Чтобы оценить оставшуюся часть, мы индуктивно определим две последо-

вательности (us, Us)i≥0 и (ws,Ws)s≥0, состоящие из целых чисел и интервалов.

Положим u0 = w0 = nΓ и индуктивно определим us+1 как первый индекс n > us
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такой, что sn ∈ Us. Более того, определим Us+1 как периодический носитель B-

сплайна T
(k)
us+1,i

в сетке T̂us+1 , где индекс i такой, что Γ ∩ Us+1 содержит только

один узел из (sj)nj=1 (без учёта кратностей) и это конечная точка Us+1 по часовой

стрелке.

Аналогично определим ws+1 как первый индекс n > ws такой, что sn ∈ Ws и

Ws+1 - как периодический B-сплайн носитель T
(k)
ws+1,i

в сетке T̂ws+1 , где индекс i

такой, что Γ∩Ws+1 содержит только один узел из (sj)
n
j=1 (без учета кратностей)

и является конечной точкой Ws+1 против часовой стрелки.

После такого построения интервалов возьмем пару индексов ℓ,m и положим

xℓ :=

k−1∑
ν=0

N̂uℓ,i+ν1Uℓ
, ym :=

k−1∑
ν=0

N̂wm,j−ν1Wm
,

где N̂uℓ,i — периодическая B-сплайн-функция на сетке T̂uℓ
с носителем Uℓ и N̂wm,j

— периодическая B-сплайн-функция на сетке T̂wm
с носителем Wm. Функция

ϕℓ,m := xℓ + 1Γ\(Uℓ∪Wm) + ym

равна нулю на (Uℓ∪Γ∪Wm)c, единице на Γ\(Uℓ∪Wm) и кусочно-полиномиальная

функция порядка k между ними. Для ℓ,m ≥ 0 рассмотрим следующие подмно-

жества из {n : n > nΓ}:

L(ℓ) := {n : uℓ < n ≤ uℓ+1}, R(m) := {n : wm < n ≤ wm+1}.

Если n ∈ L(ℓ) ∩R(m), мы, очевидно, имеем ⟨f̂n, ϕℓ,m⟩ = 0 и, следовательно,

(6.11)
∫
Γ

f̂n(t) dt =

∫
Γ

f̂n(t) dt−
∫
T
f̂n(t)ϕℓ,m(t) dt = Aℓ(f̂n) +Bm(f̂n),

где

Aℓ(f̂n) :=

∫
Γ∩Uℓ

f̂n(t) dt−
∫
Uℓ

f̂n(t)xℓ(t) dt,(6.12)

Bm(f̂n) :=

∫
Γ∩Wm

f̂n(t) dt−
∫
Wm

f̂n(t)ym(t) dt.(6.13)

Из этого следует

(6.14)

∣∣∣ ∫
Γ

∞∑
n=nΓ+1

anf̂n(t) dt
∣∣∣ = ∣∣∣ ∞∑

ℓ,m=0

∑
n∈L(ℓ)∩R(m)

an
(
Aℓ(f̂n) +Bm(f̂n)

)∣∣∣
≤ 2

∞∑
ℓ=0

∫
Uℓ

∣∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anf̂n(t)
∣∣∣dt+ 2

∞∑
m=0

∫
Wm

∣∣∣ ∑
n∈R(m)

anf̂n(t)
∣∣∣dt.

Рассмотрим первую сумму в правой части. На Uℓ = T
(k)
uℓ,i

функция
∑

n∈L(ℓ) anf̂n

может быть представлена в виде линейной комбинации периодических B-сплайнов
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(N̂j) на сетке T̂uℓ
следующим образом

∑
n∈L(ℓ)

anf̂n = hℓ :=

i+k−1∑
j=i−k+1

bjN̂j ,

для некоторых коэффициентов (bj). Пусть Îj — максимальный интервал сетки

supp N̂j для j = i−k+1, . . . , i+k−1. Заметим, что из-за k-регулярности на торе

T, |Îj | ∼k,γ |Uℓ| ∼k,γ | supphℓ|. На Îj функция
∑

n∈L(ℓ) anf̂n является полиномом

порядка k. Если мы предположим, что maxÎj

∣∣∑
n∈L(ℓ) anf̂n

∣∣ > Ck2
r+1, где Ck —

постоянная из предложения 3.1 с ρ = 1/2, то тогда из предложения 3.1 следует,

что
∣∣∑

n∈L(ℓ) anf̂n
∣∣ > 2r+1 на множестве Î∗j ⊂ Îj с |Î∗j | = |Îj |/2, но это означает,

что max
(
|
∑

n≤uℓ
anf̂n

∣∣, |∑n≤uℓ+1
anf̂n

∣∣) > 2r на множестве Î∗j . Как следствие,

|Er ∩ supphℓ| ≥ |Er ∩ Îj | ≥ |Î∗j | ≥ |Îj |/2 ≳k | supphℓ|.

В определении Br выбираем константу ck,γ достаточно малой, чтобы из послед-

него неравенства следовало supphℓ ⊂ Br. Это противоречит выбору Γ, из кото-

рого следует, что наше предположение maxÎj

∣∣∑
n∈L(ℓ) anf̂n

∣∣ > Ck2
r неверно и,

следовательно,

max
Îj

∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anf̂n
∣∣ ≤ Ck2

r, j = i− k + 1, . . . , i+ k − 1.

В силу локальной устойчивости периодических B-сплайнов, т.е. неравенства (3.4)

из предложения 3.3, следует

|bj | ≲k 2r, j = i− k + 1, . . . , i+ k − 1,

и поэтому
∣∣∑

n∈L(ℓ) anf̂n
∣∣ ≲k 2r на Uℓ, что дает∫

Uℓ

∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anfn
∣∣ ≲k 2r|Uℓ|.

Объединив лемму 3.2, включения Uℓ+1 ⊂ Uℓ и неравенство |U0| ≲k,γ |Γ|, получа-

ем, что
∑∞

ℓ=0 |Uℓ| ≲k,γ |Γ|. Таким образом, имеем
∞∑
ℓ=0

∫
Uℓ

∣∣ ∑
n∈L(ℓ)

anf̂n
∣∣ ≲k,γ 2r|Γ|.

Вторая сумма в правой части (6.14) оценивается аналогично, что дает
∞∑

m=0

∫
Wm

∣∣ ∑
n∈R(m)

anf̂n
∣∣ ≲k,γ 2r|Γ|.
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Объединив эти оценки с (6.14) и (6.10), мы приходим к∣∣∣ ∫
Γ

f(t) dt
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫

Γ

∑
n

anf̂n(t) dt
∣∣∣ ≲k,γ 2r|Γ|,

откуда следует (6.9) на Γ и, следовательно, доказательство предложения завер-

шено. □

7. Доказательство основной теоремы

Доказательство теоремы 2.4 теперь можно получить по той же цепочке рас-

суждений, что и доказательство достаточности теоремы 2.4 в [14], но мы приво-

дим его здесь для полноты доказательства.

Доказательство теоремы 2.4. Если (sn) (k−1)-регулярна на торе T, то нетруд-

но проверить, что она k-регулярна и на торе T. Как следствие, из теоремы 2.3

имеем, что (f̂n) является базисом в H1(T). Пусть f ∈ H1(T) с разложением

f =
∑

anf̂n и ε ∈ {−1, 1}Z. Нам нужно доказать сходимость ряда
∑

εnanf̂n в

H1(T). Пусть N(k) ≤ m1 ≤ m2, тогда∥∥ m2∑
n=m1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) ≲k,γ

∥∥M( m2∑
n=m1

εnanf̂n
)∥∥

L1(T) ≲k

∥∥S( m2∑
n=m1

εnanf̂n
)∥∥

L1(T)

=
∥∥S( m2∑

n=m1

anf̂n
)∥∥

L1(T) ≲k,γ

∥∥ m2∑
n=m1

anf̂n
∥∥
H1(T)

Здесь мы использовали Предложения 6.3, 6.1 и 6.2 соответственно (см. также

изображение на странице 24). Итак, поскольку
∑

anf̂n сходится в H1(T), то схо-

дится также fε :=
∑

εnanf̂n. Кроме того, имеем следующую оценку

∥fε∥H1(T) ≲k,γ ∥f∥H1(T).

Чтобы получить это, сначала заметим, что

∥fε∥H1(T) =
∥∥N(k)−1∑

n=1

εnanf̂n +

∞∑
n=N(k)

εnanf̂n
∥∥
H1(T)

≤
∥∥N(k)−1∑

n=1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) +

∥∥ ∞∑
n=N(k)

εnanf̂n
∥∥
H1(T)

≲k,γ

∥∥N(k)−1∑
n=1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) +

∥∥ ∞∑
n=N(k)

anf̂n
∥∥
H1(T)

≤
∥∥N(k)−1∑

n=1

εnanf̂n
∥∥
H1(T) +

∥∥N(k)−1∑
n=1

anf̂n
∥∥
H1(T) + ∥f∥H1(T).
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Здесь мы использовали неравенство треугольника и аналогичный приведен-

ному выше аргумент, для перехода от второй строки к третьей. Напомним, что

an = ⟨f, f̂n⟩, тогда

∥∥N(k)−1∑
n=1

εn⟨f, f̂n⟩f̂n
∥∥
H1(T) ≤

N(k)−1∑
n=1

∥f∥L1(T)∥f̂n∥L∞(T)∥f̂n∥H1(T)

≤ ∥f∥H1(T)

N(k)−1∑
n=1

∥f̂n∥L∞(T)∥f̂n∥H1(T) ≲k ∥f∥H1(T).

Таким образом, получаем, что (f̂n) является безусловным базисом в H1(T). □

Abstract. We give a geometric characterization of knot sequences (sn), for which

the corresponding periodic orthonormal spline system of arbitrary order k, k ∈ N, is

an unconditional basis in the atomic Hardy space on the torus H1(T).
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