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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

О производной квази-полинома 
С. Н. Берн штейна

Рассмотрим последовательность чисел

11 7. 7, »• У ‘ -« <>>

И функций 
л 
П ՛■ I* ■ .

А...»(Х)= ' *'' 1 / Ժ' ■ *•=!>. I.-’ (2)
2~i IJ ПГ- + -. •

<: • ><■ 
р

где Р| t> - 1. а простой контур С. здесь, и впредь в аналогичных 
v-p- I

случаях, охватывает окрестности нулей гнименатёля подинтегральной 
функции.

А. О. Гельфондом |1| доказано, что если функция f (х) непре
рывна на |0. I]. а

(/. л) ֊ V/(Vt)/.M(,v|, (3)
Է-Հ1 

где
,, ֊ — - . ’ т»
11 ( ՝ ;—) ՛ ‘՜’՛1՛2՛ .р. . I. (41

то
1։шд| =/(л-) 
Ր --

равномерно на всем сегменте |0, 1|*, притом указана также быстрота 
приближения.

В работе [2| доказано, что в качестве последовательности Հ.]է, *J 
можно брат։ любую тругую последовательность если только 

,*)-о

равномерно относительно всех А> о 1.2 ... г.

Преле 1.1 илепиг 1՝ функций ■'t, А.(Л| нперныг ЧЗНо н !,2|.
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В частности можно полагать

и.;и же 

если только в последнем случае Կ • 1.

В настоящей статье исследуется вопрос приближения ^,ЛТ. -՝•) к 
/ДлВ при предположении непрерывности последней на 0. 1|.

естественно считать, пт» £յ==Ն так как в противном с.ту■..■.те. 
з<н>6:пе говоря.

|0. когда ՝:. SI.
I im (/. л )

I v . когда ; I <Հ I.

Это значит, что следует брать ;-т — 1 и

А 7. ֊ 1■р. *■= 11 ---- /.--О, 1.2...... ր- 1. Հ/է/։ J. (5)
—* է '՝

Сперва докажем нужны ■ дот изложения основного вопроса пред
ложения.

.Чем мл I. Спривео.тва равенство

(л ՜/i, ) '՝ր £ (А*) ' - (6)

Лока за тел вето. Деист тимелию, заметим, что

V Կ- И-V) 1 (7)

(см. 1|. |2|). Значит
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В силу (71 и (8) лемма доказана.
Л е м м а 2. Справедливы равенства.

х^р է(х) = ik/.p. ։ (.V) — кէ ։ (д), (9)

когда
к ~ I. 2,..., р I, 

а
А/.‘|(л ) «• — 7էԴ. । (л’)‘

А'лр- Ր (*՝ ') ~ 7/• . О 0
Доказательство. Действительно, пусть сперва 1 к р, 

тогда

П Ն (*
, ։ » fe- 1 | * «Ллчр.нх) = д- — I --------rf.=

՝ riG + rj 
• ,

(-

ГИ-+".)
» г.-

Х^,. Их) 7*Դ. fc(A')
ил и

•л< ։ ՛՛>՛■fe’֊։ (■՝’)*

Пусть теперь к ֊ 0. Тогда

7յԴ. i(a).



8 Г В Бидалл

Наковен

1 Г — ՝d\ ՝р . ,л-Դ. Ր (А) = — —. -— = V = ■( Аг. р (v).
2“f J ’ ՛ ։,•>

С

Лемма 2 доказана.
Рассмотрим теперь последовательности чисел

=° յ
О = а, <՜ х, <" • • • > ос. V — ос.յ — п

-р. *(») = II -—^-г՜' *=1.2.. . ր- 1. <Ру1, (а)=1 (12)

II фуНКЦИЙ 
Р 
п ։> Г ,--d-

■: АХ. I / ■ * = “•’.2 Л (131
J П(-+’.> 

С v"p
Введем еще обозначения

Ле ммэ 3. Спраеедливо равен синю 

Ит к = lim Հ t = О

(14i

(14Կ

(14")

равномерно Оля всех 1.2 р.
Замечание. При А < л0, где z/u >0 некоторое число, ут

верждение леммы очевидно. 
Пусть k ոԾ. Тогда

%.֊ П ի- П (i- i)
V *֊| *՝ л » . fcxj . >/

Нетрудно замети i ь. что в силу lima. — ос
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где при достаточно большом /?, :--:(р)>и число сколь угодно 
«злое.

Это значит, что

(15)

Оценим теперь յՀ , где опять достаточно рассматривать слу
чай, когда k ոԾ 0, так как при малых А равномерное стремление 
:Հ, л к нулю, когда р֊֊> ос, очевидно.

Имеем

так как при достаточно больших и *0 и А>//0, аЛ >4.
Это значит, что при достаточно большом «0>0 и А՛ . п() (•

(16)

Следовательно, согласно замечанию к лемме, , и Հ, стремятся к 
нулю, когда р—> ос равномерно для всех k

Лемма -I. Справедливо неравенство

р
0<\[тАЛ(а) х|-аг, *(л, а) Си,, (1/1

& >

ide С՝>0 — абсолютная постоянная,

Д о к а з а т е л ь г т в о Действительно, прежде всего нетрудно 
заметить, что

Հ'
НЛ-. а) 1.

I,- 1
так как
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F i /’ fl 3" Л է • Р * ֊С Jr
Ճ <•՝■ >> .,՛. 1 ֊6 П-. ’- )".

2*‘ 1 • ՛ п՛-- -> ~ ; ■’: ՝

Но ւ։ = (Է значш
Д 1 I Г л' ' 1
4 'у. л (л\ И = =1.—• 2-/1
4 5 >:•

Далее. 
/» /՛

t-.M’I't 4Д- а) ՜ճ Հ-». ft'՜'' *(л’։ 
ft է Jfc-J

Ր

;> П U I -
V • * 1 I ,с «-
П I Д,.J Пс- • м 

или

լ -г Из)';. (.V. Я) լ Հ.Ил՛՛ 7> ' ./ -i ( 1 П?-----)?—7

V ... ( . . ?1 Л
к I

1_ / А а,- 1 л՛՜ (Г.
:>./,՝ :-а, : 1'

Д Д I ГД^-1 X ՝& ,,լ V ИЗ) '■/>. ил*. -) = л- > Дл- а) — —. И I:------ .-— • (19)
4 1 /.■ 1 -՜^յ^-ր՜ր*» >-Է1

Составим, наконец.

V И Да) л.-. Ил*, у) 
k 1

ft 1
2rJ

4 з.

' 7. 2

получаем
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/՛
\ *(•*• *)

Л 1
ճ Հ ՛: •<■՝■•11 .. -U11 J ? '.'/-՛•՛ ՛
41 “ ’: »— । * ՛ ՝ —

соотнетстпенноПомножив (19), (20) 
жив. будем иметь

и (21) II СЛО-

а
- 1

(211

(I другой стороны нетрудно заметить. что

где С :|бСОЛЮ! 11.1Я С1ОС|()ЯПШ1Я. ехр( '4' ) при больших р число

сколь угодно малое.
В силу (15). (In) и (22) из (21) получаем

° լ -Հ;դ.*(•՝. ’><
ч ։

Лемма доказана.
Лемма 5. Для всякого Հ 0<ՀՀ<Հ 1. .v խ. i ' и հ.. fc(’l — ՝ 

< • րօ в('(), ! и во н epl I ее яство

в լ v *(л՛. ?■) (23)
Л

?<7с’ х расп роет ранено ни те к. а ։ я которых л(?) л Հ </ 
й

lx* onpeoe.teno а (18).
До к а за । е л ьс т во. Деисгг.ительно.
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V' ЛЛ Հ. (.г, а) -- J V л (7) _ л-]-',... * (л-, а)

X ° А՛
1 "Ղ.;v ՚ Դ. к (л) х I: Դ к (А'. Я).

°՝ А—О

В силу леммы I имеем

С
О _ Դ. * а> ... Հ,՛ Г24)

*
Лемма доказана.

Теперь сформулируем основной результат настоящей работы.
Теорема. Д./я всякой функции f{x). имеющей на |П. I' не

прерывную производную. справедливо равенство

Um Bp(f, х) = f (х) 
/?->=.

равномерно на всем сегменте [О, 1|. где Bp(f, а՜) - квази-полиномы
С. П Бернштейна, определенные иля последовательности

а

Դ.<֊ П ֊֊֊* * °’1-2.......... Р ’• V.p= I-

/1,о к аза те. ьегво. Имеем

/(V а.) -֊ /(л՜) Մ (х) 4- 0 х)| (v. * — О, (25)

где 0(հ/։ л-)֊.•(), когда -р. -х.
Подставив значение /(*•,,. J из (25) в 

!> 
Бр ( J, Л՜ I լ ք ( ՜ր. > ր-ր հ ( а՜ ) 

է 0 
в силу (6) и (7՜) получаем 

г 
lif, (/. A ) = Հ (X) v հ (-ր v Д-) (у,,. к Л ) է.ր. * (XL (26)

А— ։*
Для краткости обозначим

Tx0(v*. О (v. *-А)=а,. (27)

•/>.*» -'И՜/1 * (2&)

тогда з силу леммы 2 равенство (26) запишется в виде 
լ/.-1

Л;. ( /, X) = ք' (X) + ‘ У, </..лг, ,Հ (X) — Ьл-Р. к : (х)| —
*Г1
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— ֊° >■{,. । (х) т ֊ - Դ. р (А’). (20')
А' А'

Заметим теперь, чго

/՛ ։
4 խь'-р. >■ < > hk * • է (х)I ֊ Ո՛/.р, ։ (Л-1 
к ։

-г У (и* I — bk) Ьр. л+1 (х) Ьр у.р, р(х). (29)
А-1

В силу (29) райенегво (26') запишется в виде

I I р՜՛
Вг{]. X) - /'(А) «։лл ! IX) - V (Ժ»; | — &*)/р.ли(А) —

А ' k I

— Ь,ч [f-p, р (х) — I (A'J - р (а • / ==

/<,(/. л! /՛ и ) ՝ V гл г՝,} ։ (л)

ИЛИ

1 ՛՛
^>՝Կ. о = /(л)- V(ajf />* |)ZP. *(.v). (26')

А Г,

Согласно обозначениям (27) и (27’1 имеем

ք' к ՜ ՜ - 1 = ւ հ/1 (՜/?. к՛ А ) ('.V, t: X) । է ( ՜р. к 1. А ) ( ՜-р. f: 3 Л՜)

= 7* 1քյ (Դ. fc. X) ("Л fc X) 6 (-p, *_!. Д-) (7p ծ — A')| — (k, X). (30)

Выразим теперь <?(A։, x) через /(x) и / (x). Имеем

.0 /(A-)֊ |/'(x) - ^(֊„. ъ x)| - X).

f(-p.k l) ֊/(X) -г |/'(x) 0(7/O ь X)| (-.р.л - A).

Это значит, что

? (Ь, Д’) = / (՜-р к) — J (՜{>։էւ I ) -Г / (X) у,. Д. — X - к_։ — х)|. (31)

Если обозначить

ծ I к ՜-р. k
ik> fr-rl

И
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Д/ 1 “;>• *-О—f {“p- /("p.t ։)•
тогда

I r 'i — 1
И*. t_։) / : = 1/л(^ >)-/'(л')г— П •

(31') 
г де

՜/’ i i<>, K .\<Լ՜/>.ե-

Подставив значение ; (А՛. a| из (ЗГ) в (26"), получим

;'|.и —V ;• (* , ւ /"•՛■' | | . ' ... (X) Հ՛.;- )
X I A Լ I • V

Заметим теперь чтЬ

ւ {' •: --1 
П -- - Դ. А (л)

■ '

/ 4
I Л- : '(Г. 
J I Ն՝ I ■: > 

г' ' *

г||‘ ՜” Г •• -Г П’ Г V ГА_1____________ 1 •'<- Л •/.
( ֊ I

J ГЬ: Հ и . ’ ГК’ 

<: • * с ՝ к

] р — 1
I ] ՜ 1(A ) Лр. է ( А՜, Л ).

•Чи ՛>
(32)

где

Из (26'") в сила (32) получаем

СИ-г У 1/'К,.л_.)֊/'(••<■)] V.H-v. ») = 
к-1

”=/՝Ա) ճ ,) ֊/'(՜;,.տ)1դ.Ա-՝-. V
Л֊1

՜1' Ճ 3).

it ւ
(26'"')

2.

*. + !

г՛ - _  I
41֊ ֊= п

ы

Для оценки сверху

/ Ир к _|) / (>, к) i
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заметим, что

15,.*-. V*> v»' =

Нетрудно заметить еще, что и силу условия теоремы для вся
кого ->п существуют число % = г-0(М>0 и достаточно большое ր. 
такие, что

!/։«, .:> /’<>.,՛ ■■ (33)

если только Հր>>«յ < Լ. k t zr .. а

1 _
„ >. а .. '•
• *

для всех *•- °- 1 • . /՛.
С другой стороны. согласно лемме I. разбивая гумм>

ՃԼք(> J /'։՝•>!'/ (Г. 3>
*-։

на два слагаемые X' н X' . распространенные на те А\ для которых 
А Ж

соответственно

V J= Դ* <г « *->.*! €. 
будем иметь

| >

Согласно лемме 5 имеем

1-' 

где 
Л! сир /(л) .

4t|f . н
а С и р* определены в (18).

В силу последних перапснсгв из (26՜" ) получаем 
|Հր/Հ</. յր)1<Դ(« Հ> = ՚Հ.’« 

где, как нетрудно заметить.
Ьш и” — О.

Этим геи|»см.1 доказана.

Epcil.lllCKUH rocyn.ipcriiciniufi 
yHiiucpcioer llocrviiiuj 2 11 |£Ю1
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Д. Վ. P*tiii)iu|jiiiG

и. Ն. ԲեՐՆՇՏեՅՆԽ ՔՀՍՋհ ՊՈԼԻՆՈՄԻ 
ԱԾԱՆՅՅԱԼհ ՄԱՍԻՆ

IJ. 1Г Փ II Փ II I' ւր

Աշխաաա. [JրէՀհ մեջ զխոարկվա մ են թէէքքրի հ ֆունկցիաների հեաելսւք 
հաջորզ ականա [dրոննե րր

О = т Հհ -,,<■■■ 7„ •■•֊»=». Ջհ"=3°
. 1 '•

ե
Р
П '• Г V

U) - ՚ - I „ • *=օ. յ,շ...... Л.
-тл IK- т.)

с » * 
г

որւււերյ () — II, I, .... J J ՜( ~ 1, իսկ պարւլ կոնաա ր Հ,՝ն րնրլցրկում Լ 
‘ p + J

(>ն>քինաե ifք՚ա/ • ’>ունկցիա քի րևեոներր ։
ծ՛ված ք (.Հ) ֆանկցիալի .ամսւր կաոա ցված

<k֊0
ֆ ունկցիան ■ որւոևէք ք {ճ) որոշված Է |0, I ; >աավածոէմ,

v / 7 — ~ 1 ։«П Ռ֊-) • » = 0. 1.2........F-I. I•P. ,'ք

անվանենք J ( Հ՜) ֆանկցիաքի 11. 1>. իերնշտեվեի քվազի պոլինում։
U.tguiցա րված է
Թեորեմ llpll Йл) ֆո։ (էկցիսւ1ւ |(), 1| հատվաձոււք ու1։|։ ւսնընյյ-

Տաս։ սւծահցյտ], ւսսլս» այդ ֆւ։« կցիսւյի II. ՜Ե. lUipGpuibjG|ւ |ո|ազ|ւ u|>i||t* 
6ո։1’|։ шЛ աligյա| p ձ<|ւոոււ1 I. / (ձ՜) ֆունկցիայհ ածանցյալին ամբողջ |0, I 
սԼղ մևնաւււ մ liun| սւ։։աբաչաւ|ւ, lipG միայն

11 7. ’ 7յ = ։ <=• U • • ■ Тд • ՚ ՚ ---Օ՜Կ
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МАТЕ.МАТИКА

А. А Кятбаяян

Разложение по биортогональным системам, 
образованным функциями Вольтерра

В работе М. М. Джрбашяна |1| построена теория прямых и об
ратных интегральных преобразований в классе I.., с ядрами Фурье 
e’/v* и Вольтерра

'<2:^ (А>
о

Отметим, что функция ■> (.՝;:՛) является аналитической на беско- 
нёчнолистной римановой поверхности 6' : ՝ <arg?-< се, 0<
<|г <4- оо, при фиксированном значении параметра и..

В настоящей работе приводятся результаты, являющиеся практи
чески дискретным аналогом результатов работы 11 ՛.

В § 1 общин метод построения биортоговальных систем целых 
функций на конечном отрезке, изложенный в работе |2|. распространя
ется на функции типа Вольтерра.

С этой целью исследуется существование и асимптотика Ло 
точек некоторой функции <»>(/.}. образованной из функций типа Воль
терра.

В § 2 доказывается теорема о разложении класса функций огра
ниченной вариации по системам из функций Вольтерра.

<՝ .(՝,՛ случаем выразить глубокую благодарность 
своему руководителю профессору М. М. Джрбашяну, предложившему 
настоящую задачу, и Л. Г>. Нерсесяну, сделавшему ряд ценных заме
чаний.

§ 1. Виортогонэльные системы функций типа Вольтерра

1. Известно (см. ’Гр. что для функции Вольтерра v(z;n) имеет 
место следуете՛՝ интегральное представление

при z-G\— D (?)
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, . - Г ( . 21*՜ ’ Г *“«’ и 1 ,

• По этому прполу смотра также лемму 3 работы |1|.

> (2; |1) ֊ е- | (it ֊ր — I---- du.
JI (1 /) 2-t J loga—logs

тЬ; ‘)
(l.r>

где - зи<в-.. ос. £ > ()• /?.(!)- область argz|<a. |z;>z, ле

жащая на нулевом листе поверхности G ; х հ г, наконец. 

■; (а;г)--контур этой области.
Заметив теперь, что при любом р I имеет место формула

I 1 I J iogw lot?՜// ... log*//  t/ Iqgpjtt
logz| lor_'֊ Լօ iog"z ' ( '՛՛

*u
из (1.1) и (1.1'1 приходим к следующей лемме*.

Лемма 1. Для любого числа 3 из интервала (՜^՜՛”) спра

ведливы следующие асимп топические формулы 
а\ при |argzl ' 3, <-՛ « ос.

(1.2)

(1.3)

В этих формулах р 1 — произвольное целое число, порядок до 
полнительных членов равномерен относительно соответствующих 
углов, а числа Д^(р) (*=ւ.  2.---1 имеют следующие значения

ձ (г) = "«“=(֊ |ri>] • <1Л>
'.(■ц О

Приступим теперь к построению биортогональной системы из 
функций Волътеррз.

Пусть а(i 1-֊) —произвольные вещественные параметры, 
удовлетворяющие условию

aj 4֊ а| = b'{ + bl = 1. (1.5)

Введем в рассмотрение функции

у (а*.  /.) ֊ V а Հ՜',էյ-' (а>.: !<•,). (1.6)
Ւ •։
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2
г (Л. X) = V/»,.Z ՜Կ((1֊ д')Л; А •<> ' * (1.7)

J ։
где параметры у, и т. подчинены пока условиям

р. > Լ ն' ՜ l- ° ՜ l։ 2)՜ H.8I

Заметим. ч։о ՜ тн ограничения необходимы вследствие того, что 
интеграл 

t .՛•
J v (X; 7.)ах

V' 
сходится абсолютно при а>—I.

В самом деле, представим функцию v(x:a) п виде 

ч <эт
’<*! “) Л + ] Г(Нл7 И *<*>  (а>0).

и Л

Нетрудно убедиться в том. что 
/ 
р ?.ч(.т) | dx Հ const, 

г.
.՛

в то время как Cj (х) = О(л’) и абсолютно сходится при
о

а>— 1.
В дальнейшем на параметры ս/։ հ будут наложены более же

сткие ограничения.
Составим функцию

”»U)₽ У Պ. հյ- '՜(’ն1 + Ղ+ 1 (1.9)

Л. Л-1
Имеет место следующая лемма.

Лемм а 2. Исли параметры, у. н - удовлетворяют условию
(1.8), то при любых У. и (). /֊ kJ справедливы формулы 

t
Л (ах; J1) X) V ((/ X) AjJ Հ) ах 

и
К (>էԴ՜! ,у у (If.; ;> I-- i 1) — Al <и '՜ >(/հ>; u - ~ - _լ) и |A\ 

log!-Ings ՜ ՝’• v'
4

fy(x. Х)г(л.л,)dx = . (Ml)
J logx - logX։
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До казател ьст во. Формула (1.11) непосредственно будет сле
довать из формулы (1.10) ввиду обозначений, введенных и формулах 
(1.6). (1.7) и (1.9). Докажем поэтому формулу (1.10).

Учитывая представление (Л) функции >(x;'i), для любых г. и 
(/. - /.,) имеем

Z՜ , (х/: »л) л, 'v((Z - х) /- I dx =
о

(’ Г )\dudv {' -хли.. - <. ,- И Г(1 «)Г(1 +- + <») )л' { х) dx~

и II IJ

I՛ Г ::idv______ г - •՛•• ֊ -՛ Ռ •■(1
՝ | Г<1 J* .4)1(1 ;՛) Հ п

I, ֊ L 0>! ՛'(log/ ՜1 °-т)•«»)! п 1 
я! </(IOgM* '° (■'•) — *^о Ь-^'о

Прону меру ем образовавшиеся системы функций в порядке неубы
вания модулей чисел ал (« = 1.2."*) гак, чтобы у-тые функции, соот
ветствующие некоторому нулю в каждой из групп функций (1.12)

0՜ о о
Выполнив ряд несложных преобразований, приходим к формуле 
(1.10).

Заметим, что перемена порядка интегрирования повсюду воз
можна в силу (1.8).

Таким образом, лемма 2 доказана.
Для произвольного комплексного числа До рассмотрим теперь 

систему нулей функции <«(/■) -40. Ниже будет доказано, что эта
функция имеет счетное множество нулей, а также суду; изучены их 
асимптотика и особенности их расположения на бесконечнолистной 
римановой поверхности ՕՀ. Но in этого, предполагая существо
вание счетной системы пулей ••• функции о>(Х) .40,
пронумерованных в порядке неубывания их модулей, приступим к 
построению биортотональной системы из функций у (х, X) и г{х, /.).

Итак, пусть >г. ՝п^\,՝2,...\ — последовательность всех нулей 
функции <՛■ ա■) — До, пронумерованных как указано выше, причем 
каждый, нуль считается лишь один раз. независимо от его кратности.

Сопоставим нулю кратности рп . I две системы функций

<՛>՛ у (х. /•) 
ժ(1օ^.)'

. I

(1.12)

где

(,.-11. 1.... Է (1.13)

(fc-O.5-.-/-n 1). (1.Ы)
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и (1.13) получили бы одинаковые номера. В итоге получим >зе. счет
ные системы функций

И |Z,(A-)i (/г=1.2.-.к (1.15)

После замены переменной >• — мы б\ дем находиться в усло
виях теоремы I работы |2]. Отсюда непосредственно следует, что си
стемы функций (1.15) бнортогональны на отрезке |0,/] в смысле

I
I Г’ (х) Z (х) dx — I( ' ր 7 (р. Ч-I (1.16)
J 1 I. Р = У
о

2 . Изучим свойств;; нулей функции «(>.) —.4,. Для •.•того приве
дем асимптотик) функций у(х. /■). z(.v,/.) и •՛>(/). которая неодно
кратно будет использоваться нами и при дальнейшем изложении.

Используя уточненную асимптотику функции Вольгерра (1.2) и 
(1.3). а также определение функций у (л,/), շ(.ր. /) и <о(л) [формулы 
(1-6). (1.7) в (։.9փ получаем следующую лемму.

.1 с м м а 3.

и) При arg/., -՜հ 3 >. х. О /. равномерно

относительно х I-. /| имеем

У(А-.Х> {v„;, •' I +o(lolgJ. (1.17)

равномерно относительно х |0, / — имеем

= 1 У ' * !*'  +°6 И.19)
I . —. 11 '• I -Հ !ogA/< Uog*՝/i.Л*»։  с—I

где
՝■ i « •֊.'’* •■•'<-'ЧЛ.Яг(г<,. Կո)

(1.20) 

0 <Հ г <Հ Z. рае-б) При 5 iirg/- <Հ >. ту՜<Հ /<Հ / |֊>л- 

номерно относительно х |г,/| имеем

равномерно относительно х [0. ! :] имеем

(1.21)
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на конец.
log(/ t)>. (1.22)

а b i’՛՝
I 10 £»*/'•

log՛' •։ /л
X՝ — - Ո\ ՚
— log՜/՛ ( lug"f — I

(1.23)

Докажем, наконец, лемму о свойствах нулей функции ՛՛՛(/.) — .4..
Лемма 1. Пусть функция »> (.՛.) определена но Гогда 

տ (X) — До имеет счетное множество нулей,' асе они, начиная с не
которого. доао.ыно большего по чооу.ио,—простые, ,;е чеат ину три 
у гловых обл истей

1\ (о): г. II Ր. (Հ): — ’ *<arg>-< — . (1.24)

асимптотики зшил нулей, иранумерыванных <՝, порядке неубывания 
их модулей, имеет ты)

2֊k .
I:

(1.25)

гое обозначение /Հ, 1 означает нуль, лежащий < оответетвенно е 
верхней или нижней пылуплоскист։:.

Доказательство. Рассмотрим отдельно да ■ случая
Первый случай՛. /1,. О.

Ввеле м обозначенне
7 = mln (՛.՛. (1.26)

Наложим ни параметры а и ՜ помимо (1.8) новое ограничение

(1.27)

В дальнейшем мы убедимся в естественности ограничения (1.27). 
Отсюда следует, чго

1 <7<0.
Относительно параметров же а, и />. в течение всей работы бу

дем предполагать, что они удовлетворяют следующему условию: 
произведение с.у (\ не равно нулю для тех значений индексов /\ и 
при которых достигается минимум к выражении ,1.26) (обозначим их 
Д' и jJ или просто /0).

Итак.
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V/ = а ծ^֊Օ •■?։ 0.

После всего вышесказанного, асимптотическую формул\ (1.19) 
можем переписать к виде

ММ = .Ж֊Ч1х?(л)|.Л4^ ;o(log;,/z ) (,>1). (1.19')

’ где
?(Х)=О (1.28)

я > 0 П ри /. - - ОС .
Из асимптотической формулы (1.19 ) следует, что все достаточно 

большие по модулю нули функции <"՝՛/■։ Л, могут лежать лишь и 
областях (1.24).

Перейдем к доказательству формулы (1.25). Введем вспомога
тельную функцию

՛•՛..('• / jl -։?•)}•«՛' -Л’., 
где

( « _ Д|
0 .И '

Из формулы (1.19'1 следует, что

..(>■)-А,= (д) । °(-iyg„-)

(1.29)

(1.30)

(1.3И

Все достаточно большие по модулю корни функции %(/.) должны 
лежать на бесконечной кривой Ло

1 4- ? խ 1,4„ . (1.32)

Если положить >. — ге>-. то уравнение кривой А( запишется так 

/гсоя? = 7logr log 11 + 9 (reir) -г log! Л * j. (1.32՛)

Предположим, что 'ւ.Հ — Л-тая точка на где *••©('-)  обращается в 

нуль. Тогда если Հ — րԼշ''1. то

— viog/.;4- log 11 - ? (/.;)( - //; — iog.4։; - 2&-Л (ւ .зз)

откуда следует

fiogr; log ւ + ■: (/.;) /г; cos?; -- log । л • = о. (1.34)

— 7Հ -r Arg [ I 4- ? (Հ>| + /Հ sin?; Arg Л; = 2k-. (1.34')

Заметим, что при переходе точки /. по кривой от одного нуля 
функции <в0(>.) к другому -/.; г величина arg/՜ е1 увеличивается 

на 2հ и найдется промежуточная точка ;х.. ( Հ < уА. <^?;+։|). где 

? 11 Ь ? (:\)| = л;, то-есть
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= (1-35)

Введем в рассмотрение кривые /Հ-'

/гcose = тГо^г — log11-г г (гв^)| I-log|.4*|  ± 1- (1.36)
Рассмотрим дуги /й и /л+։ окружностей л| = 1?А| и I' = .

лежащие между кривыми . Обозначим части кривых /-J '՛. лежа
щие между дугами Z*  и Հ..._է. соответственно через и sfcT, и составим 
замкнутый контур

А;- = Ik Հ- 1к-. \ 4՜ -տ\ճ-ր 1 ՝ -Зу)

Оценим функцию шй(л) на этом контуре. Обозначим начало и 

конец дуги Ik соответственно через Հ =1;-կ. е 'к и ս՜ = jrjtf ՝к.
При ). Ik имеем

где
Тогда

Հ*է օօտՀ.— у (viogi;^ — logl 1 — С( | + log I .-I’ I).

(1.38)
|ահ.|€0Տ-Հ= ) (|log,"\l log}]-г ?(|uj/T*)  4-log'Д’, — 1).

Следовательно.

o. . . Հ + Հ . 'Հ-Հ- 1 1 1 -Helis։*’*) օJsin-Ц—*-sin—Լ- = T log ------------ ..֊ -
ւ+փ(հ^*)

Учитывая тот факт, что

linr^ = Iim փ’ = Հ- • 
Հ-~ •• •*

получим

lim I рЛ J sin ֊ - —’“ = -֊- •

(1.39)

(1.40)

(1.41)

С учетом формулы (1.35). при /. = | и*  | е‘^ և имеем

<«о ('•) = — -4*

Из формулы

| _ 1 ~ г (II ^՚ ՜1 .՛ Հ ." ■՛.- '՜, • I

(1.42)

ic*  ; Ф,
<՝• = — 2 sin——— Sin --.y ֊h

" -L- , 3 —— c
— 2/cos —i: cos ' 0 (1.43)

с учетом 1.41) будем иметь
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внутри

(1 49)

(1.34)

(1.50)

(1.51)

11.52'1

(1.53)

11m |;д. I Re (Ժ՜ — е *)  ■— • (1.44)

Отсюда имеем, что при >• Z*.  А։ А,..

1!Л1К('}|: ԼՀւ|!4֊^| |.Հ, (1.15)
*

то-есть при /. Z*.  k k,.,
I ММ I I .ՀԻ (I.‘15՜)

Ila кривых же 2Հ *

|‘MM| l|ptl :l I т ?( IpJ <*•» 1 г**՜  tl -Pol|e

= |.Հ'Ի՛ '-И- (1 4<i)

Из оценок (1.45’) и (1,46) следует, что при а АЛ. A

Л>(>)| С։|д;՛ (С։>0)’. (1.47)
Но

(«♦(Ч-Л» Л1шв а) (Հ ,(J(1.48)

поэтому из оценки (1.47) и ։гз выражения (1.48) по теореме Руше 
следует, что функция •«(/.) — V имеет точно одни нуль հՎ 
контура А*,  при этом

• — Հ 4- з>. где ։« — О (Ժ* )

(էԼ-диаметр области, ограниченной контуром Д։).
Так как Հ. является нулем функции %(/.). то из формул 

я (1.34)' получим
viogr; + logւ ,հ| - log11 4- ? (>Հ) 

cos?t=---------  /Հ-

значит.
•՜՛10^ 10-'1 ;|Հ>11 ո(1է,ԱրԿ

ր* ՜ 2 ՜ /Հ :■ ՝ Հ- ’■ր է > k

Но из (1.34 )
2г/;֊. arg.4;-֊,f;-arg|l ф(Х’)]

Դ zsin?;

С учетом формулы (1.51). из (1.52) следует

2г.к - a<u.-V ../log’'-;՝
ր«° ւ ՜2է i °A г; Г

Отсюда вытекает, что при А <

" В дальнейшем постоянные |>е.1нчмнм. нс мпнсещис от rup.iMeipoii. бу чем 
обозначать через f и 1. 2. ••)
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ПЛИ

Это означает. что

2г*
՜ I

2п*  
/

2 г*
~Г

Вычислим теперь порядок 
падает с порядком периметра 
дует, что

откуда будем иметь

а- ։

2-*

Итак.

logr*  - log*

log2*

(1.55)

log* (1.56)

диаметра Հ., При больших 
контура ձէ. Из формулы

k он сов-
(1.41) ело-

,'ն

2г (*
/

<֊ с (1.57)

log(*  1)>

֊ք*)  =Q(bgft).

Հ. О ilog*). (1.58)

поэтом՛. окончательно получим

Or b
Հ-’ = Հ + Հ-֊7* (1.25')

а это означает утверждение (I 
второй случай՛. Д|։— 0. 
Этот случай отличается

*) леммы.

օւ՚ предыдущего тем. что в качестве
вспомогательной функции следует рассмотреть функцию

<1

•ч
Aflog/X

(1.29')

и

k

"4

/ 1

Однако, в «том случае, г. е. когда До — 0. на параметры
aՐ b (i — 1.2) нам придется наложить ограничение

a b IД
</ 

Ժ I ■։ .

Заметим. что при Д„ - 0 и .4J «=0 возникает исключительный случаи, 
характерный гем. что к системе функций 11.15) становится возмож
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ным добавить еше одну пару функций, биортогональных с функциями 
системы. Этот случаи мы рассматривать нс будем.

Из формулы (1.29' следует, чт.р 

ш(>.) .%-•»(/) ,и <о*(Х)

и. рассматривая кривую 7Հ
|/ ;1օ"//րԻի 4֊ ?(> )| | ֊ ( ՜') •

(1.31')

Ո.3'2')

мы аналогичным образом приходим к формуле (1.25).
Лемма полностью доказана.
Докажем теперь. что утверждение леммы I о расположении ну

лей функции «•(/.) .40 можно усилить.
С этой целью, наряду с кривыми (1.32) и 1.32' . введенными 

выше, рассмотрим также следующие семейства кривых:
при .40 #0

/.(.« I'. -И 1.59»
при Дл = 0

|,Հ ՛՛ Io-Л. г՛ j [ 1 7(/.ւ|| I- (1.59')

Пзриме1р л изменяется в следующих пределах 
|.v| 1о«3 = х.

Очевидно, что
Л(О)-Л„ и /.*(0)  /Հ.

(1.60)

(1.61)

Если положить ' -^ге1'՛. то уравнение кривой (1.591 можно за
писать в виде

-՝ 7l0.gr ZrcosO log) I <?('•)! log Д' —а՛ 0. (1.62)

Введем обозначение

Ф(г, 0) = ylogr-г ZrcosO log! 1 !-?('. | — log | .4J| — Д'. (1.63)

Из формулы (1.2&) нетрудно вывести, что для функции Ф(г, 9) 
налицо все. условия известной теоремы о неявных функциях. Вследст
вие этого, из уравнения Ф(г. 0} —и при г ?•,, ю вышеупомянутой 
теореме. О определится как однозначная шчвная функция, причем ее 

значения принадлежат отрезку для всех | log# х.

Кроме того, эта функции

О = h(r. л) 11.61)

является убывающей как функция oi -v и

Птб (г, д) (1.65)



28 ,՚\ А. Китбаляи

Теперь уже семейства кривых 13- . с ? .32'), (1.59) и (1.59Դ 
можно записать явными функциями так

L- Л<А'): '' '< ('■՛-՝■> (Հ r։,|x|<x) (1.66)
ԼԼ-, fj = fr(r): /. х): 0 = 0*(г,х)

и ясно, что 0 (г) 0(г. 0), G*(r)  0*  (г. О).

Из гою. что функция Гцг, х) убывает, следует

при г,.: г, и /. = —log3<Xj О < .г.. < 1о"3 = ■/.

~-<*Дг.  /XrHr- x2l <fj (ր) <Сք) (ր- — ZX՜^՜ ՜1՜7<՛ (1.67)*

Введем в рассмотрение следующие области:
при До ~ О

Д: 'Ji {г. г) 0(г, х); (г г.}, (1.68V

при Ло О
Д: !6*(Г.  ■*)  Հ о < 0*(г.  ֊ 7.) (Г . G). (1.687

Области, симметричные относительно вещественной оси соответ

ственно областям Д и Р]. обозначим через 7Ն и D:..

Докажем, что нули J/.Д функция <»('•) - - Հ. » случае % - 0 ле

жат а областях L)y а /а, а при До —О—в областях D\ и /Հ.
Семейство кривых /. (х) при .% 9 и |х | - 1о£3 — х покрывает

область Р,. Поэтомх из определения функции ^(Х) и кривой L (х) 
следует, что

Функция cos& монотонно убываем на отрезке

4 1 Հտ 1 1 % (>•) Ло 1 з 1 л; | при /. /Л. (1 69)

причем
Իսօ(') = 3 Հ1 при л ./■ (—*1 (1.70)

и

%Р‘) = Я*|  При • А(Д. (1.70'1

Из формулы (1.29) при л==г<.՝՛'1 имеем

(”о(А) г Лр| -- г 1 1 -г Аге՝"} (1.71)

а с (л) = Հ ' (а >0 .
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Поэтому из формул (1.70). (1.71) и из асимптотической формулы

(Л) -г ' 11 — 0 (/. ‘)| (1.29')

следует, что ври л = /т‘ . г rz, 

1“\>(>)-4- Հյ>-|Հւ1 при v г» 4r-՝z) (1.72)

н

!«•<><'•> -‘Հւ < -շ-MJI при 0(г,—х)<0 (1.727

Отсюда получаем, что

1 "’о ('•)1 > ! -Հ, 1 при 'քՀ֊ < С 0 (г. z) (1.73)

li

<%(>.); > |Հ;| при о (г,—-/.)=< G " -г-*. (1.73')

Наконец, если заметим, что асимптотическая формула (1.31) вер

на в областях /?։(Հ) — ՍՀ и — D... то последние две опенки оз
начают, что 

при a^Dj(o) —Օյ или при I Ч-/Л('•) — А.

I <•»('•! — Հ -у՜1*՜ 11’1, ր>Դ (և74)

А это и означает, что все нули функции к» .40. начиная с неко

торого. могут лежать лишь в Областях /Հ (;4 и -Оо,м. В случае же 
.40 —0 (когда согласно предположена ՛ Г - ։»: аналогичным образом 
приходим к оценке
I <»().)֊ Д, - „ ).) 31^’Л . г- г, (1.74-)

при л£ D, (о) — 1)Հ или л 7Հ. (3 —/Г,

Полученный результат окончательно сформулируем гак.
Лемма 4Հ Все нули функции «•>(/.՛—/10. начиная с некоторо- . 

го. довольно большого по номеру, лежат в областях и /)., при 

.-Լ ?«0 и в Областях ГУ и /Հ при .1, = О.

§ 2. Теорема разложения

Г. Для доказательства теоремы о разложении по биортогбп’аль- 
ным системам, построенным выше из функций Вольтерра, нам необхо
димо найти оценку снизу для функции *>(/.)  — на специально по
добранной последовательноег и окружностей.
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С этой целью определим последовательность чисел /?а), для 
которой

О</?,<&,<••■</?,<• , Um Rn------п
следующим образом:

при Ло 7= О
R.-} к(2п. ■ |> I ■; arg.4;| ■ (2.1)

при .А() 0 (и следовательно .Լ' == 0)

/?, = ф ի (2Ц + 11 -г ՜ (՜'շ+ *' + arg Л; • (2.2)

обозначим также
q = р№, *) при ЛЛ О (2 3)

I (>*(Rn, *)  при Ло = О?

Очевидно, что “ •

Докажем следующее предложение.
Лемма 5. При I>•!=/?« (« ՝ справедливы оценки:

л.. .\,| Л; + 'лпо£/л| )’

(2.41 
когда arg л I Ья. 
it

, w(?.) Ло Հհ Ks ( Ло , 3- I Д j՜) ’ (2-5)

когда 0Л arg/•'<< — 
где К. յ — 1. 2)—положительные постоянные.

Д о к я .з а т е л ь с т в о. Предположи м сначала, что А,_, ■ 0. Фор
мула (2.4) вытекает непосредственно из вышеприведенных выкладок. 
Чействителъно, имеем

I դ № \ > 11 ‘% 0) ч- л; । -1 л; 11 =

' : "?о(О + Հ7 ”’|)0) 4- Հ’ I - ՚ Հ? • <:-՝յՀ

Пусть arg/-!<“. Тогда при |л| — г ... г3 по формуле (1.29') —*

֊ ■"»(>. Л? = 4՜1Կ՜:| 1+0(л” (2.7)

Поэтому из формулы (2.6) следует, что при arg >. I Հ — , U| = 

- г . Դ.
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:՛ . —--------- --- — —— — — _ __ - ■ — ■ - - ■ ՛ -*

խ0Ռ)|>Ա;|. (2.8)

Пусть теперь -“֊< pirg / | 0(г, х). Тогда формула (1.73) не- 

посредственно дает
%('-)i ՝ MJi-

Отсюда, учитывая асимптотическую формулу (1.31), при 
|8rg). I*•  Հ fi(Rn, հ) = 0„ получаем утверждение (2.4) леммы.

Докажем теперь справедливость оценки (2.5).
Из асимптотики функции ш(Х) Ло с учетом неравенства (1.74) 

нетрудно усмотреть, что эта оценка верна при :л|- г > г„. но лишь 
для значений

Й(г,—х) «с |argX| < л_ ос.

Остается показать, что это неравенство имеет место также при 
|л| = ₽я (л>-//։) для значений

О (Rn, f-) < . arg л I < h (/?я, z).

Обозначим точку пересечения окружности |л|=/?, с кривом 

/. (х) (|х j^log3 = х) через հ, (х) = Rke л' л>. Покажем, что при £—>«:• 

справедлива формула
/ log2/?. \/Rk sinO*  (x) = /А\ + О ( - ֊^֊֊) (2-9)

равномерно относительно х | -■.- х.
Точка pft(x) - Z. (х), поэтому

Z/?4cosO..(x) Tlog/^4- log 1 - <р (X) — log I Հ թ-*  = 0. (2.10)

Отсюда вытекает, что

cosO.(-։)=o(l0^֊‘) (2.11)

И
, / log2/?., \

slnOHx) 1-ԼՀՀ R., Հ| (2.12)

равномерно относительно ixp _z. Следовательно, формула (2.9) до
казана.

Относительно аргумента ^.(х) точки j^(x) можем кроме того 
утверждать, что при |х| հ х разномерно

^(Rk, >•)« ճ (Ա/Հ, — х) 
и

Ип10л(х)= —. (2.13)

причем по (2.11)
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М-Й = — + М - ) При k ос. (2.14)

Поэтому

мо-«/'}՛ )!• <շ-ւ«
Но при л = :л;.(л), ;л- Հ /; /г-►ос. из (1.29), (2.9) и (2.14)

arg |о)0(:•■) I Հ| = — Л ( v) ֊Ւ №•.sinО*(л-)  -{- arg |1 Н © (/.)] =

-«*-*?■ և ° (|0«ք-)- <2Л6>

Отсюда, согласно выбору чисел Я*,  при X- ;-4(-v). x|s.:z, Af->oc> 
имеем

cos aig խ0(...) J ,4*|  =0(1) COS arg л;. (2.17)

/ log’/?, \sin |arg [<»0 i/.i -.4;j| = 0( , ) sin arg .4*.  (2.18)

Значит, для функции

. - i 1 - • ■ < ■’>.

С учетом (2.15) и (2.16). имеем

% (% GO) + А- = - д;<мՀ! + о (-֊^-)) ■ (2.20)

так что
Hin.»(>(uj.v))--.Հ(1 4֊^) (2.21)
6 -«

равномерно относительно х --. Iog3 —
Отсюда следует, что при 1հ /е0

। ^՝« и**  (-՝')) ւ с3| zi;, . л- < •/.. (2.22)

а эго < учетом формулы (1.31) означает утверждение леммы (2.5) для 
Р-. = /?.՛! и случае.

/)>Հ-1яги /.;^0(/?fl. — •/.) (/Г /ղ).

Т;.ким образом, лемма 5 для случая Ао / 0 доказана.
Локлзателтство леммы для случая Ао = 0 в основном ничем не 

отличается от вышеприведенного доказательства. Нужно лишь в со- 
ответстзуюши.х местах использован формулы (1.29՜). (1.3Г), (1.32() 
и (1.59').

2 . Сформулируем, наконец, основной результат настоящей ста
тьи—теорему о разложении.
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Теорема. Если функция f(x) является функцией ограничен
ной вариации ни отрезке |0, /|, то равномерно относительно 

х [г, /—i| ( справедливы следующие разложения

f(x + 0£j f(x — 0)

f(t Zjx). (2.23)

где функции Yl:{x) и 7h(x) определены выше.
Доказательство. Пусть 0<Հ = I оо и •> > -. Обозначим 

через Г (г. R, ?) пробегаемый в положительном направлении замкну
тый контур, лежащий на римановой поверхности =o<argA< 4- х, 
0 < ;’л| < 4-«з, и состоящий из дуг |/.'«/?, |arg/.| < и !а|— г, 
i2rg/.|Of, в из отрезков ՜ а|-</? лучей arg).= Հ ?. Имеет место
формула

1 i'yb.o.֊i/.
2*1  J л |ш7л» — 41
Г(։’7?я/Р)

Чп
- V rjA-)ZJ0.

д-1

п
где q;l = V p.t д — крапп.сть нуля /,< функции

(2.24)

Ло.
/,*։

Эта формула доказывается несложными вычислениями логариф- 
. v (х. /.) z (է, X) , ..

мического вычета функции-----—с учетом формул (1.12),

(1.13), (1.14) и определения функций (х) и 7к(х}.

Из формул (1.17) и (1.18) при |?.rgA|<fS, “ < ^ < ~. и (1.21).

(1.22) при р<!аг"). |<֊г со нетрудно заметить, что в формуле (2.21) 
можно перейти к пределу при х->0.

Таким образом, обозначив ։՚.։(հ)—Г(0.получим

■,^д)^4 'хмх?-У|> = (2-25)

’’J*)

причем в левой части имеем абсолютно сходящийся интеграл.
Итак, чтобы доказать теорему, займемся исследованием инте

грала J (<р, «) (?>*).
Разобьем интеграл J (<?. и ւ на следующие интегралы

3 H-iKccmn ЛИ. серна фнл. мач, чмук. У> о
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I P v/r. ՛ .-U. у
■:.'i ’ X խ Օ ' ,|

■ ' •'՝՝:
r arg/ T

elf- 4-

I .irg>,

d>. (2,26).

Հ
1 arg'

Интеграл в скот очередь разобьем на сумму двух интегралов- 

. 1 Г у(х, X)z(f.X) .7֊ 2.?-| ;1, d‘~

1Կ Яа

_լ_ ! ւ -.ՀՀՃ*.  ?'Լ*  (!՝ Ղ. (1', I ! J (2 27V

_ I >- ■ =/?„
” ՀI arg i < ?

Для рассмотрения интеграла ./։ выясним асимптотику функции-

/<(х. /./.) = у (л՛, X). (Л X) 
/•!•՛> (Х)-л.|

largZ <-~-При

Из формул (1-17) и (1.18) леммы 3 следует, что при (argX -~

Или, согласно обозначениям (1.26) и (1.28),

(2.21

У(Л-. /.);(>, л) = ,е,,„X | ] ч է)>յ +
C։e(' ” |l , f;(Z)] С/' |1+?)('•)!

Ti -г ։,. х*
X log/. /. " log/-
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= г"՜"1 (М-։ 11 + «,(Х)| е" - Л.) + V” + С|/'. Պ 1 +
>:՛•r log >.

, C/lH-bWI , о( .1 \. ,.2 ,Պ■ + z>1i|og. |քյԱ.ւօ^յ

где функции հ (л) ս = և 2. 3) стремятся к нулю при /. >.

?.(л)«=О(Х-) (а>0). (2.30)

Заметим теперь, что при |>.| п г/.,,

/, ?| ЛНгл ,
+ о(՛ '|Og)t ) = 1'И>- ’!« 4-*(Мр “ - А| ' +

/ ) .* т е \+ о |\1 X— ).
\ >Og А /

Из формул (2.29) и (2.30) имеем

при | >.| = /ձյ(« > пл), 'argX|<~»

J>U,X)z(lf,A) _(.t У|1 , , С։е-‘
Т|МЛ)-Л0Г : Г’Ш + к'-^^.к>ЙЛф(Х)

շ><է՜,|է___

' " 1ой>.Ф(>.) к1 ’log-k '

(
\’ф. (X. /, Հ) О 
k I \ k'-’log^X /

где

Ф(к) = Л4-Д0А'е-а11 +?1(л)Г՛. 

откуда ясно, что при |Х|— А’л. п n.Jt 

(Ф(Х) -Сш>0.

Из формулы (2.32) следует, что 

* 1 * сJ4= ^Л (хЛ./.)^.= ,-^-v ^Փէ(Ն Л/.)ժճ |
IM-Հ, “ Д£,|>.! = /?„

I «К' ! . argX | < ~

(2.32)

(2.33'1

(2.34)
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e֊lRaco^

(l<Jg Я; -b /?)' (2.35)

Вычислим интеграл 
E

2^7 j '• '•> “՝V = շԼ \ ‘;IX ‘' R,i' - 

‘ ;■

I аф1 < շ-

cltR^^x /)) =

ir-tiRJ — —
1 e — t*  I sin (հ — t) Rn

2^7 T- t ՜ ՜ T x-t
(2.36)

Предположим теперь, что x խ / - *|  (^ < 2 < շ • > |0, Z|. Тогда, 

ввиду того. ’ւրօ-է<ՀՕ.
1 Г 1 Г /Խ’1-1'--'-'j’aՀ xՓ$(ՀԱ)^ = ձ Հձ---------- (2-37,

2-/J 2-Հ) л '<1>(л)
’•гк-' ь ֊5 ւ^տԿ^-շ
,л <

•յ՜
- z, „П 1 l‘ —t^_COS2 v

j с n • (h--O(Rn) = o{\). (2.:

Аналогично, с учетом асимптотики функций ФА(л'։/, a) ;fc = 3, 4) 
л оказывается, что

г/у I Ф,. (л\ t. л) dh — о (I) при г?-* оо (2 39

’>•՛ ~Rn (k =3. 41
iargX Հ 5ւ
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и

largZj < *

= о (1) При Л—>ОС. (2.40)

В итоге из формул (2 36), (2.38), (2.39) и (2.401 заключаем, что 
при п —> оо

I argA I < շ

Введем теперь в рассмотрение ■՝. едующую функцию

(2.42)
У-/?/ ՝ 1

FargXI < 7

где f(t) — произвольная функция ограниченной вариации на отрезке 
[0. Z|, а число ՛- определи гея ր:՚ւ.;;ւ՛ о у .1։ лик»

I Чт.+11<0. (2.43)

Заметим, что условие (2.13 можно подробнее записать так

г> , 1. > ՜ 1 -7> 1. (2.43')
1 ‘ 1 7.

Этим видом khihi.ti мы буд м пользоваться в дальнейшем.

Докажем, что равном՛ ряо относительно х ($, s| (0< г<

имеет место предельное соотношение

liiu ti„ (х, о) = 0. (2.4 I)

Пусть А =х ■՛■' (f! ... /}0). I те ՚ն Հ з-0 : - ). тогда из оп

ределения (1.7) функции հ (.\?.) следует, чю при 0 г < /. |>.| 0,

(/ - /> Л>„ со.4 с՝> ։.. Ч А .
1 I log(/-f)R,e'vl
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Из этой оценки .можем написать, что при л=/?лс'1' (// л0),

4- C >) + T
՜*՜ Ն1Ո\՝/ 'V4 e

( 2՜ <’»<*)•  

է
с [ U Оъ՝л

՜’,ն> • • +1 log /?„ + log (/ - Z)+ «փ I

f՝r max и, e '• 1 -h|log/?„ ՛-/•? i
x ''' dx

'C„R„ i։ max{l.X 'cos' j + CUR„ "('ւ- + 'Հ

В процессе вывода этого неравенства мы использовали оценку

(2.46)

max I e 1 . 11 /?., *cos!/[ < max [ 1. e n

при 1Փ1^«<յ. t \l-KnJ\՝

Заметим геперь, чго по асимптотической формуле (1.17) имеем 

при Հ = Rn(^ {п ոՂ), и х- ի, /|.
■у(х.м. C^R:^e'^ (t J

причем постоянные С](1 Ռ) и С,7(г) не зависят от у-а.
Введя обозначение

/?<Л-Х)=»4 5^гт;р(')г^'’л՛ <2Л7>
7֊ р/

из оценок՜ (2.1', (2.46) и (1.17՜) будем иметь, что при

>■ = Rne1' (rt ՝ fix), |Ф|<0л к х ի./ — х|

IK՛*,  .-է “ т.ах|1.Л Wf! | С„Л՜՜*'՜"'  ''|Х 

v.V,։eos՛!/ 
еС,.(!)«,,X ^■ձ-^ _ I 

11օ՚Հ Rtl փ- ւ ե I j

'iv-t4t + l {x-h I /Հ cosm
10 e max 11, e " • (
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— 5
+ C^)Rn

՜ ■'՚,'Հ.՚՜,֊ւ:^ max 11, e^n C(i*' ! 

log Ra 4- i

— v ('4- CS1 (s) R„ '•
/ZLcovi

7 e _ 
Ilog Rn 4- /? I (2-48)

Докажем теперь, что равномерно относительно .v ի,/—ջ| име- 
«т место формула

lim -J—( а)</> — 0.
л ... I

։ ™ճ՚ I ~

(2.19)

Для этой целя воспользуемся очеви и։им неравенством

^kRr.co^ c...
kR. (А՝ 0) (2.50)

л оценкой (2.48). Тогда при л ի. / - :| будем, иметь

Հյ /ил-.огл

I «Գ։> I < ֊

С։(:) RK 7.

.֊’• ЧТ!
Rn

log R,.

— & 4

log R
(2.51)

Из условий (1.27.J и (2.43'). учитывая, что по (1.26)

(1.26')
получим

—• <>

4- 1 ֊ձ-ք-ծ»(|-ձ)(; )<0,
(2.52)

-f՝-7 'f

Отсюда следует, что утверждение (2.49) справедливо.
Далее, пусп аргумент •> числа > изменяется в пределах от

-֊-до 0,.,, л*  ՜ի, / — տ|. Заметим, что по формул՛.՝ (2.14)
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Ն- log R.
/■

(2.53

откуда получим

»«
— A7?.։co>’b 

e
kR,c.o>\

■:C. log (Л>0). (2.54
— fy-R^cob 1>я

к
Кроме того, из оценки (2.4) следует, что

IR.xo&L „ ,7 . , . -1
е Д)1 log lR„e ).

Поэтому неравенство (2.54) даст

* 7 1 - -
| ^ս։տ\/փ Cje/^zj ‘ logA’„(|/lo -Ь Ի'1յ|1 log/A\^l ')

1 < I argX 1<о,,

т

(2.55
Наконец, из оценки (2.48) и из (2.55) вытекает, что пр։ 

л՛ р, Z —е| справедлива следующая оценка

շ_. ] ..v..

iog/г»

Ճ^+Ո
log Rn

Вновь, учитывая условие (2.43') и формулу (1.26/), получим 

- q - — рЛ = - о 4֊ 1 — հ <О,

(2,52Հ

5 ն.<0’

Из (2.52') вытекает, что
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Итп ? . f R(x, Х)</Х - О. (2.49Հ)
а—« 2"X j

IM
— հ ։ arg'A I < u„

Пусть теперь |л|«/?я, (և<|argM <a0, где հ < % < z.

Для этого случая, если учесть формулу (2.5). оценку (2.48) сможем 
переписать так

!R(.v,X)|<Cft Р'- z‘-exR"C0S'-

.v/^cos^ , 
с d՝'j ■֊'

log Rn log Rf, 

Далее, из неравенства

(e) 
Rn

будем иметь

p <*>  ն|:) • * 

%
поэтому
I շՏ7 \ ё«<о1R"

Pl-A
|arg/.| < ■։„

n log/?„ log/?rt

Как и выше, с учетом условия (2.43'1 получим, что

lini J-.(/?(a-, /.)մ/. = 0. (2.49")
Ч..> Հ"ւ )

?1 = Պ
< largM <* e

Наконец, осталось разобрать случай, когда X j ֊ R„, а0 < | argX | Հ <?.
Здесь из асимптотических формул (1.21), (1.22) и оценки (2.5) 

нетрудно заметить, что 
{

>)dt = O Ur4՛'՛4՜0). (2.56)

/-«,г
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Д. =o\Rn ՜ 1 Հ (շ.56ր;

1М-* Я 
Я,

откуда инов։, в силу условия (2.43) следует, что
Ит—’ Г/?(х./)(/, о (-2.494

п • э> - r՝1 J
Hl-*„

»< < I ՝rg>. ( < 7
Наконец, из формул (2 49). (2 19'). (2.49’) н (2 19' ) следует справе д 
дикость утверждения (2.44).

Приступим к исследованию интеграла Причем для полученш 
ХЗолее топких оценок займемся расемигреинем интеграла

/-Я,*

/(О АЛ

J
‘-*Հ

I У(х.л) ,.)մ'
1 I _______ լ_______

՜ 2’ր J f |ш ('•) — До|
Pl’ "л

4 < I «я*  I ?

1 - н*
У (Л. / ) ^/(П-“ (Г. >) dt

__ 0______________
— л„|

г.
Ճ ;.Hg)J<aa

ib- J. Jb.

где Од произвольное фиксированное число, 
отношению

удовлетворяющее
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Прежде всего, используя то обстоятельство, что ք(է) функция 
ограниченной вариации, оценим интеграл

Հ- ('/(/) г «.

ci

Из асимптотической формулы (1.18) и формулы

՛'(<-. н) = Լ 1)

будет следовать

\ ՝Н*Л = С0.>~\1՚ (՜/(ք.ժ<«/֊ ՕՀ-հ, -I D-

= Գ>- T/r [l+®,Wl /(/ R„ ,.;նյ. l)_/(0),(A:v: »-

/-«;֊
df(t) (2.57)

где функция ?4(к) удовлетворяет условию (2.30). 
Jlpu > = RZ4

Հ| ճ Ca,R„ Ղ 1 Cue'^'ce''r + C№e,{"f‘,!"

ք* (/-f)A>/iCos4
I C (2.58)

Используя эту оценку, а также формулы (1.17) и (2.5). для инте
грала Հ получим

IАI < Գ ^'| /?я՜ /7<’cos • ч- о (J Հ ՜՜ X

14 - Rn
\ argr.l

R՝rt “сus I 
х с^е

'"^տն /(՛ /Հ e՝‘-'՝R^-\df^\ -

и
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r of ’ dXI. 
\ log/?» ,/

(2.59)

Покажем, что интеграл J■ стремится к нулю при п — ос. 
Действительно, если обозначим

2 [ 

О

• (л*  -г 1 — 1) ALcosO 
е Rnttydt,

то из оценки (2.53) при х-խ/ —будем иметь, что

•ևօ ж Rn О3- (:). • (2.60

Поэтому из (1.27 ) следует, что /Г1—-О при и - ■, Аналогично можно, 
показать, что н другие слагаемые интеграла Л стремятся к нулю.
Таким образом, ./7- -0 при л->оо. (2.61)

Займемся теперь асимптотикой интеграла А- При aft < I arg)•1 Հ?. 
/. I - асимптотика функций у (л՛./.), г (г. /.) и о (>.) задается фор
мулами (1.21), (1.22) и (1.23).

Из этих формул следует, что при х [г, /| и Г ’0,/ Ջ՜*)

J S р-՛’ Оу (х, է.) 2 (/,/.) - log f.
С., (Л-, է) 

log’).
(2.62)

Но по формуле (2.3)

!•••('.> — А 0 i Շ’։օ. 
поэтому

и Մ. I О
"■i/Д .40 log'-Z| Tog3). (2.63

где все Са(а։./) П:--равномерно по х и է в отрезках л {=./]'•«

Значит для интеграла JA при R.<e։", հ, можем на
писать

G.jx. ո df-

(2.64
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Переходя к пределу в формуле (2.64) при п > се, получим, что

Հ = 0(1). (2.65)

Из формул <2.61) и (2.65) следует, что и для интеграла имеет 
место формула

J6—>0 при /г-*оо,  (2.66)

Нам осталось рассмотреть интегралы Л и /3.
Оценим интеграл

У. = 17Ц-С у!*'•• г(t' Re~“)d(Re'№) (2.67)
■ Re >(/?<’ ‘=)-Д>|

О
Согласно формуле (2.62)

J.= C4i(xt /)j

1.1

JR ___
R log-(₽<?"i?)

О i -------- ձ՛
\ J Ring3 (Re '*) 

’■ и

= Գ (*.
Հ с/10-А5 

(log/?-/О)2
dlog/? \ 

J (lOgR —։?Н)

1 ՞"
= C--՝՝Xl}\^R~rr 

<1

12.68)

Из (2.68) очевидно, что при //. -зл
Л->0. (2.69)

В случае интеграла Հ, дело обстоит аналогично.
Заметим теперь, что из формулы (2.25) следует

I Ր У (А. X) J/(/)?(/, >.)«’*
I > У

W a|,.u)-.4..| а,'~

Լ (ri

= 2 i։/(/)Z. (t)dt Yk (.է). (2.70)
Л“։ \ J /

я
где q։i V a — кратность пулей X,) функции •■■(X) — /10. Так 

/-1
как нули этой функции, начиная с некоторого, простые, то qn = п -J-
Т Ni, п- > .V, А\ — фиксированное число.

Учитывая, далее, выбор чисел ;/?«}, нетрудно /доказать, что
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I * sin Rn (x —t) — sin (x t)
Jim 1/(0 ֊ f dt = {) (2.71

X — г 
0՛

равномерно но л՛ խ, / — տ|.
Наконец, переходя в формуле (2.70) к пределу при /։֊>«, с 

учетом оценок всех интегралов и формул (2.44) и (2.71), получим 
требуемое равенство (2.23) теоремы.

В заключение отметим, что вышесформулироваиную теорему 
можно распространить тч.-.же на некоторые другие к.псеы функции. 
Например, для функций, удовлетворяющих условию

можно доказать теорему о равное хода мости биортогоиальных разло
жений по системам (1.15) с обычными рядами Фурье.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 18 IX 1861

lb. IJ.. ԿիտրւսԼսււհ

Վ_եՐԱԾՈհՄՆեՐ <ՈԼՏեՐԱՅհ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐԽՑ ԿԱԶՍ՜Վ֊ԱԾ 
PbOP^nmUl ՍհՍՏեՄՆԷՐՈՎ.

И II' Փ П Փ П I» Ս՜

Մ. Մ. S', րբււ) ւէէւնքւ , /| ч։ - (n in tn in {1! րււ՚/ւ մեջ կաոոէ ցված ! դասում
Ֆա րլհ է ji լ' հ 'Լէէ քՈէհ բւո լ/է

0

կ՚՚է՚ւ՚՚/^՚երոՀ !< ր ականս, բ՚ք" դ "՛է]}1’] և հակա դա ր Л ինաեդբա լ ձե ա փո[пш (J լան- 
ների աԼուո խք յէէւ՚հր:

l/եբկտ սւ'խւոսէւււ թ բււ'11 մետ՝ пшш ւյւքաձ ա բդ րս.ն Հւնհ բ ր հա՚էւդխւանու if են 
|/| Hi*[uititnttl.[d  l<n՝lt ա բդ ր> էնվէնե ր/ւ դ խւկրեսէ անալոգն!, րր ւյե բշւսվոր հւսւո- 
վսւծ ա ւ/ .'

'Լպաեբայի ֆանւլէւիանե բիւք '(), /I ւ/երջափւ բ հա սւ if ած ni.d կա 
tint էքված են ր(ալ,թոգոնալ пխ,աեմնեբ!

<յ 2֊ամ աւգա էքա գւքած !; հև nth լալ թեէէրեմր
Vpb /(X)֊p uiu’iifiuGui(|)uil; վւսրիսսփւսյի ֆա Gl|g|nu I; [0, !\ Huiuh|»h 

ծում՛, ապա !iiut|unimp։inuit}։ д-- խ, / — ej ի ն1|ւս։ոմ'ււււք|> սՓղի ունեն НЬшЬ 
։lju։l ЦЬршծումները՝
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пршЦ А')-Е և "Е 4ji|uib|HUj|։ ֆո։ С1|<|’пиГ1Ьр|։д կսպ՚ւ՚փած ֆուՕկ- 
ցիս]քւ[ւ[ւ LG:
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№ 5, 1959. 17—И.
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. Л. Баблоян и В. С. Тоноян

Некоторые задачи кручения валов переменного 
сечения со сметанными граничными условиями

Задача кручения тела вращения, когда на части поверхности 
тела заданы перемещения, а на остальной части — касательные напря
жения, рассматривалась в работах Я. С. Уфлянда [1]. Д, В Грилиц- 
кого [2]. Ч. Даса |3, 4] и других |<5|

В первой работе рассмотрено кручение неограниченного упру
гого слоя, скручиваемого посредством поворота сцепленного с ним 
жесткого штампа. В работе |2| рассмотрена задача кручения двух
слойной упругой среды, которая скручивается вследствие попорота 
жесткою кругового штампа, связанного с упругой средой с помощью 
сцепления. В работах Ч Даса [3, 4) рассмотрены задачи кручения 
конического составного вала с закрепленными горцами, скручиваемого 
под действием касательных напряжений, приложенных на конической 
поверхности.

В настоящей работе рассмотрены некоторые задачи кручения 
аилов переменного сечения, когда скручивание осуществляется жест
ким круглым штампом или жесткой обоймой, запрессованной на 
части поверхности вала. Решения этих задач представляются рядами 
по бесселевым и тригонометрическим функциям |8, 9|. коэффициенты 
которых определяются из бесконечных систем линейных уравнений. 
Доказывается, что эти системы вполне регулярны и имеют ограни
ченные сверху и стремящиеся к нулю свободные члены. Это обстоя
тельство позволяет пользоваться теорией .толпе регулярных систем 
линейных уравнений |Ю| и оценить неизвестные коэффициенты сверху 
к снизу с любой точностью, вследствие чего предлагаемые решения 
этих задач можно считать точными.

§ 1. Постановка задачи

Задачу о кручении гела вращения осесимметричной нагрузкой 
будем решать при помощи функции перемещения 'Г (г, ?), которая в 
области осевого сечения тела вращения удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению [6]

^ + _3^+Ջ=օ. (1.1)
Or г dr ժշ2 4

4 И>ееаив АН, серия фнз.-.мат. наук, № б
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На границе области осевого сечения должны быть заданы: либо 
нормальные производные функции перемещения, либо сам:։ функций 
перемещения, либо на некоторых частях поверхности вала нормаль
ные производные ’Г(г. zi. а на остальных частях — функция пере
мещения.

Касательные напряжения и перемещение г определяются через 
функцию перемещения ‘Г (г. z) формулами

Ժ4’ _ Ժ4*Ն — Օր—, ~.. = (ւր—. г' = г’Г(г. (1.21
dr ()֊

I де (i модуль сдвига.
Решив уравнение (1.1} методом разделения переменных, для 

функции ՝Г(г. г) получим следующую фундаментальную систему |б{

|.4/։(kr) Ար)| [С sin >z DcosazJ.

—[Д sh uz -г б с!։ ;*г| |С./։ (иг) •- 1)YX (yr)).
11.3]

где г и и произвольные действительные параметры. Здесь /л(х) и Ал(х) 
функции Бесселя л.-го порядка от мнимого аргумента, соответст

венно первого и второго рода, а Л (л) и К,։ (х)—функции Бесселя 
первого и второго рода с действительным аргументом !8, 9).

Отметим, что функции

I z1 , z, Վ. X г=-4га 
Г- г~

(1.4)

также являются решениями уравнения (i.l).

§ 2. Кручение цилиндра, закрепленного одним торцом, 
когда на участке боковой поверхности заданы перемещения

Рассмотрим загачу кручения цилиндра радиуса R и длины I. 
когда скручивание осуществляется поворотом жесткой обоймы, за
прессованной на цилиндрической поверхности около одного торца 
цилиндра, а другой торец считается закрепленным (фиг. 1). Осталь

ные части поверхности цилиндра сво
бодны от внешних усилий.

При этом граничные условия при-
мут лид
г (г. 0) = 0, -.(г, /) = 0,

т, (/?, z) = 0 в обл. (0 < z < s), (2.1)

■V (R, ?) — d в обл. (s ...z < /).
Функцию ՝Г (г, .-) ищем в вице

‘Г «г |'1'։ ('՜. -О н ' бласти I (0«z<$; 0 < г ■< /?), շշ 
РГ.,(г. -О к области II ()о R),
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где (Z տ) ширина обоймы, а функции Чг, (г. z) (/- I. 2) удовлетво
ряют дифференциальному уравнению (1.1).

Из (2.1) и (2.2) следует, что функции ’Г, (г. 2) дожны удовлет 
ворять следующим граничным условиям

»-.(г, 0) = ֊֊*| ֊։| =о.
dr I, А. az . ։

Ջ4\(Ջ. г) (2.3)

а условиям сопряжения

Ч'։(г. Տ) = М\(г. 5), ojr, | = Ջ 
дг

(2.4)

где --- —угол поворота обоймы.

В силу (1.3) функции Ч\ и Ч*2 представим в виде рядов Фурье 
—Дини |8. 9]

«х> . .. .
՝1Г1 (г, 2) - </0 -i axz -г >] Ск 1 sin М ] 

л ։ ր

00 A (BZ)
1-У (4*$հ սՀ.շ 4- Z?Adl սԷ2)----------- ’ (2.5)

А- 1 Г

4'.. (г. г) = b„ + *,z b у d,” ֊’ (,՝։—sin Հ(z ֊ s) + 

r

i
yMPsh^tz s) + e։Chf,(2-j)| — — • (2.6)
"i r

rae = = (2.7)
s 2(/--s)

a u.— корни уравнения
ՀԱՋ)-0. (2.8)

Удовлетворив граничным \с, ониям (2.3) и условиям сопряжения 
(2.4), в силу (2.7) и (2.8) получим уравнения для определения неиз
вестных коэффициентов, входящих и (2.5) и (2.6). Разрешив эти урав
нения и подставив полученные значения неизвестных коэффициентов 
в (2.5) и (2.6), для функций Чг։ и Փ՚2 окончательно получим

zd _ 2Ry(- \)k+iYk Z։(/.,r)
Z?s ՚ s?“7, ԿՀ ZJ'aZ?)

Sin Kkz ֊7

U-; Հ, .V

.s

sh V։ (u/) 
shp/ J2(!*ft/<)

(2-9)

в области (0 z <. S; 0<r<'f?),
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(2.ю)
R 5 r!i!V chpjZ-s) J^R) 

в области (s z</; (К. r</?).
Постоянные коэффициенты А'-, и K*. входящие в выражения 

<2.9) и (2.10), определяются из бесконечных систем линейных урав
нений

.4)

Хр-Уа^У,: |- Qft. 
4=1 l /> ֊ 1.2..........

50

Ур=уьр,Хр. 
Л-1 '

где введены обозначения
2рр sh u.,s • ch (I — s) I 

7^-chap/

2m1 Ր ;,/?լ 1
"‘՜ RI, (>.,«) 

d sh jj-z,s ■ ch գր(I s) 
՜՜ m^flR ch p;/

Покажем, что системы (2.11) вполне регулярны.
Пользуясь выражениями (2.12) будем иметь

- 

л-1

2ppsh|y»-ch ^(Z-s) * 1

ms-ch ըք11 “,/Հ. I • у,

sh u„s-ch (I — s) 
m ch ^Z

1 4- ք-:Դ՚'-;՛ 
2m

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Л-1

2mf.pl JXp/t1) v
Ri^A'-pR)

=

При этом использованы значения рядов

Й_; >-л + 1Դ

* 1
V___ ___
— սշյ /2Л-1 1 ծ՜: f'p

s / ,, I
а— ct h и s ------2ui \ U. S

R
■՜ձ՚Կ, l^'.R)

(2.15)

н неравенства

cth х----- — I.
л՜

տհ ահ-ch pp(Z — s) J л (Г-У1 4
chp0/ "" 2

(2.16,1



Некоторые задачи кручения валов переменного сечения 53

Постоянное число т определяем из равенства

1 + е֊™1 . j - е՜**՜"
— т. : ՛ т = I

2m > 2

Тогда для систем (2.11) будем иметь оценки 
А? СО

V ^>.<т<1.
*-1 А-1

12.17)

го-есть системы (2.11) вполне регулярны.
Из (2.13) видно, что свободные члены гнетем (2.1 II ограничены 

сверху и при ր х стремятся к нулю.

стены (2.11) становятся регулярными, 
полупи в точное решение поставленной

как Y При а^֊/ си-

Но для этого случая легко 
задачи без применения бес

конечных систем.
Полученное решение поста kick ной задачи (2.9). (2.10» можно 

считать также решением задач кручения цилиндра радиуса R и 
длиной 2/. когда кручение осуществляется з) кольцевой обоймой 
шириной 2 (/ х). насаженной на середину цилиндрической поверх
ности нала, торцы которого закреплены: б) кольцевыми обоймами 
шириною (/ —s). насаженными на края цилиндрической поверхности 
вала.

§ 3. Кручение цилиндра закрепленного одним торцом, 
когда на другом торце и участке боковой поверхности 

заданы перемещения

Рассмотрим задачу кручения цилиндра, когда скручивание осу
ществляется с помощью круглого штампа в виед чашки радиуса /? 
и высотой (/— S). наезженного на один конец цилиндра, я другой 
торец цилиндра считается закрепленным (фиг 2) Для простоты при
нимаем, что остальные части поверх
ности свободны от внешних усилий

При этом граничными условиями 
будут ; . — Z

է«(ր, 0) = (). Р (Г, /)=“-. • ,
/\

Ն(/?, .-) О вобл. (О . <տ). (3.1) 
v(R, z)*=d в обл. (< г /I.

Функцию 4՛ (г, г) нщ< м в виде (2.2) Тогда, согласно (3.1), для 
функций Ч*|(г. г) (/ 1, 2) получим следующие граничные условия

«Г, (г, ()) .-- ’ — О. R՝\\{R. .•) d. К'Г.(г. /) - ժ (3.2)
<*r j,. у

и условия сопряжении (2 П
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Поступая таким же образом, как и в предыдущей задаче, для 
функций ‘Г,(г, z) (/ = ], 2) окончательно получим

k

в

sh ч,/ 
sh p.s .,՛■ (■՛. А') (3.3)

области (0 - з S: /?).

d 2/w Հ, A* sh (/ s) Հ (^Հ)
7? \ — ,V shn (I s) ' (3.4)

в области (x - /; Ос г А?),
где

■>
(3.5)

Неизвестные коэффициенты .\\ и )\. входящие в выражения 
(3.3) и (3.1), определять я из вполне регулярных бесконечных систем 
линейных уравнений

где введены обозначения

-s)'Sh;yf ।
/ns shjx,/ ‘ Հ

2m A,,/j (/.„/?) 1
'■'.•lit-- - •

ժ-տհւ-լք/ M-sh'i .s
Գ֊֊ Հ/гзь^ ՞ '

Используя суммы рядов (2.15) и неравенство

sh^t/ s)-shiy 1
sh npl շ

(3.6)

(3.7)

13.8)

(3.9)

для сумм модулей коэффициентов при неизвестных .\'л и получим 
оценки

. 1 -2 ■ 'W; 1 2 • (3.10)

I ՜ է-ւ ՜—■> —

i
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Свободные члены систем (3.6). как видно из (3.8). ограничены 
сверху и стремятся к нулю.

Полученные решения (3.3). (3.4) могут считаться также реше
ниями задачи кручения цилиндра радиусом /?. длинен 2/. когда ци
линдр скручивается с помощью штампов в виде чашек, закрепленных 
на концах цилиндра.

Такой же вид имеет решение задачи кручения круглого цилин 
дра, зажатого жесткой обоймой шириной 2(/—х) в середине цилин
дрической поверхности и скручиваемого жесткими диафрагмами, 
спрессованными на горцах.

§ 4. Кручение цилиндра, закрепленного одним торцом, 
когда на некотором участке другого торца заданы перемещения

Рассмотри?-.: кручение цилиндра радиуса А’ и длиной /. когда ци
линдр скручивается жестким штампом радиуса տ (տ <</?), закрепленным
на середине одного торца цилиндра, при закрепленном втором торце 
(фиг 3). Остальные части поверхности цилиндра для простоты счи
таем свободными от внешних нагрузок, 
задачи будут иметь вил

Граничные условия для этой 
Г-

-,(/?. г) = 0, ւ»(ր. ОМ);

'.•(с. /) =s(l в обл. (.$Հր А’). (4.1)
г if. l) = dr в обл. (О Հ. г <; s). 

где մ-угол поворота штампа.
Разбиваем область осевого сечения 

цилиндра из две части (I и П) и пола-
Фиг. 3.

гаем, что функция перемещения ‘Г (г. г) в этих частях принимает. 
(соответственно, значения Ч'։(г. z) и ՝Гц(г. г).

Вспомогательные функции ‘Г, (г. z) а 1.2), согласно (2.2) и 
(•I.!), должны удовлетворять уравнению (1.1), граничным условиям

•Г, (г. 0| = 4Ղ(ր. О) О. —= О. 
ОГ А.

/711'
--= =0. •!՛,(/•./} = (/
0Z

и условиям сопряжения
‘Г, ь. z) ’Г. 1,5. ''' 1 ^Д-=| •

Or I, v Or !, ,
Функции ?) ищем в виде рядов

Ч’։ (г, 2) — а„ է «։* V Q- /յ (Հ՝И sin / z - 

г
Հ (JV)

• У |Д.к- sh •»— ft,՛. ch -i-zj----- -
£ւ " " ր

(4 2)

(4.3)

(4-1)

в области (О /• х: О /).
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•Г-(г. г)=/>((Ч-^։г
ո(Ո (Հ«ր>

՜*՜ Uk —-----

где

ZifV’ch։։?| ֊,^ր|

в области (տ г

(2k 1)г

2/

(4.5>

/?: 0<տՀ/),

(4.6)

sin ХА2 .

числа ;ւ, и Հ являются, соответственно, корнями уравнении

J.2 (х$) = О, U Հ (д$) = 0. (4.7)

а функции Ա Հ (Հր) имеют вид

W л (Հր) = Л (Vi 
- (ՀՋ >

>\(Vl
У,М)

(4.8)

Для функций Л,(л) и Ա՛Ղ (л՜) в силу (4.71 справедливы следую
щие формулы

А Л, 'Հ՛
( >'Հ (?/) 'Zյ (V> dr Հ 1 rJ- (^Ar) a(v* dr 

.. • pо 0

0 При p$k,

= j (4.9)
֊7 ММГ nP” p^k՝

r Ա՛՛յ (>Հր) U’\ (ОрГ) dr г Ա’Հ (Հր) Ա՛Հ (ърг) dr
Д.

О при р ֊■'■ А\

= . (4.10)
— |ՋԱ"\(Հ/?)|2—|stt”։(V)|*- при /? = а\

^րՀ/յսՀւժր | ր=Ա'\(Հր)մր=«Օ. (4.11)

о

.Удовлетворив граничным условиям (4.2) и условиям сопряжения 
(4.3). для постоянных интегрирования, входящих и выражения (4.4) 
и (4.5). получим следующие значения

"• = ^ = fr։ = o. .'U1'
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յ _____  ա1ճչ______ t с __ (— 1)*$У»
(u,s) ch px./ ՚ ЛЛЛ. (>.*$) ’

zui) (—1)* 'sYk A..(••-՛./?> <
Ct ==----------------- -- --------------- -• |ч

Ч A(a*A?) K2(f;:S) /2(М)Л*г(л*/?)
I n<i> (- 1)*՛‘տճ /,('../?) ______

Uf. =-------------------
a* A. (>•*/?) /<2 (>•*$) — /,(>•*«)

Неизвестные коэффициенты Л՜,՛, и l* определяются из бесконеч
ных ’нстем линейных уравнений

где

СО

•V/> ~ \ </рх.} ե

*-։
ОО

Լո = bpk Л հ. էՀ„
Л=1

</• 1.2. ).

2|*, nil U /

— -----------
տ

՜’’ /.ձ ().f,R) Zj () /С ( aps) /.. i >.;.s I Л յ (ւ ^տ I

I Lb'H

(4 14)

(4. 15)

(4.16)

При больших пользуясь асимптотическими разложениями для 
Функций /դ и А'.,, легко показать, что

(4 171

Для сумм модулей коэффициентов систем (4.13) имеем
«.՝

k ։

1
ու

Iл (Դ-Տ) 
/շ (Ар֊*»)

(4.18)
т 
л

Постоянное число т выбираем из равенства

т
т | 2 ,т. е. (4.19)
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Тогда из (֊1.18) и (4.19) следует

ձ; 1Պ*
/"2 

о
fc- ։ А֊1

г. е. системы (4.13) оказались вполне регулярными. Из (4.15) и
(4. IG) видно, что свободные члены систем (4.13) ограничены сверху 
и стремятся к нулю.

Коэффициент а, определяется из уравнения

«։/ = մ < 1.20)

Неизвестные коэффициенты Л, входящие в соотношение (4.20). 
определяются из вполне регулярных систем линейных уравнений (4.13) 
и выражаются через постоянную

Подставив найденные из (4.13) значения неизвестных Г* в (4.20) 
найдем значение я։.

Отметим, что решение этой задачи является также и решением, 
задачи кручения цилиндра радиуса R и ։линой 2/, когда цилиндр 
скручивается двумя круглыми штампами радиуса 5 А\ симметрично 
закрепленными на участках горцов цилиндра.

Такой же ви будет иметь решение задачи кручения цилиндра 
рл туса /? и длиной 2/ с кольцевой щелью посередине глубиной (А? $)
к՝ . ы скручивание осуществляется с помощью двух круглых штам
пов. прикрепленных к обоим горцам.

$ 5 Кручение ступенчатого вала, когда на участках 
поверхности заданы перемещения

Фиг. I

Рассмотрим теперь кручение круглого ступенчатого вала |7|, 
когда вал скручивается диафрагмой, закрепленной на конце тонкой 
частя вала, а другой конец вала закреплен с помощью чашкообраз

ного штампа, надетого на вал (фиг. 4). 
Для простоты считаем, что остальные 
части поверхности вала свободны от 
внешних усилий.

Граничные условия для этой задачи 
имеют вид
г (г, А) = ժր, -v (г, 0) = и (/?. з) О, 
-..(г, а) = () в обл. (տ .. г- А?), (5.1) 
тг{$, 2) — 0 в обл. (а С ? Հ. Ь).

Разбиваем область осевого сечении 
и полагаем, что функция перемещения

•Г (г. .) в этих частях принимает, соответственно, значения ’Լ՜յր. շ). 
Т. (г, _•» и 4Հ(ր. ?). Эти последние функции должны удовлетворить 
уравнению (1.1). граничным условиям (5.1), которые примут виг

нала н ՛. три части (1, II, 111)
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Ч-։ (г. Z;) = մ, Ч’ДМ») = Ч’л(г. ()) = ’Г3(£, 2) 0.
ԺՓ\ ԺԴ'։ 
dz .•-« dr Լ ,

(0.21

л условиям сопряжения

4j (г. </) ֊ Ч՛.. Iг. </).

Ժ4’։ Ժ4Լ1
<>Z : <)? : a

4Հ{ծ. z} = M'JS.
.'Г 

(fr r _t dr

15.3)

Функции 'Fjr. z) / 
18. 9|

I ֊< < ищем u виде рядов Фурье-Дини

Ч', (ր. ՛ .՛ X՛ С ' -- * (»OS ■՛.!֊- а I
— г

V |.-V տհՀ.14—</) В "chujz- u)| — — I (5,4) 
“ г

в области (О г .к; а г /,),

Ч-Дг. г) frw ծ, г VCf sin,..-
Г| г

v (4^' sh а.7 /Հ՜՝ ch а.г) 1 <И*— (5.5)

___ h_n
2 (/> — <յ)

Г| г

R области (О г J) 7 (Հ),

՜՜ > '}ւ

х֊ <Л՜' տհ Հ\.՜ М'ch o.'.z) ՚< 1 1
Г. ր

Sin Г.

(5.6)

в области (5 <> ր/).
где

ռ4- 11.

ւ числа յւՀ. и являются, соответственно, корнями уравнении (4.7). 
Функции UZ«(oAr) совпадают с (4.Ց)

Удовлетворив граничном условиям (5.2) и условиям сопряжения 
(5.3), для постоянных интегрирования, входящих в (5.0—(5.6), по
лучим следующие выражения
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էն = G 0. Գ. d. а։ />։.

ВТ Я;՜՛ С,1՛ .Ա(֊(ւ.

a Y,
■Կ՝11 (М)

_jiY.__
!’.Л (1^)

В ч Լ

Ы>_ ^Yu nisX,
ս,7։(^տ)քԻ.սժ/ '* ՜՜ ,.Հև. (/.,$)

qi. ( 1)“ 'րոտճւ АДМ?)
f-k /։ (R) K.. < f-kS) f.. (/ 1A', (/./•/?)

(5.КI

<__ if 'n$Xu /,(>•*•/?»
/-<• /1 (M?)K2('•■՛.*) + A. ('*$)/<։ (/.<./?)

Неизвестные коэффициенты Л՜ в }’,՛ определяются из бесконеч
ных систем линейных уравнений

где

ЛР V К<. Q?1, 
Հ- J
■V

Y,, \ Ьри.\ .,
V՜ I

2/л;*р ch jx;/z • eh u, (b 
a sh h b

Q/՛
-b^.՛. 
m t./։a

L (I /t (fPR) К■.(/•?$) - I•■ Ր/<5) Ai (
ձՕ) A'JM) A,

(3.9 >

(5.10)

(5J1)

(5.12)

Пользуясь асимптотическими разложениями и рскурреишыми 
формулами для функций Aj.vl и А... (л). л» гко показать сирине’ливость
неравенства

(5.13)

Для сумм модулей коъф^ициентон при неизвестных .V и } си
стем (5.9). в силу (2.16) и (5.13). имеем следующие оценки

լ ։ >կ՚<.
И՝ I

1 . /,(^Л) z
ms —7,.

(5.141



Некоторые задачи кручения валов переменного сечения

^ch!^ch^(/>-fl) ”, 1

shu (j-chjiAb - J j с'2>р<ь
=m---------- ——£------------ m-------- -—

sh npb 2

Постоянное число m выбираем из равенства 

յ ։ _|_6, W «)
----------- = т   
2т------------------- 2

т. е.
Հ\ ^_е w-W 

W=V J ._е W*~

Из (5.14)—(5.16) следует

УЬм-1 °. 
к=\

где

61
*■ - ■ " -

(5.15)

(5.16)

(5.17)

6 = 4՜1/ П-Н’՜2*1 ‘՚'՜'1! I1 +<՛ <i (5-i

г. e. системы (5.9) всегда вполне регулярны. Из (5.11) и (5.12) сле
дует, что свободные члены систем (5.9) ограничены сверху и стре
мятся к нулю, как О (֊] У

\Р /
Для определения ծ, получим следующее уравнение

d - М = (5.18)
ձ՝ ", /-ծ

Коэффициент b՝ определяется из уравнения (5.18) таким же 
образом, как коэффициент </, из уравнения (4.20).

Если в рассмотренных задачах вместо угла поворота штампа или 
обоймы нам известен крутящий момент .Ն'. действующий на них, го, 
вычислив момент сил. приложенных к штампу или обойме, получим 
формулу, позволяющую выразить неизвестное значение угла поворота 
через заданное значение момента.

Эта формула в задаче § 2 имеет вид

֊* —1*^ (5.։9)
4֊(/А>֊ш —

в задаче § 3

Afs “*ACth%(z s)
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в задаче § 4

в задаче § 5

2MI

2/.W
-Cis'

1/л’ ч. -X.

* Г

<5.21)

(5.22)= d

В рассмотренных задачах свободные члены впилне регулярных 

бесконечных систем линейных уравнений имеют порядок О( ֊ )• 

Можно доказать, что неизвестные коэффициенты Л՛,., и Y,, этих систем 
имеют порядок О( --Y где я — I - а - сколь угодно малая по-

\ Ра/
ложительная величина, не равная нулю

Перемещение т՛ и напряжения -- выражаются рядами, члены 
которых стремятся к нулю, соответственно, как О/ ՝ - )иО/֊-Л 

՝ Г*1 / \р-- /
Гак как эти члены знакопеременные но всех точках осевого сечения 
нала, кроме? точки пересечения поверхности и линии сопряжения .4. 
то ряды, входящие в выражение для перемещения т՛, сходятся везде, 
а ряды, входящие в выражения для касательных напряжений -- и -- 
сходятся во всех точках области, кроме точки 4, где эти ряды рас
ходятся.

Отметим, что последние ряды в точках поверхности и линии 
сопряжений участков вала сходятся слабо. Но сходимость этих рядов 
в точках поверхности можно улучшить, используя Соответствующие 
бесконечные системы.

Сходимость этих рядов в точках линий сопряжений участков
Ժ4’ Ժ4’вала улучшается, если в формулах 11.2) величины и заме- 
dr дг

I /сМГ. , ժ4-ր.\ 1 /Ժ4՚, оЧ'..\нить соответственно величинами — ( —*4՜ —՜) и
2 \ dr dr / 2 I dz Oz I

Из сказанного следует, что численные значения перемещения 
можно вычислить во всех точках области осевого сечения вала, а 
значения касательных напряжений везде, кроме малой окрест мости 
точки А.

Подобным же методом можно решить задачи кручения полых 
круглых валов из изотропного или трансверсально изотропного мате
риала со смешанными граничными условиями, а также задачи кру
чения валов, когда материалы областей I. I! и III отличаются груг от 
друга.

Институт математики к механики 
АН Армянской ССР Поступила 20 IV 196!
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Ծ.. Д. C«։up|։i։iiiG> Վ. U. SiiGnjiuG

խԱՌԸ եԶՐԱՅՒՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՎ. ՓՐՓՐԻՍ-ԿԱՆ ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ 
ԼհՍԵՈ֊ՆԵՐՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԻ ՔմՆՒ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ա II* Փ II «Ի 0 I' 1Г

Հոդվածում տրվամ It'll իւաոր եդրալին պա լմաններով փոփոխական 
կա՛րվածքով լի п հոների ո քորման մի քանի խնդիրների fnt ր) tn ՛մսե րր
էնթադրվում է, որ լիսեոներր ոլորվում են իրենց մակերևույթների մի մա 

սին ամրացված շտամպի ա դդե ցոլի} լան տակ: Պարղութլտն համար ենթ սէդրր֊ 
վոէմ I, . որ քիսեոնե րի մակերև էււլթնե րի մսացած՛ մաոերի վր՚“ արտաքին 
•դորոդ ումերր բացակայում են: Խ՛նդիրների լէոծամեերր ներկա լացվում են 
Հարյխրով ըստ ('ևււսելի և եոանկլունաչափական ֆունկցիաների: հնաեդրման 
հաաոաաունները որոշվում են դծալին անվերջ հավասարանքների սիստեմ֊ 
ներից: Ցուրարսւնչր՚ւր դե պ,րա.ւ1 ցուլց I; արվում, որ ալդ սիստեմները լիովին 
"եւրււլլար են ե անեն սահմանափակ ու ղերոլի ծդտորլ աղատ անդա ՚մհեր:

եման խնդիրներ դիտարկվել են Ց. Ս. Пւֆքրոնդի ՚ /|, ‘ի. '1‘րիքից ՜ 
Ի՛ н, 5. Դասի [.>. 4 [, ե. Ս. //•ոաոովցեի [ •> ] ե ուրիշնե րի աշխատսւ- 
իր>՛ ններում:
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ГЕОРИЯ УПРУГОСТИ

П. О. Галфаян

Изгиб швеллера с тонким усиливающим 
покрытием

В настоя щей статье рассмаз рнвается приближенное решение, за
лами об определении касательных напряжении и координат центра 
изгиба швеллера. Боковая поверхность стержня предполагается по
крытой усиливающим слоем постоянной толщины. Для определения 
функции напряжений использована ортонормированная система функ
ция, исследованная в работах G. 7].

Рассматриваемая задача приводится к решению Совокупности 
двух вполне регулярных бесконечных систем линейных уравнений. 
Решение рассматриваемой задачи доведено до числовых результатов.

1. Координатная система и размеры поперечного сечения изги
баемого стержня показаны на фиг. I. Один конец стержня заделан.
а на его свободном конце приложена попе
речная изгибающая сила направленная па
раллельно оси х.

Предположим, что коэффициенты Пуас
сона для основного материала и усняилаю
щего покрытия одинаковы. Тогда при изгибе 
стержня, боковая поверхность которого сво
бодна от внешних воздействий, можно по
ложить

'х. = Գր = 5V - 0. (1.1)
Для осевой деформации е- и нормаль

ного напряжения g. принимаем следующие 
выражения [1]

Г..
(1.2)

4=(Лх - В;) (I -z), (1.3)

где/ —длина стержня. /Д—модуль упругости материала покрытия, 
а .4/ и Bi (< 0,1,2) -постоянные, подлежащие определению.

Рассматривая условия равновесия части стержня, заключенной 
между свободным концом г = / и произвольным сечением z = const, 
будем иметь
■5 Ижаш> АН. серия физ.-маг. иау». № t.
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j |з.(!xdy = О, Ц xv.dxdy — — .И, (1.4}

7Հ О.

где [)q = dx | /А —поперечное сечение изгибаемого стержня, .И - из
гибающий момент в сечении стержня г — const.

/И = /->.(/ — ?■), (1.5}

Используя закон Гука, из условий (1.2) и (1.3) получим

F Е. ■Д0=/1г, Հ?օ = /Լ и .4г=^Д։. (1.6)
/:! /: ।

Из (1.3), (1.1). (1.5) и (1.6) получим

—Ա- “■—"՛■'՛■ <1Л
где

/, - bjL 4- (А։ — d2) dt — 2թ (/’յ 1>. • ն — 0,5 մ։).

4մ,ք^ — d., (ծ — ժ։) (6ծք — ՅծյՀ. | մշ) |

+ P |2ծք (4ծ։ Ն 6ծ2 - ՅՀ - 2d.) 3ds(b£ - Հ) (2\ ֊ Հ)

I Յձ |ծ։ (4ծ։-H Հ - 2մ2) 4- Հ (Հ. ֊ ր * (6Հ 4֊ 2ծ- ֊ Հ 2$)).

Здесь ս - ■£. 2 —толщина покрытия. Cfl и Gz модули сдвига 

основного материала и материала покрытия.
Перейдем теперь к определению центра изгиба швеллера и ка

сательных напряжении д։;, з соответствующих областях /Հ и Ռ.
Функция напряжений F (х. յ՛) при изгибе стержня с тонким уси

ливающим покрытием, когда линия действия изгибающей силы Р про
ходит через приведенный центр гя.кести сечения, удовлетворяет 
уравнению Пуассона |1]

ձք'= Г7 + ?^ = -Г3՜<| 8> 
(JX* Оу 1 փ V

в облает։։ сечения и условию

^Հհր՜յՆ*^՜1 ճ^)մ}՚+<Չ <М)
на контуре области.

Здесь • - коэффициент Пуассона, у0— координата центра тяж 
сечения, Aj и /У։ — известные постоянные (1.7). С — постоянная инте
грирования. котир.чя для идиосаязных областей мохсе։ быть принята 
равной нулю |||.

Если ось у провести но оси симметрии рр.ссматряваемого про
филя и изменить знак х> заметим, что в постановке задачи ничего 
не изменится. Следовательно функция /•(.՝:, у) симметрична относи-
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тельио оси симметрии профиля. Вследствие симметрии достаточно 
Юнйчигься рассмотрением верхней половины швеллера. Для прг- 
шеиня решения на нижнюю половину поперечного сечения, д; - 
точно выполнения условия

o_F 
ох

= 0. (1.10)

которое следует из симметрии задачи. 
Касательные напряжения в области определяются формула ми

В области Р?. соответствующей тонкому покрытию, Касательное 
1ряженне не меняется вдоль нормали п, направлено параллельно 
отельной L и определяется формулой |2|

2
- 1- В.,х. ւ • (1.1Զ9

где

Функцию /- (.V,

Г (а*, у) =

S{х, у) =

у) будем искать в виде

^t(x. У)
/•\(а\ у)

^(Х, У) S (.V, у) в

области

области 

области

II.

III.

(1.13)

На 
ձ и /•;

X — a 
r°y’ (1.14)

основании (1.8), (1.9), (1.10) и
получаем следующие условия

(1.13), для определения

1.2. 3) (1.15)

= 0.
• U

/\(х.

F,(x. 0)-;.֊֊= 
r‘y

/ДО,
dx

ձ(*. />1)+Հ/՝
Օ\՝ у-к,

- 0.
(I

֊- 0. 
о

/Հ (0. у)

r/y

Ժ/Ղ I
I 

dx [.

— О,

- О.
о

Гз(^, у) - ।
■7Х

= 0,

(1-16)

(1.18)

'՜՚՚Հ |-2յ OX
= 0. (1.19)

Fi (x, 0) - n-1

в

в

о
^(2ծ։-մ„)4,.

= V>. ֊F’l =֊'
ox л lfl dx

(1.20)
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1-,(х. Հ) = Հ) ՆՏԱ. Հ>. ԺՀ I5 ■ (1.2Ո
'^У у—d։ &У ('У iy i/։

Функции F։. Г- и представим в виде рядов

ОС!
/•՝. (X. у) = V/л, (л) 

fc-U

sin 'Հ\՚ փ յՀՀ cos Зку
(1.22)

Ah

ОО
л (л՛, у) = У ?Q(.V) 

к ■ 0

Sin Հ.\՛ ■ n'i^cos '/,.v
(1.23)

со
/•J.v. у) V ՚Հ(ր) 

л-о

sina^.v на cos at.v
(1.241

где
A՛'*

AU-I (1 р ?՜:Գ) • 1 ։* уО-нЛи) - (1.25)

\ и ՛> (* = ° 1 •) являются корнями трансцендентных уравнений
I - иХ+ 2^etgrZ2« = 0.

(1.26)
1 — ։Հ'Հ4֊ 2<wtg^։3fc = 0.

Системы функций

sin (5, v — ;Հհ , cos3,v sina4x -aa cosa,.x
------ и

Л'*
(1.27)

в интервалах 0<Հ\՚հՀԺ] и 0<Հր<ՀՀ. являются рртонормиро.данными.
Разложим функции .S'(x, у) и х —и в ряды ио функциям !.27| 

у интервале 0 ՜ х <

.Six. У)-г.. vV ' " «МЧ* 
՚ &

Р - (Հ ֊ 2;>: V Ы£-,

к-Q ‘V*

2. Подставив (1.22) и (1.2-11 в (1.15) и используя условие (1.1!)), 
найдем функиг.н J,{ (д) в -Լ (у) 11-дюль:.\я полученные значения фунй 
u‘.i: i .v! ՚ւ .՛ (yJ. в ’илу < 1.22) п 11.24). получим

•к

л-и

ch (,Y

ch
- COS 
5Լ՜

i !:■ (2-1

sh (/л. v) aA — из-, ch
* Г7------------ 7—տհ 1>Հ-՛. 47., ch b2J.,

+ у/ (>' ՜ Уо) ~

Р4
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sh«>y (ձ-г!1 Уо) Л* г (- I )ծ(/>2 ±)_րօշէ 1Х 
sh 1%7.л- т ch Ь2гк J

Հ ?1 nflC<Y + pjctcosa^v _ (9 1?)
А*

Здесь и £*-постоянные интегрирования, которые должны быть 
определены из условии (1.20) л (1.21)

Լ= — ГТ— /и -'Л ՜ ՝է 1 1— 1Г (Уо ՜ ժ* ՜ 1И՝։
1 ֊հ V /Л..и*

, ■/ 1-г (—ГГ . II. ՀՀ.(Հ. ֊ժ։) I
Г1+7 а*Л\ 2 I /’յմ։-е(Лс—6Հւ.մ2|

Для определения ։скользусм метол Г. А. Гринберга |4].
Подставив полученные значения функций »4(հ) в (1.2.3). и - 

лучим

(1 ՜ր р’/р) ։h dr/;, + 2՚ժՆ
1 Prp-էհՀՀ,

ife/, . I+(-D* .2____________ 1_________ \ sin ?Py-r H^COS[i;,у
*g( ’ «’ ‘'՚ 'chrf^ + ^shrf^J M„

(I - Ji’ap&h (Հ.— Հ)«* 

sh/j;:7„.. aa,. ch f\a«.

, (p Հ-Уо)֊ (— ԱՆ-Հ)

. . 0> + ьг— y0) hk\\ . sh rfja* -Է chrfjCt» I
■<k ч\\Ь-^л ■ Ա7-. ch b..ik I

_____ sh лку -ь ид* ch лцу ) sina»A~ ։>^со^аЛх_
J X (1 H- sh 4- 2pat ch | ,Yfe

Здесь использованы сумма ряда [6, 7\

(sin d£p 4» sfy cos ՀՀ,) (sin | y^ cos^y) _

(։5p <՜ 5<v) -11^

_ ______ sh ցՀ\՛ -- »fcafccli3»y ____ >շ
' (I- -֊h-) ֊-1ւ«՝1-Հ.;-- 2;l7A. cli <-/։7a

и граничные условия (1.17). Условия (1.16) и (1.18) удовлетворяются 
при помощи уравнений (1.26)

Используя условия (1.20) Ո (1.21) и принимая во внимание (1.28) 
(2.1), (2.2) н (2.3), получаем совокупность двух бесконечных систем 
линейных уравнений
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хл= b^X.-rb, (««0,1.2...). (2.5)
/z-и p У

где
_ Mkap______  __ _______ flk('p______

,!' (Հ-ь Й) л՛; ’ k;"' ($Կ-Հ)<’ (2.6)

<.ri— тк У] ֊< I • [(? ! dt — yf>) ( 1Հ (i1 ••• dt) /*оя>| -
л_0Ма/> ։ հՍՆ

•■"• 4 ( ■ .,•■ -г;----- ; ֊г֊:------l(J* Л-Уо)МИ
г_((Мяр I՜ M bp sh D..7.p — ԱՀ., ch b..\;

+ (- 1 )r (it + Հ-) Vp| -(-!)*X
Рл

1 (1 - tfi) th ժձ* -I 2“3J sh (ծ, — d.} rik ({).
(I I jx2A th Հ.\.) (ch Հ?* I |*3A sh b£k)

t « (-If-g, I !+(֊!)* _ ____________ 1_________ (
' p..<&*l?P4՜ **) Мр a* ch 4-i՝?/> sh (է^/։

:' ՜(1 i ^iWrf^Tr 2ЙГ+ J

— (! .Zj7u ||( 1 )'• ։*րոՀ (Հ - умI Л,(-.VuI j —

(— է քւլ I - .. (у--^- Ь» — y0) A*.Vt + ( - iVy Jl.) r^.k Հ
i - : " I ■:1I Ь.л-

sh (7>..— rtj 3A. 
$ i= Ъ.лк

11 Հ-, • 1 h (- .<) f!>| 1(14֊ ւՀ-^ււհժ-Հ 2н.\|
է - ' I ■'», — d.c՝. -՝■•,. Հհ՛. Hh а Лк 4֊ th (/>т — ал '՝■■ [

(2.8)

• (29)

(2.Ю)
(I • ■!?,.. f'!i Ь.Л!{) |( | 'I-՚Հ.) (Լ-i;. —

J — Hi 7f^k :\h(b. —. :Հ) I I'.z*. [ h d^k clh (\ — d,\ я*]

<■ - |)ф |!1Пснти Շ\. H!: it А.՛., через A\ и Հ- определяются соот- 
or.tt чкями

_(ոյ.)ձե. 1 ՜;1’ ֊■1 ■'ձ՝- ւ_____ _ . X

'H* (է -- 4Ճ, •;) la dX;{ г 2р ’ч-

,. _(— IlSi- sh Ь,*ь -1 uqAeJi /?.лА .
k X, (1 ֊ ^.)-sa(/)= Հ) յհ. " ■ 14
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(—1)* Ch^» I <> V 1
Aft sh (f\ — <72) I (1 1է*|'ծ) til dn/k 4՜ 2*Лий

00
4֊ v1 ZJ

p 0

հ- Гр

А’ Л>
у(֊If 

։ք՜ս a/' (*’՛ ՜^՜ ։'*)

Լ Shrfi<t^4-!*a/>ch (1^.ր
^\\1)Հ1;, -I |iaz, ch ՀՀ,

{): - Vo) hv\', I I)"՛ ■'՛.՝• rcX..| 4֊

(— 1 )° 1
---- 72---- 7Tv-r i(|x l-Հ —,У0)Л/Л. t (- If (*4-Հ)ր0«;,| ’

"о лр -r fc) -4, I

Докажем, что совокупность бесконечных систем (2.5) при мело- 
. 2.395 յ

нт р>— Ժ. вполне регулярна. Действительно, используя сумму

Гу—Л'.. , - 1 ■ -j — <2.12) 
р. Q (аЛ Т И*) A/’ It (I Г- !էՀ.-Ջ) III 4՜ 2рЗЛ

[учаемую из (2.4). рассмотрим огдельпо два следующих случая. 
Первый случай. Когда

|1-|փծ-է1ւ(ծ։ :-Դ-:հ('>: Հ.)Դ '2.13)

дем иметь

Sl«vl = -֊
ր„0 ri’fc

1 —’ՀԳ-1 մ>» — V ի.:.. է
1 4֊ ւ՚՚՜ձ- ՚ ՚Հ. . ։1ւՀ-.յւհ(/Հ —■ .

В_____ 0^*_4 է1ւմ.Տ)«?հ(6| ֊ մ.) %___________ I
I -4- էհ (!.Հ.ւ (}x-> 4՜ էհ էհ ('Կ — Հ.4 ?-* 1 v 

де
1 _շ- S.t. -th A't

гх* 4- th Xi-

г = 11 ’ .-.Л - .'ՀՆ: > == 1,312.
ռ՝Հ

Функция (2.15) получасп свое минимальнее
Г~е=■------- ’Которое равняется

(2.14)

(2.15)

значение при л*—

1 | |-‘ 1 ■ г-էհ 1

___  -1Հ1 - г՜И1 4֊ « 4 th 1

Таким образом, будем иметь
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v ^,1-л;֊ • (2.Й
1 4 -г г-lh * 1 * * * * * * 1 ’-֊

(1 4 ?a*clhМО <4** 4լէհ </։<ц)_ ____ ..
1 ! 1 (раА. !-th (/։а,..) cth (Խ — (Լ)-J.k

1 ]- |ха* • cth Ьлк ряк 4 th г/гзл
1+R 1 4 1հմյ։ծ 4֊ -! Ill էՀ**) clh (/>j—rfjat

I ֊'A;1' 11
1 +»*, ethw+y,ni„ ՝= ։ ֊Ւ у,,,,,,՜

Заметим, что 3>a и с11г?Хь убывая, быстрее стремится к единице,
чем сП) Յ.Հծ.

Таким образом, на основании (2.16), (2.18) и (2.19), совокуп- 
՛■* 395iH CTb бесконечных систем (2 5) при условии ո>ր՜ Ժ4(։ —1.2) enav 

л,

не регулярна |5]. Из (2.14) в (2.19) следует, что бесконечные си
стемы (2.5) вообще будут квази вио.тне-регулярны при всех значе
ниях параметра р. Ограниченность свободных членов (Զ 7) и (28)
вместе с вполне регулярностью бесконечных систем 2.5) позволяй 
определить искомые коэффициенты с любой степенью точности.

Второй случай. Когда

1 — |‘?* • th (^ — (Ц| I (2.17
имеем

1,1
“о " Н/А 1 . ^ծէհմշ?» I (4sfr th <А>,0 th ւ/.», ժՋ)թ*

I I _ _1_1==

'■՛՝ ՛՛՛ i *Xk « I է/քլ— 4t, V I ~t~ 81 1 1 , =-ni -----------

(2.18)

Отсюда следует, что первая из систем (2.5) вполне регулярна,՛ 
если sxt = :Հ;«. 1. Неравенство a3t > 1 следует ид уравнений (1.26Г

р. 2,395 пои условии г — — - >--------
Հ. -

Для второй системы имеем 

кт г է ! 1 — ах... i\ |^/)|=г— ._ X
Հ.) !«* I I
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Заметим, что решение задачи кручения получено аналогичным 
образом. Бесконечные системы для задачи кручения отличаются от 
бесконечных систем (2.5) только свободными членами.

3. В качестве численного примера рассмотрим случай, когда

\bl = b„ = b = 2d. d,=-dn = d. UO.brf. ^ = 16; 13.1՝

f. °'1
Тогда [* - d.

Для рассмотри веемого случая бесконечные системы (2.5) вполне 
регулярны.

Решив трансцендентное уравнение (1.26) методом касательных, 
шя его корней с точностью до 10 м иметь: <7;.,. 1,312; =
= 3.670; г/х,-6,579: d^ - 9.627: 12.72: d*. = kit Լե =5,6.7 ).

Обозначим значения неизвестных АД и К* с избытком через 
Л7, У*, а с недостатком через АД. И*. Пользуясь теорией вполне 
регулярных систем [51, для АД и Y;. получим следующие оценки

10’ 
----Ло
/V

= 1.74154 "T 1.74208
Pd Pd

10’ v_----Л 1
Pd

= 4,70366 ■< — A\ ; 4.71149 ֊ — A'f . 
Pd Pd

10’ v_----А՛
Pd

= 4,42052 < 1(Г X. < 4.43777 ֊ — Xl, 
Pd ■ Pd

Ю3 ...
Tdx-'

10՝ IO3
= 1,79451 — Л, < 1,81917 - AT.

Pd Pd
(3.2;

—
Pd

= - 1.29463 < U’՜՝ Го < - 1,29318 = •
Pd 0 Pd

"Դ. 
Pd

IlV 10s= 4.99578 < 71 Г, <-44)8534 =мГ,՛.

Pd '

jfp ПР
= - 4.30025 < — K. - 4,28015 = Y7 , 

Pd ' Pd

103 
----- 1 .{
Pd

= -3,69217 10՛’Г. 3.66367 ֊ :l:/' •
Pd ՛ Pd

Координата центра изгиба определяется по формуле

1 C■'4 

z

F (.v, у) (xdy - yd::} — “՜ Н <х’ У) dxii^ + 
'К

\ \ (х~֊^хУ‘1х{1У՝

"Հյ

13.3)
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где. Լ контур сечения. Ц, —область поперечного сечения нзги!
мого швеллера.

Из (1.13). (1.14). (2.!) —(2.3). (2.11) и (3.1) определяем фуя 
цни напряжений Л(а\ у) (< 1.2.3). Используя найденное знамен 
функции напряжений в формулах (1.11), (1.12) и (3.3). о предел 
напряжения ту., и координату центра изгиба у,. Подстав 
коэффициенты {А\} и }>V из (3.2) в полученные выражения для 
и ус. определим верхнюю и нижнюю границы напряжения тЛ_. и коо 
динаты центра изгиба швеллера у,. Для напряжения в усиливают!
покрытии получаем

Հ• Հ-՝

•;.(*, о) о» и մ)=֊-\v>. (/». Ժ).
Գ ’ O։

(3.4)

В таблице I приведены значения напряжения -.х. в трех точка: 
нейтральной оси.

п & ,Значения —-Л.-(л՜, у)

Таблица I

У 1 ь. о 
b/d

b, d

0.0(к5887 0.066174 0.070441
O.0658S6 0.06(И73 0,070-139

Для центоа изгиба при 2 получаем 
d

у 0, 113574 •</ < у, 0.11359<Ն Ժ = у. .

Согласно (3.1) и (3.4). напряжения и усиливающем нокр:
10 раз больше, чембудут в напряжения в юотнетст кующих точка;

контакта основного материала.
Сопоставляя полученные результаты (3.5) с известными ([3] 

г.-p. 61 •■՝). (амечаем. что» благодаря усиливающему покрытию, коот
Z> О -дината центра изгиба швеллера при ֊ ֊ 2 уменьшается более че 
d

в 1.4 раза, т- с. при данном отношении размеров поперечного сё’ 
нн.я центр изгиба швеллера, оставаясь в основном материале, пе| 
мешается ч )лево (фиг. Г).

Пнстипч мате малин: и механики 
АН Армянской ССР Поступила 22 VI 1
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Պ. Հ. Դ>ա;ֆ“էւս>քւ

ՈհժեՂ-ԱՑՆՈՂ ԲԱՐԱԿ ՄԱՄԿՈհՅԹՈՎ. ՇՎ_եԼԼեՐհ Ջե<հ 
ՃԱՏՎ-ԱԾՔ ՈհՆեՑՌԼ ՋՈՂ.Ւ ԾՌՄԱՆ ԿՆԴՒՐԸ

I). Մ «I» Ո ՛Ի II Ի Մ

փողվածում ղիուարկվւո t! կ ծե ի չոր լնակորն հատված ր էոնեւյող
աէրիէքմակսւձԼ ձողի չա-նորկան ումով ծ է՛ ման ^րէնււքքէքրքւ մոտավոր դր վ ած յ՚՚՚վ • 
•пчЬ մակևրևա չթ ր ծածկապատված Լ հոր ո աւրրաուն հ՛ո и տ nt թ ււր/մր ու մ ե ղա էյն ո ղ 
քար ակ ծ ործկրրւ չթ ով: Ս ո տ ա վ ո բ՛ո թ չան բ կոր / որն >ո մ Լ նրանում, որ ծածկույթին 
նւ/Աէպվսրաասխսւնող {)л աիրուքթոէմ յ tn րո ւ tilth ր ի ի էի ունկղիան րոո՛ ծած- 
կայթի հո,սսէէէէ-թ լան էիուիոխվուէ. / ղծւով^ո „բենրով, որ(է ֆիղիկորևն հէոմորր- 

է աչն րնդունեչո, թլանր, որ ծածկույթում շոշափող չորրո:1!հերր րոա 
ծածկոպթի հաստության քեն էիուիոխվու մ: Ա,յղ հարցր [nt.ttարանված է |2յ 
աշխաւուււթ յան մեջ, որտեղ, եյնեչով ձողի չ ա fit ական հատված րի չ աւիուԱսեր ի 
նկւսսւմամր ումեղարնող բարակ շերտի հտստու թ քորն րիո րրոր թ քուն իր, ղու լղ 
Հ սւրւիսծ, որ որոշակի մոտավորությամբ չու րոէ.՝!ե ե րի ! (X, Vj փէէրնկէքիան 
։1шГ։'!г '՜ որոշել միայն հիմնական նյութին համապատասխանող 1_)л ւոիչոո յ֊ 
թում 1.9} իոոոր It ղ յ՛ա չին պա լմանով,

Լարումների 1ի ունկղիան ներկա րո »•/“>■» է !«■ *1 ա շվոտ տ ա թ յոմննև ր ո ւ //" 
'*։нл< մէասիրված օրթ пЬг ո ր մ ո՛ չ էիո՚նկէյիանե րի էէ իս տ եէք ուք է Zf/5/г^/Д չէէւծոէմր 
բերվում Լ ղծոէյին 'արէի՚ոոարու tfiifiյ,ի երկու անվերջ սիոաեմեերի չրիվ ոե֊ 
4ր:41ս,{' համախմբի չու ծ մ տնր: ՚ I՝ ի աո> րկմող խնդրի չա Л ու if ր հա иրյվ ուծ է մինչև 
ի՚!ս1{ին արղրոնրների: 0'ուքորն կենտրոնի համար ոաաչ/ված թվային տր- 
հւ^՜՚նրր համեմատված Լ •>’ | ա շխատա թ րոն մեջ ո տարված որրղ րւ էն չ՝ի ՝,/է,ո:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

И. И. Темнов

Влияние на деформации ползучести размеров 
поперечного сечения бетонного призматического образца 

и формы эпюры напряжений

Установлено, что размеры поперечного сечения бетонного приз
матического образца с неизолированной поверхностью влияют на де
формации ползучести и усадки. При прочих одинаковых условиях, 

рта деформации обратно пропорциональны размерам поперечного се
чения образца. Кроме того, некоторые факты показывают, что на ве
личину ползучести влияет и эпюра напряжений.

Несмотря на это, при оценке влияния ползучести на напряжен
ное и деформированное состояние бетонных и железобетонных кон
струкций. нередко не учитываются размеры поперечных сечений эле
ментов, входящих и состав этих конструкций.

Автором настоящей Статьи были поставлены следующие задачи.
а) Провести экспериментальные исследования влияния размеров 

г перечных сечений на величину деформаций ползучести бетонных 
՛ с G раз но в с неизолированной поверхностью, обобщить имеющиеся ре

зультаты таких исследований.
б) на основании опытов выявить возможные отклонения меры 

юлзучести бетона в центрально сжатых образцах от меры ползу че
сы бетонных образцов при внецентренном сжатии и изгибе.

1. Влияние масштабного фактора на деформации ползучести и 
усадки изучалось в работах Л. Л. Гвоздева |7]. С. Е. Фрайфельда [17|. 
И. II. Улицкого |16|. М. С. Боришанского [8]. В. С. Булгакова |8|, 

■С В. Александровского ] 1|. К. С. Карапетяна |9{, С. Я. Эйдельмана |20|, 
И. Е. Прокоповича |14|. Девиса |15|, Графа |17[ и других.

Известно, что если при быстром .мгновенном" ,• загруженчи бе
тонного образца деформации его растут пропорционально напряже
ниям, то при относительно медленном загруженин соотношения меж
ду деформациями и напряжениями увеличиваются. Нарастание дефор- 

ւнаций, с увеличением времени, в течение которого производится за- 
гружение образца, вызывается ползучестью бетота.

Так как даже при обычных машинных испытаниях нагрузка 
прикладывается не мгновенно, а в течение некоторого промежутка 
времени, то результаты их зависят от скорости приложения нагрузки, 
предопределяющей степень развития деформаций полз\ чести. Это при-
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водит к тому, что даже при кратковременных испытаниях величины 
деформаций существенно завися! օ՜ւ размеров поперечных сечении 
бетонных образцов.

М. С. Боришанским {8| при разных режимах нагружения были 
испытаны призмы 25x25 100 и ЮХ 10 Հ4Օ см. Результаты опытов 
показывают, что при равных скоростях нагружения деформации боль
ших образцов систематически оказываются меньше деформаций ма
лых образцов.

В. С. Булгаковым |8|. в лаборатории железобетонных конструк
ций ЦНИГ1С-а. проведены кратковременные испытания железобетон
ных образцов на внецентрепное сжатие с малым эксцентриситетом. 
Размеры Образцов, при этом, օւносились друг к другу как 

причем самый большой образец имел размеры 1.6X0,8 м при высоте 
3,6 ж, а самый маленький —20, 10 см при высоте 45 см.

Бели мгновенные деформации большого и малого образцов ока
зались близкими друг к другу, го деформации ползучести при одина
ковом напряжении получились для малого образца в 3 раза больше, 
чем для большого образца.

В 1943 году А. А. Гвоздевым |7|. на основе предложенной им 
оригинальной теории ползучести бетона, были получены՛ формулы для 
определения полных относительных деформаций, в которых учиты
вается влияние абсолютного разм.-рз образца. 15 формулах (38) и 
(39) |71 время представлено переменной ’) - t где

а—постоянная, зависящая ог физических свойств материала.
К — радиус цилиндра.
Формулы построены так. что с увеличением радиуса цилиндра, 

при прочих разных условиях, деформации будут нарастать медленнее 
Переменная '■ содержится. как в слагаемом, учитывающем деформа
цию козлик нищую тотчас ио приложении нагрузки, так и в слагае
мом, учитывающем деформацию развивающуюся во времени. К сожа
лению. эти теоретические результаты не были подкреплены опытными 
данными. Зкеиерименталиную проверку влияния размеров образна на 
ползучесть производил Девис (13|. Вего опытах на -500-е сутки ис
пытания цилиндра диаметром 15 см. величина ползучести оказалась 
равной 270 р .ч, цилиндра диаметром 20 см — 245 ц/.ч и цилиндра диа
метром 25 см — 170 и .'ж.

К. С. Карапетяном [9J проводились исследования влияния разме
ров образца на ползучесть легкого бетона на литоидной пемзе. Ци
линдрические образцы с диаметрами равными 14 и 25 с.и хранились 
до месячного возраста но влажной камере, зятем загружались дли
тельной нагрузкой в помещении с влажностью 50 1С%. Длительность 
действия нагрузки составляла 550 дней. В результате оказалось, что 
деформации ползучести малых образцов на 20°.^ больше ползучести
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больших образцов. На основании проведенных опытов сделан вывод 
о том, что фактор .масштабности не имеет .места, если исключить про- 
цсс испарения воды. Поэтому меру ползучести бетона, определяе
ма на малых изолированных образцах, можно считать равной мере 
ползучести бетона в массиве. Предлагается определять в лаборатор- 
кых условиях ползучесть на нескольких образцах с различными раз
мера мн поперечных сечении без исключения испарения и на образцах 
одного размера с исключением испарения. Полученная таким образом

Фиг. I. Кризис ползучести при сжатии образцов с поперечным сечением 
7-7. 14 .14, 7x28 елг по опытам И. Е. Прокоиооича.

«симость меры ползучести от размеров поперечного сечения об- 
шов будет охватывать весь диапазон размеров or наименьшего не

изолированного до массива.
I И. Е. Прокоповичем [11| проводились длительные испытания на 

■Сжатие бетонных образцов с размерами 7X7. 14x14 и 7x28 см при 
дяше 70 см. • бразцы были изготовлены на нормальном портландце
менте из бетона состава 1 : 1,82:3,7 при 0,55 и загружены в 
возрасте պ=28 суток. гаты испытания приведены на фиг. 1.

нагрузки.
Приведенные а этой таблице величины отношений,

լ В этой же работе приведены отпо- Таблица 1
шения деформаций ползучести к упру
гим деформациям для образцов с раз-

Поперечное 
i i пне об-

личными поперечными сечениями. Эти p.IXUil в см
отношения представлены в таблице I.
ГД? 7X23 2.40
Ն (160, ՜֊յ) — деформация ползу честя при 14ХП 2.24
г = 160 суток от нагрузки, приложен
ной в момент т։=28 суток.

7X7 3.89

I Vth) ~ упруго-мгновенная деформация в момент приложения

с известным
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приближением, характеризуют и влияние размеров поперечных сече
ний элементов на предельные характеристики ползучести, равные от
ношению полных деформаций ползучести к соо։ ветсгнук.пцим упруго- 
мгновенным деформациям. Как видно из таблицы 1, с увеличение։, 
поперечного сечения образца предельная характеристика ползучести 
уменьшается. Различие в предельных характеристиках ползучесть 
образцов разных размеров может вызвать переписи: ‘.-деление, за счя 
ползучести, внутренних усилий в статически неопределимых конструк
циях. состоящих из элементов различных размеров, и. поэтому, о ря
де случаев должно учитываться в расчетах |14‘.

Результаты работы по обобщению исследований влияния геометри
ческих размеров поперечного сечения на вел։.-- ину ползучести бкла 
доложены И; И. Улицким г. фен рале i960 г. на совещании в НИИЖБ.

2. В наших опытах образцы изготовлялись из вибрированием 
бетон;։ состава 1 :2,48: 4,37 по несу, на пуццолановом цементе при 
Р.: Ц 0,65 г осадкой конуса 5 6 <и. У кладка бетона проводила 
гак. чтобы при передаче нагрузок па образцы направление действую 
щих нормальных напряжений было параллельно слоям набивки. Об
разцы освобождались нз форм на пятые сутки и хранились в течение 
10 су ток во влажном песке, а затем в специальном помещении прт 
температуре 20—25° и ала ж кости 76—83%. Назначение образцов! 
их размеры указаны в таблице 2. В таблице 3 приведены физико-ме
ханические характеристики бетона, полученные одновременно с за
грузкой образцов, произведенной в 28 дневном возрасте.

Загружение образцов проводилось тремя ступенями в течени 
ч.ха с издержками по 15 минут. Отсчеты по приборам при кажди! 
ступени нагрузки снимались дважды; тотчас после за гружения н нс 
р-.-д приложение м повой ступени нагрузки. Такой порядок загружг 
нпя и снятия отсчетов позволил отдели.ь упругие деформации ог де 
ф фмзцин ползучест-:. Деформации определялись по стационарны։ 
индикаторам с точностью делений: 0,001 мм для определения ползу 
чести, 0.002 мм для усадки при базе 200 мм.

Для создания . лительного просюг-:՛ и внецентренного сжатн
образцщ-. применялись пружинные приборы, обеспечивающие при пс 
мощи шарнира фиксацию положения сжимающих сил. При внецеш 
ренном сжатии силы прикладывались на границе упругого ядра сече 
кия (теоретического, см. фиг. 2-а и 2-6).

К из ибаемым образцам с пролетом рапным 700 мм нагруз։ 
прикладывалась в виде двух согрело .оченных сил, расположен^։ 
симметрично относительно середины на расстоянии 400 мм друг ( 
друга (фиг. 2-в). Сосредоточенные силы, вызывающие изгиб образа 
создавались при помощи подвешенных грузов. Деформации Geroi 
Замерялись между сосредоточенными силами в ежа гоп и растянут։ 
зонах. Центрально и вненентренно сжатые призмы загружались га 
чтобы средние напряжения в их поперечных сечениях имели один 
новую величину.
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Количество, размеры и назначение опытных
Таблица 2

и:л
Вид 

образна
Размеры об
разца к г. у

Ки
ли

чс
сг

вп
 

ш
т

У
сл

ов
ны

е 
об

оз
на

че


ни
я 

__
__

__
__ Образцы изготовлены для 

определения

кубики 10x10X10 5 — кубиковой прочности
'2 призмы 10X10X45 5 — призменной прочности
3 • 10X10 15 3 модуля yr.pyi ОСТИ

1 • 7X7 Х!><» 5 — разрушающего .момента .Ир н преде
ла прочности ։:а рзсгижеинс при 
илгибс Rf>l!

5 • 14XI4 90 5

V • 7X7 Х75 3
11-1
11-2
11-3

деформаций ползучести при цен
тра льном сжатии

7 11X1'1 75 3
П-4
П-5
П-6

деформаций ползучести при цен
тральном сжатии

3
• (Հ< ■ (б 3

ГИИ
ПВ-2
НВ-3

деформаций ползучеОгп при ине- 
цептреином сжатии

fl
• 14X14X75 3

ПВ-4
II В-5
НВ-6

деформаций ползучести при писцсп- 
rpi'H'Ti.M сжатии

ю < 7Х 7X90 3
ПН-1 
ГП 1-2 
ПИ-3 деформаций ползучести при изгибе

II • 14 <14 90 3 II14-4 *
ПИ 5
ПИ <>

деформаций ползучесш поп пипбе

12 7x7 75 3
У-1
У-2
У-3

усадочных деформаций при пере
кальном положении образна

13 • 14X14X75 3
У-1
У-5
У-6

усадочных деформаций при перш 
кл.-ьном положении обратна

14 • 7Х 7X90 3
У-7
У-8
У-9

деформаций при горизонтальном по
ложении незагруженного образца

15 • 14X14X90 3 У-10
У-11

1У-12
деформаций при горизонтальном по

ложении непогруженного образца

Физика- механические X .1 рз КI ср! Ղ՜ ։ I f К И Ճ С ТО И Я
Таблица 3

L *а/сж’
Rnp

К!; СМ-
Ег, (28| 

К.'.С.П5
Мр кем 

(7> 7 слО
,И/> кгм

(14X14 см) Л'г/е.и

Г“ 97 172СОО 63 13.7

JTp и м с ч а к и с; Кубпковля прочность принедема к прочности стандартных 
|цпи размером 20X20 20 ем, ну ten умножения на коэффициент. patn<i.ni 0Л5.

:м» ЛИ. серпы фш.-urr. >wv» :Հ; •<
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В соответствии с задачами, поставленными при проведении опы
тов, величина нагрузки подбиралась так. чтобы между напряжениями 
и деформациями ползучести существовала линейная зависимость.

На основании ряд:։ экспериментальных данных [5], |16|. |6]. 
|10|, [11| можно считать, что такая линейная зависимость существует 
при s <0.5 /?»// при центральном сжатии. Опыты |6|. |11| показали, 
чго деформации ползучести при центральном растяжении пропорцио
нальны напряжениям почти до предела прочности.

Фиг. 2 Схемы загружен»’։ битапл.гх ййр.кщон.

В проведенных нами опытах. максимальные напряжения прибли
зительно составляли: в центрально сжатых призмах—0.23 /?ЯЛ. нне- 
цснтренно сжатых—0,46 /?яр, изгибаемых-0J

При проведении опытов под ползучестью понимались деформа
ции загруженных образцов, развивающиеся во времени, за вычетом 
соотве.тст в\чощих деформаций йена груженных образцов. Известно,, 
что существует другая трактовка деформаций ползучести, предложен
ная С. В. Александровским |1|.

3. При высыхании происходит уменьшение объема бетона, назы
ваемое’ обычно усадкой. В основном усадка обусловлена объемными 
изменениями гелевой структурной составляющей |1$|. II] и частично 
качи.1.1я.-!!-.'ми ՛:... ..I !՝,■>!. ?> последнее время это убедительно дока
зано fi результате обстоятельных опытов, проведенных С. В. Алексан
дровским |1], |2|. |3|.

Установлено, что на величину усадки существенно влияют раз
меры поперечных сечений образцов, твердейпцих в обычных услови
ях с неизолированной поверхностью. Поэтому деформации ненагру- 
женных образцов, служащие для исключения усадочных деформаций 
при определении ползучести, должны определяться на образцах, 
имеющих размеры поперечного сечения ранные размерам поперечных 
сечений нагруженных образцов.

11а фит. 3 приведены относительные деформации усадки иссле
дованного нами бетона г. возрасте 28 է суток. Две верхние 
кривые представляю; усадку образцов с поперечным сечением 7x7. 
а нижние 14X14 см. Сплошными .нитями показаны укорочения 
верхних кромок образцов, находившихся в горизонтальном положе-
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Фкг. 3. Крипыс деформаций усадки образцов с нот: речным сечением 7x7 и 
14> 14 см, находившихся в вертикальном и горизонтальном положениях.

янн. пунктирными линиями—образцов, находившихся в вертикальном 
ложении. Деформации усадки, замеренные на нижних гранях об- 
зцов, находившихся в горизонтальном положении, оказались на 
5й,, меньше усадки на верхних гранях.

Из фиг. 3 видно, что величина усадки в образцах с меньшим 
перечным сечением резко [ревосходит усадку образцов с сечением

ОЛ {«йго г.о ՜ Io t'f.v 
ОТНСГ«7| AbNtH ЛСФ'.’МАЦИП

ւր. Հ Кривые jnpyr о-мгновенных и упруго-ползучих упруг о-плаиичсских) 
лсформзиий образной с поперечным сечешц'м длп упруго-мгновенных

— 10/10. для упруго-ползучнх 7 7 и 1 I :14 см.

больших размеров. Отношение усадочных деформаций изменяется от 
2.7 в 15 су/пок до 1.9 в 135 суток. Скорости деформаций усадки раз- 
мл образцов через 135 суток становятся примерно одинаковыми.

4. Результаты кратковременного испытания образцов, иолучен- 
нне при обработке данных наших опытов приведены на >] и:՝. 4. На



84 И. И. Темнов

фиг, 4 и. b и с пунктирной линией токазакы мгновенные дефорйа’ 
полученные при испытаниях бетонных призм размером ЮХЮ>45с 
при он >- ip 1 лип модуля упруго мгновенных деформаций. Сплошны 
ми линиями показаны упруго-ползучие (упруго-пластические) двфод 
мицил, развнвиющиеся как при подаче нагрузки, так и за время гл* 
дрржек н центрально сжатых. внепентреяно сжатых и изогнутых с® 
разцах, г р.чзмЛрами поперечных сечений 7X7 и 14Х14ся.

Как видно из этих фигур, деформации образцов меньшего се- 
ченяя к .моменту окончания приложения нагрузки примерно в 3 рзя 
больше деформаций образцов бол։ его сечения независимо от пил 
сформированного состояния цемента (см. табл. ֊1)

5 !i звесгио, что если усадки носит объемный характер, то п< 
зучесть бе юна разбивается, в основном, в направлении действующ] 
усилия. Однако, изучеггь и усадка бетона находятся в тесной вз 
моенчз։։. Н՛՝ остана вл и ;■! ь детально на таковой, укажем только, ՛ 
к кне.пним признакам взаимосвязи относится и влияние масштаб» 
фактора.

11е и p i ՛ ! . нс . . 22
Пел j’i..։.!i->՛. cx,.:tnc • -II 14 22 
()։.. 4iivii:i мар ползу

чее: Il ........................
В ец.-преииии l.i.jiiic • 7 7 41 
!• -.էր ttj:>v;!iiiiu C-xnrili- • II -.14 • • 
OlllOIIIJJlHJ мер ПОЙЛУ

•IvCHI.....................

Сжатие при i’u-иб. . . 7'հ7 5.5 
(:я<>- :i при и <гиив • . 1-1 14 5.5 
О i noise пн.* м-р по.чзу-

I.5M.1 21.0 
0,51 3.2 8,7

3.1 2,85 2.42

...05 10,7 22,3
O.dI I. I 9,1

.,-21 2.11 2.45

2.1 17.532.3 
0.80 5.8 13.5

3.0 3.02 2.4

'1,(13 1.300,900,33
0.800.35 0,27 0,17

1.3 1.0 0.530,30
1 О О.roo,200, 171

0,20: o.i 
0.10 : 0,1

0.23 1Ш
0.07 O.Wi

■ . .2.19 0.90 0,4(1 i>..
1 250.75 0.40 0.20 0.13 Oj

В тлбл. 5 t и -j и cyr/tf,‘,-;A.

На фиг. 5 представлены результаты опытов на ползучесть.:» 
веденных автором (см. табл. 2 и 3).

Верхние три кривые относя ;ся к сечениям образцов разхер 
7 7. П1жпи‘,- три 14 .14 • к. J . фи՛ й видно, что с у։ -.тнч чщ 
раз- ■ iiti •!’••..՛ i.t'iro cuHv.iHH мера ио;зучести бетонного орМ 
уменьшается

Отношения мер ползучести образцов с меньшими и боМшн 
размерами поперечных сечений изменяется: с 3 в 15 суток ю 2,4 
1)0 суток для изгибаемых образцов я с 2,8 п 15- суток до 2.4 иЧ 
суток для центрально и внецептрепно сжатых (см, тлбл. 4).

Отсюда можно сделать вывод, что влияние размеров поперев 
го сечения на деформации ползучести бетонных образцов мало.Л
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сят от вит деформированного состояния. Кроме того, как видно из 
табл. 4 к трем месяцам п еле зчгруження образцов кар сти роста 
и&р ползучести становятся примерно одинаковыми.

[ Нами сделана попытка обобщить результаты опыта |9|. |!4|, 
||5|. |12|. Бертье |13| и автора. Для этого построен график зависи- 
Л отношенвя мер ползучести от параметра п «՛. равного отноше- 
!» периметра образна к плсшядм его поперечного сечения Iфиг. В)*.

По опытным точкам, получен- ым при испытании бетонных пб-
юв. загружаемых в возрасте -. = 28 суток. построены три кривых 

лая <=80. 160 н 500 суток. При построении кривой для Т =500 гу
лок, ползучесть образка </ = 10г.е определялась по формуле р։՛- 
fflii [15|. куда входят коэффициенты а и /•. взятые из графика, па

яного Девисом |15|. Ост ьпые значения получены на основании
։нтиых данных. На фиг. 6 нанесена так же кривая влияния разы •• 

pt поперечного с :з на деформации ползучести, •՛-
роенная на о.ноиании rp.ijn-xi. рекой* ^дуемого Ф. Ле* «игярл том 1'1

Результаты фиг. 6 показывают резкое увеличение деформаш я
зучести с уменьшением поперечного сечения образца от 14x14 до 

jX7 см (в 2.5 раза) и v.c к ՛ гное or d = 25 до 14 1-1 см и
за՝. Из фиг. С и՛; .!, • ц», по нлвяиие ма табл на ползу-

tcri. уменьшается с увеличением возраста бетона, к ия в пределах 
W / 5и0 суток заметного изменения \ же не наблюдается.

■ * Ни фи։. 6 । п ■ 0.286 опкхсся образцы с поперечным сеченном 14 I I 
ttOojbUiHM допущением 15 IS и d 15 см
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Конечно, кривые, приведенные на фиг. G, должны рассматривать
ся, как приближенные и подлежащие дальнейшему уточнению.

6. Каких-либо систематизированных результатов по вопросу влия
ния формы эпюры напряжении на величину меры ползучести, поаа- 
лимому, в настоящее время не имеется. Известно только, что nfl 
кра։непременном действии нагрузки, краевые деформации бетонны։ 
призм при внепентренном сжатии превышают деформации таких зе 
центрально сжатых призм 14|

Фиг. 6. Кривые зависимости отношении мер ползучееm or параметра ոխ. 
ранного лгношлнмю псримсгрл образца к площади его поперечного сечения.

В таблице 4 приведены условные меры ползучести С (28.04,28), 
характеризующие ползучесть в бетонных образцах и процессе прило
жения нагрузки при центральном сжатии, внепентренном сжатии и 
изгибе. При этом, код условной мерой ползучести понимается отно
шение деформаций, развившихся за весь период приложения нагруз
ки (за вычетом упруго-мгновенных деформаций), к величине наяря- 
женин после окончания заг-руження.

Сравнение условных мер ползучести показывает, ч го если услов-1 
пую .меру ползучести центрально сжатых образцов принять за едини-1 
цу, то условная .мера ползучести внеценгренно сжатых образцов со-1 
ставит примерно 1.25, а изгибаемых примерно 1.55 независимо от I 
размера поперечного сечения образца. Как видно из табл. 4. мера пол- | 
зучести вне центре и но сжатых призм к трем месяцам лишь несколько, 1 
на 5—7Հ, превысила меру ползучести центрально сжатых призм. I

Из та б :. 5 нидпо, что отношение меры ползучести бетона в орЯ 
той зоне при чистом изгибе Си (է, т։} к мере ползучести при цен-֊| 
тральном сжатии С (/, т։) в любом возрасте рассматриваемого ннтер-1
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1.3лi времени больше 1,5. При этом, наибольшие величины этого от- 
нс- -ния характерны для интервала է '.<43, л. е. для интервала 
наибольшей скорое։ и развития усадочных деформаций меня! ружейных 
образцов. Вероятно и увеличение отношения Си С в этом периоде 
связано с развитием час:и усадочных деформаций, проявляющихся 
то.ь^о при наличии напряжений и выявленных в опытах С. В. \лек- 
саядровского |1].

'■ношение меры ползучести при изгибе к мере ползучести при центральном сжатии
Таблица Ձ

V»леннс
Си (28.01.28 Си (3.4.28) 'Си (58.28) С., (88.28) С« (118,28)

К bit
С <2Н.<11 28) С Ռ3.2Տ) J С (43.2S) С (58.28) С (88.281 С (113.28)

7X7 1.52 շ 1.4] ! 1.74 1.60 1 ,54
14 / 14 1.56 1.87 1.62 |.бо 1.58 1,55

Характерно, что отношение Сс С чор час после приложения 
нагрузки (1,52 и 15,6}. т. е. когда влияние угадки было ничтожным, 
и через 90 суток, т. е. когда процесс усадки в основном закончился 
11,5: и 1,55), сравнительно незначительно отличаются друг от друга.

Фиг. 7. Кривые деформаций '.c:tдни . фиг. 3) и граней кнецепгренно сжа
тых призм, теорс ические напряжения в которых раины нули՛.

На фиг. 7 пунктирными линиями показаны относительные де
формации граней внецентренно сжатых призм, напряжения в которых, 
по формулам сопротивления материалов. равны нулю. В течение пер
вых нескольких дней происходят отрицательные деформации (растя- 
»иие) или что тоже-перемещение нейтральной линии к середине по-
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перечного сечения. В дальнейшем, отрицательные деформации умен- 
шаются и после перехода через нуль происходит нарастание дефор* 
маций сжатия. Это совпадает с картиной изменения деформаций пр։ 
внецентренном сжатии, выявленной в опытах A. 11. Кузнецова и опи
санной А. Л. Гвоздевым |7]. Однако, если рассматривать только де* 
формации ползучести, то картина получается иная.

На фиг. 7 представлены так же кривые .деформаций усадки, lb 
того, что деформации на рассматриваемой грани кека груженного об
разна больше соответствующих деформаций нагруженного образца,| 
следует, что деформации ползучести здесь отрицательные.

Па фиг. 8-а показаны деформации верхних и нижних граней из
гибаемых образцов сечением 7x7 > и соответствующие деформации

Фиг, 8. а) Кривые деформаций верхних и инжинх 
граней изгибаемых образцов сечением 7Z7 см и 
деформации усадки. 6) деформация за вычетом 

усадки I деформации ползучести |.

незагруженных образцов. На фиг. 8-6 показана разность между эки
ми деформациями, т. е. деформации ползучести.

Из фиг. 8-о видно, что после трех месяцев пребывания под нз- 
грузкой деформации растянутой зоны бетонных образцов превысил!; 
деформации сжатой зоны всего лишь на 10%. Это примерно соответ
ствует результатам опытов, проведенных Л. В. Шейниным и В. Л. Ни
колаевым |19].

7. Как видно из результатов проведенных опытов, представлен
ных в табл. 4, мера ползучести бетонных образцов при виецентрсн 
ном сжатии и особенно при изгибе больше меры ползучести при՛՛ 
центральном сжатии. Скорость деформации ползучести внецентреню 
сжатых и изгибаемых образцов вначале больше скорости деформаций |
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живучести центрально сжатых образцов*. ('. течением времени 
имеется тенденция к выравниванию этих скоростей.

Однако еще не ясно изменение скоростей и интервалах време- 
«и. превышающих 120 суток с момента приложения нагрузки.

Укажем, что на большую ползучесть бетонных образцов при 
изгибе, чем при центральном сжатии, на основании своих, юнее про
ченных опытов, неоднократно обращал вниманий С. В. Ллексай- 

’■дровскин.
Подтверждением различия в мерах ползучести :ри центральном 

сжатии и изгибе яьляются резуль, а ты, полученные при обработке 
Лйернйентальных тайных по изгибу железобетонных бя,-ю : г обыч
ай арматурой при длительной нагрузке, !22|. Здесь хорошее соответ- 
стяне теории опытным данным поручилось л случае принятия меры 

'(Ползучести бетона сжатой зоны балки равной 1.55 меры ползучести 
Гтветствуюшей центрально сжатой бетонной призмы.

Вероятно, причиной различия в мерах ползучести бетонных об
разцов при центральном сжатии, внецентренном сжатии и изгибе яв

ляется большая, по сравнению со средней по сечению, ползучесть 
бетона у наружной поверхности. Последнее связано с более высокой 
скоростью высыхания наружных слоев и неоднородностью структуры 
бетона в поперечном с-чении образца |21|.

Проведенные, исследования позволяют сделать выводы о том, что 
ври оценке влияния ползучести на напряженное и деформированное 
состояние бетонных и железобетонных конструкций необходимо 
учитывать: а) размеры поперечных сечений элементов, входящих в 
состав этих конструкции, б) форму эпюры напряжений.

В частности, эти факторы должны учитываться при разрабо к 
истодов определения потерь от предварительного напряжения, разра
ботке теории расчета балок при длительной шпрузке и т. д.
Одесский нюкемерно-стронтельпый Поступила К) VI 1961

институт

Ь. Ь. ՏԽւքքուվ

Fbsnbb ՊՐՒՋՄԱՅԱՋեՎ. ՆՄՈհ^Ւ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՏՈհՅէԴ ՋԱՓեՐՒ b< 
ШГПМГЬЬГЬ ԷՊՅՈհՐՒ ՋեՎ> ԱՋԴեՑՈհ^ՅՈհՆԸ

ՍՈՂՔհ ԴեՖՈՐԱԱՑՒԱՆեՐհ Վ_ՐԱ

IJ. 1Г Փ II Փ Ո I' Մ

զոդվածում շարադրված են չմ եկա սա րրքած մակերևույթ ո լն ե ւ; էք if րեաո- 
U նմա շների րլ֊և лլււք աւլէա Itհլէէ tl եծ ո ւ էյ / ան լա fit и Հհ ^iuuttti ({J-

’ Исключение составляют iiiitiicir. ренно сжатые образны с поперечным ссчо- 
*“ 7x7 см у которых скорость деформации ползучести оказалась меньше соответ- 
СМфощсй скорости центрально сжатых образцов.
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Ղ/Լրի uitt'f hijtn (4լ>4^ւ է րսսլհրխքենտսււ ‘.huitut/ti <ичi.jd‘m նների արրյ քւոնրներր It 
արված են մի րսՀհի ր՝1ւդհսւՆրուէ)/ււ\11ւեր:

/'Z,yn/»zz<) են Ւ րւււպերիմեчии/ էովրււլհհր չմեէրւէասւրիսծ մսէկԼրհէէէ֊ւթ ան!.- 
!!ո'1 րեաոնե նմուշների սողքի չափի մեծաթրսն /արա մսերի էէէոովփ
ձեի ‘>՚ղ'[ եղո, /'J րււն վերարեր րս /1
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ФИЗИКА

В М. Ару г ю ня и

О поляризации электронов при упругом 
рассеянии на ядрах

§ 1. Введение

Особенностью рассеяния электронов на ядрах является, так на- 
рмемая. азимутальн ;я асимметрия а угловом распределении рассея

на Как показал Мотт, эффект такого рода можно обнаружить при 
юйном рассеянии электронов.

Хорошо известно, что сечение рассеяния частично поляризован
ного пучка электронов имеет вид
I - ՜^զ'՜ 1 '՛<i!l ՜՜'•՛ (ll)

в — сечение рассеяния неполяризованного пучка, s—вектор 
Ина электрона в собственной системе. С другой стороны, неполя- 
зованный г л элекгрожн. пос. ՛ . .icccaiiHH частично поляризуется, 
наем степень поляризации оказывается равной

տ = ձ(Օ)Ն ? = . (1.2)
sin ч

е п1 н п„ — направления падающего и рассеянного пучков. Как пока- 
|вают формулы (1.11 и (1.2), для описания эффектов поляризации 
статочно определить функцию А(0). Это было сделано Моттом тля
!ГКИХ ядер, для точечного ядра он получил

ձր(9) = .ջ/ ftէԼ Խտհւն
13/ (I —3ssln20 c I cos 0/2

(1 3)

Чтобы получить удовлетворительные результаты для тяжелых 
Хер, Шерман [1] вычислил азимутальную асимметрию численным 

Ктодом. Нужно отметить; что результаты Шермана в принципе мало 
шчюются от результата Мотта. Экспериментальные данные пока- 
?.ают, что для больших энергий (150—400 ой! и углов имеется 
рошее согласие с теорией. В области малых энергий л углов на- 
вдается большое расхождение |2|. 8 последнем случае заряд ядра 
ьно экранирован атомными электронами и это обстоятельство не
одиме аккуратно учесть |3|
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В настоящей работе, при вычислении азимутальной асимметрий 
учитываются следующие эффекты: экранирование ядериого заряд 
атомными электронами; структурные особенности ядра: радиационнь 
поправки к формуле Мотта.

§ 2 Теория рассеяния электронов во втором 
бори овс ком пр ибл и жен и и

Потенциальное рассеяние электронов описывается двумя ампли
тудами /(О» и g■(•)), причем

£֊ff J

ff +zz՝
Известно, что поляризационные эффекты в первом борновском 

приближении никак не проявляются. Поэтому, для получения конеч
ных результатов, необходимо вычислить амплитуды f и g во втором 
борновском приближении. Воспользуемся результатами работы |4! и 
приведем окончательное выражение этих амплитуд

ք(Կ - ՚՜ <! ՜ -1 sin (2Ат sin 0/2) У(г)п/г4֊
к 2 Sin О,-2 J

6 |
, 2/?յ՜' a- ■ <։b (cos ? — cos՛!>) !-/>'•' cos 0

~k J 1 Г— COS5 Y — COS2 / — cos2 b 4- 2 COS Ъ cos ձ cos 0

X!.W(M) /£(□)/. (ф) I մտմծ. (£Я

If • 0— ՜ - ՜" I sin t2£r sinfr/2) V'(H րժր —
A’ 2 sin 0/2 J

<? |
_ 2/Ը i’ tg■> 2 (cos cos j0_+_i^sin6

~A՝ J I 1 Tir-.-z— COs'-ձ—coSCf՛՝ - 2cos - COScos 
u ' 1

• ЬИ(?, Շ) -Г a (?) L (*И
Здесь приняты следующие обозначения

а - 1 4- /ո;/հ. b = I //?/£.

| >
(?) - -1? COSC.2 $in (2Խ-Տ1Ո ?/2) l/(r) г dr.

о

ձ)--֊«,տ |‘<й 2-j

о
24т sin

2Atz sin
0:
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I область интегрирования 2 определяется условием

1 — cos5 ? — cos5 у - cos2 0 - 2 cos г cos ձ cos Ь > 0.

С помощью (2.2) и (2.1) легко вычислить поляризацию электро 
«ой при рассеянии

(2.3)

sin 7sin (?) Г(
I 1 ( о՛֊5 - — COS** — СО? ') • 2 cos ? COS Հ> .•»՝ 

d֊rd 
sin’?/2 (sin’4/2)‘ *

Здесь мы воспользовались общепринятым обозначением ыя форм- 
iKTopa заряда ядра

Г(с) = 5‘ I rp(r)sin(2Arsin յ.2) մր.
2k sin ?/2 J

(2.1)

Задавая различные распределения плотности заряда, можно 
;гко вычислить азимутальную асимметрию. Так как при выводе (2.3) 

не конкретизировали потенциал взаимодействия. то 12.3) позволяет 
тывать как эффекты экранировки, так и размер ядра.

§3. Эффект экранирования

При малых энергиях и углах, экранирование электрического 
юла ядра существенным образом искажает картину рассеяния на 
одном силовом центре. Мы здесь приведем лишь грубую оценку 
мишровкн. Для простоты рассмотрим взаимодействие типа

г.1“ а — Томас-фер.миснскин радиус атома. Начиная с -нерг ш надаю֊ 
го электрона *10-50 кэв

ka I
и и этом случае

ձ(0)= ձ (0)հ 4֊ (l
4А-ГГ Mir 42 ՝■

cos2 Օ՛Ձ յ
In Sin ՚1 2 ՛ I

(3.1)

КХ(0) — довольно плавная функция от угла ч и очей։, быстро pa
ne уменьшением угла и энергии (см фш I» Такая к:гр1нпз ко-
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чественно согласуется с экспериментальными результатами. Бо. 
точные результаты, видимо, можно получить, если для атома а 
пользоваться моделью Томаса-Ферми. Для ртути с экранированн 
потенциалом

У у) (ОДЭе- ^'^+О.обс 0,25 е՜’''6''' |,
Г

при средних энергиях (40 60 кэи) и больших углах можно полу

/•Հ6)

НН

30 
֊։_

5—6 процентный эффект.
Теоретические и зксперименТалы 

результаты при малик энергиях сильно от- 
.пинаются (հ^50%Լ Теория предсказывает, 
как правило, большую асимметрию, чей. 
дает эксперимент. Поэтому никак нелым 
ожидать, что даже очень точный учет эк 
ранирования может объяснить такое бол1 
шое расхождение между экспериментои 
теорией.

§ 4. Радиационные поправки

Фиг I.

130 _1___
- 9

'■•՛ гжакмцие рассеяние но

Поляризационные эффекты возникая 
лишь во втором борцовском приближен! 
В этом же приближении существенны в 
радиационные поправки. Диаграммы, нзо- 
внешнем поле (a, d\ и радиационные по?

пранки к нему ։ծ. <). изображены на фиг 2. Мы нс будем приводи! 
з •■сь конкретных выкладок и укажем только, что в приближении ’/։
.՛ । азимутальной асимметрии А (0) 
раднацнонные поправки дают пу- 
... чон эффект. Основываясь на эти 
результаты, тем не менее нельзя 
у гверждать, что радиационные по
правки вообще не существенны. 
!'г 1имо. радиационные поправки 
существенны к высшим борцов
ским приближениям, но теоретическая

Фиг. 2.

оценка эф։ be кто в такого BI
?;ко;т‘> порядка очень затруднительна (результаты этого париг] 

:: мучены совместно с Ю. Вартаняном).

§ 5. Эффекты поляризации для ;д-мезона

Как показывает формула Motts (1 3). азимутальная асимметр! 
при двойном рассеянии максимальна при скоростях 0,7—0,8 а П| 
больших энергиях поляризация практически отсутствует. Для зйс 
грона fJ—0,7 ֊0,8 соответствует энергиям в несколько сот кэв и при
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таких энергиях распределение заряда ядра для электрона можно 
считать точечным. Для •։ мезона 3 = (i,7—(ԼՏ соответствует энер
гиям в несколько десятков мэв. я структурные особенности ядра 
должны быть учтены. Мы нс будем конкретизировать распределение 
заряда ядра и приведем результат для малых энергий

ձ(0) = ձ {(,)Կ^֊2 k՞ г- (sin3'' r֊cns՜'1- AL (5.1) 
13 V 2 Insin 0/2 'I

Здесь < ր' - среднеквадратичный радиус ядра.
При больших энергиях, ecre гвенно, такого простого результата 

получить невозможно.
Имес: ли формула (5.1) практическую ценность? Московское 

рассеяние является привлекательным и мощным средством измерения 
поляризации электрона. Поляризацию же !•՝• мезона легко и удобно из
мерять но распаду. Тем не менее, можно поставить самостоятельные 
эксперименты по рассеянию поляризованного ;» мезона. Они могут 
служить дополнительным средством выяснения, нет ли у յւ мезона 
какого-нибудь взаимодействия, отличного օւ чисто электромагнитного.

§ 6. Обсуждение результатов

Относительно високос значение асимметрии при Моттовском 
ссеяния делает этот метод наиболее привлекательным для измере

ния поляризации электронов. Согласно теории двухкомпонентного 
Нейтрино, электроны, испускаемые при 3 распаде ядер, должны быть 
Продольно поляризованы. Эксперименты подтверждают расчетное 
значение поляризации v՝c с точностью to 15—20%. Эти отклонении 
иогут быть вызваны систематическими ошибками эксперимента. Не
которые отклонения, видимо, можно приписать неточному теорети
ческому знанию функции Д(6). Наблюдаемые в эксперименте большие 
отклонения от расчетного значения Л (0) (при малых энергиях), как 
мы уже показали, нельзя объяснить ни экранированием, ни радиа
ционными поправками. Видимо, в эксперименте имеются большие 
систематические ошибки, связанные с неупругим рассеянием электро
нов. Отклонения могут быть связаны с деполяризующим влиянием 
(обменного рассеяния на атомных электронах. Если же полагаться ца 
экспериментальные данные, то не чувствуется, в каком направлении 
нужно исправить теоретические результаты.

Автор выражает благодарность М. Л. Тер-Микаеляну за обсуж- 
; деине результатов.

I Физический институт
АН Армянской ССР Поступила 22 VI 1961

7 Известии ЛИ, серив фил.-мат. наук. X»
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ԷԼԷԿՏՐՈՆՆեՐՒ Բե4_ևՌԱՑՈհՄԸ' ՄՒՋՈհԿՆեՐՒ 4.PU 
ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ ՑՐՄԱՆ ԴեՊՔՈհՄ

Ա 11' Փ II Փ II Ի II'

и ղված ա if հաշվված է մ իգա կնելփ ‘It"" “"՝ս' ^՝4"'կ։,,’է' որեն լյրվաձ է/--- 
ա fr'f ններ ft րեեոաւրււ մր.՝ '1'նահ աinված են էկրանա է)մա։ք ր ե 
ր՚<վ պայմանավորված էֆեկտներր:

' "“lH արված , որ /I ո աավորէո. fJրոմր ո ա!/ խո /{ ի ոն ու է) ւրոէՌւԼրր
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ФИЗИКА

II Л Бсзирганян. Л. I Акритов

Характер увеличения интенсивности волн, 
отраженных от изогнутых кристаллов

Хорошо известно, что светосила рентгеновских спектрографов 
изогнутыми кристаллами на один-два порядка больше светосилы 
сктрографов с плоскими кристаллами. Это увеличение интенсив

ности пучка рентгеновских волн, отраженных от изогнутого кристалла. 
Объясняется фокусирующим свойством изогнутого крнсталл-аизли- 
заторз.

В данной работе рассматриваются следующие два вопроса.
I. Механизм изгиба кристалл-анплизатора.
2. Характер фокусировки воли, отраженных or изогнутого крн- 

пллла
Механизму изгиба иосвяшены многочисленные эксперименталь- 

be работы советских и иностранных исследователей. Полный обзор 
жих работ дан в !1|. Здесь этот вопрос рассматривается теорети
ки с помощью исследования интенсивности воли, отраженных от 
iЗОГН у ТЫ х к ри ст а Л лов.

О характере изгиба кристалла можно сделать одно из Следунк. 
Ю»х предположений:

а) при изгибе кристалла его атомные плоскости искривляются 
«прерывно (см. фиг. 1), этот изгиб мы назовем идеальным изгибом:

6) при изгибе кристалла его атомные плоскости не искривляются. 
՛՛՛ образуются иедеформированные кристаллические блоки, которые 

относительно друга поворачиваются на некоторый угол, завися- 
oh от радиуса кривизны изогнутого кристалла (см. фиг. 2);

s) при изгибе образуются кристаллические блоки и одновременно 
Думные плоскости этих блоков несколько искривляются (см. фиг. 3).

Фиг. 1. Фиг. 2. Фиг. 3.

Какое из этих предположении имеет место в действительности? 
яот вопрос можно ответить, исследуя интенсивность рентгенов- 

!Х волн, отраженных от плоского и изогнутого кристаллов.



КМ> 11 \ lic.JHpraiiHii \. Г Лкрнгон

При исследовании интенсивностей мы должны исходить из то 
что когда размеры отражающей атомной плоскости много болы 
чем размеры первой юны Френеля, го янтеисинносзь отражен։ 
волн пряк.ичс-хи сгаИовнтсч равной одной четверти интенсивно 
волны, отраженной от первой юны Френеля (см. |2,|. Следователь 
при сравнении интенсивностей мы должны име*ь в виду, чтоյ 
таких кристаллов интенсивность отраженных воли гем больше, я 
больше площадь первой юны Френеля.

§ 1 Плоский кристалл

Для сравнения интенсивности воли, отраженных от изогнут 
кристалла, с интенсивностью волн, отраженных от плоского крист.ък 
сначала рассмотрим случай плоского кристалла.

I. Если плоская монохроматическая волна падает на криста.:.: 
точка наблюдения отраженных волн расположена так далеко, ч 
волны, рассеянные различными атомами атомной плоскости в нзпрэ
ленин точки наблюдения, « 
ческая теория Дауэ, см. 
атомной плоскости волны 
пропорциональна величине

можно считать параллельными (кннемзт 
фиг. ֊I). го иитенсинноеть отраженной

sin՜՜ -Д.
>ИгЛ4-4, 

sin
sin2 v-л

Фиг. 4.
В этом случае размеры 

и интенсивность отряженных
первой юны Френеля бесконечно велш 
волн беспредельно увеличивается с у в

личеннем размеров отражающей плоскости (фиг. 5, кривая 1). Бе<
вечность площади первой зоны Френеля объясняется 
кость ходов между волнами, отраженными различными 
скости в направлении точки наблюдения .И, равна нулю 

= о; фиг. 4 >.
2. В случае плоской

и

тем, что раз- 
атомами ало- 
(AD-Bcl

монохрома!
ческой первичной полны, когда отражен
ную волну нельзя считать плоской (си. 
фиг. 6), интенсивность волны, отрзж 
ной от атомной ПЛОСКОСТИ, ПрОПОрЦ! 
нальна величине (см. [2}|

i’A-siirO .---------- ах
2А’։

с 
Դ

sin А’дс sin.3 ft .dx
2«i
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I

1

| cos
о

/.՛№ 
2К1

<v (1.2)

к и 1 —размеры плоскости в направлениях Л и Г соответственно, 
этом случае первая зона Френеля имеет форму эллипса, полуоси 

иторого равны <см. |3|)

а 1 '«■ 
sin О

Л - J (1.3)

Пока размерив л пскости меньше. чем размеры первой зоны Фре-
•ля. интенсивность отраженной ւ ;.ты пропорциональна квадрату 
Исла частиц, облучаемых первично։) волной. С дальнейшим увели- 
ением размеров плоскости, нарушается эта пропорциональность и 
тененввость отраженной волны не только не увеличивается, ио и

1»жет уменьшиться. Кривая II на фиг. 
лучая ход интенсивности отраженных 
(еров отражающей плоскости тля отра- 
«ення рентгеновских лучей .И.,Л’,г от 
^металла кальцита (плоскости <211)1.

Вслучае точечного источника, когда 
отражённую волну нельзя с читать пло
хой (см фиг 7), и. пенейвность волны.

• » представляет для данного 
волн в зависимости от раз-

жженной от атомной плоскости, 
щиональна не лич ине (см. •!])

про-

Հ.ժտա:'։(6\ /ՀաJ cos kx2*\n2<i-(R. /?А л .■— а д֊ sin
2/v’։₽..

՛է С A’V։(#i+tf4 , |: Г, A’v=i/?։ u/e.) , *"| .. ..X cos • * - </v — sin ■ ‘ - dx • (1.4)I .՛ 2R./4 ՜ I J -'R.R.. I
0 0

L и V размеры кристалла в направлениях 
этом случае, как и во втором, первая зона

А' и Г соответственно. 
Френеля имеет форму

лнпса, полуоси которого равны

«=| ______/>=.
I . у /?8)з I Rj R:

(1.5)

Как видно из последнего, в случае точечного источника полуоси 
, ՜/Հ

:раои зоны Френеля уменьшены в I ՜ раз ио сравнению 
I 7Հ 1\ շ

издающей плоской полной (второй случай). Так же, как и во вто- 
ш случае, кривая III нафиг, о представляет ход интенсивности отрз- 
енных волн в зависимости от размеров отражающей плоскости в слу- 
։с точен и о-ю источника, при отражении рентгеновских лучей .
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от кристалла кальцита (плоскости (21 В) Как видно из фиг; 5. xi
интенсивности, в зависимости от размеров кристалла тот же самы
что и ао втором случае, 
ее максимумы смещены

но в этом
в сторону

случае интенсивность 
меньших размеров

меньше и
кристалл.-

Этого и надо было ожи шть. -ак как в этом случае размеры пер;
зоны сокращены.

§ 2. Изогнутый кристалл

Рассмотрим интенсивность волн, отраженных от идеально изо:՛ 
нутого (атомные плоскости непрерывно искривленыI кристалла.

I. Случай, когда плоская монохроматическая волна падает нп 
идеал ь и о изогнутый кристалл н точка габлюдения расположена т.'н. 
далеко, что волны, рассеянные различными атомами изогнутого кри
сталла в направлении точки наблюдения. считаются параллельной 

рассмотрен в работах 151 |7|. Здесь ик 
определим размеры первой зоны Фр 
неля. Из |՝иг. 8 видно, что разнос 
холоп волн, отраженных от точек .1 
Л1, равна

А .•!/) = 4.՛? srir у sinO,

Нели точка .4 расположена на гра 
нице первой зоны Френеля, то

4Rsin2—sinO-9 9
Имея И ВИДУ, ЧТО ". ча.К'.М величин? 

и < последнею найдем

2/? sl։i О

Для размера первой зоны в направлении Л՜ получим

а R'.
2 sin h

11етрудно убедшься и том, что в рассматриваемом случае перв; 
зона Френеля п направлении 1՜ неограничен;։. i е. b = . Действ] 
только. разность ходов .между волнами, отраженными в точке Ли 
любой точке оси )' в направлении точки наблюдения (ось У nepoei 
дикулнрна к плоское;и чертежа и приходит черед R) равна нулю, чти 
означает неограниченность первой зоны в направлении К.

2. В случае, когда плоская монохроматическая волна падает на 
идеально изогнутый кристалл и отраженную волн՝, нельзя ечн՛ 
плоской (см. фиг. 9). размеры первой зоны Френеля можно опр< 
лить следующим образом.
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Разность ходов ձ между волнами, отраженными от точек 4 и 
, равна (см. фиг. 9)

Д = /С—(Я։ - /?.).

Если точка .1 расположена на граниче верной зоны Френеля, ю 
чеет .место соотношение

2Ջ sin ֊ cos ( 0 — -| R sin 0 —

Ai 1 2 cos О (sin Ч sin <>> — cos’) cos <•>-֊ cos '6) հ (2.2)

и 05֊ К
Фи։.

Имея в виду, что для первой зоны Френеля •՛• 10 
(2.2) с точностью Х: получим

для »■> из

-W,-4- V„.v, ■ I H, ] . .w,
I Ni- 4.H0Z.0 •”«■w = — ----------------------------- -

2.W0 
где (2.3)

,40=լ io=9-----Լ(Ա-_/.լ(Հ,н։
2 cos О

2 էշ/լ_
2՜ R cos6 ’

<v0=(/-0 utg')) 1 2tgo,
COS ') R cos (>

Ln=tg։r) Л-(IV 1 Գ
cos G cos’ 0

tg<J 2 sill 0
Rcos 6 R

/•0 = 4 sin 0. (Հ = 2 sin2 ir = 2 cos 4.

Таким образом, для линейных размеров первой зоны Френеля 
по дуге окружности радиуса А’ получим
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<7 и)/?

V...V, ֊2 I И,
■Կ ՜ ; ---------------------'ւ>~՜
 I .У,՜. -4,И0Л0-'J,

9 1J—’*0

1 Ло֊4.Ио£о .-S

(2.4,

Размеры первой юны в направлении образующей цилиндра по
лучим из соотношения

I /?յտևւ;:ք» ՛ z2 — Z?sirJi — .о

от куда

2 = ь -- | А\л, (2.5,

: д • ось 7. н травлена по образующей цилиндра.
В случае, когда сферическая волн;» (точечным источник) падает 

на идеально изогнутый кристалл и отраженную волну нельзя считан.

Фиг. 10.

.тения осей .V и }' показаны на фи

плоской, размеры первой зоны 
Френеля можно определить 
ел ед у ющи м об рази м.

I lycri. точечный источник 
ре и т те но вс к и х моно х ром ати• 
чески.х лучей расположен на 

фокальной окружности ( ок-

) J!. радиуса

гонке I) (фиг. 10). Точка на
блюдения .V/ расположена на 
гой же окружности. Начало 
координат О расположено на 
оси цилиндра (в центре ок
ружности радиуса R). Направ- 

г. 10, а ось z перпендикулярна к 
плоскости чертежа.

Найдем разность ходов ձ в точке наблюдения .И между волнам! 
отраженными от точек ()’ и О" атомной плоскости (фиг. 10)

Д = J . I Л sin >■՝ ֊ С cos ՛•• ՜հ- I .4— 8stnw Ccosu» 

где
.4 a R՝ i,1 sin2 f0. В — 2R- sin2 0.

C — 2/?“ sin 0 cos 0. Г) — ՝2R J 1 -j siirO — sin 20.

1.сли точка О' расположена на границе первой зоны, то
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| .4 — Ceos | л. A sin и с ւ՚Ատ՛ -г? — D = Հ •
(2.6)

С точностью из (2.S) .тля % (>՛., значение ՛•> при •--()) по
лучим

| л cd ֊' *&~4АНЧ) 2/</л’
I (5/7՜ 4.4Л֊7л • НЧУ 4Я<

При выводе (2.7) имели в пилу, что «՛•„ малая величина, а знак 
пол корнем выбирается так. чтобы тля •% получили вещественное зна 
пенне.

Таким образом, .тля линейных размеров первой зоны Френеля 
::о луге получим

/?|А. ՜ZT/յ ' ՜՜
р I _____ лг/>г֊4Д4 ,9ЙЛ

а — «ւ0/Հ = — ■ (j.b)

Найдем размеры первой зоны ко образующей. При <•՛ <՝ из (2.6)
|.ия Z = ?0 I) получим

2 1 Л С Н?2= ֊4-Չ1 Л—С

куда, с точностью получим

I ծ^|՜ր՛ (2Л1)

$ 3. Обсуждение результатов
Для удобства обсуждения все полученные нами результаты 

йдставнм одной таблице)։.
Так как в случае атомных плоскостей, размеры которых много 

м'ьше размеров первой зоны Френеля, интенсивность отраженной 
ИНЫ равна одной четверти интенсивности волны, отраженной первой 
той Френеля, для сравнения между собой интенсивностей отра- 
еиных волн в различных случаях достаточно сравнить между •■тбою 

меры первой зоны Френеля.
Если кристалл изгибается идеально. д е. если атомные плоскости

‘.Кривляются непрерывно (отдельные части отражающей плоско ли 
тгическн не независимы), то для расчета интенсивности отраженной 
Мны применим метод зон Френеля. Следовательно, нредполагая. 

по кристалл изгибается идеально, для сравнения между собою ин 
геяснвностей волн, отраженных в рассматриваемых нами различных 
иучаях. мы можем пользоваться приведенной таблицей для разме
ров первой зоны Френеля. Из таблицы можно сделать следующие 
1ЫВОДЫ.



ia6.ni:i.'i р.мм-рои нерпой зоны Френеля
Вид иод нм 

падающие полны “՛՛՛'

l'.i:tAtepi.i нерпой vihm Френели
ПЛОСКИЙ кристалл _____ II . и и\ 1 Ын крк. 1.1.1л

& напранлении, ио >брал\ юшейи наиранлении .V перие'.иикелир. ""•'’•"^"чегкои ПИЛ|„* 1риче<к.
ном к .V понерхнопл

1

1

Плоские ><|>И1 
Фиг. 1. к;

Լ 2

Плоские фиг.
фиг. 1. К

3

ж 
формула II 1 Юрмулл 1 1 1 «С

1 2 si!! ч 
(формула 211

li

2 Плоские (ф։ч. 
фиг. Г>. '•

(..холящиеся . р|?
(фиг, фш. 5. <4 | ^пг

формулл 1.-Ն

1 к/ 
(формула 1.3)

...R
(формула 2.1 1 R>’ 

(формула 2.ձ)

Ч Сферические 
точечный ис

точник.
(фиг. фш. (>. |0

Сходящиеся 
фш фи: ւ> |Г| 1 к.кг/. I

1 (k, Rjsin ч 
формул՜։ 1.5)

1 к. + к 
(формул; 1 5)

հ' ' | ՛ : ՛ IB .՛ ՛ - !^!>՝ l/C
—1—

формула 2,Ъ)

1 2
(формула 2.9)



Характер увеличения интенсивности волн, отраженных օւ кристаллов 1')7

1. В случае, когда падающая волна плоская и гонка наблюде- 
|Ния так далека, что отраженную волну можно считать плоской. 
ЙЬеальный плоский кристалл отражает сильнее, чем идеально изог
нутый кристалл, ибо первая зона и случае плоского кристалла со 
всех сторон неограничена, .՛։ в случае изогну: ого кристалла — неогра- 
ннчена только в направлении оси У՜ гм. первую строку. 3 6 столбцы 
таблицы I.

В случае, когда падающая волна плоская, но отраженную 
волну нельзя считать плоской, идеальный плоский кристалл отражает 
слабее, чем идеально изогнутый кристалл. В этом случае размеры 
первых зон Френеля в направлениях У (плоский кристалл) к обра
зующей цилиндрической поверхности (изогнутый кристалл) одина
ковы (см -1-ий и 6-ой столбцы второй строки таблицы), однако, 
большая полуось первой зоны изогнутого кристалла значительно 

|больше, чем большая полуось первой зоны плоского кристалла.
3 . В случае, когда падающая волна сферическая (точечный ис

точник), а отраженную волну нельзя считать плоской, идеальный 
плоский кристалл отражает слабее, чем идеально изогнутый кристалл. 
В этом случае, каки в предыдущем, размеры малых полуосей, i е. 
размеры первых зон в направлениях ) (плоский кристалл) и образую
щей цилиндрической поверхности (изогнутый кристалл) равны (см. 
4 и б столбцы 3-сч строки таблицы), но большая полуось первой 
эоны Френеля изогнутого кристалла больше, чем большая полуось 
первой зоны плоского кристалла. Для излучения. ALA , п кристалла 
кальцита отношение этих полуосей райпо

""?=։.6. с?.!)
(I 0.1

4 Как уже указывалось, из экспериментальных данных известно, 
чти при точечном источнике интенсивность отражения изогнутого кри
сталла на одни-два порядка больше интенсивности отражения плоского 
кристалла и, что увеличением рабочей части (внутри области отра
жения) изогнутого сристаллп интенсивность отражения увеличивается 
р другой стороны, как показывают наши расчеты, в случае идеаль
ного изгиба

а) увеличение рабочей части кристалл-анаднзатора вне пло
щади первой зоны не юлжно привести к увеличению ин։енсинности 
отражения, ибо прибавление последних зон и- увеличивает интен 
снвность. а лишь ведет к ее незначительным колебаниям;

в) увеличение интенсивности отражения объясняется увеличе
нием размеров первой зоны Френеля.

Однако, увеличение размеров первой зоны определяется отио- 
|шепнем (3.:). которым нельзя объяснить обнаруженное на экспери
менте такое большое увеличение отражения изогнутого кристалл;: 
при точечном источнике Следовательно, из всего вышесказанного 
можно заключить, что при изгибе кристалл-анализатор разлагается
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на оптически независимые кристаллические блоки. Действительно;! 
только в случае, когда кристалл состоит из оптически независимых 
частей, может происходить увеличение 1вне области первой ЗОНЬ) 
отражения с увеличением рабочей части кристалл-анализатора при 
очечном источнике, так как в этом случае увеличение плошйи 

первой зоны Френеля относительно плоского кристалла неболыш 
(см. (3.1)). 1

Таким образом, мы приходим к заключению, что увеличение 
интенсивности отражения изогнутого кристалла обусловлено не интер
ференционными явлениями; а простым увеличением той части кри
сталла, которая находится в отражающем положении. Интенсивность 
в Фокусе рентгеновского спектрографа аддитивно суммируется из 
интенсивностей отражения отдельных частей девствующей поверхности 
изогнутого кристалл-аналнзитора. С другой стороны можно доказать, 
что при точечном источнике размеры части изогнутого кристалла, 
находящейся з отражающем положении, на один-два порядка больше 
аналогичной чз ти плоского кристалла, чем и объясняется столь 
сильное увеличение интенсивности отражения изогнутого кристалла..

Действительно, пусть расходящийся монохроматический пучок 
рентгеновских лмчей из точечного источника О' издает на кристалл 
ЛГУ (фиг. 11. .40= /?. (УС .!. .M.V), 
где б угол Вульфз-Бре: та. Со
гласно динамической теории интер
ференции рентгеновских лучей уг
ловая ширина отражения для хо

роших криста-.';:ив щ.;рядка 1(Г (сп ЗЛ” до 10" и но .
Гели АВ—левая половина действующей части кристалла приточен
ном источнику, т. е. если О Հ - 10", то для излучения и кри
сталла кальцита (плоскости (2111) получим

/? siti 0 (sin О 
tg?

со5""֊;'՚ =/?-0,0000506.

Чля левой половины действующей 
для .4/> = /|Ա 'фиг. 12, .40- А<1.

части изогнутого кристалла, т. е.
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/11Я -tfarcsin — \ а b < , (3.2)
(Г - Ь‘

где a cps՝fr(tg-9 ctg/h h — <in ’JrosO(tg*< -tgit. ‘=vtg£ В (3.2) 
«сред корнем знак плюс с<ютвстствчст левой половине, а знак минус 
правой половине действующей части изогнутого кристалла, lit (3.2) 
т.п։ .И0К., и (21 И плоскостей* получим

&«0гШ642 при 10'

.Следовательно. для отношении действующих частей изогну гот и 
плоского кристаллов при точечном источнике, получим

ibc • I а* --/г г= \. arc sill ----- ------- Д՝ а- ‘ />•— —г ■ —
Հ, ЧП 0 ell* '< (sin fi С0>. 0|<Հ՜1յ

(3.3)

Таким образом, действующая член» изогнутого кристалла ночи։ ня 
два порядка увеличивается Это хорошо совпадает с нзнестным ил 
•эксперимента увеличением интенсивности отражения изогнутого кри
сталла.

Все вышеприведенные расчеты были произведены в рамках ки
нематической теории интерференции рентгеновских лучей, однако 
нетрудно убедиться н том. что и данном вопросе применение дина
мической теории ничего нового не дало бы. Действительно. во-пер
вых. согласно динамической теории с увеличением размеров отра
жающего монокристалла уменьшается интенсивность отраженных 
рентгеновских лучей и. во-вторых, для кристаллических блоков, 
на которые разбивается кристалл-анализатор при изгибе, результаты 
динамической и кинематической теории совпадают |8|.
Ереванский Государственные: университет
рмиаскнй Сельскохозяйственный институт Поступила 21 II 196)
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•,ար/ածամ քննարկվում են ոենազենլան է»աո էոզալթների ր լա րե րյա լին 
տնալիէյատո լէնե րի ճկման մեխանիզմը ե ճկված րլա ըեզնեըից անդրադարձած 
Ո են տ զեն լան ճաոազալթնե րի ֆոկաոազման րնուլխր։ Պարղւիէէմ Լ, որ \արթ 
րր՚՚ըեւ/ր սկէքրնական հարիք ալիրի զեպրամ աւքելի ■>էմեզ Լ անղրազսէրձնում, 
րան ճկւ/տ^ րլարեէյրէ հեաալին արլրլարի ղեպրրոմ (ոկրյրնական ւէֆերիկ

• Несмотря h i ю. ՚ււօ кальцнг нс нзгнбасгся ломлегем i. алы сравнений с 
резулиглтлмн |2| было удобно численные расчеты нести ин кальцита.
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"'ihi'i ճխ/ած րրորեդն ա^եյի ամեդ Լ անդրադարձնեմ վւս>ն Հս/քրյՓ րրււրեդրւ 
հթե անդ րադարձնս դ Р[',։ րեդի ՐՈ1ՈՐ անդրադարձնոդ t/ասերր օպտիկապեււ 
անկախ *են, ապա անդրադարձմ «»>Ն ինտենսիվս։ թ րււնր ր՚հո րո *վ«է մ 4՜ 'երեն/դի 
աոաջին դոաա չավէերովէ

Լա ջվա 1!եեր ր դար) 1*ն տաքիս, որ սկված րրսրևդի դեպրում աոաջին 
դււաին ւսլնրան մեձ • Լ հարթ Ր ր" p/»'//’ 7^''//’/' աոաջին դո/ուոց, "րով 
թքներ րացաարեք անդրադարձման ինտ են սիվnt թլան աթքքդիսի մե ւ\սէ l/lll մր, 
<՚րր տեդի անի նկված րլարեդի դեպրաւ! ITpitn կա/միր) ‘•••դվաձւււմ սււդա’ 
ցուցվեմ է, որ սկված րրորեդի դեպ րւոմ րրսրեքքի դո րւ) ոդ մ աէէքէ limit ! 
կարդ մեծ / ‘<արթ րրս րեդի դործոդ մասից) II.րւ Աք ի и ով, ոաադվում Լ, lip 

էհկված րրսրեդի անդրադարձման ինւոեն սիվт թրսն մեծաւյամր nt թե ինւէւեր' 
էիերենցիոն երեոէքթ (. ար ր ր/ւ րե դ֊ անա քիպա ա «։ րի իրարից ադաիկապևէւ ւ«ն- 
կախ դււրձոդ մ ասերի ի1 վի մ հմացման արդրււնր: Հետեասքհս, էւկե[ի)1 
րեդր 'քեր Լ աձւիոմ սպա իկասլե ո իրարից անկախ մասերի)

.1 И Т I. РАТУ Р Л

I Нигшштгчн Э i (.пстиГ1иыии Аппаратура .ли jx։iTn-HOciieK։|).i.ii>iior։i лизлни. 
Илдлклыл«и АП СССР. М . Р.67

' 1и՝:ш рганян И. .4. Поршне ни й И П <шнгнмос >. кип ж нпнистн иц>аженпмх поли 
hi размер՛»։։ ։»трлжзюшг։о кристалла. Ihuccniu \)1 \pwCCP. серия фнх-шМ 
наук. 13. № I. I960

•J. bidup.’iiHHH П .1. .-Хкрипи^ .4 {՛ $заж:иио«:ть яихеигнвности ренугенонемн поли 
от формы отражающего кристалл услугам 11силцшлющего кристалла). М.։яес'։йй 
.\Н АрмСС.Р. серии ф|и.*мат наук, J3. № 5. I960

I. Безор-՝апнн Н J . Лкрчтов .4 / З.м։нсннос։ь ннтенгиннисгн реиггенонскйх волй 
от размеров итраждюшег֊՜ монокристалла случай точечною источника). 111- 
песгни АН ApuCCP, серии ф։։з.-яат. наук п печати

•'■ Тиронский 11 i>.. Бгзпрганяп //. .1 Чнфракнии рентгеновских лучей на нмииу- 
тыл крис 1алд.в. Кинемашческгя теория елтч.:н на прохождение JAI! СССРу. 
88. X* 4. Г.63

b Борасскии И, !>.. Безиpluton П . L 1мфр.гкпня рентгеновских л у чей на изогнуты» 
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№ 5. 1‘К»3
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ФИЗИКА

Э М Лазнен. В Л Туманян

Об одной возможности измерения скоростей 
заряженных частиц

В настоящей заметке рассматривается возможность измерения 
скоростей заряженных чистин И гея метода заключается в использо
вании релятивистского характера взаимодействия пролетающей пл 
сгнп.ы с полем электромагнитной полны Релятивистское изменение 
расстояния между гонками встречи частицы пиками волны пре:- 
полагается наблюдать по излучению, вызываемому в этих точках 
ускоренными электронами ионизации.

Возможность измерения скорости частицы при помощи стоячей 
электромагнитной волны была рассмотрена в работе |||. В этом <•-у- 
՚սււ* расстояние между соседними точками встречи пролегающей ча
стицы с пиками электромагнитной волны выражается следующим 
образом

п>

где /•— члина волны в резонаторе.
5 —отношение скорости частицы к скорости света.
В полости резонатора в объеме нескольких см~ была выполнен.՛! 

камера Вильсона и расстояние / измерялось по модуляции следа.
Существенным ограничением метода является медленное изме

нение 3 в релятивистской области энергий (с’л. кривую 1 на фиг 1». 
В связи с этим, при продвижении в область больших энергий возни- 
ме.т необходимость прецизионных измерений /. что приводит к нг- 
Греодо л и мы м трудностям.

Аскарьяиом было показано [2|. что в случае бегущей электро 
мгннтной волны зависимость / от • юлжиа резко меняться. Рассып- 
грим характер изменения расстояния между точками встречи npo.it՛- 
шцей частицы с пиками бегущей электромагнитной волны я следу го
тах двух случаях

I. Фазовая скорость бегущей волны не равна скорости спета 
к

Тогда выражение для / принимает вил
/ х/ сп —— .—  X— __ . <■' ।

2 1 и/г'фсо$з
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Отсюда следует, что соответствующим выбором :՛. можно до- 
t'i-.ibCfl .максимальной чувствительности / к изменению > в определен
ных областях энергии частиц (см. кривую 3 на фиг. 1).

•_՝. Фазовой скорость бегущей волны ровна скорости света 
С? = е)

В этом случае для / имеем следующее выражение

Зависимость /(не (инпцач J от и EKttu 

для протонов:
I. Согласно (1).
2. Согласно (3) при cos а = 1
3. Согласно (2) при cos ։ - I и Иф 0.5с
4. Согласно (3) при cOsa = I.

В формулах (2) и (3) з-угол между направлением скор 
киты и волновым вектором.

В частности, при cosa=l имеем
г / F \-/=,3(1 I ® (^) • (4)

де F полная энергия частицы,
/7/0—масса покоя частицы.

Как видно из фиг. 1, характер изменения I даст возможность 
измерения 3 с необходимой точностью до сколь угодно больших зна- 
ч-гивй. К сожалению, в существенно релятивистской области энергий 

подрастание / настолько велико [ например, в случае Т7ф = с при

= 0,9999. / = 9999 . по для проведения подобных измерз
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I требуются установки большой протяженности. Ограничения роста/ 
ккожно добиться соответствующим выбором угла влета и значения 
Казовой скорости. Однако, любое ограничение на рост / при увели- 
I ченин £ приводит к соответствующему уменьшению точности изме- 
| рений. Поэтому выбор а и u։li в кажднон области скоростей должен 
I аронзводиться с учетом необходимой степени точности их опреде- 
I лсния.

Поскольку длина участка, на котором ускоренные электроны 
I ионизации приводя! к появлению свечения, зависит от 3 также, как 
1։ расстояние /, то это обстоятельство можно использовать для умень- 
■ шепни габаритов установки. Дальнейшего уменьшения размеров мож- 
I so добиться при получении сведений о сдвиге фаз Д-р между части- 
■ цей и волной за время пролета л установке.

Таким образом, использование эффектов согласно формулам 
■ ft. (3) и -I дает возможность измерения больших скоростей, чем 
1 эго практически допустимо по (I). Более того, как уже. отмечалось. 
1 эк lop г՛. с создает возможность для прецизионных измерений в 
II требуемых диапазонах скоростей. Это также превосходит возмож- 
■ «ости измерений по (1) в области малых и средних энергий.

Однако, при продвижении в область более высоких энергий с 
■(Сохранением точности измерений, геометрическая длина установки 
Кюлжпа расти ~ ) • Это ограничивает возможности метода,

Нискольку появляется необходимость сооружения весьма протяжен
иях установок, что, в свою очередь, приводит к соответственному 
J-poery потребляемой высокочастотной мощности и уменьшению зф- 
I Активных телесных углов.

Для преодоления этой трудности рассмотрим следующую воз- 
I нежность. Пусть имеем систему резонаторов, расположу иных вдоль 
Iпрямой и возбуждаемых со сдвигом фаз по некоторому закону ?(*’)• 
«предположим, что пролетающая частица встречается с максимумом 
Сопряженности поля в первом резонаторе. Условие следующем! встречи 
■жгнцы с максимумом в одном из последующих резонаторов, иа- 
I таящегося на некотором расстоянии I от первого, запишется в виде

— = W“, (5)М V cos а
w следует положить равным единице. При /« = 2, З,--- получим 

■ тстовие второй, третьей и т. д. встреч. Далее везде считается т-1, 
|по:кольку желательно иметь минимальные размеры установок. Фор
мула (5) описывает наиболее общий случай встречи пролетающей 
I истицы с электромагнитной волной в заданной фазе.
I Например, легко можно убедиться, «ио формулы (1) и (3) по
ручаются как частные случаи (5) при э (/) = О и ?լ/) = ՜ соот-

венно.
:։«щ АН. серия фиэ.-млт. наук. № Ճ
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В рассматриваемой системе резонаторов заложены довольно ши
рокие возможности для измерения скоростей заряженных частиц. Из 
(5), соответствующим выбором с(/), можно получить любую завнсн- 
мость / от 3, определяемую требованиями эксперимента. Рассмотрим, 
в частности, два типа зависимости Z от 3 при cosa — 1

|0|

где п и s—положительные числа.
В этих случаях и я ч\1), согласно (5), получаются следующн՛ 

выражения:

17)

Запнсимосп, I / и единицах j 

для прогони»:
1. Согласно (3) при cosj I.
2. Согласно (б;։) при cos- I.

-./lie. (Ra) при rc$.- 1.
4. Согласно (66) При cosa — i,

01 '' « Գւո

Л 2.
Ո - К).
Ո 2, : = (0.

Значения п и = выбираются исходя из требований эксперимента и 
дают возможность при приемлемых размерах установок измерять до
статочно высокие энергии (см. фиг. 2). Согласит (Ga) / зависни ли- 

/гнеино от отношения . , что даст возможноегь пои невзменни: w(1r-
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I-шерах установок проводить измерения при более высоких значе- 
|иях энергий частиц, чем но формуле (4). Помимо того, дал.ьней- 
иего уменьшения габаритов установки можно добиться увеличением 

л. При реализации зависимости по (66) установка будет реагировать
олько на частицы с энергией, большей 
1нны տ.

В экспериментальных условиях влет 
;однт пол некоторым углом я. в общем 

некоторой ладанной вели-

частицы в yi тэнонку кроне- 
случае отличном от нуля.

кит рос о возможности создания экспериментальных условий, при 
рторых я с заданной степенью малости сличается от нуля, требует 
тдельного рассмотрения.

При идете частицы в установку под углом я. / фактически он- 
Шляется проекцией скорости частицы на направление волнового 
iKTOpa. Поэтому, экспериментально измеряя расстояние между oi- 
1ЛЫ1ЫМИ отметками, определяем величину этой проекции. Разуме
ем, величину я можно определить, используя обычны՛ годоскоии- 
;ские системы, ио при этом относительная погрешность измерении 
тинной скорости частипы б\де« определяться соответ с։ вующей 
чибкой измерения величины я. необходимой степени малости кого- 
>й добиться экспериментально довольно трудно. Поэтому, ир-.-дстан- 
®тся целесообразным иметь установку, в которой не возникала бы 
[обходимоегь определения угла влета частицы. Таким свойством 
дет обладать установка из двух полностью идентичных систем ре- 
няторов млн волноводов, оси которых раскол «жены под некоторым
1ксирояанным углом 0. При этих условиях измеряются две 
:орости частицы

V, ֊ ?C0S2. cos (6 — я I

проекцнн

К истинная величина скорости определи гея по рормуле

ыпЪ (8)

Поскольку ք> можно фиксировать с весьма большой 
яностн, го относительная ошибка измерения с будет

степенью

ձ:\
<У)

Таким образом, можно нал՛.՛ ր-ся. что применение «лектро.мог- 
тиых ноли создаст новые возможности тли измерения скоростей 
жженных частиц.

Авторы выражают свою признательность Г М. Гарибяну и A. Г. 
Алану за интересные обсужд. ы։я.
| Иистпи : филин
iAH Лпмцнскон ССР Поспиилй 27 VI 1‘1Ы
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I; 5J*. Լէսպիև- *Լ. 2,. |։>’n։.if։ufii։ufiԼՒՑՔԱՎ-ՈՐՎ-ԱԾ Ս՜ԱՍՆհԿՆծՐՒ ԱՐԱԴՈՏ^ՅՈհՆՆեՐհ ՋԱՓՄԼԼՆ Աեն ԼՆԱՐ1ԻԼՈՐՈ1ՓՅԱՆ ՄԱՍՒՆ
Ա Ս' «Ի (I Փ II I» Ս'

Աչքւ/utinm իք յան մեջ ուսումնասիրվում է Լ լեկւո րամաղնիиական աքիրների 
կիրաւաէ ի/րսնների Հււարսւվորուիմ լոՀնը լիցքավորված մսսւն ի էլն հր/» արաղէս* 
ք/րսնների չավէմ սւն համարէ

Դրա հհ in կապված' մւմնրամտոն վերլուծվում են [_/] և 2] ւսշխսոոա՝ 
թ լռւննևրում վաղօրոք աոաշաղրված մեիքողներր, րնդ որու մ մասնավորապես 
ղւււքւյ է տրված, որ Լ՝ ։ րնսւրոլթ րււնր [J ոււքատրամ Լ կատու րհլ սսէոպդ 
չավւամներ փոքր և միջին Լներղիաների иin >մ՛անում!

tint iff Լ արված, որ ւսքսւաղործելով ոհղոնաաորնևրի սխւտհմ որոնք 
դէպււվւււմ են վ/տղերքէ րեղումով, րուո որհէ 'Լւ /) սրենքքւ, կարեքքէ Ւ, ստանաք 
րա վակսւնին լա։ ք՚հ հնա րավորութ րււններ որորման համար։

?(/)-/- «ամար համապատաււխան ուրատհալաու fJ յուններ[է>) քվոում են 
|շ| Л 2, ո ուա րվ ած ա րդրւ ւնքնե րր. որպես մասնավոր ղեպքերէ

'ւվւսսսրկված է մասնիկների 7. անկրսն տակ ներււ իէոչելսւ հարցը։

Л И Г ЕРА Т У Р Л

1 . Gabar D.. Hampton В. Д Wilson cioud chamber wlin time-marking of particle tracks. 
Xature, ISO. 746. 1057-

2 Лскарьин Г Д. Об onpe.ic.icumi скорости ионизующих частиц по маркировке ш 
треков высокочас югякм электрическим нолем. ЖЭТФ, 34. 1005. 195S.
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ФИЗИКА

Г. С Салкян
Об уравнении состояния при сверхвысоких 

плотностях материи
§ 1 Асимптотический пид уравнения состояния

При решении космологической задачи, а также при расчете гн- 
порониых конфигураций небесных тел, требуется знание ураинелия 
состояния материи при плотностях энергий, превышающих плотность 
а атомных ядрах. Вопрос уравнения состояния при таких физических 
условиях, обсуждался в ряде работ [1. -[4՛. В этих работах отме
чалась неудовлетворительность приближения идеального газа при 
расчетах сверхплотных конфигураций небесных тел и делались по
пытки учитывать эффекты сил притяжения при обычных ядерных 
плотностях и отталкивания — при сверхядериых плотностях. Однако, 
в них речь шла лишь о качественной стороне вопроса- По-видимом у 
паши знания в настоящее время еще недостаточны для нахождения 
■очного уравнения состояния при плотностях барионов порядка ялер- 
юг и выше. Однако, нам кажется, что при чрезвычайно больших 
1Л0ТН0СТЯХ мы в состоянии сделать правильное заключение об аси.мп- 
одическом поведении уравнения состояния. Ниже, говоря о частицах, 

мы имеем в виду барионы (нуклоны и гипероны), т к. при обсуж
даемых физических условиях материя преимущественно систоит из 
гиперонов я нуклонов |2j. Вклад электронов нр-мезонов в плотность 
шергии и давление пренебрежимо мал.

Первый шаг в этом, направлении был сделан Зельдовичем. В 
:поей роботе |5] он. предположив осуществление взаимодействия 
Ларионов через нейтральное векторное мезонное поле, показал, что 
ассим in от и чи кое уравнение сс стояния. взамен общепризнанного Р 
в р/3, будет им Lib вид

Р(п) - /г. (1.1)

где /г —плотность частиц. Р— давление, :■ — плотность энергии.
Цель нашей заметки:
1 । показать, что при любом виде взаимодействия. если шергии 

«пимодействия частиц превышает их кинетическую, известный закон 
Э/Р < 1/3 нарушается,
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2) показать, что уравнение (1.1). найденное Зельдовичем, не 

связано с частным видом взаимодействия через нейтральное мезонное 
поле, а вытекает из некоторых общих принципов физики. Говоря 
об общих принципах физики, здесь мы имеем в виду соотношение 
неопределенностей и тот фзкт. что скорость звука не должна пре
вышать скорости света.

Посмотрим, что дает соотношение неопределенностей. Обсудим 
тот случай. ко։да частицы не обладают конечным»» размерами, так 
как в противном случае прн возрастании плотности в конце концов 
наступает несжимаемость и при некотором конечном значении плот
ности материи ժ/յ/ժք>= v. что физически нелепо (скорость звука 
становится бесконечной). Пусть г среднее расстояние между ча
стицами. Соответствующая средняя плотность барионов равна

п-г֊\ (1.2)

Согласно соотношению неопределенностей, при этой плотности 
частицы в среднем имеют импульс

р — Л г •֊ hnf*

к кинетическую энергию

Հ г/Г-п')'* ткс:.
где Л —постоянная Планка деленная на 2-. а индекс k указывает вид 
частиц. При интересующих нас больших плотностях материи, важную 
роль играет энергия взаимодействия частиц. Эта энергия при
__ Ю’*с.и՜3. помимо расстояния г зависит также от скоростей, от 

спина н орбитального момента частиц. по? видимому имеет обменный 
характер и т. д, В настоящее время мы мало знаем об этой энергии. 
Однако, имея з виду то обстоятельство, что радиус действия соот
ветствующих полей достаточно .мал. несмотря на возможный слож
ный характер сил, мы можем прн вычислении полной энергии мик
роскопических областей реальную энергию взаимодействия, приходя
щую на объем 1. заменить усредненной энергией Vnu(n). Тогда 
и (л) имеет смысл потенциально։! энергии для одно»! частицы. Сле
довательно. для полной средней энергии частиц мы можем написать

’*)՛* -f- и (п). (1.3)
Здесь предполагается, что потенциальная энергия п (л) для частиц 

всех видов одинакова, что является естественным при рассмотренном 
приближении.

Из (1.3) для плотности энергии получаем

р (п) = v сп> (т՝с: Г հ՝ո 'յ 1 4-|л« (ո Հ (1.4)
А

где л*- концентрация частиц Xr-го вида. Суммирование производится 
по всем видам частиц, п л». Дальше не имеет смысла различать



(1.Ո

(1.5)

энергии

(1.6)

рнонов, что, конечно, неверно. При соблюдении условия 
плотности энергии и давле ия имеем

р (л) = п и (п).
Р(п} п*иг (л).

Имеется возможность определить вид функции и («), 
используем известную формулу для скорости звука [б|
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массы разных барионов и целесообразно в (1.4) произвести дальней
шее усреднение, написав

р(л) сп {т’с2 -г л։л’*)'' пи{п), 

где т—некоторая средняя масса барионов.
Теперь вычислим давление

/■>(/») =----- 1 հհՀ- ո՝'-(пге2 ~ ’ '4- п2и' (л).
о I 3

Таким образом, для отношения давления и плотности 
получаем

/Чл) 1 с/гпЧпгс2 I А:л'') ’ '‘-ь 3//"н'(л) 
Р (л) 3 сп \tn:cz 4֊ fi'-ո ՜)'1 ни (п)

Предполагая, что потенциальная энергия мала по сравнению с 
кинетической энергией. а также, что комптоновская длина волны ба
риона достаточно велика по сравнению со средним расстоянием между 
частицами (/№.•' /гп՛ ). из (1.6) мы получаем известную ассимптоти- 
чсскую формулу Р/р 1/3. Это имеет место для идеального газа, а 
также в случаях гравитационного, электромагнитного и некоторых 
типов мезонных полей.

Рассмотрим теперь тот случай, когда энергия взаимодействия 
превосходит кинетическую энерги.-. частиц

и । п յ с । m-с՜ ~ 1гп ՛ )*'*. (1.7)
Обсуждение этой возможности не лишено физического смысла, 

тик как из опытов по изучению рассеяния нуклонов на нуклонах 
известно, что на расстояниях г < 0,5 Ферми между частицами дейст
вуют весьма мощные силы отталкивания. Для объяснения результатов 
этих опытов даже [Опускается сущее, ноьание твердого керна у ба- 

(1.7), для

(1.8) 

если мы

(1.9)

(1.10)

Скорость звука .՝• есть функция от плотности а. С увеличением 
плотности материи, ։• монотонно будет расти, стремясь к своему пре-

I

Имея н виду (1.8). находим
/ 2ոս' nzu՞ Հ > v — с! ---------------- )
\ и 4֊ пи’ /
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дельному значению, равному скорости света. При чрезмерно больших 
плотностях материи, когда скорость звука мало отличается от ско
рости света с, из (1-Ю) получаем

Л®«" 4- пи' -//(л) =0. (1.11)

Общее решение этого уравнения есть

и (н) ^.ап փ — • (1.12>
п

где а н b — постоянные интегрирования. Отсюда, для плотности энер
гии и давления получаем

рМ^Ь+ап*, 
P(t։)=^an֊ — b.

Таким образом, при достаточно больших плотностях материи, 
мы получаем результат Зельдовича

Р^о^ап֊. (1.14)
Посмотрим, как повлияет этот результат на решение космоло

гической задачи. В начальной стадии расширения вселенной, когда 
время - мало, в предположении Р у'З было найдено [7]

Р (фа4 (х) const, а = const]/х, (1.15)

где а —радиус кривизны пространства. В случае уравнения состояния 
(1.14) получаем

?•«" —const, а = const /х . (1-16)

Как мы видим, введение сил отталкивания увеличивает скорость 
расширения вселенной, но не устраняем особенности. Дальнейшее 
обсуждение этого вопроса мы не считаем целесообразным.

§ 2 Распространение звука в сверхплотных средах

С целью установления асимптотического вида уравнения в пре
дыдущем параграфе мы для скорости звука использовали формулу 
(1.9). Она выведена в предположении, что метрика пространства яв
ляется евклидовой. Докажем, что эта формула остается в силе и в 
случае весьма плотных сред, где метрика существенно отклоняется 
от евклидовой. С этой целью мы должны исходить из уравнений 
гидродинамики при наличии гравитационного ноля ՜7|

---- - 1 0 (2.1).
I (JXI: * а ' 2 (JX1

где /\!: тензор энергии импульса. Допустим, что в среде распро
страняется слабое звуковое, возмущение (т. е. продольные упругие 
волны). Имеем
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р'=р+«. P' = P-Lp,
4=^1-^ т*~т* + е\ (2.2)

где р', Р' и р, Р— соответственно плотность энергии и давление при 
наличии и отсутствии звукового возмущения, £ и р— малые возмуще
ния, t՝k и — возмущения компонентов тензора энергии — импульса 
и метрического тензора. Очевидно, компоненты тензора t՝K — вели
чины такого же порядка малости, что и е. Что касается компоненюв 
тензора глд.. то они являются величинами более высокого порядка 
малости. Это более или менее очевидно, так как бесконечно малое 
возмущение г не может вызывать такого же порядка относительного 
изменения в метрике пространства. В справедливости этого утверж
дения мы можем непосредственно убедиться на примере метрики, об
ладающей сферической симметрией

ժտ3 — g^dx'dx* = e'dxi — №(Ժ02 -|- sin3 fjdz?) — edr-, (2.3) 

где v и հ — неизвестные функции от координат и г. Если теперь 
по известным формулам вычислить контрвариантные и смешанные 
компоненты тензора возмущения t‘k и то окажется, что они будут 
удовлетворять уравнению Z — gh лишь в том случае, когда ^ik ...... р.

Итак, в нервом приближении уравнения гидродинамики (2.1) 
при н и м а ют сл е л у юш и й в и д

[ р—՜ А -֊**'■ дТГ = °- (2-4>
1 — g dxk 2 дх1

Для вывода формулы скорости звука нам достаточно ограничиться 
рассматриванием случая сферически-симметрического гравитацион
ного поля, описываемого квадратичной формой (2.3). Допостим. что 
до распространения звукового возмущения поле являлось статическим 
(т. е. v и л зависят лишь от г). Далее, допустим, что возмущение 
распространяется от центральной области в виде сферической волны 
так, что прежняя симметрия по..я не нарушается (теперь ч и /■ функ
ции от г и л0,1. Тогда, до распространения возмущения, из компонен
тов четырех мерной скорости отлично от нуля лишь tP, а пр։։ рас
пространении возмущения — отличны о։ нуля iP и и1 (используются 
обозначения х°. д’. x-,x5->ct, г, G, <р). Учитывая это, для компонент 
тензоров Z* и подучаем

г5 = -Й(р֊гИ, = Р}е~\

/5 =а/> rw = se՜’, /(,|--Հյ(օ լ P)e Հ

/И - /76'՜Հ f-:=ptr2, է =Հձ(/-2Տ1Ո;0). (2.5)

Остальные компоненты равны нулю. Здесь — dridx,,.
Подставив (2.5) в (2.4), получим следующие два уравнения
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d՝.

- ֊ 11 ֊«?(/’ ՝■ 
— Ճ or

(Р ■ pH "■ +dJ- + L P * =0. 
Ox" or 2 dr

(2.6)

Здесь мы можем выразить через р

d?
z== ՛ />• dP

Из (2.6), исключив £ н скорость макроскопического движения ?, 
получаем

£ dr\
И Հ7ձ'

or
----- 0 it) — gg™ -

di
0. (2.8)

где введены обозначении

Л (г. г) =

о*>00 Р.

д
■g dr

К Ми-р֊^

У равнение (2.8) описывает процесс распространения сферической 
звуковой волны с переменной амплитудой и скоростью. Предполагая, 
что член .1 (г, /). содержащий производную Og^.dr. достаточно мал 
по сравнению с другими (это имеет место при достаточно медленно 
изменяющихся полях, т. е. когда dr < 1/Հօօ1. прячем при 
Ար, է) 0). мы получаем волновое уравнение, записанное в кова

риантном виде

А 6'^'*^-)=°- (2-9)Г — g Ох* \ Ох'/

где. введено новое обозначение = При написании (2.9) учтено, 
что ւշ՛ зависит лишь от х° и л՜1, а также то обстоятельство, что в 
рассмотренном случае тензор имеет лишь диагональные элементы. 
Величину ■:՛ — с (ժ/յ/ժբ)''։ .можно интерпретировать как скорость звука. 
Таким образом, формула остается верной и в случае сильных гра
витационных полей. вообще говоря, является функцией г (за
исключением асимптотического случая), поэтому и скорость звука v 
есть функция координаты г. В случае сверхплотной гнперонной кон
фигурации. в центре ее и (Ь) с, по мере распространения волны ее 
скорость уменьшается и на поверхности звезды она спадает до зна
чения обычной скорости звука.

В заключение считаю своим долгом выразить благодарность В. А. 
Хмбарцумяну. Я. 15. Зельдовичу, В. Л. Гинзбургу и Е. Л. Фейнбергу 
за ценно֊- обсуждение настоящей работы Я признателен Я- Б; Зель- 
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ՎՒՃԱԿհ ՃԱՎԱՍԱՐՈՒՄԸ ՆՅՈհ^հ ՋԱՓՍՋԱՆՑ ՍեԾ 
ԽՏՈՒԹՅՈՒՆՆեՐԽ ԴԵՊՔՈՒՄԱ 1Г Փ Ո Փ Ո հ Մ

^ոդվածւո մ աւււոմքհսւսիրված է նլութի ւ[իէհւսկի հավասարումր այն դեպ- 
Հէււմ, երբ էներղիա լի իէտու թ լունր դևրաւլւսնւյու մ է աաոմի միջուկում եղած 
իէսսո թլանք; inn.pj է սւրվւււծ, пр շափա ղանդ մեծ իւաութ լուննե րի դեպքում, 
bpp ձայնի արաաււ֊ի! pn'hp իր մեծութքամր ./’/'2 Հ՜ տարբերվում pit. pi ի արա֊ 
դութքոէնիէյ, նյութի վիճակի Կավ ա ո ա ր nt Uh րնղանւ։ ւ մ է հե՚ւոեքայ ւոեսքր։

Р{п) ^р (;:) = an-, 
որտեղ fl-ր մասնիկների իււոութ pi ւնն է, ',֊ն' կներղիտ /ի իէէոութ քունր, թ֊-ն' 
ճնշmilր և է1~ն հաո աատուն է է

1հքնէէւհետԼ munt Աետււիրւիոծ Հ Аш քնի ալիքների տարածման պրոցևսր 
գերխիտ միէսովալրևրա մ, որտեղ աարածա թfin’ll մետրիկան էապես աարրեր- 
փ" մ է Լ՚[կէ!"1 րոնիէք ( ուժեղ դաշտեր}։ Ձայնի տարածման ա ր ա դո ւ թ քուն հա
սար ստացվամ է ճիշտ նւււքն րանւոձեր, ինչ որ ւէտսւցվե/ կր էէքկլիւրւււն մի֊ 
լԱէվալրերի դեպքա մ, niptինքրԱ՝ V = ր \ (յ/Կ՚յ'>\ , որտեղ V-ն ե լ֊ն համա֊ 
պասւսւսիււււնււ1րտ ր ձայնի ու fill րւի ա րաղ ո է թյուննե րն են>
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•. 1\.мба/>цумян В. А и Саакхн Г. С. О равновесных конфигурациях сверхплотных вырожденных газовых масс. Астрой, ж. ib печати).Հ Salpeivr Е. Ւ. Mailer at High Densities. Ann. ot Phys.. 11.393. 1960.Г> Зельдойин Я Б. Уравнение состояния при сверхвысокой плотности и релятивн стскне ограничения. ЖЭТФ (в печати;.
'.Ландау Л. и Лчфшии, Л. Механика сплошных сред- Гостехиздат, М., 1953.7. Ландау Л. и ЛисЬшиц Е. Теория ноля. Фн.зм.нгнз. М.. I960.
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АСТРОФИЗИКА

Э. С. Бурунсузян

Помехозащищенность радиотелескопов и порог 
достоверного обнаружения

В работе [1] сформулировано понятие порога достоверного обнаруже
на дискретных источников космического радиоизлучения и сапа форму

ла, сравнивающая уровень достоверности с аппаратурным порогом чув
ствительности. При выводе этой формулы предполагалось, что помехи, 
Уменьшающие надежность наблюдений, порождаются приемной аппара
турой и предела вл як л собой, распределенный нормально, так называе
мый, белый шум.

Наблюдениями. проведенными в последние годы, установлено, что не
достаточная разрешающая способность инструментов оказывает суще
ственное влияние на надежность обнаружения. Надежность падает вслед
ствие путаницы, обусловленной, и основном, боковыми лепестками и недо
статочной узост ью главного лепестка диаграмм антенн. Например, в рабо
те [2] авторы приходят к выводу, что плотность источников, при которой в 
каталогах появляются ошибки, превышает величину — один источник на 
25 дна; ;»амм. Из сообщения [31 известно, что при составлении каталога 
ЗС источники делились на классы А, В и С в порядке достоверности, Ока 
залось, что один источник класса А приходится на 26 диаграмм, класса 
В — на 5 диаграмм, а один источник из каталога 2С приходится лишь на 
0.5 диаграммы антенны.

Влияние путаницы фактически сводится к повышению порога чувстви
тельности радиотелескопа. Здесь источники выступают в качестве внеш
них помех. Внешними мы называем всякие помехи извне, воздействующие 
на антенны радиотелескопа вместе с полезным сигналом. Такие помехи в 
некоторых конструкциях антенн, минуя фокусируют ՛.՛ зеркало. непосред
ственно воздействуют на облучатели.

В отличие от аппаратурного порога чувствительности, определяемого 
внутренними (аппаратурными) помехами (см. [1]). имеет смысл ввести 
понятие реального порога чувствительности радиотелескопа, определяе
мое ив.-и.ними помехами.

Наиболее естественным способом борьбы с внешними помехами яв- 
ляетсч увеличение плошали приема антенн, сопровождающееся сужением 
главного лепестка диаграммы направленности, а также разработка кон
струкций антенн, г. которых ЭДС наводится только за счет приема энер
гии по направлению главного лепестка. (՝. улучшением антенных систем
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влияние внешних помех будет уменьшаться и реальный порог чувствитель
ности будет приближаться к аппаратурному, но это дело будущего. Чув
ствительность современных радиотелескопов пока еще ограничена внеш
ними помехами (они определяют выходные флуктуации) и следовательно 
пользование формулой, оценивающей аппаратурный порог чувствитель
ности. лишено смысла. В связи с этим возникает необходимость оценки 
порог,։ достоверного обнаружения по реальному (а вс аппаратурном^ 
пор о гу ч у вс т и и т ел ьнос тн.

Реальный порог чувствительности можно оценить по распределению 
внешних помех на записи оконечного индикатора радиотелескопа. Если 
флуктуации на этих записях распределены по закону близкому к нормаль 
ному, то формула, полученная в работе [i|. может быть распространена и 
на случай сравнения порога достоверности с реальным порогом. Сказан
ное справедливо потому, что вывод этой формулы не тавиент <и характе
ра помехи, важен лишь ее закон распределения.

ТчбЛШШ ։

Границы вели
чин лмнлитул

! Кояиче- 
,стпл эм- 
! П.ПГГГД

0-0.869 
0,869—2.197 
2.197֊ 1.355* 
•1.355—6.505 
6.505—8.65 
8.65-10,64

10.6-1 12.67
12,67- 11,61 
14,61-20, 15

20.45
. 8.65

1056 
750 
153
29 

X •յ
I
1 
о 
г»

10

• Лмилигула пеличи
ной •1.355 соответствует 
Источнику с потоком

Ниже показана таблица. характёризуюи(зя 
распре деление ампли гуд части выходных записей, 
по которым составлен каталог ЗС. Эта таблица, 
приводилась в работе |4|.

Воспользуемся, кроме того, данными, приве
денными в пояснениях к каталогу ЗС (ем. |5}’». 
По этим данным .тоетоверно существующими 
можнб прнзжть (с весьма малой вероятностей՛ 
ошибки) источники с потоками болыпимЙ 
10՛ 10 'em ՛։,•- гд, ибо в основной массе только 
такие источники надежно подтверждаются дру
гими наблюдениями. Эта цифра представляет 
собой порог достоверного обнаружения, полу
ченный экспериментально

ձ'— 10՛ 10 '-'em .\t ’ >ц. .. 10 -10 '"пт .ч~ гц. (О
Заметим cine для 

потоками большими ծՀ. 
гласно фиг. 10 того же

дальнейшего, что количество источников с 
(названных достоверно существующими), со- 
первоис!очника [5|. определяется цифрой

.. источников
X . ои-------------- •

стерадиан (2>

Знание 5 . позволяет разделить табл. 1 на две части. 47 ампли
туд больших, чем 4.355 единиц, обязаны юстоверно существующим 
источникам, остальные 1959 амплитуд обусловлены внутренними и 
внешними помехами. Интересуясь только помехами и учитывая рав
ную вероятность положительных и отрицательных амплитуд, по дан
ным табл. 1 получаем табл. 2, и которой вместо количеств амплитуд 
даны проценты от общего их числа 1959.
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Таблица 2'

Шкала ам
плитуд ,х* 2.2; 0.87 0.87; О О; 0.87 । 0.87; 2.2 2.2; 1Ж»

Процент 
амплитуд

Яо данным этой таблицы закон распределения амплитуд помех пред
ставляется ломаной, показанной на фигуре. Подсчет среднеквадра
тичного отклонения такого распределения дает

?=1л-« = 1.41. (3)

Амплитуда величиной 1.41 соответствует потоку 1.41 -4.355 < 
10-10՜' 3,25-10 ' r>/к м- гц. Эта цифра представляет собой реаль

ный порог чувствительности радиотелескопа.

- 3.3- 10 "ււրոՀ\ր гц. 1.4)

тогда как аппаратурный порог чувстви
тельности по данным |5| оценивается 
пели чиной

Տ,։ո Հր I - 10* 67?շ/յր\ гц. (5)

Полученное Значение показывает. что___ .
•*м

Է’ *3'։- (6>

Չ
Q=3,3. (7)

•У^л

Второе отношение можно назвать коэффициентом помехозащи
щенности. Этот коэффициент характеризует антенную систему радио
телескопа. Для совершенных антенн он будет близок к единице. Кри
терий Q удобен для сравнения помехозащищенности различных ан
тенных систем (сосрсдото ।-иная площадь приема, интерферометр, 
icpccr и др.) Статистические данные записей наблюдений опубликова
ны не полностью, поэтому подсчет коэффициент () может быть 
произведен только самими шпорами наблюдений. На наш взгляд такой 
подсчет представляет- значительный интерес. Например. сравнение 
помехозащищенности систем Райла и Мидса могло бы дать рекомен
дации для будущих разработок антенных систем. Приведенный нами 
подсчет Q примитивен, он преследует лили, методическую цель, тем 
не менее резул .гат (7) позволяет сделать некоторые выводы. Первое, 
что Сразу же привлекает внимание, это неэффективное использова
ние площади приема. Втрое более помехозащищенная система могла 
бы дать такой ж֊? результат при ятрое меньшей площиш прием.։. В 
Светс сказанного выявление связи Q с конструктивными особенностями 
антенн пред. -|..влнется весьма интересным и заслуживает всяческого 
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внимания. Второй, напрашивающийся вывод заключается в том, что 
при недостаточно помеховащищ ни. ։х антеннах реализация минималь
ного аппаратурного порога чувствительности нс имеет практического 
смысла.

Обратимся к показанному на фигуре распределению р (х). Если 
подсчитать площади под кривыми распределения для нормальной) 
закона и закона р {х} <• одинаковыми з==|,14, то нетрудно получить 
следующие величины, выраженные в процентах.

Таблица 3

X 11лотэль 
под ломаной

II ложен. вол 
кр։՛ ■ । Гаусса

д <- 3: 0,3 0.3
— 3= х 2с 2.8 2.0
- 2с < Л- < - = 13.8 13.6

— G < X < 0 33,1 34.1
0 < д з .33.1 34,1
0 < х < 2: 13,8 13.6

21 < X < 3s 2.8 2.0
3: < х 0.3 0.3

Хорошее совпадение цифр в этой таблице говорит о том. что распре- 
де. ение внешних и внутренних помех практически можно считать 
нормальным. Это обстоятельство, как уже упоминалось, допускает 
использование теоретической формулы

1 
դ

хД1 = I շլ* - լ - (8)
I р (1 -р)

выведенной в работе |lj.
Здесь мы приводим точное значение формулы. Величина р пред

ставляет собой вероятность попадания источника в диаграмму антенн 
при каирн плени и их в случайную то՛։ ку небосвода. Эту вероятность 
легко определить, если известны количество достоверно существую
щих источников Л',, и нмесный угол диаграммы направленности Զ.

о»

В рассматриваемом примере согласно (2) Л’,. - 50 и согласно |3| 

2/, - Я кв град (2.4-10 ' стерадиан) и, следовательно,

// = 0,12. (10>

Величина /У, входящая в формулу (8). связана с вероятностью/? 
зависимостью

Н ^—p\Q^p - (1 -p)log2(l -р). (11)

Численное ее значение равно

Н = 0,529. (12)

Подставил (10) и (12) в (8), получаем
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հ
֊-^3,1. (13)

Сравнивая (13) с ((>). убеждаемся, что

5Л|^5„. (14)

Полученный результат является проверкой теоретической фор
мулы и говорит о ее хорошем приближении. Проверка показала, что 
формула (8), или ее упрощенный вариант

4լ»ւ 2|п4 • <|5>՜
справедливый для р<10 *. вполне пригодны для практического 
использования.

Институт радиофизики и электроники
ЛИ Армянской ('.СР Поступила 4 VII 1961

Ь. 11. 1\ш II in .Gutiuqiiuli

ՌԱԴՒՈԱՍՏՂ-ԱԴԽՏԱԿՆևՐՒ ՊԱՇՏՊԱՆ4_ՍԼԾՈհՔՅՈՏՆԸ
ԽԱՆԳԱՐՈհՄՆեՐՒՑ ZUKUUSb ՃԱՅՏՆԱՐեՐՄԱՆ ՇԵՄՔԸ

0. II՛ «I» II Փ II Ь II'

Հոդված nt մ էաւաչարկվւււ մ Լ մի հալտանիշ' ււսւդիոտււտդադ իաակների 
ա.. աէՀհ ալին սիստեմների իւանէլա ոա մ՚հերիղ и/ա * tn պահված լինելս։ '"'փի 
էլնահասւսէ. իժ լան համար և '!՚1,մրրիջի իէնաե րֆերոմ ետրի օրինակով լյա /у է 
Աէրվում նրա Լ քսպհրիմԼնաալ որոշման Հնարավոր եղանակը։ lint լն օրինա
կ՛՛ վ ՅուքՅ՛ արւիոմք որ (ոտնւրորո!.մնե րի րաիոշԱտն օրենքը մոտ ի (1'աւոււ- 
սլանին: Ս.լդ Նէոնդամ անքր հնարավոր Լ դարձնում ոադ ի ո ճաո ադա / իք ման ադ֊ 
րլուրների հավաստի հալտնարերման շեմքի դնահա штիմ /ան ր դ։լ ա ph ո ։ իք լան 
իրու1րս7ւ շեմքի հիման վրա։ Սլն ո էհե տ ե դու/;յ Լ արվում, որ հա վա Ո Ոէ ի ա իք / ան 
շեմքի դնահատոէ իժ լան տեսական րանաձեր լավ համ տպաէո ա и իէէոնուիմ ըսն 
մեջ Լ դտնվամ դ իոէումների հետ.'
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А. Г. Багдоев

Определение давления для больших 
моментов времени

Рассматривается задача определения явления в жк ; :ти. зани
мающей нижнее полупространство, для больших мом нгов времени 
Задача предполагается осесимметричной.

Возьмем ось Or в плоскости поверхности жидкое и. От направим 
вниз.

Пусть на границе полупространства прилож.-но давление

Р(г0.г.П = Г’ '<”•
0 IO r>W. (1)

_________ rfr
Ի ~ ր2՜2րր0 cos փ^Ւ՞?՜

где 1\ и V —постоянны, / —время. Р —давление. Если жидкость не
сжимаемая, для точек полупространства имеем |! ,

о о
Рассмотрим это выражение при больших է в конечных коорди

натах г0, г. Вычислим

дР .. 1 Г VM
— — \Հ г I----- . -------------- ■--------------та =
ծէ 2ր. J(l/=/=֊i֊ro— 2V7r0cos'?-t-z;)v’

Разложив (3) по обратным степеням է. приближенно получим

Р _ . Z _ճ_ճ_^ր՚: Л.
Р։ \ t V3P 2 V4a 4* (4)

Исследуем згу же задачу для случая идеальной сжимаемой 
жидкости. В этом случае имеем |1]

2« Գ
Р(г,։.г. 4=Հ

о Ь

zrdrdb_____
r'20-2rracos’!f+?։y’
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_1
2֊

az
I Հ*֊| րJ — 2ror0cos$ -} z*

(5)

причем

Vt- г(> = ------
| Ա-7-д,рГрcos- (1 - ЛР) (УЧ* — МЧ^-МЧЧ

1 -ЛГ- 

.и=Г 
а (6)

ДЛЯ больших г и конечных r(i, г имеем

1 .l.V,co5? I v I րօփ? ֊4cos2*
Vt 1-ЛР՜ 1 -М* 17 ' УЧ* 2 '

В (5) разлагая Л в ряд по — получим

•,« = Л1Ц+у^<1+Л)։т(г։+ Н)՜ (8)
Поступив аналогично со случаем несжимаемой жидкости, найдем

()JX 1 (‘ 1 дп , 3 го гЗг Դ , , I 15 4г?) cos2 ծ \— -= ֊ 1— —11— — .. 4-3r0cos։>- 4------------—- )а|.<): շ-rj г;! о! ՛ 2 г՝п 8 го )
о

(»
С учетом выражения (7) получим

■И + 1 (.И М)* 2
Vt УЧ3 *' G

(.и ՍՃ
v3^

—Յ/՜օ— 3?՜ ՜4՜

6

15 շ 
րՀ (■Vf-Ւ I)3 

V3!3
Mz

и

прич м С определяется условием р (г0, О. /) - />г
Окончательно найдем 

z2 — — Հ 2
/ ( ..֊ 1Р. 2 (.и- 1)֊ л,Д2го. 10
/Д Vt \/Чл 2 V3t3 3

Полученные выражения (4) и (Ю) показывают, что сжимаемость 
1 Л 4,и неоднородность сказынаклся только в степенях . Зтот факт 

аналогичен случаю проникания конуса с постоянной скоростью, где 
такж.- давление на конусе не зависит от /И. Аналогично решается
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задача для произвольного граничного давления в (1). Для случая 
упругого полупространства на фронте волны тензор напряжений убы-

1 * ГО1
вает как —— 21.

Vt

В случае неоднородной жидкости для закона а (г) < глубиной

н произвольного давления /\(г. .*։ |3| •« моменты Հ> имеем 

закон затухания в линейном приблнж՛ чин

g = < Л|>ճ . ____Ц(0)
l\ I о,cos 4 I R" (/„) cos Он (0> <J։ If)

где /0 фиксированный момент , «ГО) времени, со$*>----- -
А՝’ (/)

Институт математики и механики 
ЛИ Армянской ССР Поступила J IX !%1

U.. Я*. Hiu<|ipik

ՃՆՏՄԱՆ ՈՐՈՃՈՒՄԸ ԺԱՍԱՆԱԿհ ՍեԾ ԱՐԺեՔՆեՐհ 1ԱՄԱՐ 

и ։ր փ ri փ и ւ՛ ւր

Հողվածում ղիտարկվում է ոեղմելի հեղուկի մե չ Շնչման տարածման 
ղծային խնդիրը J ամանակի մեծ արմև րոերի համար/ Հեղինակի կողմի/j 
նախկինում iiiiiiuiji/wi ինաեղրայներր վերածվում են շարքերի. որոնրյ մեչ 
սլահպանվս։ մ են աոաջին երկու անգամները:

ЛИТЕРАТУРА

I. БигОоео .1. I Проникание лаплсним u са> vд:, <ость. Вссишк՛ МГУ е ՜։՜՛. 
№ 2.

2. Ба:доеб А. Г Распространение ивленич в v։:pyr и иолепгостраистве JAH 
ССР. 28. № 2. 1959.

3. Багдосл Л. / Определение ^дплскио г ՛ рсстп.-сти фронте. Ihnci тип ‘ И С<? ՚՜ . 
серии геофил1ческаи. № ձ. ИбО
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Письмо в редакцию
В моей статье ПК опубликованной в Вашем журнале, привоан.чись до

казательства ряда теорем об обобщенной Хаусдорфовской теории момен
тов и метода суммирования рядов.

При этом был существенно использован аппарат обобщенных поли
номов С. И. Бернштейна для системы функции Минина по источникам 
[2] и [3].

В статье (I] цитировалась также работа Хаусдорфа 14]. но к сожале
нию не по первоисточнику.

В последнее время, после ознакомления с оригиналом работы [41. вы 
яснилось, что в ее второй части ։■ основном содержится построение обоб
щенных полиномов С. II. Бернштейна, а так же основные результаты обоб
щенной Хауслорфовскои теории моментов и суммирования рядов. Следо
вательно. приведенные в работе [I] теоремы 4, 6. 9 и вытекающие из них 
следствия принадлежат Хаусдорфу.

Выражаю свою благодарность М. М. Джрбашяиу обратившего мое 
внимание на вышеизложенные факты.

Г. В. БАДАЛЯН
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