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МАТЕМАТИКА

Г. .’I Луни.
Применение рядов Тейлора-Дирихле к оценке роста 

целых функций

§ 1. Теорема Крамера для рядов Тейлора-Дирихле

Пусть տ(շ) — V с„2г՝- делая функция первою порядка и типа 5.
Л-и

Тогда, как известно, функция

Ф(?) У
■I U

аналитична вне круга :|֊-з и

? (շ) = ։յէ-1 (1.1)

V'

где Г—окружность Г/| = «.-{֊ «, ь. 0.
Пусть, далее.

/(2) = \; afl^e~'n=. (1.2)
п-1

где /ия — натуральные числа или нули, r.n । > лЛ, ՛.« ’ ос. (7—область 
абсолютной сходимости ряда (2), состоящая, возможно, из нескольких 
связных компонент (см. |1|). Обозначим через ('կ множество, которое 
мы получим, выбросив из (i область, заметаемую кругом радиуса 
центр которого описывает границу области G. Если г-С3 и ՜ доста­
точно мало, то, когда точка и движется по окружное! и Г: 1«- -з е, 
точка z — U описывает окружность радиуса з |- г с центром в точке 
?, причем эта окружность лежит внутри б? и ։о֊том\ при фиксиро­
ванном г ряд

/ (г ֊ «) = 2 <».(«- ('՜ ՜ "'
л—1

сходится на Г равномерно и функция



•1 Г Л Луин
1 Г 1 к* « ,пп —XJs—«>/••(z) = I ք (: ս)հ>(ս) du — lTr. у ап(2 и) e Փ(«)ժ«

К Г «и
(1.3) 

аналитична п точке а в правой части (1.3) можно произвести по­
членное интегрирование.

Но

,-!֊т1 (г — и} ле л ՜ ‘ Ф(« du —

*« ••֊ + ( 1ЛА /’“«!>Wdu.

а так как из (1.1) следует, что

^\и*е<* ԼՉ՛'" <

то

л(г)=շ а„ ,л? м 1 ֊/ -■■-<֊ nVAuk՜'՞՜: rt-t
(1.4)

если г G,, причем функция /'(’) регулярна н С՝ (в каждой ее связ- 
Н О Й ком по нснте).

Если /р) допуска*..՛: аналитическое продолжение в некоторую 
область D {GclD или одна из компонент G принадлежит D), то с по­
мощью (1.3) функцию /•■(?) .можно продолжить из соответствующей 
компоненты .множества G, в область 1)։, которую можно получить, 
если выбросить из D область, заметаемую кругом радиуса -. ког.и 
центр круга описывает границу области I), и из полученного мно­
жества выделить область, содержащую соответствующую компоненту 
G,. Это утверждение является обобщением известной теоремы Кра­
мера для рядов Дирихле (см. 2|). Легко видеть, что теорема оста­
ется справедливой яри замене окружности радиуса = сопряженной 
диаграммой функции ?(.՝).

§. 2 Оценка роста целой функции на последовательности ну­
лей ее производной.

Если функция ? (г) такова, что
9*Р«)=/(ая) = ••• «^1лг«'(кя)=0 'л-1 2... , 

то (1.4) принимает вид
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Л(г) = V о..,։ 

л-1
(2.1)

Ряд (2.1) сходится во всяком случае, если г :G,. Предположим те­
перь, что 1пл = о (/.„) и существует предел Нт '՜ =р. Взяв произвол ь-

П • ОО 1
ное действительное число k. подберем такую последовательность ая , 
чтобы lim —!= k. Тогда (см. [Ill ряд (1.2) будет сходиться аб- 

п - се f՝n
солютно в области (Հ определяемой неравенством г1 с՛' в 
расходиться вне эгоп области. Ряд (2.1) будет сходиться абсолютно ՛< 
области Ci'Հ определяемой неравенством z ՛ е‘я ՛, где 

и расходиться вне Շ՜՚Ղ Так как нас будет интересовать оценка ве­
личины г сверху, то предположим, что х ? О и, следовательно, Cr^cz (i. 
В силу доказанного (i,cz(j ՝, поэтому всякая точка г0, принадлежа­
щая границе области а ՝, должна находиться на расстоянии, нс 
большем чем з от границы области 0՝ (иначе точка ֊՜Լ1 была бы вну­
тренней точкой для G. и в некоторой окрестности точки ряд (2.1» 
сходился бы абсолютно). Возьмем на границе области (С" действи­
тельную точку Х(,>0 (это всегда возможно, если է по. обрано так. 
что Gle) распадается на две связные компоненты), тогда ֊ с՝' ’ ‘

Расстояние точки х0 от границы области (i равно

С помощью 

достигается

Решив 

ентельно а.

min I (X _ х0)2 Հе^х к) ֊ х2 • 

простых выкладок легко убедиться, что этот минимум 
1 vпри х - /г -֊ — In ՜Հ՝ и равен

[. а’°!т I1 ՜ ln(xoP)l ֊-Կ + 2'Հ •

неравенство | х{, j~|l * In (-vo?)l zo I 2aj ° одно­

пол учим

у !֊ Г ֊ ^[1+ln(xof,)l I Q(x0). (2.21
- I -'о г I

Элементарные вычисления показывают, что наименьшее значение 
функции Q(X(i) достигается при

-Գ = -Հ ~ (1 4֊ 1 • (2-3)
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Так как и — k т0 равенство (2.3) показывает,*4

что оценка (2.2) является нзилучшей. если выбрать

_ Ա Л 4VrL.
Нетрудно также проверить (см. [1|). что при <?— с/* граница 

z'(«<?(|r множества (i “ всегда имеет вид. указанный на фиг. 1. 
а х’—всегда больший положительный корень уравнения х„ = е"х' 1 

Подставив (2.3) в правую часть (2.2). после упрощений получим

1 + Ք.=:=՜ - -МЛ I 1 ՜1?;-1 - 1п2 ֊ 1|. (2. Ո

Легко показать, что правая часть
J (2.4) при увеличении о от Одо со воз-
/ растает монотонно от 0 до з и при
Հ любом, отличном от нуля, конечном

X;V х о правая часть (2.4) строго меньше
чем з и, следовательно, оценка (2.4) 

\ не является тривиальной.
При выводе оценки (2.4) пред- 

Ф1։|- 1- полагалось существование предела

?— Пш . Если этот предел не существует, ио л • - Wn

■о определим следующим образом последовательность т<։ :
^•л f-n • Ал . 1 ■если — <>, го есть /?!„>—- . то положим т = - г < •
п’г- '• 9 1

если же — - ՝> р . то выберем nin = mn

При таком определении последовательности \т, всегда րո։ւ րոՂ 
и. кроме того,

11m — - — liin —п-=р.Ո •- ղ rt—ш /7?Л

Так как в точках л„ производная функции ?(г) имеет нули по­
рядков не ниже тп. то оценка (2.4) остается справедливой в рассма­
триваемом случае при замене р на р.

Неравенство (2.4) дает оценку сверху для роста г (г) на после­
довательности ч . Однако, для некоторых классов функций опенка 

и՜ in।о(х)| (2.41 справедлива и при замене з на Н։п ----- =------  •л-4֊.. х
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Это имеет, например, метто. если

?(г) 1гв* 4Ն’էմ?.է
где а > О, 4' ici-целая функция акспоиснпиального типа, ’Пх) О 
•при х>0 и ‘Г (>.,) ‘Г р.а) = • • . = «Г։"(/,1-0.Московский циститу։химического мцшнхопросикм 11աուա.ս JO V VJ6։

‘b I., i.iufiy

РЬ31ПГ-ШЬМ.ЬЬ ԼՍՐՔԵՐհ ЦЬГШМ/С ԱՄԲՈՂՋ ՖՈՏՆԿՑՒԱՆեՐհ 
մճՈԽՄԸ HUZUSbLbUII Ս՜ Փ П Փ II հ 1Г

Мбрн/.-'А/.р/./и/Л/,

/й) (I)
а 1

Հ»*ր,րի Հաէէար ապացուցփււ մ Լ թրամերի թեորեմի տիպի մի թեորեմ. որր 
f(Z] -ի եդակիութսունների д ա и ա վո րու թ լուն ը և 1 շարքի ղադամիտաՒԴսն 
.սւիրու լթր կապում Լ

5(3) V в„| Л;р;)-г’( ’’Л’ ՜1 ••• -т

(2)

ֆունկցիա լի ե դակիէս fJ լուննե րի if иг и աւք ո ր ր«» fj լան հ 2, շարքի դու ց տ մ ի in ո ւ - 
(Jլան տիրուլթի հետ, որտեղ : (,՝)-p աոաչին կարդի սւմրողջ էիունկցիա Լ:

Ա.րւ թեորեմը թույյ Լ տաքիս ապացու ցև/ու հետև լայ պնդումր:
Եթե Չ (?) Լ րււպ1էնևնցիս>ք in1^Ւ ամրոդշ ֆու 4;յՒւ"[ի ս/Տանց լս> ք ft 

P«fl (Ай^»0. <) հա СП րդտկանու թ լան կետերում ունի ГЦ , կարցերի դերո-
ներ, րնդ որում հա — — ? • . Вт . ՜1 = ее,

ft тк , In//
ապա , Ini? Йе)iim — •։(*>. м. n . -

<րտեդ 3՝ն !3(.՜1 ֆու նկւքիալի սւիպն է և
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Ч’(р. ') = г,1 -I» 1 • •»!*' -In'l+ Г1+4Л։) + 1п2 I].

Ալս գնահատականր տրի</իա/ , քանի որ () Շ հԼ Հ< —ի ղևսքքում ’I յ) ֊ն 
միշտ խսաորևն փոքր քան Հ-ն:

ЛИТЕРАТУРАI. Jlynu Г. Л. 1У рядах типа Тейлора Дирихле. Изпестня АН АрмССР, 14. 2. 1961. стр. 7—16.2. iiernsleiii V՜. . c.;ons sur les ptogres recents de la thvorie des senes de Dirichlet. Paris. 1933.
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ЧАТЕМА!ИКА

Р М. Мартиросян

О спектре некоторых несамосопряженных операторов

В основе настоящей заметки лежит следующая простая идея 
Предположим, что резольвента /? самосопряженного .4, определен­

ного на многообразии D.a, плотном в гильбертовом пространстве 
где £—неограниченная область «-мерного евклидова пространства 
Еп, является интегральным оператором

Я./(ЛИ = р/(.И. Q; >.>/(Q)dQ. (I)

'։■
Пусть, далее, >. и w(Q) являются соответственно собственным 

значением и собственной функцией возмущенного оператора

Ти — Аи -г си.

где комплексная функция с (Q) ограничена.
Тогда «(Q) должна удовлетворять уравнению

«(.И) = - \Н(М, Q: i.)c(Q)u(Q)dQ. 
с

Легко видеть, что в этом случае /. оказывается одновременно 
собственным значением следующего уравнения

? МО = - flV(7w)//(.И. Q-. ՛■) I ЯоГ? «2) dQ.

Исследовать это уравнение, вообще говоря, проще, чем исход­
ное потому, что, если t?(Q), например, финитна, то достаточно знать 
поведение функции HIM՝ Q; >.) лишь в ограниченной области для 
получения нужных оценок. Оказывается, такая замена исходного 
уравнения новым уравнением позволяет вообще высказать общие со­
ображения о спектре возмущенного оператора. Но. быть может, го­
раздо интереснее то. что иногда можно таким путем выяснить- мо­
жет ли возмущенный оператор иметь собственные значения, принад­
лежащие непрерывному спектру невозмущенного оператора? Мы это 
проиллюстрируем ниже на примере несамосопряжеивого оператора 
Шредингера. Для бигармонического оператора это будет сделано в 
другой заметке.
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Ти — f-aii = .4 и 4֊ S^u — fvu = /, (3)

•равносильное следующему
и փ R. &и =- R J. (4)

Введем далее в рассмотрение уравнение
<? : SR S?=S’R /, 

решение которого представляется в виде
? = (R S'R S) SR. i SR /—SR. ՏԱ:-|-SR SO lSR /.

Положим
Il ֊ R f - R S(E ~ SR S) ՝SR f.

Легко видеть, что и— R f — R S’u. г. e. и удовлетворяет урав­

нению (4), а следовательно и уравнению (3), откуда и следует фор­
мула (2)

Для доказательства первой части теоремы допустим, что точка 
л0, принадлежащая непрерывному спектру оператора .4. является ре 
гулярной точкой для оператора 7. Очевидно, уравнение

А и — ).0/z = Ти — S2u — f֊nu— f (5)
эквивалентно ураонению

и — В / - В S2u. (6)

С другой стороны, уравнение и --- /Հ ՏԿէ имеет лишь тривиаль­

ное решение, а потому, как легко видеть, и уравнение « — SR>,S? 
имеет только тривиальное решение. В силу альтернативы Фредгольма 
уравнение

-r = SB S-y г SB J (7)

разрешимо при всех / //. Положив и В Sc /> /, где -у — реше­

ние уравнения (7), легко убедиться, что и является решением уравне­
ния (6). а следовательно и уравнения (5), а это противоречит тому, 
что принадлежит непрерывному спектру оператора .4.

Переходя к доказательству второй части теоремы установим 
сперва, что если л не принадлежит спектру оператора .4 и не является 
собственным значением оператора Т, то '■ регулярная точка для 
оператора /'. В самом деле, по условию уравнение и ■ RS’*//—О 
имеет лишь тривиальное решение. Поэтому, как легко видеть, и 
уравнение - SR S; —О имеет только тривиальное решение. Отсюда.

как и выше, пользуясь альтернативой Фредгольма, находим, *ito урав­
нение и -j- R S'u — RJ, следовательно и равносильное ему уравнение 

Ти — /.и = Аи S-u — f.it f, разрешимы при всех / Н. Вейлу замк­
нутости Т оператор ( Т — ՜ ‘ ограничен.

Покажем, наконец, что собственные значения оператора /. ле­
жащие вне спектра оператора .4. не имеют предельных точек вне
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спектра оператора Л. В самом деле, если л—собственное значение 
оператора Т. то очевидно и R 52// ■= 0. и >0. Но тогда <?=5а 

удовлетворяет уравнению ? 4֊ ՏՋ. S? = 0, причем, как легко видегп, 

? >0. Итак, достаточно доказать, что собственные значения урав­
нения ? не имеют предельных точек вне спектра опера­
тора Л. Но это вытекает из леммы I, так как 11m =0.

в»
Отметим одно следствие доказанной теоремы. Для этого пред­

положим, что область определения Da самосопряженного оператор; 
•4 плотна в пространстве Լ2(Լւ), где £ —неограниченная область 
/.'-мерного евклидова пространства Еп и что резольвента А’ этого опе­

ратора допускает представление (1), причем для любых ограниченных 
областей б,, G*C:E выполняется неравенство

Н(М. (?; >.)|srfQ )d.4l<«=. (8>

о, «,

Теорема 2. Пусть ограниченная измеримая комплскснознач- 
ная функция c'Q} стремится к нулю на бесконечности, а самосо­
пряженный оператор Д удовлетворяет условиям (1) и (<8) и пусть 
Та — Ли -си (Dr = Da)- Тогда все точки непрерывного спектра опе­
ратора .4 принадлежат спектру оператора 7 . причем точками 
спектра оператора Т. лежащими вне спектра оператора Л. могут 
быть лишь собственные значения, не имеющие предельных точек вне 
спектра оператора Д.

Доказательство. В силу теоремы I достаточно доказать, 
что семейство функций 1հՀ с /< Vcf (|1/ 1) компактно в /... < Е). Обо­

значив через ՜/Հ<> характеристическую функцию шара Ад. радиуса А’ с 
центром в начале координат, установим сперва компактность в £<*(/:> 
семейства функций вида | cR/||<1) при любом конечном 
R > 0. Предполагая, что c(Qj|^.V а / Հ1 при заданном €><'։ 
найдем такое ₽։>6, чтобы

А'Ж -snp | 'Т(;Й)Г т, Л I. О). 
гм>^

С другой стороны, в силу (8). семейство функций вида 
Z/?J 'с c/J ( /I! < Ո

компактно в пространстве А3(/?П /</?,). Если ia-=i ..... г) конечная

г -сеть для этого семейства в (Е Ո А/.*,). то функции ղ. совпадаю­
щие с в £пА’л՛, и равные нулю в Е АпА’а-,. образуют, в силу 

(9), 2г -сеть для семейства J с RJ с/Д ( /|| :֊ Г), и поэтому это 
семейство компактно в L.,{E). Аналогично доказывается компактн ть 
семейства I cRycj (յ << 1).
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Отметим один частный случай доказанной теоремы R трехмер­
ном евклидовом пространстве Е3 рассмотрим симметрический оператор 
эллиптического :нпа В, определенный на совокупности Do всех фи­
нитных, дважды дифференцируемых функций равенством 

3
у —Ви = - И.к(Хх. Հշ, он X,) и. (anf=akA, (10)

где а,к четырежды дифференцируемые функции, а հ (х։, х>, л։3) — 
общественная непрерывная функция в Е3. Как показал М. II1.. Флек- 
сер [2:, резольвента /?Д>. ~ любого самосопряженного расширения 
оператора В является интегральным оператором с ядром типа Кар- 
лемана. Поэтому из теоремы 2 непосредственно вытекает следующее 
утверждение.

Теорема 3 Пусть измеримая, ограниченная, комплексно­
значная функция р (Q) стремится к нулю на бесконечности, А — 
любое самосопряженное расширение оператора В, определенного 
равенством (10). Тогда все точки непрерывного спектра оператора 
.1 принадлежат спектру возмущенного оператора Та = Ли ф ри, 
причем точками спектра оператора Т, лежащими вне спектра 
оператора А, могут быть лишь собственные значения, не имеющие 
предельных точек вне спектра оператора А.

Покажем теперь на примере оператора Шредингера» каким путем 
можно получить более полные сведения о точках спектра возмущен­
ного оператора, лежащих на непрерывном спектре невозмущенпого 
оператора. Для этого обозначим через область определения само­
сопряженного оператора — Ап, рассматриваемого в гильбертовом про­
странстве /-с(/:л) функций, суммируемых с квадратом во всем евкли­
довом пространстве Т.п. Как известно [3], каждая функция и •-2Я 
обладает всеми обобщенными производными в смысле С. Л. Соболева 
до второго порядка включительно, причем все эти производные сум­
мируемы с квадратом в Еп. Поэтому функция и, равно как и ее 

№ .первые производные - эквивалентны таким функциям, для которых 
ОХ{

существую;՛ интегралы по любой сфере S,? (/И). лежащей в Ег„ при­
чем эти интегралы непрерывно зависят от радиуса R сферы, если 
центр ее Л1 зафиксирован. Более того, справедлива формула интегри­
рования по частям. Эти замечания позволяют без труда доказать сле­
дующую лемму.

J1 е м м а 2. Пусть и Զ... Через (г) обозначим площадь поверх-
Հ Հէ

нос ши сферы 8, (М} радиуса г, а через ~-п{г}= — объем ша-
1>

ра КГ(М) радиуса г < центром в точке .4. Тогда и (Q) эквивалентна 
функции, для которой справедливо следующее утверждение: для 
почти всех .И ՛ Еп существует такая, последовательность г֊.— >0 
положительных чисел /зависящая от выбора точки /И), что
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11m—-— | ~ dc = 0. Jim ( udc = и (М).
'••0<u„(r) J дп *՝>-«» (г*) J

Доказательство. I lepuoe равенство немедленно следует и - 
теоремы Лебега, если заметить, что

j SH MdQ- 

S,(4f| ХДЛ1
Для доказательства второго равенства достаточно заметить, чь 

| «rfQ =
ՀհԱ)

причем внутренний интеграл непрерывно зависит от 
Остается вновь воспользоваться теоремой Лебега и 
формулой Коши

Р при р>0 
классической

1(b) - Ца) _ Г (։), 
Я (ծ) - g(f?) հԿ-)

Введем теперь в рассмотрение функцию

(И)

где через /Հ'՚(շ) обозначена функция Ханксля первого рода. Ряд՛ 
свойств этой функции отмечен в работе автора (4|. Для дальнейшего 
изложения нам понадобятся лишь следующие, легко устанавливаемые 
оценки. Существуют такие константы /?я н Сп, что яри и I и 
| лг | > 1

п I л 3
’|Ф;.х(И1==-Дли I2 ֊-հ֊-- Ф„..(г)| С,.|л| 1 —е„'\ ■ (12>

Г ՜ г ’

Лемма 3. Если / (Q) Lz{Ea} суммируема в Еп и при некото­
ром положительном >■ уравнение - Ճա — հա } имеет решение 
«С:2л. то

"СЮ= [<b,ir(r44?)/(Q)tfQ. с13)

Доказательство. Пользуясь асимптотикой Фя г> (г), напри­
мер, оценкой (12). легко установить, что интеграл (13) сходится 
почти для всех М է /5„. Пусть для точки 7W этот интеграл су­
ществует и выполнены оба утверждения леммы 2. Зафиксировав эту 
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точку, рассмотрим Фл (. - (r.UQ) как функцию течки Q в области
/\к(Л1)\/\. (.И), ограниченной сферами и Sj.'i), предположи»
R настолько большим, чтобы /./?> 1. Замечая, что ДФЧ>։ հ*ՓՈւ • -О 
в рассматриваемой области и и Զ„, будем иметь

J %. , ■ (Գօ) i (Q) rfQ - [ (« ֊“֊ - Ou \— (h +
ՕՈ /

С другой стороны, из (12) слелуе

Но так как функция I и :,2 4- \։ ди 2
Ох,

суммируема в Ек, то существует

такая последовательность положительных чисел /?>֊• ос, что первый
интеграл в правой части формулы (14), взятый по сферам S^(.W).

стремится к нулю. Итак

Г (<■ 'HQWQ 1' Ն/3.
J ։'f<? J \ ип он /

Для доказательства леммы достаточно в этом равенстве совер­
шить предельный переход при : «О и воспользоваться леммой 2, за­
метив при этом, что, как показано в [4|. имеют место равенства

Иго и>л (г) Ф,7, ( . (г)=~ 1, hmw/Лг) Фл,»т(П = 0- <-♦0 г -(J
Замена и и е. Можно доказать более общее предложение. Именно, 

пусть самосопряженный оператор /1 определен на Da с /.,(/:) с: £«,(£„). 
Допустим, что >.о принадлежит непрерывному спектру оператора А и 

разложение единицы, а Я,—резольвента этого оператора. Если 
при некотором f֊ L2\E'\ уравнение Ан \и -= { имеет решение и ԼՀ\ 
и, кроме того, существует предел lim/</ в смысле сходимости почти 

всюду, то и — ПшА</. В самом деле, при любом невещественном /. 

функция и удовлетворяет уравнению
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и = (А л) ' i—L dliji I —— dE?u ֊ (——
I J jt — a J it — a J u л I

где л,<Հ<Հ/... Поскольку первый и третий интегралы после умноже­
ния на л0 — X по норме сходятся к нулю, то можно выбрать такую 
подпоследовательность л0, чтобы они сходились к нулю почти 
всюду. Итак, в смысле сходимости почтя всюду будем иметь

и lim Я-J-f- Ilin (>0— >•')

где ձ « (/.։. /..J. откуда и следует наше угвержтение. Это замечание 
показывает, что нижеследующие рассуждения, опирающиеся на лем­
му 3. имеют несколько более общий характер.

Т е о р е м а 4. Пусть ограниченная комилекснозначная функция 
с՝( Q । -- £2 i Е։։; и

sup [|Фп.1 Հ(ր jr(Q)i^Q< I.
л։с-£Л J w

гае функция Фо,дг) определена формулой ( П Հ Тогда л0 не является 
собственным значением оператора — Su 4 си. Если, кроме того, 
л1(>0, то л0 принадлежит непрерывному спектру (о смысле Дон- 
форда /5/) этого оператора.

Доказательство. Из доказательства леммы 3 легко усмо­
треть, что функция Фя. является ядром резольвен­

ты оператора —Su. Допустим, что — Su -Հ-си — f^u, и /. 0. u(^Q„.
Воспользовавшись еще леммой 3. если получим, что в любом 
случае

?(Л1) = р T(Q)®(Q)dQ,

Կ,

где положено с(.И)//(.И) и, следовательно, ? >0. Поъ
тому

sup I 1Ф«.» zjr )c(Q)|dQj !|? ,
• и»лл,? и; I

откуда и вытекает первое утверждение георемы. Заметим далее, что. 
как показано в |4| (теорема 2.3). если c(Q) Lt(En) ограничена, то 
все точки положительной полуоси принадлежат спектру оператора

\и • си. Если бы при /том оказалось, что многообразие функций 
вида Su — а: /,(,и неплотно в L2{En), го л0^>0 было бы собствен­
ным значением оператора ձս - си, что противоречит доказанному 
выше.

Теорема 5. Пусть а = 3 и с (Q) ограничена и суммируема е.
Тогда собственные значения (включая и положительные.) one-
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ритора ~ ևս ~ си лежат й ограниченной области t.-плоскост и. 
вне которой спектр чисто непрерывен и совпадает с соответст­
вующей частью положительной, полуоси.

Доказательство. Допустив, что Հ, — собственное значение 
б’։,Л>

оператора — ևս + си и заметив, что <1Ն. >. (г) =----------- , найдем.
4-г

что уравнение

и (ЛП = - Iе—---------- < (Q) U (Q) dQ.
. 4-г

»*<?

а. следовательно, и итерированное уравнение

«(.W»= |А- (Л1. <?։)<4Q, 

Լ
где положено

а; (Л4, =*•
— I’ 
16гЛ J

е 11 Л" rMQ չ, I Л. rQQ,

Г Г 
ЛК? 00.

*(Q) dQ.

имеют нетривиальное решение u(Q). Переходи, как п при доказа­
тельстве теоремы 4, к уравнению для ? (;И) = Vc(M) и (JJ). придем 
к опенке

<РГ ֊:> sup 'А (.И, Չյ ( |f(QHdQ )h 
.и. о»(Л *• \ J /

л.
? И.

Остается воспользоваться л՛֊ mmdi'i ■ из работы автора [6]. Дока­
зательство второго утверждения теоремы проводится гак же. как и 
в предыдущей теореме

Теоремы 4 и Г» интересно сравнить с замечательным результатом 
Т. Като 17] о росте дважды дифференцируемых решений уравнения 
- ձ// 4- си — Հս О (>•><)) при непрерывной с (Q). стремящейся к 
нулю на бесконечности, доказательство которого довольно сложно и 
основано на специфических свойствах оператора . 'апласа. Сущест­
венное отличие теоремы 1 от аналогичной теоремы И. М. Гельфанда 
(8| (или более общей теоремы И. Ц. Гохберга и М. Г. Крейна, см. 
подстрочное примечание на стр. 10) отмечено в самом начале этой 
заметки.

Ннстигут математики и механики 
АН Армянском ССР

i lbuc-стня ЛИ, серн» физ.-чаь наук. № '•

Поступила 21 VI 1%|
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Լ. IP. lFiut->i{։rпчич G

ՈՐՈՇ ՕՋԴՆՈւաաԼՈՒԾ ՕՊեՐԱՏՈՐՆեՐհ ՍՊեԿՏՐհ ՄԱՍհՆ

Ա Ս՜ Փ II Փ П Ի Մ

Հողվածի հիմեական բով ան/լակա թ լո/նր տրված Լ հեսէևլալ երկա թեո­
րեմներով.

Թ ե ո բ հ մ 1, Դի՛րս ր .4 ինրնսւհամարսծ օպեբատոբը որոշված Լ fl '>/'/֊ 
րհրտլան տ/սբած/l/ թլան մեջ fuftut Լ)д րաղմ՛ակնրպի վբտ ե Л*/* որեէ սահ- 
մւսնւսփակ ղծալին օպերատոր Լ ( ոչ-ինբնա ւամարոծվ, LJ — ՚1 • /*'
ալնահևաև, SR,S սպերատւէրը, որտեղ /Հ —Д օպերատորի ոեղոյվենան Լ, 
էՒո,1Ւ՝<է անընդհատ Լ 1'ոէ"(' ո չ՝ ի ր ս/կսՀէէ հ-ների դեպրամտ Ե,լդ դեպ,բում ‘1 
օպերատորի անընդհատ սպեկտրի բոլոր կետերը պաականամ են . -1 4 ՚
(Լ), — 7) ՛,) ղբդսված օպերատորի սպեկտրին, րնղ. որում 7 օպերատորի 
սպեկտրի կետերը, որոնք ընկած են Д օպերատորի սպեկտրից դուրս, կարող 
են լինել միտլն սեփական տրմերներ, որոնք չանեն սահւ1 անալին կետեր Д 
օպ ե րաաո ր ի и պ ե կ՛որ ի՛ք դուրս :

1Г /г/ցնեն ր հետե լալ նշանակտ./քեերբ։ / , (/ . >-/»</ կնշանակեն ր ա լն !իունկ- 
դիաների հիլրերտլան տարածութլունր, որոնք հանրաղւո մարելի են մոդուլի 
րաոակա սիով ամբողջ Ц-շտփտնի է;i էվկլիղլան տարածnt fJլան մեջ։ Ալեա - 
հե տև »/' տէքնե ն ր

л Լ'

Փ՞- 4 *’■ Г>°-

ֆունկցիան, սրտեղ 1՜/՝Հ (z)’(i Հանկելի աոաջին օեոի ֆունկցիան Լւ 
Թեորեմ 2. Դիցուք կսմպլերսարմեր C'(Q) ֆունկցիան պատկանում

է Լ.(Բ.ո)-ին ե

sup I |Փ,Կ։ ՀԱ'.ն’չ) ր՝ (Q) < I.

‘■ո
Ս.լղ դե и/ րա մ /.հՀս չի հանդի սանում — Ճ(1 ֊|՜ (՛է! оч/ե րտաորի սեփական ար­
մեր: Եթե, րացի դրանից, ք, ^>0, ապա 1 է~ն պատկանում կ ալդ օպերատորի 
անրնդհա,ո սպեկտրին/
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ТЕОРИЯ УПРУГОСги

Ж. Е. Багдасарян

Об устойчивости трехслойной ортотропной 
пластинки в сверхзвуковом потоке газа

Задачи нелинейного флаттера однородных пластин и оболочек 
рассмотрены в работах |4, 5, 6. 1<5|, для слоистых пластин и оболо­
чек, насколько нам известно, такие задачи не рассматривались.

В настоящей работе делается попытка дать решение задачи не­
линейного флаттера трех сдобных

Фиг. 1 фиг. 2

прямоугольных пластинок, обтекае 
мых сверхзвуковыми потоками газа 
при нулевом угле атаки 'фиг. 1՛

Избыточное давление газа учитывается приближенной формулой, 
справедливой при ЛГ > 1 |8. 9|

Здесь? давление газа на поверхности пластинки, /^—давление 
невозмущенного потока газа, г՛ нормальная составляющая скорости 
поверхности пластинки, а.л скорость звука для невозмущенного газа, 

показатель политропы.
1. Рассмотрим прямоугольную трехслойную ортотропную плас ин­

ку со сторонами а и Ь, которая обтекается с обеих сторон сверхзвуко­
вым потоком газа с невозмущенными скоростями, направленными вдоль 
оси Ол и равными соответственно Ս и Ս . Предположим, что слои 
пластинки симметрично расположены относительно срединной пло­
скости пластинки, которая является одновременно и координатной 
плоскостью (аЗ) (фиг. 2).
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Пусть материал каждого слоя пластинки подчиняется обобщен - 
ному закону Гука и в каждой точке имеет три плоскости упругой 
симметрии, главные направления которых совпадаю! с направлениями 
ортогональных координатных липни а, £, 7. Третья координатная ли­
ния 7 тоже прямолинейна и представляет расстояние по нормали от 
точки (а, 3)срединной плоскости до точки (а, [1, 7) пластинки.

Вопросами построения теории ;рехслойных пластин занимались 
многие авторы, например, {11, 12, 13, 14, 15]. В некотором отличии 
от них здесь в основу кладутся следующие предположения:

А. Для наружных слоев: справедливость гипотезы иедеформн- 
руемых нормален.

В. Для внутреннего слоя принимаются гипотезы С. А. Амбар­
цумяна, а именно:

а) касательные напряжения н имеют вид ft, 2|

Խ- =/(7)'Н«’ ?). (Ы)

где у (а, и у(я. р)—искомые функции координат а и 3; /(7) — 
функция, характеризующая закон изменения касательных напряжений 

по толщине слоя причем ք | д ֊- j — 0:

и) нормальные напряжения а-, на площадках, параллельных 
срединной плоскости, могут быть пренебрежимы по сравнению с 
прочим։! напряжения мн;

в) по толщине пластинки нормальные перемещения остаются 
неизменными.

Предполагается также, что нормальные перемещения сравнимы 
с толщиной пластинки [7].

2. На основе примятых предположений основная разрешающая 
система дифференциальных уравнений движения имеет вид

д'Г дЧ: д' F 1а"^ -^ + 2а»)^г + а«^+Тд>-а’)=0- <21>
»..“!֊ 2 Г 2D„) --/X- + De^' - L (®, F) 

да' da (fr ОЗ4

ծ-7:
da

. дФл 
և. —- — 
՜ др

, / Ժ’Փ,

11 да' *•՛ Ժ33 W ?՜

,дад'$-

11 да* 4- (D12 +֊ 2D*)

д'Ф. 

да* др 

d*w 
длдф

7. 0=0. (2.2)

ih h \ Ժ՜Փ2 n 
— (Պ2 — Oee) —- = 0, 

daai
(2.3)
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-г (D։։ + 2ОИ) Հ^- + ծ;Փ։ - Ե.
Ժ£3 сягс^

' Э2Ф.ч- ьм) ֊֊ւ ֊ о, 
didi

Ժ2Փ.> .—л - Ь д'՝Ф.

<Л=

(2.4)

где w(a, j, /)— прогиб пластинки. F = F(։, Р, /) —функция напря­
женно через которую внутренние усилия представляются следующим 
образом

T-r)~F т -d-f-
1 ԺՅ* ՜ dnz

S - -
Ճ!Լ. 
длд2

(2.5)

Для коэффициентов aik имеем

сп с.2
аи — —“• а.г=— •

Զ Զ
Ср 1

— у, ’ (2.6)

Զ ֊֊ СпС:я - <&.

Жесткости растяжения Citt и изгиба 1Ն и i)!k имеют вид

С\ = 2В?>~ flkk. (2.7)

. ло(А + о) о Л3
/Ն1- —-------- Г Bib

где Զ?* — упругие постоянные внутреннего слоя, а

(2.8)

Bit — внешних
слоев

в„ = - £‘— • ----- В,„ = v,SM = *аВ„.
I — VjVjJ 1 - Vj/շ

= С;а, /?5S = ^1з» B6(i «= б?։2.

В (2.1) - (2.4) приняты следующие обозначения

Ф։=4т(». ₽). ф։ = 4-Н*.?). (2-։о)
055 041

(շ1ւ) 

^-=в;Л0%(А/2),

Հ = 2B^J0(h!{2), bt = 24»Հ> (A/2L (2.12)

, է гч dn-wcfi/: o Л՛ dzF t dzwdzF 

ժ«2 ծ'Հ ԺօէժյՅ Ժյ2
где 

Л/2
4(l)= 1/(7) ^7. Հ=\7Հ(7)^7. (շյ3)
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Поперечная нагрузка Z(a, 6, £) складывается из сил инерции, 
сил демпфирования и аэродинамического давления

Z(а. 3, է) = — т' ֊ * - 2/п*е. 4֊ ձ/Հ (2.14)

Здесь е—коэффициент затухания, т' приведенная масса пластинки, 
которая имеет вид

к* ֊ -֊ ■ (27^4-7'70. 
g

где 7; - удельные веса материала слоев. .Հ-ускорение силы тяжести.
Аэродинамическое давление А/7 в случае одностороннего об­

текания имеет вид (4|

• (2.15)

тде .И = ձ-և-п* число Маха для невозмущенного потока.
В случае двухстороннего обтекания, когда U+ U , формула 

аэродинамического давления упрощается и принимает вид

Принимается, что пластика 
свободно оперта по всему контур;, 
и в своей срединной плоскости под­
вергается действию сжимающих 
усилий, средние значения которых 
суть—Л» (фиг. 3).

Для рассматриваемой задачи 
граничные условия запишутся сле­
дующим образом

при а = (), я = а

а,=0, ֊ Լ>Հ'\
Հ/1՜ 0’,"

(2.18;

փ-0: (2 19)

при 3 — 0, 3 — 1>

м м г» °'W ՜րհ Л” , г <М>- . / ^$1 Л /п п,
W-=0, .И2 ֊ ----- к Հհ. — - -J- Afn —-=0, (2.20)

ծրՀ ժւ2 ԺՅ da
Տ-0. Л=֊Р3։ (2.21)

<? = о, (2.շշ>
где 7՜,, 7', и Տ средние усилия на кромках
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Таким образом, задача сводится к исследованию системы нели­
нейных уравнений (2.1) —(2.4) при граничных условиях (2.17)—(2.22). 
когда функция / определяется выражениями (2.14). (2.15) и (2.16).

3. Будем искать приближенное решение системы (2.1)—(2.4 • в 
виде

W с/,։ (Г) sin A։։sin Ա) sin /^xsinu,?. i3.1)

Ф։ = Л'п if) cos л,а sin fi,3 - /<. (fkosa.t sin !\;1. (3.2)՛

ф. = Pi։ ft) Sin /,։ cos ՜; (0 sin cos սէՀ ’3.31

/к A'n
где X, — . յւ = —; /<*(/). А‘,։ ।/) —некоторые функции.

а b
п одл е жа щие оп р е де л е н и ю.

Рассматривая (3.1)—(3.3; легко заметить, что граничные условия 
(2.17). (2.19), (2.20) и (2.22) удовлетворены полностью.

Подставив (3.1) в (2.1), найдем функцию удовлетворяющую 
граничным условиям (2.18) и (2.21) Затем, значения :г, Ф։ и Ф. со­
ответственно из (3.1). (3.2) и (3.3) подставив в уравнения (2.3) и 
(2.4) получим алгебраическую систему относительно искомых /Հ*(/ւ 
и Решив эту си тему найдем функции Фх и Ф2, выраженные 
через /ц(/). Наконец, подставив найденные выражения для /•՝, Ф, и 
Ф5, зависящие от неизвестных функций Հ*ւ7ւ, в уранненне (2.2) и 
решив его методом Бубнона-Гплеркнна, в случае одностороннего 
обтекания получим следующую нелинейную систему двух уравнений 
относительно двух искомых безразмерных функций

(3.4)

cFxj , tfx-j 
1 х

dx‘ մ-
2
~ ■*: Ч (2 3 *пА'( ~ 3n-x’;) — 4՜Յմ ( JjjXj Ч

2 . . 56
Зп .<«' >»■ ■‘i: р-Н

9 4о

4֊ V?) ֊֊ Qx. (7пл- - Նրրք) = О, (3.5)

A'u 'l3;lXj.Vs . JA’-X՛! (рдХ| л՜ l' •շՀշ)

ьЦх.(;ях|т^)=0.
где

>. = —. ■;=“։. Ч и֊1-. 1,-ВД
W| 1Այ <2

к 4х/« О Ai
л -■ , .V—’ Q &niw‘h} 1бш**»|

(3.6)

(3.7)

’л = р-(* -ь п.
45
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a 9z-(x-bD я Ит.։(*4-1) Иоч 
------- Э'-՝=- 70՜' -------- ГО֊' <3W

Հ . !՛• , . 31Հ-Հ
7пи:֊-л֊4 hi . \ ’

|722 ճ|»

ъ՜— '• - • /e—• 
а„ <2n и Ь

Հ֊ илл! i շ(/>,.• t- 2о*.м; । հկ.լ։i-
ու

4" ^?р։Ли ^յ։/.</1յ։ (и։Лл Ч^и) *։|»։

(3/j)

“>» — —- |ZJUA2 J- 2 (Z)։=-t- 2P„) 4- /Лг1»* 4- ծ/ց/|ո
/П

4- - *>/?*-> “ (Հ: 4- 2*«) (Mi։ 4֊ М») Ml ֊

(3.10)

Д^р. = au>? ֊Ւ (a« 4֊ 2au) 4- (311)

А з> ֊ Պ?14- (аы + 2a„) /•>! 4- fl-X (3.12)

(^ 4֊ ԵսՀ 4- ԵհՀ) (ծ^֊՜ծ^Հ -f- M;) “ (ծ1= H^,)5

У = РПХ? - (DK ֊ 2De,)^| Vf)֊

֊ (ծ„ 4- Ы [D^l ֊ (D։: 4֊ 2DW) 1 Hj 
(3.13)

л У'Ц յէ ггх ֊ - ֊--- ա
(Ь,- ծոՀ .< -b.-Հ +Ե^-) '*՝

Y՛ = |ՕՈՀ + (Du - 2D.) 4| (*1 Г »U*< + b^\} -

- (*■։ + bj |D,։x?+ (Du + 2D„)p;i x;

В случае двухстороннего обтекания с равными скоростями во­
лока, система (3.5) принимает более простой вид

4- X - 1 4֊ х։ 4- А’и [ — .v3 • }1'Л'5 <,ЛП-Х| 4՜ ?ir*j)] т՜

а. ат [ 3 1

4-Qx։(Inx’ + T։rc=)-0. 
(3.14)

4X^4- 7=х; 4- Ы [ 2 х, 4֊ р?х։ (?ЗГЧ։ 4 М?) 4-
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где К— т- в Ава раза большее, чем в случае односторон­

него обтекания.
Соответствующая (3.5) и (3.14) линейная система допускает ре­

шения в виде

х= = у{е^. (3.15)

В случае малых значений р, все характеристические показатели 
•»лежат в левой полуплоскости комплексного переменного, я три­
виальное решение гс՛ 0 асимптотически устойчиво по отношению к 
малым возмущениям. Значение параметра у. = и*, при котором два 
из характеристических показателей становятся чисто мнимыми, а 
остальные по-прежнему лежат в левой полуплоскости, является кри­
тическим и соответствует критической скорости панельного флаттера 
в линейной постановке этой задачи

_1 = 3,- 1
4 К I (г-1|։ (3.16)

4. Периодическое решение системы (3-5) в окрестности крити­
ческого значения будем искать методом последовательных приближе­
ний. С этой целью, проинтегрировав два раза, перепишем систему 
3.5) r виде

г Р% (3ՈՀ 3, ,х*) 4- Qx, (7пх,‘ + 7ւշ.Հ) d֊d~ 4 Clr

+ Qxs (7շ։-Հ ֊ 7շ->Հ) j Ւ Գ.

где Cx и C2 —постоянные интегрирования, которые определяются из 
начальных условий.

В качестве первого приближения принимаем, что

x(jh=.4(։,cosOT,

^^ = _4ա1<:օտ6ն (4-2)
где /V՜' и 5 амплитуда и частота установившихся колебаний флат­
тера. найденные методом Бубнова-Галеркина

Д<։> = 4 / (р - К
3 |/ Qt0 - (4.3)
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9 °
«•= 1 + — К|» + — «հ, - К^.) (А-0)’. (4,4)

3 4
Здесь

’io ~ Ն։ *22՜ Tn Հլ” ~ ??։ I' Հր.՛ ~ ю-~՜/г.-՛ (4-5) В

Ն “ Тц + Նշ. ?ւ = ?ւ> ИА» |

Подставив (4.2) в правую часть системы (4.1) и удовлетворив , 
начальным условиям, для амплитуды второ։о приближения получим

Ai։’ = Ai։։y 1+< (4.7) I

Из формулы (4.7) видно, что характер движения вблизи крити­
ческого значения зависит от поведения амплитуды первого прибли­
жения /Г”.

Здесь возможны следующие два случая.
я) Если при Q7y—/<;<2е.,>0. то это означает, что амплитуда 

установившихся ко. ебаний флаттера, равная нулю на границе области 
флаттера, постепенно увеличивается при дальнейшем увеличении па­
раметра ՛*.

в) Если Qy0 — /<;*3?0<С° при р Հ :**, то в этом случае амплитуда 
постепенно уменьшается при увеличении параметр я у. По когда р 
становится больше, чем |*#, действительные значения " отсутствуют 
и получается резкий переход от устойчивости невозмущенноп формы 
к неустойчивости.

5. Для примера приводим решение поставленной задачи для 
трехслойной квадратной пластинки, характерные размеры срединной 
плоскости которой суть а = b ^-3.14 м. Для вычисления берем: /. 1 I.
X = 0,05 и Р, Р?=0.

Упругие постоянные материала каждого слоя приводятся ниже. I

Слон £, кг/м* (i.9 кг,.и- (7։։ кг .и- 6Հյ xv лг у.

1 к 111 1253,7.10' 37.3-10* 63.2 •10" 50.6-10* 2,4-10* Օ..34Տ7 0.0104
И 37,3-10* 1263.7-10* 63, МО* 2.«<и 50.6- 10՛ о.онн 0.1147

Далее, для удельных весов материала каждого слоя имеем •;՝- 
-Հ ֊ 818 кг1м\

При этих исходных данных из (3.16) с учетом (3.6) —(3.10) для U 
критического значения параметра и получим

•** = 0,945. (5.1) I

Для сравнения приводим значение ;*> без учета поперечных 
сдвигов в среднем слое пластинки

14 = 2,11. (5.2). I
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Сравнив (5.1) и ։'5.2). легко заметить существенное уменьшение 
значений |ч в случае учета поперечных՜ сдвигов.

Это означает, что значение 
денное по предложенной тео­
рии, значительно меньше со­
ответствующей величины, вы­
численной по классической 
теории.

Па фиг. I прелст.ипен 
।рафик зависимости амплиту­
ды установившихся колебаний 
флаттера or параметра « но 
классической и предложенной 
теориям. Поскольку наиболь­
ший прогиб пластинки имеет 
порядок Ли,Л։. то из фиг. 4 
индно, ЧТО возмущения, вызы­
вающие интенсивные колеба­
ния пластинки, значительно 
уменьшаются вследствие учета 
поперечных сдвигов в среднем 

критической скорости флаттера, иай-

слое пластинки.
Вычисления показывают также, что расхождение результатов, 

полученных по классической и предложенной теориям, увеличиваются 
с увеличением отношения й, ՛մ.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила U IV 1961

։Ь. I». (‘.uirjqtuuiurjtufi

եաեՐՏ ՕՐ^ՈՏՐՈՊ ՍԱԼհ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ 
ՋԱՅՆԽՑ ԱեԾ ԱՐԱԳՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆԽՑՈՂ. ՃՈՍԱՆՔՒ ՄեՋ

Ա Մ ՛Ի Ո ՛Ի Ո I' 1Г

Հրւ՚յ էի и մ զ իէՈարկէիւէ մ Լ op '.I n tnpn պ սւս;ի ո * • ip) ալին Ipnpit'limթր.նէ,
ձայնից մեծ ւււքււսււ՚ււ խոՀհ ւսնեւքոզ հոսսէնքաք չ p t\n и if 1ц ի ч ։

Սա [ի մ ի չին -l,ptt,nttf րն՚քՈէնէիւէմ են Ч, 4,. լ:ա րձա մր»էնի աոաչա- 
զրած հիպոթեզները, իսկ արտարին շերտերու մ՝ Կ իրի,հո,[ի հիպէթեդներրէ

Ստացված են րտնաձեեր, կրիտիկական տրազու fjրւ՚ն 1> կսւրոնսւցված 
uiJiiplnniii զ աների ար:

ՅքԱ [If Լ էորվէսձ, пр կրիտիկական արազա թ րոն ր, մ իքին -երտէէէմ ,’ո,'ա' 
։/՚՞7 [tttpnt էքեերր '••»»;»//’ էոոնե/Ոէ հեսէևոէնրով, խիւէէՈ փո_րրւսնու մ՛ Լ, իսկ ամ- 
պլ1ւսէ111էրււներն զզ 411 իո րեն մեծանում ևնէ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. С. Варданян

Экспериментальный метод определения температурных 
напряжений и их концентраций

§ 1. Основы метода

Температурные напряжения и детали возникают в тех случаях, 
когда исключена возможность ее .свободной՛ деформации, вызван­
ной изменением температуры. В частности, сопротивления деформа­
циям будут возникать, если деталь нагревается (охлаждается) не­
равномерно или, если деталь состоит из материалов с различными 
коэффициентами линейного расширения а, даже в случае равномер­
ного. по объему, нагрева.

Для определения температурных напряжений, вызываемых ста­
ционарными температурными полями, применяют как теоретические 
|1,2|, так и различные экспериментальные методы. Эксперименталь­
ными методами определяют напряжения либо в деталях, при их 
эксплуатации, либо в подобных им моделях. В последнем случае, 
обычно, в модели создаются температурное поле или относительные 
смешения (во методу дислокации теории упругости), вызывающие 
поле напряжений, соответствующее напряжениям натурной детали. 
До последнего времени исследование температурных напряжений на 
моделях не получило достаточного применения, так как существую­
щие методы требуют сложную технику эксперимента.

В настоящей работе рассматривается метод определения темпера­
турных напряжений и их концентраций, аналогичный методу дисло­
каций. но осуществляемый без выполнения реальных разрезов в мо­
дели. Этот метод может быть просто реализован и позволяет доста­
точно точно осуществить моделирование напряжений. Метод основан 
на свойстве .замораживания*  и „размораживании*  деформаций у неко­
торых прозрачных, оптически чувствительных материалов (ЭДб—М. 
МИХМ—ИМАШ и др.).

Сущность этого метода заключается в следующем. Разде­
лим мысленно деталь во изотермам на ряд участков и на каждом 
участке i произведения 3,ձ7’ = ;յ будем считать постоянными или 
изменяющимися линейно. Если на этих участках внешней нагрузкой 
создать деформации =z, под нагрузкой соединить их и после соеди­
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нения снять нагрузку, то в натурной детали возникнут напряжения, | 
эквивалентные температурным. Подобным образом можно поступить и с 
моделью из прозрачного оптически—чувствительного материала. Мо- ' 
дель изготовляется из частей с предварительно „замороженными14 де- И 
формациями, соответствующими „свободным*  температурным дефор­
мациям натурной детали, монолитным склеиванием клеем холодного ; 
отверждения. После этого модель .размораживается" (для материала Л 
ЭД6 М при нагреве до 13О'"С), в результате чего происходит пере­
распределение .замороженных" деформаций. Полученные таким об­
разом напряжения r модели, пропорциональные искомым темпера­
турным напряжениям в детали, могут определяться обычными мето­
дами фото у пру гости.

Применением .замораживания" линейных и плоских деформаций 
заготовок частей модели можно решать как одномерные, так и двух­
мерные задачи температурных напряжений. При одномерном распре­
делении температур необходимо в частях .модели создать и .замо- , 
рознть44 деформации, соответствующие .свободным*  температурным 
деформациям натурной детали, только водном направлении. В осталь­
ных направлениях деформации могут быть произвольными, так как 
при дальнейшем „размораживании*  модели эти деформации не вызы­
вают оптического эффекта, при этом задача может быть решена од­
ной моделью.

§ 2. Выполнение модели и переход от напряжений, полученных 
в модели, к напряжениям в детали

Предположим, что в исследуемых детали и модели напряже­
ния и деформации меняются в пределах пропорциональности. Для по­
лучения зависимости между напряжениями в частях модели պ и „сво­
бодными*  деформациями в частях натурной детали հ принимают, что 
максимальным и минимальным дефформациям и :min частей ле­
тали соответствуют максимальные и минимальные напряжения cii;j. и 
3rain в соответствующих частях модели при их „замораживании*  
(фиг. I). Рассматривая треугольники QAD и АВС (фин 1). получаем 
следующую зависимость для определения <

(2.1)

(22)

Постоянные а и b определяются по формулам 

а ֊ տ.»տ<՜~՜ ՜<՜Դ , ի — 
Դ — G, zp — -zr

ГДе "p ~ Պ։ս> Հ > -иц.-рас,г 1- Kt,CM՜', I ~ i:iin { *.-»  | •:>»; | ՜՝ 12 Kij'CM"-’
Հթ == -ninx j -г ՜~ ^rain •

Подставляя (2.2) в 2.Խ получим
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• 2.3.

В случае неравномерного нагрева детали, состоящей из одно­
родного материала, ։, = »ձՀ. :г»зДГ։гп. аДГ^. В случае рав- 
номервого нагрева детали, состоящей из различных материалов с

Фиг. I. Дил рамы.। записи мости между напряже­
нием в модели и «формациями н натурной детали

различными коэффициентами линейного расширения з,,

£յ=-Հճ7. .Դ = ձր.«„„. ar-4T.«mil

Условия подобия, ло которым выполняется упругая модель и 
производится переход от замеров на модели к искомым величинам в 
натурной детали, составляются из рассмотрения фиг. 1. Из треу։ель­
ников ОДЕ и ОСЕ следует

В՜ ֊ ±Е,-..

Подставив значения а и b из (Չ.2). получим

(2.5)

По формуле (2.5) пр.«изволят пересчет найденных напряжений в 
модели на напряжения в •.■тали, е«-ди напряжения не зависят от коэф­
фициента Пуассона или коэффициенты Пуассона материалов мод ■•ли 
н детали одинаковы (;jm ч։

Имея величины «... в .՛ в частях детали выбирается и Ն, а 
в определяется ио формуле <2.3). Возможны три частных случая:

1) վ-0. v - 0. г. с. минимальным деформациям частей летали 
•. соответствуют напряжения : = 0 в соответствующих частях мо­
дели. В этом случае формулы |2 31 к 2.51 принимают вил
.'I llMtftti'4 АН. серии «յ<«.Ն uj:. Xi ..
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(2.3а)

□ .= £։ ■ ---■ (2.5а >

2) •, О, < -«֊О, т. е. минимальным ^формациям г. »= 0 частей 
детали со<»гв<՛ г iи\ют минимальные напряжения з 0 в сортНстСГвук 
тих частях .модели Для этого случая:

Հ-J- <236’
(2.56г 

зг 3,-

3) г= о. о. т е. части модели, соответствующие частим 
натурной детали, имеющие деформации 0, оставлены без напри 
женин (г —0) Тогда

:;= 5.п 7է, (2.3в>
•;՛

։,= £/?»,. (2.5в>
'Р

Напряжения и модели из оптически—чувствительного материала 
определяются методами фотоупругости | 41. Во внутренних точкам 
объемной плоской модели имеем

а на свободном от н.֊г?у?.:.и контуре плоской модели
-<1Л»

Հ = ֊֊- <

где 5, — j: кназиглавные (или главные) напряжения; ~_t — напряжение 
вдоль контура; у1"—оптическая пос’оиидля материала модели; гп-
- поря юк полосы интерференции: t толщина мокли и направлении 

просвечивания.

§ 3 Примеры применения

Излагаемый метол иллюстрируем двумя примерами определения 
температурных напряжений и их концентрации в плоских деталях.

Призер / • ՛ р<-;и*лялнс . ;՛. мг. -рат . рные напряжения и их кон­
центрации в стальной пластинке с шухстороннвмн неглубокими вы­
точками (фиг. 2) Верхняя I часть имела температуру ձ/'։ 200 С.
нижняя — А7> — 0. Материал пластинки —сталь (./: 2-10“ к.’/с.и-՝;
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3=12*10'՜ ’). Модель из ЭД6—М с оптической постоянной •'՛ — 
=0,35 кг,ем: ем полос имела размеры: 2Л«„ = 30.8 мм\ քՀ..,-_ 11(5.1 мм
(коэффициент геометрического подобия я 2| толщина модели 
^6,3 .им. Часть 1 модели была „заморожена*  при растягивающем на­
пряжении 8.3 кг смг, а часть II была оставлена б-з напряжений.

После склеивания частей I и II модели ио ребрам и обработки 
по поверхности, перед .размораживанием*  были сделаны выточки 
(фиг. 2) радиусами г = 5 мм. Из картины полос, полученной поел՛֊-

бс(Юс)

бр(тг)

Фиг. 2. Пластинка с двухсторонними неглубокими выточкам» 
и эпюры напряжении । порядков полос по 1.еослаблеяному 

сечению. УТ = 2V0 С: УТ - 0: R о .к.и.

Фиг. 3. Пластинка с двумя отверстиями диаметром <6=8.0 .w.« 
и эпюры напряжений iпорядков полос! но неослабленному 

сечению. ձ7՜| - 200 С: УТ. — ().

.размораживания*  модели (фиг. 4). видно, что напряжения в пла­
стинке. на расстоянии ранном ;^1.5Л ог выточек и or горнов, 
изменяются линейно. Порядки полос на контуре модели и у склейки 
определялись с уч-том краевого , |>-ф. ::та. Эпюра напряжений (полос) 
для этих участков показана на фиг. 2.

I * г? \ ’}՝
По формуле 5д ——— = ————-=rt получаем

-л JP

. I2.10--.2.ւօչյօօ, о.зз(_4>6)_ 1445 кг!е^
'՛■ ~ ՜՞ ֊8.3 0,63

с = = 12֊ ւօշլշյօլշա . ,9 = ш
о 'к —8... 0,63

По наибольшим порядкам полос /я,пах в точках .4 и />’ и тК1Ы 
(фиг 2), отсчитанных на полярископе, найдены коэффициенты копнен-
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трацин а, = , отнесенные к неослабленным сечениям частей I
Ո*  ном

4 
---- = 2,6.
R
2R

Подставляя эти значения в формулу (3.1), получим
2. = 7 й “ — 5tPac՜ _ 2 6 ? л *

Пример 2. Определялись температурные напряжения и их кон 
центрации в стальной пластинке, имеющей два отверстия Фиг. 3 
Верхняя часть I имела температуру △ Г, = 200*0, нижная част; 
ււ-ձդ=օ.

Модель была выполнена из материала ЭД6 М, имеющего окти 
ческую постоянную Հ:օյ — 0.351 кг см" см полос. Размеры модели:2А= 
=30,2 мм\ I — 99,3 мм: t!t =6.2 и.ч. Часть I модели с предварителым 
.замороженными՜ деформациями, соответствующими продольным на 
пряжениям ; = 8,47 кг см՜, склеена с частью 11 по ребрам. После этою 
были просверлены отверстия диаметром մս =8,0 им (фиг. 5а) и мй

и II. В точках Д и 8 (фиг. 2) (/яв.х)л — 11,5; (/п!ПЗХ)^ = 11,0. л:вом ՜
- 4,5 берется в точках модели, соответствующих точкам С и F фиг. 2.

Для коэффициентов кол цен грани и получаем

(«.»л
KI ПЛ'. |

/Л ним

11.5
4,5

= 2,56,

(* 4 } ft
1 № 1ПЛ ) ц 

'Т/'ы.у,

п.о
4,5

= 2.45.

Определены коэффициенты концентрации также расчетным путем 
При расчете принималось, что на каждой части I и II пластинки, 
имеющей односторонние неглубокие выточки, действую; сосредото­
ченная сила Р. вызывающая чистое растяжение или сжатие и изги- 

էյ
бающий момент 41 = Р. вызывающий чистый изгиб. Исходя из 

закона независимости действия сил, получаем

= • (3.1)
•'UIJM —

। те а"1'՜ коэффициент концентрации для пластинки с односторонней 

неглубокой выточкой, при изгибе моментом Л1 ֊- т“Р« х‘2с: — коэф­

фициент концентрации для гой же пластинки при чистом растяжении;
ЗР Р
/։7 rH • ПР» расчете принимают |6|
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цель путем нагрева была .разморожена՜. Полученная каотина полос 
интерференции показана на фиг. об. Эпюра напряжений (полос) по 
сечениям, где влияние отверстия затухает, показана ня фиг. 3. На­
пряжения оа, и з}. определяются по формуле (2.3м).

6
Фиг. 4. Каргина полос при определении температурных напряжен.!) в nia 

стннке, изображенной на фит. 2
а) при «свободной  деформация 1 пластинки.*
б) после .размораживания  склеенной модели. = 11.5: тя Н О*

12-10 6 2 10е 200 
~'1:~ Со ՜ ՜ -8.47 | —4.4) 1425

0,սճ

12. 10 "'2 1 '° 2 о 
ЗГ С/-՜՜ -8.47 ' 0.G2 8,81 - 2850 кг:слг.

Коэффициенты концентраций в точках /1, В, С и D (фиг. 56) 

определяются по формуле а0 = , где камин.! ьныи паричок по-

лосы jwhnv по ослабленному сечению <՝л, <дслястся по порядкам полос 
неослабленного сечения
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Л Л3
= T~d ''Лр#ст =4-68: = hT-^Բ 'т'м = 7,75;

!М-п.1х)д — 1.5; IM<i:.-ix ՛ц — 15; (.TZmц)— 18; (^шлх)р—2.о՜.

Для коэффициенте концентрации получаем

б
Фиг. 5. Картина полос пои определении температурных напряжении и пл; 
стинке. изображенной на фиг. 3
а) при .свободной  деформации 1 пластинки.*
б) после .разморлжииания  склег.ниой модели »’л 1.5; мг/г - 16; тс !*
wD - Ճ.5.

'^inn։
՜՜ w‘,,r m^cr ՚(Հ HOM IIGM

;Հ07 =«0,49; !х, b = ֊շ-4֊^ ֊֊ 1.2 ՛;

is 9 G(»лс - ւշ՞Յ = 1,45: (а,)0= ֊у’ - 0,815,
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т. е. в точках .4 и D не имеется концентрации напряжений. Для срав­
нений получены коэффнци нты концентрации расчетным путем. При 
расчете каждая часть I и I! модели рассматривается как отдельная 
пластинка, шириною А с центральным круговым отверстием диаметра 
d. находящаяся пол одновременным действием сосредоточенной силы

Р [действует по осн пластинки! и изгибающего момента .4 Р.

Исходя из закона незанисимости действия сил. получаем

(3.2!

где Л= 15,1 .ч.ч: </ = b им: а*

*Ь. И. U.iuripuGjuili

ЯЬГШЬЪ ԼԱՐՈհՄՆեՐհ ЬЧ. ՆՐԱՆՑ ԿՈՆՑեՆՏՐԱՑհԱՅհ ՈՐՈՇՄԱՆ 
ԷՔՍՊեՐԽՄեՆՏԱԼ ՄԵԹՈԴ

IL 1Г Փ II փ I) ь и

Աշխատու fJ/ան Jե * մ Հ գերմակին (ար>՚։ մներ /• /• նրանց կոն-
ց1։նարացի։։։(ի որոշման նոր Լ րսպևրիմևնտա( մհթոց. ոպաիկ ական մեխողի 
կիրաոմամրւ քք/էիքայր հիմնված f, ււեֆորմացիսւնևրի հ uumli ցւՀ ս/Ն 3 I։ րհետ

2d 16
15.1

- 1.06; ЗА
Л 4֊ մ

3*15  1
= ՜՜օն՜ք—=1.96. Номинальные напряжения берутся по ослаблен 

ному сечению на контуре |6|

_JPA2_. - J3
"°*  /(Л։—մ3) f(/P —Ժ3) na* t(h—d)

Из формулы (3.21 получаем расчетные величины для коэффициентов 
концентраций в точках Л. В. С и D

Ն.4=(։յՔ«Օ,314: («»)Д=(ЛИС 1.4.

Полученные отклонения в экспериментальных величинах коэф­
фициентов концентрации в сходственных точках связаны с тем, что 
отверстия расположены не точно на осях частей модели. Это осо­
бенно сильно сказывается в точках Л и I). >где напряжения не­
большие.

■Институт машиноведении 
АН СССР Поступил.! > 111 1461
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րերմանօ հատկությունների վրա, որոնցով էւԺւոված են մի ^>мЛ/Д ոորոիկակւսն 
ակաիվ նլութեր: Լա րու մնե ր ր որոշվում են այղ նրւէ քմերից պատրաստված 
մողե յն է։ րա մ. այնուհետև նմ անու թ լան րանա ձհ ե ր // միջոցով անցում է կա֊ 
տարվում ւյեսւսւքքւն։

Մեթրւղի Լու թքունն աքն է, որ մողելավորվոt մ /; ոչ թէ ղետալի ջեր֊ 
մ ա քին ղ աշար, այլ ա քղ ղաշսւին համ ա պա tn ա ոի/անո tj ղ ե ՛ի ո րմ ա ցիանե ր րւ

Մեթողր պո։ ր ղա րտնհ լրո նպատակով դիտարկված են >ետև յալ <>p/«-
ն ա կն ե ր ր

1. 1:րկ1րւղմանի ոչ իէորր հան վ աձ յ>ն ե ր ունեցող թիթեղում ջերմաքին 
լարումների ե նրանց կ ոն ցեն >ո րա ց իա /ի որոշում ր:

2. (Լնցքեր ունեցող թիթեղում ջերմալին յարումնհրի և նրանց կոն֊ 
у են ա ր ա у իա /ի որոր ու if ր :
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НОРИЯ УПРУГОСТИ

П. О. Галфаян

Кручение вала ступенчатого осевого сечения 
с тонким усиливающим покрытием

Задача о кручении составного вала переменного диаметра, а 
также задача о кручения вала переменного сечения с тонким усиди 
накипим покрытием в приближенной постановке, через функцию на­
пряжения, были исследованы в работе |1|.

В настоящей статье приводится приближенное решение задачи о 
кручении ступенчатого цилиндрического вала, покрытого по боковой 
поверхности тонким усиливающим слоем постоянной толщины, при 
произвольном симметричном нагружении.

Эффективное решение задачи о кручении вала ступенчатого 
осевого сечения при помощи мето ia [2] сведения к бесконечной си­
стеме линейных уравнений дано в работе |3|. Подобные задачи решены 
также в работах [4, 5].

Функция напряжений рассматриваемой задачи представлена в 
виде рядов по бесселевым функциям |3, 12]. Для определения коэф- 
фициентов разложений получена вообще квззивполне-ре; ударная бе՛ - 
конечная система линейных уравнений. Для весьма широкого интер­
вала изменения отношений разме
ров вала доказана вполне регуляр­
ность этих бесконечных систем. В 
качестве примера рассмотрена за­
дача о кручении ступенчатого ци­
линдрического вала, когда скручи­
вающая нагрузка приложена на двух 
участках его боковой поверхности 
Pl.

1. Координатная система и 
размеры осевого сечения скручи­
ваемого вала показаны на фиг. 1.
Области, соответствующие усиливающему покрытии’, заштрихованы.

Известно |1], что решение задачи о кручении вала переменного 
сечения с тонким усиливающим покрытием сводится к определению 
функции напряжений Ф(г, г), которая в области осевого сечения 
bi.t.i, соответствующей основному материалу, удовлетворяет уравнению
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Ժ;Փ 3 ԺՓ _ ժշՓ _ (։ 
ar- г dr dzz 

и приближенному контурному условию
2

Ф - р— = — Ռ (s) ր՚(տ) ds. (1.
дп J 

0
Здесь ք. = ՚՜ -^՚ где ՛'• - толщин;’ покрытия, (i и — модули сдв 

G
га основного материала вала и материала покрытия, л —направл 
ине внешней нормали к контуру осевого сечения, տ -длина ду 
контура осевого сечения, /’(տ) — внешняя скручивающая нагрузка:

P(S)=^(S) ֊֊■:..(֊•!)֊' Ш
ds ds

a r(s) радиус вала в данном сечении.
Как известно, напряженное состояние валов переменного 

метра яри кручении характеризуется двумя касательными наир 
ниямн -г и հ., которые в области Г), соответствующей основ 
материалу, через функцию напряжений выражаются формулами

1 <7Ф 
г* dz

1 ԺՓ 
г- дг

В области, соответствующей тонкому покрытию, 
напряжение постоянно по направлению нормали п и 
формулами

•< — п л-

касате;:
опреле.'

Дифференцируя граничное условие (1.2) но տ и имея в 
(1.3Հ получим

бгФ . Ժ’Փ ./ dr dz\Л. о--------— /- / --- -г —
as ’ dsdn \ ds ds/

На оси сплошного вала напряжения, равны нулю, так как скру 
читающая нагрузка распределена симметрично относительно осн вала 
Поэтому, согласно (1.4). производные функции Ф(г. с) как по z, та։ 
и ко г при г—О должны равняться нулю, т. е. функция Ф на оси ■ 
должна быть постоянной

Ф (0, z) = C = const.. (1.7

причем без ограничения общности можно принять С —О |6|.
Па основании симметрии относительно оси вала, функцию Ф(г,-? 

можно определить только для одной половины области осевого се 
чения вала.

Пусть из поверхности вала задана скручивающая нагрузка 
Тогда из (1.6) для Ф(г. будем иметь следующие контурные ус 
л о вия
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- (Г. 0) = 1 s.

(Г. 0) = 1
Г“

( — ) = ~JH. S г Հ /?,

-г (Р, 2) = к.(? հ:).,-’•«՛ ՞“

- а) 
г-

՜ր (5, ’) = ֊
1 /ԺՓ о-ф \ . . .
---------гр I -= ?- U. а г Ч Ь. տ֊Հծտ ՛ dzdrlr- •’

'■(г. = А

Предполагаем, что функции кусочно-непрерывны и имеют огра­
ниченное изменение в соответствующих интервалах. Тогда они могут 
сыть представлены в виде рядов Фурье и Фурье-Дини |*։

?,(г) - С° 
2 ~ "

2 ՜ւ b -а

сс
9^]։-а9г х-

fr-l ձ

?J/)-տ<Հր 0՛$•—
Հ֊1
ZD

?4(П - քՀ 4 \քճԱ7յ(Հր),
* 1 

ՇԼ> .
?6(d = ?„<•--Ջ <7»Հ(՛*» Հ )՛ օ<ր<տ.

где

w„(,.4r)= <«-1.2.. '։«>)

Jn(x) и Кя(х) функции Бесселя л-ого порядка соответственно пер­
вого и второго рода [7]. Числа и Л являются соответственно 

корнями уравнений

J.(*) = 0, J.Js. X)K.(R, x)—J.,(R, x)r.(s. X) = o< (1.11)
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(М4>

и
1 (г. ծ) dr [• (1.15;

14

I "t при Р — к.

1
"'ձ

■ է

ծ

м

ծ

1Iодетавив значение

)'l I-

л
Гл21Г1(ХАл')^х=0 <*-1.2.3,-

(/? ( 

о

( ^r(s)/J(b')^=2- p(s)P\< ds

тегралы, используя (1.9) и (1.14՛. получим

_“«S‘ - 4?; s' ■■! •
4 4 4

A' .< ♦ 5

^ր;Հ(ր. a)dr — \ ր՝'Լ(ր. a\dr 

г+г /?

5 ձ՛ /М ■<
j — ^г2т.(г. 0)ժր-I ր՚Ղ- (r, 0)ժր- ր-՜Հ(ր, ())dr

Дл я ф м Н К И И Й Jn ( А՜ 1 и 
16.

IV,. (х) спризедливы следующие Ьорммлы

М3>

При помощи формул (М2) (1.11) коэффициенты разложений 
(1.9) определяются сди.чстиеииы.м образом.

Для рассматриваемого случая из условия равновесия вала будем 
иметь

и -■ из (1.5) и (1.8) в предыдущие ин-
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+ ճ'-<« *(»֊«’ =0. (1ле)
4 2 2

Обозначим через Ф;, Փև. и Фа функцию Ф в областях Р]։ /Л и 
/А соответственно

Ф(гг ?) —Ф, (г, г) в области ԼՀ и=1« ֊• ;г- (1.17)

Функции Ф։, Ф._. и Փյ ищем в следующей форме |3|

Ф։(г. г) = г’(Л- -В) С
/’ \

"*7 •,4*$հ ' — + /Ն-ch-^ 
ճ $л

■ТО .
■Փյ (г. z) = г’ (Ez - F) - (iz - г- v Ек sh 

k Ր

Փյ(ր. Z) = ր* (.Hz Л I 4- Pz -r Q - r'՜ 'Հ |-'և sh/kz - \\. ch ■ •*?] X 
t ։

Xir?(/.fcr) (1.20)

где /п(л-) и Л*(х) — функции Бесселя первого и второго рода от мни­
мого аргумента |7|.

Па основании (1.7). (1.8) и (1.9) для определения Фх. Ф3 и Ф։ 
получаем следующие граничные условия

■Ф։(0, z) = 0.

J /г25’\ 
г ' дг ):^ь 1>/Л( 'Л֊ )՛A' I ,S

и ■ z Հ. Ь.

О < г Հ
(1.21)

+ =*ճ-..Հ,քօ?!;>-՜ ~а>-.
л- ՝ о: дгдг )г~, 2 ծ й

Ф5.0. z) = 0.

г (1г ՛: О ՝ “ \ -1» !

tj֊J| ^С.г У ծ* 1Г’| 0 *'')’

г՛ ' dr /._о Հ-,

а 2 ' Ь.

О Հ. z ֊Հօ.

1'1.22) 
О г < .*?.

ծ Հր ՀԱ. (1.23)
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s<r • R, (1.23)

1 /(Тфд <гфд V
\ О - ФФГ Դ /.•

7՛ I՜ У 1 х cos - ----’
2 ГТ. л

օ<~<а

Кроме того, на смежных сторонах прямоугольников Р։ и I).
I)z и 1)3 должны быть выполнены условия сопряжения

Ф (Г, л) = Ф.,(Г, ։7), II = /—2] . 0<r<x, 11.24)
\ oz /:.и \ OZ Լ- а

На ливнях сопряжения неизвестные напряженки դ (х. с! и -.(г, а) 
формально разложим в ряды

•х * ֊-՝•• • v ,2 г. ՛ « II < z а. (1.26)

т.. (г, a J- V W, ( |ч г \. О < г տ, (1.27>

» 1 ձ

где tlt я Հ пока неизвестные коэффициенты, подлежащие опреде­

лению.
Из условий равновесия частей вала, в силу (1 16) определяем

Գ и г,0

Т ’•=Հ- - г՝»>- <1 •28>
х(хф4р) 2а

Удовлетворяв первому условию (1.25). используя (1.28) найдем

<1"~Ճճլ (1.29)
4

2. Удовлетворив граничным условиям (1.21) (1.23), имея в виду 
(1.26)—(1.29). пол у я и м

ճ է, -v LCS€hM? ..
4 5(х + 4.0 -,1х*
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/ 0 <' г -Հ S \ 
' а < շ -- b Isin

kr.(z — а) 

b — а
(2.1)

Փշ Г. .’ — և --- —
4 I а

(Ь а)1
s (s -г 4р) J

°* 5 р-..«| J4Z «.(а — 2) j
■ г У - cs ch — sh ak sh---------------- У

s ւ s *

а^й0 s, r. x, cschXtc sh f ։ z sh. (i։ _ (; jr j +

4

r_ |Հ; ( , , l/e|_ (35) 

■՝1

ճ (X. г) /г Л-; /<_. ( V) _ ձ (у) К.. IX), (2.6)

է' (X. у) « /х (X՜) К. (у) (у) /<з (х), {2.7)

Используя вторые условия (1.24) и (1.25) и принимая во внима­
ние (2.1), (2.2) и (2.3). получим совокупность двух бесконечных си­
стем линейных уравнений
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ОО
!■(> ~ V 

к- J

4?.и, ~ «
; - Հ /V УДМ/АЛ£Я 

(ծ-ah' Г| “•
12.8)

х<
Ւ\= V(2-9) 

ffw 1

При этом использованы формула (1.12՛. рекуррентные соотношения 
для бесселевых функций, значения интегралов

>у=( vrb^- u'w՛ (շ ւ°)\ ֊> < • р
Q



--( 1)‘ ’(а0 &JS 2л(Л- “-Կ֊ 
x 4>

յւ & у. >2 %(&—4)
■Lt —sj։ (*J sh —-— cs ch--------csch ճ----------------

x s s- (2.19)

= 1Հ+’

Совокупность двух бесконечных систем уравнении (2.8). (2.9) 
можно привести к одной системе подстановкой 2.9՛ в (2.8)

ос со ,յր. со

'•• = У У -------A^r, l.r.- v(,,c. : ,,1.2.3...■
*֊!.-, (/>֊«) S- ՝ (2.20)

Докажем, что бесконечная система линейных уравнений (2.20) 
b — а Л

при условии ------- 9 вполне регулярна.

՜ , ՚ ; ApkBkrt
(ծ — ռ)տ՝

cc 4;-xo «я u (/; —a) 
— $h--sh—--------- -csch —— 

sՃՏ s

4Ոււււ՚րւսո АН, серим фиа.-ши. Илук Хг ՜.
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Функция (2.22) получает свое максимальное значение (с точно- 
9

СТЫО ДО 0,1) Vn.BX = 0.8| а При Л-=
I «

Таким образом, будем иметь

■ | ОО •|ЛЦ, հ
ջ ջ аркЬкп~-—^—п '^0.624 -^0,04053^?. (2.23)ՃԼ.ւ (Ь-а s- s

Здесь использованы суммы и неравенства [3, 4, 9]
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так как

M-v)>o, л'н4>° при *>< «<«)>--.'• (2-32> 
•*

/#+1(х)ч/в(4 /Ч(х) / А'л*։ (х) При х>0, Я (W՝ > ~ (2.33)

и формула (2.12).
Таким образом на основании (2-23) бесконечная система (2.20)

при условии -—֊<9,277 вполне регулярна [10|. Свободные члены 
5

системы (2.20) ограничены. Ограниченность свободны?: чл нон (2.17) и 
Ր2.18) вместе с вполне регулярностью бесконечных систем. i2.20. по­
зволяет определя гь искомые коэффициенты с любой степенью точно­
сти [10]. Из 1,2.21) и ’2.22) следует, что бесконечная система (2.20՝ 
вообще будет квазивполне регулярной при произвольных размс »ах 
вала и параметра р/;.

Напряжения определяются формулами (1.4). ври этом п каждой 
области следует брать сооветствующую функцию напряжений Ф։ 
|։—1, 2. 3).

3. В качестве численного примерз рассмотрим кручение ступен­
чатого вала с тонким усиливающим покрытием следующих размеров

R=a = 2s. /; = (h\ A = 2/. = s, Տ = 0,1-$, °1 - 10. (3.1)
/7

Тогда о = s.
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Пусть нагрузка приложена на участках длины 
вала по следующему закону

/, и /2 по концам

О < Լ

՜ՀՏ, z)

т
՝ az

ԺՓ
Տ - \ cfz

uzar >г. и

о8Ф, \
ozor !

ь. (3.2)

Остальная часть поверхности вала свободна (фиг. 2).

Фиг. 2.

Пользуясь разложениями (1.9). имеем

ak = ծ.

2ЛЛ

о, (А=о. 1. 2. .. (3.3)

,• __ - - г ։
<0 —---------------- ՝

а

b— а

Подставив (3.3)

2 Г, . Ал/, 
<7 - 1 Sin —

«»=(-

(А-1.2. ..I
’ 7՝3 , А^/а
-- Чп —-•
к- Ь— а

(3-4)

(3.4) ո (1 16). получим

(3.5)

А

к

7*Л^֊Ь

Используя (3.1)—(3.4), для бесконечно։) системы <2.20) 
иметь

будем

Apt Аг

4
И."
• ;.՛

(3.6)

й»»֊4 Ч>*=
U ՝р (3 7)

(3.8)
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' 11 sin — i Z«5. 3.10)
kr. 4 I

Для рассматриваемого случая бесконечная система (2.20) вполне 
регулярна Г ользуясь теорией вполне регулярных систем линейных 
уравнений |10|. получим следующие оценки для неизвестных

Л է =(1.25955.

I.: —0.24075.

7>• Lx 0.263 ] 1. Tts = А Г.

7 >՛ Լ..0,24863. 7 > = Z ՜.

Լ. ֊ 0.23170.

= 0.22622.

7։х Ла 0,24034. 7> = Լ .

7,տ /.4^՜ 0,23837. 7\տ=

/’, =0,53267.

/• —0.42130.

Л՜ 0.31670.

7> /•,••-0.53296. 7\տ -Л,-. 11

7>Л.^0,42202. 7\տ Г ,

/>^/<^0.31779. 7> = /.Լ

F : - ՀՀ>5№. 7 րտ ֊֊֊<•: Ւ. =г֊ 0.25942. 7> ■- F, .

Используя формулы (1.4), в силу (2.19) и (3.11 .3.4 из (2.D —
(2.3) определим напряжения -• и Подставив коэффициенты /.4 
и из (3 11 в полученные выражения, для *֊ и найдем верхнюю
и нижнюю границы напряжений и ՛.-•

_ '.(г, г) Таблица !
Значения

ձ0,25 0,5 1 1.5

5 О J221F 
0.32138

О 06 '200 
О.ЙЯ038

1,5265
1.5232

—
_

4 О.-ЯО98
0.40937

0.82319 
О.М1999

1,6120
1.635$ —

4 0.43134
0.4ЛЧ1 0 80232

1.7673
1.7571

— —

1.75 O.1957J
0.10560

0.37885
0.37800

0,40229
0,40219

0,0777II 
0,077629

0.058153
0.05814П

1.5 0.12102
0.12078

0.21136
0.21382

0,21916
0.21883

0,12413
0.12408

0.10212
0 102!!

1 0.051863
0,051823

Օ.09Տ757 
1),1Հ1Տ679

0.1181 1
О 1 1813

(1.14825
0,1 4624

0,19190
0,19189

0.5 0.023930 
(1,023702

D,046709 
0.1ИМ84

0.069563
0.069512

0.1Լ829 
O.US՝/։

1».2Г4)?5
0.2607-8
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Значения

г/s
Г/ծ'

0.25 0.5 I 1.5 2

4 0.001922
0.001875

0.007419
0.007228

0.027443
0.026406 -

1 -0,004709 
0.004722

- 0.016506
- 0,016549

-0,10061
—0.10093

0 ( :
—0.04297

0.02316
0.02317

В таблицах 1 и 2 приведены зна чения напряжений г. и в 
нескольких точках осевого сечения вала.

Согласно (1.5) и (3.1), напряжения в усиливающем покрытии

будут Հ=10-հ. и ՜ր — 'ր ПРК /* = ± տ и г - /?. (3.12)

Сопоставляя полученные результаты с таблицей 1 (|3|, сгр. 172), 
замечаем, что, благодаря горизонтальному усиливающему покрытию, 
максимальное касательное напряжение в основном материале при 
одних и тех же крутящих моментах уменьшается более, чем в 4.8 
раза.

Фиг. 3.

Для наглядного представления закона распределения касатель­
ного напряжения հ- на фиг. 3 приведены эпюры этих напряжений по 
некоторым данным таблиц 1 и 2.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 3 1\ 1961
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Պ. i. П'ИцфиишП

ՈհժեՂ-ԱՑՆՈՂ. ՐևՐԱԿ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ. ԱՍՏՒՃԱՆԱՋեՎ.
ԼՒՍեՈ՜հ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

II. 1Г Փ (I «Ի II I՝ Ս՜

Փոփոխական արսէմաղծով րւոդադր լալ լիսեոի սլորւեան խնդրի ճշդրիտ 
լուծոլմր, ինչպեւէ նաև փոփոխական կտրվածրով tuili։ դա g'lHt ց րարակ ծած- 
կու լթէէւ^ լիսեոի ոլորման խնդրի լսւծսւմր մոտավոր էյրւէածրով, լարա<1ների 
ֆունկցիա լի օդնա վժ լամ ր ш и ու tfij ա и իրվե у է I /| ա շխատ/ովժ լան մեզ։

Ներկա աշխատս։ խլան մեջ դիւսսւրկվա մ Լ կամա լական ոիմեարիկ րեո- 
նավորմ ամր աստիճանաձև լիսեոի ո/որմտն խնդրի մոտավոր լուծում ր, երր 
նրա կոդմհալին մ ւււկե րե ո ւ լխ ր ծածկված է հաստատուն հասէուււ խ լամ ր mil և֊ 
դացնոդ բարակ շերտով։

11.ւււոիճանաձե լիսեոի ոքորման խնդրի էֆեկտ իվ լուծ ում ր, կամ ա լական 
սիմետրիկ բեռնավորման դեպքում աո անց ում հղացնող րարակ ծ սւծկո է. լխ ի . 
| 2 | ա շխաէո nt խ լան մեջ առաջարկվող օժ անդւոկ ֆ ա.նկցիւսների ներմուծման 
եղանակով, երր խնդրի լուծումր բերվում Լ դծալին անվերջ հավասարու մսերի 
սիստեմի լա ծմանր . տրված Լ | 31 ա շ (и инпт ի! լան մեջ։ Նման խնդիրներ լուծ՝ 
ված են նաև • 4, ■» 1 ա շիլա ա ու խ է՛" ններսւ մ:

Դիտարկվող խնդրում լարումների ֆունկցիան ներկա լացվում Լ շարքե­
րով . րուո հեսսեքիե հոանկլունտշսւփական ֆունկցիաների 3, 12 .• 'Լերլռւծոէ֊- 
խլան ղործ ակիցնե րր որոշելու ՜.աւ1ար րնղհանր ապե и ստացել ենք կվադի - 
//"'#Ь ոեդու լւսւր դծալին հա վ աո ա gntilli ե ր ի անվերս սիստեմ։ Լիսեոի շաւիում- 
ների հարարերոլթլան փոփոխման բավականաչափ մեծ ինտերվալի հաւքսւր 
ց՚" յց Լ տրված ստացված դծւսփն հափս սարումներ ի անվերջ սիստեմի լիովին 
ոեդա լլարա ի1 լան ր: 11րսլեււ որինսւկ դիտարկված է ում եդացնոդ րարակ ծած- 
կւււլխով աււաիւհանածե լիււԼսի ոլորում ր, ^['1' "րւրոդ ր.եոր կի{ւաս ված Լ նրա 
կէէղԱնւււլին մւսկերև ւււլթի միալէէ երկու մասերում j-У՛ նկ. 2 ի Ս ւոսւցվտծ 
թւքալին ա րդ լան րնե րր համե մ ւս՚ւոված են ՚ 31 ա շ իւասւութ լան մեգ բերված 
խ վալին արդ լունդւնե ր ի հետէ եադմլիսծ են լարաԱ՚էւերի բաշխման ԼպէՈւ րներրւ
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НОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

Кручение анизотропных призматических стержней 
удлиненного профиля, изготовленных из ортотропного 

материала
В настоящей статье рассматривается задача о кручении анизотроп­

ного (ортотропного стержня удлиненного профиля эллипс, гранения, 
треугольник и авиационный профиль общего типа , когда главные на­
правления упругости не совпадают с главными осями поперечного 
сечения стержня. По .методе малого параметр;’, получены выражения 
функции напряжений, жесткости и максимального кис<иелы1ого на­
пряжения.

Исследовано влияние различного расположения главных направ­
лений упругости орто:ройного материала на наибольшие напряжения 
и на жесткость. Показано, при какой их ориентации жесто­
кость будет наибольшей, а напряжения наименьшими. Иначе говоря, 
в настоящей работе показано, как нужно изготовить анизотропный 
стержень и?, ортотропного материала, чтобы он имел наивыгодней- 
шие механические свойства (наибольшую жесткость и наименьшее 
максимальное напряжение), и наоборот, как не следует ориентиро*  
вать главные направления упругости при изготовлении стержня.

Автор пользуется случаем выразить : -убокую благодарность 
проф. С. Г. .Чех нн ином у за постановку задачи и пенные указания и 
академику АН Армянской ССР II. X. Арутюняну за руководство.

§ 1. Постановка и решение задачи

Рассмотрим анизотропный призматический стержень из орто­
тропного .материала, находящийся в равновесии под действием уси­
лий, распределенных по концам и нринодящвхся к скручивающим 
моментам 4Լ.

Направим ось ֊ декартовых координат лу՝ параллельно оси 
стержня, а плоскость з -О совместим •:закрепленным концом стержня. 
Предположим, что Оги 0; и О», являются главными нзп.разлениямп уп­
ругости (физически, оси), а <»: и оф - направлениями i соме; рич-<кие 
Оси , не совпадающими с физическими осями Здесь система с,-: по­
лучена из системы xyz путем поворота вокруг общей оси z на не­
который угол ?.
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Гогда уравнения обобщенного закона Гука, отнесенные к си­
стеме будут иметь вид | II

1 
՛• - ՜ Հ*- ։

(1.1) 
i

О:/

. - Ժ >օ

01է
где 

a (i . и Н мо'у.ц. сдля։з для пл-шност՛ ։'։. параллельных коорцн- 
натпым ПЛ1-. ко.՝dim ;<< л \о: Для определенности положим (Հ, —б/,.,.,, 
и </. - G, п. । г ii.b.'i копи г<>.՝ и :.О2 соответственно назовем ..плос- 
koci i.iu наибольшего модуля с..ви:.1*  н .плоское։ ню наименьшего 
модуля сд|'.м:а’, .1 .iлп.ывлсиин \ и i—.направлением (осью) наиболь­
шего модуля сдвига*  л .направлением (осью) наименьшем.) модуля 
сдвига*.

Здесь нкция напряжений удовлетворяет уравнению

—1 . ------- — . = 2ft (1.2)
Om.i </Г Gv - ՕրՀ

и условию на кон гуре поперечного сечения

;о-֊О. (1.3)

Задача усложняется, когда оси о- ио;, не совпадают с осями 
ох и оу.

1' ^том случае уравнения обобщенного закона Гука (отнесенные 
к системе хуг) будут

. =֊ Ճ:»":■•• - մ.-*.:.

(1.4)
՜. ... — մւ>՜» ~ մ»՜ւ-֊

Злесь
ff'. o'j— • ■ _.^= — —— • 
оу * <fx

(1.5)

а истце упругие посюнипке «: и. /

а

4.5) определяются так |lj

г՛-
6.;

: .,чг-
G.,

(I.6..
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В этом случае функция напряжений ’Г удовлетворяет 
уравнению

<М . 0'4а.. • - ...---- 2а.. • -- ----- ---  аՀ' их- Ctxoy (1.7)
J-'j

(1.8)
с граничным условием

‘Г -= О.

Решим уравнение (1.7) или (1.7') при граничном условии (1.8) 
для удлиненных областей. Для этого воспользуемся результатами, ио­
лу ценными в работах |2.3]

Предположим, что область ограничена шумя дугами кривых

У —4} (л‘).

У = >-гг(л՛).
Здесь ?յ (л) и ?2։,л-) имеют необходимое количество непрерыв­

ных производных для рассматриваемых знамени)։ .՝.
Полагая*

у = ЛУ<։ ‘Г (Д-, у) ф (А-. րէ; Л) 10 < հ < 1 

решение уравнения ՛ 1 7 представим в виде ряда но степеням малого 
параметра /.

Հ»
Ф(л՜. т։; /.) = У /\ • а'. гр. /*.

Л Ո

Подставив значение Ф в дифференциальное уравнение (1.7). 
приравняв коэффициенты при одинаковых степенях X. получим си- 
|Стему рекуррентных дифференциальных уравнений с частными произ­
водными, которая при помощи (1.3) после.юватсльно hhi ч рируется и 
определяются неизвестные функции (х, т,) Ա- 0. 1.

Следовательно, можно записать в’грзжинне для функции папря- 
жения

у)=_ ՝" д-, ‘ J֊- ՜ '-1 _ ճՃՃ2հ_Լ։ + 7г +, i
I |

*3десь и п дальнейшем приняты пбо.ш г;ения |2.3|



62 В С. Сйркисин

Таким образом, имея функцию напряжении. касательные напря­
жения можно определить по формуле (1.5). а жесткость стержня на­
ходим при помощи формулы [I]

7 --2 Н'П/лч/у. (1.10>

Итак, из (1-5) (1.10) видно, что касательные напряжения и 
жесткость кручения ортотропного стержня будут зависеть от геомет­
рических параметров профиля (высоты и длины) и от модулей сдви­
гов (</, и Жесткостьи касательные напряжения при кручении 
ортотропного стержня будут также зависеть от направлений главных 
осей анизотропии, т. е. от угла ф.

Рассмотрим кручение анизотропного призматического стержня 
из ортотропно.о материала для ряда профилей.

§ 2 Конкретные задачи

а) Стержень эллиптического сечения. Пусть контур попереч­
ного сечения (фи։. В задан уравнением

(2.1)
где

/'-(л֊) - <г-л3. О< к - 1> <1.

П одета пи в значение /<д՛) из (2.1) 
в (1.9) и (1.5), выполнив ряд неслож­
ных действий, как это сделано в ра­
ботах |2.3j. для функции напряжений и 
,ля максимально։ о касательного на­

пряжения окончательна получим сле­
дующие з ы р а же ин я

>-2 (а2 V- ՛ — у2
<•'֊. + '"‘Կ։

2ДИ '

; О I , Г™֊

Из формулы (2 2՛) видно, что наибольшее напряжение не зави­
сит от упругих постоянных и имеет такой же вид. как и в соответ- 
ствущем из։ тронном стержне [1,4—5|.

При помощи (2.2) и (1.10) получим

и1/.*О

.'■-1(1 (;Կ ֊ (1 -/-Ն(1 Ci’ cos2
где

0 mi» (7:.
G* ~ Ci ~ ~Հ՜՝--- ՜ 1 •<3|ПЛУ (/,-

(2.3)

(2.3՜)
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В частном случае, когда физические оси совпадают с геометри­
ческими осями ($ = 0), будем иметь

7(0) =
r4iVY/vG.:.

г <Հ (2.4)

Обозначим

Գ(?ւ-=
7 ?)
7 i O’)

Тогда при помощи (2.3) и (2.4) можно написать

Հ՜> i,, \   ____ \ 1 ■՝ М >
и-- ՜ 11 >.5)(1 • 6Հ) (1 /2) (1՜ G-‘:)cos2-i

или

с (ъ) - _____1(-) 1+Z?cos2f

Здесь 2(1 -|-ЭД
(1+ '=)(! • Օ՚Կ՜

(1֊/?^1֊G-
। 1 /'•) 1 - О*) (2.6)

Как видно из (2.5) и (2.6). С, (с)—периодическая функция с 
периодом а для величин А и Ջ имеют место следующие условия

0<Л<2, /У<1. (2.7)

Так как имеют место условия (2.71, то могут быть два случая 

существования экстремальных значений: с = 0 и с . Рассмот­

рим их несколько подробнее.
Для этого составим

^-(7+W

В первом случае, когда - — 0. при помощи (2.6) —(2.8) и (2.3') 
легко убедимся, что выражение С\(^) принимает минимальное значе­
ние. Тогда для рассматриваемого стержня минимальная жесткость 
кручения будет иметь вид

у = у-(0) = . (2.9)mm է ' J _ (յ* 7֊ ' ք

Во втором случае, когда = ֊, используя опять (2.5) (2.8 и 

(2.3'1, нетрудно убедиться, что выражение С.(-;) принимает максималь 
ное значение.

Тогда

= т)~\ = . (2.10шах ՛ О 1 '՜'*  1 ' -
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Таким образом, полученные результаты позволяют сделать сле­
дующие практически важные выводы:

I) Если хотим изготовить анизотропный стержень эллиптическо­
го сечения из ортотропного материала так, чтобы он имел наиболь­
шую жесткость I выгодный случай), то необходимо, чтобы плоскость 
наибольшего модули сдвига совпала с главной плоскостью стержня, 
проходящей через наибольший диаметр сечения.

Иначе говоря, ось наибольшего модуля сдвига должна совпасть 
г наибольшим шаметром сечения (наибольшей осью).

2) Если хотим изготовить анизотропный стержень эллиптического 
сечения из ортотропного материала так, чтобы он имел наименьшую 
жесткость (невыгодный случай), то необходимо, чтобы плоскость 
наибольшего модуля сдвига была нормальна к главной плоскости 
стержня, проходящей через наибольший диаметр сечения.

Иначе говоря, ось наибольшего модуля сдвига должна быть нор­
мальна к наибольшему диаметру сечения (наибольшей осн).

11иже приведен график (фиг. 2), построенный согласно выра­
жению (2.5).

б) стержень трапе феодально г о поперечного сечения (фиг. 3).

Г (Я 
Г(П)

Фиг. 3

ձմ.

удлиненного грапецнодального

/=(А-) = (дд- — с)5

°<' = Հ -՜1

Фиг 2,

В этом случае

Для жес:коети кручения стержня 
сечения найдено такое выражение [2)

չ. ,л
12 մ.

"i _

Յյ....
«55

6՛

5десь

I: -
d., — Հ 

а' ~
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Аналогичным образом, кан и в предыдущей задаче, находим

c.h = ^L- 2և1 ՜ ™'> . ,֊’

В частном случае, когда ^=0, из (2.11։—(2.12) получим вы­
ражение жесткости кручения для стержня удлиненного треугольного 
поперечного сечения.

ш Авиационный профиль (фиг. 4). Следуя академику Л. С. 
Лейбензону, авиационным профилем назовем область ограниченную 
двумя кривыми

ПО (I - б’)(1 ֊-**•) -(1-G’Hl -Ar)co<^ ’*■

где

Գ<?> ___ Ն.
1 #jCOJ>2?

2(1 k'(i-)
G'j

('• - A՛*)  (1 — G * 1
(1 *։)|1-G’T

(2.1Ո

Ar’G*  >0.

Нетрудно заметить, что имеют место следующие условия’

что II С|(?1

Щ GnuH

</. J, 1 - k-(iВ 9 

ի մ.] d} Gmiu

С.|? | г)= Cs ?). 0<А։<2. /;։<1.

При этих условиях исследования показывают, что функция 6՝3 (?) 
имеет точно такой же характер.

Причем будем имен.

Г 7 "• ^/Ю)= 12

Z<u.։։ 7 (у ) 12 մ. —Հ G’-Zr '-'՜'

Отсюда видно как нужно ориентировать физические оси. чтобы 
иметь стержень с наибольшей жесткостью.

В этом случае, как и к предыдущей задаче, максимальное ка­
ртельное напряжение не зависит от упругих постоянных [2-—3|

12Ժ. Հ֊Հ 
ծ d\ - d* ՜• I

Фиг. 4.

* Последним лпуч хслопн«м можно удовлетвори:ь для удлинении*  профилен 
М счет k н G*.  т. с. iiputBiii. Ь‘‘ — k 0.
5 Пиши» ЛИ. серии фк:1. •>»։. пд>ь .ч : 
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где a. at -постоянные коэффициенты. т, р. q положительные числа. 
b—ширина профиля

Решин дифференциальное уравнение (1.7) прн граничном условии 
(1.8), для рассматриваемой области, как это сделано в работе |3|. 
будем иметь ‘Г (л. у). Затем, выполнив ряд несложных, но трудоем­
ких действий для максимального ка •. тлы л напряжения получим 
следующее компактное выражение*

• Н шбоЛ1.։и -с И.пфМЖСПИГ един ц ojiitm । .pick / ИЛИ

lupux I.JCJ IC-II.H.IU i;j jj.v i>hj осп n; ; и

.u, t - дзл;ла
*’ ։ г ( 1 ծ (Л, - й.) I —

г. л.
ИЛИ

■и- • г>1|.
‘ bih. . Հ.ր с- **’

Здесь
2).։ձ. 2А‘ I 5Л;А. 4Zr,A: - հ'

Դ 3՜ ' Гл։ г“Л.»Л

•Խ.-ձ. i> ֊4/1''՛. — Իղձ- //յ 
=------- ■ -•------- * —

5 3 (Л, \ ‘

е = _ _1ձ> • է 4А»М>_

. __4;=ь • Л?)=<[
-и*. ;?։

>■ = 1 малый изра.ме.-р, а ?-личины Еу, ՒԼ, Լ\. k2. ձ2, օ1է Լ,

имеют такие же значения, что и в pst'ore <3|.
Подставив значения <j из i 1 и (2.14). введя обозначения 

где

ծ(/ղ 4֊ft,)s

и произвел։։ и- -;ор:֊ որ՞օ ' ■՛ ւ ;՛ ՜. огончательич для апианиои-
ного профиля общего типа получим

/?(;)., 1 1 ". : ՝;
։ 1 «3 <’։ ' -- 4 .11 է՚4 /՛,) cojr'L1?

(2.15)
Очокитпо. Ն1Օ R I՜. r I— А' ( ;).
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Полученный результат значительно упрощается для симметрич­

ного авиационного профиля ( Л5 — А - -)

:ր՚Տ- *շ-ւ,;ւ

где

. _ 1 б" .-.-ՀՀ I ֊ձ., 1 .''Л, 1 /.-<Ж
° I - G'P Հ, ; . 1 1 ■ j •• -Հ !

Выражение (2.15) или (2.16) показывает, как изменяется макси­
мальное касательное напряжение авиационного профиля при круче­
нии, в зависимости ст ориентации главных направлении упругости ор­
тотропного материала, т. с. формула (215) или 12.16 показывает 
влияние расположения осей анизотропии ::а максимальное касатель­
ное напряжение.

Для иллюстрации полученною результата рассмотрим авиацион­
ный профиль проф. В. П. Ветчинкина [ т — \ , р q = 1 ). Тогда

//= IP
1 1.6ծ75-֊Գ 1 ֊ 1,428 • -G‘0՛ Ե՜

1 - 1,6875 - ~ CP 1 - 1.428- ՀՇ
Ե~ 0՜

(2.17)

Հ- G*  - 1
GP + 1

1 ֊ 1,6875- ~֊

1 - 1,6875 ֊֊ь-

СР — 1
/р1 + 1,428.^-

G*..  1 H21 - 1,428- -Д-ь-
Рассмотрим численный пример для данного профиля. 

/7 1Пусть • (1 = 2- . Тогда, используя выражение (2.17), 

формула 2.16,1 примет вид

о (.) _0990оК(т)-и,УУО- I _ 0 9.7iSeos9. (2.18)

Видно, что R (г) симметрично относительно прямой « — -2-. Поэ-

ТОму достаточно выполнить вычисления для значения ®. от О до 90 .
Ниже приведены таблица и график (фиг. 5), подсчитанные по 

(2.18), для максимального напряжения авиационного профиля проф. 
В. П. Ветчинкина.
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'Габ.ищ<: I

ձ | о | г- за 45 0‘» 75' 90

0.99002 I 0.97233 0.909л։ 0.75К52■ • | .. г-

Не ре fi дем к определению
жесткости кручения авиационного 
профили общего типа, в зависи­
мо I, от угла •?. Для жесткости 
крут пня очень тонки- профилей 
нами било получено пыражепие |3|

s-W ,, I
3jwM I р

Полегании значение <Л՝ из н.б) и введя обозначения
G (?)

՛ 1иход1,м
9

СИ'|֊ Г-6’ - (1 -G-)cos2?'

Գ(ք) =

(2 19)

.leiKO видеть, что С. (?) принимает экстремальные значения при 

с —0 и ? = Далее, обычным способом устанавливаем:

П Сл(?) в . - U принимает наименьшее значение. В этом случае 
будем иметь

сГ=С; (0> = տ'դ;^. Տ(’^. з9+1).
2) С3(=) принимает нанбодь :ее значение в ? = Հ'-, Тогда будем

иметь

д( 3я,-±1. з? <-!)•
' Лр \ Р )

График функции С,(?) такой же к лк и в предыдущих задачах. ’!.ля 
удлиненных профилей была получена более точная формула [3|

2^ai\ r>
L,~ Հ

где
W1=8^*.«/3mJd.i3 +l\ 

3? \ p )

■Կ \ ।)
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Я _32AV1‘(4, ֊*,)».  |(Л, Л.)2..՝,.֊ЗЛ,Лл,| л/5т- 1 .
•V’<A,'V' ճ(-

Внеся значения а , из (1.6) в <2.20) и обозначив

получим

сд?> 
сдб)Գ(<?) =

1 — c։cos‘2?)։ -֊ А\ (I ( ՝հօտ-2հ.) . Visin'*: ’-

Здесь
I — (A՝os2' (2.21)

В частном случае, для симметричного авиационного профи.щ 
будем иметь

СД?) д 1 ; ■ ՛-֊-

Для наглядности полученного результата опять рассмотрим 
численный пример для того же авиационного профиля ( /п = -^-.

,0 = ^ = 1, __ = __, o’7՜ = к Тогда (2.22) будет иметь вид

С\ {z) = 1,72418 • 1 ֊' $-9— ՝У . (շ 93 >
' (1+0,81818cos2<pjs Լ

Ниже приведены таблица и график (фиг. 6) жесткости кручения 
рассматриваемого частного профиля, подсчитан’՛ые to (2.23).

Таблица 2
? 0' 15 зо •15 60 75' 90

ԳԱ) 
ад՝ 1 1.05986 1.266ft) 1.72418 2.66407 4.1732 •1.31273

Таким образом можно сделать 
следующий вывод:

Чтобы из ортотропного ма­
териала изготовить стержень с по­
перечным сечением в виде авиа­
ционного профиля, обладающий 
нанвыгоднейшими механическими 
свойствами (наибольшая жесткост։
и наименьшее максимальное каса­

тельное напряжение) нужно совпадение плоскости наибольшего мо­
дуля сдвига с главной плоскостью стержня, проходящей через 
наибольший диаметр сечения. Иначе говоря, ось наибольшего м՛ 
сдвига должна совпасть с наибольшим диаметром сечения (длиной 
профиля).

Цгижкнй государственный университет Поступила 23 V 1961
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Վ. հ5. Utiii*<p<liu(i

ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՆՅՈՒԹԻՑ FUTMliJUtT եՐԿԱՐԱՅՀԱՄ ՊՐՈՖհԼՆԷքՈՎ.
ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՊՐՒաՏԱՋեՎ ՋՈՂ_ևՐհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

Ա Մ •!• (I ՛Ի II 1« Մ

lf.-իւատա իք Jtti’h tilt.՝ զ {n:nu րկված /. "('{d իքից րա էլքրււցած եր՝

կտրացված 'ЧГ"'!՝ 14ո'1 քՀ//’*7"' I"1 ե րն։լ'-անա ր ա1արի ավիա-
ցիոն պ/'"•/' {•( / ւէւնիպրւււէրէէսլ սլր խլմ տչւսձ11 Л/rt/fi էէլէէրման իէ՚հ էլ ի րր. սաւսձ՝
/լականա fd ր:ւն էլլիւսէվպւ ա 7 էյ m (d րրւ՚սն ե ր ր I ֆ ից իկտկան mu անց րնե րր) չեն 
\տմրնքլԱա մ ձրւրլ/է լա լնական ‘.աւո վ >«/ժ քի էլքխ ավ ո ր ititiinltlj ,րնե րի [ //^ր/^աշս։- 

էիէսկան տոանցյւների ) հետտ Пլ чrt1ւքնսա/'/''/( ։>ր fdաորոսք ն/րր/ [Jft աոաձղսւ- 
Iftt/htri ^d րււն ,,էո "'“i'Ц .['սե ր/t սաէրրեր ՛է ի լ> քե րft ս։ էլէլհ gtn թ լան ր ւււմենս։՝
մևծ րպէէէէ մնե ր/t ե կէէշտոէ (մ յան վրա։ {քա լց է տրված, jd ե նրանց {'ն Jit/I'1'/1 
ր,րի1էն>ոանց1>4էլի դեւււքաէք ձւրցի ււլււրւք ան 1րւ ։՝ui ա fj րււ* 1ւ ր ամենամեծլհ
(էսկ լար1էէ է1ներր՝ ա մԼնա էիո րրր։ 1)վ ->u/liши ակր է

'1'1էտար1լված են մի րանի կոնկրեա իՀհղ ի րն ե ր է Ч Ш էէ 4է էքվսէծ են ղրաֆիկ. 
ներ և կազմված են աղրւէ-էէ ակներ:
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Г. Л. Баба оканян, С. II. Цатурйц

Определение закона изменения расхода газа вдоль 
длинного газопровода при нестационарном режиме работы

§ !. Дифференциальные уравнения движения. 
Начальные и граничные условия

Нестационарное, одномерное, изотермическое движение i'ju.i к 
минном газопроводе описывается следующей системой уравнений 1|

1 up
ь их 2D ’

Ch Ժ (ptt.)
՛>՛ !>.՝: (1.1)

7g,

где р, и и р—средние значения по сечению давления, скорости и 
плотности газа в газопроводе, л —безразмерный коэффициент сопро­
тивления, D—диаметр трубы, £—ускорение силы тяжести, R газовая 
постоянная, Г—абсолютная температура газа, х—координата, отсчиты­
ваемая вдоль газопровода, է время.

Уравнения системы 1-1) являются, соответственно, уравнениями 
движения, неразрывной и и состояния.

Секундный расход газа ио сечению трубы обозначим через 
<7(х./), тогда

6'(х, t) = gs?u, (1.2)

где $—площадь попер՛ много сечения газопровода. Имея в виду вы­
ражение (1.2) и уравнение состояния, систему (1.1) можно записать 
в виде:

оР 
и է (1.3)

где Р(х, t)-p֊(x. է).

а Dgs?
1>=2р™-

S
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Точное интегрирование системы (1.3) при переменном b невозможно, 
поэтому в выражения ծ значение давления заменим его средним зна­
чением при стационарном режиме согласно следующей формуле (2|

где рп давление в начале трубы.
/?(—давление а конце трубы. 

Принимая b постоянным, перекрестным дифференцированием из си­
стемы '1.3) получим следующее уравнение

,r. (KI иЮ _AG , -= ■—.; • (1.0)dt их֊
гле 

д_ л .

Принимаем следующие начальные и граничные условия: 

при f = 0. G (л՜, /) =(Հ_-const., 

при А = U. G (А. է} = 6՜0. 

при А՜ = /, G (А. /) - Gq I /՛, է I, 

гле G..—расход газа при стационарном режиме, 
Z—длина газопровода.

Здесь/(0 заданная функция (обращающаяся в нуль при է Հ 0), ко­
торая показывает закон изменения расхода в конце трубопровода

§ 2 Решение уравнения (1.5)

Решение уравнения при указанных начальных и граничных уело 
виях ищем в виде

G (А. Г) — Go G'(a. 0. (2.1 •

Тогда уравнение (1.5) примет вид 

дС7 дЮ' ,.ч, о(7 /ооot • <22>

для которого начальными и граничными условиями будут 

при /=(|. (7 (х, է) -0.

при а- = 0, (7 (а. 0 = О, 

при А- = I, G՛ (А, է) = ]' (/).

Перейдем к безразмерным величинам
G’ =

д' = 1хя.

է = 6/Հ
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где, 6'0, /. /0—характерные расход, длина и время. Здесь за харак­
терный расход принят расход газа при стационарном режиме, за ха­
рактерную длину—длина трубопровода, и для характерного времени 
из уравнения (2.2) получим

է. = /• Я </0. (2.3)

После перехода к безразмерным величинам уравнение (2.2) при­
мет вид

(КУ д՝(Т д(У
~0Г= fa °1Т W

где для простоты записи звездочки опущены.
Начальными и граничными условиями будут

при է — 0. G'(х, f) ~ Ղ 

при №0, G' (а՜, 0»0, 

лрн х = 1, G' (х. /) = f (Z).

Для решения уравнения (2.4) удобно ввести новую переменную» 

1 - х v =------- гЛ-
Тогда уравнение (2.4) примет вид

------------- ֊а— - (Г -(֊‘ v С‘ у* 2 О у*. (2.5) 
д\՝- ot at и\" — ’ • ду — 1

а начальные и граничные условия в новых переменных запишутся 
в виде

при /=0, G'(y. г> 0. 

при у- ОО, G'(y,/՝, О, 

при у — 0. G'(у, ?) =/(0.

Следуя А. А Дородницыну, сделаем следующее преобразование ко­
ординат

у
21 t 

и кроме того положим

а' (у, /) = /?ф (у, (} = -.).

Тогда уравнение (2 5) приведется к виду

О- , 2,А_2-.А'\ .
0Հ U~ \ ' ' 0՜ ' 0՚. I

H-J 3 ՜1
- 4 7Л ' 2 2к^. ՝к '* - 2 2*ՊГ?•

' Л- ։j Ji-r

|2 6)

(2.7)



74 Г. Л. Бабздждня . С 11 ։1..ну|>ян

I Сложим

л-0

(2.8)

Подставил (2.8) в (2.՜) и приравняв коэффициенты при одина­
ковых степенях т, получим систему дифференциальных уравнений для 
определения всех членов ряда (2.8).

Система дифференциальных уравнений нмсеч следующий вид

4)Հ = շ^„խ, , +

(л ՛ \ з ժշ Ժ*Փ«■><,- ;%) - 4 5]2>с‘;։-^± - v2‘c‘-‘ (2.9)
* • t. i. ' ն . I ’

где « = 0. I. ձ 3,- ■.
Считаем, что функция /(/) может быть разложена в рядно степеням 
է в следующем виде

л-0 п-0

Граничными условиями для ՚Հ։ (я °. буду!

при С = 0. 1»я = ал,
(2.Ю)

При Ч—ОС, ձո=0.
для л«О, 1 2. 3- • •

Перейдем к решению системы (2.9).
Задавая /» значения 0, 1, 2,..., получим следующую систему диф­

ференциальных уравнений

' О' ^.-.^4= О.

յՋ1_+շ;^և 100,-х ՚ (2.И)
Ժ,- и, ‘1 (К

Դ I 2-. - 124. - - 4 & - -2« - К ֊^- 24" Դ •
в.й <Հ- '՜ Ժ, с/-, ԾՀ &Հ

Как видно из (2.11). имея решение первого уравнения, можно 
решить второе уравнение, затем по значениям Оо,, ՚նյ определяется ф2 
из третьего уравнения, причем легко заметить, что если известны 
'?<>• ?р Фе,»-* '?с:_| можно определить 6ffl. Из вышеуказанного следует, 
что для нахождения ;.п необходимо решить следующее уравнение
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Ժ'Հ0„ ԺԼ
Ժ" 2;Л՜ ֊2(« + 4>-!. = Ч'.С),

Сначала рассмотрим однородное уравнение

Ժ՚ն
՝: - շ; ՛: ֊շ ւл -յ-4)ձ. =օ.<>.- ժ. * ՝ո

•Общее решение этого уравнения .можно записать в виде

rz-: i\ и էՀ постоянные интегрирования, з Р^ (’)—полином степени 
/1-4 |2].

Функции £Я(С) имеют вид |3|
>

flJJ-fe W*.
X 

р. частности

Л> = Л0

ОО

(0) = I. £я(©о) = 0.

Между коэффициентами .4Я и функциями 1..Ղ существуют следующие 
•соотношения:

Л» 2лЛ„ Ло = у. Л, = 2.

д
:Ля(;'’ .նԷ՛^՜1՜ ,)|Лли(;)՜Լո ւ(Հ)|՛

C-) = д-,'7 Լր՚ fc(Q' \Լո G) ժ:= ХГ. /'flT‘(Գ

■■A

Учитывая граничные условия (2.15), для г։ и «՛, получим

С1 = a th 
с.2 = 0.

До непосредственного перехода к решениям дифференциальных 
уравнений системы (2.9) заметим, что для всех нечетных п краевые 
условия для б однородны, т. с. при нечетных п

с —с^ - О. ։ •
Решение уравнения (2.9) имеет вид 

при // = 0
փօ= (2.12)
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при п — I

•?!֊ — ~-лй(4£։ — 7£. 3£է). (2.13;

При /7=2'
02 = п,£в 4-4а0(25£в -66£4 4* 57£г—16£ո) 8/10«0Д? ’• (-'-‘4)

при п — 3
■?з------а. ф <?>/.. I 1£. ։ 5£я) ֊ &40ճ0(8Օ/.. 264£5 -

•‘Ъ
. 310£ձ- 145£34- 19г **’. 4-1бф<^ :’(9 —2;2) (2.15

•՜Ն
при л.-=4

Հ « <М-8 4 <լ՚֊Հ- aj (Լ.Հ3 - Լհ) 4 6б’2(49£> - 146£ս 4 I53£4- 64/ .

- 8£0) - 1ՕՕճօ (49£$ - 190/. c 4- 276£4 - 178£։ 4 43£O) 4֊

-r- 4.՚1շ.«Հ,ր՜ ■’ ՛ 145 5'-.K2) 4՜ 16 ?i 13 - 27-). (2.16։
Z’.l

О; рзничиияггь значением /7=4. венду (2.8) и (2.6) будем иметь

G'(X>/) = /2% I - /’ձ. ֊: ք.->3 4- Г %

Таким образом, для расхода получаем

О(х. О«бо(1 4 *Դօ + Т -h 4 1^, 4- /’ Վ 4֊ (2.17)

§ 3. Пример расчета 

Для примера возьмем следующие данные 
/ = 165 ка(, L) = 0,625 м,

/•* 36 атм, .՛? — 50 ———граа

Pv = 14 а ту., Հ 9,81 4 „ •
х сек-

f. = 0.0119, 7=280 гр<!0.

Расчет проводим следующим образом.
1. По формуле (2.3) находим характерное время

/0 = 33078. 375 сек.

Причем при вычислении /;1, (/Հ0.., вычисляли 
(14), a по формуле [3|

согласно формул!.

Գ ■’ |
(р;, р^ё^> 

IIR՛-
2. Для определения функции ,/'(/). которая, как мы отметили 

обусловлена законом изменения расхода в криц։՛ трубопровода, по­
ступим следуlouiHM образом. Имея график потребления газа, путем
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япроксимацин, составим уравнение этой кривой. Для города Еревана 
аналитическое уравнение графика потребления а суточном разрезе а 
период провала расхода апрокенмнровано многочленом четвертой 
степени в виде

о ս) = 6Հ 4- о*., (aQi- 4- а/3 -ռ Հ)• (3-1)
где а0«—5,28676,

10,14370.

и. - — 4,85700.

3. Имея характерное время, «функцию /(6 и протобулированные 
значения Լր.(\) |4|. по формулам (2.12)—(2.16) вычислив значения

G

■Հ,. -։. 4. Հ. ■>, и подставив их в выражение (2.17'1, получим закон из­
менения расхода вдоль газопровода и во времени (фиг. 1).
Институт энергетики и гяд|чълики

АН Армянской ССР Поступила I ХП 1360

*Ն. Հ. f‘.։up«uv։ufij։uG. 5J. I». *<J4umni.rimfi

ՋւԱՍՏԱՏՀԱԾ ՌԵԺՒՄՈ4- ԱԹԱՏՈ1 ԽՐԿևՐ ШШМЬ 
եՐԿԱՐՈՒ^ՅԱՄՐ ԳԱՋհ bL-РЬ ՓՈՓՈԽՄԱՆ ՕՐեՆՔհ ՈՐՈՇՈՒՄԸ

Ա Մ Փ П «I» 11 1' ։ր

Հոդվածում ըննարկվում Լ երկար դադամուդա մ պաղի չ',ա и tn ա ավ ա >} 
^սւրժում ր, րրրր պա էմանավրէ րվէսծ հ նրա էքսւէքի ե(քի ոչ հա п ւր։ ա t/t ո ւն
^նԼ/ոէի

Գադամուղի ւյևր^ոււք տրւ[ո։.մ Լ պագի եէքքւ փոփոխման о ft են րը ր >>։ է[մ ան­
դամի 4էեււրո։յ, որի դ it րծ ակի րյնե ր ր որււչփու մ են դադի եք^ի փոփոխման 
«րվա դրափիկիէյ:
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I ИДРОЛ-9РОМЕХА11ИКЛ

Л. Г 1»дг лоск

Плоская и осесимметричная задача для давления

Рассмотрим плоскую задачу для проникания давления и сжи­
маемую идеальную жйлюхчь. Уравнение политропы для жидкости 
имеет вид

(Ի

где Р— давление, р плотность. В. п— постоянные.
Обозначим через О точку иозникниаення давления на границе. 

Выберем ось Ох в плоскости поверх но/ ։ и жидкости, ось Оу напра­
вим вниз (фиг. Il .Уравнения движения и неразрывности запишутся

где и и :՛ -■•ос,:։г.-:»г •> .Од и Оу. ՛■ плотность.
d t) (f tf

—скорость звг։ш. ;.՛ ;•
dt ttt ox i)y

На границе жидкоеи» имеется iр.ч ичное условие

/»(л. 0. է =. п Л‘ $(/). 
О x>R(O.

(3»

х =/?(/)— радиус фронта давлен ii'.i к.։ л <>е рх<ос и.
Пусть скорость ф||цн1.1 .1. .՛ и нерхзвукопля R՛ (О . -г Ний- 

дем ударную волну, идущую и жнлкостн. г.редпиля։ а я. что она на- 
Столько слаб;։, что нс влияет на и тонне за ней- 1г д՛ м рзссмагри- 
Ьать взанмодей-Ti’i:՛ води разряжения идущих .... и ударным 
фронтом. В качестве поли разряжения возьмем характеристические 
поверхности первого семейства, догоняющие у тарный фронт. Урав- 
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пение характеристик’первого семейства у(х. /) можно найти обычным 
способом.

Обозначим через ) и ( *՜ ) дифференцирование в характери­

стической поверхности, причем
Лу

/^\ dP o/'djc оР \0/> дР Լ
'(fx ' <>Х (ft Oy' \<7y / Ժ\՚ Ot ■•■՝ '

dt dt

Для скоростей и и v имеем также уравнения (4), где вместо / 
нужно подставить и, v.

Подставив (4) в (2) и записав условие неоднозначности решения, 
получим уравнение характеристики (I | 

где у- vp.'. () — уравнение характеристики. I —скорость жидкости, 
причем в (5) сделано предположение, о нормальности скоростей 
чистин к характеристике, что выполняется для волн, догоняющих 
фронт.

Условие совместности на характеристике имеет оид

(t-sin я — и )() ֊ (сcos ւ ՛ծ) (\ -г к (w sin а с) ( ) —

cos а ( ) ՛Հ՛օ sin я Ж— cos а 1 ) 0. (Gl

p
1ля давлении ю 1000 ay հ ч" величина — будет мала. Например, для 

ii/l
Р

воды - — 0,05.
Вл

Будем искать решение (5) и 1'6) в виде

/■'=/> —v = V,—~ V.,. а = я. -——я,, (7'1
1 Вл ' • Вл՜ Вл 5

причем последние два уравнения н (7) следуют из (I) и условий на 
ударном фронте. Если подставить (7) в (5) и (.6) и ограничиться ма­
лыми первого порядка, легко найти

с/у։֊ cos at 
Of

о հ (՝Ձ \ _ <) 
dt an ds

(Si

/ <J \ . . / 0 \ di.где----- ( )(?0Ջւո?.1 H- a0cosxlf - кривизна характеристики.
dt \,дх' \ ду f ds
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Решение (8) дает конечный результат для линейной задачи

л — R{t(>) - я0(/ - Qslna, </0).
V <М' —'oH’Osa, -70).

I է /0-»-
I «о

1 у
' է г<^
1 — f0՜՜

“а

(9)

(10)

где Я(А») л координата точки г.' ланицы в мЬмечп /. прохожде­
ния через нее фронта волны |2]. г(/0)— радиус крижезны фронта в 
момент

Для решения, соответствующего нс самому фронтх .4S (фиг. 1Լ 
а произвольной характеристике A'Li', граничное условие для (8) ста­
вится в точке т >R\t‘) в момея; /’ гм ! Л, /.*;!. Тогда вместо (9) 

I и (10) легко получить уравнение кривой А'В' (фиг. I)

Л Л/\* (/$) — <7,յ (է /0 Гп| >1п Л] ( /0 | (и),

У1 - — Հ) cos а, (С,
(И)

я решение на характеристиках

Л *—7= •1,1 All '7^=^ -PAR. Հ. ֊Ւ Հ) > 1 # , Հ • ր 1 Հ| ՜՜ ^օ)

। ՛՛ (Հ? ՜ր £»)

I —I iia
I t _ t J _է. ^ՈԼ
I ՚ 0 Л| Դ afI

где постоянная

A.irj-Pj/?. zj I — r^tJ. (13)
I

порядка
При определении у- следует r (5) приравнивать 'i.-'ienbi Bioporo

of
։ t . ժ\և n փ 1 /ձ ГЛ.Г.1П7։</„) ----------- 1—

(/.Հ 2 COSS^/fl)
(14)

В уравнении (14) перейдем к переменным Го. / с помощь»» пер­
вою уравнения (9). Нетрудно видеть, что

■':Հ Վր:;
о է

+ — I fl0SinalkQ.

JlMgCnu ЛК. серии ||ип. ийуь .9: ՝
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Тогда получим

I Г! < 1____ Д,(4)
М Հ ճ" 2 /'՜ 2 г (4) cosa.tf,)

I 1 l0 i I »Կ>

Решение последнего уравнении представляется i? виде

v ճ п ՜4՜ 1 Ло(/о) 9 .■ _ , r(t,J _
'2 2 co.sa։(4) I * а»

AM) r r(r,)
. , . ■* I/ ‘ 1 о * ՛COS ССյ ( Гр) у Zip

(15)

где для определения է' из граничного условия и (9) будем иметь

Уравнение (15) показывает, что движение характеристик опре 
делится но линейным лучам, как и в случае коротких волн [2].

В нашем приближении V - fQ. Для определения закона 
ударной волны запишем формулу для ее скоросн: [31

движения

Рассмотрим (II) и (9). Вейлу малости - характеристики, об- 
В«

/з 
гоняющие фронт, отстают от него на расстояние порядка По­

этому t0 и /.' = 1 — Ճ малы.
Разлагая (11) по степеням этих параметров, я силу (9) имеем

________________________ __________
— Sin а/Л») До(/ fo)cos։x(^)֊*jt /^ 

(171

и
v։ ~MZ — U cos г, (/01

ճ0(/ Q sin a։ (Q —*՛ ’/Ռ’ + </0COS3։(/0)
-Z'K(Q--------------------------------------"ձօսո------------------------- (l8>

Я'1/о1 r flnU — Qcos3/4) — ’ ՛' a0sina։(/0)
<7։ I)

Вспомнив, что v —y։-i----- V*. подставив (18) и (15) в (16) it
Вл' ՜

оставив только малые первого порядка, получим уравнение для Հ 
вдоль фронта
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(•, (' — Հ.) sin а։ (г„) </3’ 1/о)- -г (М
<լ _ ______ «Պ,
<Ո R’(Q т Q cos *,(/„) —։-"ձ _ Պ. чп л, <7 ,'i

<"о

d0(/ /J sin ?։(/„) <**■ (U Հ^(ւ COs 3 ։ I \J

tri Q

и • I 1 —■*-------
4 B/z C0S7jU.j

Решение полученного уравнения при условии >: 0. .г — А? 1/1 запн-
шется в виде

. Л г 1____ 1I- (7О
4 cosa,(Q

2 I / հ ֊ս՚Հ ֊I 
I <?օ »

Դ֊ ДЛС'Х

R ((օ) ~ а9^— Հք) COS7.J ՚/։,' 1 У" ֊ >:п ах 1Լ.Ր
է'Կւ _ ____  _

«Հ1(/ Հ.)Տ1Ո’: ) -- <'.‘.-os 7, (Г.,1
7//a

(19)

Если подставить /.՛ из (19) в 18 . получим уравнение ударною 
фронта.

Из формулы (12). отбросив малые второго порядна, получим

. •1о(^и)______ < _ /
l\= .---------- ֊:<՜ т ------Հր. ՛"՛

где /о определяется с помощью (19) и (17).
Для определения давления на ударной золне нужно епге запи­

сать условие на характеристике (6) с точностью до малых второго 
порядка. Имеем

dt
-- —-Х== - - 1А-. Ո

где
•Их, t) = Pxa«——smaj -J-а0cosа. ( — 1

, Ո ռ 1՜ 1 /<7Р1 \ /Ժ/Հ \ , rjW 1 / ՕՏ1ՈԳ։ \ ,+ Р,о0 -у- cos а, Լ ֊■ J - а։«. տ,ո Ն J aj-, _ ( —— J -г
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.pW է I / <*C0S2. к ,.>/ </Sin»։ \ . /дР,\+ ‘ —1.) o^.sin»,/ 1
2 \ 0\> ՚ \ dx ՛ \ их '

, / ,, . n — 1 ... tfP, sin x. \
փ ( Z\f/„sin 7j - '։'*' )( ----------~) Vz՛ sln *1 cos

/ <ift з, i Ժ/ձ^ՕՏՏյ v .
—1----- - I Pxa sin x։ cos 1,( ----- *- ) 4-

dy ' ՝ 0X '

. n I , . dP. cos 3, \ co'-’■-—)( ov )■

Vy33 -cos*a։— 
f)x

а производные вычисляются п характеристике 
Теперь можно записать на ударной волне

причем

В случае осевой симметрии решение линейной задачи (9). (10)
1 сод -ржит cui? mi >жител1 _  и вычисления сильно усложнятся.

I -V

Институт м.иематнкп и мслаинки
Ail Армянской СС?’ Поступила 1 I 1УЫ

П. Դ- Auiqqnb<|

ZUPP Ы. ԱՌԱՆՑՔԱՍՒՄեՏՐՒԿ հՆԴՒՐ՝ ՃՆՇՄԱՆ 1ԱՄԱՐ

IL 1Г Փ Ո Ф II I» IT

! !.՝ խ инп<ч р րսՆ մեէ Ч /՛ tti ս՛ (ilf'p"՛) են սեղմելի ՝էե րյւէւ Ijiti մ Շնչման uitujttuA - 

ման հարի! և աո ան էյ լ-ա и իմ և ա ր իք/ իւնղիրրւ Խ ա/ւաիսէե րիստքմ/ ’• ա t/ш ч ս՛ ք՚ման 
մէէաաւքււ/է flit ծէէէ էէեե ր/l >ч/шии/<< րծ ւիսծ են .ւսրւիսծա/ ա լ ի/’’lib րր 1/աէւ ա i/l։ j ա 
հտմար: (էԱւիւորղ աչի>աաա իք լաննե/աւ մ այս ի/նղիրր մեր ք(^'յմի</ /тЛфиЛ Լ ր 
մասնա»!"/! ч ե սյ />»»։ մ։

ИтшуфиА լՈ^ձումր Շչաամ Լ ղծային մ ո uiunfn րա թ լրրւն ր ե րաէքսէրար 
չաւիով է»իչա է նաե մ ե J Շնչէէւ •՛/?< երի \ամար-
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МЕХАНИКА ГРУНТОВ

С. Р. Месчпн

О влиянии плотности и структурной прочности 
на зависимость между напряжениями и 

деформациями

грунта

В целях уточнения теории фильтрационной консолидации с уче­
том влияния сопротивления скелета грунта на процесс уплотнения
В. А. Флориным было поедено понятие ползучести скелета. Для учет;։
деформация ползучести скелета грунта В. А. Флорин пользовался 
теорией упруго-ползучего тела Г. Н. Маслова—Н. X. Арутюняна. 
Нами |1,2| была экспериментально обоснована применимость теории 
упруго-ползучего тела для описания деформации ползучести грунта. 
В целях дальнейшего уточнения и определения границы применимости 
указанной теория ползучести нами выполнена настоящая работа,’

Для создания теории ползучееги грунтов или же приспособления 
существующих теорий ползучести к грунтам необходимо знать: 
1) зависимость между напряжениями и мгновенными деформациями; 
2) зависимость между напряжениями и деформациями ползучести.

Нами было показано |ւ,2|, что зависимость между напряжениями 
и мгновенными деформациями с достаточной точностью выражается 
линейным законом, зависимость же между напряжениями и деформа­
циями ползучести при напряжениях Р^0.5 ■: 1.0 кг/см2 линейна, а 
при Р >0,5 1,0 кг.см- нелинейна.

Указанные выводы соответствовали случаю испытания грунтов 
нарушенной структуры при влажности, близкой к их влажности при 
пределе текучести, случаю, когда грунты обладали высокой пористо­
стью—влажностью и небольшой структурной прочностью к началу 
испытания.

Учитывая, что гефирмативныс свойства глинистых грунтов за- 
висят от множества факторов, в частности от их плотности, было 
необходимо не ограни шзагься исследованием одного состояния t „воз­
раста") грунта, а расширить эти исследования и рассмотреть вопрос 
влияния плотности и структурной прочности на указанные выше за­
висимости.

• Основные результаты доложены на Пернем Всесоюзном съезде по теоретиче­
ски» и прикладной механике н Москве п январе—феврале i960 г.
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Была исследована на сжатие глина нарушенной структуры при 
четырех значениях плотности к началу испытания. Ясно, что каждой 
плотности грунта соответствовала своя структурная прочность.

Основные данные о физических свойствах гр\ па сведены в таб­
лицу № I.

Таб.шцл I

.1.-16. № 
грунта

Илнмено- Удельный 
накис кс< .՛ с.м'

II р С .1 С л ы плас г и ч II о с 1 и

граница 
тслучссп։

граница
:;.i.!irH‘iiiocr։5

число 
пластичности

4-57 Глина 2.70 41.2 23,2 18,0

Испытания проводились в условиях отсутствия бокового расши­
рения к компрессионных приборах чашей конструкции |2| Диаметр 
образцов 70 мм. высота —20 мм Влажность грунта в момент запол­
нения колец соответствовала влажное:и грунта при пределе текучести.

Подготовка трех серий образцов с различными физико-механи­
ческими свойствами (плотность, влажность, объемный .-.ес, структурная 
прочность) осуществлялась путем предварительного уплотнения на- 
трузками различной величины. В данном случае одна серия образцов 
уплотнялась нагрузками 0,25 кг,см՝՝ вторая — 0,5 кг.см?, третья— 
0,75 кг гм- в течение 3, 9 и 16 дней соответственно. Нагрузки при­
кладывались ступенями по 0,25 кг см? В каждой серии испытывались 
6—8 образцов.

Так как все образцы перед предварительным уплотнением имели 
одинаковую пористость, то пористость каждой серии образцов грунта 
к концу предварительного уплотнения определялась на компрессион­
ной кривой величиной предварительно уплотняющей нагрузки.

Таким образом, состояние („возраст’) каждой серии образно;- 
-близнецов определялось точкой на компрессионной кривой с уплот­
няющей нагрузкой Р. и коэффициентом пористости г.

Для определения зависимости между напряжениями и деформа­
циями образцы грунта данной серии («возраста1*) параллельно испы­
тывались различными нагрузками. В приведенном здесь случае об­
разцы грунта испытывались нагрузками 0,25: 0.5: 0,75 и ТО кг!см:. 
Нагрузки к образцам прикладывались за предельно короткое время, 
бел удара, на полную величину. Отсчеты брались сейчас же после 
приложения (/ 01 нагрузок, далее через 5, 10. 20 и 30 сек. I, 2, 4. 
6. 8. 10. 15. 30 и 60 .чин и через каждые сутки. Испытание продол­
жалось с 8111֊ 1959 годэ по I4/V1 I960 годэ.

Как и прежде • !, 2|, полная деформация грунта разбивалась на 
мгновенную деформацию и деформацию ползучести

/цел» (О- (1>

Рассмотрим результаты экспериментальных исследований для 
мгновенной деформации и деформации ползучести в отдельности.
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На графиках фиг. 1 приведены кривые зависимости между мгно­
венными деформациями и напряжениями для всех трех состояний 
,возрастов'> т1։ и х֊1, а также кривые зависимости между напря­

жениями и полными деформациями для моментов временя 5 и GO.tv-. 
после начала загружения.

Зависимое!» между напряжениями и мгновенными деформациями 
с достаточной гочностью выражается линейным законом, что же. ка­
сается кривых зависимости между напряжениями и полными дефор- 

Фиг. 1

мацня.мп. то они по сравнению с моментом времени է О претерпе­
вают большие изменения. При -։ кривые зависимости /--/(/О прини­
мают форму буквы 5 с вогнутостью вниз л< /' Հ 0.5 кг ел՝ и вогну­
тостью вверх при Р >0,5 кг ел". В остальных двух случаях указанная 
зависимость при Р 0,5 кРсл- имеет линейный характер, однако пр!։ 
Р>(1.5 кг/ел՝ в случае прямая переходит в кривую с вогнутостью 
вверх, а при она подчиняется линейному закону, т. е. при зави­
симость между напряжениями и деформациями можно анпроксимир ՛- 
вать двумя прямыми с различными углами наклона к оси абсцисс ֊. 
гочкой перелома при Р — 0.5 кг.см՝.

Изменение формы кривой зависимости между напряжениями и 
деформациями в результате проявления явления ползучести зависит 
как от плотности, влажности и структурной прочности грунта, так и 
от величины ступени нагрузки и длительности испытания.

Сравнивая приведенные на графиках фиг. 1а кривые зависимо­
сти / — f(P) (состояние г։) с результатами наших прежних экспе­
риментов 11, 2’, можно заметить, что они несколько отличаются дру։ 
от друга при Р 0.5 кг ел՜. Расхождения, которые имеют место 
при нагрузках Р 0,5 кг ел՝. можно объяснить влиянием струк­
турной прочности грунта на процесс деформирования. В рассматри­
ваемом случае, ввиду несколько более прочных связей скелета 
грунта, чем в наших прежних экспериментах (длительность предва­
рительного уплотнения нагрузками 0.25 кг;см՝ равна 3 суткам вместо 
' часа), перемещение, структурных элементов и частиц грунта дру։ 
относительно друга происходит значительно i]»уднсе. Эго приводит к 
уменьшению скорости деформирования при Р<0,5 кг.см2. При на­
грузках /'>0,5 кг;см2 сравнительно слабые структурные связи не 
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оказывают влияния на ход деформирования и кривая зависимости 
между напряжениями и деформациями имеет обычную форму |31.

В состояниях т2 и тЛ, когда серии образцов-близнецов обладают 
более высокими значениями плотности и структурной прочности, 
форма кривых зависимости между напряжениями и деформациями 
существенно отличается от тон. которая были рассмотрена выше. В 
этом случае при нагрузках Р <0.5 к: հ.Հ: указанная зависимость с до­
статочной точностью выражается лип». :ным законом, т. е. в течение 
рассматриваемого интервала времени, скор» :ть деформирования была 
прямо пропорциональна нагрузке, следовательно деформация ползу­
чести происходила за счет вязкого перем-.п: ՝ння структурных эле­
ментов друг относительно друга. При напряжениях кг/см- в
состоянии ՜ջ, ввиду лавинного разрушения структурного каркаса 
грунта, форма кривой / ~ ДР) соответствует случаю испытания грун­
тов со слабыми структурными связями (относительно действующих 
напряжений), т. с. имеет обычную форму 11. 2]. а п состоянии 
хотя в рассматриваемых интервалах нагрузок имеет место разрушение 
существующей структуры грунта, он переходит в такое новое со­
стояние, где указанная зависимость опять остается линейной, но с 
другим, меньшим, углом наклона к оси абцисс.

.Уменьшение угла наклона к оси абсцисс говорит о разупрочне­
ния грунта в процессе деформирования.

Рассмотрим резул ьгаты экспериментального исследования ползу­
чее։ и серии образцов, испытанных при трех значениях плотности, 
влажности и структурной прочности, а также зависимости между 
напряжениями и деформациями ползучести (фиг. 2).

На правых половинах фигур 2а, 26 и 2в приведены семейства 
кривых ползучести трех серий образцов испытанных в состояниях 
(.возрастах*) -р т2 и нагрузками 0,25; 0.5; 0,75 н 1,0 кг'Фзг. а на 
левых половинах этих же фигур—зависимости между напряжениями 
и деформациями ползучести при трех значениях длительности испы­
тания: I час. I день и 12 дней. Как и прежде [4]. деформации пол­
зучести определялись путем исключения „мгновенных* деформаций 
из общих.

Сравнение кривых зависимости между напряжениями и деформа­
циями ползучести (фиг. 2) с кривыми зависимости I- f (Р) (фиг. 1) 
показывает, что:

1) в случае испытания серии образцов-близнецов с наименьшим 
значением плотности и структурной прочности к моменту загруження 
(состояние ■•՛՛ кривая />:,>ЛЛ =/(/’) сперва {t = 1 час) сохраняет преж­
нюю форму (фиг. 2а) и принимает вил вытянутой буквы S, а затем 
(/ 12 ди.) она принимает форму, характерную для грунтов со сла­
быми структурными связями. При этом начальный участок кривой с 
достаточной точностью ; тирс тспмируется прямой линией;

2) в случае испытания серии образцов в состояниях % и -• сперва 
три ( = 1 час и 1 д-.нь) нарушается прямолинейность участка кри-
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Фиг. 2.



92 С. Р. М'ссчяи

вон / — /(Р) при Р 0,5 кг ем", а затем, по мере увеличения дли­
тельности испытания, она постепенно выпрямляется. При / — 12 сут­
кам зависимость /11илл= / (/->) с достаточной точностью можно вырази ь 
линейным законом (фиг. 2).

Природу формоизменения кривых зависимое!и между напряж 
ниями и деформациями можно объяснить теми же причинами, о кото­
рых было сказано выше, а именно՛

а) При слабой структурной прочности испытываемых образцов, 
под действием сравнительно больших нагрх юк. большая часть де­
формации происходит за короткое время ֊* полным разрушением 
структурного каркаса, после чего грунт :г. рехо.-.и: в такое ебств 
яние, когда деформации протекают очень медленно, только за счет 
адсорбционных деформаций. Иначе говоря, большая часть потенциаль­
ной возможности деформирования грунта по՝ .чанной нагрузкой ис­
черпывается за довольно короткое время. 1;՛ и сравнительно неболь­
ших значениях нагрузок (0.25—0,5 кг ՝см~). разрушение структурного 
каркаса происходит постепенно, медленно. до-тому деформация до­
стигает максимума спустя определенное время. Ясно, что чем меньш՝ 
величина нагрузки, тем большее время необходимо для достижения 
максимума деформации. Можно было полагать что не исключена 
возможность влияния и фактора фильтрации па изменение зависимо­
сти между напряжениями и деформациями в зависимости от ялнтель- 
пости испытания. Однако, как показывают эксперименты [5. 6, 7| в 
самом начале процесса деформирования, в рассматриваемых нами ин­
тервалах времени (/—5 и 60 сек), скорость деформации грунта в ос­
новном обусловлена ползучестью скелета и влиянием фактора филь­
трации можно пренебречь. Что же касается зависимости /;1;л —/(Р) 
при / - 1 часу. I и 12 дням, то и в этом случае, ввндх небольшой 
толщины образца, избыточные напоры в поросой воде к этому времени 
юстигают такой величины, что их влиянием также можно прене­

бречь |7’.
б) При сравнительно прочных связях, по приведенной выше 

причине увеличение длительности испытания сперва приведет к нару­
шению линейной зависимости / ֊ f{P) при Р (‘.5 кг . др вследствие 
проявления структурных |8| деформаций вместо только одной адсорб­
ционной |6| (скорость деформирования при Р — <.5кг ем՞ увеличивается 
не пропорционально по сравнению с Р=(>,25 кг ем-}, а штем умень­
шение скорости деформирования при Р 0,5 кг . зг и увеличение при 
Р ֊ 0.25 кг'см՝ приводят к линейной зависимое։я между напряже­
ниями и деформациями ползучести (է — 12 суткам).

Таким образом, с момента установления линейной зависимости 
между напряжениями и деформациями ползу՛ •՛ п Р ֊- 12 суткам 
дальнейшее деформирование грунтов происходит при сохранении этой 
зависимости. Следовательно, наступает такое новое состояние, после 
которого можно считать, что опять вступает в силу линейная зависи­
мость между напряжениями н скоростями деформации.
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Наконец. рассмотрим закономерности деформирования при че­
твертом состоянии грунта

Для получения нового, четвертого, состояния грунта сперва об­
разцы всех серий были разгружены до 0.25; 0.5 и 0,75 кг.'см" соот- 

н'твенно. Затем нагрузка всех образной трех серий была i.oBc.ien;: 
до 2 юс/, а после -до 3 кг.см" (процесс разгрузки к нагрузки про­
должался с 24 X 1959 г. по 9 11 —1960 г.). После полной стабилизации 
деформации все образцы были полностью разгружены до P — Q, а 
после нагружены до 2 кг;см". Таким образом, перед исследованием 
интересующего нас вопроса все образны находились под нагрузкой 
2 кг/с.«?.

Изложенная выше методика приготовления образцов преследо­
вала цель: во-первых, изучить закономерности деформирования грун­
тов при рл добиться того, чтобы образны были бы
однородными и имели бы одинаковые физико-механические свойства.

Об однородности образцов мы судили путем сравнения дефор­
мации образцов. Например при Р - 3 кг.см' величина деформация 
образцов колебалась от 1,982 и.ч до 2,112 мм Только деформация 
-одного образца достигла 2,212 мм.

Методика исследования рассмотренных выше зависимостей преж­
няя, однако, помимо нагрузок 0.25; 0,5; 0,75 и 1,0 кг см", образцы 
были непышны н нагрузками 1,5 и 2.0 кг ՝смг. Опыт продолжался 
98 дней с 7/III I960 г. по 14 VI 1960 г.

Но графиках фигуры 3 приведены исследования зависимостей 
между напряжениями и деформациями при /=ծ0,30 сек и 98 дней, а 
на фиг. 4—зависимости между напряжениями и мгновенными дефор­
мациями для всех четырех состояний (.возрастов**) грунтов т2, ֊.. 
и -р Хак н прежде, зависимость между напряжениями и деформа­
циями при нагрузках до I кг см" (/ — 0 и 30 сек) линейная. При на­
пряжениях до 2 кг (см- зависимость l — аппроксимируется двумя 
прямыми с различными углами наклона к оси абсцисс (модулями де­
формации) с гонкой перелома при Р — 1 кг см-. вместо Р = 0.5 кг см': 
при т2 и

Таким образом, здесь повторяется го. что имело место при со­
стоянии -л с той лишь разницей, что точка перелома кривой зависи­
мости /—/(/’) переместилась выше

Полученные результаты полностью укладываются н рамки изло­
женной выше природы деформирования. А именно, при нагрузках до 
1 кг!см'-, ввиду большой структурной прочности, деформации во вре­
мени протекают за счет вязкого перемещения структурных элементов 
и чйстиц (адсорбционная деформация). Более значительное увеличение 
нагрузок \Р - 1,5 и 2,0 кг см" приводит к разрушению структуры, 
которая была образована в период подготовки образцов к испытанию, 
грунт переходи в новое состояние, при котором зависимость опять 
остается линейной.
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.Уменьшение угла наклона прямой второго участка кривой зави­
симости / = к оси абсцисс говорит о разупрочнении грунта, а 
сравнение с кривыми других состояний приводит к выводу, что в ре­
зультате разупрочнения, грунт из состоянии -։ перешел в состояние'

Фиг. 3. Фиг. 4

Здесь, как и при -.1։ т. и 'л, отчетливо выделяются две области 
сформирования с разными модулями деформации и факторами ie- 
Ьормнровяния. 13 первой области деформирования за-шснмость / = 7('Դ 
в основном обусловлена адсорбционными деформациями [8]. а во 
второй—струит у рн ыу. и деформация ми.

Рассмотрим результаты исследования зависимости между напря­
жениями и деформациями ползучести образцов-близнецов в состоянии 
Պ|. На графиках фиг. 5 и 6 приведены семейств:։ кривых ползучести и 
указанная выше зависимость при /= 1 мин. 10 мин, I часу, i дню к 
98 дням.

Анализ данных экспериментальных исследований приводит нас к 
выводу, что в данном случае повторяется все го. что было при со­
стоя.шлх I. с измен шиям։:. обусловленными значениями плот­
ности и структурной прочности состояния Существенное отличие 
между кривыми зависимости .— յ (/ ) при от т։, т2 и -;։ заклю­
чается в том, что с увеличением длительности испытания эта зави­
симость никогда не принимает .инейного характера.

В начале процесса деформирования как и прежде:
((իա՜. 2). принимает форму буквы .Տ, ։ затем ври больших / аппрок­
симируется прямой до /' — 0.75 к.челг и кривой при /-՛ > 0,7.5 K2jcMz- 
Форма кривой и — /(/') при Р>0,75 к. гч2 соответствует испыта­
нию грунтов со слабыми струя«урны.ми связями.
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Интересно отметить, что прямая пропорциональность первой об­
ласти (Р С 1,0 кг;см . фиг. 4) зависимости /_/(/■») остается в силе 
и при больших значениях /. с той разницей, что изменяется Гранина 
между двумя областями деформирования. При f = 98 дней переход

Фиг. 5.

из одной области деформирования в другую осуществляется при 
Р= 0.75 нг/ем*. Ясно, что ^то является результатом развития струк­
турных деформации в образцах грунта, испытанных нагрузками 
Р = 1 кг см” и их перехода по вторую область деформирования.

Резюмируя вышеизложенное, можно сделать следующее заклю­
чение:

1. Связь между напряжениями и деформациями образцов глини­
стых грунтов небольшой толщины зависит о г плотности, структурной 
прочности, а также от длительности испытания и величины прило­
женной нагрузки.

2. В зависимости от указанных в пункте I факторов.
может быть обусловлена: а) только структурными деформациями- 
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6) только адсорбционными деформациями; в» адсорбционными и струк­
турны ми деформация ми.

3. В общем случае, когда / - f'Р\ зависит как от адсорбционных, 
гак и о։ структурных деформаций, указанная зависимость разбивается 
на область адсорбционных и область структурных деформаций. Разу 
мсется. что адсорбционные деформации обычно сопровождаются ммк 
роструктурными деформациями, а структурные деформации адсорб 
иконными.

4. При сравнительно слабых структурных связях и плотности 
грунта I 1 дня и Л-= I кг.с.и2), с достаточной для практики точ­
ностью зависимость можно аппроксимировать прямыми. Г-
случае высокой прочности и плотности грунта указанная зависимое^ 
аппроксимируется двумя прямыми с разными углами наклона к осг 
абсцисс. Граница перехода из одной области в другую зависит от 
состояния данного грунта к началу испытания.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 8 IV 1961

и. п-. 11'եսսսւճ

ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ Ь4. ԴԵՖՈՐՄԱՑՒԱՆԵՐՒ ՍՓՋեՀ ե!ԱԾ ԱՌՆՉՈՒԹՅԱՆ 
ՀքԱ ԳՐՈհՆՏՒ ԽՏՈՒԹՅԱՆ b< ՍՏՐՈհԿՏՈհՐԱՅԻՆ ԱՄՐՈՒԹՅԱՆ 

ԱԶԱՏՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ
Ս. մ փ ո փ ո է մ

«.л ղ վ ած ա մ ու it tu ՛մնա սիրված է, կավա № 41 ւէււնտի է ա րա tilth ր ի հ դե ֆոր­

մացիաների միշե եղած սանչէո թլանր /ւեդման մո/մանո/կ կողա լին րնդարձակ֊ 
ման րաղակալութ լան պարմաններում կախված նրա խւոա թլունից, //տրակ֊ 
տոէրա ւ/ւն ամ լաւթ քունիէք և փորձարկման տև ո ղու թ լո ւն ի у:

8т լց Լ տրված, որ՝

I) Լարումների ու դեֆո րմ ա ցիանևր ի միջև եղած աոնչու թքունր, նմուշ­

ների ոչ մեծ րա րձրութ լան դեպքում, կախված ի ղրէււնսւի ւէտրոէ կսււս րալին 
տմրա թ քո։ նիր. փորձարկման ւոե ո nnt թ լո Հհի ց ե բեռնավորման ոատիճանի 
մեծ ու Н}Ոէ V։իղ:

2) 'Ւրանսւի {արա՚մհերի ա դեՏիորմ արիաների մ իջե եղած տոնչոէ իք յանր 
կարոդ Լ պա {մանուկս րված (ինե/' աւ միմիաիհ աղ и ո ր ր ւյ իոն ղ ե՚ի rr րւ1' ա у իւ/ւ^ւե- 
րոէք> բ) մ իմիա [՛!/ ոարուկսսււ րա յին էչեւի ո րմ ա էքիանե րոէք. ե ղ} ադ ւրո րր ղիոն 
ու ստրա կսէւո րալին դեֆ որմարիաներուք;

3^ 1‘նդեանա ր ասմ ամ քւ, երր հիշքաչ աոն չո է. ի՛ք ք ո էն ր կաիէէքտծ ի քինա մ 
թե ադսորրչյի/էն և թե սւորուկաա րալին դեֆորմսւ էյիանևրի tj, ապսէ հքւչլաք 
ս/ոնչրո թ լոէնր րամանւիսմ Լ ե րկու' աղս որրղիոն ղե ՛ի ո րմ ա ղիանե րքւ ա սւորւււկ֊ 
տա ր ալին դեֆ ո րմ ա էք քւ անե րի չրջանների: (-2ի րացաովում ա/դ երկու սւեսակի 
ղեէիորմտրիա՚հերի համատեղ դործոդաթլոՀհր թե մեկ ե թ/i՛ մյուս շր^ան/սմէ

՜^) *^'ր/ոնւոի համեմատարար թ.ւէէ.ք[ ստրուկ/ո ու րա ոՀ/ե՚հալա ղևսւրում, 
երր ւիո րձա րկմ ան ւոե ս ղու թ լուն ր ավելի հ մեկ որիդ, իք/կ / ա ր ված ու թ քան մե~ 

■ ծութլոլնր մեծ չԼ . րան / կդ ոմ՝, ապա լարումների և է/ոդքի ւլ ե ֆ ո րմ աղ ի ut - 
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bZrf»/» մ/էջե 1и]ч։Л Ijurtijti ենթiiiքւկփ՚ւ il Լ ւ[սափն պւենքին: Լակաոակ iflru([niti! 

՜'Ւ՜1"11. '"^ր,>չ"է 1"’՝ք>ր 14»1(ւււյւււյւմււււ)իսւք/ւ Հ ենթալւկփո մ Հհաւուծ տ ւյ ц։)՝ ս/ն րե- 
վեոներքէ մեծա fj րոնր , //^rr/^ni ո1 Հ> jit] աք , որոնր արէյխէնե րի nittn/ity րի

մ ամ բ ունեն ե уч։ !<) է4ւն /znu^>y։A^ անկյո է.նեу •՝
*
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ФИЗИКА

А. Ц. Амагунн Л. Н. Оганесян

Излучения, возникающие при пролете заряженных 
частиц над системой металлических шаров 

или цилиндров

В работе получен спектральный состав излучения, образующе­
гося при пролете с постоянной скоростью г нерелятивистской заря- 

> женной частицы над шаром н заряженной нити над цилиндром. Как 
и следует ожидать из простых соображений. максимум излучения в 
обоих случаях приходится на частоту •>. - ?•/. i / ■ прицельное рас­
стояние. В случае цилиндров излучение носит нзс.гроппын, по поляр­
ному углу, характер. Получены также рормулы для излучения т 
одинаковых шаров (или цилиндров), если известно излучение одною 
шара (или цилиндра). Простой способ получения этих формул, опи­
сывающих интерференционные эффекты при излучении заряженных 
частиц, движущихся через пли над и-риодической структурой. не 
содержит допущения ■<’ Հ с и имеет общий характер.

) 1. Пусть частица с зарядом е и постоянной скоростью ւ՛ проле­
тает над шаром радиуса սՀԼէ. При этом возникает излучение, кото­
рое иногда называют излучением индуцированных на металлической 
поверхности переменных зарядов. Если скорость заряженной части­
цы V с, то запаздыванием поля можно пренебречь и для определе­
ния возникающего излучения можно использовать электростатический 
метод изображений. Такой, естественный в данном случае подход к 
задаче применялся п работе Аскаряна |1|. где рассмотрено лобовое 
столкновение заряженной частицы с металлическим шаром н подсчи­
тана полная энергия излучения. Как уже упоминалось, ниже рассма­
тривается случай пролета частицы над шаром и мы интересуемся нс 
только полной излученной энергией; но и спектральным составем 
излучения.

Отметим, что мы будем предполагать скорость и < с. но все же 
достаточно большой., чтобы иметь возможность считать ем постоянной, 
г. е. пренебречь отдачей при излучении и изменением скорости из-за 
взаимодействия с индуцированными на поверхности шара зарядами.

Поле вне шара может быть получено как՜ поле заряда <?, дви­
жущегося прямолинейно с постоянной скоростью г՛, и поле зарядов 
изображений
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еа ‘ '/1 1Чс’,== — (1.1)
ч

где </-расстояние or заряда е до центра шара у = I /=- ծ-Ր •
Заряд е. расположен в центре шара, заряд —на расстоянии 
д'! _ . г,<7,— от него на прямой. соединяющей центр с зарядом е. При 

движении заряда г из ՛ в <^, переменный ио величине заряд- 
изображение <?., описывает окружность диаметра а'е, проходящую 
через центр металлического шара.

Поле излучения будет определяться зарядами <■,, <՛.. причем, если 
г г, то скорость движения заряда г, будет также меньше скорости 
света и излучение будет носить дипольный характер (а а, где 

характерная длина волны излучения).
Поместим начало координат в центре лара. Пусть частица дви­

жется вдоль оси у, плоскость гоу проходит через центр шара и 
траекторию частицы. Ось ос перпендикулярна к траектории. Частина 
с зарядом е при է — сс находилась на — х. при г = 0 пересекает 
ось с на прицельном расстояния /. Тогда величина дипольного мо­

мента d равна
. Л > eaf-vf . сал1

d., = 0. Հ.= d‘^~ (p'+Vtty- ՝L2)

и излучение в телесный угол d~

1,Դ՝ ; Ж*/( / ) տ1ո"0տ1ո-?)|ժճ. (1.3)

В (1.3) 0 и ~ углы, определяющие направление излучения и. Из 
ОЗ видно, что излучение слабо анизотропно, максимум его при­

ходится на ’> - հ . - 0, а минимум на О ֊ 0,

Интегрируя по углам, получим полное излучение за все время 
пролета

(1.4)

Из формул (1.3. и (1.4) видно, что излученная энергия довольно 
сильно зависит от отнл нения а 7 и при прицельном расстоянии /,’за­
метно превышающем радиус шара с. резко падает.

Частотное распределение излучения определяется по формуле

<//? . = ‘Հ |[ Ժ, п'\ 'd(dd*>, 
ff,4l Г

(1.5)

где d - фурье-компонента от d —֊ j и >>а—точка нэблю-

деиня поля излхчения.
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Здесь Ао и А\—молерннровзнные функции Гаккеля 
Из (1.5) и (1.6 следует:

///: ~ ) sln-<» А,| 'Г)(1 sirrz^l։ri)| ԺԶԺ" (17»

• Jr 8r*2 * * 5n/u I,..//'” 1 ...jfw է I . ,,

2. Рассмотрим теперь случай, когда заряженная частица с по­
стоянной скоростью т» <՝ пролетает параллельно линии центров т 
одинаковых металлических п:а; он Пусть расстояние между центрами 
соседних шаров есть г. Можно показать, что если (ст г1. поле
излучения, возникающее в этом случае есть сумма полей излучения 
от зарядов изображений ■!.!) в отдельных шарах. Иначе говоря, 
при (а!г у 1 изображениями изображений мож о пренебречь. Не­

трудно видеть, что поле излучения Н, возникающее в этом случае.
запишется в виде

dl- 3^-i4v) (M1

Максимум излучения приходится на частот;. 2.2 •՝ 
при 

... 8r?Qeu>։ 
“ ~

при ш w„,.u

где

(2-1

R'" - А*о (k 1) г п = Ro |Հ՚ - I) rcos», 

в—угол между траекторией частицы и направлением излучения п 

(cosH = slnOsIn?). Фурье-компоненты от մ( г*֊ ——■) будут отли­

чаться от выражений (1.6) множителем охр | / ——(1—?cosH) 

и Излученная энергия определится выражением
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е2»^а՛՝
Հ-гЧ՛' к\(v)sln<’°*՛ (V)(1 ՜sirffJsin2?)

/?) cos — r ■ (1 ^sinOsin?)
v ՝ ‘

' ԺԶԺ<0. (2.2)
Д-1

Формулу (2 2) можно переписать иначе

d&? Հ -
ո.. -\՝՝V՝ sin-0 -j- KJ cos'-M) x

sin2
trtWr . լ..

sin2 4“ (1 - PcosO)
Հ 0

ԺԶ<7<՚յ. • 2.3)

Таким образом, излучение в случае с т шарами отличается от 
излучения в случае одного шара множителем

sin*
ты г
՜ 2v (1— 3cos9)

(2.4)
sin՞

который описывает интерференцию излучений от отдельных шаров. 
Обсуждение роли множителя (2.4), характерного для периодических 
структур, приводится ниже.

3. Рассмотрим теперь, с точки зрения величины выхода излу­
чения, практически несколько более интересную задачу о пролете 
заряженной нити над металлическим цилиндром и системой парал­
лельно расположенных цилиндров. Начнем со случая одного цилиндра 
радиуса а. расположенного вдоль оси 2. Заряженная нить с линейной 
плотностью заряда </ также параллельна осн z а движется вдоль осн 
.у с постоянной скоростью г՛ << <՛ в плоскости, отстоящей на расстоя­
нии / от оси цилиндра.

Опять используя метод изображений найдем, что поле вне ци­
линдра создается зарядом инти и зарядами двух нитей-изображений 
</( = ֊ </.— а, причем, нить с линейной плотностью заряда распей Հ 
ложена на осн цилиндра, нить с постоянным во времени зарядом 
7, находится на прямой, соединяющей центр цилиндра с движущейся 
прямолинейно нитью q. а нить находится на расстоянии а2 ЦЕ + 
от оси цилиндра, и при пролете нити q из — ос в 4- ос нить изображение 
ւ/յ описывает цилиндр диаметра if(l, проходящий через ось. Поле из­
лучения создается питью <7, и вектор потенциал ноля определяется 
формулой [2J
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где

v./’-շք I ff /Ь-V^7.
I Jj I -1՛ -• ֊ W J C(t О

(h. (3.1)

Р = I !-v <)“ 1 У ’.г» ./ = Ч.(ОВ(Г» т10(/)),

р v*ft’ 41^1 ՜՜ _! Հտր.' ’

‘‘ր ՜ •<!• ^'y--- fin

Для дальнейшего удобно ввести v ֊ vT ivy и соответственно 
Л Поскольку .мы ищем поле излучения на болынйх (по
-сравнению с радиусом а цилиндра) расстояниях, и. кроме того, շ՛ <£ г, 
ЛОЖНО р приближенно заменить па р0 — |/ №-|-у։՛

Тогда

. л , Г d' 1
9,a1'.| I с-(/ 7,։ (/ + iv-.y -

ОС

2qxazv (' d՜'
՜? ՜ J

F.

I

I • ivt + i---- հ
г

(3.2)

Для фурье-компоненты потенциала имеем

а
.-1 (•••) - J_ ( eUl”f Л (/) di.

— -X

Выполнив интегрирование :ю частям и перейдя в плоскость комплекс­
ного переменного է (в которой контур интегрирования замыкается боль­
шой полуокружностью, расположенной в верхней полуплоскости при 
<и>0 и в нижней пли получим

/I (՛.։•! — 1՝, Հ: 0; .1 (»•)) 0, »՛> <С П,

13.3)

I՛ >|> I
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Учитывая, что о >>. >.= ֊֊.используем асимптотические пазл о-<•>
жения Ьункций I анколя и мн фурье-компоненты магнитного поля
//—- го г Л получим

//.Ци> = //’ ( — и>),

где 0-, • г. .кшму U'UlbHNl угол полярной системы координат. Тогда
для и3.1 учсиля с единицы длины ни и за все up мя фол era будем иметь

dK. t J /Հ.|յ ^dyd*» , f d^dw. • ։• (3.5)

Из (3.5) видно, что излучение изотропно, максимум излучения при- 

холится на частоту «»т։, ~ о/. спектр чкепонеяпнально оорезастся 

при о. г»:/,
Полная энергия излучения с единицы длины нити

Из сравнения формул (14) и (3.6) видно, что в случае пролета нити 
нал цилиндром несколько менее сильно выражена зависимость от от- 

<2ношения — и у. Очевидно, что поскольку линениуь՛ плотность заря­

да можно сделать заметной, в данном случае возможно получить 
сравнительно большее излучение.

4. Пусть теперь заряженная нить пролетает над системой из т 
параллельных металлических цилиндров. Оси соседних цилиндров 
отстояI на г, радиус каждого а и нить, расположенная параллельно 
осям цилиндров, движется со скоростью v <

Поле, созданное изображением нити в k-ом цилиндре на боль­
ших расстояниях от системы будет иметь ин.т

I։» I»-.» ,-----(I >|
//;*՛։«». ?0. у)<=//.<• ՝' . (4.0)

где в пренебрежении, как в ранее, изображениями изображения; 
определено формулой (3 4). а дополнительная фаза обусловлена сдви­
гом времени է ֊* I if' ^'Г и другим расстоянием от Л-го шара 

до точки наблюдения pfj ՝ г (А։ — 1)со$н, где н \ гол ме жду направ­
лением излучения и направлением движения нити. Суммируя поля от от-
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дельных цилиндров и находя общую энергию излучения, получим

d&y^dE
пт

т-1
т 2 У (л/ /с) cos

*■=1

k&f
2֊-(1 -3cosA) (4.1)

или

= dE .
sin- тшг

2v (I ֊ ?cos9)
(4,1')

sin2Ա — 3cosH)

Здесь Ժ/:Հ —излучение одного цилиндра, определяемое форму- 
Л«.

лой (3.5). Сравнивая (4.1), (4.1 Г с (2.2) и (2.3) мы видим, что эф­
фект интерференции от т периодически повторяющихся объектов в 
обоих случаях описывается одним и тем же фактором (2.4). Посколь­
ку при получении (2.4) было использовано только условие !>ф(₽0) тг> 
этот фактор не изменится и в релятивистском случае, когда исполь­
зованный метод изображений не применим. Ясно также, что этот 
фактор не зависит от формы металлических объектов периодической 
структуры.

Заметим, что изложенным выше способом можно просто ре­
шать задачи об излучении, возникающем при пролете заряженной 
частицы над произвольной периодической структурой'. Вся труд­
ность задачи сводится, тем самым, к определению поля излучения от 
одного элемента структуры. Излучение оз т элементов иол учится тогда 
путем умножения энергии излучения от одного элемента структуры 
на фактор типа (2.4). возникающий за счет разности фаз полей из­
лучения. созданного разными элементами структуры. Разность фаз. н 
свою очередь, как было видно из приведенных выше примеров, оп­
ределена разностью времен пролета частицы нал соседними элемен 
там и структуры и разностью оптических путей от этих элементов до 
точки наблюдения.

Остановимся теперь более детально на роли фактора (2 4) в рас­
смотренных выше двух случаях.

а) Пусть общая длина системы «г мала, точнее, пусть

^“’Г (l֊Sc°SH)«1. или (4.2)

Тогда излучение от т шаров (или цилиндров) будет в раз 
больше излучения от одного элемента.

б| Фактор (2.4) будет иметь главные максимумы, пропорииональ- 
Г ные т- и ширину — 1/w при

«էր
(1 - ScosH । = r.k. (4.3)

При заданном угле излучения Й условие на /• будет иметь вид

’ Пролег через периодическую структуру таким же способом рассмотрен 
Г. М. Гарибяном (частное сообщение).
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(4.У)

[Например; полезно выбрать X, соответствующий максимуму в спектрах 
(1.8) или (3.5)].

При заданной X максимумы излучения будут наблюдаться пол 
углами

С0։Н=(у--Ջ֊)- (4Л)
Это условие имеет простой физический смысл |3.4|. Из (4.4) 

следует, в частности, что

II-“I 1. ։4.4')

При заданных р и Х/г, (4.4') есть условие иа порядок максимума k.
Поскольку £<Հ1, k может принимать только положительные 

целые значения.
Нетрудно видеть, например, что при г — X и ? — 1/3 имеет место 

только несколько первых максимумов.
в) Наконец, рассмотрим случай, когда г очень велико

շ; (1 ?cosR)»l.

Тогда из формулы (2.2) и (4.1) следует, что энергия излучения 
от т объектов есть гп раза излучения одного объекта.

В заключение авторы благодарят Г. М. Гарибяна за полезные 
обсуждения.

Физическим институт
АН Армянской ССР Поступила 27 VI 1961
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ԱեՏԱՂ-ե ԳՆԴեՐՒ ԿԱՍ ԳԼԱՆՆեՌ ՍՒՍՏեՄհ ՎՐԱՑՈՎ. ԼհՑՔԱԿհՐ 
ՄմՍՆՒԿՆեՐ ԱՆՑՆԷԼՒՍ ԱՌԱՋԱՑԱԾ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ

Ա Ս՜ Փ II Փ П հ Մ

Ստադված կ մետաղե գնդի առդնող С հաւււււատւռն l!'3^‘"l աս~

ե մետաղե դլանի վրւււլււվ սւնւլնող ղծալին С հաստատտն խաությամր 
//' U ■Բլս ՛է "/“էՍ'4‘1' &*•••< աղա լի] ած Լներղիանե րի սպեկտրալ կազմն ալն դեպ֊ 
քսւմ, երր մասնիկը էլս։մ րսրր շարմվտմ են հաստատան Т1 „ »-սևլլաէ/ւիվիս֊ 
տիկ ա րտզա թ /տմր և / ն չանտ&դա լին Կևոավորէէւթլան վրա։

Ս.ոավելաղտ լն ճասադալթսւէէն чичиդվում Լ (ք) ՝—Т' ! հաէւաիււււ թլամր, 
որպիսին և աւլսւսվու.մ էր ֆիզիկական նկատառումներիդ։ 4'լտնի համար ճա- 
ռաղալթումն իդոարոպ Հ րև եռալին անկլան նկատմամբ։
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Օդւովելով մի կամ ւյլանի ճաո ադա լի1 մ ան րանաձևե ր իրյ, աոսէնոէմ
ենք միանման Ո1 էք՜^էրքեքի կամ 4հաննЛրի դեպքում ււասդաւրսծ ճաոադաւթ֊ 
ման արտահա[инн քժրո ններր:

Պարրե րսւկան ninրnt կւոուրանЛր/ւ վրա [ով )(էЦ քակի(՚ ւսնցնևքիււ սւոաջա- 
էքուծ ձարւսւդաքթմ ան ինտե րֆերենցիոն էֆեկտների նկարադրոդ ւո[ո րանաձե- 
վերն ոաադված ՀՆ աոանց Ղ' ս պա[մանի ոդսւաղորձ ման հ ւրւնեն րնդհա֊ 
նար րնւս[թ:

Л I! 1 Е Р А Т У Р А

Аскарян i Я. Об излучении ускоренно движущегося электрического нзображс 
ния равномерно движущегося заряда. ЖЭТФ. 29. 38». 1955,

2 Смирное. И И. Курс высшей математики, т. II. П1ГТ.1, W. 1951.
3 Smith S. ■/ and Purcell I՛ .If. Visible llglil Ironi iocaiizld suifncr cliarqes moving 

across a grnling. Phys. Re... 92. 1069. 1955.
։ Аматуни A. If,, к Корхма<нн //. Я Излучение заряженной чистины в среде с пе­

риодически меняющейся плотностью. Изв ЛИ АрмССР. серия фнз.-мат. 
наук. 12. № 5. I960.
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АСТРОФИЗИКА

Г С. Саакян и Ч. М. Седракян

К теории гиперонных конфигураций 
звездных масс

В работе |1| было показано, что если в сверхплотных конфигу­
рациях. ранее известных под названием нейтронных звезд [2. 3]. 
плотность вещества более чем в три раза превышает плотность в 
атомных ядрах, го а их .химическом” составе происходят коренные 
изменения. А именно, в звезде появляются гипероны и р мезоны. 
Эти конфигурации звездных мисс названы гиперонными заездами. 
Далее, в работе |4] было произведено детальное исследование вну­
треннего строения гиперонных конфигураций. Было показано, что ги- 
иеронная звезда состоит из трех основных областей: .гилеронного 
ядра", .нейтронного слоя” и .наружной оболочки”. Гнперонное ядро 
состоит из газа барионов, в котором численно преобладают гипероны 
концентрации разного типа барионов величины одикакого порядка), 

имеются также в сравнительно небольшом количестве электроны и 
и -мезоны Нейтронный слой состоит преимущественно из нейтронов. 
Имеются также протоны и электроны, но концентрация их приблизи­
тельно на грн порядка меньше ’концентраций нейтронов. В наруж­
ной оболочке вещество находится приблизительно п таком состоянии 
как в белых карликах, ւ е. состоит пл голых ядер и свободных элек­
тронов, □ у самой поверхности из атомов. Масса звезды в основном 
образуется *а счет илеронного ядра и нейтронного слоя. Что касается 
наружной оболочки. то она фактически не дает никакого вклада н 
массу. Радиус гиперонного ядра больше толщины нейтронного слоя, 
а последняя больше :олщины наружного слоя.

Вопросы о размерах и массе наружной оболочки гиперонных 
звезд не были исследованы в работах |1. 4]. В этой заметке мы чай- 
мемса вычислением этих параметров звезды. Размеры и масса наруж­
ной обл асти могу г быть получены путем интегрирования следующих 
шфференциальных уравнений (3, 4j

d!'_____ (/>֊ у) / 4֊
' г 2 Л \

к
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где л — плотность материи. Р давление, //(г) для рассматриваемой 
области с большой точностью является массой центральной сферы 
радиуса г. с -скорость света, а А։ — гравитационная константа. Эти 
уравнения, на протяжении внутренних областей, возможно интегри­
ровать только численным способом. Однако, в случае наружной 
оболочки положение дел значительно лучше. Здесь уравнения до­
пускают некоторые упрощения, после чего удается найти достаточно 
точные аналитические решения.

Для интегрирования системы уравнений (1). прежде всего необ­
ходимо иметь уравнение состояния вещества. В рассматриваемой 
области звезды мы имеем дело с газом, состоящим из голых ядер и 
свободных электронов. Очевидно, в таких физических условиях плот 
нос-1 ь энергии вещества определяется ядрами, а давление - электро 
нами. Поэтому для плотности энергии имеем

где т и Z соответственно масса и заряд ядра, а Л. — плотност-, 
электронов. Следуя работе |-1|. мы предполагаем, что температура 
звезды равна нулю. Поэтому мы имеем дело с полностью вырожден­
ным электронным газом (вообще говоря эго предположение необя­
зательно).

Пусть р-граничный импульс Ферми щя электронов. Тогда, ввеая 
обозначение

ГП . с
уравнение состояния можно написать в следующем параметрическом

Очевидно, отношение т к Հ должно быть порядка удвоенной 

массы нуклона. Ниже мы примем — где ль,-масса нейтрона.;

Нам остается задать начальные условия. В качестве начальных 
условий следуеч принять

«(/?) —.И, л(/?)-л0. (4)

Здесь R и М-соответственно радиус и масса внутренней сферы^ 
где материя состоит преимущественно из барионного газа (гиперон-
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ное ядро и нейтронный слой). С достаточным приближением [4| эти 
величины совпадают с радиусом и массой звезды, х0 есть значение 

параметра х = на наружной поверхности нейтронного слоя.
тес

Конечно, резкой границы между наружным и нейтронным слоями 
не существует. На самом деле имеется некоторая промежуточная 
область, где порцнальные давления электронного и нейтронного газов 
одинакового порядка величины. В этой промежуточной области кон­
центрация нейтронов заметно превышает концентрацию электронов. 
Масса и размеры се даже больше соответствующих величин для на­
ружной области. Ниже, в качестве границы между нейтронным и 
наружным слоями мы будем подразумевать ту поверхность, на кото­
рой порцнальные давления электронного и нейтронного газов равны

Я=РГ (О)
Решив уравнение (5). получаем, что на границе раздела нейтрон­

ного и наружного слоев концентрация нейтронов .V,. 5,3-ИРЧ-л՜3.
а концентрация электронов Ne^z 10л1с.и 3. Этой концентрации элек- 
ронов соответствует граничный импульс Ферми ср - 1.3 мег. Следо­
вательно, х0 2,6, давление — 4,91- 1О’-։ эрг. см ■ и плотность энер­
гии р0 — 3,13-102“ эрг. см՜ \ Исходя из начальных условий (4), мы долж­
ны уравнения (1) интегрировать до расстояния г = Ջ ' /, где давление 
обращается в нуль Р(/? 4-Z)-=• Q. Тогда полученное значение Z буле՛, 
толщиною наружного слоя, и (R 4- /) массой всей звезды.

Уравнения (1) легко интегрируются, если учесть, что в рассма­
триваемой области звезды

Р ч р, ր3/> <г и. 
с-

Введя обозначение // .П—г’и отбрасывая малые члены, уранне- 
кие (1) мы можем представить в виде

dP г0 Мг) б)
dr 2 r{r֊rn)

<» Wk
где г0— ՜'---- гравитационный радиус звезды. Укажем, что плевой

сг
части второго уравнения //(г) заменено через час--у заезЖЫ М. что 
является хорошим приближением.

Подставив выражения плотности энергии и давления из (3) в 
(6), получим

./.V Ar„ (1 i .֊.
dr 16Զ at (г — r0)
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где
.4 - 64 — л,—l.78-iO=" ярг.. и : В= 4 К 6,04- 10s՜яр.- •<՝.«֊

3 те 3

Интегрирование второго уравнения лает

-Д- In Հ1- Գ У—In/ 1 ֊Ո • (8)
165 \ R ' \ R Л

Таблица i
НзиСояее важные параметры гиперониых конфигурации звездных часе, 

состоящих из идеального газа элементарных частиц

Мо'| 1 Л!,"- ДА! г 7? /г. и 1.ч .(()) г/сж3| А) • । ДА! г Л? км | / .и

1.0 10'» и. 306 3.14 КГ 21.1
3.62 10|г [l).45u 6.4 । 10՛

9.!и 54.5
2.2-1 10м 0.411 1.27 |О: 18,4 261,6 8,29 Ю|<։ 0.329 5.63 10՜ 8.14 60Л

3.62 Ю" 0.400 6.27 10 • 16.II 174.3 3,45 1<> ՜ О.Г4 4.38 10՛ 6.93 65.2
6.6 11)" 0,г&7 2.38 10" 14.6 116.8 1.15 10" 0.177 8.61 10՛1 7.63 104.5
2.34 Ю1» 0.634 9.17 10" 11.0 54.0 3.39 10" 0.220 2.52 10" 10.5 161.5
5.92 10»'
1,09 10"

0.578
0.519

7.7 10:»
бЛИ: К)"

10.3
9.63

52.1
■1 ...

» 'о.324 2.08 10" 11.1

TafL

117.9

)1/ца 2
Наиболее важные параметры гкпероиных конфигурации звездных 

состоящих из реального гада элементарных частиц
масс.

цо) | -ՎՃ AAJ R КМ | ЦО) г си1 AJ/0 | АЛ!.՛ R км 1 м

1,12 10’5 11.715 1.92 10՜ • 12.2 58.3 1.3Տ 10՛՜ 0.573 I 1.62 10"
4.5 5.71

1.14 10‘а 0.760 1,04 Ю" П.7 49.8 5.16 10" 0.666 2.07 10-= 4.79 6,92
2.36 10" 0-860 4.13 10" Ю.О 29.5 1.61 10"’0.670 2.44 1(1« 4 9 7,25
1.31 10’» 1.007 1.16 10" о 14.5 7.25 Ш" 0.686 2.41 10" 4.93 7.11
1,07 UP" 1 ,02ft 1.77 10- 0,4 4.2 1.55 10"'0,666 2.41 10" 4.93 7,11
5.75 К)’0 0.847 1.38 10" 1.77 4.35 2.88 10" 0,686 1 2.41 10 4.93 7.11
9.68 10" 0.777 1.45 10" •1.67 4.86 со 1о.690 2.43 10" 1.95 7.08

Формула (81 вместе с (3) определяет законы убывания плотности 
энергии и давления как функции расстояния г. Подставив в (8) х — 0 
и г " R 1. мы находим толщину наружного слоя

где

I-------- -----------------------------------------------R. (9t
1-(1-ЛМехр|й(| х’4 1֊1)|

О =■- -— = 5.44-10 ՝. 
А

В частности, при .vc = 2,6, имеем /)(| л? -- 1 - 1) ^0,001 н, 
следовательно.
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0.001
ru:R — 0.001 (К-Те).

Перейдем հ вычислению массы наружного слоя. Из уравнений 
(7). исключив dr. находим

dv (10.

Здесь возможно дальнейшее упрощение. В области интегриро­
вания 0<а'<х0, множитель г1 (г /-^изменяется достаточно мед- 

.V4ленно, тогда как — испытывает большие изменения. Поэтом v 
|

при оценке значения массы наружного слоя ձ/И, мы можем медленно 
меняющуюся функцию г3 (г г0) заменить ее средним значением и 
вынести из-под интеграла. Тогда, после интегрирования, получим

V-/? __ _ ____
гЗ(г։_Го|Ц>(2л; 3)1 Л|>4 1+31п(л-0 • I ж$+1)}. (Н)

где rt= R -г / 2 среднее значение г.
В таблицах I и 2 приведены наиболее важные параметры типе- 

ронных конфигурации, состоящих из идеального и реального газон 
барионов. В них c(<J) = г>(0) » 1 есть плотность массы в центре звезды. 
Значения радиуса R и м .г- ы .17 барионного ядра (т. е. центральной 
сферы, охватывающей гншроаное ядро п нейтронный слой) взяты из 
рабош |4|. Массы конфигураций даны в единицах массы Солнца, а 
массы наружных оболочек—:։ граммах.

Авторы признательны академику В. Л. Амбарцумяну за ценные 
замечания.
Ереванский государственный

университет Поступила 3 VII 1961

*։-. О. Uiuhitil|iiuG. 'Խ. U*- Սեդւ-ւսկյսւհ

ԱՍՏԴ_ԱՅհՆ ՋԱՆԳՎ-ԱԾՆեՐՒ ՃՒՊեՐՈՆԱՅՒՆ ԿՈՆՖհԳՈհՐԱՑՒԱՆհՐՒ 
ՏեՍՈհԹՅԱՆ ՏՈՏՐՋԸ

Ա 1Г Փ II Փ П I» (Г

Աշխատա [d քան մեջ հետազոտված Լ աստղալին զանգվածների հիսլերո- 
նալին կէէնէիիգա րագիաների տ րտարին շերւոր: ինտեգրված են հավա սարակշոա - 
ի լան հտվւււոուրաէքհերր արաայվւն շերտի համար։ Ւնտեզրման հեւոեանրււվ 
ստուգվել են' ճնշման ե Լնե րզիա լի իւտու ի}լան նվազման օրենքները, ինչպեււ 
նաև արտարին շերտի հտստա թլունն nt զանգվածրէ

1Լրտա։րին շերտի հտոտա Rրո֊նր իզ.ե՚ււլակա')/ բարիոնալին ւքազիէյ րտզ- 
կազած կոնվէիզէււրաղիւսների համար զտնէքտ մ !; -iO-իքւ մինչև ւ) ստհման- 
հ։.Известии ЛН. серии Физ.-м.л. илу» .v
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նհրում. իսկ tihiuf րարիոնալին էյս/էյիք] բաղկացած կււնւիիղաւ ршցիաների հա­
մար' 5-/>_7 մինքև (>() (Г uui~.ilաննեрииГ:

1Լսաղի աքդ շերաի ղանպվաձր, հաւէ եմատած ամրորքՀ էյքՂւՏի րա ՛/ [՚,։1//’
ւքանւքւքած ի հես/, չա փա if iu'li Q ւխւՀւր Հ- ալն 1Ս--— էՕ~՝ <] կւսքրյքի յ՚Ա՚կ Լք
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АСТРОФИЗИКА

В. А. Сапамин

Об одной возможности увеличения избирательности 
интерференционных радиотелескопов

Одной из основных характеристик радиотелескопов является сте­
пень их избирательности, т. е. возможности разделения близких 
источников и точного определения их координат.

На более коротких (сантиметровых и дециметровых) волнах вы­
сокая разрешающая сила в основном достигается прямым путем за 
счет увеличения размеров антенн радиотелескопов. На длинных вол­
нах прямой путь увеличения разрешающей силы ограничен техниче­
скими трудностями строительства антенн очень больших размеров и 
высокая избирательность достигается косвенным путем, применением 
интерферометров различных систем.

В данной работе предлагается новый метод, который позволяет 
при заданных размерах антенны и базы радиоингерфероме ра значи­
тельно увеличить его разрешающую способность.

Основная идея этою метода заключается в том. что прежде чем 
суммировать сигналы от двух антенн радиоинтерферометра, их пред­
варительно усиливают, затем с помощью многократного нелинейною 
преобразования их возвышают в степень, после чего только сумми­
руют на входе приемника.

§ 1. Анализ метода

Пусть две антенны радиоинтерф» рометра расположены на рас­
стоянии „О" вдоль линии восток—запад, приемник помещ< л в сере­
дине между ними. Для простоты предположим, что обе антенны на­
правлены по меридиану и остаются неподвижш ми. а источник ра­
диоизлучения совершает свое видимое суточное движение и проходит 
через плоскость меридиана.

Обозначим напряжение сигнала источника радиоизлучения на 
входах антенн радиоинтерферометра соответственно через комплексные 
функции:

Հ = Е , L\=ЕI ,

где £ (S i — функция, зависящая от интенсивности радиоизлучения 
источника и диаграммы направленности антенн, о0—круговая частота
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сигнала, О - угол между направлениями на источник и плоскостью 
меридиана. ? —характеризует разность фаз между напряженностями 
полей, создаваемых источником в антеннах радиоинтерферометра, 
обусловленную разностью хода для двух антенн и выражается фор­
мулой

Դ-j)
?=֊ sin 6. (1.1)

Ло
Здесь к - тля на полны.

Если считать, что электрические длины кабелей от каждой ан­
тенны до приемника одинаковы* то напряжение на входе приемника 
от поступающей монохроматической волны, в обычном случае интер­
ференции. выразится суммой

Ճ֊±2 = /зиО)1И
Когда входной прибор приемника реагирует, как это обычно бы­

вает. на мощность, то показания его Р(0) будут пропорциональны 
величине

= -I £-2 -=2Р։<|>о(0) [1 -i- coss|, (1.2)

где /Д — мощность, которая попадала бы в приемник от одной экви­
валентной ненаправленной антенны, Фо(6) функция пропорциональ­
ная произведению характеристик направленности антенн.

Шири ia лепестка интерференционной картины б. т. е. угловая 
ширина между двумя последующими максимумами, выражается фор- 
му лой

, (1.3)
I) C0s6 COS*

где о —склонение наблюдаемого источника.
Допустим теперь, что после предварительного усиления сигналы 

от обеих антенн радиоинтерферометра прежде чем их суммировать 
пропускаются через идентичные нелинейные четырехполюсники, в кото­
рых они путем многократного преобразования возвышаются в .V сте­
пень. Тогда напряжение сигнала на входе приемника выразится фор- 
м у лой

£,v =£i“+ £*’ = £i»v(l +coseAV’ )/'"'•'

Для выходной мощности сигнала после аналитического преоб­
разования получим

/’Л1О)=Ф,(И)[1+cos.V9|; ф, = |/>օՓօ|Հ (1.4)
Для значения ширины лепестхов интерференционной картины 

будем иметь

’\.= ֊— ?0------- ֊ " • (1.5)
D:\ cosO coso .V
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Из формул (1.4) и (1.5) следует, что:
а) После, вышеуказанного преобразователя выходная мощность 

сигнала становится пропорциональной не произведению характеристик 
направленности антенн рядиоинтерферометра, как и в обычном случае 
интерференции, а зависит от Х-ой степени этого произведения. В 
результате этого резко усилится центральный максимум диаграмм, что 
эквивалентно сужению резуль­
тирующей диаграммы направ­
ленности антенн радиоинтер­
ферометра.

Связь между углами 
0о и соответствующими 
уровню половинных мощно­
стей нормированных характе­
ристик направленности Фв и 
ՓԽ можно определить из соот­
ношения (см. фиг. 1) Фиг. 1.

Փօ^) = Փւ(Ծ։) = |Փօ(6,)|Հ

В частности, когда основная диаграмма направленности прибли­
женно выражается через косинус, то при достаточно малом значения 
О, (или больших A'j это соотношение выразится формулой

sin%, 
I .V ■

1. е. при заданной начальной диаграмме направленности антенны ши­
рина результирующей диаграммы обратно пропорциональна корню из 

числа А՜, на которое умно­
жается частота основного сиг­
нала.

Кривая зависимости угла 
fl։ от Л' приведена на фиг. 2 
Ее крутизна уменьшается в 
сторону больших Л՜. Следо­
вательно, более эффективное 
сужение диаграммы имеет 
место при небольших значе­
ниях Л’.

б) Ширина лепестка ре- 
з ул ьт и р у юще н и ։ ։те р ф е ре н - 
ционной картины уменьшается 
в А՛ раз по сравнению с ши­

риной лепестка данного интерферометра. Это обусловлено так же тем, 
чю՛ при заданной базе радиоинтерферометра, для кратной волны скорость 
изменения фазы сигнала, принимаемого отдельными антеннам», больше. 
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чем у фазы сиг՛;.:. основной волны. Соответственно увеличивается 
скорость прохождения лепестков интерференционной картины.

Оба перечисленных результат а преобразования, фактически, при­
коли։ к повышению разрешающей способности интерференционного 
радиотелескопа.

§ 2 О практическом осуществлении предлагаемого метода

'֊'лобы возвысит։. сигнал в .V-ую степень практически достаточно, 
пос.: ՛ каскада предварительного усиления, прибавить каскады, рабо­
тавшие к режиме умножения частоты, г. е. в нижней нелинейной 
части характеристики лампы. Если. в частности, характеристика ка­
скад:։ квадратичная, то на сто выходе сигнал будет пропорционален 
ква.-,раг_у приложенного на входе сигнала. Если вместо одного каскада 
использовать /г таких последовательных каскадов, то сигнал может 
был. возне дсп в V степень, определяемую из соотношения

.V=£* fc = J.2..... (2.1)

P15yM.eeIся, между двумя преобразующими каскадами (скажем 
(р I) и р| нужно произнести усиление сигнала с помощью резонанс­
ного усилителя, настроенного на частоте /?»՝0 (р 1. 2,՛--). Усиление 

этих каскадов должно быть достаточно большим, чтобы шумы, вно­
симые последующим преобразователем, были возможно малы.

§ 3. Некоторые замечания

!. Предлагаемый метод пригоден также для радионнгерферо- 
.метра с переключением фазы. Однако, в этом случае, для изменения 
фг ’֊ы сигнала иодном плече рзлиоинтерфер! метра на 180, нужно 
меня-ь его длину не ։։;՛. л0'2 как в обычном случае, а па величину 

где \,— длина применяемой волны до преобразования.
Переменная составляющая выходной мощности в этом случае 

бу iei определяться формулой

/<л 4(P0<։>։(^rVeosA'?. (3.1)

J Оьиг лный выше способ .сужения“ диаграммы՛ .т.1 теплы радио- 
интерферометра пригоден также и для радиотелескопов с одиночными 
антеннам՛.!. В статье этот вопрос иг обсуждается в общем виде только 
потому, ’г։՛: применение ыого метода более эффективно в случае 
приема радиоизлучения на длинных волнах, на которых, в основном, 
применяются радиоинтерферометры различных типов.

3. В процессе вышеуказанного преобразования будут подав­
ляться сигналы, принимаемые по направлению боковых лепестков 
диаграммы антенны радиотелескопа. Например, для синфазной антенны, 
состоящей из 8-ми элементов, расположенных вдоль одной линии, 
интенсивность первого бокового лепестка по мощности составляет 
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около 4% от интенсивности главного лепестка. После выполнения 
же. скажем, однократного преобразования. интенсивность будет со­
ставлять всего 0,6%. а при двухкратном преобразовании—0,00025%.

4 Предлагаемый метол может оказаться очень практичным, 
когда одно и то же зеркало антенны используется дли приема сигнала 
на различных длинах волн путем смены системы облучения. В этом 
случае основной приемник, фазопереключающее устройство и различ­
ные согласующие элементы можно без изменения использовать для 
приема сигналов различных длин волн. Например, если основная 
приемная аппаратура работает на длине волны /0. го последовательно 
настраивая пписмнук> антенну на . липу ноли 2/Ն. Ро. и соответственно 
добавляя 1.2 - каскадов квадратичных преобразователей, ее можно 
без изменения использовать для приема сигнала на «тих кратных дли 
нах волн. Задача более упрощается когда антенна сама широкопо­
лосная.

5. При каждом преобразовании будет меняться отношение шума 
к сигналу, как <ю имеет мести при любом преобразовании частот. 
Этот вопрос, разумеется, требует самостоятельного исследования. 
Однако, можно сказать, что если производится достаточно большое 
предварительное усиление на основной частоте УВЧ. го шум-фактор 
всего тракта в основном будет зависеть от и:ум-фактора предусили­
теля. Кроме того, когда вопрос относится к приему сигнала, мощ­
ность которого превышает порог чувствительности, отнесенной к 
входу усилителя первой основной частоты ia на практике радиоастро­
номических наблюдений мы чаше всего имеем дело с такими сигна­
лами). то можно показать, что в процессе выше у кззаного преобразова­
вши отношение- шума к сигналу не только не ухудшается, а. па.-г'юрот, 
может улучшаться, если шумы, вносимые самим преобразователем, 
не велики

G. Применение указанного г ^образования сигнала открывает 
новые возможности для измерения угловых размеров космических 
источников радиоизлучения Для этой цели, вместо обычно приме­
няемого радноннтерферимегрз с переменными базами, можно исполь­
зовать радиоинтерферометр с постоянной базой, но производить раз­
ное число преобразований сигналов

Бнфлканскйя лстрофнзиче кая обсерватория
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Մեթորյի հիմնական ոկէլրունրն. ալն I՜, որ ին ահ ր!ի էր ր tt tiե tri ր ի անտենա­
ների ընցունսւծ ազդանշաններր • նաիւ րս>ն նրանց ւրււ մարելր. it» զծալին _րա- 
ՈԱէրեե էէների օւյնոէ թ րււմ ր \ աււսւիճտն են բարձրացնում , ilium զա մ ա րփ“ մ 
ցնդունի>ի մաn< րա յ, Ար մ ամ անակ ա զւլ ill'll ?տն ft ա մ սլ j իտո։ զուն , որբ 
մաաական Լ ւււն ահ՚հա/ք> ո t րյրյվէսծ ttt թլանր, ,\ աոտիճան / րարձրու էրք ա t! , խմք 
ֆ աց անԼ ր ft Шш րրև րա [d րէւնր, ո ր ր կաքաքսէձ Լ' Հ»ա n ա էք ա • քմ п г/ ացրրէէրի անէ/էե* 
նաների նկատմամբ ունեցած րաղմապատկէքււլմ Լ ,\-ուք: 11րււլհւ>

հևտևանր անահնանե րե կկւք խք ա/Ь՝)! т դխսցրամը նեղանւոմ /, J անէլամ,
իէէկ ինա ե ր ֆ հ ր հ նցիո ն պատկերի թերթիկի լա/ն ութ րււն ր՝ \ անցամ

1Լրւիո մ են ւյ իտոցու թր/էննե ր ,րնն ա րկվո ւլ tl ե թ ո էլ ր ո ա ւլ ք։ ։ւ ա и >/ր ւլ ա րլ ի ա ական 
րյիւոումերի համար կիրսւոերււ հնւորւսէքորոլթլոլնների մասին:
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АСТРОФИЗИКА

Г. Л1. Товмасян. Р. К. Шахбазян

Об отождествлении космических радиоисточников

§ 1. Введение

Со времени открытия дискретных космических источников радиоиз­
лучения проблема отождествления с оптическими объектами и выяснения 
природы радноисточников продолжает оставаться одной из важнейших в 
соврем о н н о и радиоастрономии.

ИзйССтно, что существуют Ща класса рад-юисточников 11 ]. К 1 клас­
су относятся протяженные радиоисточники, являющиеся, как правило, 
членами нашей Галактики и расположенные вдоль плоскости Млечного 
Пути. Из них к настоящему времени отождествлено всего десять радио- 
источников |2, 3]. Это остатки сверхновых I и II типов, например, Крабо- 
видная туманность, туманное ։ь в Кассиопее (радиоисточник Кассиопея-А), 
Волокнистые туманности в Лебеде и др. Многочисленные радиоисточники 
класса II. вопросу отождествления которых посвящена настоящая рабо­
та, равномерно распределены но небу и, поэтому, вполне вероятно, что 
эти ралноисю'шики имеют внегалактическое происхождение (за исключе­
нием некоторых бодсс протяжен ныл объемов, которые могут принадле­
жать сферической ւоставляющей нашей Галактики). Однако, пока лишь 
только очень небольшое количество этих радноисточников отождествлено 
с Определенными галактиками. Основной трудностью является йСс еще 
низкая точность определения координат радиоисточников.

Произведенные отождествления показали, что очень мощными радио- 
нзлучателями являются пекулярные галактики: двуядерная галактика в 
.Лебеде, интересные галакшки в Персее (NGC 1275) и Центавре (NGC 
5128), замечательная галактика в Дев։՛ (NGC 4486) и ф., а также тесные 
двойные и кратные системы эллиптических галактик [3, 4]. К настоящему 
времени с пекулярными и тесными ткойнымн галактиками отождествлено 
около двух десятков радноисточников (3, 5. 6]’. Отношение мощности ра 
дноизлучсния к .мощности оптического излучения пекулярных галактик 
порядка 10 ՝, в случае .'1ебсдя-А это отношение близко к единице [7]. 
Нормальные ։ злак тки типов S։. и Sv имеют небольшую радионзлуча- 
тельную способность. Для них отношение радио и оптического излучений в

* В стадии окончания настоящей работы нами была получена статья Миллса 
|3б|. в которой приводи сен еще около двадцгги отождествлений с тесными двойным։*  
Е галактиками.
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тысячи раз меньше, чем у пекулярных галактик. Одиночные нормальные 
галактики Տօ и Е являются еще более слабыми радиоизлучателями [8, 9].

После отождествления Бааде и .Минковским интенсивного радиоис­
точника .Лебедь-А со слабой двуядерной галактикой ими была высказана 
гипотеза, ио которой мощное радиоизлучение галактик объясняется слу­
чайным столкновением двух галактик [10]. В. Л. Амбарцумян в ряде работ 
[И. 12. 13] подверг критике теорию случайного Столкновения и предложил 
гипотезу деления галактик. Согласно В. А. Амбарцумяну, мощное радио­
излучение возникает при бурных нестационарных процессах, имеющих ме­
сто при делении ядра галактики или выбрасывании из него некоторой 
массы и последующем удалении вновь образованного ядра или сгустка 
через первоначально существующую галактику. Именно этим объясняет­
ся наличие интенсивного радиоизлучения у радиогалактик Лебедь-А, Цен- 
тавр-А. Псрсен-А и др. В случае радиоисточника Дева-А непосредственно 
наблюдается вопрос из ядра NGC 4486 вещества в виде струи, содержа­
щей сгустки, причем большая часть радиоизлучения ассоциирована со 
струей [14]. Существенным в этих представлениях является то, что радио­
излучение возникает как результат активной деятельности ядра сверхги­
гантской галактики на некоторых этапах развития этого ядра.

Как известно, большинство галактик, и в особенности галактик, об­
ладающих высокой светимостью, входит в состав скоплений галактик. С 
другой стороны, все те пекулярные галактики, которые уверенно отожде­
ствлены с радиоисточниками, входят в состав довольно заметных скопле­
нии в качестве самого яркого или ио крайней мере одного из самых ярких 
членов соответствующего скопления.

Приведенные соображения говорят о том. что при отождествлении 
радиоисточников класса II естественно искать соответствующие оптиче­
ские объекты в скоплениях галактик. II если верно, что процессы выброса 
галактики-спутника или выделения из ядра галактики некоторой массы 
сопровождай гея интенсивным радиоизлучением, го следует ожидать, что 
на месте радиоисточников будут обнаружены пекулярные, а также тесные 
дюнные эллиптические галактики, занимающие преимущественно цен­

тральное положение в скоплениях галактик.
В силу изложенного, целесообразнее к решению задачи отождествле­

ния радиоисточников подойти иным, чем принято, методом, разделив про 
:.е. с отождествления на две части: I) отождествление радиоисточника со 

скоплением галактик и 2) выделение того члена скопления, который яв­
ляется ответственным за радиоизлучение. При таком поэтапном методе 

тождег г.теиия возрастает уверенность в правильности произведенного 
•тождегт влепит:. хотя выделенный член скопления может иногда и не сов­

падать точно с радноисточником. Причиной этого может быть, как было 
отмечено, низкая точность определения координат радиоисточников. Од­
нако возможна и другая причина. Известны случаи, когда изображение 
радиоисточяика заметно отличается от изображения отождествляемого с 
ним оптического объекта. Например, радиоисточник Лсбедь-А. отожде­
ствленный с объектом, имеющим протяженность около 30", состоит из
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двух дисков по 40". удаленных друг от друга на расстояние около 90" 115]. 
Не вызывает сомнения отождествление радноисточннка Центавр-А с 
NGC 5128. Однако, если оптический объект имеет протяжение в 31 . то 
радяоисточннк содержит две симметричные массы, в которых сосредото­
чено 75% радиоизлучения, и центры тяжести которых удалены друг от 
друга на 4°. что при расстоянии в 6-10*  парсеков соответствует 4 1()а 
парсекам |П>. 17). Центральная область также имеет сложную структуру, 
состоя из двух сгущений по 2.5 на расстоянии 5՜ друг от друга (18). Пол­
ное протяжение источника порядка IO' парсеков, что больше, чем таим- 
ные расстояния галактик в скоплениях По недавним наблюдениям Гюл 
тона (19) исшчник Геркулес-А ото/. :н!։ш!1сск.ой ги.» .1 ктико»։

• /7[>н.1Ь-н։нис որս кор ректи ро»кг Вилли im.-, lw-хмрст и .kr.ni 82....
19611 отожлестн ։лн радиоке։очник Геркулес —А схмгтоищий ’• ли՛-՝ компонент почти 
одинаковой h.ui'Hchbhocth լ A BoKhot. 13 lh Gene- A»֊-inbh՛ URSI. London, I960), 
с двойной галактикой 1в-й пелнчнны Расстояние исж:у компонентам»։ около-100 кис-

♦* В отмеченной работе Миллса |3б] произнесено около полусотни огожассгнлс- 
ннП pWioMcrowiKon со скоплениями гал. кгкк бе? >:• >։։>;;»сх։։<>։<• указания 1.1л.)кгнкн> 
огпстстиенкой и» раднотмдх чснис.

и протяженность несимметричного по отношению к галактике радиоисточ- 
ника порядка взаимных расстояний между галакгиками в скоплениях га­
лактик. В лом случае центр тяжести радиончображения не ciinna.i.iei с 
центром оптического изображения’ Помимо »гого имеются отдельные, 
правда неподтвержденные, указания на такие случаи радиоизлучения от 
скоплений галактик (20. 21. 22)“. когда интенсивность рздяои изучения 
скопления больше суммы интенсивностей радиоизлучений нормальных га­
лактик. СПСГЯВЛН1О1ЦИХ скопление (20]. По-видимо.му »то может быть обь 
яснепо протяженными гало пекулярных галактик типа Цен тавра-А

§ 2. Отождествление радионсточников со скоплениями галактик

В настоящей работе отождествление ралиоисточниког. II класса с 
индивидуальными галактиками проведено двумя этапами ни основе ис­
следования связи радионсточников со скоплениями галактик. Вначале мы 
попытались исследовать статистически вопрос о реальности физической 
связи между радиоисточннкзмя и скоплениями галактик к уже потом, 
после доказательства наличия такой связи, были предпопняты попеки со­
ответствующих объектов в скоплениях галактик, ответственных за радио­
излучение. Для решения поставленной задачи были использованы ката­
лог скоплений галактик Абеля (23) и сиднейский (MS Ж 121) ՛ два кем­
бриджских (24. 25). (2С и ЗС) списка радионсточников. Для уточнения 
координат радионсточников третьего кембриджского обзора неба были 
использованы также работы Элсмора и др. |ERL) (26) и Харриса и Роберт­
са (HR) (27).

Поскольку мы задались целью произвести отождествления ридноие- 
точиикон II класса, то нз списков радионсточников были исключены ра- 
дноисточники. расположенные вдоль плоскости Галактики и были рас-
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смотрены только тс. которые находились вне этой плоскости. Границы 
исключенной из исследования области неба изяты те же. которые даны 
Абелем [23] для области ненадежно определенных (из-за высокой плот­
ности звезд и наличия большого поглощения) .'коплений галактик. Гра­
ницы исключенной области вдоль Млечного Пуги приведены в табл. 1.

՛•

О’—Ю +40
ю- со • 35
60 -ISO • 25

150-210 30
210-360 + 40

Габ I

*

1, -1, -35
80—160 -30

160-200 _ 25

200- 340
340 360 35

Таким образом, распеределение радиоисточников и скоплений галактик 
было исследовано в общей для радиоисточников и скоплении галактик 
области неба (от а = ОО'1 до а ֊ 2-Г' и от о = —27 доо= + 83՜) за вы­
четом указанной выше полосы вдоль галактического экватора. По­
верхность рассмотренной области несколько больше 13000 кв. град.

Помимо исключения из списков радиоисточников тех из них. которые 
могли принадлежа ib i классу радиоисточников, были исключены из рас­
смотрения также н слабые, ненадежные радноиеточники. После произве­
денного отбора в исследованной области неба оказалось 135 радноиеюч- 
ников сиднейского списка, мощность радиоизлучения которых utirie 
20-10 '"нитт гц~'м '. Реальность этих источников установлена Ар­
чером и др. |28|, а также Эджем и др. |2о| в результате сравнения 
сиднейского списки с третьим кембриджским списком радиоисточников. 
Из второю кембриджского списка было отобрано 102 радиоис.точпика, 
попадающих в исследуемую область и имеющих мощности выше 
40-10 "ватт гц ■ -.На большую реальность таких источников ука­
зано в г< у. же работах [28. 29|. Из списка 2С были исключены также 
те ралпоиггочннкн. Ошибки измерений которых л.яачнт-’ЛЬ”О прево­
сходили средние ошибки измерений Из списка ЗС в исследован не вклю­
чено 153 ри.тяопсточпика с моша; ..՛ • 10-10 ՜" tfii/n/W гц ՝.՝: ?.
Нижний предел мощности наложных г -гопников указан как самими 
авторами обзор;։, гак и Костейном и Смитом |3՚՚Հ

1.5 результате всего -лого для наших исслс говаиий мы получили неко­
торый рабочий каталог относительно интсн1.'ивных и сравнительно досто­
верных радионсточпико’’,, содержащий 390 объектов.

В каталоге Абеля нее скопления галактик подразделены на 7 групи 
по расстояниям. Расстояния скоплений ипределяи л по видимой пели-ini:՛- 
десятой по яркости газик «пни каждого ’ков.ищия. По причине трудности 
обнаружения скоплений при их большой близости а нижний предел рас­
стояний скоплений, включении-՝, а каталог, ирщ -п.՛ расстояние скоплений.
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звездная величина десятого по яркости члена которых равна 13 ՀՅ. 
Верхний предел расстояний ограничен предельной звездной величиной па- 
ломарских карт (20") Мы ограничились более близкими яркими скопле­
ниями, вплоть до пяго.1 группы скоплений Абеля включительно. Звездная 
величина десятой по яркости галактики скоплений этой группы находится 
в пределах 16'. о —17’2. Число использованных в нашей работе скоп­
лений галактик равно 1215.

Для выяснения наличия физической связи радиоисточников со скоп 
лениями галактик подсчитано количество совпадений радионсточников го 
скоплениями галактик и вычислено математическое ожидание совпадений 
при допущении равномерного случайного распределения обоих объектов. 
При заметном превышении числа совпадений над математическим ожида­
нием можно с уверенностью говорить о реальной физической связи радио- 
ПСТОЧШ1КОВ н скоплений галактик.

Радионсточник принимался совпавшим со скоплением галактик, когда 
поверхность, ограниченная ошибками определения координат радиоисточ- 
ипкй. перекрывалась хотя бы частично (или, к .худшем случае, касалась) 
поверхностью скопления. Ожидаемое количество случайных совпадений 
можно рассчитать по формуле

P = „.V.
S 

где г—радиус круга, равновеликого поверхности вероятного расположе­
ния радноиеточника, определяемой по ошибкам измерений координат ра- 
диоисточнвка. Զ-видимый радиус скопления галактик, п число радио- 
источников. .V число скоплении галактик, S—площадь исследован но:! 
области. Видимый радиус скоплений галактик был определен на основе 
принятого Абелем среднего линейного радиуса скоплений при учете их 
расстояний, определяемых по звездным величинам десятой по яркости га 
лактин.. скоплений. Проверкой на иаломарских картах было установлено, 
что определенный таким образом видимый радиус скопления нс намного 
отличается от действительного.

Согласно приведенной формуле, математическое ожидание совпаде­
ний закиси। пт размеров области вероятного расположения радиоисточ- 
пиков, обусловленных ошибками измерения координат радиоисточнпкон. 
И поскольку в списках радноисточннкон даны соответствующие ошибки 
измерения координат, то казалось бы, что при расчетах нужно использо­
вать именно эти данные. Однако, срапнспие различных списков показы 
васт. что координаты одного и ого же радпоисточннка, зарегистрирован 
кого в этих списках, иногда отличаются друг от друга на величины, в 

раз Превосходящие указанные в списках ошибки измерения 
координат. Это говорит о том, что координаты радиоиг.точииков вообще 
измерен^-, с. большей неточностью, чем указывается в соответствующих 
списках.

Поэтому правильнее будет принять, что действительная величина 
Ожидаемой ошибки г отличается некоторым множителем k оз ошибки г..„ 
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приведенной в списке, т. е. г = Аг0. При существовании физической связи 
.между радноисточникамн и скоплениями галактик число совпадении обо­
их объектов друг с другом должно значительно превышать математиче­
ское ожидание совпадений. Однако если координаты радкоисточников из­
мерены и ошибками и если А взято необоснованно малым, то число сов­
падений может быть меньше действительного. При правильном значении 
А количество совпадений может быть близким к истинному числу реаль­
ных совпадений. Если же для k принять непомерно большие значения, то՝ 
очевидно, что начнут преобладать случайные совпадения и тогда матема­
тическое ожидание совпадений и количество полученных из сравнения 
совпадений должны быть приблизительно одинаковы. Таким образом от­
крывается возможность по максимальному отношению количества совпа­
дений к математическому ожиданию судить о точности измерений коор­
динат радионсточннков.

Нами расчеты были проведены для следующих четырех случаев: А = 0, 
А 1,5, А—3 и А—6. В каждом из четырех вариантов, при перекрывании 
по какой-либо координате области неопределенности радиоисточника од­
ного списка областью неопределенности того же радпоисточника другого 
списка, учитывалось более точное определение координаты. Соответствен­
но, из общего количества радиоисточииков вычиталось количество сов­
павших радионсточннков.

Результаты расчетов приведены на фиг. 1. Пунктирной линией приве­
дена noci роенная по четырем точкам кривая зависимости математического

Фиг. 1.

ожидания случайных совпадений 
радионсточннков со скоплениями 
галактик от множителя А. Сплош­
ной же линией представлена такая 
же зависимость для числа полу­
чившихся совпадений. В скобках 
указаны отношения Л количества 
совпадений к математическому 
ожиданию при соответствующем А. 
Рассмотрение фигуры показывает, 
что максимальное отношение ко­
личества совпадений к математи­
ческому ожиданию получается 
тогда, когда А — 1.5. В этом слу­
чае число радионсточннков, сов­
павших со скоплениями галактик 
— 36 почти в три раза выше, чем

математическое ожидание - 13 при равномерном случайном распре­
делении радионсточннков и скоплений галактик. Вероятность такого 
отклонения наблюдаемого количества совпадений от математического 
ожидания порядка 10՜՜' [31]. Это говорит о том. что на самом деле 
имеет место физическая связь радиоисточииков со скоплениями 
галактик, а не случайное проектирование.
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При меньших или больших значениях ft отношение А убывает. В пер­
вом случае это указывает на то. что полностью не учитываются ошибки 
измерения координат радиоисточников. Во втором случае уменьшение от 
ношения А говорит о возрастании количества действительно случайных 
совпадений. Очевидно, что при дальнейшем увеличении k отношение А 
должно стремиться к единице.

Исходя из полученных результатов можно по-iaian», что реальные 
ошибки измерении координат радиоисточников в среднем около 1,5 раз 
превосходят ошибки, приводимые в списках радиоисточннков.

Таким образом, допустив, что координаты радиоисточннков измерены 
с ошибками около полутора раз большими, чем приводится в списках ра- 
дноисточникои, из 351 радиоисточннка всех трех списков 36 радиоисгоч 
ников было отождествлено со скоплениями галактик. Возможно, что не 
которые из них результат случайною проектирования.

Была сделана попытка найти зависимость между ин1енснвностью ра 
дноисточиика н его расстоянием, определенных։ по отождествляемому с 
ним скоплению г.члактк. Рассмотрение фиг. 2. н.ч которой по оси абсцисс

m ( 
U.B 

isc- 

IU 

P.O

О 23 43 И SJ «Ց fl ՃՅ ЭД ОО 280 Р

Фиг. 2.

отложены мощности радиоисточннков. а по осп ординат звездные пели- 
чины десятой по яркости галактики скоплений галактик, отож ц»сi ваяе­
мых с радноисточниками, > называет на значительную дисперсию мощно­
стей радиоисточннков и очень слабую корреляцию между расстоянием 
источника и его мощностью. Однако, среднее ?наченис логарифмов мош 
ностсй источников, отож.тепленных ’ скоплениями галактик, выше 
среднего значения логарифмов мог.-.ногт- й всех радионсточняков, вклю­
ченных в исследование. В табл 2 приведены соответствующие ничеиня 
логарифмов средних мощностей по отдельным спискам радиоиегочпиков 
(при определении средних значений логарифмов мощностей радионсгоч- 
ников «с принята в расчет мощн<хть р.ч, .ноисточникз ДешьА. шачительно 
Превышающая мощно, ти всех ipynix ра пюисточников). Таким образом, с 
видимыми екоплеиннми галактик отождествлены в среднем более union 
свиные источники.



128 Г М T<։ii.'!?c>i։i, Р К Шахбазяп

I 2С I MSH | зс
Таблица '2

1g Р

д.п! отождествлении х 
։ рЛДИбКСТОЧННКОИ

для всех рздионс.гоч- 
НИКОВ

-24,13

-24.45

24,39

24.48

-24,60

—24,76

В недавней работе Миллса [36] приводится 55 отождествлений радио- 
ксточяпксв с։> скоплениями галактик. Из них только 8 отождествлены п 
ним?.. Различие результатов объясняется различием примененного мате­
риала. Миллс использовал все 1159 радиоисточииков сиднейского списка 
У нас же использован 351 достоверным радиопсточник трех различных 
списков, большая часть которых находится вне исследованного Миллсом 
пояса неба.

§ 3. Отождествление радиоисточников в скоплениях галактик

После того как была установлена реальность физической связи ра­
диоисточников со скоплениями галактик, были предприняты поиски ин- 
,սւвидуальных галактик в скоплениях галактик, ответственных за радио­
излучение. С. .-лом целью все 36 скоплений галактик были просмотрены на 
паломарских картах. При этом особое внимание обращалось на наличие 
на месте или в окрестностях радиоисточников пекулярных галактик (тес­
ных знойных. галактик со струями пли выбросами, аномальных галактик), 
которые. согласно припеченным в § 1 соображениям, должны, по-впди- 
мому. быть иг։очниками интенсивного радиоизлучения. Результаты про­
смотров приведены и табл. 3. В последнем столбце таблицы даны оценки 
надежности отождествлении. Радиоисточник считался хорошо о тождеств ■ 
пятым с указанной галактикой в данном скоплении, когда галактика на- 
(рдится !; Области вероятно! о расположения радиоиеючника. 11рп опре- 
1елсиии размеров этой облает ошибки измерения координат раднонсточ- 
ннкон взять։, как это следует из предыдущего, в полтора раза выше таб- 
11Г1ПЫХ. За удовлетворительное отождествление приняты случаи, когда 

галактика находится вне области неопределенности положения радпоис 
ючника в пределах 2—3 о: границ области. При посредс i венном отож­
дествлении подозреваемая в радиоизлучении га тактик;՛. находится на рас­
стоянии до 16՜ о! границ области вероятного расположения радиоистич- 

ика. За вероятное отож и-сталсние принты случаи, когда радиоисточнпк 
находится в области довольно слабо: о скопления, и членах которого 1руд- 
но ио либо сказать. В качестве мало вероятных отмечены случи!։, при ко- 
горых в непосредственной близости от области вероятно: и места радпоис- 
гочпика и скоп, дчип! галактик не обнаружены какие-либо примечательные 
объекты или когда при непосредственном рассмотрении паломарских карч 
ныяснилось плохое отождествление радионсточника со скоплением галак­
тик.

Отбросив вероятные и мало вероятные отождествления мы видим, что 
. 29 случаях из 36 радноисточпики довольно надежно отождествляются с
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№
Координаты 

ра.тнонсточинка
Список, 

№ радио- 
источ­
ника

Координаты галактики

տ (1950! ?. (1950) а (1950,1 | ձ (1950)
1 2 3 4 5 6

։• 00ь30"'8 05 53- MSH 
004-7

00|։ЗГ5 (К! 04

Դ•» 00 39,2 ֊09 43 MSH 
00-11

00 39.3 ֊ 09 I I

3 ОО 54,1 10 23 2С76 00 53.6 -10 17

•г 00 55.0 -01 35 ЗС29 <Х» 53.7 -01 30

5 01 06.0 —16 18 3C32 01 06.7 -16 2о

6 0! 06.2 13 05 ЗСЗЗ 01 06.8 12 56

7Г 01 23.б ֊01 32 ЗС40 01 23.5 -01 36

« 01 50,7 -04 17 3C53 01 50,5 - 04 20

9 1 02 35,4

1

-19 42
MSH 

02-10 02 34,6 ֊19 36
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Таблица 3
№ скоп*  

лсиия
IwII.i.'Kir.l 

Л бел я
Примечания

Он-ка на­
дежности 
отождест­

вления

7 8 9

55 Тесная тройная система Е галактик, погружен­
ная и диффузную материю. Находится и цен i ре 
скопления

уДОвл.

Н5 Тесная двойная Е галактика в южной части 
скопления Яркая компонента кажется снгрхтес 
НОЙ ДВОЙНОЙ.

хорошо

117 Центральная галактика скопления, по виду на- 
поминает XGC 1275.

удовл.

119 Эллшпнческан галактика, компонента лары га­
лактик и центре скопления. В скоплении имеются 
несколько тесных двойных Источник протяжен­
ный.

ПОС р.

151 Тесная двойная Е галактика ь южной части 
скопления.

поср.

150 Центральная Е галактика скопления, сходная с 
NGC 1275.

уловл.

194 Тесная двойная эллиптическая галактика NC։C 
545/547.

хорошо

266 Очень тесная двойная Е галактика в центре 
скопления. Возможно, что это одна Галактика с 
двумя симметричными струями.

хороши

367 Тесная двойная галактика. Одна из двух цен­
тральных галактик скопления

поср.

О
б отож

дествления космических радноисточинкок



՚ շ I 3 •։ 1 5 6
IO1' 02 55,1 05 52 3C75 02 55.3 05 52

ւր 04 32, «I -13 26 MSI 1 04 31.5 -13 21
04-12

12 08 07,2 •35 04 2C722 08 07,2 35 22

13 09 55.5 19 32 2C852 09 55,3 19 30

II ii. 08,6 06 32 MSI 1 10 10,0 06 39
10 f02

15 IO 54,0 02 09 MSH 10 55,4 01 59
104-10

IO H 32,7 -11 52 2C1006 11 32.8 -13 17

17 II 42.6 20 00 3C264 11 41.4 20 14
II 40.8 19 20 ERL

։н 11 42.9 31 46 3C265 11 42.1 31 JO
к» 11 41,8 16 31 2CI0I3 11 42.8 15 48

11 41.8 15 55
11 41.9 16 49
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* 1 8 9

400 Тесная двойная Г галактика н центре скопле­
нии.

у доил.

196 Эллиптическая галактика в центре скоплении. 
По миду напоминает NCIC 1275.

удовл.

628 Сверхтеспая двойная Г галактика, компонента 
пары центральных галактик скопления.

хорошо

903 Очень тесная двойная, а возможно и одна эл­
липтическая галактика, разделенная поглашаю- 
щен полосой. Находится в центре слабого скоп­
ления. расположенного на 20' южнее скопления 
А 903.

хорошо

949 Несколько пекулярная эллиптическая галактика 
в центре скопления. Кажется имеет слабый вы 
брос.

поср.

1139 Тесная тройная система сферических галак­
тик. погруженная в диффузную среду.

поср.

1317 Сверхтесная двойная F. галактика в центре 
скопления.

хорошо

1367 Гес: ая двойная <1Л11птнчсскэя галактика NGC 
3811/3812 в центре скопления.

поср.

1365 Приведены координаты центра скопления. Я. нср.
1371 а) Сверхтесная двойная галактика, находится 

западнее центра скоплении.
61 Яркая сферическая галактика вне скопления.
t) Яркая Е галактик*  NGC 3853 вне скоплг-

у ДОН л.

пня.



՚ 2 3 ( 4 5 6 7

20 11 50.2 55 20 2C101G 11 19.1 55 22 1400

21 12 :«».« 04 39 ЗС275 12 39.2 04 33 1588

22 12 57.0 17 16 MSH 
12-19

12 50,8 — 17 10 1641

23 13 24.7 59 11 2СН10 13 21.7 59 33 1744

24 11 42.3 55 47 2GI23I 14 42.1 55 40 1962

15 07.8 08 09 3C3I3 15 07.5 07 55 2028

շ».’ 15 08,6 Օ|> 08 MSH
15 03

15 08.7 05 56 2029

’ *7 15 10.(1 07 30 2CI270 15 09.2 06 32 2033



(продолжение габл. 3)

Приведены координаты центра слабого скоп­
ления. К западу и востоку от скопления находят­
ся две эллиптические галактики, напоминающие 
NGC 1275 Радмоисточннк является, ио-видимо- 
му, блендой всех этих объектом.

Приведены координаты центра слабого скопле­
ния.

Пекулярная галактика, напоминающая по виду 
NGC 1275, одна из сравнительно ярких галак­
тик скопления. Возможно, что имеет слабый вы­
брос в ниде струн В скоплении есть несколько 
тесных двойных. Радноисточнвк протяженный

Тесная двойная галактика, компонента вары эл­
липтических галактик и центре скопления.

Очень тесная двойная эллиптическая галактика. 
Компонента н >ры галактик в северной части скоп 
делил.

Аномальная эллиптическая галактика, напоми­
нающая XGC 1275 Одна из сравнительно яр­
ких членом скопления.

Центральная галактика скопления, сходная с 
NGC 1275.

а) Сверх г<ч-нг.я двойная галактика н центре 
скопления, являющаяся компонентой тесной 

вероят.

нсрочт.

хорошо

хорошо 

у до пл.

удовл.

у доил.

доил.

О
б отож

дествлении 
космических радиоисточннкон

двойной, которая и свою очередь является компо­
нентой не тесной нары галактик.

в



* Рздиоисточинк отождествлен Миллсом [36] с

1 1 3 1 3 1 < 1 5 в 9
1 15 10,5 07 36 2040 б) Грн сферические галактики, погруженные и 

диффузную среду н центре скопления В скопле­
нии находится также очень тесная тронная салак
тика.

Область вероятного расположения р.тдионс!оч­
ника охватывает оба скопления.

2Н* 15 14.3 07 11 3C317 15 11.5 07 10 2052 .Аномальная эллиптическая галактика н центре 
скопления. Наблюдения (26] на месте этого ис­
точника ди ют два источника с координатами:
1 |*х —• 1511 14"'3. Ъ=1 ° 12' и 2) а = 15й 15'л3. ?• 07 52

хорошо

29 15 21.0 01 25 2C129I 15 21,7 01 12 2066 Приведены координаты центра скопления нсронт.
30 15 36,0 13 08 2CI3I5 15 35.9 12 21 2101 Приведены координаты центра слабого скоп-

31 16 14,2 30 09 3G332 16 10.7 29 39 2162
Ленин.

Прицелены координаты центра слабого схоп
верояь

ления м. кер.
32 16 26.9 39 38 3C338 16 27.0 39 37 2199 Двойная I- галактика NGC 6166 и центре скоп-

33 21 33,5 ֊ 15 26 2С1292 21 33.4 15 03 2354
ления.

Тесная двойная галактика и южной части скоп-
хорошо

ления. хорошо
34 22 34.2 19 32 2С1865 22 34,2 -15 54 2459 Две сравнительно яркие эллиптические галл к 

тики. Область возможного расположения радио- 
источника охватывает и скопление А2456, и центре 
которой с координатамиа 22նշ?7, <>=15 32 
находится тесная двойная Е галактика.

хорошо

35 22 53.4 13 06 ЗС-155 22 53.4 13 12 2506 Приведены координаты центра слабого сколле-
ния. нс роя т.

36 23 22.6 —12 29 MSI 1 23 22,7 ֊12 22 2597 Центральная галактика скопления. По иоду на-
23 -12 поминает .\GC 1275. хорошо

соответствующим скоплением.

М
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определенным» галактиками в скоплениях галактик. За исключением не­
скольких галактик, это в основном тесные и сверхтесные пары эллиптиче­
ских галактик, а также аномальные Г галактики, напоминающие по виду 
изображение NGC 1275 на паломарскнх картах. При этом в большинстве 
случаев (в 21 из 29) источником радиоизлучения является наиболее яр 
кий, центральный член скопления галактик.

Среднее значение логарифмов мощностей надежно птождестгщенных 
рлдноисточников еще выше, чем при подсчете тон жг величины дли всех 
источников, отождествленных вообще со скоплениями галактик.

Как отмечалось выше, у нас имеется 8 отождествлений ригшоигигч- 
пиков го скоплениями галактик, которые отождествлены также и Милл 
сом. В шести из них как Миллсом, гак и нами указаны одни и тс же га­
лактики, ответственные за радиол<л\ченис. Для двух других скоплений 
отождествления с конкретными галактиками, членами этих скоплений, у 
МиллСа отсутствуют. Нужно заметить, что у Миллса вообще только 9 ра­
диоисточников из 55. отождествленных со скоплениями галактик, отожде 
ствлены конкретно с одним из членов этих скоплений. Такое малое коли­
чество отождествлений с индивидуальными галактиками в скоплениях .мо­
жет быть объяснено тем. что Миллс нс производил поисков, ответственных 
.за радиоизлучение объектов в батьшннстпе ։в отождествленных с ра пт- 
источниками скоплений галактик. Для отождествления ралиоисточииков 
со скоплениями галактик он использовал все радионсточннки своего спи 
ска. .А с целью отождествления с галактиками он использонал только -100 
более мощных источников, расположенных пне пояса Млечного Пути 
(исключена область cb> 12 . ՜ .И. таким образом, только зля 18 рмдиг»- 
источникои. отождествленных հ-հ. скоплениям։; галактик, произведены по­
иски ответственного за радиоизлучение члена скопления. Как было сказа­
но. в 9 случаях обнаружена соответствующая галактика.

§ 4. Отождествление ра.тионсгочннков вне скоплении галактик

Для получения несколько более полного представления о природе ра- 
диоисточннков была сделана п пытка произвести отождествления также 
и некоторого количества радш источников. расположенных вне включен­
ных в список Абеля скоплений галактик. С этой целью на паломарскнх 
картах были просмотрены области вероятного расположения наиболее До­
стоверных радпонсточинков третьего кембриджского списка, которые были 
наблюдены также Харрисом и Робертсом (27]. В исследованной нами об- 
ласти неба находятся 45 таких источников, один из которых известный 
радиоисточнпк Дева-Л Среднее качение мощности этих радиоисточнпков 
в 1.7 раза выше средней мощности рпдиоисточннков списка ЗС. включен 
пых и паше исследован в к- (без учета мощности радиоисгочннка Дева-А. 
значительно превышающей мощности всех других источников). Из этого 
количества 10 ралнонсточников уже было отождествлено со скоплениями 
галактик или отдельными галактиками близ скоплений, так что в итоге



№№
Координагы 

ралноисточннка
Список. № 

рэдиоисточ*  
пика

Координаты 1 .1.1.1 ктнкн

« 11950) 'j ծ|1950) «( I95U 1 5(1950)

1 ՕՕ՚՚ՅՕ^Յ?՝ -02'16' 307 oo։i46m к? — 2 19

2 00 53 09 26 08 ЗС28 00 53 23 26 02
3 01 1b ОС» ֊ 15 55 ЗС38 01 ևտ 09 — 15 56
4 01 3.3 42 20 42 ։՚՜17 |>| $2 20 46

5 02 20 15 42 51 ЗС66 02 20 օշ 42 46
02 19 49 42 45 I1F1K 02 19 18 •12 47

б 11 41 11 31 49 20012 11 40 IX) 31 44
7 11 42 51 31 46 3C265 11 13 օօ 31 34

8 12 16 55
12 16 49

06 15
06 07

3C270
IIF52

12 16 50 Об 07

9 12 26 41 02 22 3C273 12 26 10 02 27
JO 12 28 18 12 40 3C274 12 28 18 12 40
II 12 52 00 -12 25 3C278 12 51 57 -12 18

12 15 02 48 26 14 зсзю 15 ՕՁ 48 26 14

13 15 11 32 26 19 3C315 15 II 33 26 18

14 15 19 30 07 55 MSH 
15 + 7

15 19 23 07 54

15 16 00 01 02 05 3C327 15 59 56 02 06

16 16 41 33
1 16 41 57

40 11
39 54

1 3C345 
। HR74

16 41 43 39 54



Таблица f

ОценкаПримечание И II VI-ня

Галактика по виду напоминает \'GC 127՜<. удов.1.
Находится к центре очень слабого скопления га-
•тактик.

Двойная Е галактика в центре скоплении. удоил,
Яркая эллиптическая галактика. хорошо
Сферическая и эллиптическая галактики, со- хорошо

станлякнннс пару
Двойная галактика в центре скопления. Одна хорошо

из галактик имеет слабую очень тесную компе
ленту (возможно зпезд.и Вторая галактика нс-
сколько аномальна.

Сверхтесная пара эллиптических галактик. улонл.
Эллиптическая галактика с двумя симметрии- хорошо

ними струями.
Эллиптическая галактика NGC 4261. хорошо

Центральная Е галактика очень слаб, скопл. хорошо
NGC I486. хорошо

Тесная двойная эллиптическая галактика хорошо
NGC 47Ճ2/1783.

Двойная эллиптическая галактика в центре хорошо
скопления

Тесная двойная h галактики и центре слабого хорошо

скопления.
Аномальная эллиптическая галактика КОС хорошо

5920, напоминающая по виду NGC 1275
Эллиптическая галактика в центре слабого хорошо

скоплении. 1
Аномальная эллиптическая галактика. у ДО ВЛ.

>

Г. М 
Товмасян. 

1' 
К 

Ш
ахбазян



Об отождеегиленнн космических радиоисточников 135

рассмотрены области 34 источников. Оказалось, что 11 из них, а именно 
ЗС 17. 28, 66,227. 283.287,310.315. 444, 445, 146 понадаю։ в области дале­
ких слабых скоплении галактик, не включенных в наше исследование или 
отсутствующих в каталоге Абеля. В семи случаях радиоисточники отожде­
ствляются с центральными наиболее яркими членами этих скоплений. Че­
тыре из них тесные двойни , одна --окулярная галактика, несколько похо­
жая на NGC 1275. и две нормальные эллиптические галактики, пекуляр- 
ность которых (если таковая и имеется) трудно заметить из-за их доста­
точной слабости. Кроме того 5 источников было определенно отождествле­
но с яркими галактиками вне скоплении галактик. На месте оставшихся 
18 радиоисточников ничего примечательного обнаружено ни было.

В табл. 1 приведены отождествления радиоисточников с . алактиками, 
расположенными вне включенных в настоящее исследование скоплений 
галактик, а также отождествления источников с галактиками, находящи­
мися близ скоплений галактик, которые не были приведены в табл. 3. Об- 
юр табл. 4 показывает, что и здесь также большинство представителей 
радиогалактик является тесными двойными и пекулярными галактиками. 
Необходимо заметить, что некоторые из отождествленных с радиоисточ­
никами галактик, находящихся вне скоплений галактик, на самом деле 
могут быть членами очень близких, а потому широко ра тбросанных скоп­
лении галактик, которые трудно сразу увидеть на паломарских картах, и 
потому не. приведенных в каталоге Абеля. К таким галактикам относится, 
например, NGC 4486.

§ 5. Скопления галактик без радиоисточников

Выше было показано, что в большинстве отождествленных с радио- 
источниками скоплении галактик были обнаружены характерные но внеш­
нему виду галактики пли системы галактик, совпадающие по положению 
или находящиеся в непосредственно}' близости от радиоисточников. Как и 
ожидалось, гакнмн объектами, имеющими огромную радиоизлучательную 
способность, оказались в основном тесные двойные и пекулярные эллип­
тические галактики. И также в соответствии с ожиданием это наиболее 
яркие, центральные члены скоплений галактик. Является ли такая особен­
ность внешнего вида галактики и ее положения в скоплении галактик до­
статочным для наличия у нее мощного радиоизлучения? С целью получения 
ответа на этот вопрос было исследовано несколько скоплений галактик в 
выбранных наугад двух областях неба, в которых не были зарегистриро­
ваны радиоисточники ни в одном из трех использованных списков радио- 
источников. Координаты областей следующие: 1) а от 15'՜16ք՜1 до 15՛՜ 
39” и 5 от 4-27° до 4-32° и 2) а от 23*15 ” до 23h35m и 3 от -4- 14° 
до — 19'. В этих областях оказалось 17 скоплений галактик, относящихся 
к первым пяти группам списка Абеля, включенным в наше исследование. В 
семи скоплениях галактик, а именно в скоплениях №№ 2065, 2089, 2092. 
2110, 2589 и 2593 (номера скоплений по каталогу Абеля), были обнаружь- 
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ны тесные двойные эллиптические, галактики п одна пекулярная Е галак­
тика. напоминающая NGC 1275. Таким образом, и 40% из рассмотрен­
ных скоплений галактик, где отсутствует заметное радиоизлучение, нм ■- 
ются галактики с присущим радиогалактикам внешним видом. ААожду гем 
для скоплений галактик, отождествленных с радионсточниками, ирон- հ 
подобных систем равен 76.

§ 6. Заключение

1. Полученные нами результаты, а также другие имеющиеся данные 
(известные интенсивные радиоисточники, находящиеся в скоплениях га­

лактик; отождествления радиоисточникрв со скоплениями галактик, про­
изведенные Миллсом) позволяют придти к выводу, что большинство отож­
дествленных космических радиоисгочников П класса находится п скопле­
ниях галактик.

2. Примечательно, чп> из 45 более- мощных радиоисточников третье­
го кембриджского списка, наблюденных также Харрисом и Робертсом 
[27]. 60% было отождествлено со скоплениями галактик или с индивиду­
альными галактиками. Среднее значение логарифмов мощностей радио- 
нсточников всех трех списков, отождествленных со скоплениями галактик 
также больше среднего значения логарифмов мощностей, включенных в 
наше Исследование ралиоисточииков соответствующих списков. Таким об­
разом. отождествления произведены, в среднем, для более мощных источ­
ников. Можно думать, что. во всяком случае, значительная часть менее 
интенсивных, неотиждествленных радибисточникон находятся в более уда­
ленных и даже невидимых скоплениях галактик'. Этот вывод подтверж­
дается и наблюдениями в Джодрел Бенке, по которым 10—15% радиоис- 
точннков имеют диаметры меньше 8" [3]  ’.* **

3. Из 45 произведенных нами отождествлений с индивидуальными га­
лактиками (29 г. скоплениях и '6 — вне) только 5 радногалактик или около 
10% являются одиночными, не пекулярными галактиками Таким образом, 

подавляющее большинство космических радиоисточников fl класса пред­
ставляет особый класс галактик. В основном это тесные нары эллиптиче­
ских галактик и пекулярные галактики. К пекулярным галактикам отно­
сятся эллиптические галактики с двумя тесными ядрами, галактики со 
струями или очень тесно к ним примыкающими выбросам а. галактики, пе- 
кулярность которых можно характеризовать их сходством с NGC 1275 и др.

4. При исследовании скоплений галактик без наличия заметного ра­
диоизлучения. в 40% из них нами были обнаружены тесные двойные и 
пекулярные галактики. Известны и другие примеры подобных галактик. 

* Недавно получено сообщение Минковского < Ар J. 132. 908. 1960) об отож­
дествлении радноисточннков ЗС 295 с центральной галактикой очень слабого скоп­
ления галактик.

** Примечание при корректировке, Недавно было сообщено об определении 
и Джодрел Бэнке (Alien I.. R.. Palmer Р. Н.. Rowson В. Nature. 188. 731. I960) верх­
них пределов диаметров .38 радваисточников. У 7 из них диаметр меньше 3° и по­
верхностная яркость, сравнима с поверхностной яркостью Лебедя А.
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от которых нс обнаружено радиоизлучения. Например, заметное радио­
излучение отсутствует и от обнаруженных В. А. Амбарцумяном и сотруд­
никами Бюракаиской Обсерватории [32, 33, 34] эллиптических галактик с 
голубыми выбросами и спутниками, напоминающими струю в NQC 4486 
н являющимися системами типа карликовых галактик. Все это говорит о 
том. что двош гвенность и пекуяярность вида галактик не достаточное ус֊ 
ловие для наличия интенсивного радиоизлучения. 1 lo-виднмому. оконча­
тельное деление галактики и удаление вновь образованных частей друг от 
друга, или выброс спутника длится дольше, чем процессы, приводящие к 
интенсивному радиоизлучению. Если это так, то следовательно, радиога- 
лактики ото такие объекты, в которых процесс деления ядра или выброса 
спутники начался очень недавно Например, I I. С. Шкловский [35] в своей 
недавней работе на основе ряда соображений говорит о молодости радио- 
галактик.

Возможно, что отсутствие радиоизлучения от некоторых тесных двой­
ных и пекулярных галактик, т. е. галактик, находящихся в нестационар­
ном состоянии, в некоторых случаях может быть объяснено отсутствием 
необходимых для возникновения радиоизлучения особых условий, как от 
сутствие больших диффузных масс, магнитных полей и др.

5. Отождествление радиоисточннков со скоплениями галактик дало 
возможность получить некоторые сведения о расстояниях этих источников 
п тем самым представление о дисперсии радиоизлучательной способности 
радиогалактик. Как мы видели, дисперсия радиоизлучательной способно­
сти радиогалактик очень велика. Это было известно и на основе немногих 
известных отождествлений. Мощность радиоизлучения зависит, по-виои- 
мому, во-первых. от масштабов происходящих явлении. Например, мощ­
ность радиоизлучения огромна у Лебедя-А, где происходит деление ядра 
галактики на две одинаковые части, и значительно меньше у Девы-А, где 
имеет место выброс из ядра галактики только некоторых сгустков веще­
ства. Во-вторых, мощность радиоизлучения зависит, конечно, и от того, на 
какой стадии развития находятся процессы. приводящие к радиоизлуче­
нию.

G. Как мы видели, в большинстве случаев радиогалактика находится 
в центре скопления галактик и является наиболее ярким его членом. Та­
кое положение радиогалактики отвергает теорию случайного столкновения 
двух галактик, ибо очень мало вероятно, чтобы в скоплении галактик 
столкновение между двумя галактиками имело место только в центре 
скопления и притом между двумя его наиболее яркими членами. Скорее 
всего такое положение говорит, но-видимому, об особой роли радиогалакти­
ки в жизни и активности всего скопления галактик.

В заключение, авторы считают своим долгом выразить глубокую при­
знательность акад. В. А. Амбарцумяну за руководство и большое внима­
ние к настоящей работе, а также сотруднице ИРФЭ Г. . 1япуиовой и со­
труднице БАО К. Л. Саакян за помощь при выполнении работы.

Институт радиофизики и электроники
АН Армянской ССР Поступила 4 VH 1961
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Հ. Ս’« քժ'ու|էքէսււյսւն< ft՛. Կ, Յսւհ|«uiqjiuG

ԿՈՍՄԻԿԱԿԱՆ ՌԱԴԻՈԱՂԲՅՈՒՐՆեՐԻ ՆՈՒՅՆԱՑՄԱՆ ՍՆՍհՆ

Ա 1Г Փ П «I» II Ի 1Г

աշխատության մեջ 11 տիպի կոսմիկական ռադիսաղըչուրների 
նույնացման պրոցեսը րաժանված Լ երկու մասի նախ նույնացում ր կատար­
ված / դալակաիկււքնհրի կույտի հետ հ տպա կույտի այն անդամի հետ, որն 
իրենից ն ե րկ այ ա ցն ո ւ մ Լ ո ադիոճա ուս դա յթոդ օբյեկտը՛. Այդսյիււի երկկտապ 
մեթողոլէ կատարված նույնացումյ> ավելի վօատահեէի է . չնայած որ կույտ/t 
նշված անդասը կարող ( /? ա՚հմ իջապես չհտմ ընկնել ոտդիուսդ ր յուրի Հետ: Դա 
կարող է լինել ռադիոաղբյուրների կոորդինռւ տների որոշման բա վականա չւսւի 
ցածր ճշտության պատճառով։ /1րպեւ, այլ հնարավոր պասւեաո կարոդ Լ հան- 
դիսանսւլ աղրյուրների օպտիկական և ռադիո պատկերների միջև եղած տար 
բարությունը, ինչպես օրինակ'՛ Դարապ֊Ա և ԴենուԱէվր- Ա ոաղիսաղբյոլրների 
դեպքում։

երկէտասյ մեթոդը կիրառված Լ երեր հայտնի (2С,, 3Q ե MSH ) 
ցուցակների վստահելի դիտված ռադիոաղբյուրների նույնացման համար։ Այղ 
դռ ւ ց ա կ ն ե րից ր ն տ բվա ծ 3 .9 0 հ ա մ I. if ա ա ա ր ա ր ի ն տ ե 'll и ի վ ո ա դի ո ա դբյոէ րն ե րի 
րաշխումր համեմատված է նույն տիրույթում գտնվող 1200 էքալակտիկաների 
կույտերի բաշխման հետէ Այդ օբյեկտների պատահական բաշխման դեպ բում 
պետը Լր սպասել 13 '»ամրնկնէււմ ռադիոաղբյուրների և դալակտիկաների կույ­
տերի միջև, իսկ իրականում տեղի է Ունեցել 36 համընկնում։ Մաթեմատիկա- 
կան սպասողությունից դիտված համընկնումների այդպիսի շեղման հավանա­
կանությունը Ю՜' կարգի [: Գա [սոսում է այն մասին, որ իրար ֆիզիկական 
կտւդ цп յոէթ յոէն ունի ո ա դի սա դր յոլրնե րի և դաւակսւիկաների կույտերի միջև։ 
^'1'1 կսէ,4ի աոկայոէթյոլնը հաււսւասւելուց հետո կատարվել են ո ադիոճաոադայ- 
ք'"դ սրյեկաների էւրոնումներր կէէւյաերի միջևւ Այդ Նպատակով Ը"[որ 3(1 կույ­
տերը ղննվտծ են Պալոմարի քարտեդների վրա: 'Հ1) դեպքերում ռադիոաղբյուր­
ները որոշակիորեն նույնացվել են դա(սւ կսւիկաների կույւո երում դանմսդ 
աո անձ [ւ՚հ դսւ լա կտ իկանե ր [t հետ։

Աշխատանքի արդյունքներից կարեքի է եդրտկաընել հետևքալր'
1. նույնացված // տիպի ոադիոադբւուրների մեծամասնությՈէնր դտնվում 

Ւ, դալակտիկաներ[ւ կույսւերում:
2. Հիմնականում նույնացված են տվեքի հղոր ռադիոադրjntրներրւ հարեյի 

Լ կարծել, որ, համենայն դեպս, ավելի թույլ, չնույնացված ռադիոաղբյուրների 
44u‘lh մասը դտնվում Լ ավելի հեոու և նույնիսկ լերհէսցուլ դ ալւսկսւիկաների 
կույտ ե րոէ մ:

3. 11 տիպի ռադիոաղբյուրների գերակշռող մասը իրենից ներկայացնոէմ Ւ 
Հատուկ տիպի ղալակտիկաներ։ Դրանբ հիմնականում էլիպսւիկ գալակտիկա­
ների սեղմ դույդեր են և պեկուլ յար ղալ ակտ իկանե րէ

4. Գալակտիկւսների պեկուլյար տեսըր կամ սեդւ! կրկնւսկիությոլ}ւր դեո 
րավաբար պայման չկ ոադիոձտւէէոգայթմւսն աոկայության համարք Հավտնա- 
բար, դարսկսէիկաների վեր ջան կան բաժանում ր ե նոր ասա ջացած մասեր[ւ 
իրարից հեռանալը տևում Լ ավելի երկար, բան այն պրոցեսներըք որոնք ըե- 
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րում են ինտենսիվ սա ղիոճաո.աղայք1մանր Եթե ո՛ւղ այդպես /, ապա սա դիր- 
դայակտիկաներր այնպիսի որ չեկաներ են. որտեղ միջուկի բաժանման կամ 
արբանյակի մա յքՅբմ ան պրոցեսներն սկսվեք են միայն վերջերս:

5. 1!՝ա ղիո ղ Ш քա կ :ո ի կան ե )էի ոաղիոճաււտ դաք[1ման հատI/иւք1 /ան ղիսպեր- 
սիան ՛ատ մեծ Լ:

6, ւիադիողաԼակաիկաների մեծ պա յծ աո/ո քՅյսէնր ե կենտրոնական ղիրրր 
կույտերում վկայում են Հավանաբար այն մասին, որ ոաղիողայակւոիկսէներր 
նատոէկ ղեր են խաղամ դա յա կտի if աների կույտերի կյանբամ ե դարդաղմ ան 
մեջ:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

Г. В. Бадалян

О функциях класса с

О п р с д е л е н и е. Условимся говорить, что функция

?(*) •' С (|и.«))» «>0. (1)
П Լ11 I

если она представляется сходящимся на (н, г՛) квазистепенным 
рядом

?(о=2 Оя , (2)
л -О

20е է |ռ, -и),

О — ’ii><Ci’i<C7a<C‘‘‘>
а простой контур С здесь и впредь в аналогичных случаях охва­
тывает окрестности полюсов подинтегральной функции.

Теорема 1. Если

?(0€Գ„ ,(1«-«>о. 
н

то ряд

т(0 = 2 «/.*’>« ( V )
Г»-Т»О

нс только сходится равномерно и абсолютно в ка.ждой замкну­
той подобласти области (и, о), нои в такой подобласти его мож­
но почленно дифференцировать (обобщенно, в смысле (1]) в любое 
число раз.
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Доказательство. Обозначим

и допустим, что в [я. /։>с|м, г՛) ряд

V —ձ՜-՝>■•’ (4)П 

л • |* »—ji—J «-1

сходится абсолютно и равномерно.
Докажем, что для всякого ։ խ. г’|, где Г< Հ, таким свойством 

обладает и ряд

>֊-Պ/ւ - t ■ 1 I j , | дя I I . ՛ • .-J > )• <•>'

С этой целью рассмотрим

\՛ ,Д/1 -• \ ti„ П —— —-------<"л. •. լ , •
Гр Ч-К12 ՜*’ '*+»

Для достаточно большого р, в силу сходимости ряда (4) 
иметь

будем

гак как при t^>/i функция

wrt4Lii (4՜) ՜^(ք)
монотонно возрастает. число сколь угодно .малое.
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Таким образом, нее сводится к оценке сверху

(7)'

где //</ 'Հք\<ԼԿ
Если обозначить

'• 7յ.-է յ ։.. .

и к ней можно применить лемму 1 теоремы 1 работы |1;. 
Будем иметь

(8Ь

где при <ԼրՀ О ն<Հ 1_ 
0ценнм наконец

Имеем

» с '-I*

С другой стороны, нетрудно заметить, что

Из последнею равенства следует, что

(У)
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C(/։i не зависит от п.где при ս<.է'< է՛. < /յ постоянная 
Из (6՜) в силу (II) получаем

|$р.И')1<Лр)С(*х)£ г—1
п-р

1
4 - Հ < Ч₽)2 Տ* • 

Л-1

если число />>0- достаточно большое.
Последнее неравенство доказывает теорему.
Теперь мы можем сформулировать основной результат настоя 

щей заметки.
Теорема 2. Для того, чтобы

Ախ,*)) 
П Ն

I ՛ I
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необходимо и достаточно, чтобы она представлялась в сиде раз­
ности двух А{—абсолютно монотонных функций (см. [!]).

Достаточность условия теоремы п силу теоремы 1 работы [1] 
очевидна.

Докажем необходимость условия теоремы.
Пусть

н

тогда ряд

« У | — » 7 ! •
А О

в силу теоремы 1. в каждой замкнутой подобласти области [и, v) 
.можно почленно обобщенно дифференцировать в любое число раз 
при этом совершать всякие перестановки его членов.

Таким образом получаем

rtn-l ֊ -g------ «Հ-. -----շ------»Հ֊, ր ’
k 0 fr-0

где суммы рядов правой части последнего равенства, как нетрудно 
заметить, являются .1 —абсолютно монотонными функциями.

Этим теорема 2 доказана
Замечание. Разберем теперь тот случай, когда и—0.
В этом случае класс

С ((0. г՛))

рассматривается как предельный случай класса

. (I". Н) 
пт’

когда а—>0 4-.
Нетрудно заметить, что и этом случае

(12)
а-о

где ряд । ходится на бесконечнолистной римановой поверхности с 
точкой разветвления в է 0 н его радиус сходимости 1Հ = v.

Очевидно, что, если ?„—><» достаточно быстро то радиусы аб­
солютной и равномерной сходимости ряда (12) равны /? и почленное 
дифференцирование ряда законно.
10 И1Г.СГТИЯ АН, серия физ.-маг. науь. X- 5
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Это значит, что в силу теоремы 2 работы |Ij теорема 2 оста- 

ется в силе и в случае, когда и = ч, если только сходится ряд , где 

о (0,1) произвольное число.
Инети гч։ u.irt'4.iT»i>֊i< и целинки

АП Армянской ССР Поступил.» 2 III 1961

Լ. ‘Լ. I* iitqiu|juiG

С ԴԱՍհ ЪОМЛЗЫГЬЬРЬ ՄԱՍՒՆ

ա ir •։• ո փ и !• и-
II ш հ մ անու մt 1ալմանավորւքենյւ ասեք, Որ

« > օ.

ե [J ե <Տ- (է}-ն J/7, у) միշակալրում ներկալացվու մ է

? (0 = ճո«ր> ( " ) 

Л—0 

քվադի չարրով, ււրսւեւլ

/?[«. ®ւ. ^Հ֊
՜2-ք ։ 1

I ո<֊ + 

с -“°
0 = ֊1,<7.<7:<---.

/»»*// С պարրյ կոն in ու րր րնրյ if րկում Լ րն ւյ ին տ ե պր ս> չ ֆւոնկրյ/ւսւ l/г րոքոր ph- 
վհոնհրր։

1հ՝իւաւուււ ft} լան մ հ Հ ասրս {fill էրքա^ են
Թեորեմ 1. Եթե

յ1«.*^՚ւ. «>0.
1?’-1 ’

ապա

?(ք» - v anU>-^— 1 (2y
я «.о

"•"/'V*/' "' միարւ հաւիսււա րա ք ափ զուգամետ Լ 'll, I') մ քւջակւււ լրի րւպւարան- 
} րււ ր փակ մասում, աքքե ալնաեւք րացարձակ tftutfui if ե սւ Լ , րոտ որում քքևրր 



G функциях класс;։ 147

նշված ամեն մի ենիք ա tn ի րոէ /իք ա մ (2) շարրր էլսւր/յլ^* կ անդամ աո անդամ 
դիֆերհնէյևլ դանկաւրոծ անդամ ե միամ ամանակ կատարել անդամների դան֊ 
կադաձ աե դափոիէէո իքլա ն է

Սահման ու մ. Պ ա լմտնավորվենք աոել, որ Հ> {է ւիանկդիան {//,•<.’■ 
մ ի^ակա ւրու U 4-ձ ֊րադարձակ մոնոտոն է , եիէև ալնտեղ դոդս իք լան nt'll են

?օ(Օ=^Հև '-հ(Հ՚ = Հ(Օ,
/ «ДО Հ?*.֊>о= ( —• k =1 ■ "•••
X «А 1 1 /

Л
>0-

երր է ■' [и, г։)г
Թ ե ո ր ե մ 2. Որպէււ։դի

հ{է)^շ.ո . (խ, Ս)).

ՈՆ 
Ի I

անհրամեշա Է և րավարարւ որ այն ներկալադէքի հրկոէ ՝րադարձակ մո- 
նուոոն էիանկցիաների տ ա րրերու իք լան աեորոէքէ

Ս.չիւ ա ա ա. իք լան մևհ֊ դա /if է տրված նաև, որ վևրր րերված ի/ և ո րև մնե ր ր 
'մ՚հւոմ Л7/ ոէմ ի մեջ նաև ալն դեոԱււո.մ, երր II 0, և ի) և մզուքն րնդանենր, 
որ ուլւ/ դևպրէէէմ U. — (1 -|- և Հ/է » ОС րավակտնաչաւի արադ;

Л Н Т Е Р А Т У р А

Навалян I ti. /Լ -абсолютно монотонные фу»։*.-ц«к 
физико-математических наук". J4. .Ns -1. 1961.

«Известно АН АрмССР. серия
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t
НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А
•М. Г». Эднляи

Применение электронно-вычислительных машин для 
синтеза несимметричного направляющего механизма

§ 1 Определение параметров несимметричного 
шарнирно-четырехзвенного механизма

Механизмы с остановкой некоторой продолжительности в задан­
ном положении ведомого звена представляют собой значительную 
группу исполнительных механизмов машин автоматов. Для обеспече­
ния приближенного выстоя используют зубчато-рычажные и шарнир­
ные механизмы Шарнирные механизмы просты ио конструкции, де­
шевы и. вследствие отсутствия высших пар. нзд.-жны в работе. Вы­
шеуказанные достоинства последних говорят н пользу внедрения шар­
нирных механизмов в промышленность с целью обеспечения прибли­
женного выстой.

П .'I. Чебышевым [3| разработана теория симметричного кру- 
гового-направляющего механизма и получены формулы для опреде­
ления его параметров. Однако, столь ценная с научной точки зрения 
эта работа П. Л. Чебышева -де нашла практического применения 
из-за того, что не были определены границы выбора свободных па­
раметров механизма, при котором получаются действительные реше­
ния. Проблема, указанная П. Л. Чебышевым доведена до инженер­
ного решения в работе .1. С. Гррдэенской [5].

Н. И. Лсвитским разработана общая теория синтеза приближен­
ных механизмов |1 . [2|

Синтез несимметричных механизмов представляет собой более 
общую задачу Области существования свободных параметрон меха­
низма н общем случае буду: более развернутыми. Кроме того, при 
решении задач синтеза симметричных механизмов часто звенья по­
следних получаются неконструктивными. Наконец, данный вопрос 
актуален тем. что выявляет возможность применения электронно-вы­
числительных машин для задач синтеза механизмов. Последнее от­
крывает практически безграничные возможности для проектирования 
самых разнообразных механизмов, воспроизводящих выстой любой 
продолжительности и отвечающих самым разнообразным требованиям. 
Изменением и широкой вариацией входных параметров можно спроек­
тировать механизмы для получения различных кривых. Разработка 
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методики и программирования задач синтеза несимметричного меха­
низма с остановкой и составляет предмет настоящей статьи. В общем 
случае задача синтеза направляющих четырехзвенников формулиру­
ется следующим образом.

Задана некоторая плоская кривая у — J\(x) своим уравнением 
или таблицей значений координат л՜ и у. Определить размеры и по­
ложение шарнирного четырехзвенника, на шатуне которого имеется 
точка /VI, описывающая шатунную кривую у=/2(х). мало отличаю­
щуюся от заданной кривой на некотором участке иля на всем своем 
протяжении.

В данной работе рассматривается случай, когда заданная пло­
ская кривая является дугой окружности (фиг. I). За исходные пара­
метры приняты: С. И = k, DC —с, радиус окружности приближения /?,

координаты центра окружности приближения О(х0, у0), центральный 
угол дуги приближения а и /_л0, фиксирующий положение дуги при­
ближения относительно оси X -итого семь параметров.

Подлежат определению следующие величины: ЛВ = а. ВС = Ь, 
■\D - d, Հ_ BCM = ш и угол наклона стойки т, -итого пять параметров-

Задача о воспроизведении заданной траектории при помощи шар­
нирного механизма может быть сведена к задаче о нахождении 
искомых параметров из условия малого отклонения от нуля взвешен­
ной разности

Аналитическое выражение взвешенной разности при хо = 0 
уо=0 имеет следующий вид:

Ду - ֊ ֊^֊ (о> _ А= _ <») _&Տ|5Ճ у + (ух + ^у) +
II Кг.

+ Ժծ՜0Տ 1—(Гх - Vy) - dsinr, (Vx 4- Гу - 2у) - (1.1)
քՀ

— dcos-fi ( U”x — Vy 2х)—с — Ь- — d-~ a՝.

Для вычисления пяти параметров (a. b, d, а>, т,) сгруппируем чле­
ны в выражении взвешенной разности (1.1) так, чтобы оно имело вид 
следующей функции



К синтезу несимметричного направляющего механизма 151

Կ = Pofo (-*)  + PiA (*)  4- • • • 4֊аЛ (X). (1.2)

* Знак перед радикалом U иыбираегся в зависимости от того, какая из двух 
ветвей шатунной кривой должна быть приближена к заданной траектории.

где
/Дх) —функции переменного аргумента л, не содержащие неиз­

вестных параметров, 
/Լ-коэффициенты, зависящие от

Л = k՜ 4 с‘ — Р"-

Л(*)  = ֊֊<Л
А(л-) = 2у-Гл֊- IV'y. 

f3 (х) - 2х 4- Vy - Гх, 

Л(*)  = և
Л(х)=- l/x- Wy, 

/«(*)  = ^У~

Р5 « х- փ

искомых параметров.

/>COS‘v
—л—• 
ծտէոա

А= —•

р.. = հ/տ1։1>1,

р3 = ձշՕՏղ,

р} — (Г — С*  — Ь֊ — (Բ, 

Ps=-PoPi-PiP3> (1-3) 

Рс — PiP г РоРл>

и = |/4feV - (Р։ '4- *2 -?д)2*)
к=-". w = Հ±*֊<.  р- р*

Узды интерполирования рекомендуется располагать в соответ­
ствии с. расположением нулей полинома Чебышева, г. е. но ф-ле, 
которая для рассматриваемого случая принимает вид

Տ, ֊ 0.5^1 -cos -4^4. Я j s, (1.4)

где п =6 — число узлов интерполирования,
ճ՝յ-длина дуги графика заданной функции, измеряемая от начала 

участка приближения до /-го узла 
Интерполиронания,

5 —длина дуги графика задан­
ной функции на участке приближения 
(фиг- 2).

Совпадение шатунной кривой с 
заданной окружностью можно ожи­
дать максимум в 6 точках. Пять па­
раметров механизма определяются из 
условия равенства нулю выражений 
типа взвешенной разности (1.2), на­
писанных для пяти узлов интерполи­
рования.



152 М. Б. Эдил ян

Центральные углы соответствующих дуг 5.- для inecTH узлов 
интерполирования буду։ равны

^ = а|3 / = 1, 2.--б. (1.5)
где

а1 = 0.0170371: аг = 0.1464466; = 0,3705905;

а.՝ - 0,6294095; սն 0,8535534; - 0.9829629.

Координаты узлов интерполирования связаны с координатами 
центра и радиусом окружной в приближения следующим образом 

х, = xfl — /<cos (ар 4- а0).

У, = у0+/?sin (а/4-зп), /=1.2,•••5. (1.6)

Подсчитывая функции ft(x) но (1.3), мы получаем следующую 
систему уравнении для опрс вел ння пяти параметров механизма 
(Ճ, (Լ о., ур

ձՎ = + АЛА’ + А< (X) - • • • 4- = о (1.7)
I - I. 2-.-5.

(.исылма уравнений (1.7), путем последовательного исключения 
Pv Pt,՛ А- А՛ Рз. приводится к виду

А = /4А՜'
Pz^K3Px- kiPo>
Р’З — f'K’iP\ квРф (I -3)

A = Կ?։ ~ ^sA՛

A = f^oPi -4-

Зависимости (1.8) при обозначении — =հ приводятся к куби- 
А

ческому уравнении огне ительно ;

Л։(ЧЛ;ЧЛМЛ^0, (1.9)
где

/lj = к.։к, փ k^k-, Az = (к,, 4 Ar։1) k= 4֊ (/?4 А։) k- p AeA1 — АдА’з.
(1.97

^3 =(A\ 4- A՛4 kA -I- (kb 4- А’.ч) Հ ֊ — k.liz, Л4 = A.։Ae — fe2A\.

После определения параметры /? выражаются следующими за­
висимостям и

л _ + (^4֊Հ):
Р,--------------------j +՜7=

_  А’?; — А'и -1- 4- А'о1;
А ֊ ֊ 1 4-ր ՜

п = . .. _
1 А.А !֊֊ к.'с. ™ /гхй4 — А3А2

Рс — ^‘.Р\ т ^аРо’ Pi= А’44 кьри, Pi — kJtpl 4՜
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Отыскиваемые параметры a, b, d. <«, հ будут соответственно 
равна

Ь^-!:\ :> р- . ժ-=|/7ք՜7;. ս=|ժ՜ր--ժ: ր՜ .

п IԱ1 = arc со^ у • г, — arc sin• 0-11)

Полученные параметры р, необходимо подставить •։ исходные 
уравнения ֊\<հ (1.7) н проверить условия

• ձ^-=0 / = 1. 2.---Տ. (1.12)

После получения параметров механизма (а. Л, d. »՛՛. ■<. следует 
также проверить

1> условие проворачиваемоеги кривошипа

а -г d b 4- с, (1-13)

2) условие обеспечения минимального угла передачи 

при предварительно заданном величине Հ.1ւ։1,
3) конструктивную приемлемость соотношений длин, звеньев ме­

ханизма d
а

с 
и —

желательные значения которых

(1-15)

заранее оговариваются

Հ// , ՜՜հ՜֊ /7i^,а
с Ո.Հ, ---  < Пп.
а

§ 2. Определение отклонений шатунной кривой от дуги 
окружности

Примем, что точки Л!։ и /И2 лежат на данной окружности (фиг. 2) 
Тогда для координат этих точек можно написать

•V, «= х0 — A?cosa0 л։ = х0— Ясо$ (з0 1- 2).
(2-1) 

У1 = _V0 ֊Ն 7?Տ1Ո2Օ, У, -» Уо + tfsin (։0 -Г 1).

Используя реккурентные соотношения между координатами то­
чек шатунной кривой и кривошипа, мы можем написать (фиг. 3)

V'Q. 4-
Л>. “ ’

где

Ув։ = УЛ 2й
i = 1. 2. (2.2)
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_ ± I 4T֊V ՝ 'Հ Л2 —Ժ)2 *

?; J-F-Ժ 
ԱՀ=-'------- յ---------

Q = x^sinw y{ I bcos«> — k , 

7'. = y^sinm փ < (^cosw k),

(2.3)

P? = Հ՜ + Vr

Фаг 3,

Отрезок между абсцис­
сами точек н Вг обозначим 
через ճ։, т. е.

Л’й։ = ^1' ($-4)

Разделив отрезок Л։ на 
некоторое п число частей, для 
текущей точки В{ будем 
иметь

х. = А'я 4" — Հ ‘ °*  Լ 2' ’ ՛"■В{ п
(2.5)

Из фиг. ,3 видно, что

у{, — (ZsinfJ Г I а': — (ք/CObT; — Хв )՛- . (2.6)

Имея i различных значений абсцисс (ординат ув ), исполь­

зуя реккурентные соотношения .между координатами точек М и В, 
можем вычислить значения координат точек шатунной кривой

vb^b+ 'W
X'~XBi ՜ ՜ շԵ

W֊

2b
где

4-^-c2)2**
v = --------!-------•------------

П‘

՜ Знак V'։ совпадет co знаком Ив (1.3).
'• Знак \’в совиаза. г со знаком lz и (1.3,.
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= — л'я £sin«> - yfi (Acosa. — b),

7д = — yBՀ՚տ1ո<«« (^cosm ծ). (2.8)

рв{ ~ x‘n.t + y՝Bt *

• Автор считает споим приятным долгом выразить искреннюю благодарность 
зав. сектором программирования ВЦ Академии наук АрмССР кандидату ||>нзико-ма- 
тематическнх наук Т. М. Тер-Микаеляну и сотрудникам ВЦ X. К. Врутяну 
Г. А. Саркисяну.

Определив значения координат точек шатунной кривой, найдем 
отклонения между шатунной кривой и окружностью на дуге прибли­
жения по следующей формуле

Ai = R - И* -*») ’ +(У-у,Г ֊ (2-9)

г де л0, у0. /? координаты центра и радиус окружности приближения, 
△^—отклонение по нормали между шатунной кривой и окружно­

стью на дуге приближения.
Необходимо определить также значение угла поворота звена 

АВ — а, соответствующего углу выстоя <х.
Расстояние между точками В., и Вг равно

1 = ^(хв,~хвА+ (Ув֊УвА (21°)

к

«^=2arcsjn ֊— • (2.11)

Сориентируем данный угол с пулевым положением меха­
низма. Согласно фиг. 3, если хд > rfcosij, то

XB—dcos-ղ (9 ։5>.
т = arc cos —2-------------  (ճ. l~ I

а
и

То = 7 - V
Вели хв ՀԼձշօտղ, тогда

Т - 180’ - arc cos ֊C°^—(2.13) 

и
То = 7 “ т<-

На основании построенного алгоритма Вычислительным центром 
Академии наук Армянской ССР составлена программа и выполнены 
вычисления на автоматической цифровой электронной вычислительной 
машине*.  Просчитано свыше 500 различных механизмов.

Механизмы не удовлетворяющие условиям (1.13), (1.14), (1.15) 
отбраковываются. В (1.14) величина угла 0njn=20c'. В (1.15) величины 
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/п։ —/л2=л։ = 8; Отклонения просчитываются для 50 точек, 
т. е. и (2.5) п = 50.

Для иллюстрации, из отобранных механизмов приведены неко­
торые, наиболее характерные.

В таблицах № 1 и № 2 приведены параметры и отклонения 2-х 
различных механизмов.

Таблица 1
Входные параметры I Отыскиваемые параметры

R 1.309523
1,909523 b 3,373337

4.005557
к 3,363491

3,363491 <1 2,395603
2.784047

С 2.199999
2.199999 մ 1,304320

1.456320
0,237979
0,462511

Qi 0,0035526
0.2304035

а 1,169370
1,343903

r t 0,8452596 
0.6432647

»• 1,5793650
У: 1,7936507

Таблица 2

Отклонение взвешенной разности в 5 узлах интерполирования

Отклоне­
ние ио 
нормали 

^пи*

10 £.0,208616

10
Н> ‘-0,084013 10՜’-0,240803

10 s-0.352866 1 О՜7.0,596046
ИГ4 •0,341237 

10՜®. 0,357628

110 *•0,341236  О.ООООЗЯб

10՜Հ.(1.417233 0.0012764

Проектирование присоединенной диады к основному направ­
ляющему механизму не входит в содержание данной статьи.

Присоединяемая группа проектируется по условию нестееннмости 
и с учетом угла передачи [6].

1Г. А. Էզի|աւ6

ՈՒՂՂՈՐԴ ՄեՔեՆԱՆհՐհ ՍՒՆԹԷՋԶ էԼեԿՏՐՈՆԱՅԽՆ £ԱՂհՋ 
ՄեՔեՆԱՆեՐհ ՄՒՋՈՑՈՎ.

Ա 1Г Փ 11 Փ Ո Ի Մ

IT երևնա՝ ավսէոմա էոնե րում որոշակի խումր են կազմում այն մեքոա- 
նիզԱնե րը, որոնց տարվող աչի։ ա տանրալին օղակը աշխատում Լ կանխա՝ 
ւոե и ված կանզնու մնև ft է» tf:

եման նպատակների համար կիրառվում են ա տամնավո ր-(ծ ակա լին և 
հոդավոր մ եխանիզմնե ր:
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պոզավոր մեխանի զմներր կտոա ցվ ած բո վ պարզ 7/5/, /;</ ան ե բարձր 
զուէ սեր ի բա րյակա րո թ/ան պ տա և::::: ով հուսալի են ս: շխասսսնրամ;

'Լերոհիշլալ աոսէվելութ լաններր հնարավոր են դա րձնում հոդավոր մե­
խանիզմների լալն կիրաս.Ոէ.մը ա րդլո ւնա րե րս:թ րոն մեջ։

ի/ե կաբոնս:լին էս:շվիչ մեքենաների կիրաոա մր նման մեխանիզմների 
.աչվարկնե ր::ւմ զործնուկանորեն անսահման հնարավորութլաններ է ստեզծոլմ 
րադմ ազան մեխանիզմների հաշվարկն ու նսէխազծ ո: մբ ճշտելու և ա բազազ­
ներս. համար:

Հոդ ված ի հիմնական նպատ ակն Լ վե բսհիշլս: լ մեխանիզմների նախս:֊ 
զծմտն ե էլեկտրոնային հաշվիչ մեքենաների համար ծրազրմտն մեթոդի 
մշակս: մը;

Հարթ֊ ուզզորդ֊հսդս:կապաքին քաոօզակների սինթեզի խնդիրը ընդհա­
նուր ս:։:մա։>բ ձևակերպվում է ալազես

Տրված Է մի հարթ կոր \' =֊ Jլ ( %\' ՚ որոշել հոդակապս:լին յշաոօղակի 
չավ:ր և զիր.րր, որի շուոտվիկի վրա զտնվսզ ,11 կետը կվերարտադրի \! = ք. (.<) 
չս: ոտվիկալին /լորն այնպես, որ նա վ»իչ տարբերվի տրված \՝ = խ (,V I կորիզ' 
կորի ամ բոզչ երկարս: թրոմբ կամ նրա որոշ մասումէ

Հոդակապս:լին մ ե խանիզմ ի միջոցով տրված արա լեկտո րիա լի վևրար- 
տազրմ տն խնզ իրը կարելի է բերեք որսնվո ղ պարամետրների որոշման խնդրին 
ա էնպես, վոր կշոալին տարրերութլունը (տե՛ս բանաձև 1,1) քիչ աարբերվի 
զերո լիզ:

Տվյալ խնդրի արլորիթմի հիման վրա կազմված է ծրադիր էլեկտրոնա֊ 
յին հաշվիչ մերեն::: լի համար: Հաշվարկված ե՛ն մոտ սՕՕ տարբեր մեխա­
նիզմներ և, որպես օրինակ, բերված են մի բանի հատկանշական մեխա­
նիզմներ:

Ереванский политехнический институт
км. К. Маркса Поступила 18 IV 1961
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