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МАТЕМАТИКА

Г. Л. Лунц

О рядах типа Тейлора-Дирихле

В статье рассматриваются вопросы, связанные со 
интегралов Стильт.»еса вида

сходимостью

со

z’^e:t dA (/). (1)

В частности, определяются области сходимости рядов типа 
Гейлора-Дирихле

со ,,lr- —Knz У ап г п е п (2)

где Хл >0, Хя f оо, а от,-натуральные числа или нули.
С помощью таких рядов могут выражаться решения некоторых 

линейных дифференциальных уравнений бесконечного порядка и урав­
нений с бесконечным множеством запаздываний.

§ 1. Лилии уровня модулей членов ряда (2)

Линин уровня модулей членов ряда (2) имеют уравнения вида 
X՝ 4 у2— Ле‘*х । А ^>0. ?>()). Элементарное исследование показывает, 
что, в зависимости от значения величины Aq\ эти линии имеют вид. 
показанный на фиг. 1—5.

Фиг. I. Фиг. 2.
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§ 2. Область абсолютной сходимости интеграла (1)

Пусть A /ւ—комплексная функция с ограниченной вариацией на 
всяком конечном отрезке действительной положительной полуоси; 
т(/)—неотрицательная функция действительного переменного;
г'(0 какая либо в’ётнь функции t'’<z>Ln-. однозначная в плоскости с со­
ответствующим разрезом и

г
In | dA (01

а. = |jm —------------- • р։= . -Г- , р2= цт -у— •
г г-« -(г) г^х(г)

ос
Пусть сначала j|d/l(0| = oo и, следовательно, а > 0.

■ I
Тогда, если |г|>1, при любом положительном г для п доста­

точно большою

я+։ "** -л(х-а- -Л
\г^е-г{ dA(t)\< Л|г|₽| ։ = Ве ՛ Р։ ' ՚

п
(А и В не зависят от л).

Если точка 2 такова, что hi I z j < (х — a) plr то-есть | г | < е₽‘<х~а>h 
то при достаточно малом е будет справедливо неравенство

In I z) _ ,. пX—а---------------г > о > 0.р,—€
а так как ряд с общим членом е~п-՝ сходится, то интеграл (I) схо­
дится абсолютно в области Gx: z| > 1, |zl

Если |z|«г I, то

«+» I
J \z-We-*dA (/) <C|z| 

л

откуда нетрудно заключить, что интеграл (Г) сходится абсолютно 
также и в обласи б/2: |г|«;1, |zl<£₽*<■’ Если р։ = 0. то область Gx 
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пустая, если ?ք=օօ, то область G2 превращается в сегмент г | < 1. х>« 
(если а> I. то область G2. при ղ,= չշ. пустая).

Из определения числа а сЛе. уст. « го. как мало бы ни было 
г>0, существует такая последовательность (г, Г со). что

о

(I

Отсюда при |г|> 1 и х > О имеем

j' Iг'«>e֊։'dA (t)| > է՜'ր՛ er‘ ”՜ 1 

и
и. следовательно, интеграл (!) не сходится абсолютно ни н одной 
точке области |z|> I, 0<х<а. Если х <0, \г > 1, то

Կ

О

и поэтому, в случае а>0, интеграл (1) не сходится абсолютно в об­
ласти |zj> 1, х< 0. При а = 0, |z| 1, х О равенство

Հ-
Ա?«'Դ-?'մ/1(0| = օօ

о
очевидно. Таким образом, интеграл (I) не сходится абсолютно в об­
ласти О։:|г|>1. х<а. Если |г|< 1, то сначала подберем кс>0

такое Л, чтобы -(г)<—-- при г > Л. В силу определения числа 
Р1~ е

х. к заданным տ и Л можно подобрать такую последовательность 
W (րէ 1 ос), что

իժ4Ա)|>/՚(’՜։՛ . 

д

Тогда, при х>0, будем иметь
ri ri , . , 1п Iг I ,
('՚ T —■Kri ri («—О Г‘ ՚ "՝ 1 p։ :I (0|> |z|e‘ e 'e‘ =e

I. -
Отсюда очевидно, что интеграл (I) не сходится абсолютно в об­

ласти D2: |z < 1, a\>0. |շ՜|>^ւ(՝՜'“Լ Столь же простые выкладки показы­
вают, что интеграл (I) не сходится абсолютно в области Q։: е՜՛՛7 < | г | 1, 
х <0 (эта область пустая при а = 0). На фиг. 6 показаны области 
Gt, G2, D2. D. в случае 0<լ<*<Հ 1 и когда кривые |շ| = ճ₽»(-։՜ »
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Фиг. 6.

г] = ^-'1 “ принадлежат к виду, соответствующему фиг. 3-5.

Если

то, обозначив
1>

<х
In реЛ (6

а'= liin ՚ — (а'-СО),
а. г

мсжно с помощью несложных оценок доказать, что интеграл (1) 
сходится абсолютно в областях G՜: > 1, \г )< £?₽«<•*֊*'> и
|շ]<Հճ^(՝՜'') и не сходится абсолютно в области .г 0.

В случае а'= со интеграл (I сходится абсолютно во 
всей плоскости.

Нетрудно также доказать, что во всех случаях интеграл (I) 
сходится равномерно в любой конечной части области абсолютной 
сходимости и является функцией, аналитической в области абсолют­
ной сходимости (на римановой поверхности или на плоскости вне 
соответствующего разреза).

Если выбрать функцию .А (/) так, что /1(7) ֊0 в интервале |0Д։1 
и /1 (£} — а։ ; ц2 4- • • • -г в интервале |).п, ւ) (п= 1. 2. •••), то 
интеграл (1) превратится в ряд (2), причем
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тп — ՜ Сг.п), о =jiin • o., = lijn ——

in\(a‘i ւոշ;։<Կ|
а=Нгп —*~J_ . а' = Щп—------

ос Л« л—” А/Г

§ 3. Теорема Абеля для ряда 2i

Очевидно, что если ряд ;2) сходится абсолютно в некоторой 
точке ?о =■ х0 -/у0, то он сходится абсолютно во всякой точке г, в 
которой начиная с некоторого /г. выполнено неравенство

՜ւՒ (х~х^
\z\m"e Л/в или

Из определения чисел о։ и ք\. получаем отсюда следующую тео­
рему.

Теорема. А/.< посол ютной сходимости ряд (2) в точке з0
следует его абсолютная сходимость в областях
< । ?о \ ц С}..: х < х0. ) г | <
<|г0’е?«<г-г<

На фиг. 7 показаны области 6\ и 
0՝а в с. учае, когда кривые \г|- 
=|?olи |z| = |ze|ժ?։(է՜րյ принад­
лежат к виду, соответствующему 
фиг. 3 5, а на фиг. 8 а), б) в случае, 
когда эти кривые соответствуют фиг. 1.

Если р2 = ос. то из абсолютной 
сходимости ряда (2) в точке ~0 следует 
его абсолютная сходимость в области 
х>х0, (z|< z0 ժ՚(ր ՜յ * (фиг. 9 а), б)).

Գ :х>х0, |z|<

Фиг. 7.

что \п/։-оСкп), тоГ.сли последовательность ՀՀ такова, 
доказанная теорема остается сипаведливои и в том случае, когда 
в точке z0 ряд (2) сходится неабсолютно или даже, когда, в точке 
т0 члены ряда (2) ограничены по модулю.

Для доказательства запишем

где А—постоянная. Отсюда видно, что найдутся точки, сколь угодно 
близкие к точке ?0 - л*0 Ч-/у0. в которых ряд (2) сходится абсолютно.
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а * б
Фиг. 8.

R б

Фиг. 9.
Действительно, если յ*օ^Օււ точка г* — х*Н 7у* такова, что [2*1 = 
=|^| и х* *0՜Ւ£. где - сколь угодно малое положительное число, 

05 -- XQ =
то в точке т* ряд (2) мажорируется рядом е , который схо-

Ո г. 1
днтся ввиду условия 1п// = о(Х„). Так как области GJ н G*2, соответ­
ствующие точке г*. сколь угодно близки к областям 0\ и <7а, то ут­
верждение доказано.

Диалогичное утверждение справедливо и в случае, когда In л - 
= о(/пл).

§ 4. Сходимость ряда (2) в некоторых частных случаях

Теорем а. Если выполнено условие

11m 11". = о, (3)
Л- СП

то ряд (2) сходится абсолютно в областях 0Ղ: \ г ’ > 1, I z | < ef՝<x~*> 
и ճՁ:|շ|«^1, |г| < ^։<‘ *> и расходится в областях
| г | > е^х и Ռ.: | z |< 1, | z I > е^х՜ *>, где

k = Птп —------ .
/I-’ОО ^՝л

Доказательство. В силу определения числа k при достаточ­
но большом п имеем
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I r,ln —KI anz e
. ma ~'f.nx X |fc—л-т : ֊I тл 1ոխ| 

z| e — e

>0 сколь угодно мало, Но —— при достаточно
Pl £

большом п, поэтому в случае |г,.՜՜. 1 получим

In!-I 
?i —«

а в случае jz j 1 

е

in I-1

откуда следует абсолютная exo тимость ряда (2) в областях (7։ и G2 
(СС — Л^Т,

ряд у е , в силу условия Յւ. сходится при любом иол о.китель- 
fl-։

ном т]^. Из определения числа k следует также, что, каково бы ни 

было = >и, найдется такая бесконечная последовательность индексов 
(яр|, что

т„ —'՝nz А (£ —г| ч-/п In |z|—X А 
ап г l'e ՜ >е р ՞ .

р

Следовательно, в случае |z > Լ при достаточно большом р. будем 
иметь 

|г I > е?1(։ и с досрочно мало, а в случае |z j С 1 —аналогичноесли

если |г',>г1՛ Этим теорема доказана. Для случаев, соответству­
ющих фиг. 3—5 области 6\, (7г, 7Հ, /Ja указаны на фиг. 10 (для |А)< I).

Легко видеть, что если /с՛֊ ос, то ряд (2) сходится абсолютно

во всей плоскости. Если 1։т 7 =ос, то ряд сходится абсолютно в 
д - ОО

полу плоское, и д'>Л։ и расходится в полуплоскости x<^k (за исклю­
чением, быть може՛., точки z — U), го есть ведет себя как ряд Ди­

рихле (см. |1|): если Itm Л/։ =0. то ряд (2) сходится абсолютно в 
л - ЭС

круге |3|<1 и расходится вне этого круга, то есть ведет себя как 
ряд 1ейлора; ес.л же оо, го ряд (2) сходится абсолютно в об-
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Фиг. 10.

.частях IZ| 1, |г՚<Հи |г| Հ I. л'^>7г и расходится в областях
|г| 1. ,հ<Հ/հ и |z |-< 1, \z |>е’-'<Л Ղ

Из результатов предыдущего параграфа следует, что, в случае 
когда выполнено условие. (3), существует область, состоящая не 
обязательно из одной связной компоненты (см. фиг. 1'. внутри ко­
торой ряд (2) сходится абсолютно и вне которой он ра. ходится 
(точки, в которых ряд сходится неабсолютно, могут находиться толь­
ко на границе этой Области, так как было доказано, что в любой 
окрестности такой точки имеются точки абсолют! ой сходимости, а 
вместе с ними н кусок области абсолютной сходимости . Таким обра­
зом, в этом отношении, нои выполнении условия 3). ряд (Հ/ ведет 
себя так же как ряд Тейлора и как ряд Дирихле в аналогичном слу­
чае (см. |1|). Отсюда, очевидно, что участвующие в формули, овке 
теоремы неравенства не определяют, вообще говоря (если р։ д рД 
точно область абсолютной сходимости и область, расходимости ряда 
(2) при выполнении условия (3). Однако эти неравенства не могут бьть 
улучшены. Действительно, задав произвольно действительные числа А՛, 
ft > 0. ft. > 0, построим три ряда вида (2) следующим образом. Пер-

. г I *П •’ ■ Iвые два ряда подберем так. чтобы для каждого из них 1пп
л - о-, лл

= -<»; кроме того для первого ряда выберем юслсдовательность так. 

чтобы lini -^-= ft (например. тп = |>.„) ft . а для второго ряда —так.
К • Հ» г,1п

Ն . In а.п 1 .чтобы lini ' = ft. I ретин ряд построим так. чтооы lini - --А.
Л-. <х П1п ' ՛ "Нвкя {՝п

а 11m — =6. где о любое число, промежу։очное между ft и ft. Для 
л - - ос Hi tt •

ряда, являющегося суммой построенных рядов будем иметь
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Vj 1Н ’ (1 п | • . АЛ — — ЛЛ
Нт . Нт..... — р։, Пт—= р2

«֊* 00 1П п_ И1л П — со П1п

на ю же время ряд будет с ходиться абсолютно в области Г?|<«*(։ *՛ 
и расходипся в области |г:>«֊(։ 61. так как первый в второй ряды 
сходятся абсолютно во всей плоскости.

Если вместо условия (3) выполнено усливяе.

I. In/г ЛПт --------= О,
л-» аз >t

(4)

го имеет место следующее утверждение Ряд (2) сходится абсо­
лютно в областях х 0. 'г <e-tX ‘ и х С0, |z| < и расхо­
дится в областях х > О, \z^>cS։՝ х и х < 0. | z|> где

».„ Ti,n ։пим_. 
/1—06 fn.I

Доказательство основано на простых оценках и мы его опускаем.

Если Ifni " 0. то при выполнении условия (4) ряд (2) схо-
л 05 at lt

дится абсолютно в круге |z|<„e** и расходится вне его; если же

Нт ' ' = ©о, го ряд сходится абсолютно в полуплоскости х>0и 
Л— ОС
расходится в полуплоскости х < 0. Заметим, что если одновременно 
выполнены ус. опия (3) и (4), то можно объединить соответствующие 
Области абсолютной сходимости п расходимости.

Полученные результаты можно распространить на случай, когда 
{Հ,! —последовательность комплексных чисел < I >-„ | J методом, 
примененным автором для обобщенных рядов Дирихле (см. [2|).

Московский институт
химического машиностроения Поступила 29 XI 1960

*Ь. Ц. Լուէւց

ԹեՅԼՈՐ-ԴհՕհհԼԷՒ ՏՒՊհ ШР4*ЬРЬ ՄՍԼԱԽՆ 
ա ւր փ n փ n ь и՛

Գիէէէսւրկւիէւմ Լ IIէէւի[ս։1աի 
օօ

(1) 
о

տևսյ>ի քւնտհււ րարք , «ք»// /1 (!}-/• '•՛աքապսւսւաւ։ ի/ան րն սւ րու թ {ան դեպքում 
րևրփսմ Լ Թելրւր-՚Ւի րի[ч ք ևի աիպի

У «/։гш«г-А"՜ • (2)
Կ I
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շարքի :-п I nitre ամ րողջ թւքեր են):
Որոշվում I, ալն տիրոպթր, որտեղ (I) ին ւոե դրալր (համապատա чիա 

նորեն (2) շարքր) բացարձակ ղուդամետ Է ե ш/'и տիր»։ լթր, որտեղ նա րտ- 
դարձակ ղտդամևտ չԼ : (2) Համար ապացուցվում Լ՜ Արելի տիպի
թեորեմա/

Հարոնի Լ, որ Դիրիխլեի չարքի համար բացարձակ ղու դամի/ոութրսն 
տիր/սլթի ե աարս/միտ։ ւթ րոն ս/իրոպթի հետ ւ1եկւոեղ կարող Հ ղոր/ւթ բո ն 
ունենալ ոչ բացարձակ դ///դս/միտտթլան տիրալթ (շերտ կամ կիսս/հտրթա֊ 
թրսն), ոակալհ աi'll դեպքս/.մ, երբ |II Հ2 = О Հ1է\ւ )՝իրիիէլեի չտբքր իրեն 
պահում Հ ալհոլեո, ինչպես Ո՚երորի շարրր, ե նրա համար դոլա թր/ւն ունի 
ալնպիսի տիրալթ էկիոահարթin/Jրոն!, որի ներո/ujf նա բացարձակ ղաղա- 
մետ է ե որի՛! դարս' տարամետ։ Համանման պնդում ապացուցվում է Ւ^եր 
քՈր-Դիրիի/լեի տիպի ( 2 ) չարքի համար ալն դեպքում,

երր 111 /2. (3)

Ipuil In ո — о (ա,,)։

Ապացուցվում է թեորեմա, որբ հաստատում է, որ (3) դեպքում (2) 
շարքը բացարձակ ղա դ/սմետ Հ (j ։ 1 2 1, \2 (?•'''л ՜" m G■ | Խ
121 <Հ е^՝1 “Я աիրա ։թներտ մ ե տարտմետ 1 • | ’ | 1 « | 2 | Շ^>!' 1 л'' **’
/Л : I Z | 1 . | ' . е ■' V՜ աիրա լթներա մ. որտեղ

. եո -— ւ.„ , 7~ •ո Ia* \^=11111 -> օՋ — հու • ի Խո---------- -•
, Z fllrt ч— -yr 41 п rt -ac f՝»•* ■

Եթե ք>։ Ղ>, ապա (}Ի 6.,. Dv D.: տիրտ լթները իրենց եզրերի հետ
միասին չեն ծաձկոէմ ամբողջ հարթաթլո՚նր և արյ պտաճաոով (2) շարքի 
րացարձտկ ղտ ղս։միտտթլան տիրւոլթր (3) ղեպքում, րնղհանրապես ասաւ} . 
չի համրնկնո։ մ i Gո^ի հետ։ Uակալն սւպացուցվտմ է, որ թեորեմայի 
մեջ ս/արտնակ՚չո ղ ա րղ լա՝ե րր *>։ ե Ղ. մեծ ութ լսւննե րի ա ft րմ ին'1։ե ր и Հ չի կա­
րող րարե րււվվե ji

ՕԽ G3. /Հ, D2 տիրտ լթներին համանման տիրտ չթներր կասաւրիոմ են նաև

(4) դեպքում f արւտեղ ի մեծս։ թ լան ։իսի։ա րեն մուծվում է 7. — |է.Ո ------ —
\ Л ր, 41 :

մեծ ութ լունը
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МАТЕМАТИКА

Ր. Л. Оганян

Разложение по собственным и присоединенным 
функциям краевой задачи, порожденной 

несамосопряженным, сингулярным дифференциальным 
операторам второго порядка и краевым условием, 

зависящим от z

Рассмотрим краевую задачу на полуоси |0, со)

У"-<7(а-)У-Р-2‘։ = О, (А)

/(0) ֊ Л(Х)уцО) =0, (В)

где q{x]— комплекснозначная функция, суммируемая на полуоси 
10, չօ)

Со
1|</(х)Ц/х. in

з А (X) — четная и мезоморфная функция во всей X—плоскости, удов­
летворяющая условию

/X А (>.)-> ос, когда Х-*ое, IX >0. (2)

Целью настоящей статьи является доказательство формул разло­
жения во собственным и присоединенным функциям краевой задачи 
'1.41 —(ձ’I. Для вещественных г/(х) за щчн с краевым условием, за­
висящим от л. рассмотрены А. В. Штраусом |4|. В случае, когда 
0 -гл-)<7(х)—комплекснозначная функция, суммируемая на полуоси 
|0, оо), а А(՛.) -const, формулы раллокенич получены М. А. Наймар- 
ком |1| в Б. Я. Левиным |3|. Метод доказательства, предложенный в 
настопц?й статье, по существу совтдаег с вычтным методом Коши 
и отличается от методов, используемых в 11, 2, 3, 4].

§ I. Определение и свойства некоторых решений 
дифференциального уравнения (А)

Как известно |2|. и случае (I) уравнение (А) имеет одно реше­
ние — <ча. д) (IX > 0, 0 < д*< оо). удовлетворяющее интегральному 
•уравнению
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.. ч д» fsinHx—է) ... .. .е(к, ,\-) = e‘kr— I —f —' q {() е и, t) dt,
X

причем g(X, x)—при фиксированном х—голоморфная функция от / 
в полуплоскости 1Х><- и непрерывная в |>. : 0, X փ 0.

При к—>со имеют место асимптотические формулы

е (X, х) = eiKx е' (>., х) = (1.Ո

равномерно относительно х из интервала |0. со); для 1Х = 0

е (X, 0) е' (—X, 0) - г' (X, 0) е (—X, 0) = - 2м. (1.2)

Пусть *у(Х, х . с[՝к,х), տ(ՀՃ) -решения дифференциального урав­
нения (Я), удовлетворяющие условиям:

‘u(X,0) = l, v'\\, О) = Л(Х),

с(Х. 0)-1, г'(Х, 0) = 0.

տ (X, 0) = 0, s' (X, 0) == X.
Заметим, что

о (X, х)—удовлетворяет краевому условию (/?) и при фиксиро­
ванном х является четной и мероморфной функцией от ՝/■ во всей 
X—плоскости;

<? (Х. х), տ (X, х) — при фиксированном х—целые функции от X, при­
чем տ (X, xj—нечетная;

при а֊>оо, IX >0 имеет место асимптотическая формула

տ (X, х) = sinXx 4֊ е~1Хх() ( -!* ) (1.3)

равномерно относительно х из любого конечного промежутка по­
луоси (0, оо).

Для удобства введем следующие обозначения

а (X) ₽ е' (X, С) - Л (X) е (X. 0), ձ (X. х) . . т ') ■= ՛а ՛, л j iL I а ।

Из определения решений дифференциального уравнения (Л) 
с(Х, х), -и(Х, х), с(Х. х). s(X, х), 0(Х, XI и из единственности ре­
шения задачи Коши следует, что

Т’ (X, х) = с (X, х) -ф — - s(X, х), (1.4)

•ն (X, х) = տ (X, х) — т (/.) v (л, х), (1,5)

Хг» (X. х) _ _ տ (X. х) Xg(X,x)
Д(Х) е(Х, 0) 1 л(Х)е (X, 0) ' * '
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Пусть А'—множество всех финитных функций на |0. со) с сум֊
wn производными. Для обобщенных преобразований 
/(л) из А' введем следующие обозначения

Фурье

Г Г/(A')-u(A. Л)б/Л, СДХ) = I/(л)«?(>., x}dx.

$/(>) = \f(x)s(K,x)dx, Ч',(Х) = \f(x))(\,x)dx.
О V

Из (1.4) и (1.5) следует, что
V,(X)=C/(X)+-^AW, 

л

^(>-)=5ze.)֊f-^(X)i/,(Xi.

Пусть

(1.7)

(1.8)

Лемма. /7pw Х—>ро, |Х>0 имеют место асимптотические 
формулы

11 -а (*Г “ ՜Տ,ոԽ՝+ ° ( т) + <Л'° ( г) 1
4-^‘?(х)Х + ^‘?(л)О(1), (1.9)

£1=е-^О (1) |- (1) + с1**«? (X) Х.+ eiU? (X) 0(1); (1-10)
“ (Л) 

причем при X->оо, IX > 0: <?(Х)->0.
Доказательство. Подставляя в (1.6) асимптотические фор 

мулы для е(Х,х), s(X, х) получим

s’nA,v ‘ е*-Ил -J <А’ф(л) л ֊)- e,u?(A)O( I) -

== — sinXx ժ՜’Հէ О /J j I sinXx О (-1Л -|- e

֊1֊ бА' с (л) a ֊I֊ է՚’Խ <p (X) О (1). 
Отсюда, ввиду

sinXxO / ֊ ) = е’Хл О f-у- с •" О 
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получим 1.9). .4 из (1.9). вл иду
/я'.'л р- էՀ՝. 

SinkA-= ------ ֊Հ֊ •
получим (1.10). Теперь покажем, что при д -эо, [л • 

'i (>•) ->0.
Действительно. Из определения «(>.) и (1.1) следует, что

а :>•) - շ' ('■, 0) — /i (/•) е (հ՝ 0) = й 1+°( ‘)1 • О - ե (>•)

-А A(M + O(lj —Л(Мо(44=Л Й(М Oli) -й(/.)О( 1 
\ Л / \ • •

~<>.о(4 )֊л0(4՜) ֊ "■-Л(') 1<'-Л|>.)|сЦ-57) 0(1). I

Отсюда, ввиду условия (2), следует, что при /. • х>. 1л.>0:1 
а(Х)->оо, но е(Х»О) 1 4- О/4֊ ^поэтому при X — <*>, IX >0: ® (Х)->0.1 

у К J
Лемма доказана.

§ 2. Основная формула

Пусть !..ц контур, идущий но вещественной оси от— R 

обходящий в верхней полуплоскости все особенности функций 

к R н| 
և I X) I

X ՚
/н(Х), лежащие на отрезке вещественной оси ( — Пусть /\—

Л(Х) 
множество всех полюсов----- . лежащих на отрезке вещественной!
оси [—Ք,Ք]. I

В дальнейшем существенную роль играет следующая лемма. 
Лемма. Для Любой fix] из К имеет место формула

J мм л-) «(>.)<?>■ = 
լհ՝

'Ж*1

рЖ-Հ) ^(/)Ф(л, r)^^ + K/yRes{v>(A)Tr(>-. х) ,֊֊|. (2.1)

•л* Л f R
Доказательство. Из (1.8)

tz/(X) v ()., х) т (/.) = ԱՀ- (/.) v (X. .с) - .S/(/.) v < х)
отсюда

V/(k) v (/.. л) т |>.) a՝i. j Ч*Дл) ? iX. х) (հ - ' ձ>(/.) ;՛ (/., х) մՀ. (2-2)1
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Очевидно, что
т •*.

| »FZ<X) x')dx -и (X. Հ) J/(/)^(X, t}dtd> 4-
Հ Կ ’’

г г4- j *’(Հ а*) 1/(Лф(л. Z'i dtd>. (2-3)

Գ

Два раза применив (1.5) получим
* х

( v (Հ л՜) \ ք(է) ՛? (Հ О dt d).= ( փ (а, л-) (/(Z) V (л. t) dt d՝K

՝Կ * և “

- ргНл, х) ^f(t)s(l,t)dtdk $(Х, х) (t)v (а, /) dt dt.. (2.4)

Подставив (2.4) в (2.3), а потом (2.3) н (2.2). получим

1Л(Х)-и(Х. д’) m(K}d>. ■■= j >Ь (X, х) \f(t) v (а. Z) dr dt

Կ Կ 6

ф(Л, х) /(Z)-HX, t]dtdK-y ( /l(k)rfX. (2.5)

'LH x
где

x . д
A (X) = 1>(Л, XI ^/(Օծ' (/-/I dt S(X,.V| ^f<t) v (X, t} dt S, (/.) v (X. a).

O V

Покажем, что

A (a) dx = — r.i 2 Res Л (X). (2.6)

Действительно. Пусть l'R контур, описываемый переменной -а, 
когда X пробегает контур LR, и направленный or R к R. Заменив 
а на —л и пользуясь нечетностью Л •/.), получим

|| Л (а) Ժհ = —

7-а՛

Из георемы Коши о вычетах и этой формулы получим

I Д։-Х!Л= J Д(Х)Л. 

R LR
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откуда следует формула (2.6).
Теперь покажем, что

У1<ея/1(>.)֊ ֊ 2 ReS(l/,(A)^p„ (2.7)

Из определения Д (>.)

z ■ Res Л Ճ R’es 1 v Ռ» Л‘) I / Мտ (^» Hdt —
Գ 1 nj

s(>..x)J/(/W. t}dt\ -2ReslS,(>.)«.(k,x)). (2.8)

I) R
Из (1.4) следует, что разность

■up., х) J/(/)s(X. /) <// —.s(X. x) p(£)i’(X. t)df 

a о
является целой функцией, поэтому 

-V X
Res j v (X. х) j f(t) տ(Հ i) df $ (X. x) ք\t] х/(X. Г) -0, (2.9)

1 Я о о

а из (1.4) и (1.7) следует, что разность

«/(>•)*(>•.-*) ։//(>.)■!/(Х.х)^

регулярна на множестве Рд. поэтому

2 Res ;Տ/(Խ v (Հ х)| = 2,Res {V>(X) v (X, x) -A-r| • (2.10)
PR pR I ЧЖ

Из (2.8)- (2.10) следует (2.7), а из (2.5) —(2.7) следует (2.1 , т. е. лемма 
доказана.

§ 3. Вычисление некоторых контурных интегралов

Через СА> обозначим полуокружность в верхней X—полуплоскости 
радиуса R с центром в нуле, направленную по часовой стрелке.

Лемма. Пусть ք(.^}(Լ1Հ. Ёсли՛ с (X) такая, что п.ри \~^(х>, 
IX > 0: ф(Х) — 0. то для любого фиксированного х «з (0, эд) при 
R —> эд
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х
? ք*1 «Տ'ս|7 (/)<-“ Л <й->0. (3.1)

О

Доказательство; Интегрируя по частям, получим
да . СК
|7(Г) е>“ dt '• /(0) - 4֊ j> (Пе“'3/. 

б о
нанду этого

j Ф (X) р 10 <м" մ/ ib. — if (0) փ (>.) с"‘ ib. I

C'R “ 'C՝fr
да 

4֊ i ?(X.c"r 
Գ & 

но н J>. > (I 
да да

< \{f(t)\dt<oo 
о о

(3.2)

поэтому к обоим интегралам справа в (3.2) применима лемма Жор­
дана.

Демме. Пусть f(x) К Тогда д.։я любого фиксированного х 
л з [0, ос) при Я֊>ОС

X
[ е** ք \t • е~Гц О ( 4֊) dt dk—0. (3.3)

Գ :
да

Գ 0

(3.4)

Здесь под О J —J понимается функция <?(Հ х) (Ռ>0, 0<х<оо), 

удовлетворяющая при больц/их условию

T -^) I '<• | Հ| 

равномерно по х из каждого конечного интервала полуоси |0, оо). 
Докажем только (3 3), так как (3.4) доказывается аналогично.

. Доказательство. Обозначим 
г 

/«j7 t\e. 

Г о
Пусть
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R (cos® 4- Zsi ոտ).
Очевидно, что

|= 4» Pvsinv. 

показать, что
л՜
I’ /(/) dt (3.5)

х-л 

•льзуясь этим равенством легко 
г-3

If (Ml -< |/(Г)|Л
О

где о—любое число из [0. л|.
Перейдя к полярным координатам R и ? получим

/'(Re1- Rie՛1 d? (3.6)

Из (3.6) и (3.5) следует, что

/’ ( /., dt. F(Rc") Rd?*. с \ 
о

f\t\\dt+

х х ։ .г
j /(г Ա/7 d? = с |’,/(Հ)1օ7 d? ֊ с- |/(/)|^

.г - Տ 0 0 .г— 4
Однако, для любого фиксированного о>О, при R—

е- JWsinu

f)
а при

[ \ f(t}\dt-,O.

x֊o

Поэтому для любого г>0 можно найти сначала такое $4>0. а потом 
такое R,., что

£.

Գ
Отсюда следует утверждение (3.3) леммы.
Лемма. Пусть f(x)~ R՛. Гочда для любого фиксированного х 

из [0, ос), при R—>оо 
.։

Ф (Հ А-) С/(/)*!» (а. о dt d>.->— (3.7)
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S—■ -----------

?('•. t\dtdl----- -$-/(*).

Докажем только первую формулу, так как вторая доказывается 
аналогично.

Доказательство. Из определения •> |Х. л) и асимптотической 
формулы (1.1) следует

1 «|> (Հ л') I /U) т’(л. t)dtifh - I <•(/.. х) 1/(/) Հյ(>,/-ժ/մ>.= 
i յ յ յ j tt՝/՝>

Գ ° Գ

E = f [/(/) dtd>.֊- f 0( ; dtd>..

Կ 6 Կ
В первый интеграл правой части подставив (1.9), а во второй 

—(1.10), получим
X X

j՝ փ (X, х) р (/) г> (X, t) dtd'i.= — ( ейл ^/(/) sin)./ dt d>. I
I В: * Գ *■՛

+ eiU Oi

R

4- <?(>.) 0(1)
X 

ժ/ժ>.փ[ խ֊^ՕԱ) P

-t- ei)J 011) 4- e“l <? (Ճ)). 4 er'e z (X) О (111 dt d\.

Из предыдущих двух лемм и леммы Жордана следует, что по­
следние два интеграла, при /?֊>ос, стремятся к нулю.

Остается показать, что при R->og

eiKX J /(/ ) sin fd dt d't. —> շ- f (x).

Գ 0 .
Пусть

для
I 0, для է > л.

Тогда

Г Г п Сj е'м յ/(/) sin X/ dt d՝K е>кл /* (?) sin X/ dt d/.
Լ с« 0
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# х, R ??
- j е‘‘' Ւ (/) sin л/ dt di. — i sin Хг /* । ք j sin ft dt d/. - ■ 

֊ A։ о -л՛ ’>

что и требовалось доказать.

§ 4. Теорема разложения

Пусть/.—контур, который для любого К>0 на отрезке веще­
ственной оси | — /?, R\ совпадает с контуром LR. Из теоремы Коши о 
вычетах и формул (3.7) следует, что при /?— >ос

л ,, ■Հ-
'? (Հ Л) pYO^C'՝. t}dtdc ! Х»(х, Л-) (Л. t)dt d/.~*

և » ՝Կ

֊» i-f\x} ч- 2-/ У Res В (>.). (4.1
л՛

где
•« °?

Л(Х) - б (/., х) j/(/l V ւՀ t} dt I- v(c, x\ /(/) 0 (/., t)dt, 
II 0

а /V֊ множество всех полюсов Н(а), расположенных изд контуром L.
Лемма. Пусть множество всех полюсов հ(ն . располо­

женных над контуром. . Тогда

У Res Z? (К = У Res V/(X) v (>., х) т(>.) 
,V Л'

2ис8;и-/(>.)1>(>,х)-^ (4.2,
лл.н ։ п V՝) I

Дока за I ел ьство. Из формул (1.4) и (1.5) следует, что раз­
ность

Л Г/֊) — Vi (л) v (л. л) т (л) St(X) ճ (X, л) 

является целой функцией, поэтому
SResS(>.) = \Res|l/, Х)г»(Х, x)m(M| 
Xf .v

+ У Resl57(X)S(>,x)AW|. (4֊Յէ|

Очевидно, что

2 Res |S, (/.)«(>.. x) '֊r’l - У Res(s/(/.:«(z.,^)-(֊1!- Л.4)
Л' I h ) Л'ЛМ ՛ Л I

Из формул (1.4) и (1.7) следует, что разность
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էւ Ц ( A I

является регулярной на множестве И, а, следовательно, и на мно­
жестве Л'Г)М. Поэтому

У, R-sls-OJM'-.x) ''4֊ У Res Н/, (л) т (>■••')-ГП֊!-
АТЫ! I А 1 л.|,И I AV)J

Из (4.3.1—(4 5) следует утверждение (4.2) леммы.
Заметим, что N совпадает е множеством всех корней уравнения 

р (х) е' (Հ 0) — п (X) е (X, 0) = 0,

расположенных нал контуром где //(X) и ра) не имеют общих 
. Ո (X)

корнен н Дх) =А (Л)-

Действительно. Из формул 1.4) и (1.5) следует, что разность
ос

Z? (X) — v (X, х) |/(£) б (/., т) dt

является целой функцией, поэтому N есть множество всех полюсов 
функции

ос

•У (Հ •*) Ի (it.
о

расположенных над контуром /_. а

л-, 1/(0* ('•> t) dt --Ц"?'՝՜

■» 
j/(Oe(X. t)dt.

U

up (l)c (X, л) 4 ո (/.լտ (X. х) 
р Ս) /;(Х)е(Х, б)

Отсюда следует наше утверждение относительно множества .V.
Теорема. Пусть в задаче (/!) — (/>').' q՝՝x)- комплекснозначная 

и суммируемая на полуоси |0, оо) функция. //(/.)—четная и меро- 
морфндя во всей к—плоскости Функция, удовлетворяющая условию 
и. — Л (X) —при X — оо, IX > 0.

Тогда любую f(x) из К чожно представить в виде

f(x) = '- I U/(X) v (X, д') րո X) d/ 2 I ՝7(Л)v х),п Ռ)1 
/ ’ J л-i.

- 2 £Res I Д,I + Ջ Res ’ И,(Х) v 1Հ x) . (4.6
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где L—контур, который для людого /? > 0 на отрезке веществен­
ной оси | — R, R] совпадает с контуром ^—множество всех кор­
ней уравнения р (X) с' (X, 01 — и (л) е (Հ 0) = 0. расположенных над 
контуром I.՝, М—множество всех полюсов հ (-У, расположенных 

, А(Х)нао контуром L: Р- -множества всех полюсов —-—, лежащих на

вещественной оси.
Доказательство. 1 Герейдя к пределу в формуле (2. ’) при 

Р—>оо и учитывая формулу (-1.11, получим

( Vf (X) v (/., х т (г) ԺՀ ir.ftx) 2-Z 2 Res В (X) -
. д’i.

2 Res • V7(X)^(X. x) h J • 

откуда
f(x) = ~ 1Հ(X) I՛ (X, x) m (X) (ft. sVResBO)

r.'
2 Res jv7(X) ֊u.;A, x)

Подставив сюда <4.2) получим 1.6Հ Теорема доказана.
В частности, если /;(/.) и т (/.) не имеют особенностей на веще­

ственной оси, формулу (4.6) можно написать в виде
оо п

f(x) > հձ1/.)^(Հ 2 2 Res - V>(X) v(/.. x)/w (>.)} +
'•J a Լ/֊յ a I /■) y

0՛
2 2 RcJv7(X)V(X. Л') -M’ (4.7)

.vo.ii 1 «<>••) J
Действительно, в этом случае контур Л совпадает с вещественной 
осью, а на вещественной оси, как следует из формулы П.2),

m . i. /л очПользуясь нечетностью функции — и формулой (4.8)

получим 
<Х X

Vf I /.) v IX. х) т {/. । մճ = Vt (X) v i /., х) ֊-^-^֊—֊-.
се —ос

ձ"
а ввиду четности функций V'/O г (/. д՛) - —г—гг- *а ( հ : а 1 — - л)

f v'мvх) - 2 Jv’Mvх}

- ос ։>
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О'Зъеднная эти формулы, получим

֊ j V, (>•> » (>., X) т (,.) Л. = j V, (л) v (»., х) а ֊ Լ_ - ■ (4.9)

* f-

Подставив (4.9) н 4.6) и учти, что множество Р пусто, получим 
формулу (4.7), г. е. го, что и требовалось доказать.

Замечание I. Формула (4.7, доказана для /1л) из /<. но с по- 
• мощью предельною перехода ее можно распространить на все те 

функции /(.<;, для которых f (— q (.<)/(?;) -J Л\о. »).
Замечание 2. При Л (/.) ֊ const из формулы 14.7) получим

I /(Л-)- ֊ Ա,֊; ;г +

и

֊•- 2 У Res ( V/ (>.) V (/., л) т (>.) |. (4.10)
Л

где Л7—множество всех корней уравнения а {?.) = (), лежащих в 1Х>0.
В случае, когда (I 4- д?) q (Д՜)- -комплекснозначная функция, сум­

мируемая на полуоси [0, эс). формула 4.10). доказана М. А. Най 
марком |1 и Б. Я Левиным [3|.

В замключение выражаю глубокую благодарность профессору 
Владимиру Александровичу Марченко, под руководством которого 
выполнена настоящая работа.
Харьковский госудлрстпсиный университет Поступила 23 VII i960

Ո-. OIhuGiuiTi

ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆ ԸՍՏ 1ГЬ ЬЯР 13ՒՆ ԽՆԴՐհ ՍԵՓԱԿԱՆ ԵՎ 
ՄԻԱԿՑՎԱԾ ՖՈՒՆԿՑՒԱՆԵւ՚հ, ՈՐԸ ԾՆՎԱԾ է ՈՋ ԵՆՔՆԱ£ԱԱմԼՈՒԾ 

ՍԻՆԳՈրՎՅԱՐ. ԴհՖԵՐԵսՑԻԱԼ եՐ^ՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ՕՊԵՐԱՏՈՐՈՎ ԵՎ '-ՒՑ 
ԿԱխՎԱԾ ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՍԱՆՈՎ

Ա 1Г Փ II Փ II I՝ Մ

Աջ իէ ատ ու թ/ան մեջ ապացուցվում է հեսէերոլ թեորեման.
Թ ե ո ր ե մ tn 'I'fii/ni ft ( .4 -- Այ) խնդրում է/ (X ՝՛[> կոմպքևվէԱ արմևվք~

ներ րնդոէնող մ ft 1ք>4ւնկքյի“ Լ, որր բավարարում I, (IJ Աքալմանքէնէ
Ա(ք.)-նղու.լս հ մերոմորֆ ֆւո.նկէ]քէսւ I, ամբողջ է.-հարքմութրսն վրա, 

որը րաւքարարուէք Լ Հ2) պո։ fd ա 1ւ /էն է
դհսքվէում ամեն մ ft / (Л՜) ֆուЧиЬ ալքւ համար, որր ւրքւնքէա է ե ունք։ 

հսէնրաղոէ մա րե/ft ածանէ/րսլ աե՚ք/t ունքւ /1.6) րսւնաձևըէ
If էԱէէնավոր If h Ilf JUU d , երր I I ֊֊ A2) </{X) ֆունկէքքէան հանրաղա մարելքէ է 

|(.l, X.) կքէսաաո անէքրքւ վրա, /է (/.) - COHSl, Z/i(/.)-b չանի ե ղ ակի ու թ քունն ե ր
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իրական արւանց ։րի Հոա—(-1-6) բանաձև ր տպացտ ցել են Մ. 1Լ. Նա ր1' ա րկր |2] 
է'. Ցա. Լևինր [5]/

Ապացու քցի մեթոդը նման Է մ!,[Jույին և տարբերվում / [ 1, 2, 3 , է ’
աչխատութրււննևրոլմ էպտադործված մ ևթ ոտներից;
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. Л. Баблоян

Изгиб круглых налов с продольными зубцами 
или выточкой

Рассматривается задача изгиба призматических стержней с по­
перечным сечением в виде кольцевого сектора с симметрично-распо­
ложенными зубцами и кольца с сектбрнальной выточкой, когда из­
гибающая сила действует вдоль оси симметрии. Решение задачи 
ищется в виде тригонометрических рядов, коэффициенты которых оп­
ределяются из бесконечных систем линейных уравнения. Доказывает­
ся. что эти системы вполне регулярны и имеют ограниченные сверху 
и стремящиеся к нулю (при р->х) свободные члены.

Подобные задачи рассматривались в работах Лейбензона |4|, 
Стивенсона |5, 6], М. Сигара и К. Пирсона [8] и других [2, 3, 7. 9. 10].

§ 1. Постановка задачи

Пусть внешняя изгибающая сила Р приложена на свободном 
конце стержня и действует вдоль оси симметрии поперечного сече­
ния стержня, т. е. изгиб не сопровождается кручением. Функция на­
пряжений при изгибе /• >.-, у । внутр։։ области поперечного сечения 
удовлетворяет следующему уравнению |4|

= y -j-^y 2 • <1J>

а на контуре сечения удовлетворяет условию

Ժ/* РI х՝ 1 ,, . I dy ,f ~ո~յ\շ V-2I rf4. • (12)

где x0—координата центра тяжести сечения, J осевой момент инер­
ции поперечного сечения относительно оси тр /(у)—произвольная 
функция, с—коэффициент Пуассона.

Положи м
/(У! = Ь--у֊ (1.3)

и перейдем к новым координатам следующим образом |2. 3|

х = Ье: cos?. у ֊ bc։ sin®. (1.4)



32 Л. А. Баблоян

Тогда уравнение (1.1) и условие (1.2) примут вид

V’F(«.|?)֊(1.5)

Касательные, напряжения при изгибе определяются формулами

t,-(f. -) =— Д- -~՜ 4- (Հ е™ ֊-\—2-^-Ժ cose I sin?;
г 4 ՝’ be( ot 2J b

(1.7)
?.,(/, փ)= Jr(,!- 1— 1 —- Y et cos? I cos?. 

v ’ r' be1 dv 2 J b

Ila осн симметрии y=0 (? —0;~) напряжение 0, i. e.

?) = const.
— <է =

1.8)

§ 2. Изгиб стержня с поперечным сечением в виде кольцевого 
сектора с симметрично-расположенными зубцами

Рассмотрим задачу изгиба стержня с поперечным сечением в 
виде кольцевого сектора с симметрично-расположенными зубцами, 
когда изгибающая сила Р проходит по оси симметрии (фиг. 1).

В силу симметрии области сечения, достаточно рассматривать 
только область A13CDEFGA. Чтобы решение, определенное в этой 

части области, распространилось на всю область сечения, требуется, 
чтобы на осн симметрии имело бы место соотношение (1.8).

Из граничного условия (1.6) следует

Ո ֊4--.)Տ1Որ ֊ ^՜- (2? + տւո2¥։
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ЛО. ?)=֊^' 2<p |֊sin2y).

.... РЬ3е<-

3 Игассгнз АН, серия tjim.-Mir. наук, 2

₽(^?)=֊շ7֊ (^—llSIn?-^(2? sln29)

(2.1)
с/. ч PJPsin?. f3z A։06'2f- ---- et----- COS?1 փձյ,

?а)֊
e3t . xoe2t
з ' '■ -v^ 3֊J

Из условия непрерывности граничных значений функции /’(С?) 
в точках С, D, получим выражения для Cj/ = 1, 2, 3) и коорди­
нату центра тяжести

- РА3 I 2 . х0?։Сг~ 2J I з чп?։ ь ’

Գ=֊՜ ՜ (е^ - 1)տ!ո?յ -Ւ -.Հ (в^ — 1

Р/?Р/>3| 2 х е -2/,?
С* 2J 2J I 3 е 1Տ Ո?1 ծ

(2.2,>

х0 _ 2 ։г3/* - е-^ I sin?2 - (е"* — 1, sin?։ 
հ՜ 3 ժ -6՝)?._Լ^։_ւ1?։

В области ABCDEh'GA функцию /' (Հօ) ищем в виде 11. 2. 3|

/•'(Л ?)-
Fj (f, ք՚ւ в области I. 
ՒՀ(ք. ՚հ>) в области II, 
Ւ\ (t. -s в области III.

(2.4)

Пользуясь условном симметрии (1 8) 
■(2.1), в силу 2.4) для ?) (/ — 1. 2, 3)

и граничными условиями 
получим следующие гра­

ничные условия 
քյՀՕ) = Օ.

ЛЬА.?)=^(֊4.ч>)= -^р- — (1 — е Ql՝) sin?

֊0֊~-i2?-rSin2T)

Л(0й) =- Р7г-(2? + ^п2?). 
•f J

РЬЛ<‘1֊ Г У /'և/նԱ։.?)=ճ4)— bslnT_ ^֊(2? ■ sln2=) +С։, 2.5)
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?,)֊
Ph3 Sintft 

27՜
[е«1.3 . хое’1г

~е-----21Гcos?

/Ղ(ք, ?շ) =
Pb3 sin <-% Xo^

- -, -- COS 
b 3»

Fi՝t,^) = Fjt, <pj,
=d3\ , 

Լ-Փ։ (?— ?i

^fO, <?)-/%(0,?Հ
dF2 ժ/’յ

O'

§ 2. Определение функции напряжений

Решив уравнение (1.5) методом разделения переменных и удов­
летворив условиям (2.5) н (2.6), как это сделано в работе [3], д|в 
функций /•'/(/, 9) (Z*- 1. 2, 3) получим выражения
f,(/,9)=Csln9[e«+«

o 11 ։ i

ад 0
■ tx

РЬ3е՜^՝ sh t -<in rJ

Pb-x,
47

2 Հ, А'д. sh ■:
shbfc?1 a I

sinS^r (2.7;

в области б • է Հ 0. 0 с Հ V, .

ր (է ւ Гс- I ' в-з/ 8hZ sh<Zi *• /) I . Pb3e.-^ , .7‘a(t. $) = G$m? e 4-c’ ----- . . 4------ ?— sM-sin?S Ո * լ ЬП/֊լ I •։

. o Pb֊x<ie^ Pb3 2(1—e-if.)_ ^^sln2?—2«_ , _ 3 sjI1?։+

, >v0?i(l -e -<)
b ֊ ®3

2 sin z.

A—1
Հ^է--^տ։ո^4Ьи гл( ?a ~*|)

Ջ “ X.sh^5^?i.slnV 
?j)G ՝?ii տհԽ(

?2
sh՜#՜ S1" s*(? (2.8

Կ

в области /, < f ,0. >?,<? •?,).

Л3(/, 9) = Csinv P'1 .. sh / sh(G —/)Լ> '* 2 _    Z------
sh r., sh G

/JAl./.T,
4- shZ-sln?֊|-C2-:

_^Ճ»^Տ|Ո^+W !)(?■-• ?)sin?,^(?-.9jslnya/L. t 
a J • 37 ?J֊?t G



Изгиб круглых налов с продольными зубцами или выточкой 35

ph-x 9 »֊Գ/՜-Տ^ sinb
2 Й-l

ճ <_ 51nT/hltoil] slnT։< .

2 $ Yk shSfcf4- t) .------- > ՝---- r~՜է— sin 3* փ փ.) 
7=շ~<հ r։ °* sho*A

(2.9)

В области (0 f, ? <ТаЬ
где

я* = |1-Н-1)*+։<> 3'«1 о ր____ լ«____
(й Г 1)(^4֊9)

РЬЛ ֊ 3
J ^(?i + WT9)

£*=|1+(-1)*+1^ [ 8С_____ Ь—..
I (714-1.) (7? ։ 9)

Р/Р 71 — 3
7 и7Г1-1)(1р֊9)

k~ kit
7 & ~~i * °* —' .Г m՜Ч ?շ--Փ։

_ РЬ3 1 4-2о
՜ ՜ 8J l -l-o

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Для определения неизвестных коэффициентов X!t и У\. получаем 
совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений

•V/л \ а^р YI. -|֊ Р},, 
л-։

1Р=1.2”) (2.13)

ծ-J
где 

_ 2.зр_ _ 1_
ԱԿ' (?2-фД |clh3p?։ 4֊clh?p(%. ф)| г?и֊Р;. ’

(2.14)
b - _ 1
,Ля McthM։4-cthMJ ՜ 1 5; ’

, _ __________ 1__________ I Ph3 չ [ 2{1-<г3'>)
р -с Cth?p(os- <?։)|2Հ^ (?2֊?։) 3

-֊“Ի (t - <■ "■) I ֊3,֊-;/^-ր-,տւ՚1Փ։ |, (2.15)
° I ՝Տ>Ն;, (?շ — 91) 1
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Գ = лц cth IBp I|sln ”+'՜1 - life՜) +

. / » 1 e՜'4' \1 I /W ,, \/ .L. \ s’n 9։

/ԶՀ, Pb3\ Sin <h P/Av0 (I—e-v. ).?։|
+ (3C - 27՜) ՜ --------- О---- I՛ (

R.. 8C------------------------Ж - AdL--------  12.1

Покажем, что системы (2.131 вполне регулярны. Действительно, 
для суммы модулей коэффициентов систем (2.13) имеют место сле­
дующие неравенства

* ctliBp(?2-<p։)-լ
£.lWl Clhp/(?s- Հ) ■ Ciller 2 '

(2.18)
VI/, ՛ c^* Wi - 1 1

l:r- c.th Эр/,-|-cIlHpA, ՜ 2 

т. e. системы (2.13) оказались вполне регулярными.
Легко увидеть из (2.15)—(2.17), что свободные члены систем 

(2.13) ограничены сверху и. при р—-гх, стремятся к нулю.
Числовые, примеры. В качестве числовых примеров рассмотрен 

изгиб стержней с поперечным сеченном в виде кольцевого сектора с 
внешними симметрично расположенными зубцами, с размерами 

t-i — t.. = 0,270; <р2 - <р։ - 0,2366; <р2 = ֊- и

Для этих случаев вычислены значения касательных напряжений 
в некоторых точках, которые показаны на фиг. 2 и 3.

Частные случаи. Рассмотрим изгиб стержня с поперечным се­
чением в виде кольцевого сектора с трещиной (фиг. 4). Решение 
этой задачи получается из формул ,2.7)-(2.9), переходя к пределу 
9։ = 0. Для функции напряжений получаем следующие выражения

F., (Հ •; ) — С sin 9 . v տհ է е՝՛ I е~Л՝ —7 
տհ /.

sh(G-W) 
տհ/։

Plr'e՛*՝—յ----- տհ Z-s։n v —

РЬ*х„ . Fb-Xtf - '*• Pb*s\n<^ , „ч. е-^1П29-------- վյ-----?- ֊յ^ - J ֊ր -

2sin<p-§ (—1* Z?/_. / x Ժ՜3’՛ e3fi \
------------ ... - л—:—v՝~r ( c'lv.j, ctiv./.r, —---------------- ■ a92 1 -cihofctj \ *• sho*/։ shoferj

shWrl П e։ г 2Տ1Ո9-Հ, M *1։V .. . #■ stnM------ տ1ոձ/ (2.191

в области ։0 т —6
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/%(/, ?) — С sin о ժ'ք е-1: 

W Sin
ЗЛр*

t,3Zx

ճԼսէՏ

-յլաւ
Ճ|>ձ1£

Sh Ъц է2

£^M's(n2?-;

2 sin ©4 Л (-i)wfit . ,u2 , *՜3'*\, Հ-- etho*./. 4-ctho,./M —
clh iut. — cth 3ft/n 1 sh <;kt

z . tn — t Pb'Xf. ...
■ . f ֊ ■; ' ' Г

տհ А

(2.20)

-йог

•CJL10J

Фиг. 2.

(2.21)
Ժ3-е(— 1 Ър sin с,И

Вы-

при ве­
ко ։ да

cth Zptx 4- cth 5,/շ

Для этого случая 
ден числовой пример.

/։ =. է.. = 0,270. ©•> =

полученные из (2.13)—(2.16) 
соответствующим предель­
ным переходом.

Для рассмотренного случая использованы значения 
’ -Vp = 0.

sho4 it., — է) „ 2sin ©., «•? ,.— sinS*<f> I Հ ֊ X’ Zia sh 6* A. T Z.> Ճ։
fc«l

u области (0 ՜

sh 7а? s»v
? ?շ, 0 է < /.).

Фиг. 3.

числены значения касатель­
ных напряжений в некоторых 
точках контура, которые при­
ведены на фиг. 4.

При ?* = * (фи։. 5) формулы 
нимают вид 

fs (/,©) —С sin© ёл։ I t’ <G sh/ տհ (Հ + 0
տհ Л

տհ է 
տհ ՛է..

տհ(/2 /) /W'« , .
- ----- տհ է ■ sm? —

• Il -, /։ տհ<Հ. է..
I) оз?

JJin..

x.-'fi'i

' I՝՛
Фиг. 4.

STM/

(2.19) и (2.20) упрощаются и при-

P^e-2tt
— - sh/sln?•»
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е֊'* — е֊-‘> տհ I/. г /)
cth/, - cth г. տհՀ S n? (2.22)

г .. . n | ... sh/ shir.. /) , РЬ*е',г^«.^֊Օտւոփ- +—,-s

(նշ /7/. e':- e ;r՛ sh(L — /) 
J I cth/, -|- cth /s sh/j sin (2.23)

Переходя к пределу при /г = О, из формулы (2.22) получим 
формулу функции напряжений для кольца с трещиной (фиг. 6)

Л(А?! = С։1п? е'Ч <■ “.i- Տ- (<հ/1՜1'>1 +
տհ < j sn 11

/'ծ3^՜2ք|4-------— sh է • sin <?. (’2-24)J

Ниже приводятся значения напряжений на некоторых линиях 
5 = 0.3. Հ- 0,270)

?) = —0,00863-cos9,

РЬ՝ 'л(О, ^) =-----յ֊ 0.67352-sin©,

9 • = 0.78528* sin ®.

РЬ- 
т՝^{— /։. ?) = հ 0,90922-sin ?.

Из формулы (2 19), предельным переходом Ճ = 0, после некото­
рого преобразования получим решение для кольцевого сектора

(Л ?) Ce°r I sin 9— sin у., — ,, ֊ )---- ֊-y£?fsino —\ sin3f? / Ս
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РФ8д-0 , РЬЛ sln3? .°£2'sln 2® + ժր — զ-sin «ք֊շ 4-47 67 Sin 3®շ

1
2s in ?г 

* ?Տ
shMG -H! e.3fl shо» է 

sli4-4 sh'Vi 
sinOfcy (2.25)

в области (— Л < / < 0. о հ. т հ ?,).
Отсюда, перейдя к пределу при f։->oo (aet։ = b). получим ре­

шение для кругового сектора (фиг. 7)

Հ* (Հ ®) = W (sin □ - sin <?2 - ) - Լյ sin ?
\ ՏաՕՀյ ք

РЬ"х0 , Л , Sln3<j> ։3.֊ Հ|/Դ-'Տ1ո2?+ w sln?:-s.n^£֊« +

^^Ջլ^(_1)։+1ճ,/»'Տ|ոՅ։? (2.26)
92 »՜

в области —00 < ր ' о. о < « < ?,).
Последние две формулы совпадают с ре­

зультатами. полученными М. Снгаро.м и К. Пир­
соном |8| другим путем.

каса­Интересно отметить, что в этом случае 

тельные напряжения в точке 0 не обращаются в бесконечность.
Из последней формулы, при ?2 = -, получается функция иапря 

женин при изгибе круглого вала с трещиной до центра

/•՛._, (t. у) = С sin® |<?3/ — ef I. (2.27)
Так как эта функция совпадает с функцией напряжений для 

круглого вала без трещины, полученной Л. С. Лейбеизояом |4|, то 
•едзлуег, что в этом случае наличие трещины не влияет на значения 
касательных напряжений.

§ 3. Изгиб стержня с поперечным сечением в виде 
кольца с секториальноЙ выточкой

Рассматривается задача изгиба стержня с поперечным сечением 
в виде кругового кольца с симметрично расположенной выточкой, 
когда изгибающая сила Р проходит по оси симметрии (фиг. 8).

Интегрируя граничное условие (1.6) но контуру сечения, по­
лучим

/-Vj3p_G'е------- (1 ?--'.)sln<?-----֊(29 + sln2f) •

Ph2 г
^(O.?) = - 4p(2?- Sln2®).
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/ЧА>. ?) = ֊?£*I (<>“*- l)sla? ■■ ттг՜՜ (2? + sin 2?) +Գ 
£v I -iP

Pft’sln c։
2.7

Հ
֊ e1 — ֊J eilcosf^

(3.1)
F[t, ֊) = ՇՆ /- (Л0)=0.

Обеспечивая непрерывность граничных значений функции напря­
жений в точках С. D, Е. F, получим значения C,(i - I. 2. 3 и фор­
мулу для координаты центра тяжести поперечною сечения вала

В области ABCDFGFHA функцию F (է, ?) ищем в виде (2.4). 
Тогда из (3.1) и (2.4) для функции Ft(t, ©) (Z — 1. 2, 3) получим сле­
дующие граничные условия и условия сопряжения

FJZ.0) = 0,
p.ifixЛ(0. ?) = ~֊7^(2?4֊տ1ո2?),

= —— I — (1 — e-2l‘) sin <P ֊ — (2<p 4- sin 2?) •

?)=֊^֊l:e։'—i)sin<p--^'՜- (2T + sin2?)l +c._.

Հ)
ef - ֊հ eQ( cos ©j

/րշ(^^) = ^(^^) = Գ

f2(0, ?) = F3(0, ?i.

(3.4)

(3.5)
Ժձ.| ^dF\ dF*\ =ժձ|



41___________ Изгиб круглых малой с продольными зубцами или выточкой

Решив уравнение Н.5) и удовлетворив условиям (3.4) и (3.5). 
для функций Л, (t. i) (/ = 1, 2. 3) получим следующие выражения

х । = С sin © ем д е-з/. С _ 1
sh/, .sh/t

P/Av0//, -/ է 9ք \ , Pb*e֊^
2J ( /, ՜քՀ ‘)է-ր J տհ /-sin? —

Pb-x
. , ՜ <?2' sin 2с -г47

7՜1 ^֊Д‘^֊։1прЛ
Л <■ Տհ у II Cj

(3.6)

и области 0 < ? - ?։• - fl է ՕԼ

F,\r. c) = Csin? e*!-\֊e տհ'
Stl ք լ

տհ_(/։4 0 
տհ է-t

^՜ճյ'?1 Л- ___ Д , -2Л \ '՜ Ղ
2J խ, էՀ ) z-9։

Pb3e~՛^ է . 
----- --------տհ г- sin © —

/№0 9/ . »e11 stn 2© 2 V *»shMg-?) 
Կ К shrA(-— ?։j sinQ^Z —

’է.»

9 sh 2*(/։t/) ։ ч . .~7йЙ— (3.7)

в области (ք. < ? < w. — Л < < 0)

?) CsJncl^-է^ s?\z- 
sh t..

sh(/= 0] 
sh 4 J

Wsln©j - —« t Р№еи*-------- 57֊ ' ’ (e՝Zi — 1)------- -I — sh Z-sin © ֊ if J "Jv ՚Հ J Гл ./

տա 2c - <* ֊ " ™՜1Կ (Ц-
հյ ‘2.1 - — cs.

9 V ճ տհ
<Դ. տհ ձ* քշ 

հ - ։

տ1ոՆ(? —?։Н

2sln9։ *, c shT (Z —®)
!------ 1 - у. F.k . —,s։nr. է (3.8)

L Г, տհ Ն <*-?!) *

в области (’ր։ ?< ՜- 0 f էէ\.
где

3.9)

Для определения постоянных ճ!; и )Ղ но. учаем совокупность 
двух бесконечных систем линейных уравнений



42 Л. А. Блблоян

A'p ֊ V У* + Pp. 
к-l

' (3.10),j

У p ՜ '/>*,•> Aft ՜+֊ Qp,
ft-1 

где
- __^p  1

(9.11)
p _ _____________________ 1

kp /1|cthSp/1+cihap/2| * jjjH-cj ’

n՜ — /■’՛')֊•■,, (I c ՝\_______
Л՜ ,,<.֊ ^kthp/^ + cth^^-o,))

/> n In /Pf)3 '\/ է'՜3՛*’ \ 1ր cthop/j + cthop/., \ 'p ’ ( 2./ C)(Lth * sh/J^— 1՜

1 —e֊^ I . 
շԼ-slnCi jК

Эти системы вполне регулярны (см. 2 18). а свободные 

(3.13)

члены
этих систем ограничены сверху и. при р— >оо, стремятся к нулю.

Числовой 
изгиб стержня 
Принято

Д=2, 
а

пример. В качестве числового примера рассмотрен 
с поперечным сечением в виде кольца с трещиной.

b 5
а 3

с - b I
Ь~а 2՝ -0,2=11°27'

(г, = 0,51383: 4=0.18232) Вычислены значения касательных напря­
жений в некоторых точках, которые приведены в таблицах 1 и 2.

Из таблицы 1 видно, что максимальные значения касательного 
напряжения т.? получаются на внутреннем контуре.

р/,1 Таблица 1

>Վ 0 յճ 1
2 ! ք՛ 1 ?։ 30 ?ւ 4 60՝ 9,-ՒՉՕ՜ ?, • I2Q- •?ւ (-150՝ X

֊է։ 0 0.0923 0.1480 0.6497 0.9856 1,0354 0.7981 0,3105 0

և
~ 2

0 0.0704 0,1279 0.5264 0.8025 0,8422 0.6482 0,2774 0

0

Հ. 
շ

0 0,0403 С0 0,4680 0.7« 08 0.7395 0.5686 0.2385 0

— — Ս 0.4377 0,6447 0.6799 0,5289 0.2244 0
— 0 0,4038 0.6105 0,6500 0,5029 0.2110 0
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Таблица 2

7=0 ?1
2 ?! 7! 30 ?, է 60 90՝ ր. 120 ?, + 150; к

0,0630 0.0G40 0.C693 0.071:1 0,0311 0.02-16 0.0775 0.1108 -0.1177

Частные случаи. Из формул (3.6) 
(3.13), перейдя к пределу при ?։—0, по­
лучим решение задачи изгиба для полого 
вала с трещиной (фиг. 9). Это решение 
совпидае] с формулами (2 22) и 2 23), т. е. 
наличие грешнны \8 на оси симметрии 
? = к. (—Zj в этом случае не имеет 
никакого значения для касательных напря- 
жеиий.

Для полого вала без трещины функ­
ция напряжений принимает вид

С sin? . jyst, sh I 
տհ հ

Pb3<՝ 
J sh /-sin p. (3.14)

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 24 XI I960

Ս.» Д. I»ui|* (ււյս>ք>

եՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ԱԿՈՍ ԿԱՄ ԱՏԱէՌեՐ ՈհՆեՑՈՂ. ԿԼՈՐ ՋՈՂ-եՐՒ ԾՌՈՒՄԸ

II. Ս' <|> II փ ո Ь II'

Հո1յվսէծււսք դիտարկվտմ Լ պրիդմատիկ էյերի ծոման խնդիրը, երր 
ձոդի յայնակւոն կտրված րր իբենիդ նեբկա tmifhm մ

,ս ) սիմետրիկ ձեով էյ ասավ иբվ ած աաւււմնե բո վ օդակալին ւ/եկաոբ ,
ր) ••դտկտյին ււեկւոորի աեռբ անեւյայ ակորով շրջանային որյտկ, երբ 

ծււույ տմր անդն mil Լ հսւտւ]ած րի ււիմեսւրիայի առանդ,րոէյ!
հւնդիրյւ րերւիււմ Հ ւյծային անվերջ ււիստեմների յտծմտնր, !)>••(!} Լ 

սէրւիոմ, որ արյ սիստեմները լիովին սեէքսպյար են, իսկ ւսգասւ անդամներն 

րրւն//։/քյ( | կսւրդը։ Գիատրկված են if ի ըսւնի մասնավոր ւյեսյըեր, բերված 

են Ավալին ռրինտկներ: ,
Նման խնդիրնե րր դիսւսւ րկվեէ են 1,ե յրենդսնի | / U աի վ են и it'llի |,5, ճ]

41. Սիքյարի և ''էիրԱՈ է-Ւ |*| ւսշխաաա [Jբււ՚էւներա մ!
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

Кручение анизотропных призматических стержней 
сечением в виде удлиненного авиационного профиля

Впервые задача о кручении изотропного и ортотропною стержня 
сечением в вид- анианиоиного профиля, из к частного, так н общего 
типа, была приближенно решена, исходя из вариационного уравнения 
Лагранжа и из вариационной формулы Кастилнлно, академиком Л. С. 
Лсйбензоном |1|.

Позднее, та же задача для изотропного стержня сечением и виде 
авиационного профиля частного типа. т. е. сечением, ограниченным 
полу кубической параболе й. методом малого параметра была решена 
Дунканом |2| и тем же методом, но довольно строго математически 
обосновано— Д. Ю- Пановым |3. 4|-

Та же задача в более общей постановке методом функций комп­
лексного переменного приближенно решена Икун |5).

Приближенное решение залаяв о качении анизотропного стерж- 
НЯ. имеющего только одну плоскость симметрии, нормальную к оси 
(г. е- неортогропиого). сечением, ограниченным полукубическнми па­
раболами. было найдено В. Д. Ванториным j6jx.

Решение задачи кручения неортотропного стержня методом ма­
лого параметра получено А Р. Янчольски.м |22| и нами в работе |8|.

В настоящей работе рассматривается задача о кручении неор­
тотропных стержней сечениями в виде удлиненного авиационного 
профиля общего типа. По метолу малого параметра получены выра­
жения функций напряжений, жесткости и касательных напряжений, 
определены максимальные напряжения.

Исследованы вопросы о точности приближенных формул жестко­
сти кручения. Полученные результаты иллюстрируются числовыми 
примерами.

• Ա Д. Империи решил лифферсицнадьиос уравнение А. Ш. Локшина (7| и 
лалчче вручения анизоiponxoA (<icopxo*punuoii)  при)ми метолом Рипы, си ранични<ыС1. 
Первым П|ж6.1|пкенкем. Если в результатах, полученных В. I. Ванториным խ|. перейти 

модулей pii'.iixin х коэффициентам деформации J •֊• 4. 5). го.заметим. 
•Ий пиржсццп жссисостп и kjcj с.п.ни-. 1ппряжс11пи ис ыписят от коэффициента ди 
фармаИми иначе ronoi'U. то лучин р.чпенне мллчи о кручении oproiponiioro 
стержни. Hi ii.hu тигля] ирипид|.ным било бы ограничнться нс первым приближением 
решении ypUIUICHIHI кручения HCOprUTpomtnrci СИ'РДНН. .1 хотя бы вторым или тре­
тьим. чтобы нытшдось плиипнс меортотройности материала.
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Как частный случай, получены результаты для кручения анизо­
тропных стержней сечением в виде удлиненного параболического 
серпа, параболического сегмента и полу кубической параболы.

§ I. Постановка и решение задачи

Пусть поперечное сечение стержня ограничено двумя кривыми 
ОРХ!\ и ОР.ЛР2 (фиг. 1 заданными следующими уравнениями

Ь--------------------- где а, ал—постоянные коэффипи-
иг յ енты, in, р, q— положительные

числа, Ь — ширина профиля.
Область, ограниченную кривыми (1.1) и (1-2). следуя академику 

Л. С. Лейбензону, назовем авиационным профилем.
Определим коэффициенты а и <?г Легко видеть, что ордината у 

получает свое максимальное значение при значении абсциссы
I

Тогда, при помощи уравнений (1.1). (1.2) и выражения (1.3), 
находим

а = 1\т. р, д) /1г
я։ — Д (т, р. q)-k.,, 

где
т~рч 

I \ Р \т փ pq)
S(m, р, ?) - Д = ------ ------------------- (15)

т ’’ (pq "

а հՆ и //.. — наибольшие высоты профиля (соответственно верхняя и 
нижняя).

Так как поперечное сечение представляет собой узкую, длин­
ную область, го отношение 

естественно принять в качестве малого параметра. Тогда очертание 
авиационного профиля (1.1)— (1.2) можно описать уравнениями

у = ><=«. (17>
у = /.f29(A*).

которые эквивален ты уравнению
У) = Լր ><»(л)|-|у — Хсй? л)| ~ 0. il,7')



Кручение ан изо ; рои них стержней авиационного профиля 47

Здесь введены обозначения:

?(х)=хт(Ьр-ху, 2//,Л
(Л, ■ 1

2/?2Д

1;<х, у) = 0 — уравнение кривой, ограничивающей поперечное сечение 
стержня.

Как известно |9|, задача о кручении анизотропного стержня, 
имеющего в каждой точке плоскость упругой симметрии, нормальную 
к его оси (т. е. неортотропного), сводится к решению уравнения

Պւ
ժ24*  ,
- — '2av, дх2 к

, с)2Ч‘
-------- -f-iZz,-,’ -— ՜-
<>Х()у •• ду-

-20 (1.8)

с граничным условием ՝Г (х. у) 0 вдоль кривой Г(х, у) —0.
Здесь ‘Г (х, у) функция напряжений, упругие постоянные, 

удовлетворяющие условиям

ап>0. Л22>Р, вц«аа — > 0, (1.9)

О --относительный угол закручивания.
Положим

у = bj ՝Г (х, у! - Ф'х. т(: а). (1.Ю)

Имея в виду (1.10), 
писать так

уравнение (1.8) и граничное՛ условие можно на-

Ժ=Փ Ժ2Փ
дХ2 OjCOTi

„ (Н' - -г.֊-
•------— — z ՛ ՛
ծՀ

Ф [x, (x); X| ֊ 0.

Ф [x. ca?(x); И 0.

Представим решение (1.11) в виде ряда ио степеням ՚Հ

(1.11)

(1.12)

ОО
Ф(х. 1Հ. Л) = V Рк(х. Tj).Afc.

Л-0
(1.13)

Тогда, при помощи (1 11) (1.13), для определения неизвестных функ­
ций Pt (х. >,} (Л’ = 0. I, 2, 3. .1 получатся следующие рекуррентные 
диффгренииальные уравнения с соответствующими граничными ус­
ловиями |8|

’ Лснмпгогпческая сходимость этого рял.'1 донольно строго математически до- 
казэаа и работе |8).
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(h?

оа 1 а -о“<212 1 й22 — Գ
(1Հ(1րէ dr{-

а
ո ах2

ԺՓ*
ах-

О — 2л։..- — 
дх&ц

аИ’

2an.2i£‘ri+a։,.
dxdr.

֊_20 
ժ/ք

= о 
(1т?

(1.14)

ձ|*.  г։?(л)| =0.
/>*  Iл. c# (xiJ =0.

(1.15)

Из рекуррентных уравнении (1 I I) при помощи (1.15) последо­
вательно определяются функции Р*  (х. -ц) (Л - о. 1. 2, 3....)

/%(■*,  7,)- О, 

Р։ (X, Л) = о.

Т() - — —յ:”(/Հ zr-lcri—
Հ7՚շշ

Ол-1

Р4(х, ր,ւ = ՜“!.7" 1«я г(Ь"֊ |(г лЛ)1/-л-р«)֊

1 cdx-’՞'(!>"
3

У)1' ——л")2՛’՜"-(г —Лл5)*х

, 2(/Հ-^’)" 2-[(г л-)(;-^и)-
^22 I

— хр(Ьр — xf,)sp\- - '՛’ + Agx2’1 (/,/> _ г)-"-֊хSm [b"- х1’}՝" 
6 6 6

- 2</лЛ’' ”■ (b՞ " |(г .v"s) (/ - Л) psx^ Ь” х”)| х

х Ճ _ -x1’)՝1-г ‘^х2т (1Հ ֊֊ .^ք' >.

I К =

AO.1,2....)

(1-16)
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где

с = сх-гс2, d ^Ci'Co, տ = ու 4՜ р>/, r = mbp, /--(т l)bp,

и = ու 4֊ pq — 1 —р, g = Ժք --г су2 -J- с2., v = 2т 1 ֊4՜ 2pq—р, 

ք=(2ու-

Таким образом, последовательно определяя функции /Л (л՛, vj, 
можно записа.ь выражение для Ф(х. ц: л). следова гельнио, и для 
функции напряжений

Ж, У)=_ А у=+кг1сух (ь' - А'-2 • | А11,1 ’-ՀԼԼ. +
«И I «22

+ ֊ А) (г - A) + г- 4Агг£>Аа_. |(r Л) (/ х°и} _

-хи(b1՛ ֊֊<>sp|| 4֊ а%х2(и "(bp—xp)2" ։> х

X I - --x*(b p - .v7’)՜ ֊ v-а^ Лс (b" - xp) (г — хр$) — 
I a-i-շ ' Ք՜-շ

• Цг — XPS) (f - хри) — ճո\!ք — Л"°) sp — 
а22

■ ~6<I(/--A)(/-A -Ab’ -A-VIJ + --- (1.17)

Հ Jtw«ni« АН, серпа Фнл.-ма։. паук, >i 2

1 U a ? ճ *յ
- У21 —— I (г - Л) (/ — x‘'tL) x(> (b" — x") sp I 4- 

\ a2-'

+ J< (г-АИ-^-А^-Кг -Л)(/ ■i.x")-Z(b''-x’)sp|^+-

i^L(r-x"s) (ծ” - /|Хт
I Л22

7 d’. CL' c՜
+Հ ՅսՀ ' ։(Г ՜ (^֊Л) - ^') spl -Ճ г -‘v-tr - Л)2 -Ь

+ . |(г - Л^) (/ - хри) - хр( bp - хр) sp] -

- 4;՝- •К'— - аА,> - /'“■чб" - -и । В +aL( /1

I 2ճ* с՝2
,'ր1(ր A)(Z —Ан-

I *̂*.'2

Л" '*
-^(^-As/>) (г-Л)։ +

HZ2
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§ 2. Жесткость кручения неортотропного стержня

Определим жесткость анизотропного призматического стержня 
удлиненного авиационного профиля

С։ = -*  ( Ч*  (л*,  у) dxd\\

Подставив значение функции напряжений из (I 171. проинтегрировав 
но у и выполнив ряд нетрудных. но у томите., ьныл преобразований^ 
получим

. Л3 (г։ - i։)3 Мг (£յ—с, * ау. Л» - с2)Cr- __ . J, — —.. J, Л х I

х |ժ |апая (G - c9f -f • Հ 4 4 (q — c,)*  X

хкЧ-А-^^х-АПт-ОСХ’к (2-0

где

Հ
= j’x 'm (ծ՞ ֊ x^dx.

Л—'(У-л')4» '(г֊Л)Л. 

о

(ծ*-յժ) 5*՜ 2 |(ր - Л) (/-Л) - dx.

1>
р™֊’ ։/Հ _ ,e^-\r - x^dx.

п
ծ

Г -|(г—Л-М(/ /Чи—psx0 ւծ՞— А-р)| dx.

о

Вычислим эти интегралы. Для этого введем новую переменную г

х Ե.
Тогда

ի\է.ո ‘ <М) Դ > 
Л Я —-----------------

Р

I а» • 1
I (1 .-) и՛'

о

o/3m + l .. , д 
----------------- В I -------------- 3</ ; I (2.2)
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Здесь введено общеизвестное обозначение эйлерова интеграла 
первого рода (бета-функция)*

1

В (а. 8)-

о

Для вычисления остальных интегралов воспользуемся формулой 
приведения

Տ(». ₽) = ֊--»(<■ ։.?>
a-f-fi-֊]

Тогда

^<rn.W) 4я/ /4лл_}_р XI
Л=----------- , чу — (т />у) В[ -֊-> 4у ) -=

Р I \Р / \ Р /I

= ֊֊֊֊ ՛ т - (т + pq) —-----j В ( -4у ) - 0, (2.3)
Р I т ֊} pq \ \ Р /

ՁՈ1 --J 

Р
J3 —---------------

р
т (т - П В 5q — 1

-\2m(m+pq 1)-фру(р 1)| В (5у 1

\ Р

+ (т -г pq) (т pq- I) в(-т------ - ՜7 ~Р . 5у — I )| =
\ р /I

------ о3(т. р. q)B(---------------5q- 1 . (2.4)
Р \ Р '

I =------ /п2в |, iiq - - I )—• ՝2т (т pq) X
Р 1 \ Р /

д / 5т - I 4- р \ / 5/Л — 1 -| 2р - , \ |X в ( ----------------£֊, 5у — J ) 4֊ (щ ф pq)'B ( ---------------— • >q I =
Р f \ Р /1

= В (֊ ֊֊1 . 5q - 11 (2.5)
Р \ Р /

1 . г- .
2а ---------------- \т{2/п—\)В['— —.5g— 1]--

Р I ՝ Р '
-|2^(2/л . 2ру֊1) pq(\ - p)]B(-n֊ f ։,5y-lV- 

\ р /

Нбпо.11ЛОьаЛ(1С|, ■ бщепзнестная формула В [а, 3; = ?

I* В л льне^шс-.м. при решении конкретных примерен, для нычкеления /Л д, ;) 

"'V? • Здесь Г (а) Ռ՜Պէ" ։rfx 
«+₽) 2

— рими фуккиИя. численные значения которой брллш.’!. из (10)
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-НМ рд)(2т-\֊ 2/Х/ ֊

. / ։х (5m I) |2м (т + pq 1) 4 рд{р — 1)| .
\(т, р. д) = пЦт — I) — - ----------- ------- ---------- —— - —----------

5(m4-/W)-l р

(5м — 1) (5м — I 4- Р) \ м- 4-Р?) (m 4֊ рд — 1), 
|5(m I■ рд\ 1 Հ I рд) -if

Мм, р. q) = nr —
'2т. \т 4- рд) (5т 1)

5(М ;>7i р I

(м 4-р?)-(5м — I) (5т — 1 4-/?)

|5(м4-^)֊-1 ֊ /?||(5(м 4 РЧ> I]

Ъ3(т.р,ч)^,п(1т -|)_1»£±ՋՋ2Ճ2Ո=^^)1(5"! П|

5(м + рд) — р — I

(м 4- рд) 12м 4- 2рд!) (oz/г-— 1) \5т — I 4-р)
|5 (м 4֊ РЧ) 1 — ft) |5 (т 4- рд) 11

Подставляя значения интегралов Հ........J., из (2.2) - (2 6) в вы
ражение (2.1), учитывая выражение (1.5) и значения с։ис4, для жест 
кости кручения неортотропного призматического стержня удлниенйог 
авиационного профиля окончательно получим следующее выражен»

3<7 . , | . յ . х 
3e28ft \ р ) 3a^ft(fc։4-//2)4

X {(Л։ - Л2)2 խոճշտ (Aj 4֊ Л։)г - 12Հքշ//։//..| ձ։ (т. р. q) 4-

4- 4(/4 4֊ /։0)21(Л։ — //.,)֊(7՝,р.(т, р. q) (т. р, </)|| X '

Х«^֊֊1-5?- 1) + 0(Х;|. (2.7)

В частном случае, для жесткости кручения неортотропного призм; 
тического стержня удлиненного симметричного авиационного профи; 
(т. е. հՂ^հ2 = Л) из (2.7) будем иметь

г 8/?А‘Д3 Л / Зм 4- 1 - . \ է
Ct= -ft------------- ձց 4 14- ֊ր-ր/-'4(м, р. q) X

'^ачиР ՝. Р йа՝пР

X ft I -^=-’ . 5q - Л 4- О Ռ'). (2.8)
\ Р f

Более точное |с точностью 0(/?’)) выражение .тля жесткости при кру- 
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ченяв анизотропного упругого стержня симметричного поперечного 
сечения получено в работе |8|.

Если стержень ортотропный (г. е. а։г —0). го для жесткости 
кручения из (2.7) получим

г 8W _/ Зт + 1 _ Л , 8Х5&‘Д»дп ,
С.=----------- В —---- • 3<? I 4-6-T-/L г1\»Х

X ((Л։ — </)֊{֊ 1Л։ЛД(т.р, q)] X

Х/?(°— 1 . 5</- Л | О(Х’). 

• Р
(2-9)

.4. С. Лейбензон, исследуя задачу о кручении ортотропного стерж­
ня с сечением в виде авиационного профиля, всходя из вариацион­
ной формулы Кастилиано, получил [lj

C’J = </։յ

b(a i. ay R (— + '- ■ 3<?+ I 
' P

й G.>3 I

(2.10)

где

н (Jj3 в б?л — общепринятые обозначения модуля сдвига в плоскостях, 
параллельных координатным плоскостям хоз и уог

Введем обозначение

(2.12)

Здесь /7
a*  -f аал + а}

I)՝
назовем приведенной геометри-

ческой толщиной профиля, а (Л —֊-— приведенной физической тол- 

тиной профиля.
Тогда выражение (2.10։ можно представить так 

h IV> A՛ i Зт "Ь 1 L ։ \

л
Р 

3/>

1
(2.13)
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Если это выражение разложить в ряд ио степеням Հ' (где 4<Հ1
то получим

*(«-) а,]*в( — 1 1 • 3? |)

С,= СЯ- —հ֊2՜ ֊z|l - Հ՚ + >.-֊''.
Зр

или
С* х.(прнйлЛ г՝ է — Се Т ’ • 

где введены обозначения

Ь (а 4- а,)՛’ В ( —±1. 3? + 1) 
ժ,'"“"Խ,|=ճ„֊ А—£-------------- -7 х

3/>

a= + uai ка?С1։ |
/г с?» I

ь (а -| Պ)3^/±Լ± .լ.. 3^+1) 4
■ *=---------------- L-e--------------- /

Зр 1 -г Հ

/{окажем, что если в выражениях (2.14) или (2,14՜) пренебрег 
четвертой и высшей степенью малого параметра т. е. приня1 
приближение с точностью 1 - Հ 1, то выражение (2.10) или, ՝п

выражение (2.14') эквивалентно формуле (2.9) с точностью маж 
величины 0(Հ). Это станет очевидным, если нам удастся доказат 
что выражение (2.15) совпадает с (2.9).

Для этой цели, учитывая соотношения (1.4) и (1.6), выражен։ 
(2.9) преобразуем так

3q.^\ 
ր_հ(ս+<։Հ? \ р /

Зазг р

Теперь, пользуясь формулой приведения бета-функции, выра­
жение (2.11) представим в виде

Հ5րւ_1,5<7 1
տ = ձ.֊ձ__£_________

* րյ /3w J 1 .J . , H (----------- 3q 4֊ I
__________  \ p

") Это легко сделать для удлиненных профиле ՛ за счет приселенной геоме­
трической толщины //. и нрнведеннпй физической толщины <7..
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Затем, имея в виду тождества

31(/я, р, ?ւ 4- 453(zrt, р, q) ֊ О,
38յ (т, /?.</ ՛ — 4ол (т. р. q) = О, 

можно написать

(а — а։)։ ?Հ1 4ааЛ =*  - 4% (а3 -}- аах а?), (2.19)

Таким образом, учитывая (2.18) и (2.19), из выражения (2.17) 
жон ч а тел ьн о пол учим

с _ (а + ал)3Ь 1 \ р az-{■ аах а\аи

3°гг %Р & а.,,
млн

1
= fl2 -I- gfli + a?

G
(2.20)

которое точно совпадает с формулой (2.15) для выражения жесткости 

кручения что и требовалось доказать.
Перейдем к оценке погрешности при сохранении двух членов 

формулы (2.14), т. е. оценим погрешность определения жесткости 
кручения выражением (2.15). Для этого определим относительную 
погрешность

с* Հ_
£(i։p»l6.1.) լ у\ (2.21)

Для того, чтобы при помощи (2.15) жесткость кручения орто­
тропного стержня сечением в виде авиационного профиля вычислять 
с точностью до одного процента, значения X*  должны удовлетворять 
неравенству 

откуда
Հ< 0,3154. (2.22)

Этот результат показывает, что при определении жесткости 
длинных и узких ортотропных авиационных профилей для практиче­
ских целей вместо формулы (2.14) с большим успехом можно приме­
нять приближенную формулу (2.9). Обратное утверждение тоже верно. 
Более гочтые оценки для жесткоеги кручения неортотропного стерж­
ня получены в последнем параграфе.

§ 3. Определение касательных напряжений

Имея функцию напряжений Ч’(х. у), для касательных напряжений 
получим следующие выражения
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оу 2аэ

х I ։?х (У - л”) (Г У 5) -Ь у (4ճ?յ — <r„r/„) X

X |(г-Л)//-Ум),--У(У_У)$/!»|| 4-

* ղՅ J “ւ:՛՜ r? I" •*  / (r — Л л I л —

— 2у («1У |(г—лпл)(/ — Уп) У (У —• Zisp| 4- Օր> г — У.$)М •

— <»։։<7։րմ|(ր- У$) (Հ-֊-иУ) —У (У — У) փ

1 ք : ----- և՜ 1 l(r — xrs)(l-Հււ) -

’ — х" (У—У) տր' 4- 6ճ|յժ : ր - У$|։ Qaua^d |(ր — У.$) (/— У г») — 

- psx^b՞ — У)|| 4- 0 (л4). (3.1>

ԺՓ ХОсV v” 3 (bfi — У »у ' I- - =---------^֊֊" ба^(У- У^г-У.) +
ил Ս,/շշ

4- 6(1^а.~ху (Ь? —У) |(r ֊ Zs) (/х — У/,) 4- Ьгг 4 Л П4‘2р|- 

- У (1 4֊ р) (brs 4֊ г)| 4֊ Г (4ճ?։ - л„йа) ք(/։ - /дУ) X
X ((г-л^х/֊ л;'«) ֊ ^(Ьг e)sp)-pxp(b՛1 - Հ)(քէ-Հ^ + 

>"0Уте' 3 (Ь1’ — У У4 ՜* ( ч
Ч----------------- Тч---------------- I (Ь — У)гУ |/ — У (и — 2р 4- 2) 4- 2У| 4-

•4 »г»

4- и~»1г^У [(/ — J^«) (г — Л) + bpr -J- sx2՞ (1 4- '2р) —

֊ x'"l-4-/»(*''4+r)]x((»'-Z)-y ’(e?^||(r- sxp)(l֊x',։ly-

- л-р(У֊л'’)5/)| (/ — их՞)-pxr(b’’-xl')(f,-x’'vl} ; (г-Л)’Х ՚

X (/—Л) - 2ps^(r— xrs)ibr - Z ; - «1։ая</1|(r— xrs'i(f—Л) —

---------------֊ր֊ -- ----- I(ր։ — У«։) (г - Л) 4֊

4 /Л-4-$У’(1 2р)-У(1 p)(brs r)\{bf,-xr) 2ubox 

х|(П- Հ՚’ԱՀ(ր — Ул)(/-ДРМ) - ,У(/;Р-У)5р) — 

рУ (Л - У®|) (У —У) I 4- б«;уу ((г У5)-’(г, - —
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-2p.s.?'(r —?’տ; (/?’—.г)) - «,«)’ (г.

- -Ժ (У' ֊ ?) sp ) -рх1' (J\ - x'v.) (У- х")

ր/։ ((/ -Л) (г-Л) - 

(wj1։a.„v|(r։ — Л։) X

X Г(г— Л) (/— Л») psx:‘ tb!' х") ) — рх!> (/. .հԴ2) х

Здесь

(3.2)

/։ — (т — 2) Ь”. Լ =-■ т -| pg — 2 — 2р.

/։ = ьр {2т24- 2^7 ~~ — рч тР^՝ ft ՜ ьрт (^,п ■։■ ^рч 1 — р •

vx = т 4- pq — 1, т»а = 2 {т -| pq) 2т 4֊ 2pq ~ 1 )• 
г։ = (Зтп 2) Ьр. иէ = Зм —2 4- 3pq — 2р.

Наибольшее напряжение сдвига получается в одной из точек Рх 
ИЛИ Р3, и которых касательная параллельна осн профиля ох (фиг. 1).

ювательно, из (3.1) будем иметь

А» + Կ ^.,{т,р,д) ч, 
»:։ А “շշ

х Ь , Л։ ՜ _ ,2 խւշ (//t —
bih' + և.) ՚ ՜ (ЛН A-.)2

4ծ(//։
I 2<?»2 I /?լ//շ h~>) • 6</։1<՜/շ.>ւл 0. (3.3)-

где
p֊2 24J>

. , . m (ni + po)
^(т.р.ч)----------------- —-------

4
Как известно, относительный угол кручения определяется формулой

0 = —. (3.4)
Сг

где .И,-скручнвающнй момент.
Подставив значение ՛> из (3.4) к (3.3) и учитывая выражение

(2.7). после несложных преобразований, для наибольшего напряжения
окончательно получим

/;(//, 4֊ V*  > ֊Хц/:2^
13.5)

или

Здесь

/г Л1' 1 _
г,А(/7։+A2i3 I — &EJU (3.5Չ

.2 Дн^- (2А; 4- 5//М2 4- 4А,//-: 4 А-]) 2սՆ {h\ + 4Af/za 4А,А2 ֊ А2) 

«ճ (Aj 4- Л2)3

3(A, 4- /i?)
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(А, — /դ)'-1120՛;./,^ —^,ւ<Ղ. ('•՛х ■ А./‘| օէ 
պ ,<А։ ■ //«.11

•I (Հ л*) 3 |(Л։ г А։А2н1։«А1 
Հ’2(/և -b А;)’

______________ Зрт'’ (/)մ)6</_________ _
■ЯДГ - р</»

("> 4 р<?) Н ( 3<? !)

Из формулы 3.5' видно, что первое слагаемое наибольш) 
напряжения не зависит от упругих постоянных и имеет такой 
вид, как и к соответствующем изотропном стержне [1| и в стер ж 
обладающем анизотропией первого случая Сен-Венана |11|. а вто| 
слагаемое показывает влияние неортотропности материала стержня

В частном случае из (3.5) или (3.5') находим, что для неор 
тропного призматического стержня удлиненного симметричного aei 
Ц.ИОННОГО профиля максимальное касательное напряжение имеет

I /?֊ПА2
Mt «22

ЫР , , /2ՊւԱ1 Л օ3«շ

или

М‘
1 ЬН֊

А гл)
_«и. ______

1 ._х=^»5։Ао 

где /7 — 2А — высота профиля.

§ 4. Конкретные примеры

а) Кручение стержня с сечением в виде параболического сер> 
(фиг. 2). Для такого стержня имеем

т֊^ р = р = 1,

а «= 4//։, «։= — 4Л։, Д - 4,

i — , о<z < —.
'2Ь 2

(4.H
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Внеся (4.1) в (1.7), для параболического серпа получим
_8/լ,___

(Л1 — //..) b
х (b - X).

У = >-
8//3

(Л։ - Ла)b
х (Ь— л-).

Из соотношений (1.17) и 
(4.1) легко получить выражение 
функции напряжений для ани­

(4.2)

зотропного стержня с поперечным сечением в виде параболического

у = Х

серпа

’Г(х, у) = — -'К 4֊ л |3«.Հ (ծ — xi х 3a։.։rtrt2v (b — '2х) 
«շշ ծ<,22

— № (4«՚ք2 ճււ«շշ)| 4՜ f2 а — «շշ^' (b — л' յ (b — xi x<։ն
4֊ yflnx՝2(/? — 2x)| y3(«n«22։/ — d\,c-)(b~— 6bx T 6x2)|

+ К’ J .3a3.rt„rf(l> -X) (* - 2x)x — 

—у Հ .(зс'Ь- ֊•; 2x (6Ժ - g) (x - b)^ 4- «u«32 (’ Wd 4֊ (18с/ - g) X

I X x (х-ծ)^ j J - л4 Wx - 8хг) -

— XiC*-l8</);&  x)j }+•••, (4.3|
где

c=ա = 64//Հ^։
(Л։ — hjb 1 (հՀ—հ2)Դհ

Ниже приводятся значения некоторых величин, необходимых 
при определении жесткости кручения и максимального напряжения 
стержня.

^==10э. А>а=!6.

16

(4.4)

Теперь, пользуясь формулой (2.7) и значениями (4.4), найдем 
величину жесткости кручения неортотродногО призматического стерж­
ня сечением в виде параболического серпа

16 (Л,— h2՝2b (, 16 1 nt 11 t t v105 aE I 9 1(1 ։)՜( ՚ ՜ * ’+ ։) X

Ха1,а.,..-(й, + А..г(14М= й|-А’)<&|!- <4-5)
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Для ортотропного стержня будем иметь

С. Gu '֊ (A, l-l6-*'  6՚փ (4.6105 1 9 b- G..J

tni՛. — ' '_____ 1 | _
16/»(//, л2)=|

Из выражения -3.5 для максимального касательного напряже­
ния веортотропно! о стержня сечением в виде параболического серпа 
получим

4Л,
9ճԽՀ - //.. -• />а

г՜ ’ (4.71
___1оЛа

9/7^/Л։ - ii3y-b- 

где
zlj = (Л, /л.) (2՚7|—31Л1/ь. 28/iJi. У iiհ) —

4-օ?շ(2//1—JО//* -֊ 88//М5- 18й>. - 78//^),

А. = <7п<7._.., I Л։ Л2)215А։А2 -н Л?Н-Л?։ | 
4-Н) .(й։ ■ Л2)*  (10А,//..-( հ՚ւ-էհ':).

Для ортотропного стержня будем иметь

105 Л/. _
1(5 А(АХ -Л., 2

4(л։ л..) (2л; — з1лМ. 4-28//։лЗч-л|) օՀ
9(Л,-//..)՜Դ2 ծ,3

16 (Л։ ՚ հՀ hi I֊ hi) C՝u 
9 (A։՜ (/Հ3

(4.8)

oj Кручение стержня сечением в виде параболического сег­
мента. (фиг. Ց). Настоящая задача является частным случаем пре­
дыдущей. Приняв hx = h. //.. = О. будем иметь

մ = 0. (4.9:

из (4.3). (4.5)

^22

J ь х х~ 3а՝-а^У (ծ- 2л‘) УгНа;. —

— /հ k;22-v (/? х) ՜ 4֊ yav. (b2 — 6bx 4 6.v2)| —
2-.

_ xa ’1 -՝) '* IՃ;. IЗЛ- 1- 1 Ox (X — b) | ֊ a, ։<г...х ; _v - b > |, (4.10)

tl 16 h- flnfl22 4- a\2

10Ցճք I 9 A2 ■՛•<
(4 11)
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ии1 = 105 ЛЬ
16 b/i3

81г / с , . 
9?;-/г

16/г .

• ж

Для ортотропного стержня и?, ( I 10) -(4.12) находим

‘1г(л. у) - ,JJ' ՛ 3^УЬ |3</3(Л — л-)л -,у3«п| -

5120 (Л A»-t-vn։։ 
ձսԼւ^

\ՇհԴ(ղ3 

ЮЗ

16

9
1 ճձԼ’

& О» 

հ9

та» — 105 Л1;

16 Ыг
9 ծ8 Գ»
_ 16 Л’ jGw 
՜ 9 ծ*  GM
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(4.12)

ti) Кручение стержня сечением в чаде полукубической пара­
болы (фи՝. Հ) Пусть сечение авиационного профиля ограничено лу-

/п =
9
__ I

3

гимн полукубическнх парабол

Фиг 4
It 

где л ֊ — 
b

О

1

8

I -

Вычисление показывает. что

ՀՀ = — է՝, = —• С — 0. d —
- I b

_ ֊ ճ. Հ = 6.175, A-. = 24J5O.

Имея в ниду (4.13). из (2.8) для ж- сткостн кручения находим1

Շ\=0.162/7֊֊1 1 1.428/7’ է!
<iK I & а

и

Ո
Максимальные напряжения возникают на контуре ռ самом широком 

месте сечения [ х յ» у = /Л

■ Бсмсс иипия формула жесткости кручении исортотропного стержня пчлу- 
•iciM и работе |Hj. по им нет «ырллення максимального нлпряження. которое здесь 

'ПрШЮДИТСЙ
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0,235 Н'-'-У 
b- ап_ Mt

1_Լ428^՜Պ:

ծ2 ai2

§ 5. О точности приближенных форуул жесткости кручения

Пользуясь найденным выражением (2.7). докажем, что для не­
ортотропных стержней, поперечное сечение которых ограничено 
кривой (1.7').

|jm — = —к------ s—•
>—о J h\ -|- հշ

(5.1)

где ./ —момент инерции относительно оси х. T—Ctai2— назовем 
приведенной геометрической жесткостью при кручении анизотропных 
стержней.

И меем

»» ?r։i
3

о

или учитывая (1.5). (2.2) и значения с։ и с2,

&չւ>՝ձչ ь,֊ hi п з? + 1)-

Следовательно, при помощи (2 7) и (5.2) находим

(Հ А.Р 
А! 4֊ Л? 4-0(/.5),

(5.2)

(5.3)

откуда и вытекает соотношение (5.1).
Соотношение (5.1։ или (5.3), для тонких анизотропных профи­

лей. эквивалентно следующему утверждению 

т 8>8,МД3 ('ձ,Ո 1 о Л
(------------ > 3q Н- 1 •
V P '

(5.4)

которое совпадает с формулой Гриффита (12|—Прескотта |13| для 
тонких изотропных профилей. Между прочим, формулу (5.4) можно 
лолучигь иным путем, т. е. приближенно интегрируя уравнение мем­
бранной аналогии для случая удлиненного поперечного сечения за­
кручиваемой анизотропной призмы |1-1.7' Точно такой же прибли­
женный результат для жесткое։в кручения тонких изотропных и 
ортотропных стержней получен и работах [1. 15-18).

Из приближенной формулы (5.4) видно. что жесткость кручения 
для гонких анизотропных стержней совпадает с формулой для жест­
кости гонких изотропных и орю тропных стержней.
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В частном случае, когда поперечное сечение представляет сим­
метричную область, т. е. Հ-=//., из (5.3) получим выражение

r=4J-F0(X5), (5.5)

которое совпадает с результатом для изотропного симметричного 
.стержня, полученным Д. 10. Пановым |3].

Формулы жесткости кручения (2.7) или (5.4) получены для 
тонких стержней. Естественно возникает вопрос: для каких стерж­
ней зги приближенные формулы можно считать точными? Ина­
че говоря, какому условию должен удовлетворять параметр / 

//։ -I /։.. _
՜ • чтобы выражение жесткости кручения неортотропного 

стержня |2.7) или (5.4) было бы точным?
С этой целью рассмотрим вопрос о точности приближенной фор­

мулы (2 7., когда в ней сохраняем один, два или более членов. 
Строго говоря, оценим погрешность, допускаемую нами при сохра­
нении первых членов этой формулы.

Для этой цели напишем выражение приведенной геометрической 
жесткости кручения для неортотропного призматического стержня 
сечением в виде авиационного профиля

I/ лг։«
Т=С,аг2=2“1-'' Ц Ч’(х. yjdxdy.

О ?*քքՏ
Внеся значение функции напряжений и учитывая выражения 

(1.10), (1.13), (1.16), из этой формулы находим

■/•֊ ■ г</ I) :. (5.6
Зр ' р /

Здесь введены обозначения
• 2/7.44 I I . . ։ .
'ո=կ I I M*- -V: (5.7)

՝ ք՝Հ

Ря (-Գ У; /.) = ‘F (x, у) — ( Л-. у ) — у J

֊ /?7Л(х, ֊֊)----------- ,'7<(л֊. (5.8)

а область D. отличается от области авиационного профиля D только 

гем. что все ординаты ограничивающих-се кривых уменьшены в от­
ношении 1:л.

Соста в и м выражение
Л, Ժ“[/

(5.9, 
ox- axdy оу-

Подставив значение рл из (5.8) в (5.9) и имея в виду уравнения 
(1.14), после некоторых элементарных преобразований получим [8|
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R։(x. у; >.) <).л4(!/;„ , ֊ -г (5.Ю)

64

-где

Р„ I max

Рп = max 
п

Й։Р.(х. X)

</„ = п»ах D;vP(x։ ^)|-

Введем новую функцию следующим образом

.. О
' ՀՀ ՚ ՜ ---------- Г------5------------гр„(л֊, v:/.). (5.11)'■ Wa . + AA„) Պւ ֊ք֊ 2MJ ' >

Составим
• d'V ԺհՀ <ր'[Հ/^=«.ո _Հ_շՊ.. . ճ՞ Հ •

11 дхду ■ Оу-

Очевидно, подобно (5.10), будем иметь

i Rn (л. у; '■) | = | - Հ„ i|i/;^։-h>./^)an-|-2XflK(7rtJ А

I ժ2/ձ_յ օ (rPn , . д-Рп\ О
X ՛ аи------ 2t?r.-------- , л/г,, -— - ՜ -------- •------------г-s ----- X

I ՕՀՀ “ Охд-ղ ■ Ox" I (?„ 4՜+ սնւ՜ր 2^12<7„

ժ2/ձ,֊ւ •» д՝рп , . и'Ч\ О
- — - 2а,.. — H-/֊z2n —- <---------- .-------------- —77--------- х
<дхд\ дх2 <Рп-\՜*  кРп)Aii + 2/Հ?։շ<7«

х
^ Р„ ,

Պ։ 1-2 а
ОХ-

a-Р.

Ox(/7t . Ох-

i------ ------V~ ------о ----- 1лиря ։ 4- , + '’ЯцРЛ = ,յ<Լ 20- (5.12 '1

Таки.м образом, условия леммы, которые сформулированы и до­
казаны в работе удовлетворены. Следовательно,

I ,Հ (-V. У; /•) | < Ч\ (л, v)

или. учитывая (5.11). будем иметь

„кГму^ч,.,, и.»,
Здесь ’1՚*յ  (л. у) — функция напряжений при кручении эллипса

у2 —4/Xv(Z> х) = 0.

который, легко видеть, охватывает область D, ограниченную кривой 
(1.7).
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Функция напряжении для эллипса D*  имеет вид J8|
<М*.у)=  W ji-ճ-

«22 + 4>ձշ„ | /Л.։ b‘ I
Оценим выражения (5.7) при помощи (5.13) и (5.14).

(5.14)

D,

г/ (л, V. л) ахау < —՛ '• * Г. | | |Рл(л՛. y;K)-.dxdy 

Г).

<—к у у |р, Ա. у; X) I dxdy < Ч)*ц  + 2Ц^,1 т.

ն*
(5.15) 

где

'/'*  = 4 I f %dx“y ="Т- ;՛ <5-16>О JJ 2(ճ22-յ-4/.“Օ11)

Таким образом, учитывая (5.16), будем иметь

;,։ । < 2~Ь՝ а«К/>»-1+Ч)дп 4~2X<W?n 1

2
|я = 2. 4...., (5.17)

Несколько увеличивая правую часть неравенства (5.17), находим

г . , 1Ср«֊1 + '■/>„) «ս շ4։?յ
Տ--------------------(5.18)

Чтобы оценить точность формулы приведенной геометрической 
жесткости кручения, вычислим относительную погрешность

. . _ Уприбл. I Л ~-)l__  11/Լ-14՜ ^Р„) ДцН՜ 1
T-l-i-O I ’/-in -11 '՝ 1) г.
* прнбд. * J прнбл. ■“ ' прибл. у

(5.19)

Если мы хотим воспользоваться формулой (5.4). то относительная 
погрешность будет

fdr.b' | (/?, փ лр2) + 2>.« J2?., ]е — ■ ■ ■ ■ ________________________2 л
- ‘ пркбл. У

или, подставив значения из (5.4), получим

3^/А Ка 4- Хр2) аи - 2ш։2(7.|
s2<.----------֊֊<֊—j------------------------------------------------------------(օ.20)
16Да£ (3,?1-±ճ , з<? -֊ 11 °

Если при помощи (5.6) величину приведенной геометрической 
жесткости кручения анизотропного стержня желаем получить с точ­
ностью до 1%, то согласно (5.20) (учитывая, что р։ =• max j } = 

=0j значения >. должны удовлетворять неравенству 

5 Ипкти։ АН, с<рии фм ммлт. luyic, 5*  2
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16Ճ3ջ('3,пЛ1 

\ Р

_______  а 11Պ ՜1՜ q q լ
з? +1) 0

откуда находим
' ձ О H (. 39 4- 1 )

>.<0,4A|/ --------------- p-------------------- A (5.21)*
- 3-p (aj ։ p., 4- 2rt12v2)

Для наглядности рассмотрим численный пример. Пусть имеем 
1

т = । р — «у — 1, т. е. сечение стержня ограничено дугами полу-

кубической параболы (фиг. 4).
Вычисления показывают, что

970 
р<> = — ’ 7а = 0. (5.22)

^22

Тогда из (5.21) при помощи (5.22) находим

h <0.034 I (5.23)
ծ Г аи

ил и

Ճ!<հ^3Հ1. (5.23')’
ծ V G.

Таким образом получаем следующий результат. Для жесткости 
кручения рассматриваемого авиационного профиля можно пользо­
ваться практически точным выражением 

С, = 0,162 !РЬ— • (5.24)

если только имеет место (5.23).

Ниже, в таблицах 1 и 2, приведены некоторые значения у» под­

считанные по неравенству (5.23) при разных значениях коэффициен­
тов деформации.

Таблица I

Գ»
Գ, 1 0.5 0.4 0.25 0.10 0.05

н
Т< 0.031 0.024 0.021 0.017 о.оп 0.007

иблица 2

С»
а» 1 9 1G 25 40 50

н 
ь 0.03» 0.102 0.135 0.170 0.215 0.240
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Из таблицы 1 видно, что если приведенная физическая толщина 

0. = ^- 
ГГ

возрастает, то приближенная формула (5.24) применима для 

очень онких удлиненных профилей, а из таблицы 2 видно, что если 
G, убывает, то формулу (5.24) можно считать точной для достаточно
тонких профиле։'։. 

Если принять

в Л3д?.±-1, з^֊ь 1)
8WA*  \ р )
- з Р ՜ 5 зф(//։+л2)«х

х А։ —հ^\սՂՀռ^{հ^ 4- A..)2 — 12aJ2AjAJ lx{m, р, q) | 4(Л։ 4֊ Л3)3х

■ |(А։ - А2)а flf?o2 (т. р, q) Е ("*,  Р. </)]} # ('>,П 1 ■ Կ ~ 1

(5.25)
то относительная погрешность, согласно (5.19), будет

, հ____ №___________ (Рд 4 Պ, 4 2Чг</4____ ։
Յւ/ Л Ջ/ճ^ւ1. 5»-1) '

\ Р 7, ь _ ճ ձ /1յ ___________ Լ
Л'3։(ЛХ4֊А2)*  д/3'л_± 1 3<?+ Л

где
лз= (Л։ А։)“ 1<2ս«շ2 (/ц 4՜ Лг/ - 12л^,2Л1//2j '/յ

+ 4 (АЛ -Е Л։)2|(А։ - fi.,)֊a֊.p2 4- Л։Л.;апляао3|,

откуда, потребован, чтобы гч<0,01. получим, что значения л удов­
летворяют неравенству

а4 4 ЛХЭ 4- Bl2 4֊ С< 0. (5.26)
где

д _ _______Ргап_____ _
P^ix Е 2<W«

0,16ձ50 В (^—Х, 5g —
В =_______________ L֊£___________Լ х

3^(Л։±//2Г

| (At — Аг)2 խոճշտ (Ах 4- Л j2 - 12а2?//хЛ2)

I p4au 4- 2«։շ</4

Г 4 -b I՜ Z/2)2 fZiA ՜4՜ АЛ<*п^Л1  I
P4«u 4֊ ՚

С =-------------- Գ16ձՆ--------- չյ / Յա_4֊_լ։ + t j. (5 շ7)
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Для иллюстрации полученного результата опять рассмотрим чис­

ленный пример для того же авиационного профиля т — —• р—q -- 

— Q- Вычисления показывают, что 

/ն = <7з = 0.

Л = 637,875 74 = 40Й-՛

Тогда из (5.27) находим
738. io՜'. 12922՛ 10՜-^

д = о, в--- -------------- . с =----------------------—
լ-է- 0,129-^ 1 <0.129^

ДМ а11

Учитывая это, из (5.26) находим

Н֊<2Л/ - ~ ֊ - I/ -0.00004 i 0.00359-j 1-0.129 ^
ft I Պւ + 0,129л1։ » I an

или. перейдя к общепринятым обозначениям, получим

— <0,0126՛17 ■ (5
b -1

где
? = V 1+0,129 |4.։ л. • (1*=  °?- -

(;гз

а <։. .у — коэффициент Ченцова |19—21|, который характеризует сдви։ 
в плоскости, параллельной zoy, вызванный напряжением тх..

Для рассматриваемого стержня из (5.28) будем иметь

Н 0,118 
ft < 1ՀԳ (5.29»

так как 3=1.
Таким образом, если имеет место (5.28) для неортотропного 

стержня или (5.29) для ортотропного стержня, то

С/ = 0.162-/ —I I 1.428՛^՞ — 
а2г I. ft*  а„

(5.301

можно считать точной формулой для жесткости кручения авиацион­
ного профиля (ограниченного полукубической параболой).

В таблицах 3 и 4 приведены некоторые значения подсчитан- 
b

иые по неравенству (5.29). при разных значениях коэффициента де- 

формации, а в таблицах 5 и 6 приведены значения —՝ вычисленные 

по (5.28).
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н։а — 0 Таблица 3

Գ» ՚ 9 16 25 40 50

H
1ւ 0.Н8 0.354 0. 172 0.590 0.745 0.834

a,s = Ս Таблица I

II > 0,50 0.40 0.25 0.10 0.05

/У 
b 0.118 0,083 0.074 0.059 0.037 0.026

Н.-л, iy - — 0,4 ТаЯ.шцц ՜>

Գ»
6„ ~ 1 9 16 25 40 50

!Լ 
ь

0.120 0,261 0.481 0.601 0.760 0.850

Н.-.Ъ Օ' = -0,1 Таблица б

?£i_ 
Գ>

1 0.50 0.40 0.25 0.10 0.05

Г 0.120 0,085 0.076 0.060 0,038 0.017

Из этих таблиц видно, для каких анизотропных профилен верно 
выражение (5.30).
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Աշիաւաա ի)լան մեջ у իա ա <ւ»<1 4 երկարացված րնղհա հա ր սւեււքի ավիա­
ցիոն ոլրււֆի լհե րււվ լալն ական հատվածքներ անեցոզ անիզոտրոպ (ոչ օրիէո֊ 
լորուդ} պրիզմա լաձև ծոցերի ոլորման իւնզիրրւ

Լուծումը Ներկս'լացված 4 չարքով լւււա փոքր' А պարամետրի։ U տաց֊ 
փսծ են ամենաընդհանուր դեպքում լա րա /քների ֆունկցիա լի , ջոշափոզ րորամ- 
ների, մաքսիմում լա րւււմնհ րի ե ո / սրման կոչտա ի}րոն համար արաահալյււս- 
fj րււններ։

Աւսէէւմնաււիրված է ոլորման կսշտոէ-թլան մ ոտավոր բանաձևի ճչզրտու- 
քքբսն հարցը։ Ս տացված արզրււնքնևրի համար կազմված են ազքսսակներ

Դիտտրւր!ած են մի քանի կոնկրեա ի i’ll դիրնե ր:
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ФИЗИКА

X. А. Симонян

Прохождение через квадратичный резонанс 
в синхротроне с жесткой фокусировкой

Полны-.- уравнения бетатронных колебаний вокруг некоторой 
плоской периодической орбиты в синхротроне с жесткой фокусиров­
кой даны в [I|.

Здесь мы рассмотрим эффект совместного действия возмущений 
из-за флуктуаций квадратичной нелинейности и несимметрии поля 
относительно плоскости орбиты (z —0).

Уравнения движения имеют вид

dV 
մ’?

<Ր: 
dip

drdz

\&H, 1 с/Ч ! f „- - I rz ----- tz‘-
2 dr* / 2 drdz 

(О

где г —Означает горизонтальное, ;։ z—вертикальное отклонения ча­
стицы оз периодической орбиты; р радиус этой орбиты. „Угол* 

изменяется на длине периодического элемента / на величину 2к,
Р №1п= ------показатель спадания магнитного поля по радиусу;
// dr

1 &Н\ , . д-Н'■> — ) — Ошибка в квадратичной нелинейности; величина —------
\ 2 дг / drdz

-описывает весимметрню ноля относительно плоскости z - 0.
Решение системы 1 1 1 ищем в виде

(0) = akzk + Հ?[.,
rZxfc(O) d? Jc

= ak —- a.—.Ժ0 db k db 
(2)

(/г — r. z xr — r x2 — z).

где <p* и <հ-суть два линейно независимых решения уравнений (1) без 
правой части, нормированных условием
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dz.
f3i

с известными свойствами
о

'Ь*

(4| ■ 
4(0 + 2^)=/„(0),

74 = -Ղ1'0ւ — мгновенная квази-частота бетатронных колебаний.
Подставляя (2) в (1) и учитывая (3), получим уравнение ллк I 

коэффициентов а*(0)

dar Հ / / \а 17Г”՜ ^7 fc) /7=|ձ1 (ah?++2 iճ' i։ I т, Is— I
- fl’ լ- — а',- - 2 d. j’j հ.12) j- ձճ {ara:^r 4֊

(ia: <s_ / I \2 1 I
- - == —— ( I — 2-^1 (а><з.Ф 4- яЖфЖ 4-Ժ6 2йу \2rJ /-/p| 1V ' г :уггг

1
4- + ՊՊ-Հ-?’) Ь ՜՜ MaX- ՜*՜ a?r? +

'r 21 a. f [?,!*֊ aty - -2 KI* I<?r Iя)
где введены обозначения

&Н
drdz

Правые части уравнений (5) и .6 являются ‘малыми периодиче­
скими возмущениями, зависящими от частот чг,г и, несмотря на свою 
малость, при определенных резонансных значениях этих частот могут 
дать большой вклад в изменение величин a*|0j.

Учитывая это, мы можем оставить в правых частях (5) и (6) 
только резонансные члены и в первом приближении отбросить нере­
зонансные. Полученные таким способом резонансные уравнения пер­
вого приближения совпадают с так называемыми укороченными 
уравнениями, полученными по методу Крылова в Боголюбова [2].

Учет нерезолансных членов и сценка их влияния проводится по 
резонансной leopim возмущений, подробное изложение которой дано, 
в частности, в |1|.

Из уравнений (5) и (6) видно, что резонансы (при которых пра­
вые части обращаются в постоянные, если a* —const) могут возник­
нуть при соотношениях
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k
М'

т к. функции ձ։ и А,, имеют период в один оборот

ձ։104 2z.M) = Дх (0),

Д2(6 : 2zW) - ձ..(0).

78

(8)

(9)

.И число периодических секторов.

Мы не будем рассматривать резонансы при •/,. = • т. к. ча-
/И

стоты V,. всегда выбираются в пределах

к 1 .. к .
--------  '*Հ * ' *

М 2Л1 '* М
(101

а также резонансы на разности '2ն,:— дак)Шие- как извест­

но, только связь колебаний.

Истинные резонансы при Յն • — и 2-'г. • - ■<■/•—--- (назовем 
Л! М

их квадратичными) из-за синхротронных колебаний бетзтронной ча­
стоты могут неоднократно проходиться. Оценим прирост амплитуды, 
например, радиальных колебаний при однократном прохождении через 
квадратичный резонанс.

Учитывая, что частоты обычно выбираются близкими —

получим резонансное уравнение для а,

где

(ճՀ^յէ.-՝՛ 4- 4- х

(12)

2=-'М к,
13)

= ---------- I Կքք-Ճ ’
Чг.мн .1 ։Л-- 

0
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Вблизи резонанса

£յ*։” =
.н '՚

dd.

kрсэ можно пользоваться разложение!

> («» ՜ >’ Ն ( wu ) - °₽“> + 4 I 4") <° - ®И’ ՛- + ■ • ■

причем для случая <е։=И можно отбросить последний член в I14i.
1) Рассмотрим этот основной случай. Тогда (12) примет вид

dti-r / I \2 1 .« ... , , , , ;
' =՜- — ( 7. -т— (°ЛГ1^71 I- хМ \2г./ 2т'р

У exp Z՝/C3 (0 — орсз)2>. (15,1

Полагая резонанс достаточно тонким, получим

I Да, | J — | ֊" -1 a/g2e^ -Ь a'ra'g3e.^ |. ■ 16,

Фазы т2, 7а имеют самые различные значения, т. к. они полу­
чены в результате интегрирования разных величин.

Предполагая статистическую независимость возмущений в раз­
личных магнитах, получим

ж? ' + (17.1
\2г, / \2«е/р/ 3?рез

։де усреднение проведено по различным величинам

/Л. \ 1 օ41խր- /ՀՃ. \_  (FH'idrdz
Ն 7՜ 2 Н ։ \/7՜/2՜ и

(18);

Введя фазу yt.(0) по формуле
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М*) =
Л ке

'f Ititax

I 'հf |n։i։x ~ . f. him I т !«»՝

м усредняя по этим фазам, подучим

(-Հ (—V -?2_ 4՜ Л £4tg||
\2՜/ \2t0p/ 3': -

(1%)

Вблизи центра области устойчивости выполняется соотношение

Д’* Д$ (20)

где Д-<—отклонение частоты и Де -отклонение энергии при синхро­
тронных колебаниях.

В линейном приближении

Дг /Дг\ ... .....— = ( — I cos ՝2/, (21)
г \ £ / 1П.1*

где Զ — частота синхротронных колебании.
Подставляя значение >. из (20) и (21) r (19։). получим

W 3 41rlU(^„^bin2/p։։ '

XHJih + (22*)

где "„—частота обращения.
При грубой оценке эффекта можно положить 

где /А։ ■ длина магнита.
Тогда

Е? ~ 0,5• 10՜’ (У -тДй=г- -՝4 (//։У' <241)

Ջ) В .случае, когда '^ = 0 берем следующий член в разложении 
Н4). Уравнение (12) приобретает вид

= ) ?՜'а7^‘" + ֊ ara'։g3e‘'-} X
a'l \2п / 2л*р

х exp j— — брез)3!. (15.)
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При тех же предположениях. »гто и в пункте 1), получим

I I- (֊ ) ~֊ Հ.-^; Ф ՀՀտ.^'՝ X

Х*Г —1_______
3 /о.5>;,. г (’/,)

(16.J

откуда

п 2=) \2а*р/1 3՜ / г?(7з) (0,5 Հօ՛ •х

X(|fl, 4 К; ♦ 117,1s я..|։й). (17;,)

Усредняя по фазам ?է(քՆ. получим

--------- !---------Ух 
\2«/ \2| ги-«-•'!*/,)/

х ( 0Х- )՛ ՛№’+Algj+afcjg). над
\ • рсэ /

Подставим значение < из 20 и (21) в (192)

^/ճ\7շլ\Դ _1------\7____ <«------
\WV3s-?/ \2'9'ВП-1П / \0է5(ձ7)ա„Տ’քօտԶ^.յ

Х|Л^| 1 л^|4-л;д;^. CAJ
При грубой оценке, согласно (23). получим

ДА՜—0,72-10 Հ—Հ —
\ р / ^‘՜

;И,Л

(Мод
(24а)

За все время ускорения, частица проходит через резонанс п раз 
(л —число фазовых колебаний за цикл у кэрения). Поэтому полный 
прирост амплитуды за время ускорения равен

л 
Д;=УдД;. (25

Принимая оценку (24։), (24.) и возлагая требования на .А;, нож 

но получить допуск из величину | ( yj) '

/ /7/ V
В качестве примера найдем допуски на Լ j в электронном 

ускорителе с жесткой фокусировкой.
Полагая Л (0.45ч 0.56) см (и <|юрмулы входят амплитуды сво­

бодных колебаний вокрут периодической орбиты)
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— — 130сл«. ,М(Д>)т„^3-10--’, |?‘;,։>~8,5,
р

fl 100-4-300,
согласно (24,) получим 

___ 7н~\* 
АД2^(2 4,5)-104 .

а согласно (24..,)

-^^25.102.
^2

АД2 - (0,4

(2б։)

(26J

Полный прирост амплитуды за время ускорения соответственно
равен

_  /Н \Ջ
А2^(100 1000)• 10Հ ‘j \ • (27է)

AsM10 * 100l-10֊V^Y- (27Д

Потребуем, например, чтобы A Is < 10 c.ir.

Тогда в первом случае | W а во кто-

ром случае V ~՝0,3: °-5)՜10՜3-
Это является жестким .допуском на флуктуации нелинейности 

второго порядка и поэтому необходимо соответствующим выбором 
рабочей частоты избегать прохождения через квадратичные резонансы.

Автор глубоко признателен 10. Ф. Орлову за обсуждения, сти­
мулирующие возникновению настоящей работы.

Физический ПНСТИ1Ч 
АН Армянской ССР Поступила 26 V I960

lu. U.. U|։tf nfijiuG

ԱՆՑՈՏՄԸ ՔԱՌ-ԱԿՈՏՍԱՅՒՆ ՌեԶՈՆԱՆՍՒ ՄՒՋՈՎ. ԿՈՇՏ 
ՖՈԿՈհՍԱՑՄԱՄՌ ՍՒՆԻՐՈՖԱՋԱՏՐՈՆՈհՄ

11. Ս' ‘I» Ո Փ II Ի Ս'

•՝><’//«'/ աշխ աս, ութ Հան մեջ քննարկված է քաոակուսւսյին ոչ՝ւքծալ1ւն 
ֆւՀակտա.աէյիաներսվ և օրրիտի հար խ in թ յան նկատմամբ մ ագնի и ական 
դաշտի ոչ-и իմետրիկութ լամր պայմանավորված դրւրւ ւււմներ ի համ ատեղ տդդե- 

^ցոէթլան էքիեկտր ։
Օտարված է ե {ածված շա րավ դաքին տ ա ա անա.մն ե ր (է. ալսպևս կոչված, 

ոեդոնանսա^/Л/ հաւյաււարա մրէ
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Пi ititi ւ1նտսիրված Լն սև դոնանчиվ անւքնևրս երկու հիմնական դհպրևր, 
ււրււնյւ պա րք տնավորված են րե տ ա in րոնա լին հաէ\ախակսւնուիքլան սինխրոտրո֊ 
նա ill'll տա ւոանումն և րո վ :

Գնահատված I; ոեղէէնանսսվ ան էքնելիս "տարված չւսրավղա լին տատա֊ 
նւււմների ամպլիաա էլա լի աճր։

րոնրներր բհրված //Ն 1իորմէէէ յաների տեււրով, ,.րոնր պարունակամ 
են արսււլարւո ր^ի պւսրամեսւրներր։
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ФИЗИКА

В. А. Шахбазян

О радиационных поправках низших порядков 
в скалярной квантовой электродинамике

При рассмотрении реиормалнзайионпой группы в скалярной 
электродинамике |1] |3] были использованы приближенные выраже­
ния радиационных поправок низших порядков к одночастичным функ­
циям Грина и вершинным частям, справедливые в ультрафиолетовой 
и инфракрасной областях (см., например, ф-лы (16) в |IJ). Представ­
ляют. однако, интерес также точные выражения указанных поправок. 
Ниже приводятся формулы радиационных поправок низших порядков 
к мезонной и фотонной функциям Грина, справедливые во всей об­
ласти изменения импульсного аргумента, расчет дважды логарифми­
ческой ультрафиолетовой асимптотики верп инной части порядка ё2, и 
инфракрасной асимптотики четырехвершинной функции Z։ (опреде­
ление последней см. в |)|—[3]). В последнем разделе статьи изла­
гается получение второго обобщенного тождества Уорда в скалярной 
тл.гтролинамике. Рассмотрение везде проводится в формализме Дэф- 
фина-Кеммера.

§ 1. Радиационные поправки низших порядков к мезонной 
и фотонной функциям Грина

Пользуясь методом, развитым в [4|, для мезонной собственно- 
энергетцческрй части получаем во втором порядке теории возму­
щений

vf2։/. 3<?а VM- ( 3t- е-^\. (М՝\2*8я8-А т ( 64_2 -б4_2 )In I т •It/’՜ "0-1֊

\ 64-- 64-Ն / \w / 64““ \ т / ՝ т /

Н е" I г» Рг — ա՚Կ р- 4- /и- \ v р‘£ որ *+W'|՜2SH/S*՜՜1՜2'”)A'p}~2 к p

p — m +34^-'"։) p - — nr 
nr .4(p D4
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+ 4m • Р—~~ |Д (р)+ 1| (մ?-է) Ч

+ 2т Р:. р^. 
т- р-

где

•А(Р) =

1ГГ , —In
P'

р- — т*
»Й2 '
?7ձ

I р- ֊ w21 »'•$.

4-ln^.
2 in՝

р - ֊ - пг ,

фиктивная .масса фотона, «веденная для устранения инфракрасн

(1.11

1 ։

расходимости- Выражение для /1(р) получено с точностью до .мнимо 
части. Из (1.1) следует, что при снятии промежуточной регулярнзадл 
Паули-Вилларса (т. е. при Л/->оо) -м(р) расходится. Как извести 
|4|, после устранения расходимостей из S-матрицы, регулярные части 
диаграмм, содержавших особености, определяются с точностью до ко­
нечных полиномов по импульсам той же степени и операторной струн 
туры, что и устраненные сингулярные члены. Поэтому регулярна 

, *
часть (1.1) будет определяться с точностью до членов -^(р֊ w, 

X ~ոյ-.Ո-~ • ~/п. ~ Хт. с произвольными коэффициентами. Опре­

деляя произвольные постоянные из условия обращения в нуль раднз; 
ционных поправок во внешние линии, мы получим не содержаще 
произвола конечное выражение для -(р\.

Учитывая, что полпая мезонная функция Грина определяете! 
формулой

(/(/>) = Д'(р)Ч ձ։՜ (р)^(р)б/(р),

мы получим следующее выражение с точностью до члено։
третьего порядка по е

— { гп'^>(Р) -г (А р-)Ь^(р) Г- np^j (Pl
т'2— р~

•где

(*ю(Р) = I 4- -g^-2 'Ц-֊.֊ _ 4 _ 12 
Р- Р-

т
/п~

— тх
Р‘

т
Р՝-

/)“' 4* т
Р-

In р-~т-т2

4Р^": + +



О радиационных поправках в квантовой электродинамике 31

(d?֊l) + 2(d?֊l)|.

&<₽)-1+в^ л — ք 
Р'

ու՜р~ pz —nr 
р-' т*

- 16 րո՜ In /7՜՜ 
P-

— որ
որ

(p~ -րոԼ 
\ ՜ p- ՜՜

թչ ■ որ
P2

m* pz+nr\. \р"—пг .. ,+ у<rf?-l> + (և5)

+ 8(3-4)Л (m=) + 4(4- Յմ՞) >

Օ nl2 I 
о .In

P“

.շճ+Д
p-

p- — nr
P* p-

й=-|(^-+ (1.6)

+8 у1 n S ^ ՜՜ I' d'u ՜' ’+ (4 + 8 ?)1 d‘ -1 ’ +
+ 8(3 — rfj) Л (m։) + 4 (3 — di) j.

Зе1’ I p- — nr / p‘ + nr . p" — nr \ . о .^^=64Տվ ֊у (-~)П|Ч< +։)]И֊». (i./)

При |p'*i nr нетрудно получить выражения для ճ.;շ)(/>). badp), 
/•'ip) и ?;2)(p). приведенные u jl|.

В инфракрасной области, т е. при р-->пг, имеем в согласии с 
151 в 16|

I %/Др»=б(։,+)=й'(р) = 1 + 8^ ;<Й-З)1п|/’-՜.֊ . (1.8)

Аналогично можно получить выражение для поперечной функции 
I рина фотона

Հր = mr kmkn . 
т п __ ______ (1 9)

Ա.10)

С точностью до члена - е4
е" 

14֊Т-г/(П

5 Ишгстив АН. «ерня фкх-ха։. илу».. -
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~ ----  - ....... ...... * 'ЛГ* ■ ■ '

где

/(fc։) = I dx |4х(1 —х) — 11In т* — х (I ֊ - х) fi­
rn- Н.П)!

о

Произведя те же преобразования, что 
параметрическому представлению |7|,

и в [1|. придем к следующей 
|8| фотонной функции Грина

֊(*“” 7')

При |А,г| >> т*

1 . у г
kl \ it 48*’J ЛГ-Կ Ч’-ЛЧИ 

4/Н»
(1Г

</<*’) = >+֊<= И£|+- (1.1

§ 2. О радиационных поправках к вершинным частям

Рассмотрим радиационные поправки к вершинным частям Г и Q] 
(определение Г и □ см. |1|. 12|). При их вычислении в общем слу! 
чае не удастся избавиться or конечных ин егрировяний. Поэтому пн 
лучаюшнеся вьцаження выпи-ыиать не будем. Ограничимся нахож­
дением дважлы-логарнфмнческс А асимптотики функт ни Г по рядка Ժ 

и инфракрасной асимптотики функции Ը՜։ в низших приближениях по 
е* и հ. Методика нахождения дважды-логзрифмнческсй асимтотаЯ 
вершинке и части пт.рялк։ с՝ была разработана Судаковым |9| дЯ 
спинорной электродинамики. Техника вычисления типового inner ради 
дающего двойной лог. ри(|м. в сги.-^рвсй э. ектродинзмиье сохраняется 
без изменения. Раз. и՛ не в< знккас-т при исследовании матричных струк­
тур. Типовой интеграл имеет вид

Г ԺՂ-'
J р/> - ^)= + 1(7 ֊ 4֊ -I й)

Асимптотика J при

Ռ3 -IZ7l»l7,|. IP*IW 
имеет вил |9J

(W

(2.2)

(2.3)

В числителе полннтегрпльного т ыражеиня вершинной части
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Хрр-А')- Լ (Р֊АТ֊Н֊(Р-АТ|Г'

вклад з дважды-логарифмическую асимптотику дают члены

Sg"| Г‘?Г“РГ' + Г'[—!•(?’ - ?=) |ГлР г + 
। I I Ո1 I

+ Г'?г4-^(р։-֊?1 I Г' | ■

Пользуясь свойствами пятирядного представления матриц Кеммера |10|. 
последнее выражение можно переписать в виде

2 г" Г' q Г՞ рГ'-|-£՞֊ 4՞ Xpq
1 Ч­

или

֊ հ Р Г՞ Г qpn 4֊ Р О г" 4֊ р~;֊-֊ ХР9-

Так как справа и слева от вершинной части должны стоять функ­
ции Грина мезона, рассмотрим следующее выражение

? + W~q*) l—հ р\'а 4֊ qp'+p q\"} Р 4֊֊^(Р2֊Р2) | -

Пользуясь неравенствами (2.2) и опять совершая преобразования с 
использованием свойств матриц Кеммера, получи՝.՛

ԼՀր-ց-) (֊q p\"n + qpa+P Հւ՝ո)1 р + — Ср" р2)

J + i Cf-q2) |^-r j р -г Ср-—рг] | •

Так же, как и в |9|. доказывается, что вклад недиагональной 
части функции Грина фотона ^(di — 1) в дважды-логарифмическую 

• асимптот ку равен нулю.
Окончательно для вершинного опера гора второго порядка по- 

лучаем 1

(ւ',հ I kS 
ւ ՜ 32^՜ ln ?. &1П —г 

qJ

t’3 ր' 4- qn y /г • /г----ооТ ------ --  иГ In In • (2.4)32 гл щ | р- I । q-

Перейдем к рассмотрению инфракрасной асимптотики функции
Таковая имеет место, когда i-вадр.иы четырех наружных импуль­

сов стремятся к րոձ. При эюм, разумеется, существенно поведение 
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тех диаграмм, которые имеют инфракрасные особенности Такими 
особенностями обладают диаграммы б), в) и г) на фнг. 1.

Нахождение инфракрасных асимптотик значительно сложнее; 
нежели нахождение симметричных асимптотик в ультрафиолетовой 
области. Элементы S-матрицы, соответствующие диаграммам 16), 1в) 
и 1г) и обладающие матричной структурой Х^Х^, обозначим через 
She. 5<Р, S<?? (а. р, 7. 8 = 0, 1, 2, 3. 4). Тогда радиационные опе­

раторы [4|. [11] четвертого порядка для рассеяния частиц одинаково 
го знака имеют вил

1 , _____________ ___________________
՜Տ' Դ։ (Р')в'-Г; <հ')* /')5՚1ն(֊Հ Л

//ճ։

(W

(<■/. р). (р. <?>

4- 2 АД (Л. а) +
՜ (л՛. (՚?Հ."՚ւ

<Р'.Р>
' 2 ф (Pi. А)

<Р>. рл (*7'.р>
4Հ Ч-Հ—р֊<7). (2.5

յ_ >
•Հ (Р')ЙФ4(<?/РФ*(—Р)5Ф4(—7) р

е^(р' -д'—р — д) 
4(2’^

(ч'.р'.ч' -Р). (ч'.р'.ч' - -о
Ճ All +

(pl.p. p,} (P'.'l'.P -р).(р'.»‘.р'-^

■7. V՛. Q՛ ֊ Р), i'l'.P. Հ - <>\

<Pt. р../’i) - (Г՛. ւՀ. p’ -P>. (p' p. P ֊<?>

<2.61

Здесь

■fi,!e(Pv = J (/ն k)ip„ k)IX(p} Л)/>(Дл 1Հ) l)'b(k) (1Դ. (2.7

(Pi/ Рг)= J (Pl - fr) (P= — fe) />(P1 !>(ps k) (k) (2.81

•W(Pv Pi. /ն)= i 3 JP, k}՝ — 3 (p5 4- 4

X
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1
пг 2 (Л ֊ А)84֊ А’)2 + 1(Л ֊А') (р2 + А)|* >

X & (р, k) D՝ (р2 4- А) D' (ру - А) ԼՀ [k\ d*k.

(Pi. Рь Pi) - I 4 «2 з (pj А)8 — 3 (р.. - А)24

4- ֊ճ[2(£։- k}~ (р2 —А)'*'4֊ |(.Պ֊ А)(р.. — А')12 I

X Z>(Pi ֊ А) Ռ-(բ,-k) ւղ (р3—k) D<֊(k) d*k,

(2-9)

(2.Ю)

/•/—причинная функция мезона в формализме Клейна-Гордона, Di- 
фотонная функция Грина. Использована стандартная калибровка

В формулах (2.5) и (2.6) суммирование производится ио выпи­
санным значениям групп импульсов. Например, сумма

(Р, <?>
S

un./М и»։, <՛/'). Կ\ր՛)

означаем что берется сумма величин J'^iPi, р2). когда импульсы 
(Pt.Pt) принимают значения q'), (q',p') էհ, р), (/л ?).

р. q — начальные импульсы частиц.
р՛. q' - конечные импульсы частиц.

Ищется поведение интегралов (2.7)—(2.10) при р2, qz, q ՝, р* — т- 
одновременно в окрестности k '֊՜Օ. Отбрасывая в числи гелях все ма­
лые члены, заметим, что для нахождения инфракрасных асимптотик 
miierpa.iOB (2.7) ֊(2.10) необходимо оценить ингегралы следующих 
типов

________ d՝k__________
(2рх k — а2) (2р^г 4 а-1 А2 а‘-= = р։- гп ’.

А= = (А0)г֊А2.

■ I J (2^^■ р =4 =4 =р ->т՜

Вычисляя нх обычным способом 112] в окрестности А —0. получим 
дующее выражение для функции D‘։2)

sx. s2, s3. e2, k ) = 1 4֊ er/, (sv s2. s3) 4- 

, P2 ու2In'---- 5— (2.H)
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где

Vs։<s>—1) 1 ֊ /(s, ֊ l)/s, 

l*.l +.‘/» I + /IM + 
+ ls»i) I — /!«։/(!' + |S»') 

_LS«I-*-*/» In 1 + +IM J •

/։ (si> s։՛ ֊՝՝։) - jgn։ | \)"_ ՜^~ $з |n 1 " J ($1 _ ‘ 'i 5i__
I՜ ֊ Ч 4ձ՜: ձ՚3 1 ֊ I U’i ֊ Օ/Հ՜

(fo|H-7,'g _|ո 1 4- V|S8J/( r^|6-2J 
-г|5, ) 1 ֊|/|՜տշ!/(1 4 |Հր ՚

________(‘ՂԼէճմ_______ln 1 •;- VMHWL 
4^Kl<lO 4֊ 1Տյ|)_ l~V|$։/(H.$al) I

0Լ+<?Г c = <P'—P)9 հ _ (Pz —v)2 . 
4/н* Am- i/л՛

(2.13)

(2.14)

$t 4՜ -’a t $з=1» $i > 1 • $շ < 0, Տյ ՜. 0. (2 15)
Чтобы получить выражение C’f’ для рассеяния частиц с противопо­
ложными зарядами, в формулах (2.11) (2.13) следует произвести 
замену

§ 3. Об обобщенных тождествах Уорда в скалярной 
электродинамике

Как об этом упоминалось в |1|, при устранении расходимостей 
скалярной электродинамики, приходится пользоваться двумя тождест­
вами Уорда—между мезонной собственно-энергетической частью и 
вершинной частью и между вершинной и комптоновской частями.

В работах 113] было получено, так называемое, обобщенное 
тождество Уорда в спинорной электродинамике. В скалярной электро­
динамике возможно получить соответственно два обобщенных тож­
дества Уорда. Первое из них по своей форме в точности совпадает с 
таковым в спинорной электродинамике. Получим второе обобщенное 
тождество Уорда между вершинной и комптоновской частями.

Для этого заметим, что соотношение для коэффициентных функций



О p.i.uuiiiitoHir.ix поправках в квантовой электродинамике 87

<11V^» /<Я+|(Х։. •, Хл=) = I Vo(=— XQ) ֊ ХЬ)
« о

К.ч (Х\, ..., хГ1),

(3.1)

полученное в |4|, справедливо также и в скалярной электродинамике. 
Рассматривая его для кзмнгоновекой (я | 2-го порядка) и вершинной 
(//4-1-го порядка) частей, запишем (3.1) в импульсном представлении

(/*!• * ’ ՚ ՚ /,/յ1՜ր ՜շ) — քՀ+i G9։» ‘ ’ ՜ >А> ՚ “՜շ* ՜ ՞ ՚ ’

-rL+i(Pv’-*- A» + *i. (3-2)

тде պ, »2 йнтересующче нас наружные фотонные линии. Штрихи 
означают, что из k и Г выитены о-функцан суммарных импульсов. 
Проинтегрируем (3.2. по всем импульсам, кроме p!t. гч. Надо 
заметить, что (как и Ռ+յ) представляет собой сумму членов, 
соогвегс; вующч.х последовательным включениям вершины с внешним 
фотонным импульсом во нее aiyrpe.iHHe мезонные линии никла. 
При этом, поскольку рассматривается комптоновская диаграмма, т. е. 
диаграмма с двумя внешними фотонными линиями и двумя внешними 
мезонными 1ИНИЯМИ, следует различать совокупность членов, в кото­
рых фотонная линия с импульсом ~3 рас положена левее фотонной 
линии с импульсом ՜Խ от совокупности членов, в которых имеет 
место обратное. Поэтому при интегрировании комптоновского члена 
но всем внутренним линиям, получим

Հ.+։(₽>. •' -.РЛ. -։) ‘iPe ■ । rfPa+f ■ -dPt,., dpt^-- -dpr -

= «„n <Pa- Pb\*v ՜Տ> + Հ, .2 (/’«• P^֊V ->)• (3.3)

Здесь первый член представляет собой интеграл от суммы чле­
нов, в которых линии с импульсом պ расположена левее линии с 
импульсом ՜2. Второй член соответствует обратному расположению 
внешних фотонных линий. Интегрируя вершинные части, из (3.3) 
получаем

”շ 4֊ Պ (ра, рь -2. պ) =-•

I “ Гя+1(ра.рй֊1֊-2^) -Г„+։{ра-Ь^.Р»А). (3.4)

Формул}' (3.4) можно переписать в виде

s«"к ‘^։{p'.p, k, *')р. k՛. k)=
I I

= r:+J (p', p' - k) ֊ r?+l (Հ 4֊ k', p), (3.5)
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где

Р. k. k՛I = КХа (р. - />' к, - JH.

Հ“։(Հ. p. к'. k} = <”,(/>, -P'l- k', k\.

Г”+1 (p'.p - /г') = г;7н (Р-Հ - p' k),

Гл i-յ (p’ - k'. p) = Гд+1 (p, -p' - k'\k).

Форму-13 (3.5) и представляет собой второе обобщенное тождестве 
Уорда в скалярной электродинамике.

В заключение, пользуюсь случаем выразить глубокую благодар­
ность Д. В. Ширкону, под руководством которого выполнена настоя­
щая работа.

Математический институт 
нм. В. А. Стеклова АН СССР Поступила 24 VI i960

•Լ. IT.. Տ-ահթսւցյան

ՍԿԱԼՅԱՐ ԿՎԱՆՏ* ՅհՆ ԷԼեԿՏՐԱԴՒՆԱՄԽԿԱՅՈհՄ ՑԱԾՐ ԿԱՐԳեՐՒ 
ՃՍՌԱԳԱՅ^ԱՏՒՆ Ոհ11ՈհՍՆեՐհ Ս՚ևՍհՆ

Ա Ս՛ Փ (I Փ Ո Ի Մ

I]in ա ղված //7/ ղրղոա մների ւոև и ա իք լան երկրորդ կարդամ ^'րինի մևղո֊ 
նալին և Տիոաոնա լին էիանկդիան1ւրի ոադիաէ/իււն ա ղ ղա մն/ւ ր ft ա ր in ահալտա- 
թրէւննե ր , որոնք ճշմարաաբի են իմ պա յաս լին ա [պամ և աների փո փ ո իւա թ ջան 
ամբողջ աիրաքծլււլմ: է՝երվա.մ 1; P~ կ'"1"ւ1' ղաղա ի) ա/ին մայրի կրկնակի լողա֊ 
րիիքմական աւր իմ ւոո ա իկա լի հ րյածր կարդևրա մ րււա է'՝-՜ի !l՝ ի միլհրուիսրն 
փոիւաղղեւյա [d (ան ,!,րինի ւիա.նկրյիա /ի ինւի ր ակա րմի ր ա и իմin run իկա լի հաջ- 
ւքարկր г

'Ւիւրրարկված Հ 11ւորղի րնէլհանրացված նա. լԱա իք լան ր դաղաթալին ե 
կոմւոոնովլան մաոԼրի միջև:
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ФИЗИКА

С. М. Дарбннян

Внутренняя конверсия с образованием нар 
на поляризованном ядре

После установления нссохрянения четно чи в £-распаде поя­
вилась веско, ько работ [1|. |2|. [3|. посвященных корреляции по­
ляризаций частиц внутренне!։ конверсии с направлением вылета элек­

тронов, предшествующе! о թ • распада. В силу песо хранения чет­
ности в 6 -распаде, ядро, полу чающееся после ’ - распада, остается 
поляризованным по направлению вылета 3 электрона. Поэтому и 
будут поляризованы частицы внутренней конверсии, следующей за 
Р-распадом.

В настоящей работе рассматривается процесс внутренней кон­
версии с образованием электронно-позитронной нары на поляризован­
ном ядре. Предполагается, что состояние поляризации начального 

ядра определяется средним моментом (.1) . Вычисляются средние 
значения поляризаций электронов и позитронов конверсии и коэффи­
циент конверсии с образованием пар на поляризованном ядре. Влия­
ние кулоновского поля не учитывается. Однако, до появления данной 
статьи вышла paooia Лобова |3), где вычислены средние значения 

Кчзстнц пары внутренней конверсии, следующей за распадом. По- 
этому мы здесь не приводим явные выражения для средних значений 
поляризаций.

Ядро из состояния с квантовыми числами /։. тх переходит в Со­
рокине с квантовыми числами тг. Если состояние поляризации 

начального ядра определяется средним моментом ( J > , то матрица 
плотности, определяющая распределение проекции момента бу­
дет |1|:

р . = —1— / s . л. v —,51- 2. chm՝, Ն (1)

где С... коэффициенты Клебша-Гордана, а < ) — сферические со-
->

ставляющне вектора {J} |4|.
Пользуясь результатами § 27 и § 40 |4|, напишем матричный 

элемент конверсии в виде



92 С. М. Дарбипян

| ТТТГТп Ж + 1) и {‘'т'1 ® I!Z&”՛

где я постоянная тонкой структуры, L. /М—квантовые числа момея 
и проекции момента фотона. Q‘Z,и — оператор мульти пульного момен 

ядра. Bl'u оператор взаимодействия электрона и позитрона с пол։ 
мультиполя, л (Ziz.Hhx — матричный элемент этого оператора.

Вероятность конверсии будет |1|

ԱՀ
|й2(/.+ Н

^ -՛ 1 i - • 1)!!|Հ ֊Հ' ■><

Л(ЛГ

X (/,ю։1 <й 1(կոՀ | Չձ.ս-\LmJ (Вй,)31 (/--f'J, )л (3>

Матричные элементы мультннольного момента 
писать в виде [1]

(/>™։iQwi/։m։) = q'"c!s:Lm.

ядра можно из*

(4)

где Q(>) — не зависят от т - индексов.
Если пренебречь кулоновским полем ядра, то 

цин электрона и позитрона можно написать в виде
волновые функ-

нормирующий коэффициент, с . р ■ энерги;-где Д'

а

и импульс позитрона и электрона, а = /֊> J j—матрицы Дирака, 4/, И- 

спиноры.
Если подставить (4). (о), (61 в (3) и пользоваться следующими 

соотношениями

f.^ = ֊ (l+S’-'o՜).,.

и.к =֊ (1 + Г'7),։.
Հ>

то для вероятности конверсии получим выражение следующего вида
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ԱՆ. У4 ° Q°"\*\RL -
8-3+^ճ(Ձձ + 1) |(2ճ4-1)!!|։

г շ,11Հ<+>+օ’,;’յյ՜Դ;՚՚՚)ւ.

|У-Н/У;( Դ

(8.

г Значения .4' Ճ՝". С՛’ и /У приводятся

•Отсюда можно получить выражения для
ниже.
средних значений по-

газации электрона и позитрона следующим образом 

й<-> -
Հա՛ ' с"01՛

С(М
Д’*>‘ (9»

А

которые совпадают с приведенными в работе [3] значениями.
Коэффициент конверсии есть отношение вероятности конверсии 

X вероятности излучения. Пользуясь данными § 27 |4|. напишем ве­
роятность излучения в виде

W'.-r, = --֊■-֊ -|Q('’|=- (Ю)
У ճ(2/_ -1֊ 1) I |2И

Из (8) и (10) дифференциальный коэффициент конверсии элек­
трического или магнитного мультиполя с образованием электрона в 

интервале импульсов dp с поляризацией ?’ '.и позитрона в интер­

вале импульсов dp с поляризацией , будет

Kjl 16к€_ =

dp dp■ х
Магнитные переходы (/ 0). Матричный элемент оператор.-,

азаняоллйствия электрона и позитрона с нолем мультиполя будет (4

֊ - v у ; (;. ֊՛" =՛ /■՛" ) v)/?,. 121
\ «- М «4 ~Г Ո1 / \ Ц /

ТИР Уйм( (—шаровой вектор. /?,. = (— 1 )ձ —(•
\ <7 / ">г (՛.«՝-— Q*) \ •« /

V- РАР • ш - 2+ Ф е-
Подставляя (4), (7.) и (12) в (3) и учитывая следующие соотно­

шения для шаровых функций

X .%«■ ^/.ет։Л.М^։Л<Д.М-(^£ЛЛ»( )= 7Г’
|;tW«CC.U/n '<«•

it тексам

- {т հՀ _> з
'Х»„^с;„;,(|С,>ж>О1.|Гм.и(Л>Г^.։1-(»>|= ՝ ((/)«։«.

о-. 1. < ւ т I )
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Հւս <«))(* Гх^՝) + I

+ (7 րև« <л ))(ГЕ/.«(л>)! =— |(а7) («’л')(лл)|. <։а>

получим следуилци? значения для коэффициентов А' Հ Л? Հ С(0>. ԵԼ

= «♦*- 4- (Р <1)՝Р հՆ
<Г

/«'= 1
*+*- ф m* — р,/>.________ /Հ р_ 1

(х. г «)(-•_+ли )Г>//? * (14]

ճ(։>։ +„,=֊7 / )PiiP_/+ 2|-,.и+ ■-_֊е.{/;,</‘)р+л/

1 1,-т -• ♦ ] р\р'
-Ն֊ —։<-«>+------------ (р յ\p_tP./~---------------------------- Կհ ։

հ՝ t.-m I q-

где //.= — • a, Ь,—вект ры. которые составляют постоянный угол с 
q

■; ______ Л (A J- и - пл - п-/.(/. 4֊ 1)
/I» <} Г---  ՝ — - ֊ —” ՛" — —- ------ ՛ •

/, < /։ + I)
Запишем произведение дифференциалов в виде

dp х dp = dp dq =- qrdqiPdqp'jip td՝2Ն.

Если выбрать ось z вдоль q. -о d1.! = dzvs'^d:, где И угол меж/ 

р и q. io; л при ин։ ?е?:1;!ни |>}нкцию можно заменять СЛ1 
дующим образом (I)

4 . էՈ 9 
tnw -f- q -

։ Ь m

ձ (։Р — . _ . । cos |> '֊ —

р q
Таким образом. пол<тпппв (14) к Խ и 

нюю по Ժ», и t/L‘7. иотучнм
проинтегрирован поел

,.1_2։ Н-’ Հ՝ ’ I , «W
О;'/. (- • (/) ՜ !------------ :— . —------------- —------ 1- ----- — 4-

S и»*' q:p I 4/’ 4 Ц|»4 5 — (/*)*

Р. ’>■ 
է-------------- - -

օ(ս,3_ ^5| (< յ> V
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е *. -I- о) — т

£ -I- in
р q cos ft ֊}՜

(В

4- ու
/Г COS2 О —

((./);(; }) nua—pq cos 8 4՜
mp\

cos2 ft 4֊ (15)

~֊Հ . 9£ u)
V3

--------— ) p q cos У - m- ■- •4 q* 4֊ 
Ч / г- 4֊ w

——— \----------------- 1 ՜ \p\72cos2o| dqdt+,
sL4-M q- (t+ 4- m) (г֊֊г m)J J

где

cos ft
2օ>Դ — (ar — g*) 

2p r?

3 7՛

2x — tn

£_ 4՜ w

Подставив это значение и проинтегрировав (15) по dq в преде­
лах от 7min |р+ — р_ | до <711։ЛХ = р~ + р_, напишем коэффициент 

конверсии в следующем виде

<Օ?Ն. ) ֊ А., խ»> +------- L-------(<7>T-V>-
| 2L‘L 4-0 е-4-w

------------ ր - .(Լձ? У+>) ճ<Ա)փ J (Vo-’p-»)^ d^, (16) 
2Д(£4֊1$ 4-4֊^ 3՛

где

У1 = of'֊' •' |Հ 4- P'\ -2(ձ֊ I) M51 In _

-֊■I(/^ -\-P.Y1- (P,-pyL] +֊(ч*֊-4/»+Р -m՝)x

X(^. : p )-ч/_|)֊ ֊- (г г_— p p nr) {p+—p fL 
Հ

I 4՜։ 'l(L—n 0
o- I/; 4- P՜ - 2 (A ֊ I Ztt=| V —-------- X
2 n-։ n

X 1(A. -է-p P —(/^ p )֊'֊|. 

е,,г_ -• p , p •- nr
/Л1» = ՚ |2 (տլ — /.nr) — to (z. in 11 In--------------——— 4֊

z«<o

: 1 (<„ _ 2;_ —2/Л) \(p 4- p )-7. _ ր }.'l I .4
Л. /

-j '”-O+s- 4- PAP_ — ffi'Hp ՛ P }:(լ ° ֊
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-~(6+6- р-р - г,,՝ир^ — рУ'1‘ h-~[2(i?.-Lm»)-
Հ Հ

1. 1 Ш֊"֊ О
— 0>(e — mi] У---------------- 1 (/? -f- p Уп— {p^—p_)\,

«-i "
_ r p п -г

г<0) = и>я-| |2(s* m)|ln---------֊—---------- 4֊
m՝»

փ±(տ_շ£ — 2m) | (/r |-p J2Z (/>+֊P_r7| I 
•iL

4՜ ~ (*i•«- -J-P+P. — ,n2)(P^ ■ P_Y{1' ” —

֊֊\=-+^ P_P "i2)՝P՜ P.Y{L n ֊ — |2« Us) 
Հ ձ

1Л 2(£-n-l)

-«(«>-»»)) 2-5---------  I (/>++ />.)’" — (/' />.)Ч (17)
fl ~ 1 fl

rf<0>= 2u»2U- «> ՝»՛՜ . ... » ւ m — <•>
— -Ւ - - /' — X2 (г.,.4 rn){&--rfn) I

. &+s + p-p + '"8
X In-------------- -----

nw>
__ £. г - 4՜ nr

(rr4

X |(p. +P ՝iiL- p. P )՜ճ|
(P՜ 4- p )’{L+4 — (P^֊p )2<£+։) 

4(Л DU, 4-м)«л- + fff)
I /
^Vt+ ՛՛ ;)|(£+z +P1.P--*да2)(р -^p
2 \ (5+4-mJO_4-m) /

-ЙН ֊РУ -п*}[р±—р Y{! ”1

4- Ч-г- + ^,ո՜ -r fH"՝2 — т —------] X
2 (2+4-m)iг-4 m)J

£-։ i։ai-*rt-n
xS~------------ К/Л4-РJn^P^֊P )4

n-1 «

Электрические переходы (л I). Матричный элемент оператора 
^£.’.1 в этом случае имеет вид (4)

—► —> •
(Вл.1<)п = - Л .Л' 1 ֊/- / I : ’’ ֊ 1VE,

I L -I- I \ 4- т г 4- т >

-Л'-Л' | ՜^— -֊-77» (Հէ,.լ.

zYu^n)-' 1- ) VR< յ
։- • т 4֊ т /

18՛
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Для шаровых функций в этом случае встречаются выражения 
дующего вида* (по всем т индексам производится суммирование) 
J Տ(л) YLMA.n] —

Р*։«; СЙ1/.;М C* l̂ m\LM. (Y/.д 1 ,м (n) YU.-Uf • n)) = --U

* Значения этих выражений определяются непосредственным вычислением.
1 И»окп։в АН, серин фих՝м1Т. паук. Ջ

Y{. «(д) Ги_мг('О ■ I'/j Yu i.h('O)

Cz.MОлг1 ֊ ^֊"՚И -

3 /* —>♦ —*
՜ ՜՜8^ /Л (2£ | 1) |Л Հ J ''

Z ճյ I LL-\m('L) У )' !.! 1ЛГ (Л)| =

iP/n,^;Պ։ա,ս։ ^/^ւ,ւ-.ր |l/z b./. i.w(H) )ւծ > zz-i.M'(z/)| 4-

•-ի/ Yu-}M'(n’)\\b >ճ֊յ.«(/Օ|1 =

- 1֊ ’՜ 111(£ +11 + ՛L -1)(rt' $^51 •
I ։• \ Հ.1. -J- I )

‘ 2 Yt->- ։■՝■("i1 U1 Yu-\.w(л)) —

((I ?ս^\սՀո))\ b Гл£-1Л։(/2))] -

Յր I -*■ • — -f ■>֊>-> -»
= in? twi—г (L ՛■՝1 ( '; I" "I) ՜(Z- - n 1 7 "> ’«i« *1)• v •• , Հ ՛- i I

Подставляя (4), (7) и (i8) в (3) и учитывая (19) получим сле- 
ующие значения для Я0'. У?1', С1՝ я 1Հ,

^ ' ՜՜/՜ր ՝i£՜ 3 ~ -I- —— (ч-е -|-/л։) +
/. Г 1 I Lq-

р-.д)-г =4-0>л)| 4-
\ q՝ / q2

+ - ---------АРЛ} (Р_</) •
Л Հ/’ т I

.77 -4j<Л) <՜հ -(2-+ ֊֊— ֊ ■՛’> >Հ. Ւ
ձ (Ь -։. I յ 7՜ I \ 3+ + ու /
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4- (/и 4֊ П1 — ~q \{ր U))p_ + n։{q -
\ г֊ + т г+ -{- т./

I w 
՜ ?

3_ — ու
տ_ 4֊ ու

(/.7> (<7 J ]ր —

L— 1 m«2֊z-*. -г. । /ПЛ

£— 1 ս>* \ q֊ w2

--------֊.  /- 7՜ J

?Ո= — —-----— ■ 4֊
2 (£4-1) 721

ո /Ղ7 \ . ՜հհ , / Р-</ г — т \
շ<։|4---------- ](р < J > )ր 4- m--------- ------------- -- «ч - - X

г_ 4- w ։ ՝. г 4- т 4֊ т /

X (/՛. J ) ) р . 4 т ( I Z—֊ )/-» 4֊
L q- /

I W е — т
т» + {р q)

7г £+ Г ГП

—• - * —> —► —* | 
{р 7) '7 < J)

м'՛ ՜ И1! 15- ՛՜՜(г՜++чг 7 (,։>տ ՜? *

®x 4- m

1 ֊ <r)4-£i. (•՛»'-— 74I
2L ql \ ! г 4՜

w2 ,j 1 (<•>" — (f) j £ 4՜ 1 ”1՛՜ (.'Հ. ՛’ )

£ 7* 2£ q* L q- (i փ m) . = /-.՛

2 — q- (тй q2.՝)*

Чг 2?։

о /-֊1
— 2 nr — ■ --------

72 L
■: : . »>• «. ]

Поступая далее гак же, как и в 
получим следующее выражение для 
цнента конверсии

Կ<յ

случае магнитных переходе 
дифференциального коэф4

2д 7гл"> | (ш2 — 7:;Р L £ 1 ш? г
z(£ В ••1-Ч«г֊7։)3 I Т՜ 4 7-?) =

Հ „-Qi.-br. . D֊^-՜
ւ» q- «>“ — q՝ («г— q-)՞

Կ՛ "՜ Ն «."7^1՜---- ^7“|4՜ ^(ՀՀ) «Г ՛) (3՝"— ni)(-..-- nr) I-
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. zn.4w-(j — г.) , 1 ույա- / 5 ՅԼ — 14------------- J------------ L------ 1-----------------------ւ — т ------------ о» _
(s.b Վ-/Հ2) (г ֊ք՜«1 L e Am \ 2 21.

w>։ q-}
юг ֊ q: («ձ—(1:У

q- 4 (c+ 4 m)

 L—\ ա- (ա- - ifY 
4L s-_ 4- rn q"

— r{ ( J՝' (3o> ■?.’ ’> (s . г : m'”i -I-

I //r,,r ^4 ֊֊ < ) _ ,
(ц4-Л1)(։- 4- Ոէ) ,

։+շ 4- rrr \ „ ։

1 ПГ&'' (

1. t + 4-/n

L—} uxse:,e_

— ni —
3L- 1 -----------  Ill ---

21.

10= <f (Հ-- (/=)'•

1. S-ц. I rn 4(e_ -J- m)

֊՛-1 14. .֊.;■ •) A.IШ■

1 L- J .-.'4
- “2“- KPa+Pf (/>_-/'

4L £.|. 4- rn q- I 3 <ւ» I /.

U> 4- ПГ ՜-I S_ — •։»" , / Ջ /.4- ։ - ‘t։- — П1Ш 4՜ W2 \
----------------- i H I nr — £ 5 -I—;— •՛՛* —-------------- - X 
(s+4- m)(u 4֊ Ո1)--------՝ 2/. (e։+ffl|(։ f m) >

X (<«2 — <f) ~ —f — որՀ-

X (<»>2 ֊ <72)- 4 i 4£ -

u>* — if 1 A £֊Ւ 1  ”>2
2 \ 21. (e . . ni) ( rn)

m-._LL! l0A . (2i)
41. / q- 11

После интегрирования no dq запишем коэффициент конверсии 
в-следующем виде (1. - I)

(/Հ'Ն ^^Р,+^тГ)!<7>Т< 'ի'"-
--------- -—('7 ք՚՜^՚՚Դ < (22) 

2(ձ4-1) 3(2. -И) I

где a<։>. հ'Կ, Հ։>. մ՛' имеют следующий вид

՚ X|(p+4-P ) v '՚ (P^ -P )y</՜ ''I 4֊ “ -^Р.Р.-пР)У.

X(P+ + P :i ֊ (4«- p.p. "‘-IP -p 4-

K՛ + <»■'''• ՜ ՚Ն; =•■ - 2(/. — l)m=l jin ^֊— ՛՛ ՛՛’ ֊

+ I ЛИЧ
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'>՛"= А.." .г|^ +₽յո-(₽+֊ р )։ч 
4/. (е_ 4- т)

I. .. . 4- пг
։<И (т — 3<и) — ГП-

+т)

1 1 tfU. 1
/. : |- т I. է. -Հ- т 4Լ

1՝^.+/> .•" °-
: •֊ т

— (/> ֊рУ 1 г ~ (3* ш)(1.г т5)•՝ т*

-f- «V г֊ —<4. , I т՝^՜
|-тИ<֊ т «) /- • 4- т

|(е ; р р пг: X

хф +р )*' ’՝ р,р.֊ ^Зир, р Г՝('”Т

— 2(Լ ֊\)տ1լ *Х

1.о ..лЧ6֊ ։ fnz »--Ч- , 1 т:
X Н3«» — т)-------- ------- пг------------------

I (€4 փ///)(= -г т) I. I. 4-ш

')Ո1 ՜ * **•*֊ ՜է՜wr ։*«-
2(/. \Հ 2Լ (Լ -Т)‘“՜1՜ (Т 1)(։ 4-m) ՜ T T՜ ու

I \-Р^Р- 4-/Ո՜ J է-,'*-* ।
*ր------------ -----------------------7^—|է/’ рУ -(/> ;,ր1|

-?Jm-3w)-£-+- -m*-—----- J__ Ջ1--
L °»a (£, +ni)(t \ m] L £ֆ4-/ո

+ ! ֊>:m֊v — li p p ՝■'1 Ա' p ՝t;"i 
L 2֊ т m -ti. i_ -г m I

i -֊֊֊I (3w — т)(в+г 4 ՛ —--------------
-fn~ J (=_ 4- /n| (r_ — nt

֊1 1 mw— 11 (£ p^p -тЬ{Р p
i. -- 4- m J

֊P^P —-p y՝1 3)] — 2(/. •Цши-1 x

X (3... աՀ ■ T m‘ m«-------- -------- L.--------
I (t. nt)(3 m՝f I. i m

__ Qffl 3/. 1 r.:_ j mz
27. -Ո 2ԼԱ. (I 1) • nt) I c 4 m)



Внутренняя конверсия с образованием пар на поляризованном ядре 101

£<-g- — (£ —2} ու- £4-1 nW_________

Լ — 1 Լ (to. 4՜ ու) (£— 4- ու)

֊Ժր-,Հ=|'1'' '*■

.£41 2 ուա փ пг + е+е -֊ «г . v2<£-2)
|г—— ա2֊—;———;—+ p+p —

Լ (г+փ zzz) (տ_ 4-m)

— <g+։ РлР —пг)(р,—р^1' *’| 4*

, 1 Л £41<
2£\ I. (s+4-m)(s.

T) I (P+ + pjl
J- m) 1

(p- p.)nl-

_շա«ր-»ձ±_1 ՛ (£֊l)z№-֊
Ճ

(£— l)wz — u> Ոէա֊
(s֊ 4- nt) (г 4- m)

nr
I. 4-1

£ + E-4-p.P֊i- Ո1-

Z7Z«i

I 10՜*"

2 n.
(Ip. P )2"-(P,-pj’"l{-

£

При Z — 1 получим:

= —՜ !(£5- 4՜£2 1In -- -----—- —------ 4՛ 2p , P -4-
ՈՀՕ* I /n<0

+ r(<7>? }) (2+z„ 4֊ ZZ/՛-) -L " -I-
\ nrw e+ -4 m /

/5 £a£_ i m-\x ^г-4-Р.,Р 4-w3 |
4- <о ( — т — ш-------------- ։------ ) In--------------- - -------------- —

\ 2 £.: 4՜ ni / ուա

/ ,՜ր» -‘(-л ! Յս> — т . n. ui \
''( <•/>։ ) -r----- (sH ‘֊ m-) - )P P_-r

\ П1-Ш =_ ; Ո1 !

г+£_ zzz= լ , 1 P..P- + ni2
(I)--------------------- ] Ո ------------------------------------

Z_-^rn I П1Ш

о ֊»
+ — IV ՚=(|)

3

2u»2

mz £+г. .= г+£

—p.p . +
4 տ)

t0“‘ — ni to \
(s zzz)(: ու)

xln.y.7^-zaL”l8
Ոէա

y(p‘ p-JIn P- P 
/'

(< -H «Ц

Результаты интегрирования no d:-. в общем случае не выража­
ются через элементарные функции.
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Ց за ключе ч не выражаю благодарность 
кому В. Б. за указание темы и за оказанную

Физический иис хи гу; 
АН Армянской ССР

профессору Берестец- 
ПОМО1ИЬ.

Поступила 18 VII! I960

Ս. Ս*. Դ՝։ւււ՚յ*|ւ(։։։ւ։1ւ

ԶՈհՅԳՒ ԱՌԱՋԱՑՈՒՄՈՎ. ՆԵՐՔհՆ ԿՈՆՎԵՐՍՒԱՆ ԲեՀեՌԱՑԱԾ 

ՄԽՋՈՒԿհ Վ-ՐԱ

Ա Մ Փ Ո Փ II Ի Մ

Հոդվածում ու.սսւմնասիրվու.մ Լ է/եկարոն՛ պո ղիտրոնալին ղու լղի աոտ՛ 

ջացումով ներրին կոնվերոխո՛հ րեեոացած միջուկի վրա: II իջո/կի կա քոնրււն 
դաջտր անահովս։ մ է:

Եթև միջակր րևևէԼացած է, ապա ալդ միջուկի ւիւա աո աջացած կսնվեր՛ 
սիոն իէհկարոնի nt պսդիտրոնի միջին րևեոացսւմր տարրեր է ղերս լիցւ Հա՛ 
մապաաաււիւան տրտա՚՚ալտաիքրսններր մագնիսական — ե էլեկտրական 
Ր = Ս տիպի անցումնևրի հա։)ար բերված են \և) բանաձևերում:

Ստացված են ս: ր տ ահ՚սրււա ի)լուններ ներրին կոնվերսիալի դիվէեբենցիաԼ 
գործակցի համար ( 16), (22) (‘>ամա պա ա ասխ անս րեն մ աղնիոական ո: 1,(եկ 
տրական անցումների ղեպքհրո: մ). երր միգակր. էլեկտրոնն ա. սր:ղիարոն\ 
ունեն միջին րեեոացում:
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ФИЗИКА

М. Л. Тер Микаелян

Излучение фотонов быстрыми частицами 
в неоднородной среде*

* Первые шесгь параграфов настоящей статьи печатаются одновременно к жур­
нале Nuclear Physics.

В работе рассмотрено излучение, возникающее при прохожде­
нии заряженных части с постоянной скоростью через произволь­
ную неоднородную среду.

Исходя из законов сохранения энергии и импульса, для перио­
дической среды выведено необходимое условие возникновения из­
лучения— условие резонанса (2.1). Полное излучение в периоди­
ческой среде будет складываться из излучений различных порядков 
• гармоник Для каждого порядка излучения имеется свой интервал 
излучаемых частот (2.6) и свой энергетический порог (2.10). Излучение 
каждого порядка концентрировано около нижней границы своего 
спектра. Окончательные формулы для интенсивности резонансного 
излучения и его спектра получены: а) для среды, меняющей свои 

;.свойства по закону косинуса (§•!); б) для произвольной периодической 
среды, при слабом изменении плотности (§ 4), а также в) для сло­
истой среды (§ 5), наиболее пригодной, по-вндимому. для целей экс­
перимента. В § 6 рассмотрены различные причины, влияющие ’на 
точность выведенных формул. Перечисленные свойства резонансного 
излучения могут быть использованы в экспериментах в области 
сверхвысоких энергии.

Последний параграф посвящен исследованию излучения, возни- 
. кающего на случайных неоднородностях.

§ 1. Введение

Хороню известно, что электромагнитные процессы, происходя­
щие при взаимодействии быстрых заряженных частиц с произвольной 
совокупностью неподвижных центров, обладают при сверхвысокой 
энергии характерной направленностью вперед. Из этого утверждения
сразу следует, что в этих процессах могут играть роль большие и
растущие с энергией продольные расстояния. Действительно, импульс 
հ„ переданный среде вдоль направления движения первоначальной
частицы, будет равен
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Հ' „ 1= —֊------  (I-1
Ро

—>
Здесь ра—импульс начальной частицы, р. — импульсы частиц пос.а 
реакции.

Учитывая закон сохранения энергии

Ао֊ ^^=0, (1.21

мы видим, что при релятивистских энергиях и резкой направленности.

т. е. когда ------- становится малым и при дальнейше!
Ро

увеличении энергий и направленности уменьшается. Из соотношения 
неопределенности следует, что. эффективные в процессе, продольные 
расстояния

/,ф~- (1.3)

могут стать достаточно большими. Нетрудно догадаться, что на столь 
больших расстояниях различные внешние причины могут оказывать 
влияние на взаимодействие двух, отдельно взятых, центров и приво­
дить к резкому изменению обычных поперечников. Эти рассуждения 
применялись автором при исследовании интерференционного рассея­
ния и излучения в кристалле |1] (см. также [3]). где, благодаря росту 
А®, соседние атомы в решетке начинают действовать когерентно*.

’ В с'-атье, которая в ближайшее время выйдет в „Успехах ‘физических наук', 
автором сдельна попытка дать обзор работ по тормозному излучению в кристалле, 
а также наложить новы., результаты по этому кругу вопросов.

Настоящая работа посвящена исследованию излучения, которое 
образует равномерно движущаяся частица в неоднородной среде [4). 
|5>. Мы увидим, что интерференция излучения, возникающего на раз­
личных неоднородностях, будет существенной к силу малости՝ q.,. Кроме 
того, неоднородности будут в:вводить к излучению квантов, длина 
которых ничтожно мала по сравнению с размерами неоднородностей.

Известно, что в однородной среде равномерно движущаяся ча­
стица образует только излучение Вавилова-Черенкова. Ниже будут
рассмотрены изменения, которые претерпевает 
однородной среде. Но кроме того, мы увидим, 
родной среды излучение будет существовать 
превышающих характерные атомные частоты, 

это излучение 8 не­
что в случае неодно- 
и в области частот, 
где диэлектрическая

постоянная меньше единицы и излучение Вавилова-Черенкова невоз­
можно. Резкая зависимость исследуемого ниже излучения от энергии 
частицы может быть использована для детектирования частиц сверх­
высоких энергий.

Причину появления излучения в неоднородной среде легко 
выяснить, если заметить, что прохождение фотонов сквозь мут- 
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иую срезу всегда сопровождается рассеянием света. Поскольку 
поле заряженной частицы представляет из себя совокупность псевдо­
фотонов, то рассеяние этих псевдофотонов ял неоднородностях среды 
н есть интересующее нас излучение Наиболее простым примером 
излучения в неоднородной среде является, так называемое, переход­
ное излучение Гинзбурга-Франка |6|. возникающее при пересечения 
заряженной частицей границы двух сред. Франк |6] рассмотрел воп­
рос о суммировании интеи»явностей переходного излучения, возника­
ющего на многих границах и показал, что простое суммирование ин­
тенсивностей возможно, если расстояние между границами превы­
шает /Ьф

Неоднородность среды может быть либо периодической, либо 
случайной функцией пространства. Наличие периодически располо­
женных неоднородностей приводит к интерференции излучения, воз­
никающего на различных участках неоднородной среды. В результате 
интерференционных явлений заметное излучение в периодической 
среде может появиться только тогда, когда выполняется определенное 
резонансное условие, к выводу которого мы перейдем. Рассмотрение 
излучения на случайно расположенных неоднородностях мы отложим 
доИ.

2. Условие резонанса; угловое распределение и энергетический 
порог резонансного излучения

I -.Будем считать, что среда изменяет свои свойства периодически 
только вдоль оси z. оставаясь однородной в плоскости х. у.

Пусть частица, скорость которой составляет угол О с направле- 
Ли) Հ֊--

пнем оси 2, излучает квант с энергией Аю и импульсом —I՜ г - Для 
i с
I донного конкретного случая закон сохранения энергии и продольного 

импульса (1.2) и (1.11 перепишем в вид-?
օձ՜ — Խո — 0,

vlp ր~ 2՜հ
</, —--------------- I : cos 't = — г cos փI v с I

IV'-угол между направленном излученного капп га и скоростью v, 
if. н Jp изменения энергии и импульса частицы, г произвольное

I целое чйСЛО, I период среды.
Подчеркнем, что излучение порядка г в периодической среде воз­

можно только, если импульс, переданный среде вдоль осн г, ранен 
2гЛ ■ — - г,I /

Поскольку для милых изменений энергии частицы nE—vlp, то 
из законов сохранения (1.1) и (1.2) мы сразу получаем основное ус­
ловие излучения
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«>эф А V I Л/Հ ~~Г(1 I <о cos 0 ) — — cos ձ 
v v \ с / I

(2.Խ

Условие резонанса (2.1) по своему физическому содержанию эк 
вивалентно условию Брэгга-Лауэ-Бульфа в дифракции рентгеновски 
лучен (см. также |1|. |7|). Из условия (2.1) вытекаю! ннтереснь 
свойства исследуемого излучения. Прежде всего, угол излучен» 
кванта дается выражением

cos о- = -4=- 2^со_^..
Я И «о

При /-*эо  (или для нулевого порядка г = 0) мы приходим к 
известному соотношению для угла Черен невского излучения. В от 
личне от случая 7 >эс, (2.2) может выполняться в области частот 
значительно превышающих характерные атомные частоты. Для стол։ 
больших частот диэлектрическая постоянная имеет вид

£ = г^֊Дг1(г) = 1֊ ---------!2Ц_с?г). ձ.ն(։)«ւ0. (Я

Здесь Л' — постоянная составляющая электронной 
Л՜' — переменная. Очевидно, чго всегда выполнено 
ЛГг, <, /V.

Из требования |cos6'|< 1 мы получим

плотности,
неравен!

В случае излучения частот, для которых диэлектрическая по։ 
янйая задается формулой (2.3), правая часть неравенства (2.4) при­
водит сразу к двум условиям

где величины Ь. А и и равны

(2.6)

(2.7

Неравенства (2.6) для энергий, значительно превосходящих ж 
роговую |с.м. формулу (2.10)|, можно упростить
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Е 4кс / /: С-. Ne- I
— Հ- «>П»х - —֊ Г ( ,. -֊----------• ՛».«(

11 I \ те-1 те с г

Левая часть неравен՛ гва (2.4} приводи г к условию

Неравенство (2.8 будет автоматически следовать из (2.6), если
Ян ограничимся излучением, порядок которого удовлетворяет.условию

/
-f-—՜ Гm ix  ՜~' (2.9)

Вели (2.9) выполнено, го интервал излученных частот дается 
неравенствами -2.6). из которых вытекает условие на энергетический 
порог, при котором начинается излучение ր-го порядка

тс3 ՝ mi2 I /г 2<wr | т

Из (2.9) следует, что исследуемый случай может осуществляться 
только для релятивистских- частиц, поэтому во всех формулах, начи­
ная с (2.6), мы, где это возможно. положили г։=с.

Условие на угол излучения (2.2) в рассматриваемом случае 
можно написать в виде

(О')= ՝
4гг< cos у

Ли-
(2.11)

Отметим, чго cos1/ обращается в е шпицу для излучения как 
мксимально, гак и минимально возможной частоты (определяемой 
,2-6)|. Для излучения промежуточных частот, угол излучения уне- 
шчивается, достигая максимума, равного

2.12)

для частот, всего п два раза превышающих м>т{։։.
Рассмотрим теперь излучение, порядок которого превышает րփոտ. 

Интервал частот, излученных в переднюю полусферу, получается из 
условия (2.41

И. — -------- - >, (II ՛-•----- г = W . .
/ /

2.13)

Излучение в этом случае будет направлено: при <•> = orcm под 
(рямым углом к траектории, а при տ = <o’։i.tx — вдоль движения. Из­
учение, порядок которого превышает րՈԱՀ. резко уменьшается с уве- 
шченнем г. Однако этот случай может осуществляться при произ-
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вольных скоростях Как мы увидим ниже, интенсивность излученж 
высокого порядка мала, а влияние малых искажений периодичности, 
приводящее к уменьшению резонансного излучения, возрастает с по­
рядком излучения. Резюмируя можно отметить, что излучение •: 
упомянутыми выше свойствами (энергетический порог, резкая направ­
ленность и т. д.) можно наблюдать в том случае, если >1. т е- 
если период среды больше величины /։

/'W.
.2 \ 'Л

2.141

Для того чтобы избежать влияния фотоэффекта и.: облает։
частот около «>,I։ii։, где, как мы увидим ниже, концентрируется ре: 
нансное излучение, необходимо в эксперименте с твердыми плзсп 
нами выбирать / " 10 " б'.«. Поэтому (2.14) всегда выполняется с бол։
шпм запасом. Детальное рассмотрение среды, для которой /</։. мы
здесь опускаем ради краткости изложения.

§ 3. Квалик.тассическое рассмотрение

Уравнения Максвелла для неоднородной среды сохраняют свои 
обычный вид и специфика будет заключаться в том. что теперь ди­
электрическая и магнитная проницаемости будут функциями коорди­
нат х. у, г. Мы будем писать уравнения Максвелла для Фурье кон-, 
понент полей по времени, выбирая временные множители в форме 

ехр( —rW). Уравнения для векторного потенциала Д можно записать 
в виде |8J

△Д г А,2Д - div Д grad (lg^31 = — f /(r)Z '(И. (3.11
r J

где

c-

B дальнейшем положим p- 1. Будем считать, что свойства среды 
изменяются только в одном направлении—вдоль оси z. Примем, что 
ток направлен также по оси

Л = е - v: (է) о (х) Ն (у) 3 | z - z (է) |. 1.3.3J

Рассмотрение для произвольно направленного сока можно про-; 
вести аналогично описываемому ниже методу. При этом, в противо­
положность случаю тормозного излучения в кристалле 1||, можно՛ 
убедиться, что для малых углов влета и малых углов излучения ин-! 
тсн -явность излучения меняется слабо и все изменение сводится К 
замене / на //cosO. В случае падения вдоль оси с, уравнение (3.1) 
превращается в уравнение для Д... Компоненты Дд- и Ду можно по-1 
дожить равными нулю. Этим, в частности, уже определяется полярн- 
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л-чцня исследуемого излучения, именно вектор Н резонансного излу­
чения перпендикулярен плоскости, содержащей ось z и вектор рас­

пространения волны k.
Решение уравнения (3.1) будем искать в виде (индекс z в даль­

нейшем будем опускать)

.4 (х, у. z)=J.4(/ev, /՝:v. г) exp (z'A’vX -г ikyy) dkxdky. 3.4 

Уравнение для
-4 (/гд , ky, г)=.4(</, z), (3.5)

тле
(3.6 < 

перепишем следующим образом

д / 1 о A (q, г)\ / от „\ .
---А ] —*—? И<?՛ г’ = 

дг \ է дг / \ с /

—— ( и (z) с |z — z (Z)j е“ :dt. (3.7)
2к2с J

При произвольной зависимости г։отг. уравнение ;3.7) может 
4ыть решено п общем виде в квази классическом приближении. Квази - 
классические решения соответствующего однородного уравнения имеют 
хорошо известный вид (с точностью до двух первых членов в ква- 
жклассическом разложении)

Ли = с,.. ( у) exp|± jwfe }. (3.8)

Re
'■ = I ֊՜ • Г ' (3.9)а ■' Г*

Отметим, чти возможность приведения уравнения (3.7) к цепочке 
уравнений для конечного числа функции в квэзнкласснческом разло­
жении требует выполнения условия квазвклассики

;З.Ю)

В действительности нам необходимо еще потребовать, чтобы на 
нтересующнх нас расстояниях изменение фазы векторного потенциала, 
нюсимое следующими членами разложения в квази классическом при­
нижении. было мало.

В случае среды, рассматриваемом ниже (§ 4). это требование 
1сгко выполнить, если потребовать выполнения более жесткого ус- 
ювия, чем (3.10), а именно
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>•«/. (З.н
После нахождения двух линейно независимых решений (З.Г 

функция Грина уравнения (3.7) строится обычным образом |9]. Hy«i 
только заметить, что (7 (z. -'J юлжно приводить к волнам расход 
щимся от точки г = г', где находится источник. Для этого (носколы 
временные множители у нас выбраны в виде ехр(—zW)| 6՝iz, z') ней 
ходимо искать в форме

= при z>z', 34
I С Ai (<?, z') z) При £<շ'.

Этим соотношением функция Грина определяется с гочносп 
до постоянного множителя. Если, кроме того, мы потребуем, что! 
функция G(z. 2') удовлетворяла уравнению (3.7), в котором прав 
часть заменена на — 4к«о (z —s'). то тогда постоянный множитель оп 
ре тлится из условия, чтобы скачок 1роизводной функции Грина i 
точке z—z' был равен

(7'(շ'փ0, — г') = -*(*')  4*.  (3.13

Следовательно, С 2-i. Искомое решение уравнения (3.7) можно зз 
писать в виде

Модуль в экспоненте подинтегральногр выражения означая 
что, согласно определению функции Грция (3.12). мы должны брм 
только положительное значение интеграл;: по Мы увидим в даль 
нсйшем. что в действительности нам придется использовать (3.14 
только для вычисления интенсивности излучения н переднюю полу 
сферу z֊>:-v и, поскольку, / по определению положительно, тонн 
теграл по z будет всегда положительным.

Вычислим поток энергии, проходящей через плоскость у, пе; 
печликулярную траектории Частицы (для простоты мы будем предо 
лагать в дальнейшем, что чапица .1,нижется равномерно н пряма® 
нейно). Для этого необходимо подсчитать |£7/|.-.

Потенциал & определяется из обычного условия Лоренца и раш 

!С div Л ֊- 
£10

— 7. .4 ((/, г) 

и>г
(3.15)

ибо, согласно условию квазпклассики (3.10), дифференцировать I 
(3.14) по переменной z нужно только экспоненту подинтегралыюгГ 
вы ряжения.

Окончательное выражение для потока энергии через плоскоси 
расположенную на расстоянии г и: начал;.՝ координат и перпепдмку 
лярную траектории, за все время движения есть
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8zV2 ՐS = ^-^> х^7 Д(7, 2) |й. (3.16)
։вг J

о

В силу квазиклассичностн мы можем считать, что изменение 
свойств среды мало сказывается на распространении кванта, поэтому 
мы можем ввести угол излучения кванта согласно соотношению

Средине отклонения при распространении апериодической среде 
от поправления, определяемого углом 0, раины нулю (средние квад­
раты на расстояниях порядка /э$ ничтожно малы).

§ 4. Излучение в среде, изменяющей свои свойства

։
по закону косинуса

Рассчитаем резонансное излучение и среде, диэлектрическая по- 
оянная которой равна

з (<w, z) = £<,(«*)  -- Д COS - А<г0(.л). (4.1)

Расчет интенсивности проводится с помощью (3.14) и (3.1В). 
ичнна •/.. входящая в (3.14), для упрощения последующих выкла-

док разлагается в ряд
1 -г Дг, 
т՜? г/ 4.2՛/. ~ 7.f| {

Для рассматриваемой среды, при г—>ос и постоянной скорости 
А{д, z] дается выражением

, , v lev I տ dt .
гз՜ — ;—- exp Z».r «„(г֊֊8~JC \ у. / J (зу.) " I

/<о։Д/
4№х0

(4.3)

Если же (3.11) выполняется, то зависимостью от / знаменателя 
•ыражения (4.3) можно пренебречь и, воспользовавшись формулой 
овесть.ой из теории функции Бесселя |10]

схр( — /Д sin Г- ) У Л(В)ехр( / Г)» (4.4)

(Ставить (4.3) в виде суммы слагаемых, каждое которых Հօ-
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Ю — 7.qV -- (4.5

Легко видеть, что мы пришли к условию резонанса (2.1). из ко 
горого, п частности, следует выражение для косинуса угла излученн) 
(2.2) и интервала излученных частот (2.4) Поскольку мы рассматрн 
наем сейчас поток энергии через плоскость z --> со, то возможны толь 
ко положительные углы излучения Поэтому в (2.4) левую част!

С Ոнеравенства нужно заменить на - ■ После подстановки квадрат;
*^1 ՜նւ

модуля выражения (4.3) в 3.16) и интегрирования по всем углам, чы 
получим величину всей излученной энергии за время Т

ճ/=^„,^րՋՀ(ճ).. 2^£ (4.6)

Выражение» стоящее в квадратных скобках, есть sin՜0 [см. (2.2)|. 
Величина В, входящая и аргумент функции Бесселя, равна

В =
/ձ<։>

InJ a0ccosO
(4.7)

Прежде чем иерей г и к анализу выражения (4.6) напомним, что 
квазнклассический расчет, использованный нами, теряет свою приме­
нимость около точек поворота •/. ■= 0. Используя формулы (3.10) и 
2.2), получаем

_ 5ր (4.8)
М *0 Х’| г0

где '• — малая величина, определяемая наименьшими допустимыми 
значениями cos0 согласно квазикласенческому рассмотрению. Нужно, 
чтобы ограничение (4.8) нс влияло на результаты. Заметим, что при 
/ можно просуммировать ряд но г и придти к формуле Тамма- 
Франка.

а) Перейдем к анализу выражений 4.6). (4.7). (2 4). (2.2). Нач­
нем с рассмотрения излучения частот, не превышающих атомные. 
Рассмотрим отдельные члены ряда 1.6). Если выполняется условие

— I :>1. (4.9)

томлен ряда (4.6 сг=0 дает нам интенсивность черепковского 
излучения в периодической среде, а (4.8) и (2.4) выполняются авто­
матически. Формула (4.6| в этом случае отличается or формулы Там- 
ма-Фрапка только гем, что вместо единицы стоит величина 4(ճ).| 
уменьшающая интенсивность черенковского излучения. Величина Ճ 
(напомним, что л 1\ Д гп) зависит от скорости; налетающей ча­
стицы.
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Рассмотрим слагаемое r = —1. Угол излучения определяется 
условием (2.2) Интенсивность задается слагаемым с г ֊ — 1 в фор­
муле (4.6). Для определения интервала излученных частот, помимо 
выполнендя (4.9), необходимо учесть и правую часть (2.4), которое 
пис«е накладывает ограничение на допустимый спектр излученных 
тасю'1.

Рассмотрим слагаемое г=4-1. Условие (4.8) будет налагать 
определенные ограничения ня частоту излучения. В то же время 
•24) для г=1 дзет нам интервал излученных частот. Сравнение двух 
условий показывает, что только малую часть спектра излученных 
частот около •>>„,)„ нельзя описать формулой (4.6). Эю может ока­
заться несущественным, так как при больших значениях В |т. е. 
когда (4.8) не выполнено] интенсивность из-за наличия Հ'/3) будет 
,шала. Случаи r = -f- 1 интересен гем, что излучение может возникать 

л тогда» когда (4.9) не выполняется, т. е. до порога черенковского 
излучения. Рассуждения можно распространить на г = 2 и т. д.
Отметим, что излучение положительного порядка (г>0) может воз­
никать до порога черенковского излучения.

Подчеркнем еще раз. что формулы (4.6) полностью описывают 
излучение при ограничении (4.8) для ).<£. / и A<£s0; угол излучения 
Для каждого порядка задается условием (2.21, я интервал излученных 
часто։ определяется условием (2.4).

А. Ц. Аматуни и Н. А. Корхмазяном 110] была получена формула 
ы.ч излучения порядка г — 0; ±1 без допущения '/. ՀՀ I, но при В 1

Эти результаты (для г = - I) легко прозерть, используя мс 
годику расчета, развитую в § 7.

Б. Болотовский любезно обратил внимание на то, что получен­
ие формулы имеют совершенно такой же вид, как и в эффекте, рас­
смотренном В. 21. Гинзбургом и В. Я. Эйдмаиом [12]. В упомянутой 
работе рассчитано излучение осциллятора, движущегося в однородной 
Йвде со сверхсветовой скоростью.

в) Перейдем теперь к рассмотрению частот, превышающих ха- 
шактерные атомные частоты. Гогда мы можем пользоваться предель- 
аымн значениями г и А в форме (2.3) и анализ формул может быть 
Шнггельнр продвинут вперед. Заметим, что здесь возможно излу- 
тенне только положительного порядка (г^>0).

В рассматриваемом случае правая часть неравенства (2.4) при- 
вддат сразу к двум неравенствам г2.о), если выполнено (2.9). Порог 
Сергии, при которой начинается излучение данного порядка, опре- 
Кмяется формулой (2.10), угол излучения дается формулой 2.11).

I Если порядок излучения превышает ги։#х (2.9), то интервал из- 
щлеиных частрт вместо (2.6) будет даваться неравенством (2.13). 
Эго’ приведет к тому, что аргумеш функции Бесселя (см. (4.6), либо 
ft. 12) | будет для всех значений <՛• значшельно меноше индекса г. 
Поэтому, поскольку индексы г г,п։т предполагаются большими, чис-

I J I'jmctih АН. серии физ.-нл. nav ,, № з
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ленные значения функций Бесселя будут приводить к 
интенсивности.

Вернемся к случаю г ՀԼ rm„. Ввиду направленности 
мы можем упростиib квадратную скобку в (4.6) и 
упомянутую формулу в переменных

b
У = —(1<О

ничюжнО

излучен 
иереииса(|

(4

разделив предварительно dl на Л«> и па vТ Тогда для В получип 
выражение

Я = Зу.
Л" 
/V

а дли числа 
иметь

излученных квантов на единицу пути из (4.6) бух*

ՈԼ = — 
137/

У.
f ;Л(?у)|у у* —Л),
J №Xi

(4.

где

aw mln

b
>'։ = ------ (4.К1>

Обратим внимание, что условие Ж — определяет noporosjl 
4

энергию. Заметим, что значения у, и у» являются одновременно кор 
ними выражения, стоящего в фигурных скобках в (4.12).

Перейдем к анализу формулы (4 12).
Используя асимптотическое представление Дебая для функи! 

Бесселя, а также обычное разложение в степенной рил, можно» 
казать, чго при Лг Հ /V основной вклад в (4 Г2, дает только излушИ 
первого порядка. При N' ~ /V становится существенным излучен 
высокого порядка.

Для выяснения спектра излучения вернемся к формуле (я 
или (4 12), опуская иитег, ирование по ։и. Исходя из свойств фу над 
Бесселя легко заметить, что подавляющее число излученных казн» 
будет концентрировано около ‘"ты.

Рассмотренный выше пример среды, изменяющей свои свйся 
по закону косинуса, дает возможность получить результаты для ntf 
изволъний периодической среды в случае Л'<Л՜.

Как и прежде, свойства q еды мы будем описывать лиэлсктр։ 
ческой постоянной (2.3,. Переменную часть £ разложим в ряд Фур։

” / л ~ Л ? Ч
е։(г)= У/a, cos—-֊- -V (4.Խ

<-А /
Опуская детали вычислений, мы приводим окончательную 

мулу для интенсивности излучения
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z/. e"u v В ՝г+13^(II — ——чх/ш/ /,----------
С2 г 4

с 2~гс \2
/У}/е0 /«-|/Հ /

Величины В. и Вг равны величине В [см. (4 7)]. умноженной 
a. ij’•ia я соответственно. Угловое направление излучения и ин­

тервал излученных частот лаются для каждого порядка формулами § 2. 
Используя теорию возмущений (см. §7), легко получить формулу 
^алогичную (4.16) для произвольного мгла влета и без допущения 
л<</.

§ 5. Слоистая среда

Ввиду того, что слоистая среда является наиболее удобной с 
:спернментал».ной точки зрения для использования резонансного из­

лучения в физике частиц высоких энергий, в настоящем параграфе 
вводятся вывод и исследование соответствующих формул в общем 
учзе различных толщин и произвольных Л", N (сравни с |5|. где 
Деются ссылки на работы других авторов). Ниже будем пользоваться 
»рмуламй, полученными выше в квази классическом приближении 

Применимость квазиклассики к слоистой среде требует сглажива­
нии границ перехода между слоями. Эго всегда возможно, так как 
|.г՜ создания излучения важны большие расстояния пролета частиц 
и полому интересующий нас результат не зависит от резкости границ. 
Заметим далее, что поскольку каазнкласснческое приближение «-ри- 
В0Д|п к неправильным результатам для отраженных волн, мы должны 
требовать, чтобы эффектами, связанными с отраженными волнами, 
можно было пренебречь. Это будет выполнено, если изменение ди- 
Мдектричееких свойств среды от слоя с диэлектрической постоянной

I s < I
В к слою -՝2 будет мало. т. е. - '2 << 1. В области больших ча-

I ~ 1 ՜է՜ £2 I
стог, которы*  и будут нас ннюресова.ь в дальнейшем, это условие 
■«ыч.олнено в -тла. Кроме (2.3) ням необходимо будет считать, что 
ՉՀրր и углы излучения малы. Последнее условие окажется выпол­
ненным. если выполнено (3.И).

I Энергия, излученная частицей, движущейся вдоль оси z через 
плоскость перпендикулярную к траектории частицы и отстоящую на 
шестойния г ֊-*  о© от начала координат, дается выражением (3.16), 
А(9« г) вычисляется по формуле (3.14).

Обозначим через / интеграл, входящий н (3.14)
•— 3

/—С -------- ---------- expf iwt է i Cxf/cj^ZZ. (5.1)
J ի(vOxf'uOp* \ J I/ 
- - • vt

йычнеление 5 сводится к вычислению интеграла I для слоистой 
.роды Рассмотрим вначале конечное число чередующихся слоев из 
двух различных веществ с диэлектрическими постоянными и ■֊.
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■Zj = —у s. cos 6; v.» - —]■ &.COS О (5jI
с - շ

Пусть слои из первого вещества տ։, պ имеет толщину ձ?է --рДг 
из второго вещества еа, х, — толщину ձյ; = Ծձ/2. Пронумируем слом] 
телами, изменяющимися от I до п, пусть нечетные числа характм 
ризу 101 первую среду, а четные—вторую. Выберем для удобства : 
четным числом, т. е. мы будем иметь п/‘2 слоев одной среды и я.՜.1 
слоев второй. В дальнейшем мы устремим п к бесконечности (фактм

I дт , ]«чески это о у дет означать, что множитель | sin ։>-/Տտ > входящий ■

/- [см. (5.5)1 можно будет заменить на > — ~г
֊ п— »

Обозначим через ճ. • ■ ■ էո времена влета частицы в нерпы? 
второй и т. д. слои, /Я{։ время вылета из последнего слоя. Тогда 
интеграл можно разбить на сумму интегралов по է. (от — <х> дог. 
от /։ до և и т. д., от /„л до ос), причем первым интегралом от х- 
до /։ и последним от է.ո -Հ ։ до оо, мы интересоваться не будем, так ка։ 
они связаны с переходными эффектами на первой и последней грг*  
нинах. Каждый интеграл легко вычислить, если точка z лежит дальше 
последнего слоя (в дальнейшем мы должны устремить к бескоие1 
ности быстрее, чем число слоев) Суммирование вычисленных интй 
гралов сводится к суммированию геометрической прогрессии. Для.й 
получается окончательное выражение

I___ !________ !_____Гу.'Л։ ւ)Գւ[ ■

(fifZj)^ Go —У.։и) |ք._ յ

- 1. —!_[<>/(_ n’-X (J

(X;2jV ■■ (CO—)|/-1

где 
ր։ = (ա- /.։^)ձքէ, 

гя = (о> — х3г՛) ձճ ■ ր։. 

ր, = (<» —МОД/з г*  
(5.Й

Гп {<"֊*ՀՍ)ձէ ո -r,, I.
При вычислении i5.3) мы считали, что .• пластина имеет тая 

тину սձձ. Выражение (5.3) мы используем в следующем параграфе 
для вычисления излучения с учетом случайных отклонений от cpei- 
ней толщины. Сейчас мы примем, что н е нечетные слои имеют тол­
щину Аг,, а четные ձ?Հ. Тогда выражение (5.3) можно переписать
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п 
sinT‘

՜տար
(5.5)

(5.6 j

I Омя (« —х2ф) I Ii / = ՀՏ1Ո--------------- АГа------------------------
2 * (£jxi)I j(w Հւ'1') («ճ*2)՜*  (<“ —х:'1’)

Ж
2*(  = (ш — ZjV) Af յ (ч> — х«Р I ձ/а.

При достаточно больших ռ. величина / отлична от нуля там, где 
т=-г. т. е. где выполняется условие резонанса (2.11. в котором 
• ’ 0 н
НЕ . ^7= = յ_Ջ±. N (5.7)

I ու
Nt„ = Al . (5.8)

1 փ a
Через / обозначена сумма толщин двух соседних пластин (пе­

риод слоистой среды), а через а их отношение

ձ?2
Az։

15.9)

Интервал частот для каждого порядка излучения дается формулой 
,2.6) При условии (2.9 угол излучения каждого порядка опреде­
лился формулой (2.11) и (2.12 . Энергетический порог излучения на 
каждой гармонике определяется формулой (2.10). Во всех перечне- 
ценных формулах под V нужно понимать Ne/f (5.8). Отмеченный 
‘фанком |4| случай независимого суммирования от различных пластин 
хютвегстзует резонансу высокого порядка. Если г достаточно велико, 

т е. выполняется условие

Ա. 7 v

/ISin 7 просто на - .

то суммирование по г можно заменить интегрированием, или по­
бегу говоря, заменить в формуле (5.5) sinWՀ 

Հր

«ставив найденное таким образом I в формулы (3.14) и (3.16), 
лучим угловое распределение излучения в случае выполнения 
^•приведенного неравенства. Упомянутое условие эквивалентно 

одному из двух неравенств: <<■ » ю1:пм или «»<^<ւ>ւսւհ„ где u»jmax и 
максимально и минимально возможная частота излучения на первой 
гармонике |см. 12.6| при г=1|. Как видно из (5.5), поляризация 
среды (г. е. учет tx и гг) влияет на формулы излучения только атом 
случае, когда выполнено соотношение |2|

10
/ 4*л\е г /?

т тс'2

й противном случае величина /. а следовательно н интенсивность 
учения, ничтожно малы.
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Таким образом, для наличия заметного излучения в области ч
СТОТ W^U’linai необходимо выпол нение условии O'lu-ix ">о, которое, cpj 
приводит к ограничению, накладываемому на энергию нэлетайо 
частицы. Именно энергия излучающей частицы .должна быть зна!
гсльно меньше порогового значения для первой гармоники, обо: 
часмой ниже через (—\ • В этом случае первые гармоники и: 

\тс-»/|. /г
чеиия пропадают, а излучение на высоких гармониках, ввиду зна1

проинтегрировать по г). Аналогичные формулы для интенсивное 
имеют место ։։ в случае «> Հ н>тц». В последнем случае энергия мож 
быть произвольной. Приведем формулу для полного чис. a khbiii 
на единицу пути в интервале частот մօ» в исследуемом случае (cpai 
с формулой для переходного излучения на одной границе |13))

2 , 2-\\е2
----------1п —-----------!_ ■ 
137к/ ш| /п«»-(l—V'lc՝)

1'5.1

Во избежание недоразумений отметим также, что потери ЭК1 
гни согласно (5.10') будут линейно расти с энергией вплоть до эн< 
гий | 1 J . При дальнейшем увеличении энергии, зависимо!

(5.10') перестает быть справедливой. Исследуемые ниже форму 
(5.10/ и •՜5.13| показывают, что потерн энергии перестают завис! 
от энергии излучающей частицы и выходят ла плато. Потери экерг

fi'U 
на резонансное излучение, составляют примерно 10՜*  г. тверд,

г/см2 
пластинках, расположенных в газе с произвольным периодом.

Перейдем к исследованию произвольных энергий и порядков i 
лучений.

Используя найденное значение /, мы по формул-՛ (3.16) поле 
таем поток энергии через плоскость л՛, у на большом расстоянии о;| 
сдоев. Проинтегрируем полученный результат по углам излучения.! 
Тогда окончательная формула для интенсивности излучения реляти­
вистской частицей частот, значительно превышающих атомные, «и 
сантиметр слоистого вещества примет вид

; Д)\, J С [У - Л - у8| I акг
Ь37-/ % т J {I - ру)= (1-Н рлу)‘г 1 1-г а

V,

ухг ֊^- L/y.
1 4- a J

Здесь

(5.111

Переменная интегрирования у введена согласно формуле (4.1 
пределы интегрирования по у определяются корнями выраже!
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стоящего в квадратных скобках в интеграле (5.10յ и соответствуют 
«р.п и При построении спектра излучения для каждого отдель­
но, порядка удобнее исходить из уравнения (5.13). записанного н 
переменных

/ ФД _  ' С 1 О ւor = = —• 15.12)
rb yr

E, րծОбратим внимание на то, что величина для энергии значительно 
а

превышающих пороговое значение (2.10 есть минимально возможная 
излучаемая частота на первой гармонике

X sin'2
а атгО-----~г —------ —------

I Ч- а и/ (1 -f- а)
(5 13)

Спектр для каждой 

нагл которой обращается

гармоники будет описываться кривой, орди- 
. 1в нуль при «./ = wmln^— и при <0 = 0)^,,^

br\\—v/c\
Подавляющее число излученных фотонов концентрируется вблизи 

левой границы спектра (при о/տտ 1,5սՀտ). Приведем некоторые чис­
ленные результаты для полного числа т резонансных квантов на 
единицу пути слоистых веществ. Пусть р I (х V2 •< %), а а меняется 
от единицы до десяти. Энергия частиц превосходит пороговую энер­
гию для первой гармоники примерно в 2.2 раза. т. е. параметр Л

равен Л = — ։ |см 5.8|. (2 7). (2.10)]-Численные значения
nil

1 4- а
10։

для различных порядков г и для различных а приведены в табли­
це. Отметим, что при увеличении энергии полное число квантов, 
излученных на первой гармонике, несколько увеличится (пример­
но па 30%) вто время, как число резонансных квантов на последующих 
гармониках не изменится так как для больших гармоник выбранное 
значение Л соответствует энергиям, значительно превышающим соот­
ветствующие пороговые энергии. Для очень больших г полное число 
квантов уменьшается, примерно, как ‘/г. Для больших а полное 

число уменьшается также по закону — • Для небольших значении 
а 

։ н г зависимость полного числа квантов, излученных на 1 см, от г 
и а представлена на фигурах 1 и 2. По оси ординат отложена вели- 

/«/ , , .чина .по оси абсцисс, г и а соответственно. На остальных фигу- 
I -|- а
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pax представлен спекр резонансного излучения для различных а иг 
По осн абсцисс отложена частота излученного кванта в единицах 
минимально возможной из; учаемой частоты на первой гармонике 

|см. формулу (5.12; | По оси ординат отложена величина֊—— - Пол-
I + а 

ное число излученных фотонов, соответствующих каждой из кривых 
на фигурах 3—9, приведено в упоминавшейся выше таблице.

Пользуясь случаем, хотел бы поблагодарить Л. В. Парийскую за 
расчет кривых, приведенных в данной статье.

§ 6. Конкурирующие процессы
а) „Тепловой" фол

В настоящем параграфе мы приведем оценку различных причин, 
видоизменяющих приведенные в предыдущих параграфах вы во. ы.

Прежде всего рассмотрим вопрос о том, как будут влиять на 
формулы резонансного излучения случайные отклонения от идеальной 
периодичное։։։. Этот вопрос тесно связан с аналогичным рассмотре­
нием теплового или диффузного фона в лиффракцин рентгеновских 
лучей. Близкое рассмотрение проводилось также яри исследовании 
интерференционного излучения в кристалле [1|.

Рассмотрение случайных отклонений мы приведем на примере 
слоистой среды, рассмотренной в предыдущем пара; рифе. Будем ис­
ходить из формулы (5.3). Величины и. входящие в (5.3). флуктуи­
руют около своих средних значений благодаря флуктуациям толщин 
пластинок ձձ- Поскольку слоистая среда, необходимая для экспери­
мента, создается искусственным образом, то вопрос о флуктуациях 
сводится вопросу о флуктуациях толщин различных пластин. В 
случае среды, состоящей из твердых пластин (всего п/2 пластин), 
размещенных в газе на определенном расстоянии Лг„ друг от друга, 
флуктуации будут соответствовать неточностям в расстановке 
пластинок, а флуктуации Ас, неточностям толщин самих пластин. 
Поскольку мы имеем периодическую среду, в которой положения 
одинаковых пластин равноправны, то флуктуации rz должны быть 
одинаковыми для эквивалентных точек. Эго можно записать, напри­
мер, в виде

Ո = Г/о 4- (u> — Z/ V) (6.1)
либо в виде

ГI = Гю ֊է֊ ( и) — УдД’) «п 4֊ (ш — z2-v) (6.2)

где для четных /(х,=хг) средний квадрат случайных отклонении ра­
вен Ц. а для нечетных/—равен ։J, Пусть распределение различных 
значек’тй Լ дается законом Гаусса 

ժհ / \
/յ,շ (՝/) ^'-ւ — ту—_՜^ ехр ( ֊— )• (6.3)
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Рассмотрим для иллюстрации случай, когда отклонения от по­
ложений равновесия определяются условием (6.1). После усреднения 
модуля квадрата выражения (5 3) с помощью функции (6.3). для ин­
тенсивности излучения при прохождении /.՛ границ мы обычным обра­
зом получим следующую формулу

sin-

- exp

I (u> — x.yu)2 ехр|—V՜

('•• — («> — ■Հ2,ս}տ-հ.
4 ’’ 4

2 COS (<■> — 7-fU) ձր։ (6.6)

Первое слагаемое определяет „тепловой фон". Второе слагаемое 
приводи г к формулам резонансного излучения несколько отличаю­
щимся от формул I ;н идеальной слоистой среды. Если

(ш— 7.1г>)'-‘Г*  Հ 2 в («»—/л՛)" ??, 2. (6.7)
то тепловой фон обрзщаеюя в ноль и формулы не отличаются от 
случая излучения в идеальной среде. В противоположном случае ре­
зонансный член исчезает и остается только „аморфная" часть. Инте­
ресно отметить, что рассматриваемый случаи (6 ]) допускает суще­
ствование резонансного излучения, даже если одна из флуктуаций 
сколь угодно велика, т. с. условия (6.7) выполняются только для 
одного индекса.

б) Влияние многократного рассеяния. фотоэффекта 
н других причин

Формулы § 3 выведены для частиц, скорост։, которых может 
произвольным образом изменяться г. о ь оси г. Эго дает возможность 
оценить погрешность, связанную с торможением частицы, и показать, 
что если скорость частиц мало изменяется на длине, разной периоду 
среды, то торможением частиц можно пренебречь.

Влияние поглощения кванта является значительно более суще­
ственным. Легко понять, ч го поглощение должно быть пренебрежимо 
мало на расстояниях порядка периода среды. Это приводит к тому, 
что резонансные эффекты можно наблюдать в твердых пластинках 
помимо оптической области, начиная с частот, превышающих мягкие 
рентгеновские лучи. Поскольку в э>ой области частот поглощение 
обусловлено в основном фотоэффектом, резко зависящим от атомного 
номера слоистой среды, то последнюю предпочтительно изготовлять 
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из легких веществ, тем более, что полное число резона։։ пых кван­
тов, образованных на одном сантиметре, слабо зависит от плотности 
вещества, входящей в формулы через величину ր |см. (5.11.1, (5.10), 
(5.13)), когда /. Лё, < Л7£.

Мы подчеркни։. и, что резонансные кванты концентрируются 
около нижней границы спектра. Максимум интенсивности при холи։ ся 
примерно при oi^sl.o ч>тш. Из (2.6) видно, что фиксирование wmin пол­
ностью определяет величину Дг1 (Л\ Л>.). ьелн Л'е7. Д р го поро­
говую энергию см. (2.10)| можно изменять произволып м образом, 
изменяя а.

Перейдем к рассмотрению влияния многократного рассеяния на 
резонансное излучение. Углы, характерные в излучении, даются вы- 

/ 4 ~п ։,«ряжением (2.11) и имеют порядок —-—յ . Влиянием многократ­

ного рассеяния можно пренебречь, если углы отклонения частицы, 
на расстояниях порядка длины периода, значительно меньше 0р т. е.

• *- •
Здесь / радиационная длина для электрона в сантиметрах. Точнее 

/ ' ձ<, . Л:..
говоря = . ձ -| ; где չ։ и /_2— соответствующие лавинные

Լ /.! Լ ս
единицы в первой и агорой средах.

Условие ! 6.8) можно переписать в виде

Как мы неоднократно подчеркивали, на каждой гармонике излу­
чение резко концентрируется около соответствующего «лип. поэтому, 
если <o.mi։ <£ "i.v, рассеяние не :ущественио отразится на результа­
тах. Эго приводит к условию

налагаемому на энергию частиц.
Условие (9.10) практически всегда легко выполнить.

§ 7. Излучение на случайных флуктациях плотности

а) метод псевдофотонов

Настоящий параграф посвящен, расчету излучения, возникающего 
при прохождении частиц с произвольной скоростью через среду со 
случайно расположенными неоднородностями. Фактически произволь­
ная среда, ввиду наличия статистических флуктуаций плотности, бу­
дет подходить под рассматриваемый ниже случай. Поскольку флук-
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E lr, t\ =֊ 
8*’

туацнн пло пости не имеют выделенного направления, нам придется 
решать трехмерную задачу. Метод, изложенный в § 2, становится здесь 
неприменимым. Отмстим большую аналогию, которая существует 
между явлением рассеяния света в мутных средах и рассматриваемым 
здесь явлением излучения. Поле движущейся частицы характери­
зуется электрическим и магнитным векторами. Прохождение частицы 

, через вещество приводит к его поляризации •действием магнитного 
поля частицы, ес и мы отвлекаемся от специальных магнитных ։.в.е- 
нпн. всегда можно пренебречь), т. е. к созданию вторичного ноля. 
Среднее значение вторичного поля в однородной среде, благодаря 
интерференции волн, исходящих от различных участков среды, обра­
щаете.! в ноль (исключением является излучение. Черенкова-Յս ш.ю- 
ва). Среднее значение же квадратов нолей, которое важно для из­
лучения, не исчезает, благодаря наличию флуктуаций плотное! и. От­
личие от обычного рассеяния света заключается только в том, что 
первичная поляризация вещее.на создается заряженной частицей; а 
не электромагнитной волной. Однако, поскольку магнитные силы ма­
лы и в рассматриваемых ниже явлениях несущее! веник, мы всегда 
можем к электрическому полю движущейся частицы добавить такое 
магии।ное поле, чтобы сумма была эквивалентна суперпозиции элек­
тромагнитных волн. Эти рассуждения справедливы для произвольной 
скорости при заданной траектории. Таким образом, чтобы найти полное 
число излученных квантов в неоднородной среде, мы до. жны под­
считать число эквивалентных пеёвдофотоиов. соответствующих полю 
частицы, проходящих в данном интервале частот через 1 едг в данной 
точке вещества за все время 1ролета час ины. Эти псевдофсноны 
будут рассеиваться на неоднородностях среды, согласно известным 
законам рассеяния света |14|. Наиболее наглядным примером излу­
чения в неоднородной среде будет случай излучения на флуктуациях 
в газе, который соответствует релеевекому рассеянию света.

Для определения потока псевдофотинов будем исходить из 
роскопическнх уравнений Максвелла (u - I) для потенциалов 
чае равномерно движущейся частицы вдоль оси г.

в

Ճ2 dt-
. s
ձփ-------  —֊

c- dt-

4~CV s . ..■ U (Z — 'V/), 
с

A<?o (z — id), 
s

— + div/4 = 0.
с dt

Разлагая в трехкратные интегралы Фурье по переменным 
мы находим решение в виде

мак- 
слу-

(7.1)

dkx dkydk.

tbs • 
V exp (/kг — Ы)

c A'՜ j ( k*  T' |:
• (7.2)
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где

w — k -v. (7.3)՛
Использование макроскопических уравнений тина (7.1) предпо­

лагает, что, эффективные а процессе, расстояния должны превышать 
междуатомиыс расстояния. Другими словами это означает, что

*?= | Հ ֊I -!>------- (7.4).
А «САМ а г.

Если бы мы учли пространственную дисперсию, го результаты 
были бы справедливы дли произвольных k-.. Однако, ввиду логариф­
мической зависимости результата от k-., приводимые ниже результаты, 
существенным образом не изменяю։ ся-

Исходя из (7.21 вычислим поток вектора Понти֊:::։

!:ddi (7.5)

через площадку, отстоящую от оси движения на расстоянии р. Для
определения потока через вею плоскость, перпендикулярную скорости 
частицы, вектор Пойти нга необходимо проинтегрировать по всем х, у 
(т. е. по всем прицельным параметрам). Неприменимость макроско­
пических уравнений Максвелла па малых расстояниях будет означать, 
что результат интегрирования будет справедлив для значений йР. 
удовлетворяющих (7.4). Тогда полное число псевдофотонов в интер­
вале частот </«» окажется равным

Суммарное число фотонов всех частот дается интегрированием 
(7.6) по «» от 0 до ос.

Число прошедших квантов в интервале d«>, за нее время дви­
жения частики, слагается из суммы по различным Л,., т. е. по раз­
личным прицельным параметрам. Если мы умножим (7.6) на коэф­
фициент экстинции, то получим полное число излученных квантов в 
интервале частот dw.

После интегрирования по /л, (нули знаменателя обходятся обыч­
ным образом и приводят к рассеянию черенковского излучения) и 
умножения на коэффициент экстинкции, для полного числа из учен­
ных квантов на единицу пути в интервале частот, мы получим выра­
жение

1 с՝ dw 
т -- -----------------------

137 игз'’г и.
In __  A’pntax _  Т>“

г»2 I а? с й (<•>). (7.7)
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Формула (7.7) дает решение задачи на излучение в изо՛, ройной 
среде при произвольных неоднородностях, описываемых коэффициен­
том экстинкции электромагнитных воли. Коэффициент экстинкции 
определяется как отношение числа рассеянных фотонов в единицу 
времени и в единице объема к плотности потока фотонов в падаю­
щем пучке. Следовательно, коэффициент экстинкции имеет размер­
ность см՜'. Поскольку поле частицы содержит большие частоты, нам 
нужно исследовать зависимость А(о>) от ՛•>, г. е. исследовать возмож­
ность излучения квантов, длина волны которых значительно меньше 
размеров неоднородностей. В частном случае рассеяния в газе, фор­
мальная подстановка вместо Л выражения Ролей 

для излучения частот превышающих атомные, приводит к неправиль­
ному результату. Мы хотим подчеркнуть здесь, что. так же как и в 
случае периодически расположенных неоднородностей, основные ре­
зультаты будут получены исходя из того факта, что в излучении 
сущее;венны большие продольные расстояния, растущие с энергией 
частицы. Это лает ням возможность применять макроскопическую 
электродинамику в области очень жестких квантов. Мы увидим, что. 
в случае случайно расположенных неоднородностей, релятивистские 
частицы будут возбуждать излучение, длина волны которого ничтожно 
чала по сравнению с размерами неоднородностей.

Формулу (7.7) можно применять для расчета полного числа из­
лученных фотонов, длина волны которых превышает междуатомные 
расстояния. Ну к но отметтпь, что, по-виднмому, наибольший интерес 
будет представлять экспериментальное изучение излучения в веще­
ствах с большими флуктуациями (критическая опалесценция: переход 
в сверхпроводящее и сверхтекучее состояние).

б) Излучение квантов произвольной частоты

Для детального расчета излучения мы будем пользоваться обыч­
ной теорией рассеяния света 114|, заменяя в последней падающую 
электромагнитную волну суперпозицией электромагнитных ноли, об­
разующих поле движущейся частицы

Будем исходить из макроскопических уравнении Максвелла

/и> , , rot
с

I rot/*/,.  = ——է <»»)/:«. ч-—( 0(2 — р/ ’1 ԱԿ Հ(\'Խ՚՜ 
г с J

/»>.-
2т? „ ч

div г/:',, — о . Хю (у> е ' .

<Hv/֊/... «0. (7.8)
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Будем считать, что случайные изменения плотности мало ска­
зываются на величине поля движущейся частицы. Используем теорию 
возмущений и найдем поля Н' и Е՛. связанные с флуктуациями ди- 
электрической постоянной В нулевом приближении уравнения (7 8) 
сохраняет свой вид. Будем обозначать все величины б нулевом при­
ближении индексами (/7..,п. %, ЕтЛ}. Вводя величину

Ц., = ггД. — г' /Լ.օ. (7.9 >

уравнение для флуктуационных полей перепишем в виде

rot E<. — 
c

rot/4=-—A.
c

div /X= 0,
div//,, = 0. (7.10)

Из (7.10) найдем уравнение для D'
• «>-

ДО,., 4- --г/Х=—rot-rot (£'£.«,). (7.11)
ժ

где Zf„,0 дается выражениями (7.2) и (7.3). Решение 7.11) в виде за-
паздывающих потенциалов имеет вид

О,'„(г) = - \k‘ I k՛ ք յՋ±Լր>՝ г' , Г,) е‘ է՝՝Հ rSdvr, J. (7.12>
4H L J|r — r.l 1

Через

/г; = — y/1 n 17.13)
с

•Դ —Ի .

1 I k
շՏԴ w Iг(«>)

обозначен волновой вектор излученного кванта.
Для удобства дальнейших вычислений выделим из (г։) мно­

житель, зависящий только от переменной г

/? —
Ժ

J л
₽. е ' Н.(х։. ytb (7.14)

Исходя из (7.12). рассчитаем поле излучения աւ больших рас­
стояниях от излучаемого объем:,4. Отмстим, что е'(гг) является слу­
чайно# величиной, среднее значение которой равно нулю. При на­

хождении среднего значения квадрата поля (г), нам необходимо 
будет усреднить квадрат выражения (7.12՝, г. е. найти среднее от

■ Я хотел бы иобл'|ГО.ч.трнть С. II. Капину, любезно информиропявшего меня 
о том. что аналогичны i метод расчета применялся км дли данной ззлачн. Им было 
рассчитано полное сечсян ■. угловое распределение и поляризация к пантов. возникаю­
щих в сусдс со случайными флуктуациями при условия >.?.>/.
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՜՜Տլ ----------- - ■ ֊ ------------ — ------------------------------- ——-

произведения двух г' [умноженных на определенную экспоненциаль­
ную функцию см (7.15)), взятых в разных гонках.

Рассмотрим теперь такие флуктуации, для которых длина кор­
реляции / порядка межцуатомных размеров. Это означает, что 
:'(г։) У (г2) -•֊ 0 когда |г։ - г2| порядка или .меньше междуатомных 
размеров, обозначаемых ниже также через /. Поскольку выражение 
(7.14) справедливо для прицельных параметров, превышающих между- 
атомные расстояния, то мы можем брат различные / у։) в одной
и той же точке. Запишем среднее значение, квадрата флуктуационного 
поля в виде

1
16k17(V

k' (?-/Լ (х1։ у։)| dvrt X

,, ճ*<՜Հ-ր ։5 .-։
X | £'(Դ)Տ' (Դ.1 d'urt • (7.15)

Экспонентой в последнем интеграле можно пренебречь при

— ( 1 ՛ cosoV^ I. (7.16)
v \ с /

Z~/islnO«I. (7.17)
с

При выполнении (7.16) и (7.17) мы будем пользоваться, хорошо 
известным из теории рассеяния света, выражением для величины 
A~Je'(/*։)?  (,r..\dvr.. В случае, если неравенства (7.16) или (7.17) на­

рушаются, величина (7.15) становн'.ся малой и излучение исчезает.
Условия (7.16) и (7.17) выполняются всегда, если длина излу­

ченной во.: •:*:  превышает межлуатомные расстояния. В случае жестких 
квантов, когда

(7.18)

условие (7.17) будет выполнено для U <£ (7.17'). Условие (7.16)

может выполняться только для релятивистских частиц и при учете 
(7.17х) и. про .нт сразу к двум неравенствам

|учигыяая (7 18) мы видим что <՛> ">յ։.|, весьма напоминающим соот-
вегс.в\ищи՛• неравенства для излучения на периодически располо­
женных ш олнородностях. Интенсивность излучения в интервале частот 
d»> и интервале телесного угла ԺԶ равна
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/ = է1/տ|£1|։«?ՃՏՃ«>. (7.19)
После подстановки (7.14) в (7.15) нам необходимо будет произ­

вести интегрирование по А’л и Ау Вначале произведем интегрирование 
по азимутальному углу <?, отсчитываемому от плоскости, содержащей 

векторы ՒՀ и о. Тогда линейные члены по cos? исчезнут и, восполь­
зовавшись формулой

для

ՀՏՀ+֊Խ* ’րԿ-Հ2). տ- е-
(7.20)

получимуглового распределения флуктуационного излучения мы

2s in ՜ ’) j ^'(rri г'(г.) մսՀէ֊ Հ։ • (7.21

лам
Здесь Z есть длина пути частицы. После интегрирования по уг- 
излучения (пусть X _ I) мы получим для числа излученных кван­

тов на единицу пути
„ = & [|я Л А | (7.22)

hxtc-Z 137 vz ՛1՜ «о ( |1—с v/c՝՜ j ur с՜ J
где 

Л(«») - (7.23)

совпадает с обычным |14| определением коэффициента экстинкции.
Если имеет место условие (7.18), то интеграл по углам нужно 

X 
распространить до углов порядка — 

/
Обратим внимание на то. что для идеальных газов мы имеем

j՜ У (г,) г' (г,) dv,. , = Ճ1Խ-IT ■ (7.24)

Гогда для излучения частот больших атомных, мы получим

ու- '|րՀ-'ձ ւ/'“ ‘՜՛ Խո --------11. (7.25
137 w’ /" ( 1 г|2г(и>)| j

հՀ-
Здесь Z атомный номер вещества, г0 -֊ — • а А՛’ число

ГПсС-
атомов в 1 слг՝. Формула (7,25), как уже указывалось в |4|. мало от­
личается от соответствующих формул для полного числа излученных 
квантов на I см в среде с периодическими флуктуациями (при 
V« А՛').



Излучение ф'.ют’н быстрыми частицами и неоднородной среде 129

Таблица
ճճ_.|0։ 
I +- а

Значении

г
3 \

1 ■ 3 • 5

1 1.94 2.3։ |‘.89 1.57 1.35 0.86 0.54
2 2,-51 1.96 1.62 1.26 1.09 .•Л-
3 2.09 1.63 1.3-1 1.08 0.95 — —
4 2.24 1.47 1.15 0.95 0.81 _
5 1.93 1.33 1.01 0.82 0.68
6 1.63 1.19 О.Ь8 0.74 0.61 — —
7 1.5 » 1.10 0.80 0.64 0.54 —
8 1.41 1.02 0.74 —
9 1.38 0.95 0.69 —- —

10 1.33 0.91 0.66 — — —

В НцМСГК*  Ml. сери*  фин. »>i fliyi ч .
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и*.  Լ. 8Ьг-!Р|։ГшуЬишЙ

ԱՐԱԳ ՄԱՍՆՒԿՆեՐհ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ №֊ZmUb(l- ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ
Ա 1Г Փ ո Փ Ո Ի 1Г

Հրէւյ վտծпи! niunt մնա սիրված է ճաոադ ա t[J ում ր, որն աոաջանում է, երբ 
ոելլատիվիստիկ մասնիկր հաստատուն արսւդուիք լամբ անցնում 

k կամա քական ոչ֊համասևո միցավալրովէ It քնելով Լնե րդ իա լի և իմպուլսի 
պահպանման օրենքներից, պարբերական մ իջավա լրհ բ ի համար ստացված է 
ճսւոադտլքմման աոագացմսէն համար անհրամե ջտ պս/լմանր՝ ռեզոնանսի պար 
սանր (2, է}։ Պարբերական միգավ»>լրա մ լրիվ ճառտդալթա մբ հանդիսանում է 
տարբեր հարմոնիկների ճաո ա։բս քթ ա մնե քի դամար։ A ա ոտ դալիք մ ան րս բա- 

I1 հարմոնիկն ունի իք. հաճաիւականա թրււնների ինտերվալբ (2 .<>) և 
իր Լներդետիկ շեմբքէ (3.10)։ Ցուրաքանջ լա ր հարմոնիկի ճաււ սււրււ էիք ա մր հա­
մակենտրոնս։ ցվ։ոծ /- իր սպեկտրի ցածր ւոիրա լթա մt Ռեզոնանսս» լին ճաոա- 
զայքքման ինտենսիվս։ իք լանն ա սպեկտրը ստացված են տարբեր մի՚լավալ- 
րերի համար։ в-րդ պարազրաֆպմ հետաղոտված են տարբեր պատճառներ, 
որոնք կարոդ են ազդել բանաձևերի ճջտտիժրսն վրա! Ռեզոնանս։։։քին ճաո.ա- 
ղալթման հաակա իմլուններր կարոդ են կիրառվել մեծ էներրլիալի մասնիկների 
ուսումնասիրման էքսպերիմենտներում։ ՛Լերջին սլարս։դր։սֆր նվիրված է պա­
տահական ոլ-Կամասեո միջավա լրերսւմ առաջացող հաոադա լի} մանր։
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

М. А. Алоян

О динамической устойчивости параболической 
арки переменного поперечного сечения

Статической устойчивости и свободным колебаниям параболи­
ческих ярок посвящено много работ как отечественных, так и зару­
бежных исследователей.

Сравните, ьно мало исследованы задачи о динамической устой­
чивости параболических арок. Насколько нам известно, единственной 
работой, посвященной решению згой задачи для пологих арок, яв­
ляется работа Н. Г. Бондаря |5], однако его решение содержит 
■ошибки |2, 3).

В настоящей статье рассматривается динамическая устойчивость 
двухшарнирных и бёсшарнирных параболических арок переменного 
сечения любого подъема, нагруженных вертикальной периодической 
нагрузкой, равномерно распределенной вдоль пролета арки.

Решение задачи дается применением приближенного метода 
Бубнова-Галерки на.

§ 1. Вывод основного дифференциального уравнения 
задачи и его решение

Рассмотрим тонкий, упругий криволинейный стержень (фиг. 1>, 
ось которого и все приложенные к нему силы лежаг в одной и той 
же плоскости хоу. Рассмотрим перемещения точек оси стержня в 
плоскости хоу. Обозначим через it и v проекции перемещения соот­
ветственно на оси х и у.

Координаты точек оси стержня после деформации будут

х, - х 4 и, 1 (յ յ ।
У1 = У + ^ I

где у — fix) — уравнение осевой линии недеформированоого криво­
линейного стержня, х — абсцисса точки.

Рассмотрим такие отклонения от первоначальной недеформи- 
рованной формы равновесия, при которых удлинение осевой линии 
стержня было бы малой величиной второго полядка. Эго условие 
дает следующую зависимость между перемещениями и и v

и- -yV, (12>
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полученную Л. С. Гильманом в работе |б|. В этой же работе дано 
изменение кривизны осевой линии криволинейного стержня

1 _լ=
?, р /ьГу'2 (1.3)

и условие, выражающее отсутствие поворота какого либо сечения
V՛ = 0. (1.4)

где р —радиус кривизны оси стержня в недеформированном состоянии, 
р, — радиус кривизны оси стержня после деформации.

Выделим бесконечно малый элемент ЛВ дуги стержня (фиг. 2) 
и составим уравнения его равновесия в декартовой системе коорди­
нат. Отбрасывая малые величины высших порядков, получим

Здесь и Ду — проекции главного вектора внутренних сил в 
сечении Л соответственно на оси л՛ и у, Л1 — изгибающий момент. 
и <?v— проекции внешней нагрузки соответственно на оси х и у.

Если ось стержня совпадает с веревочной кривой донной нагрузки 
(мы в дальнейшем будем рассматривать именно такие стержни), то 
стержень будет испытывать только сжатие или растяжение, но не 
изгиб. Тогда во всех сечениях изгибающий момент W = 0 и уравне­
ния равновесия для такого стержня примут вид

</А° 

dx

— <ly = 0.dx

< ֊|֊ հ.\Հ=օ։

(1.6»
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где Л'л и Л', соответственно значения А՛'., и /Уу в безмомептном со­
стоянии равновесия.

Так например, если Հ, =0, </,, = </ const, из (1.6) получаем
Nx֊ , А/' ֊ | ql—qx (/“расстояние между концевыми сече­

ниями по горизонтали), а осевая линия квадратная парабола.
Предположим, что внешняя нагрузка <у (д՞. է՝ есть некоторая 

периодическая фуикпня времени г. Тогда невозм у шейное безмомент- 
ное напряженное слет։ яние можно определит։ из системы уравнений 
(1.6), которая примет вид

/) • у'ДС -с, է, 0.

a 1հ(Հ. է) у?,(.х. л=о. 
дх

֊ М(Л-. r)-Vvi.r. Ւ 0, 
Px

(1.7)

Это будет верно, ест пренебречь силами инерции продольных 
колебав։՛!! (сен:нем, что стершей нах< штся ։не резонанса продоль­
ных колебаний).

Пусть теперь какой то внешний импульс отклонял стержень от 
его первоначального недеформированного состояния и заставил коле­
баться около этого состояния. Тогда во всех сечениях поя ня гея из­
гибающие моменты, а Л “(•**. () иЛ''у(л*, получат малые прираще­
ния. Приращения получат также координаты точек оси. которые мо­
гут быть определены из (1.1).

Уравнение изгнбных колебаний стержня можно получить из 
уравнений равновесия (1.5) воспользовавшись методом кинетостатики. 
Для этого, кроме՛ действующих на стержень сил с..« лует учесть еще 
и силы инерции, вызванные поперечными смещениями точек оси 
стержня. Влияниями продольных сил инерции, а также сил инерции, 

•связанных с вращением поперечных сечений относительно своих глав­
ных осей, будем пренебрегать.

После учета всех сделанных выше замечаний, система уравнений 
J1.51 примет вил

у֊ (М- 4- ^Vv) ֊ (V,v + Рд) - °՛

д • o/Vy! -«?у ; ру,\ =о. < 1-Н)

— - (Л> -ь W0 4- (Л* 4֊WA._) у' ֊ 0, 
охх

где W, и ձ,՚\՚։ — весьма малые приращения \\ и

Ւ I ֊Ւ v‘a (Fu i/T՜!—’м&и м лч7=----------, p=_,wV|ivz —• (1.9)
v օՒ ԺՒ
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т—масса единицы длины стержня. 
Имея в виду (1.1), получим

dv . ду_ 
fot _ дх дх 
дхх 1 . Он 

дх

дМ 
дх1

дМ
ЙХ

1 + Г дх
11.10)

Подставляя (1.1С) в (1.8), учитывая (1.7) и отбрасывая малые 
величины высших порядков, система уравнений (1.8) приводится к 
виду

6/6.'V,v

ax
ժչ.\>
дх

dv
9'дх

ди 
Чх

У'РХ = 0.

Р... = 0.

— «J(i+/)--w,+/w,=o.
дх ' дх

Исключив из (1.11 6.Vv и о.\’у, подставив значения
(1.9) и значение изгибающего момента

Рл и /\ из

в(х)___d*v
1 . И дх"

1.12И

получим следующее уравнение
Ժ2

<>.՝-:՝-
./(*) 
/Г+У

a-v
дх2

д 
дх

֊՚Հհ1 4-v'2)֊ 
дх

. dv ди. ՛
чку - dvr~ дх дх ,՛

pt’-y'w) -ЬУ'Ж ֊0. (1-13)

где /?(.<) ֊֊ жесткость изгиба в плоскости кривизны стержня.
Уравнение (1 13) и есть дифференциальное уравнение динами­

ческой устойчивости криволинейного стержня, очерченною по вере­
вочной кривой данной нагрузки. При у = 0 (113) принимает вид

ծ- 

дх2
o2v
дх2

. / V = о

и представляет известное дифференциальное уравнение динамической 
у сто и ч и вое г if прям ол и я е й но го с те р ж н я.

Если qx 0, qy = <;(/i (случай неповорачнваюшихся сил), то
из (1.7) будем иметь

V —4^х(/ х) и ^-о(/).
/2 8/

В этом случае (1.13) принимает следующий вид

(1.14)

^1 
дх" I

__/?«)__
Ի Г | -У *^՜ । чЧ] — 

ОХ
-Ւ

1- т (х) V 1 4- У'՜ ֊- (^ ֊ У'«) = О 
Ժ/-

(1.15)
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н представляет собой дифференциальное уравнение динамической 
устойчивости параболической арки нагруженной периодической, рав­
номерно распределенной вдоль пролета вертикальной нагрузкой Q(է). 
Весьма малая величина у"ЗА\ и 1.15» не учтена. В (1.14) /—стрела 
подъема. / — пролет арки-

Решение (1.15) ищем в виде
v{x, է) - Г(х) Г (t), J 
п<х. է} ֊ U(x} T(t). j

Нетрудно убедиться что точное разделение переменных подста­
новкой (1.16. невозможно. Поэтому задачу приходится решать при­
ближенными методами, среди которых наиболее удобным является 
метод Бу б и о ва - Г а л е р к и и а.

Пользуясь этим методом (переменные разделяются приближенно 
J7j). для функции 7’(0 получаем следующее дифференциальное урав­
нение

где

d"T (է) 
dt։

и>2 7(0 = 0. 1.17)

2 о иг — -

fl U)
I . ..'՛■•

■ \vdx
их2 I

I
‘I d'

1_

(1.18/
( И- у7/) Vdx

есть приближенное значение квадрата частоты свободных плоских 
колебаний ненагруженяой параболической арки, а 

есть приближенное- значение равномерно распределенной вдоль пролета 
критической нагрузки.

Если </(/ — г/։ |~70со$/>/ то уравнение 11.17) приводится к из­
вестному уравнению Матье

ՃԼ1ՃԼ-4-Հ(| - a cos р/) 7(0 =0. (1.17*)
dP

где
[ (1-20)
— квадрат частоты свободных плоских колебаний параболической 
арки нагруженной՛ постоянной составляющей силы </(/), а
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и = -*>- 11.21՛

— коэффициент пульсации.
Известно. что при определенных соотношениях между кояфг I 

фнниентами и»,? иц решение 1.1՜՜* ւ — 7'(t неограниченно возрастает.] 
Тогда, согласно (1.16՛, неограниченно возрастут и перемещения. По֊ I 
этому первоначальная параболическая форма ярки станет динамически 
неустойчивой. Совокупность всех тех точек в плоскости параметров 
/ 2<л \ (Iх»*—М։ ДЛЯ которых 7՝(/) неограниченно возрастает, образует об֊ 
V Р /
ласти динамической неустойчивости, наличие которых характерно-՛ I 
для параметрического резонанса. Практически наиболее опасной яв­
ляется первая область динамической неустойчивости границы кото- | 
рой определяются в |1|

1 7 БЯ 4«>Ջ 1 7
1-- ц- -■ р2— ш 1 -и | --յժ-}- Դ4----- (1-22)2 32 512՛ /Я 2 32' 512՝ Ч

В общем случае изменения внешней нагрузки по закону q(t)- | 
= q{ 4- У„Ф(0# где Ф (/) = Ф (/4-т) ֊ периодическая функция с перио­
дом уравнение (1.17) приводится к уравнению Хилла

ւ*փ|'"| 7՜(օ=օ. I

В этом случае уравнение можно решить метолом разложения 
7(f) по малому параметру у Условие отсутствия „вековых* членов 
в решении 7(f), т. с. требование периодичности решений, дает гра­
ницы областей динамической неустойчивости.

Для определения областей динамической п՝ устойчивости сначала 
необходимо r каждом частном случае определить иг и у из (1.18)— 
(1.21)

Перейдем к определению этих коэффициентов

§2. Двухшарнирная параболическая арка переменного 
поперечного сечения

Граничные условия двух шарнирной арки им-кл вил
и = v = .И = 0 при х = 0 и х = /. (2.1)» I

Принимая во внимание (1 12) и (1.1б| перепишем условия (2.1) 
в виде

6^Г=Г«(| при х = 0 ил=/. (2.2)1

Здесь и в дальнейшем будем рассматривать кососимметричную 
форму отклонения арки от ее первоначального недр формированного 
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ояния. Как показывают вычисления, эта форма хорошо аппрок- 
труется функцией [6)

|/ i х | = a sin -֊- х, (2.3)

рвлетворяющен (2 2).
С учетом (1.16) условие (1 2) примет вид

£/(х) = — у'V'(х). (2.41
Подставляя значения у' и V' (х) соответственно из (1.14) и (2.3) 

о (2.4), интегрируя и учитывая, что U (0) = 0\1 =0. для U\x) по­
лучим следующее выражение

U (х) = а I (՝2х — /) sin ՜'՜' х 4- ( cos х — 1) • (2.5)

Рассмотрим теперь два частных случая изменения поперечного 
сечения арки, которые с точки зрения их практического применения 
представляются наиболее важными.

а) Перйый случай. Сечение арки прямоугольное: высота остается 
постоянной, а ширина меняется по закону

ծ = -*"- = fr«J' է + /- . 
cos ծ

где ЬКА ширина ключевого сечения, $ — угол наклона к горизонту 
касательной к оси арки.

Тогда 1ля жесткости при изгибе и массы единицы длины арки 
8 сечении с абсциссой х бм..ем иметь

В(л| = -^- ֊ Й.ЛГ I I֊ v* : т(х> ми I 1 4- v'2 . 
cos փ

№ Ո г-^kJI3 г Iгде Вкя F. -жесткость при изгибе ключевого сечения, h 
12

Y
= const — высота сечений. mw= Ькяй— масса единицы длины в клю- 

ё
чевом сечении, у —объемный вес, Е модуль упругости материала 
арки, g— ускорение силы тяжести

Для этого случая изменения поперечных сечений, выражение
(1.18) принимает вид

I

Vdx 
с/х*

(2.6)

/Лкл (1 4- у՛'՜)f U— y'U I VUx
G

выражение (1.19). после интегрирования по частям его знаменателя 
с учетом (2.2). приводится к виду
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Г dlVВ„ ֊Vdx 
dx*

— f
Р
У

dV]dV ,— —dx
dx I dx

о
Подставляя I '(х). t'(x) из (2.3). 2.5) и (2.6) и (2.7). получас.

приближенное значение кшьрата 
нагрузки

частоты н значение критически

, В^ 
т^Р

к

где

Т?
8г»

96п» ' 
Z

3-Դ(16ր.Դ
Значения коэффициентов частоты ?. и устойчивости Aj в зави

симост-н от приведены и таблицах 1 н 2.

б) Второй случай. Сечение арчи прямоугольное; ширина остае:
постоянной, а высота меняется 

Л=^- 
cos j 

Тогда для жесткости при

по закону

изгибе и массы единицы длины арки
в сечении с обсцпссой х будем иметь

В , ՛----------
в (х) = —у- = В,л i I 4- /7гЧ т (х) -- тлЛ Г 1 + у'2 • (2.8)

cos3 Հ»
Применяя двукратное интегрирование по частям к числителям 

выражений (1.18). (1.19). учитывая (2.2) и (2.8). получим

и»' — 1'2.9)

ЧЛ/I г

y'L՛) Vdx

dx
i2.

(I+ /'’)- 
dx
dV և/l/ .—-dx 
dx I dx

А

у

у

1Լ

4
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Подставив V(л*), / (х) из (2.3), (2.5) в {2.9 и (2.10), получаем 
приближенное значение квадрата частоты и значение критической 
нагрузки

Значения коэффициентов частоты н устойчивости /<2 приведены 
у таблицах 1 и 2.

Таблица /

\Հ7'
0.1 0.2 0.3 Օ.4 0.5 0.6 0.8 1

ն 37.32 32.01 25.78 20.19 15.75 12.40 8,03 5.53
38.16 34,79 30.58 26.51 23,00 20.11 15.86 12.99

Ն 59.61 53.1'3 44.87 36.71 29.67 4.01 16.1? 11.32

Կ 61.28 58.77 54.96 50.46 ■15.88 41.60 34,11 28,97

§ 3. Бесшарнирная параболическая арка переменного 
поперечного сечения

Граничные условия бесшарнирной арки с учетом (1.4) и (1.16: 
можно написать в виде

U(x) = V'(x) - - V"(x) = 0 при х=0 и х = /. (3.1)

Кососимметричную форму отклонения ярки от ее первоначаль­
ного недеформированного состояния аппроксимируем буньл.нсй |6]

V(х) = ах (I — х) sin —х, (3.2)

удовлетворяющей (3.1). Подставив значения у' и V'(х) соответственно 
из 1.1’-) в .3 2) в (2 4). проинтегрировав и учитывая, что U 0)— 
= /7(/) 0. тля U(х) получим следующее выражение
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4- I 2л» - 3/х5 + /Հ1 - J А X + ֊ —I 
21?)

(3.3)

Рассмотрим опять вышеупомянутые два случая изменения попе­
речных сечений арки.

а) Первый, случай. Здесь выражения (1.18) и (1.19) принимают 
вил, аналогичный (2.6) и (2.7). Подставляя К(х) и й'(х) из (3.2). 
(3.3) в (2.61. (2.7). получим

. __  г/
7Л/,—Аз —’<йу <՛■ —7Г

где

Некоторые значении и /<3 приведены в таблицах 1 и 2.
б) Второй случай. Здесь (1.18. и (1.19) принимают вид, анало­

гичный (2 9) и (2.10). Подставляя V ы) и U {х) из (3.2). (3.3) в (2.9). 
(2.10). получим 

где

.. ձ) ,, D f
*-в- к‘-с7'

էՕ = ճ + ,(ր= Դ Ч. /44 ( 448 * 64^ _10\/ճմ.
4 15 \. 3 15 105 ^)\1)

а В и С имеют те же значения, что и в нервом случае. 
Некоторые значения и А; приведены в таблицах 1 и 2.
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Таблица 2

w 0,1 0.2 0.3 0.4 | 0.6 0.8 1

А՜
29.50
29,53

49.00
49.42 58.27

57.00
59.80

52.00
54.0»

41.00
46.3)

37.0
39.70

1
2

0.10 0.85 4.90 4.01 5.34 7.31 3
30.70 54. Ж) *1,10 101 00142.00 •70.00 193.00 1

К. 30. Кб 58 36 81.99 U3 0 • 142.11 180.52 219.27 2
0,51 -2.41 1.09 2.04 0.10 6.18 13.61 3

62.30 12.00 154.00 15 /.0 133.00 1 8.00 1
к> 62.14 111.02 141,33 1.>5.6՚ւ 155.73 141.65 125..-1 2

-0.26 0.87 1.04 2.46 6.5 6.53 3
65. 0 131 00204.00 277.09 444.00 87.00 700.00 1

А', 05.59 135? 4 212.06 293 91 467.21 645. ։'2 824.<‘7 2
0.14 1.26 3.95 6.101 5.22 9,93 17.72 3

Примечание. В строке 1 приведены значения коэффициентов устойчивости 
по Л. II. Диииику [8| в строке 2 приселены значения коэффициентов устойчивости, 
полученные и настоящей работе, в строке 3— разность в процентах.

* * tc

Таким образом, для нагрузки вида q (fl — q, — ?0cos/jf исследо­
вание динамической устойчивости параболической арки приближенно 
приводи гея (7| к уравнению (1.17*) типа Матье. Коэффициенты «»в и 
!«. уравнения (1.17*), необходимые для построения областей динами­
ческой неустойчивости по (1.2՜֊1), определяются выражениями (1 20) 
и (1.21), л которые входят критическая нагрузка и частота свобод­
ных колебаний непогруженной арки. Для рассмотренных двух случаев 
изменения поперечных сечений двуу шарнирной в бесшарнпрной па­
раболических арок переменного поперечного сечения получены при­
ближенные (в смысле метода Галеркииа) выражения для частот ос­
новной кососимметричной формы собственных колебаний и критиче­
ской нагрузки при кососимметричной форме потери статической устой­
чивости по двум полуволнам.

Чтобы судить о точности приближенных выражений для ш, в 
г. блице 3 приведены значения коэффициента частоты, вычисленные 
в работе |4| но оценкам А. Ф. Смирнова для беепгарнирной параболи­
ческой арки при первом случае изменения поперечных сечений.

73՜ 63.0

ъ 57.0

?з 59.6

0.1 0,2 0.3

56.1 46.5

5J .0 42.6

53.2 44.9

Таблица 3

0.-1 0,5

36.7 29.6

34.7 29,0

36.7 29.7

10 IVjsecr»» AU, серии Ф»м..ы,т|. нпух, 2
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В таблице 3 u <?j —оценки коэффициента частоты сверху и 
снизу, — коэффициент частоты полученной в настоящей работе 
(см. таблицу I). Табличные данные свидетельствуют об удовлетво­
рительной точности выражения для фч. Точность приближенного вы­
ражения является одновременно косвенной оценкой для остальных 
коэффициентов частоты.

При г֊ =0,1-:֊ 0,8 отклонения значений коэффициентов устой­

чивости от точных, как это видно из таблицы 2, в большинстве слу­
чаев составляет менее 6,5%. Имея это в виду, можно сказать, что 
приближенные выражения для полученные в настоящей работе, 
дают удовлетворительные для практических целей результаты. 
Ереванский политехнический институт 

им. К. Маркса Поступила 15 Ш 1961

U*. I. Ik|»uu(i

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐ4.ԱԾՔ ՈՒՆեՑՈՂ ՊԱՐԱԲՈԼԱԿԱՆ 
ԿԱԱԱՐՒ ԴհՆԱՄՒԿ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Ս' «I» П Փ II b Ս'

/^ա<) nt иnt tfitшиիրվում Լ պա րա բո լական տոանցք ե փոփոխական
կտրվածք անեցոդ կամա րնե րի դինամ իկ կա րո,ն1էէ. թ լան խնդիրը։ Ч чип ցված կ 
խնդրի դիֆերենցիալ հավա սա րու մ ր, որի րսծսւմր 1՝ա.րնով֊
՛հալլորկինի մոտավոր ե դանակով բերվում / ( !. է / ) դիֆերենցիալ հավասար­
մանը, իսկ վերջինս, կախված աւլդոդ արտաքին, ժամանակի ընթաց բում 
պարբերաբար փուիոխվոդ բեոից, բերվում Լ Մ ս՛ալեի կամ Խիլլի դիֆերեն­
ցիալ հա վա и ար ու. iib երին :

երկհոդ ակ՛ս պալին ե ամրակցված ծ ա էրե ր՚էվ կամ ա րնե րի, նրանց կսւրր- 
վէոծքի էի Աքի ո ի՛մ ան երկու, հիմնական դեպրերի համար որոշված են՝ կրիտի­
կական ստատիկական րեոի մե ծ ու թլունը > սեփական աաւոտնոււեւերի հաճա- 
խականութլանր, իսկ ա լհահե տե' Աատլեի դիֆերենցիալ հավ ա սարմ ան դոր~ 
ծակիցներր ե արված ի դինամիկ տնկալտնէէւթլան աիրուքթ ր:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

М. М Л1знукяи

Установившаяся ползучесть скручиваемого 
конического стержня

В. В. Соколовским |1] получено точное решение задачи о пла­
стическом кручении конического стержня при степенном законе упроч­
нения материв а, когда боковая поверхность стержня свободна от 
внешних усилий.

В настоящей заметке лается точное решение задачи об устано­
вившейся ползучести скручиваемого конического стержня, когда па 
боковой поверхности стержня приложена нагрузка по степенному за­
кону, а основание испытывает действие крутящего момента.

При решении этой задачи в качестве физической гипотезы при­
нимаем степенной закон связи между скоростью деформации ползу­
чести и напряжением |2].

§ I. Постановка задачи и основные уравнения

Рассмотрим задачу о кручении стержней переменного диаметра, 
Находящихся в условиях установившейся по .зу чести.

Пусть имеем круглый вал переменного диаметра, нижнее сечение 
которого закреплено, а верхнее—испытывает действие момента .И. 
Предположим, что момент направлен параллельно оси стержня. 
Направим ось z цилиндрических координат гОз по оси стержня, а 
плоскость z —0 совместим с нижним сечением стержня.

Положим, как и при кручении упругих стержней, что компо­
ненты напряжений и скорости деформаций, за исключением
Ն и ն.-* Равны нулю. т. е.

°, = Зв Դ = Հ-, = °-
11.1)

S = s։ = £..= 7.v=0-
В силу теории установившейся ползучести, комшнкнты напряже­

ния հժ и Tfi. выражаются через компоненты скор >сги деформации 
следующими соотношениями

I
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Г'֊Т?։4֊Т1-.
где 7 и Г соответственно интенсивность касательных напряжений и 
скорости сдвига.

Здесь предположено, что .материал скручиваемого стержня сле­
дует законам теории установившейся ползучести в наиболее общей 
форме, а именно: интенсивность скорости деформации Г является пе­
ки юрой функцией интенсивности касательных напряжений /'.

Г=/(7)Г. Г=/*(Г)Г, (1.4)

где /(/') или .Ր (Г) - некоторая функция, характеризующая материал 
стержня.

В ранном случае уравнение равновесия в цилиндрических коор­
динатах примет вид

,4(г%^ + ^-(гЧ) = о (1-5։
и будем тождественно удовлетворено, если, как обычно, положить

1 ԺՓ 1 ԺՓ------- . Կ. =— — .rz Oz " г- дг
где функция напряжений Ф зависит от г и г.

Уравнение неразрывности деформаций будет иметь вид

= 0.

(1.6)

(1.7)

Подставляя выражения и тЛ из соотношения (1.2) в (1.7) и 
пользуясь (.6.1, получим дифференциальное уравнение, которому 
должна удовлетворять функция напряжений

Հ { з/(7) дг | г3
֊ +֊>|1։/(ո֊ք
дг oz J г дг ~0. U.8I

Пусть между интенсивностями касательных напряжений и скоро­
сти деформаций существует степенной закон зависимости, т. е.

r=/<rg. (1.9)

где К, р числовые параметры, определяемые из опыта, причем 
0<u< I.

Титла основные ура внемля, связывающие компоненты касательных 
напряжений и скорости сдвига принимают вид

ր։,= ֊Ղ-՛ (1.10)

Внося (1.10) в (1.7) и пользуясь соотношениями (1.3), (1.6) и 
(1.9), найдем
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Пусть боковая поверхность стержня находится под ц-йсгонем 
внешней нагрузки, закон распределения которой определяется еле 
дующей форму.юй

р|г.г(г)Ь .1.12)

где /. лг՛—направляющие косинусы внешней нормали к кошуру, а 
р - проекция полного касательного напряжения на нормаль к контуру 
осевого сечения вала.

На осп сплошного вала напряжения равны нулю. Поэтому функ­
ция на оси г должна быть постоянной. I !< нарушая общиосш реше­
ния, можно принять, что на оси вала

Ф (U. г) = 0. (1.13)

Таким образом, решение задачи установившейся ползучести скру­
чиваемого вала переменного диаметра, по боковой поверхности кото­
рого приложены внешние силы, приводится к решению дифферен­
циального уравнения (1.11) с условиями (1.12) и (1.13).

§ 2. Кручение конического стержня

Рассмотрим задачу о кручении конического стержня с углом 
раствора 2у. Направим ось т цилиндрических координат гО.: по оси 
конического стержня, а центр кооп ежат поместим в вершине конуса.

Пусть боковая поверхность 'конуса нагружена по степенному
закону, т. е.

где
-։.т=о?՛ .

ЛП- |. 
2- К;+|Г sin),

(2.1)

(2.2)

к. — радиус осногання.
Ищем решение уравнения il.ll) и вице

Ф - Ф (г). (2-3)

Тогда il.ll) примет следующий вид

d մՓ V
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Интегрируя (2.41 и пользуясь условием (1.13), получим

Փ=տ_£_ր3+»< (2.5)
3 4-յւ

Где С—постоянная интегрирования.
Крутящий момент Л' выражается формулой

ff

Л1 = 2ч(‘^,/г. (2.6)

0
Подставляя значение Ф из (2.5) и (2.6) и пользуясь (1.6), найдем

Тогда окончательно для функции напряжений получим
,1յ / г \

■ (2-8’

Нетрудно убедиться, что решение (2.8) удовлетворяет контур­
ному условию (2.1).

Подставляя значение Ф из (2.8) в (1.6), получим выражения ком­
понентов касательных напряжений

м = 0.

- =֊ճ3է±^ ,շ9>2х й’** ՜ <2յ'

Инстнт математики и .мех.։пики АН Армянской ССР
Ереванский государственный унпверснгет Поступила 17 VI 1560

։r. 1Г. 1ГшПт Ijjuir.

ՈԼՈՐՎ.Ո1 ԿՈՆԱԿԱՆ mb 2Ա1ՍՏԱՏՎ_ԱՄ ՍՈԴ_ՔԸ
II. 1Г Փ II Փ Ո Ի 1Г

Հողվածում արվում I; ոլորվող կոն niff ոէն ձողի հաստատված սողքի 
խնղրի ճջղրիւո լուծոէմր, երր ձողի մակերև и» լթի վրա կիրառված /; րևո րոտ 
աստիճանս/լին օրենքի. իս!լ ՞,իմքր ենք՛}արկված Լ ոլորող մոմենտի աղղե- 
ցուիէ լանրէ

էհլս (ոնղրի լուծման ժամանակ որս/ես ֆիղիկտկան հիպռիէհղ ընղո ւնվւււմ 
է, որ սողքի դեֆս րմա ցիա լի արաղութլտն և (արումների միջև դոլոլ [J րւլն 
ոմհի աո աիճանա/ին Հւրե՚հ ր!

Ս տացվւոծ են րորո։ ւքնե րի ֆունկցիա լի և շոշափող լարո ւ մ՚էւե րի կոմպո՝ 
նենանե ր ի արտահա րոութ լուններր վերջավոր ւոեսրով:
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