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В. С. Виленский
Вторая заметка о наименее уклоняющихся от нуля 

многочленах, коэффициенты которых удовлетворяют 
данной линейной зависимости

В заметке |1| рассматривались алгебраические многочлены с ком
плексными коэффициентами

п
Pn{z) = ^ahzk, (I)

л-о
удовлетворяющие условию

п
ЦР„\^^тка^\, (2)

k-0
где тк данные комплексные числа. Такие многочлены для краткости 
были названы многочленами вида (1). В предположении, что А* произ
вольный компакт в г — плоскости, исследовались свойства многочле
нов. Удовлетворяющих условию (2) и наименее уклоняющихся от 
нуля на К. Из теоремы JI. Г. Шнирельмапа [2] следует, что в К су
ществует такая система из /л <2«-|- 1 точек, что многочлен 
вида (1), наименее уклоняющийся от нуля на/<, будет также наименее 
уклоняться от нуля на системе Таким образом, можно ограни
читься рассмотрением множеств, содержащих не более чем '2п 1
точек. Множество точек максимального отклонения ,^}"J ։ (1 с ու < 

■ 2п - 1) называется характеристическим, если для любого 
его подмножества существует такой многочлен вида (I), что уклоне
ние его от нуля на этом подмножестве строго меньше, чем наимень
шее уклонение на всем множестве В заметке |1| была дока
зана следующая теорема.

Теорема Л. Пусть (1 < т <2а+ I) есть характера- 
этическое множество. Для того, чтобы, многочлен Мп (z) в классе 
многочленов вада (1) был наименее уклоняющимся от нуля на 
{z, J ? ,, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

/Ил(2гЛ) = ре֊й<, р>о (3)

и существовала такая последовательность положительных чисел 
|^)«|։ что



4 ՜ В. С. Виленский
2</։Дг^=т* I. (41
л-1

Здесь будут установлены необходимые и достаточные условия 
в иных терминах, а также будет указана зависимость между числами 
d.c''': и фундаментальными многочленами интерполяционной формулы 
Лагранжа.

Для вещественного случая, когда коэффициенты многочленов 
(I) и линейного функционала (2) вещественны, а •/< представляет со
бой конечный отрезок խ, ծ| вещественной осн, задача впервые была 
исследована В. Л Марковым [3|, а с новой точки зрения—В. В. Во- 
роиовской |4|. В вещественном случае число точек т характеристи
ческого множества удовлетворяет неравенствам 1 т и 1. Пусть 
х/Д —характеристическое множество. Результат В. А. Маркова со

стоит в следующем. Многочлен Мп՝.х будет наименее уклоняю
щимся от нуля в классе многочленов вида (I) тогда и только тогда, 
сели каков бы ни был многочлен Gn(k). для которого / |бя| = 0.

min ;Л1«(А'Лv<); ^0. 
Л՜

Это предложение может быть непосредственно обобщено для ком
плексного случая.

Теорема I. Пусть U м ~n И ecmb ^РактеР11’ 
стическое множество. Для того чтобы, многочлен Мп (г) был 
наименее уклоняющимся от нуля на необходимо и доста
точно. чтобы выполнялись равенства (3) и чтобы для любого мно
гочлена Оп (г), для которого Լ |С70| 0, имело место неравенство

min Re Gn {z,)) ^0. (5)

Теорема 1 аналогична теореме \. Н. Колмогорова |5| о много
членах, наименее уклоняющихся от данной функции.

Достаточность. Пусть имеет место (5) и пусть /< (z) произ
вольный многочлен вида (1). Покажем, что шах /Ил(?У) —о.ч
Действительно, многочлен </n (z} = Mtl •?) —Pnizi, очевидно, удовлет
воряет условию /. |О’„|---0, и, следовательно, в силу 5 в некоторой 
точке характеристического множества, скажем, точке. выполняется 
неравенство

Re |/Ил(г։)<7я (zjj ==Ջ0. (6)

С другой стороны, имеем

IЯ (*,) |2= I(*ւ) ֊Gn Ա)|Г<(^Г֊ <'л1*։)՜| =

= 1^я^)Г-1֊|^(г։)|г-2Ке{.'Ил(л) (7)

Из (6) и (7) получаем ; Р„ (г։) j > | А1Г. (?,) |.
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Необходимость. Предположим, что (?)—многочлен. наи
менее уклоняющийся от нуля на \г, ™ .. и что для некоторого опре
деленного .многочлена G\(z), удовлетворяющего условию /. [<7Л|=<>,

min Re |/W« (zs] Gn ('?,)) — а^>0. 
s

Это допущение немедленно приведет нас к противоречию. Выберем 
положительное число г по условию

еmax |(7Л (г.) ՛'-<2я.
К

Тогда многочлен вида |1' Л՛!,, (г) Z-Gn{z) будет уклоняться от нуля 
на խ.!"և։ менее, чем .многочлен .41... (z). В самом деле, мы имеем

| М„ г,) - е G„ (?Л) = 1 Мя (г*) |Ч г I Ga (2д) г - 2sRe {ЛкТ£<) Gn (*)}

< |Мп (Z,) Г ֊7 г ի max | Gn (zs) ’,= ֊ 2a| < | .M„ (z։ 1 |Հ 
.f

Опираясь на теорему !. мы можем теперь теореме Л придать 
другую форму.

Теорема 2. Пусть есть характеристическое мно
жество. Для того чтобы в классе многочленов вида (!) многочлен 
Mn(z) был наименее уклоняющимся от нуля на Is,}"1,. необходи
мо и достаточно, чтобы выполнялись равенства (3) и чтобы су
ществовала. такая последовательность положительных чисел 

что для любого многочлена Gn{z\. для которого L խ’„| -О, 
имеет место соотношение ортогональности

yd.e^O^z.^O, (8)
'.-I

Необходимость вытекает из условий (4). так как для произволь- 
п

кого многочлена Рп (z) = V akzk мы имеем
Л-0

nt п л
“> р„ (г,) = у մ, ЛУ в»г‘ = У т4а,.= I. |Р„|. (9)

5 I • ' '
Следовательно, для многочленов Ga (z). для которых Л [Сл| =0. 

должно выполняться соотношение (8).
Достаточность вытекает из того, что благодаря (3), равенство 

(8) влечет за собой достаточное условие (5).
Формула (9) дает новое представление линейного функционала 

(2) и может служить для распространения этого функционала на мно
жество произвольных конечных на функций

Если характеристическое множество ։ известно и число 
входящих в него точек т и -f- 1. то числа ,'Հյ՞* . и аргументы 
{ОД՞ могут быть легко найдены. В самом деле, положим
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՜- —. ----- '=_■ - : - - ■——— - ■՛■■■■« —

Д Q (г)
Q (г) = П <г - 9Иг) = Т—гТ' 

5-1
Запишем теперь 21: по формуле Лагранжа

V Z* -З-^т — г* ֊0. /л-11 (10)
X О '

и применяя к правым и левым частям 10 линейный функционал /. 
учитывая, что / ի*| = /ոձ, получим

у г» ИОИ mk !*• - ». ։.- ■ . - > !• И)

Сравнивая (11 с первыми, т равенствами (4). и принимая во внима
ние. ' го соответствующий определитель отличен от нуля, нахо
дим. что

‘Հ (М
(12)

Нели гп^п, то из ill и (4) следует, что числа тт,-->.тп зависят 
or та. 1. Интересно отметить, что если мы продолжим
линейный функционал по формуле (9). то формула (12) останется в 
силе и при /л> /г4֊1 Однако, в этом последнем случае формула 
(12), разумеется, не может служить для определения чисел Л. так 
как сами эти числа входят в левую часть равенства (9 .Математический институт им. В. А. Стеклова Академии наук СССР Поступила 31 X I960

Վ. U. Վիդնճսկի
եՐԿՐՈՐԴ W՝ ԶեՐՈՅհՑ ՆՎԱԶԱԳՈՒՅՆ ՋԱՓՈՎ. ՇեՂՀՈՂ 

ԲԱՋՍԱՆԴԱՍՆեՐՒ ՄԱՍԻՆ. ՈՐՈՆՑ ԳՈՐԾԱԿԻՑՆԵՐԸ ԲԱՎԱՐԱՐՈՒՄ 
եՆ ՏՐՎ.ԱԾ ԳԾԱՅհՆ ԱՌՆՋՈԻ^ՅԱՆԸ

Ա II* Փ Ո Փ Ո Ի (Г

Դիաարկվոէ •! են կոմպլե քո ւլււրծ ակիցնե րով հանրահաշվական բա դմ ան
դամներ (1), որոնք բավարարում հն (2J սլարք տնին. որէոեզ Ո1)-~ն արված 
կոմպլեքււ իք վեր են: Ա.լդպիսի րազմ անդամներն անվանված են ; 1վ տեսքի բազ
մանդամներ։ Դիցուք 1\-ն կա մա լական կոմպակտ րազմուի} չան ի ՝-—հար֊ 
fd ութ ր/էնէէւմ: ՀեէՈտդուովոՀմ են 1հ-ի վրա զերոյից նվազացա յն չափով շեզ- 
'1'”1 '"եււրի րազմ անդամների հա տէրւ ւ ի} /ո ւ.նն ե ր ր I !*աո /,. 7*. ()նիրելմանի [2 թեորեմայի 1\-ամ դոէոԼթշոէն ա.նևն {Ո. (1 HI 2.H I) տլնպիսի '<■1՛'.՛ կետեր, որ 1Հ րազմ ո t.fJ լան վրա զերո էից նվազսւզաՀ1ր չափով շեզվոզ
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1) աեսբի A'f/; ՚ ՜) րաղմ անդամր ՚ | "՚ սիստեմի վրա ես ^երսլիք] ^հ^'1'1Ւ
նվադադալրւ շափովէ Ս.պաէյա ցվrtլմ է, որ որպես/լի (1) աեսրի ;'ИЛ (с I րադմ֊ 
անդամր Z րտդմութլան վ("ս '^11,п(1'У նվադադա /ն չափով չեդվոդ Հл անհրաժեշտ ե բավարար I;, որ [nt րա՚րանչլա ր բազմանդամի
\ամար, որի համար Լ ՚ ([,. | —0՛ տեդի ունենա (i>) անհավա սա բութ րւ էնր:

ղրանիդ, հաստատվում Լ որ որպեսզի j\'ln[z)֊p դերււլի/] նվաւրս֊ 
դա fit չափով շեղվող քինի , ՞1 ,՝/։ վրա. անհրաժեշտ ե բավարար Լ, որ֊ 
պեւպի կատարվեն /մ) հա վւո и ա ր ա իք լտննե րր /ւ որպեսզի if n in / f-J րւէն ունենա 
այնպիսի Ո! դրական իքվերի հաջււրդակա՚հո ւ fJ լուն, и ր ամեն if/i (7rt ! 
րաէւմանդամի համար, որի համար /. 6/.։| =0> աեդի ունենա (Sj օրքմոդո- 
նարո թլան հարարերակրոէ իք րււնր։

.4 И Т Е Р Л Т У Р Лi. Ьшпкский Н. С. О наименее уклоняющихся нт тля мно։ОЧЛецзх, коэффициенты которых удснлстноряют данной линейной O'I.hhckmocи։. . !ЛН СССР*, 26. 1959. 248---2ՑՕ.2. !Пнирель.иан J1. Г. О равномерных приближениях. .Изнестня ЛИ СССР, серия млтсм *. 2. 1938. S3 60.3. Марков Н. .4. О функциях, наименее уклоняющихся от нуля и данном промежутке. СПб.. 1892.4. Норонооская Ւ. 1Լ Приложение функционального аизлила к полиномам наименьшего отклонения. «ДАН СССР*. 99 1954. 5—8.
*> Колмогоров .4. // Замечание но поводу многочленов II Л Чебышева, наименее уклоняющихся от «аланной функции. ..VMH*. 3 вып. 1. 1948. 216—221.
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МАТЕМАТИКА

Г. Ц. Тумаркин

Разложение аналитических функций в ряд по 
рациональным дробям с заданным множеством полюсов

В работе |1| М. М. Джрбашян построил систему рациональных 
функций 'И, շ)|, являющуюся естественным обобщением хорошо 
известных полиномов Фабера. Было доказано, что при определенных 
ограничениях, налагаемых на односвязную область 6'. ограниченную 
жордановой спрямляемой кривой ? и на множество полюсов {aj, 
расположенных во внешности 7, любая аналитическая в G и непре
рывная в G функция f(z) разлагается в ряд вида

ОО 
/(2) = (2),

н-0

равномерно сходящийся внутри области G. При этом ограничения, 
накладываемые на расположение полюсов, носили очень общий ха
рактер: последовательность комплексных чисел (а/), в которых рас
полагаются полюса системы |.Ил(г)}, должна удовлетворить лишь 
требованию 

?/ = * (*/ )•где

Здесь да = •!» (г) ֊ конформно отображает область G — компоненту 
дополнения к 7, содержащую зо. на ]да|>1 (0(ос) =•->). В то же 
время условия, наложенные на область G, были довольно обремени
тельными. Требовалось, чтобы граница 7 области G была спрямляе
мой жордановой кривой такой, что функция (да) (производная функ
ции ciwl, осуществляющей конформное отображение области !да| I 
на а , (с(оо) = оо)] принадлежала классу т. е.

lim I (ге '1) -’ԺՕ < оо. 
/■-1+0,)

0

Заметим, что для произвольной жордановой спрямляемой кривой \ 
можно утверждать лишь, что 9' (к՛) ’ lfv
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Целью настоящей работы является: во-первых, показать, что не
сколько модифицируя определение системы предложенное
М. М. Джрбашяном, можно получить систему рациональных
дробей с полюсами в тех же точках .. образующую базис в зна
чительно более широком, чем это было у М М. Джрбашяна, про
странстве аналитических функций уже в произвольной области, огра
ниченной жордановой спрямляемой кривой у; во-вторых, установить 
необходимость выполнения условия (1 для возможности разложения 
в ряд любой функции из рассматриваемого класса.

Последнее непосредственно следует из приводимых в работе 
необходимых и достаточных условий, которым должна удовлетворять 
аналитическая в области G функция /(?), разлагающаяся в ряд ра
циональных дробей, когда для заданных полюсов не выполняется 
условие (1). Получающиеся результаты распространяются на произ
вольные конечно-связные области со спрямляемой границей. Перене
сение цитированных результатов М. М. Джрбашяна на .многосвязные 
области G было сделано Г. С. Кочаряном [2| в предположениях об 
области G н функции /(z), аналогичных тем, которые фигурировали в 
|1|. Наши результаты носят в этом отношении, как и в рдносвязном 
случае, гораздо более общий характер. В заключение делаются не
которые замечания, касающиеся поведения на границе области G 
рядов рациональных дробен, получающихся в результате разложения 
функции /{г).

Остановимся теперь более подробно на полученных в настоящей 
работе результатах.

В теореме 1 показывается, что для всяко։՜։ аналитической и об
ласти функции, представимой интегралом типа Коши

/(г) = 2^ К (2)

т
где /... (7Լ г. е. (| Jg (Q J ds < эс. составленный для нес ряд 

т
\ C»M,t (z) по рациональным дробям с заранее заданными полюсами 

удовлетворяющими условию I , будет равномерно сходиться 
внутри области (i. Отсюда, в частности, следует возможность разло
жения в ряд но введенной системе рациональных дробей любой 
функции, входящей в класс /Г2 (<7).

Из приводимой далее теоремы 2 следует необходимость условия 
։1) для возможности разложения в рассматриваемый ряд любой функ
ции класса Е, (6՝)*.

՜ /-.г !<•£,,՛ <7՜ . если найдется последовательность •замкнутых спрямляемых Кри
вых с <7, у ври л — оо такая, что

х. л = 1,2,..,

'л
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В этой теореме рассматривается случай, когда точки, в которых 
находятся полюсы системы !.'И,*(г)  , не. удовлетворяют условию (1).

В этом предположении устанавливается необходимое и достаточ
ное условие для возможности разложения в рассматриваемый ряд 
функции /(.г , представимой интегралом типа Коши (2). Это условие 
заключается в том, что средн всевозможных представлений данной 
функции /(֊՝) в виде 2 существуем гакое. для которого функция 
g (С), фигурирующая в представлении (2), должна совпадать почти 
всюду на 7 с угловыми граничными значениями некоторой мероморф- 
ной в G функции/։'(z). обладающей свойством ք (г) В (z) - /:2 (G ). 
Здесь В (?) = ехр । . V G (z, я.)՝. где G (z, а/) — комплексная функция 

՝ / * ՛
i рина области G .

Так как любое представление данной функции /(z) интегралом 
типа Коши (2) получается прибавлением к функции g (Հ) граничных 
значений g-*(C)  некоторой, аналитической в области G . функции 
класса £յ((7՜). то отсюда немедленно следует следующее утвержде
ние. Если условие (1) нс выполняется, то необходимым условием 
1ля возможности разложения в ряд будет совпадение почти всюду 
на 7 функции g((,j любого представления /(Z) в виде (2) с гранич
ными значениями мероморфной функции gr(t) такой, что g^zjBfz)' 

iSx(G \. Заметим, что для областей класса В. И. Смирнова сфор
мулированное выше необходимое и достаточное условие будет иметь 
место уже для любого представления /fz) в виде (2). Легко видеть, 
что только что указанными свойствами обладает лишь довольно уз

кий подкласс функций. Например, всякая функция вида —-—- где 
z — а

<ւՀՇ՜ (причем а ay. j _ I. 2,...), представима интегралом Коши с 
§■(€) - —1— Но очевидно, что —!— в результате умножения на B\z)

Հ-а Լ—а
не. будет делаться граничным значением аналитической в области 
G функции и поэтому заведомо вс удовлетворяет указанному только 
что требованию. В теореме 3 установленные для односвязной обла
сти результаты распространяются на произвольные крнечносвязные 
области, ограниченные спрямляемыми кривыми.

После того, как выяснена возможность разложения аналитиче
ских в области G функций класса Е2 в ряды по системе рациональ
ных дробен с заранее заданными полюсами, удовлетворяющими ус
ловию (1), естественно поставить вопрос об исследовании граничных 
свойств получающихся рядов, точнее—вопрос: не будет ли иметь место 
сходимость в среднем частных сумм составленного ряда рациональ
ных дробей к функции /(-) —граничным значениям функции /{«)? 
Однако, опираясь па ранее установленные нами результаты, мы по
казываем, что для области (/, ограниченной произвольном спрямляе
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мой кривой, не являющейся областью, удовлетворяющей условию 
В. И. Смирнова, среди функций класса /:2(б?) имеются такие, для 
которых применение любого линейного перманентного метода сум
мирования к ряду рациональных дробей, соответствующему функции 
/(?). приводит к ряду, частные суммы которого 5Я(?) не могут быть 
на Հ даже равномерно ограничены пи в какой интегральной метрике

I 5’л (Հ) 1 ՛? (1) ds, где р>0, а ?(',) О подчинено лишь требованию

т
рп р (С) I փ' 'Հ d'. I > ֊ օօ խ, = ձ ,z) ֊ функция, обратная к շ = ?խ)[. 

7
В заключение делаются некоторые замечания по поводу коэффициен
тов и единственности разложений функций в рассматриваемые ряды

§ 1. Разложение аналитических в односвязной области функций, 
представимых интегралом типа Копп։, в ряд по 

рациональным дробям

Определим систему рациональных дробей (Л1я(г)} полюсами ко
торых являются заданные числа {«/՛. Для этого возьмем систему 
!Фл(да)! рациональных дробей, рассматривавшуюся Уолшем [3|, с 
полюсами в точках {£>), |?(£;) = «• |

Ф/, (да) =
(1-1^|?Р р да

1 — бяда у—։ 1 ?/да
(1.1

Система {Фя(е* ’); будет ортогональной на w|—I (см. |3] и |4)). 
Рассмотрим функцию Фя[ф(г)] /У (г). Так как |/У (zj- аналитическая 
в области 6 функция, причем У (г) ■ 0, то функция Фя|ф(г)| 1 ՚Հ;շ) 
имеет полюсы только в полюсах функции Փ«[փ(տ)|. т. е. в точках 
Xj. .... л„. Поэтому, сумма главных частей разложений функции 
Фя($(г)|У ՝Հ ,г) в окрестностях ее особых точек является рациональ
ной функцией с полюсами в точках а]։..., ая. Получающиеся таким 
образом рациональные дроби образуют систему 1Л4Я(2)|. в ряды по 
которой, как сейчас будет показано, могут быть разложены аналити
ческие в области (1 функции /(2), удовлетворяющие довольно общим 
условиям.

Прежде чем переходить к точной формулировке теоремы 1. за
метим. что все отличие системы JAf’(z)}, рассматриваемой нами, от 
системы {51Հ(շ)) М. М. Джрбашяна сводится к появлению до
полнительного множителя |/։р'(г| в определении функций Фя|й(2)|> 
X] 'У(г) . которого не было у функций, главные части которых при
водили к системе |/Ия(г)1 |см- |1|, формула (3)]. Подобный прием 
умножения порождающей функции применялся в теории полиномов 
Фабера.
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Теорема 1. Пусть G — произвольная область, ограниченная 
жордановой спрямляемой кривой ; и {д,последовательность 
комплексных чисел я (г . удовлетворяющих условию (/). Пусть, 
далее. •՝/«(?)! л I •!. < сть система рациональных дробей, кото
рая получается, если взять главные части функций Ф„|՚?(-)|1 'Հւ~)- 
.шь (Фя(^)} — ортогональная на , և?|֊=1 система рациональных 
дробей с полюсами в точках 3. > (а,определенная (формулой
(7.7) խ՛ -- փ (г) оает конформное отображение G на | | I. 
Ф(ос?) =■ ос |. Тогда для произвольной аналитической внутри области 
(i функции ք Լ՜ . представимой интегралом типа Коти-Лебега (2) 
< суммируемой в квадрате на •; функцией плотности g(C), имеет 
мест о ра зложенп е

ОО 
/(г) - 2СЯ/М;(г). 

п — I 
где

с. - . <•> Ф"Р 1г’11' Щd՛- (1.2)

При этом, получающийся ряд будет абсолютно и равномерно схо
диться внутри данной области G.

Доказательство. Возьмем какую-либо функцию /(?), удов
летворяющую условию (2). Тогда будет существовать || £(<)№<«>. 

т 
ճտ

Поэтому | g [?(£?)] г| Հ (гЛ)1 «">< эс. Функцию g |? (гг>)| I ’
<1

суммируемую с квадратом на |а»| - 1, можно, как известно, предста- 
вить в виде суммы граничных значений функций /<(к՛) и F.. (к>) ана
литических и входящих в класс Н.. соответственно в |w|<l и 
| и*  > 1 *

£kk՜0)] I ?V' ֊ ^)±Fr(e^). (1.3)

Согласно теореме Уолша (см. |3|). функцию /•', (ժ՚Ղ являющуюся 
граничными значениями функции /'дк՛). входящей л класс //2 в

-4- •• ь 'v
• £слк ֊ V Ղ-Հ' ^յ ‘ т<> V) НДр : ею՛ Полагая тогда

Г. к՛ У /•■|Лцг'|— 5| (\ctk‘. будем иметь /•’, гс՝ (:Н.. так как для всех г, 
* о X
.Դ. vo

Г Ь 11 Հ |-՜ db У I С՜^ '<«.֊• Аналогично и тля /-.j a"
։'» /{=0
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1^1 <1, можно будет разложить в ряд по полном, в силу условия 
(1), ортогональной системе рациональных дробей с. полюсами в точ
ках |3У|

<х>
Л («•'’) = 2слФ„(г'«). (1.41

П-1
Здесь

2»
с„ = j Fl (е*)  Ф„ (е«) М = -֊ | Л(5)ф^(?)<й, (1.5)

где Ф„(то) определяется формулой (1.2).
Ряд (1.4) будет сходиться в метрике Л. к /\ (<”*).
Поэтому

Л|ф(С)]/Ж ՏԳՓԱփ
*֊•1 Հ 

= Нт i | F, 0} - 2 С*Ф»  (гй) г М = 0.
п-“ J A-Iо

Откуда простые оценки покажут, что имеет место равенство

, г 2С4Ф*[НС)1ГЖ  ____
iimJ-Ы----------------------------л=_ЦМ*(С)1У-ИС) Д ։ 6,

п-'л 2тЛ ] Լ — Z 2-i J С — 2
J -j I
ч

равномерно во всякой замкнутой подобласти G։ a G.
Примем теперь во внимание, что функция />[ф(г)|1/ փ'(z) будет 

входить r класс Е2 в области (Г |т. к. Fe (•©} ( /Д] в |.w|> 1; это не
медленно следует из определения класса Е: (см., например, [5])].

11о функция Fe |у(z)|/՚Հ(z), E2czEt, как и всякая функция, 
принадлежащая классу Ех во внешности 7 и обращающаяся в 0 при 
z=«^*»  будет представляться во внешности 7 интегралом Коши. По
этому. если брать z внутри 7. то

гео |17)

Складывая (1.6) и (1-7) имеем

Hm VCt±iW)O
" •« Й .1 : - ՝

Так как f\. <» 0. чго сразу следует из определения /•'/w՛) (см сноску па
стр. 13 . а । оо ՝1 / со
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I

о 1 քՓ4* *(91/77 Մ^

• Этим свойство՝։ обладает, как уже указывалось, функция | ՜Հ՚ր/ւ՜. а функ, 
имя Փ^(փ|տ)| будет заведомо ограничена вблизи 7. Поэтому произведение ФЛ[’Ь(* I՛
• I У ։zi будет входить п класс E. \G |.

Заметим, что интеграл —I——ւ_j-ճ. j, определяет внут-
2“*J С —z

I 
ри 7 рациональную функцию, равную главной части мероморфной 
в области G функции ФЛ |Ф (z)| |' -У (г) с полюсами в точках я,-, /- 

- 1. • • .. k.
Действительно, если использовать введенное ранее обозначенис- 

Af*(z)  для только что описанной рациональной дроби, то разность 
Ф*  |փ (z)lW(2) — Afi (z) не будет иметь полюсов во внешности 7. 
а при z = oo имеет нуль по крайней мере 1-го порядка. Нетрудно 
видеть, что эта функция будет входить в класс £։(6’՜)*.  Но тогда

L i *̂11*  И 1:) АД (Լ) _ Q , հ Ը
2zZJ С -г ’ Հ '

т
Откуда

— Л = ± [ ЛЖ = ;И.
2«zJ Լ-2 2*Zj  C֊z

т 1
Учитывая далее равенство

i^t*wi+T ։[4(C)]i/m=ff<Q, п-9)
вытекающее из (1.3), а также возможность, согласно условию, пред
ставить внутри 7 функцию /(г) интегралом типа Коши (2). получим 
из (1.G), (1.7), (1.9) и (1.8)

lirn V СЛ/И1(2) =/(z), z С/. 
"՜*"՜  fc-l

Причем ряд стоящий слева будет сходиться равномерно внутри G.
Для завершения доказательства теоремы осталось лишь устано

вить справедливость формулы (1.2) для коэффициентов ряда (1.2). 
Из (1.5) имеем

с„ -֊Ц>,քծ(Չ1/4'(9 փ; 1՚|> (01/Հ (О «£• (1-Ю)
2zz յ

т
Если теперь сложить (1.10) с равенством

0=7^СлК>(С)1П^ фИш/ТЮЛ. <։•։։>
2~Z J

Т 
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то. принимая во внимание (1.9). получим формулу (1.2) для Сп. Ра
венство (111) будет справедливо, ибо функции |?1г)|| ՛!>' (z) и 
) -К131. как уже отмечалось, входят в класс /.՜2(6’ ). а функция 
ՓԼ|փ(£)] будет аналитична и заведомо ограничена в области G՜. что 
видно из определения (1.2) функции <։Հ (•»»). Это позволяет сразу 
установить, что произведение /\.|б (zi] | ՚Հ (£)Ф« ('М*)1 1 ։'Հ (г) входит 
в класс . Поэтому эта функция представима в области 6՜ ин
тегралом Коши по своим граничным значениям. Убедимся теперь, 
что рассматриваемая нами функция имеет в оо нуль по крайней мере 
второго порядка. Действительно, ранее уже указывалось, что функ
ция Ft |Շ(շ)| имеет при ? нуль по крайней мере 1-го порядка. 
Точно такое же положение будет и для функции Фя [б - |. что сразу 
следует из (1.2).

Приравнивая нулю коэффициент при ' в тейлоровском разло- 
Z

женин в окрестности г=со, получим (1.11), что и требовалось до
казать.

Так как всякая функция /(г) /:2((7.) представляется интегралом 
Коши через свои граничные значения

2r.i J , — z 
т

причем || \ ք (Հ)\2ւ/տ<Լх, то из теоремы 1 немедленно вытекает: 

т
Следствие. Для всякой аналитической в области G функции 

со
/(z), входящей в класс Г.., составленный для нее ряд УСвЛ1’Дг), где 

п I
Сг = ֊։.у/ '• Փ՛. 1Ф(;)|| ՛/(-) d\, будет равномерно сходиться вну- 

I
три области G.

Мы сейчас покажем, что для произвольных областей со спрям
ляемыми границами, результат, установленный в теореме 1. является 
более общим но сравнению с результатом, содержащимся в следст
вии. В самом деле, если область G не удовлетворяет условию В. И. 
Смирнова, то из того, что аналитическая в G функция f(z) предста
вима интегралом типа Коши-Лебега (2) с суммируемой в квадрате на 
7 функцией /(',) |даже более того с ограниченной на հ функцией 
/(C)) не следует вхождение функции /(z) в /Л (О’). Отсюда видно, 
что результат, установленный в теореме 1, ио может быть непосред
ственно выведен из результата, сформулированного в следствии. 
Действительно, рассмотрим функцию
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' /(г)-?' г. exp ֊7|՜/-_Լհ||ո>?'(<^)|<«- И->2)

о

Нами показано см |5|. гл. Ш|. что функция /iz), входящая в 
класс /1 ((7) и имеющая угловые граничные значения по модулю рвв- 
Йые 1 почти всюду на не может входить ни в один из классов 
/>((/). р>\. Из сказанного про функцию 1.12 следует, что она 
может быть взята в качестве примера функции /(?) с описанными

свойствами |зз g (') можно в данном случае принять /('.) — угловые 

граничные значения /'?||.

§ 2. Необходимые и достаточные условии для возможности 
разложения аналитической функции в ряд рациональных дробей 

в случае, когда заданные полюсы удовлетворяют условию

Теорема 2. Пусть f (z аналитична в области (J и пред
ставима интегралом типа Коши (2).

Пусть, далее, полюса системы рациональных Оробей :.ИЯ?)| 
таковы, что

Для того чтобы ряд (1Ջ). составленный для /(г) по системе 
Л£>г |. равномерно сходился к ней внутри О, необходимо и доста

точно, чтобы среди различных представлений функции f(z) инте
гралом типа Коши (2) нашлось такое, что функция g (Հ), фигури
рующая в представлении (2) совпадала почти всюду на հ с угло
выми граничными значениями некоторой мероморфной в области 
(} функции J'(:) ограниченного вида, обладающей свойством 
/Դյ Bir£/:C(G ).

Здесь #(z) —пересаженное при помощи конформного отображе
ния г) в область G . сходящееся в силу (2.1) произведение 
Бляшке А (г с нулями а точках <? или. что то же самое, В (?) ~

1 °° 1
֊ exp V (7 (?.«/) • где G z. aj — комплексная функция Грина об- 

՝>_/-։
ласгн G с полюсом в точке »/.

Д о к в л и т е л ь с т в о. Докажем вначале достаточность. Сохра
няем обозначения, использованные при доказательстве теоремы I.

В силу условия теоремы, функцию / г можно представить ин
тегралом типа Коши 2 так. что я|ф(<,А)П Հ(<?Պ будет 
почти всюду на а? = 1 с угловыми граничными значещрв^Ч»ер<н 
2 1Ьн<гтмм АН» серки фими։։, п*ум.  .4 I

''Ա|ևՕւ>
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морфной в w.՛ >1 функции /Пт(а')|1 <?' «У , которая после .умноже
ния на b (w) (произведение Бляшке с нулями в точках а. , 7=1.2.-) 
становится функцией класса Н2. Но тогда подобным же свойством 
будет обладать п функция F/.e^ , ибо по определению F (зд) Н,, в 
, к՛ | > 1. a F, (Ժ) = g խ (ew)| I <?' (e*  I Fr Мероморфную в 
]w|> 1 функцию, угловыми граничными значениями которой является 
функция А։|И՛), будем в дальнейшем также обозначать F (к՛). Так՜ 
как по условию /։(ос) = 0, a F. (.х>) = 0, то /у(оо)=0;

Покажем теперь, что ряд Фурье функции А, е® по ортогональ
ной системе Ф«(И1! (которая в рассматриваемом случае не является 
полной в пространстве граничных значений аналитических функций 
класса /7е| будет сходиться в метрике Լճ к 1՝՝,(ел\. Для этого. оче
видно. достаточно установить, что F։ ՛ i принадлежит .замыканию ли
нейной оболочки системы | —- ֊ I» где 3? = <р(а7).

I е*  — Հ} I
Возьмем в пространстве Լ2 какой-либо линейный функционал 

у (А), обращающийся в нуль на функциях рассматриваемой системы. 
Когда мы можем написать

2*

где <֊֊

Мы сейчас покажем, что отсюда следует равенство этого функ
ционала нулю на функции /д (Л Действительно. рассмотрим инте
грал типа Коши-Лебега

J € — W 
П

Определенные интегралом типа Коши-.Лебега (2.3) аналитические 
внутри и вне а՛! 1 функции (/(ы*)  и Q'(K’) при»адлежат. соответ
ственно в областях |сс*  | < I и i к՛ I, классам ЛА. Причем Q'֊(^)—0. 
и почти для всех 0, <>*-  11 2՜, имеем

V(i>)е *=  Q'je'11) ֊ Q'(e‘V. (2.4)
2s

Рассмотрим теперь интеграл Fi(e‘'J) q (0) выражающий инте-

U
ресующее нас значение взятого функционала. Учитывая (2.4), полу
чаем

(/•, ел </(<>)Л= \е։'‘Г։(ел)(/ ел <14. |2.5)

<1 (I

См примечание на стр. 13.
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Функция Fi(w)Q'(w) как произведение двух аналитических 
внутри круга «»|<Ч функций, входящих в класс А/; будет функ
цией класса Л/Р Поэтому 

2*
Ге'*/- ’, (е")С?'(ея) ԺՕ=0. (2.6)

и.

Заметим теперь, что второй интеграл к правой части равенства 
12.5) также равен нулю.

Действительно, как уже отмечалось в самом начале, произведе
ние 5, ս՜:Ո) ծ (с'՜՛) является граничным значением аналитической в МЦ>1 
функции класса /У2. Но из равенства (2.2) и (2.3) следует, что Qe(3/) = О

.՛ 1. Поэтому частное —֊ будет аналитической в zc* I Հ> ! 
b(w)

функцией, входящей, так же как и Q' (w), в класс/72 в |w|>l (см., 
иапр.. |5|, гл II). Тогда функция

Ց (/) О'։?1 - Л (е-‘) b (е“)
Ь(е )

как произведение граничных значений функций класса /Л, является 
граничными значениями функции класса Hv

Ранее отмечалось, что Q (ос)—О и F/(oo)=0. Поэтому функ
ция /•'( (t'՜՜6) будет граничными значениями аналитической в |w|>1 
функции, представимой интегралом Коши и имеющей в оо нуль по 
крайней мере второго порядка. Приравнивая пулю коэффициент при

а тейлоровском разложении этой функции в окрестности беско

нечно удаленной точки, получаем

(2.7)

2с
Из равенств (2.6) и (2.7) следует, что </՝'< մՏ==Օ. Это

6
доказывает принадлежность Функции Fi(e ') замыканию линейной обо
лочки системы (—J—j. /=1.2.... и возможность, в силу этого, пред-

ставить в виде суммы ряца Фурье по ортогональной системе 
՚։1՝րր (?Ղ. Далее, для завершения доказательства, надо повторить со
ответствующие рассуждения из теоремы 1.

Переходим к доказательству необходимости. Пусть известно, 
чю тля функции /(г) ряд (1.2) сходится к/(г) равномерно внутри 
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G. Заметим прежде всего, что для любой функции / г . представи
мой интегралом Коши (2), ряд из квадратов абсолютных величин ко
эффициентов должен сходиться

1 (* _____V с, =<оо. с, = — >('-)! I •/(■•) Л.
- 2՜։

В самом деле, функция g[f(c'։)|| Հ(ժ) Լ. <). 2՜, так как 
g ' ПрНЧеМ ЖИДУ (1.2), ЧИСЛЯ Сп МОЖНО рЯС 1ТЬ КЗК
коэффициенты Фурье разложения функции £ 'Հ <֊| в рил
по системе <1>л(?")|, ибо из (1.2) и (1.11) следует

Ci== (tfl? (^՚)յ|/՜7Ն՛*)  Фл(/)^ =

= j Л («'") Ф» (<«'*)  <Й = J Р, (<?'") Ф„ (ert) dh. I

6 и
ГЛ

Составим теперь ряд С„Ф„ (/'). 'Гак как ряд V | С, 2 сходится. 
Ո I 

2R
и |Ф«(г'и) յ </'■» —2-, то частные суммы 5’«(ел) рассматриваемого ря- 

о
да будут сходиться в среднем на |«‘ = 1. Обозначим сумму этого 
ряда через 5(<?‘5). Из сказанного имеем

•?К
Итр5(гм) Տ„(»',յլ։Ժ0=Օ. (2.81

о
Функции Տո (г) представляют из себя рациональные дроби с по

люсами в точках (Jj......../л Поэтому Sfl(e:’) можно, ко
нечно. считать граничными значениями класса //... Тогда равенство 
(2.8) позволяет сразу заключить, что S (/') также является гранич
ными значениями некоторой аналитической в круге | «’| < 1 функции 
•S*  (z). входящей в класс //2, к которой будет сходиться равномерно 
внутри |w|< 1 ряд ^С«Ф„(г). Это заключение .можно сразу сде

лать, опираясь на доказанное нами дополнение к теореме Хннчина- 
Островского о связи предела граничных значений с граничными зна
чениями предельной функции (см. |5|). То же самое можно легко 
доказать непосредственно.

Рассмотрим для этого неравенство

(՛ | (/) - 5„ (?*)  М .< S, (2.9 
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которое имеет место при п > N (г) н любом р > 1. Учитывая, что для 
всякой аналитической в |«*  <Հ 1 функции F(w) класса //.

3«
Г|Г (rZ)prf'i f|F(Z)|’d».

О О

о< r< I

опираясь на (2,9), получаем неравенство

f |S.,.F(rZ) S, (/■?•) -dO «.

О < г < I. п > Р > I.

(2.10)

Элементарные оценки поз иол я ют установить, используя (2.9 или 
(210). равномерную сходимость внутри |»’|<1 последовательности 
jS„(i)| к некоторой функции S*  (z). Переходя к пределу в неравен*  
стае (2.10) вначале при фиксированном г. о г յ и р — зо. имеем

։*
pS*  rZ)-S.(rZ: ւճ.11)

Отсюда уже видно, что S’(’) ՒԼ в i а? '1- Теперь достаточно 
в (2.11) г устремить к единице, чтобы получить неравенство

,2ч
[ S*(Z)-S„(e")  :Л n>N , . (2.12)

՚՛

Сравнивая (2.Ց) и (2.12) устанавливаем почти всюду на |-а*|=1  
следующее равенство. доказывающее наше утверждение

S*(Z)=S(Z).

Повторяя далее рассуждение, применявшееся при доказатель
но

стве теоремы I мы установим, что ряд VCnVf^(z) будет равномер- 
м-1

но сходиться внутри G к функции, которая может быть представлена 
интегралом типа Коши

। pw’w £ 
2гт J : ֊ :

Мы докажем теперь, что функция 5| Л -)|1 'Հ СЛ является уг
ловыми граничными значениями мероморфной в области G функции, 
обладающей следующим свойством: произведение этой функции на 
функцию Н (z , описанную в условии теоремы, является аналитической 
в области (i функцией, входящей в класс /:5(б՜ ). Отсюда будет 
следовать утверждение георемы.

Нужное нам заключение о свойствах функции .Տ'| >Հ՚]1 ’р (’,)
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вытекает из того, что .Տ'(ԺԾ) является не только, как отмечалось ра
нее, угловыми граничными значениями аналитической в к-*|<1  
функции, но совпадает кроме того почтя всюду па [«՛ = 1 также и 
с угловыми граничными значениями мероморфной и К’| 1 функции,

* Условие հ оо . = 0 легко обеспечить, умножая на — .

которая после умножения на b становятся в к»|>1 аналитиче
ской функцией класса Н... Для доказательства этого факта достаточно 
заметить, что из 2.8 вытекает

lim | .S (е‘ ) b (е1'1) — Տ„ (Z'> b (е ') |“ Ժ6 -֊- 0.

о
причем Sn (е1՝՝) Ь (£’՛՛) можно рассматривать как граничные значения 
функций S,։ (w) b (հհ՛) авали ւ ических и ограниченных о !w, 1,

Применяя к последовательности • ծխւ՛); рассуждения, ана
логичные использованным для последовательности }.S\ (<»՝»)!, получаем, 
что 5 (е,й) b (ел) есть граничные значения аналитической в к’ >1 
Функции класса АЛ, обращающейся в 0 при — ос [подобным свой
ством обладали все функции b («с)| Отсюда немедленно выво- 
1нм нужное нам заключение о свойствах функции ծ’ [՛?('))) '•?' • •

Отмеченное в условии теоремы специальное представление функ
ции у'՛.՝՛ интегралом тина Коши сразу получается, если взять функ
цию g*՜  ('Т - Տ[փ(Օ]| ■/’ . Тем самым наша георема полностью до
казана.

Сделаем некоторые замечания в связи с доказанной .еоремой.
1. В случае, когда G произвольная область, в формулировке 

георемы 2 нельзя утверждать про любое (а не только про спе
циальное) представление интегралом типа К'б'йтп (2) функции /(г), 
раскладывающейся в ряд рациональных дробей (1.2). что g ՜- яв
ляется угловыми граничными значениями мероморфной и 6 функ
ции # (z). для которой g(z)B(z) £՜.,(6 ւ. Действительно, пусть об
ласть G не удовлетворяет условию В. И. Смирнова Тогда, имея 
одно представление (2) функции /(;) с описанным свойством, мы до

бавим к #(*)  какую-либо функцию g (-) L..(f). которая является 

угловыми граничными значениями функции g(r> 7:'։ (6 ), такой. что 

g(z) E2(G՜). Пример функции с подобными свойствами был при
веден выше*.  Тогда интеграл типа Коши с функцией плотности

g(-) будет внутри области G изображать ту же самую функ

цию /(z). Но. очевидно, функция g(’,) 4-gl'.) уже не будет обладать 
требуемым свойством

Приведем теперь необходимое условие, непосредственно выте
кающее из теоремы 2 для возможности разложения функции /<z) в
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рассматриваемый ряд рациональных дробей, относящееся уже к про
извольному представлению функции/(г) интегралом типа Коши.

Теорема 3. Для возможности разложения функции /(?), 
представимой интегралом типа Коши (2), а ряд рациональных 
дробей при рассматриваемых в теореме 2 условиях, необходимо 
чтобы функция «■(֊) совпадала почти всюду на у с угловыми гра
ничными значениями мероморфной в G функции g(z) такой, что 
g(2)Z?(z)<

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства заметим, что согласно 
теореме 2 найдется функция #*(*)  такая, что

f z = где < эс,

причем £*Г,  //(’) является граничными значениями функции, входи
те»'։ 8 класс E.2(G Հ Так как по условию функция f(z) допускает 
внутри области (7 представление интегралом типа Коши 2.՛, то раз- 
ность ^(Т) g*(՞)  должна являться угловыми граничными значениями
аналитической н области 6' функции класса EJG ). Отсюда сразу 
следует заключение теоремы.

Мозкно, однако, отметить очень важный случай, когда указан
ным свинством обладают уже все представления данной функции.

Теорема 4. Пусть область G удовлетворяет условию В. И 
Смирнова Тогда для того, чтобы функция f(z). представимая ин
тегралом типа Коши (՝2), раскладывалась в ряо рациональных 
дробей, полюса которых удовлетворяют условию необходимо 
и достаточно, чтобы функция g (Հ) В г’, ւ являлась (почти всюду 
ни յ угловыми граничными значениями аналитической в области 
(1 функции класса Е2.

Доказательство следует немедленно из доказательства тео- 

ермы 2. ибо теперь про разность Փ(Հ) = (j| X V Հ (С
можно утверждать, что это есть угловые граничные значения 

Функции Ф(г) E2(Ci ). В самом деле, утверждение Ф(а) EyG сле

дует из Юго, что интеграл типа Коши с функцией Փ(Հ) равен гож- 
дественно нулю внутри G. Но для областей (Г класса В. II. Смир

нова известно, что если граничные значения функции Ф(г) класса 

А, суммируемы на 7 в какой-то степени />>1, со Ф|т։£ Е,,.

§ 3. Разложение аналитических функций в многосвязных 
областях в ряды рациональных дробей с заданными полюсами

Результаты, доказанные выше для односвязных областей, легко 
рпСйросграняются на многосвязные области.

Пусть G - многосвязная область с границей Г. состоящей из т 
замкнутых жордановых спрямляемых кривых 70....... ,т 5, причем
считаем, что ,п содержит ..., 7от внутри себя.
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Обозначим через w = од (z) функцию, осуществляющую кон-I 
формное отображение области О'*  - компоненты дополнения (}, огра
ниченной кривой либо на 2>1, если k - 0 fy(o>)=©e), либо 
на |w|< 1. если k — I.......т -1 Пусть а каждой из областей за
дана последовательность точек \^Г> J 1.2..... А о, 1....... т 1. в кото
рых могут располагаться полюса дробей. Построим, аналогично тому, 
как это было сделано для односвязного случай, систему рациональ
ных дробей /И* л (г) 1, полюсами которых будут заданные числа. Систем.՛. 
.'Иол(г) строится в точности так же, как и раньше. При построении си

стемы {.-И*„ (z)j, 1 2.•••. где /с —какое-либо число (1 А т 1),
надо будет отправляться от ортогональной системы рациональных 
дробей с полюсами в последовательности точек ф*;  . £*/  =
= '?fc !**/)՛  лежащих внутри к՛ <Հ I. Такая система имеет вид

փ^ս^ւ-յ)֊ п'-^К ........(3.01

1 — ‘ .. I I- >Հ7“֊'

Для определения Л/* я(. мы рассматриваем затем, подобно тому, 
как это делалось ранее, сумму главных частей разложений функций 
Փէ'»|'Հ՚.՚(շ)| I Ф*  2 в окрестности ее полюсов. Получающиеся рацио
нальные дроби обозначаем Повторяя проводившиеся выше
рассуждения, можно установить следующее. Пусть для рассматривж- 

ос
мого k >, 1 заданные точки {а*/  таковы, что ряд V 1 — 1,3А7|) расхи- 

К ՜՜ . . .......... ՚ '՚ հհ

дится. Тогда для любой аналитической во внешности функции 
/*  z . представимой интегралом типа Коши-Лебега

= ГЛе fuMC) (3.2)

7*
ОО 

составленный для функции fk(z) ряд (г) будет равномерно
л-1

сходи ться к ней в любой замкнутой подобласти внешности (7*  кривой -,к 
со

Л- (г> = У 2 , где Ск„ =
,‘g (з.з)

(«•՛) =
(i-ւԽ 18)'ն 

1 — ?*■/!  W

Ո՛ — 

/-J {և;՝*'
»

Если же при некотором k ֊֊ I окажется, что v I —’pw
7=i

то для равномерной сходимости внутри Gk ряда (3.3). составленного
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для функции /*(?).  представимой интегралом типа Коши (3.2). необ
ходимо и достаточно, чтобы существовало такое представление 3.2 , 
в котором g (%) являлась угловыми граничными значениями мероморф
ной в О\ функции g*(s՜)  ограниченного пила, для которой иронзвеле- 
иие gk(z) (г) входило бы в класс /:’2(6\). Здесь iik (z) = Ьк |ф*։  г |. 
а ծ*  (а՛*) —произведение Бляшке с нулями в точках :Հ . . 1. 2....- |Нс.ш
(Jk - область В. И. Смирнова, то подобным свойством обладает функ- 
ция g(C) в любом представлении Л- Ա в виде (3.2)|.

т -1
Пусть теперь в многосвязной области (/ с границей Г = U 

4-0 
дана аналитическая функция /(г), представимая интегралом типа Коши 

/(■?).= X где ( Ig(’) а^< 9С. (3.-0

^7 ’ ֊ }
Разбивая интеграл (3.4) на сумму интегралов типа Коши, взятых 

по кривым -Ա, ..... т— 1

1 «11. rt . - ,
/(=■)=>’/»(;) V 1֊|

Է-О * —и Հ'
I

>ւ применяя к /',(£) установленные ранее результаты, а для /к\г> 
А;=։......'и— 1. сделанные только что замечания, получаем:

Тео ре.на о. Пусть G — произвольная конечно-связная об
меть, ограниченная Жордановым спрямляемым контуром Г. состоя
щим из т кривых ........ причем ՜,0 содержит -1/г.
внутри себя. Пусть далее в каждой компоненте (лк дополнения 
области d задана последовательность точек и —по
следовательность рациональных дробей с полюсами в точках а*.  . 
построенная по указанному выше правилу. Тогда, чтобы 
для любой аналитической в области (г функции f(z). представи
мой интегралом типа Кошп (3.4) с суммируемой в квадрате (функ
цией плотности, составленный для /(>) ряд по системе Мк„ : 1 
равномерно сходился к f г внутри (i

f(z) = m\^CkltM‘kn(2)t (3.5)

4-0 я* J

՝де Cte определяются при к = I....... т — I. п — 1. 2.... , по форму
лам (3.3), а при k = 0 по формулам (!.'2), необходимо и достаточ
но выполнение условий 

06 / 1 \ 50
2(‘ Ջ0-ւ^)') = օօ ......

Если условия (3.6) не выполняются, то не все функции, пред
ставимые интегралами типа Коши (3.4) могут быть разложены н ряд 
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(3.5,. Необходимые и достаточные условия для возможности разло
жения даются а следующей теореме:

Теорема 6. Пусть сходится хотя бы один из рядов (3.6). 
Тогда для того, чтобы функцию f(z), представимую интегралом 
типа Коши-Лебега, (д.4), чожно было разложить в ряд (3.5), необ
ходимо и достаточно, чтобы среди ее представлений (3.4) сущест
вовало такое, в котором на каждом контуре ^k. k о. . . т — I. 
ограничивающем компоненту дополнения Gk, где соответствующий 
ряд (3.6) сходится, функция g (Լ) совпадала почти всюду с угловыми 
граничными значениями чероморфной в Gk функции gh(z) ограни
ченного вида. Причем произведение (г) обязано входить п
класс Е*(6ъ).

Здесь — bk | где bk (w) произведение Бляшке с 
нулями Հ з.ь, . / 1..... На контурах */ Л, ограничивающих компо
ненты дополнения, содержащие внутри себя точки а*/,  для которых 
соответствующий ряд н (3.6,1 расходится, никаких дополнительных 
условий на функцию g(<) не накладывается, кроме оговоренного 

вначале требования ( | £ (ч) I՜ ds <Լ oq,

՜՛՜*
Сделаем дополнительные замечания в связи с приведенной тео

ремой. Опираясь на теорему 4. доказывается
Георема 7. Пусть Gk области класса В И. Смирнова 

Тогда установленное в теореме 6 свойство g C будет иметь место 
для любого представления данной функции ք(շ) в виде (3.4), а не 
только для специального.

Для произвольной области G. для которой компоненты G*  не 
являются областями В. И. Смирнова, можно дать необходимое усло
вие возможности разложения функции /(z) в ряд. относящееся уже 
к любому представлению /(г) н виде (3.4) Соответствующее распро
странение теоремы 3. имевшей место для односвязного случая, по
лучается немедленно. II мы тогда имеем

Георема 8. Пусть функцию f (а), представимую интегралом 
типа Коши (3.4), можно разложить в ряд (3.5). Тогда на каждом 
и < контуров являющихся границами компоненты Gk дополне
ния (J со сходящимся рядом из (3.6), функция g (С) совпадает с уг
ловыми граничными значениями мероморфной в (ik функции gk(z) 
ограниченного вида, для которой произведение gk(z)Bk.z) является 
аналитической в Gk функцией класса /Гг

§ 4. Исследование сходимости рядов по рациональным дробям 
на границе области

В предыдущих параграфах были приведены результаты, касаю
щиеся сходимости, внутри области, рядов по построенной системе 
рациональных дробей с полюсами в заданных точках. Естественно 
после этого поставить вопрос о том. не будут ли получающиеся ряды 
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сходиться не только внутри области, ио также и из границе? Однако мы 
сейчас покажем, что для произвольных олносвязных областей (не 
являющихся областями В. 14. Смирнова) даже среди функций 
/(-’) класса /:'й существуют такие, что соответствующие им ряды 

00
\СсЛ/л(՜.) не будут сходиться в среднем на границе ;* области (7. 

ft- I
Более того, какой бы перманентный метод суммирования мы не при 

■30
меиилн кряду УС„Л4ЛГ, 1։ частные суммы г» (О получающегося ряда 

ո֊ 1
не могут быть равномерно ограничены в среднем в какой-либо инте
гральной метрике с весом р (1) 0, подчиненным лини, требованию

1пу(ч) |՚Հ 1Հւ (Հ j >— օշ.

При доказательстве только что сформулированного результата мы 
будем опираться на следующую теорему, ранее установленную ламк 
см. |6]. теорема 10..

Теорема 9. Пусть для функции ք(.) существует послеОо- 
вательность (г);, равномерно сходящаяся к ք (г) внутри О и 
такая, что I \Jn (') |z'p(Z) С< со, п ւ. շ.... р о. гое все f„[Z

/■'-1,2.... входят в класс I) в области (Լ и р(') удовлетворяет ус
ловию

( In р ('.) ՚ ’'Հ (Լ) д'. । > — . ւ'4-l)

Тогда и /(г) входит в класс /J в области (Հ
В работе |6| эта теорема была сформулирована в предположе

нии, что все г) многочлены. Однако, приведенное там доказатель
ство годится и для общего случая.

Непосредственным следствием указанной сейчас теоремы яв
ляется следующая теорема, из которой в качестве следствия мы 
сумеем вынести упомянутый выше результат.

Теорема 10. Предположим. что выполняется условие (1 < 
оля полюсов а:. П пусть Функция f(z), представимая интегралом 
тина :'\о.ши, такова, что частные суммы г ряда, полученного 
применением какого-либо перманентного истода. суммирования к 

| °®-
ряиу V СГ1Мп(гобладают свойством 

П— I
где для (<(",) выполняется условие (7./). Тогда f z входит в класс 
I) в области G.

Доказательство немедленно сводится к предыдущей геореме. 
Действительно, последовательность ’..(z) . в силу перманентности 

11<.с. -=1.2.
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рассматриваемого метода суммирования, будет сходиться к функции 

/(?)— ^’Ся.-Ия(г). Остается заметиւь. что -Wi(z), как функции ана- 

литические в замкнутой области (J, входят, очевидно, в класс Г) и, 
применив теорему 9. сразу можно получить нужное заключение.

Теорему 10 можно, конечно, применять в частности к функциям 
ք(֊), входящим в области G в класс /Л. Здесь представляет интерес 
рассмотрение случая, когда область G не является областью В. И 
Смирнова Ибо в областях, удовлетворяющих условию В. И. Смир
нова. всякая функция /,z\ из класса £2 входит в класс /Л В то же 
время, если область G не удовлетворяет условию В. И. Смирнова, 
то существуют функции f (z) такие, что f (z) ZF;(G), но D((i} 
(см., наир.. |4|). Учитывая это, мы получаем на основании теоремы 
К) следующую теорему.

Теорема 11. Если область G не удовлетворяет условию 
В. /7. Смирнова. то существуют аналитические и G функции /(г). 
принадлежащие классу для которых соответствующий ряд 
11.2) таков, что применение к нему любого перманентного метода 
суммирования приводит к ряду, последовательность част
ных сумм которого не может быть ограничена ни в какой инте
гральной метрике с весом <>('.), удовлетворяющим лишь условию

d\, где I I g (С) г մտ < ос. изображав

Приведем сейчас теорему, н которой дается тостаточиое усло
вие, при выполнении которого будет иметь место сходимость в сред-

нем на границе ряда У СЯЛ1Л (',) для любой функции из рассматри- 
п~ ւ

наем о го класса.
Теорема 12. Пусть область G такова, что любой интеграл 

типа Кои/и-Лебега — 
'2тЛ

т т
внутри G аналитическую функцию J ?■ класса, /С. Тогда, состав
ленный Оля функции /{Z}. представимой интегралом типа Коши 

•»
(2), ряд V 6Я.ИЛ (z) по системе рациональных дробей с полюсами, 

удовлетвориющими условию (I), будет сходиться на հ в метрике 
Լ2 к ք(Հ) - угловым граничным значениям f(z):

II
/г.) —vcX*G)i 5^ = o.

>-։р
Доказательство этой теоремы немедленно следует из наших не

давних результатов, касающихся интегралов типа Коши, которые 
будут приведены в другой статье.

11m 1
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В заключение сделаем некоторые замечания, касающиеся коэф
фициентов С,-, и единственности разложения функций в ряды рацио
нальных дробей с заданным множеством полюсов. Из доказанных 
ранее теорем следует, что для любой функции f(z) представимой ин
тегралом тина Коши (2). ряд из квадратов модулей коэффициентов

ОО
будет сходящимся: У|С’П2< оз. В самом деле, ведь С„ это ко- 

ո֊ I
аффициенты Фурье по ортогональной системе ;i| для функции 
Л (5) с суммируемым квадратом модуля на |- - 1. Естественно теперь 
поставить вопрос о том. имеет ли .место в нашем случае георема 
фншера-Рисса. т. е. будет ли для произвольной последовательности

ОО ОС

\СГ... удовлетворяющей условию V. Ся ֊<>֊, ряд X՛ Ся/Ия (г) равно- 
я->1 л = 1

мерно сходиться внутри 0՜ к функции /(г), изображаемой интегра
лом типа Коши (2)? Просматривая еще раз приведенные выше дока
зательства теорем, нетрудно видеть, что это действительно так. И 
мы получаем таким образом следующую теорему, аналогичную тео
реме- Фишера-(’веса.

Теорема 12. ..Z./я всякой аналитической в области (1 функ
ции /(г), представимой интегралом типа Коти. (2), коэффициенты.

ОО

определяемые по формулам (1.2), удовлетворяют условию X՝ । сп -<Լ 
~ I

<СЛ Справедливо также п обратное՝, по всякой последователь- 
сс

ногти С„\, для которой выполняется условие X’ С„ г<ое, мож- 
Г.

ОО
но составить ряб X՛ С„:\Гп (:), который окажется равномерно схо- 

я«« I
дящимся к некоторой функции J (:), представимой интегралом 

» -
типи Коти (2). При этом, если точки г, таковы, что х ( 1-

—— \<«с,мо оля функции հ{',) имеют место заключения
||)1 /

теорем 3 и 4.
Несформулированной сейчас теоремы вытекает следующее за

мечание о единственности разложения.
Возьмем любую функцию /(֊’’), представимую интегралом типа 

оо
Коши !2 . Тогда кроме ряда \CnM'n\z) с коэффициентами, опреде

лил
ляемыми по формулам (1.2), не может существовать сходящегося к
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ОО
/к ) внутри 6 ряда V Qr.'W,,(>). для 

«֊ ։
коэффициентов которого будет

со
СХОДИТЬСЯ рЯД X' I'- < ос . при условии, чтобы ХОТЯ бы при одним 

л л
п, п I 2.... имело место Сп -f Сп.
Московский Геологоразведочный институт Поступила 12X1960

им. С. Орджоникидзе

*Ь. 3‘ Snt.։fiut-l||i(i

ԱՆԱԼՒՏՒԿ ՖՈհՆԿՑԽԱՆհՐՒ Վ_եՐԱՄՈհՄԸ ՇԱՐՔՒ՝ 
ԸՍՏ РЬЧ-ЬГКЬЬРЬ ՏԸ4.Ս.Ծ ԲԱԶՄՈՒԹՅՈՒՆՆ ՈՒՆԵՑՈՂ ՌԱՑՒՈՆԱԼ 

ԿՈՏՈՐԱԿՆեՐՒ

IL Ս՜ Փ II Փ II I» Ս'

II. Մ. Ջրրաշլանր |7| աշիւատւս. թ րռն մեջ կաոա9kl է Ո Ш tj fill'll Ш I Ifllllնկ. 
ցիաների սիստեմ ր, որր հանդիսանում է Ֆարերի /<“»/ հաչանի պո՛
1ինո11հե րի րնակւոն րնդհան րաց ո ւմր ; Ապացուցվել էր, որ մ որդան րւ։ն ուդդհվւ 

կորով սահմանավւտկվ ած Q միակսւպ Ш ի րուլիք ի վրա ե \~ի արտաքինում 
դա и ա վո ր ված բևեռների 'Xj i րաղմու ի)լան վրա դրվոդ որոշակի սահմանս!’ 
վ' ակւււ!11ւե րի դեպքա մ (յ~ում անալիտիկ և (յ-ում անրնդհաա ամեն if ի քք՝} 
!ի անկցիա վեր է ածվում

ք {2) = X’ С.; И,г 2)

ւոեսրի շարքի, որր .ավա ишրտ \ ավւ դ ու դ >«/ մ ի ու վ ում Է (j աիրուվծ ի ներսում: 
1'.նդ ււմին րե հոների դ ա и ա վ и ր in իք լան վրա '/րվոդ ո ահմ ան ավէ ակւո.ւ1հ ե ր ր կրա ւ! 
1:ին շաւո քէնդտանուր րնուքի1. I, կաէսլլե^րս քքվերի հա րդականու ի/ րււնը, 
որի վրա դ աոավո րվամ /ւն ,1 | Ա , Z | սիստեմի րեեոներր, սլեար է րավարարի 
մ ի ա լն հե աե րս j պահանջի’1ւ'

(I)

որտեդ Հյ=՚յ a? I .*
11լստեդ Հւ}' - կոմէիորմ կերպով արտապատկերում է ■>- սլարա-

նակոդ (}  ՜|'« ի ք րա էքմ ան կո Ա որւնեն in սւիրտլիք ր ՀՀ՛ 1֊ի վրա

Միևնա լն մ ամանակ (՜[ աիրավքի վրա դրված պալմաններր ավե/ի էին 
րան պեար էր սպասել! Պահանջվում էր. որպեսզի (} տիրու լթի у ոահմանք. 
լինի մորդսւնլան ա իււդիսի ուդդելի կոր, որ հ (ս') ’իանկցիան որր 0֊իվրս 
|<£' ^> / տիրոէ լթի կոմֆորւէ արատսյաակերա մր իրադործող ՚ն (ԳՀ') (փ(°°/ = 

՜ ՜<) ֆունկցիա/ի ա ծ տն դ լա լն պա ական ե ր ի՜ք „ դասին, տլսին^հ՝
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2։
,'Х J Wtre‘')Vd<, <х, 

О
Նկատենք, որ d որդանլան ուղղելի կամա լական , կորի Համար կարելի 

Լ պնդել միալն, որ tf(w) ■- H ր։

Ներկա ալի/ատութլան նպատ/սկն Լ, աոաջին' ցու լդ տալ, որ փոքր ինչ 
ձև ա/իո խելով Մ. Մ. Ջրբաշլանի կողմից .11ո(՜հՀ սիստեմի Համար աոաջարկ֊ 
ված սահմանումը, կարելի է ստանալ նուլն 2 կետերում րևևոնևր ունեցող 
ոացիոնալ կոտորակների А'1п(2)\ սիստեմ, որր բաղիս է կաղմում զղալիսրեն 
ավելի լալն, քան դա Ջրրաշլանի մոտ էր, անալիտիկ ֆունկցիաների տարա֊ 
ձութ լան մեշ, արդեն մորդանլան ուղղելի Հ կորո/j սահմանափակված կամա֊ 
յական աիրուլթոււ). երկրորդ' հաստատել ( 1. J սլա (մանի կատարման ան- 
՚րա<1 եչտութլունր դիտարկված դասից ամեն մի ֆունկցիա չարքի վերածեր։։ 
Հնա րավոր ո ւթ լան հ ա մ ար։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян. Н. О. Гудкаиян

Кручение полой двухслойной полусферы

Задачу о кручении сост.ншых валов переменного диаметра при 
помощи функции напряжении расс«»ип»?л К С Чобанян |1|. Круче
ние составного ступенчатого влля рассмотрено в работах Сайто [2| и 
Б. Л. К остан дя на |3|

Кручение конуса, состоящего из двух различных материалов с 
конической поверхностью их раздела, ограниченного двумя закреп
ленными сферическими поверхностями и скручивающегося нагрузкой, 
приложенной на конической поверхности, рассмотрено Ч. Дасом |4|. 
Решение этой задачи получено при помощи конических функций. 
Ч. Дас рассмотрел также и кручение составного шара и эллипсоидов 
«ращения |5].

В настоящей статье рассматривается кручение двухслойной полой 
|полусферы. когда она скручивается произвольной осесимметричной 
нагрузкой. Решение получено при помощи конических и присоеди
ненных функций Лежандра.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим полусферу из двух различных материалов со сфери
ческое поверхностью их раздела, когда эта полусфера скручивается 
произвольной осесимметричной нагрузкой.

Возьмем осевое сечение полусферы и обозначим области, заня
тые различными материалами, через D։ и D.. В дальнейшем, все ве
личины, относящиеся к областям D, и D, будем обозначать соответ
ственно индексами I и 2.

Уравнение равновесия бесконечно малого элемента тела враще
ния и цилиндрических координатах r,z (где ось г- направлена по оси 
симметрии) можно написать в виде

ж('Ч) + X ,'-о. (1-1)

W касательные и пряжения и հհ определяются выражениями

4 Нничтни Ml. ссрм« фнк-ս։։. ялу.. V :
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в области 7Հ М = 1. 2) '(1?Я

Здесь ^—тангенциальное перемещение, a G,—модуль сдвига 
материала в области Д-.

На свободной поверхности тела вращения должно быть задана 
напряжение

Տ.,(տ) ն. cos (г, и | cos (<■, ոՆ (1.3}

где // —внешняя нормаль к контуру осевого сечения тела, s расстоя
ние точки поверхности тела, отсчитываемое вдоль образующей полой! 
полусферы, от точки Л.

Из условия равновесия бесконечно малого элемента у поверх 
ности раздела следует, что проекция касательного напряжения $Л;Й| 
на нормаль к линии раздела областей Dx и D.. должна быть непре
рывной 11). то есть

-ՀՀ՞օտ I гп) 4- հ<Հ< cos (гл) = cos (rn) -J.-/ cos (zn). (1 4)

Здесь cos(rzz) и cos (z/zj направляющие косинусы нормали n к 
линии раздела областей Dj и D.,.

Если в выражения (1.1)—(1.3) ввести функцию перемещения 

»F*(r, z) = у , тогда будем иметь соотношения

Ժ՝ր; м;
(1.5

ժ24” о=Ч՛'* з Ժ4Հ----- Լ ՛ Լ_ւ _____ Լ-֊օ 
dr-------- аг2 1 г дг (1.6

и
ժ՝ր

Տո(տ) = 6>^. (1.7

Условие непрерывности напряжения ՃՀ ня линии раздела обла
стей D, и Ռ. (1.4) приводится к виду 

а условие непрерывности перемещения на этой липин выразится ра 
BCHCIвом

՛!•; ֊ ч;.
Переходя к координатной системе է, : |6|
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г = се! ]/ 1 г •

г = се՛ с, Հ՜ր֊ -4- z=
с/=1п

(1.10)

где с-радиус сферической поверхности раздела материалов (фиг. 1Լ 
уравнение (1.6) приведем к виду

Ժ5'!*, Ժ4Դ
Ժ/2 <Н — 4;

Здесь введено обозначение
։г;к(М), ?(/,;)| = ч;(л=). (1.12)

Условия сопряжения функций Ч-’։ и 4Հ. 
на линии контакта областей ԼՀ и D.. согласно 
(18) я (1.9) принимают вид

Ф\(0, 0 = 4’.. (ОД),
(1.13)

Напряженное состояние полусферы при 
кручении осесимметричной нагрузкой будет 
определяться напряжениями и |6|

-о; о d:
(1.14)

dt
Представим граничные условия в виде

--(Л 0)=/1(0. 1֊'.<«G) (1.15)

-и-Л. *) = /ձ(պ 
Ղ ^<1=/3(Ա J

1.0 < 5 < I) (1.16)

>.֊M i г . Огде /։==1п ձ. — in—. функции /, в указанных интервалах ку- (I с
сочно непрерывны и имеют ограниченные изменения.

2. Определение функции перемещения

Решения для функций Ч*։ и ԳՀ берем в виде |6] 

х _ ձք
՛!■, (է. ?) ֊ с֊^ - У е 1 խ!<'>տհ ₽։Z + й՝пch₽*Н ?,։+1(5) I֊
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-֊-1 . »
' Р ,(?) У/ЛЬР1 0) ՜ԴԱ(0. 

i k֊\ “Т М
(-<, /<(). 0<$<?П (2.1

Та (/.=;= л<5> е֊* ֊! й«՛ | у е ՜ '՜' |Л«> տհ fat + 

fr-1
Յլ

4-^‘>chM|^n(;) • Ц-ԱՀ (;)f ■՝

՝ ^Հէ о >- ь {2>2
*-ւ *՜ ikt

ЛЬ -4- Ղ
где fa = ■ հ ՚ , функции Ա6(/) в имеют значения

-Л t _kr.
W) = * 2 cosu^, '^~՜է՜Հ

(2.3 
֊ 4 t fir:

T^(P = e - cos^i, ;է՜77'

функция րշ/էր1(:) P2A+, ; —полином Лежандра первой

рола, а /■*’] (:) первая производная конической функции о
՜ շ :v 

действительного аргумента < |7—9].
Функции 7<_!) (/) и 7р (/) ортогональны с весом e:lt и для них и 

место соотношения
о О Հ՛ -- р.

А- р,
12.՛

(<■” T(»U) T£Wdt = 

II

О 3 . Կ -I ,

(2.

л-

о

0. (2J

Функции же , (?) ортогональны с весом (1 — г; и 
творяют равенствам

удовл(

I
;W) И ?2/>+l ՜ (2pq-|)(2p-; 2) 

4p -F 3

A‘ #p .

A- = />.
(2.

0

2

О А # р.

,՛.֊ г.
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Для удовлетворения граничным условиям
вольные функции // представим в виде рядов

_ со

Л-1

_ Ն оо

(1.15) н (1.16) произ-

(֊ Կ < ։ ’»).

(2.8)
10 < I է. .

со
“о + У.

л-1 (0 < ; 1՝. (2.9)

Согласно соотношениям (2.4)—(2.7՝, для коэффициентов разложении 
(2.8) —(2.9) будем иметь следующие значения

° а ( о
?֊ ( Л Д'ЧОЛ. յ՜ժ-7Ր(ՈԱ1)(ւ')^.

-'/» ֊ք|
° -z ր,։

% = г քе: Л”(/) Л- ։/*“г: | <'> dt-

О
I i

- I f Ш di. [ 1 1 АШ di,

I’.. = I ( 11 -5։ AC) di. **= p I ֊ r 7, (;)Նէ ,,(;)<*. 
■№ ■
Вычисляя при помощи выражений (2.1) н (2.2) напряжения -Լ и

(/ 1. 21. а затем составляя согласно (1.15) равенства 

- i/ «о
^(/.0)=^ ’ ■ 1 Պ՛

Л-1
- ՛! .• °0

-§ЧМ) = ‘7о* * (0 Հէ Հ/:Ն
ծ~յ

найдем

(2 12)

D”>=_ So___
ԳՊ (0) ’ ՚

G’r ' W (01

<7օ </х-
£^’։(0) ' °=p\ V (0)

(2.13)
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Составляя долее равенства (1.16) и (1.13) и учитывая раз
ложения (2.9), для постоянных интегрирования /р", А 1 и полу
чим следующие значения

ч •) _ _ У՜3*'
՜ՅՇՀ 3G։

2 -| (-
3

4ՕՀ

а для определения постоянных интегрирования » — 1. 2» по
лучаем следующую систему четырех линейных уравнений

до» (23, ch + Յտհ?,Հ) - 50’(Зс113,Л + 2^տ1փՀ։) = М„ —֊ .

О

B</'(2?,sh^a-3chy.)֊ ДО՝(2?,сЬМ=-W։ = R;,՜^-՛ (2-151

Д'"2.3,т0 ֊Зя/0В<'> - 3/3;;' ֊ 2?^^ = QP^֊° -

г ле введены обозначения

_ it.
• W;i = tlpC շ...,

а 
т^а
, (0) » (- 1)‘ ՛ՀՀ

(2.16)

fr-0 (4^
д, Հ-

г'~ 2и>л Л-О 
'ձ

Ti + (֊

^.(0) ?, г, 
2», - . , / з ‘ » !^+(-
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Решив систему (2.15) относительно постоянных .4</’ л 
и- 1- 2) получим их значения.

Подставив значения пай енных коэффициентов в формулы 1,2.11 
и (2 2), определим функции перемещения 4Հ ։7, :) и 'Г. (/,'). пред
ставляющий решение задачи.

Наконец, Пользуясь соотношением

2.18
Տ о
(где /И(s)—крутящий момент внешних сил. приложенных на части 
поверхности полой полусферы определяемой координатойs) и произведя 
интегрирование по всей длине образующей полой полусферы, получим 
равенство

<№՜*' - V1' հ0
.1

Հ 2՜ с
з

— с՜

о х
-т2

Л-1 ' 4 л-t
О, (2.19)

которое представляет собою 
полусферу моментов.

уравнение равновесия скручивающих

Институт математики н механики 
АН Армянской ССР Поступила 15 XI I960

А. Լ. Օ.բրահւսւքյաՈ. *Ь. О. Գ>ուլքա(1յա0

bPWS ՍՆԱՄեՋ ԿհՍԱԳՆԴՒ ՈԼՈՐՈՒՄԸ 
ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Փոփոխական տրամ ա/քծո/ք րւսդա/քրլսւէ ւխւևսներքւ и/որմui'li խնղի ր/ւ լաprtnf֊ 
նելփ ֆՈԼ’^^Ա(,ս> [ք1 1ւ1ւրւսււմւսն այնա[J[ա։1 ր ղխւոարկել է 4. //. էձորանլանը Ւ]Հ 
է'աղւսէլրլսւէ աււտիճանային լիսևէւքւ որւրումն nt-սումնասիրվել /. Սալաէէլի |?| 

!> /*• Ա. 4ւէստսւնւյ /и/նի թ| ւսշխւստուԱրս ննհրումէ

9 I 1

9 7Нт
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Երկւո աարբև р ն լա.[‘էևբխւ կադւ/ված կոնի ոլորւո մն ոլոոլ մնսաիրել Լ 
Զ. Դասր | •/1 / /Լրւ աշխատ ութ լան մեջ վերցրված կոնում նէոլթհրր միմ րսն- | 
ИЬЦ է՚՚՚՚՚է '"$"/""1 են կոնական մակեբեու լթովէ Կոնր սահմանափակված է ում - I 
րակցված դնդալին մակերևույթներով և կոնական մակերե nt լթով, "ր{' վիա | 
կիրաոված Լ ս/որալ բեոր: Խնդրի լուծումն ստացված Լ կոն ական ֆու'եկք)իա- 
՛հերկ օդնու թ լամ pi

Ձ. Դասր |-5 | ա սա մնասիրե J Լ նաե րադադրլայ 'р'7/' ւդտւա/ւ՚՚ն 
է լիպււո իդնե րի ո լորու մր է

եերկա ա շխաւոու թ լան մեջ դիտարկվում է երկշերտ ււնամեջ կիոադնդի 
որւրումր. երբ կիոադունդր ո լորվհւմ Հ նրա մակե րե՝ուլթի կիրառված ,
աոանլ/րի նկաամամր սիմետրիկ կամտվոր բեռով:

Խնդրի լուծումն ստացված է կոնական ե Լեմ անդրի հարակից ֆունկցիա֊ 
ների օդնութլամրէ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Ж. Е. Багдасарян, В Ц. Гнунн

Резонанс в вынужденных нелинейных колебаниях 
слоистых анизотропных оболочек*

Рассматривается задача о резонансе в нелинейных колебаниях 
слоистых ортотропных оболочек.

Задача нелинейных поперечных колебаний ортотропных оболо
чек вращения рассмотрена в работе |3|.

В работах ]4. 6| рассматриваются задачи нелинейной динами
ческой устойчивости слоистых анизотропных оболочек.

1. Рассматриваемые оболочки собраны из нечетного числа одно
родных ортотропных слоев, симметрично расположенных относительно 
срединной поверхности оболочки (фиг. 1) fl, 5].

Предполагается, что одна из плоскостей упругой симметрии ма
териала каждого сдоя параллельна срединной поверхности оболочки, 
л Остальные две—перпендикулярны к координатным линиям, совпадаю
щим с линиями главных кривизн срединной поверхности оболочки.

Считается, что для всего пакета оболочки в целом справедлива 
гипотеза Кирхгоффя-Лява [I. 5|.

Рассматриваются два класса слоистых ортотропных обо. очек 
пологие оболочки двоякой кривизны (фиг. 2) 11. 6| и пологие обо
лочки вращения, имеющие замкнутую вершину (фиг. 3) |5, 3, 4|.

2. Пологие оболочки. Как известно [1.6|, основная разрешающая 
система дифференциальных уравнений движения слоистых ортотроп
ных пологих оболочек, выведенная в предположении отсутствия инер
ционных сил в тангенциальных направлениях, имеет вид

• Работа доложена на Всесоюзной конференции ио теории плясании оболоч-. н 
о г. Калани в октябре I960 г.
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Ժէ֊4
"it /" ! ("в* : 2"к«) 

дх'

, Ժ4? , ժ2«< ժ2^.’
— ■ — а.,..—՛ 4---------------
дх-ду- " ду՝ дх~ ду-

(2.1

2(01= г2/Л«)֊^~7 ֊ 0=1. 7^ 
0ХЛ ()Х"ду- а у' ах- ау-

а2га дЧ .. а2га дЧ . д2? . Ժ4 . , *d2w ո

ду- ax- охду Ъхоу ду2 дхг at-

Здесь га — прогиб оболочки, ? функция напряжений, через KpTOpyi 
усилия 7Р Т.: и S представляются слеаующнм образом

У__у $ ^՜՚ք

1 ay- с ах2 дхду

— приведенная масса, которая 
симметрично собранных слоистых 
лочек имеет вид

п
%т! + Е Sf+I' *

(2.2

дл 
обо

■ де հ. — удельный вес z-oro слоя.
Для усилии и моментов имеем 11, 5, 7|

Л1։ — Zjny-| ;

/Л2 = 4- Ռճ/.„. (2J

н ZV,

Л ЬП3։ — Շյշ^շ.

7о «= ^յոՏչ֊ր ՇշշՅՉ, 

Տ = С6вю,

ճւ։ = ւ-.փՀ ^-լ֊ս^ i -^-1-й՛
hL = (՝Հ



Резонанс в нелинейных колебаниях анизотропных оболочек 43

причем
С„ С- СЙп = —" • а.,п = —- • а... =
Զ ՜* <2 '՜ <

~ = спс22 — ср.՝.
Представляя решение системы (2.1) в виде

? = Ф«л (/) sin Хях sin uwy. 

г» - fntn (OsinV*sinpmy,
(2.5)

■ Հ/л? /Л-
гле = —• u =—• тождественно удовлетворим условиям шарнир- 

b а
яого опирания краёв, а для определения /...„J/). аналогично |4|, по
лучим дифференциальное уравнение

~~ I՜ — Irnnfmn 4՜ dmnfmn — <]т„ (Oi (-’.6)
at՜

где
. 2 _ 1 j (£Дл4" A’xJX/n I՜ ,
iOirin — -»~TT՜ , Հ՜~Չ շ , Г ՚[АцХд т (flee Т “fljj) Л/;'АЛГ I 

4 ОцХд 4՜ 2 (OJ2 2 ֊/Ли) Хд|х?м -r ՛

,• _ 16 {kyf-n ՜ք~ kxPm)
m*ab flnli }- -J- 2 aJ2) 4֊

. _____j_______________ ՀհՀ_
9 m^a'b2 a1։xj 4- (aw 4- 2a12) Հ : .

a է՛
4 (‘^яД0= —; 7(’v. V. Os։nXnxslnM'^y.

m^ab,\ J
о 0

3. Оболочки вращения. Как известно |3. G|. основная разрешаю
щая система дифференциальных уравнений движения пологих слоистых 
ортотропных оболочек вращения, выведенная в предположении от
сутствия инерционных сил по образующим, имеет вид

а^7Г- 
Օր՛

ժտ df ди՝{• «։։ր------ г ■ •
Օր ՜՜ Or Or ■2 \ dr I

r Or Or
r. ժէէ' . Ժ21Հ'

Or3 Or-

P(r, t\
0- (3,1

где j f(r) уравнение срединной поверхности оболочки.
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Рассматриваются следующие граничные условия

К'(*. /) = 0, ֊I-------«ЛГ.ОД —I =0. (3.5
дг 1,_* аг .о

„ (ձ) = —r,7, (*) ^=ի1Հ-! ճսր։֊-^յ j. ф

Здесь л и коэффициенты пропорциональности.
Усилия ՜/՚յ и 7Հ выражаются через « следующим образом [3|

T, = -S֊. (3՛
г dr

Для деформации срединной поверхности имеем |3|

। де

ди

дг

, Of dw , 1 /ժօ»\- 
дг dr 2 \ ժր /

----------  է

Օր֊

1 dw
ր dr

Вводим аппроксимирующее выражение для прогиба [6]

Ս՛ (г, /) - иУ0 (/)(£=- г5) (ձ= — որ),

= -J-w(0, է). 

bl
/Д   ———— ■ •

a (5t>i։ Д £),«)—!

(3

(3,1

которое тождественно удовлетворяет граничным условиям > 3.2). Тогд 
определив ^{r, /) из первого уравнения системы (3.1) и подстав։ 
во второе уравнение, для определения получим дифференциал։ 
ное уравнение |6|

J ֊° i ֊ = /д/ЛО + !. Р(*}. (З;

где для коэффициентов А имеем: 
а) в случае сферической оболочки

. * 5«2 — 15п 4- 4 .10

120

= {(«=֊»« 1-3)0,,- ՚յ'4֊_Լ JL--S?L- + 
՜՜ а„ I 20 (25- F)

2ЛЧ-/-+1 ли.
12(9֊А«) Ro 5-| k 3 i-А/ I/ ՚

4А I 4 ՜ 6,Լ. W-6/t— 1 _ 10и’ +5Н3-4Я-1-1
а„| 15(49 А-Կ 15(25-А-) 20(9 Л1)

В* IЛ____ 4Հ" ՚ 11 . «. Г 2 _«+J I
Ло 17 k 5Л k 3 i-k Հ[Տ I 4 3 l-fc| I

*2
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_ 4 |42д2 — 56л 22 15//-3 - Зл2 — 11 л 4- 7
’ ՜ аи I 105 (49 - F) ' ՜ 30(25 — k՛)

, 5я*-г5д3 — Зл- — л 4- 2 RL 4 _ 4 (л -j- 11 (Л г 1)~ I -1 ք)} ։
30(9 #=) " R. 7 4֊* 5 3 4֊* I | '

/<=-( — —- )ծ”, /5 = - -- ծ4, (3.9)
2 \ 6 4 / 4г

Яо = — bk (ат.Ь — г, — ankb),

Rt ՜ա-----т. 7ճոծ)--------------------- L—— (Պ,.ծ —Պ 5Պ1ծ)4

փ ՜^ց {a՝-b

Ri=~b ո ('Լհ՜ (Պ.>* — 4 — 3ban).

Պ։
(3.10)

ո՛ւ в случае конической оболочки

/։= (zz= 8//H-3)D։։
1 4- Зд- , 2Л2 | 1-2л

3 ”՜’՜ au ^(16-AS)4՜

, Зя2 4- ՝2п — 1 ,
‘ 12(4-/?'-') ՜րՋ0

-1- -+1W
Л I 4 k 4 2/

4 ս«,

2Л 28 44Ո ЗблЧ- 16// —20 I98«a - 22Q/Z 4֊ 86
au 99(49 I (25 -#) 69.'! < 16 k-)

7/?* 4-ll/r 4-/? — 3 б !',՛ I 9.7 31л | 23
~35(9 - k^ ՜ 315(4—A2)

, / 2 _ /?• 4՜ l'\ /Л’-74- _______ 4 (л 4- 1) I (« -4- l)a \ ^*-4
■#o\*4;4 ' k 2.) ' Ro \k ■ 7 Ի|-5 A? 4֊3՜/

R.. = I —(л,Л — т( — 4an6) — ^-'֊i (nr:b r, — 2anb) 1/Հ
I lb — k՝ 4 k- I

а остальные коэффициенты l, и R, совпадают с соответствующими 
коэффициентами сферической оболочки

Перепишем уравнение (3.8) п виде

+ u>X — l-wf, + dwi=g(t). (3.11)
մ/- 

тле
. Л , Л . Л ... /Ք(Հ) + Հ/յ(0
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4. В п. п. 2 и 3 получили уравнение типа

/'4-«>7֊z/44/3==m (4.1
Пусть

<?'(/) = q cos б/.
Тогда (4.1՜ւ примеյ вид

/" 2'/./' -- Հք- If- + df' = 7 cos W.

(4.5)

(4.9}

(4.10)

(4.11)

(4.3

первый экс

(4.8

(4.

(4.7

if
Член 2/.--- в уравнении (4.3) характеризует затухание системы 

at
где показатель линейного затухания / определяется из опытов [2].

Уравнение типа (4.3) исследовано в |8|. Ниже используются ос 
новные результаты, полученные в этой работе.

Из уравнения (4.3), пренебрегая нелинейными членами, находим

/"-J֊ 2'i.f' -f- Հ-f— q cos 0/. 

решение которого имеет вид |8|

/= G£-*-'cos («с/ -t ?) փ ծ cos (0/ { $). 

где а и ft произвольные постоянные, а

|/ (е>2- 6--)2 4- 4KV

В (4.5) существенным является 
поиенпиально убывает со временем.

1<հ<> =
2>.O

(P—7>֊

второй член. т. к.
и решение (4.5) через достаточн

большой промежуток времени фактически имеет вид 

f cos (0/ 4- о).

Решение уравнения (4.3) в случае, когда (] ~ 0 легко можно 
получить методом последовзтельн jx приближений. Имеем [8|

/յ « freosw/.

z № Ю o-.
= •-------- -COS 2чО t.
2<D2 б«Г

__ ь^_( յչ
1би>* \3’՛

) COS

со = ii)(1 ֊' or 4 0,^ 
u>0=o>.

ч>1 — 0.

/ՅԺ 5P \
= ( n T ; r՛

Пусть мы находимся вблизи обычного резонанса, т. е. б = w }•
В формуле (4.6.1 заменив на нелинейное значение частоты ՛••, по 
формуле (4.10) получим [8|
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Н(' _^)«х>?] = Х.. (4.12)
4*г

где
։==3մ_ 5Р_ 

8«> 12«?
8ш*7.ц

Уравнение (4.12). начиная с определенного значения </,„ ----- —»
1*1 

имеет три вещественных корня для определенной области частот |Н| 
Границы этой области определяются условием

db _ — ’b + *h3 _
dz I3 է.3 — 47.1 b3 -f- 3»’ձ*

ИЛК
ժ - Iz6:: •! • (4.13)

Решая (4.13) совместно с (4.12). находим точки попорота кри
вой (4.12) С и /) (см. фиг. 4.. Отрезок CD 'соответствует неустойчн- 
пым'холебаниям системы |9]. В точке >
С происходит срыв амплитуды, которая 
скачком падает до точки при обрат
ном процессе в точке /J амплитуда 
!качком возрастает до точки В. Это 
имение сопровождается преодолением
|екоторогоэнергетического барьера |7|. ՓսՌ

Следует отметить, что нелинейность не влияет из максимальное

ачение амплитуды Ь. равное Ьта = -$-•
2<ол

Нелинейность колебаний приводит к появлению существенно но
вых типов резонансов, т. е. резонансов на обертонах и на кратных 
частотах собственных колебаний.

Следует отметить, что эти резонансы имеют автоколебательный 
характер и существенно отличаются от параметрически возбуждае
мых колебаний, хотя и возникают на одних и тех же частотах.

Случай 0 = -,4֊ ։ и аналогичные ему при золя г к возникновению 

резонансов рассмотренного выше характера, но с мсныпей интенсив- 
мостик |8. 9].

Пусть 0 « 2«> 4-։. Тогда для амплитуд устаноиипшнхся колеба
ний в областях неустойчивости получены следующие возможные 
значения |8|

Ь=(\ (4.15)

[Հ--1/ !• мт)



48 Ж- Е. Багдасарян, В. Ա. Гнуии

где
s= ± । / ^.У-4>Л . (4.1

Г \3ш5/

Зависимость b от г изображена на фиг. 5.
В интервале АВ ձ = 0, т. е. резонанс отсутствует. Па участ» 

В1) значение b 0 неустойчиво, система находится в состоянии ре 
зонанса и получается процесс установления колебаний по линии ВК

ь

Фиг. 5.
В точке Л' амплитуда скачком падает до значения Ь = Ои и даль 
.ченше.м устойчивым является эта ветвь. Решение DE всюду неустой 
чиво |2, 8, 9|. Исследование резонансов на других частотах не прея 
ставляет трудностей.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 20 V 196

»Ь. 1Т. ItiuqqiuiiturjiuH. Վ. Ց- ‘bGiiufiji

ՌեՋՈՆԱՆՍ £եՐՏԱՎ.ՈՐ ԱՆհԶՈՏՐՈՊ ШЛтЬРЬ 
ՍՏհՊՈՆԱնԱՆ (12 ԳԾԱՅՒՆ ՏԱՏԱՆ (INJUPflbU՜

Ա Մ Փ Ո ‘Ի Ո b 1Г
Հոդված nt.il դիտարկվում կ շե րտավէէր անիզոտրոպ թադանիքնհրի Ո} 

դծալիււ աաւոանու'մէւերա it ւմւզււնանսի իէ^ր^.իքք»г
ft է п ո ւ՚1ե ա и ի ր t[ ո it/ են փոքր կորու fdլան ե պտտման թ ադանթների դեպ՝ 

քերր: Երկու դե պpnt մ էլ իւնդրի հավաոարոt մր րերվում կ երկրորդ կարգի 
"i Ավաչին դիֆերենցիալ հավասարման, որի աջ մասր մ ամանակից պարրե- 
րակտն ֆունկցիա է րնդունփէէ մէ

Ս ովորսմլան ո ե դոնանււի ց /""*//'• ttt-u ո t tfittu ч ի րւք ո t մ են պարամետրիդ 
ոփպքէ ոևղոնանսներ և ոե դոնսւնոնե ր ‘tfiilli ական ’էաձսէ/ftականո t թ/in'll 
աոննե րքւ վրա է
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

П. О. Галфаян

Изгиб полого прямоугольного стержня с тонким 
усиливающим покрытием

Точное решение задачи об изгибе призматического стержня с 
I усиливающим покрытием сводится к решению задачи об изгибе со

ставного стержня [I. 2, 3. 4|. Функция напряжений при изгибе/'(л. у) 
должна удовлетворять уравнению Пуассона в каждой из областей 
Д и D. поперечного сечения Do, соответствующих основному ма

териалу и материалу покрытия стержня, контурному условию на Lo 
| й-двум условиям на линии раздела Լ12 областей Dt и ՃՀ. Точное он* 
I ределенйё Ւ'. при решении конкретных задач, в большинстве случаев 
I связано с математическими трудностями. Поэтому целесообразно вос- 

1 пользоваться малостью толщины покрытия по сравнению с поперечными 

размерами изгибаемого стержня и задачу определения F рассматри
вать в приближенной постановке. Этот вопрос освещен в работе |4|, 

I в которой показано, что с некоторым приближением функцию на- 
I пряжений /•' можно определить только в области со смешанным 
Контурным условием на /.3 или /,0. В работе |4| показано, что это 

приближение эквивалентно предположению о линейности изменения
I /’ по малой толщине покрытия.

В настоящей статье рассмотрен изгиб поперечной силой при- 
Взмашческого стержня прямоугольного поперечного сечения с прямо* 

1 угольным симметричным вырезом. Боковая и внутренняя поверхности 
ւ стержня предполагаются покрытыми тонкими усиливающими слоями 
1 постоянной толщины. Для определения функции напряжении исполь- 

। зрваиа ортонормированная система функций, исследованная в работах 
|7| н [8].

Рассматриваемая задача сведена к решению совокупности двух 
вполне регулярных бесконечных систем линейных уравнений. При 

■грех отношениях размеров квадратного сечения, с оценкой погреш- 
Ijjocih приближения, решена совокупность бесконечных систем. Рас

смотрены частные случаи, соответствующие двум значениям коэффи
циента Пуассона > — 0,3 и > —0. Определены касательные напряжения 
в характерных точках сечения.

; Координатная система и размеры поперечного сечения изги- 
|гоаемого стержня показаны на фиг. I. Области, соответствующие уси-
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лнвающему покрытию, заштрихованы. Один конец стержня заделан, 
а на его свободном конце, в центре тяжести сечения, приложена по
перечная изгибающая сила Р, направленная параллельно оси х.

Предположим, что коэффициенты Пуассона для основного мате
риала и материала усиливающего покрытия одинаковы. Тогда при

изгибе стержня, боковая поверхность 
которого свободна от внешних воздей
ствии, .можно положить

(). (1.1)

Для осевой деформация и нор
мального напряжения -з. принимаем сле
дующие выражения |2. 3, ֊1]

г* К Д°л՜ “ #<■>{l ~ ‘1 *շ)

<)=(Дл-ч-^)(/ -z), (1.3)

где /—длина стержня, Е2— модуль уп
ругости материала покрытия, а .4, и
- 0. I. 2) постоянные, подлежащие оп

ределению.

Рассматривая условия равновесия части стержня, заключенной 
между свободным концом _■ — / и произвольным сечением ֊ —const, 
будем иметь

xs-i/x dy = — .17, (1 -I)

где Da = D. 4- /Հ-поперечное сечение изгибаемого стержня, тИ—из
гибающий момент в сечении г = const стержня

-И = Р-(/-г). (1.5)

Используя закон Гука, из условий (1.2) и (1.3) получим

F /•'
.40-А., Яо = /<. и Лг= Я. (1.6)

Из H.3i. (1.4), (1.5) и (1.6) получим 

где
'•։ - ad. 4- bdz - d.d.. 4- u [2 (a ֊r ^) ֊ (Հ - Հ)|.

Հ -- hdd. 4 dz (b — d.) (6a- — 3adz 4- d\) ֊- ;i 2a2 |4 (a b) — </J —

— 2d» |2a (ծ — d.) d2{a 4- b 4֊ մ3)| -4- d՝. 3'i խմ։ 4-
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+^(2а - b Հ-Հ»)| +օ8(6<*4-2ծ֊ Հ-ՅՀՅ:.

Здесь у= 5, ?—толщина покрытия. G։ в G2— модули сдвига ос

новного материала и материала покрытия.
Перейдем теперь к определению касательных напряжений -,v_- и 

:v.-в соответствующих областях /Հ и Թ,.
Ввиду симметричности области поперечного сечения, достаточно 

найти функцию напряжений F (х, у) только в одной четвертой части 
области сечения (фиг. 2).

Для распространения решения на всю область поперечного се
чения на основании мембранной ана
логии 110) требуется, чтобы на верти
кальной оси симметрии функция F(x, у) 
обратилась в нуль, а вдоль горизонталь- 

нои оси симметрии обратилась в нуль .

Функция напряжений F (х, у). при 
решении задач об изгибе стержня с 
тонким усиливающим покрытием, как 
известно |3,4), удовлетворяет уравне
нию Пуассона

= ДГ(У֊^) (Ь8) 

внутри области сечения и условию
I F + + (1.9)

на контуре области.
Здесь « -коэффициент Пуассона. Л, и В՝ известные постоян

ные (1.7). С—постоянная интегрирования.
Касательные напряжения в области определяются формулами

V=-^- (1.10)

В области D... соответствующей гонкому покрытию, касательное 
напряжение постоянно по направлению нормали п, направлено парал
лельно касательной / и определяется формулой

Г — F хг
4= + + Р-Н)

Функцию F{x, у) будем искать н виде

Պ -v.v i 5, (у) п области 1

F(x, у)= Л.(А-, у)

/•’..(.с, у S.,(x. у)

и области II, (1.12)
и области III.

где
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51 (>,) = с°’ ձ։ (х' у) = (С°+ уг°}'

(1.13'
/ \ d,(Л1-֊ + ^^ ) = f(2a֊d։)Alt

Со значение С на внутреннем контуре.
На основании (1.8), (1.9) и (1.12), для определения A',, F. и F.. 

получаем следующие условия

(120)

V
1 +

;Л(У ֊ *) (/=1. 2. 3), (1.14J

(х. 0) И dy = 0, 
у-0

Fjx, Հ
dy

1 =0, 

7=մ,
(I.15}

А,(х, 0)
0F, 

И Оу = 0.
у-0

/?2(0,у)
0F2 

!է дх -0.
x-0

(1.16)

^з(0. у)
' дх

= 0, 
л-О

(d2t у)
dF)

= 0,
X^i1։

(1.17)

У)
nF

= /•■,(^5') +5, (у).
»

= ժձ
-j, дх

•
г-։Л

(1.18)

/-г(л-. մ։) = ^3 (*. Հ)֊ SJx.d,).
Av у- J (1.19)

= 0, 5л(х. b)±S9(x,b) = 0.
дх Լ

Условия (1.20) выражают симметричность функции F{x. у) от
носительно осей симметрии области прямоугольного сечения стержня.

Функции А'։. А'., и F3 представим в виде рядов
Л^,у)=УЛ(х) ^>y + ^SosM. (lJ

fc-Օ * *

F.(x,у = 2 ?'«)• (1'22»
к-0 *

^(x,y) = 2^Uy)^4^-C^X’
Го

(1.231

и pt (* 0,1.2.- •) являются корнями трансцендентных уравнений
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1 — — 2uaActgtZ^tjk => 0.
< 1.25)

1 :Հ^ 2^*ctg4& - 0.

Последовательности аА] и |3А|. при k стремящемся к бесконеч-

пости, стремятся к последовательностям

■ 'Системы функций

k-
d„

|7.8|.

tn^y ձԼնՏ°  ̂

Mk
sinatx — pa^cosa^x <*֊o. i. 2.---) (1.26)

и

в интервалах 0<y մ, и 0<x<d2 являются ортонормнрованными.
Разложим функции 5։ (у) и v -t- а 

интервалах 0<Cy<?rfj и ()<Հ.\՜ d2.
в ряды по функциям (1.26) в

. Հ, (֊ 1'1* <։n^y-| .
'°£0 ~

(1.271
«? /_ լ 

л֊-;- ս = (մ.. 4֊ 2р.) V Л- 
— а4. М.* о 4 А

Sina*X I u«*COSa*X .
А\.

2. Подставляя 1.21) и (1.23) в (1.14) и используя условия (1.18)֊— 
(1.20). находим функции /*(х) и ф*(у). Используя полученные значения 
функций Д(л*) и Му), в силу (1.21) и (1.23), получим

/հա՛, у) \
к-<)

\к С11(х֊«)3д.
Р CL.Z3, ' Ч- • к

տւոՅօ’յէ1Հ^0ճ^յ՛ .
-Ил

(2.1)

*-օԼ

sluy— ծ)ցէ ( 1)* Ր ։5hflL*-V 4- 
° ° Chfot

v _ ձ) I $ing** . 2 о
հ ' I A*

Здесь th и Ւ.է постоянные интегрирования, которые должны быть оп 
ределены из условий (1.18) и (1.19), а

Для определения Հ. (х) используем метод Г. \. Гринберга (11|.
Из (1.22) имеем
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(х) = ք Л(л. v) dy.

О

Умножив уравнение (1.14) на первую систему функций (1.26) и 
проинтегрировав его по у от нуля до ^.используя условия (1.16). (1.19), 

(1.25). (1.27). (2.2) и значения (2.3). для функции т* л՛ получим

sin<Z։?*-rj^*cosc/։&A Հ, I 
g* ~77й?------------

/>.-0 '

-։հ(6-Ժ,ւ» ՋՋ -(-I)՛՛ ?" .՛.<?• ' Ճճ»

֊ ֊Հ (Գ - 4) (1 + v*? th rf,«,} -
Jptfp СПАЛ/,

Лл (h H |s’nW I i^pcosvv
<(ծ Ժ’՜Պ՜ ՜՜^ (2.4)

Решив уравнение (2.4) и удовлетворив граничным условиям, 
для <рЛ х получим следующее выражение

?։(х ւ=С» | տհ (X — rf.) ch (Л
</:'1 "л 4՜

Ճ* ch (л — մ.,) 3* u Slnrfji*- :^*co$d։9*
fi ՜ chrf03ft - - И,

ХУ V» 1 I n I .1 /. .ch(6 —մ։)«.»
*ճ։- th.Л - — Հ

p Գ լ (Հ + Խ/օ ֊ ճ՜մճ. (Со ■ bra

< 11 -- |^th<«i«,) ֊ 4 (b- rf, ֊ U) 1 . , 5
I д t>

где Ck— постоянные интегрирования, которые должны быть опреде
лены из условия (1.18).

На оснбвании (1.22) и (2.5) получим

А2(л'. у)= V
А-0

(—1)*«А. Հ, 1
Лд - Լ

| (1 г- у 33р lh d./ip 2аЗр
Гл 1Կ ւ^էհՀձ,

1 4- I — 1 Л ____________ 1_________ 11 xi։ih;ly -j ;i\f.cos3,r?y
aj ՚Ղ chr/a?v 4 a^Sln/շ՚Ն JI -)!/>

+ th(*
Լ. 11 iz X

Գ • (Հ r u)r0
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I֊^֊‘֊ <с» + <1 + <“*th ֊ < (" ֊ -а - !*> IX

______ shajty 4- ^chaty 11WX -г >«*€(>$**# . , (
(1 — -vaji տհԺ-xOCfc 4- 2'AafcCh^։afc Л

Здесь использована сумма ряда |13|

у, (տւոՀ^-- ւ^շօտՀՅյ (sinfcy I H?*£os|*y) =
(p“ 4՜ ®Ն /И;*-o ՝ *՛ f? *

= „ ______ shgpy + papChapy________  շ -
(1 4֊ a2a2) sh dyp-j, I ch f/jap

Справедливость (2.7) проверяется разложением правой части в рят 
ио функциям (1.26).

Используя условия (1.18) и (1.19) и принимая во внимание (1.13).
2.1) , (2.2), (2.5) и (2.6), получаем совокупность двух бесконечных си

стем линейных уравнений
Zr£e*,r,+ e*, Yk= V bkpXp + bk, (fr = o. 1. 2....) (2.8)

Р„.(\ p^.Q

где

й^^|1 !<Vh (я-4>)М тк*р 
(«?֊Н|)Л”’ (2.9)

tlk?'
bkfi = I (1 i jx*«£) th dypk ■ I 2jia* | (• (2.10 •

a*e — v* th(n </..) 3* 
P*

Գ 1 —lilr* cth (« d.} ի* J x

1 (•+^<'’Հւ„)^||4

I (-»)* _______3
1$/.- շհժօ/Հ. 4-|փ*տհժ2ս֊.

^+^)лл|Ч<Л !‘-Л<

_ I-

Ьк= —~ [ Са (1 -- th dph-

-r(l-f-•*«* էհմ,1a) րօմ։-(-

|p3fc cth խ- </.,)M X

4- i*.ap sh d^ \ _
ch Ьлр /

I*) • (2.11)

֊ sch^«fc • schrf։a*) 4-

rf.)
yk
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schte* schr/jj* + էհժյ։* I Л* /V*
f ~ ----------- 1 ' a : l~ 1 J--------b ։> I ։*

» , I iP If
-։.|(l f (ЛЩЬ^ 4 +

l՜*~I 22*at _ __ !______ II (Դ jo»\ P' €հժ^4-^հ^||’ 1 Հ'

I (I r 2^ f
ւն i ՜էհՀծ,th՜(ն Հէ^ սՅ*|էհՀ.Յ։ էհ(«-ժ-)₽յ ՚ռ

1 1 — R>Cth (b Հ)ս» _____
iit 1 thrf։a>cih(d մ,я» -lajth^ji» cth(/>—ժյ)Հ՜]

Коэффициенты C>. f't и В> через А'* и К* определяются соотно
шениями

(-IFfc I+nMhd-?> v
*՜ M* ‘ (1+:^pth^ 2ս8* -՝*’

с = (- !)*«» chtet _________Yk________
՜* V* Sh {b — Ժ0 a* I — pa*dh (b — d՝} a*

(—1)‘ ch<fst I (1 -rl&thtftfo)^ ..
.И» * sh (a - Л) 3։ I (! - ՛ՀՀ) th Հ& +2A ЛА

cn d^if — --Яр sh d^p 
chfrip

ch dt3p ֊F u-ip sh d^p
ch fap

Для определения Co пользуемся теоремой о циркуляции каса 
тельного напряжения при изгибе |4, 9J

(2 16)

где Л։-внутренний контур сечения. ՏՀ- площадь, ограниченная этим
контуром. у0—коорднннта центра тяжести области Զօ, п И степей։
кручения изгибаемого стержня

Гак как изгиб стержня не сопровождается кручением. ։> О и
кроме того, вследствие симметрии. _vrt • ծ. Соотношение (2.16) при 
мет вил
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1' ''Ւ ds 0.
1 ап

Подставив в (2.17) значение 
dF   OF dy dF dx
dn ՜՜ Ox ds dy ds

и произведя некоторые преобразования, соотношение (2.17) приве
дем к виду

Используя условия (2.1), (2.2). (2.15) и (2.19). получим выра
жение, определяющее значение Со через искомые величины Хк и Y,{

\ b* d] - (֊ ՈՂԴ
2- '՝ (<1 "Հ- Mb

Հ. 1 <41. l/> ֊ (/, -J;. C>vh (ծ в
— A; 1 — J»a>Ctb (՜ծ — մլ) лк

\՝ ։ ) (1 ՜Ւ !լ/<է *11 Հղ- ... Հ՜- ___ V
гВи» ւ ад* Д*

« 1

— Ղ a
ի Տճ ՜

( D'’"’՜4
!A)~

^տհՀց;, ■ ] 
ch/>®p ) j (2.20)

(ff-dt

где

a — dy 
Հ~2^

Л — մ յ 
d: ՜2ա

vi 1 /. shtZja*— a>\- (11 ch^a*
jt-o • *

Հ, I Հ, 1 / , cb<a;1 |iap$hrf։^ \
- ЛГ - ;a:, ՛• ‘ chftap )
k-o ե p-f) ' p •* ւ՝ Ր '

Докажем, что совокупность бесконечных систем (2.8) при ус- 
շ

ловив. ;ւ>լ dy вполне регулярна. Действительно, используя сумму
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\ Լ _ :Ն
֊ ■-■ ' \ ՜ !‘ ' (1՜ ։Հ<էհ^.

получаемую из (2.7). находим

Հ- 1 J ?лдй(ц —dg)3* |(;\Ն ; էհՀ&) ____
— 1 ‘՜7’' рЗ* 1 — Հ.)4- ք4Ն[էհժ2Յէ- էհ (я — Հ)^*|

tr>(<Z d.,) 3* I ,_________ 1__________(2 21)
4-hth(a- Հ :> ՛ 1 - th a d, ՚?1/ > Լ [ՀՀ"

Здесь использованы неравенства

I p3*th (ո d.d fa ՚ <Հ ujjA th (a — rf?)£*, (2.22

I 4- p.3* th ddfa < uS* I th ddfa. (2.23'

Неравенство (2.23) доказывается при помощи неравенства рЗ*^>1, 
շ

которое следует из уравнений (1.25) при условии ս > — մր • •
В случае, когда

1 иЗ* th {а — dd 8* | <՛ 1 
имеем

« 1
֊՝ u3J14֊thu/ ֊ <ճ)3*| -=l ՝՝”

2.24)

111 ՜՜ ՛ iWH ՝ էհ (a Հ.) Ն.1 1 ՜

Согласно (2.10) и (2.14) точно такие же оценки получим для 
суммы абсолютных значений коэффициентов второй системы (2.8). 
Таким образом, на основании (2.21) и (2.24), совокупность бесконеч- 

շ
пых систем (2.8) ври условии и _ dv вполне регулярна |12]. Огра

ниченность свободных членов 2.111 и (2.12) вместе с вполне ре
гулярностью бесконечных систем (2.8) позволяет определить искомые 
коэффициенты с любой степенью точности и дать оценку погрсшнос! и 
приближенного решения.

3. Рассмотрим квадратное сечение симметричным квадратным 
вырезом

а = b и dy = d.:=d. (3.1)

Для толщины ус ил ина к 1 те го покрытия п механических характе
ристик материалов примем

ձ =0,1 -а', 6՝, = 8. Ю‘ кг/елг. G.. = 8.10*' кг/с.к2. (3.2) 
Тогда р = d.

На основании (1.12), (1.13), (2.1), (2.2), (2.6), (2.15 . (3.1) и (3.2) 
для функции напряжений будем иметь
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Ր аз
^ (Л՜. У) = (у d)֊ V 

Го

8к (____1ձ
•Ն

ch(x — а) а» 
տհ 1 a — d) aA.

- I C1 -Hfa*lh (հՀէ*ւլ__ Л.. Ք հ у
S](l+<*•։’> th <fa* + 2A» * -a + X-I.'VJ ''

ch tfg-.. i dxpShdxp 
ch«a? an

2d _ a ch</g* ՜*~(Խ“ տԽհ> 
chaa»

где d^x^a, 0 < у Հ մ;

Л֊֊0

( — 1 )fc д>.
•V*

Sina*y 4- rf<xj>cosa*v 
Л4 3.3)

у 1 |(֊1)^p Xp

լ 1 - (— 1 )Л х _ 1 I] sin«Py 4- dj.., cosa.,y
p cht/«P4-^slu/aP |l А/,

Y 1 I \\^x^k \a շց\ c<>՜ dro ch<fo* ; fofrslufe» 
'Հ ' ' հ ' հ ' chaaft

Co 4՜ 2dr0 sliax-y 4- dj-i: ch дА-V______ sinafcx - dai; cosafc.v
d-k (14- rfJaJ) shtfa* 4՜ 2ri«*Chda* A\

где 0 < x <; d, 0 < у C d;

K . a*4-^,,. . v ( — 1)*ал I, i ь ./■։Uy) = -^֊(Q֊ro>')-y -fr------- (-1)'-з֊(у-«1
A 0 * ‘ *

_______ shCv »л__________ Cp-t-arp ձ'հԴՀ 1 x
r sh (a — d) “k — dj-լ. ch (л — d)aA. a- chaa*

si na*x 4֊ rfafc cos ikx
X -N֊k — ■ {6..»

где 0 << л* < d. d հ у a.
Решая трансцендентное уравнение (1.25) методом касательных, 

дли его корней с точностью до 10՝а будем иметь

da0= 1.312: rfa։ = 3,670; մշ., = 6.579: rfa3=9,627;
մց4= 12,72; d^^kr. -k 5. 6. 7...-1.

Обозначим значения неизвестных Az> и YK с избытком через
•V՜. l t:. и с недостатком через Х( . . Пользуясь теорией вполне

лярных систем |12|. для Хк и Yk при грех отношениях % и 
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двух значениях коэффициента Пуассона (> = 0.3; >==0) получим оцен
ки. которые зависят от С,. Используя эти значения .¥*. К* с избытком 
и с недостатком и учитывая (3.1) и (3.2), при помощи 2.20 получим
следующие оценки для Сс:

Գ 23,119-10 1 ~ 
(1 Գ 23.120-10-’ ~ - Q при

4 - 1.1 и >=0.3. 
d

Գ = 29.362- 10֊л £ 
а Գ 29,364-10 ’ հ = С+- при

1,5 и * « 0.3, 
d

Գ 3.1765 in £ 
а

3,1766-10 ' ֊֊ -CJ при

4 = Ю и ' 0,3, 
d

Գ — 31‘854-К)-* ~ 
а <Գ 31,855 10 ՛ ~ при

4=1,1 и > = 0. 
а

Գ = 26.113-10 1 հ- 
d < Q ■Հ. 26.115 • 10՜ ' при

4 = 1-5 и * = 0, 
а

Գ
р

- 2.9429-Ի՜։՜ձ ֊֊- 
а

2,9443 10- =С при

4 = 10 и > = 0. 
а

Используя эти значения Со, окончательно для А։ и получим 

значения, которые приведены в таблице I.
Внеся найденное значение функции напряжений /՛ (л. у) и фор

мулы (1.10) и 1.111 ՛ ноль-у. <сь данными таблицы I. определим с 
избытком и Недостатком значения напряжения тх. в трех характер
ных точках при трех отношениях размеров поперечного сечения. 
Эти значения напряжения приведены . таблице 2. Заметим, что в 
рассмотренных точках значения напри кения с избытком и с не
достатком с точностью то пяти знаков совпадают друг с другом.

Из непрерывности перемещений на контакте следует. что

Ю-т« при у — 0 и у «մ.

а из условия равновесия Л •ле . и j . ще.м c.te.iyei. что

. «* Т«. при X () и х =֊ d.



______ Изгиб полого прямоугольного стержня с усиливающим покрытием 63

Для сравнения в последнем столбце таблицы 2 приведены зна

чения касательных напряжений -и. на нейтральной оси х — а при 
>—0,3, вычисленные по формуле 9.2' работы |5 .

Таблица I
и 
d

. ֊ 0.3 ֊.=0
и 1.5 10 1.1 1S 10

10»
I'd 6.788$ 16.277 2.1278 2.7407 13.591 1.9318

•А'о 6.7748 16.272 2.1276 2.7239 13.586 1.9316
•а; 2,0213 6.1478 0.49216 3.0323 5.849-1 0.45303

•V 2,0189 6.1276 0,49135 3,0298 5.8302 0.45231

■X՛ 1.6092 3,9269 0.24783 2.6801 3.7775 0.22747

•Л7 1.5949 3,8934 0.24657 2,6644 3.7458 0,2263-1

•^3 1.5404 3.0361 0.16828 2.3991 2.9243 0,15112

АТ 1.5172 2.9938 0.16671 2.3740 2.8843 0.15271

>0 —6,2974 -2.2660 -0,12140 —6.9292 —1,1130 -0.11375

■ -6.3055 -2.2775 -0.12159 -6.9414 — 1.1240 0.11391

4,2577 •2.8124 0,01919 2.4607 2.4951 0.01039

->7 4.2446 2.7896 0.01821 2.4429 2.4732 0.00949

■у-: 4.1645 2,6556 0.05618 3.0767 2.4434 0.04759

■Гп 4.1364 2.6194 0.05456 3.0391 2,4088 0,04611

3.0872 2.4302 0.06-182 2.4826 2,2402 0,05655

1
3.0547 2..3837 0.06272 2,1390 2.1957 0.05464

Значения р- (х. у)
' Таблица 2

•V. У
а
d > = 0.3 •. =0

1.1 0.06292 0.07743 0.36449
а, О 1.5 0,04855 0,04433 0.25380

10 0,006201 0.006013 0.02957
1.1 0,05978 0.07555 0.32481

«. -- 1.5 0.04846 0.04354 0.24165
10 0,006088 0.006013 0.02931
I.I 0.11513 0.10607 0,39920

a. d 1.5 0.05861 0.05998 0,25110
10 0.005982 0.006013 0,02905
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Сопоставляя первый и третий столбцы таблицы 2, замечаем, что. 
благодаря усиливающему покрытию, напряжение л приведенных ха
рактерных точках уменьшается более, чем в три раза, при одной и 

той же изгибающей силе /Հ Например, в случае — 1,1 максималь

ное касательное напряжение уменьшается примерло в 3,5 раза, в 

случае у = 1,о уменьшается в 4,3 раза, а когда =10—уменьша

ется примерно в пять раз.
Из таблицы 2 видно, что касательные напряжения в рассматри- 

ваемых точках убывают с увеличением отношения , при одной и 

той же изгибающей силе /Հ вместе с этим падает роль коэффициента 

Пуассона. Например, в случае-'у 1,1 максимальные касательные

напряжения при < = 0,3 и v -0 отличаются друг от друга на 8%. 

когда 1.5, эта разница доходит до 2%, а когда -у = 10. то от

личие составляет десятые доли процента.
Сравнивая эти результаты с результатами, приведенными в |6|, 

замечаем, что. как в двухсвязных областях без усиливающего по
крытия и ослабленных симметричным отверстием, так и в стержне с 
усиливающим покрытием и симметричным отверстием, с увеличением 
отверстия (т. е. когда стержень становится тонкостенным) уменьша
ется роль коэффициента Пуассона. Полученные результаты все же 
говорят о гом, что для профилей с отверстием коэффициент Пуас
сона. даже для его максимального значения ('/ = 0.5). играет незна
чительную роль и практически им .можно пренебречь.
Институт математики и механики
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*П. X, 4*աւֆսԼււս(>

ՈՒԺեՂԱՑՆՈՂ ՐԱՐԱԿ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ. ՍՆԱԱեՋ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ 
ՋՈՂՒ ԾՌԱԱՆ ՒՆԴհՐԸ

Ա 1Г Փ II Փ II Ի Մ

Ուժեղացնող բարակ ծածկոպթով ձողի ծռման խնդրի ճշդրխո լուծ ումր 
համ արմեր Լ րաղաղրրսլ ձողի ծռման խնդրի լուծմանը |1 ՜4|՛ Լարումների 
F I’A-, У) ֆակցիան 1)^ I» {)օ տիրույթների ներրին կետերում սլեար Լ բա֊ 
վարարի համ ապա ուա и ի։ ա՛հ աջ մասով Պուասոնի հավասարմանը, եզրագծի 
վրա եղրալին պալմսլնին ե երկու աիրու լթնե րի բաժանման գծի վրա' կոն
տակտի երկու պա լմաններին։ Ալսպիսի դրված քով լարումների ի ֆունկցիան 
Հ\իշո» որոշելը կոնկրետ խնդիրներ լուծելիս, մեծ մասամր կապված կ մաթե
մատիկական դժվարութ լուննե րի հես»։ Ալդ պատճառով նպատակահարմար է, 
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եքնելով ձոդի հաէովածրի ։ iiit/iii i tfhft p ի նկատմամբ n է մ ե դ tnցն n դ <) ած կո i jfj ի Կաս֊ 
էՈուիքլան էիորրա իք լունից, րորէււմէէերի ի էի՛ ո ւնկէք ի ան որոշել խնդրի մոտա֊ 
V՞/* 7Г‘/“7'^7-"'/' ^77 ''"'PUP ր՛ էսա բանված է |7* սւշիէա աուիք րսն մեջ, որտեղ 
У'" [У Լ տրված, որ որոշակի մոոէէռվոբէսիծյամբ լարումների [՝ ֆունկցիան 
կ՚՚էրե/ի I. որոշել մ իա չն ’,ի1մւական նլա.իքին համապատասխանող ի) տի րոէ լիքում 
1 I.U ) խաոր հ դրա լին պտլմսէնէէվէ Hոաավորաիք /ոէն՚հ աչն կ, որ ծ ած կա /իքին 
•աւմսւպւսւսաւ։ խանոդ /տիր nt /իք ա.մ չարա էքսերի ի էի ո ւն 1լղ ի ան րսա ծած֊ 
էր՚ւ իքի Կաստա իք րո՚հ էիս էիս խվս է.մ կ ղծալին սրենյավ, որբ մեխանիկորեն հա՝ 
ilnifi'f 1,յ> Լ ուլն րնդունե րո.իք /սւնր, որ <>ածկո t /իք ա մ շոշափող [արտ ւէհերր ըսա 
Я ածկո՛ լիք ի հաս տա իք չան չեն •1,ո ՛ի ոխվում, ա/սին րն մնում //Ն Կա ո աա tn и էն է

ներկա հողվածում դիաարկվում Լ սիմետրիկ ուղղանկրքւն անցքով ուլ֊ 
դանկրււհ լայնական հատված ր ունեցող պրիդմաչաձև ձողի լախ ական ումով 
ծոման խնղիրր: .'Jtttjft արատքին ե ներքին մւոկելւե nt /իքներր ծածկված են 
Hi <1 եղա դնող բարակ Л ածկո ւ. / իք աք :

Լարոէ ifit երի ֆոէնկցիան ներկա Iա Ц վա«) 4 |7. ձ’| աշիէաաոէ իք յուններու մ 
<4 մրլէքեասիրված որթ ոնորւ1'ա/ էի п ւնկ ij ի ան ե ր ի ււիստեմուի; Խնդրի լուծ nt dp 
բերվում Լ դծալին հավասարոt tfitfiրի երկա անվերջ ս ի ս աեւքեք, ր ի լրիվ ոևդոէ- 
1բոր համախմրի լոէծման/է:

Ձու/ի {արումս!, րի ւ/ ե ր մն ական հաշվա մ ր կատարված !. րաոաքլու սի քրորր- 
ւիէոՀյւի Կամար; Աողի /ա/ն ական Կտաված րի մի րանի րնորոշ կեաերա մ :՝>՚ւշէի 
ւ/սւծ են լարու մեերր, 1րոիււիոծ հաաւիոծրի քտյնակաե չաւիերիւ/ ե ՊուաԱէէնի 
ւրւրծ ակէքի էր U աա t/ված իյւիէէ/ին արդրււնրներր Կամ եմա էով ած են |5| ե |6’| 
ւսշխտաա իմ/ո ւննէ՛րէէէ d ստացված տրղրէէնրների հետ;
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Т. Т. Хачатурян

Об учете влияния касательных напряжений 
в теории изгиба плит

В работах ||, 2, 3, 4, 5, 6] предлагаются варианты уточненных 
ура&еннй классической теории изгиба плит, основанные на прибли
женном учете влиянии касательных напряжений нормального
напряжения з. и удлинения нормального элемента г--. Некоторые из 
цитированных авторов ограничиваются только учетом влияний каса
тельных напряжений, полагая, как и в классической теории, с-— О, 

|-*« = О |3, 4, 5, 6j. В настоящей статье обсуждается этот последний 
оариан. на гом основании, что поправки, вносимые учетом и е/:, 
малы по сравнению с поправками, вносимыми учетом ’>•. Далее 
в статье приводится удобный прием решения конкретных задач, в ко
тором уточненные расчетные величины (прогиб, напряжения) прсд- 

[ став.шкпея в виде суммы двух слагаемых—решения по классической 
[теории и члена корректива. Для ряда частных примеров показывается, 

что указанные слагаемые (основной член и член корректива) можно 
брать из известных результатов классической теории.

1 . Рассмотрим изотропную плигу постоянной голщины 2/i. Поль
зуясь общепринятыми обозначениями для перемещений, деформаций, 
напряжений, расположения координатных осей, и принимая парабо
лический закон распределения касательных напряжений, имеем |4|

Чл:=ь(х. ty-=?2(.v. уоЛ —--Y е.. = о. (1.1)

Из (1.1) получим выражения для перемещений произвольной точки 
I плиты

W/ = w, (1/2)

НН. 1. _ Ժ дгде к* ֊֊ прогиб срединной плоскости, օճ = -• дя = — 
дх “ Оу

Компоненты деформации будут

<« = - г ժ; w - Q ֊ Լ* |,
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Դր -- ~ - (1.3)

ЗЛ8

Для основных напряжений получим выражения

Е Ռ.. . /. г’Ч'л .
J-p-

E 
-----------*2

I Ps

E 
z 14-P

| ծ: К* tu/| W

ЗЛ8

ЗА8

ЗЛ։
(1.4)

Чоменгн в усилия будут определяться формулами

,И։ ֊ 4(fl'd ոԺշԱ- _ \tixrx ք- ;»Ժշ

.И. = D | (fan ոՀէր (1.5)

// - — О(\ <1) Ժ։ԺտՏ’— ՜ (Ժք
5 ■

2Eh
3(1 р)

2Eh
3(1 гю ’-3’

2Eh3
3(1 -рг)

Внеся (1.5) в уравнения равновесия элемента плиты

д1М1 + д.Н = Л\.

OL.W. d.H=N.. 

ժ։ .\’։ -ь о. V, = -

(1.6)

Ч-

получим следующие дифференциальные уравнения, содержащие нско-
мы՛.՛ величины чр, Т| и

1-р^ 1

Լ-՜Ел?

1 -j- ц 5 Л
—— <7Ar2------ժ։\7-՜ճ’ = 0.

- 4

?, ք Ц-^ժյժյՓ, ֊ 5 <J3 8№0. (1.7)

D

3 (1 -Ь р)
2Eh ' g‘

Здесь

7։«<М. (18)
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Таким образом, решение задач приводится к совместному ин
тегрированию уравнений (1.7), после чего перемещения и напряже
ния будут определяться формулами 1.2) и (1.4).

Первые, два уравнения системы (1.7) будут удовлетворены, если 
их частные интегралы примем в виде 4

w=ф _ ?յ = — -°-/Av'-Ф. г- — — ° лЛ.V*Ф. (1.9)
4 4

где Ф (х, у) — вспомогательная функция.
Последнее уравнение системы (1.7) приведется к виду

(1-10)
Г)

Внеся (1.9) в (1.5), для моментов и поперечных сил получим 
формулы, аналогичные соответствующим формулам классической тео
рии изгиба плит

/И, = - /.) (Ժ1Փ ф р^Ф). jV։ = — Ddx\72Ф.

.И.. = — D (ժյՓ -г и^Ф), Л’. . Dd^ '֊'I*. (1.11)

- Щ\ -?)()։д.Ф.

Перемещения и напряжения будут определяться формулами

(1 12)

Полагая в (1.9)/ = 0, получим Ф = w, тогда 11-lOj—(1.13) пе
реходят в известные уравнения классической теории. .Учитывая это 
обстоятельство я ге выгоды, которые ниже мы будем извлекать из 
структурной аналогии (1.10)—(1.13) с уравнениями классической тео
рии, поставим теперь такой вопрос. В каких случаях общие интегралы 
системы (1.7) могут быть представлены в виде (1.9). если Ф есть 
общий интеграл уравнения 11.10)? Для решения этого вопроса, оче
видно, нужно составить общие решения уравнений системы (1.7) и 
потребовать их совпадения с (1.9).
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При <7 = 0. из последнего уравнения системы (1.7) следует, что 
общим представлением для с, и будет

= ?i^—dxF, (1.14)

где F -произвольная функция координат а՛, у
Внеся (1.14) в первые два уравнения системы (1.7), получим

)= — o։V֊k՛.
\ 2 X / 4

֊ժՀ^»ք- Դ=4ժ։
\ ~ А / 4

откуда следует, что

4^ = ք,. '-^V'F-֊ ^F2. (1.15)
4 2 г.

де Fx и F>- произвольные сопряженные гармонические функции так 
как

d2F. = dxFр dxFz = - ժ/։. (1.16)
Из (1.15) имеем

^ = Ф0, = (1.17)

где Фо—бигармоническая функция, а б является решением уравнения

=0. (1.18)2й« • ’

Из (1.17), (1.14) и (1.15) имеем следующие общие интегралы 
однородных уравнений системы (1.7)

= Фо.

«։ =, — ).(/„/•:, ժ._,ձ =—-2_/.ժ։ 4- ал. (1.19)
4

?2=/ДГ.. Հ0 = А'Л^։ф0
4

Сложив решения (1.19) с соответствующими решениями (1.9), 
получим полные решения системы (1.7) с правой частью. При этом 
"лены содержащие Фо и Ф можно объединить и одной функции Ф, 
получим

— Ф — /. ; -’ф։

^Х<^=Ф + фЬ. (1.20)
4

4 ֊

где Ф и ձ являются общими решениями уравнений 1.10՛ и (1.18).
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Внеся (1.20) в (1.5). получим 
и поперечных сил в таком виде

общие выражения для моментов

.и, Ժ|Փ - սժ|փ - — 
տ

'X J Ժ/Հ՚նD

.Wa = — /И ԺշՓ аО1'Ф- ֊4(1 1*)ժյժօ*]’
5 J

/7 =— /9(1 u) Ժ//..Փ 2 (ժ;ն-ժև)
5.

(1.21)

•V։ = I) Ժ, /=Ф—1----- -Ժ-4 •
л-

л1 — d (Լ Ջփ- 1 --М/г

Заметим, что функции Ф и Շ имеют определенный геометриче
ский смысл. Из (1.20) следует, что Ф, с точностью до числовою 
множителя, представляет прогиб плиты. Геометрический смысл функ
ции 6 выяснится, если мы составим выражение для элементарного 
нормального вращения <•>

dU 
ду

dV
ох

Внеся значения U и И из
<1.20) и (1.18). найдем

(1.2) и пользуясь соотношениями

2 
h-

1.22)V
откуда следует, что •!>, с точностью до числового множителя, пред- 

5 ծ 
ставляет нормальное вращение. При з- -Л со. = ------- -

6 Л
Вернемся к поставленному выше вопросу. Из (1.20), (1.21) и 

(1.18) следует, что (1.9) будут общими интегралами системы 1,7) и 
выражения (1.11) будут общими выражениями для моментов и уси
лий, когда 4 = 0. При этом из (1.22) следует, что это имеет место в 
тех задачах, в которых <■•>.= 0. К числу таких задач относятся, на
пример, все осесимметричные задачи об изгибе круглой плиты.

Далее, из (1.17) следует, что если ձ = 0, то F будет гармони
ческой функцией, т. е. наряду с общим представлением (1.14). иско
мые функции <?յ и ?с должны допускать также представление

?i = Of. = d,F. (а)

Допущение (а) равносильно условию «•_. = 0.
В данной статье допущение (а) мы принимаем основываясь на 

следующих соображениях.
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I. Из статических уравнений 1.5I следует, что допущение (а)՛ 
равносильно соотношениям

Л\ = дх Г ։, .V2 = dJ\. • (б)

Как известно, в классической теории эти равенства соблюдаются, 
причем /•’։-- ZJ\72a’o. Поскольку исходные допущения (1.1) о пара
болическом распределении касательных напряжений так же заимст
вованы из результатов классической теории, нам представляется воз
можным принять соотношения (б) так же и в уточненной теории, 
где теперь F, = В работе |5|, и в других, ранее опублико
ванных работах С. Л- Амбарцумяна (наир., [7|), указывается, что 
уточненная геория изигба плиты на основе допущений (1.1) приводит 
к уравнению четвертого порядка, если приня ы> дополнительные ус
ловия

лг, - М’. Xr։ = л',. (в)

где Ai н /V- поперечные силы, вычисленные по классической теории
Условия (в) и (б) совпадают, если а?0—Ф будет гармонической 

фун кцией.
2. Числовые примеры, которые будут приведены ниже, пока

зывают, что полученные из (1.9). (1.10) и il.lL результаты |т. с 
при соблюдении (а)| очень близки к результатам других авторот՛ ։ 
том числе к некоторым точным результатам.

Переходим к формулировке краевых условий.
Таким образом, без дополнительного условия О 0, решение за

дачи приводится к уравнениям шестого порядка, поэтому цитирован
ные выше авторы пользуются статическими краевыми условиями Пу
ассона. и соответственно этому, гремя геометрическими условиями 
Мы будем пользоваться краевыми условиями Кирхгоффа, поскольку 
решение задачи, при дополнительном допущении <՛>.• — 0. привелось 
к интегрированию уравнения четвертого порядка 11.10.՛.

Для трех основных видов закреплений плиты на опорах, крае
вые условия для Ф запишутся следующим образом (для кромки 
л* — cons է).

Свободная кромка. В этом случае краевые условия будут чисто 
статическими: И։ - (), Q։—Л'։ Ч-ժ2// 0. Из (1.11) получаем

с/֊Ф -у uo?l> = 0. d-Փ I- (2 - u) Ժ,ժ5<է> = 0. (1.23.

Защемленная кромка. Краевые условия будут чисто геомстри 
четкими, причем одно из них. те -0, будет вполне определенным 
Что же касается способа „защемления кромки го последний может 
быть сформулирован различными способами, среди которых наибо
лее интересными являются 

л
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3) *? = о,
ах 4) 5) h 0. (1.24)

В классической теории все условия (1.24) совпадают и приво
дятся к ժյ(Հ»=Օ. В данном случае, такого совпадения не будет. Поль
зуясь выражениями (1.12), условия для защемленной кромки и общем 
виде можем записать так

ф __■ ?ф = о. Ժ,Փ j- /.ժ։ VC<1> = 0, (1.25)

W / числовой коэффициент. который для случаев (1.24) имеет 
значения
| /,=f Л-К /. = ֊֊֊■ A = f (1.26)

Ниже, при разборе числовых примеров и сопоставления с имею
щимися точными решениями, будет указано, какие из формулировок 
(1.24 панлучшим образом характеризуют понятие заделки края.

Свободно опертая кромка. Здесь краевые условия будут сме
шанными. статическое .И։=0 и геометрическое «• = (). Получаем

ՀՓ -Н = О, Ф— /. V'-Փ = 0. (1.271

В соответствии с формулами (1.23) и (1.25) могут быть сформу- 
; лнрсваны и другие смешанные краевые условия, а так же и условия 

на других кромках.
2 Приведем приложения изложенной выше теории к решению 

ряда конкретных задач.
Защемленная но контуру круглая плита при симметричной 

чагрузке.
Из (1,11) и (1.9) имеем

к» = Ф । Ճ д/, д’ ։2.1ւ
/.)

где

Краевые условия (1.25) с учетом (2.1) могут быть записаны так

Ф + А д/ _ о 
D

ԺՓ 4-/• .V =- О при г = 1Հ. (2-3)՛

Поскольку Л1 и .V на контуре имеют постоянные значения, ре
шение уравнения (1.10) можем принять в виде

Ф — tt’y-r .4, I֊ Ал--. (2.4)՛

&де й'п— прогиб по теории изгиба гонких плит. .4, и Я.»— произволь-
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ные постоянные. Внеся (2.4) в (2-1) и (2.3), после определения коэф
фициентов .4, и .4... получаем следующие общие решения

где Мо— приведенный момент по классической теории, .И"'1 — тог же 
момент на опоре. Л'о" - поперечная сила на опоре. Все эти величины 
известны для большого числа частных видов внешних нагрузок, 
следовательно, для этих же нагрузок (2.5) дает уточненный прогиб 
плиты с учетом влияния касательных напряжений. Имея (2.6), по 
формулам 1.13) можем определить напряжения в произвольной точке 
плиты.

Пользуясь (2.5) вычислим прогиб в центре плиты при действии 
равномерной нагрузки q, приложенной по площади малого концен
трического круга радиуса г = а. Эта задача решена точно |8|, в пол
ном соответствии с уравнениями теории упругости, с удовлетворе
нием граничных условий во всех точках защемленного края, поэтому 
мы будем иметь возможность сравнить приближенное решение (2.5) 
с точным, а также оценить, какая из формулировок (1 24) наилуч
шим образом характеризует понятие заделки.

Внеся известные решения

ж. ~ ՜ (4 - 33= Վ 43=1 и 3). АГ = — — qRf,
64 D 2

дрЙ о Ջտ
/И„ = г— 4 In и. ЛС ‘ = V

о о

в (2.5), подучим

w ~ Ճձճ' 4 ֊ 3?- , 1(Я= In В 4- (1 - / - 21п 3)-/Г-
64D I и /?-•

(2.7)

(2.8)

где ի = Ք : R.
В нижеприведенной таблице 1 помещены значения у։ = zc:w(1 и 

зависимости от 3 и h՝.R, причем индексы под у совпадают с соответст
вующими индексами коэффициентов f в (1.26). а у без индекса есть 
точное решение (а — 0.3).

Из этой таблицы видно, что даже для толстой плиты, с отно
шением толщины к радиусу 1:3, формула (2.8) обеспечивает для про
гиба значение, близкое к точному. Далее видно, что условия заделки

М=о. 
d.v -о

COOTWtCXWLHHO К ЗЗН\\КЛ\\\\0ЧХ \\ ՅձՅԱ\\\Գ.\\\\0ն.\\ 3W 
для ՜մ). Понятие заделки более точно характеризуют условия
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Таблица 1

и:/? Л: А* 7 Г: 7: Ն 7: 7»

1:6 1.32 1.32 1.28 1 1.64 1.42

1 1:8 1.26 1.18 1.16 1 1.36 1.24
1:10 1.11 1.10 1 1.23 1.15
1:12 1.08 1.07 1 1.16 1.11

1:6 1. ri 1.40 1.39 1.27 1.52 1.44

1 :2 1:8 1.22 1.22 1.1-5 1,29 1,25
1:10 1.14 1.14 1.10 1.19 1.19
1:12 1,10 1,10 1.07 1.13 1.11
1:6 1.51 1,48 1.40 1.59 1.53

1:4
1:8 1,28 1.27 1,23 1.33 1.30
1:10 1.18 1.17 1.15 1.21 1,19
1:12 1.13 1.12 1.10 1.15 1.13

1:6 1.68 1,67 1.60 1.76 1.71
1:10 1:8 1.38 1.38 1.3-1 1.43 1.10

1:10 1.24 1.24 1.22 1.28 1.26
1:12 1.17 1.17 1.15 1.19 1.18

Иt'»v= --- —
2 \ дх

причем, предпочтение следует отдавать

Ս\: Л = 0

первому из них С у.меньше-
нием толщины плиты разница между ними уменьшается и при fr.R^. 
Հ1:8 практически они приводят к одинаковым результатам. При 
равномерной нагрузке по всей площади круга и условиях а> = 0, 

= 0 на контуре, для прогиба получается решение, совпадающее 
с обычным решением (;. 1). Аналогичный результат получен в ра
ботах [9, 5].

Свободно опертая по контуру круглая плита. В этом случае 
уравнение (1.10) нужно интегрировать при краевых условиях (1.27). 
Чля w и Ф получим решения:

~(Л1„ -и;՛’).

Ф = К'У-.^Ж,

(2.9)

(2.10)

где 7Ио‘ — приведенный момент на опоре, зависящий юлько от тан
генциального опорного момента

ДС=—— М . 12.11)
1 Р



76 I. Г. Хачатурян

Сравнивая решения (2.9) и (2.10) с решениями (2.5) и (2.6) за
щемленной плиты, замечаем, что они отличаются членами, содержа
щими, поперечные силы Ло".

При частичной постоянной нагрузке, приложенной но площади 
концентрического круга, из (2.9) получим следующее выражение для 
прогиба

Г12 Ц-4р — (7
64D 1՜ + р 43-'1п3

2.12

При 3== 1 имеем
</R՝ 5 - յւ 12,8 h-
64D 1 -г Р 1 р R՞

что совпадает с результатом работы (5|.
В нижеприведенной таблице даны отношения ®:w0 для ряда 

Л : R и 3 .= а : R (р — 0,3).

՝ , «:/? 
Л:Л?\ 1 Խ2 1:1 1:10

1:6 1.12 1.17 1,24 1,34
1*8 1.07 1.10 из 1.19
1:10 1,05 1,06 1,03 1.12
1:12 1.03 1 .(14 1,06 1.09

Свободно опертые прямоугольные плиты. Краевые условия 
(1.27) при помощи (1.11) могут быть представлены так

Ф = 0, 73Ф = 0 — на контуре. (2.13)

Отсюда следует, что решением уравнения (1.10) будет Ф — w0, где 
«^—прогиб по классической теории. Для уточненного значения про
гиба получим общее решение

иУ = к'0Н֊֊^-/И0, (2.14)

где Л!о приведенный момент по теории тонких плит

Представив известные решения по теории тонких плит в виде

Лй-Мл2. (2.16>
8£Л3

для прогиба получим формулу
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—Հ' 1-2.17

которая очень близка к формуле, предложенной в работе |Ю| с 
приближенным учетом влияний о.- и <•_.

Для сравнения, вычислим прогиб в центре свободно опертой 
плиты с. размерами a, b ս и 2А=</:4 при равномерной нагрузке 

•' интенсивностью у --‘2р. Такой пример рассмотрен в работе В. М Де
ева [11) в качестве числового расчета к предложенному нм ме
тоду, основанному на развитии работы В. И. Блоха. Цитированный 
автор, выполняя громоздкие вычисления получает i;i = 0.3j

w= 1.4944^
Е

Пользуясь табличными значениями [12] з 0.1106. =0.1017,
38=0,0464, из 1.2.16) непосредственно получим

w - 1,5906 р-
Е

Расхождение результатов составляет 6%. Классическая теория 
дает для коэффициента величину 0,8848.

В работах [3, 4, 6|, в качестве числового примера рассматри
вается свободно опертая квадратная плита с отношением А:л=1:6 
при нагрузке

<7(х, v) г/sin— sin—.
а b

и решается задача с удовлетворением трех граничных условий. Для 
отношения аыгг’о Б. Ф. Власов и С. А. Амбарцумян получают 1.62. 
X. М. Муштари получает 1,57. точное решение дает 1.54. Из (2 14 
получается

Прямоугольная плита свободно опертая по некоторым кром
кам при свободных других кромках. Из 11.27) и (1.23) следует, что 
в этом случае решением уравнения (1.10) так же будет Ф = -а’о. 
Поэтому формулы предыдущего пункта остаются в силе я прогиб 
плиты можно определить по (2.17). В частности, для плиты сво
бодно опертой но трем краям, свободной по краю у = Ь, и несу
щей равномерно распределенную нагрузку, максимальный прогиб и 
момент получаются в середине свободного края. Интересно отметить, 
чт.՛ •.той точке, при изменениях отношения сторон Ь:а от 0,5 до 
бесконечности, отношение коэффициентов (3. З3):а имеет почти по
стоянное значение 0,8 (меняется в пределах от 0,775 до 0,8) [12], 
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поэтому для прогиба плиты в этой точке, независимо от отношений 
сторон имеем

1 -}- 7,68 —V 
\ а2 /

Ереванский Политехническим
институт Поступила 16X1 I960

(Ժ«. (Ժ». 1սւււչսւտրւսւհ

ՍԱԼեՐՒ ԾՈ֊ՍԱՆ ՏեՍՈհԹՅԱՆ ՄեՋ Ш11ФП1 ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ 
ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ZUEWm ՄԱՍԻՆ

ս. մ փ п փ ո ւ» ւր

զոդվածում քննարկվա մ Հ nut չերի ծոման աեասթլան ձջտման հարբը. 
երբ հաշվի !; առնվում միաչԱ պա բաբո լական օրեն բով բաշխված շոշաւիոդ 
լա բումն ե րի լրտ բու у ի չ ադդեуш ի!բոնը է E և բվամ է նաև խնդիրների լուծման 
մի հարմար եղանակ, "բր կալունում է հետե լալում։ Սաչի ճշտված հաշվար- 
կա լին ւ) ևծւււքյ լունննբը Հէմբիոծբը, լարումը) ն և բկա/ш у վա մ են ոբպեո երկու 
ղում արն լիներ ի դումաբ, որոնբիբ աոաջինը հիմնական անդամը, ներկա լադ֊ 
նամ է 1չբո։ւիկ աեոավյբաքբ ստաըված մ եծ ավծ լուեը , ի“կ երկրորդը' 
у ի} անդամ է: Մ ի շարը մաււնավոր խնւլիբնե ըի համար yntjy է տրվում, որ 
ինչպես հիմնական անդամը, այնպես էլ Ա՚ա դռւբիչը կարեչի Լ վերբնեչ կլասիկ 
աե tin 1 [J բաէր աոաբված ա րդլռւնբնե բի у է
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ФИЗИКА

И. И. Гольдман

Ионизационные потери и захват медленных тяжелых 
отрицательных частиц

Замедление, заряженных частиц в веществе хорошо описывается 
с~формулой Бете-Блоха в области скоростей — • Согласно
Ո

этой формуле, потерн энергии Одинаковы для положительных и отри
цательных частиц и возрастают, при уменьшении скорости, по за-

I кону —շ •

Эксперимент показывает, что при замедлении до скорости Ф*--2г’о 
рост ионизационных потерь прекращается, а при f<2i,ll потери резко 
уменьшаются. Как известно, уменьшение неупругих потерь в области 
■п<2т'о обусловлено тем. что электроны атома успевают совершить 
много оборотов по орбитам за то время, пока частица заметно изме
нит свое положение. Вследствие такой адиабатичности, ионизация или 
возбуждение атомов становятся маловероятными.

Однако, для отрицательно заряженных частиц имеется дополни
тельный механизм потерь, эффективный в области даже очень малых 
скоростей и ответственный, повидимому, за захват частицы на одну из 
атомных оболочек [1].

Этот механизм связан с тем, что медленные отрицательные ча
стицы должны втягиваться вглубь атома и ускоряться.

Будем предполагать, что отрицательная частица много тяжелее 
электрона. Тогда ее движение можно описывать согласно классиче
ской механике. Траектория частицы в поле атома определится из сле
дующей' формулы

где у, R—полярные координаты частицы в плоскости движения, 
и-масса, /И- момент количества движения, Е энергия частицы, Ф 
потенциал атома, /<—ближайшее расстояние до ядра.

Вводя прицельный параметр о = Л4 J'2ac получаем



Зи И. И. Гольдман

Заметим, что вил траектории частицы зависит от И н р, ио не 
зависят от массы р.

Ближайшее расстояние частицы от ядра /Հ, определяется и?, ус
ловия

<+£ga-i <՛՛

Анализ этой формулы показывает, что даже сравнительно большим 
прицельным параметрам могу։ соответствовать малые /?0 (если 7. не 
очень мало).

В области малых скоростей становятся существенными свойства 
тормозящего вещества, обусловленные наиболее слабо связанными 
электронами.

Рассмотрим случай, когда торможение происходит в газе. В от
ношении свойств газа надо различать две возможности:

а) либо при любых положениях отрицательной частицы сущест
вует стабильное состояние атома (т. с. стабилен отрицательный ион 
предыдущего элемента с порядковым номером 7. — Г,

б) либо при расстояниях наружный электрон не удержи
вается атомом.

В последнем случае ионизация медленной отрицательной части
цей происходит, очевидно, с большой вероятностью. Пользуясь (1). 
находим сечение ионизации

= (2)

(р։—-прицельный параметр, которому соответствует ближайшее рас
стояние — При этом сечение не зависит от массы и частица 
теряет энергию, равную по порядку величины потенциалу иониза
ции /.

При очень малых энергиях сечение процесса

Захват происходит, если Ւ. - /. причем вероятность захвата не очень 
чувствительна к 7 |см. (lj|.

Случай, когда отрицательный ион предыдущего элемента стаби
лен, имеет место в благородных газах (отрицательные ионы галоидов 
устойчивы и имеют энергию ионизации порядка нескольких «?<։).

Изменение состояния атома под действием медленной тяжелой 
частицы нельзя считать малым (это относится к валентным электро
нам, которые ответственны за ионизационные потери; и нельзя поль- 
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зона1ься обычной теорией возмущении Можно, однако, воспользо- 
нлться медленностью движения ионизующей частицы и применить 
адиабатическую теорию возмущений.

Пусть —волновая функция атомных электронов (независящая 
от времени) в поле ядра и покоящейся отрицательной частицы.

Тогда
|//4 141

где V (/?) энергия взаимодействия с тяжелой частицей. Еп R энер
гии л-րօ состояния, зависящая от R как от параметра.

Ищем решение уравнения Шредингера
fj.'j

/I, -< = // ^ ф

и виде

о = У ап (/) '1*м i/?(/)| е о

Для ау получаем уравнения
' л

е &<։„■=—У a.Re“ j Հ. dr.

Здесь hu.4n«) = f« |Я(0| Е,\В(1)\-
Если уравнение (4) продифференцировать по R. умножить на ծ*, и про
интегрировать по координатам электронов dr получим

Ht j dR ■’dr ՜ J dR dr

Итак.
|b 1

fl *

Much i> виду, что все ah> малы, кроме относящегося к начальному 
состоянию «rtss I. получаем

в«(00)-р։>Л-(пг'՜' ^^dr (5<

I Если масса отрицательной частицы достаточно велика (точный 
;|'»։тернй будет у-танонлен позже;, то в интеграле (5 существенна 

ո՛ область i. в которой R мало. При R Հ в качестве yn, и »п„ „ 
можно брать соответствующие величины, относящиеся к отрицатель* 
fi М.1ЙСГЙИ ЛИ. серии фид..м։г. тук, .4 5
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ному иону предыдущего элемента, а также можно по дожить

dR ՜ժքՀ

Тогда (5) примет вид

М°°) = հ£՜*(ս,'։'") V՛՞’ -7Г Vr- <6)
* м

где /?(«>)—Фурье-компонента скорости ионизующем частицы.
Матричный элемент в формуле (6) легко связать с матричным 

элементом соответствующего оптического перехода. Действительно, 
имеют место следующие операторные уравнения

w 2. г> _ ՛

Отсюда беря матричный элемент, находим

/ v г‘_ \ = / X’ .. \
\~ 'է/»՛» It՜ '/»•«

Далее, вероятность перехода //->//'

/7Ги>՛՝. \
^Я'„- = շՀՒ )

/nW. i2--3^1 տ ^լ.'

Введем теперь вероятность оптического перехода
1 4б՜ ? Х’г 2

*֊■ ՝,՝ч'п i ՈՈ' ,

I

(8)

(9|

через которую вероятность возбуждения выражается следующим об
разом

т~£л
Wn'։' = Л"'Л 1R Ып} Г (10)

:-)то выражение записи г от прицельного параметра р через компоненты 
Фурье скорости. Для получения сечения надо тс՛,,умножить на 
2zpdp и проинтегрировать по всем р

="■" —л-"» (շ՞ք-rfpi «(">»■«) Р- (11)4/‘екн«>й'Я J
о

Для движения в кулоновском поле притяжения Фурье-компо
ненты координат имеют следующий вид |2|
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Ш «о J

где ։ Ze-
'”"՜ I pa” Zp՜

I . _
•Հ/Տր'

Легко видеть, что при выполнении условий

.. Հ,ՈԱր
Լ'լ հ։ ’ (12)

параметр функции Ганкеля—большое .мнимое число (֊» 1 V 
\ % /

В этом случае можно воспользоваться следующими приближенными 
выражениями

где Ф функция Эйри.
ф(.с) экспоненциально мала при х>1, поэтому г. интеграле (И) 

существенна область прицельных параметров р от 0 до некоторого 
определяемого но порядку величины из условия, чтобы аргумент 
функции Эйри был бы —I

_ճ_ (Z<ri (13)

Необходимо потребовать, чтобы ближайшее расстояние, на которое 
частица подходит к ядру при таком прицельном параметре, было бы 

Z %. С помощью (1) и 13» получаем, что это условие совпадает 
со вторым условием 121.

Интегрирование по р выражения (9) производится при помощи 
формулы

л

j <1х |Փ/7(.հ) •! 

6
АГф2|Д-)|= Ф(0)-Ф'(0) I

2/3՜

и приводит к следующему результату
со

\'Ж R]*=- 2Z-e-
[ 3 u>2|v y*

(14)
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- ч —   - ■ д֊--֊ — ֊ • ■ :   ■ — ■ - - ■ ■ -՛ ՛ . —■=-*■

Յո ո ~ О1 Չ. յ .. ԱԺ)
2J 3h<i>3|VU"

При переходе электрона п >п' ионизующая частица теряет энер
гию △/:, равную разнос г и энергии атома в конечном н начальном со
стояниях, т. е. не hw/r-rt (относящееся к отрицательному иону), если 
у него имеются возбужденные уровни, а Если электрон в конеч
ном состоянии имеет лоложигельую энергию Е', то

ձձ — /(> -f- Е = Ь<Од-л + /0 — /,

где /п—потенциал ионизации атома, /—потенциал ионизации отрица
тельного иона элемента Z 1.

При расчете предполагалось, что выполняются следующие ус
ловия:

а) чтобы можно было пользоваться асимптотическими разложе
ниями для функции Гаккеля, необходимо

CU ।— >1. т. е. £« (pZ’u»’) и>0

б) экранированием поля ядра можно пренебречь. Существенные 
расстояния при интегрировании по прицельным параметрам определя
ются из условия, что аргумент функции Эйри -х-!

(АУЛ2-\2wo7
Отсюда находим

— « I. 10’1
Итак, при выполнении этого условия, сечение зависит от /лишь 

через Апп и только этой зависимостью определяется относительная ве
роятность захвата на разные атомы, если торможение происходит в 
смеси.

При больших /. расчет должен быть модифицирован так, чтобы 
учесть экранирование поля ядра при вычислении Фурье-компонент. 
Необходимо при этом учитывать, что, при достаточно малых энергиях 
тормозящейся частицы, центробежный потенциал создает барьер и 
близкая к ядру область становится недоступной, так как проникнове
нием через барьер, очевидно, можно пренебречь для частиц тяжелее 
электрона Для выяснения этого вопроса надо исследовать положи
тельные корни уравнения

/(/?) = R»-Д’
При достаточно больших Е, f՝R\ является монотонной функцией R. 
изменяющейся от Одо ос и. следовательно, при любых р имеется толь
ко один корень этого уравнения. При некотором Е = Ео производная 
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/'(/?) обращается в нуль и при £<Լ£0 имеются три корня, г. е. появ
ляется барьер, делающий внутреннюю часть атома недоступной для

Г
ииы. Значение равно максимуму выражения
I -27Г&1ф 'R|RT

В приближении Томаса-Ферми

■ փ = 7- ՃՃՃ1, Л- = bRZ-"‘
b X

и. таким образом.

Таблица

Значения выражения —-ԼՀ — z. ) приведены в следующей таблице.

3 3.2 | 3.4 3.5 3.6 3.8

_ * ( + _ճ.Նւօ։
2 V՜ ։ /

•1,855 5.050 5.135 5,145 5.135 5.055

Максимум достигается при х — 3.50 и равен
Z‘A /:0-֊ .— 0,005145.ь

При этом
կ - 10 т. <р. е.

Итак, если
Е < ('. _ эа, 

6.1о
частица не сможет подойти близко к ядру и вероятность захвата
будет мала, причем расчет следует производить учитывая экраниро
вание.
'Физический институт
АН Армянской ССР Поступила II VII i960

է». I». *Ьпщ1ГшН

ԽՈՆհԶԱՑհՈՆ ԿՈՐՈհՍՏՆեՐԸ Ы ԴԱՆԴԱՂ ԾԱՆՐ ԲԱՑԱՍԱԿԱՆ 
ՄԱՍՆՒԿՆեՐՒ ԳՐԱՀՈհՄԸ

U. Մ Փ II <1> II Ь 1Г

^‘"քր էներգիաների տիրա լթա մ ոչ արւաձպական կորուստների ամենա֊ 
էֆեկտիվ մեխանիզմը կա չանում է մ իջա կի պաշտում մ ասնիկնե րի աըազա у 
ման մեջ, "րի (էնթարյրամ խախտվում է պրոցեսի ապիա րատիկու թ չանը։ 
Հաշվվում են րացասական մեզոնների ե. հիպերոնների համար իոնիզացիւսլի 
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ղրսւվման կտրվածքները Г ( JL& ) ըանա&ևերը է Թոմ աս-Ֆերմ իի մոդելի 
հրման վրա վէւլղուծվում է ատոմի միջին մասը իոնիդավնո ղ մասնիկի համար 
անմատչելի դարձն/էղ կենսւրոնաիւալս րարիերի վերարերլաչ հարցը:

Л И T F. Р А Т У Р А
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СССР, серия физ/, 19. 1Չ55. стр. 665

2. Ландау Л. Л. и Лифшиц Е. М Теория ноля. Фнлматгид, М., I960.
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ФИЗИКА

л. М Рсзикян

Новообразование в катодной части тлеющего разряда 
(■•ксисрнмснтальнаи млеть)

$ I. Введение

В статье |1] были показано, что место образования нойон, воз
никающих н катодной части тлеющего разряда и доходящих до ка
тода можно определить «кспериментально, независимо от имею
щейся теории катодной части Выражение, полученное для средней 
длины пути всех ионов образующихся н катодной части и дохо
дящих до катода имеет вид

5*  =0.133^ ծ։-» (О
Р /

где // — давление в мм рт. ст., ճօ — разность давлений нейтрального 
газа между катодом, и анодом разряда в мм рт. ст., / — плотность 
разрядного тока в mA л м՛. г b подвижность положительных ионов 
при давлении 1 мм рт. ст.

Таким образом, измеряя р, ■ и ձր. мы можем определить ձ\- 
Однако нас больше интересует величина q, равная отношению сред
ней длины пути всех ионов доходящих до катода 5*  (т. е. центра 
тяжести их образования) к ширине области катодного падения по
тенциала d, т. е.

q 5*֊  = О.133-։-^ (2)
Ժ jd ր

Величина q достаточно хорошо определяет место возникновения 
ионон. Кел и q I. г. ■ . 5*  d, го почти все ионы возникают в об
ласти катодного падения потенциала, а при q I (5М >> Ժ) подавляю
щая часть ионов возникает в области второго катодного свечения 
(Тлеющее свечение).

Такой эксперимен։альный пналнлизменения q и зависимости or 
условий ыеющего разряда, очевидно, представит интерес, он яви гея 
одним из критерий для проверки существующих теорий катодной 
чисти тлеющего рмэридя.
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§ 2. Разрядная трубка

В статье |1| мы уже установили, что для измерения разности 
давлении ձր и определения </ с помощью уравнения (2). необходим 
иметь электроды газоразрядного промежутка из сетки.

Разрядный промежуток находился в стеклянном цилиндре (фиг 1Լ
электродами служили никелевые сетки густотой 10000 ячеек на 

квадратном сантиметре Сетки на 
торцах внутреннего цилиндра за
тягивались стальными пружинками 
Л. Объем А от объема В был 
изолирован стеклянной перегород
кой П.

фи։ ( Принцип работы такой трубки
следующий. В разряде ионы, пе

редавая свой импульс газу, перекачивают газ из объема А в объем 
В до тех пор, пока возникающая разность давлений нейтрального 
газа не уравновешивается электрическими силами, действующими и 
объеме разряди Возникающая разность давлений междх катодом и 
анодом измерялась стеклянным мембранным манометром.

Особым требованиям должна удовлетворять сетка катода Если 
по всей поверхности катода густота сетки и плотность разрядного тока 
постоянны*,  то на катоде образованная область катодного падения 
потенциала будет всюду одинаковой ширины. В противном случае, 
ширина области катодного падения потенциала не будет одинакова 
по всей поверхности катода. Места, где сетка редкая, подобны от
верстиям, через которые газ может течь обратно в объем разряда 
и этим уменьшать разность давлений, созданную ионами. Неравно
мерность плотности разрядного тока приведет к таким же явлениям.

Описанные сетки давали возможность получить равномерный 
разряд в интервале давления от 10 ' до 8 .и .и рт. столба при плот
ности тока в несколько миллиампер на квадратный антиметр катода.

§ 3 Стеклянный мембранный манометр

Стеклянный мембранный манометр измеряет разность давлений 
газа с помощью изменения электроемкости. Изменение емкости про
исходит между неподвижным металлическим электродом и гонкой 
упругой посеребренной стеклянной мембраной (фиг. 2). Тонкая мем
брана толщиной от 5 до 20 микрон натянута на стеклянном шарике

Ошибка мембранного манометра доходила до 5 7՛ 10 ՜' ммрт
столба,

При заданной толщине мембраны, расстояние между электро
дами выбиралось такое, чтобы достигалась необходимая чувствитель

Исключая искажение на краях катода около стен трубки. 
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кость. Это делалось на специальной установке, дающей возможное и. 
быстро проверять чувствительность при изменении расстояния. Элек
троды 1 и 2 соединялись с измерителем приращения емкости

После градуировки манометра, его присоединяют к концам 
газоразрядной трубки, для измерения разности давлений в ней.

Установлено, что стеклянный мембранный манометр по сравне
нию с металлическими имеет некоторые преимущества.

I) При большом изгибе стеклянной мембраны толщиной в 7:15
микронов не появляется заметной 
величины остаточной деформации. 
Этот предельный изгиб соответст
вует разности давлений 0,1 мм рт. 
столба, при чувствительности рав
ной 0,001 мм рт. столба.

2) Мембранный манометр при
паянный к стеклянной аппаратуре 
может быть откачен с помощью 
нагрева до 350 С. благодаря чему достижима большая степень очистки 
ап пара гуры.

3) Указанным манометром можно измерить разность давлений к 
газах и парах таких веществ, которые реагируют с любыми другими 
веществами, кроме стекла. При этом газы и пары нс- имеют контакта с 
серебром, так как серебро нанесено на наружной поверхности шарика 
н мембраны.

4) Легко можно изготовить манометры с стеклянной мембра
ной, ошибки которых не превышают 5 : 7-10՜ ' мм рт. столба.

§ 4. Экспериментальная установка

Для измерения разности давлений нейтрального газа между ка
тодом и анодом, к концам разрядного промежутка соединялся мем
бранный манометр (фиг. 3). Напряжение на электроды разрядного

нейшего предостережения пробоя, 
вставлялась предохраняющая сетка 
землялнсь.

промежутка подавалось от выпря
мителя и могло регулироваться. 
С помощью трехфазного переклю
чателя можно было менять поляр
ность электродов. Независимо о г 
полярности, электрод всегда 
оставался заземленным. Это зазем
ление избавляло от случайных раз
рядов между электродом К~ и 
мембраной манометра. Для даль
ни мембрану в суженной части 
Сетка 1 и мембрана 2 также за-
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Перед началом опытов вся система предварительно обезгяжнва- 
лась в печи до температуры 350'41. Затем наполнялась исследуемым 
газом и долго тренировалась разрядом, после чего система откачи
валась. Этот процесс несколько раз повторялся, пока но всей систе
ме получалась необходимая чистота. После такой очистки, по всему 
объему газоразрядного цилиндра удавалось получить достаточно рав
номерный разряд.

Длина газоразрядного промежутка во всех опытах была одина
кова и равнялась 55 мм. а диаметр изменялся.

Основные измерения проводились после некоторых предвари
тельных. Через разрядный промежуток, наполненный аргоном до 
давления 4 .чч рт. столба, в течение одного часа протекал разряд
ный ток плотностью 2 мА.см*.  В течение такого большого проме
жутка времени определенно было достигнуто тепловое равновесие 
Образованная разность давлений нейтрального газа все время оста
валась неизменной. С помощью рубильника К (фиг. 3). внезапно 
менялась полярность электродов разрядного промежутка, в связи с 
чем на приборе измерителя приращения емкости можно было наблю- 
1эть внезапное изменение направления роста давления газа. При этом 

абсолютное значение разности давлений оставалось постоянным и 
менялось только направление роста давления газа. Давление на ка
тоде всегда было больше, чем на аноде. Это значит, что направление 
увеличения давления газа всегда совпадало с направлением положи
тельных ионов, т. е разность давлений нейтрального газа в основном 
создается положительными ионами. Это обстоятельство подтверждает 
предположение, высказанное в |1|.

То обстоятельство, что разность давлений не меняется во вре
мени при постоянной плотности разрядного тока, показывает, что 
нагрев электродов не влияет на измерения.

С другой стороны, так как при выключении разряда разность 
шнлепий сейчас же исчезает, можно утверждать, что никакие тепло
вые эффекты не влияют на измерения.

Зависимость разности давлений нейтрального газа от ало пости 
разрядного тока и от давления газа изучена для аргона, азота и 
водорода. Ниже, в таблицах приведены результаты этих опытов. Они 
показывают, что

а) при постоянном давлении газа. плотность разрядного тока, 
протекающего через него, пропорциональна разности давлении газа 
между катодом и анодом,

б) при постоянной плотности разрядного тока, разность давле
ний газа .между анодом и катодом для аргона пропорциональна, а 
для азота и водорода — обратно пропорциональна давлению газов.

1'акая качественная разница между инертным и молекулярным 
газами, выявленная в пункте б будет объяснена ниже.

Результаты измерений и вычислений приведены в таблицах I ֊3.
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Результаты измерений для аргона է А, 1 10' ---- )

Таблица I
Плотность 
разрядного 

тока ./ 
ма/см1

мм
рт. ст. Տ*  см d см ч

Р мм 
рт. ст.

.՛• 
вольт

0.5 0.90 0,095 0,080 1.18 237
1.0 1,40 0.075 0,057 1.30 270
1.5 1.65 0,059 0,050 1.18 2.5 320
2.0 1.80 0,048 0.040 1.20 380
2.5 1.90 0,041 0.030 1.38 450

0.5 1.90 о.юо 0.037 2.70 247
1.0 2.90 0.076 0.036 2.10 5.0 250
1.5 3,45 0,061 0.034 1.80 255
2.0 3.70 0.048 0.033 1.46 260

0.5 2,90 0,098 0.024 4.10 244
1.0 4.40 0,074 0.023 3.10 8,0 246
1.5 5,20 0.058 0,023 2.50 250
2.0 5.85 0,047 0.021 2.20 256

Результаты измерений для алоы
> , , СМ ПОЛЬт'.Pf=9.7x103 -------V ык см ՛

Таблица 2

J 
ма/см*

Др. 10» 
мм 

рт. ст.
ձյյ см d см Р мм 

рт ст.
։• 

вольт

0.2 2.00 0.850 0.074 11.4 1060
0.4 4.00 0.850 0.074 11.4 1.5 1560
0.6 6.20 0.880 0,073 11.2 2250
0.2 1,45 0.310 0,048 6.5 610
0.4 2.30 0.240 0.038 6.3 3.0 830
0.6 3,10 0.220 0,037 6.0 960
0.8 3.60 0.200 0.036 5.4 1100
0.2 1.20 0.154 0.034 4.5 470
0.4 1.90 0.120 0.033 3.6 530
0.6 2.45 0,101 0.032 3.3 5,0 580
0.8 2.95 0.083 0,027 3.1 650
1.0 3.20 0.078 0.025 3.1 710

Результаты расчетов, приведенных в таблицах, показывают, что 
положенным в основу теории JI| предположением о создании раз
ности давлений газа положительными ионами, можно объяснить на
блюдаемые физические явления.
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Результаты измерений для водорода

ք 5յ* “4,5՛ 10’—)
\ сек см /

Таблица i

i .ма՝см-. мм
put. ст.

<1 см 7 /•> .W.U
рт. ст

V 
вольт

0.5 2.30 4.250 0.160 11.7 600
1.0 4.50 4,140 0.360 11.7

0.6
1400

1.5 6.50 4,000 0,345 11.5 I860
2,0 8.30 3.800 0.335 11,5 2200

0.5 1.20 0.550 0.120 4.6 770
1.0 2.50 0,600 0.110 5.4 855
1.5 3.60 0,520 0,097 5.3 2.5 1030
2.0 4,45 0.490 0,095 5.1 ИЗО
2.5 5.20 0.470 0,087 5.3 1250

0.5 0.80 0.164 0,090 1.8 465
1.0 1.50 0.152 0,090 1,7 470
1.5 2.10 0.140 0,089 1.6 5.5 475
2.0 2.60 0.131 0,088 1.5 482
3.5 3.15 0,128 0.088 1.4 485
3.0 3.50 0,118 0,086 1.3 492

0.5 0,50 0.070 0.037 1.9 960
1.0 1.10 0.077 0,035 2.2 920
1.5 1.45 0.068 0.034 2.0 7.5 950
2.0 1,70 0.0-0 0,033 1.8 980
2.5 1.90 0.053 0,033 1.6 1025

Существует еще одна возможность для проверки принятого ис
ходного предположения. Известно, что плотность разрядного тока на 
краях разрядного промежутка меньше, чем в середине разряда, так как 
около периферии существует потеря ионов к электронов на стенку 
разрядной трубки. Краевой эффек! увеличивается с уменьшением 
диаметра н наоборот. В действительности мы измеряем только сред
нее значение плотности разрядного тока, поэтому, при постоянной 
величине средней плотности, эффективная плотность в середине тем 
больше, чем меньше диаметр разрядной трубки. Значит, чем меньше 
тиаметр разрядной трубки., тем относительно большая доля зарядов 

попадает на стенку. Причиной, приводящей к увеличению разности 
давлений (или средней длины пути ионов) при уменьшении диаметра 
разрядной трубки, является потеря ионов на стенку у периферии 
разряда.

Не все ионы, движущиеся около периферии, попадают на катод, 
часть их попадает на стенку. Попадающая на стенку часть ионов 
создает разность давлений нейтрального газа, соответствующую своему 
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импульсу. Эту часть тока, однако, измерить невозможно. Поэтому, 
при уменьшении диаметра разрядной трубки (при неизменных про
чих условиях), надо ожидать увеличения разности давлений.

Для проверки указанного эффекта были проведены опыты по 
измерению Др при разных диаметрах разрядной трубки. Результаты 
приведены и таблицах 4 и 5.

Значения ձՐ-10’ и мм рт. ст. для 
дзота при .w.w рт. ст.

Значения АЛ». 10? и мм рт. ст.
для водорода

Таблица •>Таблица 4
ма
с.\г

Диаметр трубки см . ма
J .см՛

Р мм Диаметр трубки г.и
1.8 3,8 | 5.6 рт. ст. 1,8 3.8 5,6

1.0 1.9 1.5 0.9 1.0 3.1 2.4 | 1.6
1.3 3.3 2.5 1.3 1,5 2.5 3,8 3.9 1 2,2
2.0 4.1 3.2 1.9 2.0 4.7 3.7 2.7

1.0 1.3 1.0 0.5
1.5 7.5 1.9 1.4 0.8
2.0 2.5 1.8 1 1.3

Из приведенных таблиц видно, что, при постоянной средней 
плотности разрядного тока, увеличение диаметра разрядной трубки 
во всех случаях сопровождается уменьшением разности давлений 
нейтрального газа между катодом и анодом. Эти результаты также 
подтверждают правильность предположения о создании разности дав
лений газа положительными ионами. Привести количественную оценку 
этого эффекта почти невозможно, так как до сих пор недостаточно изу
чена поперечная зависимость плотности разрядного тока. Известно 
только, что плотность разрядного тока не постоянна по направлению 
радиуса трубы.

Расчеты, приведенные в работе jl|, выполнены без учета ра
диальной зависимости плотности разрядного тока из-за непреодоли
мых математических трудностей. Эю допустимо, так как порядок 
величины q не зависит от диаметра разрядной трубки.

В дальнейшем все наши рассуждения будут относиться к средне
му диаметру разрядной трубки.

Таблицы .2 и 3 дают величину q всегда большую единицы, 
даже если считать, что допущена ошибка порядка 25%. Эго озна
чает, что но всех случаях число ионов, идущих на катод из тлею
щего свечения, больше, чем число ионов, идущих на катод из об
ласти катодного падения потенциала. К сожалению • нормальным 
разрядом измерение провести не удалось из-за малости разности дав
лений нейтрального газа.

Вероятно, что при нормальном разряде большая часть идущих 
па катод ионов образуется в области катодного падения потенциала. 
Иначе невозможно было бы понять механизм нормального разряда 
Но уже при напряжениях незначительно больших нормального, число 
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ионов, идущих из тлеющего свечения на катод, возрастает по срав
нению с числом ионов, поступающих из области катодного падения 
потенциала.

Средняя длина 5Л. должна расти пропорционально напряжению 
катода, гак как чем больше напряжение, гем больше ускоряются элек
троны и гем дальше создают они ионы. С другой стороны, при уве
личении напряжения уменьшается ширина области катодного падения 
потенциала. По этим двум причинам нужно было бы ожидать воз
растания величины ? с ростом напряжения. так как с/— Sfc)'rf. Это было 
бы верно, если бы н местах образования ионов не было процессов 
потерь ионов, как это. в весьма значительной мере, имеет место в 
тлеющем свечении. Следовательно, без анализа поведения ионов в 
тлеющем свечении, нельзя утверждать, что величина q пропорцио
нальна напряжению катода.

Средняя длина ձ\. определяется шириной слоя тлеющего свече
ния эмитирующего ионы, причем длина / растет с ростом ширины 
этого слоя.

Ширина слоя эмитирующего ионы и их количество сильно за
висят от процессов потери ионов. Если бы не было потерь ионов, го 
все возникающие ионы доходила бы до катода. Однако, существует 
два известных процесса, которые приводят к потерям ионон: диффу
зия ионов на стенки и объемная рекомбинация их.

В зависимости от рода газа, потери определяются в основном 
одним из двух процессов.

Рассмотрим первый случай, случай с инертным газом. В инерт
ных газах объемная рекомбинация незначительна, поэтому в этом 
случае потеря ионов идет, в основном, путем их диффузии на стенку 
разрядного объема.

Ширина слоя / (фиг. 4) тлеющего свечения эмитирующего ноны 
в область катодного падения потенциала (а значит и доходящих до 
катода), определяется только геометрической формой разрядного со
суда. Поэтому из областей, находящихся за указанной областью /, 

ионы нс могу г попасть в область катод-
|Լ[~-' ного падения потенциала. Вероятность

— ЫШШ..КЦНЗД диффузии их на стенку разрядного про- 
1—------- межутка вне слоя I больше, чем не-

_или֊------------------------------ роятность диффузии их в область ка
рта-------  I одного падения потенциала. Ширина

<-------- эмитирующего слоя I порядка величины
радиуса разрядной трубки. Так как ши
рина I не зависит от давления газа 

(фиг. 4 а и в), а ширина области катодного падения потенциала d 
уменьшается с увеличением давления, то величина q растет (правда, 
незначительно с возрастанием давления.
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Что касается средней длины ձ\. го она должна с ростом давле
ния очень незначительно уменьшаться, так как d уменьшается, а /—нет. 
затем d намного меньше /. Точно такой результат получен в аргоне 
(см таблицу 1). Вероятно это правильно во всех случаях, когда 
отсутствует объемная рекомбинация. Если инертный газ не чистый 
(вследствие чего появляется объемная рекомбинация), то в этом слу
чае не вся ширина / участвует в эмиссии ионон, доходящих до ка
тода. Следовательно, незначительная примесь другого газа, приводя
щего к появлению объемной рекомбинации ионов, резко меняет 
вйяьтамперную характеристику разряда в инертных газах.

Во втором случае, когда газ молекулярный (//2. V и поэтому 
существует объемная рекомбинация, поведение слоя / меняется.

При не очень маленьких плотностях плазмы тлеющего свечения, 
объемная рекомбинация становится настолько значительной, что ве
роятность рекомбинации ионов на стенку путем их диффузии стано
вится пренебрежимо малой относительно вероятности объемной их ре
комбинации. Но этой же причине уменьшается диффузия ионов в 
область катодного падения потенциала.

Отсюда следует, что чем больше рекомбинация, тем меньше 
ширина слоя плазмы из которой ионы диффундируются в область 
катодного падения потенциала.

Объемная рекомбинация ионов растет с увеличением давления 
газа, вследствие этого ширина слоя / уменьшается. С ростом давле
ния рекомбинация растет вследствие следующих причин:

1) коэффициент рекомбинации пропорционален минимум первой 
степени давления газа.*

2) известно, что с ростом топления Р, При постоянной плотно
сти разрядного тока вследствие уменьшения диффузия ионов, плот
ность плазмы увеличивается пропорционально Р2, так как концентрация 
положительных (а также, отрицательных) частиц увеличивается про
порционально первой степени давления газа.

• Первой степени, если рекомбинация идет между электронами н положитель
ными ионами, при столкновении с нейтральной молекулой. Большая часть рекомби
наций. однако, идет путем соединения положительных и отрицательных ионов, по
этому коэффициент рекомбинации растет с давлением р больше, чем р в первой 
степени.

Таким образом, рекомбинация заряженных частиц, примерно, 
пропорциональна не менее третьей степени давления. В действитель
ности эта связь намного сложнее, так как при увеличении давления газа 
меняется, например, температура заряженных частиц. Отсюда видно, 
что ширина слоя / не только зависит от того, как глубоко к плазме 
генерируются ионы, но также зависит от величины диффузии и ре
комбинации ионов. Поэтому увеличение напряжения (т. е. увеличе
ние глубины ионогенерации в плазме) не приводит к увеличению q 
(или S*),  как это следовало ожидать без учета потерь ионов.
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Так как в молекулярных газах рекомбинация растет пропорцио
нально не .менее третьей степени давления газа (вследствие чего умень
шается ширина слоя /). а ширина области катодного падения потен
циала уменьшается пропорционально первой степени давления, тп 
отсюда следует, что с увеличением давления газа как q, так и сред
няя длина нуги ионов, доходящих до катода, уменьшаются Ана
логичная картина наблюдается при разряде в азоте и водороде (см. 
табл. 2 и 3).

Приведенные выше рассуждения относительно изменения / и 
зависимости от рода газа можно получить из уравнения для тлеющего 
свечения, написанного для случая плазмы я цилиндриковой трубке. 

Таким образом, результаты, полученные относительно места воз
никновения ионов, объясняются качественно правильно и показывают, 
что уже при слабо аномальном тлеющем разряде большинство ионОг 
идет на катод из области тлеющего свечения, в что характер раз
ряда существенно зависит от рода газа -инертности и молекулярности 
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МЕХЛНИКЛ ГРУНТОВ

С. Р Месчян

К вопросу о перераспределении напряжений между 
скелетом и поровой водой глинистого грунта

В теории уплотнения земляных масс |!| принято было считать, 
что приложенная к водонасыщенному глинистому грунту внешняя 
нагрузка и иомен । ее приложения полностью воспринимается поро 
аой водой, и только в результате падения избыточных напоров в по
ровой воде указанная нагрузка постепенно передается на скелет грунта. 
В дальнейшем, после введения понятия о ползучести скелета грунта 
к ее учета при решении задач уплотнения, В. Л. Флориным |2| было 
установлено, что, при конечной водопроницаемости грунта и весьма 
малой скорости нарастания деформации ползучести скелета, уплотне
ние происходит без ощутимого повышения давления в воде.

В целях уточнения основных предпосылок теории уплотнения, 
определения границ ее применимости к выяснения условий передачи 
внешней нагрузки на поровую воду, выполенен ряд экспериментальных 

■'рабО; по изучению порового давления [3, 4, 5].
В работе |3| показано, что, в результате влияния ползучести 

скелета, внешняя нагрузка не полностью передастся на поровую воду, 
я чем плотнее грунт, гем меньше доля внешней нагрузки, восприни
маемой норовой водой. В работах |4. 5] (работа [5| была доложена 
на первом Всесоюзном съезде по теоретической и прикладной меха
нике в Москве, 27 января I960 г.) исследованы изменения порового 
давления во-временн. Установлено, что в глинистых грунтах, после 
приложения внешней уплотняющей нагрузки, поровое давление дости
гает своего максимального значения не сразу, а спустя некоторое 
время. Время, необходимое для достижения норовым давлением своего 
наибольшего значения, зависит от плотности грунта; чем плотнее 
грунт, тем больше это время.

Следует, однако, отметить, что на первом Всесоюзном съезде 
па теоретической и прикладной механике при обсуждении доклада 
|5| было выражено сомнение относительно того, что для достижения 
поровым давлением наибольшего значения необходимо время. Было 
высказано мнение, что полученный экспериментальный результат 
являемся следствием трения образцов о стенки грунтовых колец (были 
нечитаны образцы диаметром 100 и высотою 80 мм).

’ Пмепна ЛИ. серия фнэ.-мат. наук, S' 1
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В целях изучения качественной картины перераспределения на
пряжений между поровой водой и скелетом грунта, а также проверки 
результатов экспериментов, приведенных в работах |4, 5], мы восполь
зовались результатами выполненных нами экспериментов по исследо
ванию влияния выстоты образцов на деформа!явные свойства связных 
водонасыщенных грунтов [6, 7].

В указанных работах |6. 7| было показано, что процесс дефор
мирования связных водонасыщенных грунтов обусловлен двумя фак
торами: явлением фильтрации поровой воды и ползучестью скелета 
грунта (показатель консолидации /<՛) и. что чем плотнее грунт, тем 
меньше продолжительность влияния явления фильтрации. При этом 
показатели консолидации были определены для произвольно взятых 
знач ний деформаций с учетом длительности их деформирования при 
высоте образцов 20 и 60 мм.

Г-'сли при помощи показателя // можно довольно просто опреде
лить границы и продолжительность влияния указанных выше факто
ров (при л = 0 грунт деформируется длительно от ползучести ске
лета: когда м = 2—от явления фильтрации; когда 0<//<Հ2 от сов- 
Mecinoro действия обоих факторов 110]). то при ее помощи можно 
проследить и за ходом перераспределения напряжений между поро
вой водой и скелетом грунта. Если окажется, что в самом начале 
загруження л —/г,пая . юдоли внешней нагрузки, передаваемая на 
поровую волу, наибольшая в момент ее приложения, в противном 
случае норовое давление достигает наибольшего значения через не
который промежуток времени. Разумеется, таким способом мы сумеем 
изучить качественную сторону явления.

Изучение качественной картины перераспределения напряжений 
между скелетом и поровой водой указанной методикой целесообразно 
потому, что она очень проста и надежна, т. к. субъективные факто
ры. которые могуч влиять на результаты экспериментов, доведены до 
минимума. Правда, в этом случае перераспределение напряжений мы 
не можем оценить количественной

На примере исследования трех грунтов, проследим за измене
нием показателя консолидации п с самого начала загружена образ
цов до достижения им наибольшего значения.

Данные об основных физических свойствах грунтов приведены 
в таблице 1. а на графиках фиг. 1, 2 и 3 приведены кривые ползу
чести грунтов для образцов толщиной 20 и 60 мм, диаметром 70 и 
210 мм соответственно. Опыты проводились при одностороннем дви
жении отжимаемой воды (снизу вверх .

На приведенных графиках по оси абсцисс отложено время, а по 
оси ординат-степень ползучести /(ОЛ в %%, где է\է՝ деформация 
ползучести и момент времени г. I—полная конечная деформация.
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fjaiu 7 У

Фиг. 1.

5 
յու«* ' »»ы*

Фиг. 2.
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Таблица I

Лаборат.
№№ 

грунтов

Уделы։, 
вес ?■>.«’

Объсмн.
пес հ/c.v"

Влажность
•7/.

Пределы пластичности

Граница 
текучести

Граница 
пластич

ности
Число пла
стичности

2-57 2.66 1.81 34.4 31.3 18.6 12.7
5 57 2.59 1.59 56,9 58.1 32.2 25.9
7 57 2.G3 1.56 61.45 6-1.1 30.5 33,9

Следует отметить, что под ползучестью грунта [8J, в отличие 
от ползучести скелета |2|, понимаем деформацию грунта заданной 
гол шины во времени, которая протекает при совместном действии 
двух факторов: фактора фильтрации и фактора ползучести скелета. 
Ясно, чю ползучесть грунта зависит от высоты образца, и при его 
небольшом значении (ввиду незначительности роли фактора филь
трат*։։) ползучесть грунта равна ползучести скелета.

На основании приведенных на фиг. 1. *2 и 3 графиков кривых 
ползучести. вычислены значения показателя консолидации и для ряда 
значений / է\ / таблицы 2. 3 и 4) указанных выше грунтов, а на 
фиг. 4 приведены кривые изменяемости показателя консолидации в 
зависимости от степени деформации /(f),՝!.

Анализируя данные, приведенные в таблицах 2. 3 и 4, а также 
графики кривых изменяемости показателя консолидации, нетрудно 
заметить, что для достижения поровым давлением наибольшего зна
чения необходимо определенное время. Чем плотнее грунт, тем мень
ше наибольшее значение показателя консолидации, следовательно,



Фиг. 4.

меньше величина порового давления и больше влияние ползучести 
скелета на процесс деформирования.

Необходимо обратить внимание и па :о, что в ряде случаев ՛ 
самом начале загружения процесс уплотнения протекает в основном 
за счет ползучести скелета, т. е без повышения давления в воде 
,/д —Օւ.

Указанное выше поведение грунтов при уплотнении можно объяс
нить наличием структурных связей между част инами и агрегатами 
грунта: слабых—и начале уплотнения, более прочных—в конце уплот
нения |9|. Время, необходимое на передачу внешней нагрузки на 
поровую воду, требуется для разрушения, или преодоления сопротив
ления процессу деформирования:, указанных связей. В отношении про
должительности нарастания порового давления до максимума следует 
отметить, что она зависит от структурной прочности грунта и режима 
загружения.

В зависимости от режима загружения может случиться так. что 
один и тот же грунт в одном случае будет деформироваться без 
ощутимого повышения давления в воде, а в другом—с повышением 
Прячем. в зависимости от величины уплотняющей нагрузки и струк
турной прочности грунта, поровое давление может достичь своего 
максимума как сейчас же после приложения нагрузки, так и спустя 
некоторое время.

В первом случае величина нагрузки должна быть гакой, при ко
торой разрушение связей практически произойдет .мгновенно*, а во 
втором случае для разрушения или же преодоления сопротивления, 
оказываемого этими связями процессу Сформирования. нужно время.

Если бы в наших экспериментах величины ступеней нагрузок, 
были больше, чем те нагрузки, под которыми испытывались образны, 
то, в отдельных случаях, повышение порового давления до максиму
ма протекало бы настолько быстро, что этот процесс можно было 
бы считать .мгновенным*.

Резюмируя вышеизложенное, можно отметить, что в зависимо
сти от соотношения структурной прочности грунта и величины уп
лотняющей нагрузки, уплотнение глинистых водонасышенных грунтов 
может протекать как без заметного повышения давления в поровой 
воде, так и с повышением давления в иен. Причем продолжительность



102 С. Р . Мёсчш

Таблица 2 Таблица 3

Время лсформи- Вренн деформи-

/(/(//
ромияя ровання

п •/« Высота Вмсота Л "И'/1
It tr. Высота BUI.IC >тл

образца образна Образна образна
Ае»'.О V v քէ~ 6 ' .V.W Л-20 л.м /г=±60 .н.н

Грунт № 2 Грунт № 5

Р 11144.11.11 т-.О 7' и I'l.i.ibii. 0.25 А։*։/гл : 1
Р конечна 0.125 к։/сл։ 1 КОНСЧП.» 0.5 л-.'/сл’

12 5* 7* 0.301 20 7’ 25* 1.16
И 13* 30* 0.76 2Г> 17' 75’ 1.34
15 18' 55' 1.01 30 30* 150’ 1.16
20 1 4 1.26 40 90‘ ♦ИЮ' 1.72
25 2 8.5 1,30 50 2 К»' 1.9
50 1". 58 1,55 60 5 26' 1.5
Об 28 118* 1.30 70 8 42 1.5

80 18 72' 1,26

/' нлчальн.=0.125 av/cv' ։л 60 120 0.63
/* кон еч и.—0.375 av/cm* __________

-- — ■ ' ■ ■' Р начальн. 0,5 лг/с.ч
10 5* 5.6* 0 Р Канечн.=։0,75 av/c.w’

12.5 22* 44’ 0.63 „ 5- 30" 1.63
15 47* 110- ’•’« 15 10“ 90' 2.1)
20 105- 360- 1.12 00

45’ 250’ 1.55
23,5 160 600' 1.20 2.4' 12’ 1.42
•10 п 37 1.11 40 24’ 1.12
50 22 61' 0.92 м 16- 44' 0.92
54 60 120 0.63 м 40' 76' 0.58

70 118 1-16’ 0.188
Ր начальн.= 0.375 л.- гл'՝
Р конечи.=0.625 кг!си ։ ________ _

Р ИЛ’МЛЬН.=1 ).75 A'?/i?.W
8 10* 10’ О р конечн,— .0 кг/см2
9 20’ 20’ 0

10 30’ 37* 0.188 Տ՜ 5’ 0

12.5 2' 3.5 0.51
7* 20’ 0.95

15 5 10* 0,63
50' 165’ 1.08

20 15' 22’
0.31 23 265' 600' 0.93

:ю 9 19' 0,79
40 29՛ 40’ 0.29
45 48' 55' 0.12
50 72 76' 0.045
51 036 1*30՛ 0
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Габлица •/

lit} I
В " II

Время сформи
рования

It
Высота 
образца
1 -20 .и.и

Высота 
образца 
.՛ '.<1 .4.1/

/' н;։чал։.н.= 
/’ кбнечн.

0.25 кг е.и -
0.5 л-г/с.и-

8 5֊ 5’ 0
10 25” ֊15' 0.535
15 190" 600" 1.04

30 26' 158՜ 1.64

.50 1.8* 17.4* 2.0

70 5.6* 37.2* • 1.72

80 12* 55.2* 1.38

90 42* 96* 0,73

/> 
/•»

начальна 
коиечн.—

-0.5 к г] с.и-
0.75 кг 'слР

6.5 5" 5" 0

9 40" 65* 0.41

10 65" 125՞ 0.395
20 ։г 4 0' 1.17

30 33* 126’ 1.21

50 1.2* 8.4* 1.77

60 4.2* 14.4* 1.08

75 18* 28.8* 0.42

Р начзльн.
Р конечн.-

-0.75 кг!см՝ 
= 1.0 кг/см՜3

4 5" 5’ 0

6 30" 70* 0.765

8 93’ 315' I.Il

10 3,3 12 1.17

15 13՜ 48- 1,19

20 26' 104 1.26

25 46՛ 180՜ 1.24

времени, необходимою для достижения норовым давлением наиболь
шего значения, обусловлена структурной прочностью и ползучестью 
скелета.
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР Поступила 21 VI I960
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и. Ո-. U*LiK'iufi

ԿԱՀԱՅհՆ ԳՐՈՒՆՏՒ ԿՄԱԽՔԻ b< ԾԱԿՈՏԿեՆԱՅՒՆ ՋՐԽ ՄՒՋեՎ- 
ԼԱՐՈԽՄՆեՐհ IbPUPlKMlTb ZdP8h ՇՈհՐՋԸ

Ա Մ «I» II Փ Ո Ь Ս

(հլսւազործելսվ տարրեր չափեր անեցոզ կավա լին զրանտների նմուշ

ներ ի սողքի "‘""՚ մնասիրւս թ լան ա րզրււ.ն րնե րր ււեւԼմմւսն զ եպքսւ. մ, ինչպես 

Л օդււււքե լով կոնսււլիւլացիւս լի gut ցան իշից, պարզված /, զ րւււնւոի կմ ս,[սրի ե 

ծակսակենսւէին ջրի միջև լարսւմների վերւււրաշիւմւսն որակական կուրեր։
ծուզց I; արված, ււր հւսկասակ դրւււնտների ֆիրորացիոն կոնսոլիդացիայի 

աե и ու թ լան , ծ ակս տ կենա լին ջրսււ! Հ։սւ[ել)ալ ճնշում ր արա արին րեււքւ աւլդե֊ 

ցւսթլունից իր ամենամեծ արժեքն է ստանում ոշ թե միանդամից, ար ժա

մանակի րնթացքամ; Պարզված է. որ հի շրււլ <! ամանակի աե արս թ ր/ւնր կախ

ված Հ ինչպես արսււսրին րեււի մեծ աթ լան ի ց, այնպես էլ դրունտի կմախքի 

կաուս Լքվածքուլին ամրւււ թլունիցէ
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

С. Л. Амбарцумян

Об осесимметричной задаче трехслойной 
цилиндрической оболочки, составленной из 

нелинейно-упругих материалов

Рассматривается трехслойная круговая цилиндрическая оболочка, 
составленная из нелинейно-упругих слоев, симметрично расположен 
ны.՝: относительно срединной поверхности радиуса /? (фиг. 1).

Принимается, что срединная поверхность отнесена к ортогональ
ной системе координат з, 3, совпадающей с линиями кривизны по
верхности. г. е, с прямолинейными образующими (3 = const) и с на
правляющими дугами (7. — const). Принимается также, что прямоли
нейная координата 7 направлена по внутренней нормали срединной 
поверхности. Граничные условия осесимметричны, и оболочка несет 
лишь нормально приложенную осесимметричную нагрузку z.

В основу кладутся следующие гипотезы и предположения:
а) Гипотеза педеформируемых нормалей, данная для всего па

кета оболочки в целом:
б) Несжимаемость материала каждого слоя оболочки:
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1 / .1 />“ 1 /г2*՜*՜1
- 2ծ։ У с7 а з2/**Л^о \ 3 / 25 4-1

I. ,.И։ в _ _ Л 4 <4-1 4.

3 Ղ 3 ) ■ 25-13

3 \^0 Ч 3 / ■ 2s 4 3

м. = JL м 
2

гле
В — 2 [д2Л2 4- ал (7z։ — //«) |,

D = A)<7Jz?4-n։(A?—А?)|.

kt1
( 'А’ ~ ------------------

Дифференциальные уравнения равновесия элемента оболочки 
имеют вид |1, 2, 3|
I + _!_$ + ,v= ^11֊,

d't R ' 6fa

или. после исключения Л',

^+±5։-|-Z=0. (13)
«а՛ R

(7)

(8)

(9)

(10

(И)

(12)

Подставляя значения S.. и М։ соответственно из (7) и (8) в (13).
при этом учитывая (4), получим нелинейное разрешающее уравнение
1гносительно искомой функции w

4Հ.՛ /' . 3 . Ժ |
7zl '.՛՛/՝ 3 D da? I
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Ա«3/ 2.9-м

Граничные условия ничем не отличаются от обычных 11, 2, 3|.
Таким образом, задача осесимметричной деформации трехслой

ной нелинейно-упругой цилиндрической оболочки, при отсутствии 
осевой силы ձ՝յ. сводится к решению нелинейного дифференциального 
уравнения (14), при заданных граничных условиях.

Для иллюстрации рассмотрим свободно опертую по торцам ipex- 
слойную Цилиндрическую оболочку, находящуюся под действием

Фиг. 2.

равномерно распределенной на
грузки с интенсивностью (/(фиг. 2).

Пусть для рассматриваемой 
оболочки имеем
А։ ֊ А., = Л/2. а։ = а, = 10Г։ кг/см2.

ճ. ծ, = А.։ = 0, А. = А/4, а2 10" кг < м
Ь2 = Ю" кг.см-, mt=3, 

/֊֊/? = 100/z. (/ длина оболочки), 
г. е. рассматривается оболочка, 
которая собрана из линейно-упру
гих несущих слоев и нелинейно-
упругого заполнителя.

В этом случае разрешающее уравнение (14) существенно упро
щается и принимает следующий вид

d'w В к* 8 A? b d- ..d֊w .------ 1----------------------------- 4-г- л.
da4 I) R* 9 IV D dr di֊

(15)

Уравнение (15) решаем методом Ьубнова-Галеркииа [4|. Реше
ние. которое удовлетворяет условиям свободного опирания по тор
цам. в первом приближении, представляется в виде

w» = C-sln
/

(16)

Произведя известные |1| преобразования, для определения С 
получим следующее кубическое уравнение

г/ j с. , 3/А2.=2£/
\2Р 2DP2) D \3R֊7* 15Г 'r4/?V Dr.' 
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или подставляя значения упругих постоянных, при этом учитывая 
(10) и (11), получим

4.50,5 ( ] - 1688.1 ( ) =5.73 </ (18

В нижеследующей таблице привечены результаты некоторых 
численных подсчетов. Для наглядности, н третьей строке таблицы 
даны результаты решения рассмотренной задачи, когда все слои ли
нейно-упруги

С/Л и.и 0.1 0.2 0.3

ч 0.0 7.57 13,37 15.63

ч 0.0 7.86 15.72 23.5-Տ
линейная

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 16 XI I960

Ս- Ս.. ՀւսւՐ|-։։ւրձէւււք յահ

ՈՋ ԳԾԱՅհՆ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՆՅՈհԹեՐՒՑ ԿԱՋԱՀԱԾ ՒՌԱՆեՐՏ 
ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՌԱԳԱՆՌհ Ահ ԱՌԱՆՑՔԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ԻՆԴՐհ ՍԱՍԻՆ

Ա Մ ’I» П Փ II Ь IT

Ալս նոթում բերված /. եղրերով աղատ հենված, եոաշերտ գլանա լին 
թաղանթի խնդրի լուծ էս մը, երր թաղանթը կազմված է ոչ գծալին տոաձղա- 
կան ն լաթերից; Դիտարկվում /. ալն դեպքըէ ^[*P թաղանթը ըեոնավորված !. 
մակերևէէէ լթին ուղղսէհսէլաց հավասարաչափ ըաջխէիւէծ ոււ!երւ1ւի

Ստացված ոչ ղծալին ձ,4,ք,"ր,1 դիֆերենցիալ հավասարս։ մը

քՈէծէիսծ է թուրնով֊Գալրէրկինի մեթոդովէ

.!! И Г I Р А Г У Р Л

1 Ильюшпн Л Л. Пластичность Гостехнздат. М., 1918.
2. Л.ийарцу.чян С. 4 Расчет слоистых ’бодочек вращения. ..1АП Лр.мССР". 11. 

№ 2, 1949
3 Лурье /1. Н Статика тонкостенных упругих оболочек Гостехнздат. М -.1.. 1947- 
4. Пальмир А. С Гибкие пластинки и Оболочки. Гостехнздат, М , 1956.
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* ՕղտաղործվԼ լ են < U ե Utuilj к։?։ ր(ր էսկէս՚հա թ յա ՚1ւ 3 ա ,f սօ։.յ (tft Il/ijO f1. 1 • հաւքար֊

ft»- U.. Դ,ա<|սւրյւսհ
ՏԱՈ-ЬГЬ £1ԱԱխՈաՈհՆԸ ZU3bPb*b  ՏԵՔՍՏՈՒՄ

Հալեր են տեքստի էնսէրռպիալի դնահաԱւմսւն հետ կապված աշխատանք
ների համար անհրաժեշտ եղավ հաշվել հալոց տասերի հա&ախա թ լանք իմաս֊ 
ւոավռրվւռծ աեքսսսս մ: Նպատակահարմար ենք դտնամ հրապարակել ալդ 
տվլա/ներր, քանի որ նրանք կարոդ են հեւռաքրքրա.թլտն ներկսէլացնել ինքրն- 
րստինքրսնւ

Հաշվիչ մեքենաների օդւսադււ րծմ ան հնարավո րռւթ լան ր ացակալա [Jjw«?/ր 
պայմանավորեց վիճակաifրա/րսն աշխատանքները կրճատ հլա. բնական տեն- 
ւյենցր։ !!•[՛{- նպատակով կիրառվեք / հետևլալ մեթոդիկան' տեքստի համեմա- 
տսւրար փոքր ծավալի քադված քից (3------1 հադար նիշ) տասերի
հաճախէս թ լանրէ Ա,յնահետե, տառերի հաէաւխութ րռննե րի ալդ կոպիտ արժեք
ները օդտտդործվել են (իրրե հռւվանակտնւււ թ րւէննե ր ) ա fit անհրաժեշտ քադ֊ 
վսւծքի ծավէսլր որոշելու համար, որի դեպքում ապահովվում Հ հաճախտ թլան 
տրված ձշտւսթլսէմր մոտեցումը իր հավանականս։ թլանրէ 'Լեըջինն ստացվեք 
Հ Մէռսւվրի֊Լասքլասի րսէնտձե ի դ. ալն ենթտդրու թ լամ ր (ինչպես ալդ րնդուն- 
փսձ Հ դսրծհւակսւն վ իք,ւսկտդ րռ, թ րո՚էւ մե ջյ , որ Ո,Ձ!)7!է հավա!ւսւկտ հա ի1 //«Ն 
ոմնեքոդ դեսքքր կարելի կ համարել ստոպդ! Աքե ժամանակ 1՚րու ավրի-Լասլ֊ 
լասի րտնաձևն րնդանէէւմ I; հետև լալ ւդտրդ ւոեռքր

՝ IA-^J <3/—

արւինքն ղործնականորեն ստույդ Լ, որ .\ ծավալի քս՚դվտժքիէ) ռռչվտծ Հ,^ 
հասախավժլան շեդումը իր /յ հավտնտկանա թքոնիրյ չի դերադանցի 
Г ,|/-ՋԶՃ

արժեքր:
i-ադվածքի ծավալի (,\) վեր շնական կոոևկքիտն կատարվել Լ տաոերր 

հաշվելու պրոցեսի րնթացքւռմ:
('երված ադլոէ֊սակր կտղմելիս, րնդունվեւ Լ . որ ՝,ավանականութր» 4 

ււրււշմսւն մաքսիմալ հսէրարևրական սխալանրր հավասար Հ 10''^֊ի:
Հևտադոտվել է ժամանակակիք! խտոր դեղարվեսաական արձակ տեքստը t 

ինսժէրվաէր հւսշվված I; ինչպես ատս:



112 I' IL. 'Լէարպւրէւն

Ավելորդ չի նշել, որ անհրաժեշտ քաղվածքի ծավալը զգալիորեն տար 
քերվում կ աոանձին տառերի համար (մի քանի հագար նիշից, ած՛են ահա՛ 
ճախակի տառերի համար, մինչև մի քանի հար չար հագար ե մ ft j իոն նխ. ■ 
~,ագվագչու ւո աաոերքէ համար)։

Աոաջին տողի էովչալներր հնարաւքո րոլքծ չուն են տալիս հաշվել մամա- 
Աակակից հս/չերեն րաոի /у ՚1 իջին ե րկարութ րէէնը (տառերով) գեղարվեսւոս։, 
կան տևրսոււո մ'

0. 177
' 4,7 ա ա ո ;

^ամեմասսո (:/չան համար ասենք, որ անգլերեն րաոի միջին եր/րորւո- 
խլանը 4,.՜> տառ է՛, ոա иերենինր' .7,1 աաո։ Պետք Հ նշել, որ աչդ մեծա- 
ի} չանը դգալի ա tn in ան tn.iiit ե րի Լ ենթարկվում տարրեր ռ,իպի տեքստևրա մ ե 
տարրեր <7 ամանակաշրօանների համար:

U ի աււանձնահատկութ չուն ես. եիք ե դիտենք աչրուրենր էֆեկտիվ 1րւ- 
գերի տե սանկլոէնիղ ( ամենահաճաքսակի ՛սառին' ամենակարճ. և հասարակ 
նիշը). ապա պիտի րնգոէնենր, որ Hiui աաո ft նշանը հաջող չէI /'ր՚՚ք, եթե 
մ իա ի է քտ» տառի նշանակումը չիներ կրկնակի ավել ft կար է, (ասենք, anl-ft 

կամ <[ո1>֊ի նման), ապա տեքստի միշին երկարութ չանը կնվաղեր մntntntfn- 

րապևս 5-^6°/0֊ով։

հակալոt իէյա նր։

Հ
Տա,,ր I

հպ
ճա
 ■
■ 

քս
էէ
, 
- 

ք/
յա
նր

4! 
՛*■.

Տտոր 1 ,-ր Տ ՛Ա՛՛ր
4 4 
= ՜ ~-

Տա՚ւը 
(4:ը)

4 ա
 ձ
 ւ
ս 
֊ 

խ"
Լ-
 

փյ
ու
նը

I քւնէոևրվայ 0.177 13 J 0,017 25 f 0.0088’
0,0082

37 0.0021
2 ա 0.111 14 !է 0.016 26 38 ձ 0.0016
3 ն 0.0S3 15 է 0.016 , 27 * 0.1X176 39 о 0.00072
•1 1’ 0.075 16 7 0.015 28 Л ),0073 40 ք 0.00025
5 և 0.054 17 Հ 0.014 29 *. 0.00701 41 0.014
6 I՛ 0.018 18 Ք 0,011 30 7 0.0051 42 (>) 0.010
7 ,г 0.033 19 7 0.013 • 31 Ւ 0.IM>44 43 (') 0.0014
8 ռ. 0.030 20 Р 0.012 32 և 0.0043|

U.IXHJ
(•) 0.0012

9 - 0.025 21 Р 0.012 33 } ■15 (...) 0.0011
И) •է 0,024 22 Հ 0.011 34 7 о.ооя 46 С) 0.0011
И ա 0.024 23 7 0.0094 35 ձ 0.0035 47 (') 0.000-16
12 էէ 0.020 ; 24 ր» 0.009օ| 36 ՚ 0.0033 48 (') О.(ХХ)4О

'Էիճակտ գրական աշխատանքը պրո!ի. ՛և. Սևակի >/իրալիր 
ի) լամ ր կատարել են համալսարանի Կաչկական րանաոիրական 
1\ կուրս ft ուսանոզներր, որոնց ե հեղինակը հաչանում Լ իր

iutl տ Л ա լնրս.- 
ֆակու րոեաի 
քոորին շնոր֊

երևանք, Պետական համալսարան քքաաքրքած !, 'Հ( |1[ t'J'30
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Р. А. Казарян

Частота букв в армянском тексте
Резюме

Подсчитаны частоты букв н современном армянском сметанном 
художественном тексте. В целях сокращения статистической работы, 
из выборки малого объема (3֊ 4 тыс. знаков) подсчитаны грубые 
частоты, которые затем использованы как вероятности в формуле 
Муавра-Лапласа по правилу трех сигма) для нахождения выборки, 
обеспечивающей заданное приближение частоты к вероятности.

Окончательная коррекция объемом выборок проводилась в про
цессе подсчетов. При составлении таблицы принято, что максимально 
возможное отклонение частоты от вероятности равно 10%.

Տ И’1пестип Ail. серия физ.-мат. наук, X'. 1
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м л։ Манукян

Кручение составных валов переменного сечения 
в условиях установившейся ползучести

В работе К. С Чобаняна (1| рассматривается задача о кручении 
круглых стержней переменного сечения, составленных из различных 
упругих материалов, спаянных по боковым поверхностям.

В настоящей заметке дается решение задачи об установившейся 
ползучести скручиваемых круглых составных стержней переменного 
сечения.

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения

Фиг 1.

Рассмотрим тело вращения, которое состоит из различных ма
териалов, расположенных симметрично относительно оси вращения. 
Область осевого сечения этого тела, которое в дальнейшем будем 
называть составным стержнем переменного сечения, состоит из ряда 
областей Dlt соответствующих различным материалам, из
которых составлено данное тело. От
несем составной стержень перемен
ного сечения к цилиндрической систе
ма координат rbz, направим ось г 
ндоль оси стержня (фиг. 1).

Пусть составной круглый стер
жень переменного сечения в условиях 
установившейся ползучести находится только под действием скручн- 
нающих внешних усилий, симметрично распределенных относительно 
осн вращения.

Предположим, что материал /-го слоя скручиваемого стержня 
следует законам теории установившейся ползучести в наиболее общей 
форме, а именно—интенсивность скорости деформации Г является не
которой функцией интенсивности касательных напряжений Т

V=fST)T. (1,1)
где /Д7) или Հ՛Ա’) —некоторая функция, характеризующая .материал 
г-го слоя стержня.

.'«'равнение равновесия будеч тождественно удовлетворено, если, 
как обычно, касательные напряжения и представить через одну 
функцию Ф(г, z), называемую функцией напряжений, в виде
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... 1 ԺՓ,
=------

Л ր2 dz ր' dr

Здесь через ՓՀ (ր, z) обозначена функция Ф(г, z) в области D,-.
Дифференциальное уравнение для функции напряжений Ф 

будет |2|

д - —/ (7') — I 4֊ ■֊ I — 
дг г3 ։) dr I dz I г

ԺՓ,-
dz = 0.

Если 
верхности

предста

(1.4)

(1.5)

(1.6)

контура 
контуре

обозначить интенсивность усилия, действующего на по-
составного стержня, через p(s), где s—длина дуги

осевого сечения, отсчитываемая от произвольно выбранной на 
точки, io контурное условие будет |1]

( г- р (SI ds + Со, 

о

где Со -постоянная интегрирования.
Условия непрерывности на линиях 

вить в следующем виде |1|

Ф/- на

раздела Li։ можно

ну.
ԺՓ/

Ժ*
ԺՓ,
оЬ на Ltj.

Если линия раздела ԼԿ пересекается с контуром Ло, го постоянная 
Cij будет нулем, а если линия раздела целиком лежит внутри кон
тура /,0. то функция Ф в области, ограниченной ձք/, будет опреде
ляться с точностью до постоянной С.у. которая не влияет на величины 
напряжений. Поэтому все постоянные Сц можно принять равными 
нулю.

На оси сплошного вала напряжения равны нулю, поэтому функ
ция Ф на оси z должна быть постоянной

Ф = const при г = 0. (1.7)

Таким образом, при установившейся ползучести скручиваемых 
симметричных составных стержней переменного сечения, функция на
пряжений Ф(г, z) в каждой из областей Dt осевого сечения вала 
должна удовлетворять уравнению (1.3), контурному условию (1.4), 
условию (1.7) на оси г и условиям (1.5), (1.6) на линиях раздела Ll;.

В случае полого вала, на внутренней поверхности должно вы
полняться условие 11.4), где/?($)—скручивающее внешнее усилие, дей
ствующее на этой поверхности.

Пусть между -интенсивностями касательных напряжений и ско
ростью сдвига имеет место степенной закон зависимости вида

. а
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т, = к. Г'. (1.8)

где К,, и. некоторые физические константы, определяемые из опыта, 
причем 0<յ*։<1.

Тогда уравнение (1.3) и условие (1.6) примут следующий вид [21

Как пример решения этой задачи, рассмотрим кручение цилин
дрического и круглого конического стержней.

§ 2. Кручение конического стержня
Рассмотрим задачу о кручении составного круглого конического 

стержня с углом раствора 2). Направим ось շ цилиндрических ко
ординат րքւ* по осн конического 
стержня, а центр координат по
местим в вершине конуса (фиг. 2|.

В этом случае, для решения 
задачи удобно перейти к сфери
ческим полярным координатам 
Возьмем сферическую систему ко

Фиг. 2.
ординат r/hi, центр которой нахо
дится в вершине конуса. Полагая

г <= psinO, г = pcosO. (2,0
для компонентов касательных напряжений в сферических координа
тах будем иметь формулы

7.0 и_____1_ ,
°Հ՛ p2sin20 Հօ

(2.2)

o3sin20
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Допустим, что боковая поверхность стержня свободна от внеш
них сил. Тогда контурное условие (1.4) приме։ вид |1|

При решении этой задачи примем, чю связь между интенсивностью 
касательных напряжений и скоростью сдвига выражается степенной 
зависимостью

/;=К<ГГ 24J

Решение задачи о кручении конического стержня ищем, прини
мая компоненты напряжения -О’ и в виде |3|

= (М). <» = (). 12.5)
откуда следует, что 

ԺՓ—~=0, Ф( = ФД (2.6)

Тогда уравнение (1.9) в сферических координатах примет вит

^֊(2 + |l)clg0. =0. (2.7

Отсюда найдем
֊^֊ = C,(Sin(/)-'^. (2.8)

где С, постоянные интегрирования. Пользуясь условием 1.7 . можно 
окончательно написать

Ф; = С, [ (sln^d? (То=О). (2.9)

Ն-։
Здесь, на осн вала, вместо постоянной взят нуль, что не влияет на 
общность решения.

Остается определить постоянные интегрирования С\. С.,- -С,.. 
Для этого воспользуемся условием (1.10) и выражением крутящего 
момента.

Условие (1.10) в сферических координатах при условии (2.6) 
примет следующий вид

к‘ ՜ ՛՛ -՜ ՚ (^-)՚՛иа լ»- 4°’
Подставляя значение Ф из (2.9) в (2.10), получим

I с՝ V _ (^С\ ։ (2 11)

Приравнивая главный момент усилий, действующих в любом се
чении конуса сферической поверхности р const, заданному значению 
крутящего момента Л4 в вершине, будем иметь
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.И -2-VCj’ sinO)r 'dh (io = O). (2.12)։-։ Ն-յ

(2.11) и (2'12) составляют систему ո уравнений, из которых мож
но определить Cv Շ,։--Հո.

Нетрудно видеть, что решение (2.9) удовлетворяет всем уело 
виям, г. е. контурному условию (2.3), условию (1.7) на оси н усло
виям (1.5) и 11.10) на линиях раздела

Подставляя значение Ф из (2.9) в 2.2; получим выражения ком 
понентов касательных напряжений в сферических координатах

- О’

-<л С (2-13)Чг '* if

§ 3 Кручение круглого стержня

Рассмотрим задачу о кручении составного круглого стержня, 
когда торцы стержня нагружены. Направим ось z цилиндрических 
координат րհշ по оси стержня, а
центр координат поместим в центре 
одного основания цилиндра (фиг. 3).

Связь между интенсивностью 
касательных напряжений и скоро
стью сдвига примем в виде (1.8),

Пусть боковая поверхность 
стержня не нагружена, а на торцах 
действуют касательные напряже
ния. распределенные постепенному
закону вида

Л = ֊«=֊ V1,
где -4,—неизвестны.

В этом случае ищем решение уравнения (1.9) в виде
Ф/ = ф, (Г).

Тогда уравнение (1.9) примет следующий вид 
1 ՜

d 1 / ԺՓ,
dr \ dr I

г *•

(3.1)

(3.21

13.3)

Интегрируя это уравнение и пользуясь условием (1.7), получим

Фх('') = -т4֊ г3 ՛*'. {г г ^г / = 1,2.-- л) (3.4)
Յ֊Ւ^ 1 1 
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где Bi—постоянные интегрирования. Здесь, на оси вала, вместо по
стоянной взят нуль, что не влияет на общность решения.

Остается определить постоянные интегрирования ••• В„.
Для этого воспользуемся условием (1.10). которое в данном слу

чае примет нид
1

1

= £ 1 ( Հ1 нз լч • (зф
Л/ ■' 2(1Լ dr I

г

n Подставляя значения —7- аг из (3.4) в (3.5) получим

Из 1.2), (3.1) и (3.4) следует, что

Al=Bi. (3.7)

С. чругой стороны, из выражения крутящего момента имеем

з4тгЛ!1'; • (з-8>
г-1 Դ՜-ւ

где ra = 0, rn= R, R— радиус круга.
(3.6) и (3.8) составляют п уравнений, из которых .можно опре

делить неизвестные В* ••• Ва. Тогда Д,. .«Լ, Лп определим 
из (3.7).

Нетрудно видеть, что решение (3.4) удовлетворяет всем усло
виям, т. е. контурному условию ւ3.1յ, условию (1.7) на оси 2 и усло
виям 1.5 и (1.10) на линиях раздела Z./y.

Подставляя значение Ф4 из (3.3) в (1.2). получим выражения 
компонентов касательных напряжений в цилиндрических координатах

t<'> = 0, ri ’

֊V? = B;r •uz (3.9)

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР

Ереванский государственный университет Поступила 4 Vil 1960
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IF. IP. U*tu6nU|juifl

ՓՈՓՈհԱԿԱՆ ձԱՏՈՒՅԹ ՈՒՆԵՑՈՂ. ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ԼՒՍԵՈ֊ՆԵՐՒ 
ՈԼՈՐՈՒՄԸ 1ԱՍՏԱՏՎ.ԱԾ ՍՈՂՔԽ ՊԱՅԱԱՆՆեՐՈՒԱԱ 1Г Փ П Փ П Ь 1Г

Աջհասւության մեջ դիտարկվում է կողմնային մակերհա քթնե(•"'/ A/n/,/T 
հետ դոդված և առանցրի նկատմամբ սիմետրիկ դասավորված էոարյւեյւ նյու
թեր ի у կադմված փոփոխական in րամա դծ ով կւ"Ը I/' “եոի ոլորման քէՀ1էրյթր/է, 
երբ ա14 նյութերը դտնվում են հաս ւոասէված Ասդրի պայմաններում ե այւ- 
ւոտրին ուժերը աոանցըի նկաամ ամ ր ունեն սիմետրիկ у inn ա վո բա թ յան:

Ալս խնդրի լուծման մ ամանակ ընդունվում է, որ и ո դրի դե !ի ո րմ ա у ի ա յ/ր 
արադ ութ յան ե յարվածու թան ինտենսիվությունների միջև դո յա թյուն անի 
աստիխսնա լին կապ։

‘ք՛ննա րկվո դ խնդրի յա ծումը բերվում է յարա ւքների !ի անկըիա լի որոն
մանը, որը յիսեոի աոանդքա յին հատույթի յուրա ,րան »յա /« I՝) տիրոլլթա մ 
բավայւարամ է ( 1.9) հավասարմ ան ր, (1-4) եդրային սլա յմ ան ին, / 1.7 J աոանց- 
րային ոյայմանին, իսկ աիրա յթների րամանման է,յ դծերի վր ա ք !.՛>} ե 
(1.10^ պայմաններին։

Աշխատության վերջում. որպեււ կիյւտոության արվում Լ հևտելայ երկու 
խնդիրների ճշդրիւո յա >)ում/»' 1. Կոնական բադագրյայ ձոդի ոլորումը 2. Կլոր 
րադադր լա յ ձողի ո յո րումր ։
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КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ

Э. Б. Аджимамудов

О книге П. Ф. Шокина

„Гравиметрия (приборы и методы измерения силы тяжести)”*

Книга П. Ф. Шокина „Гравиметрия" является учебником для 
студентов астрономо-геодезической специальности геодезически,х ву
зов. В книге излагаются, в основном, вопросы теории и практики 
различных методов измерения силы тяжести. Глава I состоит из вве- 
иения и краткого исторического очерка развития гравиметрии. Главы 

II и III посвящены маятниковым методам определения силы тяжести 
и определениям силы тяжести с помощью гравиметров. Последняя. 
IV глава, посвящена измерению вторых производных потенциала силы 
тяжести.

Автором очень обстоятельно и детально описываются аппаратура 
для измерения силы тяжести, способы ее исследования, методика 
полевых работ и обработки наблюдений. При этом широко исполь
зована имеющаяся по этим вопросам литература, а и ряде случаев 
учтены также новые, еще не опубликованные, данные и результаты. 
Все это делает книгу очень ценным пособием при изучении грави
метрии. Книга может служить не только учебником для студентов, 
но и ценным справочным пособием для всех лиц, занимающихся во
просами практической гравиметрии.

Таким образом, книга безусловно достигла своей цели,—воспол
нила пробел, который образовался в гравиметрической литературе 
в течение последних 20 лет, со времени выхода в свет курса проф- 
А. А. Михайлова в 1939 гиду.

Однако, следует отметить, что рассматриваемая книга уступает 
книге А. А. Михайлова в отношении четкости и строгости изложе
ния. Это относится в первую очередь к „общим местам* к первой 
(вводной) главе и к вводным частям отдельных глав и параграфов. 
Ниже приводится несколько примеров различного рода неточностей 
и нечетких формулировок.

Из определения уровенной поверхности, даваемого уравнением 
= const, вытекает как следствие перпендикулярность силы тяжести

' П. Ф. Шохин Грапимегрня (приборы и методы измерения силы тяжести) 
Издание геодезической литературы. М., I960. 316 стр., цена 93 к.
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к этой поверхности, но не ее постоянство на всей поверхности. Од
нако это вовсе не означает, что „напряжение силы тяжести G раз
лично в каждой данной точке уровенной поверхности и՛ = const", 
как это сказано на стр. 6. Например, на уровенной поверхности поля 
однородной сферы, или поля однородных концентрических сфери
ческих слоев, сила тяжести постоянна. Для нормального земного эл
липсоида сила тяжести равна во всех точках, удовлетворяющих ус
ловию | р| = const.

На стр. 187 говорится об отсчетах S/ и .S՝o, выраженных в де
лениях шкалы и предварительно исправленных поправками \в част
ности поправкой за приливные влияния Луны и Солнца). Однако 
эта поправка должна вводиться уже после перевода отсчетов в мил
лигалы {по таблицам и номограммам, составленным автором книги).

На стр. 2G8 сказано, что „продолжительность рейса, количество 
пунктов и очередность наблюдений их в этом рейсе зависят от мно
гих конкретных условий работы", среди которых упоминается точ
ность измерений. Принципиально более правильным было бы сказать, 
что точность измерений зависит от всех перечисленных условий.

Неточным является утверждение {стр. 280), что уравнением
.։ I 2'и֊-Г.» V ։•.

է^2ֆ0------ • определяется нормальное сечение с максимальной
ս7ձ

кривизной. Этим уравнением определяются два взаимно перпендику
лярных направления, соответствующие главным нормальным сечениям. 
Вопрос о том. какое из них соответствует максимальной кривизне, 
а какое минимальной, решается дополнительно.

При определении единицы измерения вторых производных по
тенциала силы тяжести (стр. 282) сказано, что этвешем называют 
„одну 10 '' долю’ единицы CGS ( —'—Y При такой форме выраже- 

\ сек2 /

пня следует писать нс .одна 10՜ ' доля", а „одна 10е доля* ,т.е. —•
10®

Целесообразно выделить в отдельную главу или параграф 
все вопросы, касающиеся поправок и ошибок, нс связанных непо
средственно с приборами и с процессами измерений. Если включение 
вопроса о поправках за приливные влияния в главу о гравиметрах 
имеет свое оправдание, го вопросы редукций и вычисления ошибок 
аномалий силы тяжести, включенные в главу о маятниковых методах, 
относятся в равной степени как к маятниковым, так и к гравимет
ровым определениям.

Отмеченные недочеты являются легко исправимыми и могу] 
быть устранены во втором издании, которое, по-видимому, понадо
бится в ближайшем будущем, учитывая небольшой тираж книги 
(2500 экземпляров).

Книгу желательно снабдить предметным указателем
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

По поводу работы „Кручение многослойных призматических 
стержней прямоугольного поперечного сечения 

с учетом линейной ползучести"

В статье, цитированной в заглавии, опубликованной н № 4, тома XII (1959 г.) 
автором ошибочно было указано, что в работе С Г Лехниккого «Кручение много 
елейного прямоугольного стрежня» (Инженерный сборник, 23, 1956 г.) формула, по
лученная для жесткости трехслойного стержня с узким прямоугольным сечением, не
верна.

В действительности же в работе проф С. Г Лсхницкого имеется лишь опечатка. 
В формуле (5. 14) вместо цифры 26 (внутри скобок! написана цифра «2».

В С.САРКИСЯН
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