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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

I». .И. Абрамян, В. С. Тоноян

Кручение призматического стержня с поперечным 
сечением в виде эллипса с выточками

Эллиптические координаты использовались для решения задачи 
о кручении призматических стержней А. Клебшем |1|, А Соколо­
вым |2| и А. Гринхиллом |2|. которые рассмотрели кручение полого 
стержня с поперечным сечением, образованным конфокальными эл­
липсами.

Ряд профилен, ограниченных двумя дугами эллипсов и ортого­
нальными к ним гиперболами, при их кручении рассматривался 
.1. Файловом |4).

В настоящей статье рассматривается кручение призматического 
• гержня < поперечным сечением в виде эллипса, имеющего' со сто­
роны малой полуоси симметрично расположенные выточки

Решение получено методом сведения задачи к бесконечным си 
стемам линейных уравнений |5. 6 При решении задачи, ввиду сим­
метричности области поперечного сечения, из нее выделяется кри- 
нолинейный уголок, который представляется в виде двух налегаю- 

* щих друг на друга областей. Функция напряжений строится для 
каждой из тих облас.ей отдельно. Для того, чтобы эти функции 
являлись непрерывным продолжением одна (ругой, на контуре общей 
части налегающих друг на друга областей они должны быть равными 
[7]. В такой постановке рассматривалась задача о кручении углового 
профиля в работе И. X. Арутюняна [5]. предложившего в этой ра­
боте метод введения вспомогательных функции.

Определение постоянных интегрирования в рассматриваемой за­
даче сводится к решению бесконечных систем линейных уравнений. 
Доказывается, что эти системы вполне регулярны. Выведены фор­
мулы для опр деления жес косп! при кручении и напряжений. При­
веден численный приме»

§ 1. Постановка задачи

В эллиптических координатах а, ի, связанных с декартовыми 
прямоугольными координатами х и у соотношениями

х = г ch a sin 3, (j յ
у = esh а cos 3.
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где 2г - межфокусное расстояние, функция напряжений при кручении 
U(y. 3) удовлетворяет в области поперечного сечения стержня урав­
нению

՜֊ —՜ ~ —с2 vch 2а •{֊ cos-23). (1.2)
<7r: dri՝

а на контуре области сечения принимает значение, равное нулю.
Рассмотрим кручение призматического стержня с поперечным 

сечением в виде эллипса, имеющего со стороны малой полуоси сим 
метрично расположенные выточки (фи: 1).

В силу симметрии области сечения, функцию U а. 3 опреде­
ляем только я четвертой части области сечения Чтобы, определен­
ная в этой части области сечения, функция / (а. 3) представляла 
решение :ля рассматриваемой задачи. согласно мембранной аналогии. 
на осях симметрии области нормальная производная функции (7(а. 3) 
должна равняться нулю.

Далее, выделенную область (фиг. 21 представляем в виде двух 
налегающих друг на ipyra облаете

Полагаем, что

է՛» (а. 3)

^'(а. 3) =

в области ՏՀ 
где 1 а,;

в области Լ’.;, 
где 3 Յյ.

(1.3)

Функции ձՀ и ՇԼ должны удовлетворять следующим раничным ус 
ловлям и условиям сопряжения

ԺՇ\\ = WA
ՀՅ о'-. ’

=0.
/«-о

Ц(2Г 3)=s! °’
I. К- Ю- ? ь1։

(1.4)

(1.5)
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—= и.2 (а., g) = 0. (1.6)
<13 /а-Ч

—?) =0. U։(a. ?,)=-! °' Х (1.7)
ԺՅ 1 L\ х. 3։>. ։Հ։։.

Функции С\ и С’., по метолу Г А Гринберга |8| ищем в виде

.Ն = W*(?) sin *jfc (а— aj. 0<а<։1). (1,ձ)
Л-1

£Л(а. О V ?х.(х) տՓ՚հ 3 Հ . / 3։<3< ֊
է т

где

- 1)к 2# 1
‘ 2а, ' “* " а-2g,'

2 ?
Д(Ю = 1Ц(«, 3)siB7x. (X а։)г/я.

.

U-9)

1.10)

Ա.11

<р. ал = Լ, ^/..(7. ?)sinufe(3֊:-։)f/>. (1.12

** ~t I •/ 
ն

§ 2. Определение функции напряжений

о
.Умножив уравнение (1.2) для функции ( \ ՛«. Ց на “sin^ia х։) 

аг
и интегрируя полученное выражение по з в пределах oi нуля до х։. 
для определения функции Л(3) получим следукицее дифференциаль­
ное уравнение

՜’֊ք,—^-i-cha», + COS2M2-1)

а։ ’յ * է՜ ibJ а։.А.

при этом использованы выражение il.ll) и первое из условий (1.5).
Учитывая второе условие из (15) и интегрируя уравнение (2.1).

для функции Д (Si получим значения 

где
+ ։Г^-- (2.3.

• <։ ։ ’ ‘к ՛
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Г-'(?) - A?*shT^ ( В֊'eli7t3- 2Հ<<*2ւ> + «տ23է
2> Հ ՝ Ա ՜'՜ 4 ՚

- (2.4)—. »յ *■
ai ;ւ -1 ՝ I' '*

Согласно (1.4), (1.11) и (2.2), функции /У' ■') И rt‘ (՜՞է должны 
удовлетворять следующим граничным условиям и условиям сопряже­
ния

Հ՚՚՚էՊ=//’՝ (֊֊) ֊ о- Հ” • М = Л՜՝' (?,). (2-5)

/»''(?■)֊/Л <?.՛■ (2.6)

Удовлетворив условиям (2.5). найдем

ch ch 2*1
Л*1 = 0. /Г/’ = ’---------  -——.

<М Н|
(2.7) 

ch
.Հ?> = Ց<«>-----------Г -*

ch Мт ՜*1)

Подставляя эй։ значения в < .'.31 и 2.4 . будем иметь

Oi,) = *VW ,2.8)
I Հ- 1 • » է

Лг'(?) «V z _ ՚ 2-֊ ՚ -

<hT‘(i՜՛՛)

r,1S2;) 2հ, Я>л («,) Sin Hp (P ֊ ^»)
WH-րՀ) !*;-4 Հ

Удовлетворив теперь условию (2.6), получим следующую бес­
конечную систему линейных уравнений относите.шни двух неизвест­
ных коэффициентов

л՛; .֊
՜ ՚

(? 10)

Аналогичным образом для определения функции ~ь ») получаем 
уравнение
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. . 3,1 4< -'ch 2։
Հ. *) !ХГ?*’Я' =— , “

-֊23, =-23, |Ц

4с:2!н cos 23, 
(-֊ 23,1(4 - :ц)

(2.111

Решение этого уравнения имеет вил

где

М*-‘
х а,.

12.12)

Հ?1 а) — С’* sh ar’ 1 M 'ch :4а — 4Հ-' cos 23.
<-֊23, и*(4

I

1

----- . , . |j4-Ch2a -2sh 2u, sh-4(a a,)

u*ch22jchj4(» — Ml-

:(a) == C'” sh U*a /Հ. ch!«p -

(2-13)

4d(ch.2x - ch **a | cos 23,) 4ii* /„ (3,) sin 7„(a a, 0 
(“֊-'՜ւ .,(-1 ■'.;i • Հ 2-., Д

Функции տլ11 и --1 должны у ловле 1-кори । ь условиям

Ч (Ш -?/1'(О) = о. ==^' М- С“-15)

ЧП (2.16)

Удовлетворив условиям 2.15) и исключив из выражений (֊' 13) и 
2.14,1 коэффициенты С;;՛՝. С-: и /Л.՜' будем иметь

֊ n<»s1’Hfc(«••-») 4ժշօտ23) ( sh a-.x ,
' ft shuta2 ՜ ir 23։)jlH4-4) Ա sh ?fex. / 1

4c* /' shu^a
-J—-------Հ7-—Т7-Г-t,------t" !4- ։ ch 2a — ch 2x, , — ■<7: 2; J •!- (-Л -I ՝ - - " ■'

ch 2a, sh ՛» (a. - a) — '՝ '' ‘2j ] 
sh :ц.а.-.

4֊ 2 sh 2a, sh 'Ад. (a..
sh u^a, 
sh a*a._. .

a

(2.17)

a..

... I> sh (a., a,) ch ji»a________ 4f - cos 23,
՝!i -Л.2. ch - - 23,) :կ; (4 - ՝

11114»,
clI ;ւ&ց 
sh uta.

•4 I Ch 2a

ch 2a.. th 14», (
sh -лр

ch 2a, sh H.via.2— a,) ch^y 
sh !Д;.а2
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- — ' * *-*— ' '. ssaesw^——с - — ■ - ■■ — —

ч- 2 sh 2а։ sti>* (я2 — а։) th № —ճճձճ I -- 
sh-ifea2 I

v '• ' ■■ • 7’L 

к 26 ֊

Наконец удовлетворив условию (2.16). получим вторую бесконеч 
ную систему

Ichu^jliu.-^.. Հ6,0,հ> ; ՛ ‘ 0< - .
* _ . ■ г • -

4Ժ / ch 2։.. , । \Т-ЭД 4 ;>■ ( Ch^-ch^‘ch й‘ ) ■ 

— 2 տհ 2»յ sh {ц®.

Введя новые неизвестные

Рргр ( *11 — Ч; i 'ր
Sil Up (OU — ?-,) 

տհ Դրէյ:.,

4C~COS 2.4 'll -Հ}..
(n 2SJ(4- jv ' shupx.

4c'-
- 2>։)рЛН-«р

;ip ( ch 27.j — ch 2։., տհ !\-Л x 
տհ Ա/ւ7շ ՛

+ Ձ տհ 2>, sh.*,.. 5”:vJ1
sh a/;3v

. .> . . chppa։֊ u«ch 2«j sh Up I a. a։) -------
sh UpOj

--  Лр*|.

Tp^'-chT^- ֊'«(Հ ֊h)>$

(2.20)

(2.21)

(где rn — пока произвольное число, подлежащее определению в даль­
нейшем . бесконечные сисо .мы (2 10) и (2.19) приведем к виду

ЛЗ
Л*. = <z.vp ) р - <7*. 
՜
X՝

- v ьК(,хр.
!> I

где

2WTA с И '^7, ՏՈ \ J։l
^chu^-e, ՚ )

ծ^= —
ու I

I՛.՜*.-

2ձւ) 017к^։ ւհ ц, I

(2 23)
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Հև
ch,Plsh,r^ շ,

ъь —2?№ — 4) сЬчАл,

___ 4с՜՜ со- ո _ ch W \ 
а1 1 "___ ՜“Հ|) (*’ , 4) \ ch’lk>:.

4г
7։ւ-֊ 2^)(յՀ֊4)

( ch 2d3 ch 2а„ Cbfofr У 
ch чд.а._. /

(2.24)

Подставляя значения (2.20) и 2.21 в ւ25). (2 9). (2.171 и (2.18) и 
пользуясь соотношениями (1.3). (1.8) и (1.9). для функции напря­
жений Г (а,. •<) получим следующие выражения

ձ՛ lx. 3) - — ch 2?., փ co> 2'01 1
4 \

յ՚ հ֊ձ. j 
ch 2a, ՛

/ ••« \ Г, ch 7»/
-«( Դ ֊Ն x------- - sin;A. (a-zj). (0 a ap О . (2.25)

\ 2 7>ch* ։̂
[• <'(«.?>-? ch 2». + cos 2J) (1 J|)-

+ *1 v Sill РН/ Л)- a։. ֊ ). (2 26)
|4ch;.i*3j

ճ՚'(«. 3) = у (COS 2>—cos2i։) •

,VA sh a* (i. i)

';PfcSh?B 7..
sin pt (/ 3։)

4i-c»»2;։ siiip.. (
Ch- (72 • 7 J 2а.)

2S — ՝>-k !։. — I) Ui-’ *- ։ •* ch ՝ 7.. — a.)iS • * '

4e sin pt (
z —23,— Pi, Ip; Il

. о shut lx,֊ *1 ch 2a — ch 2a, —- -——
I sh и* i X, - a. I

-сь2х/А^,։_-?а 
' Sh a* а« — X,

7 r> O7,

§ 3. Исследование бесконечных систем (2.22)

Пользуясь выражениями (2.23). будем имечь



Из (2.24) видно, что свободные члены систем (2.22) ограничены
сверху и при k—v. стремятся к нулю.

Таким образом системы (2.22) оказались вполне регулярными и 
имеют ограниченные сверху свободные члены. Это обстоятельство 
дает возможность определить все неизвестные А\ и К-. с желаемой 
точностью |7|.

§ 4. Определение жесткости при кручении

Жесткость при кручении сплошного стержня определяется по 
формуле

(.' — (/с՝ а, 3* (г 11 2а соя2>)с/атЛ -=

— 4О<- J р” а. ՜՜է ell 2а cos 2։ dnf-.. (4 1

где (/ -модуль сдвига, ‘2—область поперечного сечения стержня, 
Զ* четвертая часть области Զ (фиг. 2)

Подставляя значения функции Շ’ս. >» из ’2.251 (2.27) к (4.1) и 
произведя интегрирование, для определения жесткоеги получим сле­
дующую формулу

C=4GY='< —23j)(x. а,) -֊ а2 ։։ sin 43, -
lib ՕՀ

. 4։i ’'I
— - (sh2a- - sli 2z։) |sin 2^յI - 2'iJ cos 2>J " ֊——

16 32 Ci) 2 7,
Ц.Д.

ՑրՂ՚օտ^Հ * Ա1՜2 ’’’ i. Հ 1 I

. Հ - ■ м I г 2;2 ֊ Л >■ И:| 2
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р- 4 2;յՀ. ch 27 j ch '2a.
֊(sb4a„ — sh4a։) + ------- ' :4(ch22x..

8 shufrix.. ар

ch2 2а I с111[Ад.1а.; ,Հ֊Ճ\’_ 1
= 2Տ, ֊^Հ

(ս- 4 tsh 2x- —

- տհ 2а։)-----1 (ch 2aէ Ch 2я2) ՚*է. էհ - ՜՜ |а._ а։1

4 7 \՝ Л ch 2at ch ?ւ»7...
1 — (՚հ 4)| C|| ,lfe2i «փ (х. - а,) 

__cly2z

shuA <:։..— Xjl

(Ch 2а.

Г ‘ |111 Կ/ւ՜ր 1,1 ՜'՝Հ .) *1 I

Из (4.2). переходя к пределу при а։ — а„։ 
жесткости эллиптического профиля ,.фиг. 31

(4.21

получим формулу для

(. (it՝- sir* 2я2
8 ch 2x7 

При чтом использованы значения

Г* = 0. (4 4.

которые получаются из систем (2.221 
соответствующим предельным пере­
ходом. а также

<2 = с ch а2. А = с տհ %... (4.5)

Из (4.2). переходя к переделу 
при а։ = 0. \ 0, для жесткости 
пулуэлипса фиг. I получим сле­
дующую формулу Фи! 3

C^r(jc՝՝"y- ' sh2x.. f- J ‘ sh4a..
I Я 4 -32

?, th чд.а.. I 
֊■

4.6.-

При чтом использованы значения

Их,- = 0, xtA ц =»
ь<- 4Ժ(1 ch 2а л

t'1? I) -(ս* ֊֊ 4)с11!Ч-1.
14.7)
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получаемые из систем (2.22) соответствующим предельным переходом
В качестве численного примера рассмотрены стержни с сече 

пнями в виде эллипса, имеющего со стороны малой полуоси снимет 
рично расположенные выточки фиг. 1. или разрезы (фиг. 5)

'1>Нг

В таблице I приводятся жесткости для этих стержней, вычис­
ленные по формуле (1.2) для различных значений парям՛ трое «... и 3,.

В первой строке таблицы 1 дается значение жесткости при кру­
чении для призматического стержня с сечением в виде полного эл­
липса (фиг 3,.

Жесть՛՛. и. '' ___

Таб.шна •'

с недостатком1 с ИЗОЬНКО V. средняя

Эллипс фш 1) Ь 5, г - 3
Эллипс с в:,։точками (фиг. 1)

2. II13

ձ = °.. с = 3
л, 4

1.7512 1.7952 1.7732

Эллипс с разрезами фиг.՜ 5 
1= ;՝.С.-3 
b 4

1,7941 1,8149 M0I5

Элиши с разрезами (фш. ГЛ
Հ֊ ֊ 2. с 3 1.2591 1.3000 1.27%

1иа полуэллипса հ Ь. •- - 3 1.1.5.39

Во второй строке дастся значение жесткости для стержня с се-
ценном в пиле того же эллипса имеющего со стороны .малой полуоси
симметрично расположенные небольшие выточки фиг. I) при сле­
дующих значениях геометрических параметров сечения

3։= 0,0628^0.1975; з,—1.1; х. • 1.2835. 4.8

что соответствует случаю, когда

1> _ 5 
ծ; ~ 4 ’ 4.9֊
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В третьей н четвертой строках этой таблицы даются значения 
жесткости эллиптического профиля, имеющего вдоль малой полуоси 
разрезы (фиг. 5?:

в третьей строке при

=4» 1,1; «„= 1,2835; ?յ ~ 0. (4.10ւ

в четвертой строке при

а։ =0.7585; я։= 1.2835; ₽է՚«0. (4.11)

В первом случае разрезы сделаны то глубины, ранной Одной 
пятой малой полуоси, а ко втором случае глубина ра ре
I՛։ ПОЛОВИНЫ МИЛОЙ ПОЛУОСИ.

Наконец, и последней строке для сравнения приводится также и 
•.двоенное значение жесткости для полуэллипса таких же размеров 
фиг 4). для которого

а։ = 0; а2 =1.2835; 3,=0- (4.12)

5. Определение касательных напряжений

Пользуясь COOHIO еннями (2.25) ֊ 2 2՜ и формулами

(а- V)
2 օձ֊'

е 1 с 11 2а cos 23 ՀՏ

(*- ?)
г" 2 ծՍ

с 1 ch 2а cos 23 <73

где 6—угол закручивания на единицу длины стержня, можно опре­
делить касательные напряжения в любой точке поперечного сечении

стержня.
В качестве примера вычислены 

напряжения при кручении для эл­
липтического профиля с выточками 
(фиг. 1).

В таблице 2 даются значения 
напряжений, вычисленные для не­
которых точек сечения стержня.

С целью наглядного представ­
ления закона распределения каса­
тельных напряжений, на фиг. 6 
приводится эпюра этих напряжений 
для рассматриваемого сечения



14 Б. . I Абрамян. В С Гоиоян

Таблица 2

Напряжения С недостатком С IHiUi.f IKO.M Среднее

1,68!» 1.7476 1.7152
(ihc

1.7553 1.8380 1,7966
</hc

0.13-12 0. |S |‘> 0.1596
<zdi-

I
0,28*2 0.3969 О..1426

f/(lc

-у Հ< i 1
1.5441 1.5559 1,5500

CVc

М֊Ч:’г-
1.8626 1.9363 1.8995

<;of

Hihihu MarvMj;iiK:i и механики 
Ml \рмянской ССР

<*. I.- <l.pruil»unfj։uG- U. SiiGihuiG

ՓՈՐՎ_ԱՄՔՆԼՐ ՈհՆԷՑՈՂ. ԷԼՒՊՏԱԿՍԼՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 
ՊՐհաՏՒԿ ՋՈՂ> ՈԼՈՐՈՒՄԸ

IbirrviiH-iii 17 VI I960

ԿՏՐ4.ԱԾՔՈ4_

Ա U* Ф Ո Ф II Ի IT

Հոդված lied ղ ft;nntր1րք tn d Լ փէէՀքր կի иտո անу քի կո rtt! իր սիմն տրիկ ձևով 
՚լ ա սա վո էի ո լւվ ա ժ յ>5/// у и վ ԿՒպ աական ри լնական կար>/шА։pttվ ւդրիդմաաիկ
ձէէդի rtլո րման խնդիրդ ։

Խնդրի րսծման րն իմ ա g put d / tn /նական կարւքած p/i աիրու /Д/// սիւ1 և արի- 
կա ի)րսնր նկաաի ա սննդով, ապ. աիրու /իք իր անջաավում Լ <//• !ptpuiiffii՝! ան- 
կրւէ՚նակ: 4.ր[ ա՝հկ ւուն ակր իր ',հ p ft] ի՚հ 'till plpu pn ։pfnt d՝ Լ jipttip <//'«' •(рфи*! 
Ilptpil. աիpIII ւքյ՚հեpft աեււ րւււի

Լա pd՝ ui'lt ֆ'11է.նկւյքէսւն Ipuntu pijiuil Լ ui/u ui ft p <u /fil'llli pի у pn put Հււււնշլա • 
pint) шп անձին֊ ա it անձին: И pu[liin[ll ш jy էի ունկց իան h p p հանդիսանան d եկր 
մրււււի ա՛հ րնդ հա ա չ ա p ւււնակա ի! քո ''ll p, ի p ui ր ‘[ր։լ։ դրված ա իրւս լքժնև րի րնդ֊ 
հանուր մասի եդրադծի վրա ա էդ էիանկցիանե рр հավ ա иш ph դվա.մ հն / |
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1Լլդպիոի ղրկած րՈէք անկյունային սյրոէիիրւվ ձողերի Ո[Որման /ււ՚հղիրը 
դիաարկւքեւ է ե. til. Հա րսւ [J րււն/пЛ>/г ա շխատու [Հ ր/է՚հոււք .5;, nputZr/Հ шиш֊ 
րււրկւքած է է՚՚^Լ օմանղակ 1ի ունկէյի անե րի նե րմ ա <) մ in'll եղանակը:

Խնդրիլա Л ւ!ան /i'll ft! m ղ րա մ li'buihiH’il ա՛հ հա и ւուոա ուննե ր ft որււշումր րեր- 
ւքեք է ղծալքէն Կա կա и ա (i ni'lii ե ր ի անէքերգ и ի սա ե՚մեեր ft Լուծման։

մա ig f, ւոր՚էքած, որ աքդ ււիուոեւ1եերր լիովին ոէւղու /ր—fi են: 11.րւոաձ վ ած 
են պււրման կոըււա քմչունր և finրա ւէեերր որոքերւէ համար րin'llաձեեր:

է'հրված է թվա լին պփնակւ
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. А. Баблоян

Изгиб круглых стержней, имеющих продольные 
боковые выточки

Рассматривается задача об изгибе круглого призматического 
стержня с центрально расположенной круглой полостью и боковым 
внешним пазом в форме кольцевого сектора.

Точное решение рассматриваемой задачи получено методом при­
ведения решения Сен-Венана к бесконечным системам линейных урав­
нений |1,2|. Доказано, что полученные системы вполне регулярны и 
имеют ограниченные сверху н стремящиеся к нулю (при /г-֊-оо) сво­
бодные члены. В числовых примерах вычислены координаты центра 
изгиба профиля и напряжения.

Подобные задачи для круглых и секториальных стержней рас­
сматривались в работах Л. С. Лейбензонп |4|. Стивенсона |5|. Н. В. Зво- 
лннского |6|. Я. И. Бурака |9] в других (10].

Изгиб стержня с сечением в виде кольцевого сектора, когда из­
гибающая сила действует вдоль осн симметрии профиля, рассмотрен 
в работе Сигара и Пирсона |ծ|.

§ I. Постановка задачи

Пусть внешняя изгибающая сила Q приложена на свободном 
конце стержня параллельно оси у и 'проходит через центр изгиба, 
т. е. изгиб не сопровождается кручением. Функция напряжений при 
изгибе 1’(х,у՝. внутри области поперечного сечения удовлетворяет 
следующему уравнению {4]

г ^(х.у)= (i.t)

где х0—координата центра тяжести сечения. J—момент инерции по­
перечного сечения относительно оси у, /(х — произвольная функция, 
а—коэффициент Пуассона.

На контуре сечения функция /•’(лг.у) удовлетворяет условию

ժ/7 Չ . » .. dxԺՏ 2J ^(А)՝ dS' (1.2)

В силу симметрии достаточно рассмотреть только область 
շ Извгсша АН. серн* iisvk. №5 ՛ К
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ABCDEGr (фиг. 1) Чтобы решение, определенное в этой части области, 
распространилось на всю область сечения, требуется, чтобы вдоль го­

ризонтальной оси симметрии на ли­
ниях AF и Е1.) нормальная про­
изводная функции /- (х, у) равня­
лась нулю.

110Л0ЖИМ
/(*) = *2 х* (1.3> 

и перейдем к новым координатам 
следующим образом [2. 3|

д- = be' co$w, у = be1 sin?. (1.4) 
Тогда {уравнение (1.1) и условие 
(1.2) примут вид

фиг. I __
(14-’

дГ QZP > rffe'cos?)
ծՏ՜՜ 2/Ա е) dS (1.6)

Напряжения т., и выражаются через функцию напряжений 
F\է.հ соотношениями

’֊НИН be'"st շյ՜(с?' -l)cos?’

Из граничного условия (1.6) следует

F (0,^=0.

РЦ.^- (Зе' - е» - 2),

(1.8)

H/,?)=^>֊<*)cosT- 1).

F (-1,. 9) = ֊ (e '■֊ e 3'֊)cos? + C,

где

G=֊i" 4֊ '-=ln 4֊ <’.9>
O ՜ 0

В области AP>C!)F.(iF функцию F\r. о) ищем в виде |2. 3]
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=

Ւ\(է, с) в области I,

/*'2(Л?) в области II, 

в области III.
(1.10)

Пользуясь условием симметрии и граничными условиями 1.8)» в 
в силу (1 Ю) для Л, (/, <з) (Z — 1.2,3) получим следующие условия

/- (() .. ।_ ։ _ <^շ| _ . q

Л (Л ?,) - ^/՜ (Зе' -е»'-?),

?) (ev> — r!>) coss (<•քյ 1).
—•' oJ

(1.11)

Л( •։.?)=— (~դ (է — с-л’)со$? 4- է.

ք\(Л ?ւ) = (է, %). • 0. ք ) = F3 (0. ր„
(1.12)

1 _ օՒ\ ԺՒ'2 | ծՒ\
Սգ I ժտ ’ dt ՜՜ dt 

*«-ր։ ր֊4 1 0 1 ք~°-

§ 2- Определение функции напряжения

Решая уравнение (1.5) методом разделения переменных и удов­
летворив условиям 1.11 и 1.12). как это сделано в работе |3|, для 
функций Л (Л?) (/=1.2,3) получим выражения

Ւ\ (/.9) = С։ coss 3/_ shj/i + O е.-Յր,տ±ձ 
տհճ ~ տհձ

ճ±/ 4- Ճ е I 9ձԼ г տհ/.cos? c -f- + 
‘1 Ч J

■X
niy^ chM

A-J
slnpH; (2.1)

в области (—fj l < 0; 0 < s s։)

?hLb +JL + e-^ sh<
տհ/յ ՝՜ '.— Գ cos-f

sh/ cosc — C ~ + 
Կ
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_2_у тУ* с ■ ՜
•Կ — -с С •• -

sin 3* է —

у, л՞* sir»?- (j։ I֊ /լ 
sh'V,

к I
Sin о* (ф— ?х); (2-2)

/■՝3(^?) = cicos^

Գ

в области — էէ 0; ;։ < ? п)

Հ։.՛ _ (Ն' ?) еы, J21L 
տհԼ տհ/2

է. է e 
♦

QZP
4֊ ֊,- e?U։Sh/’COS?

{ժ,„. _ ք) + շ v ճ*1ո>1
ձյ '2 . СГ1 ք* --  7'1/

kpl

_2___ у.у& տհ\< .՛ Զ
П--- '4յ ““'4- Sb՜՛ '••

sinS.. (հ. - гх). (2.3)

и обл.'.сги (0 •֊.֊: է Հ ^.հ < ր <՜՝1
где

/Հ“ , (2* - I) - И-—— - <53 .............■■■■-■ V- -•

Ա։ 8(1-էօ,.2 ՚ в 4.1 յ]2’

Լ\ = SC, COS ?ւ
•;Л 4- .-1У >>'■•■ I 1 > 

ПН 1)(Т2 + У) * ТИ 714-4)

Qb> (71-ЗК|!ЧЧ-1)^^1
յ C0S?1 Ն (т»+ 0(7{ -1-9)

ձ b (е3"—1)S1I1H
՜ Յ՚^ւ֊ր^^^֊ւ)^֊?!)՛

(2.5)

(2.6)

(2.7)( 1_ն)(^._1)| 1.. 11

Для определения постоянных а\. и ук получаем совокупность 
двух бесконечных систем линейных уравнении

ОО
Ур =V (hp Xt,

ft--, է

(P« l, 2, 3,.--) (2.8՝
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ОС
■՝Р = \ ^кр У к ՜է՜ Q/.’»

где
- =___________________ 2_________________________

*Д ™(- - ?յ1 |էհ^«։ ֊ th3p(R-?։j| ?J-H;

(2-9)
հ =___________2* _____ >.

к0 /։ Icthop/j-Hctlr^/J о-

1 I C 8** /
+ 1“гЗ С'со։?։ («“ —i)(^֊9)

\ Դ / «I / ժ՜ձ/՚\ 3op r. 4 / .sW,g) jj_i(dl,/» Sh/J ՜^ր c= i- г(с։|1"'Л '■

Qb3 cos?, 
J

% 4՜3 
.(F։'O

e3t»
sh 8,

48z, (V^-2/| ]
.-1՜ Г (2.10)

Покажем, что системы (2.8) вполне регулярны. Действительно, 
для суммы модулей коэффициентов систем 2.8 имеют место следую­
щие неравенства

V а. ՛ ֊ — —?t) Հ А
т (h3pri + th3p(^-o։)^ т ’

(2.11)

зо СI հ '>ր / ՜ ՜
V , GP‘x m

I ֊ wc-tll ճ/? Zj a_ с11и;, z2 0 • 
к I

Постоянное число т выбираем из равенства

т. с. |'2. (2.12)
т 2 ’

Тогда согласно (2.11) будем иметь

%л Ն9 V-։ T -О_ ькр հ ,
А=1

т. е. системы (2.8) оказались вполне регулярными.
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Легко видеть вз(2.10|, что свободные члены системы >2.8) огра­
ничены сверху и при р—>ос стремятся к нулю.

§ 3. Определение постоянной С

Для определения постоянной С пользуемся теоремой Лейбензона 
о циркуляции касательного напряжения при изгибе (4| 

) + J I [՜(՜1 + ■։)] 'X~XJ ՜ pxdy = 0, (3.1)

ւ a 

где L внутренний контур сечения, 2—площадь, ограниченная конту­
ром L, V—нормаль к контуру Լ.

В силу (1.3) это соотношение (3.1) упрощается

ք^'մՏ+.֊ր!?~օք/ճ = օ.
.) & (1-НУ (3.2)

Подставляя значения функций /՝։ и F.. из (2.1) и (2.2) в это со­
отношение и произведя интегрирование, после некоторого преобра­
зования, для определения постоянной С получим следующую фор­
мулу

ОО
с + 8|Я~?1) V ^-.г-с2 (1 - е֊*>) = 0. (3.3)

4=1

Неизвестные коэффициенты Х/... входящие в соотношение (3.3), 
определяются из вполне регулярных бесконечных систем линейных 
уравнений (2.8) и выражаются через постоянную С. Подставляя опре­
деленные из (2.8) значения неизвестных л* в 3.3 • и разрешая полу­
ченное соотношение относительно С. получим ее значение.

Координата

где Л4 - момент 
чала координат,

§ 4. Определение центра

центра изгиба определяется 

.И
Х~ Q ■

от касательных напряжений,
т. е.

/И = ծ3 f dt d*.

изгиба

по выражению

(4.1)

взятый относительно на-

(4.2)

Подставляя выражение из (1.7) в (4.2), произведя некоторое 
преобразование и пользуясь формулами (2.1)-(2.3), после интегри­
рования получим следующую формулу



|г Ն Ф?'+4) ՚ Ն*ո Խ*(' ՜՜^«’1՜

СК-
I 'T7?T“Jl ։»է^-՜4) (cth։*/։ ' cthV’՜ sh։*r, ՜

--£тгЯ <«>
§ 5. Числовой пример

В качестве числового примера рассмотрен изгиб круглого стержня 

с внешним продольным пазом секторналькой формы с размерами — =

ИВкл- - 113
= 2,9359, 2?։ = — . а глубина паза составляет — .и — части тол-

О 4 ձ 4
шины стержня, т- е. рассмотрены случаи:

| ^ = 0.3947, г. = 0,6823:
II /։=0.677, /Л =0.400:
III Г։= 0,8968. /а ֊0.1801.
В таблице 1 для этих случаен приведены значения координаты 

центра изгиба с оценками сверху л՜ и снизу л и их средние значе­

ния х.
Для сравнения, в первой строке таблицы приведено значение ко 

ординаты центра изгиба кольцевого сектора такого же размера.
Таблица I

X՜ 
а а

х՜ х__ • լլ
а ” Ճ

Кольцепой сектор >«>* — -3.3102
1 случай -1.6153 1,4820 -1.4987
II случай -0.5080 —0.4837 -0.4959
III случай ֊0.2058 -0.1911 -0.1985
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Из таблицы 1 видно, что при увеличении глубины паза коорди­
ната центра изгиба увеличивается.

В таблице 2 приведены значения ' — для некоторых точек.

С 
лежащих на линии у —О при - -- 2,9359.

Таблица ?

Точки (֊ <..0, 1֊С.֊) (о.-» 1Հ..-1

Кольцевой сектор —— 2,0202 — 0.8592
1 случай 1,5276 —2,1324 1.2283 0.8334 0.5846
11 случай —1,0038 —1.2889 1.0537 0,6413 0,5239
111 случай ֊0.6592 —1.0783 0.9697 0,5459 0,5008
Кол ьпо

Институт матем 
механики АН Армт

0.5007

.пики и 
некой ССР

-0,9395 0.9395

Поступи

0.5007

та 25 V I960

П.. Հ. Ռայ՝ [ււսսհ

ԿՈԴ_ՄՆԱՅՒՆ ԱԿՈՍ Ո^ՆեՑՈՂ. ԿԼՈՐ ՋՈՂեՐՒ ԾՌՈՒՄԸ

Ա 1Г «I» П '1> П Խ 1Г

հո ղվածin il դիտարկվում Է օղսւկալին ււեկւոորի տե ււրով կողմնային փոր՝ 
վածր ունեցող կլոր պրիղմասէիկ ձողի ծոման խնդրի ճ,՝դրիտ /ածու մ րէ

րիտարկված խնդիրր րերվում կ դծալին անվերջ հավասարումների սիս՝ 
աե։1 ի /ուծմանր: Ապացուցվում է, որ աոտցված սիասեմնե րր լիովին ոեդուլ- 
րոր են ե ունեն վերեից սահմանափակ ո ւ t/երոլի ձղւոող (երր ի֊ -ЭС) աէրսԱ» 

անդամնե րէ !'երված են թվա լին օրինակներ:
եման խնդիրներ դիտարկված են Լելրևնդոնի. Ս' Աէիվենսոնի , Չ,վոլինսկու 

ե ո t րիշէւե րի սէշխաէոոէ թ լա ննե րս ր մ է
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Ж. Е. Багдасарян, В Ц. Гнунк

К теории динамической устойчивости слоистых 
анизотропных оболочек вращения

Рассматривается осесимметричная задача нелинейной динамиче­
ской устойчивости слоистой ортотропной пологой оболочки вращения, 
имеющей замкнутую вершину.

Аналогичная задача для слоистой пологой оболочки решена в 
работе [4].

Задача нелинейных поперечных колебаний ортотропных оболо­
чек вращения рассмотрена в работе [3].

I. Рассматриваемая оболочка собрана из нечетного числа одно­
го тих ортотропных слоев, симметрично расположенных относитель­
но срединной поверхности оболочки.

Пусть одна из плоскостей упругой симметрии материала каждого 
слоя оболочки параллельна срединной поверхности, а остальные две 
перпендикулярны к координатным линиям <р = const. т. о. меридиа­
нам поверхности и s = const параллельным кругам ։фиг. 1 .

Считаем, что для всего пакета оболочки в целом справедлива 
гипотеза Кирхгоффа-Лява |1|.

Как известно |3|. уравнения движения оболочек вращения, вы- 
ведённые в предположении отсутствия инерционных сил в танген­
циальном направлении, имеют вид [2. 3|

-֊('Պ)-Հ = օ, (1.1)
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дд 

дг
r7\ А(-ш-|-/)1 -|--ժ (rQ։) т*г(> -n +pr = Q. 

dr dr dt2дг
(1.2)

dr

где —приведенная масса, для которой имеем [4]

(1.3)

о 
m*= —

g
»л4-1 <*«+14՜ Y (պ — Պ-֊ւ) • 

I-1
(1.4)

Здесь
■լ-удельный вес Z-ого слоя.
3,-—расстояние /-ого слоя от срединной поверхности оболочки, 

которая одновременно является срединной поверхностью среднего 
(// փ 1)֊ого слоя [1|.

р — внешняя, нормально приложенная к срединной поверхности.
нагрузка. 

Для усилий н моментов имеем |1|

Л - - ^J151 I՜ ^՜12£2’ 

/լ. — c12E, C22s2,

.Ն։ Օ\Հ'-ւ 4՜ Dv:fz, 

AL = D1։Zj փ D22x2l
(Ц)

где

СУА = 2 ВХ%+։

г,/;--! <3
Р/Л քյ/ւ--1

Ջշշ

Для

В\
1 —i--

K* = G\

деформации срединной поверхности

_ժ/z , df_dw ճ/™\'
1 dr ' dr dr 2 ՝ dr ՛

имеем [2|

zz
5շ — ՛

(1.6)

(171

Ai ՜ ՜ Հ dr-
1 ды

(1.&?

г dr

9

J 3

B\\ — j-
֊ №

п

1

которые должны удовлетворять следующему уравнению 
кости

неразрын:

d

ar

<y dw 
dr dr

1.9

Посредством функции напряжений գ - ? г, է), представляя уси­
лия 7՜, и Г. следующим образом
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Л=֊-. п = (1.10)
г dr

тождественно удовлетворим первому уравнению равновесия (1.1). На 
оснований (1.3 и (1.5) из уравнений (1.9) и (1.2) получим следую­
щую разрешающую систему дифференциальных уравнений (второе 
уравнение один раз проинтегрировано)

. Ժ5փ , ժփ
апг րՀ Ч-ՊՀ— ֊«-• 

dr or 

ГУ О3 W г. dzw

dr1 oi-

df ow
Г dr dr = 0,

г. I dw . о . . , ,
~ ՜ 4-----(W +/)‘? т
r иг аг

о

d-w 
mJ

at
С.

Здесь

Ճ11 — ’ d22 ~ ~՜, ’ $ = ~ ci*.

I՜
Постоянная интегрирования C = 0. так как на оболочку дейст­

вует лишь нормально прнложнное распределенное давление.
В (1.11). заменив р выражением |5|

7Հւ d~zv —у 1 dw
(1.12)

получим уравнения динамической устойчивости

л 2 <Я« . Ժ? 
a/t-w <w?

dr- аг

ո . ... 0-а1 .. 1 Ժտ£' , Ժ . , . /1
nnr— 4֊ /■>„ — ֊ Գ։ ֊֊ ~ 4- — (^֊/) ? + (1-13)

dr Or- r or Or 

r 
С/ . ^o-zv , ,_o 1 <*k»\ . n

-r I 4֊ / I ֊ -֊ 4- / 2---------rdr = 0.
J \ dt- or- r or J
У

Считаем, что край оболочки упруго защемлен и в осевом на­
правлении не смещается. При этом угол поворота края пропорцио­
нален изгибающему меридиональному моменту, смещение в радиаль­
ном направлении пропорционально меридиональному растягивающему 
усилию т. е.

w(b, /) = 0. — I = — а.И։(^), (1.14)
dr |Հ .ք

ч(Ь) = -Հ/\ (ծ), ( й12г-йпг8 — , (1.15)
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а у вершины оболочки имеем

№•
dr

(1.161

где а и Т| коэффициенты пропорциональности, b радиус края.
2. Из первою уравнения системы (1.11) можно найти

Ф = ctr -г- С/ ' I՝ !г' ՛(՛~Г?/- — + -֊('-Тk'-Jrf»-. I՞։ 
awrk J * J '՜՝ \or or շ \Ժր ։ J j

где

k = &

Պ։
Cj и С, — постоянные интегрирования.

Будем решать задачу методом Бубнова-Галеркина.
Краевым условиям (1.14) и (1.16) удовлетворим пологая |2|

& = W9(bz — г) (Ь" — пг~]

(4 = ■£*«>. է . 2(5Dn \-ՕՀ} - 1 /
(2.2

В зависимости от типа упругого защемления для коэффициент
а и п имеем:

для жестко защемленного края

w{b, է. = ' “ 
or

=0՛ п =1,а = 0; 
о

для жестко опертого края

w\b, ?) = յԼ(ծ) — 0;
5£>п 4֊ ճ)12

а - — X;.

Вводя выражение (2.2) в правую часть формулы (2.1), найде.՛ 
силовую функцию «. Из условия конечных значений нормальны 
усилий в вершине оболочки, постоянная интегрирования С2 = 0.

При найденном значении ~Հ второе уравнение системы (1 13} 
интегрируем методом Бубнова-Галеркина. При этом, поскольку это 
уравнение было получено из исходного уравнения равновесия путем 
однократного интегрирования, его нужно ортогонализировать не к 

прогибу -и?. а к его первой производной <Л՝ = 21Г’О [2г1 հո --1)ծտր|

3. Сферическая оболочка. Для пологой сферической оболочки 
радиуса и радиуса основания Ь, имеем |3|

/(г)

где Л высота подъема оболочки.

(3.11
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Из (2.1) с учетом (2.2) и (3.1) получим

4/:
«п*3

И 4- Of Н
9 - /г

о

I
. 2 4 - 4 (л + П/г . , (п ; I 4 ծ4 ,

4----- . ր՛------ - ֊— г5 4-'—— ------г3
а։։[49 —Л2 25 —Л8 9 —/гПостоянную С4 находим из условия (1.15)

IК Сх = — - 1Га ֊;- -2- wi,

°п& R. аи Ru
где

/?0 = — />*■’ (а}.Ь— t, — ankb).

IV’i (3.2)

о Ab՝ i t - м 4(л |֊1)ծ\ . _ ..«։= 1:—<a*b ՜ ta^ ~ тН՜ Wxzb ~rt —
49 — «• 2о — k*

(Н ֊է՜ 1 )՜'/>7 . . о
—-----. „ (՚ն.^ ֊ Ն ֊ Յսոծ),

К

Լ 9ծ5
А’.֊ — (л։26-т,-5лп/>.

20 — к՝
(ՈԿ Ьт։.Л-т(-Зо.,/;)..

•Z К

Отсюда

_4Л 2 . \.п 4- 1)/г . , /?„ .---------- г5 -• —----г3 ֊։• ֊ Г*
25 - k- 9 — k- /?9

IV' о 4֊

I J r-._lLw ՋւրյԱ.
а„ 49 ֊ г 25 ֊ 9 А’: R. J

(3.3)

Вводя выражения (2.2). (3.3) во второе уравнение системы (1.13) 
и решая его по методу II Г. Бубнова получим

I- 1'и + /ц (*) + /,. (01 U". + /1!lV5 + /nU”3o-O.пг 13.4'։

где

նօ
#5л2- 15л 4՜ 4

/л* ֊
120

bv\

^[{п' — Ьп I 3)Dn— — i IDjj —I 
3 rtn I

3 5л 
20(25 Л’:)

2лг 4- л 1
12(9-Аг) Я0\5 + *

п ± 1 Ն/-ո11
3 А՛/ I

V',

■\հ । 4 — 6л , 15л8— 6л — 1 Юл3 • 5л3 1л !
«„ I 15(49 —Л։) 15(25 FT՜ 20(9 А֊1

L’/?.. I : 1) • | •
/ I <■ 5 4- к 3-U’ ]

(3.5)
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_ £ 142/г —56/Z-22 _ 15/Р —3/ր- 11/г -{ 7
”“а„| 105(49- F) 30(25-**)

5/z ’ -Է 5«3 — 3/ր — п 2 , Ry [ 4 __ 4 (n- 4- 1) _ {n փ 1 )2 ա
30(9- k") ՛ R. [/ -r A’ 5 4- k 3 4- k I I

л r
ZM (t) -- 2 fl f 7?(r. О [6г2 - (Л - 1 b֊\ n/r[ [2г3 («4-0 b-r]dr,

'' 5 (lij
T

2 j !\z 'r- nl2r’- " + ։»/>։r|*}I2'՜’ -(" : i)i=r|*. 

0 V

Если на оболочку действует постоянная по г нормальная нагрузка 
:։о закону

^=.p04-AG°s^’ (И

тогда 
, .. Зя2 — 4// 4- 2 Rb* ,.
/u(X)=------------- յշ----------- 5֊(P,-rP(Co։W’

4Л0=—֊ v (P«+P/C°W> 1
а уравнение (3.4) принимает вид

4- / 1 _ Ро + P/cosO/\ ; Ա7շ d ^,3 = 0> (3;8յ
dt- \ Pkp /

lu= = /JU l = b-֊., d = 1-^. ո =-Ջձւ., 
Ло Ло Ло ^Л«

, 6/г — 4/14-2,.
где ֊ --- ---------6\

Здесь о) — линейная частота собственных колебаний, /^.. — кри­

тическое значение давления р при его статическом действии.
Исходя из уравнения (3.8). для значения частоты собственных 

колебании и критического значения интенсивности давления при его 
статическом действии, в нелинейной постановке получим |4|

այ = ա-’ + /1ր0 + մԱ>’2 (3:!
И

/^=^.71+Л "•;+(М 
\ Ш- UJ- /

Дадим уравнению (3.8) несколько иной вид

+ ճ« (1 - 2ц cos О/) + / «7» + d lFo= 0, (3.11)
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где

Р֊:Р^

Ркр՜՜ Ро
13.12)

4. Коническая оболочка. В этом случае уравнение срединной ио­
нности. о;несенное к вершине оболочки, имеет вид |2, 31

—г 
b

Здесь в качестве функции прогиба так же принимаем
2.2) Подставляя (2.2) и (2.П и используя (1.15). для

? получим

(4.1)

вы раже- 
функции

где

2,1 \ 2 Н
л։,/?[1б ՛. 4 — к" R. I 0

4 r i(- ։1/Л, 
flu 49 - к- 25 — А’2

(// -г ]}֊Ь՝

9 ֊ k-
(4.2)

Rx = b-

/?„ = - (ai2b — т։ — aukb) Ւէ.

. 1 - . . 4 (fl 4 I) , _ . ,—-----— (Պյձ_7յ ,av0} ----------- — wb֊\ |
49 — A" 2հ> — A*

^՜Հ,Լ 2 - Հ֊3ռոծ)

R: ~ b* I ... “ ... 4<Л^) "֊' —.4՜ 2«Ոծ) I’
I 16 — k՝ 4 — k-

Вводя (2.2) и (4.2) во второе уравнение системы i 1.13). получим

4օ՜՜^7 1՜ |/շւ 4֊ /24 (/) 4֊ /2$ (О| W„ -г 4» Wg 4՜ /..յ IV о = 0, 4.31

где

^ ՜՜ ՝2з — ^з՝ 4։(0:—Л1(0« — Հ;.(Օ.

t I, շ о . о. гЛ 1 Зл2 2А2 1 —2л«յ; — (fl՜ --  bfi ~Г 3) /-\ղ --  1)лл Ч- ---- -------------
3 " dn [6 16— к-

2п - 1 R . 2 И : ;
12(4- А2) ’ /?0՚Ա ■ 4 А-2'

2Л| 23 44л :■ 6//^ 4- 16/7 2 198//2 - 220л 4- ֊
- V2) ' (;.3(25-А2) 693(16 —А2)

_ 7.тл- Пл2 п - 3 ,, 63/?3 -Չ/ր-31/z - 23 
35(9 A:i 315(4 —А2)

В Ml. crpuw фнмма:. ri) к. .4
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Aj ,՛__ ֊____ 11 4՜ ։ \^с- ՜ ֊ _ • _՛։՛// -I- I {/! 1 )-\ I
' ՚ I a֊ 2 ' ՚ ՜ A'ftU + 7 k ■ 5 k f 3 I A։o. (4.4

Если на оболочку действует постоянная по г. [нормально при­
ложенная нагрузка но закону

Р = Ръ + p,CGSbt. 4.5Н

то уравнение (4.3) можно записать в виде

Ջ . .„Հւ_ձ°+./)/է:օտ"1' \ 1Г|1 /г- . dwi-֊ о. (4.6) 
dt‘ \ ՚

где

.,»=» = Z=L. /= Ղ 

ք*> և Zcv M I

Здесь Ն угол раствора конуса.
Остальные выкладки получаются аналогичным образом, как о 

if. 3.
•5. Решение уравнения (3.11) Перепишем уравнение (3.11) в виде

ճ' 4- ՃԽ 4- Օ2Ա!-0 1\\:Լ rfU-'^S^cos ք)է. П” (5.11
<//- dt

Член 2/. —в уравнении (5.1) характеризует затухание системы. 
dt

где показатель затухания t определяется из опытов.
Пусть

Q = 2Q + :. (5.2)

где е—малая величина, определяющая облас.ь резонанса, т. е. мы 
находимся вблизи главного параметрического резонанса. Уравнение 
(5.1) я этом случае примет вид

'ձճ՛ ճ։սր, + /Г; ԺԱ-';, շւ^օօտքշշ-ք-Օ ք. 11, (5.3)
dt- dt

Решение уравнения (5.3 в первом приближении напишем в виде 
[о. 6] 

где С —искомая амплитуда резонансных колебаний. > сдвиг фаз։ 
который при соответствующем выборе начала отсчета времени мож1 
быть ранен нулю.

По.в тавляя (5.4) в правую часть уравнения (5.3). и сохран! 
лишь обычный резонансный член, получим |6[
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dt:
մ՝֊“ <յ՚-Ա-'„+ 1\ՀՀ </«-„ = .t'2=C: cos
dt

где

(5.5) представляет собой уравнение обычного резонанса, где роль 
амплитуды внешней силы играет величина ;л22С Подставим вместо 
амплитуды внешней силы выражение ;л2‘-’С в формулу амплитуды 
обычных нелинейных резонансных колебаний [6]. Тогда для ампли­
туд установившихся колебаний в случае главного параметрическою 
резонанса получим выражения |6|

с = о. (5.6)

С:

--------4.
4

3d БГ-
<՛

(5.9)

(5.8)

(5.7)

Фиг. 2.

Решение (5.6) соответствуй нерезонансному состоянию оболочки, 
«.два других решения (5.7) - установившимся резонансным колеба­
ниям Эти решения изображены на фиг. 2.

Решение Ш, как видно из фиг. 2. неустойчиво. Затягивание ко­
лебании происходит в сторону больших частот.

Ии.пгту: математики и механики
АН Армянской £СР

։!•■ ։,*. i^nii|i]liinitir|iuG »Լ. Ч-Ciiu Сф

Поступил.} 7 IV I960

ՇեՐՏՍԼՎ-ՈՐ ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ ՊՏՏՄԱՆ ԹԱՂ_ԱՆԹՆեՐՒ ԴՒՆԱՄՒԿ 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՏեՍՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա II Ф II ՛!• I) b U*

Ւիաարկւիւլմ Լ շե րաավ п ր անի ղո արո պ պատման թաղանթների ոչ~ղծա֊ 
թն ղին ամիկ կարոնա թ րոն խնղիրր:

Խնղրի ■>իւ1եակա ն ՝,ա կ tn и ա ր ո tt! ր իրեն ի է/ ն ե րկ ա ղն ո ւմ Լ երկրորդ կարղի 
փոփոխական դործակիղներով ո \ - ղ ծ ա / ի'հ ղ ի՛,ի երենց իա լ հավասարում . որն 
"4Ա4ւրիս.ւ1 Լ հուրԱււվ֊Գաքրւրկինի ւիէ/րիացիոն ւքեթողի ողն ու իք լամ pt

էհյտ>ւպոր ծերով |6'|-ом/ шпш,чч րկվ ած մեիհէղր. հա շվվամ են կալանաց- 
վսւծ ամ ւղչիւււա ղա՚հե րր ո ե ղ ոն ան и ա լին ղլիւաւքոր տիրուլթ nt մ ։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. А. Хачатрян

Об устойчивости круговой цилиндрической 
оболочки при некоторых нагрузках

1. В настоящей работе рассматривается устойчивость трансвер- 
с֊։.֊ыю-изотропной круговой цилиндрической оболочки средней длины 
при совместном действии осевого и равномерного поперечного дав­
ления и при кручении

Эти задачи подробно рассмотрены многими авторами, однако 
։<с они исходят из классической теории оболочек, т. е. теории, ко 

лорая опирается на гипотезы Кирхгоффя-Лява
Здесь мы будем исходить из общей теории анизотропных обо­

лочек предложенной С. А. Амбарцумяном Ц|. учитывающей влияние 
поперечных сдвигов на напряженное и деформированное, состояние 
оболочек.

За координатную поверхность принимается срединная поверх- 
ног ь рассматриваемой оболочки, которая представляется координа­
тами а՛ 3 (а — вдоль образующей, 3 — по дуге поперечного сечения) 
и радиусом кривизны /? consi. Координатная ось , направлена по 
внешней нормали к срединной поверхности оболочки. Принимается 
также, что плоскости изотропии в каждой точке параллельны средин­
ной поверхности оболочки.

В основу теории, данной в работе '1|, кладутся следующие ги­
потезы;

а) нормальные напряжения на площадках, параллельных ере- 
птнной поверхности, пренебрегаются по сравнению с прочими напря­
жениями;

б) расстояния по нормали т между двумя точками оболочки 
. числе деформации остаются неизменными:

в) касательные напряжения и - . по толщине оболочки изме­
няются по закону квадратной параболы

֊-'G U.,

где 3i. i а, ^ — неизвестные функции, h—толщина оболочки.
Исходя из теории пологих цилиндрических оболочек, для тан- 

■ генииальных сил (Гр Л. 5), моментов (.И,, .М2, //) и перерезывающих 
՛ !՛..! (Д' Vj получим следующие выражения |2|:
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где /:. * модуль упругости и козффициен! Пуассона в плоскости։ 
изотропии; О' модуль сдвига в плоскостях, нормальных к срединной 
поверхности; м. г. տ՛ — перемещения точек срединной поверхности по 
направлениям соответственно а. 3 и հ

Эти усилия и моменты при отсутствии тангенциальных cotniR’ 
ляющих внешней нагрузки должны удовлетворять следующим лиф* 
ференииальным уравнениям равновесия

oZ֊+dS֊o. «
дх д’. дх ԺՅ

^_z = o. В

R ժ։ ԺՅ

ох аЗ
off Ժ.Վ 

Ox Ծ֊Յ

где Z интенсивность нормальной составляющей внешней нпгру:
Подставляя (1 2) в (1.3). будем иметь:

/ 0= 1 —» о՛ \ I—-» * да՛I — 4----------- )// -------— (•.
W 2 ԺՅ’/ 2 <ոժՅ R Ox

1 ' * / '-'-I - 5
2 oxtfa ՝ 2 <hz di- ' R <)'i
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ճձս. /£+Լր><?ն?..Լ±1'ՃՃ .1րր?=0
(?a 10 G' \lr 2 д&/ 2 Ժ։ԺՅ E

10 Ծ'| 2 ՚ 2 //?. շք- Е

где

ձ ժ2
ԺՅՏ

Из последних трех уравнений этой системы, исключив - и Հ 
окончательно получим следующую систему трех дифференциальных 
уравнений относительно перемещений и, v и а»:

д- I — * <Е \ 1 + > d~v , v Ժս1՛
дл՝ 2 d'i2 ՝ 2 длд$ R (Խ.

1 v д՝и /1 — > д- о- \ I dw .• /------ _֊ 1------) v-------- = О,
2 \ 2 д'Е д'?’; R ԺՅ

1.5i

£/!J
121.1->’) ձձ^ + (1 *օձ) Z- Eh / du <)v <£՛ \

R ]—E) \u2

k° 10(1
Eh-
֊^Cjf

При рассмотрении вопроса устойчивости, предполагаем, что рас­
сматриваемая оболочка до потери устойчивости ^находится в безмо- 
м-ешном напряженном состоянии. Тогда уравнения устойчивое;и по­
лучим. если в (1.5) заменим Z выражением |3]

z=7.?№ 7,„л՛ ,,ձ. |1е)
г)а2 (Հ-հ <ՈՕՀ

где 7'|. 7՜«. Տ —внутренние тангенциальные силы начального безмо 
менгного состояния оболочки. Причем уже под и. v, тс нужно по­
нимать дополнительные перемещения, подучающиеся вследствие по­
тери устойчивости

Таким образом, подставляя (1.6) в (15), получим следующие 
три уравнения устойчивости относительно »допольннтельных переме­
щений и. V. w:

/ д - 1 — •> о - \ ,1 + ' (E v( - ------) и-1- ----
удя՝ 2 с/ֆ' ՝ 2 <лд'б R оа
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Eli / да ( Օջ
AHI _ v) V tfa Հ ф 77

Поступая так. как в |4|. эту систему представим в виде

— (1 —£ծձ)ձձ I 7՜?—' г"'к’ 2S -^1 =0.
’ I <п- д'? дад?

ДД// - V Ժ°ս։ 1 ժ\’է'
A? Ժօր1 R

АД-V = 2 v Ժ3»’ 1 d3ic>
R (f^ R o’i3

Eh9
12(1

. . A X , . . dlwձձձձ iC------ 1 — А.Д Ի--------
/?= ՚ Ժ։4

Уравнения (1.8) отличаются от соответствующих уравнений КЛ| 
сическон теории устойчивости цилиндрических оболочек наличя 
членов с коэффициентом /<•„.

2 Рассмотрим случай, когда оболочка подвергнута одноврея! 
ному действию осевого сжатия и равномерного поперечного давлен! 
При этом имеем

т? = р. г: = _ чр. s = о (2.1)

Первые два уравнения системы (1.8) остаются без изменений; 
а третье уравнение в силу (2.1 принимает вид

Ճ/? ЧАЛА 1 I---- ДДДДг;՛ — 1 — А’,.Л —- —
12(1- ■<= (?• “ Ժ։1

4-(1-Հձ)ձձ(/>ժ^ = <2.2|
\ 6/а- Ժ&" /

Принимая

, m-j. . ո'ճи = .4 cos----- sin — •
/ R

r> . т~л n'i _Jt» = /?sin------ cos—• 2.3|
/ R

։ m-j. n'i®=Csln------sin •
I R

где .1. ft. С —некоторые постоянные, /—длина оболочки, удовлегп^ 
рим условиям шарнирного опирания оболочки по краям

Подставляя (2.3) в первые два уравнения 1.8 . получим

(л’+№)2 '>'Հ )֊ /г Is
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где
rn-R 
~г

Далее, подставляя значения «՛ из (2.3) в (2.2), из условия су­
ществования нетривиального решения (С ■■ 0, г. к. при С 0. в силу 
241 имеем .4«-Л֊0 получим уравнение для определения крити­

ческих значений внешних сил

где

Мл 4- qRn- „ _ (չլ №r t*
Eh ՜£ 1 - A<>? - /г) (у.® ո֊ -

- 7/2 ь ™С~=---------------- - R — — =-------------—- -----
12(1—Ք3 10(1 •r"i/?-Y7

(2 5)

12.6)

Отметим, что формула (2.5) при q -0, т, е. когда оболочка 
находится под действием только осевых сжимающих сил. совпадает 
с соответствующей формулой, полученной для трансверсально-изб- 
тропной цилиндрической панели [6|. если только в (2.5) заменить п 
через лп/О (0 — центральный угол поперечного сечения панелиI.

Дальнейшее исследование можно произвести методом, аналогич­
ным методу, данному в книге С. Г1 Тимошенко |5|. А именно, при тай­
ных значениях коэффициента А, если известны размеры оболочки и 
приняты определенные значения для чисел /л и 2л, которые означают 
Соответственно число полуволн в осевом и окружном направлениях 
.уравнение (2.5) представит некоторую линейную зависимость между 
величинами P-Eli и qRiEh, определяющими внешние давления. Если 
принять эти величины за прямоугольные координаты, уравнение (2.5) 
определит прямую линию.

Каждый раз фиксируя гп и давая п различные значения, полу- 
Ушем систему таких прямых. Части этих прямых, имеющих для дан­
ной обсциссы наименьшие ординаты, образуют ломаную линию, кото­
рую можно использовать для определения критических значений 
внешних- сил.

Предположим, что внешние силы меняются гак, что их отношение 
остается постоянным {PqR - const). Тогда нужно построить прямую, 
представляющую данное отношение, точки пересечения которой с 
Ломаными линиями определяют соответствующие критические значе­
ния внешних сил.

Примером такого отношения может служить, например, случай 
.ылиндрической оболочки, закрытой но краям, подвергнутой дейст­
вию равномерного внешнего давления. В этом случае PqR —1..

3. В случае кручения рассматриваемой оболочки моментами 
приложенными на концах, имеем

Г?= 7՜? = 0. S (3.1)
2г/?- 

ме .В приложенный крутящий момент.



42 А А Х.ччлтрян

При этом первые два уравнения системы il.Si остаются без из­
менения. а третье уравнение в силу 3.1 принимает вид

£'АЛ /:Л 1 г. М 1 /, <?՜«' л /о!
 ДДДАчЛ — 1 հրձ} 1—АлД)АА = О. (З֊1 
12(1->2)-------------- R- T.R- М3

Относительно граничных условий отметим, что удовлетворить 
всем граничным условиям весьма затру шительно. С другой сторо­
ны. известно |4, 5|. что при кручении не очень коротких ободом t 
замена заделки краев оболочки шарнирным закреплением мало ••-..։• 
Зывается на ее усгоичи.чосги Пе тому здесь, как и в |4|. будем удоз* 
летнорять только следующим граничным условиям

'К- = 0 при а = О и а — I. (3.31

Тогда решение уравнения (3.2) можно представить в виде

-;-?)■ I
При этом условия (3.3.1 сводятся к следующим

с, а = о,

С. sin/ и. ‘ — п -г ) С-sin/ —л—)=0.
V 1 /? R / ■ ՝ ■ • R R ’

Эти условия имеют место при любом р и отличных от нуля значе 
ниях Cit если

• : 1 Hi) ...

т. с., когда

J4 - !А1 =
'Imr.R

I
(т 1. 2....). 13.

Подставляя (3;4) ,ч (3.2). получим

Vz | 
՜" Н2(1 -՛

Eh
R” P'

"'о 
1Ё пй)

M
֊R՞

«=)
(;ւ֊ - //-)• I / a
---------------- SITI (•!,— Ո

Rn I \ R

Отсюда для критического значения крутящего момента получим :.?.-
л у ю щ е с- в ы ра ж е и и е

(t֊ г.'-г
с=—~ . ֊•-.֊<։I /тр |1 k а: тг)|

—ճճ_.
Ո(-Հ Ո-)- (3.1

гд < ■ и А’ определяются по формулам (2.6) Причем ;ч(( - 1,2) уди։ 
летворяют условию (3.5), кроме того они юлжны быть такими, чп 
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•'*ы выражение (3.6) принимало одно и го же значение при i = 1 и 
i = 2. Учитывая это, можно дальнейшее исследование произнести 
графическим методом, аналогичным метолу, данному к |4|.

Для этого заменим в формуле (3.6) величину а, на ч и рассмот­
рим при фиксированном п выражение

//ч [1 А'(р2 Ч- zr)j fi(/-' Ч- fi' ՜

|ШК функцию а. Так как эта функция нечетная относительно ?, го 
достаточно рассмотреть ее при р 0.

С целью исследования графика функции (3.7). представим ее в 
виде суммы у у։ ф у2, где

(’1՜ «Т 'Г' о цчу։ = с------ - -------- --------- \՝.,=----------- 1-------- (3.8)
Ма[] • А’(р2 — ГГ)] " Л(и- - П‘\-

Рассматривая отдельно у. и у.. замечаем, что. на всей положи- 
гельной осп и, имеет единственный экстремум-минимум при

2(1 • А-л2)ц = «и = -------- :--- ֊֊ Ո, l3.9l
3-| 9 4-4А№(1 ч-Л№)

М у,- имеет единственный экстремум-максимум при ՚ւ^;ւօ: = Հ/| 3 :
причем, как нетрудно показать.

՚՜3. ГО)

Из этих рассмотрений, а также рассмотрением производных 
функций ;3.8) приходим к выводу, что функция у (3.7) монотонно 
убивас:. принимая свое минимальное значение 
0<!1<Д‘ь։. а потом монотонно возрастает до а 
й несколько больше, чем п\ 3. это уже зависит 

где-то в интервале 
Л) 3 । может быть 
от геометрических

» механических постоянных рассматриваемо}: оболочки!

Ո
Ограничимся рассмотрением кривой v=y(p) только в интервале 

:> л| 3. Примерный график этой кривой показан па фиг. 1.
Допустим, что в эту кривую проведена хорда, параллельная оси 

?. длиной 2т-R I т фиксированное 
Натуральное число).

[.Здесь предполагаем mi о размеры 
рассматриваемой оболочки такие, что 
указанное построение возможно при не­
котором значении т i

Гогда ясно, что ордината этой хор­
ды лает значение Л1* -R-fzh. так как 
при этом удовлетворяются условия (3.5) 
и V(>t) = y(!\v. Но так как эта ордината зависит от чисел т и п.
10 она при различных значениях т и п. можеть принимать различные 
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значения. Наименьшее из этих ординат. соответствующих всевозш 
ным натуральным т и п, определяет значение искомой критичес 
нагрузки.

Исходя из этого и учитывая, что указанная выше хорда бу. 
расположена тех։ ниже, чем меньше ее длина. принимаем т = I. । 

Таким образом, с целью определения критического зниче։ 
крутящего момента <3.71 нужно пос:роить графики функции 3.7 
рассматриваемом интервале для ряда натуральных и и, вкладыши 
эти графики указанную хорду длиной 2r. R(. выбрать из них тот. П| 
котором ординат хорды будет наименьшей.

Естественно. что такой путь нахождения наименьшего знамен 
критической силы потребует установления верхней границы мне 
п некоторое число А Определит։, такое V можно следующим <։
ризом.

Рассмотрим у։ (3.8). коюр. а. как указывалось выше, на Mi 
положительной оси ՛* имеет единственный минимум при
равный

•4 «Դ
у։.м1я~г‘" =«-’ «Рщ|1 $ 5J /?УГ (3.11)

Нетрудно показать что . возрастанием л и ;|/г) моногон 
возрастают.

Построим теперь при каком-нибудь значении я։ кривую у«уЫ 
■՛• ՜ и вложим в нее горизонтальную хорду длиной 2-R I. Пуп 

ордината этой хорды будет у0
Определив л0 из равенства

У о — , л0)

и учитывая, что г (л) возрастает с возрастанием п, можно л։> Прин 
мать за искомую верхнюю границу числа п. Однако нахождение 
из (3.12) связано с большими затруднениями. Поэтому в (3.12) за 
мени.м z(«o выражением 

т. е. в (3.։!) положим и„։ = л | 3
Гог.та для а9 получим

2\ 4с’-| ЗЛув /
Ясно, что при такой замене (3.13) получим для <ч„ несколько больга 
значение, чем оно могло получиться из (3.12).

Таким образом, учитывая свойства рассмотренных вЫше фук 
ций и их рафиков, в качестве V можем взять ближайшее к «о (3.1 
целое число.

Институт математики и исхаиинн 
АН ApuuiiCKoi'i ССР Поступил.! 13 У ||
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ԿԼՈՐ ԳԼԱՆԱՅՒՆ ЭДИГЬЯЬ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ԱԱՍՒՆ 
ՈՐՈՇ ՐեՌեՐՒ ԴեՊ-ՐՈՒՄ

Ա Մ Փ II II I’ ։ր

Աշիէււրւոա իք լունու մ դիտարկվում են արրոնսվերոա [•իդոտրոպ ՛հլա /7/»у 
պւաորա и տված կ/՚՚ր զլանա լին (d ա դ ուն (d ի կա լւււնու իմ լան հետելսւ/ խնդիր՝ 
ъЬГр' ա} երր թաղանթի միաժամանակ տզզամ են տասնդ pin լին սեզ՝
մօո և հավասարաչափ բաշխված արտաքին ճն ՝ ո ւ մր, ր. երր թաղանթր
էրոնւխւմ Լ ոլորոդ մ էւմ ենւււների ազդ եզո t ի! քան սււււէր

<,ետադոտա.թքան •»////՛pin մ րնկտծ Է U. 4.• Համրարձամլան ի կողմից 
1НПШ ր,, դրված անիզոտրոպ թ ադանթների րնզհանու ր աե ոտ թ լան ր , որտեղ 
կատարվում են հեոէելալ րնղանելա թ րոններր.

I) թաղանթի միշի’ս մակերե ուլթին դադտհեո 'աւրթակներտմ դործսէլ 
նորմա/ լարումներն արհամարհվում են ւ1րււս լարա ilitերի նկատմամբ!

2} թ ադանթ ի միզին if ակե րե ու լթ ին նորմալ դծ ա լին Լլեմե՚հար դեէիոր՝ 
J ։ււ у ի in լիդ հետո չի ւիոխւսմ իր ե րկա/ип թ լանր ,

.'Հւ Հ , և ~.ֆ^ շոշափող լա րա՚մեերն րԱ։ո ի) տզան fd ի հա intuit ի) րււն ւիոիւ- 
ւիւ41՝ են պարարււ/տկան որ են քով ՚ 1-I)-՛

‘Լերր նշված իէնդիրներիլյ ա )-ն լուծված Լ հդրերււվ -ւոդւոկապորեն ամ­
րացված ե դրա լին պայմանների դեսլ րում, իսկ ոլորման իւնդրու մ րավարար֊ 
վսւծ են միալն (^3.3վ եզրային պալմաններր:

էքտադված են րանաձեեր կրիտիկական ուժերի համար, որոնք [d տէլւււնի) - 
ների կլսաիկ ւոհиա ի)րււնով ււաադվոդ •,ամապաաաոիւան մ/էծա.թ/աններից 
ււաւրրերվում են ի դործակււի (2.6) աոկտրս (dլամր)
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IO- М Айвазян

Уравнения движения заряженных тел в обшей 
теории относительности

Как известно, н обшей теории относительности уравнения дви­
жения не нужно добавлять к уравнениям поля, т. к. они уже содер­
жатся в них. Однако, их получение из уравнений поля оказалось 

֊очень грудной задачей, которая впервые была решена в 1927 г. 
[Эйнштейном и Гро.ммсром [1| для одной частицы с исчезающе малой 
кассой. Задача двух тел оказалась значительно труднее и была ре­
шен?. Эйнштейном, Инфельлом и Гоффманом [2|. Независимо от них. 

кураннения движения для двух тел в ньютоновом приближении были 
[получены Фоком |3|. Уравнения движения к носленыотоновом прибли- 
I; женин. на основании работы Фока, были получены Петровой |4] и 

Папапетру |5|.
Сравнительно недавно Пнфельдом |6) было показано, что урав­

нения движения могут быть сравнительно просто получены из урав- 
■Йеиин поля, если предположить, что тензор энергии-импульса пропор- 
I цион.:л ?н обобщенным о-функциям.

Целью настоящей работы было обобщение метода Инфельда на 
Изучай заряженных тел В работе получены уравнения движения 
WbtoToiioaa порядка тля двух заряженных тел.

Г 1. Уравнения гравитационного поля н нашем случае, т. е. при 
;ыичии заряженных тел и внешних электромагнитных полей, имеют 
следующий вил:

ՏրԱՀ... 4 Ո „ ). (1)

■Здесь. как и ниже, буквы, напечатанные жирным шрифтом, обо- 
I .Jii84iiii.iT тензорную плотность. Кроме того, принята система единиц 
<-՛ . — 1 (к — гравитационная постоянная)

Как видно из ih. правая часть уравнений содержит тензор 
■::!о.р;ии-имнульса электромагнитного поля, которое создается зарядами 
тел и внешними электромагнитными полями.

Для простоты, с самого начала считаем, что у нас имеются только 
двг зараженных тела и нет внешних электромагнитных полей об- 
Сушении- на случай многих тел не представляет труда, а в ньютоно- 
i’ow приближении попросту тривиально)
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Пусть >ти тела движутся ио мировым линиям, координаты коЯ 
рых обозначим через է и Теперь, вслед за Инфельдом, пред­
положим. что Тмех. имеет с-образные особенности, т. е. что

=‘Гч + v •»։.

где индексы слева вверху обозначают номера тел. Следует отмени 
что стоящие здесь ч-функции не являются обычными Հ-функщип 
Дирака. Помимо обычных свойств ռ-фупкций они обладают еш 
дополнительным снопе гном

է/Հ\'=Օ. f>‘ {X՝ •;՝) Л- :՝|.

где А* целое число, а интегрирование производится по всему гре; 
мерному объему (под повторными греческими индексами нодразум; 
«зется суммирование от 0 до 3. а по լ латинскими—от 1 до 3).

Как было показано Тулкзуекым |7|. выбор 7щ.ч. в виде (2) одж) 
значки определяет вид 1". Можно показать, что теорема Тулкзуея 
останется справедливой в при наличии электромагнитного поля, та 
что и в пашем случае мы будем иметь

-<«■ if. 
где

„• (ГС <£’Z *=----. Z .
ds

а связь между р и т дается уравнением

Я•1 մՏ

где ds = (g^dz'd-՝»'». Здесь и ниже черта над выражением означает, 
что оно взято на мировой линии н выкинуты сингулярности. Мы по­
кажем ниже, что a=const. Основываясь на этом и принимая во зил! 
мание- соображения размерности. назовем ;л массой покоя.

Таким образом.

7м';.х = *5 (д' —Ч (,VJ — V.I.

2. Как известно, десять дифференциальных уравнений второ։ 
порядка определяют гесять н -известных величин g--.. которые опр| 
деляют поле. Однако эти десять уравнений удовлетворяют также; 
четырем тождествам, называемым свернутыми тождествами Бьянки|

(>' ՛, Հ «) =о- I'i

Эти тождества как бы переопределяют систему уравнений нем 
В этом-то. в основном, и заключается причина того, что уравнен 
движения содержатся в уравнениях поля.
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Из свернутых тождеств Бьянки следует, что должно тождественно 
выполняться соотношение,

(7ՀՃ 4֊ Г»Ь):?=0. (7)

Следующие соотношения, записанные в обтековариантвом виде 
н вытекающие непосредственно из свернутых тождеств Бьянки, мы 
назовем уравнениями движения для первого тела

Տք(ՈՃ 4- րձ « ); -d'x = 0. (8)
as J

Здесь интегрирование производится по всему трехмерному про­
странству по координатам верного тела.

Можно легко показать, что для тензора энсргии-и.мпульса элек- 
i рома пип кого поля, определяемого выражением

ГД м = 1 F"■ F ՛ - ’-.?=• л- F.) , (9)

6 силу уравнений Максвелла, записанных в общековариантной форме

- 4?՚ւ= 
I ֊Ճ

F։.Ն -J 4֊ л ‘I՜ F Ո, ։ ՜ 0.

•՛■■- __ -° ^Х ‘
J Ւ՜Հ dt.

лелует, что

nLi;--AVl

(10)

(HI

(12)

(13)

Следовательно, уравнения движения для первого тела можно 
шнсать в виде

Ճ- С| (7-Ч . ; 1 ՜ -я !rfJx. (14)

Так как
(■f՝4)iS = (։^4).?+| ’ (15)

1 :л՛' J
U

= (‘/л =’Ւ՚Տ). ,4- (W4).u, (16)

то легко показать, что

(17)
da J

Примем теперь, что

? = й(а:'-Г). (18)
! Иисс:н« АН. серия физ.-чит. лаук, № 5
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Тогда, учитывая все последние соотношения, мы получим урав­
нения движения для первого тела

УГ’ 4- У;“" 4-Ьх । * IfV' -'ер#' = 0. (19)
I Р J

Напомним здесь, что

А = ք Д5(х։ —V)d3x.

Теперь, с помощью (19) можно показать, что р- const. Действи­
тельно. умножим (19) на £« ?' и просуммируем по а. Получим 

VW՛?' 4֊ 4֊ ։Р * Z յ&Հ՛?'? - *<?/-,£,.; Г՛ = 0. (20)
I р J

Примем здесь пока, что для g и Л, выполняются соотношени; 

и •

Как было показано Инфельдом. соотношение

Л Զ = АВ

выполняется, если величины Л и В не имеют на мировой линии ого 
бенностей четного порядка, т. е.. например, если для величины crips 
ведливо вблизи мировой линии разложение

■4 = -f + v + z1 + ^(x։-5') + ”'’ 1
где р- -- (.V — ;J 11 хя — V՝).

Очевидно, что выполнение этого условия нужно будет кзжлш 
раз проверять.

Считая, что (21) и (22 выполняются, перепишем (20) в виде

У ?в • + V g*-.; Г 4- ։i* У'. 'И* ՝ ՝՜ —1լ- = °- :^а

Принимая во внимание выражения

1н>. *] + Г'р. Р-1 R
и

г.о = ?.Л’. О

а также то, что последний член в (20а) равен нулю (так как там 
стоит произведение симметричного тензора на антисимметричный՝ из 
(20а) получим



____ Ур.«ь։։еиин движении заряженных тел н общей теории относительности 51

Հ -|-£А(7- ?•=>•) = 0. (25)
2 ds

Из последнего соотношения видно, что ;л = const.
Следовательно, уравнения движения несколько упрощаются и 

։рннимают вид

К' + V | Լ } ;Դ’ ֊ Դ » 0. (26)

Легко проверить, что эти уравнения можно получить из вариа­
ционного принципа

of [ j (—’յւժտ 4 'eA-dx") Տ (а' — - 0. (27)

где А, потенциалы электромагнитного поля. Очевидно, что резуль­
тат такого варьирования при •*֊-*() и е = 0 дает нам геодезическую 
линию, которая отличается от геодезической линии в общей теории 
относительности тем. что вместо л” в ней стоят Г.

Нас. однако, интересует лишь пространственная часть \ равнений 
(26). Временная компонента этих уравнений есть

'/п 4 Կո 1 ° j ? Ւ - te /Л>= о. (28)
I R I

Учитывая это. находим, что пространственная часть уравнений 
<26) имеет вид

՝т ? 4- ՛« У™ V ։» - «ж 1 ° I i-‘ V ։» -j- ’m { к I £ V >е 7* ? = 0. (29)

Из этих уравнений мы и получим, с помощью метода аппрокси­
мации. уравнения движения в ньютоновом приближении.

3. Для получения уравнений движения нужно выбрать опреде­
лимый метод аппроксимации, так как точное решение уравнений 
гравитационного поля оказывается невозможным.

Вслед за Инфельдом. мы будем разлагать величины в ряды по 
Инвариантному параметру /. 1 с. Например.

А=0А 4֊ ։.4 4-2/14 ••• (30)

Далее примем, что дифференцирование по времени увеличивает 
порядок на единицу. Символически это можно записать в виде

— [А = (4-1.4. (31)
UI

Естественно принять, что разложение Г начинается с нуля. Тогда 
и. соотношения

«= масса X ускорение (32)чС (расстояние)՜'
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видно, что разложение массы начинается с двойки

т - ..т -Է- ,/л -4- бт -Ь • ■ • (33)

Из соотношения

заряд X заряд . ,о։.масса _> ускорение (34)
(расстояние)2

видно, что порядок заряда нужно положить равным двум. т. е.

с? = 2е. (35)

Аналог ично можно показать, что должны выполняться следующие 
разложения

•чг*к1О __ । *րք!Շ1 мех. — շ < мех. "Т 4 / мех. i

Год* __ *тр<'Л՛ յ
мех* — мел. мех. » VpW

•ргял   оплч/։ । *»»шп 
/ меь — շ< чех. . и мех. •

Получим теперь решения уравнений Максвелла во втором при­
ближении. Из уравнений

А(|
<Лх։ at

(лЛ — ;л) -г (л1— ТЛ.

Г,?։Т + Л,,3 !-ձ;,,=0

видно, что выполняются соотношения

jpo* = ЛР™ -(-•••
(37)

Г J-...
Далее имеем

А 4я1йг (Л-՝ - ։■՝! + 4х’й (х — Հ). (38)
oxs

Из этого уравнения находим

? ----------- ------------- {--------- ------------ (39)

Отсюда видно, что разложения Лл. ы начинаются минимум с 
четырех

й.и = Л..+ («)

И т. д.
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Для решения уравнений поля (1) положим 

~ Ti;iV և-д. , 

= ДИ- ։
(41)

где 7]р—галлилеева метрика

т|'сю — 1 > 'ап — г>хп •

а 'Լ,—малые добавки к ней.
Подставим теперь (-11) в уравнения поля и приравняем члены 

одинакового порядка. В ньютоновом приближении нам понадобится 
только лишь Jtw. Для нее получается следующее выражение

2 -т 2 '-т 
շ'Կ<յ— ~ 1Г — ‘ր՜~' (42)

Нетрудно заметить, что все условия, накладываемые на g,, и 
Fv. выполняются для Ji,)0 и

Приравнивая члены иаинизшего порядка, из (29) получим урав­
нения ньютонова порядка

շ/ZZ ; = - ֊-
U\k

Հ/Հրո\ д / \
г ) 'Ւ О'* \ г / • (43

(44)

где г расстояние между телами. Как видно, они совпадают с класси­
ческими.

Аналогично можно получить и уравнения движения в посленью- 
тоновом приближении, которые мы здесь выписывать не будем.

Заметим еще. что уравнения (43) можно было бы получить из 
уравнений движения в лагранжевой форме

Ժ д/. _ (Н. =0 
dt о ֊1 <Я* ’

где /. — ’/?? ) ։-ք- ?’•
при дополнительных условиях

• •

U.;. «g՜.. 0
д- ’ а-' '

(45)

Институт математики и механики 
АП Армянской ССР Поступила 23 III 1960
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3» 1Г. tl»u|iut]jiuG

ԼՒՑՔՍԼՎ_ՈՐՎ_ԱԾ ՄԱՐՄհՆՆեՐհ ՇԱՐԺՍԱՆ ZUAUUUPflNTbbPe 
ZUPUFbP^UbnKF3Ub ՏեՍՈհ^ՅՈՒնՈհՍ

Ա Մ Փ II Փ II Ի 1Г

ԱչիէԱէէՈՈէ [d լան մեգ րնդհանա ր հարարերականա [J քան տեսաթ լան ւրււլս 
հավասարումնհրից և H ալավելլի հավասարա մներիд, ցրվաձ րնդհանա ր //«'/* 
րիանա աեսքսվ, նլա ասն լան մււաաւիւ րա jd լամր ասացված են շարժման м 

վասարսւմնե ր' երկա. / իցքսւվи րված մարմինների համար, րնդանելւււի ւ 

1 յ\խ. ե մարմինների //',97’համեմատական են Դիրակի րնգհանրալիիւ 
էրֆա նկցիանե րին:
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Л

ФИЗИКА

Л. II. Аматупи и И Л КорхмазяиИзлучение заряженной частицы в среде с периодически меняющейся плотностью
И. Потери зараженной частицы в среде с периодически меняю­щейся плотностью (и. следов.не.ьно. периодически меняющейся ди- н1|՝я;՛- . ՛. постоянной) рассмотрены к работах Я. Б. Фейнберга и II А \г:имк.| |1|. Г М Гарибяна |2|, М. р-Мнкаеляна [3J н I. М. Гарибяна и II И Гольдмана |4|. В настоящей работе мето- | аом. отличным от использованных в |1— 4 . рассмотрены потери энер­гии частицей на черепковское излучение.2. Рассмотрим среду, плотность электронов в которой Л' перио­дически меняется вдоль оси z, оставаясь постоянной в направлениях перпендикулярных к этой осн

1 4- AcosI, О А <՜ I. (D
'«электрическую постоянную такой среды можно записать в

- “1 Խ(«>) COS ' = г0-г Ласо$՜"՜- = го ( 1 4՜ COS
-соПоля заряженной частицы в рассматриваемой среде можно найти используя уравнение (6) работы |5)

1е”։ s
еи — --------- —2^ср ։2 с (2)

где и определено соотношением
//(«, 2, w)=| I п х |ц(*« *• w). (3)эымющим фурье-компоненту по л. у. / магнитного поля И (г, /) и и Зная Н{>, 2, •«) можно найти фурье-компоненту электрического ноля 

Ւ' ил уравнений Максвелла
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— с՛/" ~у ie г'г,«.) = - п(лг, «»)-—— е . (4)ш| -гВ уравнении (2) введем новую переменную л- = ֊-- и разложим мно­житель стоящий перед и в ряд Фурье. Тогда уранение (2) перепи­шется в виде

„ , . . И~е 1՝ЯХ
и +J(X)«=—, (о)

СХ
J (х) = ©о 4- \ 2Н2я cos 2пх, (5х i

л —Iгде и Н..л при | Л j < I имеют значения

Однородная часть уравнения (5) есть уравнение Хилла, решения ко торого записываются в виде (см., например, |6| ՛
л— ֊

ОО
цл^е-^х v с., е 2ո*. 

- — Հ/1

(7)
Величина и определяется как решение уравненияsin- I Խ-D(0|sJn3 է '-о-. (8>
причем определитель Хилла DiO , при !->2> н4-.. малых по сравнению с H(i. можно записать в виде |6|

D(0)=1 } etg 4Н'Х и в*
12֊н0 (9>

Решая уравнение (8) методом последовательных приближений (счи­тая ]Д| < 1), с гочностыо до членов — Ճ2 включительно, получим



Излучение заряженной члстины 57/й-* ■ ■֊ ,н<> ■ (10)
при |»ք1 ju:|: знак берется при ••՛>(), знак .минус —при w<0.В формуле (10) при 1 поправочный член может стать боль­шим; на самом деле положение несколько иное, ибо при н3=1 Й.Հ 1, вместо формулы 10 можно аналогичным образом по­лучить, что

(ЮЧ
т. е. в этом случае и является комплексной величиной с малой дей- стантельной частью.Коэффициенты в разложении (7) удовлетворяют бесконечной кте-ае уравнений, однако при малых Н„. Н, » т. л. можно найти сближенное решение угон системы, пренебрегая всеми коэффициент ՛'» с2(1 за исключением с с. ; с0 (6). При этом, полагая с0 1, точностью до величин ~ ձ՜ включительно, получимс ,= _ = Н'_,Ф 2 ■’ Ф I Ф.-|Ф Ճ (Н)Ф 2-4(1 п х>0); ф 8(2 7 Фо).Ваыетим. что в рассматриваемом здесь я ниже приближении (учет Кленов, пропорциональных V՜ включительно величина (->, нс войдет д окончательные результаты. Таким образом, с самого начало можно было бы исходить не из уравнения Хилла, а из его частного случая уравнения Матьё.Частное решение неоднородного уравнения (5) записывается п виде

(12)
це -з.= ——, . լո вронскиан системы, независящий в*" сКашем случае от л

/п • • о , 01 (34 Հ-)
•֊ (0 ւԿստ I Ь(,- _ (13)

Рйадтпя в (12) г '= п ряд по ձ. произведем интегрирование по х; ряем, вставляя результат в (4), где снова производится разложение■Н.гЛ՜՛'։ В ряд ПО ձ, получим ВЫраЖвИИС ТЛЯ Г-: х,-՜. «I .



58 A. LL Аматуяв. Н. А. КорхмззяяДалее, зная по формуле
dF ~ — edw^E. (х, vt, <«.) е՜"' (14)найдем силу действующую на частицу (сумма взята по двум знакам частоты и>).Величина dF будет содержать слагаемые не зависящее от z и слагаемые, в которых зависимость от г определяется функциями ти- 

‘inlt 4*1։
Г 1 . . мпа е . е и т. д., т. е. функциями с периодом кратным /. По­стоянная слагаемая силы обусловливает систематические потери ча­стицы, в том числе и потери на излучение. Необходимость наличия переменной составляющей силы легко понять, если учесть, что заря­женная частица будет попеременно притягиваться индуцированным в горбах плотности среды, зарядом. Действие этой переменной силы при определенных условях может принести к излучению частицей частот 2пг»«» = -у— /г. л = 1, 2,- • - .

Займемся теперь рассмотрением постоянно действующей части силы dF из il4i, которую обозначим dF' . при этом мы будем инте­ресоваться только той частью потерь, которая обусловлена черепков­ским излучением Выделение этой части потерь осуществим следуя методу, изложенному в книге .1. Д. Ландау и Е. М, Лифшица |7|. Величина dF' с точностью до членов пропорциональных ձ2 включи­тельно есть
dF* = dl* + dF*t (15)где

՚ տ J\ = / + +
Xt/x(u — 2z) (с-շ \

Далее, следуя |7|. при вычислении интегралов в (15’) и (15s) вместо х вводим новые переменные —::4-՛/ в (15*) и цвэ*т(р г-203'. -а °я4- 4-(|i—2/)’ (в первом и втором интегралах соответственно) в (15s). По­скольку ч. ',։ и могут обращаться в нуль, вычисление выражений в (15м)



I_______  Излечение заряженной чистины 59(15s), введением малой мнимой части у [Jm0, <••>(), .//лго<0» КО), сводится к взятию вычетов в полюсах подинтегральных выра­жении, так как после необходимого смещения путей интегрирования «суммирования интегралов с <м>0 и ա<Հ0. остаются только инте­гралы по замкнутому контуру, охватывающему соответствующий Волюс. В результате получим

w получимI '0 cos0, из условия обращения в нульПолагая * =жсние для косинуса угла излучения
И е(1 Д21 8з-’ (17)

При вычислениях, приведших к формуле (17), учитывалась малость мпрайок и использовался метод последовательных приближений.Формулы (16) и (17) при А ’0 переходят в формулы для че­репковского излучения в однородной среде с г = г0.Дополнительный член Ժ/Հ в формуле '15), после интегрирования ло* (которое проводится указанным выше образом) дает с точностью ДО членов — Д? включительно
dF । = dF dF , (18)

(IF. ~ 16Ժ △V'( 1 - -~^as0
(1-H)S (19)

I — ■=՛■՛

причем угол излучения определяется формулой
0.Հ cos 0 —----- -

У I ч. 831 -v(o4-2) (I -Ь 3) (3 4- С) (20)Второе слагаемое в (18) имеет вид
dF. — -^— ■»</». 1-f—Ա-------16г \3) 50 / р -=0?сй.цус угла из'.учения будет равен

(21)
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/.

П О 83у'г<)5|3-2|
(1 - o)(3-g) (22)

Формулы (19) и (20) дают дополнительное черепковское излучение, характерное для периодической среды, ибо при Л *0 оно исчезает. Если основное черенконское излучение есть результат совпадения частоты „собственных колебаний* и частоты внешней силы то дополнительные члены в излучении (19) и (211 обусловлены резонан­сом на комбинационных частотах.Остановимся теперь на ограничениях, использованных при вы­воде приведенных выше выражений.Необходимым условием достаточно хорошей сходимости рядов (7) и возможности обрезания бесконечной системы уравнении есть условие [с2(Я,։)| < ,с2я|; в частности, следовательно, |с..|<< с<( ֊ 1, т. е.

Кроме того, при выводах предполагалось, что | HJ > | н,.| и | н0 I Hi • т. е.

Метод определения յւ из ՚8 требует чтобы (;ւ0) г. е.

В формулах (23) 25; ' z в случае использования формулы 116) и v — з-}-2, > - |з 2 в случае использования формул (19) и 21) соответственно.3. Рассмотрим renepi. некоторые частные случаи полученных выражений для потерь энергии заряженной частицей на единицу длины пути.Можно показать, например, что излучение, спектральная интен­сивность которого описывается формулой 21), содержит в себе из­лучение на частотах, больших оптических в случае, если энергия релятивистской частицы больше некоторого порогового значения. Дей­ствительно, если частота <« больше оптических частот, ю г = 1



I Излуче։ ряженкой частицы 61Լ 4№ V ֊ IրՀ:՛ W ............. I -----тогда ձ = k'7ՀՀ' 1 И ՜՜՛՜Հ՜՛ր '՚Ջ-этом случае формулу (21) можно с ннГ| переписать в виде учетом сделанных допуше-
dl:

е^Ч- Հ d„ . - J_ _ 1—164 ~՚ւ • «ւ 3/ю '5 'у I (26)
Из условия •) cos0 1 22 .Этом случае малы, получается, что без учета поправок, которые в■- и при > /1 — J"3 = / •,քր / 2rc\миг/:, ( %= имеет место излучение в определенном интер- \ «о /I / > Vвале частот: к случае ( - ) 1 этот интервал становится тиро-VKM и определяется следующими соотношениям։։/”-ч< 4“՜*.’ лу.а>. нх----- •_ ----------------------- szr <».. (4/14ки (!-£=)/I Спектральное распределение излучения, даваемого формулой(26), начинается с частоты <՚>։. достигает максимума на частоте ս>տ«։=3= -֊«»։ и затем быстро спадает до нуля на частоте ՛»-. Угол излуче­ния.1 на частотах близких к *•>««. հ — /.Условие имеет место, если требование /.,/<1/3 неограничивает интервала (27). т. е. в случае / > I 2 кЧ- Если же / < < | 2 3/.о, то нижняя граница спектра излучения определяется уело- 

2~v ГНСМ «л ■ = ч»../ 3Полная интенсивность излучения получается из (26) и (27) ин­тегрированием в пределах от и>։ до ш2. В результате имеем
UI, 

։г=рл «^*4:*»•։ (28)(Л^1).
лиое число излученных квантов (они испускаются в основном на 
.тоге ‘t»ra։։i определяется формулой

6 he IИзложенный выше случаи впервые исследован в работе ннш |3]. Аналогичные результаты получены а работе Гольдмана |4| (см. также |8|).Любопытно отметить, что. как следует из формул 

(29)
Тер-Микае-Гарибяно и
(16) н (22),«ри 5| ։9< 1 обычное черенковское излучение (16) отсутствует, в то 



62 А Ц. Лматунп, И. А КорхмзЗянвремя как при определенных условиях излучение на следующей гар­монике (21) и (22) .может иметь место.1 гпЗаметим также, что если — >"г0 — 1. то излучение, опредсляе- 2мое формумой (21) мало, в то время как излучение на симметричной гармонике [формула (19)| может быть заметным.После выполнения настоящей работы, авторам стала известна заметка Смита и Пурселла [9|, в которой сообщается о наблюдении оптического излучения при пролете электронов с энергитй 309—340 
/сев над поверхностью металлической дифракционной решетки перпен­дикулярно (и под другими углами։ к ее линиям.Условие излучения, полученное и экспериментально проверенное авторами работы [9| j cos О = -i--------֊֊» где / период решетки ) и по­
рядок интенсивности излучения, оцененный в [9], довольно близко под­ходят к величинам, даваемым формулами (21) и 22 . В работе [9| возникновение излучения объяснено интерференцией излучений, об­условленных колебаниями ин тушированных на выступах решетки по­верхностных зарядов. Заметим, что аналогичное объяснение допол­нительного излучения (18) может быть дано и в нашем случае, при­чем такая физическая интерпретация позволяет понять условия (20). (22) (без поправочных членов) как условия интерференции излуче­ний от индуцированных в горбах плотности зарядов.4. Остановимся теперь вкратце на вычислении переменной части силы, действующей на частицу. Для этого рассмотрим члены пропор­циональные Л в выражении для напряженности электрического поля частицы.В нерелятивистском случае

е F. Jx..-Т (30)где
и- н՜

На +
/; lC ±2 1-rF 131)

9 1֊ = 2)гВ не релятивистском случае и линейном по ձ приближении Д / у./ \ 2՝■֊ ( ) • Далее вычисляем силу по обычной формуле
/■ = — е ( £l(z = F 4֊Г .где
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z I 1Здесь р0=֊- где *0<Հ— (а — порядок межатомных расстояний) - is аверхний предел интегрирования по ж, определяемый из- условия при- 1СННМОСТИ макроскопического рассмотрения.Оценим интегралы в (32 в следующих интервалах частот:a) m<; w0; w0 имеет порядок оптических частот; в этой об- (лсти :0 практически не зависит от частоты и имеет свое статическое значение; пусть / токово, что для «»<•»„«< I; в этом интервале ча­стот подинтегральное выражение практически не зависит от частоты;б/ при частотах таких, что ՝ близко к единице, подинтегральное йиражение стремится к нулю;в) если в области <«։ >• .и0 поглощение не существенно, тотсгрплы по положительным и отрицательным частотам взаимно ичтожпются;г) при u>>w0 полнитетральное выражение стремится к нулю (в основном, из-за наличия фактора դ-I).В итоге мы получим, что в указанных предположениях основ­ной вклад в интегралы в (32) дают чистоты из интервала а) и для («личины переменной силы можно написать выражение
r Ar.e-k с7—1 , /.J . 2t.v
Ւ  -------------- -— In — -sin — է. (33)

/= (4V 2-1мучеиное выражение обладает свойствами, которые следуют и изՉ՜շюстых физических соображений пропорциональность sJn2^—» чтоо--гласуется с зависимостью е0 от cos՜^. пропорциональность всли-
Lчине — • необходимость чего нетрудно усмотреть из механизма воз-ювения переменной силы).Под действием силы (33) частица будет испускать дипольное

и мучение частоты ш средняя за период интенсивность которого(ходится по известным формулам (է-7~1)=cJ/4/n: («o’)4 ln: —տ1ոյՕԺՕ. 0- (34)
где ’) угол между осью г и направлением излучения. Приведенное ввыражение ничтожно мало для одной частицы; однако, еслижегся возможным образовать сгустки заряженных частиц протяжен­ию много меныпей / (излученная энергия в этом случае будет ЖорпиЪнольна четвертой с՝.՛ п. ни числа частиц), причем величина Ьбирпется тоже малой. то излучение н i3li может оказаться замсн ним. например в микрорадново.тновой области.
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ԼհՑրՍՒԼՈՐՎ-ԱԾ ՍԱՍՆՒԿՒ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ ՊեՐհՈԴՒԿ 
ՒՏՈՒԹՅՈՒՆ ՈհՆեՑՈՂ. ՄՒՋԱՎ-ԱՅԸՈՒՄԱ IT <l> II Փ II I» Ս'

եերկա ա շխատու[J լան մեջ հավասարման օդնա թլամր քննարկված

Լ մասնիկի ճաոադալթման խնդիրը .\՜ — A*ft ( | -J- k COS j

օրենքով փոփոխվող խտություն ունեցող միջավայրում։ (՝ացի սովորւսկսծ/ 
չերենկովլան ճաո ադա լթ ումից ("[՛ի ինաենиիվա թլան արտահալտութլանն 
ստացված Հ հաշվի ասն եք ով միջավայրի [ч տա. թ լան փոփոխա թանրի 
и տացված են նաև բանաձևեր լրացուցի չ ճաոա դտ լթ մ ան համար. "րը "чкдлкД Հ դիտարկվող միջավայրին: Л աո ադա լիքմ ան ինաենւփվա թ րսնր Л տարածման 
ուղղությանը ա րտահտ լա ո դ բանաձևերը ճիշտ !.ն դիէլեկ՛սրիկ հաւ/սէատունի 
կամայական t(w) ֆանկցիալի և մասնիկի կամ այտկան V արադա թլան '։□»•

մ ար։ ^ա շվվտծ Լ նաև մ ա սն իկի վրա աղդէէդ ում ի պե րիոդիկ

թ լամ ր | բաղադրիչը. որը աոաջանա մ է մ իջավա էրի խտացումներում ինդո

ված լիցքերի ադդե ցա ի} լամ ր։ 4'նահա տված է լից քավորված մասնիկի ղի- 
պորօյին ճաէւադա լթտ մը, Որը պա լմ ան ավո րվ ած է այդ ում ի աոկարււիրւ մր1
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ФИЗИКА

(1. А. Безирганян, А. Г. Акрнтов

Зависимость интенсивности рентгеновских отраженных 
волн от формы отражающего кристалла 

(случай поглощающего кристалла)

В статье |1| мы исследовали зависимость интенсивности рентге-
мовсиих отраженных волн от ориентировки плоскости падения отно­
сительно поверхности
уде Вульфа-Брегга и

кристалла от формы кристалла) при данном 
данной системе отражающих плоскостей для

'случая непоглощающего кристалла
В данной статье рассматривается зависимость интенсивности 

рентгеновских отраженных волн от ориентировки плоскости падения 
• случае поглощающего кристалла. Здесь, как и в |1], рассматри­
вается случай, ког ia кристалл в одном направлении неограничен, а 
«метальных двух направлениях ограничен. В случае поглощающего 
Металла функция атомного рассеяния, а. следовательно, я козффи- 
Вент преломления станут комплексными |2|.

Пусть плоская монохроматическая полна, как и в [II, падает на

Йвсталл в направлении единичного вектора ճծ, (фиг. 1) и гонка на-

Шюдення .И из начала координат видна в напровлении .Տ՝ Размеры и 
зон Френеля можно определить следующим образом. Разность 

иодп н точке наблюдения J-1 между волнами, отраженными от точек 
|* я Д если точка .4 расположена на гра­
нице, первой зоны Френеля, с точностью до 
•՛' равна (см. фиг. 1)

sinI 2 __ '■ п

I Имея в виду последнее, из (I) получим
■Мегги АН. ՛ ■.jinn фпц, ил. ндук, №

2R՜ ' 2А> ՜՜2

х2 sin2 0 у2 ֊ f-R.

I Размеры зон Френеля в направлениях
х и у соответственно обозначим через 2а и 2Ի, тогда получим

sin О
b= y\R. • 2l



66 П. А Безирганян, А. Г. Акритов

т е. уравнение эллипса. Таким образом, для рентгеновских золи, от­
раженных от атомной плоскости, первая зона имеет форму эллипса, 
а остальные-эллнптических полос. Для площади первой зоны получим

= r.ab = ~ 10 4 ем*.
sin О

Для площадей остальных зон таким же образом получим <с точно­
стью до Х։)

77/. /? Վ

s։=s— • - • = s„ =-------— 10 см՝
sin О

т. е площади всех зон Френеля одинаковы. Как видно из (2). с 
уменьшением угла Вульфа-Брегга увеличивается большая ось первой 
зоны Френеля, тогда как малая ось не зависит от этого угла.

Следовательно, интенсивность отраженных волн при малых углах 
еще сильнее зависит от ориентировки плоскости падения относительно 
длины и ширины кристалла при данном угле падения.

Первый случай

Размеры кристалла в направлениях у и г соответственно равны 
Л и С, а в направлении х не ограничены (х = 1 со, фиг. 2). В этом 
случае волна, отраженная от плоскости кристалла, совпадающей с 

Фиг. 2.

плоскостью хоу, будет
0 = пе՜'- ֊ |/'(2Հ k) +

2тле2 sin О
Ն/Հ.'20, k)\y

X [1 /| exp [<Л {ct — /?)] X 

вещественная и 
разом:

мнимая части которой выражаются следующим об-

2rnt - sin О
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лР К
jo:^- քձ<:՝'

LWsiu 'J
COS y"dy

*R

֊Г(2'>. k

о
а

COS —
• ՜*

sin ’’ y-dy

2///C- sin 0
/ԿՕ. Л) cos

ւ «
sin y՝dy 4

R li

J-f (0, A> | cos sin ’ \:d\< 1 I *

печ.
ru’sin 'J

Հ" (0. Л) CDS j- .' Vr- I

֊/■(О./.՛ I (
о

~ вЛп
cos

Լ՛ и -и вещественная и мнимая части амплитуды волны, отра-
‘иной от этой же плоскости в направлении падающей волны.

Второй случай

Во втором случае, т. е. когда размеры кристалла 
■։։։.■ соответственно ранни /1 и С. а в направлении у 
■*-Հ• «с фиг. 3), для волны, отражен­
ий՛ от плоскости кристалла, совпадаю- 
n№li с лдоскостыо .coy, получим

а направлении 
не ограничены

ig=։t -.T-vim ли x■ 2fflc - Sin u

I X |1 Z| exp |М’(</ ֊ A’)| X

I I Հ#։Տ։ո(|-/1
IX 1 exp ( ' . • )մ?;

I Փա֊. 3.

КСлед'овгггельно, в ътом случае вещее г венные и мнимые части 
Вдитуд могут выражаться следующими формулами:
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,հ ne-кGq=. ------------
2mc- sin 0

'քՀ

Г А
Ր ՜ ո .I cos — x-dx

I лА֊'4”1 2" 1

I 7Л. sinO-Л

sin — x-dx
2

sin " x:dx 4֊ о
I)

I Tff-sinO.A

cos ’ x-dx — sin 9
x-dx

ք' k)

о

пе-к
(Ն

2т.с- sin fi

о

• sinO-Л

sin’i-Л

COS
9

-^•sirip-A

cos —- x-dx — 9

sin — x-dx

(4)

2-0 =
ne-/.

ձ sin&-l

sin — xzdx

sin — x-dx 
2

cos — x*dx — 
2

mo.*) յ COS - X

ne-1
> 7Հ

2mc- sin О
cos x-dx 9

֊ Դ
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K-^-sinO-Л

| sin xzdx
о

Հ\>- sin(»֊.4

֊ք(Օ. k) ( 
• I՜

cos y x-dx 4- 
!>

^•sinO-Л

sin — x*dx

Вещественная и мнимая части функции атомного рассеяния оп- 
еделяются так же. как и в |2]. Повторяя все соответствующие вык­

ладки. сделанные в 111 и |2|, для интенсивности отраженных волн,
й 0б0И.\ 
жеиие

рассмотренных здесь случаях, получим одно и то же выра-

1 Ao
Հ

|'/<Ք + |<7օ|՛ 
ձ' ք Г -t֊ IP

{ ' = \dk Л) - %) cos %

V=2 I UIV' cos աճյ - փ21, 

где c։ и «շ определяются из выражений 
a,____

dk(fJ (!0)COS00 — Ճ

■\ Li в L. соответственно равны

L ։ = 2Eo I dk (0 - ն0) cos 0o £.’,| 2G00'o.

A2 \dkih — 0o)cos0o £i|= |Oo|2 ֊ |ճ|* [Օ\,|Հ

Однако, в первом случае ՕՀ.
J во втором — по (4 .

Результаты всех вычислении 
излучения представлены на

<7,. п Ճ определяются по (ՅՀ

для кристалла кальцита в случае 
фиг. 4 и 5.

Фиг. -I. Фиг Ь.
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Из результатов вычислений можно •зелагь следующие выводы.
1. как и в случае непоглощающего кристалла, н случае погло­

щающего кристалла, когда первая зона Френеля больше или порядка 
отражающих плоскостей размеры кристалла К) 1 10 ’ с.и . интен­
сивность отраженных рентгеновских волн сильно зависит от ориенти­
ровки плоскости падения при данном угле Вульфа-Брегга и данной 
системе отражающих плоскостей (см. фиг. 4 и о);

2. при вращении отражающих плоскостей искру։ нх нормалей, 
интенсивность отраженных волн принимает максимальное значение, 
когда проекция направления падающей волны на отражающую пло­
скость параллельна длинному ребру кристалла.

3. зависимость интенсивности отраженных рентгеновских волн 
от ориентировки плоскости падения гем сильнее, чем меньше угол 
Вульфа-Брегга при данной длине волны и данном порядке отражения, 
т. ё. эта зависимость выражается гем резче, чем больше межпло­
скостное расстояние отражающих плоскостей:

4 при поглощающем кристалле коэффициент преломления с 
приближением к краю поглощения уменьшается, а длина волны уве­
личивается, следовательно., площади зон Френеля увеличиваются. В 
зависимости от размеров кристалла, это может привести к усилению 
или к ослаблению зависимости интенсивности отраженных рентгенов­
ских нолн о։ ориентировки плоскости падения. В данном, случае, так 
как глина волны ^WOA‘.X излучения значительно больше даже длины 
волны края поглощения кальцита, то поглощение незначительное, 
следовательно, незначительно и изменение площадей зон Френеля.

Ереванским государеткеннын университет.
Армянский ссль1'хохозя1п гненнын институт Поступила 4 1 I960

I* Ь q |»rq uifi.uiiG Պ. Հ. ■ U.I|r|>Ant] II,- ։b-

ՌեՆՏԳեՆՅԱՆ ԱՆԴՐԱԴԱՐՋՍԼԾ ULKFbbPb ՒՆՏեՆՍՒՎ_ՈՏԹՅԱՆ 
ԿԱհՈհՄԸ ԱՆԴՐԱԴԱՐՋՆՈւ РЗПКРЫЬ ՋեՀՒՑ 

(ԿԼԱՆՈՂ. РЗПКРЫЬ ԴեՊ?Ը՝

И Մ Փ fl Փ II Ի Ս'

| 1 ] հոդվածո։ մ քննարկված է ռ են ադեն լան անդրադարձած ւպիքնե րի 
ինւոհնւփվուվձ լան կախամր րլարեդի մակերևա լիքի նկաամամր անկման հար- 
խ' ութ լան ունեցած 'ւ1՚րյվ''1 ([’I"' ՝Լո։/ֆի֊է՝րեդի ւովլալ անկ լան
ե անդրադարձնոդ հ արթ ա խլուն՚էէհրի ավլալ и ի ոահմ ի համար քկրսնոդ րրո- 
րհդի դեպքում։

Տւքլալ '.ոգվածամ քննարկվո։ մ կ ո են աղեն լան անդ րադարձած ալիրնե րի 
ինւոենոքւվու թ քան կախումր անկման հարխաթլան '//'ք*կ(անոդ րլարևդք։
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տ.աշ։1 in.ifilb րի ա րդլանրնե ր ի ր արէիւէմ են հեաևէալ ե դր ակա t/ա թ քունն եր ր.
I. հնչպհէէ չկրսնալ ր է՛" րեդի. սւքնսքեո էլ կլանող ր լա րհդ ի գեպրամ, 

հրբ Լքէ առաջին դռնան մեծ է կամ անւլրաէլարձնէււլ հարիր! tttfd լունների

Կս4"քՒ է {Pl"4ll։4l։ }ափերր 10 10 II if կարդի են > ոենադենքան ւսնդրա-
^«Ա||ձ>||<) էսաւագա լիքնե րի ին աեն “ /"/ nt իք րոն ր խիսս։ կերսլու/ կախված է անկ­
ման հարիք՛" իք լան դիրքի’) ՛իա )ֆի֊է՝րեդի ավլալ անկ լան և անդրարլ արձնո էլ 
4Ւէի}ր։ւնների ավլալ ւէխւաեմի դեպրամէ

2. Անդրադարձն" դ հա ր իմ ttt. իմ լանն ե ր ր իրեն է) նււրմռ՚ւի պաաե լիս
անդրադարձա՛) ճառ ա դ ա )ի!նե ր ի ինտենսիվս» [H լանն րնդոլնա մ Է մևծադա լն 
արմեր ալն ղեպրէռմ, երր րնկնրրդ 77"՚ Pl1"՝'1 պրոևկէլխսն ш'ьцрш-
Հարձնա, հարթա fdլսէ-ններքւ 'յրա դո14ահեւէ է րւարեղե երկար կալին:

H. 1Լրլ կաիւոււեւ ա {ն ր ան ա/Հեքի իւիււա է, որրան փորր է 'Լ>"/ֆի-1'րևէքի 
^անկլոէնր (ավլայ աչիրի երկարուկ լան ե шЪцршц ա րձմ ան տվլալ կարդի 
յևսլրէււ ,ք '}։

4. ելանոէլ րլուրեւլի ւլեսլրա մ կքանման եւլրին մոաենաքիս րեկման tjtit - 

ՅՒւէ1 փոք![""նա էէ է. իսկ ալիրի երկարաթլանր մեծանամ է հեաևապես !երե- 
^1է[{' էւոնաների մակերե ոէ.ւթն!ւրր մեծււ/նսլւ/ են և կաիւված րլա րերլի լաւիերիլյ 
ալդ կււրրուլ է րևրեւ ո!յն ադ են լան անէ/ րաէ/ա րձա՛) է\։սոա դա լիքների ինաենս ի- 
•[ւս j\i/սւն անկման հա րի) nt թ լան դիրրի>ք անեէյած կախման կամ ա.<1 եդարման 
l/Խմ քհորսցմանէ
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АСТРОФИЗИКА.

С. К. ВсехсвятскиА

О возможном существовании кольца комет 
и метеоритов вокруг Юпитера

Р с з ю м е

Ь Пс|№чисамютсй aprvMcHiu теории иэпержении |нспозможмосгь обьнсин 11. 
"■мий uo.ip.i< 1 и особенности снижении короткопериоднчсскнх комет на основе зах 
>ага| сущее tкопанке астероидов и метеорных потоков и нейтральны» областях Сол 
вочиий снете.мы; существование кометных ссмейстн Сатурна. Урана и Нептуна, соси 
псктпне кометных газон хнмпаму планетных атмосфер; особенности ( нсте.мы парабо 
лпясских комет; присутствие льдов и кометах: данные изучения структуры и хнмнл 
ма метеоритов; ннлеинн вулканизма на планетных телах) на основе которой утнерж 
jUctvu существование кометно-метеоритных масс. двигающихся вокруг планет.

2. Отмечены наблюдавшиеся значительные изменения в кольце Сатурна и на 
йаюВе данных Отто струне (XIX столетне) и более поздних наблюдений, нанлени 
^коросп. расширения колец и их приближения к поверхности планеты. Вычислено 
[уменьшение обшей энергии части кольца, составившее за 300 лет минимально Յ ԱՐ՛ 
рргоп. Устанагщннаетсн. что быстрая сравнительно с прежними оценками эволюция 

МММ. должна происходить в результате пополнения вещества кольца и вследствие 
ударений составляющих колец.

3. Обращено внимание на выдающиеся особенности 1кпагорнальиой полосы 
Jruitepa и дается обзор наблюдений этин полосы.

4. Показано, что сопостановленхе периодов нанлучшеи икдимогтн экваторнзль 
нон полосы Юшггёрл с агиографическим положением Солнца и Земли и рассмотре 
ппе положения полосы на диске—может служить доказательством тою. что она 
вмяется тенью кометно-метеоритного кольца. окружающего Юпитер и находяще 
toes и плотности его экватора.

5. Обсуждаются особенности гипотетического кольца Юпитера, оптическая 
1Ы которого н несколько десяткой раз меньше, чем у м-лыь։ Сатурна и возмож 
'»։ наблюдении ушек кольца.

I Исходные положении Изучение системы коме г и особенно֊ 
пей короткопериодических комет, не оставляет никакого сомнения

том, что их появление в Солнечной системе обязано мощным вул- 
шнческим катаклизмам на планетных телах |1,2|.

При извержениях наряду с образованием периодических и долго-
рнолическнх комет, характерных наличием льдов, происходит об-

вание метеоритов (обломков коры) н метеорного вещества (пул 
ческнй пепел), заполняющих пространство Солнечной системы 

Не имея возможности возвращаться к неоднократно уже изложенным
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.ыкззательствам. я кратко перечислю основные аргументы теории н.ч- 
гюрження:

ու быстрая дезинтеграция корОткопсриодических комет и особен­
ности их движения, исключают объяснение этих ком՛-ւ ня основе -за­
хвата" Юпитером (т. е в предположении больших одиночных или 
ряда последовательных возмущений). Существование многочисленной 
группы юиитеровых коме՜ 68 доказывает их выброс с поверхности 
спутников Юпитера и на протяжении не более 300—400 послед՜ 
них лет. *

б) Существование астероидов, двигающихся в центральных обла­
стях Солнечной системы (Икар, Аполлон и др.) и недавно открытых 
короткопериодических метеорных потоков плане՛! Эрного типа (О Це­
тилы, Аристиды и дп.). указывает на сравнительно недавнее их об­
разование. Помимо представления о выбросе с поверхности плане» 
земной группи, иные объяснения появления вблизи Солнца тел < 
коротконерйодическимм. но эксцентричными орбитами, встречает боль 
шне трудности.

в) Группы периодических комет Сатурна, Урана и Нептуна, го­
ворят об эруптивной активности в системах других планет-гигантов-

г) Особенности газов светящихся в кометах находятся в хоро­
шем соответствии с химизмом планетных зтмЪсфср.

д) Особенности распределения орбит долгонериодических и па­
раболических комет говорят об их образовании в области плане, 
миллионы и десятки миллионов лет назад, при больших начальных 
скоростях, чем это имеет место в настоящее время.

е) Присутствие льдов в кометах прямо говорит об их отноше­
нии к планетам, поскольку льды нам известны лип ., на поверхностях 
планетных тел.

ж) Все более выясняющееся кд и не г во природ?.: и генетическая 
связь между различными группами малых тел (астероиды, метеориты 
метеорное вещество, кометы как метеоритно-метеорные комплексы 
:о включением льда . позволяет использовать данные всех групп ал 
космогонических заключении. Изучение метеоритов, по структуре от­
вечающих туфовым породам вулканических районов Земли приводи1 
к заключению об их вулканическом или взрывном происхождении 
(В. Н. Лодочников, А. и. За.варнцкий, В. Г Фесенков) |3]

31 Фотографические и радиолокационные наблюдения метеоре.: 
доказывают связь метеорного вещества с комплексом коротконерио- 

ическнх комет. Поскольку существование метеорных частиц в цен 
тральных областях Солнечной системы, при значительных эффекта?, 
радиативного торможения, корпускулярной бомбардировки, магнитных 
и электрических полей. — не может быть длительно, их наличи 
можно объяснить лишь из основе космического вулканизма и пред­
положения о „загрязненных л: iax‘.
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и) Непосредственные наблюдения поверхности планет, особен- 
коси։ их атмосфер в в последнее время — радионаблюления, щют во 
многих случаях доказательства мощных вулканических процессов 
(Венера. Земля, Марс. Юпитера Сатурн, случники Юпитера (?)). Не­
сомненна в прошлом грандиозная эруптивная. активность на Луне и 
продолжающееся ив ее поверхности извержение газов.

Й) Имена Лагранжа, Проктора, Кроммелнна. В. II. Лодочников;։ 
связаны с различными .-.торонами теории извержения; и пользу ее вы- 
ступали Тиссеран. Шультоф. Фламмарион и другие ученые.

■Հ Кольца Сатурна. Одним из выводов теории извержения было 
заключение о существовании вокруг некоторых планет метеорно 
пылевого или кометного облака, которое должно пополняться зя 
счет выбросов при скоростях, лежащих между круговым и параболи­
ческим пределом 1-я и 2-я космические скорости

Еще в 1952 году высказано соображение, что кольца Сатурна и 
должны представлять собой подобные облака, поскольку у планет с 
.сметным сжатием, движение частиц облака, вскоре после образова­
ния. должно прийти в плоскость экватора планеты. За эруптивно 
происхождение кольца Сатурна говорило и существование активно 
стн ни поверхности планеты (белые пятна в 1876, 1891. 1895. 1933. 
19-Ն6 годах) и голубой в сравнении с планетой цвет кольца (ирисут 
сгвие газа н льдаI в значительные изменения в кольцах, отмечавшиеся 
на протяжении истории астрономии. На такие изменения указывал 
еще Труведр в 189! г. В 1907 г. Фурнье и независимо н 1908 г Шэр 
и Женеве обнаружили появление внешнего слабого кольца, которо-. 
еще г- начале 1909 года наблюдалось гринвичскими астрономами, но 
позднее исчезло. Нечто подобное вновь наблюдалось в 1952—1953 гг. 
|4|. В моменты прохождения Солнца через плоскость кольца, при 
его исчезновении отмечались в 1907—1908 гг. (Барнард) и в 1921 г. 
сгущения, при других исчезновениях не отмечавшиеся. Многие другие 
случат։ изменений привечены в книге Чэмберса (т. 1) например ис­
чезновение делений Энке и др. Нельзя проходить мимо таких фактов 
как наблюдение Барнардом в 1908 1909 г г. необычной яркости кре- 
пового кольца. Естественно, объяснять эти изменения в кольце Са­
турна новыми поступлениями продуктов вулканических извержений, 
лроасходящих как на спутниках Сатурна, так и на самой планете и 
и счет быстрой эволюции вещества колеи в результате столкнове­
нии сопротивления движению составляющих колец. При этом долж­
на была изменяться установившаяся структура кольца.

Не менее важным для понимания природы кольца и его пронс- 
т-жденкя являются возможные систематические изменения ширины 
И расстояния от лимба кольца Сатурна, на что впервые обратил вни­
мание Отто Струве в 1852 оду |5|. На основании анализа первых 
описаний и измерений. О. Струве составил следующую таблицу рас­
стояний кольца or лимба планеты (г) и ширины кольца ծ (г и b в 

.«•купцах дуги отнесенные к средней оппозиции):
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Huyghens

Эпоха

1657

с

6Հ5

b

4*.6
Huyghens, Cassini 1695 6.0 5.1

Bradley 1719 5.4 5.7
Herschel 1799 5.12 5.98

Ա՛Հ Struve 1826 4.36 6.74
Eneke. Calle 1838 4.04 7.06

0. Struve 1851 3.67 7.43
Кажется несомненным расширение кольца к приближение era

внутреннего края к планете Были высказаны возражения против чтога 
вывода, хотя такие выдающиеся наблюдатели как Секки и Хинд вы- 
сказывались в пользу идеи изменения. Можно было дополнить дяЫ 
ные таблицы О. Струве, измеряя рисунки, сделанные с мощными 
средствами, опытными наблюдателями Измерялись расстоянии пт 
внутреннего края крепового кольца (С), которое иногда огмечолосв

(Астрономия, ’.948)

почти такой же яркости. как и внешнее кольцо (Л).

с 1)
Ran yard 1883 2'.9 8'6

Henry 1884 о о 8.7
Terby 1887 2.7 10.8

ню Чемберсу, Хандбук— - 1,224՝
Ruda их, 1 ՝аисаи fears 1943 1.66 10.8

На последнем рисунке расстояние границы яркого кольца or 
планеты с' = 4’.54 и ширина колен .1 и В без крепового = 8".2; 8 го 
же время измерение репродукций ликских фотографий этого же 19-13 
года дает для расстояния яркого кольца от планеты 5".4 и для ши­
рины— 6".9. Различие оказывается не столь большим и может GhtjJ 
отнесено за счет того, что на фотографиях не вышли более слабые 
внешние части внешнего кольца -4 . а также за счет видимого умень­
шения теки планеты на фотографии из-за потемнения к краю.

Повидимому. следует признать реальным расширение кольца -н 
внутрь и приближение его внутренних частей к планете, в то время, 
кик расстояние внешних колец остается приблизительно неизменных՛] 
Такой процесс и должен иметь место в результате происходящих 
соударений частиц кольца, когда полная энергия уменьшается. rnv 
как расходуется на распыление и нагрев. Должно иметь значение и 
сопротивление испытываемое метеоритными массами и газовой и пи­
леной среде колец, вращение которой юл ж но отражать влияние маг­
нитного поля планеты и ее .короны’.

Используя данные О. Струне можно получить положение сред» 
иен линии колеи ЗООлет назад на расстоянии приблизительно 9" (с г|
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- I 2Ь), т. е около радиуса над поверхностью планеты. В сороковых 
годах нашего столетия (рис. Рюдо и Вокулер) значение (с փ 1/2ծ) 
составляет лишь около 7".5 или 0.83/?.

Полная механическая энергия 7 • // кольца, считая массу 
■сосредоточений на средней липин и движение частиц круговым, мо- 
к«ет быть оценена следующим образом.

GmMкинетическая энергия Т— -հ& - ;; (/ — гравитационная посто­

янная, « — .масса кольца; .4 — масса планеты; R радиус планеты; 
|А — расстояние кольца ог поверхности планеты.

GmM /2 2 \ GmMhПотенциальная энергия и =-----------/--------------------)
2 \ R R4-h / R (R h)

Вв этом случае li=Gт.И | 1 - I- С данными для Сатурна (Af=
I 2Z? । R 4- Л I

J>5.7-1<P г//.; т — 4-10 .1/— 2,3՛ 10г5 гр.) получаем для эпохи Г։ой-
՛ генса.

£=4.75-101?.2.3* 102S эрг. и для настоящего времени

£= 4.60-10,2-2.3-102i эрг.

Изменение а/: - 3-10' эргов, должно былоза 300 лет быть нзрас- 
содовано на соударения и сопротивление движению, причем эго мини­

мальное значение, так как нс учитываются возможные пополнения 
вещества кольца, которые могли иметь место на протяжении 300 лет. 
За -do время частицы прошли в среднем путь 2.4-Ю16 си. Расход 
.-ш-ргии на частицу в 1 гр. составил на см пути 6.3*10 " эрг.хм. ■Гак- 
как сила сопротивления /> б-цлгг՛, где р. коэффициент вязкости = 
К

= тпи)., а радиус сферического метеора, г скорость гел в кру- 
3

гоноЙ орбите • (1.8• IО’՝ с.-.и) для /г = радиусу планеты . то можно оце­
нит-. концентрацию газовых частиц обуславливающих расширение 
кольца. Принимая ճ=1 см; молекулярный вес 3-10՜՜" гр; а соответ- 
хтвукяцее равновесной температуре (127 /<) на расстоянии Сатурна 
‘равно 3.2-10‘ см сек; ). можно взягь порядка 103с։.к и тогда концен- 

I трацня молекул оказывается порядка 10-'—10’ см Для всего объе­
кта кольца это составляет юн олив тельную массу газа порядка 10т

—К1* гр. Считая эту оценку в высокой степени приблизительной, я 
■хочу лишь отметить, что процесс выпадения метеоритных масс кольца 
на поверхность планеты происходит, невидимому. значительно бы- 

Ktpee. чем это предполагалось ранее. Действительно и различных 
■теоретических расчетах нс принималось но внимание действие кор­

пускулярных потоков на легкоплавкие (льды) и тугоплавкие состав­
ляющие кольца, действие соударении, тормозящего влияния магнит­
ного поля планеты и действие ее ..короны1*, подобной земной.
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Наши результаты и само существование плоского кольца неза­
висимо говорят о происходящем и в настоящую эпоху пополнении 
материи кольца, и, следовательно о мощных выбросах с поверхности 
планеты и ее спутников, в период значительно более поздний, нежели 
момент рождения планет. Является совершенно необходимым устано­
вить точную систему величин, характеризующих яркость и размеры 
всех составляющих кольца Сатурна и организовать службу наблюде­
ний кольца в стандартных условиях.

3. Экваториальная полоска Юпитера. Существование актив­
ных процессов выбросов в системе Юпитера, доказываемое данными 
кометной астрономии, шет все основания предполагать, что вокру։ 
Юпитера также движутся кометно-метеоритные массы в виде кольца, 
аналогичного кольцу Сатурна. То обстоятельство, что кольцо Юпи­
тера не было открыто на протяжении более трехсот лет телескопн- 
геских наблюдений, могло быть связано с малым раскрытием кольца, 
<огда в подобных же условиях кольцо Сатурна также почти пропа­
дает, и. конечно, с меньшей массой или плотностью материала к 
кольце. Угол наклона оси вращения Юпитера к плоскости орбиты .՛ 
равен 3 7'. долгота восходящего узла экватора на орбите 313 45' 
1801): наклон плоскости орбиты к эклиптике 1 18'2Г. и долгота во­

сходящего узла орбиты на эклиптике 99 56'36Կ1950).
В таком случае зенографнческие координаты Солнца:

sin /Հ. sin i sin (Լո—313 .75)

cos(/1c -4- ISO ) = cos/Հ cos (/.Л 313 .75).

Положение Земли на зенографической сфере может быть задаю- 
значениями Л>3 1зенографическая широта) и ?13 демографическое пря­
мое восхождение.) Земли, которые находятся в некоторых ежегодни­
ках и особенности расчета которых проводятся, например, в Nauti­
cal Almanac или в книге В. В. Шаронова |6|.

Наибольший угол, под которым с Земли может наблюдаться 
плоскость гипотетического кольца Юпитера варьирует в предела՛՝ 
—3 .31 до 4-ՅՂ38. Однако, только в течение 3 лет из 11,9 лет пе­
риода обращения Юпитера этот угол сохраняется в пределах 3: и 
большую часть времени бывает меньше 2 . причем около 4 лет —и 
пределах I . При этом ширина кольца (предполагаемого тонким՝ вбли­
зи утек не превышает 2", и большую часть времени должна быт 
порядка 1".

Сравнивая эти обстоятельства с условиями для Сатурна, уста­
ва вливаем следующее: при аналогичном наклоне (Da 3 . и вообше 

1 2 ) кольца Сатурна не было видно в телескопы средней силы
I только при использовании 36" и 40" п аналогичных по силе теле­

скопов (Барнард. Слайфер, Данжон) можно было отметить слабую 
н часто прерывистую полоску. Пенаблюдае.мрсть ушек у Юпитер.» 
указывает, что поверхностная яркость их должна быть но крайней 
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мере в несколько раз меньше, чем яркость сатурноййх колен, при 
аналогичных условиях.

Естественно было искать других признаков существования ко- 
метно-мете<>ритного кольца вокруг Юпитера. Необходимо было ис­
кать присутствия тени кольца на диске планеты, поскольку тень 
кольца Сатурна, вблизи моментов его исчезновения, всегда была очень 
хорошо заметна.

Мною было просмогрено большое количество рисунков Юпитера, 
составленных в разное время наиболее, опытными наблюдателями 
Было установлено, что тонкая экваториальная полоса, пресекающая 
экваториальную зону планеты наблюдается еще с пятидесятых годов
прошлого столегия, когда обсерватории стали вооружаться теле­
скопами с отверстиями более 8--Ю". с хорошей разрешающей спо­
собностью 

Составленная к концу прошлого столетия постоянная схема де­
талей поверхности Юпитера содержи! указание на экваториальную 
полосу. Однако, в настоящее время экваториальная полоса отмечается
на рисунках не столь постоянно, как это
ности экваториальной волосы
ние. Обычно она отмечается

привлекают 
как тонкая

было в прошлом. Особен- 
к ней пристальное внима- 
полоска. шириной около

1/100 части диаметра планеты it . е - Г2") или точно на экваторе, или
вблизи экватора; сравнение рисунков наблюдателей секции Юпитера
Британской Астрономической Ассоциации показывает, что она отме
чается лишь наиболее опытными наблюдателями и только в том сл\ 
чае. если отверстие телескопа превышает 15—20 см. Однако, отме­
чаются он редел ен ные периоды лучшей видимости экваториально ■?
полоски

Из длительных рядов наблюдении Лозе (11 рефрактор. X 250) 
вытекает, что экваториальная гонкая полоса отмечалась в 1874 1875 п . 
И ввиде обрывков - в 1876 ։. В 1878 го. у она не указывается наблю­
дателем на затенённой экваториальной зон՛՛ 11о в 1880 г. отмечен: 
вблизи экватора, в 1881 i когда красное пятно было а максимум 
интенсивности, ■экваториальная полоска располагается на 2'—4' к югу 
от экзатора планеты |7|.

На рисунках Най.ганда 10 12" рефрактор, X 248, 260 эквато­
риальная полос։! и первый период часто изображается широкой и раз­
мытой, она видна в 1896 г., почтя нс видна в 1897 г. и отчетливо 
просматривается в затененной дистурбированиой экваториальной зове 
н 1898 г. и временами в 1899 ւ . располагаясь севернее экватора при- 
одизительио на 5 В 1900 — отчетливо видна, чуть севернее центра 
диска. В 19։>2 г. в июле 1 Ниланд опять отмечает следы экваториал! 
ной полосы немного южнее центра диска |8J.

Экваториальная полоска указана ни сводных рисунках Флзмма- 
|риона (см. Популярная астрономия), относящихся к каждому голу • 
|188() по 1909. хотя эти рисунки, повндимому. схематичны. Экватори 
эльпая полоса «п мечена в 1881 г. я обрывками а 1882 :... хорошо по­
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казана в 1890; видна а 1895 и 1896 гг., затем вновь указана на ри­
сунках 1899 и 1900гг.: в виде обрывков отмечается в 1907 г., видна г 
1908 и особенно в 1909 г. На рисунках наблюдателей секции Юпитер? 
Британской Астрономической Ассоциации, гонкая экваториальная по­
лоска отмечается неоднократно. Она указывается, как „equatorial 
hand' на схемах каждого отчета по Юпитеру. С мая 1904 г. по фев­
раль 1905 г. Цалленсворс видит слабую прерывающуюся и трудную 
для наблюдений полоску. Однако она видна чаще, чем в 1903 г. В՛ 
январе и феврале 1908 г. Филлипс отмечает тонкую экваториальную 
полосу. В 1922 г.* в июле экваториальная полоса отмечается несколько 
севернее центра диска на рисунках Дю Мартерёй (8 1/2" рефлектор), 
хотя Атткннс и Ривес ее не указывают.

В 1923 г. отдельными обрывками она представлена на рисунках՛ 
Филлипса. Пика. Серджента, в мае также, располагаясь к северу о. 
центра диска. Вместе с тем в апреле п июле 1923 г. эти наблюдатели 
не отмечают экваториальной полоски В 1924 г кусочки дужек, ка;. 
обрывки полосы отмечаются Филлипсом в мае и июне (3—5՜ север­
нее центра диска). В 1925 г. в июле—августе отдельные обрывки по­
лоски от меняются на рисунках в 3—4 севернее центра диска.

В 1926 г. Филлипс в отчете указывает, что узкая экваториаль­
ная полоска видна в некоторых случаях, но не непрерывной во всех 
долготах. При этом она отмечается на рисунках в июле—августе 
чуть к северу и в сентябре через центр диска (Филлипс. Пик, Энсли՝. 
Полоска очень тонкая шириной не более —1 зеногрлфического гра­
дуса. В 1928 году в сентябре- -декабре на рисунках Филлипса. Хар­
три вса и Пика представлена к виде вытянутных дужек или отдельных 
обрывков, проходящих заметно южнее центра лиска. В 1929 голу 
экваториальная зона сильно дистурбирована, наблюдатели не отмечай: 
определенных деталей полосы. Интересно отметить, что в декабр• 
1928 г. английские наблюдатели видели экваториальную зону интен­
сивно голубой и даже блееппце голубой. У Рюдо на рисунке 1933: 
отмечается резкая граница экваториальной полоски, проходящая че­
рез центр диска, или чуть южнее... В 1936 г. в сентябре отмечаете- 
Роем (Тулуза) как слабая размытая полоска на диетурбированной 
зоне: проходи, севернее центра диска на 2 .5- 3,5’:. Видна и на 
рисунках Рюдо. В 1938 году на рис. Рюдо видна сильной, прохо­
дящей точно через центр диска, с отдельными разрывами |9].

В 39 отчете секции Юпитера Александер огмечае; видимость 
экваториальной полосы в 1952 1953 годах, в 1951 г не была ви.ны 
и на фотографиях не вышла.

По моим собственным наблюдениям Юпитера с 20 см мениски 
вым телескопом А 31 -7 кафедры Астрономии КГУ отмечались обрывки 
слабой экваториальной полоски в мае 1958 г.; полоса была смещен՛՛ 
к северу относительно центра диска. Опыт моих визуальных набл;՛՝

1 В библиотеке К \О имеются лишь отчеты Зя 1922- 1929 п
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дений поверхности Юпитера, проводившихся с 1949 года главным 
образом с 10" гидом астрографа Киевской обсерватории, показывает 
что правильное отображение деталей поверхности планеты зависит 
не только от качества изображений и спокойствия атмосферы, но и 
от наблюдателя, его опыта, от умения видеть картину при возникаю 
шнх изредка на .малые доли секунды условиях иаилучшей видимости, 
от умения правильно передать изображение на рисунке, от раздели­
тельной способности глаза.

Экваториальная полоска видна и на фотографиях, но повнднмо- 
му, еше реже, чем при визуальных наблюдениях. Например, она 
видна на снимках со 100" рефлектором 12,11 и 15.111 1921 г. и 29.V 
1922 । {Skilling, Richardson. Astronomy стр. 248) смещенной на 
2 .5- 5 .5 к северу от центра диска. Экваториальная полоска кажется 
видимой и на некоторых киевских фотографиях 1951 1952 гг. Эти 
фотографии с 1948 г. получались с увеличенной камерой на фото­
графической трубе Киевского астрографа. Однако, экваториальная по­
лоска не выделяется на репродукциях снимков Юпитера, полученных 
на Пик дю Миди и на Поломареком телескопе. Повидимому, эквато­
риальная полоса может выйти на снимках лишь при оптимальных 
условиях в отношении экспозиции, подчеркивающей соответствующий 
контраст н моментов наилучшей видимости и спокойствия.

1. Экваториальная полоса как тень кольца вокруг Юпитера. 
Экваториальная полоса на рисунках этого столетня и на большинстве 
рисунков прошлого века изображается тонкой почти однородной ли­
нией. Лозе и Найланд в первый период наблюдений изображают ее 
широкой, но это может быть объяснено отсутствием в первый период 
необходимого опыта при наблюдениях и передаче изображений на 
бумагу Просмотр рисунков Найланда, особенно 1896 1898 и. пока­
зывает. что экваториальная полоса особым образом ведет себя на 
поверхности планеты, имея иной вид. чем другие детали и меняя по­
ложение относительно других полос В то время как северная и юж­
ная экваториальные полосы Юпитера претерпевают значительные 
изменения в ширине и положении, экваториальная полоска остается 
Неизменно слабой и гонкой, ее положение меняется совсем иначе, 
чем у других деталей планеты. Было произведено сопоставление пе­
риодов наилучшей видимости экваториальной полосы, описанных в 
разделе 4, с Этнографическим положением Солнца и Земли. В табл. 

I I приводятся моменты прохождения Солнца через плоскость экватора 
Юпитера.

Расхождение между моментами прохождения Солнца и Земли 
через плоскость экватора не превосходи! 3 месяцев: расхождение в 
эеиографической широте не более 0. ".

Нельзя не отметить, что время иаилучшей видимости эквато­
риальной полосы соответствует у Лозе и Найланда моментам макси­
мума зенографической широты Солнца и Земли: это же отмечается 
при анализе наблюдений Фла.ммарнона, английских наблюдателей 

1ю H'acvihi АН. серим фмл.мл:. наук, № А
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Таблица I
Прохождение Солнна! 

через эксатор 
Юпитера

Положение Солнца i 
относ, экватора 

планеты

Прохождение Солнца 
через экватор

Юпитера

11оложенне Содши 
относ. экватора 

планеты
I

1837 февраль 23 южное 1902 сентябрь 12 северное
1843 май 20 северное 1908 апрель 27 южное
1849 январь 3 южное 1914 июль 23 северное
1855 март 30 северное 1920 март б южное
i860 ноябрь 1-1 южное 1926 нюнь 3 северное
1867 февраль 8 северное 1932 январь 18 южное
1872 сентябрь 25 южное 1938 апрель 13 северное
1878 декабрь 19 северное 1943 ноябрь 29 южное
1884 август 5 южное 1950 февраль 22 северное
1890 ноябрь 9 северное 1955 октябрь 9 южное
1896 нюнь 17 южное 1962 январь 3

Годы устойчивой водимое ли полосы следующим образом распреде­
ляются в зависимости от разности между годом максимума De, ня 
основании указанных наблюдений.

Таблица 23

Разность между годлмн видимое гн полос л максимум;- /л О I 2
Число лег с наблюдениями полосы 13 11 4

Вблизи моментов прохождения Солнца мере; 1лоскос։ь экватора 
планеты, но английским наблюдениям полоса или ее обрывки оказы 
։ается особенно тонкой шириной не более 0'՜'. 5. При этом она отмена- 1 

ется только с инструментами значительных размеров.
Указанные особенности в отвечают предположению, что эквато­

риальная полоса является не деталью поверхности планеты, а тенью 
кольца. При максимальных значениях /Л. тень должна иметь макса 
мальную ширину: в это время не происходи! экранирования тени 
самим кольцом и она может быть доступна инструментам средней 
силы.

Однако, еще более неоспоримые доводы можно получить из 
рассмотрения положения полосы, на диске планеты. Мною была про 
ведена оценка положения экваториальной полосы по рисункам отно­
сительно центра диска планеты и оценка ширины полосы; измерения 
производились в долях полярного таметра план-.-гы и выражались ь 
зенографических градусах; у —115. /< где К—расстояние полосы о; 
центра диска, положительное к северу. Были использованы наблю­
дения .Позе, Найланда, английских наблюдателей и некоторые другие, 
Данные находятся в таблице 3.

Учитывая возможные ошибки нанесения на рисунки деталей, н- 
вызывавших особого внимания наблюдателей, необходимо признак х 
поразительным согласие наблюдений, говорящих о систематических 
отклонениях полосы о. экватора точно в том направлении, как эп>
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Таблица 3

Наблюдатель Момент

Лозе 1881 II -3. -4* - 2. 5 —
Найланд 1895 IV —5 -г 2.0 2. 9

V 3.5 4-1.9 2.5
1896 1 1.2 +.1 4.3

II - 1.5 1.0 —
111 0.5 -О.7 3.8

IV—V -1.2 - 0.3 2.5
1897 II HI 4֊2.4 -0.5 7.1
1898 III -3+6 -2.5 2-1
11598 IV V +3-6֊ր4՚8 -2.7 —
1899 И. IV 3.4 -3-0 2.6
1900 IV 1.2 -2.9 • —
1902 VII -1.2 + 0.2 3.6

Фотографии со 100' 1921 II +2.4 -1.0
• 1922 V 29 +5.5 -2.5 —

Дю Мартерей 1922 VI +3.9-5.2 2.9 2.6
Филлипс 1923 IV-V 4-3+5 -3.0 1.3

1925V1 VIII - 3.9 -1.7 —
Пик. Филлипс 1926 VII -0.5 -0-2 0.8
Хегривс 1926 VIII 42 +0.3 • —
Пик 1926 IX О -0.4 —
Филлипс 1926 IX + 1 4-0.4 0.6-0.8
Пик 1928 VIII -5.2 +2.5 —
Филлипс 1928 IX -3.4 +2.7 —

В конце 1928 г. с января 1929 отдельные обрывки 
на днетурбнронлннбй зоне кажутся чуть южнее 

от центра лиска
Рюло 1933 -1.1 -1.5
Рой 1936 VIII гЗ.О -2.1 —
Рюлп 1938 0 +0.7 —

должно быть в случае если она является генио кольца Юпитера (фиг. 
I) Для всех 27 наблюдений, решая систему уравнений

а* = П-Ос
можно найти, принимая нее уравнения с равным весом:

П 1.38 ± 0.27, с другой стороны составляя средние для груп­
пы наблюдений.

получаем: = 1.50 - 0.3

Таблица 4
De п ъ. /7'

3.0-27 6 2+83 3.47 1.23
2.6—2.0 6 2 .35 4.45 1.89
1.9-1.0 6 1 .37 1.90 1 38
0.9 0.0 9 0 .41 0.1)1
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Учитывая сугубо приближенные значения л° при этом мы счи­
таем этнографическую широту центра диска приблизительно равной 
7Л-. Необходимо таким образом признать, что таимые рисунков наи­
более опытных наблюдателей (несмотря на то. что здесь использо-

Фиг. 1. Соо? иошенне чежлу положением зкваторилль- 
ной полосы на диске Юпитера и зенографн ческой 
широтой центра лиска (D« ՛. 1° расстояние полосы от 
ц«Штра лиска но наблюдениям Лозе, Найланда, англий­

ских наблюдателей и др,

ваны лишь доступные в 
Киеве наблюдения) с 
бол ьшой убедительно­
стью устанавливают от­
клонения середины эква­
ториальной полосы до 
2 .0 Г,6 от экватора и 
направлении противопо­
ложном зеног;>яфическо* 
му возвышению Солниа 
и Земли над экватором 
Юпитера.

Этот факт может, по- 
видимому, считаться од­
ним из прямых доказа­
тельств того, чго эква­
ториальная полоса явля­
ется тенью Юпитерова 
кольца. Среднее значе­

ние ширины тени оказывается (для /ձ в пределах 2.0—3 <՛) d 2 .3.
Для малых I),. пренебрегая сжатием Юпитера н. считая радиус- 

планеты малым в сравнении с расстоянием то Солнца, из фиг. 2 мож­
но видеть:

sin D, sin/Հ sln(Df-; Я)
R R - h R h

Здесь R радиус планеты. А —вы­
сота внешних частей кольца, кото­
рое считается расположенным в 
плоскости экватора: Н—зенографи- 
ческая широта внешнего края тени 
кольца. Задавая к— определенные 
значения, при известном /Л мож-
но было найти R: результаты находятся в таблице 4.

Фнг. 2. Определение зены рафическоЯ 
широты края тени iBi и .танисичосгн 

О» высоты кольца.

h /Հ = 3; .0 в /Հ - 2‘.0 В
0.1 14' 12'
0.4 142- 48
0.8 2 25 ГЗб
1.2 3 37 2 24
1.6 ■1 49 3 12
2.0 и 3 4 6

Таблица 4
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Как «оказывает табл. 3 и значение (Լ край тени располагается в 
••реднем (при 1)е 2 -3 ) на расстоянии 3е.1 -2'7 от экватора; отсюда 
можно найти высоту наиболее плотных частей гипотетического коль­
ца, дающих тень. Значения Л оказываются в пределах 1.0 -0.3 (для 
периодов наблюдений когда /Л близко к 3 ) и 1.4 -0,6 ( ;ля наблю­
дений вблизи 1)<;— 2 ).

5 Об ■ особенностях кометно-метеорного кольца Юпитера. 
Полученные данные позволяют высказать некоторые соображения 
об особенностях гипотетического кольца Юпитера. Плотность вещества 
в кольце можно было бы выяснить из сравнения ширины и плотности 
(черноты) тени колец Сатурна и Юпитера. Но. невидимому, нет срав­
нимых наблюдений, полученных в однородных условиях, так как изу­
чение деталей поверхности Юпитера не проводилось наиболее выдаю­
щимися наблюдателями с самыми мощными телескопами. По как 

՛ вытекает из описаний и рассмотрения фотографий Сатурна, получен­
ных в моменты исчезновения кольца, тень кольца постоянно значн 
гельно чернее основных полос на диске, и по крайней мере в 5 или 
более раз. Тень Юпитерова кольца даже н конце прошлого столетия 

I была значительно меньшей плотности, по крайней мере в несколько 
раз, чем главные полосы в период наибольшего развития. Поглоща 
ющзя способность или оптическая толщина кольца у Юпитера может 
быть поэтому в десятки раз меньше, чем у Сатурна*. При том же 

! строении и объемной плотности как и у Сатурна (поскольку она опре­
деляется условиями постоянно происходящих соударений между ча­
стицами) кольца Юпитера должны быть соответственно тоньше.

Считая массу кольца Сатурна по Аллену равной 4-10՜՜ массы 
планеты или по Боброву—(4-10 7) можно принять для кольца Юпи­
тера значение К)21 —1023 гр.; объем кольца—порядка 1О54-К)25 с.и3.

О меньшей толщине кольца Юпитера говорят и непосредствен­
ные наблюдения ширины экваториальной полоски в периоды вблизи 
Dr=0° (0".5).

Наблюдаемость тени (экваториальной полосы) по Найланду и др 
наилучшая вблизи /Л = 2 .0 -2 А5; невидимому это соответствует 
оптимальным условиям в отношении плотности тени и контраста с 
экваториальной зоной. При малых D? ширина тени оказывается на 

I грани разрешающей способности средних телескопов. Тень кроме 
того экранируется самим кольцом.

Именно в эти периоды отмечается неоднородность строения 
экваториальной полосы. Неравномерность тени и значительные неод­
нородности в кольце наблюдались неоднократно и у Сатурна, особенно 
вблизи времени исчезновения колец |11|. Измерение скорости пере­
мещения деталей экваториальной полоски Юпитера может дать неза­
висимую проверку гипотезы кольца и оценку его размеров.

’ Можно отмени ь. что до сих пор не использована возможность изучения ирн- 
I роды колеи Сатурна путем наблюдения плотности тени, при разных /Հ..
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Периолы обращения различных частей кольца, в предположении 
круговых орбит частиц, могут быть найдены используя данные для 
\ спутника Юпитера, « = 2.535 и Р 1 Г157''289 по выражению:

Р =10590(1 4-ЛР* сек.

հ в радиусах планеты. Угловая скорость «•< частицы с 7? — 1 равна 
2.1 10 ’ сек . что в 1.2 раза превышает угловую скорость деталей на 
диске. При Л =0,5. ՛•> = 3.2-10՜՜’ и при Л = 0. и> = 5.9-10 1 сек 
Детали тени кольца в центре диска должны двигаться по крайней 
мере н полтора раза быстрее деталей поверхности: на краях диска 
скорость видимого перемещения должна еще значительно возрасти 
из-за эффектов проекции.

Наблюдения Дозе, Найланда, Фламмариона и тругих астрономов 
в прошлом столетии отмечают экваториальную полоску Юпитера зна­
чительно более часто, и указывают ее большей ширины, чем на ри­
сунках двадцатых-сороковых годов нашего столетия. На современных 
фотографиях экваториальная полоска (тень кольца) выходит только в 
редких случаях. Это может говорить о быстрой эволюции кольца 
Юпитера: за последние 100—80 лет могло произойти падение на по­
верхность значительной доли материала кольца- Мы видели выше, 
что аналогичный процесс отмечается и в кольце Сатурна. Не исклю­
чена возможность, что пополнение кольца Юпитера, приведшее к 
появлению заметной тени, было связано с процессами в системе пла­
неты определявшими и проявление красного пятил в 1873 г. Во всяком 
случае является необходимым, учитывая значение проблемы колец 
для вопросов планетной космогонии, создание систематической на­
блюдательной службы колец Юпитера и Сатурна.

Фиг. 3. Юпитер с экваториальной поле­
сий (тенью кольиа): рис. Найланда 

23 январи 1896 г.

Фиг. 4. Неоднородная структура эква­
ториальной полосы; рис. Лю Мерсей.

12 нюня 1922 г.
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Яркость ушек кольца Юпитера, повиднмому. н несколько десят­
ков раз слабее, чем яркость кольца Сатурна при аналогичных усло­
виях малое /Հ : в то же время ореол вокруг Юпитера больше. В 
результате снижения контраста все это должно затруднить обнару­
жение ушек.

Тем не менее, расчет проведенный М. С. Бобровым для Сатур­
на |10| показывает, что возможность такого обнаружения имеется 
при использовании самых больших современных телескопов. Должны 
быть использованы электронные устройства, повышающие контраст­
ность или фотографические методы в инфракрасной области. При этом 
следует иметь ввиду возможную кометную природу материала кольца 
Юпитера. Службу тени (экваториальной полисы) наоборот следует, 
невидимому, вести в фиолетовых и ультрафиолетовых лучах. В 
периоды, когда /?;| близко к 0. в случае затенения экваториальной 
зоны возможно обнаружение яркого, освещенного ребра кольца на 
диске планеты

Выводы

I. Отмечены особенности, наблюдавшиеся в кольцах Сатурна, 
говорящие о значительно более быстрой эволюции вещества кольца, 
чем это предполагалось различными исследователями.

2. Вытекающее из данных теории извержения предположение о 
существовании кометно-метеоритного кольца вокруг Юпитера про­
веряется путем рассмотрения моментов наилушей .видимости эквато­
риальной полосы Юпитера и изменений ее положения на диске. По­
казано. что канлучшан видимость полосы совпадает с периодами 
наибольшей зенографической широты Земли и Солнца, а изменение 
положения говорит весьма определенно в пользу того, что эквато­
риальная полоса является тенью кольца.

3. Высказано пожелание о проведении систематической наблюда­
тельной службы кольца Сатурна в стандартных условиях, об изученш 
относительных особенностей тени колец Сатурна и Юпитера в близких 
условиях и делаются рекомендации в связи с возможностью наблю­
дений ушек гипотетического кольца Юпитера.

Киевский государетаенный университет 
кафедра астрономии Поступила 26 VII I960

ՅՈհՊՒՏեՐՒ ՇՈՒՐՋԸ ԳՒՍԱՍՏՂեՐՒ Ы Ս՜եՏեՈՐհՏՆեՐՒ ՕՂ.ԱԿՒ 
1ՆԱՐԱՎ.ՈՐ ԳՈՅՈհԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ П Փ II Ւ 1Г
1, (’•’վա քէկվսւմ են <7 ա վւք քմ ան iiiltunt յմ րոն փաստիս րկնե (tjt Հկւսրճ-.

պարրե րական Ц ի UUI и ւէէ /;Л ր ի էիէէվւր ‘>Ա1է141կ(ւ հ Հտրէքման սաէոնձնէսհտտկու^
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թ լօւնները րոն и> <у րա վմ ան հիման վրա րացատրելու անհնո/րին/ո թ լան ր. աոտե- 
րոիդների ե մե տեորիալին հոսրևրի գոլ/ո թլունր Արեգակն/սլին համակարգի 
կենտրոնական տիրու լթներամ. Ատտսլրնի, П/րանի և նեպտունի ղիսս/ստ- 
ղու/ին ընտանի րների գոլսւ թլունր. 4վ/ստ ստղա լին /քաղերի համապատասխա­
նս! թլանր մոլորակների մթնոլորտների ըիմիղմին. սլարարո լակս/ն գի//աս//ւ- 
ղերի համակարգի աոս/նձնահատկո/ թ լ/ոննե րր. սաոտ֊լցների ո/ոկարո-
թ րոնր ղիււաստւլերա մ. մետեորիտների կտոտ գված րի ա րիմի/րքի m uni մ 
նսաիրութ լան հրարի/տ լին երետ լթները մոր/րակս/լին մարմին­
ների վրա), որի հիման վրտ հաստատվտ. մ է մոլորակների շ/ո րշը շարժվող 
գիսաստգա֊մեւոեո րիտա լին ղ անղվ/սծների ղոլոէ թլո/նր։

2. եշված են IIաա/որնի օղակո/ծ դիտված դգալի փոփոխութ /անները ե 
Օտաո «7արտ վեի /XIX '/‘"Հ*/ ւովլալների ա ավելի աշ կատարված դիտում­
ների հիման '//՛'" գս/նված է օղակների / ալնտցման ե նրանը' մոլորակի 
մակերես։/թին մոտենալու արաղա թրււնր։ -,ա շվս/րկվ ած է օղակի մի մասի
ընդհանուր էներգիա լի նվաղումը, "րր >100 տարվա րնթաւըրտմ կաղմե/ Լ 4 
աոնվաղն Н 10" !.ր՚է! '/արղվսւմ է, որ օղակի' նախկին ղնտհտտա մների հա֊ 
մեմատւս թլամր արաղ էվոլլուգիան է տեղի անեն nt օղակի նր/ւթի հ՛ո­
մա [ մ ան ե օղակների րտղադրի շնե րի ւիոխրտխտ մների հետևանքով։

մ, //ւշադ րա /J լան է դարձված Յո։.պիտերի հասարակած ա լին շերտի ալրի 
ընկնօղ աոո/նձնսւհատկութ լուննե րին ե տրվում է ա լդ, շերտի ղ իտա ւքեերի ակ- 
'll տրկր!

է. 1>"՚րւ է տրված, որ 8/ո.պիտերի հասարակածալին շերտի լավւււգւուն 
տեսանեքիութլան սլս/րրերս/շրշանների և Արեգակի տ Արկրի ղե հողրաֆիս/կսւն 
ղիրրի հ՚ոմաղրա if ր ե ոկս/վտոակի վրա շերտի '[իրրի դիտարկումր կարող են 
աւղա t/rti ւղ <> աոալե/ ալն րանի, որ ալդ շերուր ւանդիսս/նում է H'U պիտերը շրր՜ 
չապատող ե նրա հս/սարակածի հարթու թլո/ն /քեշ գտնվող գիսաստղա֊մետեո֊ 
րիտ ալին օղակի ստվերը:

‘t-ննուի/լան l/“l/ աոնվում (քտ պիտերի հիպոթետիկ օղակի աոս/նձնա- 
հաակա թ րււններր . որի հա и տտ թ լ/ոնր մի ր՚ոնի տասն լակ անգամ >իորր Լ , 
րան Աատուրնի օգակինր, ձ օղակի ելաստնե րր ղիտեքու հնարավորտ թ րււններր։
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