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■МАТЕМАТИКА

С. Е. Карапетян

Об одном преобразовании конгруэнций

1. Как известно, прямые трехмерного пространства /Հ отобража­
ются в точки гиперквадрики Q.'։ в пятимерном пространстве Р3 |1|. 
|2|. Касательная гиперплоскость этой гиперквадрики пересекается 

г с Q1 по некоторому трехмерному конусу К.5 второго порядка, с вер­
шиной в точке касания. Конус X՜ называется асимптотическим мно­
гообразием гиперквадрики |3|. Линии на квадрике называются 
асимптотическими, если их касательные принадлежат асимптотиче­
скому конусу KL Соприкасающиеся плоскости асимптотических линии 
о։ только этих линий) принадлежат касательной гиперплоскости 
квадрики Qi. Асимптотические линии на Q.f определяются диффе­
ренциальными уравнениями (5). Квадратичная фундаментальная фор­
ма (5) устанавливает полярное соответствие многообразий на каса­
тельной гиперплоскости, инцидентных точке касания. Полиаритет |4j, 
установленный гиперквадрикой в /Հ, для этих многообразий, по 
существу совпадает с соответствием квадратичной формы (51. Два 

Հ многообразия /„„ и т, инцидентных точке касания и касательной 
гиперплоскости, называются сопряженными многообразиями, если они 
соответствую! друг другу в полярном соответствии квадратичной фор­
мы (5).

В [3]. с помощью этих сопряженных многообразий, был полу­
чен ряд теорем и геометрических образов, связанных с конгруэнци­
ями и комплексами прямых обычного пространства />..

В настоящей статье, с помощью тех же сопряженных многооб­
разий, получается одно преобразование конгруэнций и, в связи с этим, 
доказывается ряд новых теорем из теории конгруэнций. В работе 
применен метод внешних форм Картава |5|.

В пунктах 2 и 3, с помощью фундаментальной формы, расс.мат- 
р риваются сопряженные многообразия, которые коротко можно харак­

теризовать следующим образом.
Пусть двухмерная поверхность (/>։) является образом нашей кон­

груэнции в /\ п Z-! — касшельная к (д։) прямая вдоль линии u)J=X«»J. 
В полнарнтете формы (о), прямой £։ соответствует некоторое L3, ко­
торое пересекается с касательной 2-плоскос.ыо поверхности ւյղ) по 
некоторой Li. Направления Ճ, и £։ называются сопряженными в коп- 
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грузнцин (/յւ). Характеристика Լ3 вдоль Lx есть 2-плоскость Ռ. кото­
рая имеет с касательной 2-плоскостью (/;,) только одну общую точку 
р (15). Аналогичную точку р' мы получим, если переменим местами 

и £|. Способ построения точек р и р' в Р3 приведет к преобразо­
ванию Лапласа. Прямая рр' пересекается с Qi в точках р\ и р'. (17). 
В /э;, каждая из прямых Р՜, Р\ лежит на одной фокальной плоскости 
и проходит через другой фокус конгруэнции (Р։). (/Հ) и (р\) назы­
ваются преобразованиями // конгруэнции ,/?է) по сопряженным на­
правлениям <•>■’ = ± X<»J.

В пунктах I и 5 рассматриваются некоторые частные случаи пре­
образований /7. В частности условия гармоничности и сопряженности 
преобразований П и фокальных поверхностей (р։), в в связи с этим 
доказывается несколько теорем.

В пунктах G и 8 рассматривается случай, когда развертывающи­
еся поверхности конгруэнций (pj) и (/?.*) пересекаются с фокальными 
поверхностями (р։) ио асимптотическим линиям. Конгруэнция (р։), до­
пускающая такое преобразование П, определяется уравнениями (40) 
и (49). Рассматривакяся некоторые геометрические свойства этого но­
вого класса конгруэнций.

В пункте 7 рассматривается случай, когда развертывающиеся по­
верхности конгруэнций (р։). (pj пересекаются с фокальными пло­
скостями конгруэнции но гармонической сети. В этом случае (р։). 
(Pi) ” (/Հ) являются конгруэнциями U7 н асимптотические линии на 
всех их фокальных поверхностях соответствуют друг другу.

В пункте 9 рассматривается случай, когда прямые р\ и р'. поляр­
но сопряжены относительно обеих квадрик Ли фокальных поверхно­
стей конгруэнции (Pj). Такая конгруэнция характеризуется инвариант­
ными уравнениями (55). В этом случае дифференциальное уравнение 
интегрируется до конца и /. определяется уравнением (57). Доказы­
вается. что при различных значениях постоянного интегрирования кон­
груэнции (р\) и (р\) не меняются и. следовательно, остаются полярно 
сопряженными относительно обеих квадрик Ли.

2. Инфинитезимальное перемещение тетраэдра Л։Л2ЛзЛ4 опреде­
ляется дифференциальными уравнениями

</Л; = ^Д>, /. /./’= I. 2. 3. 4. (1)

где •»* - линейные дифференциальные формы, связанные структурны­
ми уравнениями проективного пространства [5|

£)<о* = [wpoj'j. (2)

Из уравнений (I) непосредственно получим

^Pl = ,i“pn< Л « = 1. 2. — . 6, /ձ= (Л, Л2),

РС = (ЛЭЛ4). р3 (Л.. Л,). р< (Л,Л4). р5 —(Л։Лл|, рл = (Л4Л2) (3)



— 6շ=-։ւ)՜|. (4 — — Од = Ա)Լ

Օ(; — - ■ I,'-, = — *Հ — ։«3, | = <’>•> == ( 10Ն

(/.) = «•>[ ր|֊ to,}, G.-, •= io' -4՜ 1»>д, Оу = Шд ֊-J- <«>>.

Дифференциальная окрестность до 3-го порядка луча конгруэн­
ции (Л, zlj), отнесённой к тетраэдру первого порядка, определяется 
следующими дифференцпальннми уравнениями (подробности об этих 
формулах см. 1|. стр. 344—349):

оЗ =■ 0, w* — ас»?—:Su>!. «»• = Sen,' ч- ую*
(4)

Да-= apo-J — pju»’, ДЗ аЗ։ю? 4 7;Ն<»Ն T2U)?

и формулами, полученными из этих заменой указателей 1 и 3 соот­
ветственно на 2 и 4 и добавлением штрихов к коэффициентам а. 3. 7. 
с любыми указателями.

Касательная гиперплоскость квадрики Q1 в точке/»։. согласно (3). 
определяется грасмановым произведением пяти точек {Р1Р}р.՝р-.,РгР, 
а аса митотическое многообразие дифференциальным уравнением {(Բ 
P\PiPjPtP>P9'l - 0» которое и силу (3'| эквивалентно уравнению

н»-и>‘1--  = 0. (5)

Как уже было сказано, квадратичная форма, стоящая в левой 
части уравнения (5). устанавливает соответствие многообразии, инци­
дентных точке /л։ и касательной гиперплоскости. Такие многообразия 
называются сопряженными 3|;

Каждая линейчатая поверхность L конгруэнции (/Լ/և) отобража­
ется в линию I двухмерной поверхности ւ/?։Հ принадлежащей Qi. Ес­
ли линейчатая поверхность конгруэнции (4յ определяется уравнением

<л*==лш$, (G)

то касательная прямая соответствующей линии / в /<, в силу (3) оп­
ределяется двумя точками

(A, 'A ֊Ah (7)
Ее сопряженное многообразие есть трехмерная плоскость, кото­

рая является характеристикой касательных гиперплоскостей вдоль 
липин /. Эго многообразие можно найти либо путем отыскания ха­
рактеристик гиперповерхностей, либо с помощью формы, полярной к 
квадратичной форме (5), написанной для данного и искомого много­
образий. Полярная форма (5) для данного одномерного и его сопря­
женного искомого трехмерного многообразий напишется в виде
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w* «>о 4- <•>$ <ч,1 — «зօՀ — и>:;ц>* = 0, (8)

где верхние индексы указывают на размерность многообразия.
Внося сюда значения (4) и (6), получим

<>>“* = — k<nj. (9)

Это и есть уравнение сопряженного трехмерного многообразия. 
Для этого многообразия формы mJ. «•>:!, <՛/• следует считать независи­
мыми формами. Касательная 3-плоскость к многообразию (9) опре­
деляется из уравнении КЗ) Она определяется грасманоиым произве­
дением четырех точек

(А. 'Ք։ А.. PsPJ- (10)

Из уравнении (3) и (I) следует, что касательная ‘2-плоскость поверх­
ности (/>,) пишется в виде

(АА/М- (И)

Плоскости (10 и (11) пересекаются ио прямой (/>,. рл лр։). являю­
щейся касательной к линии (принадлежащей поверхности (Р։))

==г —(12) • •

Линейчатые поверхности 6) и (12) в конгруэнции (.1. Л.) называются 
сопряженными друг с другом поверхностями и обладают известными 
геометрическими свойствами icm. 6| и |7|). Здесь мы имеем естест­
венное обобщение понятия сопряженности на поверхности АД в про­
странстве Р„ |3|

3. В этом пункте мы приступаем к построению преобразования 
конгруэнции Характеристика 3-плоскости (10) вдоль ее сопряженной 
линии (G, ость многообразие, инцидентное двум 3-плоскостям (10) и 
</(Pi. 'А рл. РуРР по mod (<•»}—Z<wJ). Она является двухмерной пло­
скостью

Л'։4-ла2 р։ 2 (/./>, | 2д/?5 ֊ (а-2/ф֊ т>5)р։.
(13|

2'А (—7' 2/.V —,
где

(/ ||) Л т| — <•»{ «Հ — wj - г.рч* 4֊ Հ.։՚>Փ I 1'0

Двухмерная плоскость (13) является образом второй серии прямоли­
нейных образующих квадрики Ли линейчатой поверхности (6) (см. 
|8], |9|). Она с касательной плоскостью пересекается только в 
одной точке

р = (Հ 4- Վ) А — 2 (>.р, 4- А). (15)

Поверхность (>). описанная точкой (15). является аналогом пер­
вого преобразования Лапласа поверхности (р։) в сторону линии (12). 
Это преобразование не имеет всех тех свойств, которыми обладает 
преобразование Лапласа в трехмерном постранстве, но имеет с ним 
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много общего (в частности способ построения). Это обстоятельство 
объясняется гем. что некоторые свойства преобразования Лапласа ха­
рактерны только для трехмерного пространства.

В этой работе мы нс будем подробно излагать теорию преобра­
зования Лапласа н Р5, а дадим лишь один вид преобразования кон­
груэнции (в конгруэнцию), построенного с помощью первых преобра­
зований Лапласа поверхности (р։) в сторону двух сопряженных на­
правлений (6) и (12).

Преобразование конгруэнции, которому посвящена эта работа, 
получается следующим образом: поверхность (р։) двумя первыми пре­
образованиями Лапласа приводится в две поверхности, одна из кото­
рых описывается точкой р (15). когда ее преобразовываем в сторону 
линии 112), а другая точкой

/Հ = (' I - >•'•») Р\ — 2 (— 'Рл + А») • (։ 6)
когда ее преобразовываем в сторону линии (6). Прямая рр' пересека­
ется • ■ гиперквадрикой Q\ в двух точках

2р3. р\ = кр. 2pt. (17)
Эти точки являются образами прямых трехмерного пространства. Та­
ким образом, данная конгруэнция (/-ЦЛ.,) с помощью сопряженных 
линейчатых поверхностей (6) и (12) преобразовались в .две новые кон­
груэнции (17). Такое преобразование в дальнейшем обозначь-к.'я 
буквой П

Уместно заметить, что с каждой линейчатой поверхностью кон­
груэнций связываются два новых инвариантных линейных комплекса 
(15) и (16) которые могут являться предметом исследования.

4. Очевидно, что прямая р\ проходит через первый фокус лу­
ча конгруэнции и принадлежит фокальной плоскости /1։А./1։> а 
прямая р\ — через второй фокус А, и лежит в фокальной пло­
скости Л։ /L Ля.

Так как точки Л. и Л։ координатного тетраэдра выбираются про­
извольно на фокальных плоскостях конгруэнции 4), то их выберем 
1ЯК. чтобы прямая р совпала с ребром .42ЛД, а р\ с ребром Л, Л4 
тетраэдра. В результате такого выбора координатного тетраэдра из 
(17) получим

,.։ = 0. л3 = 0. (18)
Таким образом, ребра рЛ и /л։ в силу (18 описывают два преобразо­
вания /7 конгруэнций (.4յ.Լ). Так как точки А. н Л4 на лучах рл и 
Д։ произвольны, то мы их закрепим так, чтобы лучи д5 и р(. совпали 
со вторыми фокальными касательными конгруэнции (Л, 4... В ейлу 
такого выбора к систему (4) надо внести

3=0. р' = 0. (19;
С помощью ,2), 4), (18), (19) дифференцируя внешним образом 

уравнение (14) и раскрывая полученное квадратичное уравнение по 
лемме Картава |5|. получим линейные уравнения
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2<й> '•։։«»? + ֊ >? = W>t + 4a«»t (շ

л,.—/..., = 2 (аа' : 77').

Развертывающиеся поверхности конгруэнций (/1։А։) и (ЛаЛ3> 
соответствуют нулевым линиям фундаментальных форм точек Ря. 
После подстановки значений (4) и (201 эти формы приравниваются к 
нулю и уравнения развертывающихся поверхностей конгруэнций ( i։-4։) 
и (Лм/1։) напишутся в виде

/-..(•Հ >Հ- — аЛ1 (<’>յ)2 -- 2՚?-'7 (и>! 1՜’ = 0.
(21) 

2аГ(<о;)?==0.

Из этих уравнений непосредственно вытекает, что развертывающиеся 
поверхности конгруэнций (А., /Լ) и (/Լ/Լ) соответствуют сопряжен­
ным линейчатым поверхностям исходной конгруэнции (Л։ .-1.» тогда и 
только тогда, когда

а„ = 0. վ.==0. (22

Если оба преобразования П (конгруэнции </1։Д, и (АЛу име­
ют каждое по одной развертывающейся поверхности, соответствую­
щей некоторым развертывающимся поверхностям исходной конгру­
энции, то это требование, как следует из (21). эквивалентно уравне­
ниям

^, = 0, >^=0, 123)

Оба преобразования П являются параболическими конгруэнциями тог­
да и только тогда, когда дискриминанты форм (21՛ равняются нулю

Mi + = 0. )«շշ— 8а֊7Л2։ — (), (24)

Фокусами конгруэнции (/V/Լ) являются точки

/•/ — Л» 4֊ р։ Я։1, (25)

где ր — являются корнями квадратного уравнения

ал։2/г — >.и ր — 2Հ = 0. (26)

Если эти фокусы гармонически разделяются точками каса­
тельных фокальной сети поверхности /Ц), то из уравнения (26) по­
лучим 'Ч1=о, которое В силу (22) показывает, что развертывающи­
еся поверхности конгруэнции <4„/1л) соответствуют сопряженным 
поверхностям конгруэнции (.4, /1.4.

Линейчатые поверхности конгруэнции (/կ/L), соответствующее 
развертывающимся поверхностям конгруэнции (Л./13). тоже удовлет­
воряют второму уравнению системы (211. Каждая из этих линейчатых 
поверхностей касается фокальной поверхности 1/1։) вдоль некоторой 
линии

•о* = &<«»]. (27)
где А՛,, являются корнями квадратного уравнения
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М',: '1Л — 2*7Г =0. (28)

Касательные к этим линиям в силу (I , (4) п (9; определяются гряо 
моиовымн произведениями двух точек

'А„ 7Հ/ևփՀ). (29)

Эти две прямые пересекают луч А2А3 в фокусах (25.1 конгруэнции 
(А.Ад) тогда и только тогда, когда ր. 1հ;/հ. , которое в силу (26) и 
(28՛ приводит только к одному уравнению

а12=֊ 277\ (30.

Если этому требованию удовлетворяет н вторая конгруэнция, то для 
нее мы аналогично получим >.л = 2՜,՜7 Вейлу этих двух уравнений
из (20) получим

аа'— =*Д 131)

т. е. исходная конгруэнция является IV՜ конгруэнцией.. Если фоку- 
сы луча .4յ Л, обозначим через /у, и /•՛,. го непосредственно заметим, 
что полученная конатгураЦкя содержит а себе четыре замкнутых 
цикла четырех конгруэнций см. 110|. |П|).

Как известно, четыре конгруэнции составляют замкнутный цикл 
если луч каждой конгруэнции пересекает соответствующий луч по­
следующей конгруэнции н его фокусе. Полученные здесь замкнутые 
циклы являются частными случаями наиболее общих замкнутых цик­
лов, ибо одна дяагоннль (А,?!.,) каждого замкиутного цикла имеет 
фокусы в вершинах этого цикла. В работе |11| этот никл был обоз­
начен через (ija.

Действительно, каждаячетверка точек А։Л\А2Га.
Аг1‘'.,Л..РЛ. А,/*.AJ-Հ описывает замкнутые циклы с обшей противополож­
ной парой конгруэнций (A։A4ih I.4.. Aj. Прямая является общей 
диагональю для всех циклон и, в силу уравнений (I). имеет фокусы в 
точках А։. А , г. е. каждый замкнутый никл является конфигурацией %2.

5. Теперь найдем условие, при котором развертывающиеся по­
верхности конгруэнции 1.4... ։л) пересекаются с фокальной поверхностью 
lA'jji исходной конгруэнции по сопряженной сети В этом случае го­
ворят. что конгруэнция (А..4Л сопряжено с поверхностью (А2) (см. 
|1|, стр. 251—259). Как известно, асимптотические линии поверхности 
(А3) определяются уравнением 7.',»ч‘.г — = 0. 1см. |1|,етр. 351).
Для нахождения сопряженный линий, как всегда, составим полярную 
форму последнего уравнения для двух сопряженных направлений d и о

(d J ։ւՀ (о) — -yw’ \d) ։»$ (о) = 0. (32)

Если одна из сопряженных линий определяется дифференциальным 
уравнением

= kw՝ (33)* I ’
то другая, в силу (32). будет иметь уравнение



10 С 1ւ Карапетян

wj =----- «»|. (34)

Согласно требованию. развертывающиеся поверхности конгруэнции 
(А,Д։) должны пересекаться с поверхностью (А2» по линиям (33) н 
(34). т. с значения (33) и «34) должны удовлетворять второму урав­
нению системы '21). а последнее будет иметь место только при ус­
ловии

/.12 ՜֊ 2аа՜. (35ւ

Аналогичное требование для конгруэнции (Л։Д։) приведет к уравне­
нию

L.։ = —2а7.‘. (361

Из уравнения второй строки системы 20 . в силу (36 , получим урав­
нение (31 Итак, только, конгруэнции Ա՜ допуск(2ют преобразова­
ния II. каждое из которых сопряжено с одной фокальной поверх­
ностью этой конгруэнции, и если одно из преобразований П, ио՝ 
рожденное конгруэнцией U". сопряжено с одной фокальной поверх­
ностью этой конгруэнции, то другое преобразование сопряжено с 
опугой фокальной поверхностью.

Развертывающимся поверхностям конгруэнции А.А., соответ­
ствует некоторая сеть линий на другой фокальной поверхности (.4,). 
Если эта сеть сопряжена на поверхности (А։). то говорят, что кон­
груэнция .4..А;։) гармонична поверхности 4։) (см. |||. стр. 251 259).

Пусть конгруэнция (A-jAj) сопряжена с поверхностью (А2) п гар­
монична поверхности \.4յ). Тогда на каждой фокальной поверхности 
конгруэнции (А։А2) имеется сопряженная сеть кроме фокальной се­
ги). соответствующая развертывающимся поверхностям конгруэнции 
(А...4,1. г. е. эти две сети на фокальных поверхностях соответствуют 
1руг другу, к следовательно, согласно теореме Петерсона. (А։А2) 
является конгруэнцией U”.

Таким образом, если одно из преобразовании fl сопряжено с 
одной фокальной поверхностью исходной конгруэнции и гармонич­
но другой, то эта конгруэнция является конгруэнцией U7. Обрат­
ная георема тоже справедлива, г. е. если одно преобразование П, по­
рожденное Ա'Հ конгруэнцией, сопряжено с одной фокальной поверх­
ностью этой конгруэнции. то оно гармонично другой фокальной 
поверхности. Из этой и предыдущей теоремы вытекает также, что 
если одно из преобразований // сопряжено с одной фокальной по­
верхностью исходной конгруэнции, и гармонична другой фокальной 
поверхности, то другое преобразование также удовлетворяет этим 
условиям.

6) В этом пункте рассмотрим случай, когда развертывающиеся 
поверхности преобразований /7 пересекаются с фокальными поверх­
ностями исходной конгруэнции (ДА.) по асимптотическим линиям. 
Как известно |1|, асимптотические линии поверхности (Д։) опре­
деляются уравнением
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— „ - • - - —..........>‘итчвжаяаеа—эйааяааваж  т ж с ■ — ‘ -‘  —— ■   эвм»

а («})5 4-1 К)’«0. (37)

Согласно требованию. это уравнение должно совпадать со вторым 
уравнением системы 21). т. е. должны удовлетворяться следующие 
условия

'•= = 0. /.:| = ‘2и'. (38)

Диалогичное требование для второго преобразования 11 приводит к 
равенствам

' и = Ղ Ли = ~ “аз - (39)

В силу (38) и (39 из последнего уравнения (201 получим

Ззз'~ и -0. 140)

Конгруэнция. удовлетворяющая уравнению <40.. является новым 
» частным случаем конгруэнций с постоянным инвариантом Вельта 

(СМ |12|, [13], |14|>, Обозначая ну конгруэнцию через V',, мы можем 
сформулировать следующую теорему: конгруэнции IՀ. и только они. 
тпускают такие преобразования И, обе развертывающиеся поверх- 
кости каждого из которых пересекаются е Фокальными поверх- 
костями этой конгруэнции по асимптотическим линиям. Конгру­
энция Ц определяется произволом одной функции одного аргумента, 
г. е. одну ее фокальную поверхность можно задавать произвольно.

7. Рассмотрим случай, когда развертывающиеся поверхности пре­
образований // пересекаются с фокальными поверхностями по гармо­
нической сети. Гармоническая сеть фокальной поверхности характери­
зуется следующими свойствами во-первых она на этой поверхности 
является сопряженной сетью, но вторых линейчатые поверхности кон-

I груэнции, соответствующие гармонической сети, также являются со­
пряженными. Как известно 9]. гармоническая сеть фокальной па- 
верхности (Д։) определяется дифференциальным уравнением

я (wj)2 - 7 («Հ): =(). (41)

Согласно требованию, это уравнение должно совпадать с первым 
уравнением системы (21). Эти условия и аналогичные условия для 
поверхности (Д.) и конгруэнции .4.4,) напишутся я виде

>1, = 0. — О. Si ~ ~ • Ав - • (42)

В силу этих уравнений из последнего уравнения системы (20) полу­
чим уравнение (31). которое показывает, что ւ.Լ.4,1 есть конгруэнция 
IV'. Таким образом, конгруэнции ԱՀ и только они. допускают та­
кие преобразования II, развертывающиеся поверхности которых 
пересекаются с фокальными поверхностями по гармоническим се­
тям.

Внося значения (42 в уравнения (20), будем иметь

օՀ «= in- = (43)
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Дифференцируя внешним образом уравнение (31) и внося значения 
из (4), получим инвариантные уравнения

*i + ^֊2^ = 0. Հ + թ,' —2^ = 0.

*։ 71 — ւ'յ։ а2 ~ *' iV
(44)

Теперь покажем, что в силу системы (44) конгруэнции преобразова­
ния И являются IV конгруэнциями. Для доказательства этой теоремы 
мы будем ссылаться на другую теорему, а именно, касательная 2-пло­
скость двухмерной поверхности гиперквадрики Q\ имеет характери­
стическую прямую тогда и только тогда, когда эта поверхность явля­
ется образом IV конгруэнции. Причем только два направления допу­
скают такую характеристику. Эти направления соответствуют асимпто- 
тческим линиям фокальных поверхностей IV конгруэнции.

Как следует из (17) и (18), поверхность (р3) является образом 
одного преобразования 7/ конгруэнции {.4։ 4.). Касательная двухмер­
ная плоскость поверхности (р։). в силу уравнений 3), (19) и (43). оп­
ределяется тремя точками

՜ ֊ Ре + w'p։). (45)

Для нахождения характеристики необходимо найти общие точки этой 
плоскости и ее бесконечноблизкой плоскости, т. е. плоскости d~, В 
силу уравнений (3 , (4| и первого уравнения (43) для d~ получим

d~ Ок 'д1։ ՃՀբ. — ^բո ф 2а7' Ш֊?р։ I р: փ aa'pj 4֊

7'Р-. — *Рл> 1 + △«')Pi - ‘"'-Pi (46)

Дна многообразия ( 15) и 46) имеют общую прямую тогда и только 
тогда, когда дифференцирование берется по направлению, у ювле- 
тнорякицему следующим шум уравнениям

• ‘/’u-j) շ«'։ւՀ (ձ՜Հ - ձշ)=0, 

; at"? (Да Ла') սՀ (он»’ ■;'«>:) — 0.

В силу системы (44) эти уравнения совпадают с одним уравнением 
(37). т. е. асимптотические линии фокальных поверхностей IV кон­
груэнции (Ла43) соответствуют асимптотическим линиям фокальных 
поверхностей исходной конгруэнции.

Точно так же можно доказать, что второе преобразование И 
тоже является U" конгруэнцией и асимптотические линии ее фокаль­
ных поверхностей соответствуют асимптотическим линиям исходно:։ 
конгруэнции. Таким образом мы получаем следующую теорему.

Если развертывающиеся поверхности обоих преобразовании /7 
пересекаются с фокальными поверхностями по гармоническим ли­
ниям. то оба преобразования П являются IV конгруэнциями, асимп- 



 <։■-■' преобразоаа։ п» • ■ ■•-;՛?՛՛•՛ • й i?>

тотичсские линии фокальных поверхностей которых соответ­
ствуют асимптотическим линиям фокальных поверхностей исход­
ной конгруэнции.

8. Здесь возвращаемся к и. 6. Опять рассмотрим случай, когда 
развертывающиеся поверхности преобразований // пересекаются с фо­
кальными поверхностями исходной конгруэнции по асимптотическим 
линиям. Как мы увидели, такая конфигурация характеризуется равен­
ствами (38), (39), (40) Внеся значения (38) и (39) в упавнения си­
стемы (20), получим

и»1 ах' »»>:*. »>" = - и' «փ (48)

Дифференцируя внешним образом уравнения (48) и обычным образом 
уравнение (40) н пользуясь системой (4). получим

«։4 3?ս = 0. Հ4֊33,=0,
(49)

I I = /2 4՜ 1^2’ Я2 7շ ?յ ՜՜: .•’г

Таким образом конгруэнция V’j характеризуется инвариантными урав­
нениями (40) и (49). Выясним некоторые геометрические свойства этой 
конгруэнции.

Соприкасающиеся плоскости гармонической сети I •, «й = г р‘х տ՜։ 
(տ — ± 1) фокальной поверхности (Д։) относительно нашего тетраэдра 
напишутся в виде |14|

iAj, Аа £ I «7 А.., (зф։ 4- Зз | 1-Հ.. 4- - | «7 a, xvj 4S - 4а A J. (50)

Эти две плоскости пересекаются по прямой, определяемой двумя точ­
ками

|А։, (33., -I- а։) Ал — (72 4֊ 3։) А2 4аА.,}. 51)

Если прямая (51) находится на фокальной плоскости точки А., н ана­
логичная прямая, полученная для гармонической сен» фокальной по­
верхности (А3). находится на фокальной плоскости точки А։. то -тн 
требования равносильны двум уравнениям первой строки системы (49).

Как известно, уравнение квадрики Ли фокальной поверхности 
(Л,) конгруэнции (А։А._.) напишется в виде <[1|. |15j)

2тл.л-., -1- ± ֊ -v?.Y։ -1- - - А-.с- <1, (52)

где X; — координаты текущей точки квадрики относительно нашего 
тетраэдра, а к- некоторая нас не интересующая) комбинация коэф- 
фициенгоп высшего порядка. Квадрика Ли второй фокальной поверх­
ности (А3) получается из 52) посреди ном перестановки индексов 1 
и 2. с прибавлением штрихов к коэффициентам х> р, 7.

Инвариантные уравнения второй строки системы (49) показывают, 
что прямая (51) и ее аналогичная прямая для поверхности (Д21 явля­
ются общими полярно сопряженными прямыми относительно обеих 



14 С. Е. Карапетян

квадрик Ли фокальных поверхностен конгруэнции М։Л2) 114]. Итак, 
прямая пересечения сопри касающихся плоскостей, гармонических 
линий каждой фокальной поверхности конгруэнции 1Հ находится 
на фокальной плоскости другого фокуса и эта пара прямых яв­
ляется общей парой полярно сопряженных прямых относительно 
квадрик Ли фокальных поверхностей.

9. В этом пункте мы рассмотрим случай, когда пара соответству­
ющих лучей преобразований // является общей полярно сопряженной 
парой относительно квадрик Ли фокальных поверхностей конгруэнции 
(Д։ А»), Так как для нашего тетраэдра соответствующие лучи пре­
образований // совпадают с прямыми Д։.4< и Д2Д,. то легко увидеть, 
что эти две прямые полярно сопряжены относительно квадрики (52) 
тогда и только тогда, когда выполняются условия Зх 4֊ О, а, -1. = 0. 
Та же пара прямых полярно сопряжена и относительно квадрики Лк 
поверхности (Д..) тогда и только тогда, когда выполняются условия 
Հ ՜յ'։ ~ 0. < 'Հ-- 0. Таким образом наше требование приведет к
четырем уравнениям

/ւ -'7շ֊ о. ь Ն=ղ ?2 + ն о. հ-■$; 0. (оЗ)

Эти уравнения не инвариантны относительно преобразования тетраэд­
ра (Д ) внутри тетраэдров первого порядка |1|. Чтобы в левых час­
тях системы 53՛ получить инвариантные выражения, продифференци­
руем по вторичным параметрам уравнения (14)

о)., :Xj(u^ — <•։}) - 2Հ, ՝Дг ֊ ձ..(սՀ <.։‘) - 2о)֊, (54)

где 7 символ дифференциала по вторичным параметрам, а «Հ вы­
ражения соответствующих ՛•■; при фиксированных главных параметрах. 
Теперь прямым подсчетом можно убедиться, что уравнения

а. ֊ Հ - 2/.? - 0,

Ն ?, + 2>,-<». 7; + й-% = 0,

являются инвариантными уравнениями и эквивалентны системе (53).
Исключая из системы (55) Х։ и Հ, получим уравнения второй 

строки системы (44), что и естественно было ожидать, ибо наше тре­
бование является условием задачи Бадаляна |12|.

Внося значения Х։ и Х„ из системы (55) в уравнение 14). полу­
чим

2 (d In л w[ -i <oj w’) = ! ax 'i..) «■' ֊ I ղ.. 4֊ 3,) «Հ (56) 

или в силу системы 4 будем иметь

2 {d In X — <•>[ 4- <յ)՚\ — <»п ч>^) = Да — Ճհ =

— Ժ1Ո 7 |- 2 (l'>j --- Wij --- w|).
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Интегрируя последнее уравнение, получим

„ я= с--- • (57

где с произвольная постоянная интегрирования.
Так как конгруэнция (/Լ.4..) порождала (по сопряженным на­

правлениям »՛»?, - два преобразования//, то согласно уравнению 

(57 можно сказать, что только по направлениям ՛՛՛!= । с յ' "Հ

оба преобразования Г/ конгруэнции (.4։.4.. полярно сопряжены отно­
сительно двух квадрик Ли фокальных поверхностей этой конгруэн­
ции. Как следует из выражений (14) и (17). умножение /. на с (с 
постоянное) не меняет положения точек (17), т. е. /7 преобразования 
конгруэнции (.Լ.Լ.) ио двум направлениям ••՛; ֊ Хи>| и <Հ; ™ сл<».‘
совпадают друг е другом.

Из этой теоремы следует. что // преобразования конгруэнции 
(Д։.4„) по различным направлениям (57) (для различных постоян­
ных значений с) привеоут только к одной паре конгруэнций.

Из уравнения (57) следует, что для <■ = 1 получим линейчатые 
поверхности, соответствующие гармонической сет (41) первой «фокаль­
ной поверхности. тля с 1—линейчатые, поверхности, соответст­
вующие асимптотическим линиям той же фокальной поверхности, для 
г = (2 —=։| 2)2 (г 1. £։= 1) — линейчатые поверхности <7, и т. д.
В работе |9| нами было получено бесконечно много линейчатых по­
верхностей 6' конгруэнции (Д։Д2). обладающих известными геомет­
рическими свойствами. Все эти линейчатые поверх пости G. получа­
ются из (57) подходящим выбором постоянного.

Все линейчатые поверхности «Հ — /.<«?. где л удовлетворяет урав­
нению (57), связаны с дифференциальной окрестностью второго по­
рядка луча конгруэнции '.4։А.), В дальнейшем мы их назовем линей­
чатыми поверхностями окрестности второго порядка луча конгру­
энции.

Таким образом, все преобразования /7 данной конгруэнции по 
различным линейчатым поверхностям окрестности второго по­
рядка приводят только к одной паре конгруэнций.

Нара, соответствующих лучей двух конгруэнции преобразова­
ния // полярно сопряжена относительно обеих квадрик Ли фо­
кальных поверхностей исходной конгруэнции тогда и только тог­
да, когда это преобразование осуществляется по направлению ли­
нейчатых поверхностей окрестности второго порядка.

Армынскин педагогический институт 
им, X. Абовянз Поступила 10X11 1953
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Մ- ItiiiriinijhsiiuGԿՈՆԳՐՈՒեՆՑՒԱնեՐՒ Ub ՋեՎԱՓՕհՕհ^ՅԱՆ ՄԱՍհՆԱ ir փ и փ и ւ՝ ir
| •> | ui շխաւոա իքլան /?//.,• 'հհրմtn.dված / >իսլե րկվս/էլրիկա լի համարոմ 

րաղվ ս/ձև nt ի} րէւննհ րի էլ ա դափարր խ.ՀէՈ.մ' Ալդ րաղմաձեւո. իքլոէ֊ննflրի ալնւո- 
իժլսւմր ալս աջխաւուս իք լանոէ-մ սւոալյվել են կոնրլրո է հնqիալի նոր ձևաւիոխէէէ - 
!<J լաննե ր , ս/լոին՜րն նոր ե րկա կոն q րոէենքյիսէնե ր, որոն.ր uirttu էրիո մ են ւորր- 
ված կոնդրոէ-ենէյիալիւյ իրար համալուծ երկու դծավոր /Iակերեա քթ/երի րն- 
աանի րնևրի in q qnt fj րոմ րւ հոր կոնղրա ենլյիաների ճաոա у in լիքնե րն անւլն/ոմ 
են հին կոնդրւււենցիա լի մի ֆոկուսով և դանվա մ են մքւււււ էիոկաք հարիք ու- 
իք լան վրա/ (էիքե ապ ձև աւիո իոոթ րււննե րր ն բանակեն ր // էլա .յդով, ապա 
աոա/յվէոմ են հև սւևլալ հիմնական թեորեմաները

1. U իսէ/ն Ц կոն/լրու ևնրիան Լ թուր տալիս ալնպիււի If է/ալդ, որՒ 
կոնդ րուեն j իա լիր լա րա րան լ րււ ր ր 'աէմալոէծ ի մի •իւ/կալ մակերևույթի, և 
եիէե // t/ա րլի կոն у րուեն րիանե ր [• у մեկը [աոագալրսծ Ա կոնդ րուենէլիա լիքյ) 
համալուծ Լ Ա-' կոնդրոէ ենրիալի ֆոկտլ մակերևույթներիդ մեկին, ապա մ լա- 
որ համալուծ Լ մրւլս 'իոկալ մ ակե րևււ ւ լիք ին :

2. 1;ի1ե Ո զու րլի կոն/լրա ենւլիաներիր մեկր համո/լուծ Հ *lttttքււէլքմււ կոն֊ 
է[րա են/լիա լի 'իսկաք էք աէքե րևուքիքնև րիլյ մեկին և հարմոնիկ մ լա ւ/ին , աււր/ւ նախ­
կին 1րՀհւլրու ք.ն;ւիււէն Փ Լ, հակաոակր ևս եի՞ա Լ:

!Լչխաւոոէ թլան մեջ ււաաւր1ած Լ կոհէլրո! ենւլիա լի նոր էքաո (1 է). ' րք1 
րնոէիմա/լրւիուք Լ հեաերոլ իքե,որեմալով

մ. I Հ կո՚հւլրա հ՛հ ր ի ա՚ււ ե ր ր և մ իա (ն նրանր են իքուլւ տա՜լիո ալնււլիսի 
II ւրււրլ, որի ւիովոււ մ ա!լե րե ո, լիքն ե րր հարում են նախորդ կ ՛Հհ q ր ա են էյ ի ա լի 
քիոքրու ti ակերեէս լի1նե րին վե րջիններ ի ա ո իմպ ա էէաական դծ երով !
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. А. Хачатрян

Об устойчивости и колебаниях трансверсально- 
изотропной сферической оболочки

1. Рассмотрим тонкую сферическую оболочку толщиною//, изго­
товленную из трансверсально-изотропного материала. Принимаем, что 
плоскости изотропии в каждой точке параллельны срединной поверх­
ности оболочки.

За координатную поверхность принимаем срединную поверхность 
оболочки (сферическую поверхность радиуса R), которая отнесена к 
географическим координатам а и 3 (а—угол долготы, 3—-угол широты). 
Пусть Հ предсталяет расстояние по нормали от точки (а. £) срединной 
поверхности до точки (а,§, т) оболочки, причем положительное направ­
ление 7 совпадает с внешней нормалью срединной поверхности.

В основу настоящей работы кладется предложенная С. А. Ам­
барцумяном |1| общая теория анизотропных оболочек, которая опира­
ется па следующие гипотезы;

а) нормальный к срединной поверхности линейный элемент обо­
лочки после деформации не меняет своей длины;

б; нормальное напряжение с, пронебр.егаётся по сравнению с 
прочими напряжениями;

п| касательные напряжения т,т и по толщине оболочки из­
меняются по закону квадратной параболы

I ՜ո=* շ -Г ) ?(’-?)• Т*Ъ(а’?)’ U-1)

где ® (*,?), ’И». р)—неизвестные функции координата, (Ն
Эта теория дает возможность учитывать влияние поперечных 

сдвигов па напряженное и деформированное состояние оболочек. Она, 
как указывается в работе |2|, улавливает главную часть поправки к 
классической теории.

Пользуясь выражениями для напряжений са, з-; и данными 
в работе |)|, а также известными формулами |3], для определения 
тангенциальных сил i 7։. 7’2, 5։. 5г), моментов (Afj. Л1։. .И12, /И51) и 
перерезывающих сил (А'։, А„) получим*;

7 \ Т* VГ> = (Е, ֊ !*Ч) + Г- /V> = jo՜ <?>

' В настоящей статье пренебрегаем величинами порядка h:/RJ по сравнению г 
единицей.
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£Л , . ... v Ла .7S= -j—ss)-1 /... A;; = Y2'a

ձ\ ձՀ = 5 - £Л
2d Դ) (1-2)

Afi= պ4՜1“2 S'(q + ^s) 1 ;W’’

M» = ձ/н _
12(1 V)

:rz։ ֊ Z„4

AJi։ _ Л1,.։ —//—

где
... 16/? Hr' 1 dj • ■'/■■

/Խ>~ 9 Կ 120(։ — Ա (h A// da ’■ '
%

16/? ... _ Hr' __ , I //>' .
•'ие֊ 9 Կ- ւշօ(1 u-’;(i'LA di " АВдл1' В ) '

ւր>Ն» = - №____ N " ՛ 7 " m ;
n ' 9 240(1 ;:.(/• \B f/’i\ A / r А(1'ЛВ )

1 du cC’
Կ՜ A (Խ R ' 

1 dl3 £ d v , ФЙ 
C2՜ AB di. U В f/i՜՜1 /? ’

А д / // \ В о / յչ \
10 ~ В Op \ A / A ( В / ՚

(14)
I՜ iv , I (է ( 1

1- |/?2 А <В\А da )

Г w \ О / \ ди՝ \ 1 OB dw
| 7?» В д^[~В о) ) ՜: А-/U/а ол

2 I ()2w 1 dB(Ju.'\
АВ ■ )

E,ji—модуль упругости коэффициент Пуассона о плоскости изотро­
пии; Сг' модуль сдвига к плоскостях, нормальных к плоскости изо­
тропии; и. V-тангенциальные и <с нормальное перемещения точек сре­
динной поверхности: А — R. В — /?sina коэффициенты первой квадра­
тичной формы.

Внутренние силы и моменты (1.2) должны удовлетворять следую- 



Об ycf«։'։4iiuiK:i՛ и мол-бзниял сферической оболочки 21

щмм дифференциальным уравнениям равновесия |3j

I Х‘вг-> ;
I' +Հք Հ лг-՝ А֊“ •՝= °-

(1.5)

Н ->■ ;7=։ *՝•՛ * лл ի z=°-

J
I X,в;И’’-(Л//--4sv‘ °՛
| "Jr X ։и’ ■■՝«"» 0

Здесь предполагается, что тангенпипльные соствляющне поверхностной 
нагрузки равны нулю: /. нормальная составляющая поверхностной 
нагрузки,

Отметим, чю при рассмотрении задачи статической устойчивости, 
а также задач динамической устойчивости и колебаний в случае пре­
небрежения тангенциальными силами инерции) замкнутой сферической 
оболочки ПОД действием равномерной нормальной нагрузки, дос га- 
точно иметь одно разрешающее уравнение относительно прогиба ®.

Приведем ход получения указанного разрешающего уравнения.
Из (1.7) в силу (1.2) имеем

К А Оз !2/?յ № А , _b. j (1 ? у т

, 1 — р / и I Հէչ . 1 — р? 1 _ /
1 R \R Ad։)՜’ £h АВ1"

( л» 1^» **"'!■ "--ТЬ
1 -141> J Э»\ _լ~ճ Լ / 

՚ Ք \ /г В I F.h АВ ' ■՝
I ձ - О 4-1 -.1.л .. 2> .

, >-^7=.Eh Z Eh L‘ 

где

°-=։‘4՝:-- iBlt AV I ">՛

(1.6)

(17

(1 «)

1.9)
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(МО)

^“-4<7'-| л:| я«и|.тХ Ю! ) 11 'Հ»
7^^’փ % (յճ *"”֊"* л.:-'’•■•■՝||-

Исключив / из уравнений (1.6) и (1.7). получим

(Д +1-.де- A. 1 :փձ + 2)«՚=

= _ 1 F д /Կ\ । <> /Կ \ 
Eh ЛЁ дл \А ) Ի O'i I В ) (Ml)

Пользуясь (1.3). для выражении, стоящих в правых частях урав­
нений (1.8) и (1.11), получим

R"
АВ

I d ( Lx \ + (L ( Լ֊) j 
I \ .4 f d? \ />’ ) I 

(I5/?/L ,A L I J 1 384АЧ1 -;|6'<ձ }\AB оу

(1.12)
3ksE640A,J(l •№' AB |ժ։

+ 120Ջ2(1 - ս=)6’Աձ 1 :0|.4A I ՛>-. Ա'" ./Հ'1'՛1 J

Третье уравнение системы (1.5.1 с учетом 1.2) и 1.9) (пренебре- 
; ая членами порядка h’ R- по сравнению с единицей) приводится к 
виду

а
R(1-1O '

A3 J 
12 АВ (/?՜<+,4| (1.13)

Уравнения (1.11) и (1.8), в силу (1.12 и (1.13), принимают вид

(Д + 1֊:Д0- 2֊^ ձ -Ւ- 1 — Р ( A-|-2)w -



Об устойчивости и колебаниях сферической оболочки 23

(1.14)
“127? 1 л f =7)77' ձ}° ■ 12/?յ(ձ 1 :ւԱձ 2 ՝Հ՚

= kzr հ_______ _________ ձ z
7:7/ |l 10/?=(1-|ւտ)(7'

Исключив 0 из этих уравнений, окончательно получим следующее 
уравнение относительно ад

խ-շ(ձ--1յ2+ 1— 7гД| |Д 4֊2)ад =
02

-֊г (1-7гД)(Д-ь 1 J1)Z, (1.15)
[-• • •

где

T2fr=V)~R֊' k~ 10(l֊f,’i/?=G՜՜ ( ՛ 6

Уравнение է 1.15) является исходным уравнением при рассмотре­
нии задач устойчивости и колебаний замкнутой сферической оболочки.

2. Пусть замкнутая сферическая оболочка находится под дейст­
вием равномерно распределенного по поверхности нормального внешне­
го давления q = const.

Учитывая, что оболочка до потери устойчивости находится в 
безмомснтном напряженном состоянии, уравнение статической устой­
чивости получим, если в (1-15) примем [3|

?=֊2^(4+2)». <21>

где Д—безразмерный обобщенный оператор Лапласа, определяемый 
на сфере в произвольных ортогональных координатах формулой 1.9), 
а в принятых здесь географических координатах имеюший вил

А 1 , (f \ ■ 1 & 1OQ4Д=—;— т~ Sina -Т-)Ч--- ;—vr. • 2.2)Sina da da I si па Ծ Հ

Подставляя (2.1) и (1.15), получим

|с2(Д 4- 1)տ4- 1 /гД] (A 2)ад-|

+ շ£;֊ (1 -*ձ)(ձ+1-|ւ)(ձ + 2|№ 0. (2.3)

Следуя В. 3. Власову |3|, положим в этом уравнении
Дад =—/.««, (2.4)

Тогда для характеристического числа /.получим следующее уран- 



24 Л՜ А. Хачатрян

нение

1Ժ(1 <т ւ֊ ։+*/. (I 4-»i(i-F <••1(2 ') = Q- (2֊5«

Отбрасывай тривиальное решение Z = 2, получим
<•» < i >. ■ + I -Խ -Հ~Լ (1 + a> X I + ji) = 0. (2.6)I

•LlJI

Отсюда критическая сила через параметр л выразится следующим об- I 
разом

2Л// շ7 |
4 R (1+А;.)(л-I + թ) ' 'I

1-1 з 2.7) наименьшее значение критической нагрузки будет 
27:4 2с - 2jif- 3fe c’S)!

՜ R H-2A'('C ’ * ?
которое можно представить еще в следующем виде

^֊‘t- 125111

В полученных формулах коэффициент k 1.16 ласт поправку к 1 
классической теории оболочек. Этой поправкой и учитывается влня- 1 
пне поперечных сдвигов.

В (2.8) или (2.9) полагая k = 0. получим формулу В. 3. Власова I

Л. _ 2£А 1 1՜~? " ։*АЗ 19 irtf I
/?(1֊г) | ՜ 3 R ՜ 6^г] j

Из полученных формул, как и в случае пластинок |4|, замечаем, 
что при увеличении коэффициента k увеличивается расхождение .меж­
ду найденной критической силой н критической силой, вычислен­
ной по классической теории оболочек (/e = 0i.

3. При рассмотрении свободных колебаний непогруженной сфе­
рической оболочки пренебрегаем тангенциальными силами инерции. 
Тогда уравнение свободных колебаний ненагруженной сферической 
оболочки получим, если в (1.15) примем

7о Л Ժ* w (3.1)

где -1( удельный вес материала оболочки; £—ускорении силы тяжести. 
Подставляя (3,1) в (1.15). получим

|ժ(ձ֊| 1)М 1 М|(ЛЧ֊2)м

փ (1_ *Д) (д-о. (3.2);

Принимая
к? (а, 3, /) = IV' (а, '■}) sin»’։/

и подставляя в (3.2). получим
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[с-1Д-НУ- -г 1 —ծձ| (Д 4- 21 IV -

— er-^֊* (J-А’Д)(Д4 1 —ji)U" = O. (3.31

Нахождение общего решения уравнения (3.3) весьма затрудни­
тельно. Поэтому ограничимся классом решений, являющихся решениями 
«собственными функциями) следующего дифференциального уравнения

ձ IV -р XIV = 0 (3.1)

удовлетворяющих граничным условиям пи к* условиям непрерыв­
ности и однозначности на сфере.

Из (3.3). учитывая (3.4), для частот собственных колебаний по­
лучим

2) ■■•<;.^՚Հ+լ+ձճ_֊
То R" (14- А’Х) (-. — I 4- и) (3.5)

Как известно [5|. решения уравнения (3.4) на сферической по­
верхности выражаются через сферические функции. Для того, чтобы 
эти решения были непрерывными и однозначными на сфере, необхо­
димо и достаточно, чтобы параметр X принимал значения

Դ. _ п [п у I ) (л 1,2, 3.֊ • (3.6)

йредстзвяяюшие собой собственные значения уравнения (3.4) при 
указанных граничных условиях.

Общий вид сферической функции порядка /։. являющейся реше­
нием уравнения 3.4 и удовлетворяющей вышеуказанным граничным 
условиям, есть

п
IV՜. (7,;!)^ /?,-,/<, ICOS7) V (/)отСО§//<-֊֊ (CO.SX).

т— I

где Ь,е—некоторые постоянные: Рл (х)—полиномы .Лежандра

/Հ m (-V — присоединенные полиномы Лежандра

К*(.г ֊( I

tn
Հհ֊ < և՜ Л՜ ՜ ՀճԼ

dxm n\2!l dx" m I л2 1)՞|.

Как известно, sin /Л и cos/г•} обращаются в нуль на 2п меридиа­
нах. a Pff.m(cosa) н интервале (Ь я ..г)—на п т широтах Следо­
вательно. этими меридианами и широтами iузловыми линиями) сфера 
разбивается на участки, внутри которых U я, 3) тем самым и про­
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гиб а՛) сохраняет постоянный знак. Это значит, что параметр <■ (3.6) 
определяет вид формы колебаний.

В (3.5 полагая А=(), получим собственные частоты рассматри­
ваемой оболочки, вычисленные по классической теории оболочек.

L Пусть внешнее нормальное давление, равномерно распреде­
ленное ио поверхности замкнутой сферической оболочки, меняется 
периодически во времени

</ ՜ Чп ‘Л cosO/ (4.1)

При рассмотрении вопроса динамической устойчивости рассматри­
ваемой оболочки, как и в пункте |3|. пренебрегаем тангенциальными си­
лами инерции, а также предполагаем, что оболочка до потери ус- 
гойчивости находится в безмоментном напряженном состояв»ни.

В силу сказанного, уравнение динамической устойчивости полу­
чим, если в (1.15) примем

2 = ֊2)տ՛
7о А Ժ* к՝՛ (4.2)

Подставляя (4.2) в (1.15), получим

|ժ(ձ~ 1)*4֊ I — А?Л| (ձ — 2i a’ I-

Ջ I- ЫЦД+I -u) Лнд + 2) w = 0. (4.3)

Ищем решение этого уравнения в виде

W («.₽./) = Tit) UZ(a.3l, (4.4

где 7(0—неизвестная функция времени, а -IV'(а, $) является решени­
ем уравнения (3.4). удвлетворяющим граничным условиям для к՛ — 
условиям непрерывное!и и однозначности на сфере.

Подставляя 14.4) в (4.3). при этом учитывая 3.4), (2.7), (3.5՛ и 
(4.1). относительно 7՝ Н получим следующее уравнение

^..И=Л_'Л> Վ<^Լ\7=0. (4.5)
at՝ \ (] I

Это уравнение перепишем в виде

լ>2 < I - շ^օտՕՕ 7՜ = 0. (4.6)аг
где

2 = ..1(Г=^?, (4.7)

Здесь У—частоты собственных колебаний рассматриваемой сфе­
рической оболочки, загруженной постоянной составляющей внешнего
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нормального давления (<70).
Уравнение (4.6) представляет собой известное уравнение Матье, 

f которое при некоторых соотношениях между его коэффициентами (в 
данном случае (2,т,՝ имеет неограниченно возрастающие решения. Этим 
решениям՛ будут соответствовать области .ннямической неустойчиво­
сти рассматриваемой оболочки.

Границы первых трех областей динамической неустойчивости 
могут быть определены по следующим приближенным формулам [6|.

<4-8)

для первой (главной области неустойчивости,

°*
22 ՜՜ 2 I : 3 '՚

(4.9) 
il 1. г—օ՜ր

90՜ 9 -T‘

для агорой области неустойчивости,

для третьей области неустойчивости.
Здесь №—критические частоты внешней нагрузки, г. е. частоты 

внешней нагрузки, соответствующие границам областей неустоичино- 
F СТН.

Институт математики и 
механики АН Армянской (՝.(.(’ Поступила 4 IV I960

Ik. О». էսա4ա«րյահ

ԳՆԴԱՅՒՆ ՏՐԱՆՍաՍԱԼ-ՒՋՈՏՐՈՊ ԹԱՂԱՆԹՆ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 
b< ՏԱՏԱՆՈՒՍՆեՐՒ UUUKb

Ա II' փ II փ Ոհ II'

Աշխատողի}լան մեջ դիտարկվում են tnրանսվերւէ чц-իղէւտր ոպ V//ու քժի у 

պասւրասւոված փակ դնգալին իքադանք՚քի чип սւանո/ մների ե սւոսրաիկ ա. դի֊ 
նամիկ կալանա թչան իւնդիրներլւ է

Հեսէւււդոտաքյրսն հիմ վէէււմ րնկած են Ս. U.. Համրա րձամ լան ի կոդմից 
աււաջադրւքած |/| հեաե/ш/ հի պո fj ե դն ե ր ր՝

ա) քյադանք<}ի միգին մակերեա լթին նոլէմալ դծ սււի’1։ ԷյևմեՆտր դեֆոր-
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մացիտյիղ հետո շի փո (սամ իր երկա րությու֊նր.
ր) թաղանթի միջին մակերևա{թին ղադահես հարթակներում ւլսրծող 

նորմալ քսւրաւքներն արհամարհվամ են մ լա ч լարումների նկատմամբ.
4) շոշափող (արունքներն րոտ թաղանթի հասսւտթյսւն փոխ~

վւսմ են պարտրոլական օրենքով 1.1)1
Յվյալ տեսա թ լանր հնարավորտ թ լուն Հ տալիս հաշվի ասնելտ լայնական 

սահքերի աղղե ւլաթ լան ր թաղանթների րււրվածալին ե դեֆորմացիոն վիճա­
կի վրա.

1!,լս ղրվածքով ասացված Հ՜ ճկվածքի համար մի հսւվաս արա մ (1.1Ճ), 
որր ելակետսւ լին հավասարում Հ հան ղ ի и ան ա մ տատանումների ե կալանա- 
թ լան [սնղիրներն ու ււա մնա ոիրե[իււ։

Լա ծված են հետևյալ իւնղիրներր՝ ա) ււսււււտիկ կալանա թյան ի՚նղիրը՛ 
երր ղիտտրկվող թաղանթր ղանվա.մ Հ մակերեալթով հավաԱարաչավէ րաշխ- 
ված արտաքին ենշման տակ, ր[ ղինսւմիկ կալանէոթլան [ււնղվւրր, երր վե- 
րոհիշրսք ամ ր մ ամանակի րնթաղքամ փոփոիւվամ Լ պարրերարար (կոււինա- 
ււի որենքււվթ ղj յրեսնավորված թաղանթ[1 սեփական աատանւոմների խրն- 

^‘1ւ։ ‘ւ^րշի'1' երկու (սնղիրները լուծելիս հաշվի It'll տոնված միայն մի- 
շին մտկերևալթի նորմա/[t ուղութրսմր ղործող իներղիոն սւմերր։

Ս տա ւյվւսծ են րանւււ ձեե ր' կրիտիկական ամի, սեվււս կան տա ւոսւնա մնե- 
ր[ւ հւսէւաիւտկանա թլան ե ղինամիկակւսն ա՜հ1լալանա թլան ւոիրա լթների համար՛-

Uաաղված արղ րււնքներր տարրերվա մ են թաղանթների կլասիկ աեաււ՝
թ է ա նով 
թ լամր ,

ստացվող համ ապատասիւան ш րղյուն քնե ք* !' ղ " րծ ակ$ {' աոկտJ«« “

՚ր[է մեծ ա ւլմ ան հետ մեծանում /. նաև ա/ղ տ ա ր րե րա թ լունր։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

У Жуй-фын

Температурные напряжения в арочных плотинах 
с учетом ползучести бетона

Метод расчета арочных плотин, когда последние рассматрива­
ется как пространственные системы, ։а последнее время получает 
псе более интенсивное развитие. Основы этого метода были разра­
ботаны и в дальнейшем усовершенствованы в работах |1—3|. Сущ­
ность этого метода заключается в следующем: арочную плотину 
разбиваем на систему горизонтальных арок и вертикальных консолей 
и рассхь’п ри наем их совместную работу. Это позволяет учесть влия­
ние главных факторов, л именно: радиальные усилия и крутящие 
моменты, а также податливость упругого основания. При расчете 
арочных плоти.։ по этому методу материал его, г. е. бетон, рассма- 
грнвается как идеально-упругий. Однако, на основании данных много­
численных экспериментальных исследований установлено, ։<то бетон 
обладает свойством ползучести, которое проявляется даже при малых 
напряжениях и нормальных температурах. При этом, как показывают 
опыты, деформации ползучести, развивающиеся в бетоне, могут вне­
сти существенное изменение в картину напряженного состояния соо­
ружений.

В настоящей работе, на основании метода развитого в работах 
|1, 2| и линейной теории ползучести Маслова-Ару гюняна |4|, дается 
способ расчета температурных напряжений в арочных плотинах с 
учетом ползучести бетона.

§ 1. Постановка задачи

Арочная плотина рассматривается как система взаимно-поллер- 
жнвающих горизонтальных арок и вертикальных консолей. В точках 
пересечения арок и консолей обеспечиваются условия совместности 
радиальных деформаций и углов поворота (фиг. I).

Пон определении температурных напряжений в геле плотины 
учитываем только горизонтальные деформации, обусловленные изме­
нением температуры. Предполагатеся, что напряжения, обусловлен­
ные вертикальными температурными деформациями, ничтожны н ими 
можно пренебречь. Далее, принимая гипотезу плоских сечений, пред­
полагаем, что функция температуры зависит только от толщины пло-
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Фиг. I.

тины. Тогда для рассматриваемой консоли можно записать связь 
между деформациями и напряжениями с учетом ползучести в сле­
дующем виде 

t
у W" (է, х) -17 (у) = 21Д ֊ _’֊ ^ (,) К (է. d*. (а)

где
К(t, Ч=ЖПт֊| C(7,x)+-J֊l.

Ժ-С I E (т) I

C(t, мера ползучести, /:(/) модуль упругости, а — коэффициент 
линейного расширения, №(/, х)—прогиб.

Решая (а) относительно s (Xi, находим

= (/)=[£(/)уW"(է, а*)֊ £(/)«7’(у)| + 
t
р£(*Ь'x)-E^]aT(y)\R(t, x)rfx,

где R(t, х) - резольвента ядра /<(Х. х).
Подставляя значение в (X) в уравнение равновесия 

(б|

где <՝• — площадь поперечного сечения консоли, получаем

М (X) = Е(Х) / W" (X, д-) ֊ Զ (X) + 
t

+ ( | £•(?)/W"'(t, x)-Q(i))W.

ИЛИ
/:(Х)/1Г'(Х. л-)- 2(Х) = М(/) —

Здесь и в дальнейшем штрихами обозначаются производные по х.
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Զւք)= Л (7 а 7 (у) ytZ«).

Ill

Если температура по высоте консоли не меняется, то имеем еле- 
дующие соотношения

M'(t. x) = E{t\\IWlf(t, х)|’ 
t

+ Ռ(;) *)!'«(/. -։</-. = Չ(/)

H

/И"(/. x) = Q'(t)-= </ (/) = /?(/) |/Х)Г4- 

t

■ л֊н"й(л -<d-
V 

или 
. է

Так как арочная плотина подвергается только температурному воз­
действию. то взаимные действия между аркой и консолью можно вы­
разить следующим образом

у копе.= ՜՜“ (^архз • 

а

= — £,(/. x)|W. Л-)— lVzr(x)| |дл.(/. л) W{t. х)|', (е) 

где IV7—радиальное перемещение арки в месте рассматриваемой 
консоли от действия изменения температуры Т, ih(t.x)— интенсив­
ность равномерно распределенной радиальной нагрузки, вызывающей 
единичное перемещение в рассматриваемой точке арки. g2[t, х> — 
интенсивность равномерно распределенного крутящего момента, вы­
зывающего единичный угол поворота рассматриваемого сечения во­
круг осн арки.

Второй член в выражении (е| учитывает влияние кручения между 
аркой н консолью.

Таким образом, для определения прогиба консоли от воздей­
ствия температуры и сопротивления арок, получаем следующее ин- 

роднфферснпиальное уравнение

|^(Z-x)|"=gl(/, x)UZr(/t XI֊
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— |Я։(՜, х) U'r х)К(/. ֊ մ'. 
Ki

է, х) 1Г(Т. x) — |gs է. х) IV" \է, х)Г

-.Л-) U (•-. X) փ х) Ա- л)]', К {է, Հև/т. (հ

$ 2. Решение уравнения (И

Для решения урапнення <1 I бу тем нольловится методом 1>. Г, Га* 
-Н’ркнпа. Вначале- рассмотрим несколько случаен сппщонярног։| 
потока тепла.

1 . Консоль постоянного сечении е жесткой л ид ел Кой.
В -дом случае радиальное перс мешение арки Не швнсиг от Հ 

у. и злпнеич только <>։ t U . IV О. а Հ, է'. X (/) вдоль высоты 
Л консоли нс меняются

Будем искать IV (Г. xj и виде ряди

во
W(L X - v 7՝Л(/)?я(х), (9

՜ *

։ те Тп х) пен и е:։ныс коэффициенты. подлежащие определен!։» 
в дальнейшем, оя х) — фундаментальная балочная функция, прел 
стпвляемая в в։։ле

7,х аях , / Здх хпд-
сп (л- sin — — sh — ֊ ( cos - ch

h h \ h h

sh зл — sin ։„ , _ —
ic------------------ I, = ).&7o.

ch in cos a,

4 Г 2л — I -
= 4.694, ... Зя ՜

Функция Ixj >лоялетноряе։ всем граничным условиям:

при X 0 

при х = Л

Ա” _ IV-” « 0.

iV^= |Г"' ^0.

Подставляя (2) н уравнение I). умножаем обе части пп -in^x^dxw, 
ИНН-1 рнруя о։ <>.<»/։. и».։-, чаем ле ,ь :■ ■՛; ие интегральные у рант 
мня для определения /ՀՄ)

■ЛИ) |/:ւր /Հ I J Հ •<) *• ձն(Օ ( Г?Х|?ч(Х)т/Х

н
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л
„(х) <7*4-

о

֊ ձՂ՝ <•) Հ, (л')гА(а- 1 d V 7„ (Կ К (t. -I d- ъ)

о

Урввиенне (5) является линейным интегральным уравнением типа 
Вольтёрря, которое нетрудно решается численным методом.

2 . Консоль переменного сечения с жесткой заоелкоп.
Для первого приближения получаем

(х)I (x}dxЛ (О Ещ

>1
2/:'U) j ft" (x)ft(x Г (x)dx 

о
Л Л

£(f) j /”(х) Հ (х) о։ (х) dx 4- g.. (/. л- Հ (x) ft (x՝> dx 

о t>

л '՝
i g\(I. x) ft (xl ft (x) dx- I g, {է, x) i' (x)dx

1) 0

.Л ■
՜ ( I r՛ Օձնu. v։ ^r(-) g։X) Kit. X»Ժհ| ft (x) dx 

B?Oi.
Հ A

՜ I (tell՜- xjft(x i £.(Հ, X) ft«x)ft(x) 4-

-1 о

Ч Д.(т, .v: •. x)ft(x)U/x -)d-. (61

иу։ = Л
Для второго приближения получим систему двух интегральных 

уравнений, которая в общем случае решается только численным ме­
тодой.

При решении конкретной задачи при помощи уравнения (6). 
можно функции հ,. ձՂ и Л с достаточной для практического прило­
жения точностью, аппроксимировать простыми функциями вида Ле

3 . Консоль постоя иного сечения е упругой заделкой.
В этом стучае у основания консоли изгибающий момент .VI и 

урезывающая сила Q будут равны

3 К:И|сс։ч» AH. «pun физ. wi. n.iyx. X- I
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М (01

ft

= kri (') H7,. I /) - gy (t) \V{t. x) \r (t, Л )| xdx,

0՜
л

<?(0) - jlgtWW’nO 

о
W ՚ է, X) - gz(f\ x)|rfx.

Подставляя (2) в (7), получаем

.W(/t 0)=
Г /г Л3
\ w(t. 0)Հ + ir('.o) i 

Հ О

VJr.WU й։(/)Вл).

h2 I
Qif, О)-Л^(') rr(/)֊g։(') UH', 0)A U'"U. 0)֊-

0O
£Л(л k,(OC., + g._.(Z)z;„|, 

«- ։
где

I։

A„ =

о 
h

ft
I r'^xjxdx.

1 'Я j У11 1 A 1 KAJ 
0

С другой стороны, следуя гипотезе

>!
J ?; ix)dx. 

и

Фогта, имеем

w (t, o) = ^ճ]1և_22 
fz&i

■ О] 
/л'ф

w'(t, о)= МН'- 0) ՀՉ1'. 0)
E^d2 E*d

где An А’>։, kr, коэффициенты основания, /?ф модуль упругости 
новация, Ժ-толщина консоли в месте заделки.

Из уравнений (8), (9) и (11) находим

ОО
\V(t, 0) = ծ, yr„(Z)T„. 

п- I
«յ

IF (Л 0) b.-У •/„(/)/.„,

л-1
где
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а»

Պ=

а}<1. а..а

. (յ.>_.ճ.
2

' k5 ЙЛ Й;
Ефй 3

/։-

E*cF
й=
9

k. h

ала&-^а2а4 

r^A)gl(/), 
Еф /

Е*

kJi \֊—5֊).?, o.
Ефй /

Й5 Հ й*\ ...
Еф(1 2

а

*5

9

3

М խ(') W7(*).
2 ЕфС! ■

Т« =------ -- ------
а ։«а + «,,<? <Կ

к,
I E*d teJOAH АМ'Ш +■

+ ֊ is. (t)c„ ֊Հ: (/1 ո„ւ I «= ՚ - Հ:՛ |£,(/) A„ + Z2(/) Й„|+ 
յէ-փ I I Еф(г

k I ո+-֊ig։(/)crt-b^(oai . 
/:՛:՛ I J J

'v. =-----L - {{պ I ֊^7 IS. (0 -Ն + g._ (0 fi„| +
«1ժ5֊ր<դ«4 II. I Ei,a

+ [g,(t)C„ + g։WD„]\-
ւ՜-Փ

-в.{т֊тк.(Па„ ! s։(/)fi„|-r v5-|g.(oc„+s։wo„|}|j.
I Еф(г г.фЦ I J |

Тогда выражение (2՝. принимает следующий вид

<v
IV/ (/, А') = v 7(| (/) [?л (Հ} _ Ն։ _Хях| փ Й1 + ծօձ, (13) 

л—I

которое удовлетворяет всем граничным условиям.
В первом приближении для определения 7'։(Л получаем инте­

гральное уравнение

ր,(/)խ;£-(/)/ք,(ք) Տ,(Օ/, (') + £= (0Ш1 -

j'lW'rfOfi'. (О - I'
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где

+ pg։(<M-) + «U*)f3(-)l Л(’֊)Ж О*. (14)

f։(0 |?ւ(*)|?։ х) |։ Z։x| մ.Հ,

Ci

MO

>1

I ՛ [?ilA֊) ՜ 7։ ԴՀ| Հ -+֊ M |?i U)“ и ֊ AjX| dx,

fi
Ji?; (*) i?iw - 7i - mi rf-v- 

0

4 . Консоль переменного сечения с упругой заделкой.
Здесь, подобно случаю 3, различие заключается только в том, 

что в данном случае gv ga и U7? зависит как от л՜, так и от է. а / 
зависит от л'. При этом имеем

W, 0) = Հ- У րո(է)Հ„. I

(1Й 
ОО

W'(t. 0} = С V ր„{է՝Հո

f. •. I 
и 

oo
W (է, X) = V т„ (/) |«я (Л-) — Հր /Հհ) + էւ\ + /Հհ (16)

Ո- I
где

ՀՀ 4-ՀՀ .• a\a\ a\ac,
O\ ——. ■

a j a. -J- a ,a 4 a (a - -b a ,a ։

h h
Հ = I + -—֊ L'։(f. x)xdx ■ '\։ 1 g։« x)dx,

о n
h h

< = ֊֊ig։(^ x)x-dx-r-^- igi(/. X)xdx.

եֆմ.) £ф .1
6 о

^=(-^74+т!’)г։1/’х)՝Гг(Л Վ
\ E^d 2 £ф/

Л А

= x} xdx 1 “Г7 vU/v-
E^d‘ J E^d J

о 0
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Для первого приближения получаем следующее интегральное 
уравнение для определения /Հէ)

ձ
ЗД ‘ а{£ (П^?։(х) [<?։ (х) -7j '-Jx| dx 4 2Ւ\է) \l'ix} ՀՀ (x) X

Л о 
>1

х |?յ (л-) — 7,* — мх| dx Е in \Г (х) 4֊ &.('• х)| >■

о
It

X Ir։ (X) — Հ — Mx] Հ՛ (xI dx - j, 

a

+ j£։(6 x)|?i(x) G мх| I

м)к։(х)—?;֊ -мх|</х

Writ. .vig։(Z, Л.) ( W'r^. х)Я1(֊֊. х)К(Л ֊.)d~. I >■

t h

XI?J (x) -Հ- MxldA- I j x)|?։(x) i (Հ Հ) 4- «&2-М)х|

՜ւ ։>

-гЯИ'։, x)h>;(jf)֊ m1|?։(x)- Հ nx|

-T gs(', X)Հ (x) |'f։ (x) — 7; - МЛ-] I dxl\ (֊) /< (t, -) d'. (17)

Для каждой конкретном задачи, как принято в пункте 2 , можно 
подобрать простые аппроксимирующие функции для /(х), g։(f, х) и 
g-\‘. Xi относительно х. Нужно отметить, что если при определении
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Հւ и ձՂ примем арки с жестко заделанными пятами, а учет влияния 
податливости основания произведем удлинением оси арки, то задача 
очень упростится. В этом случае, при интегрировании фундаменталь­
ных функции и их производных, можно пользоваться готовыми фор­
мулами. приведенными в работах |5. 6|.

I

-.է մ-, 18)

§ 2. Метод преобразованных параметров

Разобьем консоль на п участков, число которых равно числу 
арок. Рассмотрим каждый участок как балку постоянного сечения с 
высотой hi {фиг. 1 в). В каждом сечении имеем 4 неизвестных: из­
гибающий момент ձ՚Լ(է), перерезывающую силу радиальный
прогиб Wi(i) и угол поворота о/ է).

Принимая гипотезу плоских сечений, с учетом воздействия теп­
лового потока и ползучести материала, получаем следующее соот­
ношение

հ-(^/Աք-'Կր. л)֊ ’-՛(/) .И (7) 

где

U(/) Е (t) a j ’/՝(/) ydw,

а коэффициент расширения, Г— функция изменения температуры, 
которая по высоте консоли нс меняется.

Вдоль консоли еще действует сопротивление арок Для просто­
ты заменяем распределенные силы сопротивления сосредоточеинымн 
силами 1Լ(է) и 5, (/) фиг. 2).

Я»(О = п(ОԱՀ(Գ| J

ЗД֊ I

11ользуясь соотношениями (18), нетрудно записать следующие 
выражения:

Qmi (0 = Գ (О П (О (О -Г rt (Г) \\"п (է), (20)

Л1Ь1(О-M,(t) > (0֊ |Q/(0 МО UM0 + M0 тт(0'|Ль

(21)

?.-.1(ւ՚) = ?ք(0 I -~֊r-£|ЛМ0֊т-М'Ж0|-'֊

Ч ^=֊֊Ո(Ո ԱՀ(Հ) + ո«) ԱՀր(Ո|. (23 
2£(Օ6

w,, ւ (է) ֊ W, (է) + </) Л,- Т ֊֊֊֊ Զ.՚(0 +



(24)

п
Լ — интегральный оператор, Լ [*(/)] л'(/)— {*(-) АД/. ՜)ւՒ-. м-ра- 

диальнцй прогиб сечения 0 арки под действием единичной равномерно 
распределенной нагрузки, тл—угол поворота сечения 0 ярки под 
действием единичного равномерно распределенного крутящего мо­
мента.

Из соотношений (20) и 21) имеем

- -J- СЬЧ> ֊ ֊4֊Q. .(О
П(0 г, (է)

(25)

(26)®<(П- -֊֊-Q<+։(«) 
5/ (О

/ИДО 

5Д0
■

(С
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Подставляя (25), (26) в (22). (23) и заменяя индексы i 1 на 
/. i ни i— I. находим

?М7) =
I __I______ 1 1 г) ‘< I (^ ■

ь. |(/ ] ** ՜ s,. t(Z)

1//<֊»
* |(И Л’ /)// I

ЛЦ«) —4^֊’— Զ. ,(/). 
I: է 1< ।

= Q; ■ {/■

Г, I О

hi I
Г/ 1 (0 • s, 1 О 3£|/1 h I

• (О hi \ 

տ՝. \{Կ

hl I___ J

s> ւ(Ո

w; и !r

Հ ।
/ ԳԺ)

2/-(/)/.. i

Приравнивая 25). (26) и (27 . 28). получаем следующие ocjioi

вые уравнения метода преобразованных параметров

Qi 1 (7 1 ։ հՀ ]

րէ ,(/» г, (7) Г, »|7i Si 1(/)

Л? I !
З/Г-7 /. Հ м. U

n\t) S/_| Q I
ЛМП =

IF, -a. ,10. (2?
2^(/)// I

//; -

2/Г /)Л i

hi-i
Q.(r

ՏՆ7՛
Q. i ւՈ

I

M7)
1 - Л" Ztew

i(0 E(r)h j(/) j S,(r)

՛- .L\ 
/Л/)/. ։

ւ(Դ (30]

Пользуясь уравнениями (20) и (30) для каждого участка koi 
соли можно написать следующие соотношения:

при / I (Л(П.Л1։(О / |Գ('հ AIjci. Qj/). ,VL(/)| (31)
при i 2 QJ/). Л'Л(/) flQJO. .Ил(/)|. (J

При i n 1 Չ, .(/). ЛП >(/) = /րձ(Ո. ՅՆ(/)|. (33)

Таким Образом, получаем систем) 2(п 1) рекуррентных инте 
тральных уравнений. Параметры, входящие в эти уравнения, онреде 
ляются из граничных условий консолей:
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на гребне плотины

Qo(0=.Wfl(/) О, 

у основания плотины гля жестко защемленного контура 

?„(') «ЗД = 0.

для упруго защемленного контура (по гипотезе Фогга) 

ну и” As/W«(/)
w* = **•* = r.~,՜ г

f:.^d А<|,

тл -
Л.;, d: E^d

II

(31)

(35)

(36

Подставляя (27) и (28) в (35). для случая жестко защемленного 
контура, или в (36), для случая упруго защемленного контура, по­
лучим два уравнения

?.(П =/խ» I ո. Գ,(ր>. 41, ,՛(>• М„(0| I"՝

Vfl՝'
(3/)

4դ(0 = /|Չ» , n. «.,(/)..-иа .ւո,-Ա,՚ք)| = {ք|;„
I Н- ф •

Совместно решая (33) и (37), определим Qn । (/). i(0-
.W.(/). Определив Qn j(0. (?„(/). Mn ։(/) и .W„(f . в обратной после­
довательности находим все Qt(t) и Л1( />. Значения остальных нсиз- 
вестных ?,(/). U”;(/), и \ можно определить по формулам 
(27), (28) и (19).

Нагрузка, приходящаяся на арку, равна

Л,(/)=-՝1ճճԼրՃՌ (Зв)
А/ -1 - kt

Воспользовавшись известным в теории ползучести методом 
Н. М. Крылова и Н. II. Боголюбова, решение системы интегральных 
уравнении приведем к системе алгебраических уравнений следующего 
вила (7|
НЦ _Տւ* I J---------------- 1 _խ i/j...

Г/ ։ 7/ր) I г, 1(6,) гд7) 5. 1 (6н |

(QaM-Հ.-Ж] ԿլձճԼ^ ֊'՛ 1 -.И. ;.Г,
3/p.i տ, |(/„)

Н֊֊М(М-֊; 1 I.W.iM՛:,.-ЙЯ =
St- I (tа) 21 i I

= ահ ..и/»)- Ա".ր(ր„) ՚ ՚հ
ճ/: (г..) /,֊1

39)
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-^֊-QrlA)֊—— Q. .(Mv
S/-l(6r) 2// I S((M

Կ ։

Si - 1 Un)
'Un

1 1
Si-I Un)

M(/„)

1 .И, .2, (,.д 10

ММ /ЯМЛ-1
где

t-i=t 1 = /0 = ն, /г = О, 1, 2,...

§ 3. Метол эквивалентной нагрузки

Как показано в работе |1|, при упругом расчете арочных пл 
1ин воздействие стационарного теплового потока можно замени 
эквивалентным гидростатическим давлением по формуле

Ш-УГ*
(h =

тли а коэффициент линейного расширения. Яд радиус средн՛ 
осевой линии арки, d толщина арки. Ճ7' изменение температур 
определяемое метеорологическими а экспериментальными данном 
Если головая амплитуда температуры колеблется от 8 — 12 . то мож 
принять |8|

В этом параграфе мы распространяем выше указанный метол на
случай расчета арочных плотин с учетом ползучести бетона. Д 
этого, влияние податливости основании при расчете перемещен,՜ 
арки осуществим путем удлинения оси арки, т. е. пяты арки счита։ 
жестко заделанными. При расчете напряжений в арке будем неп 
следственно учитывать податливость основания, что не только уп|

Знак sunn՛ cuorHt'icruvei повышению тслспатуры.
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тает вычисление, но и удовлетворяет требованиям метода эквивалент­
ной нагрузки.

Расчет консоли производим методом преобразованных парамет­
ров. При этом все формулы и ход расчета, изложенные в работе ]7|.
буду։ полностью сохранены и нужно только в правой части, вместо 
гидростатической нагрузки, поставить эквивалентную нагрузку qt. 

Основные уравнения для каждого участка консоли имеют вил

I '<?/-»'0

Դ1/) ձ՚< i (О
AU НГ)

/Л-I
S, !(/)

Q,֊(0 + hi ‘ 
зл:,/)л ,

Mi (է)

/. IQ/(Ol­

is |At(/)| =

hi-i __h'l- I //<-1 j
ՉՈ-l (f) ' 6s;_ ! (Ո T 30/7(7)/. 1 ' q:.> I

hi- j hi hl I IIh*_1 ! I
2.-/ i(0 2r,(0 3s. 1(0 120/:(/)Z. I Г

1Կ (411

Ji^_ 
5/ յ I i )

֊— Qt 11 (0 -r

П֊1:,(0 rt(t)

!(0- -1 —+֊-խ(Օ֊ 
U i(o mo j йг,£|М(Г)|

J Ml, I (Г) __ hi- I Л?-!
MO՜՜ 6s, ,(/) : 24£(/)Л 1

(42)

Для решения этой системы, содержащей 2(п — 1) интегральных 
уравнений, воспользуемся методом Н. М. Крылова и II. II. Боголю­
бова и приведем ее к системе алгебраических уравнений, подобных 
(39) и (40). Нагрузку, при холящуюся на арку, определяем по фор­
муле (38).

Нужно отметить, что на напряжения арки, вызванные нагрузкой 
айда 3SK должны быть наложены напряжения от осевой силы

NT= (43)

которая возникает при введении эквивалентной нагрузки, как это 
отмечается в работе |1|

Знак плюс соогпетсиис։ . а.кию.
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§ 4. Определение радиального перемещения \Հ;ր круговой 
арки при воздействии стационарного потока тепла с учетом 

ползучести бетона и податливости основания

Принимаем схему арки, показанную на фи; 36 за оснопн 
статически определимую систему Напишем для нее каноннчео 
уравнения

Фиг 3.

5пЛ/У0(Л + t) -г bM0(t) ճր = 0. I

где lij перемещения от или AI0(f)=J основной статнч
ски определимой системы в виде двух полуарок, свободных в зам 
Эти перемещения не зависят от нагрузки. Первый индекс при 2 ука*. 
зывает. по какому направлению происходит перемещение, второй- 
под действием какой силы. Д,. <>т— тангенциальное перемещение-и 
угол поворота в ключе ст воздействия изменения температуры. Л — 
интегральный оператор, ч, ծ, с -перемещения от податливости ос* 
нования

Если принята мера ползучести C(t. т) = з(т)|1 — е то а
общем случае, при учете изменения мгновенного модуля упругости 
/:'(/) п старения бетона ?(՜ (44) взамкнутом виде не интегрируется; 
В этом случае интегрирование можно выполнить приближенным ме­
толом Ю. Д. Соколова, обобщенным нами на случаи системы двух 
интегральных уравнений |7| Предположим, что распределение тем­
пературы ио толщине арки имеет вид. показанный на фиг. 4.

Представим график распределения температуры в виде грех со­
ставляющих; на графике а) представлено распределение температурь 
между верхним и нижним бьефами в виде кривой, статический момен 
площади которой ранен нулю: на графике (б) представлено распре 
деление температуры по линейному закону, ординаты на бьефах раан! 
7*л
" и на графике (в) принята равномерная средняя температура 7Հ

Распределение температуры по график) (а не будет вызывать ня
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каких перемещений в арке, распределение температуры по графику 
(б) вызывает радиальное перемещение п угол поворота, я распреде­
ление температуры по (к) вызовет голько радиальное перемещение. 
При этом и ключе арки буду։ следующие перемещения ■

т. /'** 7' ' sin С5О—?0СО5 го *7«£տ1Ո?0. 
а

v- 7 Я?о
'г= </ ■

14 о

Используя решение, приведенное в работе |7|. для /Հ-,ւ է) и .И(|(0 
л первом приближении получим

W) = - Շ\ձր-|- bfr /La К է, ֊.)d֊ К{t, -)d-
Л.

(46)

/<(/. -)rf- ’Af0(/)= ծ։ձ/ —<.՚յ0/ — | /<(/.-) d-. Ал
■}

где
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- Сձdz) rfd՜ К , т, =) л ]
Xw J J J ի)

+ [ f* ք К (՜- 0 d- (՜ձմձ'd-. iЛ :. = d-

Ն =

-)Д;

) -v*)

A \t) -֊ (1 ։ (/)<•, (/} — /»?•/),

,42{/) = ^(/)G(Z ֊ծ։(/)ծ2(/). 

Лз(/) ծԱ/)<։(Հւ b.{l Գ(է), 

Л։(Л = a.(t)b}(f\ — a՝(t)b.. 7), 

-Ն(/> ֊Պ(/>Գ(Ղ

Պ(/) -<5п(/) + а. Պ(/) = ?>„(/).

M'1 ==*«('} 4֊ M0=>(0'

G(O = M0 4֊C G(O M0-

B случае старого бетона, т. е. E(t) = ե' — const., С(/, -i; 
-= C՝o 11—e փ задача решается точно, в замкнутом виде. В само 
деле, путем дифференцирования, систему (44) приводим в систем 
дифференциальных уравнений

/Ui (Z)4- UM'oit) i- ИЛ40(^ = F., 

/<>(/)-Т-VH0(t\ = /z,

где
" = 7{2(նշք Ь] բյշ(1 4-^Գ)4-ծ|-20ո + «յ(Ա + ր) -

— ЕС0 [(dn 4՜ ճ) Հ՚շ -1՜ ($22 -r d
V=r I Pl, 11 -Ь Щ) 4֊ ծ|* Rn (I + EC0) I- zzl |5X. 11 -|- ECn) + did
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2-l(«M+ *)'-(։„ + «)(«а ՛•

L = v 11(1 + ес„) г„■+• о|О; pi ճշ՝0)Տ,._. z>] via.

. А.-Л1|(И֊яс։)«я+г|дг-|(| л-с„)г,. + *|(1ггл

Решая (48), для //։,<7) и Л10 7) получим

■И,։(7)= ֊!֊ --------------т----- [— F3 /л։//2..Л;й(-։) /njAM-cJl
тхт.. (ու.— /;/,) тх

е mAf ■>)
| _ Л 4- (-J /ММч)Ь

(ու.— ուՀ} ու.

где

К ;

тхт.. ահ—т1)т1
Ւ n^mJI.,^^

(ու. — ու։) ու
| ֊ /•_ mjnj-կ i-j) /л J/o (֊,, I.

Учитывая начальные условия, получим

ДЛч) = + </)֊ Дг(*։2-Н>)| Ղ

М) (*т) — |Аг (5г2 -г <■ I — Or (й։й b 11 1Հ

М (ն) = ֊£С^ {ձր |(Պ, ֊ b)4l2 - ձս.(օոՀԶ ас) -

b 12ք>։։ր'«շ ^n)|

: r,r [<*ii r — (^is 4՜ b) (Յյյծ — 23utf — 3|1OJ|}. 

//o (՜։) = -;£C^ |Д7jon(Տշյ. c)z - կ\՚ (\... - 2r) ֊

- ь 2c312 — M)| ֊4՜ o71(*ւշ • ьу -

. 0։5 (</<- ճ22Հռ) - b',.y. (&։i -7- a) - (o.,2 — r) I},

ni{. m2 = [Շ' - |/6/2 4l/|. -֊-

В случае жестко заделанных пят. когда а=--Ь-֊<- 0.

.«.(/)= Л,! у II : !Ч:С '

1 *т

//„ п= -^՚ |1 - F.Coe ' Հ
1 — 7ГС0

^օ(ն) =
otl0r— о12Дг

*։2 —

*агД г —

(49)

(50)

(51 j

(52)

(53)

(54)

1 ՜ւ)
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Радиальное перемещение в сечении О находим по (| 
ЛАаксвёлла-Дрра (фиг. 5)

i1осле

/'./ 

и 
5

• rrfs + ձ*. (5

О 
где

-И, = — R sin (» — 0|,

A’։=-.sln(»~ 0jt

W. = v — /Ип(П = 
= //,>(/) /?(1 cos») - /ИоО)!

А. = /Уо(0 cos», 

А площадь радиального сечет 
А՛, перемещение основания, 

несложного вычисления имеем

R- R3
П 'гй - |1 со< (?(1 —6) | А.И։>1П — |1 cos(»0 —0)

г.1 Ei

■ C-OS,J - , • v , . г/го քյ Վ1ո 2-А — sin \ , ,—— !Տ1Ո-0 - sin֊ »„) <;ււ'՚1 - 1.ИпЦ-
'2 \ 2 4 /

sin‘,0) Sinop-0 si’’2^rsl։։20)|/./yoJ

— “> sin (»o “ °) . COS !'?0 - 0) I Л1„(/) I
1Հ,յ,մ֊ E^I.1 I

A’ R ՜ k R
> (1 cos ?0) sin (?4> 0) sin 'rosin (»0 - 6)

/Сф<7- ձ.յ.Ժ

,A> (1 — COS?0)COS(»0 0) ^-Sln»0COS(tp0 6)|/Հ,(/).
Аф</- Еф

Радиальное Перемещение в ключе будет равно

и-ъ-^ll coS?„|/..։t„(o ^.’[i cosր<,-տ'"՜֊:փ-"eO ■

/? / sin2»0 \ k.R , A՛. ,, ...
որ\ ,-\cos?» -v,»(0 +
Ei- \ 2 / E^ էհ,a

k.R-
COS »0) sill

1-^1
sin-oo i



Температурные напряжения в плотинах с учеюм ползучести 49

11 ՜ cos?e> cos=r. + -- Sin % COS ft1 //0 (0. 
Г&d~ £ф

|57)

В случае жестко заделанных пяг арки, при воздействии измене­
ния температуры учет ползучести не оказывает влияния на деформа­
ция арки и радиальные перемещения будут

D3 />.1 I
I ^’п= —П -cos -0)|-Ч, 1 - <-'OS (?о *0

£*./ Ո i I

SH.4,) տ:ոՕ( Հշ " Տ1"֊Հ'֊ ̂ )]/7ծ(ն)-

И| Պ"--" ֊

№'»։=֊,(։ cos <։„)/»„%)- -5_/ 1 cos?„- S'n֊®֊ V/„(-,
43/ r.l \ Հ /

■ -^7$1ո2%//0(Հյ). (59)

Для отдельных арок, значения А'). Л’> или г,(/. дч.
■МЛ х) в сечении О получены в работе [7| в виде

R՝' Рл
1 —cos (ft—О

'Sirr'» տա1'-.. I sin'i( r‘* (

R cos G . ։ .
— (sin-0

£(/)F 2

sin‘2?0 sin 20
4

Sirr<?0) ^ sinuj

։n2ft — sin20 \ . .. к , I R4 R2 . . 
/.//„ /)+ ------ -cos e» 0) 1 !f\DI /-:(ш Д

. cosO o .... /o0—(I sin2x(, - sin 20 \ .•—(sin-O Sin-ro) 4 տ։ո'վ—— -\ L(/I։

֊R.n sin(«0 ^4֊ - cos(®o-0) Ч)(Л-
E^d- F.,vd

k R
(1 - coscJsin(vo-O) sin ■jpsin (^0 0)

£ф«՜ Z-фи

+ V (I - COS P0) cos (?0 — 0) A si n COS (— 0) /7rt (f) 
СфГГ /Հյ։

L^A|(|_cos,rt)cos(?o__(i) sln^sinteo 0)1 -

- sin ?o cos (q0 - 0), ,60)

4 MmnixH ЛИ, tcpnii ф|п. m,h. идук. № <
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Для определения րք0(է) в ключевом сечении арки нужно в фор­
муле 60) подставить 0 = 0. а в случае жестко защемленных пит- 
Հ = *։ = k. = 0.

Если А։ = А3 = А:, = 0-и LMQ(t) = ;И0(т։), /./Հ,(Օ =М.(Ч>. чи 
соответствует отсутствию податливости основания и ползучести бе* 
тона, то (60) совпадет с формулой, полученной Чен Лен-сн в ра­
боте 111

.■ <1-^___________ 1_________ [7 sin2% _ ՓԽEd I sln2-fn \ 2sln։?„ Ц 2 T,7 -1

V" 2 / \
4 12 R7

■ (I cos socos 0) — cos() sin5?0 — 6 sin 6 sin •

Для yf(/) в сечении 0 получена формул.'։

?4(/) = ^_П-----^Г)С(Г֊ ՜յ)*-OJsinG --иг-, <иц֊: 0)] -

ծ5/?Տ1Ո?0,

(Ր
3

где и. — коэффициент Пуассона.
Найдя [ь и -;о. значения gj(t, х) и у) 

формуле (24).
определятся по

§ 5. Численный пример

Чтобы сравнить результаты расчета арочных плотин данным спо* 
соб с существующими решениями, возьмем арочную плотину, Koro-'j 
рая рассматривалась в работе Н|. Постоянный радиус этой плотник՛ 
равен 100 .и. Геометрические размеры показаны на развернутом при 
филе ( риг. I). Поперечное сечение арочной плотины в действитель-; 
пости выгнуто к верхнему бьефу (фиг. 1г) и тогда изгибающий мо­
мент от собственного веса плотины направлен։ противоположно наврав-.; 
лению изгибающего момента от давления воды. В расчетной схеме 
верхний бьеф принят прямолинейным, что иле։ в запас прочности.

Геометрические и статические данные приведены в таблице 1.1 
Вдоль высочы плотины центральная консоль разбивается на 8 частей

/: = 1,6х 10Դ?/6ր, с; = 2,8 ;< К) •; *= 0,03.

ս = 0, ձ'փ /:, Հ = 5,43, Հ. = 2.80, ձ՚ձ = 0.67.

Результаты расчетов для центральной консоли приведены в 
таблицах №№ 2—9.
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Таблица I

*/ 5й^дР Հ.ւր'
Ключевая КОМС1КП. Заиление 

ВОЛЫ
Эквипал. 
нагрузка

-U — .W
12 ն 1—.1Н//П 

Ն
1

—■ '!ffi 7; 4tj mf.a

< 12.5 4.00 4,325 5.3.33 6,848 57 17 752 53.107 0 5.039
I 12.5 1.65 5.025 8.364 10.741 53 3$ 321.2 15,516 12,79 5.304

12.5 5.40 13.117 16,645 49 36 274 8.850 25,675 5.550
3 12.3 6.27 0.780 20.573 26.419 45 17 232,4 4.909 -38,67 5,776
4 12.5 7.29 7,880 32.265 41.433 40 30 194,4 2.614 51.82 5.975
ь 12.5 Պ!. 9.155 50.601 64.980 3542 150.4 1.313 65.144 6.164
0 12.5 9.84 J0.635 79.358 101, <109 28 38 96 0.579 78.68 6,320

0.5 11.43 12,355 124.46 140,906 24 14 48,Н 0.253 92,505 6.452
8 12.36 157.35 — 0 — 99.809 6,527

Изгибающий момснг (н т'м\ под действием ланлеиии поды
Таблица 2

Թ֊ն
(дней) -И. м Л1, «• М, л. •И, М.

111 -242.88 1030.52 1944.50 -2295.59 —832,35 4122.22 14228.45 19548.17
Г 5 - 243.03 - 1032.66 —1948.06 - 2295.62 763.83 4292,52 14633,43 20227.32

15 -243,96 ֊1037.18 1952.08 2295.70 -730,03 1.3ՏՕ.8Տ 14880.46 20280,63
30 -1040.29 -1955.15 —2296,03 -722,57 4523.50 15142.45 21114,3.3
60 ֊245.60 ֊1047.39 - 1958,16 -2296,13 710.60 4527.15 15287.70 21510.03
90 —248.80 -1051.59 —1968.62 —2296.33 -707..34 4559.64 15400.23 21712,92

135 — ֊'I՝1..’ ' -1052.52 1974.64 -2296.52 -707.21 4555.13 15438.16 21793,23
֊X' -249.72 -1052,73 1975.37 -2296,59 -706.90 4574.72 15442.76 21804,73

Таблица 5*
Пй'рёрслывакнцля сила (в ш\ иод действием давления воды

(мои) 0- Q, Q, 0. о, Չ.

0 30.04 59.20 130.06 269.97 538,78 991.75 1660.19 1991.07
5 29,89 58,86 129,83 270.12 542.90 1000.77 1677.94 2022.11

15 28.89 58.64 129.77 271,36 544.02 1002,52 1689.25 •2045,14
» 28.21 58.21 129.48 271,90 547.35 1011,14 1702.71 2069,21
60 27.89 56.80 129.22 273.04 519.30 1017.-53 1713.25 2091,90
90 27.23 55.60 12...10 273.28 550,67 1020,30 1719.35 2102.13

135 26,10 54,79 128,68 273.36 551.02 1021,39 1721.26 2107,05
\ зс- 25.81 54,69 128,81 273,38 551,14 1021.50 1722.12 2107.66



52 У Жун-фыя

EW, in под действием давления воды
Таблица 4 I

(г—հ։) (дней)
° 5 15 30 60 90 135 со:՛ 11

О 37522.9 39984,9 44623.2 49239.5 53759.9 56199.1 58304.5 5VH2.3 I

1 67852.3 72149.5 78644.3 85648,0 92816,1 96566.9 98123.5 W795.5 1

2 90775,2 96109.2 105128.8 114769.2 124084.6 127683,5 129380.4 130150.1
3 98922.8 104999.9 114526.7 121482.1 134610.5 138853.4 140867,9 1-litW 1
4 89854.2 94786.5 103570.3 112107.8 121416.1 125038.1 126929.9 i 27.70 3 I

5 67068,0 70470.7 76989.9 82267.0 88959.2 91541.4 92820.9 I
6 38540,7 10051.8 42756.5 46341,4 49334,8 50481.1 51159.7 51.3.и .2 I

7 II149.5 14353.6 15018.8 15742,1 16276.9 16522.2 16573.9 I'/A’.i 1

К 6629.8 6758.4 6825.8 6938.4 7023.4 7063.0 7081.2 7083.5 I

(в т/м2} под действием давления воды
Таблица > |

/
ir (дней)

0 5 15 30 .0 90 135 м>

0 2536.71 2792.71 3772,14 •1649,34 5250.00 5795.22 6932,73 7215.711

1 2213.71 2388.22 2628.02 2934,10 3338.22 3795.44 4070.11 4126.Й I
շ 1265.13 1357,93 1498,96 1673.55 1904.04 1906.21 1938.58 1954.7&I

3 —96,83 91.43 168.87 —208.75 303.29 -262.41 -232.60 230.»
4 - 1383.10 - 1422.10 1585.47 -1740.56 1932.70 -2045.96 2093.20 - >103.9)
5 2163.73 -2313.97 ֊2481,25 -2719.74 -3042.15 -3150.83 3215.95
6 -2199.75 -2316.75 2523.17 -2783.52 -3012.34 3106.92 -3148.68 078./9, յ
7 — 1430,48 -1176,47 1716.42 -1736.33 - 1818.01 — 1899.01 -1925,41
8 -799.48 828.50 -831.64 -862.58 877.87 -885.63 ֊888.76 > I

Таб.чица <՜՛
Изгибающий момент (в т.н) при воздействии температуры

(r r.) 
(пней) ,w, Лк .W, AJ« ЛК л». Л1г Al. !

0 17.23 22.15 28.42 88,23 294.91 749.87 1519.62 1824.71
5 18.12 23.33 27.19 85.20 276.64 721.18 1475.31 1777.37

15 19.80 25.08 26.53 75.76 262.85 686,84 1113.78 1705,91
30 21.91 29.05 29.55 76,24 247,99 651,56 1354.12 1КГ.08
60 24,61 36.08 39.01 77.93 240,05 624.37 1302.73 1576.03
90 25,12 36.97 39.86 77,52 236,53 615.41 1286.44 1556.»

135 25,59 37.65 40,22 77,36 235.33 612.41 1280,61 1549,38:
co 25.64 38.13 41.02 76.85 229,28 591.97 1226.75 1139.(6'
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Перерезывающая силл (в при воздействии температуры
Таблица 7

Ւ 
(ЗНсн) <Л 9. | Չ> Q< % 0. Չ, <?»

0 34.09 35.52 38,39 46.5-1 64,43 94 .05 134.91 151.57
В 5 34,17 35.24 38.01 46.19 63,91 93,25 133.91 150.78

15 34.26 35.50 38.00 45.65 62.86 91,91 132.19 149..36
30 34.41 35.61 37.79 45.17 61.87 90.37 130.63 148.06
60 34.60 35.93 38,01 44.77 60.94 89,01 129.07 146.71
90 34.64 35.96 38.00 44,66 60.69 88.61 128,60 146,33

135 31.67 35,97 37.98 44.61 60.60 88.48 128,42 146.18
со 34.67 36.00 37.98 44.46 60.06 87.21 125.97 142.53

ТУ. |и mf.uj при воздействии температуры
Таблица 8

1
/—т, I дней I

0 5 ։s 30 60 90 135

0 22979.1 '22918,7 22848.7 22738,2 22591.1 22565.2 22540.7 22537,6
1 21333.14 21453.4 21400.5 21408,0 21370,2 21373.0 21378,9 21370.7
2 18607.2 18598.7 18709.9 18798.6 18826,5 18838,2 18846.9 18853.2
3 15173.8 15199.7 15289.9 15353.9 15497.6 15521.5 15526,4 15563,1
4 11271.8 11303,3 11403.1 11501.9 11605.3 11632.7 116-10.6 11715.9
5 7280.3 7326.2 7369.5 7453.0 7516,9 7539.5 754b,1 7655,0
« 3740.8 3760.2 3796.1 3797,9 3748.0 3824,5 3828.7 3943.0
7 1225.1 1218.0 1204.0 1191.I 1214.3 1176.4 1175,3 1233.0
8 523.3 518.2 510.7 503.3 496.3 494.1 493.3 477.1

Таблица 8
(в m/.v- при воздействии температуры

i Ն (дней)
0 5 15 30 60 1 so 135 ос

0 ֊75.01 79,29 -51.61 37,13 -23.39 19.49 16,39 -16,46
1 -183.33 ֊175,24 174,26 — 168.55 -162,84 161.91 -161.50 160.53
'1 -249.47 ֊233.28 249.41 -235.04 ֊237.45 236,93 —236.85 -234,75
3 -296,03 ֊293.32 ֊293.50 ■291.29 —290.00 289.41 289,07 -286.16
4 -318,88 ֊341.91 —319.03 318,98 —321.46 -321.38 -321,21 -336.0-1
5 -303.30 ֊303.83 ֊308,85 -310,34 313.30 -313.85 ֊314,08 -312,01
(I -240.73 -242,64 246,00 — 248.81 251.53 252.35 -252,68 -254.28
7 -73,07 -71..34 ֊68.73 -66.21 63.97 63.25 -62.99 -58.87
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Расчеты произведены по методу эквивалентной нагрузки.
В данном примере под действием давления воды изгибающий 

момент у основания плотины увеличивается со временем на 12%, nepi 
резывающая сила на 5,8%, а при воздействии изменения темпер! 
туры изгибающий момент \ основания уменьшается на 21,1% н пере 
резывающая сила • ■ на 6" 0. Но отсюда нельзя поспешно сделать выв* 
о том, что учет ползучести мало влияет на напряженное состоя!
тах как это зависит от многих факторов: меры ползучести, козфф 
циентов основания, размеров плотины и т. д. Кроме того, если hi

расчете r,\t и з,!/) непосредственно учитывать 
вания, то напряженное состояние изменится.

Циститу। .математики к механики 
ЛН Армянской ССР

податливость ovw՜

Поступил;) 23 VI
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ՋհՐՄՍՅՒՆ ШРПМГЬЬРС ԿԱՄԱՐԱՅՒՆ ՊԱՏՎ-ԱՐՆեՐՈՏՄ 
ԲեՏՈՆՒ ՍՈՂՔհ ШКШЬЦМ

Ա 1Г Փ II *1> Ո հ Ս'

Пէէվւէրա քէար . կա մ Ш ր 14 յ ին Աք 41 41 վ Ш րն Л ր ո է մ ԷէԱր ո լ!/հ ե ր ft Տ гм քիս. 1քամ I

րսւլին պատվարը րսէմտնվա մ է հո ր ft ւլււնակսէն կամ tn րնե ft ft և Hl.tftJUlձի if կոն 
ււոլնևրի, որոնեք 4ւշխւռսւէււ մ են համատեղէ քելդ հնարավորա թլոլն է n»n»//i 

հաշվի iiin'tili ftn ինչպես շսա ավէքա լին և պորՈէք ճիվերը, այնպես Լք ’•/••/քի 
է]ե!իէէքէմ ւսքյիաներր։ եերկա մոգվածա մ, հիքքեվե քով {! 2] ա շխ ա mm fJ լան*
ներում զա fiifttirffiiiii) մհ թ tt tf ft h П muքովի-Հարոt թրււնլանի {■! • դծալին tuiifflfi 

տհոու.թ լան վրա, tt ր n չվում It'll ջերմալին լա [trit Ilir /«ր ր կամ արա {ին պատվար* 
ներում սայրի հա շվաւսւէ.ւ1 ով։

Л ИТ6РАТУРА

I. Чей Лен-еч. I՛ расчету арочных плотин метод арок-консолей с учетом влиял 
кручении. .Труды |;1льнинп<ого политехничсск՛՛!՛՛ институтам № 5. 19591

2. Ганеп .V. Г. i< расчету арочных плотни как прострнистненных систем. .Сборо 
МПСИ*. № 29. 1959.

3. Розин JJ. Л. и Гри.чзе Л. />. Расчет срочных плотни. Отчет .'1енгялзпа. I960. | 
և Лрутюнин П X. Некоторые вопросы теории ползучести. Гостелиздат. М.—; 

' 1952.
5. P.uic.or. И. .I. Строительная механика тонкостенных простран, iвенных слс« 

Стройилдат, М.. 1919.
•1. Л- О некоторых квадратурных балочных фуидаменильных фуикгш

.Инженерный сборник ин-та Механики АН СССР*. 26 1958.
7. У Жуй-фын. Расчет арочных плотин с учетом ползучести бетона. .ДАН АрмСС 

№ 2, I960. J
8. Нан Цзя-цзин. Некоторые вопросы в проектировании арочной плотины № 501 

Отчет Шанхайгитэн, 1957.



ճԱՅԿւՍւԱՆ 1111Ռ Դ1»ՏՈԻԹՅՈ1«ՆՆ1»Ր1« tUllt/HlIFI'IBI' ՏՈՂհԿԱԴհր
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ո-ւհոթԼմասւ. ւ|իւոությ«»։րւՑէր Х1П, № 4. I960 Физико-математические науки

ГИДРОМЕХАНИКА

Л. I՜. Багдоеи

Изэнтропическая задача для ударного давления

Рассыатрмвяеген плоская задача о прочикании давления в ежи* 
|Маемуи.1 жидкость. Пусть в некоторой точке 0 границы полуплоскости. 
1и!нюи t жимаемои жилкой средой, возникло давление, которое шем 
Ip.’tciiростраияется по границе ударно։։ волной.

Уравнение состояния жидкости политропическсн 

= ЙО ('֊Կ

՝ f'o '

ре Г*—давление, у - плотность. S - энтропия жидкости. — иёпоз- 
мущенная плотность, п - показатель политропы. Найдем распределение 
ааьтёш։я н полу плоскости, считая движение изэнтропическим. Выберем 

Охр по поверхности полуплоскости, ось (Lv._. - вглубь среды.
На границе полуплоскости возьмем автомодельное граничное 

условие

Р л\. О, /) = (2)

ne.v։ = T7 координата давления на поверхности, Р։ const. В силу 
иззнтропвчносгн и (1) можно записать приближенное граничное усло-

,«Ие для скорости звука в жидкости 

а} =a(xv 0, t)=a(i 1 +
Вп

/Հ i-Vp О п - !

где — невозмущенная скорость звука.
Пусть скорость давления по поверхности сверхзвуковая.
Для решения задачи используем простые волны |1 . В области, 

расположенной вне влияния точки 0 (вне диффракционной области). 
Можно течение за ударной волной считать простой волной |1].

В. силу автомодельноеги все параметры суть функции величии

виде
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с cos 9 -г sin 9 — a (9) ֊H I COS (ծ* — 
n— I J

Для определения я(®) служит условие (3)

Г cos 9 -а։(с')- 
п —

9 а (Տ)Ժ.Տ==0.

Из этого уравнения можно определить ъ в функции ■' н, сле­
довательно. а в функции z. ] ■

Для простоты рассмотрим линейное условие (3 —
При этой поверхности уровня запишутся 11] в виде

; cos 9 4- Հ sin -Հ- a (7,՜> = 0. (6)

Граничное условие даст :'cos? а։(И А?' или cos?- .4 Ди 
поверхности уровня а Ч, ij)= а, (V!.

Теперь 161 перепишется

; cos© л sin 9 ;'cos?.

тле C0S9 — .4. Для определения ударной линии на глубине, запин.е» 
равенство для скорости D ударной волны I

I.)

dr, 
dt

В семействе простых волн (7) на ударной волне ■ti будет функ­
цией от с и следовательно ; будет функцией от Г.

Поэтому имеем

մչ, = 
dz \ dz

с. 9)

В изэнтропическом приближении для D имеем [2]

где и скорость потока и = ՜ (а —л0) |1|. однако для нэпи 
ո I

точности достаточна формула Пфрима |2|.
Подставляя (9) в (8՜ւ и используя формулу Пфрима |2|, име( 

уравнение
“о А? i.AV —fz0) (; d՝ -r)clg? IL
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Уравнение (10)- дифференциальное уравнение для определения 
• в функции с. Если рассматривать пологие волны, что соответствует 

имеем

п-1 1 4-, п - 3 а
2(л-1) ? 2(//-1)ճ°

Граничное условие Е'|£. ,. = I .
Решение (11 имеет вил

п — 3 .— <z0 — ֊տ։ռհք 
п — 1

л-rl sin i

+
,ւ + 1 sin <р \

\ л -1 2 ./

(12)х

Теперь для скорости звука имеем а .46', я давление получи гея 
по приближенной формуле [3]

а = а0
1 . п - 1 /•>(£, Г4)

2 Вп
(12)

Если взять к!' \
zz=7. /4 = 3045— |3| и сделать расчеты 

см-
по формулам (12), и (12). можно получить давление па ударной волне.

է В частности, для Л! = — = 6 и .4 = в точке с абсциссой с— 0.8V’
</(, 3

имеем 5' = 0,65 V’

/>(?,,,) = 770 ֊,.
СМ‘

наибольшее давление на фронте Р = 7100 ՛ ' .
СМ‘

Для V близких к а(1 к (8) можно пренебречь единицей по срав-

«НИЮ С Н такжс Реп։ить задачу на ударной волне.

Рассмотрим ту же задачу геометрическим методом |3|.
В качестве элементарных возмущении на поверхности рассмотрим 

пианы Римана; уравнение ъгих волн, возникших в момент է' л точке 
I л’, имеет вид

(.Vj — х' — 4- Л*/ а՛֊ |/ — гр, (13)

։<; скорость ЖИДКОСТИ ВДОЛЬ ОД-р <?։ — скорость звука |3|.

(14)
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Если ввести С. X.֊ • , I, — - -*
է է

.V
и написать ■ шибани։

/

волн, имеющих данное давление /<, или тинное с. легко nai

(հ ք'էլ (• lh)

I
I a-

H случае н, ֊֊ .4? уравнение (15 . после отбрасывания малых 
совпадает с (7). Следовательно процедура определения параметров 
ударной волне этим методом приведет к тем же результатам, ft 
произвольного закона </,(;)• H-5i должна являться в нашем приб. 
женин решением (5). в чем можно убедиться подстановкой. Подо) 
ляя (15) в (10). найдем ударную волну.

Если считать функцию / в (2i резко падающей, можно счип 
давление за ударным фронтом равным нулю. Тогда можно полы 
ваться результатами [3]. Приведенный метод годен тля давлен!

кГ 
порядка нескольких тысяч —. 

см՝

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 6 I I960

Ա». *1- Ciuqi}։ih։|

ԽԶեՆՏՐՈՊհԿ ԽՆԴՒՐ 1ՍՐՎ.11ԾԱՅՒՆ ՃՆՇՄԱՆ ձԱՄԱՐ
I). ւր «I» II <1» II I» 1Г

1Լշխսււււա թրսն ւք/ւջ 1[իս։արկւ{ած 
տրրա.լթէո.մ կիւււււաւէւ րած </լի1 րւ։ն հւ(րին 
դեցութլան աակ:

Լ \ււ ւ/ան [փ tijiti -'in մր \/> Աք հր ր и ри^и. 
կիրաւ։ւ1ած հար^ած ա {{Հհ ձնշման ք«?։’

Լէււծւոմր ւրէէնւիէէ մ է պսւրղ ա { իրների մ և թ n ՚ք п>/ ։ Խնդիրր il ՚ Լկնարսւնւի 
Լ րկր^/չււււիէւրհն Л րերփսծ է թվային օրինակ:
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ФИЗИКА

II. А. Безирганян

Точность фокусировки рентгеновских лучей
изогнутыми кристаллами

(метод шлифованного кристалла

В работе [1|. посвященной фокусировке отраженных от кри­
сталлов рентгеновокн.х волн, утверждается, якобы в так называе­
мом Нопшсоновском методе фокусировки ширина рентгеновских 
реАггральных линий не записи! от длины участвующей в отражении 
«агтн кристалла и что якобы этим методом добиваются точечной фо­
кусировки отраженных от кристаллов рентгеновских волн.

В настоящей работе показано, чти во всех случаях горизонталь­
но фокусировки рентгеновских лучей с помощью изогнутых кристал­
лов. в том числе и в случае фокусировки ио Ногансону. ширина 
<пе’.тральных линий зависит от длины рабочей части кристалла и 
Ю.1ШННЫ его.

Методы Иоганн:! и кошуа дают фокусировку отраженных рент- 
Внрвских волн н конечной области, размеры которой зависят о. 
длины и толщины действующей части отражающего кристалла. С 
увеличением длины и толщины действующей части кристалла увели­
чивается ширина спектральных линий Ширину спектральной линии, 
гоусловленную размерами кристалла, можно представить из жух 
Wiefi: одна из них отлична от нуля даже в случае бесконечно тон­
кого кристалла и зависит голько от длины отражающего участка кри- 
стылз; другая, которая равна нулю при бесконечно гонком кристалле, 

и? как от толщины, гак йог длины кристалла и. при данной тол- 
Эдине действу го։ ней части кристалла, увеличивается с увеличением 
последнего. Эти утверждения легко проверить простыми геометриче­
ским^ построениями, аналогично представленному на фиг. 1. Дей'стви- 
нмьни. ширина спектральной линии ВД (см. фиг. 1) состоит из двух 

'Sliciert ВС и СД. ВС зависит только о г длины кристалла и отлична 
рг.нуля даже в случае одной отражающей плоскости. СД исчезает 
при бесконечном уменьшении толщины кристалла и увеличивается с 
увеличением последней, однако. СД при данной толщине кристалла 
увеличивается с увеличением длины кристалла.

Ширина спектральной линии, зависящая только от длины рабочей 
•пили кристалла, того же порядка, что и часть, зависящая только от
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толщины кристалла при данной длине кристалла. Действительно, мерой 
ширины спектральной линии, при данной длине / крист;-;. ... . ՚1
отрезок .4 Д' (см. фиг. 1), а мерой ширины спектральной линии, заяи 
сящей только от толщины при данной длине кристалла, является ot| 
резок Д'Л". Толщина фокусирующего кристалла в методах изопД 
того кристалла (отрезок Л'А" обычно бывает порядка 0,1—0.3 и» 
Величину отрезка ДД' можно определить следующим образом ici; 
фиг. 1).

ДД — 2 К 2к cos «> — 2/Հ (1 cos*»» ,

где R֊ радиус круга Роуланда. 2«> = . —угловой раствор кр|
2R

сталла, где /—длина действующей части кристалла.
Обычно, / порядка 20 -10 .ilw. a R порядка 250—500 .«.и и. сле­

довательно. АД'-х. 0,2 л.«. т. е. того же порядка, что и Л'Д".
Следовательно, указанные две части ширины спектральной 

тоже одного порядка.
Рассмотрим теперь случай фокусировки по Иогансощ Это? 

случай соответствует предварительной шлифовке кристаллически 
пластинки но цилиндрической поверхности радиуса R и последующий? 
изгибу по поверхности цилиндра радиуса R2. В этом случае точя 
пересечения продолжений радиальных атомных рядов не совпадает; 
центром кривизны поверхности кристалла и радиус кривизны атома՛, 
рядов будет в 2 раза больше радиуса кривизны поверхности крич 
сталла.

Как показывают расчеты |2|. |3|. когда кривизна поверхноот 
кристалла больше кривизны атомных плоскостей, величина интелси? 
пости отраженной волны та же самая, что и в случае, когда кривязад 
поверхности кристалла равна кривизне атомных плоскостей. ОднамЯ 
преимущество рассматриваемого случая состоит н том. что для расч
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Годящихся падающих пучков область сходимости волн, отраженных 
мзличнымн плоскостями (случай Кошуа), .меньше, чем область что»՝*։ 
ходимости в случае, когда кривизна поверхности равна кривизне 
полных плоскостей.
I՛ В этом случае часть ширины спектральной липин, зависящей 

только от длины отражающего кристалла тля внутренней поверхности 
фнпалла (см. фиг 2), равна нулю (точечная фокусировка . Однако. 
։сдн кристалл, изогнутый по Иогансону, разбить па бесконечно тон- 
me полосы, параллельные цилиндрической поверхности, то точечная 
Ьркусировка получится только для первой (внутренней • полосы 

(фиг. 2i Лучи, отраженные от остальных полос, фокусируются в ко- 
чнон области, размеры которой для данной полосы тем больше, чем 
тыне длина кристалла.

Таким образом, часть ширины спектральной линии, которая од­
новременно зависит от длины и толщины части кристалла, прини.мяю- 
£й участие в отражении, шлифовкой нисколько не уменьшается, 
кажем это аналитически.

Пусть луч .'W.Vfj (фиг. 2), отраженный под углом 0 от точки 
EAJ внешней полосы кристалла, пересекается с окружностью радиуса 
Я в точке ,-И, (л\, \՚յ . Найдем зависимость координат этой точки от 

•угла «, т. е. от длины дуги /ИО'. Для этого найдем сначала коорди­
наты >-n и у0 точки пересечения прямой /И.Ч, с окружностью радиуса 
к - (/(где d — гол тина кристалла).

Уравнение прямой АО, проходящей через точки .И д;,, уй) и О(оо). 
Едет

у =—cig о»-д'. (1)
h уравнение окружности радиуса /? d будет

л՜2 | у2 2/?у = 2Rd 4- dr. (2)

Решая совместно уравнения I) и (2), находим координаты л*„ 
и ус точки /И

—J?sln2"> | — /^-bln2 2<н -Н (2Rd — d՛-) sin2՛» .

у0= -ctgv'l֊ 1/2 A? Sln2v> R2sin2 2w - (2/ձ/ ■+■ d՝} sin8w. 
4

I Для координат точки .И перед радикалом надо взять знак 
ЕйствителЬнО. для случая ю=0 ордината точки /И будет

у0 = 2R -г </.
:с другой стороны, в случае «>—0 для у0 из (3) получим

(3)

минус.

(I)

Уо = —-1 R cos2"» ± cos w | cos։«> (2Rd dr) = 
= -\-R±(R ' <01. (5)
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Кик видно. (4) и 5) совпадают только е том случае, если пере; 
радикалом взять знак минус.

Таким образом, из (3) получим

Лп=։~ Տ1Ո •■>!/? COS" I №COS:<" ; 1.2ՔԺ (!֊} |.

у0 = COS <՛> IR cos m I R։ COS’ <» • (zRd d1) |.

• H (A-„ V|). есть точка пересечения прямой ML и окружности ралиусл.
Уравнение прямой 31/. будет

У- Ув«=*1 JC- хй1.

где A’j = tg J ՜ ■ <ւ) J = — cig — Կ = ctg (О — •«)»

Из (7) и (Ы получим
у — cos «о | R cos •» 4 I /?* cos’ <•» 4 (2Rd i <F) «

= cig (0 — и.) Ix ♦ sin v» JR cos м. I R1 cos3 w 2Rd • г/*Г M
Введем обозначения

Я ==> Cig /л — w.,

И — 17? cos’»» f- I R's cos’ Ш — (2 Rd + rf2) ||cosm 4 sin՛»cig (6 —»u)|.

Тогда уравнение прямой М/ можем переписать в виде
у - ях = в

Уравнение окружности радиуса R будет

Л3- (у Я?=К2. иг
Решая совместно (10 и (II). получим координаты точки Л/։(.с։. у,|

1 1 я2 ՜՜ V (1 + Л2)2 I 4-я2
(1:

Л-iR-fi . Д:|/?-«»2 BI/3-2R} ,п
1 I (I V- 14֊ А1

Сделаем следующие преобразования: 
д I

= sin 0 — •՛>,! cos (0 — v»i: — =sin2(0 ՚սՆ 1
I 4 Л: I 4 Я= 

тогда из (12) получим:

х, = sin է о .V) | (Я — В) COS 10 <•>)

I (К- /с -») —^(^-2/?).
у, COS 0 — w) | (/? —/jj cos (& — со)

I (R - /ՈՂօտ։(0 ..))-/<(/;- 2/?| 4 В.
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В этом случае нетрудно убедиться, что для точки .И. .v։, y։,i перед 
радикалом надо взять знак минус, а для точки М,— знак плюс. Дей- 
стантельно. из фиг. 2 видно, что

У։>У1 и a*sI<!a*i: при (> 1хД> х, ՛ при 0<<«. (14,

С другой стороны, в случае 0. неравенства 14) удовлетво­
ряются только в том случае, если перед радикалом в 1'3) взять знак 
минус.

Таким образом, для координат точки .И։(хРу։) получим

х։ — sin ; 0 — о») | i R — Л) cos է fi — ю) —

— Г Гл Л'.-՝-՛֊֊■’р -- 3(В^2Л)],
15) 

у, = cos (0 — <՛») | (R fi) cos (0 — ՛՛<) —

I k i fe- aFeusv^ , ֊ mii- ЖТ1 в.

Как видно из (15), координаты точки Л!, (х։, \\ зависят от угла
е от длины кристалла. Значит лучи, отраженные от различных 

ючек данной полосы, пересекутся с окружностью радиуса R в раз­
личных точках (не. точечная фокусировка 1.

| Легко показать, что с увеличенном угла >՛> у, и , х,| увеличн- 
йюгея (при 0^>и>).т. е. точка .ИДх։,у,) перемещается по окружности 
рдиуса R н. таким образом, увеличивается область сходимости отра­
женных волн и ширина спектральной линии.

Вычислим, с помощью (15), численные значения координат х.
1U у. в случае О=30э. d 0,2 .ч.ч, 
ИДЯ различных длин кристалла).

Численные значения |x, и 
у։, приведенные в таблице, иока- 
|вашиот. что с увеличением угла 
m (при 05>w) |.Vj| и у։ увеличи­
ться, т. с. размеры области 
иоапмостн. следовательно, и ши­
рина спектральной линии, уве- 
рнчияаются с увеличением длины 
кристалла.

Как уже выше было сказано 
дня фокусировка. Действительно.

R 500 мм для различных углов <՛»

R
Н .I/.U

il
Ծ ММ

и о» 1 1 >՛!

500 0.2 30 0 433.17 250,95
500 о..1 эд 1 433.29 251.84

500 0,2 30 2» 433.34 252.73
500 0.2 эд з- 433,46 253,27

в случае 7 = 0 получается точен-

в случае 6МО из (15) получаем

л, = — Ք sin 20, 

у, = 2R sin* О,

!.е. координаты точки ՅՀ xv yj только в случае մ = 0 не зависят 
or угла w (от длины кристалла) и все лучи, отраженные от точек 
дуга, совпадающей с окружностью радиуса /?. пересекутся точно в 
ИЛОЙ точке /И, х1։ yj) окружности радиуса R.
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Таким образом, и в случае фокусировки по Иогансону, ширин 
спектральной линии зависит от длины отражающего кристалла.

Ереванский государственный
университет Посту пила 9 X 1959

Պ. II.. IM.<||n՝f|iuGuuG

ՌեՆՏԳեՆՅԱՆ ՃԱՈ֊ԱԳԱՅԹՆեՐՒ ՃԿՎ.ԱԾ РЗПЬРЫГН 

ՖՈԿՈՒՍԱՑՄԱՆ ՃՇԳՐՏՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ս. Մ Փ П Փ I I Ի 1Г

Մի քանի հեղինակների կողմից արսւահա քավսւծ / ալն միտքր, որ իք 
իհ, ալսպեււ կոչված, Ւոհ՝սնսոնի մեթ ող ով ֆ ոկւս սս։ցնելիս ււենտդևնլան ււպեԼ 
արա/ դծերի երկարա թլունր կախված չի [ի'։'ի բլուրեդի ղործ ող մասի երկս 
րա թյանիդ։

Տվյալ հոդվածում ապացուցվում է, որ հորիղոնական ֆոկու ււտցւք տ 
րոքոր դեպքերում, նու/ն թվում ե հոհանււոնի ֆոկուսացման դեպքում, սենո 
դեն լան սպեկտրալ դծերի լա լնսг թլունր կախված Լ անդրադարձնող բյուրեղ 
դործող մասի երկարա թ լունից ե հասաա թրււնից։

Ս սլեկտ ր ալ ւլծ ի / ա fhm թ լան ր պատկերացվում /, երկու մասից բաղկացա։
II.լղ մասերից մեկր կախված կ միտքն րրս բեղի երկարությունից ե • 

անհետանում նույնիսկ անստհմւսն բարակ րրս րեղի դեպքում, իսկ մյուս 
կախված է բյուրեղի և՛ /» րկարսւ թ յունից, ե' հաստութ լունիցւ

Սպեկտրս։/ դծի լ>" քնէս իք րսն ալդ վերջին tf ասր անհետանում Հ անստհւք տ 
րարակ րրս րեղի ղևպքա մ. իսկ վերջավոր հասսւուիքրէւն ունեցող րլուրեղ 
դե,դրա մ մեծանում Լ րրսրեղի դործող մասի երկարա իք րոն մեծացման հե 
միաււին։ Հոդվածում տեսական հաշիվներով >}՛" !՛) Է տրվում, որ սպեկտրս 
դծի լա լն ու իք քուն ր րրււրեդի վերջավոր հա սա ութ րււն դեպքում կախված ի ֆւ 
կու սա դնող մասի երկարությունից:
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ФИЗИКА

А. М. Резикян, К). I'. Агбалян. К А. Мадатян

Газоразрядный стабилизатор
Как было выяснено и работе |1|, возможно осуществление ста- 

бнлизатора постоянного тока, основанного на некоторых свойствах 
тлеющего разряда в магнитном поле.

Напомним вкратце принцип действия такого стабилизатора.
Газоразрядная трубка помещается в соленоид, соединенный по­

следовательно с разрядным промежутком. Ось трубки параллельна маг­
нитным силовым линиям. В разрядном промежутке анод-катод заряды 
движутся по спирали, т. е. имеют тангенциальную составляющую 
скорости. Пол действием этой составляющей газ, находящийся в 
.'рубке начинает вращаться. При увеличении разрядного тока увели­
чивается величина магнитного поля—траектория заряда закручивается 
я в результате увеличения длины траектории, я следовательного и 
»>г. i'pi'HHe.'o сопротивления промежутка, ток уменьшается. 11 ри умень­
шении тока весь процесс идет в обратном иорядке.

Экспериментальная установка

Опыты по определению коэффициента стабилизации А.;, проволи- 
;ЛИс.ь на установке (фиг. I), которая состояла из газоразрядной труб­
ки, подмагничивающей катушки (фиг. 2) и высоковольтного регули­
руемого выпрямителя Газоразрядная трубка выполнена и виде двух 
коаксиальных цилиндров гх — 2.5 мм и г2 - 19 мм. Длина внутрен­
него цилиндра 650 -и.и, внешнего—500 мм. Внешний цилиндр сде­
лан меньше по длине для того, чтобы избежать пробоя па концах. 
Д.'.я работы трубка откачивалась до высокого вакууйа, наполня­

лось газом и запаивалась. Предварительная чистка трубки производи­
лась разрядом. Последовательно с газоразрядной трубкой соединя- 
дась подмагничивающая катушка, состоящая из 8 10 тысяч витков. От 
Каждого из ее слоев были сделаны отводы для регулировки вс.тичп

»ы ПОЛЯ.

Н'Н»е::т АН. серии фих-.v.։։. на>к. N- I
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Результаты измерений

Результаты измерении приведены на фигуре 3. Они сняты „ри 
постоянных значениях разрядного токаи давления. Как видно из кри­
вых. коэффициент стабилизации зависит от поля и имеет максимум 
при определенном его значении

Коэффициент стабилизации по току определяется по формуле:
_ / dlJ

Ка~ ~и di

где i ток через разрядный промежуток.
U питающее напряжение.

Согласно теории (I), волыамперная характеристика цепи с раз­
рядным промежутком должна удовлетворять следующему уравнению:

U = Ai֊
'Ո-պ քՀ-1
-м \ 4 — 1 /

+ V0
- ( -Հ j />: -ьл:) в*

1 -I- ծյ^Զ5
(2)

где Л — активное сопротивление катушки.
i — общин ток цепи.
£7—напряжение источника питания.
В — индукция.
ծյ, b..-- подвижность положительных и отрицательных зарядов.
1/0—напряжение на трубке при отсутствии поля.

pd== — отношение радиусов электродов,

?! — вязкость газа.
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I Так как катушка подмагничивания соединена последовательно с 
разрядным промежутком, величина магнитного поля пропорцио­
нальна току, а гок в i’2) входит в степени выше первой (т. к. В 
лропориионально току /').
| Отсюда видно, что приращение напряжения дает в несколько 

раз меныпес приращение тока. т. с. наблюдается токовая стабилиза­
ция Однако коэффициент стабилизации невелик- даже теоретически 
m.t ленное его значение не превышает трех |!|.

Результаты эксперимента довольно-таки точно совпадают со зна- 
jfcnsWH. полученными теоретическими расчетами, ио не везде. На­
пример связь между Диполем /7 не совсем соответствует теоретиче­
ской — в нашем случае падает после некоторого значения /7. Это 
wo.kho объяснить следующим образом. Во-первых, в процессе экспе­
римента может произойти изменение эмиссии электронов с катода, 
которая зависит oi величины поля. Это происходит потому, что при 
И'.менеипн поля Н изменяется угол падания ионов на катод. Во-вто­
рых. при увеличении разрядного тока увеличивается скорость враще­
нии газа. Начиная с некоторого значения скорости газа, вращение 
его переходит из ламинарного в турбулентное. Этого формула (2) не 
учитывает. Из работы (1) видно, что скорость вращения газа про- 
йир1шош։лыи1 /77. а в нашем случае произведение /77 (без учета из­
менения плотности газа) для разных кривых у максимумов почти 
одинаково. Это и подтверждает появление турбулентности.

[Произведения ill для разных токов и полей даны в таблице.
К сожалению не удалось определить ни скорость вращения, ни 

число Рейнольдса Re. Эксперимент был также приведен при обратной 
■мярносгн электродов (внутренний электрод-катод). В этом случае 
Младлся стабильный нормальный разряд—аномальный разряд в этом 
•случае нестабилен. При нормальном разряде получается большой ко- 
чффиияент стабилизации ио напряжению (около 500)

________ ______ _____ ________ Чаб л и пи

I ма | 65 | 80 I 160 [ 190 230 | 240 j 260

7/ лр J 260 200 100

ill 16900 16000 16000 
։

[ .Случай этол рассматриваегься здесь не будет. Все эксперименты 
<՝:։.п| проведены дважды: один раз при заполнении газоразрядной 
трубки аргоном и второй раз—водородом. Разница получилась лишь 

■влом, что в случае водорода стабилизация начиналась с несколько 
■иьщего значения напряжения. Характер кривых в обоих случаях 
-.один и тот же.

В заключении авторы выражают благодарность коллективу лабо- 
[pwopiijH за помощь в работе.

Институт физики
АН Армянской ССР Поступила 2 IX 1959

96 | 104 80 66
18250 23920 19200 '17160
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• IP. li՝Lqfil|jtuG. Տոլ. Դ». U.q|՝iu|jtu(i. *«• Հ. (Piurpupjtufi

ԳԱՋԱՊԱՐՊՈհՍՂԼՅԽՆ ՍՏԱՐհԼՒՋԱՏՈՐ

Ա Մ Փ II «I» II I» 1Г

Տվլւսլ •" շխասւա. քժ լտնում ստուգվում են նախորդ |/| ■խսււոոէ [Jրսն մեջ

բերված " տ ա բ ի լիգա “՚ ո [' /' էլան հիմունրները։
Փորձ/1 կատարված է ղաղապարպումա լին երկու համառանցք գլւմմհԼ- 

րում էլեկտրական մարմանդ անոմալ պարպման դեպրի համար, երր մագ­

նիսական դաշտ առաջացնող կոճը հաջորդաբար միացված է ղաղապարսրս • 
մալին խողովակին։ Ներրին գլանաձև իաղովակի երկարոլթլունը 630 մմ 1ր, 
իսկ արամ ագիծ ր 3 ifll'.’ Արտտ րին գլանաձև խէէղո վակն ուներ 500 iflf երկք»' 
րութլուն և 38 iflT տրամագիծ՛.

Ձտւիու մներր կատարված են արգոնի մեջ, 0,3 6 ։ք։1* սնդիկի սլան է,րն
մտն սլա/մաններս։ մւ Փորձերի </"» /// են տալիս, որ երր ներռի էլևկւորւ։՛} 
աոնոդ կ և պարպումը ս/Աոմա/ մարմանդ, и տա րիյ ի գացիւսլի գործակիցն րն.

դունամ է; մինչև 3 արժեր, որը համապատասխանում է 
րինէ

токов. .Изое

կան տվլալնե-

Հաււտաւոուն հոսան՚րի և ճնշման դեպ բա.մ ստացի/իգացիալի գործա

ցր կախված ի դաշտի 
и էր ни մ է փոքրանալ! 
կան դաշտի հ՚/տադա 
դաշտի աղդեցու թ լան

մեծա թ րււնիգ ե ունի մաըսիմում արժեր, որից '^'ո’ 
И ШШ րիլիղացի ՚սլի գործակցի փո ր՚էսւ դումը մագնիս

ա ճի հետ կա գ / и Y, >' Հ Լ էեկարա քաղնխրսկմ:ւ

տակ գլանների միջև պտտվող գաղի տ ուր ր ա. լենտ г,-

խ րսն առաջացման հետ է
ք՚րր ներսի Լւևկտրոգր կատոդ Ւ., ստարիլ անոմտլ պարպում աոա

չէ, ր հտջողվումէ И ակտ fit ստացվամ է, ր շատ էէտարիք նորմալ 
<111 "նդիէլի и լան ևնշման տի լա։ յ քմ ու մւ И./ч գեպրում լարման 
ալի գործակիցը հասնում Լր մինչև ՅՕՕ-ի։

ЛИТЕРАТУРА

I. Резикян. Л. М. Газоразрядный стабилизатор сильных постоянных 
АН АрмСъР, серия фнз.-м.։г. н.»ук*. 10. № 5. сгр. 99. 1957.
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^«]ի1[4ւ-մաpLihuin <]]>տււէ|ւյաք.1<Լւ> XIII. № 4, к60 Фмзнко-млтемагнчсскне наук»

«|»1Ы<мяг1>.хьмкв1» <пи.ки*ны<ьвпь<ъ

*Ь. f-. *41. чг ни uuli

Յսա ԲՈՅԱՅՒ ԿՅԱՆՔՒ ЛЬ ԳՈՐԾՈՒՆԵՈՒԹՅԱՆ ԱԱՍՒՆ'
(Օ'ո։Տ։|սւ('ւ 100-աԱ‘յակի uinp|it|)

'I'/nnm./f լան պաս։ մոլ իք լանք, ււկււած հին <f աման ակներիу , հաչանի են րագ- 
i/uu^/^У գիտնականների անուններ, որոնք խոշոր ներդրում են կատարեք դի~ 
^քքչան մեջ։ XIX դ ••'{•/> տստջին կեսին էէանոշ 1'ոչալլ։ հս/նգ իււագավ ալն 
■>սւ\էսարեգ գիւոնականր, որր ե. Ւ. ԼէւրաչեսկէէԼէյ հետո և նրանիէք անկախ, հիմք 
ЧГ^И ո}'հվկւիդ չէ։>ն երկրաչավւււլի)լան։ Ա շ֊Լվկչիդլան Ь րկրա չա։իա իք քան հաչա- 
նագործհւ մր Ն, I'. Լորաչե սկա և :>անսշ իոչալի կողմի է]' վճո ական նշտնա֊ 

1ի>ւքք fill'll անեւյավ դիտա իք լան էքարդա էքման համար։

//♦ * երկրաչափո։ իք լտն

սսւեդծոէմր, ելո> տոնի տիե գերական 
պրենքի հա/տն ագո րծ ո ւմի у հետո, ճրշ֊ 
ւլրիա ւլիաա իք ր։։ ՚1ւների րնագավաոամ 
մարգկա/ին հանճարի երկրւէրէք քսորա՝ 
իհաիանէք հեսւագուոա թ րսնն Լ՜ր աիե- 
գերքի ւքաւքանիքնե րր քւա էքահալաե րս 
գործա-մ։ ո ['Т' արմաաասլևս փոխեւք 
մարդա- Աքաակերաւյսւ մր աա ր ած ու իք լան 
մ ասին։

հապիտա լիււաակտն կա պ ան րնե ր ի у 

ազատագրված հանգ ար <ք и գո վար գ ր , 
սսւյիալիդմ կաոա յ/ոգ մ п գով ա ր գ ր ա լ- 
ա>ր աշխարհի րոչոր մ ո ifiiij ա րգնհ ր ի 
հետ մի՛ասին մեծ հպա րւոա .իք՛քամր Լ 
նշում /էր հանճարեղ դսո/ակ, գիտու- 
իքչան կորի/իել էէանււշ 1՝որոլի մահվան 
Ա)(հտմլւււկր;

Ցանււշ 1'որսլի ա/ս էասրեգտրձր tf ի նոր /и իք ան 4քիաի հանգիստնա սւմ- 
իէ՝դ\ աշխարհում մոգււվոէ րւլ^ւերի ա նրան։յ գիանսւկաննհրի միջև հաստատ!։չու 
Հւեքսււ րարեկամակսէն հւսրսւրևրտվյլսւններ։ Աշխարհի գիտնականները համա- 
|«ձւյր էգեւոր է՜ սլալրարևն հտնսէն երկարատե ի։ագագա.թքան, ընդդեմ պատե- 
ւրսէէլմի րորւր տեսակի հրձ/ւգների, դիաաիծյան տվրսքներր պետք է ալտա- 
\գ։ւրծ/ւ՚!ւ խաղա՚կ նպասւակնէ. չւի համար, մ ոդովտրդնե րի ն լո լիք սւկան-էրո [чип - 

Lw^U/ն դրոէ/քյւււնր րտրելտվեքա համար:

Զեկուցված Լ 1։ր1ոսն»ւմ, {{անոք ք!ոյսւյի մահվա՛ն I (/<! - ա մ յ ա կ ի'ւ< 'հվիրված քիտա 
և»', մա/էայո, ,է. IfMiU p. հանվսւրի Հ>7֊ք,Նէ



70 Գ. Պետ/ռայաՆ

Յւռնոշ ք՚սրււքր իր иըտնչեչի հաչունադ ործ ու մր կատւււրեչ Լ երկրարսփէ^ձ 
ի} էտն րնրսդսւվէսոուծ': եաիսրսրն նրա կքանրիրն ա դործունեէէէ իժ չսւնն անցնելիս՛ 
համսա ո սրակիր նշենվր երկրսրչաէիութ րսն դ ա րդ ա դւ1 ան հիրքեական չրջւոննևքքհ 
մինչև XIX դարի աոաջին կեսր:

•ե. ինւչերւր իր ч Անաի- 'Ւ քոլրինդ .•■ աշիրաաուիժ/ան մեջ իւոսեչով մէսիհ- 
մաաիկաչի մասին, դրամ Լ՜ր. a,(Հա ա մաթևմատիկաքի առարկան կււււրհւսք 1<ն.՝, 
իրական աշիրա ր՚փ տարածական ձևերը ե րանակաչին imրարերաիքքէէւննէդ՚ք, 
ա լռինրն' մի վերին шиш իձանիւ իրական նքուիժր Աքն ւիաստր, ո չէ աչդ նրււքքր. 
չափականդ վերացական ձև կ րնդռւնամ. կարոդ է ռոռկ ի!ուր կերպով tr,fA- 

դեչ նրա ձադումր արտաքին ա-իէարհիրյ; որպեսդի հնարավոր //|Ա|՛

աքդ ձևերն tn հարտրերսր իժ քռւններր իրե'1ււչ հստակ ժիպակում հեաադուէժդՀ 
անհրաժեշտ է “՚ ք՚ք ձևերն ու հա րա րե րո ւ իմ քո էնն ե ր ր չիռվին ւս՚հդաւոևչ /fpftijf 
րովանդակսւ իէ րս'ւվւէչ, ան հ՚րսո! ե շտ է մի կոդւ1 իժռդնել աքդ րո էքւռնդ ակտ իժրոէյս 
իրրե կարևւրրւււ իժ քուն չներկսրչարյնոդ հանդտմանր. ա լդ ձևով մենր սւրւանէւմ 
են ր կևաևր աոտնր չաւիերի, դծեր ասանդ .шпини թ քան ու /ա չնա իք քան, էրս» ’ 
նադան (I ե I), X l> у 'nuiiniiiuiim'lt ու փ и փռիր ակտն մեծ ուիժ րսննևր, Л մքւօւի 
րւրլէւրրւվին վևրջր մենք հառ՚հո։մ ենր րսւն րանակռւնութ յան ադաւո ա»1սէ»՝ 
ծարչէէչւծռւ թչսւ՚հ Ու ե րեակւււ >ու իք չան արդ րււն րնե ր ին , աչսինքն' ե րե ակա րսկէժե 
մ ե ծ ու իժ չուննև ր իրն - է

Կիրաէւերւվ արռւորտհմտն մևիժողր, մարդիկ մեր իք վ ռւկռւնռւիք րէլէվք\

հա դա րամ րսկնե չւ առաջ անեին ե րկրաչափակտն տարրաէչան դի ա և լի րներ> \Я 
դարից մինչև \ դարր մեր թվակ՚սնոէ իք չունի դ աոա>, !• ա րեչւրնւս մ, քէդիպ-\ 
ичшт t) ե Հին ^ունսւստանսյ </' մinրդկտնց ևրկրաչափական դիրաևլիրներն դդ^Էք 
չափով հարռաա՚ււսւմ են: I/.նհ ր ամե չա ո ւ ի;! քո >ն Լ դառնա if աքդ րպրւր դիտեք իր՝ 
նեչւ/ր ռիււա1.ւ1 ի րևրեչ, հա ч րներսի ա քն իսկական դ իւ ա ա իք jin'll:

Ա.քդ աչիււսււոանրչւ կատարվում Լ ■հունաււսւանսւ մ միւ քանի: ււերորնդնևրի 
■>ա՚հյ>երով սկսած \ դարիէրյ (մ. իժ. տ. , դրվէէէմ են երկրաչավւու ի1րմ11 դեր^ 
րերչտչ դ առադր.րերէ

4 եր իք վ ական տիք յանիդ աւրւռշ ||՜ դարում հադն դիանտ1չան 1’վկւի'ք,յ,էք 
դրամ է իւչւ 1/ տ иյիւև I՛հա չե րեն նրււն ակս t if Լ Ո սէս>չ> րե չ> 1> քյտմ մ հիրմուն րներէր

իւորտդիրր կրոդ աչիռսւաու իժրււնչէ. չւսրդկաւյաձ Լ 13 դչ՚րի՚դ, ր՚րր հրապարակքւք 
դուչւս Լ մդամ միէնչ աքդ դ րվ ած ե րկրա չ ավււէ t իք fill'll րսլււր դ տ սադ ր րե րր: 
հեւոադրրիժրռններրէվ ե(մչր աչավէու իք ր:ւ նն դդաչ/ւ կևրւդռվ հարււաարնամ են 
չոնիւն և 1}.րրիւմևդft:

1րիկչիդ1ւ սիր ե րէչրտ չ սւրիոր իք չան հիմրա մ րնկած են и ահմանա ւքեեր, ujnit* 
шт չաւռներ, արւ/իււմ սւնե ր: Դարերի րն իժ ա քքրո ։ մ ա ա չւչւե ր </ո դ ով и г րդնհ չւի »է» 
վանի մ lit իժ եմաւոքւկււււնե ր իքե Ա.րեելյււււ մ ե ի) ե Ա.ր1ւմւււtnրա մ աչիռտաԼլ 1Л

ասչա ր .4 tjh ք հվկւի՚քեււիւ ,,-րդ ւդաւտւս լաւռր, ե չնեչով ՝!էրտ մքՈէԱ ւդոստոպևււո» 
ներիդ ա արու իա մ ուներ իւդ. ստկւսքն դրանիդ ււչիւ՚էւչ չիր и ատ դրիե չ։ երւսնր> fit/- 

1>ևչւ կարծռււ) Լիրն, որ իւր1Հհրյ հաջոդվեչ Հ ա ւդ ա չչ ո t դե չ աւդ ւդ и и տո ւ քոոսրւ րար 
Լ ու իժ չան ut'ii'iilfm տե չիւ կևրւդսրի անէււմ Էին տչնպիսիր և՚հ իժ ադ ր >ւ ւ իժ րր էն, որը 
ւ) արժեր կ ՜'՝ր'ք ւդոռաու չաւոիէն: H՝ >it իժեմ տ ա իւկական դ իւա ո ւ. իժ չան ւ) եջ չւնդհէէւն- 
քւտռչես, երկրաչւսփոր իժ չան d եջ d ու էՀհավւէ ր ա սչե и ■ չուրջ տևդարարժ տեդի >ւ։ն4- 
դավ վ երածն и ւ իք չան դսւրաշրջանոէ մ ւ կապ իտ ա լի դմի դա րդադման ջրջէււնոէժ՛

Կորերիւ Ու սու Աւււսռիւրւււ իժ րււ՚ս րնդհանա ր մ!ւիժոդի սրււ-ւանջր XVil '/“fA 
առաջին կևււէէէ-ժ lUiitijjiliff վե րչո ւ J ակտն ե րկ ր տ չ ա վռր ւ քժ քան и ւոե դծծ անր:
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Աոտդսւդիտու թ լան «ո մեխսւնիկալիէ բարդ. հարդերի ու »/ ո լմեա սիրոլ թ քունր 
-ասէյրեց ալն արդյունքին, է!ր XVII դարի երկրորդ կեսում սսէեէխվեդ անվերջ 
խ՚րրերի անալիդր՝ դիֆերենցիալ ե ինաեդրսւչ հտչիվր: \ \ | I դարում Նչու- 
աոնի մեխանիկան հանդ իէսանում Լր հիւհւական դիւոու ի) քուն։ հքու տոնի րտ~ 
բարձակ տարածութ լունր հանդ իոանու if Լ 1չվկլիդեոի տարած tn [ծլան սիչտ 
•յատճենր:

11,մենակարե որ դործոններից մեկր. որ ապահովել Լ իվկլիդ ե и ի երկրա­

չափության րացաոիկ դիրրր, դա չափումների պրակտիկանտ, էւրււքիոին ոչ մի 
էսւփթ չի ւ՚ւվե) փոքր ինչ չտփով կասկած ելա. երկրաչո>փաք՚յ րոն հիմ բում րնկած 
^քոլլթների ու իքեո րեմսւհ ե րի մասին։ եմ սւն դրությանր խիստ նպասսւել Հ 
•Աստւֆիդիկական աշխարհայացք, որր ալդ </ամ անսւկ տիրա պե tnrt դ դիր ր ուներ 
թոսդիա,и [dչան in փ ի չիո ոփա լո ւ թ րււն րնւալտվտո ու մs /' ուա լա ց ի մ >ո[!ե մա ,ոի- 
Jnu II ակերին. ճզտե/ով ապա դո ւ դե ք դու դահեո դծերի ւդոոաու րոա ր, մոտեցեք 
էր •’չՎվկւիդրոն ե րկրո> չափոլթ րոն ր, ոտկալն նա ժխտեց դրա դ ոլոլ, ի] քան ,'hui- 

րավորու ի!լունր։

XV | ’ ՝ դարի ի։ո չորադուչն մաթեմատիկոս /. հւքերր դան tn մ Լր. որ կա­

րելի Լ տպա դո: ցել 1չվկքիդե ո[է մ-րդ որ։ и ա ու լա ար եւո որոշակի րնդդծում 
Լր, որ եիմե հնարավոր րււծեք ալդ իւնդիրր. ուլնու ամենալնիվ նպսւսւսւ-

կւուարմար Լ ելնել դու.դահեո դմերի պոստուլատիդ, ч րովհե >ոե հւոկաոակ են 
իւսդրրս իք լունր ուանոէմ Լ դեպի հակա ո ո ւ թ չուններր:

Մաթեմատիկական դիաու իէրոն դարդա ցմ՚ tit'll մ ամ ւոնսմրո-

•րչսւնու մ Լ, որ հրապարակ Լ դալիո Օանոչ 1'որոլր ե իւորաթաւիանtf ար- 
իոմէմքսնքով սչոակում իր անու,նր րոյոր մ ամանակների հւսմւս՚ր։

էէանոչ 1'ոլայր ձնէիեւ Հ 1Տ02 իմ փոկանին X ր անս ի լ կան իա չի կենարո- 
\ոո մ. հրոու դենրու րդ րադա րու մ (՚հերկաչումո այդ րւոդարր դոչմ tn մ Լ կլտմ-jt

մէսՀհոչք։ հալրր' 'իարկաչ 1'որոչր մաոնաւլիաո ■ fj/шմ ր եդել Լ էքաիմեմա- 
սւիկոո, իր կրի] ութ քունն ստացել Լ ՚հ {ո ի1 ինդ ենո ւ մ . սրահդ մտերիմ --արւորև 
րւ՚ւթ քՈէնների մեգ Հ եդե/ մաթեմ աաիկոս 'հաու սի հեսւէ Հւուք ալ սարանն ւսվար- 
աեչու չյ հեսէո նա hS(f-i թկտկսւնին ւիոիոոդրւիու մ Լ !՛ արոր֊ ՛Լաչարդել (Տրւււն~ 
:ւիրիււնիա fnt մ ) ե и ա ան ձնո ւ մ / if ա թ եմ tn ա իկա լի, ֆիդիկաւի tn ր/ւ •

մի>ս{ի ամրիոնի ւիորիչի ւդաչոէոնր ւոեդի միհ֊նէոկարդ դպրոցում։ Ч-քդ աչիւա- 
ս՚ս, .րտմ նա Տեւարյել ի ավելի րան ^0 ւոարի։

ւեարկաշր, մանկավարմ ական աշխատանքին դոt դր՚հիմա էք, ու մեդ կեր- 
*?"'/ դրւսդվում Լ դու դահեո դմերի պոոոաւ րոտով< որին նա չափազանց շասւ 
մամէ՚ւնւսկ Լ հատկէոցրեւ իր ուուսնոդակտն տարիներին։ Համոզված քինելով. 
որ /սնդիքէքւ լուծել Լ - նա ձե տկերպու մ Լ իր աշիոաաո։ թլունր ե նևրկալացնո։ մ 
Գաուսին, "րր, ծա^ւոթանոււով աշիէւոաութ յանր, մատնւոցուլց / տնու մ մի 
հասարակ ոիէաքի վրա, որ շԼքւ նկատել ’եոէրկաշր:

հր սլմևրր դրաէլանու թրոն (դրել ի հինդ ոդրերդա իմլո է ն) և տլլ աոպտ- 
րեդներոսք փորձելով հանդերձ' ւեարկաշր 2ք> տարի չարունււէկ իր աշադրու - 
թ րււն հիւ/եւոկան սւէւարկան աոսէջվա պես դարձնում Լ մ տ ի/ե մ աւո իկական դ ու ո- 
րն/էեսցի պաուրւոաոոււքե ու. հրատարակոլ֊մր։

էեարկւոշր ինքր անձամբ ի դեկւովարել իւր որդի ճսւնոչ հււլալի пиши)- 

նական պարէոպէ/Հոնրներր. I ՛է տարեկան հաստկոէմ քքանոշր տիրապեւոում Լր 
գիվւերևնցիէՈլ ե նույնիսկ ինաենւ/րալ հաշիւխերին:
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1817 թվականին 15-ամլա Յանոչր կրասերն կարդոր/ րննւււ թinr'li հանձ­

նելով ստանամ Հ հասունոր թյան վկա լական ե մտածում րարձրադուլն կրթէէէ - 
թլոլն սսր սրնա լոր մաււինւ

Ստնոշր 1818 թվականին մեկնա <! Լ 'Լիեննտ ե րնդոլնվրրւմ ոադմա֊ ին֊ 
մ ենե րական ակադեմիան է ետ չորս տարի սովորում Լ ակադիւքալում // դրսե- 
վորսւմ է փա լքուն րնդ սլնտկութլո ւններ։

1823 թվականի սեպտեմրերին ստտնա քով սսլալի կոչում (կրասե ր (ել֊ 
ա են">ն տ). սրչիւաուանրի Հ սալարկվում Տեմե շվար փորրիկ տմրսդր:

Ամրոդում քքանոշր իր տմրոդջ աղատ <1 աման ակր նվիրու մ Հ իվկլիդեււի 
5-րդ պոստուլատի ասրս դո լդմ անը. ի րոտ ր րե րո լթլուն իր դւրւսւնմդական տա֊ 
տարիների, երր նա իր րնկերոջ՝ Սոսի հետ դրաղվում էր դո։ դահեր, դծերի 
հարցով, Սանոչր այդ հարցի նկատմամր տլստեդ դրսևորում է ալք մոսէե֊ 
ցտմ յ

Ս,լդ նոր մոտե դումր խնդրի լուծման համար պսր րդե լոր նպատակով են- 
թադ րենր P կետից, որր դտնվոր մ կ ДВ որդիդիդ դուրս, տարված են PE Հ ե 
/'Ь.> էս*»" ադա լթնե րր. որոնր .դիծր հատում են ի ։ ե Е.х կետերում: Ալդ 
Լաօադալթներր պրոտենր /' կետի շուրշր այնպես, որ Е. ե էկետերր մետն 
А В որդիդ/: վրա. կարոդ Է պատահել, որ թ/խ ե թի. ճաստդւսլթներր կձդտեն 
ւ)'ի „ահմանալին դրութլան'' (J) գծին, որր չի հատում A fi ադիդր: Սրտմարտ- 
նորեն րացասվտծ չէ, որ PF., ե PE.. ճտո ադա լթնե րր կձդտեն երկա տարրեր 
ստհմանալին դրութրսն, տլռինրն' PA‘\

ե թխ , որոնր չեն հտաում А В ոլդիդր: հվկթպեսր կանդ է սաել աոաջին 
հնալոովորութրոն վրա:

Հաչվի ոանելով ՚՜>֊րդ պոստուլաան ապացուցելոէ րտդմադտրլա՚Ո րո- 
լոր վ/որձերր ե դիւոա թլորն. ասաջին հերթին ֆիդիկաքի, մեխանիկալի ու մա- 
թեմատիկակսրն տնա(ի դի նոր ւովլսւլներր, որոնր դու/// տվևդին, որ իրրե նա- 
/սոպրրո/ներ կարոդ են ապահովել դիտութլան դարդարումր ալ^էսյիսի ձչմտր- 
տսւթլանների րնտրսէթլամր, որոնր trrr/ել/է Լրիվ ե րաղմակոդման/ւ կերպով 
նկարրսդրեն ուսս էԱսարիրվոդ օրլեկունե րի հի՚մեական հոր ր արե ր ո ւ. թ ւնն ե րն ոէ 
հատկոէ թլուննե րր, Լո րա չե սկին հոլա/ր եկան ալն եդրտկադու թ լան. որ 
հնարավոր Լ !^г/1цիէլե սի •'է֊րդ պոոտու,Լէստր րիոիրարինել ո> ц սրււոււու լա- 
որով, 4՛ լրրինրն' տրված սրդիդիդ դարս դտնվոդ կետով կարելի Լ տանեք 
ич/րրրլ ադիդին ոչ թե մեկ ւլա֊դտհեո դ/"^, ինչսլեո րնդսէնված կր իր/կք/պեսի 
մսու, սւլլ երկու ե iirt/ել/: դսւդտհեո դծեր, ե որ դա կարոդ Լ րոեդի ունենալ 
/րրակտնա թլա^ւ մեջ:

Սկսած 1823 թվսէկանիդ, /'ոլալր հալտնում Լ հորր, որ իր հետաղոսրա֊ 
կրոն ա չխաարսնրներոէ ։! հասել ի որոշակի արդ լանրներք. ե ոթրչիդ ստեղծեք 1, 
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•ի նոր սւշխսւրհւ Երր Ֆարկաշը իմանում Լ , որ իր որդին դրադվամ է դու֊ 
քԱէհնո դծերի հարսով, խնդրում է որդան' հրսէմ տրվե ք դ րտնիդ։

Ար։ կապակցությամբ նա դրամ է. հ՛ևա չպետք Հ վարձես հադթահա֊ 
րեք է]Ո1դսւ-,1ւս դծերի տեսաթլանք ա/դ ճանապարհի՚հ. ևս դիտեմ այդ ճանս։ • 
*1/"/Г 7'' "ս տնցեք եմ այն մինչև վերհ , ևս ապրել եմ ալդ անշող դիշերր, և 
կւվնրխւ ամեն մի շահ, ամեն մի հա՛ճույք թւոդել In! նրա մեջ: Ադաչ/ոմ եմ 

'սսնդիսսւ թոդ դադահեո դծհրի մ՝ասին ուսմունքը, դա պետք / սսւրաս- 
փես նրանիցք ինչպես դդսւյական հրապուրանքներից. 'հա քեղ կղրկի սասդ- 

թրււն/ւց. դվարճա (մ րււնիւյ, հոՀհդսաիդ—նա քեդ համար կկործունի կյանքի 
'”1; րերկրանքր: Աքդ. անշող մ շա շր կարոդ Լ հա դար նյա աոնլան աշտարակ 
ներ կըոնել. Zi եըկրի վրա երրեր չի պարդվի. մարդկային դմ բախտ ցևդը եր- 
քէհր կատարյալ ճշմտրտաթ լան չի հասնի, նա լհիսկ երկրաչաէիու թրսն մեշ: 
rillj աստված հեսս։ պահի րեդ ալդ հրապս։ ցանքից, որը համակել Լ՛ քեդ: 'bur 

րեդ կղրկի սլրախոԼթրւլնիդ ոչ միայն h րկրա չավէութ յան «ГЛу, ալլե երկրային 
''7? կր՚՚հրամ։ Ես պատրաստ էի դասնալա ա ւդ. է\շմարաա.[մլան նահատակը . 
միայն թե ե րկրաչաէիա թ յունը մաքրեի ալդ /")/'//• մ իա ի։ թե մարդկային ցե­

ղին տայի անբասիր դիաա թլան: Ես դա ըհււլրելի, հսկս լական աշխատանք կա­

վարեցի, ես հասա շատ ավելի լավին, քան ալն. ինչ ստացվե լ է ինձնից 
աուսշ. րալց կատարըսլ ր։ս վա ր ա րա թ լան ես չստա դայ>է

Ատնոչր, ււակտլն, կլտնւված իր այդ ’•արցով և ուշադրություն չի դարձ­

նում հոր նամակի վրա, շարունակում ի դրադվել 'հրտնով ևս մի շարք տա­

րիներ հ ստացված արդ ւոՀհք՚հերր սևդմ՝ կերպով չտրս։դրո։ մ ի որպես դիտա­

կան սւշիւաաաթ/ուն:

1Տ32 թվականին էէանոշի հայրը, մ՝եծ դմվարա թյուններ հադթահսւրելով. 
՚ու։ր։։դրէո մ ի իր մաթեմատիկական դս։иր՚էւթացի ւոոսւօին հատորը, որր կրա մ 
1,ր տծԼնւուա! են խւիորձձ)} վերնադիրրէ

11րսլես ալդ աչիւասսս թլան հավե/ված ապադրվսւմ ի Յանոշ 1‘սլայի աշ­

խատություն  րէ

Տանհշի նոր ու դի հւսրթոդ ո չ-իվկլիդ լան ե րկլոս չ ա լի ու թլան ր դիաու թ լան 
օլասւմա թյան մեջ հայտնի Լ в ԱպենդիքսЭ ան/սՏէովէ

^‘իրքր րո.լս ւոնււներււն Ч/Л/Г մեկ օրինակ շտապ ու դարկվամ ի 'եաա- 
նրա կարծիքն իմանալու:

Ֆարկաշը իր նամակում դրա մ ի '!-տա սին. «1'մ որդին քո կարծիքն 
'։1,1ելի I; դնա-tiiiutin մ । .քան "դջ Եվրոպայինոֆ:

1‘աա.ււր, ստանա լով դիրքն ill նամակը, շատ շատով դրամ Լ իր ընկե - 
/’WP/» Հևյինդին, որ ինքը սւոտցևլ ի 1'որսլի սւշւոդրավ աշիւտւոութլանր ե որ 
'1րւո հեղինակին \։սմււ1րու.մ Լ հ՛ասարին կուրդի հան՛ձար^։

4‘սւէււսը մէարկաշին պա սւաиիւանиւմ Լ մեկ ամիս հետո:

11դջանելով իր անմ tttt.ni’hui у ի ընկե քոշը և որոշ տե դեկւււթ gt ւ<ենե ր հ։սդոր- 
՚}եըէվ իր կրոնքի մասին, է՜լ տարի լոաթ ըււն պ աԿպսւնե ju, դ հետո ’հսւաււր 
անւ/նւռմ Լ Յանոշի սւշխատսւթյսւն։ 1'երամ ենք ալդ մասիդ մի հատված- 
էԱթմ մի եըկա ի>"սք քո որդու աշիոսւսա թյտ'ո մսւււին։ Եթե սկսեմ ա Հո րա- 
^‘7' "1' u։J'l աշխսաւոՆթյու-քփ չպեւոք I; qгп| mp ւս1։Լ։ք, ապա դա մի պահ 
կդւսլո/ անսւււ, րտլց սւլյ կերպ վարվել չեմ կարոդ, եթե դովարանեմ ուլդ ս/շ- 
/uatuim.fjրսնըէ կնշանակի դովարանա մ եմ ինքս ինձ. քանի որ ալդ տշխա- 
ս,"լթյան ոդշ րովանդակա.թյունը, աիւ ա.դին. որով ընթացել Լ քո որդին, ե
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ա բդ քու.նչւնե րը, որ ииич դե { Լ նա, ւչրեթե ամբողջովին համ րնկնէէէ մ են 
սրանից 30 ЗЦ տարի աո աջ իմ սաացտծ մ ասնտկի ա բդյո ւն րնհ րի հեա: 
-.իրավ ի, hit չ ափաղանը դարմսւցտծ lit! ալդ սւէէի1իւ{:

Ես մտադրություն անեի իմ սեփական ա ~խ nt տ ա ի) քան մասին. որից 
ո("'( բան ես ալմմ անցկացրի իք ղ jd ի վրա, կենդ անա իքլան II որով "չՒ'։Դ է**1'ա' 

պարակևէ! U արդկանց մ եծ տմ ա սնո t իք րւ ւն ր է\իշսւ գաղափար չունի ալն մաւվւն, 
ինչի մասին իասվամ Հ ալստեղ. ես հանդիպեցի միայն շատ սա,'րսվաթիվ 
մարդկանց, սրոնր »»//»»//Նձ/յՆ հեւոարր_րրու [dլամր ընկալեցին այն, ինչի մասին 
ես նրանց հադււրղ ու մ Լի: П րպեււդի մարդ ի <{քւ€^4է{լ{ք ւ{Հււ{ւ աքդ. հաււկանարս 
պեւոր է նայս որոշակի դղա "• քն, ինչը իսկապեււ պակաււտ մ Լ արւաեղ, իսկ 
մարդկանց մեծում ասնա իք քան համար ա լղ բո րւ րս վ ՝ին պարդ <Է: fiui'm ևս 
մ տաղ րտ fd քսւն անեի մ {t մ tin! անակ թղթի վրէս անցկսւ ցնե / բո/ոբր, սրպեսվի 
՛Աքդ մսւրեբր, համենալն դեպս, չկորչեին ինձ հետ։

քքլստի եո շսէսւ ւչա րւք ա ցած եմ, որ աղա տվ՛ած եմ ար/ անհրւտք եշււէէէէ- 
թ րւլնից, ե ինծ ՝աա ու ր ա ի: ա ցնո / մ Լ՜ այն հ անդամ ան րր, որ իմ հին րհկերոլ 
որդին Լ հենց այղ պի и ի զարմանալի կերպով կանխե/ ինձ#:

(‘նչսլեււ երե nt.մ Է, 'hunting, էիոիէանսէկ հրապա րակա լին մամա րոմ ար- 
մանի գնահատական աա/ա Г ո լաքի էսշխսււուււ ի! րսնր ե իք ր ա[unt ilելա. նրան'ն«է* 
բան որ սխրագործ hi թ յւ4ննե րի , դերադասու մ Լ լսել, որով ե ում ես Տարված հ ■ 
հասցնում էէանո շին: Այս կա պաքլց ա թ քամ ր. դգալի հ եա արր րրո t թյան են ննր- 
կա քացն nt if ւքւււն՚ոշի սւյրծարծած մարերը '՜եաուսի վէսրբադծի մաււին ttt դի- 
տո:.թ լան սէոսւշ ձսուացած իւնդիրնե րի լու.<)մւււն ու ոն չ ու իք/ա մ ր.

Եմ կարձի ,ր՚էէ[ • (էնչէդեէէ [utt րււււդ ե и համողված եմ, րււ ր ա ՛ցանք քՈէ ր քնա* 
{ւււէէւղաշս>րւ[սո} մարդու կարմիրով, ա քւ ր՚՚լոր վւ ա и տ ա րկն ե ր ր, որ '1‘տտ.Սր րե՝ 
րամ Լ [t րտդւււտրսւիմftii'li ալհ րտնի, ի!ե նա ամենեին չ/է դանկսւցել ւ

սեվւա1րս'էւ աշ[ււատւո.իժլուններից (ա րչ հարgb >1Կ ւարերլւսլ{ ււրեԼ дпЛ հրաւդւււ- 
րակել իր կենդ անա իք լան մ ամանակ, [dint) են ե աննշան: ԼքԼ որ դիւուււ [J լան 
մեշ, ինչպես {ւրակա՚ււ կ քան՚րո t մ. րանն ւո/ն Լ, որպեսդի ամեն ւդւսրդսո

րանվեն անհրտմեշա, հւսնրւպու ա. իքեկադ ե դեոեււ ոչ պարդ րաներր, և դրա 
հետ մեկաեդ ա ր իքնւոցվ [t ճշմ ա րատ [d քան դեոես նիրհող դլւտւսկէրո իք լունր, md- 

րաչքվի ա ծավալվի ւսլե: U ա [d ե մ աւո [քկու ք[ւ րմրոնամր, դ J ր in [ntlittt րա ր, է»րի1': 

նադել /, դե՜ոեււ ււակտվաիիվ մարդէրսնց մոա: Եւ[ աքդ հիման վրա, {ւ նք Արս- 
էււրրվտկով կարոդ Լր ԳաէՈէւր մ իսւնդ unf ա քն հե աե ող ական կերպով իքաքցնհէիր 
հրտչաւ {է աշիէատու իք քաննե րի մի զղայի մասը: f,t[ տլ1ւ հանդա մանրը, սր. 
դմբաիսոարւււր, նւււ լնիււկ if Ш [d եմ'iniu իկս սնե րի > ւո քդ իքէիոէէ նէէէև հո չակավրւր է!ւս՛ 
[մե՚մաէոիկոսների մեր Ijin'li շուտ մակերե и ալիններ ■ սււնղսւմանրր րնսսք

քպ չ/է քրորէէդ իւե քամ {ип մարդու համար հիմդւ ծսէոաքեք սւլսահետե Լ/ ղրւար[1ւ- 
/tn միայն մակերեսալինով tn. միշակով, դիատ իք յանր պահելս: րնա- 
ծ ո t իք քան մեր, tuf'li վ ի^ակո ւմ. п ր ՛հա մ ու ոտնդել ի: 11.էդպ[ւււ/է մ աատրսւմ>"’ 
դրա իք քէէէ՚Ղէր արդարացի կերւդսվ կարեքի քքքիներ անվսւնել հակա բնական և ս*ն» 1 

իքոհեմ, տասի շաա անաիէէէրմ տպավորություն Լ ււտսւլ/վւււ մ• որ ՛հատոր, '/и՛- 
խանտկ ա դդակի, աղնիվ, անկեղծ քլերւղով ր՝1ւդսւնելա. ւր Ս,ւդենդ ի րււ ի P և itnf՝ 

րոդշ <Т Տ ե՛ս 111 ամենիդ բարձր ն շանակու թ լունր, փոխանակ ա րայաո [d լամր if mu՝ 

“ltuiljg[i ճանապարհ հա բիծ ե րո նոր դ[ււոո,ի1 քան ,ււււ/'ար ե մ՚տածիւ թե ինչւդէւս 
աւիելի վտրպեւոոբհն շարադրքէ ալդ ղաղաէիաբնեբր, պատշաճ ճտնասրսրհ /’“"J 
սէնի լավ մարերի համար, /ւ՚Կդհակաււակր, ջանում Լ դբու՝հ[ւց խուսափել ե դե-
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ղերում է րւորեպաշա ցանկու իք/ուններ ի։ nt ափսոսանքների tfltt in լն աո թիվ, 
Աե ընթերցողները բավականաչափ կրիժ nt ftiրսն չունեն։ Դրա մեջ չէ, քէհար- 
կե. ղ խոհական ի կլանլ՚ր, ղործունեա թլսւնն tn Ժ ասալու իժ (ունր »;

Ամրսցի միապաղաղ կլանքր ե tun и ղջական վիւճակր սաի պսւմ են Ցանո- 
քին դիմտմ տալ ղքէնվորական ծաոսւրէւթ Հունից աղատվելս/ համար:

1833 իժ վական ին հարցվում է նրա դիմամր ե նշանակվա մ է 280 ղու/- 
էխն տարեկան իժոշակէ

Հու նղարիան XVIII 7"'/'/’ հ XIX Ղ,1'1՝Ւ Ьг'^’Ьу ներ֊
կս/լացն tn մ էր հետա/Ottttg սպրարալիւն երկիր՝ ди/ րոտն կերպով արս/ւսհ/ս լսէէի ած 
^1'Ոդալական‘Հո րաաաքէրական հարաբերա թ յուննե րով։ ‘հոլա իժլ։ւ։ն ունեցող 
կալոլր չէր նսլաստսէմ ղի ս՛ա իժ լան ղ/ո ր/լացմ անր։ Էժնալած ալդ ղմ վարին 
tաններին, ալն ժամանակ, երր էէանոշ ե՝ ո լա լի իսոշսր հա / ան ա ղ ո ր ծ ա իժ րւ է՛հ ր 
Ժեում էր աննկս/1/ւե/ft, իւ1/րր արհամարհված, աո ւէղջական ու ւոնւոե tt ական 
քրուքէք ր/էնր ծանր, ղիւնվորակսէն հրամանատարս։ թր/ւնր ավևյհրղ կերպով 
միջամաս։ մ էր նրա անձնս/կան• րնո։անեկան ղւ/րծերիւն, նա ներքիէն in ժ ու 
ե»անղ էր դրսեորոէէք ղրաղւքերո ի/որր մաթեմատիկական m.t/Ոէ ժեШՈիրttէ ֊ 
ք) րսննե ր/։վէ

1838 թվականին Հ^սւնոշր և ftp հաքրր шп անձին - աtt անձին մաււնակցւււմ 
են ll/llt ոլլերս իժվերիէ ե րկրա չաէիական ւոե иnt.իժ (ա՛հ կա ուարելա։/ ործif ան ւսոիքիվ 
հէսրսարս/րված կսնկո ւր ո ին է

էերււրին չի արժ /. րաւք որե/ ներկալալյվււէ։} երեք աշիւաin ո t իք լաննե րից հ

>էեկր, ալղ թվում ե ['ոլալի աշիւաաո/թլունը, չհալած որ, ինչպեււ սւարղ- 
ւքե( է եեաաւլալո՛ մ. մտնոչլէ ղղալի չափով մշակել էր այդ խնղիրր։ (հլարիի 
անդամներից ե ոչ t> եկր չի կարողացել հասկանա/ նրա աչքոաաաիք լունր:

է»Տ »՚Տ* իմ, հոկաեւ/րերի 17-ին ԷէոՀնոշքէն հալունի է ղաո՚Ոում IS II) ի.էէիակա֊ 
էւին ղերմաներեն (եղվով ապսոլրված' Լորաչևւէկու tf bրկրտչափական ',եաա։.

ւււրէւթլուններ ղու դտհեո ղձերի tnhnn t իժ լան վերարեր/աչ- ա շիւ ա tnnt թ լունր > 1Լլս 
փէէաար մի նոր մանր հարված էր ('"քափ համար!

’քանոշր, էորաչեոէլա աշիւ ա ա ո t իք յան ր մոտիկից ծ ուն ո թ ո,նա չո t g հեաո, 
քկղրրէէմ՛ չէր ուղում հավաւոայ, որ էորաչեոկին իրապես ղոլսւթլոլն ա.նի.նա 
ույն կարծիւրն է հալանա֊մ, որ ալդ աշխատս/./Jրււ'ււր դրել է Գւոուսր ե հրտ- 
/ոէորւսկել Լորա չևոկա անունով! U.pt են թ աղ ր ո ւ.թ լո էն ր հեսէաղտրէէմ փոխված՛ 
է ШЦ ենթաղրոէ իժրսնների;

ք՝եր/ոմ ենք ձսւնոշի ղ ի ւոո դո ւ իժ / ո էն ի g if ft հատված, որ հրա սւա րաէլե չ է

^տեկեւր, «Ալղ աշիոսէոութլան էււչին ու արղլունքր արւ չափով են >ամրնկնում 
1832 թվւսետնիէն հրասլարակված /ւՏենւոամեն /> աշիւսրասւթյան ‘.աւիելւիա-

^h (AppC/ldix) հետ. որ չի կայtltlft չղարմանալ։ Արդեն ՝հատ.սր, նրա ասե- 
(ւէփ ծայր էէւււսւիՀ\ան ւլարւքացած Հ եղել մ աջարական ու /ք սոկովյան մաթե­
մատիկոսների աշխէէէ nut/fj (անների սքանչելի համընկնման ւսսթիվէ 11.րղարե 
I"՛ Ոէլղ ասիՅիւք ղարմտցած եմ и չ աւ1ե(ի պակաս/

Հարկավ, ղոււս Հ\շմ տ րաա իք լան Էսէթլոէնր ինչպես I> ա ր ո -• ՛Լա շա րղ ե րս /I . 

■սիւսլեւ/ էլ 4ամչատկալում ե նախիսկ Լուսնի ւքրա, կտրքճ ասած' տմրսղշ աշ- 
իէարհէէէմ, պետք է լինի՛ միենտթւր: Ւնչ հու րււնա/լ ч րծ т մ Լ րանական մի արա֊ 
ոսծ, նէէւլնր կտրող է հալանաղործել մ!,կ ուրիշը—արլ ղուրկ չէ հնարսււիո֊ 
րոէթ լունից։ 1'ացքւ դրանից, մտքիէ ուոե t/ծ աղսրծ и ւ իժ յո/նր, ինչպես ե րնու - 
էքրււն ւսրղասիքոերր — [и/tn iftn րրլկ/ո իժ լան /լա րղացւ) ան րն իժաց րի։ — սւնե՚է, իրենց
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ժ ամւււ՚հսւկր, երբ նրաք երևան են ցտքիհ. այւէպեո, եբրեէեւ ցամաքի ե ծէհքի 
է1ր,>' "4>"*-^էաւ։իրվում Լ նուքն шп արկան, և երևան են ցաքիս ազդակից ՛լա֊ 
ցավւարնհր, ինչպես այղ տեդի ունեցավ, օրինակ, ցիէիԼ րենցիալ և ինւո1պրա[ 
հաշվի դեպքում: հվ վերջտպեււ, հենց uifif աոտրկան ինրր աոանձնապևււ //p'/- 
վար այնքան էլ թաքնված չի։ !՝այց եթե այնո»ամենաքնիվ if տածենք,

թե որրան քիչ են եդել խորամիտ մաթեմատիկոսներ, նա լնիււկ նրանցից լա­

վացա քններ ի շրջանում. ո բոն ր հան ցել են և րկրա չաւիա թլան մեջ այդ ք,ւլ,տ1՝ 

րմրոնմանր և ծպտել են նրա լրացմանը,- ։։ր կկկ/ի ց և и ի ժամանակներից Լ 
նտ յնիսկ մարցկսւ թյան ցոյութ բոն ժ ամանակից ի վեր, չնայած բազմաթիվ 
սքանչելի խոքր հետւսցոատ թ րսննե ր ին (դրանց մեջ պա տո դու թ քան իւտւսո- 
թրսն, պաքպւււ թ քան ա խորա թյտն տեսակետից <էՏ ենտամ ենր», որ անմիջա­

կանորեն նախս բդում է ւր 11.պենցիքսին 1>, անվիճե լիո բեն դբտվէսմ է աոաջիկ 
ւոեդր), ա յդ ասպարեզում, համենալն ցեպս մամա քամ, ոչ մի նշանակայի 
բան երևան չի եկեք, եթե նկատի ասնենք, որ ա/նքան լա րջ 1չտւոինդհաւո- 
դենր ի վիճակի չի հէլել հաօկանարււ >ր Ապենդիքոր J*է

Լորտչևսկու կէւդմից 18-40 թ կականին ցերմաներեն լեզվով հրսւսւա րւս1ր 
ված տշխտւոոէ թ րսն նե րած ականում որոշակի նշվում է, որ սրշիւատտթյան մեէ 
շարադրված արդյտնքներր նա ցեոես [829 թվականին հրապարակել է .К.Я* 
за некий Вестник*-nt մ, Ժ տարի շատ, քան Ցոյւսյի ւսշիւաաա թյոլնըէ

Ցանոշ /• и րււլր Լորաչևսկա ա շխա tn ա թ յո ւնն ա и ու. ill, ա ,,ի րե րււ ց հետո, զրււււ! 
է դիաոդո, թ յուններ: հա պատշաճ ՛Հհ ահա աութ քուն Հ տայիս է,ո բա չե ււկտն Լ 
նրա մի շարք ե դ բա կաgn ւ թ րւ ւնն ե ր ր համարում հանճարեց:

•Հանոշ Տոլալր իր կյանքի վերջին տարիներին շարունակում հ քքրաւլվել 
,! աթեմillաիկա կան տարրեր իւնցիք,ներաի 'bin նպատակ ի դնում կատարել

1'2 Ւ”"րմետցործ ա թ/աններ և անցնել 'I'nini "ից ա իսբաչեսկու.ց, ոակաիւ 
ո էոե ցծ ացործ ական աարինհրր արդեն անցել Աէն հ այց ցանկա թ րււններր Ifinu- 

gl1'1 լոկ ցտնկոլթ/ուններ:

^'[4 ֆանտ,սրտիկ խնդիրների թվին Հ ւցաւոկանու if մանոշի այն ցտնկւււ- 
թյանր, որ իյ, մեջ ասաջա ցե յ էյ, դհրևս ե րիտասարդսժլան տարին հրին: նա 
մաածւււմ իր ուււեւլծելու Օ՚ուսմունք լւնդհանա րի րւսբորու թ/ան համւԱբէւ 
Ե նչ1ւ է ցյււյել ւԵոնոշին մտածելու նման ցիսւաթյան մասին, նախ ե ււուաչ 
ալն, որ նա ապրել ի ցասակարցալին հասարակու թյան մեջ, տեսել է Ц^ЦпЧ 

անարդարս,թյուն և կամալականութքուն, նա սիրել I. աշխատավոր մէէդովըր- 
ցին, ասւհլութլամր Լ լցված եւլե/ դեպի տիրոց դասակարդի 'հերկա/ացոէցիր 
հելւքւ: հ,ո հրլէ,լ / հայրենասեր, չի հանդոլրժեք ացդա յին խարականա թ յունր- 
1Տ4Տ թվականին Հունդ ա րսւկան ււե ոք յա ցիս, լի ժամանակ, Հհալած իր ծանր հի- 
վանդության> նա դիմում Լ, որպեսզի իրեն, որպեր նախկին սպայի, пдтш- 

գործեն համապատասխան մ ինխւարու թ յունա մ իբրև կոնսո, լտանէո) քքւսնոշլւ 
ւ! եծ հավատ Հ ունեցել ցեպի դիաութլունր: ք՝արձր գնահատելով դիտութիմե 
վերւուիոխիչ դերր հւոսսւրակո, թյան կլանքու մ, նա իր ժամանա!րիս դխոու- 
թյան մեջ վերավւոիւիչ դեր կատարեց։

Ցսւնոշ l՝it/տլր իր կյանքի վերջին շրջանամ մնաց րոքորովի'։ւ միայնակ։ 
եա իր հոր մահից հեսս, ապրեց րնդամենր երեք տարի:

1'ոյայի մահից հետո ցիսւոէթ/ունր խոշոր թոիչք Լ կաւոարել դեսլի 
աոաշ։ ե. Լորաչեսկու և Ցա. 1'ոյայի ոչ^կվկլիդյան կամ հիպերրոլիկ երկրա՝

չափության հայտնադործումից հետո էրիմանը հայտնապործում I; կլիպ>"իկ ^ք՛ 
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կրւււչտփւււթ  չուն ր: Աչս նոր տեսակի ե րկ րս։ չափ nt թ րւ ւննե րր օգնում են էնշ- 
ւր1ւչնին սւոեգծեչտ հա րա րե րականււ ւ թ չան ընդհանուր տեսսւթ չուն ր, որր մեծ 
դեր թագոէմ մ ամ անակակիքյ 1ի իգիկսւ չում tn աւ>tnրհէի/»գ(՛կարււմ:

Հունգարական ‘իեմոկրաԱէւոկան (1’եиւգւս րչիկաք ում՝ Յանսչի հաչրենիվրււմ, 
վերջին աասնամչակում գիտահետագոտակտն աշիւաւոանրնե րր չաչն թափ են 
սսւաէյևչւ մ՝ամ անսւկակիէչ գիտա թչան ա տ եիւնիկտկան աււէոջտ գիմ ա. թ չան բարձր 
աստիճանի ‘[ши ա պա չրււ քգնե ր են հանգ ի սան ul.il' Ասվե աական գիաւսթչտն 
ւխսչ/ուն հագթ անակնե չւչւ, իւտգագ նպատակով ներասւււէքտ չին էներգիայի օգ֊ 
ւուսգւէրծումր, երկրի և Արեգակի արհեստական ;սրրտնրսկների ստեղծումը, 
կոսմ իկակսւն տա րաւ) ութ րոնն ու սա'մեա и ի լւե լա նպատակով սովետական հրր՝ 
թիրէների հաջոգ արձակս։ մր

'եիտա թքան ար։ նվաճււլէէսևրր հի աւյմունվւ են սւոաջտւքրել ամբողջ աշ­

խարհում! !՝ոչաչի մսւհիգ հետո պատմական (սոշււր (էրագ.արձութլսւններ են 
տեգի անեէյեք մ ո գովпւ րգների հա и ա րակական֊  րո> գա րական կլան pm մ :

>գսր սո րյիսւք իսէոական լագերի պե աո։ թչոլններД չւսչւրամ իր պասոի"՝ 
փւր աեգն էո.նի հսւնգա ր աոեգծ ագո ր<) մ ո գսւ( ուր գչւ. որի ագաւսւսգրա թ քան 
մասին միշտ երագել !; Աա. 1՝ոչաչը1

ItfO’l թվականին Հսմհգարիա /ի ր1՚իսււո թ քուննե չվւ ակւոգևմիան -ւանդխււս՝ 
վոր կերպով նշեր ('որս չի ծննգրսն 100- ամ քակր ա սահմանեց (էանոշի սւնվան 
միջագգ“՛չին մրրունակւ

2ll4i թվականին Հունգարիաչա մ կւսգմտկերպվեր էէանււշ ('ոչսւչի ւսնվւսն 
մաթեմատիկական չւնկեչւութչան, որր ա/( մաթեմաուիկակսւն ինստիտուտների 
հետ միասին, դարձել է մաթեմսւսէիկտկւսն դիսւա.թչան հի՚ւ1էւական կենարււնւ

'ձտնոջի հիմնական ա շիււսսւսւ թ չունր' <է Ապենգ իրսր Հ> թարգմանվեք I, տշ- 
իւսւրհի nunրրե ր մոգովսt Է՛ գների քե գանե րովէ

Աչս -ւանգիւաւվոր օրր գ անկսւնանր հսէնգսւր մ ոգււփււ րգին, 'հչւա գիւո՚հա- 
կսւննե քվէն նսրանո ր հաջսգւս թ չսւննե ր գիտա թ չան րնագավաււամ. որին աոանւլ 
11եագորգ(ւ նվիրեր իչւ ամրււգջ կրսնքր հունգարական ականավոր գիտնական 
Աանոչ 1'որոլր:

Հ^յկակսւն UUQ- ԳԱ 1!՚1>ւ4<, իտության /<
4ւԼիՆիկայի պաս։ մ ութ յան հ ս։Ն ձնա<! n ifinj 11սւացփրծ Լ ֊հ |\ էճքւՕ

Г. Б. Петросян

О жизни и деятельности Яноша Бойай
(!\ столетию со дня рождения)

Резюме

В начале статьи кратко указывается огромное значение открытия 
«ееаклкдойой геометрии в истории наук после открытия закона нее՝ 
мирного тяготения, затем характеризуются основные этапы развития 
геометрии с древнейших времен до начала XIX пека. Далее излага­
ется жизнь и деятельность выдающегося венгерского математика Яно­
ша Бойай Особо отмечается, чго Янош Бойай независимо от вида­
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ющегося русского математика И. И Лобачевского открыл неевк 
довую геометрию. В статье приводятся выдержки из писем Фарка 
Гаусса и из оставленных записей самого БойаЯ.

Своими трудами Бойай. как и Лобачевский, намного опере 
свое время. Отмечается то громадное значение, которое имеет itf 
клидовая геометрия в современной науке.

Статья Оканчивается характеристикой достижений освобожу 
кого •венгерского народа, строящего социализм, о счастье котор 
всегда мечтал славный сын венгерского народа Янош Бойай.
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

Г. В. Ьлдалян

Некоторые гауберовые теоремы для обобщенного 
ряда Тейлора

В настоящей работе уточняется теорема И работы |1], а также 
лета напаиваются некоторые следствия. вытекающие из уточнения этой 
теоремы и теорем Л, А. /?. Л работы [2|.

ас
Теорема II работы Н утверждает, что если ряд У ап суммн- 

п - О 
руем по методу (Ал) (см (1|) и

ц„ (D

։где *> 0—произвольное число, а 0 = հ0< 7, • • -ос, V =ос.
Ть

X՛ 
то ряд V ап сходится (к той же сумме) в обычном смысле.

л-О
Эта теорема в |1| доказана при помощи нескольких лемм, 

причем условие (1| использовано только в лемме 3. где дока­
зывается ограниченность последовательности частичных сумы ряда

а в остальных леммах использовано только условие ап = () I — 
f-ii \7л/

Что касается доказательства самой теоремы, то условие (1) ис­
пользовано постольку, поскольку там использовано утверждение лем­
мы 3.

Из вышесказанного следует, что уточнение леммы 3 повлечет 
За собой и уточнение теоремы И.

Ниже мы приводим зги уточнения.
‘X

Лемма 3. Если ряд У а„ суммируем по методу (A-J и
я~0

».= о/֊1~—1—(2>
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то
п
2 а* 
к-0

.'ժ<* Д^>0 не зависящая от п постоянная 
Доказательство. Пусть

■5С
lime (л) = 11m V а„м„ х) — s.

Это значит, что при достаточно малом л — х(£)>0 будет

Далее
!?(*') 5|< t.

,S- = ?(x)-.S֊|Sm о л֊)
/п »

= <?Ա՜) $-h V ак |1 »*»4у (-V) J V а„<нн1А’)
fc-1 п • «В-rl

или

|Տ« S <| <р(х) •; v ւ«>| [1 - <“*(х) | ; У !<*„
fc-| /։-«!•։

В силу леммы 1 теоремы II работы [1) имеем 
т т к
2 'а»Ц1 »s л-)| < С У | й* / ]-| — •■֊ хъ .
Х-1 к ! >-.* ** 1։

Остается нам оценить

У, |аа|шя(х). 
It

Имеем
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(8)

где контур С'п оставляет вне ограниченной нм области точку С = 0. 
Имеем

Res 
: о

(9)

(10)

получаем
1 1 լIn՛—= — In Ն

Ն-Ն
1 т-V In 
й ~.

Это
11 , 2 

значит, что
н 2(7v-h)։

Для последнего
имеем

(И)

слагаемого правой чисти (8), в силу (9) и (11),

х-ЧК___

П <֊ + ТО 
о

=ш (12)

т
V

1

Ն
՜ и

6 И тсстия АН, серия фиэ.-маг. наук, ЛЬ «
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В силу (10), (11) и (12) из (8) получаем

I л | и։л Л') <Հ 6 ()1 (13)
п m-Cl

где. С'о—абсолютная постоянная.
В силу (4), (5), (7) и (13) из (6) следует, что 

1^1 < А 
где А—абсолютная постоянная.

Этим лемма доказана.
Используя остальные леммы теоремы 11 и весь ход ее дока­

зательства [I], доказывается следующее уточнение последней.
Л

Теорема 1. /Аз суммируемости ряда X' ап по методу (Я.) и 
rr I) 

при условии

* ]
где 0<լ՜;։^ ՜.2 ֊Հ------֊֊ = հ^>, следует его сходимость (к той

. I '*
же сумме) в обычном смысле.

Следует отметить, что вышеприведенная теорема не может быть 
существенно уточнена, так как в случае, когда

Ն = Ն 7 = 0,1. 2...
она совпадает с известной теоремой Литтльвуда (см. [3|, стр. 196).

Отметим теперь результаты, которые вытекают пз сочетания 
сформулированной здесь теоремы 1 с теоремами А, А, BjB, работы 
ք2|

Теорема 2. Пусть даны: 
/. Ряд

?(/) = У. ««**>„(/), 0</<1,
Л 0

3. !i։n?(/„.i — S, где S—некоторое число, а. последовательность {/.«, W--X
о б л а да е т с во ист вами

t„. I о. т = 1.2...

, — <! ժ>1- любое конечное число. ՝ гм I
Тогда ряд
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’ «л Հա1 
Ո О 

кадится к числу Տ в обычном смысле.
Теорема 2'. Пусть
I) последовательность чисел {/«} " 0.1) обладает свойствами

tm I О, /й—>ОС,

lim ~— —• об,
. оо ' w +1tn

2) у 4

* тогда существует расходящийся ряд V ап, такой, что
Л=0

11) ^ = о(֊;).

2) «ад = v а,,^п (tm) о(1), когда т֊>^, 
п-0

Теорема 3. Пусть даны:
/ Ряд

Л
?(0= У ^о.л(/), /է(0,1|. 

л-О

3. Гнп Չ(ք„) = Տ, 
7Г.

где S—некоторое число, а последовательность [£т} удовлетворяет 
условиям

(*'}
^10

Um -р-
rrt— ос 'т~\

огда ряд у ап сходится к числу Տ в обычном смысле, 
в

Теорема 3'. Пусть последовательность чисел 1)
бладает свойствами

lim (լ 1 ^койое число,
/ո֊-օտ Ст - I
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Тогда существует расходящийся ряд 
'■Л
У «» 
л О 

такой, что

1)а„ = 0 ( ֊֊)
\ է" /

2) Пт © (Гот) = Տ. 
ГЛ >СО

J 1нсI игу г математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 5 IV I960

Հ «Լ. Ruiqui|uuG

ՏԱՈհՒեՐՅԱՆ ՈՐՈՇ ԹեՈՐԵՄՆԷՐ Բ֊եՅԼՈՐՒ ԸՆԴՃևՆքԱՑՀԱԾ 
ՇԱՐՔՒ ПОР

II. Մ Փ П <Ի Ո Ի IF

Աշխատության մեչ ճշտված Հ |/| սւշխաւոութ յանում շտ րււպրված 
աաուրեյւլան մի թեորեմա, որը վերջնական տեսքով ձևակերպվեմ է այսպես.. 

V.

Եթե \ Ոո շարքս հանրաւյամ արևյի ի րոտ (.4 մևթէպի 
Ո 0 

և

CO |
որտեղ 0 <Հ 71 ՜՜֊-7ւ* ՚ У — ОС, ապա այդ շարքր քրււպսէմետ /

նաև սովորական իմաստով, րոտ սրում զու ղամիսաւ մ է նոպն էլա մ արին:
Աշիէատանքսւմ նշված են նաև ици թեորեմայի և ? | աշիւատութլան- 

մեջ շարադրւիսծ .4. ,\ . В, Li թեորեմնևրի րազղատումի^ րիւող հետև անքներրք
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

Э Р. Розендорн

Реал и за ци я м ет р и к и ds- - du - - /-՛(«) d v - 
в пятимерном эвклидовом пространстве

I. Как известно, плоскость Лобачевского н^ допускает регуляр­
ного вложения в /Д |1| (через 1.„ обозначаем тп-мерное эвклидово 
пространство). Д, Блзиуша построил рса'и .пиию плоскости Лобачев­
ского в F в виде поверхности к;асса С', не имеющей самопересе­
чений |2|. Покажем, что, если допускать самопересечения (точнее са­
моприкосновения), то, пользуясь методом Д. Бляну пи, можно постро­
ить в Е- поверхность с метрикой

ds- ֊ du” Jv\u)dv:, (1)
где J положительная непрерывно дифференцируемая функция, 
определенная для всех значений и ( л-, и <Լ ~ х֊ , прич-.-м указан­
ная поверхность принадлежи! к точу же классу С" иди С Հ что и 
/(//). R частности, если ք (и -сп.ч, получим вложение iuockoci и Ло­
бачевского н

2. Используем функции:
1 I Ճ I. \ а /.• 

s\n~.rdt\ •( <■
I 1

»!п։... . \ 3sin г/ d' \

•Հ,//) -Л’а(| max (I /1’, \J' | ф l), если 2// I w.<2// I. 
3: I i/42/j I

Здесь | | обозначает не ую часть, ռ принимает всевозможные целые 
значения, > 2—фиксированное целое число, л —|тах ? |] ( 2. 
Функции ֊I и i., рассматривались в работе |*2|, շ։ и $ —анало! сту­
пенчатых функций работы [2]. Для реализации важны следующие 
свойства 'р.. доказанные в [2|:

а) «)—периодические функции класса С с периодом 2;
б) ?։(1) =^(1)-Фа(0)-^\(0) = 0, /г=1.2,...



86 Э. Р. Розендори

при и փ 2/1 I (и) 0. при и 2п «2(а)^0; 
в) ??(«) : ©շ(«) = 1-

Поверхность с уравнениями

X, = ք («) («) хг - ! («) ?1 («)
Ф»(«) Ф1(«)

х, = I(и)■>,(«),v„_I(и)ъ(а)ՃՈ
•>2(«) ՜ փ2(")

реализует метрику (1).
В этом можно убедиться, непосредственно вычисляя ժ№ — d.x-

-I-------Ь</л՝: (учитывая, что ՚Հ(ս) ֊ ՝Հչ(ս) 0).
Замечание. Подннтегральное выражение в формулах (2) имеет 

смысл, так как в силу построения ՚Հ.

1 d
շ. (и! du

ՀՈ" )?/(«)) (3)

Рассуждениями, аналогичными рассуждениям Д. Бланушн (см. 
|2|), .можно установить, что х принадлежат к тому же классу С‘ или 
С*. к которому принадлежит /(«».

3. Остановимся на расположении в поверхности, заданной 
уравнениями (2). Из (2). (3) к из свойств и •!>/ (в частности из не­
соизмеримости б։(и) и •>.(«) при всех значениях и) вытекает следу­
ющее:

а; Поверхность неограниченно простирается вдоль оси и за­
ключена внутри цилиндра д; -лу Հ-( -|- .t-j 2 (Ла) Հ радиус кото­
рого можно сделать как угодно малым за счет выбора Л՛'.

б) Линии г1 = const однозначно проектируются на ось х,,.
в) Различные линии it — const не имеют общих точек. Каждая 

из них проектируется на плоскости (л։, х.) и (х., հ։- в окружности 
д-ք рхЬ-г;;м.Гн х?[ ; xj г; (и) соответственно, где г.(а) = 
=/(«)?/(яI СМ") '• Если/г0 —нс целое, то на линии и—и0 разным 
значениям v соответствуют разные точки

г) Если k- целое число, то линии и - 2k представляют собой 
окружности л-‘ .Հր, - г- (2k), л'Л х5(2Л։|. а линии и = 2k -J- 1 ок­
ружности xj = t2/c-у 1). л\, — а-,'2/е I). Эги окружности яв­
ляются линиями самоприкосновения поверхности. В каждой точке та­
кой окружности счетное число областей поверхности, соответствую­
щих разным значениям г՛, касаются друг друга, причем имеют беско­
нечный порядок соприкосновения. Поверхность пересекается с под-
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пространством (х,. д\, х5) по последовательности линий и = 2Л. с под­
пространством (х3, х։, х5)—по последовательности линий ц =2.fe + I.

Московский государственный университет
нм. М. В. Ломоносова Поступила 16 XI 1959:

П՛ fbucjbGqnrG

ԷՀԿԼՒԴՅԱՆ 1ՆԳԱՋԱՓ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՍեՋ dir 
ԱևՏՐՒԿԱՅՒ ՌեԱԼՒՋԱՑՒԱՆ

Ա Մ «I» II Փ II b II՝

7'. ^ելրերար ցոպրյ f; տվել |^|> որ Լորաչհսկոէ հա ր իք ու իք լան ր ք<հո լլ շի 
սաղի n ոեդոէ /լա ր ո ե ա/ի զացիա ’ Հ՜Հ/// իզ քան հոաչափ տարածաթլան մևշ։ 
Դ. I'/ անա շան _ZP.5o իք. կաոտ դե/ Հ ալդ հարիքա ի]լան ո Л ա/ի զա զի ան էվկչիդ րոն 
վեց in չափ ւոարածա թլան մեջ Сх դասի մակերևա/իքի տեսքով 2^ է

U.րւ աջվսաւոանքսւմ 1'չանա.շալի մեիքոէ/ի օդնա fJ րո մր ցա լզ Լ արւիսմ, 
Ո/ւ հնզաշաւի աա/ппЛ ա [J լան մ հհ կարհ/ի կ կա/ւադ/և/ its2 ~ է((Հ՜ 
մհտրիկա ա՚հեէքոզ է!՚ակհ րեոէ;չթ, ւ[հ/։չինի ինվ>նա շո շա րիմ ան ա սկա լա. jJ յան 
դեպքում։ (‘նզորա մ } ( л)-Ъ դրական տնրնդհատ զի՝իերեն։յհչի ֆունկցիա Հ > 
որոշված 11֊ի րոչոր արմեքների համար (— X; <Լ Ա — ОС’).’ И աոնավոր 
դեպքամ, ե/>/' { ; II) :—C.h/Z աոանում ենր Լորաչևսկա հարթուիժլան ո.եա/ի- 
ղա զի u'h հնզաշաւի ա ա րած ա իք fin'll մեհէ
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