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Конфигурация Լ

Введение

В [31 было полу «(ено уравнение квадрики Ли для всех линей
чатых поверхностей (o^=AwJ) конгруэнции. В [4|, 110], [11] были рас
смотрены гармонические линейчатые поверхности фокальных поверх
ностей конгруэнции. Как известно, на первой фокальной поверхности ее 
гармоническим линейчатым поверхностям соответствует сопряженная 
сеть (a(u)J)2 7(ф:’)2 = 0), обе касательные которой составляют гармо
ническую четверку с двумя касательными первой фокальной сети. В 
соответствии с этим вышеупомянутая сопряженная сеть называется 
гармонической сетью первой фокальной поверхности (Л,).

Гармоническую сеть поверхности {/!,) обозначим через Гг Гар
монические линейчатые поверхности конгруэнции (Л։ Д2), соответст
вующие сети Гп обозначаются гой же буквой Г։. Через Г, обозна
чим гармоническую сеть фокальной поверхности (А) и гармониче
ские линейчатый поверхности конгруэнции (А.. Я։), соответствующие 
этой сети.

В настоящей работе применяется метод внешних форм Карта
ва [I]. В § I излагается аналитический аппарат (см. [2] стр. 314—356).

В § 2 доказывается, что четыре плоскости одного пучка, а именно: 
две фокальные плоскости конгруэнции и две касательные плоскости 
произвольных двух линейчатых поверхностей конгруэнции (с общей 
точкой касания), составляют гармоническую четверку тогда и только 
тогда, когда эти линейчатые поверхности сопряжены в смысле Санна. 
Как следствие, получается, что как поверхности Г։, так и поверхности 
/;, сопряжены в этом смысле.

Сложное отношение касательных плоскостей четырех поверхно
стей !\ и /Հ не меняется, когда общая точка касания двигается на 
луче конгруэнции. Это отношение равняется I тогда и только тогда, 
когда конгруэнция есть V’. Поверхности Г, и Л совпадают только при 
IV՜ конгруэнции, и наоборот. •

Как известно, (/4J является общей фокальной поверхностью двух 
конгруэнций последовательности Лапласа. Линейчатые поверхности, 
принадлежащие другой конгруэнции последовательности и соответст
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вующие линиям Г։, обозначаются через Г/. Аналогичные линейчатые 
поверхности, полученные на стороне фокальной поверхности (Д2), 
обозначим через Г/.

В § 3 получены квадрики Ли для поверхностей Г։, Г,, Г/ и Г/; 
мы их обозначим соответственно теми же буквами. / •

В §§ 3 и « даются геометрические характеристики двух со
пряженных (в смысле Саниа) линейчатых поверхностей конгруэн
ции. Первая публикация одной из этих характеристик принадлежит 
Р. Н. Щербакову [9].

В работе |3| доказывается, что обе касательные прямые к фо
кальной сети поверхности (4J являются одновременно образующими 
для всех четырех квадрик Гх и //.

Если одна пара соответствующих квадрик /\ и /'/ имеет общую 
касательную плоскость вдоль луча данной конгруэнции, то она имеет 
общую касательную плоскость вдоль луча последующей конгруэнции 
последовательности Лапласа (это условие характеризуется инвариант
ным уравнением (25)). Если каждая пара соответствующих квадрик 
из /՜յ и Г/ удовлетворяет этому условию, то (?1։) есть поверхность 
второго порядка и наоборот.

В § 5 рассматривается случай, когда в каждой паре соответст
вующие квадрики из /\ и Г/ совпадают (инвариантные уравнения (33)). 
В этом случае получаем: 1) последовательность, порождаемая кон
груэнцией (4, А»), есть R последовательность: 2) каждая пара соот
ветствующих квардик из Г2 и Г.' (и следовательно для каждой фо
кальной поверхности последовательности .Лапласа) совпадает; 3) все 
фокальные поверхности последовательности являются поверхностями 
второго порядка: 4) такая конфигурация (для краткости обозначим ее 
через L) зависит только от десяти произвольных постоянных.

В § 6 рассматриваются новые свойства конфигурации /... Доказы
вается, что последовательность Лапласа замкнута и образует Т кон
фигурацию. Доказывается, что (при совмещении и .4,։ с третьей и 
четвертой вершинами конфигурации 7՜) поверхность второго порядка 
(Л։) совпадает с поверхностью (/!,), а поверхность (А) с поверх
ностью (А3). Следовательно, конфигурация L образована из двух 
поверхностей второго порядка. Диагонали А- и А2 А, сопряжены 
относительно этих двух поверхностей одновременно и описывают 
одну линейную конгруэнцию. Каждая директриса этой линейной кон
груэнции пересекается со всеми касательными одной серии сетей 
Л И Գ

§ 1. Тетраэдр 1-го порядка конгруэнции

В этом параграфе дается основной аналитический аппарат, г. с. 
строится тетраэдр 1-го порядка конгруэнции и рассматриваются диф
ференциальные окрестности до 5-го порядка.
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Инфинитезимальное перемещение тетраэдра {А,} в проективном 
пространстве определяется следующей системой дифференциальных 
уравнений

dA.^A, /,£=!, 2, 3,4, (I)

где «of — линейные дифференциальные формы, связанные структурными 
уравнениями проективного пространства

= |<Հ »•>/]. (2)

Семейство тетраэдров первого порядка {Д/} выделяется дифферен
циальными уравнениями

<0* = 0, w’ = 0. (3)

Дифференцируя эти уравнения внешним образом, получим с помощью 
уравнений структуры (2) два квадратичных уравнения

I Հ “Հ J 4- W Հ I = °, ԼՀ Հ14-1 Հ ՀI = °- (4)

Развертывая их в линейные уравнения с помощью леммы Картана, 
получим

Հ== ՀՀ 4՜ Հ ’
(о)

Հ = £ա՚ 4֊ Հա*.  աՀ = — 3'սՀ a'o>J.

Дифференцируя внешним образом уравнения (5), получим

а|Да<»;) —|ձխ.Հ|=Օ, ՀխՀՀ1 + [Д?Ч1=’Р- .г,
(6)

|ձխՀ] 4՜7՚1^Հէ1,֊1 = 0. JA^zu>,] 4-a l^a'0)'l = ®՝

Развертывая квадратичные уравнения (6) по лемме Картава, будем
иметь

Да = 0,0)՝ — |3։ю‘,

ДЗ — 4- -,-Ssw*.

Дт=М4-ъ<

Внешний дифференциал системы 
нениям

|Аа^| ~[А&>Я=О,

*ԻՅւ'":1 4֊ 7|Ap2®J] =0,

թ32աՈ4֊Ի;Տ1=0,

Применение леммы Картава 
строки системы (8) лает

Л?1= 4֊ 7?յ2Հ’

Д32 = a?։2u>‘ 4 3Ku>* ,

+«?;»:. <7>
Да'= — 3։w]4֊a,o>*.

(7) приводит к квадратичным урав-

[Дт^]+[д?>:]=о,

•['[Дю®}] Ф 7- |A3,Wj] = 0, (8)

— խՅ.<Հ I 4՜ I Дад»! I = 0.

к квадратичным уравнениям второй

ձւ% = Հ* ։:<Հ 4֊£,?Հ

Д?» = ?։.Հ 4-
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Новое дифференцирование системы (9) приводит к уравнениям

(AiWi ֊ւ tLa^!]=o. Հ[ձՅոՀյ 4- 1д?;։и>:1=о.

«[△?,Տ<Հ] + |А?а<|«0, (Af'O 4- a'[A>„u»:] = 0.
Если закрепить луч конгруэнции, то все главные формы Да, 

А?......... Д₽’|« обратятся в нули, при этом закон вариации коэффициентов
». .......... ?*„  определяется формулами (см. [2]. стр 344—356)

31 па = 2Հ — Հ — Հ. ''?• = — Հ) + «'».

21 ոհ = Հ -J- Հ — 2Հ, *Ն  = 1ւ(Հ - Հ) — ՅՀ,
ձթ= - Հ) ֊ Հ. ս = ?ս(Հ 4- Հ - Հ - Հ). (10)

— «»(*յ  — ՜4 — ՅՎ 4 Հ — — Հ),

- Հ) Հ. ?ո(Հ ~ Հ) + Հ
и аналогичными формулами, полученными из (10’) заменой указате
лей I, 3 соответственно на 2. 1 и добавлением штрихов к коэффи
циентам а. ?. 7 с любыми указателями.

§ 2. Гармоническая сеть и гармонические линейчатые поверхности

Инвариантное уравнение квадрики Ли для линейчатой поверх
ности u>‘=ho’։ относительно тетраэдра первого порядка конгруэнции 
имеет вид |3]

21 (длх*  — кхЪ?) — ՝>. (1, 4- И-) x’JC4 4՜

4֊!а (1*7  4֊ 2>9 — а) յժր3 4֊ (XV ֊ 2>£' ֊0^=0, (II) 
где

</1пХ 4-«յ1 4" ®«—шх —(սյ = 4՜^2ա:- (12)

В заметке [3] было доказано, что две образующие поверхности 
(11) совпадают с двумя касательными фокальной сети (Д։) тогда и 
только тогда, когда эта поверхность является квадрикой Ли для ли
нейчатых поверхностей а(<Հ)5 — ֊(՚Հ)՝ =0.
Соответствующие этим линейчатым поверхностям линии на фо
кальной поверхности (Д։) являются сопряженными линиями. Для 
доказательства последнего допустим, что ребро .4,4, тетраэдра явля
ется второй касательной фокальной сети (Д։). т. е, допустим, что 
р = 0. Тогда с помощью уравнения dA} - ®14։4"®’^s+*  wMa MtJ II0՜ 
кажем, что касательные к линиям а (սՀ)2— 7 (««Հ)2— 0 и асимптотиче
ским линиям з («Հ)’4-7 («*)*  = О пересекаются с прямой АаА, в четы

рех точках A, il ay/l., A, tl «7 А.. Сложное отношение этих 
четырех точек напишется в виде

(Д,4-/а7>1., .4,-1 а^Л,, А,4-1 А,, А,—/—«7 Аа) =

— (V ֊ ։} ֊ V а7 )*  : (V аТ + )/ —»հ)=«- I.
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Следовательно, касательные к асимптотическим линиям гармонически 
разделяют касательные к линиям а (ւՀ)= հ(աՀ)2 = 0. т, е. последние 
линии на поверхности (/Լ) образуют сопряженную сеть.

Теперь докажем, что касательные этой сопряженной сети гар
монически разделяют касательные фокальной сети (/1։). Действи
тельно, для тетраэдра £ = 0 прямые Az и At А3 совпадают с фо
кальными касательными и сложное отношение четырех точек (/1։, А3, 

փ |/оГ' А.՝ .4а— | Vp42) тоже равняется —1. Имея в виду эти два 
свойства линий a(u>J):i—հ(ա>’)2 = 0, мы их в дальнейшем назовем гар
монической сетью фокальной поверхности (Д։), а соответствующие 
им линейчатые поверхности — гармоническими линейчатыми поверх
ностями.

Касательная плоскость поверхности (11) вдоль луча АгА-. имеет 
уравнение

—лх2х3=0, (13)

где л՜/ являются координатами текущей точки плоскости, а лл, х2 — 
координатами точки касания. Если через эту точку касания мы про
ведем еще одну касательную плоскость к любой другой линейчатой 
поверхности («>*■=)/«> ’), то .мы будем иметь четыре плоскости, при
надлежащие одному пучку, а именно: эти две касательные плоскости 
и две фокальные плоскости конгруэнции. Сложное отношение этих 
плоскостей равняется Х:Х' и, следовательно, не зависит от точки 
касания. Рассмотренные плоскости составляют гармоническую чет
верку, если - Հ. и поверхности = и <Հ = л«>’ будут со
пряжены в смысле Сапна ([о], стр. 153). Так как гармонические линейча
тые поверхности определяются уравнениями д(о>’)-’—հ(օՀ)տ=0 (/.=—/.'), 
то касательные плоскости к гармоническим линейчатым поверхно
стям гармонически разделяют фокальные плоскости конгруэнции 
Сложное отношение четырех плоскостей одного пучка, именно двух 
касательных плоскостей к гармоническим линейчатым поверхностям 
одной фокальной поверхности, и двух касательных плоскостей к гар
моническим линейчатым поверхностям другой фокальной поверхности, 
равно инвариантному выражению () հհ' | *я') 2: (И Г»'Н-Г «а')՛2- 
Последнес сложное отношение равняется —1 тогда и только тогда, 
когда выполняется условие ю! 4- и' — 0. Итак, касательные плоско
сти к четырем гармоническим линейчатым поверхностям конгруэнции 
составляют гармоническую четверку тогда и только тогда, когда 
конгруэнция является конгруэнцией V.

Нетрудно заметить, что для конгруэнций V', и только для них, 
асимптотическим линиям одной фокальной поверхности соответст
вует гармоническая сеть другой фокальной поверхности. Также 
можно заметить, что для конгруэнций U”, и только для них, гар
монические сети в обеих фокальных поверхностях соответствуют 
Друг Другу.
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§ 3. Квадрики Ли для гармонических линейчатых поверхностей

Найдем уравнение квадрики Ли для гармонических линейчатых 
поверхностей первой фокальной поверхности. Уравнение этих линей
чатых поверхностей, как известно, пишется и виде ]/а w։ = £]/-( ш*  
($ = ± 1). следовательно,

Х=^]/7:]/Т. (14)

Дифференцируя (обычным образом) уравнение (14), получим

fZlnX + u>[ սՀ — «Հ — wj = ——.

Внося в последнее уравнение значения Да и ձք из уравнений (7), в 
силу уравнения (12) получим

(,5>

После подстановки значений X, Х։ и X, в уравнение (11), мы 
получим уравнение квадрики Ли для гармонических линейчатых по
верхностей первой фокальной поверхности конгруэнции. Оно будет 
иметь вид

2ал-гх’-21П ’ '֊֊ ֊ М ֊ +
~ լ _ (.16)

— (ал' -Հ 2ՀՅ' ]/ аТ ) - 2фс»ха = ().

Проделав те же выкладки для второй фокальной поверхности, полу
чим уравнение квадрики Ли гармонических линейчатых поверхностей 
(| -ри՛ — а' <о՛)

2^'х1х'-2£\ ^х"х:‘+ (71+ К)]-* ’*4֊
— (аа' — — 2£3 | а'?') х8*3 - 2а'3'х1х*  = 0, ('$— ± 1). (17)

Это уравнение можно получить также из уравнения (16) с помощью 
замены указателей 1 и 3 соответственно на 2 и 4, добавляя штрихи 
к коэффициентам а, 3. у.

Отнесем конгруэнцию (Л։ А?) к осям фокальной сети (Д։) (см. 
|2|, стр. 360 361), т. е. допустим, что имеют место уравнения

р = 0. р'=0, խ = 0, 82 = 0 (18)

и рассмотрим конгруэнцию (Д։ Л3), которая в силу (18) теперь будет 
являться первым преобразованием Лапласа для конгруэнции (Д։ /1.>) 
в направлении от /և к /1։. Выбранный тетраэдр является тетраэдром 
первого порядка для конгруэнции (/Լ Л,), ибо вершины А3 и /Լ- 
фокусы луча, а грани /1,։/4։ /1։ и /1։/1Л Л2 — фокальные плоскости в 
силу уравнений (18). Чтобы написать уравнения квадрик Ли гармони
ческих линейчатых поверхностей конгруэнции (Д3 Л,), мы должны 
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сделать только пересчет. Обозначив новые вершины тетраэдра че
рез получим компоненты (Հ՜ для конгруэнции (.43 Л։) = (В։ ZL) из 
компонент первоначальной конгруэнции (Д, Аг) подстановкой ука
зателей |! ] '] з) (см. |2|, стр. 109 ֊111.

— յ 3 "“2 յ ~3 4 ’4
•։'! = ։i>J1 ս).=ս>։, U)1 = U)J, ч>| = О,

О), = О),, W՜ = <0՛, <Օյ= 0, <՛/ = <0,,
— ։ ։ —г —1 ♦ г
0)։=.(У4, (1^=1), ц>.=ш1, <։>з = (»<,

—I .. -г : —з « --։ s
Ui. = I/. <». — и>,, u>. = <՚1Հ, to = ս>

откуда в силу (18) и (7) следует
—з ։ —։ ■։ — ։ । ? з 1 t
W, == au>., <0. = ТШ.., U). = ՜ <l>_. О), — -----Ct).,1 »’ 2 4 г’ г a 1’ i

„ (19)
из, = — р։2и»։--------—со., со, = —со, Н- jijjU)..

Если обозначим коэффициенты для конгруэнции (Д3 Лг) с чертой, то 
из (19) получим
- В.. _ _ в., _ 1 1
а = —. Г=-?12. !=-— «' = ~, 0' = °- V = v*

7 7 (20)
?;=о, ?;=о.

Гармоническая сеть фокальной поверхности (.4Х) конгруэнции 
(Да Л։) будет иметь уравнение а' (<Հ)5 — Հ (Հ)՝ = 0. Подставляя в 
последнее уравнение значения (19) и (20). получим. -[(«Հ)2—а(«>э2=0, 
которое показывает, что две конгруэнции (А2 Л։) и (Д։ Д3) после
довательности Лапласа на их общей фокальной поверхности (Лյ) 
имеют общую гармоническую сеть. Эта теорема справедлива для 
любой фокальной поверхности последовательности Лапласа.

ծ՜ равнение квадрики Ли для гармонических линейчатых поверх
ностей фокальной поверхности (/Լ) конгруэнции (A, получится 
из уравнения (17), если в нем указатели преобразовать по закону 
(շ 4 ? 3,1. все коэффициенты написать с чертой и после этого в ие։о 
внести значения (18) и (20). Окончательно будем иметь

2{ԼՀ.^յ ֊ |, 77^x1 + |Հ֊_ Հ֊} л.гдл _ (?ա ,} Յշշ...

Ч-2^։2/^7)л-‘х։ = 0. (^= և I). (21)

§ 4. Квадрики Ли с общими касательными плоскостями

1. Касательная плоскость линейчатой поверхности >.ւՀ в про
извольной точке Е = ххА1 + х-Л.,, как известно, определяется уравне
нием (13). Рассмотрим другую линейчатую поверхность «Հ = )/մ?. Ее 
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касательная плоскость в каждой другой точке /•’ — у’.4։ У2А» будет 
иметь вид — X'v л՛3 —0. Эти две касательные плоскости совпадают 
тогда и только тогда, когда выполняется условие

Это соотношение устанавливает проективное соответствие, между 
двумя рядами точек (Г) и (Ր') с общим носителем /1։ .4... Такое соот
ветствие будет инволюцией только при условии Х = —>/, которое 
показывает, что линейчатые поверхности и <•>* — ).'«>’ сопряже

*) Так как н силу (ИГ) 1 i£| ՜; (а, 3&) — | ։(հ։ 3?,)} {'ճ| у (a, | Зл։)— 
— I а (Тг — 3311J ,յ« где 0 зависит только от Հ-

ны. Таким образом, две сопряженные линейчатые поверхности имеют 
оо1 общих касательных плоскостей и точки касания каждой такой 
плоскости гармонически разделяются фокусами луча конгруэнции- 
14 наоборот, если две линейчатые поверхности обладают общей 
касательной плоскостью и если точки касания гармонически раз
деляются фокусами луча конгруэнции, то эти линейчатые поверх
ности сопряжены.

2. В силу уравнений (18). ребро Ах А3 описывает первую конг
руэнцию последовательности Лапласа. Непосредственной подстановкой 
можно убедиться, что луч At Л3 находится на поверхностях (6). и 
нетрудно заметить, что поверхности (II), удовлетворяющие этому 
требованию, определяются уравнениями (16).

Напишем уравнения касательных плоскостей для поверхностей 
(16) и (21) вдоль луча А, Ал

2 I Гх3х2 [2$] ՜ք .Ժ - f ֊ Ка“Ь)л-Л]х4 = (),

<- з о* <֊ 1 ո <23)
2У* х3х.,— 2£յ т Л'% = О, (£= 1).

Эти две плоскости совпадают тогда и только тогда, когда выполняется 
условие

Ւ՜ 7 «1—V« Т5=0. (24)

Уравнение (24) не инвариантно относительно преобразований тетраэдра 
первого порядка. Выражение (а։ 4- 33ճ) — ]/а (հտ-3^) в силу 
условии (18) совпадает с левой частью равенства (21) и является от
носительным инвариантом преобразований тетраэдра первого порядка*).

Следовательно, равенство

%)֊УЧь֊-331)=0, (£=± 1) (25)

есть инвариантное условие, в силу которого две плоскости (23) сов
падают.

Аналогичное уравнение мы получим, если потребуем совпадения 
двух касательных плоскостей к гармоническим линейчатым поверхно
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стям к а’ш; = £'1 Հ<Հ. принадлежащим конгруэнциям (Д։ Лг) и (ЛаЛ4). 
Это уравнение получится из (25) уже известной заменой указателей. 
Оно имеет вид

4֊ 3?,) - У7՜(Հ ֊ 3?'։) = 0. (*•  = ± I). (26)

Уравнения (25) и (26) равносильны (согласно (7)) двум квадратичным 
уравнениям

У | 4- Յձ7, Հ| -I а [Д74֊ЗДа. Հ| = 0,

Տ' | т' (Да' ЗД7'. <Հ | — V а' [Д7' 4-ЗДа', «*]  = 0.

Система дифференциальных уравнений, определяющих нашу кон
груэнцию, содержит уравнения Пфаффа (3) и (5) и квадратичные 
уравнения (6) и (27). Эта система замкнута относительно операции 
внешнего дифференцирования. Кроме форм (3) и (5). свободно опре
деляемых на первом и втором интегральных элементах, и форм 
«*,  Հ, линейно независимых на интегральном многообразии, характе
ристическая система содержи։ только шесть форм

Да, ДЗ. Д71 Да'. ՃՀ. (28)

На первом интегральном элементе они произвольны, на втором инте
гральном элементе формы (28) определяются из шести билинейных 
уравнений, присоединенных к квадратичным (6) и (27) (система квад
ратичных уравнений (6) и (27) правильная). Ранг полярной матрицы 
равен тести и не может быть меньше. Следовательно, цепь инте
гральных элементов регулярна и система находится в инволюции. 
Значит такая конгруэнция существует с произволом Տ։=6 шести 
функций одного аргумента.

3. Как уже известно (§ 2). каждая фокальная поверхность имеет 
четыре гармонические линейчатые поверхности, две из которых при
надлежат одной конгруэнции, две другие — соседней когруэнции по
следовательности. Последние пары линейчатых поверхностей соответ
ствуют друг другу, ибо определяются одним и тем же уравнением. 
Касательные плоскости этих двух пар поверхностей вдоль луча Л։ А~ 
будут определяться уравнениями

2адглл — 26 lza7 = 0.
. (29)

2ах‘Х։ —|'Л՝| а7.г» —(ас։|- 7 - tf7J а ) д=| =0.

Условие совпадения этих двух плоскостей совпадает с уравнением 
(24) или инвариантным уравнением (25). Таким образом будем иметь 
теорему: Если в последовательности Лапласа две соответствующие 
гармонические линейчатые поверхности общей фокальной поверх
ности имеют общую касательную плоскость вдоль луча одной кон
груэнции, то они имеют общую касательную плоскость и вдоль 
соответствующего луча соседней конгруэнции последовательности.
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4. Допустим, что уравнение (25) не зависит от тогда получим

а1 4՜ 302---О, ‘(2 Յ^չ --- О. (30)

Уравнения (30) суть необходимые и достаточные условия того, что
бы поверхность (/4։) была поверхностью второго порядка [2]. Таким 
образом получаем теорему: Квадрики Ли каждой гармонической 
линейчатой поверхности конгруэнции (4Х Д2) и ее соответствую
щей гармонической линейчатой поверхности конгруэнции (Д, Д3) 
касаются друг друга вдоль луча 4, Д._. (следовательно, согласно 
предыдущей теореме, и луча Д։ Д։) тогда и только тогда, когда 
поверхность (4։) есть поверхность второго порядка.

§ 5. Совпадение квадрик Ли соответствующих гармонических 
линейчатых поверхностей конгруэнций последовательности Лапласа

Как известно, квадрики Ли гармонических линейчатых поверх
ностей (| 7 и)'=#| а со’) конгруэнций (At Л2) и (Д։ А,) пишутся 
соответственно уравнениями (16) (где нужно внести значения (18) и 
(21)). В этом параграфе мы будем искать конгруэнции, для которых 
эти две квадрики Ли совпадают.

Условия совпадения квадрик (16) и (21) пишутся в виде

֊*հՀ= 4), ?։։-հ%2~ 2^/Y?X2֊aa' + n'=n. (31)

Так как два выражения | а (у2 [\) — $1 7 (я5 ՜հ՚Հւ.) и
4- (Ն 4- 2$(н։2 4- Հ) — аа' 4- 77' являются относительными инвариан

тами. т. е. они пропорциональны своим дифференциалам но вторич
ным переменным (в этом можно убедиться непосредственным подсчетом 
с помощью формул (10*)),  и в силу условий (18) совпадают с левыми 
частями уравнений (31), то инвариантные (относительно тетраэдра 
первого порядка) условия совпадения квадрик (16) и (21) будут иметь 
вид

Г » (Тз — 3?ւ) ֊ # V 7 (Պ -Ф ЗМ == 0, (})

?։։ 4- 4- 2£ (?ւշ + н ) — 4- 77*  —

Если у каждой соответствующей пары гармонических линейчатых 
поверхностей конгруэнций (At А.) и 1.4։ 43) квадрики Ли совпадают, 
то уравнения (32) не зависят от # и такая конгруэнция будет харак
теризоваться инвариантными уравнениями

я։ -f- 302 = 0. 7;. — ՅՅյ = о, 0։2 4- ՛?' = о, ?։յ 4- 32а = аа’ -77'. (33)

Докажем теорему существования такой конгруэнции. Дифферен
цируя первые два уравнения системы (33). получим

ձպ -г ЗД?2 = 4 (0*  - 0Հ) Հ — (Зя а' 4 77') Հ- (34)

ДЪ ֊ ЗД?Х= ֊ (аа 377') Հ 4֊ 4 (^ 4 ?«') Հ.



Конфигурация 1. J3

Из этих уравнений определяя Дах и Дуа и подставляя в первое и 
третье уравнения первого столбца системы (8), получимз 4- !△?» <։>*]  ■+■ (Зха'+п') М°‘։։]=0|

[Ар2ш’1 -Ь 3 [Apj^a] + (*«' 4-З77') |ս>յ Ս>’| =0, 

которые непосредственно приведут к двум квадратичным уравнениям 

|ձ^Հ] -f-aa' (ՀՀ]=0« lA3i Հ] 4- п' Լ(Հ<*»’ 1 =0- (35)

Внося в эти уравнения значения Д?х и Д32 из системы (9), получим

Ри — П' = О, £22-1-03'= 0, (36)

откуда, в силу последнего уравнения системы (33), будем иметь 

аа' —yf = (). (37)

Следовательно, изучаемая нами конгруэнция входит в класс кон
груэнций W.

Здесь мы попутно доказали теорему: Если общая фокальная по
верхность двух последующих конгруэнций последовательности Лапла
са есть поверхность второго порядка и одна из этих конгруэнций есть 
конгруэнция IV, то другая конгруэнция тоже IV и, следовательно, 
последовательность Лапласа является последовательностью R |6].

Действительно, из уравнений (36) и (37) вытекает соотношение

Ри 4-3»=0» (38)
которое показывает, что «-онгруэнцвя (/1։ А3) тоже есть конгруэн
ция IV’ (|2|, стр. 396 398).

Днфференц рун уравнение (37) получим Да- Да'-|-Ду4՜ՃՀ =0- 
Если сюда внести значения (7) и приравнять коэффициенты при и 
(Հ, получим а։~ Ъ = &4-&.

Հ֊Ն = Յւ + Pi-

Новое дифференцирование систем (39) и (341 дает 

ձՀ = 4Д& -|- ДУ — 4 փ 4 (3; fix’) u>.՛, 

д Н = — 4Д/3 А 4- 4 (3, — քէ') u՝J — 4aa'«>J.

Внося эти значения в первое и третье уравнения второго столбца 
системы (8), в о лу (3 ;) будем иметь только одно квадратичное 
уравнение

|ДР,Х]֊(Д ..Հ1=0, (41)

которое равносилию одному конечному уравнению

р;.4֊р;։=о. (42)

Это уравнение показывает, что преобразован -е Лапласа в сторону 
поверхности (/!,) т же есть конгруэнция 1Г, что и понятно, ибо 
последовательность Лапласа есть последовательность R.

(39)

(40)
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Дифференцируя конечные уравнения (36) и третье уравнение 
системы (33), получим

Д րւ։ = (33,оф' -ф- Յֆ՚ՀՀ — Заа'Зг — aa'fc) Հ -f- аа' (3, 4 ft) Հ,
Д?«2 = аа’ (ft 4֊ ft) to’ — (3ft ft 7 4- 3ft a 3 4- Зах’ ft + ха' ft) «>*, (42')

д?и=-֊7'(?1-и;)«: а'(?։֊ьк)<
Внося эти значения в уравнения (10), получим два конечных уравнения 

ft + ft = 0, ft 4-ft = 0. (43)

Из уравнений (33), (39) и (43) непосредственно получим условия 
«: + зр;=о, т;֊зз;=6, (43'>

которые показывают, что поверхность (А.) тоже является поверх
ностью второго порядка.

Дифференцируя уравнения (43), получим
Aft 4 Др; ֊ - (ра' + 8' 7) Հ. Aft 4֊ Aft = ֊ («ft 4֊ ՀՀ) < (44)

Из этих уравнений определяя Др, и Aft и внося в уравнения (8), в 
силу формул (9) получим конечные уравнения

ft?4-? = 0, {Հ։4՜0է®*?=$- (45)
В силу последнего уравнения из (42) получим

ft, —аа' = 0. (46)

Уравнения (43՜) (45) и (46) показывают, что поверхность (Д2) 
удовлетворяет всем тем требованиям, которым удовлетворяет по
верхность (Л։). Следовательно, все фокальные поверхности после
довательности Лапласа тоже будут удовлетворять этим требованиям. 
Дифференцируя уравнения (15). (46) и внеся полученные значения 
Aft,, Д?и*  Д?։։ вместе со значениями (42') в квадратичные уравнения 
получим тождества. Все уравнения (33)- (46) и (3) —(9) замкнуты 
относительно операции внешнего дифференцирования, и система урав
нений Пфаффа (3). (5), (7) и (9) вполне интегрируема. Ранг системы 
Пфаффа равен II, число независимых конечных уравнений равно че
тырем (уравнения (33)), следовательно, интегральное многообразие 
зависит от десяти произвольных постоянных.

§ 6. Конфигурация L
Полученную конфигурацию назовем конфигурацией L и выясним 

некоторые ее свойства. Для этой цели отнесем нашу конфигурацию 
к тетраэдру, построенному на осях фокальной сети (Л։) (см. [2], 
стр. 360), г. е. будем выбирать точки /1п и А? тетраэдра так, чтобы 
ребра At Ал и А. Д, были вторыми касательными фокальных сетей, 
точка /1, была вторым фокусом луча Ау А:{ и грань /1։ А3 Д—была 
ее фокальной плоскостью.

Такой тетраэдр характеризуется уравнениями (18).
R силу этих уравнений из (43) получим

ft=0, ft==0. (17)
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Отсюд. следует, что наш тетраэдр является тетраэдром первого по
рядка и для конгруэнции 4.։ (т. е. построен на осях фокальной 
сети поверхности (А)). Следовательно, конфигурация L является 
частным случаем конфигурации Т (см. [7], стр. 229—236). Третье 
уравнение системы (33) и первое уравнение системы (45) показывают 
|4], что наша конфигурация 7' образована из четырех конгруэн
ций последовательности Лапласа |1|. Так как последовательность 
Лапласа образована из конгруэнций ԱՀ то линейчатая поверхность 
| հ՜<Հ конгруэнции (4։ /Լ.) и ее соответствующие линейча
тые поверхности в других конгруэнциях последовательности будут гар
моническими. Следовательно, эти четыре гармонические линейчатые 
поверхности, согласно условиям (33), имеют общую квадрику Ли.

Уравнение этой квадрики мы получим из (16) (или (17)) с уче
том формул (18). (33)—(4G). Оно будет иметь вид

յՀ՜յրՆր*  = О, (? = 1 I). (48)

Так как все фокальные поверхности конфигурации L являются 
поверхностями второго порядка, то мы можем написать их уравнения 
относительно тетраэдра (/!, А.. А3 Л4). В работе [8| А. М. Васильев 
получил инвариантное уравнение квадрики Ли для фокальных поверх
ностей конфигурации. В пашей конфигурации эти квадрики будут 
являться одновременно фокальными поверхностями и их уравнения 
напишутся в виде:

уравнение поверхности (Л։), (х2)8Н- ау (л-1)2—2հ.հ-Լն: = 0,
. - (Л). (X1)3֊Ի «'7 (л*) 2 ֊ 2-;'^х3 = О,

(Л3), (л^2-ь*Т(-г ‘)2֊27'Л3=о, 
, , (Л), (ZT^^(A’3)s֊27-v‘A-։ = 0.

Эти уравнения показывают, что поверхность (4Х) совпадает с поверх
ностью (4։), а поверхность (4..) —с поверхностью (43).

Прямая Л2 А, пересекается с поверхностью (/1Х) в точках

А3±У—а?Л2. (49)
Эти две точки гармонически разделяют пару точек 4.., 43. Фокусы 
луча /12 А:, определяются двумя точками

Л + ЛЙтЧ։, (»=±1). <50>

которые тоже гармонически разделяют пару точек 4., 4ձ. Фокусы 
луча 4։ 4| напишутся в виде

A. + #) Т'Т՜/!,. (51)
Аналитическая прямая /г_, определяемая точками (50) н (51), 

удовлетворяет уравнению
dl-^= (со*  -f- օՀ) 1ծ.

Таким образом, две прямые /?։ неподвижны, и следовательно, 
две диагонали конфигурации Լ описывают одну линейную конгру
энтно с директрисами !ք-.
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Касательные к гармонической сети а (<Հ)՜ ~ 7 (’Հ) =0 поверх
ности (Д։) пересекаются с диагональю .4. в фокусах последнего 
луча. Следовательно, одна серия гармонических касательных по
верхности (Д։) и (Л,) пересекается с одним неподвижным лучом 

Другая серия—другим лучом 1&.
Прямые Д, Д4 и Л. А} сопряжены относительно обеих поверх

ностей (/Է) и (Л:).
Ерснлнскии Ары. псд. институт км X. Абопмна. Поступила 5 X 1959

U. Ծ. ԿարապԼտյսւհ

А ԿՈՆՖՒԴՈհՐԱՑՒԱՆ
Ա IT Ф II Ф II h IT

քԼշիւատւսթլունո։մ հետազոտված են կոնգրա ենցիտլի հարմոնիկ գծավոր 
մակևրևու լթների Լիի կվազրիկներր։ Սկզրում UUtUlt/l/uii են մի րանի թեորե
մաներ, որոնյւ քէնրոիսււյրրռմ ևն համալուծ գծավոր մակև րևու լթների րնաա- 
նիքնհրր կոնզրա ենցիալի մեջէ

ք>րր պահանջում ենյ>, որ Լապլասի հաջս րղականաթ  լան ևրկու հարևան 
կոնզրս։ ենցիաների համալուծ գծավոր մակերևո։ լթների Լիի կվարզի1լսևրր 
համրնկնևն, ապա ստանամ ևնր մի փակ հաջորդականության, որի րոլոր չորս 
կոնգրուևնցիանհրր հավասարազոր ևն։ 4՝լդ կոնֆիգուրացիան , որր նշտնակ- 
վա մ Է L աաոով, օմտված է հևտևլալ հիմնական հա ակութլաններով-

1. և կազմող Լապլասի հաջորդականութ լունր 1\ հաջրւրզականա թլանն է»
2. !'ոլոր ֆոկալ մակևրևու լթներր |1 կարգի ևն և Կամ րնկնում ևն մեկ 

աո մեջ, ալսինքն ի_, կոնֆիզա րացիան կազմված Լ երկս։ Ц կարգի մակե րև- 
վուլթներից և նրա շո շափոզնե րիցւ

3, Նախորդ ևրկու. կվա բզիկների նկատմամբ ի կէէնւիիգա րացիալի երկա. 
անկրսնազծերը րեեчш-համալուծ են իրար։

4. 11.ւղ անկլանա գծ և րր գծում են մի գծալին կոնդրուենցիա, որի երկու 
զիր եկարի սնևրր կարող են հիմր ծառայել խնդիրր հասգնելու մինչև սինթե
տիկ երկրաչավէութ լանրւ
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МАТЕМАТИКА

С. О. Синанян

Восстановление аналитической функции ее 
1 ձ 

асимптотическим рядом в области Rez*>aa

1 •
Пусть аналитическая в области Rez՞ * функция в этой об- 

оо

ласти имеет асимптотический ряд > — посредством
А-О

кости {та}

последователь-

л—I

А-0

Дадим следующее определение. Говорят, что последовательность 
удовлетворяет условию Карлемана С- (а>0), если

₽*=/Հ

А ...О

Известно, что если последовательность {т„} удовлетворяет усло
вию С« Карлемана. то асимптотический ряд единственным образом

1 1
определяет функцию /(z) в области Reza'>aa. В связи с этим возни
кает вопрос о представлении функции /(z) посредством асимптоти
ческого ряда. В работе [1] дано интегральное представление для не
которого класса аналитических функций. В настоящей 
ширяется класс таких функций.

Теорема 1. Если аналитическая в области 
(а>0), 0<а<1 функции /(z):

работе рас-

։ А
Rez * > аа

а) в этой области имеет асимптотический ряд посред-
А՛—О

ством последовательности {тп},
б) последовательность {тп} удовлетворяет условию Са Карле

мана,
Изв естия АН. серия фмз.-мат. наук, № 2
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в) элементом <i>w(o)==- a^֊nl , (я=0. 1, 2,...) определяет- 
Г («7/ -Ւ 1)

ся квазианалитическая функция Փ(Հ) на [0, оо), причем

(в) I qZa <
Ф (01 • *>0, а“>з,

\ « Ил' Г + 1)г) числа тп = также удовлетворяют условию
//!

Са Карлемана, тогда

ОО
1 - X X

/(z) = za I е~га‘ Ф(/*)<#, Rez'^a*.
о

Доказательство. Обозначим

СО ։
/։(**) = ^f Г’Г’-Ф(?)Л (1)

о

ձ XX
и докажем, что /^z3 )== /(z), Res՞ >аа . Запишем формулу Тейлора 
для функции Ф(/) в интегральной форме

Л (Л) 1
. , ,ч V Ф (о) ճ£. , 1 С («+оф w = L~—ki ‘ J ф W (<֊*)"

Л-0

Подставив это выражение в формулу (1) и совершив замену перемен
ной, получим

Ո оо 7

/։(з) = У-4дг+ “Հ fe-4h 
S fl • J

л-о о о

Положим

։
S—z« .

<х> •։

(2)

и
о "о

(3)
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3 к
где I есть полуокружность z=—е*’, , а С, является частью

2 2
„ , lJ-ял л аокружностей z-|——= е* и z=—e,t, определенной соответ

ственно неравенствами =^[ ? ?0. &, и суть единственные

корни уравнения при условии
2 2

2
Из общей формулы Г. В. Бадаляна |2| следует, что

.)«'֊ —LL
*пп\

(4)

и. следовательно,

сс
/»»!> (/.)/.-■ т) dt. (5)

о

Рассмотрим два случая: о=1 и а<1.
1. Случай си=1. Имеем

со
R„(z)=—J с-՜’ d- յ՜Փ՚՞’։’(Ո(֊-է)”<*--

О

Интегрируя հ?4՜1 раз по частям, получаем

В силу условия в) теоремы

1
|Я„(г)|=с

IZ г 
О'

НаИГ («*-«)

а1 —а
ОО

Отсюда следует, что ряд V-* единственным образом определяет 
» >-0

именно функцию /։(z) в области /?ег>о и поэтому /։(г) f(z) при

2. Случай а<1. Рассмотрим выражение (5) для тех значений 
//.■֊-//„.для которых խ/;|<Հ« 1. Совершив интегрирование по частям
|otz/| раз, получим
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<ю -
rjs) ( e֊”d~ | ф(« 1

sM J J 2w
о 0

Jan) —1
i* n.G 4“a/z — [ая1 +'*+ 0 ^ ՛>«։ + •. ^-c

'՜ՆՈ » —U
խւ|-։ 

П (I-f-a//.— [aw]-|-v4-l)
Оценим величину ——------------------ на кинтурс 1֊гСп

nG+««v) 
v-0

I’«l-i . , ,n (; + ««_)«,;l + >+l) <(l+«.«)l"’).

и, значит,
[a/:]-1

П (Ч-з^-М -r ՝>4- I) 
»-0

П (:֊֊«• -o
VC--0

2(14-27/)’"

Представим £«(s) в виде, суммы двух слагаемых 

«+1 °0 ՜R„(a=AL15_fe-'’tfT քփ",+1)(ք>)Ր-> dt —1—X
J J 2-i
u 5

Г П՜' (С + <хл -1 «л ] +’ + I) r'-dZ

x I ---------------- »------------------------- 4
П (<+«--)

V v-o
Сл

°-’ Հ
_ւ__ճձ1’Տ - i I Փ(ո L1) (/’) մ -1 dt—L- > 

s1’՞1 ) ՝
о 0

[ал]-֊ ։ ал-[ал]+:-“ —С *
Ր n(C-W—M + v 4-1)՜ ‘է
I '—О __ _ ______________ _

Ո
J П (Ha-v)
I v-0
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Заметив еще, что
(-) | 1 при С£СЯ

и
(4)"'+* при И/, 

будем иметь:

М-1 Հ-ցր
. (* Ո(:+="-Ի"1+4-ւ)-
1 I м-0____________________

2r.i I nJ n(C+«-v)
I v-0

при fl > n0.
Из формулы (6) окончательно получим

<Ля*|*я+1* Г|а(// I 1)4-11 
(//-f-l)l 'si'”՞1՜1՜

где Л—некоторая достаточно большая константа.
~ Г(яд4-1)
Так как последовательность |лп—ձ-------- -- удовлетворяет усло-

• //1
вию Са Карле мана, го из последнего неравенства следует, что 

Г 1 1
/i(zc) /(2) при г.( Rezn>a*.
Этим доказательство теоремы завершается.

Теорема 2. Если выполнены первые два условия теоре
мы 1 при а>1 и, кроме того

в) элементом Ф(гг>(о)=—lln'n: rt = о, I, 2,... определяется
Г(я//-|-1)

квазианалитическая функция Ф (/) на [0, оо), причем
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I

при 0^/ I

и |Ф(Я>(/) Нл=£^р.л е‘ при .*>1,

Нл-1)1
г) числа щ'п—плп

пк 
к-п

I
а

удовлетворяют условию С, Кар

лемана, то^тогда вновь
I OD

e
Լ 1

)dt при Rez* ></ ‘ .

Доказательство.’ Составим опять функцию

I 1°° —
(гТ)=2Т j е՜'’ . Ф(т“) dx 

и
1 » » 

и докажем, что/յ(շ“) —/(г) при
После замены переменной, формула (2) примет вид 

оо 1 յ_ । и յ
Rn(s) = —— i e~su ‘ • ւՀ du\ Ф(л+1>(и)(а-л)л4х, s=z“ 

«•«J J J
о 0

.мы будем иметь
п

А(։)=У֊тг+Л-00- О’)

Л-0
Из формулы (4) следует

— а
- յ С* {* ип՝^՜՝՝՝х~"՝d^

R„(s)=~- 'du || Ф<»+1’(х)лА I ’П(г + ,) ’ <8)

° 0 -^Л
где контур интегрирования 1-\-Сп состоит из полуокружности l:z==se^,
|չ1<֊, — а Сп является частью окружностей z-|—Ц--= 

2 а 2
= Լճճւ^՛ и определенной соответственно неравенствами

Р| <Ն» —- =Ջ I ¥ I Ն н ¥о СУТЬ единственные корни уравнения

— при условии-^-<<р<-, ()<$<—.
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Докажем теперь справедливость формулы

4а функции —-у՜ д определяются рекуррентными соотношениями

<С/(«) flu} dj+,f(u)_di Հք(ս) I
du° • ' du*+y ժ«| rfw* ['

Формула (9) получается последовательным интегрированием по 
частям

Г1Г I \ Т^(s)=-/jP"+W^J ’п Ре՜” =
О •> Н-ся _о

л- 1 ' •
—«Л՜1*/ f ф<г-’"(х)л—!— I -("+?_£-----Ճ—
“ J 2ri J П(:+’)

<+с. ..о
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При дальнейшем интегрировании по частям этим способом уже по
лучатся новые слагаемые. Легко усмотреть, что на [а(л- 1)]—// шаге 
получится формула (9).

Оценим теперь /?п($), пользуясь ее представлением формулой

(9). Для этого сначала оценим , где o(/z) дифференцируемая,
dum

любое число раз, функция на полуоси [0, со).
Докажем, что

(w) 
dum

(Ю)

Действительно,

^ր՜“*'(и) “՚ " + (1 ՜ ■?)' •

=հ («),?՛- v>+ г2(1_2 )+(1_ i)i („) „1 -Լ

так что
յ^ճ

<|fr(«)l« “ 4- |<p(//)|wdu.

diy(u) 
du*

M

Предположим, что верна формула (10) и 
вость при w-f-l.

Действительно,

докажем ее справедли-

Ո1

dum

nt• И-Z) т-1- —Г
«•<? («)•« где Ат — некоторые

4-0

постоянные, и по определению

d"‘ 11 ©(«) d j-t<?(«) I (/»+>). . («+1Հ1—’-)
֊ n ----------->— v (U)’ll *

du dum

nt

•I֊ (/W 4֊ О I ։~‘a ) ? («)« ‘ (u>-w
i-i
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+ У(т+1-1- — 1 .Հ (ս) и 

/֊I
m+l
V .* m+l-L .= VAr+f? («)•«
Խ0

где
Հ-J, k=(). I, 2.....

Հ+հ= ('" + !)(։ ~ + /Հ.

4Ա,-4+Հ.('»֊^Ղ

Հ+1=-Հ+< ՛ ’ (ж+2-/-—)՛ (Н)

Из формул (II) получим

kUi |<®' Հ.+®' ՚+(»»+ւ)ժ՜՚<

< ( <+<՜') (m+1 )'= Հ+1 - (m+1)', I л::; I < (m +1)” +

Тем самым формула (10) доказана.
Наконец, для оценки остатка R~.(s) представим его в виде сум

мы двух слагаемых

Лп(5) = Л,(5)-Ь RJs)՛ 
где 

а1м«-«), ?. շ 
ս(տ)=՜յ^[ и »> «7о 

Н

Ф(л+։,(м).« dudu\^-1»-«-
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Согласно формуле (10)

, (л+П Ф

Х(|«(л— I))— П— г)'

Так как

/-о

Г1с [«(Я—1)]-л-

Хм1«(л-»| П r-i-™

^[а(л- J)J—Л—л—i 

- 41 ՜
ф(я+։>

< У (И)

|«(л-։)|-л-л

и, следовательно, 
^|а(л-1)|֊л-г 

մ/71^” ՜1,1 ՜л ՜' 
Ф(л+ ՝\и)-иП ’

[в(/г-1)1-л |х(л-1)| л-г-/

/-0

с!в(я-1)1-я-ИИ"- о]֊"-')' У
P-U 

х|ф(|.и ֊>М ֊~֊;>|

|։(«-1)|-Л-

р_
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Далее,

где Д։—некоторая постоянная, нс зависящая от ռ и г, так что

IЛI <Հ-Հ.
Здесь также А-շ—есть некоторая достаточно большая постоянная, не 
зависящая от п и г.

Используя полученные неравенства для оценки /?’(«), можем 
написать

|«(л-1))—П-1 |а(л—1)| п-г

{։(л 1)]_л—г

л.и
X

|a(n-l))-n-r-i 
н |«(я—1)| + 1— г— 1-р)

(«)|х
Р-0

• du.

Дважды использовав формулу

получим

пр ո п—1

ՏՏ^ՏՏ«(.,+, •
р-01-0 /~0р-0

дп
IK«(s)l<- =

XC'£Z{)|__,_, • ([։(«—I)]—л—г)' .n'-‘. I »֊₽>(„)! x

Оценим сумму

Р Р-г

/-0 ։-0

Р
b =«РУ ср~г«■р Լ ь1в(п_։)։_я_г 

г-0 /-0

[<х(д—1)]- п — г у 

л /
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/Հ-1 -n-r .............
=n L Գ^)1-4 +---------- n--------- ) <й ’

r-0

где В—постоянная, не зависящая от п и р.
Таким образом, имеем

|< .|9<«-ո՜| [ е I \ п‘ >■

*sl у 1 /(..О

I .| |в(л-1)|-р------------- ( du.
X ф (и) «

Окончательно получим

|։(Я—ft JL 2
• 1 /К / \Л „ \ (‘ —(л« -e)u•

1^,յ(տ)]<Հ . | |а(л-1)։ \ Հ-J Ո + l -p/J С
1 1 ր-Ծ О

|в(л-1)|
V 14+J- С 

llk J 
ծ=ռ+։ о

= |S,I^ "1
-(0 е -3}ti “ с • П1п

du<\s\^ '

где С- некоторая достаточно большая постоянная.
Чтобы оценить Я’*(5), получим оценки для интегралов

будем иметь
l«(rt-l)l J +

\յ{\<ԼԲ^ոԴՈ-ո41ո

\J2\<Bn-fian n
Л- - — 1a и
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Значит,

1ВД< л'”-В*-В „ 1мя--1ц . . р
и * "!’(х)х dx-է-

6

«"■BJ-n1"-"? -ЛЛ г <.♦■>
+'՜|4||.<-Ո1 Г “ Л']Ф Wrfx 

՛ о о

(• -Л.т f
+ I а -и du I

(I о

։

. Bf^wniax(Bt, В3).

Легки доказать, что

В |«Ж^-՛՛
где В,—некоторое достаточно большое число.

Сопоставляя эту последнюю оценку с оценкой R’r (s), наконец, 
будем иметь

АппСл 
|ЛЯ(5)|<|К;(5)| 4֊ |/?7(տ)|< |տ|Ի(ո-։,1 ’

где Л=֊С4-В^
Полученная оценка я завершает доказательство теоремы.

Институт математики л механики 
АН Армянской ССР Поступила 29 VIIi 1959

и. X. Սի6ս*0յա6

ԱՆԱԼԻՏԻԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ՎեՐԱԿԱՆԴՆՈՒՄԸ ՆՐԱ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ ՇԱՐՔՈՎ

Rcz'>a' ՏԻՐՈՒՅԹՈՒՄ

Ա 1Г Փ II Փ П հ 1Г

ձ ±
V,9m J> ք(է) անաւիս,իկ ֆունկցք&ն RtiZ* ’ տիրտէթում ունի 

ո"
У ՜ Հ՜ էսոիէէպտոտիկ շուրյւր հաԼորդւսկսէնաթէսն միջոցով, և ալքյ

г.^Р մՒ,լ։հ ձևով Լ որոշում արյ էիունկցիան նշված աիրոլլթումI
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Ապացուցված Լ, որ եթե Փ (է) = --- — /' ֆունկցիան Ա>֊
*-0 П^+О

նալիաիկ է [0, 00 ) կիէւաոանցրի վրա, ապա

T _լ 1
/(г) = z' | с ՜ *.Փ(/’)մ6 Rez' ><։'• (R)

о

11,րւ ш չի/աու/ոթ յան ՛Ոպա tn ակն Լ (Ա) ներկայացումն ունեցող անայիւոիկ 
ֆունկցիաների դասն րնդրսյներ

Դիտարկվում է երկու ղեպր' Յ-^!» Խ
Աչքս ատ ու թ րււնում Փ(/) ֆունկցիան են ft ոպ րվտ.մ Հ րվաղիանուլիտիկւ 

Փ(ք) ֆունկցիայի և նրա ածանց լա {ների վրա աճի որոչ պա լմաններ դներո 
ղեպվոոմ ապացա ցվում Լ ք 1Լ) րանաձեի իրավացիութ լունրւ
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математика

А. А. Талапин

О сходимости и суммируемости почти всюду общих 
ортогональных рядов

Введение

Настоящая работа содержит некоторые результаты, примыкаю
щие к следующей задаче.

Пусть {«я(х)} полная О. Н система на [а, /»]• н Дх) произволь
ная измеримая функция, определенная на խ, ծ|. которая может так
же обращаться в -f-<x или оо на множестве положительной меры.

Существует ли ряд

У «.?.(•»). (1)

я—։
сходящийся почти всюду на [а. />| к да)?

В такой общей постановке, когда представимая функция /(х) 
может обращаться в оо на множестве положительной меры, этот 
вопрос не решен даже в том частном случае, когда система 
совпадает с тригонометрической системой.

Однако, если потребовать, чтобы представимая функция f(x) 
была почти везде конечной, то вышепоставленный вопрос для триго
нометрической системы имеет положительный ответ. А именно спра
ведлива следующая теорема Д. Е. Меньшова.

Для любой почти везде конечной измеримой функции /(.v), 
определенной на [0,2г], существует ряд

О о \Ч
— • ^<2ncos nx-f-^sin пх

который сходится к f(x) почти всюду на [0,2г] (см |1|).
Неизвестно также, справедлива ли георе мп Меньшова для про

извольных полных О.II систем?
Большой интерес сформулированной теоремы Меньшова отчасти 

мк.и р । и том. что до енх пор неизвестно, обязан ли ряд Фурье

В дтнеНшсм будем голорип., что |сл(.г)| есть ОН система на խ,/փ если
I I при i=>J

Л 7 | о при I*1  
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произвольной непрерывной функции сходиться хотя бы в одной точке, 
в то время, как любая функция представляется тригонометрическим 
рядом (не рядом Фурье), сходящимся к этой функции почти всюду?

В связи с этим нам представляется интересным выяснить сле
дующий вопрос.

Существует ли полная О.Н система расходимости*,  для которой 
верна теорема Меньшова?

• ОН система {<?/,(*)} называется системой расходимости, если ряд Фурье не
которой функции 'X-v) £ /-. по этой системе расходится на множестве положительно 
меры,

Оказывается, что справедлива следующая георема:
Теорема I. Существует полная ОН система {фл(х)} 

функций, определенных на խ, ծ], такая, что разложение некоторой 
функции Լ. խ, ծ] по этой системе расходится почти всюду, 
но тем не менее для любой измеримой функции F(x) существует 
ряд

который сходится к /'(х) почти всюду на խ, ծ]. При этом функ
ция F(x) может обращаться в -фоэ или — оо на множестве поло
жительной меры.

Отметим, что существование О.Н систем, для которых разложе
ния некоторых функций из Z.a расходятся почти всюду, было дока
зано Меньшовым в 1923 г. (см. |2]).

Далее, представляет интерес также ослабленная задача пред
ставления измеримых функций ортогональными рядами, когда вместо 
сходимости почти всюду этих рядов требуется суммируемость почти 
всюду некоторым регулярным линейным методом Т.

Точная формулировка этой задачи может быть дана следующим 
образом.

Существует ли линейный регулярный метод Т такой, чтобы для 
любой полной О.Н системы (х)} и для любой измеримой функции 
/(л) существовал ряд

Van«„(x)

л-1

который суммировался бы методом Т к /(х) почти всюду?
По поводу этой задачи отметим следующий результат (доказа

тельство этого результата несложно, оно будет проведено в дальней
шем).
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Теорема II. Пусть дано счетное множество полных О.Н 
систем {<?£>(•*)},  л=1» 2v функций, определенных на խ, ծ].

Тогда существует линейный регулярный метод Г, матрица 
||Д/*Н  которого состоит из нулей и единиц, такой, что для любой 
измеримой функции /(х), определенной на |ճ, ծ|, и для любой 
системы |<?<.л>(х)}, /?=1, 2,... существует ряд

X

У պ.'”
Л-1

который суммируется почти всюду на խ, ծ] к f{x) методом Т.
Если же при представлен ин измеримой функции рядом по сис

теме {ф»(х)} допускать перемену порядка функции этой системы, то 
любую измеримую функцию можно представить рядом по перестав
ленной системе, который суммируется почти всюду методами Чезаро.

Справедлива следующая теорема.
Теорема III. Пусть »«г(х){ —нормированный базис про

странства Lj,\n, />], հհ>1 и /(х) произвольная измеримая функция, 
определенная на խ, ծ].

Тогда в системе {?Л(х)) можно изменить порядок функций 
таким образом, чтобы для полученной новой системы (х)| су- 
шествовал ряд

«•
У ад (X).
— ■*«՝
л—է

который суммируется почти всюду к f(x) одновременно всеми ме
тодами Чезаро положительного порядка.

Отметим при этом, что в этой теореме представимая функция 
/(х) может обращаться в ф-оо или —со на множестве положительной 
меры.

При том предположении, когда представимая функция f(x) поч
ти везде конечна, аналогичная теорема без доказательства была сфор
мулирована в работе [3].

Приведенное утверждение, а также указанное более слабое ут
верждение работы |3|, доказываются методом Д. Е. Меньшова, при
мененным им в работе [1|, где доказана следующая теорема.

В любой О.Н системе {?п(х)} можно изменить порядок функ
ций так, чтобы для полученной новой системы {? (х)}, какова бы 
нн была последовательность {сл), где

со

3 Известии АН, серии физ.-мат. паук, № 2
Л—1
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ряд
о?

С»?. (х)
п ։

суммировался почти всюду любым метолом Чезаро положительного
порядка.

Отметим, что в этой теореме перестановка функций зависит 
только от системы, в то время как в теореме III перестановка зависит 
и от базиса >?л(л՜)} и от представимой функции /(х).

Теорема III будет доказана в § 3 как следствие более общих
теорем.

§ I.

(-формулированная во введении теорема I является следствием 
следующей теоремы.

Теорема I Пусть полная ОН система функций, 
определенных на խ, ծ), есть система расходимости, т. е. для не
которой последовательности |«Հ.՛, где

V,

* -I 
ряд

(Ф

А-1

расходится на некотором множестве £.с|д, />], где mesE>0.
Тогда существует ОН система !<Ма‘)} функций, являющихся 

линейными комбинациями функций '<рп(х)}, которая является систе
мой расходимости и одновременно обладает следующим свойством.

Для любой измеримой f(x) существует ряд

(1.3) 
»-> ,1

который сходится к f(x) почти всюду на [а, £].
При доказательстве этой теоремы нам будет нужна следующая 

лемма.

Лемма I. Пусть ряд
се

У «,(.։) (1.4)

Ь I
почти везде конечных измеримых функций, определенных на խ, ծ), 
расходится на некотором множестве Е положительной меры.
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Тогда существует возрастающая последовательность натураль
ных чисел

о = -Ч< < ;\\< . < Л'к< . (1.5)

такая, что для любой последовательности <Հ< • ряд

Ղ Ч ձՀ
У П|(х)֊}֊у ///(-<)+••• -Ւ У яДл-)4-..., (և6)

рассматриваемый как ряд по функциям «Дат) с индексами / удов
летворяющими неравенствам №,_ւ<7- Лгл.; j —Լ 2,..., расходится 
почти всюду на множестве Е.

Доказательст в о. Так как ряд (1.4) расходится на множестве 
£. то для любой точки х Е существует положительное число s (s 
зависит от х) такое, что выполняется условие:

Каково бы пн было натуральное число .V. существуют и р>0 
такие, что

>i (1.7)

Возьмем последовательность положительных чисел {г„}

г1>еа> • • • Етгп = о. (1.8)
л-ОО

Обозначим через Еа множество тех точек х из Е, для которых вы
полняется условие (1.7) при =

Очевидно, будем иметь

<с
V£„ = £. (1.9)

||՝ д-1

Обозначим через £. ’ множество тех точек хГ-Ел, для которых 
выполняется неравенство

I 1 I
2«/(х) 1 (ИО)

1 t-m

где т. I зависят от х и N <Հ т Հ. I < /V -ք- р.
В силу свойства (1.7), где е = гя, имеем для любого натураль

ного N

(i.ii)

л-1
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£
» ** > ։ *•  7 г
,v,p-:эЕл> • ПРИ Р >Р՝ имеем

limmes E^fl=nies E/t (112)
р -»

для любых фиксированных и н.
Возьмем последовательность положительных чисел { т|я} такую, 

что 
а

гс‘ Հ. 4՜°°՝ (113)

Полагая N=Q и я—1, в силу (1.12) мы можем определить p=Nt на
столько большое, что

mes E{̂ Xi^>mesE-i—(1.14)

Пусть натуральные числа • <W.-j уже определены.
Полагая W=JVf и применяя (1.12). определим p=Nt настолько боль
шое, чтобы выполнялись неравенства

rnesEy' ( Л-. > ли» Е„ — ф, 1 п 7. (1.15)

Таким образом, мы можем определить последовательность

0= .Vo</V1<---<^-1<.-V։<-.-, (1.16)

для которой выполняются неравенства (1.15) для всех /=1, 2,... .
Легко видеть, что последовательность (1.16) будет удовлетворять 

условиям леммы 1.
В самом деле, пусть • • • возрастающая по

следовательность натуральных чисел.
Для фиксированного п рассмотрим последовательность множеств

£VL'V ■/ = Լ2--

В силу (1.15), начиная с некоторого номера /0. будем иметь 
(«) I

mes Ехкг,, ,vz. > mes Еп - ?,*, (1.17

Обозначим через
<л>

E'n>=lim infE..., (1.18

(л)
Из определения множеств ЕЛ . (см. 1.10) видно, что ряд (1.16) рас
ходится всюду на множестве £<"1 для всех п = 1, 2....

Но в силу (1.13) и (1.18)

nies Е(”' = т es Ен (1.19
и тогда из равенства (1.9) следует, что ряд (1.6) расходится почти 
всюду на множестве Е. Лемма 1 доказан^.
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При доказательстве теоремы I мы будем пользоваться следующей 
теоремой, доказанной в работе |5| (см. § 2, теорема 3).

Теорема А. Пусть последовательность {/„(.г)} почти 
везде конечных измеримых функций, определенных на |а, ծ|. пол
на в смысле сходимости почти всюду, т. е. для любой измеримой 
функции f(x) существует последовательность {Ф*(лг)},  те

Տ **
Ф։(х»=\]сй/,(.с)

s. I — J
k л постоянные) такая, что

Л7пФ*(.с)  = /(л)

почти всюду на խ, ծ).
Тогда любая последовательность ք 4д ),/_ (aJ,, (.v),... 

полученная из {/л(дг)} после исключения из нее первых п функ
ций, снова будет полной в смысле сходимости почти всюду.

Доказательство теоремы 1. Пусть {?я(л)‘ есть полная О.Н 
система на խ, ծ] и ряд

сс
■ VM,(xi (>-20>

7—1

расходится на множестве Е положительной меры и кроме того

■ V«;<

J-i

Применяя лемму 1. мы можем определить возрастающую последова
тельность натуральных чисел

0 = No<N1< ...<А\<. (1.22»

такую, что для любой последовательности <Հ £.<Հ • • • <Հ к,- • •, ряд
|р Л*=

' (Հ) լ. U, U>, | Л՜) 4֊ ... -^֊ \ (л)(1.23)

րՂ-г» ։ /-л*.-I  *« «•»I • •
расходится почти всюду на множестве Е.

Перенумеруем все полиномы с рациональными коэффициентами

/>։(х). (1.24)

и возьмем последовательность положительных чисел J:*},  где
«։
У\г<*4*оо.  (1.25)

1-1



38 А. А. Тллллян

Так как система J ®и(х); полна в ծ), то- легко видеть, что 
она будет полной также в смысле сходимости почти всюду.

Возьмем линейную комбинацию из функций системы !©n(x)J

(1.20)

такую, чтобы на некотором множестве /:։с|։т. ծ|, где

tries Ех > h - л с։.

имело место неравенство

Ф։(х) - Р։(л) <։։ x~Ev

Далее предположим что т пх выбрано настолько большим
ч го для некоторого натурального k. имеет место неравенство

Պ<^* ։ I (Լ29)

Нрн этом Nt, некоторое число из последовательности (1.22).
Рассматривая последовательность (х). * ։(х). .., в силу гео՛

ремы Л), мы можем определить функцию Ф.(х) вида

«3

Փ.(.ր) = լ с,

и множество Е: такие, что

rnes r.z^> h — а — ֊

Ф.(х) — Л (х) <i. х֊Е.

(1.30)

(1.31)

Ясно, что если мы неограниченно продолжим этот процесс с по
следовательным применением теоремы А), то можно определить по
следовательность натуральных чисел

1 = т। <Հ я։ ՀԼ т. <//-< • • <Հ т. <Հ ո• •. (1.32)

последовательность множеств
функций 5Ф. (-<)'. вида

а также последовательное

и

(1.331

такие, что
(1.34)

При этом мы предполагаем, что последовательность (1.32) такова, ч

при л IL,. (1.35)
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для любого / —I, 2.... существует натуральное число Հ, удовлетворя
ющее неравенству

_ (< < тf ; ./=1,2......  (1.36)
/ /

где Л, некоторое число из последовательности (1.22).
В силу (1.32) очевидно будем иметь

^.-.<^<^.-><^.<•••<4 .<*,<•••  п-зп
/ )

Обозначим через и>я(д՛) систему, которая образована из функций

Ч>/(Л')1| 1 .....

и из функций •֊?„(*»  с индексами п, удовлетворяющими неравенствам

-Л ’ <Л’Л., 7=1,2,... (1.38)/ 7
Так как система !«>п(л); есть О.Н система, то из (1.32), (1.33) 

и (1.36) видно, что система »«•>,, (х) } также есть О.Н система на խ,ծ|.
Легко видеть, что !<'»Л(х)) есть система расходимости. В самом 

деле, рассмотрим ряд (1.23), где числа Nt:/ удовлетворяют неравенст
вам (1.36). Из определения системы {и>л(.т)| видно, что все функции ряда 
(1.23) входят в систему {y»„(x)J. Поэтому ряд (1.23) можно писать в 
виде

(1.39) 
п J

гае bn=l) для и. не удовлетворяющих неравенствам

/V, ։+ 1 (/=1.2,...).
/ /

Ряд (1.39) расходится почти всюду на множестве £, так как этим 
свойством обладает ряд (1.23).

С другой стороны,

V ь = V V <հ<լ t-
—< fl —
«- » ) I Г -Nkr | + 1

в силу (1.21),
Докажем теперь, что для любой измеримой функции /(л) суще

ствует ряд
X
Vc«u.n(x), (1.40)

п I

который сходится к /(л) почти всюду на խ, ծ|.
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Пусть последовательность {/я(х)) неперерывных функций тако
ва, что

Um fn(x) — f(x) 
п — >

(1.41)

почти всюду на |а, Ь\.
Возьмем последовательность положительных чисел где

У(1.42Й 

♦-1

Гак как последовательность (1.24) полиномов с рациональными 
коэффициентами такова, чти она остается всюду плотной в Լ.: խ,ծ| 
(а также в пространстве с |а, я] непрерывных функций) после исклю
чения из нее любого конечного числа функций, то ясно, что для 
любой почти везде конечной измеримой функции /-'(х) и для любых 
£ > 0 и натурального N существует полином Рп(х) из последователь
ности (1.24) такой, что

mesE(\F(x)-Р„(х) (1-43)

и при этом п > А'.
Так как в силу (1.25) 0 при /—оз, го из неравенств (1.34)

и (1.35) следует, что последовательность Ф/(л)./ = 1. 2.... также бу
дет обладать этим свойством, т. е.

для любой почти везде конечной измеримой функции F(x) и 
для любых :>0 и натурального N существует ФДх) такая, что

т^£(1Фдх)- £(л)|>е)<5 (1.44)

и при этом
Применяя СВОЙСТВО (1.14) К функции £(Х)==/։(а') При мы

можем определить множество и число /\ такие, что
mes- а — tlv (1.45)

Ф,,(х) — /։(л՛) 1<т1։ при л- ֊ (146)
Предположим, что уже определены множества Bv В?...։ В՛, и 

функции Ф„(х). Փ/JA)..... <1% ։(х), где Հ</-<••• </я «.
Положим 

п I

(1.47) 
jt-l

и применим к этой функции свойство (1.44), полагая £ = т,и и АГ— 
= /., 1. Тогда можно определить уЛ>/л и множество Вг։ такие, что

mes Вп^> b — a т<я. (1.48

71
V ф^(х)-/„(Л'1 <т(Я при Л- й„. (1-49)



О сходимости и суммируемости почти всюду общих ортогональных рядов j|

Легко видеть, что ряд

Հ--1

сходится к /(х) почти всюду на խ. b\. 
В самом деле, положим

Л-1 к-п

В силу (1.12) и (1.48) имеем

mesB — b <։.

Пусть х С К. тогда для некоторого целого //г будем 

X В, при '/>//,.

Тогда в силу (1.49)
п

__ 'к
I fc- i

Из (1.42) и (1.53) вытекает

а-со

я

' Ф, (X) — /,.(А-) л- = 0,

(1.50)

(1.51)

иметь

(1.52)

(1.53)

(1 54)

■։ из (I 41) и (1.54) следует что
п

(л) = /Н՝

Так как по нашему 

часть системы {<<>,,(л);, то

при л՜ В. (1.55)

, Ф.(л')построению функции

ряд (1.50) можно представить .•

составляют

виде

х), 
п I

(1.56)

где 0. если ш„(х) не совпадает ин с одной из функций 1Ф,;(х) . а

если т0 <.-„= ц <l>,Jx) ||.

Так как ряд (1.50) почти всюду сходится к /(л), го ряд (1.56) 
тоже будет сходиться к /(х) почти всюду на |а, b\. Теорема 1 до-
казана.
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Опираясь на теорему А), можно доказать также следующую՛ 
теорему

Теорема 2 Пуст։, дано счетное множество полных 
О Н систем {<ру'’(л'Н, л=1, 2,... функций, определенных на խ, ծ|.

Тогда существует последовательность натуральных чисел հ.Հ 
<Լհ. <Լ - • <.k <Լ • • • такая, что для любой системы {<?^в)(х)} (п= 
— I, 2,...), какова бы ни была измеримая функция /(.г) определен
ная па |а, ծ), существует ряд

(1.57)
А- 1

для которого частные суммы с номерами к. сходятся к f(x) поч
ти всюду на |ճ, ծ], т. е.

А՜,

/Խ/V -Да')

h 1

(1.58)

почти всюду на խ.
Доказательство. Положим £о=О. Предположим теперь что 

число А, г уже определено. Рассмотрим системы i©^'՝(^՜)} для 1^; 
< и <.j. R силу теоремы А), если из каждой из этих' систем отбросим 
первые k, । функций, то они останутся полными в смысле сходимости 
почти всюду. Поэтому легко видеть, что существует число 
множество 6. и функции

= (1.591

* *7-i  «

для которых выполняются условия

mes В,^> b — а — (1.60)

|Ф/’(А-)֊/<(А')|<^ х - Հ. (1.61)

Таким образом мы можем определить возрастающую последова
тельность натуральных чисел {ЛД, последовательность множеств 
и функции Ф}л)(х), I /=1. 2,... вида (1.59), для которых
будут выполнены условия (1.60) и (1.61). где /—-1. 2,..., I հ.ոհյ.

Пусть теперь f(x) измеримая функция. Рассмотрим для фикси 
рованного л систему {<?V°(a')}.

Гак как для всех / > п имеет место неравенство (1.61), гд< 
5Р,(л')} суть полиномы с рациональными коэффициентами, а {е} удов
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летврряет условию (1.25), то точно гак же. как и в предыдущей тео
реме. существует ряд

ОО

I ।
(1.62)

который сходится к f(x) почти втюду на խ. ծ| 

Рассмотрим ряд

со

*-։
(1.631

где коэффициенты а\я> определены следующим образом

с'"' для k ! < k < kt /=|.2....,
* ՚ (1.64)

для остальных k.

Из (1.59) и (1 64) видно, что частные суммы «Տ<."։ (д՜) ряда (1.63). где 
i

S^'(X)- У
(1.65)

совпадают с частными суммами ряда (1.62). Следовательно,

//от5^'(а')=/(а) (1.66)

почти всюду на 10,11.
Так как последовательность {Հ| не зависит от п и /(а) произ

вольная измеримая функция, то теорема доказана.
Замечание. Рассмотрим бесконечную .матрицу элементы

которой определяются следующим образом

_ j 0 при k k.
--- Il ! II 1 при k։ = k; (7= IX (1.67)

i.ie Հ՛հ — возрастающая последовательность натуральных чисел, фи
гурирующая в предыдущей теореме

Таким образом, матрица \altc\\ определяет некоторый линейный 
регулярный мето! Т. Из (1.65), (1.66) и (1.67) следует, что ряд (1.63) 
суммируется методом Т почти всюду к Дх)

Таким образом, сформулированная во введении теорема 11 спра
ведлива.
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В настоящем параграфе мы докажем следующую теорему.
Теорема 3. Пусть ряд

ос
v /.(*)  (2.1'

»•«։՛
почти везде конечных измеримых функций, определенных на |«,ծ| 
универсален, т. с. для любой измеримой функции fix) существуем 
подпоследовательность частных сумм

"а
(А) = У/„(Л) (2.2

такая, что
///п6\(л) = /(х) (2.&

почти всюду на խ, ծ|.
Пусть, далее, существует подпоследовательность J /*(.<)  J по

следовательности ,/,(х)} такая, что

(•*)■■ 0 * (2.4

почти всюду на [о, ծ|.
Тогда ряд (2.1) будет универсальным относительно пересдано 

вок в классе всех измеримых функций в смысле суммируемое™ 
одновременно всеми методами Чезаро положительного порядка 
т. е. для любой измеримой функции f\x) члены ряда (2.1) можн( 
переставить так. чтобы вновь полученный ряд

(2Հ

суммировался к fix) почти всюду на |д. ծ| всеми методами Че 
заро положительного порядка.

для доказательства -тон теоремы мы будем рассматривать вве 
ленные Д. Е. Меньшовым Т' методы суммирования (см. |6|), которьи 
определяются следующим образом.

(инейный метол суммирования, определенный матрицей К ад. I 
называется методом Т. если удовлетворяются следующие условия

Г ря I ՝ в... сходит я для всех значений Հ достаточно 

ших, и

1։т
I -• »
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2°. для всех достаточно больших значений t имеет место нера
венство

9 ж
V ал\<М.

S *■ *-։
। де ,4 не зависит от /:

3“. Нт max i atb | = 0. 
i < » I < * »

В дальнейшем мы будем рассматривать положительные методы 
1”, т. е. мы будем предполагать, что. помимо условий 1°. 2* ։. 3°. име
ет место также условие

4« 0|>>О, /=1.2....; Л—i,2....

Легко доказать, что все методы Чезаро положительного порядка 
иадяются положительными Т*  методам (см. [6]).

Очевидно, сформулированная выше теорема 3 вытекает из сле
дующей теоремы

Теорема I. Пусть ряд (2.1) почти везде конечных из
меримых функций, определенных на (а, ծ), универсален и пусть 
для некоторой возрастающей последовательности натуральных чи
сел Ա,|

հու /м(.г1-»0 (2.6)

почти всюду нз |в, ծ|.
Пусть, далее, задана последовательность положительных Т 

методов: Ти Т.,...

I
 Тогда для любой измеримой функции /(л*)*  члены ряда (2.1) 
можно переставить так. чтобы вновь полученный ряд

Y / (2.7)

*-։

суммировался почти всюду на խ. ծ| к f(x) всеми методами Т,, 
Ն.....Ն...

Теорема HI. сформулированная во введении, будет следовать из 
теоремы 3 в силу следующей теоремы, сформулированной в [7|.

Теорема**.  Пусть {?я(х)} есть нормированный базис простран
ства ձրխ, ծ|, I. Тогда существует ряд

V а^(х) (2 К)

•/(.՝■) может рлннпп.си -|-<о или -.-о п.) множестве положительной меры.
•• Локдадтсльстко теорем, сформулированных п |7|. изложено и статье .О рилах, 

уипиорсдльних относительно Перестлнопок*  которая салил п печать n I Нпсстних ЛИ 
СССР.
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с коэффициентами ал, стремящимися к нулю, который универсален 
относительно перестановок в смысле сходимости по мере.

В |7| била сформулирована также теорема о том, что если 
функциональный ряд универсален относительно перестановок в смыс
ле сходимости по мере, то после некоторой перестановки его членов 
он становится универсальным относительно сходимости почти всюду 
подпоследовательностей частных сумм.

Таким образом получаем, что для любого нормированного ба
зиса {?„(х)‘ существует универсальный ряд вида 

за
(2.9Я

и при этом <1:к -0 при k -ОО.
Но так как система {<?«(*)}  нормирована, г. е.

f|?Z7(x)|/’r/x=l, (2.10)
<1

ю ясно, что некоторая последовательность ս,Հ. будет сходить

ся к нулю почти всюду на [а, 6|.
Следовательно, для ряда (2.9) будут выполнены все предполо- 

кения, сделанные в теореме 3.
Отсюда ясно, что сформулированная во введении теорема 111 сле

дует из теоремы 3 и из существования универсального ряда (2.9).
С другой стороны, как уже отмечалось выше, теорема 3 являет- 

я следствием теоремы 4 Итак, остается доказать теорему 1. Эта тео
рема доказывается методом Д. Е- Меньшова, примененным им в ра
боте |4|.

Доказательство теоремы 4. Прежде всего отметим, что к 
. илу условия (2.6) из последовательности k{ | можно выбрать возра
стающую последовательность такую, что ряд

да

S4(JC) °-1”
р-։

почти всюду на [a, Z>] абсолютно сходится
В самом деле пусть /? = 1, 2... и пусть

’X

р-1

В силу условия (2.6) существует возрастающая последователь
ность {/пр}, {/Лр}с{^4 и последовательность множеств {Ер} такие, чтс 

при х£Ер, (2.1

тез ЕрУ> b — а — շր. (2.14!



—

Р О сходимогти и суммируемости почти всюду общие ортогональных рядов 47

Положим
%ե ' X ж

Е=Х П Ер (2.15)

! jt-J /• ■ я

Ясно, что на множестве Е ряд (2.1 И абсолютно сходится и что

mesE — b — ч (2.16)

Обозначим через р.. х=1. 2.. последовательность целых поло
жительных чисел отличных от чисел р=], 2... и перенумерован
ных в порядке поэрастання Четко видеть, что ряд

V ! (Jt)

•-I
(2.17)

универсален В самом теле, пусть /(л) произвольная измеримая 
функция Обозначим через ?(д) сумму ряда (2.11) и положим

F(x) = /(х) -г 5(Х). (2.1X1

Вейлу универсальности ряда (2.1) существует возрастающая после 
деятельность натуральных чисел /յ<Հ/?*Հ  ••</,<••• такая, что

(2.19)

почти всюду на խ. ծ|.
В силу определения

*-։

ряда (2.17) мы можем написать

Հ Ч Ч
V /tlx)= V /. (X) + V ք, (X). (2.20)

i ‘
*-l ։-? /-1

Т։к как

՛ г«г
՚Հ"Լ V '-Sx> =

почти всюду на (а, />|. то в силу (2.18), (2.19) и (2.20) будем имен.

иоЧтн всюду на [ы. ծ|. Тем самым универсальность ряда (2.17) до- 
каэзна

Пусть (Тн) есть последовательность положительных Т’ методов.
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г. e. каждый метод Tn определяется матрицей . обладающей 
следу ющи м и с войства м и:

1» <’>0, 7=1.2,...; *5  = 1,2....;

зе
2W. ряд\а<я՜' сходится для всех значений / и 

А- 1

{,ՈԼ V4'* ’ = l;

fr..l

З00. для всех значений i имеет место неравенство

А-1
। де М<, не зависит от /*;

|°®. Нт Հհ=0 (А’֊ I, 2,-): ,_-х

5W. если обозначить через Հ = max , то

Нт 7<я) — 0.
1

Пусть f(x) произвольная измеримая функция, 
խ. ծ|. и а(л-) есть сумма ряда (2.11).

Положим
F(x) = f(x)-z(x).

определенная

(2.21)

Так как ряд (2«17) универсален, то некоторая подпоследователь 
ность частных сумм этого ряда будет сходится почти всюду на [сг. Ь] 
к F(x)

Нт S/ (x) = F(x) 
у- о-, i

почти всюду на [//. Ь\, где

9

/- I

(2.22)

(2.23)

Сначала мы докажем. что между членами ряда (2.17) можно
•вставить нули таким образом, чтобы полученный новый ряд суммиро
вялся бы почти всюду на [//., 6] к F(x) всеми методами Т։, Т2..... Т,ч..

' Ясно, что условие З00 следует из 
мулнровать его отдельно.

1°° 2°*. но для дальнейшего удобно сфор
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Пусть А, В и С те множества, лежащие на отрезке [я, ծ], где 
F(x) принимает соответственно конечные значения, значение 4֊ со н
значение —со:

А=Е(\Е(х)\ <4-ео), (2.24)

B = f(F(x) = 4֊oo). (2.25)

C = £(F(x) = -oo). (2.26)
Очевидно,

А 4- В 4֊ С= [a, fl (2.27)
и

те'з А 4- mes В 4՜ C = b—a. (2.28)
В наших дальнейших рассуждениях не исключается также слу

чаи. когда одно пли два нз этих множеств пусты или имеют меру 
нуль.

Через Е обозначим множество тех точек, где выполняется ра- 
венсгво (2.22). Так как (2.22) имеет место почти всюду на [а, ծ], то

mesE b — а. (2.29)

Очевидно, для каждого значения j можно определить положи
тельное чи ло Lf и множество которые удовлетворяют условиям

1<£у<£М1, 7=1, 2,..., (2.30)

max. |Տ/(.հ)(<7<; при х ( G^B^-C), 
։ i . (2-31)

mtfxflSX*)!  4՜ [F(.r)|)<L/ при х: GjA, 
i <։<Լ-

(2.32)

Gfc(a,b), mes G>>b—a—Լ (2.33)

I

В условиях (2.31) и (2.32) Sf(x) есть частная сумма ряда (2.17)

S,(AT) = V (2.34)
r-l

Пусть
G=lim itifGj. (2.35)

Тогда из (2.33) следует, что

Gc(a, b), mesG — b — a. (2.36)
Положим

Հ^= max^\n\ (2.37)

Пз условия 5°° следует, что

Нт.^я' =0 для всех л=1, 2.... . (2.38)

4 Известия АН. серия фнэ.-мат. наук, № 2
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Определим две последовательности целых чисел )7- и р/ следующим 
образом. 

Положим Х։ = у4=0. 
Далее берется X, таким образом, что

(2.39)

ОС
В силу 200 ряд Vcj՞’ сходится для каждого значения / и для 

А-1 
каждого л=1, 2,..., поэтому можно определить целое число и7 так, 
чтобы выполнялись также неравенства

(2.40) 

где 
со

(2.41)

Таким образом определены целые числа X, и иу для всех значе
ний индекса / и неравенства (2.39) и (2.40) имеют место для всех 
/>1֊ 

Положим
Կ = 0. •Հ^յ+հ—հ֊ւ- (2.42)

Из первого неравенства (2.40) имеем

^<Հ<։Լու 0=1. 2|-)« (2.43)

Кроме того из и։==0 вытекает 
J 
V ( Հ֊ (Հ^-ւ+Հ-Ա—Հ,. 12.44)

г-1 
Рассмотрим ряд 

со
V -Мл-) (2.45)

—I 

члены которого определены следующим образом 

W0 = 0 при (2.46)

ф7(х) = Д (л-) при |лу<^|л7, (2.47)
где 

/-1
J= V( |/-Иг)+у-и/в/У_|-Н-аг (2.48)

г-1
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Другими словами ряд (2.45) получается из ряда (2.17), если в послед
нем после члена прибавить ;х ֊ «Հ нулей для каждого/.

Докажем, что ряд (2.45) суммируется всеми методами Т։. Т2,..., 
Тл,... к Е(х) в каждой точке множества

G’-f-M-r S4-C) = G.£ /1-|-G-E-B-hG.Z:.C. (2.49)

Положим
А

s;(x)=yo7(X) (2.50)

-.-1
:■! рассмотрим ряды

оэ
Vaj«>S;(x), (2.51)

*-1

где ag1 являются элементами матрицы, соответствующей метолу Т„.
Чтобы доказать, что в любой точке х множества (2.49) ряд 

(2.15) суммируется к F(x) методом Тл, нужно доказать, что в этой 
точке ряд, (2.51) сходится для всех достаточно больших значений ։ 
и обладает суммой, которая стремится к F(x), если / -со.

Сначала предположим, что л՜ принадлежит множеству О'-£-Л (ко
нечно, мы предполагаем, что это множество не пусто; в том случае, 
когда это множество пусто, нечего доказывать).

В силу регулярности и положительности метода Гя, в данном 
случае достаточно доказать, что в рассматриваемой точке х ряд

ОО
I (2.52)

Л-1

■■холится для всех достаточно больших значений i и обладает сум- 
н
мой, которая стремятся к нулю вместе с —. 

I

В силу (2.46). (2.17). (2.48) и (2.50) будем иметь

SLU)= $;,(*)  для (2.53)

S’(x)=S/(a') для < ՝Հ. (2.54)
ре

l = u, (очевидно Z/_։<Z<Zy). (2.55)

Предположим, что 

Х/.J (у=|. 2, з....). (2.56)
(Рассмотрим суммы вида

<#’(*) = V “!£՝№)- I- (2.57)
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В силу (2.53). (2.54) и (2.55) будем иметь

Հ Vm

<.w(.v)=V aj2>|SXx)-F(x)|+jS,^)-F(x)| У а<;>, (2.58)

Հ+1 
где

г=1, 2  Z=/r_i + £—յյլՀ (ясно, что 1ր-ւ<Լ1^1ք).

Если x^G-E-A, то в силу определения .множества G существует 
индекс уж такой, что x£G, для всех j^>jx-

С другой стороны, так как хСЕ-А. будем иметь

Um j St (x) — F{x)\ = 0. (2.59)
Л- ОО

Предположим, что

/>//, и Ау<Т^Х/>|. <2-6°)

Если теперь r=j 1 или г=/. то xf-G, и из (2.58) и (2.32) по
лучаем

Հ

О|։;>(х)«;Л,. V - Fix) | V а|»‘. (2.61)

Отсюда, в силу определения чисел հ)"» (cm. 500) и в силу условия 
З00, будем иметь

#>(х)<М!я)(^֊М 5 Af„|Sz<(x) Л(х),

Следовательно, 
3J;)(x)^yIJ'’)(u;-u<)+MJS/<(x)- F(x) (2.62)

Из (2.37), (2.40), (2.42) и (2 56) получаем
7jrt)==SՀ(ո); Հ- Иг< 1ր<Լ1յ<ԼИу_։. (2.63)

В силу (2.63), (2.62) и (2.39). учитывая первое неравенстве 
(2.60), будем иметь

Հ"’ м ֊֊ + < I Slr(x)֊F(x) | (2.6-1)

(r=j— 1 или r=j, jZ>,L՝

Когда /■>/>/,. -Ь 1. Xy < i =^Х/+1, имеем i < Xr.

Кроме того из xQGr и из неравенств (2.61), (2.32) получаем

Gj;>(x)=^L,« V а\р.
k^r i >
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Отсюда, в силу (2.40). будем иметь

■ $4*)< Լ,.տ«><1։ о>՞.(2.65)

Таким образом, так как при i>max (п, >./։ J мы можем опреде
лить /. удовлетворяющее неравенству (260). то из (2.65) ясно, что 
.тли указанных / ряды (2.52) сходятся.

Обозначим через Т]"-(л։) сумму ряда (2.52). Тогда будем иметь

/-7
ТС(х) = У5(/л-)+^_|(х)+=;,(х)+ V з„(х) (2.66)

/-1 Г-/>|

i тах(п, >7f .). f>max (п. Հ-ք-1).’

Можно доказать, что
Нт Т։(я’(х) = 0.
<-00

В самом деле, заметим прежде всего, что |aj՞’ ի Հհ” при А = |, 2, 

3.... X/<i- ։, />л. Поэтому, так как н=0. в силу (2.32). (2.55)
н (2.57) будем иметь

®]of;)(x)=^7,<ЛЬ/.?У ։ (2.67)

I z— 1 1
для всех достаточно больших значений i. именно для таких /. для 
которых соответствующее значение /. удовлетворяющее неравенству 
*7<ն՜տ£Հյ.. 1. больше, чем Д-Н-

Так как при /—ос соответствующее число j стремится к беско
нечности а число п фиксировано, то из (2.39) и (2.67) следует, что 

֊

'(-<) = °- (2.68)
г-։

Далее, из (2.64) и (2.59) следует, что
Нт <jW։(x) = 0. Нт «<я?(х) = 0. (2.69)

՝ ~ >՛-«, ■'
С другой стороны, в силу неравенств (2.65) имеем

ОО
■ V»f’(x)<-1

Հ-/-1
при />«. ) >յՀ 4֊ 1. Ху <' *74  «•

СЛедовательно.

,ե” V aj*»(x) —0. (2.70)

r-/*J
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Из (2.68). (2.69) и (2.70) следует, что

/пгаТ(л'(х)=’О.

Таким образом мы доказали, что в каждой точке л՛ множества 
G-E-A ряд (2.45) суммируется к F(x) каждым из методов Т„ Т2,... 
тл..4 '......................................................................................'"J.՛

Теперь докажем, что на множестве О'Е-В ряд (2.45) также бу
дет суммироваться всеми методами 1\. Т.,։... к Е(х), т. е. к ֊г со.

Для этого мы должны доказать, что в любой точке х(' G E՝B 
ряды (2.51) для любого фиксированного п сходятся, начиная с доста
точно большого i, и их суммы стремятся к-Ь<», когда /-*оо.

Пусть х : G-Е -В, тогда найдется jx настолько большое, что 
х Gj’E-B для всех у»л.

С другой стороны, так как х Е-В, то в силу (2.22) и в силу 
определения множества Е как множества тех точек, где выполняется 
(2.22), будем иметь

Пт S, (х) = փ со. (2.71)
- OJ г

Рассмотрим ряд'(2.51). Теперь мы будем изучать поведение сле
дующих сумм из этого ряда

Пусть
J>" 

и
X/ < I X^j.

Рассмотрим сумму 
;-2 /-2
V = V У ^ps-k(x). 

r-i г.-։

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

Так как в силу (2.73) х G} то из (2.53). (2.54) и (2.55), учи
тывая (2.31). будем иметь

!$*(■*)  |<Лл <2-76>
11оэтому 

/֊2

Հ—1
и тогда в силу (2.39)

(2.78)
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Из (2.74) и (2.78) вытекает
/-2

Пт V 3*oo( X)=0.
Г-оо Հյ ։г

г-\
(2.79)

Далее заметим, что так как \<ԼԼյ (см. (2.30)), то в силу (2.39) имеет
место неравенство

У՜’ 1
1‘Л 1 լ՚< , .

А- 1

(2.80)

где />я и число i удовлетворяет неравенству (2.74).
Рассмотрим теперь суммы Հ/Дх) для Հ». В силу (2.31). (2.53). 

(2.54) н (2.55) учитывая, что при _/>./х» х принадлежит множеству 
Gj, будем иметь

Нг+1 ։v+i
V aj£js;(x)|<sz.,. у agi.

Л'-|ХГ41

Отсюда, так как Հյ-շՎ в силу (2.40) имеем

(2.81)

где г >./>;„ />л, Xz<Z<Xz_b

Из (2.81) получаем
«> ОО
У a;r’s;(x)i = iy =„(Х)

■“=<։ ձ!
. W/v։ + ։

Следовательно.
ОО

Нт V а<п>5*(д-)=0.
I • со «и IK *

А-^|“
Таким образом, ряды

(2.82)

(2.83)

t»

У

сходятся для />>.,. где j удовлетворяет неравенствам (2.73). 
Обозначим сумму этого ряда через T?'j)(a՜).
Мы должны доказать, что

Нт Т'<л>(л՜) = оо, 
т-ои

(2-84)
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для чего в силу (2.79) и (2.83) достаточно доказать, что 

Ziw |օ4՞ձ։ (x)-j-e;<«>(x)j = -hoo. (2.85)

Для этого заметим, что в силу (2.81) и в силу того, что Լր>1, 
будем иметь

(2.86)

Из условия 200 метода суммирования Т„ и из (2.80) и (2.86) вы
текает

У аЙ)=1- (2-87)

В силу (2.72) можно написать

Հ/֊ւ «у
<%(*)=  У <4я,$/(*)  + ^ ։(х) У ag>, (2.88)

*7 “/+։
V «Լ՞՚Տ, (A֊)+S;JA) V (2.89)

где в (2.88) имеем Z= — ս7_է; (1յ-շ<ՀէՀ1/-\) и в (2.89) имеем 
1=1, ^k-^\ (/, t<Z^Zz) (см. (2.53). (2.54) и (2.55)).

Так как Հ,., ։ и j»/C/z<jy_։ (см. первое
неравенство (2.40) и (2.42)), то в силу неравенства (2.39) можно 
писать:

Из неравенств (2.90) и (2.9 J) видно, что
Հ֊ յ Հյ

У 4?5Л*) = 0 и У «!л)5՝Дх)=0

*-Яу_։-1 *-ну+։

(2.90)

(2.01)

(2.92)
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и, с другой стороны, так как ճ/>1, из этих же неравенств вытекает

“/-I
Нт V а‘«>=0 и Пт V а£>=0./-со Հ_. /Аг ik

й-р. -I k-;i fl
J-l f

Сравнивая (2.87) и (2.93), получаем

(2.93)

(2.94)

Вейлу положительности чисел (см. I00) и в силу (2.71) из (2.94) 
вытекает

И/т1

Нт
I- ОО

a<»>+s, (X). У ajp

’ л-Հ֊ I

(2.95)

Сравнивая (2.88), (2.89) с (2.92) и (2.95), мы видим, что имеет 
место равенство (2.85).

Как мы уже заметили из (2.85). в силу (2.79) и (2.83) следует, 
что

со

Нт Т‘(я,(х) — Нт VaJ’^Aj = • ос
/-СО i-са —< '

Л-1

и это имеет место для любого х ~ G-B E.
Аналогично можно доказать, что в любой точке множества 

G՝E C сходятся все ряды
Ծ0
У a<»>s;(x)

й-1

начиная с достаточно большого значения /'. и их сумма стремится 
к — со

ос-
В

к I
Таким образом, мы доказали, что в каждой точке х множества 

(2.49) имеет место соотношение
со

(2.96)

для всех //=1, 2.......
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По из (2.28), (2.29) и (2.36) следует, что мера множества (2.49) 
равна Ь—а.

Итак доказано, что ряд (2.45), который получен из ряда (2.17) 
добавлением нулей, почти всюду на [а, Ь] суммируется к /’(л՜) всеми 
методами Т]։ Т2,..., Тя„. .

Рассмотрим теперь перестановку ряда (2.1)
со

(-1

(2.97)

полученную следующим образом.
В ряде (2.45) вместо добавленных нулей, ։. е. вместо нулей, 

лежащих в промежутках յՀՀԴ^յւ,. р / —I, 2,..., вставим функции 
(Д (л')} ряда (2.11) в возрастающем порядке индекса р.

Очевидно, полученный таким образом ряд (2.97) является сум
мой ряда (2.45) и ряда 

со
Уже*).  (2.98)

где
■р-(х) = 0 при , j= 1, 2,....

а для v. удовлетворяющих неравенствам v.<Cv ^!՛, ,./=1.2. функ

ции -У(х) .меняются, совпадая с возрастанием индекса v со всеми функ
циями fmp(x).

Так как ряд (2.11) сходится к почти везде конечной функции 
<?(а), то ряд (2.98) также будет сходиться к той же сумме.

Обозначим через
А- 

տ,(*)  = £/,,(■*).  
/- 1

Будем иметь 

где
sft(x)=s;(x) + s;^),

/.•
St*(A-)=y

(2.99)

(2.100)

(2.101)

к
S^x)=Vty.(x)-,

В силу регулярности метода Тя (л=1. 2,...) и в силу того, что 
ряд (2.98) почти всюду на խ, />] сходится к ?(x), будем иметь

со

а՛-։
почти всюду на խ, b\.

(2.102)
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Из соотношений (2.96) и (2.102) в силу (2.100) вытекает
ՕՉ

a!* ’s*< x)=(2.ЮЗ)
Л-1 

почти всюду на [а, ծ], «=1,2........
Отсюда, в силу (2.21) будем иметь

<х>

Л-1

почти всюду на [а, для всех л = 1, 2.......
Таким образом, для заранее заданной измеримой функции /(х) 

существует ряд (2.97), полученный из ряда (2.1) перестановкой чле
нов, который суммируется к /(х) почти всюду на (а, //] всеми мето
дами Т։, Т2.....  Т„.......

Теорема 4 доказана. Тем самым доказаны также теорема 3 и 
теорема III, сформулированная во введении.

Замечание. В теореме 3 дается достаточное условие, при кото
ром ряд (2.1), который универсален в обычном смысле, будет уни
версальным в классе всех измеримых функций в смысле суммируе
мости одновременно всеми методами Чезаро положительного порядка.

Это достаточное условие (см. (2.4)) заключается в том. что не
которая подпоследовательность последовательности {/я(х)} почти всю
ду сходится к нулю.

Легко видеть, что существуют универсальные ряды вида (2.1), 
для которых никакая подпоследовательность последовательности 
'/„(*)}  не сходится к нулю почти всюду.

Более того, в универсальном ряде (2.1) последовательность 
{fn(-x)} может возрастать сколь угодно быстро на всем отрезке [а, ծ|.

В самом далее, перенумеруем полиномы с рациональными коэф
фициентами

Я(Л),..., РП(Л),...

и возьмем произвольную последовательность |ФЛ(л-)• функций, опре
деленных на [с, ձ].

Положим /1(х)==Ф1(х), /«(*>* —Ф1(*)4-Р1(*)  далее, /д(х)=
=Փյ(*).  /«(*)= —Ф2(л‘)-|-(Р2(х)— Pj(x)),... Ая-։(х)=Фя(х), Л«(х)=
=-фя(х)4-(Ря— Рп-\)... и т. д.

Ряд
со

Saw (*)
Հ՚֊ 1
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будет универсальным, так как
2л

л=1, 2,.-.
*-1

Так как функции Фп(л) могут возрастать сколь угодно быстро 
на отрезке [а։ ծ], то |/„(.<) | тоже могут сколь угодно быстро воз
растать на |а. /փ

Ясно, что при достаточно быстром возрастании |/л(х)| никакая 
перестановка ряда (*)  не будет суммироваться методами Чезаро к ко
нечной сумме, для любого х |а, ծ].

Таким образом теорема 3 для произвольных универсальных ря
дов не верна.

Институт Математики и механики 
АН Армянской ССР.

Ереванский Госунивсрснтет-

Поступила 12 I I960

II». II». 1<Իւս|էԱ||ւսհ

ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ ՕՐԹՈԳՈՆԱԼ ՇԱՐՔեՐՒ ՃԱՄԱՐՅԱ ԱՄեՆՈհՐեՔ 
ՋՈհԳԱՄհՏՈհ^ՅԱՆ ԳՈհՄԱՐեԼՒՈԽԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

II. Մ Փ Ո Փ П հ 1Г

Նևրկսւ աշխաւոութլան մեջ ապացուցված են հետևլա / թեորեմ աներր
քժ՝։,nrliiTui I. Դոլոլթլան ունի | Д.» />j հատվածի ։[(,ս' որոշված ֆունկ՛

՛ցիաների jG«(A')} Ա՚իվ օրթոդոնալ սիստեմ՝ ալնպիսին, որ մի որևէ f(x) (
ЬI ֆունկցիալի վե րլուծ ութ լունը րստ ալդ սիստեմի տարամիտում է 

համ ար լա ամենուրեք, Рш[д ցանկացած F(x) չավ/եքի ֆունկցիալի համար դո֊ 
լութլուն անի 

օօ
^arfn[x) (1)

Л-1

շարք, որր դա դամիտում է Ւ (хУ-ին համա ր լա ամենուրեք.։
Ю։ЬпгЕ։Гш *ձ.  Դիցուք |<ря(х)}-ր նորմ ավորված բադիս է Lp\(l> ծ] տա֊ 

րածա թլան մեջ։
Դ ո լու թ լու ն ա նի ա լն պի и ի
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շարքւ Որտեղ Uni ап=0, որ ցանկացած f(x) Լափ^լհ ֆունկցիալի համար (2) 
1-օօ

.'“’ГТ’А անդամների տեղափոխութլո;նից ասացված մի ինչ-որ

Va^x) (5)
է-1

շ՚սրք համարլա ամհնարեր ղա մ արվում է դեպի f{x) ֆունկցիան Ջեղարո լի 
բոլոր '{[՛ական կարղի մե թո գներով է
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г1. О. Галфаян

Изгиб прямоугольного стержня с тонким усиливающим 
покрытием

Задача об изгибе упругого составного стержня была исследована 
в работах [I, 2, 3, lj. В работе |2] получено также контурное ус
ловие задачи об изгибе стержня с тонким усиливающим покрытием в 
ее приближенной постановке.

В настоящей статье рассмотрен изгиб поперечной силой прямо
угольного стержня с тонким усливаюшнм покрытием. Для определения 
функции напряжений использована ортонормированная система функ
ций. исследованная в работе [6|. Рассмотрены частные случаи, когда 
тонкие усиливающие покрытия имеются только на гранях, параллель
ных или перпендикулярных изгибающей силе. Определены касатель
ные напряжения в характерных точках 
сечения.

1. Координатная система и размеры 
поперечного сечения прямоугольного 
стержня с тонким усиливающим покры
тием показаны на (фиг. 1).

Предположим, что коэффициенты 
Пуассона для основного материала и 
усиливающего покрытия одинаковы. 
Тогда при изгибе стержня, боковая по-

■.рхность которого свободна от внеш- 
IX воздействий, можно положить

^.= 3л = ву=0. (1.1)

ля осевой деформации г принимаем 
«дующее выражение

լ. = ±(4^ + «„)(/- г). (1.2)
/'2

ля нормального напряжения будем 
1вТЬ

°/z,=W Н- Щ(/-г) (1.3)

де /—длина стержня, ^—.модуль упругости материала покрытия, а
Л, я к (<=0. 2) постоянные коэффициенты, подлежащие опреде-

1нию
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Рассматривая условия равновесия части стрежня, заключенной 
между свободным концом z=l и произвольным сечением z = const, 
будем иметь

( \c.dxdy = 0, \ \xa.dxdy——Ж, 
Ов

(1-4)

где D0=D1область поперечного сечения изгибаемого стержня, 
Л5—изгибающий момент в данном сечении z—const стержня, равный

(1.5)

Из закона Гука и условий (1.2). (1.3) получим:

А{=^-Аа. в,= Е'-В„
и Л2 = Л0» В... (1.6)

Используя (1.3). (1.5) и (1.6), из (1.1) для постоянных Л„ и Bf 
получаем систему линейных уравнений, решение которой будет

— —
Р

Ь(Р 1 • £կ 1 Ցճ .. Կ հ շ 'ն 1 1- ь 1 1-
 Ւ֊ i֊°
“

12 £2 1 6 Ь ' а \ ծ / V 2 а ' 3 а2
(1.7)

В<,= - ֊ А..

При помощи (1.2), (1.3) и (1.7) определяются деформация ։. и на
пряжение

Перейдем теперь к определению касательных напряжений и 
в соответствующих областях 7Հ и 1)«.

Как известно [1,2], при решении задач об изгибе стержня с| 

тонким усиливающим покрытием, функция напряжений Г(х, у) в об- : 
ласти поперечного сечения, соответствующей основному материалу, 
удовлетворяет уравнению Пуассона

dx2 о у2
(1.8)

и контурному условию

г , dF 
— = 
ст

dy на L. (1.9)

Здесь .,1,=—--о, 0=1, 2), где о/—толщины соответствующих 
Gi

Gx и С.~модули сдвига основного материала и материала
Л։ и /3.—известные постоянные (1.6), (1.7).

покрытий.

покрытия,

Касательные напряжения в области О։ определяются формулами

й1_ 1
2

dF 

дх
(1.Ю):
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В области соответствующей гонкому покрытию, касательное 
напряжение постоянно по направлению нормали я, направлено парал
лельно касательной Լ и определяется формулой

ր х2__&
'х.-=—Հ-՜է՜-^ձ շ 4՜ սւ). (1.10

Для рассматриваемой здесь прямоугольной области определим 
функцию F, удовлетворяющую уравнению Пуассона (1.8) и контур
ным условиям

Я-г.О)-![*. <)հ =0,

tfv v../>

др
F(x. ծ) 4-u.. ֊^— —0. (1.12)

Oy lM

<//՝ 1
F(0.,v)-u։4- =օ.

dx l.r-0
Ct x . <>$
F(a,y) 4-u.j—֊ 

dx
(1.13)

Функцию F(x, v) ищем в виде

«•
\ 1 sin я., у Ц- м cos a*у

Л-1

где Лл J ;xL. 4֊ Ճ- (1 >. u-aj. ) . a, (Л=1. 2....) являются корнями 

трансцендентного уравнения.
Используя контурные условия 11.12), получим уравнение отно

сительно
1 — Հ Л-. 4֊ 2 u..a*ctgd a, = 0. (1.15)

Используя уравнения (1.8). (1.1 1) и (1.15), а также численные 
качения корней трансцендентного уравнения (1.15), получим:Ճ-а;А=—г* <^=շ, 4. в,...), (1-16)
где

2> А / . ь \ 14֊*' зхМ-(:Ч>4՜ 2 )'

Интегрируя (1.1В) и подставляя fk в (1.14), находим

F(x,y^V

Н, 4

A *shat.v-|֊B*c hatx4-

r*] sin а* у 4՜ W cos а* у
г «Ц ՜ №—— • “■17)

Внося (1.17) в (1.13) и приравнивая нулю коэффициенты при 
тригонометрических функциях, получаем систему линейных уравне- 
п Игг՛1 стая ЛН, серия фкз.-мат. наук, № 2
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ний относительно постоянных интегрирования А/.-, В, (k=2. 1. 6, 
Решение этой системы будет

j __г/. я* — eschar

а* 1 +- 2թյՕ* cthn а* -֊- ;*՜ а?»

В = _ Ճճ 1 IhMcthaot* 4- csch<.
**• I 4- 2ւ*։«* c։h(7 4 Հ«1

Подставляя выражения Ak и Вц согласно (1.18) в (1.17). после йене 
торых преобразований получим

■ UX1*>A'
l4-ii։a*Ctli

1 +2u-,ax.cth da ( —у/ Հ. (sin a*y4֊|^cosa*y). (1.1!

где ()<.v<«.
2. Используя найденные значения функции напряжений F(x,) 

по формхлам (1 10), (1.11) найдем значения напряжений

(А-, v)=--|х(л- -a) — Jij(a + ^)j-/11 +

1 1-!h®fcCthrta*

14- 2a ,1к etho aA 4֊ Հ ՀՀ (cos лку— sin »*y). (2

.. arj-k , f ci. \rk . _ լ+^eu^ տհ('-յ/լ 
s*Af/.- ] 4.2։Հօւ* Cthfl a* 4- 1Հ Հ aak

2
X (si n a* У 4- COS a*, у), (2

co
l-V ~ + ձ1) I ^0 ֊г У ֊ :?• 

2 о •— ад--у д.fr-շ. ч
1 41 ճ3*
1 • Hji^cth —

1 4֊2H1a4Cthaa/f4֊ Հ»՜Լ
X (sinauy - u2a*cos«*y). 
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где Ал и Ао известные постоянные (1.G) и (1.7). а հ обозначает на
пряжение в усливающем покрытии.

Рассмотрим частные случаи. В случае отсутствия усиливающего 
k-

покрытия, т. е. ^=<=0, 7.հ- (/?=2. 4, 6,...). значения касатель-
Ь

ных напряжений в точках ( . 0J. ( у. ՜) и ( ° • полу

ченные из уравнений (2. 1) и (2.2). совпадают с уже известными (|5]. 
стр. 325).

В случае, когда покрытия имеют только две противоположные 
грани параллельные изгибающей силе (т. е. = 0. 8ճ = 0, !•/>), а/;(&= 
’2, 4, 6....) являются корнями уравнения (1.15).

Решая уравнение (1.15) методом касательных, для корней с точ
ностью до 10—1 будем иметь: Խ։=1.312; ծօշ=3.670; &аа=6,579: Խ4- 
=§է627; /;a5=12,72: Ь'лк— Ահ-I՝)- {k—d. 7....). Для механических ха
рактеристик возьмем <Հ=8 10' кг:см-. (7^=8-105 кг/см՞, >=0,25.

В таблице 1 приведены вычисленные по формулам (2.1)—(2.3) 
। значения напряжения тс. в двух характерных точках при четырех 

отношениях размеров поперечного сечения

Таблица 1

Нетрудно заметить, что

а 
т 4 2 I 0.5

2а b / а 
ЗР Ч'? т) 0.330 0,321 0,298 0,274

2ճ& / а
~ЗР ’х\ 2 ’ 0 0,334 0,337 0,344 0,353

2ճձ , /_а_
ЗР **• \ 2 0 3,343 3,370 3,440 3.530

(2.4)

Из таблицы 1 можно заметить, что при больших значениях от- 
а / а . \ /՝ а b \ / а . \

ношения — - >4 ) напряжения т_. в точках I—. —)и —. )
b\b / ' \ 2 2 / \ 2 /

практически совпадают.
Из таблицы 1 видно также, что напряжения в характерных точ

ках в вертикальном усиливающем покрытии в 10 раз больше, чем 
напряжения в соответствующих точках контакта основного материала.
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Сопоставляя полученные результаты с известными ([5]. стр. 325). 
замечаем, что благодаря вертикальному усиливающему покрытию 
напряжение в приведенных характерных точках уменьшается более 
чем в три рала, при одной и той же изгибающей силе Р.

В случае, когда покрытие имеется на гранях перпендикуляр
ных к изгибающей силе (т. о ՝,պ=Ե. »».=0 или о, =0.1-8. <-=0).

А*՜
«* = ֊=Г“ (*=2- *->• 

b
В таблице 2 приведены значения напряжения вычисленные 

по формулам (2 I) (2.3) в некоторых характерных точках попереч
ного сечения.

I лблина 2

4 ■ 0.5

0.7844 0.7154 0,0-142 O.50I4
эр яг Լ շ > '

'2ab /а \
0.7893 0.7270 0.6682 0,6027

ЗР X 2 /

2а b
~лГ ՜" <օ- *’ 0.4008 0.4942 0.5459 0.5464

2а/' / ի \
0.3965 0.4839 0.5246 0.5085ЗР X 2 )

2а* -• (а Ь\ 0.3979 0,4872 0 5314 0.5206
ЗР ’"X 2 /

Из этих же формул (2.!) (2.3) следует, что

(2.5)

'■■(«• т)-..(т П-Ч-т)-’՝
տ,(0. »)«„(«. *>=0.

Из таблицы 2 следует, что напряжение Հ. н горизонтальном
усиливающем покрытии, как к следовало ожидать, совпадает с напря- 
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женне.м х, в соответствующих точках контакта основного материала.
Сопоставляя первые две строчки таблицы 2 с таблицей 10 (|5|. 

стр. 325), замечаем, что, благодаря горизонтальному усиливающему
покрытию, напряжение в приведенных характерных точках уменыпа 
ется примерно в 1,5 раза.

Когда вся боковая поверхность изгибаемого стержня 
Ййвзющее покрытие (г. е. •>֊1=,.>2=Ь или Օյ=&.=0,1 ՛ծ), ?.А(£ 
являются корнями уравнения (1.15).

В таблице 3 приведены значения напряжения -г-. вы 

по приведенным общим формулам (2.Г)—(2.3) в точках ( 

(>)-(-!)•

։м.еет уси- 
—2.4. 6...)

численные 

а ձ. \ 
2 ’ 2 Հ

Таблица 3

2а'п

ЗР

2а b 

ЗР

2аЬ
~зр

2а b 

зр

2ah

ЗР

**"X:

՝х:

'х:

а
հ ■1 2 1 0.5

Z 
й -° 

-°
 

ы
|а

 •
"՛ 

Հ 
Հ 

п 
*

= 
° 

Ч»
 “Н 

՛- =•
II "Г 

Т 
|| 

1[
 

Ч*
 Ч

» 
> 

- 
՛,

< 
X

 
Д 

յլԼ 
Ч;

Ч*
 -а 

. КН*- 
• 

. 
_ 

__
__

__
_

1 

Ջ 
z 

՜ 
|?

•т 
-г 

тч 
8

 
||

___
 

с 
-а 

I С
Ч 

-й 
<> 

1 C
N

0,4391

0,4462

1.751

0.2968

0.3012

Г ծ)=օ՛

0.4478

0.4637

1.262

0.3647

0.3748

0.4221

0.4491

0,8800

О..3825

0.4011

(2.6)

7--(°- շ)֊ ֊) ֊°-
Сопоставляя первые две строчки таблицы 3 с вышеупомянутой 

таблицей 10 работы |5]. замечаем, что благодаря усиливающему по
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крытию напряжение в приведенных характерных точках уменьшается 
более чем в два раза, при одной и той же изгибающей силе Р

Сравнивая в таблице 3 четвертую строку с пятой, замечаем, что 
напряжение в горизонтальном усиливающем слое почти совпада
ет с напряжением в соответствующих точках контакта основного ма
териала. Сравнивая вторую строку с третьей, замечаем что с увели 

а
чением отношения — напряжение в вертикальном усиливающем 

b
слое возрастает по сравнению с напряжением в соответствующих гич
ках контакта основного материала. Однако, сравнивая формулы (2.1) 

и (2.3), замечаем что при увеличении отношения — величина ‘.х£_ 
ծ * >

не может превзойти отношения модулей сдвига (':

Институт математики и механики
ЛИ Арчинской ССР Поступила 24 IX 1959

Պ. Լ. *Т֊։и(<1»։и_и։։Г|

ՈՒԺԵՂԱՑՆՈՂ ԲԱՐԱԿ ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ. ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՋՈՂհ 
ԾՌՄԱՆ հՆԴՒՐԸԱ 1Г Փ П Փ II հ II

հերկա հողված ում դիտա րկվում է օ« ՚!եղացնող ծածկա յթ անեցող ուղ
ղանկյուն հատվածքով ձողի ծռման խնդիրը, երր ձողի մի ծայրը ամրակըց- 
ված է. իսկ մյուս՝ աւ/ւստ ծայրում ազդում Լ Р յայնական ումը. որը կիրառ
ված է կտրվածքի ծանրու թյան կենտրոնո, մ և ուղղված է ,Հ առանցքին ղու- 
ղահեո ուղղությամբ։ .

Այս խնդրի յա ծ մ ան մոտավոր եղանակը առաջարկված Լ | 7--- .՛> | աշխա-
տութ յուննե րա մւ

Օղտաղործեյով ձողի հատվածքի / այն ական չափերի նկատմամր ամե- 
ղացնող ծածկա յթի հաստության փոքրա թյան պայմանը, դիէոարկվոզ խնդրում 
ծածկա յթի տոկա յա թ քունը որոշակի մոտավորա թյամր ա ր տսւհա յավու մ Լ յա* 
րումների ֆունկցիայի (7 9) եզրային պայմանով: Այսպիսով, ամեղացնող 
բարակ ծածկույթով ձողի ծռման խնդիրը մոտավոր դրված քով բերվում կ 
յաբու էՐների ֆունկցիայի որոնմանը, որը հիմնական նյութի տիրռւ յթ ա մ պետք 
է բավարարի համապատասխան աք մասով ( 7 •'*') *?«,։ աս ոնի հավասարմանը 
Л եզրս, մ' (J-Ք) խառը եզրային պայմանին:

Լար HI մների ֆունկցիան ներկայացված Է | 6 [ ա շխա ս՛ա թ յանու մ ա սա մ- 
նտռիրված օրթոնորմայ ֆունկցիաների սիստեմ ով։ Դիտարկված են մառնա- 

'թայըեր, երր եզրերամ nt մ եղացնող րարակ ծսւծկա յթներյր միայն զա- 
զահևո են կամ միայն աղղա՚էայաց են ծոռդ ամին:

Ստացված են բանաձևեր հատվածքի կևտերամ շորաւիող յարա մների 
հաշվման հւսմուրւ Մասնավոր դեպքում, եըը րացակայամ Լ ծածկա յթ ր, առա֊



Изгиб прямоугольного стержня с тонким усиливающим покрытием /}

W ենք 1.7] աշխտտոէ /</ քոնում բերված Ч ևն՚֊հ^ենանի /ուծու /քներք: ՛ք՛ննարկ֊ 
‘)սւ<ր it աոնավոր դեպքերում ոտացվաձ են )Jվալին արդյունքներ, որոնք րեր- 
փյմ են աւլլուսակներում ե համեմատվում են | .5 | աշխաու/ո թ քոնում սաաւյ֊ 
•jun] արդ քոնքների հետ:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М. Дургарьян

1емпературный расчет ортотропной слоистой пластинки 
при упругих постоянных* и коэффициенте 

температурного расширения, зависящих от температуры

В многочисленных работах, посвященных решению температур
ных задач пластинок, в основном рассмотрены пластинки, изготовлен
ные из изотропных материалов, без учета изменений упругих посто
янных материале пластинки в зависимости от температуры.

В последние годы появились работы, в которых учитываются 
изменения упругих постоянных материала неоднородных пластинок и 
оболочек, а также посвященные решению температурной задачи слои
стых (в частности биметаллических) пластин и оболочек [2], !4|. [5|, 
W. |7|. |8|.

Температурная задача слоистых анизотропных оболочек, без уче 
та изменения упругих свойств материала оболочки от температуры, 
впервые решена С. А. Амбарцумяном I2j.

Однако, нам неизвестны работы, посвященные решению темпе
ратурной задачи анизотропной (ортотропной) слоистой пластинки при 
упругих постоянных и коэффициенте температурного расширения, 
зависящих от температуры нагрева.

Этому вопррсу и посвящена настоящая работа.

§ 1. Вывод основных уравнений

Рассмотрим температурную задачу, многослойной пластинки, 
собранной из произвольного числа однородных ортотропных 
слое*.

Пластинка отнесена к триортогональной системе прямолинейных 
к ординат так, чтобы срединные плоскости слоев, являющиеся одной 
из плоскостей упругой симметрии материала пластинки, были парал
лельны координатной плоскости хоу.

• В настоящей работе упру։ не характеристики материала пластинки считаются 
Млостояннымй (зависящими от температуры). Однако, придерживаясь общепринятой 
ьрмцнологин, они названы упругими постоянными.
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Принимая гипотезу Франца Неймана, а также считая, что коэф
фициенты деформаций и температурного расширения зависят от тем
пературы. запишем обобщенный закон Гука для /-ого слоя |2|:

фИГ. |.

->;'Л

Գ=Հ. °;՜1՝ $уТ'

շ\ — (Հ Հ (г °£-+<Հ Հ4- ?'-’Л
(1.1)

Գ=Հ<^ (1.2)
где н'с, Зу. £՛ -коэффициенты температурного расширения соответ
ственно вдоль координатных осей л՜, յ՛ и z\ 1 температура в данной 
точке пластинки.

В основу дальнейших выкладок кладутся следующие предполо
жения [3]:

а) нормальными напряжениями з. на площадках, параллельных 
координатной плоскости хоу, можно пренебречь по сравнению с дру
гими напряжениями («.=0).;

6) нормальный к срединной плоскости прямолинейны։՛. элемент 
пластинки остается прямолинейным и нормальным к деформированной 
срединной поверхности (с\,.=г։.֊О) и сохраняет свою первоначальную 
длину (<?_.=0).

На основании принятых предположений

з.= еу=ех<?v,=0. (1.3)

Внеся (1.3) в первые два уравнения (1.1), получим

•г । х-г ։| ут։ (1 4)
Հ.=«։ <5'֊րճ' т.У si r si У 1 'У

Из известных соотношений 

ժ//ր ди.. ди.
ех = ——= —2-, е.— —

дх д\՝ дг
. * к (1.6)

ди* , ди է ди. , ди, ди. ди,
^—-—-4-֊ <■...֊ . ■ 4- ՝-. ■ -> -

дх ду дх dz ду dz



Температурный расчет ортотропной слоистой пластинки 75

с учетом (1.3) будем иметь

ди.
֊0. Д _. = //.(л՜, у ) = а",~дг

ди.
=0. dw__ _ • _1____

дхдх dz

ди. (Ч!
=в0, dwц =-լ> z —

Ժ)’ UZ ժյ՛ ’

(1.6)

где //, V. перемещения точек координатной плоскости z=0 вдоль 
координатных осей х, у, г.

Из (1.4) найдём:

а՝ е‘--а е՝ — Т(&а' — Зуд՛ \
22 ' . ' ՛ •» .2 • V 12- -------   —: - - - ------- __

а1 а‘ (а‘ )2 
и 2: ’ 12՛

д՛ <?'- а е‘ 7‘( 3:.ճ- /' д' )
3*___ I I У 3 1 А -11 Г,х ,։, J

(1.7)

з из (1.2) имеем

Внеся в выражения 
учетом (1.6) получим:

а а‘ (1.8)

ХУ
1е< 

ту-
и значения е1х> е\. и e'.v, из (1.5) с

IV

: (

где 8՛

<ди _ д'-и՝
<ժ.ր дх- )

<dv д-w

(, dv ду'՝ >

f^ + ^-2.
wx ду

(Հ.

нМ--֊

ռ- { Ժս <
խ- fV ---- Z1 ”Ил

дхду )՝

1!

в- =-

а՝ и՝ —(д' к s: v 1?

а:_  12 _____ .

Is ’ -^<1- 

£։հՀ..
а1 а‘ (а 

и 22 ’ ::

1֊а\ 3-.

(1.9)

I- а1 а՛

4

а- 
__________  1 

а' а'

(1.10)

(1.11)

(*, ? 1 ■՛ ՛
!՚՜ ՜ В!

KtA 1 -iv;..
- ֊ В‘ ?-В' ft (Д' )- ։. 'У и ГА

«■ 3'՜ — а З‘г

II 22 ' 12'

II1 Ա՛ 1 -ту • :

£'

1 и.'• ,vy y.v

1
— = (/'
а1 •'

Для определения моментов, тангенциальных и перерезывающих 

•илий имеем:
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Внеся R (1.12) значения Հ, Հ. и Հиз (19) (1.11), получим:

п Л fl

v\zdz. At У &yzdz, V 1 Հ-^dz.

ւ- 1 Հ-ւ l-J A-i (1.12)
hl n '? fl >Կ

7\֊ճ 1'

է,. 1 J

т =V 
1 У —i

Ւ 1
I 3jV2' Լդ II JZ

>
4 II •>

 
h II \<

 
f—

> 
• •

■J

*7-1 Հ-ւ hl- 1

где аналогично с обозначениями, принятыми в |9],

bf 1Հ ,fH k' f)V 
.4r—A n - f A I; —

ax oy
Dn ox:

+^7. 
dy-

(1.13) 1

.. 1Հ 1 L’ 0VM~K“ +A„.._ D .
</.Հ

D: - (1.11)

\ dx Oy 1
'D ֊ 1

axay
(1 15) 1

dx dy

d^w 
An .

ox՝
к, Հհ- 

dx~
-'rC\r, (1 16) i

Т-С^^±С.  ̂— 
dx ay

1Հ
dx-

., d2w 
dy-

-f-C./, (1.17H

s=cJ^ .
\ dx ay )

֊>K
axay

(1.1S)

При отсутствии внешней нагрузки условия равновесия элемента плас

fl ,li ft ։,i

л f՞՝
fl J։i

Գ=լ \iW2> a;-V J B‘ zdz. /Л,= У (1 19)

1 1 A-i ' 1 Հ > ‘ Հ-ւ
f. Ն n հՀ ’

a C7r=y Jq‘.Tc/2, A/;=V \ Q‘,Tzdz. (1.20)

1 ֊’ Հ֊ւ : C-.

тинки как известно, имеют вид:
оТх _յ_ aS 
дх ду

dMK иН----------.г------------
дх оу
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Из третьего и четвертого уравнений равновесия (1.21), учитывая 
(1.13)—(1.15), найдем значения /Vc и N...

Внеся полученные значения /V, и jVv в пятое уравнение рав
новесия (1. 1), а значения / , Т и 5 по (1.16) (1.18) в первые два 
уравнения равновесия (1.21). получим:

§ 2. Некоторые частные случаи

I Рассмотрим случай, когда коэффициенты температурного рас
ширения и Пуассона не зависят от температуры, модули Юнга н 
сдвига являются линейными функциями температуры, температура 
вдоль оси л՜ изменяется по линейному закону, а по толщине пакета 
по произвольному закону.

Принимаем:

—const, u^.r=|t'=consl, f3'=const, [
£>£;(! *//’), £;-£?(!֊ Л,Т>- А,Т). Г-х»(г)+6. ((2>’’

Введем обозначения:
L & , £1
'!“=______!____ ., Ф‘— =-____ ճն— Ф’=--------- *.------ , /олл

ւ֊ՀՀ М֊'.. ւ -ՀՀ ՚ ’
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հ=(1 k.b) л’ ՜՜հ՝-՝ . /1;=(!-/?,/>) հձ-2-,

A\^(\-k,b){hl֊hi.[), (2.3)

?z hd г՛1
^\~ք՝Հ C‘. = ^j \y(z)z2dz. Cհ-Ь, f|<s(z)|-zrf?,

Հ-ւ Հ-ւ
(24)

?' Л
]v(z)dz, C!- — k, \ I?(^)]2</z,

ФИ' (/=1,2,3; *--1,2,3). А, - ճ ՓյՕ Ա ֊ 1.2.3; >-1,2,4),

к
п

<р;С ? (/=1.2.3; >=3,5). /Հ.,-/?ճ՝Փ;/1-ձԿ/= 1,2.3; >= 1.3),

Գ = \>с.՛,? I —'2k։b 

k,-
С/=1.2,3; >=1.4).

(2.5)

Лу=1С<! Լ2;3);
(—1

п
Ft=}-G‘C, С/-1.2.4).

Заметим что коэффициенты Ф;„ А\, С_. а следовательно, и 1Հ, 
ձ/v, /Հ„ Pjt. £)Л. L,. F, не зависят от координат х, у. z.

Внося (2.1) в (1-1У). (1.20) и пользуясь обозначениями (2.2) -
(2.5). для С,.о К.., D-. Сц, Кут получим:
С,։—11а лД,., Gl֊. 1 մյ xA...։, Coj—1 gj л'Дм, Շ(է15֊ xF 

Au = ln лДп, /\J2՜4 շ! ձ՜ճյյյ, ճշշ 1 յյхД31, Aw /-1 ՜՜ '/*j, 
Du»^ -xAuj. О15=ГК xAjjj., D.,.— ГД2- xAw. DW»L-֊xF.,,

Cir=4P։3 r K25)|,
C2r------ |P23֊i Р» -%)-xW* KJ5)|,
/<1г«= —[/J։։ -|- P2l4-x(Qn4֊Qsl)—хг(КиЧ-/?2з)|,

^շ; = -ւ^շլ-ք՜^յ I ^Զշյ-է՜Գւ)—^(^յ + ^յյ)!-

1 (26)

Подставляя (2.6) в (1.22) -(1.24). получим следующую систему диф
ференциальных уравнений относительно перемещений и. v и w:

I fF (F
(ւն-^է֊֊շ^ ֊1>ն+2Լ, a-(a„+2F,)|֊-

I с/х3 дх2 дхду2

-2F,-^-l«+J|r21^2L1-4A21 + 2F,)1 -^֊ -2 (A2, + F.) -4-+ 
dy- I I dx-ду axdv

ij3 I ( (F ծ3+ (1 m֊-vA„) U (Г12 xA։i)-L 4- 2AK — ֊ 2| Г22+2Ь. 
ay3 J 1 dx* ox3

(i3 ո՚> I
-х(Д.„ H2/'J]------------4-2 (ДЛ.+2^)--------------(Г33-хД32)------խ-0.

dx'-oy- ՜ ՜ охду- ՜ dy{ I
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(' и ^Ам) тт “Дй--
ОХ- ()Х

(L, ■՝•₽,> Л 
о\>-

+ Խն+է֊.4ձ2. + ք.>1֊ -Հ.—ի՛ !-<։•.,-՚ձ„)֊ + 
I dxoy ay I I ax3

— Կ-շւ,֊*^ +.2Р։)1-4-+дя -£խ=
дхг J dxdy dy1

= Զ„ ♦ Q24֊2.v(/<.֊f֊/?25).

(28)

h Га + £,-л(Д2,Ч-Р,)I — -F. AL +
I dxoy dy)

4-[(£։-xF։)-£—
dx2

խ|Հ,-2Լ,-.է(ձ,-|.2ք,)|

г a , ,.. . . d-
F4 ’ Л\; 1 ..

dx dv
(2 9)

—+2F
dx2dy Xdxdy

(>ն -՝A»։) jtJw-=o. 
dv3 I

Итак, решение рассматриваемой задачи сводится к интегрированию 
системы дифференциальных уравнений (2.7)—12.9).

Полученные значения и. v и w (содержащие восемь постоянных 
интегрирования) внесем в (1.9)—(1.11) .՛ (1.13) (1.18), после чего из 
условий закрепления пластинки по контуру определятся значения 
постоянных интегрирования, а следовательно, и окончательные зна
чения перемещений //. V. й’.՛, напряжений Հ. з(,, Հ..., моментов >ИЛ.. 
М,.. Н н усилий /\.. 7\. и S

2. Рассмотрим случай, когда коэффициенты температурного рас
ширения и Пуассона не зависят от температуры, модули Юнга и 
сдвига являются линейными функциями гемпературы, а температура 
изменяется только по толщине пакета по произвольному закону.

Принимаем:

Piy=H։'-‘-Onst. |i‘vri=|P=<onSl. Ց; =P‘v=fJ'=const.

E‘~E\( 1 ֊kJ). =ճ;( 1 -kJ). 1 -kJ). T^-T(z),

Введем обозначения 

hi h< f‘i
Q‘— ]' {\-kJ)zdz, <.>=1(1 kj)z2dz. J(1 kj)dz, 

hl-\ hl-\ ,li 1

Զ-= '\{\-kJ)Tzdz. Զ;= \(\-kJ)7dz.
fli-l hi-\

(2.10)

Внеся (2.10) и (1.19), (1.20) и пользуясь обозначениями (2.2) и (2.11). 
для коэффициентов СЛ, Kj,, Օր. С/т. K,i получим:
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(2.12)

и а ՛։ \
Сп=т ^ФД?==соп51. С12—լՓ'Զ — const. С.,.֊—լՓ'Զ'=շօոտէ.

Ь 1 /~1 1 1
/1 II II

А՜.. ^’Փ'Զ =const. А',.к=^՝ФЧ2—const. К... — ^’.Փ՚՚Զ^օօոտէ,
/1 it i 1
nun

ОП=УФ-O'—const, = const, Բ3շ=^Փ'Զ՚։^շօոտէ,
1 -I i~t f'-l
n n n

(7'Զ-=const. A,, — \ Շ՜՚Զ՛ =const, = const,
/i.1 /-։

n n
C1/=֊^(<1>' Փլ)?'Զ'=€օոտէ, C_r= լ՝(<1»լ֊-Փ)յյ-Զ; = const,

/-1 /-t
n n

K\t=- ճ(Փ;-ր֊Փ'.)>'ճ*.—const, K r= ^(Փ; • Ф‘)За2;«const.
i—1 Х»»1

Для рассматриваемою случая основные уравнения (1.22) -(1.24) 
примут вид:

д3 Ժ3A'u—
дх3 дхду

д3 ժյ
" + (Հ^ -ձն)֊—֊№շ֊ 

дх-ау оу3
-и—

о* ժ* Ժ*Оп — 4֊ 2(Цг+ 2£>св) +Г)^^— w=0,
0хл Լ ' ох*ду- оу՝

(2.13)

/ Ժ՝ Ր ^ \ . ։Г г \( Պ։ .. ՜է՜ ՜ )м ~ ta + " У\ Ох- ду- / v Охду

^-—■^<Кы + 2Кк) 
с/л

о3 
дхду-

w=0, (2-14)

д3 о3(KV^2K^ ' \-К * 
дхл0у дул

(2-15)

Нетрудно заметить, что уравнения (2.13) (2.15) совпадают с урав
нениями, полученными С. А. Амбарцумяном в работе |9|, при 
Л"=У=/=0.

Как обычно, введя потенциальную функцию и приняв

ժ5Ար лацг-ք-լԳ^+շ^)-^] . +
Ох* дх3ду-

/»ЦГ
4֊ [-^(^4-2^)+^(^4-^)1 (2.16

Охду*
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^{-С1։(К։24-2Км)4-К1։(С12+Све)] 4 ձ 4֊ 
ах*ду

Л5«Г лзцг
+ (Գ։(^4֊2/<68)֊Գւ^յ-֊֊-3- ֊ *նԳ, (2,17)

ox*dya дуй

Ժ’4’ ժ*’1ք ժյԱ'
4*2^'ie£(j-j €։։Ղջ) ՜՜^...Сео . (2.18)

тождественно удовлетворим уравнениям (2.14) и (2.15), а внеся зна 
чення и. v. &у по (2.16)—(2.18) в (2.13). получим разрешающее урав 
некие для нахождения функции ’Г [9]

ժ”1* /W
В, — ч-В. — 4֊ В 

dx* дх*ду՝ 
где
^։=(^*ւ։ ^н՜

, D 0S’F , ռ ԺՏՓ 
՜ -•՝ 1J ■------------"՜ Օ֊ 

dx*dyl dx~dy" ду3
(2-19;

(2.20)

в^2с։л։։(Л;и2^в) си{к^2к^-оп{с:л2с^~

—СП622) С2/.Л;։ + 2СпСйв(О։г4՜2^Л«)>

В5 = — 2(К 124-2Квс)( C.i2Kп4 CnK22)4-2C։2(Kյշ 4- 2/<в0)г—2(О124- 

4֊2Deil)(C;2 4-2C։2Cee- С11Сг2) + 2Я1Л22(С։., + Ся<.)4-Сив(Сп022+С22О։1), (2.22)

B,^2CKK^Kv^2KM)-C^KVi+2K^-D^Ch^2CKCw֊-CnC^-

—+ 2Q-»CW( D։24”2^eo). (2.23)
B>=(C?2D22֊K;։)Crte. (2.2 V

Таким образом, решение рассматриваемой задачи сводится к интегри
рованию разрешающего уравнения (2.19).

Внеся общее решение однородного дифференциального уравне
ния (2.19) в (2.16) —(2.18). а полученные значения и, v и w в (1.9)-- 
(1.11) и (1.13) —(1.18). выразим перемещения, напряжения, моменты и 
усилия через найденную потенциальную функцию ’Г, содержащую 
восемь постоянных интегрирования.

Далее, из условий закрепления пластинки по контуру, можно 
определить значения постоянных интегрирования, а следовательно и 
окончательные значения перемещений и, v, w, напряжений <Հ, Հ։ 
•;v, моментов /Иг, Л1у, Н и усилий Tr, Ту, S.

3. Рассмотрим случай, когда коэффициенты температурного рас
ширения и Пуассона не зависят от температуры, модули Юнга и 
сдвига являются показательными функциями температуры, а темпера
тура по толщине пакета изменяется по произвольному знаку.

Принимаем:
Йу=Р^СОП51, !A.^=;?=ConSt, =?(,== P^COnSl,

Е.[=Е{ (1 +«/ րէ ձՀ=ձ';( 1 4-а — а:е*1Г), Q/ —Q/(լ ,
1 У 5 **У

T=T(z).

,(2.25)

Пользуясь обозначениями (2.2), а также введя
6 Известии АН. серия физ.-мат. наук, № 2
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Հ=(1+«,)(*ր-Ն). Հ=(1+»,)^^, Հ=(’+“<)ձ'
Հ Л

л, л,
А‘= (1 +«,) jTdz, Հ= (1 +«;) j Tzdz,

hi-l Л-|

й-=а( ^Vdz. 

Հ֊ւ

A?
Q' =a. erftfdz, 

лм։

(2.26)

Л/
Q‘=a ^e*.rTdz, 

Հ-1

Q‘ =a. || eki! Tzdz,

*mi

заметим, что коэффициенты А. и Զ, (у= 1,2.......,5) не зависят от коор
динат х, у, г.

Внеся (2.25) в ( I 19), (1.20) и пользуясь обозначениями (2.2) и 
(225), получим:

с1։=£ф'(А'-й>
Ml
п

^22= Ф' ( Z'—֊ ^‘ I ’

Ml

^2=Уф;(Л;-^),
Ml
я

Օ„=ՃՓ',(Հ-Ձ'),
Ml

я
օ2:=Տփ;(^;֊Զ;).

с>։=֊£(Ф’,+ф;)(л-֊£2;)3',
Ml

Kir—^Ф^-Ф^ХЛ'-Й')?'.

1 = 1

Շւ։=ճփ;(Հ֊ճ;).
I— I

См=У.О֊(А'-й;),

Ml

А'г.’=1>.(Л':֊ Զ',).
Ml

Х«.=ЕО'(/1; Ձ՚է
Ml

о,:=£ф;(Л. -&),
Ml

Dw=fo<(A--Sj),

mi
n

c!T^- Ճ(Փ'+Փ'։) (Л'-а')?' 
Ml

^ր=֊Ջ(ՓԴՓյ)(Հ֊Զ09<

(2.27)

Дальнейший ход расчета полностью совпадает со случаем, изло
женным в п. 2 настоящего параграфа с той лишь разницей, что в 
(2.13)-(2.24) значения Cj„ К,,, Dit. CjT и K)t определяются по (2.27).

Как и следовало ожидать, основные результаты п. 2 (а следова
тельно и п. 3) совпадают с результатами, полученными С. А Амбар
цумяном в работе [9|, при Az—<V=Z-«0.
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§ 3. Числовой пример

Для иллюстрации хода расчета рассмотрим температурную зада
чу квадратной (<7==ծ)? трехслойнои (//=3). свободно опертой пластин
ки (фиг. 3) с условиями на контуре

у=-&==Тх-=Мх=0 при х=0. Л—а.

Фиг. 3.

Не уточняя истинного закона распределения температуры, ус
ловно принимаем линейный закон распределения температуры по тол
щине пакета с перепадом от 200° до О', а также считаем:

а) материал слоев №№ 1 и 3 (сплав В—300) изотропным, но с 
упругими постоянными, зависящими от температуры;

б) материал слоя № 2 ортотропным, с упругими постоянными, 
не зависящими от температуры.

Материалы и толщины слоев, а также эпюра распределения тем
пературы по толщине показаны на фиг. I.

2

Фиг. 4.

На основании опытных данных, приведенных в 110|, для сплава 
В—300 подбираем аналитическое выражение зависимости модуля Юнга 
от температуры в виде //—6,5 (J—0,0005Т)10’л.г см-.
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Таким образом имеем: 
для слоев I и 3 [10], [II], [12]:

£;=Ճ;=£’է=Ճ;=6.5(1 -0,0005Т)105 кг/см֊. 

G}v=(^v=2,4 (1—0,0005 Г) 105 кг>,сч\ 

u‘==]i։==|i’==u։==0,35,

^=^=2.55 Xi о֊5, 

/ղ=ծ3=0,0005:

(3.1)

для слоя № 2 [И], [12]:

£*==1,2-105 кг см\ 

£3=0,6-105 кг/см-, 

G*. =7-103 кг см", 

р>^ = 0,4-10Л 
Лй=0.

«.•=0,072, 1 F
,մ=0.036, 3

(3 2)

Из (2.2) и (2.11), принимая во внимание закон изменения темпера
туры по толщине пакета Г֊ 200—143г, получим:

ф։^ф‘ = ф'=Ф3-7,4 07-105, • 1 .1 .1
Ф;= 1,203-105,
փ’=փ;=շ,593.ւօ\ (3.3)
Ф>0,0433М05.
Ф։ = 0,6016-10’; >

Զ՝=»0,01819: Զ'=0,002429; Զ'=0.1814; Զ: =3.291; о ’ I » ч
Զտ=0,7000; Զ;=0,5733; Զ’=1,000; Զր=58,10; (3.4)

Զ’=0,2582; Զ’-0,3364; Զ'-0,1986; Զ3~Յ.Տ85.и ’ ։ շ ։
Внеся (3.3) и (3.4), а также значения и G\y в (2.12), получим:

Сп=4,018X10*:

А' —2.889ХЮ5;

DU=3,199X1O5;

С12= 1,028 ХЮ5; 

/<12=0.7469Х103;

Dv—0,9032X10’:

СЙ=3,41СХЮ5;
64=0,9820X105: 

К..=2,468X105;
Л4=0,7123ХЮ5;

а,» 2,855 XI О5;
£4=0,8533 XI О5;

(3.5)

А37= —190,4. (3.6)

Подставив (3.5) в 
нение для нахождения

(2.19) (2.24), будем иметь разрешающее 
функции ’1*

урав-

Ժ®Գ* <W <W
4,425 — + 20.10 — --+30,01—-л------ +18.34 ֊ . :

Ох* ОхРОу* ох*ду* ахг0ул
лмк 

+3.593 —=0. (3.7)
Оу*
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Контурным условиям при л==0 и №« удовлетворим, приняв

ос
и- \Պ v , TWIX'I V У,„sin ----- .

— а
т- I

В первом приближении, ограничиваясь первым членом разложе
ния. будем иметь:

«= Ksta —. (3.8)
а

Внеся (3.8) в (3.7), получим дифференциальное уравнение

3,593KV///—23.09Х Ю՜-')'’’7-* 47,56Х10-1>7։-40,10Х10-«Г/4-
4-н,их։6-8г-о, (3.9)

решив которое, найдем значение Y, а следовательно и значение по
тенциальной функции

Т= ^C։sh 0.112у sin 0.0186y+C2sh 0,112у cos0.0186y4-

+Գ ch 0,112у sin 0,0186у +С։ ch 0.112у cos 0,0186у rG sh 0,186у4֊

+ C.ch0,186y4֊Gsh0,0735y j-C8ch 0,0735у Խո —. (3.10)

Для определения значений постоянных интегрирования С1։ С21...... С8, 
внесем (3.10) в (2.16)—(2.18). а полученные результаты и (3.6)—в 
(!.<

Для и. V. W и Му получим

п = (4,47С։— 1,69C.։)sh 0,112у sin 0,0186у 4-(1.470.4֊
I

•<-1,69C3)sh 0,112у cos 0.0186у4-( 1,47С3-
— l,69C2)ch 0,112ysln 0,0186у|- (4,47С44-

4-1 .69G)ch 0.112у cos 0,0186у—O.684Q sh 0,18бу—

-0,684Cech 0,186у—0,0239C-sh 0,0735у—

-0.0239C„ch0.0735y
ТА՜

cos —X 10\ 
а

(3.11)

г>= (4,15С3- 2.49C..)shO.112ysin 0.0186у4 (4.15С,4-

4-2,49C։)sh0.1I2ycos0.0186у -(4,15С։-
-2,19С.) ch 0.112ysln 0,0186у4-(4,15С24-

4-2,49C3)ch0.112vcos0,0186y֊ 0.250C,։sh0,186у-

—0,250C,ch 0.186y-0,0768Cbsh 0,0735y—

-0.0768C,ch0,0735y sin — X 105,
a
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w= (5,68С։ 2.18C4)sh 0.112у sin 0,0186у4- 

4-(5,68Շ’2 t 2,ISC4)sh 0,112ycos O.Ol 86y-|-
4-(5.68С։—2,18C2)ch 0,112y sin 0,0186y 4֊

4֊(5,68C4 4- 2,18C,)ch 0,112y cos 0,0186v+0,021 SC..sh 0,186y4֊

-f- 0.0215CU ch 0,186y 4- 0,00806C7sh 0,0735_y |-

4-0,00S06Csch 0,0735v I sin — X 10°. 
a

Ж y= (- 4,07C։ 4-4,16C4)sh 0,112y sin 0,0186y4֊

4- (- 1,07C. - - 4,46C3)sh 0.112 v cos 0,018Gy 4 
+ (-4,07C34֊4,4GC..)ch0,112_vsin0,0186y֊f- 

4֊(—4.07С,— Ll6C1)ch0.ll2ycos0,0186y-0.707C;sh 0.186y- 

—O.7O7Cech 0,186y—0.124C-sh 0,0735y-0,124C,ch O.O735y -

֊242X10 9 jsin-^-X 10’-

Удовлетворив условиям 

//=v=u'=M.=0 при _y=0 и y=a, 

(из 3.11) получим систему уравнений: 
4,47С,4֊ 1.69С4-0,684Сб-0,0239С6=0.
4,15 С., + 2,49С3-0,250С5 - 0,0768С,=0.
5,68С4-1-2,18С։4֊0.0215С„4-0,00806Сь=0,

1.07С, -4,46С1-0.707С,-0,121Сь=242Х10֊'1.
42,4С14-34,8С3-Ь42,5С3+35,0С4—62,5С5֊62,5С4—0,0920С7—

—0.0951С’ч=0.
48,6С։4֊27,ЗС.-Ь48.6С34-27,1С։-22,8С5-22,8С:-О.ЗО6С.—

-О,296С9=О,
54.3 Q 4-44,1 С, 4- 54,ЗС4 4֊44,ЗС44-1.96С34-1,9бСд 4- 0,0310С74֊

4-0,0321С8=0, 
-67.9Cj-15.0C.. -67.8С3 15.2С, 64.6C_.-61,6С։1-0.478С7—

—0.493С, -242Х10֊9.

(З.Н)

(3.12)

Решив (3.12), будем иметь:
С,=—51.79X1 О֊9: Сг—17,31 X10֊9: С3=48,70Х I0֊9; ।
С.։ = 21,2ОХ1О֊9: С5-—46,74X10 9 Ce=47.39x I0֊9; (3.13)
С7=795,5Х1О 9: С8=-105SX Ю՜9.

Из (3.11), учитывая (3.13), получим:

и = (—267 sh 0,112у sin 0,0186у4-5,12sh 0.112յ՛ cos0,0180у-Ь 
4-247 ch 0,112յր sin0,0l86_y4-7,22ch 0,112vcos0,018Gv4֊

+31.9 sh 0.186j’ ֊ 32,4 ch 0.186у— 19,Osh 0,0735_v֊4-
4-25.1 ch0.0735j)cos0.112a'X10 \

(3.14)
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V — (245 sh 0.112у si п 0.01 86у—11.0 sh 0,112у cos 0.0 1 86 v — 
268 ch 0.112y sin 0,0186յ4- 19,5 ch 0,112y cos 0,0186y 
-11,9sh O.ISOy-h 1 U ch 0.186y 4-80,6 sh 0.0735y-

—61,1 chO.O735y)sinOJ12xXIO \

w = (—340 sh 0,112y sin 0.018Gy + 7.90 sh 0.112y cos 0.0186y4- 
314 ch 0,112y sin 0,0l86.v4-7,49 ch 0.112y cos 0.0186y sh 0.186y 4- 

+ 1.02ch0.186y 4 G.42sh0,0735y 8.46ch 0,0735y)տա 0.112.VX 10՜3.

(3.14)

Имея окончательные значения и, v и w, нетрудно по (1.6) найти 
перемещения и деформации, а по (1.13)—(1.18) и по третьему и 
четвертому уравнениям (1.21) —усилия и моменты в любой точке 
пластинки.

В частности, подставив в последнее выражение (3-14) л—v 14 см, 
найдем прогиб центра верхней плоскости пластинки wtl=O,326
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U. U*. Դ*ւււ.րգարյաճ

ՋԷՐՍ՚ԱՍՏՒՃԱՆհՑ ԿԱհՎԱԾ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ ձԱՍՏԱՏՈհՆՆեՐՒ ե4_ 
ՋԵՐՄԱՅԽՆ էՆԴԱՐՋԱԿՍԱՆ ԳՈՐԾՍԼԿՑՒ ԴեՊՔՈՒՄ ՇեՐՏԱ4_ՈՐ 

ՕՐ^ՈՏՐՈՊ ՍԱԼՒ ՋեՐՄԱՅՒՆ ՃԱ£Վ_ՈհՄԸ
Ա Մ ’!• 11 Փ Ո հ 1Г

նորմալի հիպոթհիման վրա բերվում /. շերտավոր 
որթ ոարոպ սալի ջերմալին խնդրի քածում ը, երբ ինչպես ւսռաձդականա թ լան 
ւլործ "մլիւյներր, ալնպես Լ լ ջերմալին րնդարձսմլման դււրծսւկիցր կախված են 
ջերմ աստիճանից ։

Ամենաընդհանուր դեպրի համար ստացված Լ փոփոխական էլսրծակիէյ- 
ներով մասնակի ածան էքիա քնե րով դիւիե րենցիա / հավասարումների (1.22)--
(1.24) սիստեմ ըւ

Դիտարկված են աս աձդականոէ թլան գործակիցների և ջերմաստիճանի 
փաիոիէման երեվչ դեռլրերէ

Հաշվմ ան բնխ ալյըբ ցոլ ցադրեքու նպատակով քոլծված է մեկ խվալին 
սրինակլ
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. М. Манукян

Изгиб железобетонной балки с учетом неустановившейся 
ползучести только сжатой зоны бетона

В настоящей работе исследуются деформации и напряжения в 
изгибаемой железобетонной балке с учетом нелинейной ползучести 
только сжатой зоны бетона.

В линейной постановке эта задача была изучена в нашей работе 
[1]. Но экспериментальные исследования показывают, что в широком 

диапазоне изменения напряжений R-^s^R, где R—предел проч

ности материала j линейная связь между деформациями ползучести 

и соответствующими напряжениями нарушается. Поэтому, мри решении 
рассматриваемой задачи будем исходить из нелинейных уравнений 
теории ползучести, развитой в работе [2|. Решение задачи сводится к 
интегрированию нелинейного интегрального уравнения Вольтерра вто
рого рода, методом, данным в работе [3] Особенность этого метода 
решения заключается в том, что в качестве первого приближения 
берется не упругое решение, а решение соответствующей задачи 
линейной ползучести. Именно благодаря этому значительно усилива
ется быстрота сходимости последовательных приближений.

Решение рассматриваемой задачи когда бетон находится в св- 
стоянии устя но пившейся ползучести, а напряжение, арматуры получает 
свое предельное значение зг, приведено в работе [ 1].

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения

Рассмотрим изгибаемую железобетонну։о балку с одиночной 
арматурой (фиг- I). Допустим, что балка имеет одну плоскость сим
метрии и все внешние силы действуют в этой плоскости.

Далее, положим, что сжимаемая зона бетона работает полностью, 
а растянутая зона не работает вследствие образования в ней трещин. 
Обозначим расстояние от сжатого края сечения до центра тяжести 
арматуры через Л։, высоту сечения—А. ширину—ծ, расстояние ней
тральной оси от верхнего края балки—պ.

Направим координатные оси ох и оу параллельно главным осям 
инерции поперечного сечения, а ось oz—по направлению, параллель
ному геометрической оси балки.

При изучении напряженного состояния в изгибаемой железобе
тонной балке примем, что сечения после деформации остаются плоскими.
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Для упрощения дальнейших выкладок 
дуль мгновенной деформации постоянен.

будем полагать, что мо

деформациейКак известно, между полной продольной беп
Վէ} и напряжением з..(/) с учетом нелинейной ползучести 
существует зависимость |2|

Ժհ

Здесь С(/л)—мера ползучести бетона при одноосном напряж 
ном состоянии, некоторая функция, характеризующая нелин 
ную зависимость между напряжениями и деформациями ползуч
для бетона, определяемая из опыта в результате испытания на 
тую ползучесть и нормированная условием F(l)=’l, ՜։—возраст 
на в момент приложения нагрузки, /—время.

Пусть F(c.) является степенной функцией вида

обл

прос- 
бе

бегом

F(v.) 4- ? Հ71,
где я, т—постоянные параметры, определяемые из опыта.

Такого вида функция характерна гем. что обладает достаю 
общностью и хорошо описывает экспериментальные кривые полз] 
чести в широком диапазоне изменения напряжений [5, 6].

Очевидно, что если в (1.2) параметр 3 является малым, то функ
ция Г(ог) будет описывать кривые ползучести материалов, 
ющих слабой нелинейностью.

Внося выражение Е(«г) из (1.2) в (1.1). получим

-Щ- d-
(J' (К

Пользуясь гипотезой плоских сечений, можем 
ss(t)=A(z, i)y.

где A(z, է)- неизвестная кривизна балки в данный

на писать

момент времен»
Здесь в каждый момент времени рассматриваются те точки балл
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юг-); ье от перемещающейся нейтральной осн находя>ся на рассто- 
։нин у.

Подставляя выражение $••.(/) из (1.1) в (1.3). получим
I ; / I

•|(0֊> ( -)</'-? յ* [о,.(т) |" К(Г, -.)<ft~E,4(z. t)y. (1.5)

’1 ՜ւ
где

/<(;֊,,)=£, (1.6)

Гакнм образом, задача сводится к решению нелинейного инте
грального уравнения Вольтерра второго рода (1.5). Функция Л(з. О 
Геляется из уравнений равновесия.

§ 2. Решение интегрального уравнения (1.5)
Пользуясь методом, развитым в работе |3], будем искать реше

ние уравнения (1.5) в следующей форме

^(0=^°>(0+Н1)(0+Г??)(0+.... (2.1)
Подставляя это выражение в уравнение (1.5) и приравнивая коэф
фициенты при одинаковых степенях 3, получим

t 
^d-.~E,_A(z, t)y. (2.2)

'։ 
f f

=10(ք)-Հ|o?»(x)J»K(f. x)d.-.. (2.3)

ն ն
է t

^(DK(t.Dd-.t (24)

Таким образом, решение нелинейного интегрального уравнения 
(1.5) сводится к решению некоторой совокупности регсуррентных ли- 
Мйных интегральных уравнений (2.2), (2.3), (2.4)...

Займемся решением этих уравнений.

։
լ Решение уравнения (2.2) будет

0?»(О=£з'Цз(/. и). (2.5)
где

^о(Л О+« И(2. ’)£(£ х» «)<*-• (2.6)
Հ

Здесь R(r, т, а)֊ резольвента линейного интегрального уравнения 
ътерра с ядром /<(/, х).

Если для меры ползучести бетона принять [2]

С(£т)=^4-С0
(2.7)

где .4j. Cu, 7—постоянные параметры, определяемые из опыта, го 
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выражение резольвенты R(t, т, а) можно представить в следую: 
виде

<хЯ(/, т, а) = 7—Հ(հ)4-|Հ ՀՀ)-ք-Հ(է)—(

где

Решение уравнения (2.3) будет
/ 

41|(Օ“(^)",ւ«ւ(էն)+«խ։(-,-1)«(ք-•.«)*!• (2.Ю

*։ I
Здесь положено

//,(/, t,)-(2.11

•։
Если ограничиваться только вторым, приближением, то решение 

основного уравнения (1.5) можно представить в следующем виде

ն)4-
4֊а \/Л(т, -Z, «)</’!'+0(S2). |2 J

՜ւ
Для определения неизвестной функции A(z. է) пользуемся ура* 

нениями равновесия

fa^)My+7V„(/)=O,

°
(2.13

|’а;?(/)&5г^֊^(О(А։֊^)^Л1...
5

Здесь Na(t)—усилие в арматуре, равное F,։3a(r), Fa—плошад 
поперечного сечения арматуры, օՀէ)— напряжение в арматуре, ц=ч(0- 
неизвёстная высота сжатой зоны балки в .момент времени է. М:—ша 
чина изгибающего момента.

Из условия совместности деформаций арматуры и соприкасаюше 
гося с ней слоя бетона имеем

840|у-чл.-ч)=^(*)‘ (2.Н)

Пользуясь этими соотношениями и замечая, что

МО= , (2.15)
Ст
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получим выражение усилия No(t)

Nu(t>=-FaEf:A(z, 0(Л։—Ո). (2.16)

где Еа— модуль деформации арматуры.
I Подставляя значения □.(/) и Na(t) из (2*12) и (2.16) в уравнения 

12.13), получим:

(՜ Խ.(^)1” +
2 /ո-Н J I

'i
■f'i,

~2J IM>GVi)|CT К(Л x, «)}/<(/. -)dx=FaErA(z, /)(Л։- Tt), (2.17)
•I

t
~b^E,H0(t, f ? b ^E- [ Խ/0(ր, т±)]" +
3 m +2 J I

■ 3
+‘ СI MX*. '0 W *.*)dx] K(t, -)d-. + ЕаЕ„А(г, (2 [8)
I ч

Решение уравнения (2.6) будет

A(z, /)=А/0(/, т։)֊а \ HQ(x, tJKit, ')dx. (2.19)
Հ

lecb A'(f, ՛.) является резольвентой ядра /?(/, т, а).
Внеся выражение A(z, t) из (2.19) в (2.17) и (2.18), найдем

В |А’>2֊^( 1 ֊С)]//о(Л ն)+/ն( 1 ֊Q« '-Mt, z)d֊^

+ր/ն'."J{[/Հ)(*. -1)]'я +а ք 14(-«. ն)ԻW. х> «)^л}Л(/.-)г/-=О, (2.20)
I Հ4 Կ
ՆԽ?։(ւ֊0։]^(', ն)-?տ(>-•)=* (Ч(г ֊,)K(i. w֊+

•1
^9/."՜-’1)Гя-г*|LM)(*. 'i)r՝^(^ x> ^dx]fK(t, z)dt=M., (2.21) 

՝՛lie
1 bhm^1P1 = ±bEh’. P֊F.,EJ,,. p,^U,‘E”.
Հ m 1- 1

(2.22)
I bh"11-2

Яг=~ЬЕ^ q^FaEnh\y E?,
Ij ք/ւ՚^ճ

—есть отношение высоты сжатой зоны сечения балки в момент

нн / к полезной высоте сечения.
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Таким образом, определение искомых функций и րՀէ)

свелось к совместному решению двух нелинейных интегральных урав
нений (2.20) и (2.21). К этим уравнениям применим вышеизложен
ный метод.

Ищем решение этих уравнений в следующей форме

/*«,(*. ն)=^’(է- ն)+.....  (շ23>
W=^0+m+^(t)+.--- (2.24)

Подставляя эти выражения в (2.20), (2.21) и приравнивая коэф
фициенты при одинаковых степенях р, получим

[Р/Հ л(I-U]W. Տ)+/>,(!- •• ъЖК.(2-25)
՜1

l?iC-t <h(i -Հ.)»յ«?’(Հ ^|-У% /«.Դ. -֊mt, (226)

Ip/Հ- А(1-и1՝|нЖ 2,)+(2а^+аКЛЛ«. •>)+ 
/Ml-Со)» JX"(’. -,)Л(«. -.fr-p^H^. ֊.)d֊.+

--1 '-I

+« fl^V X, i)dx}K(t, -.)dx=0, (2.27)

[?,:;+?=(ւ-Լ)=|M'V. ч)+13</,::. ■2?;(ւ-:«)1'..«!!'է(Հն)-

-q,( I -Co)2 j 2,)W- -)</• r 2<lA 1 - Սն p<"’(֊Ж -^‘-+ 

-I -։
4,Հ'2,)r+2(W՝’(A-. 4)]”R((. x.y)dx]K(t. :)d֊.=0. (2.28)

Аналогично можно написать остальные уравнения.
Таким образом, решение системы нелинейных интегральных 

уравнений (2.20) и (2.21) сводится к решению некоторой совокуп
ности систем линейных интегральных уравнений.

Займемся решением этих уравнений.
Систему уравнений (2.25) и (2.26) можно написать н следую

щем виде 

где ։л= * °- —коэффициент армирования, /лт— '.'•—модульное отно- 

шение, '.„(/) и -j)-неизвестные функции.
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Формулы (2.29) и (2.30) совпадают с формулами (3.10) и (3.11), 
полученными нами для линейной ползучести [ 11.

Заметим, что если исключить из уравнения (2.30) функцию 

n?(t. -■). то получим для определения ԼՀր) нелинейное интегральное 
уравнение Вольтерра, решение которого связано с практически непрео
долимой трудностью. Поэтому к интегральному уравнению (2.30) 
применим метод Н. М. Крылова и Н. И. Боголюбова, как это мы де
лали при рассмотрении линейной задачи fl). Тогда для определения 
’0(/») и //'Կ(է, 7։) получим 111

+ ԴրՀ(Ս-*֊ 4'օ(Հ)ժ-ձ=օ. (2.31)
где

%(fk) = rh~ ֊* Հ(ն)^'Պ I ւ+ 2 — I , (2.32)
A յ I и/л1 ' '

«*= ծ*=4ս/ո։£Հ/Ա,

»«(՜ւ)|?l-о(Л)] Գ 1-ւ>(Հյ)| ••••? 1*օ(^-։)|—а‘:}, 

Հէ=0:>^ւՀք՝4)(՜1) |?Լ »օ(րւ).1?1՝օ(^շ) !•••
.)||1 + E.;C(r։.’jb'" ) |, (2,33)

+ЯԱն)14>[Գ(<=)]-?[:o(4-.)j| C(Հ,՜՛ '-չ)-c(4. Ւ

- с |+...+/[-о(ч)1т|:օ(ն)հռ(^)]...?[:օ(^-շ)| х

х| c(tt. Z’֊’+Z‘ J-c(/b^p-)|. (2.34)

/1'»(-.)1= (2.35)
■

?Po(^)l= 4՜ ՀԱ»№-^4)] (2.36)

\ fk. 'j)— բ p • (2.37)(և)|3 ’ՈԱ4)|«ւ
В формулах (2.3!)—(2.37) индексу А՛ нужно давать значения 0, 

1, 2,.............п, причем /о==^։.
Решая уравнение (2.31), определяем то значение Հ(6է). которое
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имеет в данном случае физический смысл. Пользуясь теоремой Штур
ма, нетрудно показать, что это уравнение имеет только одни корень, 
который для данной задачи имеет физический смысл. Подставляя зна
чение Со(/*) в выражение (2.37), определяем /Հօ։(6, '»)• Придавая ин
дексу k значения 0, 1.2..............л, получим числовые значения Ц/) и

при /=/0, /։. ts........tn, причем
Систему уравнений (2.27) и (2.28) можно написать в следующем 

виде
•i)4-B;(U:։(0»Bl(Q/(i'. ն), (2.38)

ՈՀ.0)!Հ"(է. է։)+Բ3(^)քՀ։Ն, т,)К(/. ն). (2.39)

где
SA>= ֊ТЛ?ЛЗ -Հ). Տ:(Հ)-:,ք’;<„2՜Հ) Л1, (140)

ժ ’М •» —••af

eM—M,(i+^) (241)\ m -f-1 /

Л^ч) = ((1^'Л^ч)Г-1-зу(/Ах.-,)|W.X.2)dx]K(t,

^:(Հ)=<?Հ+<?շ(։-Հ):.
Щ;Нг( ։-:>)=.

(2.42)

(2.13)

Ղ(Ս=֊^ր2

Здесь Հ(0 и 7/. V,-J неизвестны, а численные значения /^(Q. 
B2(U. ՇՀ^Ն Թ(Հ), О/’..,) и J(t, tJ известны для некоторых 
значений времени -р ղ,

Сперва рассмотрим интегральное уравнение (2.39) и применим к 
нему метод Крылова и Боголюбова [1|. Тогда, придавая времени է 
последовательно возрастающие конкретные значения/է,получим

D,\'MW,. ?,)______
(2.«)

-------------------------- ՚---------------7-T- b.lWJX

О.Г^Г։)]+«Е։О։1^Е)) с (դ. 1

I

о,1^ми-«Е.о.1ч(едс(^ \х

о
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X । Q4-o( fk) |֊/(А« ՜ւ) 7A.| ՝fl( ^k) 1

у.Е Da(Co(4)] с և.
сл„^±£л փ<ո(ճ 1>ն)1 

•* I
(2.16)

Уменьшая расчетные интервалы времени, мы можем получить 
решение с любой точностью. Как показано в работе [7|, применение 
этого метода к задачам теории ползучести оказывается весьма эф
фективным, так как большая точность получается лаже при выборе 
сравнительно небольшого числа интервалов.

Из этих формул определим численные значения /Հ|յ(/ր т։), 
№(<։, Ч),..., после чего из соотношения (2.38) можем
получить

'if ) _ ՜յ) |/7ft \/л-. ՜է)
вдет • (47)

Придавая индексу k значения 0,1.2......п, получим численные
значения Հ(/.) при է—էշ, z։, причем f\ — ՜ր

Аналогичным образом можно определить остальные приближения.
Если ограничиваться только вторым приближением, то для 

и Z(0 получим

/•Հ(ր., ն)=/Հ'>(4, ն)+>/Հ (/,։ ն) ьО(^),

■ Ա >:) ՛= 4i (tk) 4 У-1 (E:) ֊И1 ;’■> ՜).

(2.18)

(2.49)

где /Հ0)(4, ՜ւՆ քՀ"(ր.է;. xj и ;։(fA) определяются соответственно форму
лами (2.37), (2.46) и (2.47). а Հ(^.) является решением уравнения 
(2.31).

Здесь -(7*)=-^—- есть отношение высоты сжатой зоны сечения 
Aj

балки в момент времени է к полезной высоте сечения.
Пользуясь выражениями (1.4), (2.19), (2.48), (2.37) и (2.46). для 

определения полной продольной деформации бетона получим

:4(/։)=//0(ձ, ъ)у-га£.{/Уу(^. -։)|Շ(ՀՊ)-



98 М. М. Манукян

-^у^Е.{Н^, ն)|Շ(Հէ, ն)-

Если известна продольная деформация бетона, го можно соглас
но (2.14) определить деформацию в арматуре. Для определения зако
на изменения деформации в арматуре получим формулу

У^)=1 W М/ճ, 
8«(ն) ։֊>(ն) ««(նՀ (2.53)

где индекс k принимает значения 0,1,2...//. причем Го=՜,.
Перейдем к определению прогиба балки.
На основании (2.19) можем написать

аСн0(ь,,)К(/.х)Л.
dz* J

(2.54)

dz2
/7օ(՜ւ. ՜յ)*

где VZ(f)- прогиб балки в момент времени Հ U>’(\)—прогиб балки в 
момент времени -։.

Отсюда следует, что

մ=Ա7(0 
dz2

^о(Л ն) — « ք #օ(Հ. ն) W, ՜№ 
___________ ՜ւ ______  

"օ(Գ ն)
dW(^

(2.55)

Интегрируя это уравнение и принимая для простоты такое закре
пление опор балки, чтобы постоянные интегрирования равнялись 
нулю, получим

W(t)

Я’։)

Ոշ(է. էյ) —а ք Ւ/Հ֊, -.)dz

МД'1* ն)
(2.56)

Wit)
Для определения численных значений - -------нежно пользоваться 
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выражениями (2.48), (2.37). (2.44), (2.45) и (2.46). Напряжение в бе
тоне определяется формулой (2.12), где вместо функции х։) нуж
но подставить ее значение из (2.48), (2.37), (2.41), (2.45) и (2.46). 
Если ограничиваться первыми двумя приближениями, го для опре
деления напряжений в бетоне получим

а.;(/)-Л'..у{/70(/. ~^(Е уГ 4(t. ն)}+0(Ո

где J(!. ՜յ) определяется формулой (2.12).
Если известна деформация арматуры, то напряжение 

определяется по (2.15). т. е.

’«(О Е^а(0.

(2-57)

в арматуре

(2.58)

Для определения закона изменения ;(/) находим

W 1 I,> ЛГ>о(**)1Ж Պ)- в.|:о(М)//;։'(/а, д) - ֊.С,) Г(Ь’-? «--------- (2.59)

;де индексу /г нужно давать значения 0,1,2,...//. и еще принять t0=~v 
Здесь '.(т։)=;,(т։).

С целью иллюстрации некоторых количественных результатов, 
рассмотрим численный пример.

Примем

C(t, ֊) = ( 4’_82 + 0,9) 1֊с Հ> 10 Հ

1^0.0165: Е,.-—1,1-10՜’ кг см; ՜,=7 дней; т—2; Л1.= 1.300000 кг.см; 
Ь=25 см: /\=50 см.

При этих данных рассмотрим четыре случая, соответствующих 
значениям параметра нелинейности; 'i=0. 3—0,001. 3=0,01 р=0,02.

Очевидно, что значению 3—0 соответствует линейная ползучесть, 
рассмотренная в работе (11, а остальным значениям р соответствует 
нелинейная ползучесть с квадратичным законом нелинейности.

Для нахождения искомых функций разобъем промежуток вре
мени н 360 дней на пять последовательно возрастающих интервалов 
ն = 7, է։֊ 14, 4—28, /э = 90. 4=360 дням.

Ниже приводятся 1 таблицы. В этих таблицах даются численные 
значения отношений

:(0 МО МО МО МО 0)
:(ն)' мм’ ММ’ Мь)՛ ММ' ՝Խ>)’

в зависимости от различных значений времени է и параметра нелиней
ности (3 при первом и втором приближениях.

Численные значения отношений (5.60) при линейной ползучести 
взяты из нашей работы [1).
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Численные значения ՀՕ в зависимости от времени г и коэффициента 
нелинейности з при первом и нтором приближениях

Таблица 1

II р и б л и жени я

։
первое | второе

параметр нелинейности 0
0 0.001 0.01 0.02

• 1 1 I 1
14 1.11947 1,12729 1.19779 1.27717
28 1.26739 1.28117 1,41448 1,55847
90 1.43628 1.44927 1.60330 1,78112

360 1,45400 1.47009 1.62641 1.80655

Численные значения --------
''։)

1Г(О
— —----- в зависимости

IV (-.1
от времени է и

коэффициента нелинейное I и / при первом и втором приближениях
Таблица 2

II р и б л ։ ж с н и я

1
первое второе

параметр нелинейности ի

0 0.001 0.01 0.02

7 1 1 1 1
14 1.156800 1.1696'11 1.286255 1.415515
28 1.120321 1.160172 1.779114 2,133820
90 1,S836G2 1.041421 2,554497 3,257700

360 1.947630 2.021786 2,7796-10 3.547501

Численные значения — 
5Հ1(Հ()

<Л(0
В

»а(Ь)
зависимосп от времени է

и коэффициента нелинейности й при первом и втором приближениях
Таблица 3

П р и б л в ж е и и я

г
первое второе

параметр нелинейности 3
0 0.001

7 1 1
II 1.023885 1.026197
28 1.055120 1,064339
90 1.093223 1.102649

360 1.097427 1.10797
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Численные значения в зависимости от времени г н коэф

фициента нелинейности л при первом и втором приближениях в точках 
1

у = МО. V= V М(<) “ >=°-

Таблица 4

Приближения

է Значения у
первое | второе

параметр нелинейности р
О 1 0.001

7 - 1 1 1

у=а։֊:(Л) Օ.Տ17Օ14 0.797518

14 у= у ММ 0,817011 0,812942

у=0 0,817014 0.828365

у Л,С(Г.) 0,656870 0.624827

28 у= 4֊ MGI 0,656870 0,655838

у=0 0.656870 0,682850

у- Л։С(Г,) 0.539848 0.508080

Ձ0
№֊ 0,5398-Ь 0.535850

у=<» 0.539848 0.563620

у=Л։С(Г4) 0.529042 0,49404

360 >•= ‘ МО) 0,5291)42 0.51975

у_.О 0.529042 0.51516

Из этих таблиц следует, что I) увеличение отношения высоты 
сжатой зоны сечения балки к полезной высоте сечения в условиях 
иеустановившейся ползучести сильно активизируется. 2) особенно 
сильно активизируется увеличение деформации и прогиба в бетоне 
(например, при 3=0,02 и W(t) в два раза больше, чем в случае 
линейной ползу чести). 3) увеличение напряжения и деформации в 
арматуре в условиях нелинейной ползучести при Я=в0,001 незначи
тельно и I) при нелинейной ползучести напряжение в бетоне в точ
ках 0<у 0 затухает, а в точках у-:0—увеличивается.

Институт математики к механики 
АН Армянской ССР Поступила 22 X 1959
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U*. U*. U'iuGiii կյւսՈ

եՐԿՄԹԲեՏՈՆե /եԾՄնհ ԾՌՈՒՄԸ ԲեՏՈՆՒ ՄՒ113Ն ՍեՂՄՀՍԾ ԳՈՏՈ 

ՈՏ ՃՄՍՏՄՏՎԱԾ ՍՈՂՔՒ 2ԱՇՀԱՌՈՒՄՈՀ

Ա Մ Փ Ո <1> Ո հ Ս'

Ներկա աչխասւութլան մեջ niunt էէեա։/իրվու մ են ծովող երկտթրեսսձ 
հեծանի /արու մեերր ե դեֆ ։։ ր մ սւ ցիան, երր րեաոն/ի սեղմված դուոին ւսչխ& 
սււււմ Հ /(’["[՚ խ՚կ ծղւքած ղւււււին չի ւսշխաւոու մ՝ նրանում ա։։ա,)աց։սծ էա։ր),չ 
պա տճա и ով։

Առաջադրված խնդրի (Տհդհանուր լուծումր րետոնի. ղծալին սողքի դեպ

քում ւորւ/ած է թլունամ։ [■ալց իք и պե ր իմենւոալ հհտսւղոսււո.

թյունները gm լց են տալիս, որ մեծ լարումների դեպքում (0 ււրս՚եւլ
նրոթի կարլլնոլ ի) լան սահմանն Էյ սողքի դե ֆ и րմա ղի ա լի և համառը։

տասխան լարումների միջև ղծալին կապը խախտվում է: Ալդ պւսլոճաուոք 
առաջադրված խնդիրը րււծելու համար օդտադործվամ ի Ն. ill. Հարւոթլււձ 
լան ի աոաջաղրած սողքի ոշ-ղծալին սւեսութ լունր։ Խնդրի լուծում ր րերւիո 
է 'Լոլտերրի երկրորդ սեռի ինաեղրալ հավասարմւսնր. որի /ածման հլււմաք 
Օդա ա դործվու մ է | 3 ] աշխաւոութքան մեջ շարադրված մեթոդը:

Ալս մեխողի առանձնահաւոկու թքունն ա քն է, որ որպես ւսոագին մուոա-ւ 
ւէւրութլան վերցվո։ մ Լ ոչ թև խնդրի ս։ո ւսձ ւլակւսն լու ծ։։։ մր. ինւպեւ։ ար 
ընդունված ի կատարնյ սողքի ոչ-դծալին ւոեռութլան խնդիրը Պիկարի հւպոր- 
դա կան մ ուոավո րւււթ Հունների մեթոդսվ /ածելիս, ալ/ ղծալին սողքի համապա՛ 
աասխան խնդրի լուծ ումրւ Ալս ասւսնծնահաակա թ լան շնորհիւԼ ղղւպիորէծ} 
ում եղանում կ հաջորդական մււ ա աւխ րա թ րլւնների ղ ա դամիաո։.թ լան lu/iunict 

թրռնր։

^՜(3) ֆունկցիան, որը բնորոշս։ մ Հ ոոդքի ղեպքամ ւոլէլալ նլաթի րսր 
վածութլան ե դեֆո րւք ացիա լի միջև եղած ոչ-ղծալին յււււնչու թ բսնր ք ւքեր/բխմ (

Ft

տեսքով, որտեղ 'J., ջ, քՈ֊հասւոաւոուն պարամետրներ են, որոնք որոշվում ձՏ 
փորձից ե րաւիարարում ևն 7.-4-3= | պարէ՚անին:
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ГИДРОМЕХАНИКА

А. Г. Багдоев

Определение давления в неоднородном упругом 
полупространстве

Пусть в некоторой точке О границы нижнего полупространства, 
Вйтого упругой неоднородной средой, возникло давление, которое 
ятем распространяется симметрично по границе по произвольному 
закону. Движение среды считаем осесимметричным. Расположим ось 
Й.г пи границе среды, ось Oz направлена вниз. Обозначим и(г), b(z) и 

переменные с глубиной скорости продольных и поперечных волн 
I пло гность среды

P(z) p(z)

При г—0 выполняется условие для тензора напряжений

|0, x>R(t)

V.«0,

M: )-радиус фронта давления на поверхности среды, рДх, /)-- 
давление за этим фронтом. Рассмотрим случай сверхзвуковой ско- 

распространения R'(t}>a(z}. Для определения компонентов 
тензора напряжений на продольной волне, воспользуемся соотноше
ние и вдоль луча для продольной «*(м։, и.,) и поперечной պ)
составляющих вектора смещения [1]

2 +lfsrad А(г)("’ «rad ն)|+

4-2 grad ֊։խ* grad :ւ(ճ)Ռ=Օ, (2>

‘ ^֊{2| U’grad u(z)|grad ^.-t-grad ;x(2)| V’* grad та]}=(\
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где -։ =•(—уравнение фронта продольной волны. т„=Г уравнение попе
речного фронта. параметр вдоль лучей. Уравнение лучей для 
продольных и поперечных воли записывается в виде

(3)

где 6։,2—угол выхода продольного и поперечного лучей с осью Ох в 
момент t— *в(гМ~Ц0..) прохождения фронта через границу Cx(z\ — a(z).

С..(г)=-Ь(г)՛. >.,.= ^ՏԼ =---- !-------
С,.։(8> Я'[Го(0,)] -V

Решение |2] па фронтах продольной и поперечной воли получено в 111
В нашем случае оно имеет вид

/Quta'-W /7 :’՜ I Кл(г1Л=(г> | Л- (4)

Для составляющих смещения на фронтах воли имеем

ur-=]itcos о 1<—|«*| а(г)
а(0)

տւոՕյՓ, տ|ոՕ2Փ,cos 0v

1^1 -V±<-cos9...Ն֊~ 'Z 1 ծ(0)

Если подставить (4) в (I) получим уравнения для ЛД6») и 
при z=--0

। я|цо։)1 I p(6W)
sin 02 cos02=

P(O)
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_____լ
। WWi)] I pWi

cos'jj Sin Օյ-ք-

1
I p(0)//-։(0)

(1 — 2cos%..)=0.

Решая (6) и подставляя смещения в закон Гука, получаем

--=֊■1 £<г>
Р՝ I р(0)

| /Р(0)Г 2 V՛ 2^'(z)— 1—1 
г- խ։(9 (0)

^'(0)
•2֊ I 1 - Ճ. _J____I| <»=(0> I Л֊(0) V-

7 М ММ1

.9. pj£) ՋՋ. ±1 
| р(0) ծ2(0) v |

-1- +4±1ծ2(0) V՝ v* J

I 1
/г(0)

' 1 _±
а-(0) I Ь-(0) и-

В случае жидкости, давление հ получим из (7) если множитель 
в фигурных скобках приравняем единице. Для однородного упругого 
тела выражения (7) получены автором я кандидатской диссертации 
(МГУ 1959). Если пренебречь продольной составляющей, имеем на 
поперечной волне:

o(zj /’-(2) 4 V- |/

Հ(օГ ед 1
V 1 а2(0) -I»"՜ I Р2(0) ‘ г՛2

I-J____ շԼ I. _J____ ±ձ, /tfJWi)]../ !
՜ _ I ձ2<0) H Ջջչ V֊ v |/ л- ՜ J ' к*
/л ’к ТГоТЖ _J____9J Гд-՜ւ-Կ .՛ 1 1 , _> Լ

I ծ=(0) ~V‘ j V֊ |/ ռղօ) v- j ծճ(0) V3

Институт математики и механики 
All Армянской ССР Поступила 20 X 1959
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II.. Դ-. Rmqqiik

ՃՆՇՄԱՆ ՈՐՈՇՈՒՄԸ ԱՆ1Ա1աՍԷՌ ԱՈ֊ՄՋԳԱԿԱՆ 
ԿՒՍԱՏԱՐԱԾՈՒՌՅՈհՆՈհՄԱ 1Г «Ի 11 Փ Ո Ի Մ

!Լշխատութլան մեջ քննարկվում է հարված ալին ալիքի թափանցումը 
աոաձւլական անհտմաոեո կիսատարածա թլան մեջ։ 1Լլիքնևրի տարածման 
արաղութ էէէևնը մակերե ււի վրա ընդունվում Լ ավելի մեծ, քան նրանց ւոարա- 
ծումր երկու լնական ա ւըլու թլամր: 1Լ{ղպիսի են թ աղ րաթ լան դեոլքւու) որոշվում 
են տոաձղական քտրու մների ւոենղորր երկալնական ե /ալէւական աոաձղական 
ա[իքների վրա:

ЛИТЕРА Т У Р А

1 Скуриднн Г. Л. и Гвозде» А Л. ։> краевых условиях для (качков. Извссгня АН 
СССР, серия геофизическая. № 2. 1958.
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ГИДРОМЕХАНИКА

А. Г. Бжгдоев. Э. М. Нерсисян

Определение давления на фронте ударной волны 
в полупространстве

Рассматривается задача орасиространении давления в сжимаемую 
жидкость, занимающую нижнее полупространство Движение жидко
сти предполагается осесимметричным. Уравнение состояния жидкости 
политропическое

P=B(s) (p’-?J), (1)
где р и Р означают плотность и давление в жидкости. х энтропию.

Обозначим через О точку возникновения давления на поверхно
сти. Направим ось Ох по свободной поверхности жидкости, ось О, 
перпендикулярно вниз.

В настоящей работе вычисляется распределение давления на 
ударной волне, идущей в жидкости (линия АВ на фиг 1)

В предположении малости движения жидкости этот вопрос раз
решен в работе |2]. Здесь мы пользуемся следующим приближением, 
уточняющим линейную теорию.

Рассмотрим реальный случай, когда давление на поверхности 
резко падает со временем. Тогда основная часть давления в возмущен
ной жидкости будет сосредоточена в узкой прифронтовой области 
(заштрихованная область фиг. I).

Предположим, что до начала движения жидкость была однород
ной, хотя случай неоднородной жидкости получится столь же просто.
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Для определения давления в точке /И фронта, используем соот 
ношение вдоль луча Л4£՜, полученное в работе К. Е. Губкина [I

(2)
где а определяется по значению давления и точке Е. Plli; соответст
вует линейному случаю |2|

2 ( Rfto> 1 / R,i(^ siI^~ ___
Р,,.--1--* У------ւ/^ճ. (:է

Լ(է) Լ(է) । *

/ > I , ր R'Y/^sin^ . где^>| «0

սԾ -скорость звука в невозмущепной жидкости. x=R(t)— коордниап 
фронта на поверхности, / — время, /0 определяется уравнением

է^=է------- I՛ l-Հ—
'Հ>

Уравнение фронта бегущей ударной волны 111 в наших обозна
чениях запишется

t
~ ֊«.«■ । I՝—“
cos 0 2 J ^алЦ^ухг

где л, = R(t' Л-Ьлу/ t') cosO.

Здесь р0- начальная плотность жидкости, Е ֊ .момент 
ния фронта через точку Е, /(а) определяется из условия в точке

1Г 74֊। Г» WJ dt , .֊, = «.Ն֊* ) -г ֊4֊ ---- г-_=- 4-/(а).
cos* 2 J է Հх,

^—момент возникновения последовательных волн Л՛՛. (1| в точм
Е, определяемый из граничного условия |2|

Л|я<гл:]=-^֊.

Px(x,t)- распределение давления на поверхности за фронтом 
Для исключения параметра а воспользуемся соотношением вдол 
ударной волны (2.7) работы |1]

апа2 Г V R(E) dx -I Г--— —=------------  =------ а/ fa) аа.р0«0 .1 | х L(t) cos б т4->-
R(i-)
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Если вспомнить значение Լ. (6) упростится

/■(:>=֊,; Հ1 R(f). :jl±l )յ^ո ՚ ֊Հ=֊ — !Р,|/?ю.:Щ'.)։х
2 1՜.է

V 1+1 1 _?(£Լ / 2 1Ո 1 4-cos О £(!) \ q.
2 «М» I tf0CO5fi I R(t') T I'fln COS 0 L(t’) f

Если подставить /(т) из (9) и а из (7) в (8). получим уравнение, 
определяющее в функции координат точки М ударной волны.

Полученное значение нужно подставить в значение давлении 
вдоль луча в точке .М, которое можно описать в виде

р-р, !P(h. :| 4֊; 1 *■֊■ (ю>
ԱԿ I A-

Значение է՛ получится из уравнения :=>/' Уравнение для С получит֊ 
ся, если вычесть (О) из (5)

•Լ_ՋՃ’^ս։(ր-ր)+/ձ|«(ր>./՚)ձ(ո ւ±1ւ՜..Հ^շ^Լ. (Ц)
COS fl 2 J ^a0L(t) I x,

r
Если пренебречь вторым слагаемым в (II), имеем

Таким образом, к точке М давление определяется из (10), где 
определяется в функции координат точки Л! с помощью соотноше

ний (8). (7) и (9)

I R(n dx
X COsO I -v~ #(*■?) 

| а0 cos ծ

՛ fp,|R(r), ;ւ о rf՜..
I է ՚ •

/r(4)sina6 
Հ R" (Գ)

(12)

Все соотношения, полученные в работе [I]. выведены для иде
ального газа; они остаются верными и для среды с уравнением со
стояния (1). поскольку исходные уравнения, из которых они выво
дятся. в обоих случаях совпадают.

Однако, при вычислении скорости звука օո нужно пользоваться 
уже формулой

Уравнение (12) можно записать в более простом виде

-фШйгргя |„ I/-ч ../„(г, |_
Wf. cos О I | R(t') 4 I </0cosO 7 (Г) I
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/
—- IP.IR/O.-.I /.(-.)/'('.) </:. 
74-1 J

(12')

Для иллюстрации полученных формул были проведены расчеты 
для частного закона давления на поверхности (достаточно резко па
дающее со временем давление)

(х, i/={3—50/>“ кг/с.и-, 
Р^;=84О(3/ 25?*).

քՀ-չ с б к* 
для жидкости с параметрами 7. (<,=200м. сек-, р=100 ' в мо

ле
мент времени 0,01 сек

Результаты расчетов по формуле (3) дают давление на ударной 
волне для акустического случая.

Результаты расчетов но формулам (9). (10) и (12) дают давле
ние на ударной волне по уточненным формулам.

Т а <• л и ца I

•V <'■ P,.k Բ ,v

9,35 6,25 6.2 j 6.25 0
8 6,67359 6,63014 6,61357 0,32091
7 6.97932 6,90438 6,86112 0,550195
6 7,27893 7,17531 7,12437 0. Ill < <
՜> 7,59421 7,40864 7.31014 0,99907
4 7.90054 7.61813 7.55735 1,21525
3 8.20611 7,76346

7.74611
7,71.1017 1.42715

շ 8,51642 7,68362 1.6392
1 8,81532 6,96137 6,92622 1,83895
О.5 8,96721 4.22587 4,2060 1,93963

В таблице 1 y=J\x,t} является уравнением ударной волны при t— 
«0,01 сек.

Как видно из таблицы I, при /=0,01 сек, нелинейные добавки 
будут незначительными и, следовательно, линейная теория достаточно 
хорошо описывает явление. Очевидно, что для больших моментов 
времени (/—0,06), когда давление достаточно затухнет, нелинейные 
добавки станут существенными.

Например, при /=0.04 в точках х«=2 имеем /Հ,է=4,0915, Р= 
=3.6522. Здесь нелинейная добавка порядка 10%.

Для более резко падающих давлений нелинейные добавки будут 
еще значительнее.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 11 XI 1959
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В.. *Ь. Amqqnbil, Ь- ’>’• ^հրսխւյաՐ.

ՃՆէՍ՜Ան ՈՐՈՇՈՒՄԸ ՃԱՐՎԱԾՈՂ ULb-PH ՃԱԿԱՏՈՒՄ 
ԿՒՍԱՏՄՐԱԾ՜ՈՒԹՅՄՆ ՄԵՋ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո հ Մ

Հ“Հ ^խ..1ս,ութ1„ւն„.մ դիտտլ,կվ„ս/ է ստորՒն 
ղբաղեցր^ծ սևղմվ^ղ Աղ,,^ ,/հջ խնդք, "

էի ^վվ"ւմ է բ'“շ1""ւմւ' մե1 ^^վ„դ ^րված„դ աւՒ

Նոպն հհղ„լ1է1, փոքր շա(,ժ,էլ։Ո։երի հ ծ
^р,.л մ ա Կ յենՀ, ,,^մ ենք .։ս^ղ ,,, ՀՀ Հ 
բշտում է irilium fjլունրւ * *՜ * *՜

Աչխս...,...թ^մ բ11ր։լ„^ են հս,չվ1էան 
տալի,, ոչ֊դծափն ֆակւոր,րնհրի ադդեցւսթՀանր։

ЛИТЕРА Г У Р А

'■ Гув։ив К՝ Е' РаС1,росгРа"е"и': РааР“В“» в звуковых волнах. ПММ, т. XXII, вып. 4

ն ВаА“'“сСР. ГххУШ₽ №?№ ЛаВЛСН',Я ° УП₽УГ0М ДАН

8 Известия АН, серия физ.-мат. наук, № 2
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II. А. Безирганян, Л. Г. Акритов
Зависимость интенсивности рентгеновских 

отраженных волн от формы 
отражающего кристалла

В работах [1| и |2] решена задача динамической теории интер
ференции рентгеновских лучен в случаях ограниченного нспоглоща- 
юшего и поглощающего кристаллов.

Однако, практически i аж ное значение имеет и такой случай, 
когда кристалл в двух направлениях ограничен, а в одном направлении 
практически неограничен. Таки? случаи довольно часто встречаются 
среди органических кристаллов, когда размеры в одном направлении 
так велики (относительно первой зоны Френеля), что практически 
можно считать неограниченными.

В настоящей работе решена динамическая задача интерференции 
для двух случаев непоглощающего кристалла. В одном случае кри
сталлы неограпичены в направлении л՛, а в другом в направлении у 
(см. фиг. 1 и 2). Первый случай

Пусть плоская монохроматическая волна, как и в случаях, рас
смотренных в [1| в [2], падает па кристаллы в направлении единич
ного вектора $0 (фиг. 1) и точка наблюдения М из начала координат 
видна в направлении $. Размеры кристалла в направлениях у и г со
ответственно равны Н и С, а в направлении х неограничены (— сл 
sSX::՜- со).

В этом случае волна отражённая от плоскости кристалла, совпа
дающей с плоскостью хОу. будет

6= ֊'/г -f (2 0, k) exp[ik(ct—R) | | exp (’ — ik ՜՜հ~~՜ ^xX



1!6

Фиг. է»

фиг. 2.
Интеграл с бесконечными пределами дает

М* /jSt °՜0-СО ' 1
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Следовательно, после простых преобразований, для амплитуды волны, 
отраженной от плоскости кристалла, совпадающей с плоскостью хОу, 
получим

|/±в » л/г
Գ=֊ "ՏՀ k) [1֊<| fex/Հ— i-^-y- } dy, 

2/nr2sin0 J \ 2 /
о 

вещественная и мнимая части которой выражаются следующим об
разом

/5- /I*
G’ —ՃԼՃ— /(2 о, k) I | cos-2- у- dy — fsin ”-v2 dy ,

■ շ^տէոՕ7 IJ 2 J 2 
О 0

G'0
neb

2md~sin b
f (20, /г) I cos— y֊dy 4֊ 

o
где G —Q’ 4-/6'.ООО
Вещественная и мнимая части амплитуды волны, отраженной от этой 
же плоскости в направлении падающей волны, будут

|Հ1. в 1/Հ2 . в
. л- 1 ,R ’

у-у пе-՝/~ ,. Г - , Г . « о .У. =------------- / (О, Л) cos —у- су — I $ш —у- dy ,"о 2mc*sin0 U 2 ' ,) 2՜ ?
<> о

/5/ ^_в

У=--------Н( -— /(ОЛ) | cos — y2rfy֊b I sin — \^dy
A, 2mc-sln 0 J 2 J 2'| 

0 n
где £0«£;тЩ;.

Для поглощающего кристалла в этом случае получим

_________________________ °о“Юо____________________________ 
/т; - eh ^(sm о- sin у± v իճ;֊տ;1փճ(տյո'յ֊՝՜տյո60)]=-(/6*;--6;)2 ։

(1)
где So—амплитуда отраженной от кристалла волны на поверхности 

кристалла.
Го—амплитуда падающей волны на поверхности кристалла, 
d -межплоскостное расстояние отражающих плоскостей, 
%- угол, удовлетворяющий уравнению Вульфа-Брегга, 
6—угол, соответствующий исправленной формуле Вульфа-Брегга.
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Имея в виду, что коэффициент преломления рентгеновских лучей 

очень мало отличается от единицы, из (1) получим

Հլ=_________________________
Т'о /То—£օ+մ^(6—O0)cos%±l |/So Ou)cosOJ-—(ZG'o—Gj)2

При отражении рентгеновских лучей iWeKax от кристалла каль
цита (плоскости (211)՜], для вещественных и мнимых частей амплитуд 
отраженной волны получим

<Հ=-fcos-^-y'-rfy ֊ fsin -֊ y։ A’l X
/яс-sin 0 J 2 J 2 I 

о <>
X ( A«(20,*)+/c(20.A)-r/o(2&^) 1.

------— (cos — y2dv-f- I sin — y-dy |x 
/nc2sinO J 2 - ' 4 2 '|

в 0
X [ /ся(20^)4-/с(20,Л)4-А(20,Л) |.

V =——— Ceos— y-dv— Isln—|y2rfy x 
A /ոժտւոՕ J 2'J 21' ' z

0 <>
Х1/са(О,Л)4-/с(О,Л)+/о(О.Л)|, 

քԻ /яр
У=------——I ( cos — y=rfv-f- I s«n — X
A /wc2$inO|J 2 J 2 JA

U 0
Х(/са(О.Л)4-А(ОЛ)+/о(ОЛ)], 

где fca, fc и A—соответственно атомные факторы кальция, углерода 
и кислорода.

Относительная интенсивность отраженной волны в этом случае, 
как и в работах [1] и (2], выражается формулой

ձՆ СТ Ж]2
То O’+lZ-f-W/ ’ ՝

где U^[dk(b֊-h0) cosG0֊E;4M |s;p,
U7<= j{2E; [մ/е (6-0a)cosoo-֊E;']2 + շօ; + 

+{(^(«-McoS%r-a-]4(G;)i-(s;)։-(c^j‘}։p.

V *= 2]'' 0՛ W' cos (®i—T«),
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где и ք. определяются из выражении

tgT։-_______ ___________* 11 rf£(6-40)cos(l0—So

է շ = շ^;[^(о-о0) cos%-ej փշօ; օ՚„
հ Тг i^(o֊60)coso0-s;]8+(g;)8-(s;)»-(g;)2*

Результаты вычислений в случае отражения рентгеновских лу
чей Л1„/<а1 от кристалла кальцита представлены на фиг. 3 и 4.

Фиг. 3. Фиг. 4.
Второй случай

Во втором случае (фиг. 2). т. е. когда размеры кристалла в на
правлениях х и z соответственно равны А и С, а в направлении у 
яеограничены ( —» <у < оо), для волны, отраженной от плоскости 
кристалла совпадающей с плоскостью хОу, получим

]Հ2Լ։յո5.^
<7=-----'ILL— Հ(20։Հ.)[/__ 11 ед-р|/Л(сЛ R)] I expt—i — xa \dx.

2/nc-sin 0 J \ 2 /
о

Следовательно, в этом случае вещественные и мнимые части 
амплитуд могут выражаться следующими формулами

Գ-
I/ —51115. Л I _-^.з!пО.Д ’ I /К

-^֊1 fcos^.erfx- 
тс~sin 0| J 2 J 2 

о о
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//,£$). I С о ГтГ7’=---------- — I cos — x2dx + I sin — x2dx
/яс8 sin б| J 2 J 2

о 0

Х(/с«(29Л)+/с(20,Л)+А(20,Л)),

y֊iSin9.A j/AstaJ.A

V= — ՈՀ- I I cos x2dx [sin — x~dx X
A) wsinOU 2 J 2 

о 0

Х|/сй(0Л)4-/с(0^)+Л(0,/г)|,

пег'к
/яс8 sin 9

j/^slnO.A

/cos — x'-dx 
2

0

I sin — x*dx
J 2

X

Х|/сй(0Л)+/с(0.А)^А(0Л)].

Относительная интенсивность и в этом случае выражается фор
мулой (2).

Результаты вычислений для второго случая представлены н.в 
фиг. 5 и 6.

Из результатов приведенных расчетов можно сделать следующий 
важный вывод: в случае ограниченного кристалла интенсивность волн, 
отраженных отданной системы плоскостей при данных углах паде
ния и отражения, зависит от ориентировки плоскости падения. К это- i 
му выводу не могут привести ни кинематическая теория интерферен
ции рентгеновских лучей, ни динамические теории Дарвина и Эваль-, 
да—Дауэ. Действительно, как известно, в кинематической теории ин-
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тенсивиость воли, отраженных от ограниченной двухмерной атомной 
решетки, выражается формулой

где Л4։ число атомов вдоль одной оси и Л!.—число атомов вдоль 
другой оси. В этом случае интен
сивность днффракцнонного макси- Հ ,
мума не зависит (при данном угле 
падения) от того, совпадает ли с 5 _______________ v
первой или со второй осью проек- Հ /х*՜ 1 /
ция направления падающего пучка Հ-у Լ-/
на отражающую плоскость. / /

Л динамические теории Дар
вина и Эвальда—Дауэ рассматри- փ։։ր. 7.
вают только неограниченные кри
сталлы. следовательно различные случаи ориентировки плоскости па
дения при данном угле падения они не могут различать.

Применяемый нами динамический метод интерференции для огра
ниченных кристаллов дает возможность установить зависимость интен
сивности волн, отраженных от данной системы плоскостей при данных 
углах падения и отражения, от ориентировки плоскости падения.

Легко показать, что в этом случае зоны Френеля имеют вид эл
липсов (см. фиг. 7). большие осн которых направлены по проекции 
направления падающего пучка на отражающую плоскость. Следова
тельно, при ограниченном кристалле, когда размеры кристалла 
меньше, чем размеры первой зоны Френеля, не безразлично как ориен
тирована большая ось эллипса относительно кристалла.

В рассмотренном первом случае кристалл в направлении большой 
оси эллипса неограничен, а в направлении малой оси—ограничен, во 
втором случае, наоборот, в направлении большой осн кристалл огра
ничен и размер его в этом направлении меньше, чем большая ось 
эллипса.

Этим и объясняется тот факт, что в первом случае интенсивность 
отражения (фиг. 3 и 4) больше, чем во втором случае (фиг. 5 и 6). 
так как во втором случае первая зова действует не полностью — эл
липс первой зоны не помещается полностью на отражающей плоско
сти кристалла.

Этот результат особенно важен для волокнистых веществ, разме
ры кристаллов которых в одном направлении много больше, чем в 
других направлениях.

В этом случае интенсивность отраженных волн при данных углах 
падения и отряжения зависит от ориентировки плоскости паления от
носительно кристаллографических осей отражающего кристалла.
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Հոդվածում քննա րկվոլմ է ինտերֆե բենլյիա լի դինում իկ խնդրի երկա 

դեպք։ Սի դեպքում բյուրեղն անսահմանափակ I; .V ադդութլամր, իսկ մ լա и 
դեպքում' ուդդութլամր (ֆիդ. 1,2)է 't’-ննտրկմւսն արւլրւլև,բներից աբվամ Հ 
‘մէաևլա լ ե դ րակա ցութ լունր:

Անկման և անդրադարձման տվյալ անկյունների դեպքում. սահմանափակ 
բյուրեղի >чи րթութ լաննհ րի տվլաք սիստեմից անդրադարձած սևնա դեն լան 
ճաոադա/թների ինաեն и իվութ / անբ կախված է անկման հարթ ութ լան դիրքից։^77 ե դրակացսւթ րււնր նոր է ե չի բխամ ոչ կինեմարոիկ տե/էու թլանիչյ 
և "ձ ^7 ^'արվինի ՈԼ իվա լդի֊ Լաուեի տեսությունից:

'Քննարկված դեպքից առաջինում անդրադարձած ռենտգենյան ճառա
գայթների ինաենււիվա.թրո նն ավելի մեծ է> քան երկրորդ դեպքում: Ս՛ա բա
ցատրվում I՝ նրանով, որ էիրենելլան դոնաների մեծ աէւսրնցքներն ադդված 
են անդրադարձնող հարթ ութ լուննե րի վր։“ րն1խող ճաոադա լթ ի պր ո քեկլյ ի ա լի 
Ոէդդաթլամր: Ալդ պատճառով էլ, երբ բլուրևդր ոահ/1 անավոոկ է (ր/ուրեդի չա
փերն աոաջին ղոնալի Լափերից փոքր են ի աոաոին դեպքում գործում է 
աոաջին ղոնալի ավելի >! եծ մաոր, քա՚հ երկրորդ, դեպքում է

Ա՝1դ եդրակացութլանր մեծ նշանակութլան ուէւի ալնսլիոի բյուրեղների 
ուոումնաււիրման դ ործ ա մ , որոնց չափեր բ տարրեր ուղղոլթ լամ ր մի են ուլն 
կարգի Լեն։
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ФИЗИКА

I*.  Л1. Гарибян, О. С. Мергеля։։

Излучение заряда, пролетающего параллельно 
границе раздела сред

| Задача об излучении заряженной частицы, пролетающей парад
но границе раздела двух сред [1]-[4] решена методом, предло
бным [5], [6] одним из авторов. Использование этого метода поз- 
ляет весьма простым способом решить эту задачу и получить не- 
торые новые результаты, относящиеся в основном к излучению в 
■f среде, где движется сама частица.

I. Поля излучения в общем случае

Пусть заряд е пролетает на расстоянии а от границы раздела 
п сред, находясь в среде с диэлектрической постоянной =։, а вто- 
? среда обладает диэлектрической постоянной \ (jix=|ig=I). Грани- 
раздела сред есть плоскость г—а. а координаты заряда равны 

=г=0, y-=vt. Поле во второй среде будет решением однородных 
йнен’ий Максвелла, тогда как в первой среде оно будет слагаться
решений неоднородных и однородных уравнений. Решениями 

породных уравнений являются поля (см., например, |7], [5])
не-

Е(r,t)-= I Е(к)е՝: (кг -с■՝•'> dk и т. и.,

E(k)=

(Ա

с

m=^v=/?vt’, dk=dkx — dk.. Решения однородных уравнений 6v 
v

искать в виде

£;,ՀրՀ)==ք£ւ,յ(*)ճ  'ք*'- ։+^+’|.։--'՜'/>մ*  и т. п„ (2)
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10*
причем Վ2=- (^2տ։,շ—1)՜~^ր- Из физических соображений очевидно

(см. (5|), что у ճ1 действительная и мнимая части должны быть от
рицательны, а у аа—положительны. Если обозначить через пг, п.., п. 
орты координатных осей, то из однородных уравнений Максвелла по
лучим

Н\.2 (k) = — ( пх А\4- nv — ■{-//. а։.г, ), (3)
со \ ՜ г՛ /

а также условие поперечности полей

kxE\i2r(k) 4֊ (Аг)+а։.2£; гг(Х0=О. (4)
v

Фурье-компоненты нолей излучения определяются из граничных ус
ловий для полных полей при &=а и имеют вид

E\x(k)=kx

«?- Vi) А.

(5> 

(*)  = МА—«x)A>

E.2z 'Հր) -А՛
где 

‘(к. —2trJ а
A -Cl е ' —

Для определения этих компонент были использованы граничные 
условия как для электрических, так и для магнитных полей в отли
чие от симметричных задач, где. достаточно воспользоваться только 
условиями для электрических полей (см., например, [5], [8]). Это об
стоятельство связано с тем. что сейчас магнитное поле имеет, 
как это видно из формул (3), (5), также и составляющую вдоль на
правления движения частицы.

Для получения частотного спектра полей излучения надо про
вести в формулах (2) с компонентами (5) интегрирование по k. и kx. 
Интегрирование по /г. в полях излучения сводится для обеих сред к 
взятию вычета в точке

1 q—k՝x , где Հ\,,=Հ'1 •

Интегрирование по kx необходимо провести раздельно для каждой 
из сред.
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2. Поля излучения во второй среде

Интегрирование по kx произведем методом перевала, что даст нам 
поля на больших расстояниях от границы раздела сред. Обозначим через 
Р расстояние от проекции траектории частицы на плоскость раздела 
сред до исследуемой точки поля:

z— a=pcos6, х—psinO.
Интегрирование проведем па примере F.'.iz, которое теперь имеет

вид

где f(kx) = ikx sin 1/ — Ց-k\. cosO. Точкой перевала будет V -11֊ *

kx =— կ sin 6 (под мы будем понимать положительное значение 
•V

квадратного корня). Дальнейшие действия аналогичны проведенным в
|5] и в результате получим

А гт ? Հ \

VV- * s1.c2.cos6 + s2

у *7 ГУ+։։Р-»О .ле v ժա (8)
для կ-г. sin'-‘0<. 0. Приведем также формулы для остальных компо
нент нолей при ;r’sln20>0

F‘,x^ ֊ 1/ СД2 sin 0 • cos О ժս>,

”at’։ *». (9)
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вс
г՛-

cosG • հ.) cos О rfo>,

... ес / 2 
н*=^у ч

J (е2-гл) [(։»■■ £х) co$20H->%(22sin26—51cos20)|
2

cos 0—vs)$jn О cos 0 e ՛v ’ ՚ Ժ«հ.

При этом были введены обозначения

Sj;2CO$0 Н2>2

կտյո2*յ  - cos 0, (Ю)
В случае когда EjsFn-‘6<() формулы для полей получатся заменой

имеют 
ленная 
репала.

sin-0 ... /_*2i  I ՀշծյՈ2օ_^. Поля задаваемые формулами (7)—(9)

место для p><s2te՛՜՛^. где /.-длина волны излучения, де- 
на 2~. Это ограничение, связано с использованием метода не

Вычислим количество энергии, которое пройдет за все время
пролета
радиуса

частицы через цилиндрическую полосу единичной ширины я 
р, расположенную во второй среде

dw 
hy

■*«  

iJ - т -СТ

(П)

Н

• tI —ևV 2 . ։<> , . ..
' —(V-K?- 

V

Р Ժ6 dt

В области, где r‘sin* 20>0 получим

ժս՛ 2e֊c
ау к-г4

ք յշ±Ջ c„.e d0.
J (EjSjCOsS-f-^)-

(12)

2

В области же, где Տ՜ք-է; sin՛ ft<0

dw 2<гс':
dy J

?^t>l

քտ հյ (՝։ 1 Ч) sirrO—;2;-| £|cos20

մ ֊•■• .. I r/(| (13)

При выводе формул (12) и (13) полагалось ;л>0. В противном
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случае, как видно из (7) —(9), излучение отсутствует. Кроме того, для 
простоты мы полагали среды прозрачными. Формулы (12) н (13) были 
впервые получены Пяфомовым [3].

Для анализа полученных формул удобно рассмотреть два отдель
ных случая. В первом случае будем считать V՜ s?. Тогда очевидно, 
что и могут иметь место следующие случаи:

а) ;,'сО. ;;>0. г. е. первая среда является нечеренковской, а 
вторая—черепковской средой. В этом случае для вектора Пойтинга 
имеет место формула (1.3), которая Описывает черенковское излучение 
генерированное частицей во второй среде. На возможность такого эф
фекта впервые указали Гинзбург и Франк [8|:

б) :Ь-0. т. е. обе среды являются черепковскими. В этом 
случае для углов sin"6 будет иметь место формула (12), кото
рая описывает черепковское излучение, «образовавшееся в первой сре
де и прошедшее во вторую. Это следует из того> что формула (12) 
не зависит от а и помимо этого при она переходит в формулу 
Тамма и Франка. Для углов же sin 0 >;■֊/;; будет справедлива фор
мула (13). которая дает черенковское излучение, образовавшееся во 
второй среде. Оба этих потока движутся под черепковскими углами 
характерными для второй среды, что видно из формул (7) (9).

Тот факт, что излучение, образовавшееся в первой среде и про
шедшее во вторую, движется под черепковским углом второй среды 
получается также из следующих простых соображений. Из закона 

cos 0. Հ г., է |преломления имеем -- *=  —.откуда имея ввиду, что cos քԼ-,— 
co,sG2 J _j ■! r,

получаем
cos О» =---- Ա=-. (14)

՞
Во втором случае, когда տ։>շշ. имеем ;*>;֊  и формула (13) не имеет 
места, т. е. во второй среде излучение не генерируется.

При этом оказывается возможным только случай Հ>0, с;>0 опи
сываемый формулой (12). т. е. во второй среде распространяется 
только излучение, пришедшее из первой.

Отмеченный выше факт, что при во второй среде не будет 
излучения даже если первая среда черепковская, легко понять из 
формулы (14), которая показывает, что излучение, идущее из первой 
среды, испытывает на гр'анине полное внутреннее отражение-;

3. Поля в первой среде

Для получения частотного спектра полей необходимо произвести 
интегрирование по переменной которое производится аналогично 
тому, как это делалось в предыдущем разделе. Введем расстояние у 
от траектории частицы до исследуемой точки ноля: ,v=?sln 0, z=—?cosO.
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Так как в первой среде поле является суммой решений неодно 
родных и однородных уравнений Максвелла, то приведем сначала ре 
шения неоднородных уравнении на больших расстояниях

e 1
v У2кр

— f sin6 е' Ժէ«, 
v 1

е '

/:,=—Ճր-Ctg 6. 4 [//у, £|, (15)
где в последней формуле надо понимать внесенной под знак инте
грала по 
индексов

Для

частотам, a ;։ получается из [cm. формулу (10)| заменой 
1 и 2.
полей излучения получим выражения

•foo

V ]/
—СО

-г -.г. >։ - <? cos'» ,Տ2Հ։ COSV—COS’J Г -• (Խ.

s,v, 2։,:-, COS 6) sin О гт,+агг'”™*</ш,  (16)

+co
1 -1Կ (Mi cos ք՛ I- (sln՜ r,~COS26) 2:,զ COS 0 . sin2 6)X£• J—

* т Г 2-\— ao

где Հ и *յ  получаются из формул (10) заменой индексов 1 и 2. Фор 
мулы написаны для случая s՜ siif6 >0. В обратном случае надо 
произвести замену, указанную в предыдущем пункте.

Наконец, для магнитных полей мы можем написать равенства

(£՚։Ժն cos б Е\у), 

/7։'у= --֊-(;։cos6£'IV+<iSinfJ • £Հ).

sin 0 £դ֊£'։).
Р

(171

В этих формулах величину ?։ также надо понимать внесенной под 
знак интеграла по частотам.

Поток электромагнитной энергии в первой среде будет слагаться 
из потока черепковского поля, непосредственно созданного частицей 
того же потока, но отраженного от границы раздела сред и их нн 

I
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терфереиции. Формула для полного потока задается выражением (11), 
в котором под полями надо понимать сумму (15) (17). Приведем 
эту формулу для того случая, когда вторая среда является идеаль
ным проводником (Sj=ao)

d™ = _ճ_ յ J_)(2 ֊ - e 2i''^ac^y. d*  dh. (18)

*Ь. 1Г. *Լւսր|ւ|*յւս(ւ. Հ. Ч. IPl;rqIqituG

ՄհՋէԻԼԱՅՐեՐհ НкИПШ UUZmKb ՋՈհԴԱձեՌ ՏԱՐԺՎՈւ 
ԼՒՑՔՒ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ

Ա 1Г փ II փ II ь Մ

Հոդվածա մ դիտարկված է միշավւպրերի րամանման ււահմանին դուղա֊ 
հեո շարմվոդ [/՛դրի ճաոսպա քթումր։ 11տարված են բանաձևեր' դաշտերի և էնևր- 
դիայի հու։րի համար ե րկ ր t / ր դ մ ի գ ավ ա ; բա մ, ինչպեււ նաև հետտդոտված են 
։• Известия АН, серия физ.-маг. наук. № 2

Ц>»

Из последней формулы видно, что в случае прозрачных сред для 
данных а и ՛> существуют также частоты, определяемые соотноше

нием 2 — կ a cos »յ-(2//փ1) ՜. интенсивность которых учетверяется 
v

по сравнению с интенсивностью в однородной среде.

В то же время для частот таких, что 2 -- 3, a cos 0=2// г. соот-
V 

ветс.твующая интенсивность равна нулю за счет интерференции с от
раженным излучением. Что же касается отмеченного выше увеличе
ния интенсивности, то оно происходит как за счет отраженного излу
чения, так и за счет частотного перераспределения интенсивности 
вс л е дствие и нтерферен ции.

В заключение отметим, что к рассмотренной нами задаче можно 
подойти также как к частному случаю более общей задачи о наклон
ном падении заряда на границу раздела двух диэлектриков |б] (поло
жив 1Լ.=0). Однако простое сравнение трехмерных фурье-компонент 
задачи, полученных указанными выше двумя разными способами, по
казывает. что они между собой не совпадают. Как нетрудно видеть, 
это связано с тем, что в задаче рассмотренной в |6] при сшивке по
лей необходимо было учитывать решения неоднородных уравнений 
Максвелла в каждой из сред. Совпадение имеет место только при 
сравнении проинтегрированных по кл и к- выражений для полных по
лей. и таким образом оба подхода к задаче приводя! к одинаковому 
результату.

Физический институт ЛИ Армянской ССР,
Институт математики и механики

ЛИ Армянской ССР Поступила 5 1 1960
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էլևկա րական և մա դնի и ական դա շտերն 
որ արդլունքնևրր կարոդ են ստաէյվել 
նավոր դեպք։

աոաջին միջավալրամւ ՏուլցԷ տրված , 
որպես ավելի րնդհանուր խնդրի մաս՝
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ФИЗИКА

А. А Дургарян, Л. М. Мецбурян

Внутреннее трение алюминия в зависимости от амп
литуды колебания, предварительной пластической 

деформации и времени

Исследования зависимости внутреннего трения от амплитуды ко
лебаний для меди Рилом [ 11, .монокристаллов олова и висмута, а 
также предварительно пластически деформированной меди IИ видков - 
ски.м и Дургаряном |2), показали, что внутреннее трение (tgo) зави
сит от амлитуды колебания нелинейно; в этой зависимости обнаруже
но также явление гистерезиса |2]. Установлено, что tgc в зависимо
сти от предварительной пластической деформации имеет максимум 
|2|, [3], [4]. Эти измерения проводились на частотах порядка несколь
ких десятков килогерц. Характер упомянутых явлений в теории дис
локаций объясняется двумя механизмами. Во-первых, вязким меха
низмом внутреннего трения (Виртман и Келер |3|), на основании ко
торого получается, что максимум зависимости внутреннего трения от 
предварительной пластической деформации есть функция частоты; 
при этом с увеличением частоты максимум смещается н область 
больших деформаций, что подтверждается в ряде экспериментальных 
работ |2, 3, 4|, проведенных с частотами в несколько десятков ки
логерц.

Второй механизм теории дислокаций, обусловленный свойствами 
петли гистерезиса статической диаграммы напряжение—деформация, 
устанавливает, что зависимость внутреннего трения от предваритель
ной пластической деформации не является функцией частоты. Не 
зависит от частоты также и нелинейный характер амплитудной зави
симости [1, 2, 5]. Таким образом, экспериментально установленные 
факты, при измерении на высоких частотах tgo в зависимости от 
предварительной пластической деформации, находятся в согласии с 
теорией, базирующейся на вязком механизме. Однако, соответствую
щие измерения на низких частотах, насколько нам известно, не про
водились. Амплитудная зависимость tgo при высоких частотах [1, 2| 
объясняется гистерезисным механизмом, но и в этой области почти 
отсутствуют измерения на низких частотах.
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В настоящей работе приводятся результаты исследования зави
симости tg'> от амплитуды колебания и от величины предварительной 
пластической деформации (кручением) на частотах—1 гц, методом, 
крутильных колебаний |8].

Фиг. 1. Зависимость внутреннего «рения А1 от амплитуды колебаний.
Кривые 1 и 5 сняты при обратном порядке измерений.

На фиг. 1 и 2 приводятся результаты измерения зависимости 
tgfi от амплитуды колебания (А —в относительных единицах) для 
крупнозернистых, отожженных образцов алюминия и образцов, пред
варительно пластически деформированных на разные величины пос
ле отжига.

Первое, что можно отметить—это нелинейная зависимость tgS от 
амплитуды колебаний, также как и в случае высоких частот 11,2. 5].

Нелинейный характер амплитудной зависимости внутреннего 
трения на частоте 1 гц для алюминия (фиг. 3) ранее был получен 
одним из авторов [6]

Второй важный результат это наличие максимумов ни кривой 
внутреннее трение амплитуда колебаний (фиг. I. 2).причем эти мак
симумы выявляются, когда измерение проводится в обратном поряд
ке, т. е. начинается с больших амплитуд с дальнейшим постепенным 
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уменьшением ее. Это явление объясняется на основе механизма, 
упомянутого в работах 11. 2. 6]. Действительно, когда при измерении 
амплитуда колебаний увеличивается, образуются новые дислокации 
и. следовательно, увеличивается рассеянная энергия, а при обратном

Фиг. 2. Зависимость внутреннего трения Л! от амплитуды ко
лебании Кривые 2, 5. б сняты при обратном порядке изме
рений. Отличие от данных, приведенных на фиг. 1 обуслон- 

ленно большим отжигом образцов.

ходе измерений, когда амплитуда колебаний уменьшается, вновь об
разованные дислокации не сразу выходят на границу или уничтожа
ются, вследствие чего значение внутреннего трения, уменьшаясь, 
всегда будет больше, чем при тех же амплитудах н прямом порядке 
измерений.

Если измерения начинаются сразу с больших амплитуд колеба
ний. то при этом образуются новые дислокации: с уменьшением амп
литуды (но при все еше относительно больших значениях её) про
должается образование новых дислокаций, следовательно, увеличи
вается и внутреннее трение. До максимального значения внутреннего 
трения число образующихся дислокаций постепенно уменьшается, 
после .максимума новые дислокации вообще не образуются, а число
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имеющихся дислокаций уменьшается за счет их частичного уничто
жения и выхода на границу зерен и блоков. Это наводит на мысль, 
что образование новых дислокаций при колебаниях происходит,™

временем, а скорость их образования, уничтожения и выхода на гра
ницу—кончена.

Наблюдения одних и тех же явлений на низких и высоких час
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тотах говорят в польз} гистерезисного механизма зависимости внут
реннего трения от амплитуды колебаний. Отметим также, что на
исследованных частотах порядка горца, как и на высоких частотах 
исследованных ранее, наблюдается изменение характера амплитудной 
зависимости и его абсолютного значения в зависимости от предва
рительной холодной обработки 

На фиг. 4 приводятся ре
зультаты измерения tgo в зави
симости от предварительной плас
тической деформации (е) на 
частоте —0,3—1.5 гц для поли
кристалл и чески X, предварительно 
отожженных образцов длиной 

а 300 о и диаметром 0,8 нм, 
состоящих из 10 — 15 кристалли
ков. У разных образцов средняя 
величина кристалликов была раз
личная. Как видно из фиг. -I. 
кривые, которые получены для 
частоты 1.5 гц проходят много 
выше, чем кривые для частоты 
0.3 гц. Этот пример и результат, 
полученный ранее одним из ав
торов (фиг. 5) |6]. показывает, 
что зависимость tgo от з имеет 
нелинейный характер, как это 

J наблюдалось и для частот в 
несколько тесятков килогерц.

В результатах, приведенных 
па фиг. 5, для каждого образца 
измерения проводились дважды. 
Первое измерение проводилось 

I через 0.5 часа после предвари
тельной пластической деформа
ции. а второе—через 24 часа.

Фиг. 4. Зависимость внутреннего трения 
А1 от предварительной пластической де
формации для различных степеней отжи

га образцов; Кривые 1, 2. 3 сняты при 
частоте <1.3 г«. а кривая 4—1.5 гц.

Как видно из фиг. 5, характер кривой от этого не меняется, 
хотя значение tgo уменьшается со временем.

Для проверки временной зависимости IgS у различно деформи
рованных образцов и оценки времени, необходимого для получения 
устойчивых значений Igo. был поставлен опыт (фиг. 6) |6].

Этот опыт показывает, что при заданных деформациях уже че
рез 2.5 часа значение tgS почти не меняется со временем. Результаты, 
приведенные на фиг. 4. получены измерением через 24 часа после 
каждой пластической деформации. Аналогичные результаты но вре
менной зависимости tgfi при различных предварительных деформациях 
получены также В. С. Постниковым |7] для сплава Ре W.
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Фиг. 5. То же, чю и шГфиг. 4.
Кривые 1 н 2 отличаются разной степенью отжига образцом. Кривые 1а 

к 2а сняты через 0,5 часа после каждой деформации кривые 
16 и 26—через 24 часа.

Фиг. 6. Временная зависимость пнутреписго трения А/ для различно пред
варительно пластически деформированных образцов.
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Полученный различный характер зависимости igo от г объясня
ется разницей в величине предварительного отжига и. ио всей ве
роятности, различной величиной зерен в этих образцах.

Сопоставление полученных результатов с результатами для вы
соких частот [2, 3. 4| показывает, что они оба имеют одинаковый 
характер зависимости. Однако, если на высоких частотах наблюдает
ся частотная зависимость положения максимума (что говорит в поль
зу теории вязкого механизма Виртмана и Келера [3| для высоких 
частот), то в случае низких частот, несмотря на наличие подобных 
результатов (см. фиг. 5), определенного выводи в пользу вязкого 
механизма сделать нельзя, г. к., с одной стороны теория Виртмана 
и Келера относится к высоким частотам п. с другой стороны, в силу 
большой разницы частот (отличие в 10՜ раз) можно думать, что при 
низких частотах действует некий другой механизм.

Выяснение этого вопроса требует дальнейших эксперименталь
ных и теоретических исследований.

Ереванский государственный yiniiii.-pone։ Поступила 19 X 1959

II»- О.. OuiLpipiipjujfi, Լ. II*. IJ*bd|՝m.rjuiG

ԱԼՅՈՒՄԻՆԻ ՆեՐՔհՆ ЕФШ ԿԱհտհՄԸ ՏԱՏԱՆՄԱՆ ԱՄՊԼԻՏՈՒԴԱՅԻՑ. 
ՆԱԻՆԱԿԱՆ ՊԼԱՍՏԻԿ ԴեՖՈՐՄԱՑԻԱՅԻՑ ե< ԺԱՄԱՆԱԿԻՑ

II- Մ <1> ո Փ II I* II'

Ներկա հո դվ ածու J ուոա. մնա и ի yrz^zzzմ է Al-f լարի '/z/»^zjz^z7z ւ'վււոմը' կախ
ված աաւոանմ ա՛հ nil) պլիտա դալից, Նախնական պլա ոտիկ </ ե ֆորմացիա լից և 
ժամանակից մեկ հերց հաճա խական ա իք լան մո ա ակա{դոո մ ոլորման աաաա- 
նամն երի մ ե ի! ուլով [ 8 } г

Պարդվոււ) Լ, որ ե իք ե ամ պլի ա ու դա լին կա խու մ ր (ֆիդ. ], 2, !ք j կարեքի Է 
րացատրե/ նալն մեխանիդմով, ինչ որ րարձր հաճաքոականաիքլանների դեպ֊ 
րում [/, 2 | (դիո լոկացիււն ահ սա իք լան հիոաե րե դիոա լին մեխանիդմ ք, ապա 
ներքին շփման րնաքիք ր' կա իւվուծ նախնական պլաաոիկ դե ֆ ո րմա ց իա (ի ց 
ք/’7' 4՛ '5)’ .’/ածր ՚>։ոճախւոկա՚հաիք լա՚հների ‘i'liJiu է՛ и1шсч A:

Ներքին շփումր' կախված տատանման ամպլիաւոդ ալից, կարոդ Հ անե- 
սալնւոե մաքոիմամ (ֆիդ. I. 2), ո ր ր 'innլէւ պե ո րացաարվամ է ներքին շփման 
հիոտերեդիոալին մե խանիղմ ով:

(•սւցի nil'll հոդվածում րերվաւ) կ ւոարրեր նախնական դե !ի ո ր մ ա ցի անե ր 
ւ՚ւնեցոդ լարերի ներքին շվւմ in'll կախամր մ ամանակից (Հիիդ- f>
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ФИЗИКА

Ւ1. А. Корахмзян

Переходное излучение вперед

В работе Г. М. Гарибяна [1], в частности, получено выражение для 
энергии переходного излучения вперед при перпендикулярном паде
нии заряженной частицы на плоскую границу двух сред. Оказалось, 
что излучение в основном сконцентрировано в малых углах вокруг 
траектории и имеет частоты больше оптических.

В связи с этим представляет интерес найти зависимость полного 
переходного излучения вперед от угла падения заряженной частицы 
на плоскую границу раздела двух сред.

Методом, примененным в работах |2|. |3) в настоящей работе 
вычислено угловое и частотное распределение переходного излучения 
вперед для случая наклонного падения частицы на границу раздела 
[вух сред с диэлектрическими постоянными s„ и :г

Указанный метод применим и здесь, так как формулы работы 
|2| применимы не только для столкновений заряженных частиц, пои 
при всяком резком изменении поля движущихся заряженных частиц, 
что, в частности, и имеет место при переходе частицы через границу 
раздела двух сред.

Пусть частица с зарядом е и со скоростью V\ пролетает под 
углом փ к перпендикуляру, восстановленному к плоской границе раз
дела двух сред. Плоскость, определяемая скоростью падающей части
цы и перпендикуляром, восстановленным к плоской границе раздела 
этих сред в точке перехода частицы, примем за плоскость XZ, а оси 
координат выберем, как указано на фиг. 1 работы |2|. Для опреде- 
деления переходного излучения в единичном телесном угле, в еди- 

(/ Տ՝ничном интервале частот Ա’ ,,(։»։Չ)=— ------ , в точке (Яо, <?, ։>) второй
հ/Զ մ՛-

(:,) среды, рассуждаем совершенно аналогичным образом, как и в 
работе [2|. В отличие от работы [2]. здесь й—угол между вектором 
/Հ и положительным направлениям оси Z.

Для вектор-потенциалов поля заряженной частицы непосредст
венно до и после входа ес во вторую среду (:է) можем соответствен
но написать
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Д2

е У,

1-]
с

Р •<։+/)• 'Խ֊ |/е2 С

է” И,

С'Л0 I-] ^.'Ճճճ. 
с

ւ-1Հ.՞*ւճ»

(֊*•/)• Ц-

Здесь ք коэффициент отражения для волн, отраженных от гра
ницы во вторую среду, ^—скорость частицы, У2—зеркальное изо
бражение вектора к’։ в первой среде, когда частица уже вошла во 
вторую, //յ -единичный вектор, имеющий направление луча, исходя
щего от заряда, который преломляясь на границе раздела двух сред, 

п
попадает н точку /?։|, а п2= -.

Ra

Имея в виду, что

cos (У,, A') «sin փ, 
COS(Vj, У)=0.

cos ( У:, Z)= cos ՛;,

cos (zz։, A')=$i n U • cos հ

cos (//■,, У )-=$in ։’-sin

eos(H1,Z) . / յ :և.տ1,ր֊։> ,

cos( V2.X)=$in ՛;, 

cos( V2, У)=0, 

cos(V2, Z) — cos՛;,

cos A) =sln ։< -cos<p.

cos («2,y)=sin ։» - sin

cos (//... Z)=cos ։».

(2)

(3)

и вычисляя компоненты потенциалов и А. из формулы

Н =֊ •5[.4../г2|-|.4։7?,||

найдем /7,. а потом по формуле

| г} с-Н -.R;.

|4)

<51

интересующее нас излучение

и՜... («,?) = —— ~ ■ siп» ---------- ----------------
4п’-<? | | տ2Հ5<օտ (п} И։)

I ֊
I | ^ScosC/ZpI/j) |

sin-' 1>

I— /շյ-3-cos (лг2. И2) 1-) г, • 3 • cos I/?... И,)

>'.(/-sin ф-соI— * * 4- !/ J-cos z- cos՛; — k sin փ -in ;)4-

_____ ք cos I)
1 -I gjpco(/?2,И.л)
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cosft________ __ 2»/-sin fl.sin -stn Ф 3
ւՀնյ-^-օօտքՀդ, И,) I I \-3-cos (zu K) 

где

c°s(/?։,z։) = Sin fl-cos ^-sin о- ■—2-J-cos l/• I 1 — ՜’ sin2 ։• ,
I Տշ » S3

cos(z?.,, И,)—sin l>-cos «-sin ձ *• cos >i-cosO. (7)

C’OS(«2, V3)=Sln fl-COS sj>-sin փ -COS b-COS 0.

Сравнивая формулу (fi) с формулой (9) работы |2J .мы видим, 
что они совпадают, если в одной из них сделать замену 3 на 3 и 
О на — Л.

Если нас интересует полное излучение (S) во второй среде при 
■4>=0. ֊.- и =։=1, го воспользовавшись формулой (6) и соотношением

Н/=֊—(8)
3.rcos»-t-1 ^2—Յյ-տ։ո՝։» 

получим

Sin2 b-COSr il
(1 Յ՜-'.cos- й)2

(Տ_|)(է_թ g|s-sln?ll) H . (9)
• ՚ I (з-cos >Ч-| г — sin“b)( I ֊֊ ?| i—sin2*)) I

что совпадает с формулой (13) работы М. Г. Гарибяна | 11.
Для случая же идеальный проводник—вакуум (з2«= ֊», г։=1) и 

для любого փ формула (G) совпадает с формулой (И) работы |2|, то 
есть для такой пары сред распределение и величина излучения я пу
стоте не зависят от того, входит ли частица из вакуума в идеальный 
проводник или наоборот'.

Для того, чтобы выяснить вопрос о распределении интенсивности 
переходного излучения вперед вокруг траектории, удобно формулу 
(6) написать в системе координат (.VyZ'i, которая подучается пу
тем вращения системы (Л'У/) вокруг оси У на угол > так. что по
ложительное направление оси Z' совпадает с направлением I7,. Тог
да. воспользовавшись формулами преобразования координат, можем 
написать (обозначения со штрихами относятся к новой системе)

cos (V J, Л՛' )=(), cos ( X') =■ si и 2 i,

cois(V'։,y') 0. cos( V:, У')-0.

cos ( V(, Z')=l, cos ( K, Z')=—cos2Z (10)

Отмстим, что в работе |2| на фиг. ՛.՛ развальные размеры ветви <• увеличе
ны в 1(1 раз.
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COS(zzvA")—- 1 -cos ։>'-sin'Հրօտ j-I- Ui -sin H’ -cos <ք-օՏ -ն- 
I - ։

—-sin 4>| 1 — ~siirf).

cos(zz1։ — i—֊ cos »'«sin- j-J- -—-sin ։>'-cos У-sin շ-օտ ՛>- 
V Г Յշ

4COS У । j_Jsin2fj։

I - 
cos (zz„ У')и=—^-sinft'-sin «?'. (II)

cos (zz.,, .Y')=sin ։•՛ cos<? . cos (//... У )—sin ։»'-sin -՛,

cos (n.:. Z')=cos 1Г.

Проведя расчеты и дальнейшем в таком же порядке, что и г 
системе (XyZ), получим

IV՛ ('*'.?') = Ճճ... /' J------——L-------------- -- •։.sin I)'-Sin —
•U-.t| )1֊| -,.З.СО8(яЛ։)

__________ 1___________.______/«cos 24»_______
1-1 3i«^cos(z/2. V։) 1-| Cj-i cos(n... V,)

• sin »'.տՏո<?Հ}.4

I I , /-cos 24» .4j ------ -— -------------------- 1--------- ---------- ՛ --------- sin d -cose
I [l- г ;։« 5«cos (//... И։) I I ij-5-cos (я,, И2) 

/•Sin 24» н, 14֊/ x.------—--------- -- ------------- cos i՝' . -։x
I- I 3։«'*.cos(tf2, V.) I — |Z cos (zz,. V։) s.

• ( COSO', sin'j’ COS, փ 4- sill O'-COS У COS՜-j—sin‘Խ

,, /sin2'^ .k • ------- ---------------------- • sin » -sin Ф
I—I 5։ -3-cos (//.., !/..)

(12)

•где косинусы в знаменателях определяются по формулам (10) и (II), а

sin" ։>=su!" a՜ t cos'-’Я -sin-'i sin՜՛ ։>’-cos"y-siiry 4

4 2-sin O'-cos N'-cos Հ-տյււփ-cos Շ. (13)

В случае, когда ֊և,=3. и լ-I формула (12) приобретает вил

IV--——
4 г2. с

1

sin 4-sin
•3-cos (z?։, V,)

/• COS 2փ

=.

I -3-cos (zz?. Vj I 3-cos (zz.., K) 

/«cos2j>

•sin ։> -sin

cos {n.., Vj) I - 3-cos (z?2, V.)
sin ։>'-cos<y —

i
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+-------ձ£ճ2ձ---------cos В'------------ 1-------------------------Ճ+Z'
I Յ-cos Հո... К) 1 — | s -Յ-ըօտալ. 1Հ) i

X(cos ։>'.<ւո ձ-cos у֊ sin ։>'-cos«’-cos"о—sin փ-1 • sin2») —

/ sin »'-sin <Հ-տու 2ձA’ • յ---------------- 1--------- •
I — 3-cos (n2. 1Հ) 

(14)

причём
cos (n.., V։)=4*.os

cos (zr, V2 )—sin »‘-cosc'-sin 2ձ֊ cos <)'-co$2'p. (15)

lz՛֊ •cos(z/1, l/)=cosO’-shf > ‘-sin»'-cos<p’-sin /cos>4cos ■/ | sin2։».

Для нахождения полного переходного излучения во второй сре
де. необходимо проинтегрировать выражение (14) по частотам и по 
углам. Из (14) видно, что при больших энергиях частицы (^1), из
лучение в основном сконцентрировано вокруг траектории частицы в пре- 
юлах угла »)'~| 1—3* При таких V' учитывая

cos »=COS il'-COSO—sin »' -COS 7՛-Sin 4 (16)
из 115) можно написать

I Դ •COS(Z/1. Vj)՝ տա՛” ձ 4 COS’>- շ-sin2'Հ если

откуда следует, что основной вклад в излучение вносят частоты боль
ше оптических, для которых имеет место

1 3 3 г ■ 1շ = 1-------. где —<& ! •
W иг

Подставляя значение : л (15) и разлагая корень в ряд, можем 
нависать

I /=.?.cos(«։, l’,)=l-։3-cosb + — Հ.օտ--5 
2w2--------

cos 4

при cos2 4^ —; (т. к.
ur

1 cos U
Из (16). при էՀ'ձ< —=.------- ■՝■֊ cos ,

1 1—3- cos Փ

поэтому 1 -/г • ji-cos («,, У,)=1—3. I՛ = —$in2 ՝•>'.

При таком ограничении для Հ формуле (14) можно придать вид

«• = -Ջ-Ur ____Д____ . И/_ !+/+(!-/)ՎջօտՈ х
| 1 31 շ-sin2»' շ 1—32-cos՜’» J

■Հ(/՚.տ1ո?՚-/.շօտՀ) -j----------- !!'■ ■ + ф I (17)
I-/I г֊֊sin՝»' շ 2-«г Г
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. .. /-sin О’-sin?' cos2փ w /-sin “‘-sin <Հ։ Л С. • -“՜ ՚ / * ՜*՜ / ՜
1 Յ-cos (пV<) I -f-^COS

/♦sin «»'-cos г’ .. / s«n o'-cos ?'-cqs2j 
1+3• COS !>՛ 1—p-COS (Հ7 . И;)

. /-cos u'-sin 20 i sin »'-sin ?'»sin 2ն
1 — -i cos (wr Va) I - P • COS I nz, V,)

Величина Ф мала т. к. при выбранном приближении для ՛-. /^0. 
л знаменатели далеки от нуля. Дейггпительно. при приближении 
cos (//. V’.) к единице V и V) становится параллельным плоскости 
раздела сред ЛГУ, но в <том случае переходное излучение вообще 
исчезает [2]. Сделав подстановки

|+/------------ 2:<Օձ° I -------21 ■ (IS)
>cosi)-M ; sin2 ft cos։» I :—sin I»

после несложных преобразований вместо (171 получим

U7=_£2L.r,.Sine---------------------- ---------------------- ---- х
4п*с (I ֊ i-'Co.s-ft')(-’Cos в I j-sin?։»)( I —/-I •$in*ft‘)

X(/-sin< J-cos? )-rj • - ֊-֊^.1-=-- 
1 3 | 2—sin-»

(1Ю

где R=cos l)(i :-sin:»*l.

R( j)—V-: »-.s-sin ft'coso -3-cos»-| sin-0' 4՜

փ/՛cos ։»՛• I s—sin2» Հ-cosO՜-l (։- sin-»)(s—Sin2 O'). R(-j=0)—0. (20)

Оненин порядки величин R. и R( У» получим, что а
иг

R(6) и. следовательно. R(.) можно отбросить. Отношение нго-

рого члена к первому по порядку величины есть igy-l I ПОЭТО

му при 1gУч յ у*. 7^֊ второй член в квадратной скобке можно от

бросить и тогда получим

W' ■• =х
С

COS ft c-I)|1-V-M -Stn-Г)
I : cos #4՜՜| I $in=0 

что совпадает с формулой 
ձ мы имеем следующие два

(I s-’-cos2» )(1 3-| г stп-В )

(9) или с формслой (13) работы 111. Для 
условия

COS:?5>—_ И ափ 
w I 1-*г

1
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Из работы III имеем —7^-֊——-__/а Г1֊?= поэтому первое условие, на

кладываемое на влечет за собой второе.
Таким образом, полное переходное излучение вперед есть

е'-'-Р з 
З-г-Г 1~2

(см. работу | Г|>, и не зависит от угла падения частицы

при установленном здесь условии cos26^-^.
<1։՜

Автор выражает глубокую признательность Г. М. Гарибяну и 
A. IL- Аматуни за обсуждения и замечания.

Ереванский Государственный 
университет Поступила 31 X 1959

*։». Н.. ՊՀորխւՐապյաՕ

ԱՆՑՈՒՄԱՅՒՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ ԴեՊհ ԱՌԱՋ

1Լ Մ Փ II Փ П է՝ 1Г

iibji^ui հոդվածս։ մ ստացված I; րանաձե, "(՚ր տալիս Է լիցքավորված 
մասնիկի' երկս։ միշավալրերի սահմանի թեյ։ անցման ժամանակ դեպի աոաջ 
արձակած ճաոադա լթ ման ինտենսիվության բաշխումը Ըստ անկյունների և 
րսս։ հաճախս։իք քան։

Ցուքց է արված, որ ճսաադալթո։ մր հիմնականս։ ։! կենտրոնացված /; 

.։։րաեկաորիաւի ^"Լրջր ւիււըր' --- յՀ անկյունների մեջ։
հթե լիւյքէավորված մասնիկը > x թափանցիկ միջավայրից անցնում /

վակուում 6^= [ ■ ե եթե անկման Շ անկյունը բավարարում կ (,‘ՕՏ ,՜հ> ___
CO

պայմանին, ապա դումտր ճսասպա լթ ում ր դեպի ասաց անկախ է անկման

անկյունից ։ Այստեղ с»-7/ ճս։ոա։լալթման հաձախութրսնն է, իսկ 3=:------------
П1 

սրտեղ N-ը էլեկտրոնների թիվն կ նլսւթի միավոր ծավալում է
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

По поводу работы „О приближении аналитических 
функций целыми функциями"

В работе, цитированном в заглавии, опубликованной в V֊ 6 го
ма XI (1958), по недосмотру автора вкрались некоторые неточности и 

, опечатки. Пользуясь случаем мы одновременно приводим некоторые 
уточнения теоремы 1 (стр. 7).

1. Условие I. наложенное на функцию л(л) (стр. 3) следует 
сформулировать следующим образом:

у==л(х) представляет гладкую линию, имеющую монотонно 
меняющуюся (п»и |л >с) касательную* и асимптоты, которые 
лежат сверху кривой и составляют положительный угол Հ

2. В первой строке стр. 4 выражение „в начало координат*4 
следует заменить выражением в бесконечность.

3. Для R. (см. формулу (24) на стр. 12) в работе дана грубая 
оценка в силу чего получена грубая оценка (12) (см. стр. 7), а эта 
оценка в свою очередь влияет на теорему I. При точной оценке R-, 
мы получим более сильную теорему. Мы имеем

ք Р /К-Л+ I .
ОИ(Р) Г лр1.х1 ) d. (24)

?(р) J V

Оценим последний интеграл. Для этого отобразим область D, в 
конечную область G при помощи преобразования «.’,=(24-2/)՜՜ *.

Тогда точки г= ■». 0, i переходят, соответственно, в Wj=0.

—, - / Отобразим область G при помощи преобразования к>2= 
շ

—Կ*(ճ?յ) на круг | к>а I |<1 так. чтобы точки 0, —, — i переходи֊ 
2

ли, соответственно, в w2=0, 1, 2. Тогда, по известной теореме Вар
шавского, для модуля отображающей функции при |-г£/,|<а. получим 

а
■4r(^)|>C5<?xpL^f^֊l>Cse ',У, 

I J р&(р) I 
|w»l

так как $(р)>?, 0<8<г. где В—угол между асимптотами



148 Пксько п редакцию

Круг |ол,—1|<| отобразим на полуплоскость Rew>0 так, чтобы 
точки <»շ-О, I, 2 переходили в точки г»=о®, I, () Очевидно, что это 
отобр а ж е и и е осу ще ст вл я етс я фор м у л о й

2-w. г$=------.
ш..

Отсюда 

iw|c ֊— ед՜ \

Поэтому, для функции, отображающей D, на полуплоскость 
/?<?№-■(). получим

u (z)=max A(z)l< G|z| > ,
1«1

причем /х(0)=1.
Отсюда и из (21) получим

с/И(р)р ՞ Лью I .

?(?)
Тогда, учитывая эту опенку и оценки, полученные для А’:, К2, R3 и 
/?4 (ем. стр. 12 основного текста), получим

lF(z)|< ՚հ м (?) II. 
£?(р) ] (25)

В эту оценку входит вспомогательная функция г.(х), гак как 
?—I տ* |, (R).

Правая часть неравенства (25) для данного <?(х) растет медлен
но. если t=kR, kz 2. ар принимает указанные значения при л(х)=Сх, 
С<|. Таким образом, для модуля аппроксимирующей целой функции, 
вместо оценки (1'2), получим оценку:

CR֊M(kR)]c[ '
(kR)

\zl^R.

Г. М. Аветисян
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