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МАТЕМАТИКА

С. Л. Акопян

Интегральные преобразования, связанные с 
дифференциальными операторами бесконечного 

порядка

Как хорошо известно |1|, |2|, если функции А'($) и II(s) опре

делены лишь на линии $ = — -р it (֊- _х. <Հ/<Հ 4- со)> обе ограниче- 
—-

ны и удовлетворяют функциональному уравнению

տ) = 1, Res = —. (Г)

то они порождают определенные интегральные преобразования в классе 
L*  (О, 4- со).

А /?,(х) А։(х) .Именно, если —— и —--------суть соответственно трансформа-
X X

цин Меллина функций и ——, то каждая функция f(x)
1 —s 1—s

из класса /,2(0, 4-°°) имеет две трансформации, определяемые почти 
всюду на (0, 4- °0) формулами

. Հ d С k.(xv) £, . , (*) ““ — I ֊ —֊ /(у) <v, 
e/xj у 

о

gh (х) = ֊ I —J—'v)֊/(y) dy. 
(ZxJ у 

о

При этом функции gk(x) и gn(x) из класса ձ2(0, ֊г х ). и почти 
всюду на (0, 4-«) справедливы формулы обращения

/(*)  = ֊ ( հ'(ЛУ>- ёк(у) dy , 
dx J у 

о
^€(0, 4-0.)

f(X) = ֊^֊ 1 ^^Lgh (у) dy . 
t/xj у
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В § 1 настоящей статьи строятся прямые и обратные интеграль
ные преобразования для случая, когда функция X(s) и Н (s) вместо 
il) удовлетворяют функциональному уравнению вида

K(s)H(\ — տ)Փ,(1 —տ)Փ2(տ) = 1, Res = —-

при определенных ограничениях, накладываемых на функции Ф։ ($) 
и Ф2($'[.

Определяя смысл операторов Ф, ( -х | fix) и Ф„( -х \g(x), 
- ՚ ах Г 

мы устанавливаем, что для любой функции fix) из класса

Ф։ | — х ֊֊j f ՛.л-1Հ- L2 (0, ֊ւ «) формула

. . d Г А. (лгу)' . / d \ .. .Տ(*)  = ՜ր ՜ '՜"...ф4 >'3-
dxj у \ dy !

о
почтя всюду на 0, - <•») определяет функцию g(x) из класса

Ф3/ -А- ֊/ ) g х) է Լ. (о, 4- «>). 
у dx /

Вместе с этим имеет место формула обращения

., . d Ր А. л-у I . / d \ ,f(x) =■ — ֊* —Ф։( у \g(y}dy.
dx J у \ dy 1 

о

почти всюду на 0, -г00).
Установленные здесь результаты представляют собой дальнейшее 

развитие теории интегральных преобразований Ватсона-Планшереля.
В § 2 приводятся различные следствия из теорем, приведенных в 

§ I.
В частности, в случае, когда Фх($)= 1. приводятся формулы об

ращения для некоторых известных интегральных преобразований (Лап
ласа, Стильтьеса и др.) в классе А_. 0. °հ), которые ранее были по
лучены Винером и Палеем [3]. Поллардом |li другим путем.

Но кроме того, на основании результатов § 1 даются обращения 
некоторых новых специальных классов интегральных преобразований.

Автор считает своим приятным долгом выразить признательность; 
своему учителю проф. М. М. Джрбашяну за ценные советы и руко
водство при выполнении данной работы.

§ I. Обобщение теорем Ватсона-Планшереля

Г. Приведем сначала формулировки некоторых известных ре
зультатов из теории преобразований Меллина. которыми мы будем 
пользоваться в дальнейшем.
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Две функции/-Xi и F\s) являются преобразованиями Неллина 
одна относительно другой, если они связаны двойственными соотно 
шениями вида

F\s՝,= j/(x xs“’rfx, 

о
c-rl*

(1.1)

Ա.2)

Пары преобразований Йеллина будем обозначить соответствен
но через /(х), fi.si; g(x), О s ; £(х), /< s k(x), H's) и г. д.

Имеют место следующие теоремы [1; § 3, 17].
Теорема A. Если /(х) -< L.. (О, тогда функции

(1-3)

при а - ֊ « сходятся в среднем квадратичном на прямой ( - .

----- 4 i *»  ) к некоторой функции F (տԼ Функции
2 /

fix. а) = ֊֊ F(s)x~^ds. х>0

Г , ----ш
О

(1.4|

при а----- ֊< на полуоси (0, — 00) сходятся в среднем квадратичном
к fix).

Обратно, если F si • Ճ.Հ -1- — i <*,  ֊4֊ i х . то интегралы 1.4) 

при а ֊*֊  -f- *-  сходятся в среднем квадратичном на (0. — к неко
торой функции/(х) Д2(0, 4֊ =?). Тогда интегралы (1.3] сходятся в 
среднем квадратичном на прямой Res = -^- к функции F(sj.

Теорема Б. Если f\x А2(0. -}- <?) и g х ^L2{0, + °0)» нюг- 
да имеет место равенство Парсеваля

t/(^)g(A)

о

2-г/-

dx = — f F(s) G(\—s)ds. 
2г/ J

(1.5)

Заметим теперь, что если / то для любого у>0 
имеем также /(ху) £2 ;0> i. Из (1.1) или 1.2՛ следует, что Ր ՚Հտյ у~Л 
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есть преобразование Меллина функции /(ху), поэтому формулу 1.5) 
можно написать также в виде

•• 2
\f{xy)g(x)dx _= J J Л(5)С(1 -s)y-4s, y>0. (1.6)

0
2

2 Определение 1. Относим к классам Փճ и Фг, все функ

ции Փ(տ), определенные на линии Res— -- и удовлетворяющие 

соответственно одному из условий:
а) Փ(տ) есть полином определенной степени т > 0, не имею

щий нулей на линии Res֊ — ;
2

б) ф ($}=£(), Res=_L и существует неубывающая на полуоси 
Հր

[О, +~) функция р [t\, такая, что

tp' (0 է 4- И+*

(1-7)

|Հ( > &>().

Докажем две предварительные леммы.
Лемма 1. Если Փ(տ)~ Ф.», то существует последователь

ность полиномов (РП տ)| (л=-0, 1,...). для которой

Игл Рп (տ) = Ф (տ ), Res = —•
Ո- » 2

|P„(s)|<Af|<t>(s)|, (л-0. 1,...). Res = j-.
Л*

где уИ постоянная, не зависящая от п.
Доказательство. Построим непрерывную функцию /„(/) так, 

чтобы отношение

А (0 
ф(г+"

равнялось нулю вне интервала ( — п — 1. п — 1). единице в интервале 
| - - п, л] и было линейной функцией в интервалах |— и — 1, //], [//,
//4-1]. Но, как следует из теоремы М. М. Джрбашяна ([5], стр. 371), 
система полиномов полна при приближении свесом |ф( ֊֊ it ) . По

этому при любом натуральном п найдется полином Q,, (0, для которого
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Следовательно, при — « < t < 4-

|Հյ„(ք)1<2|փ(՜֊-+։-ք)

кроме того
I Չ՞ <71 1

(— n^t^n}.

(л = 0, 1,...)

Иначе говоря,
Ит(?л(О = ф(-~ и\ (“ °°
л-со у 2 Հ

Теперь остается представить полиномы Q„ (/) в виде Рп ( -4- it )•
\ 2 /

чем и завершается доказательство.
Пусть Փ(տ)ՀՓձ, тогда, по лемме I, существует последователь

ность полиномов (А. (տ)), 5 = - - 4- it (/г = 0, 1,...) таких, что при

Res = —
2

| Л, (տ) | < Л1 |Ф (տ) ]. (л = 0, 1, (1.8)

11m Բո (տ) = Փ (տ). 
ո- »

Определенней. Пусть Փ (տ) " Փ*.  Обозначим через 
ф( — x —\f(x) предел в среднем

* ‘-Ito из полноты следует существование полиномов </ц (/ с указанными свой
ствами. было отмечено Поллардом [(>).

\ ах/
1. L гл. Рп(—х յ (х}
п-^ \ ах/

для любой последовательности полиномов |РЛ(5; (я = 0, 1. ... ). 
удовлетворяющих условиям (1.8) если он существует.

Лемма 2. Пусть функция /'is) такова, что Փ(տ)/-(տ)Հ-

где Փ (տ) < Фд или Ф». Тогда будем иметь-.



Փ(տ) ժք/пь полином степени ու и տ* F (տ) ; ՜4՜’ .< ՜-^[

(Л = 0. 1. ... ) — в противном случае

б) существует Ф j — л ) /(л) и является преобразованием 

Меллина от (функции ^(տ)Փ(՜տ).

*

Доказательство. Положим сначала, что Ф (տ) Ф» не сво
дится к полиному. Пусть

5*  Is
Ct; ~ SUD ------- •

»«-•.՛. ф($) I 
тогда

j |5*F(s) 1|frfs С<7*  |Ф (s) F(s) |Ms< 4- «հ (£ = 0,1,2..;). 

-г*

է ] I
Так как sfc F (տ) ■ Ls J —-----/«,— — /<» j. (k — 0, I, ...). то интегралы

•gyrj Л (s) .Հ՜՚Ժտ, X Ն 0 (£ = 0,1,2,...) 

Н*  
абсолютно сходятся.
Последовательно применяя операцию — л՜ а- к обеим частям формулы 

dx

\ F^x-'-ds 
“Г'1

получим 
* -г/*»  

/ d \ k 1 Ր
-Д’-Н /(•*)  = — F($)s*A-^,  ^ = 0,1,...). (1.9.

\ dx) 2r.i J

Если (Рл(5)) (n. = 0. 1, ..) произвольная последовательность по
линомов. удовлетворяющих условию (1.8), то из (1.9) получим фор
мулы

?+i“
ք Բ[տ]Բ„(տԱ֊'մտ. (»=0, 1....). (1.101

\ dx/ 2гл յ

Пусть
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<?.(.г) =-—Li.m. i F\s Փ(տ).հ 'ds, 
'2~i ս-+«յ

(1.11)

тогда из 1,1.10՛ и (1.11) получим:

= 1.1.т. (՜ Л(а)[Ф(«)-/>„(»)|х 'ds.

J—/«
Отсюда, из равенства Парсеваля для преобразований Меллина, имеем:

®(х)-РЛ-л ‘‘ }f:x dx = — [ \F s =|Փ(տ)-P„isi-ds =
\ ax) 2тЛ J

\֊'~

= -!-(■ ք(տ)Փ(յ)|4 (1-12)
2-i.l Փ(տյ|

Так как F(s) Փ s - L2 то для данного г>0 чис

ло R.= R г) можно выбрать таким образом, чтобы

[/''(Տ)Փ(տ)'է2Ժճ<£,

Правую часть (1.12 можно записать в

Res - ֊
2

виде:

. м3)

֊7 ք |/?(տ)Փ (Հ|3|1 Л, տ.
Փ(տ)

гл

J -iR
рг։ s ՛■
՛Ի (տ)

d s 4֊

՛ ds -

1 1

+ ֊֊1; ք ^(ՏյՓ^Փ-^ն.^
2n/.J | Փ-5)

խ-’!>/?
֊ /Г !՛/?■• + /J"’ (R).

Но полиномы P.-,(s) таковы, что

sup |=Л1<4֊оо, (л =0,1,...),
փ(տ) | >

где Л1 не зависит от п.

(1-14)



10 С, А Акопян

Поэтому в силу (1.13)

|/?։(₽)|<Ме, (Л=О, 1,2,...). (1.15)

Далее, в силу второго из свойств 1.8) полиномов Рп($)

Нт/’՞’(/?) = 0. (1.15')
Г,-

Из (1.15) и (1.15') следует, что

1. ։■ ու. Р„ (-х | f(x) = Ф (Д'). 
\ dx)

Заметим теперь, что если Qn(t) = Рп | 4- <7 j (—х>< է ՀԼ-усо),

то из существования
l.i.r n.pj ֊ х-^-)/(х) = ?1х)

следует также, что

֊Լ1.1. гп. Q„ (ix d ն xf!x'\ = v (л).
У x л-« \ dx/

Действительно, легко проверить, что

— Qn(ix-d- Чл/(л) = -Д-1 Pn(s)F (s) x-'ds (л=0, 1, ...), 
ух X dx/ 2»/J

т. e. zx— ]| xf(x) = Pn ( — x -^֊ V(x) խ =0, 1, 
У x \ dx! x dx)

откуда следует наше утверждение.
Если же функция Փ(տ) есть некоторый полином степени т .> 0, 

то обозначая 

ст.к — sup 
Rcs-V» Փ(տ)

>k =0, 1. ... , •

имеем
.’-г/да ’,+/«

|տծ/-՚(տ) fds^cm.k\ ^(s)F(s)pds<4-~ (k = 0, 1. ... w)

.•-/да J-г»

и из (1.9) при k = 0, 1, ... , т легко следует формула

ф/-х-^՝)/(х) = ?(х)
X dx)

т. е. справедливость леммы.
ՅՀ Перейдем теперь к доказательству некоторых теорем, являю

щихся естественными обобщениями теоремы Ватсона-Планшереля |1|.



Интегр преобразования, связанные с дифференциальными операторами 11

Теорема I. Пусть на линии s = — -f- it ( - - ~ <Հ г < ■ •») 

функции K\s . /•/(տ). Ф։ s’. Փշ(տ) связаны, соотношением

K\s)H{\ — si Փւ (1 — si Ф2(sj = 1, (1.16)

где Ф։ (si. Փ8 (տ) ֊ Ф<։ или Փ*  и

sup |ճ'(տւՓ2(տ) < + -. (1.17)
Rte-1.'։

sup I H(s)' < + (1.18)
Rw-’/j

Тогда для любой функции f(x) из класса Փէ I —х—- |/(х) 
\ dx)

Z2(0,4-»), формула

g(x) = ^- (1.19)
dx J у է dy / 

и

определяет почти всюду на (0, —°0) функцию g(x) из класса 
^Հ-х ~-^g(x)^L.:(0, •-«>). Почти всюду на (0, =») имеет место

двойственная формула

7ս) = ճ քշճԼՋւփ/^ՃԽէյ.)^, (1.20) 
dx \ у \ dy)

Доказательство. По теореме /1 существует предел в сред 

нем на линии Res = —
2

«
1. i. гп. (Փյք — х ■— V(.v)-x,“1 dx.

a я> J \ dX/
i;e

и по лемме 2 этот предел равен Փ։(տ)^(տ). Из (1.17) следует, что

/ք(տ)Փ1(1-տ)ք(1-տ)^£Հ1-֊/% у+<~

Если обозначим

т/и
g(A-, <11 =-i-/<(տ)Փ1(1 ֊ տ) 5(1 — s)A— xds, (1.21)

\-խ

то по теореме Д существует предел в среднем
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g(x) = 1.1. m.g (а\ а), 
«■• + *

причем g (л) н L . (О, — «*՛).
Пусть

(1.21')

G (ճ) = I. 1. пт. xx~}dx, Res= — 
2

(1-22)

а
тогда из (1.21) и (1.22) следует, что

G(s) - №տ'յՓյ(1 — s)F(l —տ), Re 5 = (1.23)

Далее, из (1.23*  и (1.17) заключаем, что 

1
2

и в силу леммы 2

Из il.21 имеем:

л՛ 1+М
{*£(«,  a)dtt = ( —՜4՛ ФД1 — s) Л( I — s)A-’ ' ds
J 1— s

откуда, имея в виду 1.21') и переходя к пределу при а-^Ч-сс, по
лучим формулу

.г J-i-fx
\g{i^dti^-]- С Z-—Ф,(1 -s).:f(l- sjx1 s ds. (1.24)
J 2“Z .1 1 — s
* 

причем интеграл справа сходится в обычном смысле.
По теореме Б формулу (1.24) можно записать в виде:

(g (и) du = | ֊։_(±ԼԼ Փւ ( _ v Ճ ) f j y) dy.
.՛ J У \ dyj
о 0

т. e. утверждение (1.19) установлено.
Из (1.23) и (1.16) получим

/••(տ) = //(տ)Փ..(1 s)G(l— s). Res=y- (1.25)

Так как Ф211 — s) G (1 — s) I... j —— : » \ т0 в СИЛу 1.18)
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/•/(տ)Փ-ւ1 - s G(l-s)(£J ' ֊X*.  —■

Обозначим

\+,а
f (х, а) = ~ || /7 (տ) Ф2 (1 — s) G (1 — s) x-‘ds.

тогда

x
\f(u> a } du

6

—(ճ)- փ։ (i _ 5) a (I __ s)
1 — S

1.26)

и так как по теореме Я I. i. m./(«. a) =f(u). то из (1.26 следует

1 ք 7ճ(ձԼ 2~i J 1 — s
’ — ։»

Фх( 1 — s) G (I — .$) x’ ds (1-27)

По теореме ձ' формулу (1.27) можно записать в виде

\f(u)du = Фи(—у—')^(y)<v.

о о

т. е. утверждение (1.20) также установлено.
Очевидно, что при Ф։($) = Փ2(տ)տ 1 из доказанной теоремы сле

дует теорема Ватсона |1 теорема 129՛.
Легко видеть, что если взамен 11.17 , (1.18) выполняются условия

sup | /7 (տ) Ф, (5) |< — sup | A’ls ) I Հ — *>.
Re։՛-1 յ Res-* ’/։

то в теореме 1 утверждения (1.19) и 1.20. меняются местами.

Теорема 2. Пусть на линии s -it ( — °°< £<+ 00)

функции K{s), H(s), Ф։ (ձ՚), Փ2!Տւ связаны соотношением

տ)Փ2(տ) = 1. (1.28)

где Փյ(տ). Փշ՚տ) ՜Փ« или Փ*  и

sup К ($) Փշ (s) ; < 4- х.
Res-}

sup /7(տ)Փյ (s) I < 4- 
Rw-’

Тогда для любой функции f(x) аз Ls(0, 4՜°0) формула

(1-29)

(1.30)
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f/xj \ dy1 у

определяет почти всюду на (0. -г функцию g(x՛, также при- 
надлежающую к классу L~(0, ■ «•). Почти всюду на (0, Н-©о) имеет 
место двойственная формула

fW “ TL I ՓՀ-? Հ R (V1 dy.
dx J \ dy/ у

(1.32)

Доказательство. Пусть / х) — произвольная функция из 
Л а (0, 4- »), так что F ($) Л. (-i-----i «*,  ~ փ i « j. В силу (1.29)

ձ-(տ)Փ։(տ)ք(1-4>ՀճՀ1--/֊ -֊-+/«< )•

Пусть g(x) ее преобразование Меллина. Тогда

klM)rf« = -l-l՜ (1.33)
J 2к1 J 1 — s

յ-i»

Но по лемме 2 —(-֊-—°*  - преобразование Меллина для
1 — ճ

Փ2ք —х— Поэтому, в силу формулы Парсеваля для преобра-
\ dx/ х

зований Меллина, 1.33) эквивалентна равенству

\g{u)du= \ ^)hS±yL.f(y] dy, 

о о

откуда вытекает, что почти всюду имеет место равенство 1.31). Так- 
как

G(s)-K(s)* ։(s)F(l—s), Res=֊֊.

то и силу 11.28) следует, что

/ր(տ) = /7(տ)Փ,(տ)Օ(1-s). Res֊-֊--

Отсюда следует, что

(’/(u)rfu-— С (1.34)
J 2հ/ J 1 — տ
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Наконец, гак как ֊-------преобразование Медлина для
1 — տ

. / d \йДх]Փյ( —х—)-Ы~, то
\ dx/ х

^f(u)du 

О

!հՏ±ՃԼ.ՏԴ, dy.

о
Справедливо также следующее обобщение теорем 1 и 2, доказа

тельство которого мы опускаем ввиду того, что оно сходно с доказа
тельствами теорем 1 и 2.

Теорема 3. Пусть на .гании տ = J.. .1 ц ( _ » <Հ է < + «

функции К (տ), //($), Փր(տ ւ. 4‘յ (տ), Փ. (տ), ։1Հ(տ) связаны соотношением

K(s)H(\ —տ)Փ։(1 ֊տ)4\(1 ՀւՓ2(տյ4Հ(տ) = 1,

где Փ1(տ), Փ2(տ), 4րյ(տ), ԳՀ(տ) Фд или Փծ и

sup I K\S] փշ(տ) 4Լ(տ) |< -|- °Տ 
Rcj- 

sup /7(Տ)Փ1(Տ)|<-}-^.
RW-’

Тогда, для любой функции f(x) из класса Ч\

Т..(0, -*֊  ■»), формула

ах.1 \ dy! v \ dy/

определяет почти всюду на (0. -f- =») функцию g(x принадлежа

щую к классу 4Հ / х — \g (х) Հ £» (0, 4 ). Двойственная формула
' \ dxj

f{X) = Հ (փՀ- y-!L\bCsyLiv/yd\ 
dx J \ dy/ у \ dy/

также имеет место почти всюду на (0,
Теорема 4. (Аналог равенства Парсеваля]. Пусть удовлет

ворены условия теоремы 1. Тогда для любых функций /։ (х) и f-.(x). 
оля которых Ф։ ( —х -- )/х (х) - L., (0, — х՛). Ф-. (—х —(х) ' 

\ dx/ ‘ \ dx/
L (0. -|- ») имеет место равенство
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<= со
|/i(-40/?’v)dy = |g/։(-vy),g*(y)<v.  х>0, (1.35)

и
При условиях (1.29) и (1.30) имеет место также равенство

0 
где

V

30
/ ч d 

^(x)=ds; ^֊փՀ֊յ-ճյ/յյ,)^.. (1.36)

1 ճւ^ճԼ «իՀ-у<iy. (1-37)

Piф- (-х Ջք՝ HI Мг 3А ՜
о

я

1 I W * ֊֊)(л'у) 1 1 -л* -֊ Խս)1
,Н ՝ ах/ I I \ dx/

(1.38)

Д о к з за те л ьс т в о. Если G,: (տ) и (7/։ (տ) суть соответственно 
преобразования Медлина функций հ . (л) и g/։(x). то. как легко видеть, 
соотношения (1.36) и (1,37.1 в терминах преобразования Медлина со
ответственно эквивалентны формулам

G»(s) =/((տ) Փ, (1 — տ) А,(1 — s), Res-y. (1.39) 
••

- /У(5)фг 1-Ճ /Ղ(1-Ճ), Res=-֊-- (1.40)

Из (1.39), (1.40) и (1.16; следует равенство
F1(slFc(l—s) = fin s) Gk (1 s), Res = -J- (1.41)

«w

Умножая (1.41) нах Чх>0) и интегрируя результат по линии 

s= у 4֊ it (— ■>֊ <Հ է <Լ ■ °°) по теореме Շ получим формулу (1.35). 

Умножая обе части равенства (1.41) наФуэ՝ Փ.. ՚ I — տ и используя 

тот факт, что при условиях il.29t и (1.30) Ф։ $ (in (տ)■■Լ» —Z 4.

у-г/-') и Ф:(«)6и'$. /-..(֊֊֊/-■<. у z * ). по теореме /7 по

лучим равенство (1.38).
Следствие, а) При условиях теореме՛ если функции 

Ф։( — л՜ ~~ }/{х) в Ф«( x֊y)/(.v) из класса ճ5(0, * , то
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: « CD
( - jgA(x-)g*(x)dx,  (1.42)

I) о
где

gt '*)  ■= ֊ Ф.(֊У ֊)/(у) dy.
dx J у \ dy/

0
co

. Հ d Г Л. (xy) , / d \ ,. . 
ճհ№ = ֊ ֊—՜—^А— V — )/(y)<v. 

ax J у \ dy/ 
0

б) Если при условиях теоремы 1 дополнительно полагать, 
что

— Փ։(տ) = /<(տ) Փ,(1-տ), Res-1-. (1.43)
>w 

то
» » »
(|/(x)l*dx=  j|gA(x)|Mx = pgA(x)|adx, (1.44)

■ваК; £ (i
где

»
, . d f Հ (xy) / d \ £. . .
(*)  = / ’ ■ Փւ ֊ Ут )/(У) dy,

dx J у \ dy/ 
0

CD
. . d Ր A, (xy) , / d \-7 . ,g„ W «= 7֊ փՀ — У — (У) dy.

dx \ у \ dy/ 
о

Действительно, (1.42) следует из (1.35), если полагать, что 
յՆ>՛) ^Л(у) =/(у), У ;(0, се) и х*=1.  (1.44) следует из (1.35), 
если в последнем положить Հւ (у) =/(у),/2 (у) = /(у)? х «= I и учесть, 
что в силу условия (1.43) Gk{s) = Gh{\ — Т), т. е. (х) « gh (х)7

§ 2. Примеры и применения

■а)

б)

Теорема 5. Пусть функции k '.x и А (х) таковы, что 

sup|/<(s) [Г (տ)|՜ ՛!< + “,
Res - ’

sup I/7 (S) I < i », 
RW-’

(2-1)

(2.2)

(2.3)
о

Тогда, для любой функции, /(х) из класса

ւ (0, + »), формула
г Известия АН, серии фи:>..мат. наук. <՝да’ fV»՝*  //,

Я л 'HimSUL
W ԳՐԱԳԱՐԱՆ

ci—х — 
dx

f(x)
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(2.4)

определяет, почти всюду на (0, оо) функцию g(x) из класса
I / ժ\1՜1

Г ( — х — ) հ(.հ) - Z... (О, Почти всюду на (0. к>)
I \ dx/I
место двойственная формула

/ս)=ճ Гм^кГг/'-уАМ 'g(y)dy. 

dxj у \ с/у/ 
о

имеет

(2.5)

Доказательство. По формуле Парсеваля для преобразований 
Меллина на 1.2.3) имеем

1+<*
Ճ֊ Г = log (!.+ «). , („ >0).
2wJ 1-4 1։

J-'»

НО

_լ Г Ատ)£(1-տլ„..^= log(i^) , >0)

2«J 1—s и

поэтому

1_ f՜՛ 'j tf(4)K(1-4)_ г (4) Г (1-4) 1 H Jrfs =

2-zJ I l֊s 1—s I ■՛]
•1֊-

так K3K _ imi^L rL /1 _1 + zw\
1 —s 1—s \ 2 2 /

то по известной теореме (см. |1|, теорема 32) из (2.6) имеем

X(4)W(1—4)-Г(4)Г(1-4) =0. Йё4= -֊-• (2.7)

Далее заметим, что по формуле дополнения Г($)Г(1- տ) =։ 
[sin Т.$| поэтому

ch r.t
Отсюда получим опенку

Г
1 

"/■••= է՛ 
/2z

т. е. [Г ($)| 1 ГФ-,.
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Положив в теореме 1 Ф։ (5) = Ф2($) = |Г (տ)]՜1

(2.7) получим

— «)Ф,(1 — տ) Փ.|տ) = 1, Res = —■
2

Иначе говоря, удовлетворено условие (1.16).
Из (2.11 и 2.2 следует, что выполняются и.условия (1.17). (1.18) 

теоремы 1. из которой и следует наше утверждение.
Теорема 5'. Пусть удовлетворены условия (2.2) и (2.3) тео

ремы 5, а вместо (2.1) удовлетворяется условие:

Тогда, для любой Функции f[x} из класса -г ■■ ■, формула

(2.9)

класса.

имеет

g(x; = J A(xy)/(y)<v 
о ,

определяет почти всюду на (0, -֊ сс ) функцию հ (х) из

sin " ( — х — (х) /...(0.4-՛՜-»). Почти всюду на |0. ֊ »)
\ dx)

место двойственная формула

• ОС
1 d С h,ixv} , / d\ . . ./(X|= - 1 ■ sin^(-y֊U(y)rfy.
- dx 2 у \ dyl 

о
ide

.. . ...I մVй

(2.10)

sln-Հ—х- )g(x) = 1 1 |. m. V1----------- */ Л՜ 1 xf(x). (2. И)
\ dx' 1 х л-» (2^)|

Доказательство. Так как

= I ch ր/Հ> ՛ е , 
2

то ясно, что Տ1ԱրՏր:Փօ.
Положив в теореме I Ф։ (տ) = I - ФЛ. и Ф2(s) = --’sin ՜տ- Ф*,  в 

силу 12.7) имеем:

ձ՚՚Փ։(1 -տ1Փ,>(տ)=1, Res = ֊-

т. e. удовлетворяется условие (1.16). Из (2.21 и 2.8) следует, что вы
полняются также условия 1.17 и (1.18) теоремы 1. которая и уста
навливает наше утверждение.
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Так как

sin ՜ —р it \ = ch-t =V —— f\ 
\2 > է№՝

то в качестве последовательностей полиномов | բՀ - У it 

(п տ=»0, 1, ... ) можно взять

так как удовлетворяется условие (1.8). Тогда

sin - Հ-х4֊ )^(х) = 1. 1. m.P„(—x^-\g(x} =
\ dx/ л-о. \ ах/

= -7֊ I- I- гп. Q„ ( ix — ն/'xf(x) = 
Ух \ dx/

= ֊= 1.1- m. У --------- |/А/(х),
|/х «-» Հյ (2*)!  

*֊0 '
тг. е. (2.11) доказано.

Следствие. Интегральное преобразование Стильтьеса
го

£(*)  = I ^-dyt /(y)g£2(O, + ~) (2.12)
J х+у 
о

■обращается формулой

/(x) = -Lsln«(-x-^ Wr). (2.13)
те \ ах/

Действительно, положив в теореме 5'

*(*)  = -!-. H(s) = \,
1 ■ х

убеждаемся, что все условия теоремы 5' выполняются, если Փ։(տ)=1, 
■Ф2 (s) — z՜1 sin -s. Поэтому интегральное преобразование

т (у)
J I + ХУ 
о

г (У) С^-2(0. + (2.14)

•обращается формулой

•X
, . 1 d Ր Л1(ху) , / d \ . . ,? ■■■; == — 7՜ ֊ձ֊2֊ Sin«( - JI- g(у)dy, 

r- d*  j У \ dy/
(2-15)

о
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где

•■"-քԱՏԼւ Н
Из (2.15) следует

L?Z.L\ = J-slnn/—x-^-V(x). (2.17)
х \х / т. \ dx/

Обозначая — \ = f(x) Լ„(0, փ х), из (2.14) и (2.17) получаем
х \. х /

(2.12) и (2.13).
Эта формула обращении преобразования Стильтьеса содержится в 

книге Винера-Палеи |3|.
Заметим, что в данном случае выполняется не только условие

sup | К ($) Ф2 (տ) | <*  4֊
Rej-| 

но и условие
sup |/У ($)<!>! (ծ՝)|<4֊ 00.

Wes-’

Поэтому верно и обратное утверждение, а именно, что решение 
уравнения

I /(л-)= -L Տ|որՀ-X-j-\g(x),

где f(x) ££2(0, 4- «>), запишется в виде (2.12).
Последнее утверждение для функции f(x) из класса | xf(x)£ 

С-5(0. -<») (т. е. функция 1'х/(х) непрерывна и ограничена), при 
граничных условиях:

g(x)=0(l),

xg(x) = 0(l), х -О,

следует из теоремы Хиршмана и Уиддера (см. |7|, гл. 111, теорема 8.3).
Получим формулу обращения для обобщенного преобразования 

Стильтьеса.
Тео ре м а 6. Для любой функции f(х)■ /.2(0. 4-°*)  формула

р v’/(v)
Я(х) = Г(1+а) -- Հ - dy, (Rea>0) (2.18)

J(x4-y)։+« 
и

определяет понта всюду на (О, -Н °°) функцию g(x) из класса

Г^—л'֊^г( 1 ‘ՒՅէ + *յ՜)|  +00)-

Почти всюду на (0, 4-00) имеет место двойственная формула 
/М=Гг;/_х^-\г(1+а + х^-՝)| 'g(x). (2.19)
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Доказательство. Из формулы Стирлинга можно легко по
лучить, что функция |Г($)Т(14֊а -s)| 1 удовлетворяет неравенству

г(֊ + «)гС/։ + »֊«) ) Sw"'՛՜”0'-'1.1Л>4
т. е. |Г ($)Г (1 4-а —$)| 1 £ф^. Поэтому, полагая в теореме 1 A'(s) = 
Г (s) Г(1 Н-х-տԼ A/(s) - 1. Փէ(տ) ֊ 1, Փ2(տ) = |Г (Տ) Г (1 4-*- տ)|՜’< 
Փծ, получаем, что нее условия теоремы 1 удовлетворяются. Следова
тельно, преобразование

£(Л) = Г(1 + «И _?.։>:>—, <?(у)£/.2(0, ֊), (2.20)
J (14-ху)։+“

обращается формулой

-։
g(y)<ly՝ (2.21)

где Аа(х) определяется из (2.16). 
Из (2.21) следует, что

-ср 
X

Обозначая —1 }=/(х) А-.(0, 4֊ °0), по (2.20) и (2.21) убеж- 
х \ х /

(2.22)

даемся в справедливости нашей теоремы.
Легко видеть, что здесь также имеет место обратное утвержде

ние. что решение уравнения (2.19), где J (х) Д2(0, 4֊») задано, да
ется формулой (2.18).

Теорема 7. Для любой функции f(x) из класса
sin - ( —х (! f (х) £ L... (0, -г ) формула

g ix\=֊ i(x — у)’֊1 s\nz(—y~'\f(y)dy, Rez>0 (2.23)
-I (a) J \ dy/

о

определяет функцию g(x) из класса x 'g(x) /,2(0, 4-<*).  Почти 
всюду на. (О, 4- ») имеет место двойственная формула

V-
/(х) = Г (1+>)(*■  rfy. (2.24)

J(x + y)’+’
Ci

Доказательство. Положим К (.*»)  — Г ($) |Г (s — a)| 1, Н($) = 
= Г(б)Г’(14-а — $), Փշ(տ)=1, Փւ (.$) = --’sin-s. Так как (см. |IJ, 
стр. 251)
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1 I—(1-х)в֊։, 0<л<1, 
*(*)  = Г(-х)

10, х > 1

/?еа>0

Л(л) = Г(1 4-а)
(14֊ *) ’*’’

то по теореме 1 интегральное преобразование
1

’ (4“ та *1 ՜ Лу)’ '։1" Т ՜ ֊'dy )fW dy'

ГДС $1пк^—х~ )/(л։) Д8 0. 4֊ »), обращается формулой

(2.25)

/(X ;,ր(1-հ«)ք tfy. (2,26)
J (1+xy)’- 
и

или, обозначая xa ’?/ 1 )=g(x), приходим к утверждению теоремы.

Теорема 8. Пусть р>֊-» ֊<Հ;^<Հ------■------ • тогда имте-
ИИВр^ ՜ 2 2 Р 2

гральное преобразование 
•х 11

■ = է--Հ՜ у՛: н) (xy^-'f(y)dy. (2.27)

V

гое /(*)££.(0,  + «■); Е-. ։;?:=՝—;------
~Г(*Р֊ ’+н)

функция типа Миттаг-Лефяера, обращается формулой 

/(-V)=Iտ։ո л֊£)г(-х £) 1!т<т)|- (2.28)

Доказательство. Так как

где постоянная, не зависящая от /. то при р>—- 

sin пр($ 4- р—1) X Г (1 —ճ)£Փ>«
Положим в теореме I К (s) = | sin пр (« 4- !*  — I) Г (1 — տ)| ՜1, 

//(տ) I, Փ։ւ.$) l, Փ8(տ) sin rp s p 1)Г(1 s) и заметим, что 
((8|, стр. 151)

ձ
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И

Тогда приходим к выводу, что преобразование

» I լ
Я (л) = ՜ j (~х< У՝ ('Ч'У՜1 /(У) <v,/(y)€L2(0, оо) 

о

обращается формулой
ОО

/(*)  = Ճ [АЙШsin вр ( -у А + и _ 1 ул + у Л \1 g (у) dy. (2.29> 
dx J у \ dy / \ ay/J

0 ;
эквивалентной формулам

Следствие. Интегральное преобразование Лапласа

g (х) = e~*yf(y)  dy, /(у) СА2 (0, оо)

о

(2.30)

обращается формулой

Действительно, полагая в (2.27) р = а •-= 1, приходил! к нашему 
утверждению.

Формула обращения (2.31) была получена Поллардом [4] в не
сколько иной форме.

Получим теперь еще одну формулу обращения для преобразо
вания Лапласа.

Теорема 9. Интегральное преобразование 2.30} обращается 
формулой: 

оо
., . 2 d (‘ 1 — cos ху , - / d \ , . , /о/ix} =-------- ------------------у- sin —( - у - ) g (у) dy. (2.32)

- dx յ у 2 \ dy/
о

Доказательство. Так как
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Полагая в теореме 1, /< (տ) *=  Г (տ). /-/(տ՝ = —- Г ($)sin — s, 
Հ 2

Փ։($) = Լ Փ2(տ) — sin ֊^֊տ и проверяя справедливость всех условий, 

приходим к нашему утверждению.
Теорема 10. Для любой функции ք (х) из класса

ГI 1 А‘ ՜7՜ "1 I / (। $ Л.. {0, 4- сс) формул а 
\ dx) I

со 1

gW = [r(« I ւ)]մ 1 г(1+},4')J (1 +л'у)л+1 \ 14- xy 1 \ ay J
0

(2.33)

где Pa lx — полином Лежандра n - го порядка, определяет почти 

всюду на (0, 4՜ <») функцию g (х) из класса г(“+1+'г)Г
l-z'.O, 4՜ ос). Почти всюду на (0, |- со) имеет место двой

ственная формула
I

/(х)= J-f(i ху)" ' |r(« + l+j'4')l 'sO)“y.
Г(л)J Ik dy) I

о

(2.34)

Доказательство. Положим К (s) = Г (s)[T(/z 4՜ 1 —տ)1՜ |Г(1 — 
֊•41 Հ /У(5)=Г(5)|Г(л4֊^)]-։, Ф1(5) = [Г(1-5)1֊1; Ф2 (s) = [Г(/г 4- 
4- ։֊«)]-՛.

В силу оценки

имеем Փ։(տ), Փ2(տ)֊Փ». Так как (см. |1], стр. 251)

Л(х) = |Г(«4֊1)|2----------- г1 1 (1 4֊

и
h{x)- — (1 -xY-Հ 0<л-<1.1 (л)

о, х>1,
то утверждение теоремы следует из теоремы 1.

Можно привести многочисленные примеры применения других 
теорем §1. но в данной статье мы на этом остановливаться не будем.

Институт математики и механики
АН Армянском ССР Поступила 21 V 1959



С. А. Акопян

U. |ք». Հակոքէյսւհ

ՒՆՏեԳՐԱԼ Ջե<ԱՓՈԽՈհԹՅՈհՆՆեր. ԿԱՊ4.ԱԾ ԱՆՀեՐՋ ԿՍւՐԳհ 
ԴՒՖԵՐեՆՑՒԱԼ ՕՊեՐԱՏՈՐՆեՐՒ ՌՏ

Ա 1Г «Ի П Փ II ։• Ս'

1'նչպես հալտնի Լ [1]. |$]» ե թ ե /Հ (֊Տ) և Ւ1 (տ) ֆունկցիաները սահման

ված են մ իա fit S — — it (— CO <Վ է ՀԼ 4՜ Cq) դծի >[ք,,,Կ երկուսն Լլ սահ- 

մ անափ ակ են ե բավարարս։ մ են

A'(s)//(1 -s) = l, Res = 
—

1

ֆունկցիոնալ հավասարմանը, ապա նրանը ծնում են որոշակի ինաեդրալ ձև- 

վավւոիւո։ թ /սւններ /_л(0. 4*  х ) դասում, ալն է' եթե ——— և 1 -—— համա-

պ ա ut ա и իւ ան ա բար Kis) , H(s ե-------
1 --- Տ 1 — Տ

ֆունկցիաների Մևչլինի ձեափոիա։ թ/ան

ներն են, ապա ֊4 CC) դասի լա րարանչլո» ր ք [Х՝\ ֆունկցիա ունի եր
կու ձև ալիս ի։ ւլլթ լուննե ր , որոնք 0, 4՜ ) *Ւ 'tl"" համարյա ամենարևր որոչ֊
վա.մ են

00
, . d C kAxy) e/ . 

gkW= -—/с
dx J у 

о 

(x) = ֊ ֊ (dy 
dx J у

բանաձևերով: Ընդ որումgk(x) և ghix] ֆունկցիաներդ L^\Q, - :X-) դասից
են, և համարլա ամենուրեր I 0, — CO I ֊ի վրա իրավացի են

ք (-«) = ~ f հյ ֊ ֊ Lgk(y) dy, 
dx J у

и
х£(0, 4-°* )

00 
r . d /г.(ху) 
/(-«) = у ё» (У) ‘‘у

dx J v
о

չրջման բանաձև երբ:
եերկա հոդված ի է ֊ու մ կասուցվա մ են ուղիդ և հակադարձ ինտեդրսղ

ձևավւոիէութլուններ ալէլ դեպքում, երր l\ (.S’) և Ւ/\Տ) ֆւունկցիանևրը (1)-1' 
փէէիւար1ւն բավարարս։ ւ) են
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К (» Н( 1 —5; Ф։ (1 —ճ։ | Ф.? (s i = 1, Res = —

Սահմանելով Փ։ g 1 X) ոպերաաո քների

ւոևսքի 'իանկց իոն ա / հավասարմանը Փյ ձ') Л Փ» (.$') ֆունկցիաների վրա դրբ
ված որոշակի սահմանսւփակու մսերի դեպքում,

-A-Aj/(x)/, փ / д-ճ 
dx/ \ dx

իմաստը, y,,L[H Հ էորվամ, որ Փ, /  X | ք (X I /-շ (0, 05) դասի ցանկա֊
\ dx)

ցած ֆունկցիա լի համար
К ք*մճճւ փ

dx J у \ dy I
о

բանաձև ր համ ար լա ամենուրեք (0» 30 ) ՜/’ "րոշամ Հ- ֊Հ (Л՞) ֆունկցիա

Փ:( -Л- •— j g (x) է Lz (0. -«I դասից։ ‘Ւրա հես։ մևկտեդ համարքս ամենու֊ 
\ dx;՝

(•եք (0. — 30) միջակա լքում ահ դի ունի շրջման բանաձևը՝
H f (*)  = ֊ \ փ /_y ճ\ g (y) Հւ,:

dx J у \ dyj
0

Ալս տեղ ասացված արդլունքներն իրհնցից նեբկալացնո, մ են Պլանշև֊ 
րհլ-՚Լատսոնի ինտեգրալ ձև ափ ո իա, իք լաննե ր ի տեււութ լան հհ ւոադա դաբդացո, ֊ 
մր։ 2֊Ոևմ բերվում են $ J-ա մ ապացուցված թեորեմների տարրեր հետե֊ 
վանրներ։

4“ասնավորապևս, Փյ (ճ 1 դեպքամ րերվամ են շլւջման րանաձեեր 
մի քանի հալտնի ինտեգրա/ ձեավւոիւավյրոնների ( Սւոիլալեււի. Լապլասի հ 
">յ(ն) համար /..,(0, ՜ք՜00) դասում, որոնք Պա լե լ֊'Լինե րի |ծ'| ե Պոլլարդի 
[-/| կսդմից ստացված Լին ալլ ճանասլարհովէ

ք'։,,ցի է-թ^նից, iff 1֊ի արէլլ„ւհքների հիման վրա քերվում են, ինտևդրալ 
ձևափոխաթլունների մի քանի նււր հատուկ դասերի համար, շրջման բանա
ձևեր,
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МАТЕМАТИКА

Р. М. Мартиросян

О спектре оператора

— Ан 4-р/.и 4- К ।Q. Р) и (Р)dP на плоскости

Вопрос о строении спектра сингулярного оператора — и" 4-ри с 
комплексным потенциалом р х) был впервые изучен М. Л. Наймар- 
ком |1|, который для получения соответствующих результатов поль
зовался найденной н.м асимптотикой решений уравнения и" 4 ри -■ 
= на полуоси. Совершенно иной подход к решению этой задачи 
бил указан в заметке |2) И. М. Гельфанда. Дальнейшее развитие 
этот метод получил в диссертации автора, посвященной спектру не
самосопряженного оператора Шредингера и выполненной под руко
водством И. М. Гельфанда в 1954 году. Аналогичный метод исполь
зован в настоящей работе для изучения спектра операторов вида

Ти = - Ап - - pLu 4- A'(Q, Р)«(Р) dP,
t.

рассматриваемых на всей эвклидовой плоскости Е. Здесь Լ—ограни
ченный оператор в L:(E), a p(Q) и A"(Q, Р) подчинены определен
ным условиям. Однако, из-за наличия интегрального оператора и опе
ратора Ճ, пришлось по существу дать новые доказательства, изложе
ние которых будет приведено ниже. Заметим, что результаты теорем 
1, 3 и 4 в том частном случае, когда A'(Q, Р) — 0. а оператор L 
сводится к единичному, были получены в диссертации автора (фор
мулировка их без хоказательства приведена в обзорной статье М. А. 
Наймзрка |3]) в в развернутой форме публикуются впервые. Отмс
тим, наконец, что вопрос об изучении спектра операторов рассматри
ваемого вида возник в связи с задачей, впервые предложенной М. М. 
Джрбашяном, о разложении по собственным функциям оператора

ж
— и* 4-ри -г I К(х. п (О dt,

и
решение которой на конечном промежутке дано в работе А. Н. Нер- 

•сосяна |4],
С целью четкой формулировки задачи напомним ряд известных 

•фактов и условимся о некоторых обозначениях. Условимся прежде
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всего через £ обозначать обычную эвклидову плоскость, а через 
£-(£) — гильбертово пространство функций, определенных на всей 
плоскости Е и суммируемых с квадратом. Далее, обозначим через Զ 
область определения гипёрмаксимального оператора — Ай, рассматри
ваемого в гильбертовом пространстве £2(£). Как известно, этот опе
ратор получается замыканием и Л2(£) оператора — Aw, рассматривае
мого на всех финитных функциях. Известно также, что оператор —Ап 
обладает чисто непрерывным спектром, совпадающим с положитель
ной полуосью. Таким образом, для точек ձ комплексной плоскости, 
лежащих вне положительной полуоси, су шествует резольвента опера
тора— Aw, которую мы будем обозначать через В. и и интегральное 
представление которой также хороню известно. Именно, если г. на
ходится вне положительной полуоси, то при любом /(Q) 42(-£). 
уравнение

— Дм — лн = ք (w է Զ) U\

имеет одно и только одно решение из Զ, которое выражается фор 
мул ой

u(Q) = B>,f=֊ ^HM').rQP)f(P)dP (/ш|А>0), 12)

ւ:
где rQp означает расстояние между точками Q и Р, J /. выбирается 
из верхней полуплоскости, а через Hn(z) мы обозначили, опустив 
верхний индекс, функцию Ханкеля первого рода. В дальнейшем мы 
будем часто пользоваться известным интегральным представлением 
этой функции |5|

которое справедливо для всех г ^-0, args 3~—• причем радикалы вы

бираются так, чтобы при argz — было

arg]z֊-- и arg(J-;~ j =0.

Считая теперь комплекснозначные функции p(Q) я A'(Q. Р) та
кими. что

խ(Չ)|2մՉ<'. ,
Е

‘<{Գ, Р\ \-d(}dP< 4)

причем p(Q) ограничена, и обозначая через / произвольный линей
ный ограниченный (несамосопряженпый) операторе £.2(£). введем и 
рассмотрение оператор
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T>t. = -bu+pLu I- j\(Q, Р) ц(Р) t/P, (^£Զ) (5)

определенный на указанном выше многообразии Զ.
Наиболее общий результат о спектре этого оператора составляет 

содержание нижеследующей теоремы, где утверждение о совладении 
.непрерывного՝4 спектра несамосопряженного оператора Т с положи
тельной полуосью следует понимать в том смысле, что ни одна точка 
положительной полуоси не может быть регулярной точкой оператора 
Т (повидимому правильнее было бы говорить о .сплошном" спектре 
этого оператора, но вряд ли целесообразно вводить здесь новый тер
мин).

Теорема 1. Непрерывный спектр оператора Т совпадает с 
положительной полуосью, а точки спектра, лежащие в остальной 
части комплексной плоскости, могут быть лить собственными зна
чениями, не имеющими точек накопления вне положительной по
луоси.

Доказательство. Рассмотрим уравнение

Ти-ки = -\и-\-р1.и+ {k(Q, P}a(P)dP— (6)

£

где/ Q) А., г.). В силу (2) оно эквивалентно уравнению

« = &./—Схи, 7)

где положено

pl.ii 4- ( /<(Q, Р)и(Р) dP 
՛■

Покажем, что оператор СА вполне непрерывен. Действительно, в си
лу полной непрерывности интегрального оператора [это следует из 
(4)| достаточно установить, что оператор В\\р1.и} является вполне 
непрерывным. Но

\р (Q) Lu (Q; dQ
У:

и, поскольку оператор I. ограничен, достаточно показать, что ядро 
^о(Глглп?)р (Q) —тина Гильберта-Шмида. Действительно, интеграл

('//,(! ЛИ 

£

существует (это следует из известной асимптотики функции Ханкеля 
и не зависит от выбора точки Q, ибо интегрирование ведется по 
всему пространству, Поэтому

С,и = И (8.1



32 Р. М. Мартиросян

У ^/7о(Г>֊Лм«)Р (Q) \2 dQdM =J| J|H0(k>-rM«) | IMQ) I^Q

к е

что и доказывает полную непрерывность оператора С\.
Допустим теперь, что неположительное X не является собствен

ным значением оператора '/'. Это значит, что однородное уравнение 
(6). а следовательно и однородное уравнение (7) (получающееся при 
B*f— 0), имеют лишь тривиальное решение. В силу альтернативы 
Фредгольма уравнение (7), а поэтому и эквивалентное ему уравне
ние (6), разрешимы при любой f (Q)֊Отсюда, благодаря замк
нутости оператора Т, заключаем, что существует ограниченная ре
зольвента (7՝ — XT?)՜1 и поэтому X является регулярной точкой опе
ратора Т. Это доказывает, что точками спектора этого оператора, 
лежащими вне положительной полуоси, могут быть лишь собствен
ные значения. Эти собственные значения являются, очевидно, собст
венными значениями для уравнения

и = — С՝,.и.
Но поскольку вполне непрерывный оператор С\ аналитически зави
сит от параметра X вне положительной полуоси (ибо этим свойством 
обладает оператор 5х, то в силу теоремы Келдыша (|6] и |2]) соб
ственные значения оператора 7 не могут иметь предельных точек 
вне положительной полуоси.

Переходя к доказательству первой части теоремы, покажем 
сперва, что если при некотором неположительном X существует ог
раниченная резольвента /< = ('/’ —А/:)՜1 оператора Т, то она пред
ставляется в виде

(9) 
где оператор /<> вполне непрерывен. Действительно, паше предполо
жение означает, что однородное уравнение (6), а следовательно и 
однородное уравнение (7) (получающееся при Вх/«0), имеют лишь 
тривиальное решение. Поэтому существует оператор (ճ֊| Շ\) Հ 
Делее, легко проверить, что

(£+ՇՀ)-։ = £-Շւ(£ + Թ)՜՛. (10)
С другой стороны, /ձ/ является решением уравнения (£>՛, а следо
вательно и уравнения (7). Поэтому

Ry.f=B.f-C,Rff, 
откуда, в силу (10),

К»/=Вх/-С։(£ ’ Сх) 'Вх/ 
и достаточно положить
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чтобы получить представление (9), ибо полная непрерывность К, 
очевидна.

Допустим теперь, что некоторое положительное հ = Հ,>0 явля
ется регулярной точкой оператора Т, т. е. что существует ограни
ченная резольвента R^ этого оператора при k = k0. Введем в рассмо
трение уравнение

— △« — Хом = Ти — pLu — R {Q, Р) и (Р) dP л0«^ /, (11)
Ճ

которое, очевидно, эквивалентно уравнению
я - R^/4-R. S^ (12)

где положено

Su =» рLu \K{Q, P)u(P)dP. 

ի:
Покажем, что оператор R, Տ вполне непрерывен. Для этого заметим, 
что из существования R. следует существование R. в некоторой 
окрестности ՛>■ — а0. Выберем из этой окрестности последовательность 
неположительных л = ля так, чтобы t.n > а0. Как известно, будем 
иметь JR^ — R,o — 0. В силу ограниченности оператора 5. отсюда по

лучаем, что R. S — R,S\\—0. Поэтому полная непрерывность опе

ратора Rf S будет установлена, если мы убедимся в полной непре
рывности операторов R/fS. Но это очевидное следствие представле

ния (9), ибо полная непрерывность операторов В, S=C, была ус- ‘л 'п
тановлена выше. Заметим теперь, что однородное уравнение, соот
ветствующее (11),

— ճււ — /.Qti — О
имеет, как известно, лишь тривиальное решение, ибо все положи
тельные X принадлежат непрерывному спектру оператора - ձ/г. Таким 
образом и однородное уравнение, соответствующее (12) (получающе
еся при R. /=0), имеет лишь тривиальное решение. Но тогда, в 
силу альтернативы Фредгольма, уравнение П2), следовательно и рав
носильное ему уравнение (II). разрешимы при любой праной части. 
Эго означает, что при л=>.0 существует резольвента оператора — Ад- 
определенная на всем гильбертовом пространстве А2 (£). В силу замк
нутости оператора —Д/г, эта резольвента ограничена и поэтому л—\ 
является регулярной точкой оператора — Да. Полученное противо
речие и доказывает теорему.

| Теорема 2. Обозначим К "- = A'(Q. PfdQdP п предполо

жим, что iP(Q)|<M. Тогда весь спектр оператора Г Лежит внутри 

параболы v = 4a(z | :), где а= у К/И2;-f- К - , z=Re\, f—lrn'f..

3 HiiK-niui лН. серия фиэ^-мзг. наук. >6 1
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Доказательство. Заметим прежде всего, что если z = x 4- 
-г 1у и Imz=y^>Q, то, как легко видеть, при ; >0 выполняется не
равенство

Поэтому из (3) следует, что

ՌՊ՜ևստ. |/ —^ = (13}
- IИ г IJ г z ]/ У

(I

Отсюда при 1т] л = х^>0 получаем

Пусть теперь и Q) ’является собственной функцией оператора Т 
при некотором неположительном т. е. Tti ки=0. Как мы уже 
знаем, «(Q) удовлетворяет уравнению

p(Q)£«(Q) - p<(Q,P)u(P)dP <ZQ. (13) 

/■:
Применяя неравенство Буняконского и считая u [Q) нормированной.
получим

|«(-'И): -Լ-Г |//оП Сгм, |rfQ- i'|/7„(| kr.M<,>|X 
16 յ յ

E E

X jiVPI/.HtQJ r + S |K(Q, P)dP^ilQ. 

E

Заметив теперь, что интегрирование функции |/У0(] V.mq)| по 
одной из переменных дает константу, не зависящую от другой пере
менной :ибо интегрирование ведется по всему пространству £), не
медленно получаем, интегрируя последнее неравенство по перемен
ной М,

К \Н0 (1- лгл^Н^У^ЛП-!*!2)-

или в силу (14)
-2

4
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Заметим, далее, что если л = < гц, а |/z = e-- i-, то, как легко 
видеть, Чтобы доказать теорему, остается восполь
зоваться последним неравенством.

Прежде, чем сформулировать теорему 3, примем следующее
Определение 1. Булем говорить, что оператор /. ограничен 

над многообразием ограниченных функции из Z.2(/:), если сущест
вует некоторая константа, которую мы обозначим через ||/.;<. такая, 
что для всех u(Q) выполняется неравенство

[Lu(Q) \ C[i£ i.sup и (Q) |. 16)

Теорема 3. Пусть оператор /. ограничен над многообразием 
ограниченных функций из L.>(E\ (определение 1), а функция p(Q) и 
интеграл

f|/C(Q,P)|<ZP (17)

Е

шляются ограниченными и суммируемыми функциями точки Q. Тогда 
декретный спектр оператора 7' ограничен.

Доказательство. Заметим сперва, что если 1т] >Հ>0, го из 
1еравенства (13) следует

|йо<тТг)Н |/-|lK<r(18>
Отметим также, что все функции «(Q) Զ являются ограниченными, 
!ибо представляются в виде

«(Q) = в>/= -֊- \Н„ (I >. гу₽)/(Р) dP.

Ւ. 
откуда
Ц l«(Q)r 1 '-r^dP- \\f[P)\’dP.

i; к
Пусть теперь и Q некоторая собст венная функция, соответст

вующая собственному значению '■ оператора Т. Как нам известно, 
и(Q должно удовлетворять уравнению

//(ЛП = глг<?)р«?) Lu(Q dQ —

'■r,IQ)^K(Q.P u(P d/AdQ. 

В

Используя оценку (18՛! и неравенство (16?, получаем отсюда

|«(М)| < sup'1H Q)|- >.| ‘[֊՚ I ֊ ֊ dQ-
I 4 F К J у Г,МО
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Но в силу ограниченности и суммируемости функции p(Q) и инте
грала (17), выражение в фигурных скобках ограничено некоторой 
константой А, не зависящей ни от выбора точки Л!, ни от значения 
параметра Հ Таким образом окончательно

sup|«(Q)| < Я|Х| ‘sup|« (QH.

Но поскольку и (Q) ограничена, отсюда следует, что | | Л4, что 
и доказывает теорему

Замечание. Теорема остается в силе, если при некотором 
существует интеграл

j՜ 1 к(Q. Р) |»dQdP< «.

ибо и в этом случае последний интеграл о праной части (19) допу
скает оценку, не зависящую от выбора точки .И (здесь rQ означает 
расстояние точки Q до начала координат). Действительно, дважды 
пользуясь неравенством Буняковского. легко убедиться, что

' 1 —=( \\К (Q. P]\dP\dQ\՜
У I г.«0 ' I

< Ռ՜ ZtrpdP- f —-------- rfQ- Cfe rV rp|A'(Q. PjfdQdP.
J J rMQ J J
E к E E

и очевидно, что второй интеграл в правой части допускает оценку, 
не зависящую от выбора точки .И.

Чтобы получить более точные сведения о предельных точках 
дискретного спектра оператора Г. мы введем в рассмотрение, при 
определенных предположениях относительно p\Q) и K{Q, Р}, сле
дующую функцию

К* . Q. Р-. I >■ I = - —S, (Q, Р; J /7) - —S2 (Q, Р-, ]Հ7) -
4 16

(20)
16 

где положено
S,(Q.P;1 T) = [«’4{Krr09.)K(Ql.P)dQ։. (21)

Я

S2(Q,P: I 1)=/>(Р) U/0(l > րպք,} p (/>,, dP„ (22)
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ё
Нужное нам в дальнейшем свойство функции /<*(Q. Р;1 X) уста

навливается во второй из следующих двух лемм.
Лемма 1. Пусть (/Հобласть в плоскости комплексной пе

ременной X. состоящая из тех л, для которых Г>.| Հ R. и
кроме того л|>3 при ///:?.> О, а | /?еХ | > о при /тял<0. Тогда су- 

Iшествует константа հ (Հ R\, зависящая лишь от ?> и R, такая, что не
равенство

ЛR)£= (24)
\Հր

выполняется при всех X 6\ R и всех положительных г.
Доказательство. Очевидно, что

I >՚*՜4-ք-2).r Re). J

С другой стороны, при //пХ > О левая часть этого неравенства не 
превосходит единицы. Поэтому в области <7շ, R имеем

Теперь уже требуемое неравенство непосредственно вытекает из (3).
Лемма 2. Пусть при некотором г0 > 0 выполняются неравен

ства
\p(Q)e'rQ\<4<’». ^p(Q)e"r<)\tlQ<^. (25)

Л

е՜* 9е՜" P\K(Q, P\sdQdP<<», (26)

где rQ означает расстояние точки Q до начала координат.
Тогда функция /<* (Q,/ձ |z X . определяемая формулой (20) и

рассматриваемая при значениях Jza. принадлежащих области G . к при 

0<о<-'- (см. лемму 1). допускает оценку
8

Af*(Q, />;) Т е ь ’I <Ф (P;S, R, е„) 

независимо от выбора точки Q, причем

е 8 ՜ Փ (Р; о, R, е0) dP<Z

ti

(27)

(28)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что каждая из функ'- 
цип Р\ | /• ) допускает оценки, аналогичные (27) и ,28i. Нач

нем с S։(Q, Р;/X). Поскольку Ջ то, пользуясь неравенством 
8 

(24), находим

Sj(Q, Р;| Х)е

Ч г

7(5, Я) 4֊__|/<(Q„P)lrfQ։ =
J Г rQQt

__ *յլր
г е 8 Qi

= T(U) Ի lA'(QpP;l֊֊ ֊^Q։<-r(o,P)X
J V ro<?«

(29)

ибо интеграл

e_____

rQQ

допускает, очевидно, не зависимую от Q оценку. Положим поэтому

՜2 \i
е \K(Ql, P) P4Q1) .Ф։(Р:5. R. տ0) = 7ւ(ձ, R)

Имеем в силу (26) и (30):

-°- г _ и° г -°- г(• 8 Բ Ր Т р 4 р
I <? Фг (Р; <Հ R, s<։) dP 1 е е Փէ (Р; о, R, s0) dP <

/■: ւ:

/С ՜"^՜ Гр V /Г ՜2°՜Դ • ч V
< М շ dP\ -М е Փք (Р; о, R, s0) d-P\ <Լ со,

Г £

т. е. для функции 5։(Q, Р:1/>.) имеют место оценки, аналогичные 
(27) и (28), причем роль функции Ф играет Ф։ (Р; с, R, =0), опреде
ляемая формулой (30). Переходя к рассмотрению функции S3(Q, Р; V’*Х)։
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произведем предварительно следующую оценку для ձ'։ (Q, Р\ V '■), 
несколько отличную от вышеприведенной:

или, поскольку последний интеграл оценивается независимо от выбора 
точки Q.

где положено

8 Q ՛֊ 
ձ\(Չ,|А)е । <Փ8(^).

l^(Q:.P) |MQi,

(31)

(32)

a -.(S, К) —некоторая константа. 
Теперь из (23) находим:

л)* < 7 (г< Ջ)
Դ, 

V^QPi

/>3քԴ,_____ .

V rQPt
г- 4

Հ(/Հ./?: У')е df\ <

. Л ‘փԴ’< 7 (о, Я) ( J dP.y Լ f \р । />,) | X

ւ: ’ £

■Я— £Zp«В силу ограниченности и суммируемости ժ \p(Pi>\. первый инте
грал в правой части оценивается независимо от Q. Учитывая также 
ограниченность р (Р) и оценивая второй интеграл правой части на ос
новании (31), находим
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_VՕ՜ ' Q
Տ3(Գ Р; Ухи

ИЛИ

՜ ՜8՜ Q 
е

-֊ гр 14 1 > \ з
Փ..(/յ) <//> )

Ն (Հ /?)|Ф2(Р)] ' •

Далее, в силу (32)

Рассмотрим, наконец, функцию Ss(Q, Р;УХ). Из (22) следует

1$
SJQ, Р;УХ)г

Q
zvV>.R)\p(P)\

— ° Г {<| г
Ր 8՜ р> 8 р՝р

—֊-=*=-\p(pI՝l]dp,
I Г QPf Р}Р

£

Ր Դ՝՜8 р
CfG. R)\p(P)\e

J I rQP-.rPiP

Но последний интеграл оценивается независимо от выбора точек 
и /Հ Это следует из ограниченности и суммируемости функц

е |р(А)1 и> очевидного неравенства

I fQP/p.P

Таким образом, окончательно

՚ ՜8 rQ
tS2(Q, P; VI) e <Ф3(Р),

где

՜տ Гр
Фз(^)֊75(?а Р)\р(Р)\е

Отсюда в силу (25)
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C 'T'>
4» Ф3(Р)г/Р<СО.

}■:

Таким образом, оценки, аналогичные (27) и (28), установлены 
нами для каждой из функций SX (Q, Р: |Հճ), а это и доказывает лемму.

Переходя к следующей теореме, предположим, что L—единич
ный оператор. Таким образом Та имеет вид

Та —ճս -| p(Q)« + A'(Q. P)u[P)dP. (33)
Е

~>pQ
Теорема 4. Пусть при некотором е0>0 функция p(Q]e 

.Ограничена н суммируема. Пусть, кроме того,
Ր Ր 5 ՛ Q t'>r Р 

е е \K(Q, P)\֊dQdP<™.
Е Е

Тогда дискретный спектр оператора Т, определенного формулой (33), 
ограничен и единственной предельной точкой собственных значений 
этого оператора может быть лишь точка 0.

Доказательство. Ограниченность дискретного спектра сле
дует из Замечания к теореме 3. Далее, как нам уже известно, соб
ственные функции рассматриваемого оператора должны удовлетворять 
уравнению

« (Q - ֊ ' f На (У Хгзд.) ( р (Q,) и (Q,) (՛ к (Q„ Q.)
4J I ,1

Е Е

и (Q2) dQ. |<ZQV

(34)
(одставляя в интеграл

Е

вмесго tiiQ) выражение, стоящее в правой части (34), после простых 
преобразований убедимся, что и (Q) должно удовлетворять уравнению 

I «(Չ)-=|\*(<?> P-yK]u(P)dP. (35)

где К* (Q, Р\ I Т) определена формулой (20). Вводя параметр у и рас 
сматривая вспомогательное уравнение

« (Q) = u f /<» (Q, Р- />.) и (Р) (IP, (36)

Е
замечаем, что при каждом фиксированном значении |ZX из верхней 
полуплоскости это есть однородное интегральное уравнение типа 
Фредгольма, обращающееся при |*=1 в исходное уравнение (35). 
Таким образом, при фиксированном значении | X (7/и|А>0) уравие- 
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ине 36) имеет нетривиальные решения лишь в том случае, 
выполняется условие

О(] 1-1)՞ л) = 0,
л*»1

где положено

Հ,(]Ղ)=(... pei|]K»(Q,, Q*; V'Xj||rfQ,-- -cfQ„. (.38 

Հ֊ £
л раз

Теперь ясно, что задача о собственных значениях оператора Т сво 
дится к задаче о нулях функции D (| л; 1), лежащих в верхней по 
луплоскости. Очевидно, теорема будет доказана, если мы покажем 
что ZJ|] /.;!), рассматриваемая как функция переменной | аваля 
тична в любой области Ժհ/? (см. лемму 1). Для доказательства этот 
заметим, что каждая из функций dk(\ >•) аналитична по переменно 
| X в указанной области, как это следует, например, из известно 
теоремы Морера. Поэтому достаточно лишь обнаружить равноме 
сходимость в (7,/гряда (37) при р = 1. Для этого определители, 
дяшие в формулу (38), запишем в виде

„ 8 Г<?> 8՜
detU<*(Q,, Qk- /Х)|| = е X

_ ։" гI 8՜ Պ
Xdef №* (Q<, Q*; 1<Х

Далее, на основании (27)

K*(Qi, Q*; /Х)« ֊8'Г<?'|Т «1Ф<0*;8. R.',)-

Поэтому в силу неравенства Адамара

det ! /<- (Qz. Qa; j/x)<? 8°г<?/
л
О

Ф (Qx; о, R. г0)- • Ф (Q„: 3. R,

Пользуясь (39), находим окончательно

rfef|K*(Qi.Q»; VT) |<«'<г՜8 Գ՚Փ(Չ,;օ,

8
' ■е Փ(Չ«; 3, Ք, «о).

Заметив теперь, что согласно (28)
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(’ 8° Г/>
в Ф(Р; 5, А, е0) dP ֊֊= М < о.֊, 

£

получим из (ЗВ)
п

РЛ(1 Л)| հո 'ЛГ։.

Таким образом, при »х = 1 ряд (37) .мажорируется сходищи.мся 
рядом

а это и доказывает теорему.

Институт математики it механики 
АЙ Армянской ССР.

Ереванский Государственным унииерсн ют Поступила 11 V 1959

X. 1J*. էք*ւսէ*»|ւրււսյան

ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ Վ.ՐԱ ԴՒՏԱՐԿՎ_ՈՂ_ -Д«4-рА«4- \K(Q, Р)н(Р} dP

ՕՊԷՐԱՏՈՐՒ ՍՊեԿՏՐՒ ШКЬ

Ա 1Г Փ II Փ II I» Մ

Դի;քաք L*\E ֊ն ամբողջ /՝. ^արр"։Р բոն ^V" որոշված I։
բսւււակա սով ինաեդրհ (ft էի անկէյիանե րի հիլբերալան ւոարածու.քժլւււնն Լ: հշա~ 
նակենբ Ա*ււվ է ., (p) աարած tn իք լան մ/.ջ ղիտվող ձս հիպերմաՀէսիմալ սպե-
(ւաւոսրի որոշման տիրոլլթ ր։ 1'նչպես հալունի է, ut/ղ սպևրասէէ! րն и иг աу վ ա մ 
4 ֆինիս։ ֆ էոնկւլ իսւնհ ր ի ։[(,Աէ ղիէււվող ձ 1Հ f>4(h րա ս։ и րի էիսւկսւմ ից
Լզ{£\~տ.մէ

Համարելււվ թ\(Հ) К (Q, Р\ ֆանկցիաներր tu^ւսյիսիներ, որ նրտնէ/ 
'ոսմաս

'P(Q)l2^<<x. JJlKCQ./Ձ) FdCldP Հօօ.

I: i:
րնղ սրւսւք ք) (Qj-ն սահմանափակ Լ , Л ՚Կշանակհլաք [..Հ^^֊ում կամայական
դծալին, 
հետհ լա լ

սահմ անափակ 
ոպեր ա ա Որ (է ՝

(ոչ ինլւնտհամալածք ոպևրաէոորը l.^ntf, ղքւաարկենք

Tu = ֊֊ ձս 4֊pill 4-j A [ Q, Р) ч (P) dP (и ք У)/ 

/■
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Ներկա աշխատ ութ լան մեջ պս> ր դվում Հ ա ր> օպերատորի ււպեկտրի 
կւոսուցման հարցր, ընդ որա մ ստացված տմենարնդհանւէւր արդյունքը կադ- 
մա մ է հետե/ш/ երկու. թե ո րեմեե ր ի րովանդակաթ յանր:

Թեորեմ 1. Г օպերատորի անրնդհաա սպեկտրը համընկնում է դրա
կան կիստս անդրի հետ. իսկ կոմ պլե քս հա ր իժ ութ լան Шипдшд մ ասա մ րնկած 
սսլեկարի կետերը կարոդ են լինե ք միալն դրական կիս սւч սՀհդ րիդ դարս կա- 
տակմտն կետ <անեդոդ սեփական արմ եքներէ

Թ ե ո ր ե մ 2. նշանակենք !\ “ = | /Հ (Q, /֊* - dQdP ե ենթադրենք,

E ե
ու՚ \P Qik -И' Աո դեպքում 1 օպերատորի տմ րոդջ սպեկտրն ընկած է 
է֊ = 4a (a -f- с) ւդարա ըսլի նե րսա մ, որտե՚դ

а— ՜~՜ | / М2 f-f-г A’i? . ? = Rf?X, -կ=հււ\ւ

Նախքան հետե /ա/ թեորեմի ձեակերպա մրւ, պալմսւնսւվււրվենք սւօել, 
որ Լ օպե րասւօ րը I-.,' Ւ.\-ա֊մ и ւււհմ անսւփսւկ ՛ի ունկ ր ի ա՚հե ր ի րաղմ տձե ութլան 
կրտ սահէէ տն աւիակ Լ, եթե դււրսթրսն ունի ս։ [նպիօի հա etui ւստան, սրր մենք 
կնշանտկե՚յւք է , որ Լ „(/j)-ին պատկւսնո դ րոլոր U ՛Հ՜երի համար տեդի 
անի

՝ Lu(Q) Л у-Slip \tl(Q> I 
սւնհտկէսոար ա.թլա ր!էը։

Թե ո ր ե մ ‘ք. '1'իրա ք /, о պե ր ա in и ր ր սահմանափակ Լ սահ-
մանափակ Հիունկցիաների րադմաձեսւթլտն վրա, իսկ p ւ (Հ)~ն ե

^[K{Q.P)\dP

E

ինէէէեգրալր Q կետի սահմանաւիակ ե հան րւսդամա րե / ի ֆունկցիաներ եհս 
4՚լդ. դեպրա ւ)՝ / օպերատորի դիսկրետ սպեկսւրր սահմանափակ կ:

'է՚իսկրեսւ иւդեկւորի ստհմանտլին կետերի մաօին ավելի է\չդրիտ սւեղե- 
կա.թ լտննե ր Լ տալիս հետե լալ թ ես րեմր.

Կր<}
Թեորեմ 4. Դիէ/ա ք ինչ֊որ «օ Օ՜/7 համար /? (Q) 6? ֆունկցիան 

սահմանափակ ե հանրադա մտրելի է։ 'Ւիւրսր, րտցի ալդ,

ր ր 4^9 ԳԴ
Ա e \K(Q. P)\2dQdP<Zoo, 

՜ :

ե L-ն րերվււււէ ք; միավոր օպերատորիւ Ս,[դ դեպքում 7 օսլերաորորի դիսկրետ 
սպեկարր սահմանափակ է ե ա րլ օպերատորի օեւիսւկան արմ ե քների միակ 
սահմանտլին կետր կարոդ կ թմււել II կեար:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. ԼԼ. Гнуни

К теории динамической устойчивости слоистых 
анизотропных пологих оболочек

Рассматривается нелинейная задача динамической устойчивости 
слоистых анизотропных пологих оболочек, собранных из нечетного 
числа однородных ортотропных слоев, симметрично расположенных 
относительно срединной поверхности оболочки.

Линейная задача динамической устойчивости пологих однослой
ных оболочек исследована в работах многих авторов I, 4. 8, 9|. Об
щие вопросы нелинейной теории динамической устойчивости упругих 
систем разработаны В. В. Болотиным, им же. решены две конкретные 
нелнйейныо задачи динамической устойчивости изотропных пластин |1|.

Известно |11, что линейная теория динамической устойчивости 
тает исчерпывающий отве1 о расположении областей динамической 
неустойчивости в предположении, что начальное равновесное безмо- 
ме.ч-иое состояние отождествляется с недеформированным состоянием 
оболочки. В противном случае области неустойчивости следует опре
делить не из уравнений линейной теории, а из линейного приближе
ния уравнений нелинейной теории, которые будут содержать коэффи
циент нм при нелинейных членах и будут совпадать с уравнениями 
линейной теории только в том случае, если начальное состояние при
нимается недеформированным. В настоящей работе мы безмоментное 
состояние примем как недеформированное и для границ областей не- 
устончнвости будем брать их обычные значения |Г. Однако, беспре
дельное возрастание амплитуд в областях динамической неустойчи
вости. предсказываемое линейной теорией, в экспериментальных ис
следованиях не наблюдается. Наоборот, с увеличением амплитуд ко
лебаний скорости их изменения постепенно уменьшаются и получается 
пронесс установления колебаний с почти постоянной амплитудой. При
чиной »того являются нелинейные факторы, которые для пологих обо
лочек включаю։ в себя в первую очередь большие прогибы. Поэто
му. для исследования процесса установления колебаний и определе
ния амплитуд установившихся колебаний, необходимо исходить из 
уравнений нелинейной теории оболочек [1].

1. Пусть .с и у являются криволинейными, ортогональными ко
ординатами. совпадающими с линиями главной кривизны срединной 
поверхности оболочки. Считаем, что геометрия срединной поверхно-
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сти оболочки совпадает с геометрией плоскости и главные, кривизны 
kx и ky при дифференцировании ведут себя как постоянные.

Известно, что ортотропные, материалы обладают тремя пло
скостями упругой симметрии. Пусть одна из плоскостей упругой сим
метрии материала каждого слоя будет параллельна срединной поверх
ности оболочки, а остальные две—перпендикулярны к координатным 
линиям х = const и у - const.

Имеем следующие уравнения движения:

Ох
4- ~ = О, f).V2 _ OS 

ду дх
(1.1)

+ + ф + 2 ՀԼ + ~ Д', g .
дх- Ох Оу ду- дх-

-25— 
дхду

v &W , 
Оу- dt2

(1.2)

Здесь ու՝ приведенная масса, которая в случае симметрично собран
ных слоистых оболочек имеет вид

где —удельный вес/п*го слоя, — расстояние /п-го слоя от сре
динной поверхности оболочки, которая одновременно является средин
ной поверхностью среднего (// 1)-го слоя |3]. 7—внешняя, нор
мально приложенная к срединной поверхности, нагрузка.

Эти уравнения получены из обычных уравнений равновесия не
линейной теории [2| путем добавления инерционных членов, причем 
тангенциальные силы инерции не учитываются.

Для усилий и моментов имеем |3]

Ад = ՇյյՏյ -р- С12^2,

<v2 = Գհ-х 4֊ с22ч (1.3)

S = C8g<U2, 
и

; D12x2,

AL = ■ •- /J22'z2, ՛ 1.4)

где

Сд = 2
ri

Л1 + v^(2„-5m+i)
m I
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/I

(1.5)

гт: л2”
1 — а'/г’17

ւ 1.6)
:՚ք ЕТ

J1!?'"

Для деформации срединной поверхности имеем |2|

du . dv . dw dw ս՛ - - I — I .------->
ay dx dx ay

(l.7i

9
я”1 Հ+.

nm _ ____
ւ —

, вт.

!^/?Г

ււյ7’ Գ,?1

d-w 
dy- 

d2w 
dxdy

(1.8)

которые должны удовлетворять следующему уравнению неразрывно 
сти |2]

ժՉտ.. д2^ . . д-w . <EwՀ֊Լ ... —-х _ _-----А,- — — A’v ------ - -г
ду‘ dx- oxdy ду- ах-

И (1.9
dx: dy- \дхду /

Представляя усилия Л'։, Дги и ձ՝ посредством функции напряжении 
т = ?(л\ у. է) следующим образом

ч. а-?
(1.10)

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям равновесия (1.1). 
На основании (1.8), (1.7) и (1.10) из уравнений (1.2) и (1.9 получим 

1едующую разрешающую систему дифференциальных уравнений:
Ժ4^ С/։!г> <9'։о 1

Й:* + (ճ66 “ 2ճ12^ Դ -‘TV + T7 ՜:՜ ՜\ լ ւշ՝^ +ox4 dx- dy- ду* 2
. . օ2ս՛ . a-w 
4-^x— -liy ;;

d\- ’ C/A"
-֊- 0. (1.11)

BlM-rtHii ЛИ, серия фнп.-мат. и-лук. .У- I
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4-2 (/Лг : w№) 
ах*

dAw , & д'го 
дх2 dy- ‘ “ ду*

— L (от, '•?) — fr.v— — fry — հ (х, у, t) -j- т* ° u - 0, 
ду- ' дх- 0Բ

где
. t . a2w ժ2օ п d2w ծ2? d՝w ժ2«

дх2 ду2 дхду Oxdy ду։ дх2
С„ См Сг, I

"»“7Г Պ»”֊^ «.= = ֊’’ а«-=с’

о = СпСг2 — Си.

В системе il.ll) заменив q(x, у, է выражением |1|

</ = Ад (х, у, է) х։ -Է Д2 (л-, у, /) 7.2, 

получим уравнения динамической устойчивости

(Կշ
()AV
Ox ‘

(1.12!

(1.13]

11.14

Ժ’չ 0՝z 1
(ам + 2ճր.) - 1 an 77 I- —/■ («', ») 4-

Ox- dy2 dy* 2

+ ■ */^ = 0,
dy2 ax2

Dn + 2 IDK + 2/J„„) ֊77; !Հ, a՝a -L(w. <t)- 
ax1 ox- Oy- dyA

+Л». +Mj. + = 0,
(>y Ox- ■ Ox- ( dt2

(1.15

где А? и Л силы, характеризующие, начальное безмоментное состоя 
ние. которые для простоты принимаются не зависящими от х и у.

2. Решение системы (1.15) ищем в виде

9 ('Գ У, /) = VV фтя (^| ?ия (х> у),
т п

(2.1

от (х, у. /) «= Zifm>i (Х| у).
т и

Представим <&m/r i'x, у) и wmn (л՛, у I в виде произведения двух фун) 
ций. каждая из которых зависит только от одного аргумента и мой* 
быть представлена в виде линейных комбинаций фундаментальнь 
функций поперечных колебаний балок, заведомо удовлетворяют։ 
только двум граничным условиям на каждом краю оболочки

?Л'1Д (.V, у) — АЛ(л՜! Y,,.։ | у),

•'^тп \ х. V) С'я(х) 1/ст(у).
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Уравнения (1.15 в вариационной записи принимают вид:

2а։2 ժ4»
ох- ду- ду* Ч-

1 , . . . o-w . d-w— L (w, w) ♦֊ kx — ■֊֊ —
2 оу- Ох-

0© dx dy = О,

Г1' ք„ ^՚ + 2 (О։! -f 2О«) + dJ^ -
J,) дх* Ox- dy ду

ճ(®, ?)—Հր—- A’z-֊--}֊ 
dy dx-

.. ! J ֊ — W* ՇԱԱ/Х r/y =- 0.
dx՝ dy dt- J

Вариациями функций ?(л՜, у,/) и «?{-<, у, У) будут:
֊ ^^»л«ч5 Ф/пл.

т п

(2-3)

(2.4)

'J ! тп- 
т п

Используя произвольность вариации сФЛЛ и и ортогональ 
но՝.;, фундаментальных функций, из (2.3) получим следующую си 
стеку уравнений:

I I րհ (. О/г ^' ттеи\ ,| Ф«я ճ«֊ - {ам 4- 2Д12) ֊ - ■ -г аи —- ) -|-
.) J \ dx՝ dx-ay։ ду՝ ./

- Фтп/т,։ L < W„„, ) — <!>„,„ С/!. -\ k4 ) +
\ Оу- ох- /

у I <> л»о d-win/l .
]•»■> ■՝ I , Jrnn А з—---------- Ւ

дх- ду-

m^fnnwa„ 
dt-

w„„, dx dy ~ 0.

После подстановки i 21 в систему (2.5) и интегрирования, полу
чим дн!.|։ференциальное уравнение
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(2-6) 

где
// , А 

ш- = — ՛■ — ------- -
/Л’АЛ «Ч

АТ/ -
л/<

/
/<

» 'Л1 
Aj.

/а4 * А
% 4

■2.7)

/5/։ 4 /а/л , /*/з
Ся,я —атя • / t

«ЧЛ "«АЛ
/։ = I ( У■ <i„ 4- 2u։7)A <i ) « ՚ |a.։ )mdx(fy,

/.=.֊ Ц A-rU V’„) XnYm dxdy.

I, = ’ Ц’ 11 ■; V'. C. 14 ֊ t'. I . r I x„ r„ dxdy,

- j՜ p/JuUV V- + 2(0,. + 2Օ„)Շ՚; f„ P„(7.VS'|A'.rn dxcly.

/■= ^\xr„o;v’„ -֊ ,X'„YmUM U.Vmdxdy.

(2-8)

/:= - \\ll>,X,Y„ + k,.X'„Y„)U„V„dxdy,

^Ն, \-„dxdy.

3. Из уравнения (2.6 . принимая fm = A sin«>/ и .V? = .V? = 0, лл։ 
нелинейной частоты собственных колебаний (даЛЛ) получим выражение

(3.1

Принимая = const, X • = const и jnn = const, из ՚ 2.6) можно получи
также нелинейные критические значения действующих сил при их
статическом действии. Аналогичные задачи тля однослойных, изотрон 
них. шарнирно-опертых оболочек решены О. Д. Ониашвили |-1|.
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1аконец, исходя из уравнения 2.6), можно описать хлопок обо- 
ючки при действии нагрузки со стороны выпуклости |2|, однако в 
шстолщей работе этот вопрос не исследуется.

4. В частном случае, когда прямоугольная в плайе laXty обо- 
очка радиально оперта по четырем краям, из (2.7) получим

I , = J_L■

+ ад.1 I 2(/Л, շ/Հ)Հ^-ւ . (4.1 )

J_ (<Հ I *,ւՀ)9_____
1 й <Կէձ *է* (<։« 4* 4֊ tf։։pi

+ Օ„Հ + 2 (D։; • 2/Հ) Հ|Հ + Оя pl I. (4.2)

« = —? — I )*,-; +*.ւՀՀ  +
11да (йм 2:7,. ՚ ' Հւ;,.

‘ Dtfi + 2 (D։. 4- 2D„ Հ Օէ.;Հ . (4.3)

^ = ֊—■ —Г4—------ 0.4:.
m ab a^.. — {a„ -f- '2аг. /Հ>« •

<*ՀԾռ—~ — - •-------.------------------------ ՜ >"3---------------- Г* (‘l.Ol
9 m*a'b- a^.., • (dw - 2д.,1 !.հլ-„ 4 «1гии

где
• л» л/z

• ?-=—• (4.6)
а b

5. Принимая |1|

Лд = A jo Դ А'и cosW
(5.11

Л?=А» 4 Л'тг .об^,

аннеиие (2.6) можно принести к виду:

М Н- տճ (1 - 2?,.cosW)/„.-Л-, </„, f'„„ =о. (5.21
Где

w я ±____ .У.нУГ
" 2 A^AT.”

Словно предполагая |1| что силы сопротивления имеют вид
КтAfmn}fmri, и вводя их в уравнение (5.2), получим 
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fmn Rmn (fmn)fmrt ՜ --/пл (1 —{ԿոոՀ-Օ&է) fmn V.mnjmn T dmr.fmn==r^ (5.5l 

Ограничиваясь первым членом разложения flm«(/w,։) в ряд Тейлора' 
из уравнения 15.5) получим

/" 4- 2г/' 4- Զ3 (1 — 2acos0/) f - ef - ժ/3 = 0. (= .6)

где £ характеризует затухание системы в первом приближении.
Здесь индексы т и п опушены, поскольку уравнение (5.5) иден

тично для всех форм колебаний.
6. Переходим к вычислению амплитуд установившихся колебаний.
Известно |1|, что уравнение (5.6) можно написать таким обра

зом. чтобы его „линейная" часть допускала периодическое решение:

Հ 2с„/' + У: (1 — 2յւ cos Կ f - I/(/. Հ. /1 — 0,
где

V{f, քՀ = -г dp֊ (Զ2— 2:)'1-2ucosfi/l/+2(£-SJ ք, (6.2)

О — Զ ,
о.

о
z S • • (6.3)

О" — критическая частота.
Используя метод Мандельштама 11. 5], уравнение (6.1) можно

привести к следующей системе уравнений с постоянными 
циентами:

Հ՜) /••։(г„г։. о-о, 

dt

—֊---- 2... /)=0,dt - 1 -
где

== 1 *^2 Vci*

•-շ == 1 «12 "՚

Л (■*։. *2. 0 '?21 V >1։ Д-շ. է .

Ւ~-շ, է) — ՝յ.,1 (л,, л'„,

коэффн-

(6.4

(6.5)

.6)

(6.7)

(6.8)
?•_■։ = ? ( О. '>.>> — г ՚ է .

ci/'i - функция Матье |6|.
Уравнение (6.4) можно решить методом последовательных при 

блнженнй. Однако для практических целей достаточно и нулевое при 
ближеиие, которое определяется из условий
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z = C. 
z =-0,

16.9)

где С — амплитуда нулевого приближения, для определения которой 
из условия периодичности решении* системы (6.4 получим

|F։(C. 0. /)<// = (). 

б
(6.10)

или в развернутом виде 
г

</(?,’(/) Զ1 —Զ.)(1 2u cos W) С? (О 4-

+ 2(< -ч)С </?(/) 
dt

16 II)

Из условия i6.ll для амплитуд установившихся колебаний в ну
левом приближении, помимо тривиальною корня С=(). получим еле- 
дуюшие выражения для главной области неустойчивости соответствен
но для верхнего и нижнего предела:

а) при е=0

Դ<> Հ /Ь- \С-?Ь] (f-՛)11”1

где

րՀ^ 4Զ’(1 ? pr, (6.13)
в) при ё О

-,2Ь1 (Л (՚ I 

где

■ ef=42=(l: I r-4i)- (6.151

Отметим, что формулы (6.12 —(6.15) по внешнему виду иден
тичны с соответствующими формулами для пластин. Кривизны сре
динной поверхности входят в формулы (6.12) —(.6.15) через вели
чины Զ и р. Отсюда мы земечаем. что четные степени функции / не 

, влияют.ни на установление колебаний, ни на величину установившихся 
им плит уд. К аналогичному результату приводят и другие методы на- 

| хождения периодических решений уравнения (6.1).

• Решения системы <6 4) если периодичны, то имеют период Т или 27'
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Следует отметить. что выкладки П. 6 предполагают слабую не 
линейность системы, неспособную существенно изменять гармонический 
характер движения. На основе этого строится решение, не обес 
печи веющее постоянство энергии системы дли любого .мгновения, ио 
соответствующее постоянству энергии в среднем за период. Этим ։ 
объясняется отсутствие влияния четких нелинейных членов па ве 
личину установившихся амплитуд |П . Поэтому исследование пере 
скока для динамического процесса становится невозможным.

7. В качестве числового примера рассмотрим трехслойную файер 
пук» оболочку |7|. характерные размеры срединной поверхности ко 
торой суть: а = /> = 10 м, R» 40 м.

Пусть оболочка состоит из двух продольных (наружных) и одно
го поперечного слоев Обпын толщина фанеры /г — 0.09 .и. толщина 
каждого слоя % » 0.03 м Ра՛ четны.- толщины ձ։ --Հ. ==0,0-15 ч и 

0.015 .« Удельный вес фанеры հ 800 кгл*.
Упругие характеристики каждого слоя приведены в ннжеследую 

щей таблице:
-

Эп — 70200 кг

/;ք(*'Հ г.м’) • 1 o'” uJi!

• п 111 слом 120000 6000 4МЯ) 0.6 0.03
11 слой 9ХЮ 120000 4800 0.03 О.б

На основании приведенных данных из i'L5) и (1 13) получаем

ип = <>,249658 
0^=0.133817 
а։. =0.010385 
ов( = 2.380952

мкг, 
м кг, 
м кг, 
мкг.

= 6210
Du=2160
D.. = $970

кг.
кг.
кг.

м
м.

Յք-

Допустим, на оболочку действуют разномерная нагрузка 100*4 •« 
и пульсирующая нагрузка со? W = 200 cos'я к: .ч- Исходное безмо
ментйое напряженное состояние будет х iprcr-’p ։ зовггься силами .\'? = 
= 0 и \ .= Ry. Используя формулы (4.1) 17 . (5.1). (5.3) и (5.4)

случае основного гон.։ колебаний (т=л = |., ня величин Զա и 
получаем значения = 374.011 1 сек’ и рп 0.1116 кг{м.

Из-за отсутствия определенных тайных, затуханием системы не 
будем интересоваться.

Из формулы (6.13) для нижней ч верхней границ главной области 
неустойчивости получим значения:

• О; ՛ инж. = 1279.753 1 сек* и 
(•Հ) верхи. = 1712,358 l/tw5-

•Xмили гулы установившихся колебаний для главной области пеус 
тойчнвости получаются в виде фиг. I):
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I. (С2։ ниж. = (0.119947 Ս* — 155,661579 10’3 м։,

II. (С=) верхи. = (0,119947 (г - 205,392205) 10 1 жэ.

Исходя из формулы (6 14). легко убедиться. что при наличии затуха
ния затяги пан не колебаний возможно лишь для частот, не превышаю-

<.= Զ ’
ших IU0J.

Տ՛*

Как видно из чертежа, нулевое решение нелинейной системы 
устойчиво всюду, за исключением областей возбужденна линейной си
стемы. В области возбуждения АС вместо неограниченного возраста
ния амплитуд получается процесс установления колебании по линии 
АВ, соответствующий решению I: что касается решения II. то оно не
устойчиво (10].

Считаю своим приятным долгом выразить благодарность проф. 
С. Л. Амбарцумяну за постановку задачи и за руководство.

Инсииуг математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 2 X 1959

<1,. 8. 'ЬГин fiji

ՓՈՔՐ ԿՈՐՈհՌՅԱՆ mumbPh ԴՒ-ՆԱՍհն ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ 

ււ ւր փ и փ и ь ւր

>.4 դվա ծ tn մ դիւոարկվ in մ i; էիորր կորության շե րտ էովս ր ան /< դո ար ո ոյ 
էադանթների դինամիկ կա րոնութ լան ոչ դծալին խնդիրր:

Խն,1ր1, հիմնական հավաոարումն ո տարվա մ ի որպեո երկրորդ կարդի 
ւիովովսական դործտկիէյնե [՛ով ոչ դծալին դիֆերենցիալ հավա ո ա ր tn մ , Որի 
դծալին մասը իրենիյյ ներկայացնում Է Մատլեի հարււնի հավ ասա րա. մ ր։

Օէրոաւյրէր ծելուք Լ. է'. II անդե չ՞աամ ի մ ե թոդր, հաշվված ե՚հ կա րոնա ւ/~ 
ւիււձ ամպյիաէէւդներր անկալա.նա.թլան աիրա.լի!ներէո մ։ Պարղվա-tt Լ , որ հա~ 
ւիաւտրմէեն ոչ ւյծտւին մաոի մեշ մանող դու յդ աոաիճանի անղամներր ոչ «//» 
չոդդեւյութր>ւն չէոնե՚հ կաււո՚ււայյման երևալիքի վրա: 1'երված Լ ի!վալին օրինակ ։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. О. Гулнаняв

О кручении призматических стержней прямоугольного 
сечения с двумя симметричными прямоугольными 

полостями

Решена задача о кручении призматического стержня прямоуголь
ной։ поперечного сечения, имеющего два симметрично расположен
ных выреза. При решении использован метод сведения задач круче
ния к вполне регулярным бесконечным системам |1|. Удовлетворение 
граничных условий приводит к совокупности четырех бесконечных 
систем линейных уравнений. Доказана вполне регулярность этих си
стем. Получены формулы для определения жесткости и напряжений. 
В качестве численного примера вычислены напряжения и жесткость 
призматического стержня прямоугольного сечения с соотношением 

|сторон 1:2, имеющего два симметричных квадратных выреза. Жест
кость такого стержня сопоставлена с жесткостью стержня, поперечное 
сечение которого имеет одни вырез и площадь, равную половине пло
щади сечения данного стержня.

Крученйтр призматических стержней прямоугольного поперечно
го сечения с одним прямоугольным вырезом посвящены работы |2| 
>՛ |3|.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу кручения призматического стержня прямоу
гольного поперечного сечения CQI IV (фиг. I) с двумя симметрично 
распложенными полостями PRST и (7A/.W/7. Оси л՜ и у направим по 
осям симметрии.

Функция напряжений U (х. у) при кручении удовлетворяет вну
три области поперечного сечения уравнению Пуассона

V։U(x. у) = — 2. ’1.1)

а на контурах сечения принимает постоянные значения, причем одно 
из этих постоянных может быть принято равным нулю.

В данной задаче принято, что функция напряжении Щх, у) 
равна нулю на внешнем контуре сечения. В силу симметрии области 
поперечного сечения на обоих внутренних контурах функция напри-
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жений прнннмае։ одно и то же постоянное значение 6'0. а решение 
ищется только в области '0AKGHLBC6-. Чтобы распространить реше
ние на всю область сечения, потребуем, чтобы на осях симметрии нор
мальные производные функции напряжений обращались в нуль, т. е.

Пусть

(1.2)

/’։(х. у) в области AKDOA,
6\(д’. у) в области 'ОНС0, 

Ճ ’, (х, у в области LBCEL.

(1.3)

Функции 1:,՝х. у) (7 - 1,2,3), в силу вышесказанного, должны удов
летворять еле чующим граничным условиям:

^4 =0. ?£’| =0. и, 1Ь,у) = 0.
dX v-o fjy у» (I

при 0< х С b —ժ2,
iZA(x. մյ при b—1/2 x b,

(1.4)

^(/z,v) = O, U(x, л)=О,

Ц (b - d2t у) при 0 < у Հ մ։.

Սօ при < v <7 մ — Հ„
E\ib—d..,y) при « — Հ, у а.

ил(х,а)^0, у) = 0,

U^x,a-dil=\L:<> «РИ ^.b-d2,
\U2(x,a—d3) при/; d2<^x b.

V՜ =°‘ 
dy ,v..q

L'.. b - d... y) -

dx
(I

r-0
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Введем вспомогательные функции |1| Ф։(х. у) /= 1,2, 3,1), 
т. с. функции напряжений (Л (х, у) (/'= 1,2. 3) будем искать н виде:

^х(л-, у = 6, (х. у) - [
|Ф։ (х, У

в области ДЛ'О'А'Л, 
FGDOF,

^(д-, у) = ^(д-. у)
GHEDG, 

FGDOF. {1 5) 

HIGEHФ .1 (-Ն у I

Вспомогательные функции Ф1(х, у) (Z — 1
нению Лапласа, г. с.

LH1HL, 
HICEH.

2.3,4) удовлетворяют урав

?֊֊Ф/1>։ у) = 0 (/=1.2,3,41. (1.6)

следовательно, функции •>, (х, у) должны удовлетворять, согласно 1.1 . 
уравнению Пуассона

у) - — ֊■ (I 7)

Из (1.4; получим граничные условия для функций ձ։ (х, у) 
(/ =1,2. 3) и Ф; (х, у) I / = 1, 2, 3, 4.1:

ք2ճ .0, — О, + Ф։(*,у)=0,
()х г«и ду v֊o

•Հ х, Հ) = է '0, ձ2 (ծ — մ2, у) = 1.հ. ձ2 (b, у) ■= 0.

ԺՓ->| Л . ;
— 4------ =1 =0, 'Mx. a}
°У у—о fty |y о

Ф.։ (х, а) = 0,

(1.8.

-•-:»֊ = 0, О3 (X. «7 — ժ3) = ԼԼ, ծյ (X, а) = О,
дх

?յ(ծ> V) 4-Փ3(Հ у) = О,
ԺՓյ
;>у

= 0. 
у-0

Ф2 Ь. у =0.

Ф»(ե, у) = О, Ф3 (X, а! = 0.

Для непрерывности решения надо потребовать, чтобы на лини: х 
контакта удоялегворялись условия:

Փէ \b — d2, у 1 = 0. ԺՓւ
ох

= 0, Ф։(х, Հ л*, d. - Լհ 
x-b-d*

Ф... X, մ։) — 0. =0, 
by y-iit

<[>., (b — d..f у) = у J (b - d.., у) — L 0.

(1.9)
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Ф։ (X, а — df) = 0,
ԺՓ, 
՜ք/у = 0, 

у-«- -dt
Ф.։ (ծ — Ժ.,, у) = (ծ — Հ, у) —

фз (ծ — <հ, у) = 0. —-2 =0. Фа (х, а — Հ) •!».. \х,а — d31 — 6'л.
dx x-’b-d.

Граничные условия для функций Ф,(х,у) и (х, у) неоднород
ны. Согласно Гринберг)՛ |4], решение ищем в такой же форме, как 
и при однородных граничных условиях

h (•*. V) -У нк I х) cos '—՜ 4. (Л-, V) -У и,, v sin ֊ ( —-t).
՜, 2d‘ Г, d~-

oo oo
‘?з (*, у) = У vk (х) sin А ■- (а у), Փյ (х. у | = У (х) cos “ — —

<1л 2d,4-1 3 fe-t _ 1

СО
Ф2(х. у)=У K*(y)$in- - ծ-х), Ф3(х, V) = У^4 x)sln— (а - у), 

. . «2 d.

ЭС.
ф4 (-<• у) = У Кл(У) Sin (Ь — х),

(1.10)
где

/Հ (х) = -М Ф, (х, у) cos { ֊ ll^' dy, 
d, J 2Հ

о

L\ (у — ֊՜ i փշ (х, у) sin — ---- — dx.
J 
b-d3

a
Oi* b —

^.■(.V)^ ՜ ։?з(х, у) sin — (а- у)^у,
Պ J Հ

a -d։

՚V . (X) ՜ I Փ։ IX. у icos -k 1 dV.
Հ .) ՁՀ

и
l>
(‘ kr

П■(>') = 7 1 Фа(л, y)sin— b — x)dx, 
d., J d..

” b-di 
и

2 Г А՛ гLk X =֊“ ф3(х,у)$։п ' (ч — y)(Zy,
J Հ։t-d,

(1.КП
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։>
Դ I՛ /' г

Л* (у) = у- Ф| (*, У ՛ sin — (b — Л-) dx.
rf2 J 4։

ծ -dj

Умножая каждое из уравнений (1.7) и (1.6) соответственно: урав- 
, , . 2 (24*—1)kv

иенне для ?։(л, у) на — cos- — ' и интегрируя его от нуля до
Հ 2d}

d}. уравнение для •*.(-?, у) на — sin֊—(ծ- л н интегрируя от b d., 
d.. d..

до b и i д. аналогично (1.10*), получим линейные дифференциальные 
уравнения для определения функции //.՛ i.vi, Г., (у;...., Л\ у :

Ահ (2>k I )

a.. R"

|l-(- I)*|. 
d j k~

00յէ (x) ֊ a 1)‘ V Գ (rf]) sin Tj/. b _ x,
“1 ‘ P-I

h2/֊4'0(֊ I)*-1.

x>
I';.(y)-r,n»w = vfy.H^b-d.^cos^y (-1)‘*‘, 

Uo Цл/?-! 

(1.11) 
ее

’» — րՀ- է-к (х) = -'к ( 1 )*V Up \a-dj) sin (b x J 4- 
d\’ p-l

֊ւ֊֊Գ(֊ւ)^1. 
di

Դ (֊ 1)*У 14^֊^)sinCp(<7֊y) +

■

+^г-о(_|Ли, 
^‘2

где обозначено

(2fc-l)s t kr. /{֊ ,
d.՜^' dA~^ (1.12)
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§ 2. Решение уравнений задачи. Исследование 
бесконечных систем

Из условий (1.8) и (1.9) получим граничные условия, коюрым 
должны удовлетворять функции /Л:(л). ЙДу),..., А*-, (у;:

/^i-vj|,r.o=O. Еа(а-)|г..о = О. Ա’;։7»-ժ2. =0.

U7, i/> Հյ = 0, /<Л(а մյ| 0, А’.д« ժ3) - 0, (2.1)

դւՀ.ւ=0. Հ(Հ)=0, ձ<ր(ծ֊ժ8) = Հ(ծ-մ3)«0,

Hb(b}֊\ Մ'է(ծ) = Օ. Vk(b) + Lk[b)=0.

L'k(a) - A’, .r;;. = 0, Ц (0,1 4֊ Հ (0) =0. 2.2)

Решая дифференциальные уравнения (1.11) и удовлетворяя условиям 
(2.1). получим значения функций /Հ(.է), ԼԼ у).... и Л\. у>. В выра
жения функций /7.. (.V). 1^1*1 и А\(.у) войдут постоянные интегри
рования /Լ, £Л, Ск и D*. для определения которых подставим по
лученные выражения функций Нк(х), Uk(y) в (2.2). В ре

зультате полу'him совокупность четырех бесконечных систем линей
ных алгебраических уравнений. Удобно вместо постоянной С. ввести 
новую постоянную Л:

sch т|д. а | — 1Հ տհ а 4 Fk\. (2.3)

С де л а е м и од с та н овк у

(2k- 1)1-1)* . .. ,,
1----------у ^Հէհ5է(*֊Հ)=^.

а Л (— I */:'tch Հ. (b — dz = ЛД,

А’ ( - 1 )* {Ւ\ ch t\. Ժ,sch т,ь a — D* sh r<t a — dj ■ sell a J = G*. i 2.4)

k 1 4-Jb;.ch tik{a - Հ)-sell 7l/; ri /Հ.տհ т1к dy sch т,д. «| = Hk.

Здесь а — некоторый постоянный множитель, величина которого будет 
■определена в дальнейшем.

Для определения II,-, Лг,՛֊. СА и /7,<- получим совокупность беско
нечных систем линейных уравнений

ОО
■««-У Հ!,օ. ■ Հ

(2.5) 
со

Af* = !<«/> + *».

₽-1
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ЭС зс
V,,;; jw,. Հ", 

Р-1 р-1

ос -се
//*=£<$v,+ ճ4; »- 

р-1 р-1
ГЛе 

2а d
=------ ՜֊- - Sil ;*</•• sch ևծ-cll և (b ֊ ժյ

(-/»’ | ւմ-ևք

I I л 3
b), — —° ծհ և Ժ. • SCh ;< b■ Ch ;* b — մ3)

'^d 1
— ք տհ:*ժ. SCh:*!»«Ch ;>(д ‘Л 4-

4 2
—. clic></2 sell :»d-ch — d.3 , 
«•’i

<, = -----------տհ^Հ-sch v ch Vя •
a pz)’ -j- ад-

՜- ւ՜ • —с М'.''* ■> 1ch T«t •sch\а sh յ՝ ֊ 6
a -• 24—I - — (2ժ։ձէ )-

b" = -”^w- sh T- dj ■ sch r,. a ■ ch r (a — d3) — — sh r d3 ■ sch т a
'd3T,k zrlM

ch \k (a — ժ։) — —1 ch тч dx ■ sch հ. ն • sh r,k d3

4 44֊ —7 sh r(. Հ schr4 a տհ^ժ, —-ch r,t^ sch >1ка ch r, (<? - d3 —
«At

4 ։ — 1 l‘------- r-т— ch rilt (a — Հ) • sch r4<«. 
"նէ

Если положить

/7л = /чк. = т. A/<=Zik л.

I Си, X.tp-Clt, Л. Ctk-Л. О’ .-. = 0, Си . քր է “ ‘ . ,J ’Հ'

Cu-շ. |р = и՝кг/, Си ? <Р 1 ” Си ; и,- - = Сн .-.։л_ч = о.

(2.7)
Си-). Дл-; = ^Гр. Си |.м^> a't:r. ;и ^Ь'".

Си .1, <Рв Си 1.4р.յ = 0, 7Ч = др. Си. 4,,֊.’

Си. ։л-։ Лд,;. Си ւր | = Си. —О,
5 Н>лгс»ии АН, teni<« 4чгк-м«». »и\ж ,Դ
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то совокупность систем (2.5 можно представить в виде одной систе
мы:

со
Z, = У C.„Z,, ֊ т> (■/ = 1.2....Լ 

р-1
Можно показать, что для всех v при ժ3>2մ1։ если придать

— Zta d,-d,)
Լ £J

1 e

(2.8)

а значение

а при d3 < 2rfj, выбирая a

будем иметь

ՀՕ

т. с. в обоих случаях V jCv/>|< 1 — О для любого > и 0>()՛ Следо

р-1
вательно, система 2.8. вполне регулярна.

Система (2.8) остается вполне регулярной и тогда, когда выре 
зы вырождаются как в продольные, так и в поперечные трещины.

Свободные члены системы (2.8) ограничены и, следовательно
система имеет ограниченные решения.

Решив систему, согласно 12.7 получим значения постоянных /7,
Л’А.. <4, .ИЛ, а следовательно, в силу (2.4) и значения постоянных ин
тегрирования Д*. Ек, 1){. и Ек. Этим будут определены функции Яд (х)
Vb |у) и 7>(у). Подставляя в(1.10) значения функций /7-. (х), 74(у)....

(V), на основании (1-6) получим значения функций напряжений
7Հ.(х, у՛ (/' 1,2,3) во всей области поперечного сечения
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<4'(.М) ^ib — x) \b — x ((Լ />4-х)Ч- - V А—1Լ..շս_3 х 
d„ а ““ 2£ — 1

Л-1

V» ( — 11*
Xsh-H/? x).csch;A. (/..•cosiA.y ֊լ-֊ -Zit iCh^vX

К
Ւ. I

ОО
X sch Հ sin \ (I) — x) -2 fV , ՜՜,՜; Sh *’* (/; ՜ x) x (291

“ A-)'2*՜1'

X csch Կ; f/2-cos:fty:
b — d2 < л- C b,
0 < у < Հ;

§ 3- Определение постоянной UQ и 
жесткости при кручении

Функции напряжении Ut(x. у) выражены через постоянную Ц, 
значение функции напряжений на внутреннем контуре, которая опре
деляется из теоремы о циркуляции касательного напряжения |6|. 
Согласно этой теореме

Гт ,/ С v dx v / \\ձՍ ւ ՞ ла /а . к
\7\ds = | Л-— >_• ds = —dx--------dy Сг. = 2<1, (3.1)
.՛ J ds ds J dy dx
Գ Գ c„

где Co— внутренний контур поперечного сечения, 2—область, огра
ниченная этим контуром Со, (J модуль сдвига, т угол закручива
ния на единицу длины стержня. 7‘. — проекция касательного напря
жения в какой-либо гонке контура на направление касательной к 
этому контуру в той же точке контура.

Подставляя в (3.1) значения функций напряжении из (2.6) и ин
тегрируя, после некоторых преобразований получим следующую фор
мулу для определения постоянной (Հ:

Գք ; ֊(*—Հ֊Հ,)- 1 (b-d..)\ — {2a — d3)(b — d2)
I d., d3 I

9 00 7 W֊ d. (a - d, ֊ Հ) ֊ V .£« _՛ th թ _ d ) V L |Z4S +
X 2k — 1 Л/.• I Л-1

Հ»
+ Z,„.l|th-T'։ .1i Հ-Հ,. - 1 У Z—էհ՜,»(ծ-Л). (3.2)

2 a kл—։

Ряды, входящие в выражение 3.2), имею։ порядок сходимости А_,



68 Н. О, Гулклнян

поскольку неизвестные имеют порядок • С помощью некоторых 
/г

преобразований возможно получить формулу для вычисления 4Հ. вы- 
it

раженнмю через ряды, порядок сходимости которых не менее — •
Л3

Действительно, если составить сумму выражений
X֊

~ У ֊— ’”՜ ' ch ik b • csch:!■ </„ sch հե (b — сЛ)
a 2k — Ifc-l

co

— V ֊-— ch և b • sch b
a —* k

k-\
- (L) csch *.< d .

л-V Հհ S1,^(a — Ժ,)-csch g* Հւ csch \ (a — d} d3)

— csch тч. (a — Հ Հ) <O-sch rJfc</։ X

՝Հ csch T (a ֊ Հ — Հ0 — - ’ csch հ (ճ — Հ — Հ) J. 
k

то после приведения подобных членов получим выражение, совпада
ющее с правой частью (3.2), которое выражено через ряды порядка

не менее — • Заменяя правую часть (3.21 полученных։ выражением, 
/г3

окончательно, для вычисления ձ’օ, получим следующую формулу

OU , Ж
,___«з , 4»t у /н*-з 4д2 у 1

-d<,*~“ k- -d.a^ (2k—1՞՜ k3- Л-1 “ fe-1 f J,3

Xcth--^------ 1 th^rf3 -—У 1 thr —
2 ;? —1 k3 к հ* A;3 *

/г-l k-l

\՝ Ճ cth 
г» — Л» 2 

։. з
——У — ւհ^մ
2 k3k-\

Դ On

Жесткость при кручении стержней многосвязного профиля он 
ределяется по формуле

(3.3)
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(3.4

глей, — площадь, ограниченная внешним контуром. Йд— площадь, 
ограниченная внутренним контуром Се, (i модуль сдвига, ֊ об
ласть поперечного сечения стержня. Ц —значение функции напря
жений на внешнем контуре. — значение функции напряжений на 
внутреннем контуре. В применении к данному сечению формула (3.4) 
согласно (1.5) принимает вид

di b-di </, л
С=8бЩ о։ (л, y)dxdy^ Ц |*։(х, у) ЬФ։(л*.у I dxdy 

О О О L
л— di b л ծ-4.

4֊ ( б2(х. у) dxdy-- || ^(x.y)dxdy

b-tl- u -rf։O
и I՛

+ \ I'M*, У)-Ф,։(Л'. У)Илт/у* W0!20G.

։l~d,b— il-։

(3.5 i

Подставляя о (3.5 значения функций напряжений, после неко
торых преобразований окончательно получаем следующую формулу 
для вычисления жесткости

C = iQ ֊֊ ■ •- —) + ’.֊ ( 4</,А -

— 4rf?rf։ | if’a ֊; d3d': + bdl — Л<Й )

.> -х>
8(/j V» 7^k-3 , . f. d., \ . ;հ- d., . H .՝ ---------- she* Z> ֊• )scli-------—sen - d,) —

Դ ‘X-
՜Հշ Ճ Z;" Jsh-4'-(rt- Հ-Jj-sch^^-sch— (a Հ-d^- 

ԼՅ

֊֊—-V-sh '■ (a t/։)-sch '*-՝ sch-;:(a — г/1 - d3) 
r֊ — Id ° 9 2

Л-1.3

X
2rf5.՛ I v i. do \ I ՝*■ d-՝ . - />--------՝-------- sh -Լ- /; ՜ )sch-------  sch (b — d..) 4
ax- kA \ 2 / 2

+ 12Mv_J!_(hM.L
- " {2k ֊ и շ I (3.6)
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§ 4. Числовой пример

Вычислим жесткость стержня, поперечное сечение которого име
ет следующие размеры:

հ ?а= 2Ь, Ճ-(Հ4-Ժ3)^2թ- Հ), Հ = 2Հ. '- = ֊-•
ճշ 2

Решая систему (2.8), после применения лимктаит [5J получим 
следующие оценки для неизвестных:

0,02455а2 Zj 0,02564ճր-,
0,02939а2 Z2 < 0.03057а-'.
0,00066а2 Z՜ 0,00184а2.

0,01220а2 Z4 0,01365а2,
0,00483а2 Z, 0.00662а2,
0,01044а- < Z. <0,01198а2,
0,00027а2 Z. 0.00187а2.
0.00574а2 < Zs Հ 0,00778а2, 
0,00262а2 Z9 6.00491а2.
0.00676а2 Z1() < 0.00864а2.
0,00029а'-' Zn 0,00226а2.
0,00386а2 Z12 0,00633а2,
О,б0031а2 с Z4, 1з> 0,00800а2.

а для L/q

0,18573а2 (Հ -< 0.18727а2.
Жесткость при кручении такого стержня

0,44288 ба4 С с 0,44840 6а4.
За расчетное значение С принимаем среднее арифметическое 

между нижней и верхней границами жесткости
С = 0.44564 Ga4, 

что дает ошибку 0,6 °',,.
Жесткость данного стержня Со сопоставлена с жесткостью С* 

стержня, поперечное сечение, которого имеет только один вырез (фиг 2).

и размеры a = 2b, а с!г -j- Հ,) = 2 b— d., , = 2dit . r. e.
d., 2

площадь, равную половине площади сечения рассматримаемого стержня. 
Значение жесткости С' — 10,9259 (id\ взято из работы [3:.

Сопоставление показывает, что если стержень с двумя отверсти
ями (фиг. 1) разрезать по оси симметрии ОА на два одинаковых стерж
ня с одним отверстием (фиг. 2), то жёсткостьG* полученного стержня 
(площадь поперечного сечения которого равна половине площади се
чения основного стержня) будет в 3,3 раза меньше, чем жесткость 

стержня с двумя полостями.
По приближенной формуле теории тонкостенных стержней зам

кнутого профиля |7|, которая в применении к данному сечению 
(фиг. 1) принимает вид



О кручении призмах стержней с двумя симметричными полостями 71

(здесь Fx — площадь, заключенная внутри срединной линии, отмечен
ной пунктиром из фиг. 1), для жесткости получаем значение

С = 0,34879 Ga\
Эго показывает, что приближенная формула по крайней мере при 

2— — не применима к полым прямоугольным стержням, т. к. при- 
b 3

блаженное значение жесткости отличается от точного не менее, чем 
на 21.7 %.

Для иллюстрации напряженного состояния построена эпюра на
пряжений (фиг. 3).
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‘V- О. *bitu|F<ufiitu8

եՐԿՈՒ ՍհՄԵՏՐԽԿ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ԱՆՑՔԵՐՈՎ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ 
ԿՏՈՂԱԾՔ ՈՒՆԵՑՈՂ ՊՐԵՋՄԱՏԵԿ ՋՈՂհ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ II Փ II Ь 1Г

Լարումների ֆունկցիայի որոնման համար ալտաղրյ րծված /, լուծա մր 
ry<b/z^/»V< հավասարաթևերի անվերջ սիստեմների բերման եւրսնակբ ’[ I [ ։

'11'1էնա րկվող խնդրի լուծամր րերվամ է ղծալին հավասարումների չորո 
անվերջ սիստեէքների համախմբի բսՀմանր։ Ա.պացո> ցված է այղ անվերջ и/»/» 
տեւՐհերի համախմբի լիովին ոեղա /լարա իքլանրւ Ձողի կո 'mm իքլան h րււրամ֊ 
ների որոշման համար ստացված են բանաձևեր! Որպես թվա լին օրինակ հա~ 
,'ր՚/վաձ են երկու ոիմետրիկ բաոակա օի անցքերով կողմերի 1 2 հարարերա- 
թ լամր էողղանկլոէն կարված լավ ձողի կո ՝աա թ րոնր և լաբու մնե ր րէ Ստացված 
‘"l"!(•••նբներբ համեմատված են մի անցբով տ ղղանկրսն հաուվացբ անեցող 
ձողի ոլորման կոշտոէթլան հեա:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. \. Хачатрян

Об устойчивости и колебаниях круглых 
трансверсально-изотропных пластинок

I. Рассмотрим круглую пластинку постоянной толщины Л. изго
товленную из трансверсально-изотропного материала. Принимаем, что 
плоскость изотропии параллельна срединной плоскости пластинки.

Цилиндрическая система координат ।г, 3. у) выбрана гак, что 
координатная плоскость гЗ совпадает со срединной плоскостью пла
стинки.

Принимаются следующие гипотезы |1|:
а) нормальными напряжениями з; на площадках, параллельных 

срединной плоскости, можно пренебречь но сравнению с прочими 
напряжениями;

б) Расстояние по нормали (у между двумя точками пластинки 
после деформации остается неизменным;

в; Для касательных напряжений ՜ր֊ и -,<-j имеем

Ъ=֊(~ ъ,- -1’)'^՛О ”
;ճ: \ -I / 2 Л 4 /

тле հ. •!> -искомые функции координат г, 3.
В работе |2|, при рассмотрении задачи изгиба круглых орто

тропных пластинок, обладающих цилиндрической анизотропией, полу
чена разрешающая система трех дифференциальных уравнений от
носительно трех искомых функций: нормального перемещения Ա’(ր, 3 
и функций ?(г. 3 и 6(г. Р). При принятых обозначениях эта система 
имеет вид

. z֊012 1 г dr г (Հ / ' ‘

I Л*
+ "4'ю (вю + й«) Д ֊ (В„ : Вя) .1ՀՀ 

ОгО* г Qi
= 0, 1.2
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֊֊(Տյտ 2B„)
Ժր«ԺՅ

/1 Л» Д *ա_\ 
\ ժ #’ ր drdri f

/г 
du— 
՜ 10

Ջյ. 1 ,R R 1 Ժ?
—; т- (#м է "и J----- —Ortfy г d$

էր-4- օՀ։ —
К)

Ժ4 ժ>
ժր3 dr

1 Ժ4 
г ф

րձ «= 0,

где Z —интенсивность нормально приложенной поверхностной М 
грузки: /Հ*. «и. ауу известные коэффициенты упругости |4|.

В случае, когда пластинка изготовлена из трансверсальиоим 
тропного материала, для коэффициентов упругости имеем

~ ճ'«-քՏ 1 

_ /■ а 1 (1J

2(1 + 4 “• (Г

где /Г, V—модуль упругости и коэффициент Пуассона в плоскости I 
изотропии: G' модуль сдвига, характеризующий искажение углов! 
между направлениями в плоскости изотропии и направлением, нерпеи* I 
ликулярным к ней-

Учитывая (1.3), из системы (1.2) легко можно исключить and 
Тогда для :? получим следующее дифференциальное уравнение

Г)ДАгс = 1 —յէօ=ձ)7. (1.4)

деа — радиус пластинки, 

. Ժ֊ . 1 д 1 ժ= А =------------- ;----------- ----
дг՜ г օր rz &Ճ-

(1.5 
п к 1 F. հհD ■=--------------- . k = --------------------------

12(1—>г. 10(1- >=) (Т а-

При составлении уравнений рассматриваемых здесь задач устой
чивости и колебании круглых 1рансверсально-изотропных пластиной 
будем исходить из уравнения (14).

2. Пусть пластинка сжата в своей плоскости равномерно распре
деленной нагрузкой, нормальной к контуру и ранной Р на единицу՛] 
длины.

Уравнение статической устойчивости получим, если и (1.4) та* 
меним Z выражением |5. 6|

Z = —РД». |2Ш(

где А оператор Лапласа в полярных координатах (1.5). 
Подставляя (2.1) в (1.4). получим

ДД» + ~Д«г—0. (2.2й
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. где
■ ր֊= քԿ'- -

D - РЬа?

Решение уравнения (2.2) имеет вид

75

(2.3)

где « = 1,2,3....: Л и У, —функции Бесселя соответственно первого 
и второго рода, порядка п. Постоянные интегрирования ՇՀ...^ оп
ределяются из граничных условий.

Предположим, что рассматриваемая пластинка защемлена но все- 
м) контуру. При этом граничные условия будут:

Ժէւ'
при г a w = 0. — = 0. (2.5)

дг

Если пластинка сплошная (без 
жить С. - С\ = 0. Тогда из условий

отверстия в центре), пало поло- 
12.5 I получим:

CxJn (с) -г С, «= 0.
(2.6)

С, --Л(С) ֊Л.,(<•)]֊ С, 4=0.
а а \ а

Для определения постоянных С. и С: получили систему однород
ных уравнении. Приравнивая нулю определитель этой системы, для 
определения с получим следующее трансцендентное уравнение

2лЛ(с)-֊с/я-1(Н=0. (2.7)

Это уравнение для каждого п имеет бесчисленное .множество корней, 
[среди которых наименьший получается при л = 1 и равен г = 5,136.
Cie довательно. учитывая 23. найдем значение критической силы

/>• = 26.38 р _ । о 8.
«=(14֊ 26,38 Л)

Принимая здесь А-— о, получим значение критической силы, вы
численное по классической теории пластинок.

Как л следовало ожидать |3|. в отличие от классической теории, 
критическая сила (2.8 зависит также от коэффициента А՛, т. с. от от- 
ношения упругих постоянных EjG' и отношения Л/«.

В таблице 1 приведены значения коэффициента А* и отношения 
критической силы (2.8) к критической силе, вычисленной по клас
сической теории пластинок (/Հ, 26,38/>«=) для различных значе

ний отношения p(i՛ при ֊ =0,1 и < = 0,3.
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(3.21

13.31

cos //3

= 0, .ՀԱ>
— fl

(3.7)

(3.1

(3.

Из таблицы 1 замечаем, что при увеличении коэффициента k у 
личнвается расхождение между знач-.чиями критических сил, вычя

Таблица 1
• Q о | շ.ք. $ ю | 20

0
1.0

и. (Ю29՝0,0055՝ 0.0 По'о. 0220
0.929 :0.873 0.77.5 ’о.бЗЗ

*
/->• Р

ленными по формуле (2.8) н 
классической теории пластин!

3. Уравнение свободных кол 
баний йена груженной пласт 
получим, если в ՛ 1.4) заменим 
выражением

70Л օՀ-г՛
g ot- 

где 70— удельный вес материала пластики, g— ускорение силы 
жести.

Подставляя (3.1) в (1.4), получим

ձձ-а? .1. նձ (1 _ /гй:д) _ 0. 
gD ՕՐ

Принимая
•и» (г, 3, /) — IV’ (г, £) sin ю/

и подставляя в (3.2). получим

ձձԱ7 Խ=ձ)1է?=0.
gO

Уравнение собственных колебаний (3.3) и граничные условия 2. 
будут удовлетворены, если положить

W. 3) = | /п:ряу)Л(
(1

(л =0. 1,2....; / = 1,2,3....), 

где J,t и функции Бесселя первого рода вещественного и чйо 
то мнимого аргументов порядка п.

:\у— корни уравнения, получающиеся из второго условия (2.5)

dr — fl

которое можно написать в виде

iyv՛ А՛։ (:\y) Л j ՛ p-„.) - "дуЛ Л»֊1 (u„y) ֊■ 0.

При этом для частот собственных колебаний <»лу имеем



Об устойчивости и колебаниях круглых трансверс.-и.нпроп пластинок 77
•Дии— -=^=| ՛ ՛ ■— . ՛□՛ д—дяяаа—ёагаагт ՛ -г тг - ■■ . д

Принимая в (3.8) А = 0, получим собственные частоты расс.мат- 
рнваемой пластинки, вычисленные по классической теории пластинок.

Отметим, что корни уравнения (3.7) зависят от коэффициента /с. 
шй. от отношения упругих постоянных £/6Հ коэффициента Пуассона 
« отношения к а. Следовательно, для нахождения корней уравнения 
|(3.7) необходимо иметь значение коэффициента к

Нижеприводим корни уравнения ւ'3.7'ւ, заключенные в интервале 
0<ия/<10 при п=0, 1,2 для двух значений коэффициента к:

яря <- = 0 !xoi = 3.196.
=4.611,

|ւշյ =5.906.

!Դօ ՜ 6.306. 
ս18 = 7,799, 
Աշշ — 9,197,

=֊ 9.^39;

при к=0,0011 Ио։ = 3.224. !Նսշ 6,399. = 9,612;
un =4.662, •• < 7.928,
յւՋ։ = .5,981, ;յշ, = 9.356.

В таблице 2 приведены значения отношения частот «•>„/ (3.8) при 
i=-0,011 к соответствующим частотам Հ!;, вычисленным по классиче
ской теории пластинок (А = 0).

Таблица 2
Л-0.7=1 Ո ~՝0.J 2 Л -Օ./-3| Ո = 1.7=1 ո=1.յ=2| /ր-շ.;=։ j л=2.7-2

է է о*“»// '«/ 0.961 0,855 0,730 0.918 0.795 0.809 0.739

Из этой таблицы замечаем, что. как и следовало ожидать |3|. ча
стоты собственных колебаний (։՚>ո?). вычисленные при к 0,011, заметно 
отличаются от соответствующих величин («Հ,), найденных по класси
ческой теории пластинок (А — 0). Причем это отличие гем больше, 
чем больше п и /. Вычисления показывают, что это отличие также 
увеличивается при увеличении коэффициента к.

4. Пусть нагрузка равномерно распределенная по контуру пла
стинки (см. п. 2), меняется периодически во времени.

Уравнение динамической устойчивости получим, если в 1.4 за
меним 7. выражением

g Of1

Подставляя 4.1) в 1.4 . получим

(D— Рка֊} ДАw + РД«£’ (1 - Ժ-- = 0.
Я ժ/-

(4.1)

(4.2)

Представим ay (г, 3, է) в следующем виде 

•и’ - Tnj(t) (4.3)
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фактически принимая, что форма изгиба зажатой но контуру круглой 
пластинки совладает с формой свободных колебаний непогруженной 
пластинки. При этом удовлетворяются граничные условия задачи (2.5), 
так как остаются в силе формулы (3.5) и (3.8).

Ясно, что (4.3) не будет удовлетворять уравнению 4.2). Урав
нению (4.2l будем удовлетворять приближенно, пользуясь вариацион
ным методом Галеркина.

Подставим (4.3) в (4.2) и полученное выражение умножив на

cos //3 г dr r/ji

проинтегрируем по всей площади пластинки. 
Учитывая, что |9]

(%,) •

где в силу (3.6) последний интеграл обращается в нуль, после некото
рых преобразований для TnJ получим следующее дифференциальное 
ура«пение 

d?Tnj շ 
՜մ/՜ +

Par !և՝
b, >

(4.4)4 = о.
где

"■=К + Հ) + (^ ֊ (й, [ -^֊]‘

(4.5)
I J' (”■ ,) I2 I

b., = (սՀ 4֊ U■■*) М . ֊շճշյլ _ „ч _1_ _ ч'б2 • лррп/ Л(,Хяу) |
Принимая /' = /\jcos0/ и учитывая, что 

представляет собой приближенное (в смысле метода Галеркина) зна
чение критической силы, уравнение (4.4) можно написать в следую
щем виде
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мт
2Հ,/cos tt\T„j = 0. (47)

at՛

>-/ = ^о/2Р;. (4.8)

Уравнение (4.7) представляет собой известное уравнение Матье, 
торое при некоторых соотношениях между его коэффициентами 

мёет нёоргайиченно возрастающие решения. Этим решениям будут 
^ответствовать области динамической неустойчивости рассматривае

мой задачи.
Гранины областей динамической неустойчивости можно опреде

лял» но следующим приближенным формулам |8|:
ծ*________

֊-----(4.9)
2‘"r.7

дли первой ।главной области неустойчивости.

для второй области неустойчивости.

О* I Հ 9>'<
-------= Т I 1------3 1՛ 8 9.'.л/

(4.11)

|для третьей области неустойчивости и т. д.. где О* критические 
Частоты внешней нагрузки, г. е. частоты внешней нагрузки, соответ
ствующие границам областей неустойчивости.

Отметим, что формулы (4.9) (4.11), определяющие границы об
ластей динамической неустойчивости, внешне ничем не отличаются 

Вт аналогичных формул, полученных исходя из классической теории 
пластинок (k = 0\. Но отличие несомненно имеется. Ойо заключается 
в самих величинах &ոյ и Р'.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 31 X 1959

Ik- tk. |imi\iust*jiuG

ԿԼՈՐ ՏՐՍԼՆՍ<եՐՍԱԼ֊հՋՈՏՐՈՊ ՍԱԼեՐհ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 
ԷՎ. ՏԱՏԱՆՈՒԱՆեՐհ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ ‘I’ II Փ II I* 1Г

Աշիւատոէ J.Iլան մ/ւշ դիտարկված սալերի համար րնդունված են U. Ս.. 
Համրարձէււմրսնի աոաջւսդրած |/| հետե լալ հիպո ի! ե ւյնե րր՝

ա) սալի մ‘իհ ին հա ր fjul[J լան ր էչոււլահե и ни րթ ակնե րամ ւլործսւլ նորմ ալ 
լարւււ ւ՚եերր կարե/քւ կ արհսւմտրհել մլա.ս րսրոււ1եերի նկատմuni'ր,
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ր) սալի որևէ երկու կետերի միջև նորմա/ ւու/դութլամր եդած 4Л- 
ոտվոբա խլունր դեԼիորմաէյիտ յիդ հետո մնա մ է անփոփոխ,

դ ՜^-յ և Հ; շոշափս դ լարումները րււս< սալի հո։ սաա թքան փո քսվում հ՛հ 
սլար tu րո/ակտն սրենրէէվ ( 1. 1 ):

Կ/որ սրթոարոպ սալերի ծռման համար րերւքած հավասարումների սիս
տեմը ( 1.2) ււաաք/վաւ՚ւ է |֊ ււ։ շիա։ տ ։սն րի հիման վրա:

Տ րան ռվե լա ալ-իղո արս էդ նյութիդ պաոէրառաված սալերի դեպքում (1.2) 
սիստեմից ճկվածքի համար աոարված Հ ( 1.4) հավասարումը: (1.4) հավա
սարման մևջ փոխարինե/էէվ /է (2.1), (3.1) ե (4.1) արւոահալտու ք՚1 (ու ն-
նեըով, и tn տրված հ'1: հտit աո/սյututиքսսՀետբսւլ։ սաասվէկ կա/սւնտ քմը։։ն, սեփա
կան տսւտանտ մհե /• ի և դինամ իկ կալուն m[4 րոն իէնդիրներր:

Լուծված են հեաևլալ խնդիրները՝ ա) ււաուաիկ կա լունէէւ ի) լան խնդիրնե
րը (‘~“Լ,4 կետ), երբ սալը սեդմլքած / ամըոդջ եդըով հավա սար աշ ։։։փ բաշ- 
խըված /- ինսէենէփվաթլամը ումով. ր ) դ ին ամ իկ կա լտնտ (J լան խնդիրը (4-րդ 
կետ), երր վհ րոփշլա / ամ ր մամսրնակի ընթացքում փոփոխվում Հ սըսրբե- 
րաբար (կոսինուսի սրենքով). դ) չրեսնավորվաձ սալի սեփական տատանում
ների ի>նդիրր կետ): II,րւ բոլոր դեպրերի համար ընդանվաւ} Լ, ո/։ դի-
чип րկվււդ ււաք՚ն տմ րակցվ :ոծ Լ ամ րս դ ջ եդրով:

Ստարված րսէ՚հաձե ե/ւ/ւ ե նրանր հիման 'll"1' կատարված f.hfu։/fl'll հաշ- 
վ tn iliili ր /։ ցուլդ Լ տաքիս , ո /ւ տ/սուեդ րերվտծ մ եծ ա /() րսննե րր 1 կ ր ի ովէկական 
ւււ<1ր, սեփական տատանումների հաճաիէա!րոնէՈ.թ լանր և տլլէւ), կախված ի 
{ 1 ..5) դործակրիր, դդալիորեն տարբերվում են կ/աււիկ ւոեոութ քամ ր ասացված 
համասլաւոտսխան մեծա (մ/ա ններիր:
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ГИДРОМЕХАНИКА

Г. А. Бабаджанян

О плоской задаче открытого потока несжимаемой 
жидкости

Задача плоского установившегося открытого потока несжимаемой 
сндкости сводится к решению системы, состоящей из двух уравнений 
вижения и уравнения неразрывности

Ժէ'.Հ dvx dh :
дх +^--g dx ’
dvv dh •
дх 4- vv —- = —g v ay * dy ’ (1)

~ [hvx) | ~ Jivv) = О’ ах ’ ду
где и ֊ компоненты вектора скорости по осям х, у; h глубина 
потока; g— ускорение силы тяжести. Эти уравнения получены в сле
дующих предположениях:

а) Гидростатический закон распределения давления по] глубине 
потока.

б) Постоянство вектора скорости по глубине потока,
в; Положительный уклон дна равен уклону сил трения.
Система уравнений (1) содержит три неизвестных vv, ։vy, h и 

образует замкнутую систему без дополнительного условия потенциаль
ности потока.

Если движение жидкости потенциальное, то из условия отсут
ствия вихря и постоянства энергии, исходная система (1) приводится к 
одному нелинейному дифференциальному уравнению в частных произ
водных второго порядка относительно потенциала скорости.

Это уравнение имеет следующий вид

( _2^ . л4?_ + (1_4^ = 0, (2)
\ gh[дх? gh дхду \ gh/dy-

где ? есть потенциал скорости.
Уравнение (2) для бурных потоков (о > \ ' gh) будет гипербо

лического типа, решение которого в общем виде дается методом ха-
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рактеристик. Если движение жидкости вихревое, го не имеет места 
вышеизложенное обстоятельство, г. е. не существует такой функции 
<?(%'. у), через которую компоненты скорости выражались бы в виде

ժփ ծ'Հ>
vx ֊ г՛ ’ 'Уу — V՜ • дх ду

Следовательно, и решение задачи не может быть приведено к ре
шению уравнения типа (2).

Цель настоящей работы заключается в том. чтобы построить со
ответствующую функцию для вихревого движения и составить урав
нение. которому удовлетворяет эта функция.

При решении этой задачи вместо системы (1) составим другую 
систему уравнений, состоящую из двух последних уравнений системы
(1) и из интеграла Бернулли для вихревого стационарного движения:

dv4 . ժւ\ dh

+ = |3!
qj-

A+,֊=//(■».

Из уравнения неразрывности имеем:

Ли .-= . քլղ, =Х — -Д . (4)
оу • дх ՛

Умножая обе части уравнений ւ՜4ւ соответственно на dy и dx, затем 
•складывая, получим

Ժ'? ()՚նdx -г o v dy — Аг՛., dy — hvv dx = d՝՝j,

откуда
.TJ 1

dy = — dx 4- -— db. (5)z vx hvx •
Перейдем от независимых переменных х и у к переменным «. ф, где 
Ф есть функция тока, а ; = х. Тогда из (5) и из первого урав
нения системы (3) можно написать

ду Vy ду_ _ 1
0Հ Դ,’ ժփ ՜ Аг»/ 1 ՛

Л. (dvv t dVy ժփ\ , dvv д-li dh ԺՓ
”4 й + # ՛ Vx՜

Заменяя t'.v и гу. no (4) и производя сокращения получим

dVy , dh /ր,Հ
-ЭГ=-^зг' (?)
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Из 17) вытекает, что существует такая функция ք (հ, *!>). для которой 
имеют место соотношения

и 4,1/0. (8)
<?■? Г Ճ 0-,

Имея ввиду выражение (8). уравнения 6) примут следующий вид

где V- = 4- V՝
Третье уравнение системы (3) в новых переменных примет сле

дующий вид

1/ “տՀ + £’ -/ад. У g rf: 2g (И)

Из (9) и (10) перекрестным дифференцированием исключая у и подстав- 
а dv ov ...ляя значения v, v . v — из (И), получим то искомое уравнение, 

которому удовлетворяет функция /($.$).

/7 W _ _L
V й մփ ]/' 2

՚<>ք\ 'd-j

֊ *"<«)• (ք) |+շ\՚ տЯI"՜|/1®'=

В этом уравнении /֊/(•>) —заданная функция. Определив из уравнения 
(12) функцию /(;, ՚<ւ, из (9, и (10) можно найти у («,՛!»). Функция 
у (с, •}> = const) есть линия тока.

Компоненты скорости щ. -и. и глубину Л можно найти из (8) и II).
.Уравнение 12) имеет очень сложный вид и при решении кон

кретных задач его применение невозможно. Чтобы выявить особен
ности некоторых движений, рассмотрим частные случаи, применив 
идею фу и кии /(с.*՝.

1. Рассмотрим случай, когда հ = т. е. глубина сохраняется 
вдоль линии тока. Требуется найти возможное движение жидкости.

Из второго соотношения (8ւ имеем

(13)

где 6(0) неизвестная функция.
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Из (9) и (10) имеем
ду_____ghh'Z 4֊ o' (о)
<й ՜

_ _________ 1_________
՜ kl ՛ v-‘ - '[ghh'i -Н'Т ’ 

где
., dh d(> 

d‘b ՝r/ db 
Интегрируя (14), получим

(14>

(15)

(16)

где Т| (Ф) — произвольная функция.
Дифференцируя (16) по 6 и сравнивая полученное выражение с 

(15). можно написать
________________ 1__________ Г d у*
1 / & I 6' Հ (gAA')։
2 J (gAA')2 Г՜ ghhr )

_ 2Л +_ճ \ ճ. I к =\ ՝ ghh' ) d'j \ ghh' > I ՚ ԺՓ

__________ 1___ _____
... .. / vs 7 O' \2g I (^ллт (;+ ЯЙЛ' )

(17)

В выражении (17) переменная հ входит явным образом, поэтому ясно՝ 
что написанное выражение будет иметь место лишь тогда, когда

ճր<^0 АЛ_=оdi> ’ d։,J ghh'
или

Tt (Ф) = const, b' = const. gAA
Исходя из этого, (17) примет следующий вид

Ճ _ v՝ _ _ - 2 
մ՚ձ [g^h’}՜ gh- A' (18)

Присоединяя к этому уравнению интеграл Бернулли в виде (И), по
лучим два уравнения с двумя неизвестными t'(:P) и А (о). Из (16) по
лучим уравнение линии тока

(у 4- const)-’ | (; փ const)- = (191

Уравнение (19) является уравнением семейства концентрических окруж
ностей.
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В этом случае возможное движение есть вращательное движение 
астиц жидкости по окружности.

Если глубина всюду одинакова, т. е. Л = const, то из (14) и (15)
од учим:

у = — •- --1՜1 н- տ (ձ), (20)
է/■и- — о'--* 7

ду_  1___
Aj/V —И

дифференцируя (20) по б и сравнивая с (21) получим 
_. // О'_______ ds 1_____

մ՚ձ-յ/՜^շ— G'f 7/Շ ~ —

налогично уравнению (17 , можем написать

db j, г,2 _ 6'2 
или

Таким образом, получаются два уравнения. Первое из них 
ds = ’ 1 

(21)

(22)

(23)

8 второе интеграл Бернулли в виде (11).
Линии тока в этом случае являются семейством параллельных 

прямых. Действительно, учитывая (22) выражение (20) примет следу
ющий вид

у = const •;տ (<|>)՛.
2. Рассмотрим безвихревое движение |//(О) = const).
В этом случае и выразится по закону Бернулли через глубину Л

+ -2gH.
Из втрого уравнения (8յ получим

Эй I ■ I dvy
Օն ՜ gk <Հ gh dh (Հ. (24)

равнение характеристик которого, имеет вид

dz db
±_dVy "• ՚ 
gk dh

Интегрируя (25), получим

Тде/:(А) неизвестная функция.

(25)

(26)
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Для простоты исследования вместо : .՛. ՛֊• введем новые перемен֊ 
ные հ и •>=՛!’, тогда

ду _ ду дх ду I dvydy ду 
ԺՓ дх ԺՓ ժ՚ձ ՜ gh dh дх ժփ ՚

= — £ճ /_Լ. <1. _ 1 4. ք լ
()հ dx dh дх Ա/յ dir g/? dh 1 Հ /

Подставляя в эти уравнения = <(\ из -О). - из (10։ и имея ввиду,

Ժ/что vy -- — Հհ, получим 

Վր 1 dvy _ I______
ժ'1> ~ gh dh J ՜^Հ V2 ՜ гэ__ V2 ~ 

1 d . —z------հ 1 dr՝
gSrfA1 V>' “ gAdA՛ (2/)

dX = ®ճ/ձ ф___ L tfVy f \ ,28)
dh V., \gA d/p gh- dll )■ {ՀՕ'

Интегрируя (27j получим
յլ dvy 
gh dh (29)

где f.,(h) произвольная функция.
Подставляя значение у в (28). поел՛, некоторых преобразований 

получим
/ 1 dv._ 1 (/-:՛, ;՛... 1 լ/լ:՛.. ;՛ I
\ glr dh gh dir • г>Л gh dlr vs gh- dh J '

f\ (*i=o.

Из этого уравнения видно, что для существования выбранного дви
жения необходимо, ч։об имели место следующие соотношения

Ճ 1г՛! _ _ Ճ֊՛ Срг'у I. Hv ճժւ:> _ О /чт
h dh dir v.x dh- rv h dh ’

Л(Л)- (31)

Уравнение (31 ՝i используется при установлении граничных условий. 
Обозначив угол наклона скорости через 'i (Л) и имея ввиду соотно
шения:

т'Л vcos;3 = v։ A), T»y = ^sin3 = с»у(Л), 
уравнение (30) можно преобразовать следующим образом
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<£յ^լ __ (P'V 
dh* s dh

= լ^ւ
2 dh֊ ՜

/Ժ-V G . G \2 ^_cos?dhy

dr6\ 1 d V՝
- yc0S? rf/il՜ 71 dll 2 =

cFv ,/մՏ\2 v dv
dh- \dh) fl dh

dv d~v ..1одставляя значение » -тг2- из закона Ьсрпулли. получим а /с (հ н

О-
Դ + v 'll5

Из этого уравнения вытекает

= 0.

или

հ _ ձր _ Հ՜' _ jdj_ / I _g9№\
\dh) hv֊ -и4 A֊-L'2\ u= J

/f??V £1/1 £1 \\մ/յ ) ~ h2v֊\ V2/ (32)

гдес=|’£//—скорость поверхностной волны.
Как показывает уравнение (32), для существования движения необ

ходимо, чтобы в правой части выражение в скобке было положительным 
т. е. чтобы к3>ճ или -и>| gh. Таким образом, отыскиваемое движе
ние возможно только при скоростях, соответствующих сверхбуриым 
потокам.

В этом случае задача решается до копна. Действительно, возь
мем соотношения

ւէչ _d$ d v dsi
dh ՜ d v dh ~ v dv

Подставляя значение из (32), получим 

({l == ֊ И ~ . 
dv cv (33)

Принимая во внимание, что
сճ։ո а = —>■V

где շ есть угол Маха (угол между касательной к характеристике в 
данной точке и вектором скорости) уравнение (33) примет следующий 
вид

մ? dv = 0.r V (34)



96 Г. А. Бабаджанян

Интеграл уравнения (34) есть՜

Ն а -4- const. (35)

Уравнение. (35) устанавливает связь между 3 и г՛ вдоль характери
стик. Как известно, если характеристики в плоскости (х, у) суть пря
мые линии, то задача решается точно.

Уравнение (35) представляет два (соответствующие двум знакам 
правой части) семейства линий, зависящих каждое от одного параме
тра. Эти кривые расположены между окружностями с радиусами Rb~.

г- / э7՜=Vkf> и Ra = | 3 где v!։p — |/ 2g Հ . Легко доказать, что этн.։н- 

нин на плоскости (их, vy) буду։ эпициклоидами.
Неизвестные функции /։(А) и /2 (А) определяются из граничит 

условий.
Можно найти также уравнение линий тока. Для этого вычислим

Ջ֊ — ('Ucos^j =----— COS? — T’SinS -
dh dh v v ‘ и

]/v--c2
cv

-£֊(
•VSina

Sin3-since
o'

| V2— с2

f — • sin (а ± £).
■ysina '

Таким же образом

Հ ՝ ։՚Տ1ոՅ) = —— cos (а + {}).
dh dh ‘- .ysjna ' - 1 ’

Из (35) можно вычислить sin (а 3) и cos (а է $). Подставляя значе

ния в выражения (26) и (29) при значениях Ф = const, по

лучим уравнения линий тока в параметрическом виде
х = ± - -const + Л (Л), I

/mina '

sin (а ± р) . , ..—-const+ /., //).Л-D-slna '

Таким образом, полученные разул ьтаты утверждают правильность вы 
бранного .метода.

Кочин Н. Е., Кабель И. Л., Розе if. В. Теоретическая гндроме.члннкз, т. 2 
1946.

Институт энергетики и гидравлики 
АН Армянской GCP Посту лила 10 III 1959
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UbUblUbLb ճեՂ-ՈհԿՒ PU8 ՃՈՍԱՆՔհ ZU.PP հ-ՆԴՐՒ ՄԱՍՒՆ

II. 1Г II «I» II I1 II'

Աչ11,*յ>'"1"ք'ք /ան մեջ III пт ւքնաււիրվա il է m'h и Л q if ե [ ի հեէրււկի ftnitf 'uiniii'li֊ 

J'/' 'ւսւրք՚ք jifjiq/ipp uitfuiut if ակե ph ա f fit ի ասկարււթլամp, и р р '։//»// աս ա piu.tf'hlt pի 
Лег հան q ես կ ւլսւչիս որպես ա՚հհարս։

Հարոնի Լ, որ երր inpinqiu իք րս նն անի պ и ա են!ք իա[ , ապա տեղի անեն

Vj — • ? սլաpl աններ ր; Արւ qhiqpttLif շարժման դիքի երենцիա j հա-

վսսւարա ւ1ներր անխէլե/իա թլան հավ ա и ա րմ ա՛հ հեա միաոին րերվաւք են if եկ 
հս>է,,էՒ ու դծալին էքաււնակքւ ածանւրւսլնելւսւ1 դիֆ ե р են ц իա լ հաւքա- 

ւաւլւմսւն, որր րսւսն հս ւաՀւպւի ւքեպ .ptuif հիպե р ри [ական ւոիպի Լ հ որի րէւձամր 
աքււխւմ I; խտրականրիսաիկնեрի մևթոդւէւ1:

Ա/ն ւլեպվւււււ1, bpp •ւեէյակի շար>1 </ ան ш p ա ւլա խ լան ր \ա'հի upj ահն if իա j , 

Աէքսին^ն շարւ1ամր մրրկալին է , վերր նշված սւււիււ иարա մների սիսաեէք ա՛հ
րհրւիււմ մեկ հաէքււարման ե իւր1։ւլլւի քուծամր իւիււտ iplilարտնէս մ Լ: Հււէ[>֊ 

illiitinii/ ш.ши ււ՚հաււիրւիււ»/ Հ երկրւէրէք qlnippp, կաոէԱ-ւքվա ւ)՝ Լ արւ դեպերի հտ- 
^ա1' ! ■ }' 1 ֆա նկ՚ւիտրհ ■ "[•ով արաահւս լաւիսմ են է՛ ։ , ե ի է П աա tfijtit if կ
\luiL ալն ։iui վա и ա ր ամր, որին րավարարա.մ Լ է X, ) վւսւ՚էւկւյ իան: Լա.ծված
են մի րանի մասնավոր է[կպյւեր:

AU, серне 4ur1.-r.ar, п г, к. V- ՜
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Распространение давления в неоднородной жидкости
§ I. Случай неоднородной жидкости

Рассматривается задачи распространения давления вглубь полу
плоскости, занятой неоднородной сжимаемой жидкостью.

Пусть в точке О границы полуплоскости возникает некоторое 
давление, которое затем распространяется по границе ударной волной. 
Расположим ось Ох по нёвозм у шейной границе полуплоскости, ось Oz 
Перпендикулярно ей. է время с начала движения. На осн Ох имеем ք ничное условие для давления

Р\х, О. 0= >Р։1Л'։П •Х|</?(Л, (j

Р[{) координата фронта на границе жидкости. Рг{х, է) — распреде
ли- давления за фронтом.

Обозначим а г) изменение с глубиной скорости звука в невозму- 
нной жидкости. Уравнения движения неоднородной жидкости сно
ся к уравнению для давления [3]

(1.2)

дх- dz- a-{z} дР

Идем распределение давления на головной волне АВ (фиг. 1), проя
вляющей огибающую -элементарных возмущений, порожденных 
антом на границе. Уравнение линии АВ найдено в [3| и имеет вид

X Я(*)+л[----- , dz

I ՛՛ Vէ. fol'- --------dz--------  (1.3)

I “ a'u,v Л)-к։
о = >R' (t')~ I.

Дифференциальные уравнения характеристических лучей уравне
ния (1.2) имеют вид (|1|, стр. 267):
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ճ5 = ?«է dPi = ()
ds 2 ' d s 2 ' ds

(1.4)

t л2 „2 1 d - r t f ds
ds 4aJ;z) oz Jaj(s)

u
Начальные условия для уравнения (1.4)

при з = 0; x=x0, t^t0,

9 О
Pi = —j— sin»0, ր3 = -Հ-* cos»0. (1.5)

. «Աօ) a(z0)

где % угол наклона луча в точке (х,„ г0) к оси Oz.

Интегрируя уравнение (1.4) при условиях (1.5), получим урав
нение характеристических лучей

X =------ -  Տ Հ
й(*о)

Ր___ dz
J I 1 s|n';,V

I г Г) ^1.-, 
(1.6)

пчз)| / JL
V a4z} «2(ZOI

Условие в точке Л для 
имеет вил

угла наклона луча ME (фиг. I) к оси Oz (%)

տաս,, =
R'W

(1.7)

В уравнении (1.6) Հ — момент времени, когда фронт проходит 
через точку Е границы, х0^ /? /„), zo = O.
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Если учесть последние соотношения, уравнения (1.6) и ,1.7 не 
спишутся в виде

ք---_---- -
а ՝ *1 / 1___- —'°- а (0 '

|/ d՝\z} а-(о)

I i--------------г—-------- —= , { 1.8

«•■'(-) I ֊ձ______sln2N-
у й"(г) а9 (о)

R'(f„)S—“ 1=0.
а (о)

Очевидно, уравнения (1.8) совпадают с уравнением линии АВ 1.3,1 

если принять է՛ = f .
а {О)

Решение уравнения (1.2) в гонке .И головной волны может быть 
получено по формуле акад. С. I. Соболева, которая для плоского 
случая имеет вид |2|

/>(х.г,/)=—(1.9)
Р{Х, г)

Г ^(*. »о)

'՝ /7( ՜ ч՜ якобиан преобразования (1.8), Ч'*(%) произвольная функ

ция. определяемая из начальных условий на луче ME в точке
D\x,z^

Вычисление якобиана ------------ дает нам.

PM-tfrJ есйе.р-^ш;^ | #аШсёй>1 (1 ю) 
ՒՔ(տ,«„ւ I „(о).) а'Чг) а (о) /?"(/„) / ’

<1 
где

М=| '֊ = slniV^ :>’)•

Подставляя (1.10) в (1.9) и определяя функцию ’!’(% из условия 
точке В при s = О

z- 0. х = л-„= Л(/о). է tu. />(х, о, f) = /\(x0, /0), (1,11)

олу !ям распределение давления вдоль головной волны

. 7<ՊՆլ՜
’iWM.CXbo)!

D (x, z) j cos00
D(s,%) Հ77^)՜’

(1.12)
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где угол 0о находится из (1.7), ta и л*0 получаются из соотношеш

х0 = /? (U = R *֊ ֊
;<г г)| ձ_
° a֊(z) d: ու

(1.13

:(л-֊л'„). (1.171

W.'X

(1-14

il.l5|

(1.16)

которые с учетом (1.7) служат для определения %, л'о. Очеви 
значения հ и z0 совпадают со значениями и г< § 4 работы |3].

Получим формулу 1.12) с помощью общих решений в интегра; 
ной форме работы |3|.Как показано в работе |3|. распределение дий- 
ления вдоль головной волны записывается в виде

Р(х, Z, է) ձ
PAriL) «

/՛ И (О- I dz d:

о о

где

} х_ sinUo
</ (о)

հ

о

Г____
Jl֊^՜ г', 
о

dz________

Очевидно, на головной волне в силу (1-8) имеем тп 0. 1 ֊ /?'(“')л=0,1| 
причем т,։ и 1—/?'('')/• бесконечно малые одного порядка.

Разложим выражение 1— //<'(“') в ряд по степеням Հ*. Нетрудно 
показать, что

где

1
с

о 
дг-

i! <г՝.2

dz
֊'/Г (7о)

a- <z)
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Если отбросить малые высшего порядка, из (I.I61 получим

-11 , 7? (<)| = --------------------------- .
0(Т)2 |1 ->•/?'( x'iP

^/.-՛)՛• 2*С* |1 /Л |:')]г* ■
(1.18)

Теперь получим разложение дли I /7?'(՜')

I

где

(2*֊ 3)1! од 
2*Л1

1-2
О 212:

= |1-/Ք’(-’)խ.ս, И֊Г (I 191

{1.201

Если сделать в (1.1 И замену переменной (1.20) и учесть, что 
|1 -'•/?'(՜')1 .՛ 0, и. следовательно, из (1.19)

'• Э7,|

I с| i֊z./?'r -1
можно найти распределение давления вдоль головной ПОЛНЫ

(1.21

и вычислив интеграл, после несложных преобразовании, легко из 
Հ1.21) получить выражение 1.12|.

В случае однородной жидкости формулы упрощаются. В случае, 
если начальная плотность меняется с глубиной р0(г-. н формуле (1.12) 

добавляется множитель । նւ_է__ |3|.
I ?«(<>) 

§ 2. Случай слоистой жидкости

Рассмотрим распространение давления в слоистой среде. Пусть 
жидкий слой, имеющий начальные скорость звука и плотность а։ и р. 
лежит на жидком полупространстве, начальные параметры которого 
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соответственно а« и Пусть в точке О поверхности жидкости воз
никло давление, которое затем распространяется по пей произвольной 
ударной волной (фиг. 2).

Рассмотрим сначала плоский случай. Выберем ось Or по свобод
ной поверхности жидкости. ()z- -перпендикулярно к ней. Для давле
ния и закона распространения по поверхности воспользуемся обозна
чениями § 1 -.заменив х на г'\.

В силу симметрии рассматриваем область /•>(). Найдем сначала 
область возмущенного движения жидкости. Обозначим высоту слоя 
А. Тогда для моментов времени է <Լ Л фронт волны находится по- 

строением Гюйгенса для однородной среды |3|.
Он состоит из дун։ окружности В/Լ, с уравнением

I 7qTF = a^ (2.1),

и дуги кривой Л։ДС, которая находится из соотношений

к-/?(/0)Г + -2= А>)а. 2.1Ь

Легко видеть, что уравнение ДГД, можно представить в виде.

—֊ =cosO, г - R(Q + ay{t- /rtlcos6.
R (*о)

z = «։ (/ —^)sinO. (2.1),

Уравнения (2. l)3 для фиксированного О суть уравнения луча .if/:՝

|4|. Для / > — начнет преломляться участок 6՝։>й0 волны. Уравне- 
Պ

ние линии GB получится по Гюйгенсу из (?0#0. Легко видеть, что 
уравнение (Hi хается 2.|)։, где нужно положить /? =Н (1\էՀ—հ--

Нами в работе [3| получено уравнение для границы элементар
ного возмущения в случае неоднородной жидкости (см. § 1, линия 
ВО на фиг. I ։
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Уравнение линии ВА дается (1.3). 
сравнения (2.2յ։ и (1.3). получим

Если исключить г л) и г из

ема 12.2 .. имеет решение г' = 0.

юнне 2.2)э определяет координаты точки В (фиг. 1). 
Из (2.2)։ имеем

То же значение производной ( — 'է лает (1.3). Таким обра-
\ dz !в \ dz /л

зом .мы доказали, что линия АВМ (фиг. 1) - гладкая. Если положить 

получим имеет*» (2.2)։ при £>Л 

z< h. 
z^> h.

(2֊3)։

k»FKo показать, что (2.3j совпадает с уравнением линии ВО, Полу
ниным выше иным путем.

Уравнение (1.3) даст нам (если заменить на rj при г>Л
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I -а------ <-------  <1- I — ֊
I а\ R'"(h) | «յ ԶՊՍ

Для моментов времени ֊</<---------возмущенная
"* «1 I I_____ ճ_I R'2 (о)

область в нижнем полупространстве ограничена (itf: для 

начинает преломляться волна .4<Д.
Уравнение огибающеп /<И элементарных возмущений, порож

денных следом волны V/ на границе, z h, получится 1՝ виде

|г-гг(/')|-:-(г-Л)= = ^(/ О2. | 

G f'i И(О -г| — а-. Г' — f),
(2.4)1

где абсцисса точки \1 г (/') определяется уравнениями (см. (2.3)2)

I di RT-'tty

f = է, + ----------- .*■ т . (2.4)j

I <4 R'3(g)

Нетрудно теперь показать, что уравнение линии /ЛИ 2.4li..՛ южлест- 
венно уравнении- (2.3)с. Таким образом геометрическая теория волн, 
полученная для непрерывных неоднородностей, распространяется и на 
разрывные (слоистые) случаи

а z < Л, 
2 >Л.

Очевидно, что уравнение линии RM можно записать также в виде

г = г г т- a., (t tr) cosO, 
г — h - ֊ 6 ) տյ՜ոՀ 

где положено rr R^^ Aci^O,

cosO
cosO, a..'

(2.4)ձ

_h_ 
ttjSlnO

Очевидно, i есть момент прихода возму։ц< ния. возникшего ■. момент 
tCl в точке R ՀՀյ. о . на границу z 1г. гг, координаты точки Р 
и рихода.

6֊ - հ
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Переходим к определению давления на отраженной волне С.И 
И преломленной волне /М/. Проведем лучи -преломленный КР и от- 
рзженный СР.

Как показано в |4| и [5j, давление вдоль лучей в прифронтовых 
областях для фронтов прямой, отраженной и преломленной волн, вы-

1КЯ __
Հ-i —- Л°(0)/(Т) Ло('П- А, I

I t Т'-'1 I

г 6 = ֊®114 f'Hsln*

(<)) _Llr-R^!.ll±±L ,
* Ц, 

|r — R (t0 I sinO = 2cost՛: cosO = ՜’ ;

’ |/ ^_Դ(օ)+^-’

Иг—М^Г-НЛ-д?

"1

(г- ri)sin-> = (/» zlcosO.

rr —

2.5

2.6)

Р — _______ (Հ!»)_________________ 9 у

■ ր'Դ^7Ջր՛

է ֊ м-ո - I ,
Д,

|r ri (0)| sinOj = {z — h) cqsOj.

унхипя /(т) характеризует давление за Фронтом, причем имеем 
fl")v7'՜.՛ (для вычисления давления). На самом фронте волны мож
но считать

Г1-1" Հ f (--) —'.(՜) (дельта—функция).
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Выражение r(„. (0) представляет радиус кривизны отраженной и 
преломленной волн я точке /Հր։ ։> .//1 границы в момент падения 
/г '01, которое имеет вид |5| J

гг. (8) = г,- (8 Ջ - I I “Հ£" . J

e/։ Ctg2,)։ |sInO I

Падающая волна задана (2.5). Если учесть, что
■ /֊/օ('0֊“Լ0)='֊/ր(0) I

Պ д։ J

выражение (2.5) запишется j

/Հ = — — ■ , (2.5)
I ,-/,(0)..^

Для определения отраженной и преломленной волн используем 
условия в точке Р границы жидкостей (начальные условия для опре
деления Лх(6) и при i —

а) равенство давлений Ро 1\ — /Հ.
,.՜ 1 , 1 оГ\ I Ժ/Հ.

б) равенство нормальных скоростей 4 — —--------“•
р Oz ՛• dz ft Oz

Легко показать, что при z — h - =-:։ = т2-֊ / — G (0).
.. / ch \ / д'. \ sinOИмеем, кроме того, — ) = — ( —1 t = -------- ;

՝ Oz А \</г }2 1։ (1У

(дЧ\ - &|1>Г<
\<fc ): ՝

Граничные условия запишутся теперь

.+ /е)__Ճ1Ջ_=
< n-.W Հ ո-;(0)

«ւ I
к

ГгМ 
' а,.

’. SinO -Հ 1 ք֊ . ՝ -’֊Ր

. П '՚ ,։ I
_Լ_Տ1ո0լ. Հ>(Կ 
կ . Հ Й՜, (OF

Для давления в точке .VI преломленной волны получим

Ջօ(0 =
շ!-^Ո-°| նև 

-- ր'_ճլ1-----&_.4„|(! 
1 SinO 1 SinO,

Դ ^hL
(0)
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-X,I |/ <֊«"4--֊֊^

где
1 sinO

К- ՜ '■> «■_________ £Ж (2.1D)
1 stnfr 1 sinO Ctg5j

? «։ ?t Պ
В частности. 1ля случая /?'(0» V — const. /\ = consi. 

1 _______
2—-I ;И- 1I = Հ -_____ լ ք_____ ւ •

| /И- 1 — +1 ՚ AF 1
P հ

где

Для случая осесимметричной задачи легко показать |1|. что при
фронтовые выражения для давления определятся через (2.5 . ՛2.6 
я (2.7) для плоской задачи, посредством соотношений

/հ=Ղ|Հ^'”. (2.5>t

(2.6Д

/հ = /հ,| (2.7),

Здесь г —координата меридионального сечения, а остальные обозна
чения те же. что при плоской задаче.

Окончательно в точке /VI преломленной волны

р* _ _______АДО)-А______/ a'q(O) г՛ 1'

■ - /^7-, I ' ■
В частности, для Pt const; /?'(/)= V - const имеем
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—I Mi 1 1] /Иа- 1

• „ /И» - AT?
' M?r -V/ // ֊

I 1 12 12)

Выражение 2.121 для случая однородной жидкости получено Л. Я. Са- 
гомоняиом |6|.

Институт математики и механики Поступила 22 V 1959
АН Армянской ССР

Ik. *Ь. 1*է1է<|է}ււհվ

ՃՆՇՄԱՆ ՏԱՐԱԾՈՒՄԸ ՈՋ ՃԱՄԱՍեՌ ճեՂ_ՈՒԿՒ ԱեՋ

Ա 1Г Փ II Փ II I՝ ւր

Արխա пин [-J րււն մեջ ՚ք խոա րկվււււէ է հարված ttr/ ս՚լիքի թ տփան էք՛ս մ ր fu/hui- 
լական ոչ ,աւ1 ասես կամ շերտավոր հեղակով կյ՛ոատարծա fJյան խորքը:
U տարված է հեղոլքքի խանդտրվտծ շտրմ ման երկրաչափական պատկերը, ընդ 
որա մ դա Iff է տրված , որ շերտավոր հեղուկի խանղարված տիր՚ո յքմ ի ոահմսէնր կա
րելի է ոաանո՚ք անընդհատ անհամտոեոո՛ իմը՚ւնների ըանաձեի տ/նուիքքամր: 
Ill'll и։ հե՛տե եաո աղ տ լիք ա քի'ն ե t/ ան ակո վ հաշված /; ՛ճնշման ը՚ււշխումր 
ււՀհհտմասեո, ալհպեո Լք շ//րաավոր ‘-։եէ/ակ(ւ սւոաՀսա/քւ՚հ տI/>./>/> վրա:

].'>] աշփւաաա !tf ւանտմ 1Լդամւււր[է ե t/անակով пшш <ր[ած Լ ամ րողջ խան- 
ւ/արվտծ տ1՚րաւվմի ինտեդրաք ներկա/աէք՚ոմ անհամասեո հեւ/ակքւ համար:

Ներկա ա շ[էէ ա ՛է՛ ա թ լան մեջ ■>// աա՚ք пич/ш il Լ այդ լա ծման ա и քէմ պաո աքէկ 
վարքը ա՚՚աքնափն աքյէդփ վրա ՚ ե ք/ա ք') Լ տրվում լածււււՈւերինու/նաթլոէնր 
in քիքնե ր/՛ ֆրոնաա մ, որո^էը ււտա՚յվե / են Նաո տ դա/fil մ ան ե ինտեէ/րաք ՛ներ
կա /արմ ա՚ն ե դանակներ"վ•'
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ФИЗИКА

Л. Ц. Аматунн

Переходное излучение дипольных моментов

I 1. Рассмотрим переходное излучение i.bvx зарядов е и е, днн- 
жу։н(։хсн равномерно со скоростью г՛ из первой среды во вторую 
перпендикулярно к плоской границе раздела этих сред, характери
зующихся диэлектрическими постоянными s։ в и магнитными Про
нина е;мостя МИ J1, и |1а.

Пусть первый заряд с движется по оси г (перпендикулярной к 
танине раздела), а второй е отстоит от первого на расстоянии г 
КОГАЗ, раскладывая поля и токи в трехкратные интегралы Фурье 
рлучим тля компонентов Фурье полон зарядов в средах I и 2 вы 
ряжения

С

где— I ..Այ ■: знак плюс перед экспонентой относится
Иилучаю одноименных, азнак минус- к случаю разноимённых заря- 
| К1В. Следуя далее методике предложенной в работе Г. М. Гарибяна
|1|, из условия сшивки полей на границе раздела находим Фурье- 
компоненты полей излучения

■ Е'^= Ճ'*Դ)'

W, .= +
21* к» 

Здесь
>•։. 2 = ( —Z1. - Л Ч = «Л ՜ £։z2 = ~ Գ
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f(o получается из հ։, заменой индексов !."2. Как видно из (I и (2) 
поля Е. Е', Н.Н отличаются от выражении, полученных в I для 
одного заряда, фактором (1 — e,br )

Найдем теперь поток энергии излучения через плоскость, пер* 
пендикулярную к оси г. расположенную во второй среде и отстоящую 
достаточно далеко от границы раздела (см. |2|).

Մ( |£' Н '\:dxdydt = | !£' (Аг . //' ( -А-)| dk

Зе'՜ |՛ - л /
1 dvd-

В последнем выражении для IV՜.. проведено интегрирование но 

направлению вектора у-. Հ /-• и /,, функция Бесселя Нулевого 
порядка.

Рассмотрим теперь для просто ы случай перехода зарядов из сре
ды ц = г в вакуум s.. = ’|. Поскольку основной вклад к излучение 
вперед приходится на частоты большие оптических, то и, -=*» 1
ГТПоложим 7.֊ — «In 0, где '> 

с
угол излучения фотона. Гогда

‘С 'со<- •! SIII ՝>(Г1 I՜
■< J (1 о о

14—1) 11 f - 3| Ճ-SHI3O)
(<€0.տԾ | г տ։:ւ-0՝ (1 В —sin՜')

P0sinO z0 ) т/о

(считается, что первая среда прозрачна). Из формулы (4> видно, что. 
как и в случае одного заряда, основной вклад в интегралы в ультра- 
релятивистском случае ьтют малые углы 0^.| 1 Հ-' и большие ча-

; 4“ժ* .'V
стоты. для которых 1----- -» где з =------------При этом, если рас-

m tn

сматривать случай достаточно удаленных зарядов Հ, >>- н(или>>0.;;>

.. с с , « Е---------- & ---------, здесь ш.։. I  = j/a— —граничная 
wrpSinO <!>n,J 1 —S’ I 1— fi'*---------- ահ՜2

частота в спектре переходного излучения |2)), то в силу быстрой 
осциляции член с косинусом и функцией Бесселя выпадает н имеет 
место независимое излучение двух зарядов (удвоенное излучение од
ного заряда).
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___ (,ր I
Пусть теперь заряды однойменны. ֊ =₽/.։p и р0 ----- :___ —

<’»||. ">гр|/ 1 —փ2
= । =t —-. ֊— . тогда можно приближенно принять cos | г(, | ~֊ I,

/„Հ:: I и .мы будем иметь излучение от заряда 2е. пропорциональное 
Отсюда вытекает, что при использовании сгустков заряжённых 

частиц для генерации переходного излучения, продольные размеры 
их՜ должны быть много меньше >.гр, а на поперечные размеры накла
дывается заметно более слабое при больших энергиях частиц условие

Ջ Е— они должны быть много меньше чем /• ., --
ահ-

Остановимся теперь более подробно на изучении разноименных 
зарядов Рассмотрим сначала движущиеся по оси z и отстоящие труг 
от друга на расстоянии г0<3/,,Р, разноименные заряды (ди
толь, ориентированный по скорости) Рассматривая опять крайне реля

тивистский случаи, раскладываем cos | — г„ ) в ряд с точностью ю
1» /

второго члена включительно и выполняем в (4) сначала интегрирова

ние но частотам ( подставляя х ~ I — ). а затем по углам (учи 

тывая, что существенны малые углы). В результате для энергии из
лучения вперед получим

U7 2 Ճ Г’— 2 ճ V- m 
15 ? |1—Я ՜ 15 ся

Здесь рп ег0 - дипольный момент в лабораторной системе. Рели 
частица (или сгусток частиц) обладает в собственной системе длполь- 
ным моментом р" то рп /Г/д рЭ и вместо (5) получим

Таким образом, излучение диполя отличается от излучения одно
го заряда множителем — f—Излучение диполя, ориентировапно- 

5 \лф 7
го перпендикулярно к скорости р - ерв - рУ (индекс 0 относится к 
системе покоя частицы), н улы рарелятивистском ..-луч;'.՛ можно д - 
чл։ь из (4) разлагая функцию Бесселя в ряд и ограничиваясь первы
ми двумя членами ряда. Выполняя затем интегрирование по частотам 
и углам получим

На’.- видно из ••равнения (б) и (7), излучения диполя перпендикуляр
ного к скорости и параллельного ей оминаются численным фактором. 
$ Извгсгим АН серия фю.-члг. наух. X» I
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Спектральное распределение излучения л обоих случаях (Д,=?КЯ 
и р 0) Сходно и отличается от спектрального распределения в слу
чае одного заряда. В случае заряда |2| спектральное распределение I 
почти постоянно для частот »՛•< ՛■՛•,(. и падает кик ю 1 при «•» >;• <»։р. В 
случае диполей спектральное распределение рас.е г как ю2 при ՚ Դ 
и падает как •՛> при ՛՛՛ ^> <՚>Ա.. слабо меняясь в области . Вы
ражение для числа испущенных (ротонов также претерпевает из-1 
меление по сравнению со случаем одного заряда: в случае диполей: 
число фотонов А’. с точностью ю постоянного множителя порядка] 
единицы, кается формулой

(здесь /л дипольный момент в системе покоя частицы), т. е. не за
висит or энергии.

2. К излучению магнитных тинолей можно подойти аналогичным 
образом, именно рассматривать, как это сделано, например, в |3,4] 
(для черепковского излучения), магнитные диполи, образованные раз
ноименными магнитными полюсами. При этом известно, что ура вне-« 
ния Максвелла для магнитных зарядов можно получить из уравнений 
для электрических зарядов заменой

Е—Н՝. Н • Е\ Հ. — р-—տ; ւ — «•. (8)

Используя это обстоятельство. из (1) можно получить выражения 
для полей двух магнитных зарядов отстоящих дру։ от друга на рас-, 
стоянии г, и движущихся нормально к границе раздела двух сред.< 
Из уравнений сшивки нолей тогда сразу видно, что ноля излучения П 
Е'(k) и Н \/i также можно получить из (2) заменой (8). Для выра
жения патока энергии но второй > рсде. которую, как и раньше, бу-а 
дем считать вакуумом, получим

cos'* 0 sin՛1*։ d՝i х 
(I —;.-со<сй =

(in — магнитный заряд). Из этой формулы видно, что озян» сущест
венны малые угль: ' -֊ | I V и близкие к hi тип- տա, г. е. большие
часто ««մ: на > «стогах больших оптич -ских ;• « и для переходного
излучения магнитных диполей из 9) можно получить формулы, сов-1 
падающие г (б) и (7) (с очевидной заменой в последних формулах i 
электрических моментов р на магнитные ու ’«.
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■ 3. Упомянутый ныш՛.? подход, к вычислению ле ре х о того излу- 
iiii'Hn: чзгнятных диполей вызывает, однако, и- же возражения, что 

Ь ь и.учпе черенкрвского излучения магнитных диполей (см. поэтому 
Книду работу В. Л. Гинзбурга и В. Я. Эйдмана J5J . В общих чертах. 
ЮТь дела заключается в том. что магнитных зарядов в природе не 
■ушс(®йует, а магнитные моменты имею) токовую природу, причем 
Урзиибнпя Максвелла в среде с = и ч не равными единице для маг- 

ПГних моментов токового происхождения отличаются от уравнений 
Максиеллв в той же среде для магнитных диполей, образованных 
двумя магнитными зарядами разного знака. Это, в свою очередь, при- 
Ж)ик к тому, что разнятся, вообще говоря, также и поля переход
ного излучения.

При расчете переходного излучения магнитных диполей токово- 
■О'йроисхожденвя нужно иметь в виду, что движущийся со скоростью 
:мжшииый диполь индуцирует электрический диполь (и наоборот) 
г. е. излучение будет обусловлено обоими этими диполями. Поэтому, 
ври записи уравнений Максвелла в системе, связанной со средой, в 

Ираяые части неоднородных уравнений нужно ввести как плотность 
ВЙП1ИТНЫХ, так и электрических диполей.

Уравнения Максвелла для полей, созданных магнитным момен- 
пж плотности т и электрическим моментом плотности р имеют вид 
(см напр.՝ |5|):

... 1 0D 4՜ ,п 1 дВrot И = —--------  - j, roll: - ---------------
c dt с c Pt

div D = — 1-divp', div/? = 0, (10)

J = Crotm' 4----- p’.
ot

Пусть частица движется перпендикулярно к плоскости раздела 
двух сред (с разными р и г) и обладает точечными дипольными мо- 
-Шгтшн. Тогда, подставляя в (10) вместо т' и р', соответственно 
«В (г Wi и рЪ\г— vt} и разлагая, как и раньше, поля и токи в трех- 
1'рпгные интегралы Фурье, получим для компонентов Фурье электрн- 

| веского и магнитного нолей в средах 1 и 2 выражения.

н,.։=—— |Л£, ..(*)].

I’ Чрн сракненвн формул (|0| с формулами (I) работы [5|. нужно иметь в 
Wi что уравнение для -л в [5; содержит, по-пилимому, опечажу в нерпой части от- 
ВстУег член — div р . Заметим, что упомянутое уравнение не используется и |5|.
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Как уже упоминалось, т и р в этих уравнениях берутся в 
стоме, связанной со средой. В системе покоя частицы, значения 
величин пусть будут ра: связь между этими величинами да 
известными соотношениями (/;/' и р образуют антнссиметричный 
зор Mik см. напр. |6|)

1(mnv)v 1 . .
(I—I 1֊ ----- -■ խ/70|,

V с

P - P„ - (i -1■' i -F) ---^֊ ՛- 1 1Ж1 
V c

Добавляя, как обычно, к решению неоднородных уравнений 
шение однородных уравнений Максвелла, разложенные в трех к 
ные интегралы Фурье (см. jl|), составляем граничные условия. У 
но показать, исходя из уравнений, которым удовлетворяют Фу 
компоненты полей, что независимыми уравнениями являются ра 
ства тангенциальных составляющих электрических и магнитных 
лей на границе раздела (равенство нормальных составляющих ве 
ров В и D вытекает из равенства тянгенциальш . секта вл июни 
и Н соответственно). Из этих двух векторных уравнений можно 
ти сначала нормальные составляющие Е. .. а потом, зная их. и 
генциальные. Поля Н 2 Фурье-компоненты) определяются по грс 
му уравнению Максвелла

н\ 2(Л)|.

Здесь k имеет составляющие /. >.։.շ; Xj.s определяется по (2), и. 
и r |1|, /?<?л։<0 в В результате вычислении получа
следующие формулы для полей излучения в различных случаях:

р, 0: /и = 0.
Поля переходного излучения, как и следовало ожидать, сс 

дают с полями (2) случая двух зарядов, движущихся друг за др 
на расстоянии г0<ЬХ,.(,;

б) рп = О; pf փ 0; tfi - 0.
Введем обозначения, которые будем использовать и в др 

пунктах
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/ (֊\Р
IV

V ձ՛н?

Փ/լ
10 / կ
V \м.

а..

И) р — О; т„ / О: 
В этдм случае

т։«= 0.

Պ

Պ

-о.

ь շ
А

V

az
(16)

При Այ = |i_. = 1 случай больших частот. или немагнитных сред) 
формулы (16) совпадают с соответствующими формулами, получае
мыми из рассмотрения переходного излучения от двух разноименных 
млпштных зарядов, движущихся друг за другом на расстоянии г0<£

г; р=0: /лг = 0; т ~ О. 
В этом случае

(17)

В формулах (14) (17) приведены выражения для полей и пер- 
ж>н среде (излучение назад). Для получения выражений для полей 
нмуяення вперед необходимо произвести замену индексов 1 Z 2. Вег
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приведенные для полей выражения обращаются в нуль, если s։=e- 
и Pi —И- Пще одна проверка формул состоит 8 том, что можно рас
смотреть излучение электрического момента, перпендикулярного к 
скорости, уже рассмотренного в пункте 1. Конкретнее, пусть мы име
ем частицу обладающую в собственной системе только электрическим 
моментом ру. Тогда при движении со скоростью и. в системе лабо
раторной. связанной со средой, она будет иметь согласно (12). элек
трический момент р. р (поперечные размеры не сокращаются) и 
магнитный момент tn к переходное излучение будет об
условлено обоими гимн моментами. Заметим, что при рассмотрении 
в модели двух электрических разноименных зарядов »то обстоятель
ство учитывается автоматически) Суммируя теперь формулы (15 и 
(16) к учетом тг л\пр,- после некоторых преобразований по
лучаем результат, совпадающий с 2 где. конечно, нужно положить 

֊о 0» рп- — -֊. * и рассмотреть случай разноименных зарядов.
I 1 г"

4. Перейдем теперь к вычислению энергии переходного излуче
ния от частиц, обладающих в системе покоя только магнитным мо
ментом. Рассмотрим сначала излучение вперед от магнитного момен
та, параллельного скорости (/п։ - О). Используя формулы (16) и по
ступая гак же. как в при выводе уравнения 1.31, получим тля энергии 
излучения вперед следующее выражение

ц- _  I՝ cos-0 տ։ոյ0 Ժ6
-с2 J(1 3:/J.cos=')p

Рассматривая теперь случай перехода из среды ։։ ՛. ч։ = ц в
вакуум £.= 1. !ч=1, нетрудно заметить. что при ? * I существенны 
малые углы '։ 1 1 —н большие частоты, для которых ч- 1 и 

։ I ’• го։ w выполняя интегрирование по частотам, л потом по 
<1»в

углам, получаем результат, совпа..;։ющин с выражением, которое по
лучается из расе мот рения :аух разноименных магнитных зарядок 
(пункт 2)

• 15<’Կ rl 15? 'чг-/ (19)
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foil учесть, что т., = տ'1ձ 1—й2, то получается опять линейный рост 
< энергией. аналогичный случаю электрических диполей. Спектраль
ное распределение излучения и число излученных фотонов также ана- 
йргнччы Случаю электрических диполей.

[ При вычи^ .тении переходного излучения от магнитного диполя. 
Юиентарованного перпендикулярно к скорости, учтем что п։: = т ’. я. 
«роме того, возникает еще электрический момент ր По
тому, при вычислении поле!։ нужно брать сумму выражений (17) и 
R5). Поскольку получающееся выражение для Е' довольно громозд
ко. удобнее не вычислять И' по формуле (13) и потом подставлять в 
выражение для вектора Понтинга (3.1, а сразу воспользоваться преоб
разованным выражением для (/;) Н' ( £)|

։f .<*>«,.։ А)|„ *)+£■;, „<*)•£.. <•*>։.
’Аг. շ

.20) 
которое получается использованием 3) и условия поперечности поля 
£ Поступая далее так же, как уже неоднократно упоминалось, для 
полкой энергии излучения вперед при переходе из среды ч — г՛ !Ч — '* 
в вакуум н случае ձ " 1 получим выражение:

которое при больших -энергиях численным фактором отличается от 
результата, полученного при рассмотрении случая двух разноименных 
магнитных зарядов. Спек тральное распределение излучения в этом 
случае аналогично уже рассмотренному: рост — ՛՛>" при ՛՝•<-. .н.р и спад 
г՝1»՞՜' при ■՛■ «>|Р. Поскольку излучение в основном сосредоточено на

частоте то из (217 нетрудно грубо оценить число пр
\рс- /

рг годных квантов
3 srri-
о he՝

которое, как видно из (б1), не зависит от энергии.
5. Из формул (б1) и (б) видно, что излучение обусловленное 

магнитным моментом электрона, или, тем более, нейтрона, практиче
ски Отсутствует при разумных значениях т. е. нэтом случае сред
нее число переходных квантов исчезающе мало. Поэтому приведенные 
результаты могут иметь смысл только для моментов, обусловленных 
сгустками частиц, которые, возможно, будут использоваться для гене
рации переходного излучения, в частности, в микрорадноцолновой 
области |7].

В заключение автор благодарит Г. Ч. Гарибяна за внимание к 
'.работе, полезные советы и замечания, а также Б. М. Болотовского и 
К. М. Барсукова за обсуждение части результатов.
| Физический институт
I АН Армянской ССР Поступила 29 VI 1959
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Ik. Տ. в.1Гшнп|Г.|1
ԴՒՊՈԼԱՅհՆ ՄՈՄեՆՏՆեՐհ ԱՆՑՈՒՄԱՅԻՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ

Ա 1Г Փ П Փ 11 b Մ

փողվածում ցո՚լց Լ տրփսձ, որ ղիպորսլին ք է [եկա ըակւմհ ե ժ ւււղնխւէ.^ 
կան) մոմենտների անցումալին ձսւռաղսւ քթա մր աոաշ, ղձայնորհն կւսխւյաէ 
Հ ղիս[Ո[ների էներղիալից , ատրրերւ[ե յո վ թւ/ալին ղործտկիցներով titpiutjw 

[Jլանր ղոէ դահեո ե tri ղղահալաց ու ցցված ցիս[Ո[նհրի Համար:
հտոաղալթման սպեկտրալ րաչիաւԱհ ունի մաքսիմու մ, երր III -Ճ
/ ° . ,՜-i֊ : ---ե նվաղում /; <0-Д turfելի փոքր ու ավելի մեծ ՛Արժեքների ’•in.

մար որպես քաոակոլսա չին ֆունկցիա: Ս,չղ պտաՀաոորք } է\սւսսւցսւ լթ վս/ծ ֆս՛ 
Աւոննե րի իք (•'Lt* կ"'[“ված չէ դիպոլների էներղ իա քից :

՝Ւ իսւ ա րկվա ծ Հ նաև ե րկա. էլեկտրական /իըըեըի անցսւմաչին ճսւււս»
ման ինտերֆերենցիա լի Հարցը և ,Է ս՛րված, пр ճաոսււրպթմսձ

կօՀերենտ ուժեղացումը մասնիկների իւմրերի համար տեղի կունենա ի^մրեր[

՜ р եր1րս(նակւսն և Դ  քա/նական չափերի ղեւղծումէ
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ФИЗИКА

II Л БеЗнрганян, И Б Боровский

Зависимость интенсивности отраженных рентгеновских 
волн от размеров отражающего монокристалла

§1. Введение

Многочисленными экспериментальными работами советских и ино- 
стрзнных исследователей доказано, что интенсивность отраженных 
рентгеновских волн уменьшается с увеличением размеров отражаю
щего монокристалла. Известно гак же, что в результате рекристал
лизации каменной соли при высокой температуре интенсивность волн 
низких порядков отражения значительно ослабляется. В работах |1| 
я других показано, что шлифовкой поверхностей отражающего мо
нокристалла .можно значительно увеличить интенсивность отраженных 
роли. Авторы этих работ объясняют увеличение интенсивности отра- 
жиных волн увеличением мозаичности кристалла и уменьшением 
экстинкции. В работе |2] показано, что растиранием в ступке порош
ки сложных карбидов вольфрама и титана увеличивается интенсивность 
интегрального отражения низких порядков. Обычно эго уменьшение 

Ббт.йсняют [3| первичной и вторичной экстинкциями или одной из них. 
связанными с экранированием в совершенных кристаллах верхними 
плоскостями нижележащих плоскостей, а в несовершенных кристал
лах—верхними блоками нижележащих блоков.

Существуют кинематическая и динамическая теории интерферен
ции рентгеновских лучей.

Кинематическая теория пренебрегает взаимодействием между пер- 
зичной и вторичными и между вторичными волнами.

Согласно кинематической теории интерференции рентгеновских 
лучей, развитой первоначально .'1ауэ |4|. амплитуда волны, отражен
ной "I .монокристалла в направлении максимального отражения, про
порциональна числу атомов всего кристалла, облучаемых первичным 
пучком. В расчетах, приводящих к таким результатам, Лауз предпо
ложил, что точка наблюдения расположена так далеко, что волны, 
рассеянные различными атомами в направлении точки наблюдения, 
параллельны.

Значение амплитуды суммарной отраженной волны в точке на
блюдения при монохроматической и плоскопараллельной падающей 
волны, согласно теории Лауэ, запишется следующим образом
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sin .•ИгД1 sinA^A, sin/"A,
sin "/Ij sin-A. siiiK/l ,

Из последнего выражения видно, что:
а I амплитуда отраженной волны непрерывно увеличивается с уве

личением размеров кристалла (см. фиг. 1),

б) амплитуда отраженной волны не зависит от порядка отра
женин (вернее, зависит только через атомный фактор),
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в) нет сдвига фаз между рассеянной и первичной волнами, т. е. 
амплитуда волны, отраженной от одномерной, ibvxмерной или ipex- 
иермон решетки, всегда вещественна.

Следовательно, кинематическая теория интерференции не в со
стоянии Объяснить уменьшение интенсивности отраженных волн уве
личением размеров отражающего монокристалла. Это расхождение 
кинематической теории ,'1ауэ с чкенеримеитОм объясняю! тем. что взаи- 
нодействие между первичной и вторичными и между вторичными 
полками не учитывается и вводятся поправки на первичную экстинк֊ 
пню. Однако, одним из существенных недостатков кинематической тео
рии .'1ауэ для кристаллов, размеры которых больше 10 см. является 
то, что волны, рассеянные различными атомами в направлении точки 
наблюдения, сч ита ются и а рал л ел ь 11 ыми.

Производя расчеты с учетом расходимости волн, рассеянных раз
личными атомами в направлении точки наблюдения, в пределах кине- 
имичег.кон теории интерференции рентгеновских лучей можно дока
зать. что интенсивность отраженных волн уменьшается увеличением 
размеров отражающего монокристалла.

В отличие от кинематической теории, динамическая теория ин
терференции рентгеновских лучей учитывает взаимодействие между 
первичными и вторичными, а также между вторичными, волнами.

В настоящее время, кроме классических [5|. |б, 7, 8| теорий, 
разработана также и квантовая (Колер) теория интерференции рент
геновских лучей.

Однако во всех этих теориях рассматривается или конечное чис
ло Отражающих плоскостей бесконечных размеров или бесконечное 
число отражающих плоскостей конечных размеров.

Поэтому как в кинематической, так и в динамической теории 
Недостаточно полно учитывается влияние размеров отражающих мо
нокристаллов на интенсивность отраженных волн.

§ 2. Зависимость амплитуды отраженных волн 
от размеров кристалла

Рассчитаем волну, отраженную or плоского кристалла, если па- 
.ыюптая волна плоская и монохроматическая.

Пусть плоская .монохроматическая волна надает на кристалл в 
направлении е,типичного вектора .ՏՀ (см. фиг. 2 и 3) и точка наблюдс- 

нин .И из начала координат видна а напралеиии 5.
Разность хода А и точке наблюдения М между волнами, отра- 

женнымл от точек 0 и /1 , равна
ձ = R — R: — Տ<էր .

где R— расстояние точки наблюдения от начала координат.
R, — расстояние точки наблюдения от рассеивающего атома, 
г — расстояние атома от начала координат.
Найдем величину /?5.
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R, = l ^•֊Гг>_2;^=| RZ r-2R(rS].

Разлагая в ряд и нс учитывая степеней выше второй, находим

Если падающая волна в точке 0 имеет вид ехр | но/;. то отра
женная волна в точке Л! может быть выражена



Зависимость интенс. отраженных ренгг. волк от размеров кристалла 125

с=К?ехр՛ wiSexpl Ч15՜5”՛7՜^՜^!! (1)

В кинематической теории Лауэ для отраженной волны получает 
ц следующее выражение

I
G - .L. ճ_ еХр । zW) V exp {— ik (§ — ձ՝0) r I.

R тс- ~

Следовательно, исходные допущения . lay-։ ।параллельность волн, 
аесеянных различными атомами в направлении точки наблюдения) 
приводят к пренебрежению слагаемыми

А-r2 k(rS\3
2R. ՜ ՜ 2R

в показателе экспоненциальной функции.
Рассмотрим к чему приводит это пренебрежение.
Допустим, что имеем тригонометрическую функцию sin (л՛ — л) 

или cos(x —я) и что X ^>7.
Очевидно, что величиной я в аргументе тригонометрической 

функции можно пренебречь только в том случае, если она много 

меньше, чем 9

Оценим величину
кг՝
2R ’

которую Лауэ в своих расчетах не учи

тывает. Обычно, для рентгеновских лучей Л~2я-10’ см՝ г- изме
няется в пределах О Հ. г- 0,01 см- если сечение падающего пучка 
порядка 0,01 см- и. наконец, 10 см (расстояние от образца до фо

топленки). В таком случае величина
/гг-
2Ք

изменяется в пределах

I Йг3
О •• <--105 и пренебрегать ею нельзя.

2R
При размерах облучаемых кристалликов порядка 10՜ ՜ с.« вели-
кг- 

чнна — 
1 2R

будет порядка

Теперь покажем, что расчеты Лауз справедливы лишь для ма
леньких кристаллов порядка 10 ' и 10՜՛՛ см и в этом случае совпада
ют с результатами более строгих расчетов.

Формулу |1| можем переписать в следующем виде:

(7 = —• ‘ - ехр ' — /«>/} У ехр !— ik (Ճ So) (am՝ bn с0/ )j X 
R me- —J

+ V exiX*
■-'« 1 -, lт .п. !

|(ճՀ/ք 4- bn Cq/)S|2 
2« ՜
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Допустим, что 50 и 5 с координатными осями х. у и z состав
ляют углы:

Հ(0;9Օ ; 90՛ 0),

Тогда выражение для <7 можно переписать в слелуюгцём пиле

.11 I
/ е I - i v I сч , assin2« w/2Կ ■' • ֊ел > /••■• լ exp - tk (S S | am
R me- — I 2Rin -.11

Л'-l
,'Հ exp|— ik . հ . ’ Z/-'sin B№ ի

(ձ Հ X
in՝ — •>
f. 1

X V exp j ik 

! '0 Ճ[Հ
Լ 
)

I де a, b и e — периоды решетки.
V/. \՛ и / числа атомов в направлениях </. Ь, г. 

Обозначив

(.<֊ д. • . a5 sin8 a .. 2adcosacos3 ,
՜ձ»'.2R 2R — A<-

(5- //Դ'1Ո=' .« 2«GCO$aCOS7֊ ֊4» ծ Л. 2Л Ջ,. 2R В,.

(Ճ —.%) ւ0 = Д3,
ф1п2/

2R
2i\,b cos ? cos •;

՜շ/Г ՜ ~ Կ՝
получим

О' — Л УУУ exp /А’(,!,/?/' -« Bym - -J- ձ.:/ւ -- B.jr -f Ал/ -• /Հ,/2)} X 
fll ՚ է) I

X V e X p J /7с (.4 угп’п Bjn' / Слп /)}.

т './ij 

где
f елд = ------ exp{<W}.
R тс

Вели размеры облучаемого .монокристалла порядка 10 ՜' 10 0
/-ч, то с хорошим приближением мы можем тригонометрические 
функции

cos (/հՑ, /// -). sin кВ, т':). cos (kB2n2), sin (k/J2/r}, cos(kBJ-).

sin (кйуГ), cosikBmi'/), sin (А/?у/г7). cos (M.p/f/z), sin (kA,w7/).

cos (A-C//Z), sin (kC.yfil),
за m енить вели чинами
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1- 1 Л«Врл*Ь А'Яр№. (1 ']• ВЛ/г.

(1- кН,Г, (1 8irn-i~y kl^nil.

1 ——̂к-А^т'-п- j. кА^пп. I I------- —к'-’С]//",1- j՛ kC.nl,

соответственно. Это допустимо, гак как в этом случае максимальное 
՜ качение аргумента этих тригонометрических функций порядка 10 — 
ի 10՜ ՜ радиана.

Произведя суммирование по ու, п и I. получим

I f е- -> —°՝"л= О — ехр1“Н 4 охр Л',
к тс- ~т'. и, I

|гдс /V в 10'* раз меньше первой суммы, совпадающей с Яауэвской 
суммой. Следовательно, в этом случае направление максимумов и в-. - 
личину амплитуды волны, отраженной օւ такого маленького кристал
ла, можно определить с помощью формулы Лауз.

Следует обратить внимание на то, что для маленьких крисгал
лов амплитуда волны, отраженной от одной плоскости, почти цели
ком вещественна.

В самом деле, для таких кристаллов расчет амплитуды волны, 
отраженной от отдельной плоскости, можно произнести с помощью 
формулы

6'пл ֊ Հ-■ —. ехр ! — по/} V схр {— /А- (Տ — 30) г!. 
R тс- ~~ т՝. п

где г —ат’ - Ьп, а эта сумма для амплитуды дает вещественную ве
личину.

На одном частном примере покажем, что для больших кристал
лов расчеты Лауз резко отличаются от более точных расчетов, про- 

манных в пределах кинематической теории интерференции рентге- 
оас’кнх лучей.

Пусть величины, фигурирующие в наших расчетах, имеют сле
дующие значения:

Д'= 2֊-10s см 0 = 45 : /? = 8 см: « = 5-10 8 см;

М= 1,024-10»: ծ^5-10՜8օր /V = 5.24-10’ <?.«.

Рассчитаем отражение от одной плоскости. Суммарная волна, от- 
аженная от одной плоскости, выражается следующим образом

°” R-^ехр'1"'! - ехр - '*■ i - схрГад "՜/ 
«|՚-(է rr = »l
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Для нашего частного случая, пользуясь известными форму. 
(18).

\՝ I • . и- ։' Sfn ,, - —— I I - cos ---- in
— М շ ' 2 2 /т О

и. суммируя по т и а, получим

\՝ 2“/и’ | М / Ис .Иг\
— ՛՛՛■՝ • , — (ւ ՚ "Հ о ՜*՜ ՝||։ շ )՜

<n ■(.>

После некоторых простых прсобрпзопанин получим

у 11 forb -HI Л .И— Л' I , И 4-ЛГо(11 — .4 | <ИЛ sm ֊«cos - sin—։— - —
•) *> О О ։А* — м

-I .М + Л? 1 I , . .И -N \ h-փօտ - о 2 5-Ч|( .1

Как видно, для нашего частного случая амплитуда волны, отра
женной со плоскости, пропорциональна квадратному корню из числи 
атомов и в общем случае комплексна.

Таким образом, расчеты Дауэ применимы лишь для кристаллов, 
размеры которых меньше 10 4 си. Для таких кристаллов с помощью 
расчетов Лауэ можно приблизительно определить интенсивность и 
сдвиг фаз (относительно подающей волны) отраженной суммарной 
волны.

Метод расчета Лауэ неприменим ыя кристаллов, размеры которых 
порядка и больше 10 ‘ см. этим метолом для таких кристаллов нель
зя рассчитывать ни интенсивность. ни сдвиг фаз отряженных суммар* 
ных ноли.

Расчеты Лауэ применимы, следовательно, только для KpHCWMOl» 
размеры которых много меньше, чем первая зона Френеля.

Пока размеры кристалла много меньше, чем первая зона Фре
неля. амплитуда отраженной волам н'опорцнональнл числу части 
облучаемых первичной волной.

Однако, с дальнейшим увеличением размеров кристалла наружи- 
ен'я эта пропорциональность и с увеличением размеров кристолла ам
плитуд.! отраженной волны не только не увеличивается. а может умень
шаться (прибвиленш- четных зон ‘Рренеля уменьшает действие нсч։-1- 
ных зон).
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Все сказанное выше можно сделать ещё нагляднее, если несколь
ко уменьшиib точность наших расчетов для амплитуды волны, отра
женной от плоскости, заменяя при этом суммирование (I) интегри
рованием. В самом деле, амплитуда волны, отраженной от одной пло
скости, выражается следующим интегралом

հ; п f и/ t հո I i I tft (•*’ 4- v3) . , IОпя= — —/exp(Z(։4- kR)} exp -- --------— dxdy »
R me3 J J 2R J

где // число яIомон н 1 < ч5 плоскости: х и у совпадают с направ

лениями а и /> соответственно.
Докажем прежде всего, что амплитуда волны, отраженной от 

плоскости, вещественна для маленьких кристаллов, комплекса для 
Кристаллов, имеющих размеры больше 10՜* с.н, и чисто мнимая для 
очень больших кристаллов.

Вещественную и мнимую части этой амплитуды можно зависать 
гющим образом

° ր 
п Ժ . [ I՝ kx‘ sln’O . Г Av: ,,т " R | Jcos dx 1cos dy 

о 0

f . Ax:sln:*j , f Ay8 . i-Jsin^F֊rf<JSIn2Rrf-T

1'2)
a v

n . n e- , f Ax’sln’S , f Ay8
дынным — г —----- -J I cos -----------dx I cos —dv —R md' J 2R ,) 2R '

о 0
« ?
f ։ Ax8sln85 , Ր kv9 ,

— I sin dx- I cos ^—dy
J 2R J 2R y
0 V

где и в v линейные размеры плоскости в направлениях х и у соот
ветственно.

В конечных пределах эти интегралы не могут быть выражены 
конечной величиной. Для вычисления ыих интегралов е конечными 
пределами воспользуемся рилами тригонометрических функций сину
са и косинуса.

Г Ax,JslnsO , I. Ii A sin3 0 . \3 I / k sUr '> Л* СП- ,/д _ Ц I - ----------- М- -----1------------и’ \ _ .
J 2R 215) 2/? 419 \ 2R /

<1

Ax*slirO
2R

dx = и
1 A sin* 0 „ 1 / A sin3 О э\3 .----------------------------- ( -------н’ \ 4

1J3 2R 3!7V 2R )

<j Hwtvfrk» Alt, серим фпх-ыд։. на)», Л» I
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1 / /esin-’б „ I5 ,
5Ш +

Последние выражения показывают, что для кристаллов, разме| 
которых не больше 10՜ ‘ см. интегралами

и

о
sin Z’A-“’sln2fJ .-----------dx

2R

V
С ky- dy
I sin —----- —и

можно пренебречь во сравнению с интегралами

Г Arx2sln2O . Ր Z’v՜-’ ,I cos-----------dx и I cos ' rfy.J 2R J 2R '

В гаком случае получим
и Р

п е- Г Z.’x2sin20 . Г kv- ,
Овешесш. = —--------֊ք\ COS----------- -----dx COS <-֊ dy.

R me֊} 2R J 2R '
0 <։

^mihi.muii — 0,
֊4г. e. для кристаллов, размеры которых не превышают 10 см, ом 

плнтуда волны, отраженной от плоскости и вообще от кристалла, поч 
ти целиком вещественна, т. е. сдвига фазы относительно первично!
волны нет.

Эти ряды также показывают, что когда размеры кристалла пре
вышают 10 1 см, амплитуда отраженной волны становится комплекс
ной. Теперь покажем, что с увеличением размеров кристалла мнимая 
часть амплитуды увеличивается и в конце концов она становится поч
ти целиком мнимой. Для этого рассмотрим следующие интегралы

". . .. ₽Т։=Гехр{ ik^xAdx- K=fexp(֊^y«U.
J ’ — .՝ I ձւՀ
о II

Сделаем следующие преобразования

ух = I exp ! ~ Н< Հ.֊ — I exp । — ik ° х֊ [ dx.
I 2R J J I 2R

и U



Зависимость ннтепс. отраженных рент г. ноли от размером кристалла 131

=- J exp { j dy — J exp dy.

[нтегралы

Ր I i sin2 6 о I , I A’v21 ,lexp M՛ -----л-\dx и I exp — -'— ayJ 1 2/? I J I 2/? ( '
a ։•

конечно много раз интегрируя по частям, можем выразить следую
щими рядами:

ik sin"О 
2Я

ога I /7? sin2 б о| 2Кехр|—

- ik տեր՛ б- и
2R

— i Sin2 б ku1
и

J2K)"-b3 + (2ՔՐ.Յ-5
(— ik sin2 b «2)ճ ( ik sin2 0 и-)3

2R exp J-----------J
'expl_^bt=______ .

I 2R I — ikv I — iktfi (— ikv'-y

( J2^3/3j 5 
(— ikz՝՝)3

Таким образом получим

v I’ I f£sins(Uc3 I , .ր,Պխ,։|------------g-|.^+

27? exp I
_____  ’_______^֊'|l+-I.

— ik sin 4‘ii

D.Ul

о

у V>.R(\-i)
I A՛ sin 0-2

I ik տ՛ա՛-Կա- 2Rexp{ ֊ — -

П 1 '■I.ik sin2 6՛ //

Отсюда видно, что ec.ni а и v порядка К) то всеми члена
ми по сравнению с первыми можно пренебречь В таком сучае получим
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~nFj(\ — if __ -nezf 
Ս ՀՈ Ո — ՜   " * ■ ♦

kmc- sin 0 kmc- sin 6

то есть, когда размеры кристалла доходят до 10՜՜ см, амплитуда 
волны, отраженной от плоскости (с точностью до 10 целиком 
мнимая.

§ 3. Зависимость интенсивности отраженных волн 
от размеров кристалла

Рассмотрим зависимость интенсивности отраженных волн от раз
меров отражающего кристалла. Для этого проследим изменение зна
чения интегралов /, и в зависимости от верхних пределов и и v и 
построим кривые, показывающие зависимости величин /?, Л соответ
ственно от и

от и и է՛.
Кривые этих зависимостей были построены с помощью графи- 

и 
ческого интегрирования интегралов | и j •

Эти кривые* (см. фиг. 4) показывают, что пока размеры кри
сталла меньше, чем первая зона Френеля, интенсивность отраженных 
волн увеличивается с увеличением размеров кристалла. С дальнейшим 
увеличением размеров кристалла величина этой интенсивности колеб
лется. С увеличением размеров кристалла частота колебаний быстро 
увеличивается, максимумы уменьшаются, а минимумы увеличиваются, 
т. е. кривая сглаживается.

' Эти кривые построены для Л1Д’. . излучения н дли плоскостей 1340 кварца.
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Фиг. 4.

В конце концов, когда линейные размеры кристалла превышают 
10՜՜см, интенсивность отраженных волн практически становится рав
ной одной четверти интенсивности волны, отраженной первой зоной 
Френеля. На фигуре 1 приведена кривая, показывающая зависимость 
интенсивности отраженных волн по расчетам Лауе. Как видно из со
поставления двух кривых, даже в пределах нерпой зоны Френеля 
результаты расчетов Лауз существенно расходятся < результатами 
более строгих расчетов.

Результаты расчетов Лауз совпали бы с более строгими расче
тами. если первая зона Френеля была бы бесконечно большой.

На фиг. 4 показана зависимость интенсивности отраженных волн 
от размеров кристалла для различных порядков отражения. Как вид
но из этих фигур, чем ниже порядок рефлекса, т. е. чем больше 
площади зон Френеля, тем больше амплитуда и меньше частота ко
лебаний интенсивности, поэтому изменение интенсивности сильных 
рефлексов легко обнаружить. Для слабых рефлексов кривая быстро 
сглаживается и уменьшение интенсивности с увеличением размеров 
кристалла трудно обнаружить.

Следовательно, интенсивность зависит от порядка отражения и 
размеров кристалла и тем сильнее, чем сильнее отражение.

Согласно представлениям Вульфа-Брегга кристалл рассматрива
ется состоящим из семейства паралелльных равноотстоящих атомных 
плоскостей, которые отражают рентгеновские лучи по зеркальному 
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закону, если длина падающей волны удовлетворяет одному из следу
ющих условий

2ժտ1ո0 - п'к п = ± 1, 2. г 3, 4 ... .

где d межплоскостное расстояние этих плоскостей,
О— угол скольжения падающих и отраженных боли.
В динамической теории Дарвина |5|, |9| в основе всех вычис

лений лежит представление о взаимном обмене энергией между пер
вичными и отраженными волнами. Дарвин учитывает многократное 
отражение волн между Вульф-Брегговскнмп плоскостями и взаимо
действие как между первичной и многократно отраженными волнами, 
так и между многократно отраженными волнами.

Расчет волны, отраженной от одной плоскости. Дарвин [9] про
изводит с помощью интеграла

Րք I ik (x3sur0 4- у3) , jjcxpi--------------

Он построил свою динамическую теорию, выбрав для пределов 
интегрирования со. предполагая, что результаты будут пригодны 
для любого кристалла» гак как в отражении участвует, главным обра
зом, первая френелевская зона. В дальнейших своих расчетах Дарвин 
исходит из того, чю амплитуда волны, отраженной от плоскости, чисто 
мнимая (умножается на—Հ). что означает отставание по фазе от пер

вичной волны на ‘ а, следовательно, дважды отраженная волна бу

дет находиться п противофазе с первичной волной.
Однако, как только что было доказано, сдвиг фазы отраженной 

волны относительно первичной волны зависит о. размеров кристалла. 
Величина этого сдвига фазы тля кристаллов, размерь» которых мень
ше 10՜' см, незначительна, далее с увеличением размеров отражаю

щего монокристалла она растет и колеблется около со значитель

ной амплитудой и, наконец, для кристаллов, размеры которых боль

ше 10՜ ր;ս, практически становится ранной •

Далее из выражения 
Н Հ- *

U
видно, ч то интеграл | можно заменить с точностью до величины 0,1 

О
-*х>

интегралом | только тогда, когда и > 10՜՜ см.
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| Следовательно, для кристаллов, размеры которых меньше 10 * 
гл. по расчетам Даркина не точно определяются сдвиг фаз и ампли
туда волн, отраженных от плоскости.

Несомненно, для таких кристаллов неточны все выподы, нытека-
пе из динамической теории Дарвина (за исключением выводов, 

формула Дарвинаэкстинкции). Например,Относящихся ко вторичной
1ЛЯ учет» влияния первичной экстинкции

=« Qi»Z֊^
А> '"V

выведена для конечного числа бесконечных плоскостей, поэтому не 
нести применима для кристаллов, размеры которых меньше, чем 
НГ’ см.

В динамической теории Дарвина неверно определяется и коэф
фициент преломления рентгеновских лучей для кристаллов, размеры 
которых меньше 10 ‘ см. Для определения этого коэффициента Дар- 

[йип определяет амплитуду волны, отраженной от плоскости с беско
нечными пределами

Таким образом, он для таких кристаллов неверно определяет ве
личину н сдвиг фаз этой амплитуды, следовательно, и неверно опре
деляет коэффициент преломления. Более точные расчеты показывают, 
чти величина коэффициента преломления для кристаллов, размеры ко
торых меньше 10՜* см, зависит от размеров кристалла.

Расчеты Дарвина для вторичной экстинкции верны, так как здесь 
оделялись интенсивности |9. 10], для которой фазовые сдвиги не 
фют роли. В теории вторичной экстинкции расчеты интенсивности 

по методу Лауз производятся только для блоков, величины которых 
предполагаются меньше 10 ‘ см, а для таких кристаллов, как уже 
мы показали, расчеты Лауз приблизительно верны.

Из нсего вышесказанного становится ясным, что для кристаллов, 
размеры которых больше 10՜տ см и меньше 10 * с.м, невозможно точ
но определить интенсивность отраженных волн ни по расчетам Лауэ, 
пи по расчетам Дарвина и. наконец, для таких кристаллов неверна и 
поправь.। Дарвина к формуле Лауэ на первичную экстинкцию.

Так. например, точка кг 1 на спирали Корню (фиг. 5) при дли
не волны Л*оА'., и для плоскостей кварца 1340) соответствует вели
чине размера кристалла 2.8-10՜՝ см. В этом случае значения

Г I . k sin3 Ծ д* I
I rxp(-'~sr-r։
вычисленные Лауэ, Дйрвниом инами относятся соответственно как 
45:32:40. а для точки к» 1, 2. что соответствует размеру кристалла 
2.9-10 1 см, эти результаты относятся как 108:6-1:85.
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Фиг. 5

§ 4. Поправка к динамической теории Дарвина

Поправку в динамическую теорию Дарвина можно внести, если 
принять, что амплитуда волны, отраженной от одной плоскости, в об
щем случае комплексна.

Из (2) имеем
бил ~ Сгп«ш -г Gмнимая

ИЛИ

<7ПЛ = G' — iG"

где
G' = (7ПСШ; G" = Юитм.

Амплитуду волны, отраженной от одной плоскости в направле

нии падающей волны, обозначим через Go. ил Go—iG0, где (70 и Go 
вещественные и мнимые части этой амплитуды при отсутствии обыч
ного поглощения.

В таком случае показатель преломления рентгеновских лучей 
можно выразить следующим образом:
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J.I 1 — <>= 1
G\)Sln О 

kd

где <1 межплоскостное расстояние отражающих плоскостей. Так как 
(յ. зависит от размеров отражающих плоскостей (2). то. следователь
но, показатель преломления рентгеновских лучей также зависит от 
размеров отражающего кристалла и только для кристаллов, размеры 
Которых больше чем 10 ՜ см, коэффициент преломления практически 
йе зависит от размеров кристалла и по величине равен

>2/2;х = 1_г = 1_^_„/(0).
2т.тс~

Для учета взаимодействия между первичными и отраженными, а 
также между отраженными волнами, произведем расчеты, анало
гичные расчетам Дарвина. Тогда для неполярного кристалла получим 
Следующие уравнения |9]

Տր= — IGM 4֊ (1—z(7i), пЛ) е Կ Sr+i.
(3) 

րր+։ = (1 - ад՛;;,,.,) е՜'’ Тг - ւՕ՚Հ, е

где Т, и Sr амплитуды, соответственно первичной и отраженной волны 
в точках, находящихся над ր-ой плоскостью,

? ~ Խ-slnO; О'" = G"-hiO'; G = Օ՚Հ + iG'.

Система (3) решается подстановками

Тг+\ = 7.ТГ и ՏՀ+յ == уՏր.

Таким образом, для отношения амплитуды отраженного от по
верхности кристалла пучка к амплитуде пучка, падающего на поверх
ность кристалла, получим

s0 _______ ֊օչչ____________
То (1՚Հ + V ± и {О'" + ֊ О"՝'2 ՝

где *՛ определяется из уравнения MsinO = тг. ֊}- v.
Обозначив £ = (?օ" ֊|-<Ծ получим

So _ _______________ ֊ ֊ iG'(4)
7’0 s + H-HG?2 ՛ (G" + iG)s

/$п \
Знак у квадратного корня надо выбирать так, чтобы I —- 1 бы- 

\'о /
до меньше единицы.

Когда действительная часть амплитуды волны, отраженной от од
ной плоскости, равна нулю, то (4) совпадает с уравнением Дарвина

So = ֊ О'"___
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Как видно, форму за 4) по форме совпадает с формулой, выве
денной с учетом поглощения.

Для определения зависимости интегральной интенсивности отра
женных волн от размеров отражающих плоскостей (в рамках кинема
тической теории интерференции рентгеновских лучей), определим ин
тенсивность суммарной волны, отраженной от трехмерною кристалла. 
Для этого мы можем отражение кристалла, содержащего /. плоско
стей: рассматривать как рассеяние одномерной решетки, каждый рас
сеивающий центр которой рсссеивает волну с интенсивностью /(|(6'ո.,)՜-, 
где /„ ֊ интенсивность первичной полны.

Таким образом, для интенсивности волны, отраженной от трех
мерного кристалла, получим

. . „ „ sin-Z. (Atfsin'J)
/ =/„ <7„лГ . —

sin*(£v/sInO) (5)

где d межплоскостиое расстояние отражающих плоскостей.
Из (5) видно, что интенсивность отражения заметна только в пре

делах
— -/£ < М:$1ПО < Г.-Լ.

Нетрудно убедиться в том, что в этих пределах изменением | G,-„-"• 
с точностью до 10 можно пренебречь. Следовательно, характер за
висимости интегральной интенсивности oj размеров отражающих пло
скостей определяется характером зависимости | О,,.,։՞ от размеров огра- 
жающих плоскостей.

Выводы

1. Кинематическая теория интерференции рентгеновских лучей 
Ляуэ применима только дли кристаллов, размеры которых меньше 
размеров первой зоны Френеля.

2. Динамическая теория Дарвина применима только для кристал
лов. размеры которых много больше размеров первой зоны Френеля, 
г е. для кристаллов, размеры которых больше 10՜ \ .и.

3. Поправка Дарвина на первичную экстинкцию учитывав։ зави
симость интенсивности отраженных волн только or толщины кристал
ла, поэтому она неточна для кристаллов, размеры отражающих пло
скостей которых меньше 10 с.и.

4. До сих пор считали, что уменьшение интенсивности отражен
ных волн с увеличением размеров отражающего кристалла можно 
объяснить только динамической теорией интерференции рентгенов
ских лучей. Как показали наши расчеты, по крайней мере часть этого 
уменьшения можно объяснить в пределах кинематической теории ин
терференции рентгеновских лучей.

5. D динамической теории Дарвина неточно определяется пока
затель преломления для кристаллов, размеры которых меньше 10 '<эи.
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6. В дашамическую теорию Дарвина можно внести поправку, что- 
in она была применима для кристаллов любых размеров.

Ереванский государственный униперситег.
[яспнут .маталлургин им. А. А. Байкова АН СССР Поступила В V 1959

*Ч. Լ. I-tcj |irq luGiiufi և ։•. Г.. P-nrin|ul||i

ИЬиРЗПЬРЫЬЗ ԱՆԴՐԱԴԱՐՋԱԾ ՌեՆՏԳեՆՅԱՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՆեՐհ 
ՒՆՏեՆՍՒՎ-ՈհԳՅԱՆ ԿԱԹՈՒՄԸ ԱՆԴՕՍ-ԴԱքՋՆՈՂ. РЗПЬРЫЬ ՋԱՓեՐՒՑ

Ա V ‘Ի Ո Փ II I' Լ1'

Հետս» ղո пн[ ա ծ են տնդ րադտ ր&ած ռենտգենյան 1\ա սա դա լիէնե բ ի ինտեն֊ 
»խ[ու fJ/ա՚էւ կաիտւ մր անդ ր ագար ձնո էլ մ իարլուրեդի չափերից ե Էասւեի տե- 
«lit։ 1֊յ րսն կիրառելիա իք քան и ա’,մ աննե րքէ ։

հետադոսէոէիմ լանից ւդարդվել I;, որ
J, Ռենտգեն/ան ճ.աո ադա քքժների ին ւոե րէիե րեն ց ի tn լի Լաուե ի կինեմսւ աիկ 

տևւաւիժլոէնր կիրսաեքի է միայն այն րլռւ րե դնհ րի նկ ա տ։է ա//’ ր, որոնց չաւիերր 
փորր են արհնելի էաւաշին էր էնա լի չափերից»

2. Դարչինի դինամիկ էոե սու ի} րոնր կիրաոեւի Լ միայն աքնսլիսի րլա.֊ 
րԼդների նկաամանր, որոնց չաւիերր չտա մեծ են էերենելի աոաջին էլոնալի 

> չափերից։
3, Մինչե արք մ րնդանվաձ Լ ր, որ րրորեդի չափերի է) ե՛} ա ցմ ան հետե- 

փ/նրաք անդրադարձա^ ոենադենրոն ճաոադալթների ինսւենиիւքnt.fJլան փո՚ր- 
րացումր կտրեք ի I; բացատրեք միոււն ոևն ա դեն/ան է\աո ա դա լիքն ե ր ի ինւոերֆե֊ 
րենցիալի դինամիկ ա եռա իք լամ բ: Սակայն հաչիէքներր ցոպց !Հ1է տալիս, որ 
ւս/ցւ փորրացման դոնե մի մաոր կտրեք ի կ րա ցատրել սենտդեն քան ճաոա- 
^՚4քթ\ւերի ինաերֆե րենցիա լի կինեմասէիկ տեսա իք րսմ ր:

ЛИТЕРАТУРА

1.1'trzQdepiio.iC Д„ В. Некоторые объемные дефекты кристаллов. Л„ 1958.
Ի 2. y.vnncKitii Я. С. Карбиды твердых сплавов. М„ 1947.

!3. »)aru՝in С. С>. The tepry of X-ray reflecilon. Phil. Mag. 27. -315—333. 191-1.
I I. \run l.aue M. ROntgenstrahlinterferenzon, 1918.
I 5՛ Durwin C. G. The theory of X-rav reflection. Phil. Mag. 27. 675-690, 1914.

I G Христов Xp. Я. О прохождении электромагнитных волн через нлоскоплрлллель- 
I ную кристаллическую нллсти!1ку. ДАН,- т. 81. 553. 1951.

Г. Христов Хр. Я. О прохождение лучен Рентгена через плоскопараллельную плз- 
«нику кристалла. ДАН. j 81. 799. 1951.

■ 5. Христов Хр. Я. О прохождении лечен спета через плоскопараллельную крнста- 
янчёскую пластинку. ДАН, г. 85. 1269. 1952.

9. Darwin С. G. The reflection of X-rays from imperfect crystals. Phil. Mag.. 43. 
801-829. 1922.

10. Жданов Г. С. Основы ренггенаструкгурного анализа. Гостехнзд.ч г, 19-сО.



յԼՅԿԱնԱՆ 1Н1П- ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
3 В Е С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
l|J|T-։fuipbdu։i։i. ц(imnipjiuг.ПЕг XIII, .V՛ 1, I960 Физико-математические науки

АСТРОФИЗИКА

Э. С. Бурунсузян

Порог достоверного обнаружения и предельная 
чувствительность радиотелескопов

։ Для оценки порога чувствительности радиотелескопа, обес- 
(печипакнцего близкое к достоверному обнаружение дискретных ис

точников. используем методы статистической теории сообщений*. Ос
новные положения этой теории мы считаем знакомыми читателю и 

используем в работе без пояснении.
Процесс обнаружения дискретного источника космического ра- 

Ьиопздучения в принципе заключается в следующем. Некоторый кос
мический объект (дискретный источник), присущим ему радиоизлу

чением. постоянно информирует о своем существовании. Эта инфор- 
мцня по каналу передачи вместе с порожденными им помехами по- 

у. В роли канала передачи в рассматри
ваемой задаче выступает радиотелескоп. По полученной информации 
экспериментатор обнаруживает источник космического радиоизлу
чения.

В этом процессе имеют существенное значение вероятность (/;) 
нахождения источников в „поле зрения’ радиотелескопа и вероят
ность (//) правильного суждения о наличии источника по сигналу на 
зыходо, искаженному помехами.

Вероятность // всегда меньше единицы, однако многократными 
нападениями она может быть сделана близкой к единице. т. к. суж
дение о наличии источника по результатам многих наблюдений близ
ко к достоверному. В дальнейшем мы будем рассматривать именно 
такой случай (р'1) т. к. для радиоастрономии весьма важно, что
бы констатация наличия источника была близкой к достоверной, Да
лее. для простоты вместо „близко к достоверному14 мы будем писать 
.достоверно14.

| Для достоверного обнаружения весьма слабых источников тре
буется большое количество наблюдений, что сопряжено с большой 

^затратой времени. В радиоастрономической практике время, отведен
ное на обнаружение источников 1/и), всегда ограничено, следова
тельно. достоверно могут быть обнаружены лишь источники, ннтен-

' С. Г.. Shimne/i and IF. Weaver, .The Matcmatkal Theory of Communication*. 
Ihc University oi Illinois. 3—89, 1919.
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сявность излучения которых превышает некоторый определенный пре
дел.

Определим порог чувствительности радиотелескопа, превышение 
которого позволяет достоверно констатировать наличие источника. 
Или иначе: выясним, во сколько раз мощность сигнала должна пре
вышать мощность помех, чтобы радиотелескоп стал неискажающим?

В рассматриваемо;! задаче скорость передачи сообщения R оп
ределяется количеством данных об источниках, поступающих в 
единицу времени. При неискаженном приеме скорость передачи со
общения у получателя (на выходе канала) равна скорости создания 
сообщения (скорости на входе) т. к. помехи действующие в канале 
не изменяют количества проходящей информации. Следовательно 
пропускная способность канала передачи (максимальная скорость С, 
с которой по каналу могут передаваться сообщения) должна удов
летворять условию

OR. (1)1

Как известно, пропускная способность канала с полосой про
пускания АЛ в котором действует нормально распределенная помеха 
(белый шум) с дисперсией флуктуаций на выходе ժլ, при средне

квадратичном значении полезного сигнала =; равна

двоичных единиц
сек.

Для оценки скорости передачи сообщения /? определим коли
чество информации Л/, поступающее от источника за время наблю
дения Если в течение части этого времени в «поле зрения® ра
диотелескопа находились источники, то в течение оставшейся части 
они были вне „поля зрения1*, поэтому имеют место только две воз
можности: первая с вероятностью р— в «поле зрения*4 источник есть, 
и вторая с вероятностью 1 р — в .поле зрения" источника нет. 
Следовательно искомое количество информации равно

Н = - |plog../?4-(1 -Л)1О£?.,(1 - р)|----------------- (3)
символ

(символ элемент информации, в рассматриваемом случае пара „есть44, 
„нет*4). Так как канал обладает ограниченной полосой пропускания 
ХЛ. а поступивший на вход си: пал ограничен временем Л. количе
ство информации, проходящей но каналу, па основании известной 
теоремы Котельникова, выразится произведением

Нц(Р) = 2А/-7,,. Н (4)
символ

С = АЛ log. ш

и. следовательно, скорость передачи сообщения будет равна
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R֊ двоичных единиц
сек.

С учетом (2) и (5) условие 1) принимает вид

log» > 2//

или в более удобной форме записи

(5)

(6)

(7)

Выходной сигнал представляет собой напряжение промодулиро- 
ванйое диаграммой антенны. Если в „поле зрения՜ есть источник, 
напряжение равно W/? . в противном случае нулю Такое перемен

ное напряжение ՍՀէ' имеет постоянную составляющую (среднее 
значение) в которой не содержится информации.

Наличие постоянной составляющей лишь изменяет общий (на
чальный) уровень выходного напряжения и не способствует обнару
жению источника. Полезным является напряжение — ձ/ր(Հ)| и 
поэтому следует считать

(8)

Дисперсия флуктуаций ня выходе связана со среднеквадратичным 
772напряжением шумов с/,|։ известным соотношением

4= —ծ՚? 
д/ 111

(9)

в котором Д/ представляет собой половину полосы пропускания уси
лителей высоких частот.

Подставляя (8) и (9,1 в 7) и учитывая, что при обычно исполь
зуемом квадратичном детектировании напряжения на выходе пропор
циональны мощностям сигнала и помехи действующим на входе, по
лучаем

я... F- t Կ/Ջ
/Հւ։ [pil—/?) V' ձ/ (10)

Выражая чувствительность в температурных единицах и отбра
сывая знак неравенства будем иметь

ВТ՝-
р(1 Р}

(И)

Здесь 37* изменение гемперагуры антенны, обусловленное излуче
нием источника, Л'т — коэффициент шума канала. Т температура, 
согласованного со входом канала, сопротивления.
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Вероятность нахождения источников в „поле зрения" радиоте
лескопа определяется угловыми размерами диаграммы антенны, иссле
дуемой области небосвода н количеством источников в этой области. 
Например, если предположить, что в узкой области около экватора 
существует один источник, то вероятность р можно оценить но фор
муле

п (12)

где —ширина диаграммы антенны по прямому восхождению, вы
раженная в радианах, /д—время воздействия источника на радиоте
лескоп, ^ — продолжительность звездных суток.

Стремление к обнаружению источников с возможно низкими 
яркостными температурами приводит к антеннам с малыми и сле
довательно

Р«1. (13)
Условие (13) позволяет значительно упростить формулу (11) г. к. 
при малых р

Г յա 1 Հ Г՜V 4^— 21"— * (И)
1 /;(!֊/>) ’ р

Используя (14) вместо .11) получим

տ7,=/շ՜4՜ձ՚՞՚ր/5՜ <i5>

В отличие от аппаратурного порога чувствительности

/
(16.1

порог, определяемый формулой (15), назовем порогом достоверного 
обнаружения. Сравнение (15) с (16) дает

гг= 1/21п—&г.„, (17)
Г р

откуда следует, что порог достоверного обнаружения выше аппара

турного в | 2 In— раз.
V Р

Разумеется, что на выходе радиотелескопа могут быть зареги
стрированы сигналы, соответствующие источникам, температуры ан
тенн для которых заключены в пределах

Ն 2in — ar։n>ar>sr։n. (is)
» P
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Однако регистрация таких сигналов не дает оснований для до-
шерной констатации существования источников. Чем ближе и (18)
к правому пределу, тем меньше вероятность кого, что выходной
пл объязан источнику. Наоборот, чем ближе ձ7 к левому преде-

к тем эта вероятность больше. 
/ i

Функция 1 |ц показана на рисунке. Пз данных рисунка еле.iy- 
I р

рт. что даже при весьма малой вероятности р 10 ՝. которая соог- 
ршгетвует ?’ձ — 2'. порог достоверного обнаружения всего в 4.2 раза

Line аппаратурного

'0 го м 4) SO 60 70 80 SO too

Пусть iV—количество различных источников, которое должен 
лофпкеиронать радиотелескоп за время Հ,. Тогда, в соответствии с 
|4>. можно написать

•V < 2ձ/7„ , (19)

«и худа для минимально допустимой полосы пропускания канала по
лучаем

,, Л''
20)

Дальнейшее уменьшение АЛ приводит к недопустимой потере 
информации и потому формула (15) при условии (20) отвечает пре- 

мыюй чувствительности каждого данного радиотелескопа. Под ире- 
лздым следует понимать естественный порог чувствительности, кои>- 
jft для данного jV не может быть понижен никакими средствами, 
•ли заданы '1, եք и / Формула для предельной чувегви-
(льности, согласно (15) и (20), имеет вид

<5 7՝1ф / /Vin — 
Р

21)

1! лк»и| АН, серии фла.-хп ялу», X՛ 1
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Гак как продолжительность каждого наблюдения должна быть 
равна звездным суткам при менее продолжительном наблюдении не 
все источники исследуемого склонения окажутся выявленными) имеет 
место связь

= л/о (22)
в которой tf, продолжительность звездных суток. Учет этой связи 
п озволя ет не ре и иса гь вы ра ж е ние (21)

6/Պ' — |/ - I 111---- . 77-7-I Ո I P 1 ձ/ Հ
(23)

как следует из формулы (20). написанной в виде

^1' min /V I
// 2ГР

(24)

вредетьная полоса пропускания канала будет строго фиксирован.:։ -к, 
если количество суток наблюдения линейно связано с N, в частности 
если

п = Д'. •25)

Меньшие // нецелесообразны т. к. повышают порог чувствительности, 
большие (например п = 2W) целесообразно применять лишь после того, 
как реализованы все возможности случая // — А՛.

Количество источников, которые будут обнаружены, заранее не
известно, поэтому задавать определенное и (либо Л'՛) не представ- 
л я е тс я в о з м о ж н ы м.

Определить „исходное* п можно по шнным пред парителиного
наблюдения. Это наблюдение можно провести в течени.- одних суток.
выбрав ш лесу пропускания канала, используемую при обычных на
блюдениях,

AF ֊ Л/>= — - 
2/д

(26)

Если предварительное наблюдение выявит А’р вс гопников, то основные
наблюдения г предельной полосой пропускания должны длиться бо 
лее. чем w^A'n суток.

В результ ате наблюдений с предельной полого и окажутся обна
ружейными осе источники, температуры антенн тля которых превы
тают предельный 
формулой

порог чу вечвитальности при п = А' онрелеляемый

А’ж 7

г 27)

Возникает естественный вопрос: как может быть практически реа 
лизована предельная полоса А/’,.ц,։?

При условии (Loi эта полоса равна
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/*111111 1
2'о' 23)

Здесь мы сталкиваемся с положением, характерным для теории 
сообщений, когда выявляется возможность реализации такой полосы 
без указания способов реализации

Для обеспечения предельной полосы на выходе обычного радио
телескопа с полосой А/-՝,.,, необходимо включить некоторое выходное 
устройство, которое должно уменьшить дисперсию флуктуаций в t<Jt л 
раз, так как

££*- = “■ (29)
Д/'inln . ‘Л

Указанное выходное устройство, при этом, не должно влиять на про
хождение. полезного сигнала. Таким требованиям может удовлетво
рить целый ряд устройств, рассмотрение которых выходит за рамки 
на тояшой статьи. Здесь для полноты изложения мы укажем лить на 
одну из возможностей.

Преобразуем выходное напряжение обычного радиотелескопа 
записанное в промежутке времени (О, /0), в сигнал Շ՚'ո(ր). пред- 

оавляющий собой периодическое (с периодом /0) повторение напря- 
ження ZZj(Z). Составим сигнал iJv, (/) равный

С/2М
Ц,(О = V չ/„(/-2«,է). (.30)

*-0
После таких преобразований спектр флуктуаций в напряжении //,.,(/) 
остается прежним, т. е. таким же как и спектр флуктуаций в напря
жении Լ\{է\. Полезная же информация с сигнале Z7J2(/) представится 
периодическим (с периодом 2Հ0 напряжением. В указанном преобра
зовании используется априорно известное исследователю время воз
действия источника на радиотелескоп /д, однозначно связанное с 
Полезную информацию из сигнала Uv.(t] можно извлечь с помощью 

резонансного фильтра, настроенного на частоту/д — В сигнале 

I на выходе фильтра полезная информация будет той же вели
чины, что и в сигнале /); спектр же. флуктуаций будет опреде
ляться полосой пропускания резонансного фильтра и может быть обес*- 
печеи значительно более узким, чем исходный спектр А/-',։,. Если вы
явленный таким образом сигнал превышает аппаратурный порог чув

ствительности более чем в । / շ |п— раз. то можно достоверно ут-
I р

зерждать, что на исследуемом склонении имеется по крайней мере 
одни источник. Цель достигнута—источник обнаружен. Однако, ото- 
ентелыю его координаты по прямому восхождению ничего сказать 
.нельзя, т. к. указанное преобразование выходного напряжения не обес-
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печивает раздельной 
ним двух суток, в 
выходных сигналов 
новых сигнала

фиксации источников. После наблюдений в теме- 
распоряжении исследователя будут два образца 
t/rt(0 и Սի(1) из которых можно составить дна

(31)

(32)

Сигналы Ц(О и 0 подвергаются таким же преобразованиям, 
каким- в предыдущем случае сигнал Ц(/) с гой лишь разницей, что
верхний предел сумм меняется

V4M
</„</) = У uit(l Ukh), (33)

Л .0

Г^(А
У t7.,(X 2*r4). (34)

Окончательные сигналы £/„(/) и է а (7) будут содержать информацию, 
соответствующую двум равным лу ам исследуемого склонения. После 
двух наблюдений могут быть достоверно обнаружены два источника, 
причем точность определения их координат по прямому восхождению 
не может быть лучшей, чем 4 ^ 4. В общем случае наблюдений, для
щихся п суток, может быть обнаружено N ֊- ч источников с точно
стью определения координат не лучшей, чем — է( 2п.

Из предыдущего ясно, что предельная чувствительность дости
гается ценой ухудшения разрешающей способности, восстановить ко
торую можно лишь за счет весьма большого количества наблюдений. 
Для определения координат источников с точностью до ширины диа
граммы направленности потребовалось бы количество суток на
блюдений определяемое связью

135) 
Г А

которая для современных антенн требует непрерывных наблюдений 
на каждом склонении в течении нескольких лет.

Рассмотрим еще граничный случай, когда исследователь задается 
целью выявить как можно большее количество источников. Макси
мальное количество источников, которое разрешается антенной равно

*■„ = '"֊■ 136|
է*
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Подставляя это значение .V в (20) и обозначая полосу для Лг - Мим 
через ձ/Ղս* получаем

При такой полосе пропускания канала, формула (15) принимает вид

W-- 1 2Ini Л.Т I f38)
V р I Д/«

Мы пришли к выражению для порога чувствительности обычного ра
диотелескопа, учитывающему усреднение данных п наблюдений. Пере
писан (38) в виде

o7cft« I | In - (39)
V М Р \ Հք ՚Կ

и сравни» обычную чувствительность с предельной

։ги= । (-’О)
| ntA

убеждаемся, что обычная чувствительность хуже предельной в ) tcJntA 
раз. Однако при полосе соответствующей такой чувствительности, 
обеспечивается максимальная разрешающая способность.

Заметим, что при п — чувствительность и разрешающая спо
собность для обоих граничных случаев (Ar=AFmin и А/' Д^ии» > 
совпадают.

Проведенное рассмотрение показало, что порог достоверного
—j

обнаружения выше аппаратурного всегда в ՜| 2 In— Ра3, ПоЛоса 

пропускания А/՝ сказывается лишь на разрешающей способности и 
аппаратурной чувствительности радиотелескопа.

Используя предельную полосу A/;tniu, можно обеспечить наилуч
шую чувствительность. Увеличение количества наблюдений в этом 
случае последовательно улучшает разрешающую способность.

Используя обычную полосу АЛ™ , можно обеспечить наилучшую 
разрешающую способность. Увеличение количества наблюдений в 
этом случае последовательно улучшает чувствительность.

В практике радиоастрономических наблюдений до сих пор, на
сколько нам износ: но. использовалась лишь вторая возможность. Нам 
представляется целесообразным и■•пользеванн- обеих возможностей, 
сочетание которых позволит получить больше сведений о дискретных 
источниках космического радиоизлучения.

Обсуждение результатов

1. Наличие множителя | 21л-֊֊ > I в выражении (17) показы-
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вает, что отождествлять с источниками можно только те всплески на 
полученной окончательной записи наблюдений, которые превышают

аппаратурный порог чувствительности в 1 21 п - рази более. Разу-
I Р

ыеется рассматриваться должны только всплески по ширине соответ
ствующие раствору диаграммы направленности антенны. Этот резуль
тат хорошо согласуется с практикой радиоастронимических наблюде
ний. Имея возможность проводить лишь ограниченное количество на
блюдений, исследователь вынужден часть всплесков на выходной за
писи признать источниками, другую часть нет.

Насколько нам известно, в литературе до настоящего времени не 
приводились данные о том -на каком уровне должна проходить ли
ния разграничения между указанными двумя видами всплесков. Ре
зультат (17| дает точную количественную опенку этому уровню, и 
нашей терминологии порогу достоверности. Таким образом, единст
венное правильное решение вопроса таково: всплеске превышающий 
порог достоверности обязан источнику, а меньший всплеск может 
быть обусловлен как источником, так и флуктуацией.

Приведенное утверждение дает основание для пересмотра ката
ложных данных по дискретным источникам космического радиоизлу
чения. Все источники, температуры антенн для которых превышают 

аппаратурный порог чувствительности менее, чем и 1 21п ‘ раз дол- 
» Р 

жпы быть либо исключены из каталогов, либо особо оговорены.
2. Ня первый взгляд может показаться, что радиотелескопы с пре

дельной чувствительностью не представляют практического интереса, 
т. к, реализация пр՛.?дельной чувствительности с [остаточно хорошея 
разрешающей способностью сопряжена с большой затратой времени. 
На самом деле это не так. Практическое значение наблюдений с пре
дельной полосой весьма велико

Пусть, например, после обычных п наблюдений, путем усредне
ния данных, выявлено Л'։ источников Возникай! вопрос: стоит ли про
должать наблюдения, позволит ли увеличение и обнаружить допол
нительно к iVj новые источники, существуют ли таковые на данном 
склонении? Для ответа на этот вопрос достаточно провести еще одно 
наблюдение и преобразовать выходные сигналы всех (//-т-1) наблю
дений так, чтоб обеспечить Если н одной, либо нескольких об
ластях исследуемого склонения с протяженностью по прямому восхож
дению равной (// I • будет зарегистрировано превышение аппара

турного порога в | 21п раз. то можно достоверно утверждать, что
I р

в этих облястях присутствуют хотя бы по одному источнику Пусть 
например такое утверждение касается АД. областей небосвода. Разность 
Л’.,-А՛, может быть равна либо нулю, либо положительному целому 
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числу. В первом случае GV.. = можно утверждать, что на насле
дуемом склонении источников (с интенсивностью излучения, превы
шающей предельный порог) сверх обнаруженных JV, — нет. следова
тельно изучение данного склонения можно прекратить. Во втором слу
чае (AL2>JV։) поиски новых источников следует продолжать в тех ИЗ 
.Va областей, с которыми не отождествляются обнаруженные .V։ источ
ников и внутри которых зарегистрировано превышение яппаратур- 

յ
кого порога более чем в | 2’п раз. Общая протяженность է' ia- 

I /г

ких областей будет удовлетворять условию (Л՜ — Л',) и
/I -7 1

когда ! fu затрата времени на их исследование может быть значи
тельно сокращена г. к. за время г(>/2. пока»-тн области над горизон
том, каждая из них -юж։ 1 быть исследована несколько раз. Таким 
образом за счет отбрасывания областей изучаемого склонения з ко
торых уже обнаружены источники и в которых источников навер
няка нет. можно время наблюдения использовать лишь для областей 
небосвода, подлежащих дополнительному исследованию и закончить 
последнее за количество суток много меньшее, чем Л'.ат .

Приведенный пример наглядно показывает, что реализация пре
дельной чувствительности без большой затраты времени однозначно 
решает вопрос о том: есть ли на исследуемом склонении хотя бы 
одни источник с интенсивностью излучения превышающей предельный 
порог, который не регистрируется обычными п наблюдениями. Реше
ние этого вопроса уже представляет научный интерес, т. к. позволяет 
сосредоточить внимание на определенной области небосвода и до
полнительными наблюдениями уточнить координату источника. Из 
этого же примера следует, что время, необходимое для уточнения 
координаты источника, не безнадежно велико.

Высказанные выше соображения позволяют утверждать, что раз
работка методов и техники для реализации предельной чувствитель
ности радиотелескопа представляют значительный научный ишерес.

.Можно надеяться, что пересмотр накопленных ныне наблюдатель
ных данных, путем преобразования выходных сигналов с обеспече
нием предельной чувствительности должен дать новые, дополнитель
ные сведения II распределении щекрегных источников космического 
радиоизлучения.

Бмрак.шская астрофи ։нческ ,ч 
обсерватория

ЛИ Армянском ССР Поступила 7 IX 1959
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ՌԱԴՒՈԴԽՏԱԿՆևՐՒ ZU4_ULUSb ՃԱՅՏՆԱՒեՐՄԱՆ եՀ 
ՍԱՃՄԱՆԱՅՒՆ ԶԳԱՅՆՈՒԹՅՈՒՆԸ

IL 1Г Ф Ո «I» Ո հ Ս'

11‘ադիոասէոդադիւոական դիւոա մնե րի մ ամանակ կո и մ ի կա կան ոադիէէճւս- 
к ադա լիք ման կետա լին ադրրս բների աււէլա լսւթլան մասին դւստււսէ են ռադիո- 
դիտակի ^IVl' 1"է(էվլԱծութ լան ']"լ.րի (ВСПЛССК) հիման վրա: Ալդ լարվածու
թյան մե\՝, բացի աղբյուրներով պա լման ավո բվա ծ ցոլքեբքւ դ, միշտ ասկա են 
նաև ոադիոսա բքե րի ֆլա կսւացիաներււվ հարս։ ցվող ցոլրերտ ներկա աշիւաաա.- 
թյան մեջ քննարկվում է հիշլալ երկու տիպի ցոլրերր իրարից դանադանե լտ. 
հարցը։ И.ншуш րկված Հ Л^։Д լ ար ված տ թ(ան ցոյքերի' ո տդիոհաոադալթման 
աղբյուրների հետ դբեթե հավաստի նւս Հստցման մի մեթոդ։ Ալդ մեթոդի 
հիմնավորման համար <։դտադ иրծված են ին!իորմա ւյիա//; վիճակադրական տե- 
и ա թ /ան դ րա յթն երբ :

Պարդվո։ մ Լ. որ մի բանի դիտումների արդյունքների հիման վրա միշտ 
հնարավոր Է , դէւրծնականորեն անսխալ կերպով, նրո ւնացնել ցսլքերր ռադիո֊ 
^աոաւրււ ւթման Աէրդքանրների հետ, եթե ’ք՚։(,րի մ ե Л ա թ րռ.ն ր, ււրր մ իարմ և ր 
կերպով կապված է hunt ադու/թif ան ինաենոիվւո թյան հե տ, /դերտդանցում Հ մի 
որոշակի սահման, "րր աշխատա թլան մեշ անվանված ե հսսվւսստի հալտնտ- 
րերմin'll շեմք:

Աոտջադրվտծ իւնդրի լտ.ծման մեթոդիկան թա-Ц Հ տվե/. րաւլի դրանից, 
ստանալս։ սադիռակտիվ սահմանալին դդալնութրսն բանաձև ր։ Ալդ րանաձևի 
•ևտադո աութլսւնր ցա լց է տվել, որ иա՚,մանալին ղդալէէււլթյլանր դործնականո֊ 

րեն կարելի է հասնել ի հաշիվ դո րծ իրի լուծէէդ ում ի պակաււե ցման: կարելի 
է կարծել, որ սովորական ոադիոսւստդադիտսւկան դիւոա ւՈւերի դա դակցա մը 
սահմանալին դդա{նա (մյամր կատարվող դիտումների հես։ թուքլ կտա ւււաս- 
նալ ավելի շատ տեղեկւոթլաններ կոոմիկական ոադիոճաււադալթման կետա
յին ադրլտ րների րաշիւմա՚էւ մասին:
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ИСТОРИЯ МАТЕМАТИКИ

Публикация Г. Г». Петросяна к Б. А. Розенфельда

Доказательство Аганиса пятого постулата Евклида

Ниже приводится перевод отрывка из „Комментариев к первым 
՝,есятн книгам .Начал Евклида" математика IX- X веков Абу-л’Аб- 
баса ал-Фадла ан-Найризи, содержащего изложение доказательства V 
пос гула га Евклида, принадлежащего математику, которого ан-Найризи 
называет Ага иксом Аганйс). Сведения об этом математике сохрани
лись только у ан-Найризи, которому они известны через ученого VI 
века Симпликия (после изложения доказательства Аганиса ан-Най ризн 
пишет': „Симплнкнй сказал: таковы слова Аганиса"). Так как в чер
тежах ан-Найризи. относящихся к доказательству Лганиса, буквы чи
таются в греческом порядке, слева направо, в то время. как в осталь
ных чертежах буквы читаются в арабском порядке, справа налево. 
Аганйс писал но гречески или на одном из языков, письменность ко
торых находилась под влиянием греческой письменности.

Так как нет греческого имени, которое транскрибировалось бы 
по-арабски „Аганйс". автор доказательства V постулата, по-виднмому. 
не был греком. Весьма вероятно, что автор доказательства V посту
лата был армянином по имени Аган (Աղտն). Имя Аган в древиезр- 
мянскон литературе упоминается начиная с V века. Первый историк, 
который упоминает это имя, Газар Фарпеци ib конце V века). Это 
имя в последующих веках употребляется все чаще (см. Г. Аджар
ии, слобарь собственных имен, т. I, Ереван. 1946 г., стр. 92—98. на 
армянском языке). Некоторые армянские собственные имена на гре
ческом языке принимают окончание „ q;“.

По поводу того, кто мог быть автором этого доказательства 
заметим, что в V—VI веках, когда, по-виднмому, жил этот автор, в 
Византии было несколько десятков ученых армян, овладевших гре
ческой культурой К этому времени уже был создан армянский алфавит 
(Месроп Маштоц, 406 г.). Направление армянского письма совпадает 
с греческим. В V веке и начале VI века широко практиковался отбор 
лучших учеников армянских школ для получения высшего образования 
в Костаитиионоле. Риме. Афинах, Александрии, Эдессе. Первая группа 
таких учеников, направленная в начале V века, состояла из (Ю человек. 
В истории армянской литературы ученых, получивших образование 
указанным образом, называют „переводчиками՜ и деля։ их на .старших
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переводчиков* и „младших переводчиков*. К „переводчикам* относятся 
такие крупные ученые, как философ Давид Непобедимый VI в.) и 
историк Моисее Хоренаци (V в). Среди дошедших до нас имен „пере
водчиков* имеется Агаи, который был учителем Гязара Фарпеци и 
Вагана Мамиконяна, живших во второй половине V века. Агаи был 
крупным ученым и владел греческим языком. Поэтому вероятнее 
всего, что автором доказательства V постулата был этот самый .Агаи.

Перевод выполнен Б А. Розенфельдом по рукописи Cod. or. 399/1 
Лейденской университетской библиотеки ։ стр. 15об — 1766). микрофильм 
которой։ был любезно прислан хранителем восточных рукописей этой 
библиотеки д-ром П Вооргуве (Р. \oorhoeve). В работе над переводом 
ценную помощь переводчику оказал востоковед В С. Сталь. ;< пере
воду приложены примечания, ։акже составленные Б. А. Розенфель
дом: числа в квадратных скобках указывают № соответственного при
мечания. В квадратных скобках помещены также слова, добавленные, 
переводчиком для большей ясное։ и изложения. В переводе исполь
зуется та же транскрипция арабских бук։;, что и и прежних пере
нолах Б. А. Розенфельда, опубликованных ։ „Историко-математиче
ских и сел ело в а и и я х *.

Предпосылки и предложения Снмпликня [1] и Аганиса [2]. 
необходимые для двадцать девятого предложения первой книги |3]

В доказательстве двадцать девятого предложения первой книги 
используется предпосылка: всякие две прямые, проведенные под уг
лами меныпими щух прямых, встречаются [!]. [Эго утверждение] — 
не из общепринятых утверждений.

Симпликпй сказал об игом: этот постулат не очевиден, ио необ
ходим для доказательства с помощью линии. Аипшпат и Диодор |5| 
доказали о нем мною различных предложений. Птолемей |6| также 
доказывал его. и его доказательстве использовались грииадцатое. пят
надцатое и шестнадцатое предложения первой книги ^Стихий* |7|. 
Однако это невозможно, гик как Евклид пользовался этим постула
том только в двадцать восьмом предложении этой книги, а само это 
утверждение опирается на утверждении о том. что если две прямые 
проводятся под шумя прямыми углами, они параллельны, .ч если они 
проводятся под углами меньшими двух прямых, они встречаются.

Что касается нашего друга Аганиса. то он не видит, зачем ста
вить это утверждение в качестве постулата, так как оно нуж
дается в доказательстве. Он пользовался другими предложениями 
вместо предложений, имеющихся в „Стихиях*, для тою, чтобы дока
зать двадцать девятое предложение без этого утверждения. Затем, 
согласно своему мнению, он докатил этот постулат ։ еометричсским 
способен. Вог его слона в его (собственных] выражениях.

Аганис сказал; со։.таено нашему обещанию изложим доказатель
ство этого постулата, состоящего в том, что если две линии прове
дены пол углами меньшими двух прямых, они встречаются.
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Это доказывается, насколько возможно, с помощью геометри
ческого доказательства Некоторые порицают геометров за это и го
ворят: если вы требуете, чтобы мы согласились с тем. что это не 
доказано, почему же вы пользуетесь этим при доказательстве дру
гого? Поэтому я проведу это | доказательство] и. хотя это утвержде
ние и весьма важно, оно не нуждается в гом, чтобы речь о нем была 
длинной.

Я утверждаю, что мы определяем параллельные линии как такие, 
которые находятся на одной плоскости и если продолжать их беско
нечно в обе стороны, расстояние между ними будет одно и то же 
|8|. Расстояние это кратчайшая линия, соединяющая их. то же гово
рится и о других расстояниях |9|.

Добавим эти предложения к первой книге „Начал” после двад
цать шестого предложения, гак что это предложение станет двадцать 
■՝е 1ьмым предложением.

[Первое предложение Агатии}. Если две линии параллельны, 
расстояние, между ними перпендикулярно каждой из них.

Пример этого даны две параллельные линии АВ, CD и пусть 
расстояние между ними EG Я утверждаю, что (линия I EG перпенди
кулярна каждой из двух линий АВ. CD. Լ н ք. շ

Доказательство. Если EG не перпен- \
дикулярна линиям АВ. CD, углы притом- \
ке Е—не прямые. Пусть острый из них с___________ ֊J-------------------0
угол AEG. Опустим из точки G пер- G
пендикуляр на линию АВ, это GH. Ф||Г- 1-
В силу доказательства XIX |предложения) I (книги „Начал-! | Ю| GF. 
длиннее, чем GH. Но GE предполагалась кратчайшей прямой линией 
между линиями \В. CD, поэтому это нелепо. Таким образом, линия 
EG перпендикулярна каждой из линии АВ, CD. Это и есть го. что 
мы хотели доказать.

Второе предложение Аганиеа. Если прямая линия падает на 
две прямые линии и перпендикулярна каждой из них, то линии па
раллельны. а перпендикуляр является расстоянием между ними.

Пример этого линии АВ. CD, вл них падает линяя EG, состав
ляющая с каждой из них прямые углы. $1 утверждаю, что линий АВ. 
CD параллельны, а линия EG — расстоянии между ними

Доказательство. Если эти две ли
нии не параллельны, через точку G про
ходит линия параллельная линии АВ. 
Пусть, если возможно, -го линия (ill. 
В этом случае линия EG является рас
стоянием между линиями Afi и (iff. так 
как она кратчайшая из всех линий՛ 
проведенных из точки G к линии АВ.

Поэтому угол HGF прямой в силу доказательства предыдущего 
предложения. Но предполагалось, что угол DGE прямой, поэтому
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это нелепо. Таким образом, линии Հւ/Հ C7J параллельны, а линия 
67Г—расстояние между ними. Это и есть то. что .мы хотели доказать.

Третье предложение Аганиса. Прямая линия, проведенная к 
двум параллельным прямым линиям, образует равные на к рестл ежа
щие углы, внешний уюл, равный соответственному ему внутреннему, 
к внутренние односторонние углы, вместе равные двум прямым |11|.

Пример -того — две параллельные линии ЛЬ. CD, к ним прове
дена прямая EG. Я утверждаю. что углы, образующиеся при этом 

„ я таковы, как мы '.'казали. А *-
-------------  Доказательство. Проведем из каж- j 

\-------- дой из точек G расстояния между ;
- линиями ЛЬ. CD. это линии EF. GK.

с F с\՜ В Четыре угла, образующиеся при этом, 
\ прямые *12|. Поэтому линия EF парад- i 

фИ| з_ лельна линии АТ/ в силу доказатель
ства предыдущего предложения, а ли

ния г.К параллельна линии FG. Линии EK и FG расстояния между, 
линиями ЕЕ и АТ/, поэтому они равны. Таким образом, линия г<7 
равна линии ЕК. а линия ЕЕ— линии </А՜ и эти линии образуют рав
ны՛. углы. Поэтомх два треугольника \F(iE и G7:A’| равны и осталь
ные два угла раины остальным двум углам. Таким образом, угол 
FGE ранен углу GEK, а это иакрсстлежащие углы. По угол 
FGE ранен углу HGD. так как они при пересечении, в силу лока- 
зательстм Х\ |предложенияj I |книги „Начал՜ |. Поэтому угол СЕК 
равен vi.iy HGD, внешний -соответственном) ему внутреннему. Так 
кик мы доказали, что накресллежащие углы равны, го. если мы при
бавим. к ним обшнн уюл DGE, получится, что Два угла FGE. FGI). 
равные двум прямым, равны двум углам KEG, DGE. Таким образом, 
внутренние односторонние углы равны двум прямым. Это и есть го. 
что мы хотели доказать.

Четвертое предложение Аганиса. Если прямая линия проведе
на к двум прямым линиям и накрестлежащие углы, образуемые меж
ду ней и двумя линиями, равны, или если внешний угол равен соот- 
ветс ։ венному ему внутреннему, или внутренние односторонние углы 
равны двум прямым, то две прямые параллельны |13|.

Пример этого-линии АВ. CD, на них паллет линия EG и обра
зует с ними углы, как мы указали. Я утверждаю, что линии АВ, CD, 
параллельны.

Доказательство. Если линия EG tL
перпендикуляр, очевидно, что линии А չ/ в
■1/Հ CD, параллельны. это доказано во 1
втором из этих дополнительных пред- /
ложеннй. Если же EG—не перпендикуляр. _________ /
отпустим из точки Е на линию CD пер- с * с °
пенднкуляр ЕК. Тогда если острый угол 4
Е прямой угол, снова очевидно, что
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линии АВ, CD параллельны, это доказано во втором из этих дополни
тельных предложений. Если же угол /: — не прямой угол, восставим 
в точке Е перпендикуляр к липни ЕК. как доказано в дрказатель 
стве XI [предложения] I |книги „Начал** |. Пусть этот перпендикуляр 
F.I.. Тогда линии EL. CD параллельны, как доказано в третьем из 
этих дополнительных предложений. Поэтому каждый из углов GEB, 
GEL равен углу CGE, но это невозможно. Таким образом, линии АВ. 
CD параллельны. Это и есть то, что мы хотели доказать.

Таковы предложения Аганиса. Высказав их, он переходит к 
тридцать первому предложению: мы хотим провести из данной точ
ки прямую, параллельную данной прямой [14]. к тридцать второму 
предложению: у плоских фигур с параллельными сторонами противо
положные стороны равны |15|, к тридцать третьему предложению: 
линии, параллельные одной линии, параллельны между собой |16|, к 
тридцать четвертому предложению: прямые линии, соединяющие рав
ные параллельные линии, равны и параллельны 117| не тридцать 
пятому предложению: если прямая линия падае։ на две прямые линии 
и внутренние односторонние углы меньше двух прямых, то эти две 
прямые, если продолжить их в сторону углов, менывих двух прямых, 
Встречаются |18].

Пример этого—две прямые линии АВ, CD, на которые падает 
прямая линия EG, причем внутренние односторонние углы со сто
роны В, D меньше двух прямых. Я утверждаю, что линии АВ, CD
встречаются с этой стороны.

Доказательство. Проведем че
рез точку G линию, параллельную 
линии АВ, как доказано в доказа
тельстве Евклида в XXXI [предло
жении! 1 [книги „Начал1*]. Пусть 
это линия GH. Проведем расстоя
ние между ними в соответствии с 
доказательством XI ]предложения| 
I [книги .Начал-], это линия GE. 
Предположим на линии CD произ
вольную точку, куда бы она ни по
пала, пусть это точка F. Опустим из точки F перпендикуляр на ли
нию GE. как доказано в доказательстве XI | предложения] 1 [книги 
„Начал" |, пусть это линия 77. Раздвоим линию (7/ճ, как доказано в 
доказательстве X [предложения] I [книги „Начал"] Н$1- Раздвоим 
также ее половину и будем поступать так постоянно до тех пор, пика 
[точка] деления не попадет ниже точки I. Пусть [точка] деления попа
дет в точку /И. Очевидно, что точка Л* попадет па ту часть линии EG, 
о которой мы говорим. Примем, например, что часть, которая падает 
ниже точки I—четверть GE. Проведем через точку А1 линию парал
лельную линиям GH, АВ, к-ik доказано в доказательстве XXXI [пред, 
ложення] I [книги „Начал"], это линия МЫ. Продолжим линию GD 
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неограниченно и построим (линию] 6Q, содержащую 6W столько же 
раз, сколько раз EG содержи! величину GM, г. е. четыре раза. Я 
утверждаю, что линии АВ, CD. ворочаются и точке Q. Доказатель
ство. Отложим на линии 6’Q линию равную GX. как доказано в до
казательстве III |предложения] 1 [книги „Начал-] |20]. Пусть это ли
ния VzY. Проведем из точки А' линию параллельную О А՜. эго линия 
XS, и продолжим линию /ИЛ’ до точки О. Тогда в треугольниках 
(MLV. ХХО дне из их сторон равны, это GX и Л'АД а угол GXM ра
вен углу OA.V. как доказано в доказательстве XV [предложения! i 
(книги „Начал՛|. и, н силу Доказательства третьего предложения из 
установленных Аганисом и этих предпосылках, угол МОХ равен уг
лу А'Л’О, так как это накрестлежапше углы. В силу доказательства 
XXVI (предложения) I (книги „Начал-] |21| остальные стороны (пер
вого треугольника} раины остальным сторонам (второго треугольника], 
каждая сторона — соответственной, и оставшийся угол равен остав
шемуся углу- Поэтому сторона (7М равна стороне ХО. Но сто
рона OS равна стопине ОМ как противоположная сторон;; плоской 
фигуры с параллельными сторонами. Поэтому линия А'5 удвоенная 
линия G’/W. Если провести из точки Q линию параллельную линиям 
EG и Л'Х в провести через точку А' линию XT в направлении парал
лельном АВ. она встретится с линией, проведенной из гочки Q па
раллельно линии EG. Тем самым доказано, что она отсекает от нее 
ли into ранную линии ОТ. Приведем ее, это линия PQ. Поэтому ли
ния PQ равна линии TG, так как .VQ равна XG, угол TXG равен 
углу QX/Հ угол / QX равен гл\ /ОХ как накр»стлежащиЙ, гак что 
PQ равна GT в силу доказательства XXVI |предложения) I [книги 
„Начал14]. Но GI равен ТЕ. поэтому /JQ равна ТЕ и линия ЛЕВ 
встречается с линией / Q п точке Q в силу доказанного Агапйсом в 
установленном нм предложении, в котором он у i г.ерждает, чю линии, 
соединяющие копны равных и параллельных линий. параллельны и 
равны. Тем самым доказано, что сети прямая линия пэдаеч на две 
прямые линии и внутренние односторонние углы меньше ..вух прямых 
углов, то эти две линии, если продолжить их в сторону, в которой 
углы меньше двух прямых, встречаются. Это и есть го, что .мы хо
тели доказать |22|.

Все, что он установил в этом предложении и в предшествующих 
ему предпосылках, принято как необходимый постулат в первой кни
ге |_Пячал“[, но представляет собой предложения, добавленные Ага
нисом к предложениям Евклида, и ни в чем из сделанного им нет 
ничего заслуживающего порицания.

Сим пл и кий сказал: таковы слова Аганнса и. пожалуй Евклид 
поставил это утверждение в качестве постулата для того, что бы- 
сделать путь ближе, чем путь, основанный на том, что параллель
ные лилии - это такие линии на одной плоскости, что если продол
жать их в обе стороны, расстояние между ними всегда будет равно.
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Если обратить эту речь, то бу де. наоборот, г. е. пели линии на 
одной плоскости таковы, что расстояние между ними не равно, они 
не параллельны, так как они не параллельны, они встречаются. 
Енклн Пользовался этим утверждением в прямом пред тожении из 
утверждении, принятие которых необходимо, л имении, что эти линии 
таковы, что при их продолжении а сторону! углов меньших двух 
прямых они нс сохраняют одного расстояния и. следовательно, встре
чаются Очевидно, что их встреча происходит в стороне наклони, в 
другой же стороне они расходятся и расстояние между ними увели
чивается |23|. Поэтому говорится, но если лиг линии параллельны, 
они пеобхо имо ■ .՛■ »яются. если только это не дуги, гак как юка 
за ио. ЧП) конические сечения не параллельны и не вегречаюгся 124). 
Евклид упомянул эту предпосылку и применил эти предложения, а 
также [доказал] утверждение обратное указанному предложению: 
если ни две прямые линии падает прямая линия и внутренние углы 
равны двум прямым, они параллельны. Если это предложение дока
зывается. н» утверждение также нуждается в доказательстве |25| 
Мы изложили все, что можно сказать о параллельных линиях.

П Р И М Е Ч Л Н И Я՛

Автор рукописи, из которой заимствован рассматриваемый от
рывок, назван в рукописи Абу-л-'Аббас ал-Фалл ибнХагнм ан-Напрпзй, 
но и большинстве источников он именуется не ян-Найрйзп, В част
ности, известные .математики X! века Абу-р-Райхан ал Бируни (973 — 
1048| и Омар Хайа.м 1048 1131 > а своих сочинениях .Книга об
индийских рашикях* и .Комментарии к трудностям во введениях 
книги Евклида* называют его Абу-л-’Аббасом ан-Найрйзо {см. руко
пись 1043 Индийского ведомства в Лондоне, л. 28. и рукопись Cod. 
or. 1998 Лейденской университетской библиотеки, лл. 76 об. и 78).

Иногда имя ач-Найризя читают .зт-Табрйзй* (буквы „и* и „т*. 
а также „б" и „й* в арабском альфавите отличаются только точками, 
в первом случае над. во втором луча? нод буквой). Например, неболь
шой трактат зн-Наирнзн. посвященный V постулат} Эвклида (рукопись 
Ата be 5467 7. Парижской национальной библиотеки, лл 89—90) озаглав
лен .Трактат ял-Фа.тла нбн-Хагнмл ат-Табризи о доказательстве из
вестного постулата՛ Евклида* 'Рислла-ал Фа.ы ибн Хат им лт-Габризн 
от баййн ал-мусалара злмашхурэ лн-Уклолис ; пог именем а г-Тиб
рили этот автор фигурирует в биографическом словаре Погген.торфа 
(Poggendorll’s Blographlsch lutcrarisches HandwSrterbuCh. т. 3, Leipzig, 
1898, с гр. 24 .

Ан-Нийрнзн был уроженцем Ирана или Азербайджана, работал 
и Багдилг при халифе Му ’гадм ле (халиф с 892 по 90J г.), год рож
дении пн-11аЙрнли неизвестен, умер он в 922 г. В лейденской рукописи 
его комментариев к Ehk.-.h.tv сохрани, ись комментарии к I VI кни
гам. Комментарии к I — 111 книгам были изданы вместе с латинским
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переводом Бесгорном я Гейбергом ч Крш-н։ агене в 1893 1905 г:
(F.nclidis Element;։ ex Interpretallone Al Hadschdschadschii cum com- 
mentariis' Al - Xa'irizil. Ara bice el Zaline ediderunnr notlsque Instru- 
xernnt R. O. Besthorn et .1. 1.. Heiberg. 1—III, Hauniae. 1893—1905), ком
ментарии к IV VI книгам были изданы гам же Юнге, Рёдером и 
Томсоном в 19lu 1932 гг. Комментарии ко всем десяти книгам со
хранились в латинском переводе 1 ерарда Кремонского (.XII зек). Это։ 
перевод был издан в 1899 г Курне (Anaritii in decern llbros priores 
Elementoriim Euclid’s connnentarii, ed M. Cuitze, Leipzig, 18991. Рассма
триваемый нами отрывок имеется в этом переводе на стр. 65 — 7.) (без 
заголовка).

Кроме теории параллельных линий, которой посвящен приводи
мый нами отрывок, значительный интерес в комментариях ан-Найризи 
представляет раздел, посвященный теории отношений; именно в связи с 
этими вопросами ип-Нанрнзи упоминается я вышеуказанных сочинениях 
ал Бирунн и Хайяма. Аи-1 Айриз.и был автором комментариев к Птоле
мею, где он рассматривал вопросы тригонометрии и. в частности, дал 
доказательство сферической теории синусов.

I Снмпликий у «ан-Найризи (дшбиликйус —греческий философ 
и математик VI века, комментатор Аристотеля и Евклида, работал 
сначала в Афинах, после того, как языческие философы были изгна
ны из Афин императором Юстинианом, переехал в Персию. Сведения 
о комментариях Симпликия к Евклиду сохранились только у ан-Най
ризи, который, по-видимому, был шиком с работами Симпликия, имев
шимися в Персии.

2.0б Аганисе см. вводную заметку. Издатель латинского пере
вода сочинения ан-Найризи М. Курне ։шз достаточных основная отож
дествляет Аганиса с математиком I века до н. э. Гемином Родосским 
(см. Anaritlus. цит. соч., стр. 13, а также Р. Tannery, Le philosophe 
Aganis esl il identique a Gemlnus? Blbilolheca mathematics, 3-я сепия, 
т. II, 1901, стр. 9-11).

3. 29-е предложение I книги—первое предложение „Начал" Ев
клида, доказательство которого опирается на V постулат. Ан-Найризи 
называет Евклида Ауклйдис, а „Начала"-ал-Усул (см. также. |7||.

1. Это—V постулат Евклиде. .см Евклид, Начала, перевод I,. Д. 
Мордухай-Болтовского. книги I—VI. М.--Л., 1948. стр. 15).

5. Антиниат (Лнтйнйитус) и Днодор (Дйдурус । поздне-эллинисти
ческие математики. Комментарии александрийского математика IV века 
Паппа к сочинению Диодора „Аналемма" упоминаются в „Математи
ческом собрании" Паппа (Pappl Alexandria coliectlonis quae supersunt, 
ed. F Hultsch. vol. I, B-. rolinl, 1876, стр. 246) см. также предисловие 
Ф. Гульча к III тому той же книги (Berolini, 1878, стр. IX - XI ՛; 
Аитиниат не упоминается в других дошедших до нас источниках.

6. Птолемей (Ъитлимнус) -знаменитый александрийский астро
ном II века Клавдий Птолемей. Доказательство Птолемея V постулата
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дошло до ное к передаче .чфннгжого философа и математика Прокла 
Дп.11ох.1 (Prorli Dlatloclil in priniuin Euclldis F.lemenlOnini libri com- 
menlarll, ed. <i. Friedleln Llpslae, 1873, стр 365 367 .

7. „Стихии** (ал-11стнксат) другое название .Начал* Евклида, 
искажение р? leccoro нюинаин гою сочинения стихии, эле
менты), XIII, XV и XV» предложения I книги „Ничал՛* .см. Циклил, 
цит. соч., стр 26, 28 и 29) георемы о том что смежные углы в сум
ме равны двум прямым, вертикальные углы равны друг другу, внеш
ний угол треугольника больше каждого и.՛, внутренних > г.юв. не 
смежных с ним.

8. В .гом определении параллельных линий неявно используется 
предложение, что геометрическое место точек плоскости равностоя
щих Oi Прямой пр: одну cioppUy oi u..-е. ֊ - прям.՝.:-։ линия- Эго пред
ложение содержит утверждение, эквиволентиРё V постулату Евкли
да. На том пеяпп ։м пр лпо.юж пни оенбвывш.՛ -я вс- ..доказатель
ство" Аганнса.

В своем определении параллельных линий А глине- имел пред- 
шестпенни; в лице философа I пека до с;. Посидония рабоган- 
шего из <>. Родос и и Риме Но сообщению Прокла. Посидоний оп
ределял параллельные тинни следующим образом: „1Խраздельными 
называются такие прямые линии, которые находясь на одной пло
скости. и б,!иж. |..я 1! не удаляются одна от ipyroii. ։ак что все 
перпендикуляры, проведенные из точек одно։։ ։з них на другую, 
равны между собой1* (Proclus Dladochtts, нит. соч.. стр. 176։

9. Под расстоянием между двумя точками древние и средневе- 
кпвые математики понимали не число, как современные математики, 
а прямолинейный от|?езок. сое шгяюший две шнные точки, под рас
стоянием между двумя параллельными прямыми понимался общий 
перпендикуляр этих прямых

10. XIX предложение I книги .Начал’ (см. l-.вклнд, ни։ соч.. стр. 
31)—теорема „во исяком треугольнике большой угол стягивается 
большой стороной"

11. Это -утверждение XXIX предложения I книги „Начал1* см. 
Евклид, тип. соч.. стр. 41,1.

12 Здесь Аглниг ыкзэал возможность существования четырех
угольника с 4 прямыми углами. ьдносредстиепИо ььпеьаюшд ;՛» из 
сделанного нм неявного предположения см. 8 . Вопрос о сущее: но- 
впняи такого четырехугольника становится в центре нсследовйпна пр 

рИИ параллельных Лййий у последующих мап'матщ.т. сре ш-. ւ. к՛:՛՜ 
рого Врспжа 11бн пл-Хайсама '965 1039), Хайяма н Иаа։р-։։д Дин։։
ат-Туси (1201 127'1* см. Б. А. Розенфельд. Новые иссл. _.ов.։иия по
предисторип неевклидовой геометрии, дополнение в книге: В. Ф. Ка
пп։, Основания геометрии, М, 1936, стр- 322 330, и Доказ пс.тьства 

Йпятогл игц-г lai.: Нвклида средневековых математиков Хасана Ибн 
Хайсама и Льва Герсонпда, I !сгорико-мятематические иссл слова пня, 
выл. XI, М.. 1958, стр. 733 — 762).
U Им՛;;։. • AH. cvfiia վ!ս;է-ս;ւ:1. ԱՀյ < . X J
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13. Это — утверждения XXVII и XXVIII предложений I книги 
.Начал" (см. Енклна. цнт. соч.. стр. 29 40.. Отметим, что эти ут
верждения Евклид доказывал, не опираясь ни на V постулат, ни на 
эквивалентные ему утверждения, в то время, как Лганис использует 
здесь свои предыдущие предложения, опирающиеся на предложение, 
содержащее утверждение эквивалентное V постулату.

14. Эта задача — XXXI предложение I книги .Начал" (см. Евк
лид, цнт. соч. стр., 43 .

15. Это — первая часть XXXIV предложения I книги .Начал* 
(гм. Евклид, пит. соч., стр. 45).

16. Это —XXX предложение I книги .Начал" (см. Евклид, цнт. 
соч., стр. 42).

17. Это —XXXIII предложение I книги .Начал" (см. Евклид, цнт. 
соч., стр. 44։

18. Здесь А։анис переходит к непосредственному доказательству 
V постулата.

19. X предложение I книги .Начал* см. Евклид, пит. соч., стр. 
24) —задача о раздвоении (делении пополам) отрезка.

20. II предложение I книги .Начал* (см. Евклид, цнт. соч., стр., 
16) — задача об откладывании от данной точки отрезка ранного дан
ному отрезку.

21. XXVI предложение I книги .Начал* см. Евклид, цит. соч., 
с гр. 37) теорема о том. что если два угла и стирона одного тре
угольника соответственно равны двум углам и стороне другого тре
угольника. третий угол и две остальные стороны первого треуголь
ника соответственно равны третьем;. углу и двум остальным сторонам 
другого треугольника.

22. Доказательство Аганнса основано на двух положениях: 
1) если двр прямые пересекаются третьей так. что внутренние одно
сторонние углы меньше двух прямых углов, то первые две прямые 
пересекаются в одной из вершин параллелограмма, две из сторон ко
торого направлены по первой и третьей прямым, а одна из диагона
лей — по второй прямой, 2) для всяких двух отрезков существует та
кое натуральное число, что если это число раз раздваивать больший 
отрезок, получится отрезок меньший меньшего отрезка. Фактически 
доказательство проводится для случая, когда третья прямая перпен
дикулярна одной из двух данных прямых, но для получения общего 
случая достаточно проводить прямую Л7 не нерпеи mпулярке прямой 
/.•</, а только параллельно прямой АН. Первое из указанных положе
ний было взято та основу доказательства V постулата Хайямом, второе 
из этих положений, равносильное акси м- Архимеда (тля всяких двух 
отрезкой существует такое натуральное число, что если это число 
раз повторять меньший отр։ юк, получится отрезок. ббльшиЙ боль
шего отрезка), игравший существенную роль в доказательствах Ибн 
ал-Хайсама и ат Гуси Аганис не строит указанного параллелограмма 
целиком, ио сначала строит треугольник Z7G. образованный прямой
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П, проведенной из некоторой точки /՛' второй прямой, параллельно 
первой, второй и третьей прямым, затем делит отрезок третьей пря
мой между первыми двумя прямыми на такое число частей, являющееся 
степенью 2, что полученный отрезок M(i меньше стороны Ki построен
ного треугольника. Далее Аганнс строит треугольник M.\'(i гомотетич
ный треугольнику /7(/, и треугольники, гомотетичные треугольнику 
М.\'(] с коэффициентами гомотетии-1, 2, 4 н г. д. до тех пор, пока не 
будет построена вершина параллелограмма, противоположная его вер
шине (յ-, эта вершина Q и является точкой пересечения данных пря
мых АВ и СО. Лганис предполагает, что точка Ւ՝ второй прямой на
ходится между первой прямой и параллельной ей прямой, проходящей 
через точку (/ пересечения второй н третьей прямых. Если бы он 
рассмотрел точку /’ вне то;: полосы, ин должен был бы применить 
аксиом} Паша—утверждение о том. что прямая, не проходящая через 
вершины треугольника, пересекающая одну из его сторон и не пере
секающая другую, обязательно пересекается с третьей стороной. Это 
утверждение существенно используется в доказательствах Ибн ал- 
Хайама и от-Гуси.

23. Утверждения о том, что из приближения двух прямых друг 
к Другу, следует, что они пересекаются, и о том. что удаление двух 
прямых друг от друга с одной стороны предполагает их приблнйсе- 
ние друч к другу с другой стороны, эквивалентны V постулату Ев
клида Mia плоскости Лобачевского параллельны-, прямые асимптотиче
ски приближаются друг к другу, а расходящиеся удаляются друг от 
друга но обе стороны от их общего перпендикуляра). Оба эти утверж
дения. приписываемые Хайямом Аристотелю, были выдвинуты Хайя
мом в качестве постулата, заменяющего V постулат, и положены им 
в основу его теории параллельных линий.

24. Аганнс имеет ввиду асимптотическое приближение ветви ги
перболы к ее асимптоте или двух ветвей гипербол к общей асимптоте.

25. В рукописи вместо „Евклид" ошибочно написано — „Аганнс-. 
Здесь приводится известный довод за то, что V постулат доказуем с 
помощью остальных аксиом и постулатов, состоящий в том. что об
ратное ему утверждение является теоремой (XXVIII предложение I 
книги .Начал*).

Комиссия по истории естествознания к техники 
All Армянской ССР

Коломенский Педагогический инсгн.ут
Поступила 8 I i960

Ai-iuti|utriiil|iiMf 'Ь. I». ՊետրաւսսՈի և Ռ. IK- 1*ո<|Լ>հֆհ{է}|ւ

UllTbbUb՝ ԷՎ-ԿԼՒԴԽՍՒ 5-քԴ ՊՈՍՏՈհԼԱՏհ ԱՊԱՑՈՒՅՑԸ
Ա Մ <1» II >1» (I Ի 1Г

1Լջխաաա fJլան մեջ բերվում է մի հատվածի [J արդմանսւթ լան Լ'վկ(իէքՆ иի 

է՚վէմունքներ}-ի աոաջին ւոաււր դրքի մասին մեկնարանաիք րոններից դրված 

(! — 10 դարերի հեղինակ ան֊եալրիդիի կողմից արարերեն լեզվով։
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1Լր1 հատվածր ւդտրու.նակւււ մ է կվկլիղեսի հրկրտչաւիւււթլան ծ-լ"/ «/«- 

iii/Hii լ ատի աւդաքքոէ լդր, որր պատկանում է Ա.'րոն իո ի'էէ.

1]պան ան՚՚՚նր հին ’•.տ ւկտկտն if 111 tn են այ լ< տ թ րււ՚էւ մեջ հիջվտմ Է ւ/կււած 

•5֊րց է/արից Աոաջին պասւմիւր, որ ւ/ործ Է ածեք արյ տնանր հանւյիոսւցևլ 
Է ,Էադար վ՚արպեցին։ Ա,լԱտհեւոև ալդ անունր ավե/ի \աէ\աիէ Է դո րծ ած վու մ 

հաջորդ դարերում:
Ադանիոի մասին մաթեմաաիկտկան տեդեկււ։ թլո՚ններ մնացել են մի՝ 

միայն ւոն-^ւո/ւրի դիի մոա. ո րւդիււ ի ր իրեն տւրոնի են դւսրձեւ ^՜ր1} ■4ս,(,Ւ 

հու ւ՚1ւ դիտնական Uիմպլիցիի աշիէւոսւաթլոէնների միջոցով;

Ա.ն-եա լրիդիի երկրաչափական դծադրերում, որոնր վերւորերվտմ են 

Ադանիոի էոորււցա. քցներին, տաոերր կարդաւրիւււ)' են ձտիէից աջ, մինչդեո 

մ լա.и ղծադրերամ տաոերր կարդացվում են աջի ց֊ \ >ո ի։;

■?

Աջ [սա <<< ա ի} րսն 

Э"Ч9 ք- արվում. որ

մեջ կի որսամ ոէկան փաստերի հիմ ւսն վրա 

ն-եալրիդիի ա շի՛աчип /•) լան մեջ րերված .>• {"J պոււսաւ-

րւււոի <ււ«ւ<ււ դա րրւ ամենա յն ։»мվանականտ ftրսմր ՛պատկանում /, ><//ք դիտնական 

մ աթեմսաւիկաւ Ադսւնխւին, որք. ապրել Հ դս՚րտ-ւ ե ման՚՚ւ մ է թարդ-
մտնիչների իէմրի մեջ ալնպևււ. ինչպես U ա[սես Խորենացին, Գավիթ Ա.ն- 

հա դիք ր ե է՚ւրիշ1>երր:

Հատվածի [d արդմ անա թ լո ւնր արաբերենից առսերեն կատարվել * /՝. /Z. 
Г ուլենփելդի կոդմից, որին էական սդնութր՚՚ն Լ դալդ սէվհք արեЛ(<!><{եա ՛Է. 1Լ 

Աեէքալր, ծանոթա fd (ուհներր դրվել էն նույնպես Г. II,. 1՝ողևն<իերլի կո՛ւմից։

■
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X. II Пабаин. Н. Л Мару тян. К'. Л. М.иевосян, М. I Саринян
Изучение гиперфрагментов в ядерной эмульсии

.'[■нт и и Птгнский |1| в я • р.чои мульсип. экспонированной 
космическими лучами, шн'лн «ли глучзи ши рпр'.тнпу. мыЙ հ-'ik ;»ас- 
Ппд возбужденного оскодич—гиперф! ?н мента. Возбуждение осколка 
обус топлено содержанием •՛. я |н- нестабильного V0— нперона.

Нами проведено систематическое иг-чение гиперфрагментов в 
.части стопки ядернай эмулнии 11 1:,.фо|՛.; G՜ ֊5' из 6<)о р слощь Ьрё2 
доставлен и ой нам лроф. Пауэллом. Стопка была облучена на высоте 
27 ки в I Палии ио время экспедиции 1955 г

Слои проем?:! шип.inch метолом сплошного oc.Moipa при увеличе
нии 20/ 1,5 7 для обнаружения двойных звезд. В группу двойных 
звезд входили как распады гиперфрагментов. так и я торные взаимо
действия заряженных чаггпп. Было зчр тис! кроваво 778 двойных звезд.

Для отбора гиперфр.-и ■леи Ю1'.. каждая цюйиая шезла анализиро
валась при увеличении 60 1.5X15. Отбирались случив, удовлетворя
ющие следующим критериям:

;ц глина пробега связывающей чзстнпы 20 щ
6) характеристики связывающего слета (толщина, плотность 5 — 

лучей, расе шве и i ւ. исключали возможноеiь ядёркргр язлпма- 
дейстаня,

в) суммарный заряд вторичных частиц согласуется с зарядом 
су я 31.՛ । а и. 11 it՛1т ч а стппы.

г характер!!։ гики :;ро;.ук.ив pac..«i;i!i гиперфрагмент» гают воз
можное! ь провести кинематический знялнз.

Этим критериям отбора удовлетворяют б случаев
Все гиперфр. ւ м hi: ин.-.рире՛вровень! как распады в покое по 

рассей пн ю связыняк)н|е1ч՝ слс- м и .՛!•/ его сужению (для z > 3).
Ik.- лучи псрни'июй звсды были прослежены ю установки или 

выхо. а кз ав’льсиони::;! ՚:ւօ:ւ::.:. Ни и о.ии м случ.н не было наблю
дено связан он рож :<■ ли։ гиперфрагмента с другими нестабильными 
частиц ши.

Энергия вторичных чисти , ког.п! эго было возможно, определя
лась и/ -энергия В других случаях энергия оп-
ределидась по впь пешни ионизании из сравнения его с калибровоч
ными кривыми, получ--иными ними тля данной стопки.
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В работе [3] проанализированы два случая распада гиперфраг

мента. один из которых представляет собой редкий случай распада 
тяжелого гиперфрагмента (з - 9 . 10) с вылетом энергичного протона, 
а втором -мезонный распад ядра гелия или лилия.

В дальнейшем было обнаружено еще 4- гиперфрагмента, анализ 
которых приводится в данной статье. Микрофотографии случаен даны 
на фиг. 1.

Фиг. I.
Случай /. Из звезды типа 12 4-2/? (или 12-4 Зя) вылетает ги

перфрагмент. Пройдя 22и он распадается на три заряженные частицы 
и. Ь, < (с пробегами 36ч, 2200ч и 5500ч- соответственно:, следы ко
торых некомпланарны. что указывает на наличие нейтральных чзегпц 
в распаде. Ни одна из вторичных частиц не оказалась .ме3”чом-

По толщине следа и его сужению определено значение заряда 
гиперфрагмента ֊՝ - 2 3. Однако, минимальный суммарный заряд 
вторичных частиц исключает значение z — 2.

Вычислен осп годный импульс гл я все х возможных нище частик 
и, Ւ, с с зарядом z 1. Кинематический анализ с участием одного 
нейтрона привел к следующим схемам распада:

л А? — р ֊ d - d-- л, (5)
л/./® -> р 4- /4 /> — п. (5‘)
ЛА/՜՛ ՝d d - d л 6)

со средним значением /Л— 5.1 1,2) .Ил?.
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Возможность распада с участием более одного нейтрона не ис

ключена.
С./у՛/»/// 2. Гиперфрагмент вылетает из звезды типа 11 Յ/z. Прой

ди 20р он распадается на три заряженные частицы <։. Ь, г с пробе
гами 21«», /м и 142 а соответственно. По сужению следа и но числу 
вторичных заряженных частиц можно предположить, что рассматри
ваемый случай прекчлнляст собой распад гиперфрагмента лития или 
бериллия. Кинематический анализ невозможен из-за больших ошибок, 
обусловленных милыми "пробегами части։։.

C./y/o/z -i. След гиперфрагмента имеет длину 52 а (звезда типа 
24 12// Из измерений толщины следа частицы след ver. что ее за
ряд z 2. Отсутствие сужения указывает на заряд г —2. Гнперфраг- 
мент распадается па две заряженные частицы « и Ь. следы которых 
нс коллинеарны.

Частица а проходит в 16 пластинках 12500а и выходит нз стоп
ки. Из сравнения градиента ионизации с калибровочными кривыми, 
частица отождествлена с протоном с пробегом 21000 ՅՕ՚Օո.

Из-За малой длины следа частицы b (50 а) заряд ее определяется 
из сохранения заряда в распаде гиперфрагмента.

Получена следующая схема распада
хНе* — р 4- d -г п (7)

со значением В\*= (2,1 - 5.7) Мэл.
Возможность участия в распаде двух н трех нейтронов не ис

ключена.
Случай 4. Из звезды тина 15 Ор или 15 1л.) вылетела ча

стиц։։. которая пройдя 392-1 распались на две заряженные частицы ч 
и b с пробегами 526и я 1210а соответственно. Угол между следами 
частиц а и Ե равен 28

След гиперфрагмента не имеет сужения, что указывает на за
ряд տ<ՀՅ. Сравнение числа просветов связывающего следа с «шелом 
просветов на той же длине первого и второго следов, интерпретируе
мых как протон в дейтрон или тритон) соответственно, показывает, 
ч то его заряд равен двум. Ց пользу такого заключения говорит и тол
щина следа.

Кинематический анализ дает следующую схему распада
ЛНе՝■' — р 4- d(t -т2п. (8)

Участие двух нейтронов в распаде делает невозможным опреде
ление энергии связи

Частота немезонного распада гиперфрагм- ига гелия мала. С этой 
точки зрения последние два случая представляют значительный инте
рес.

Полученные нами значения Вл согласуются, и пре юлах стати
стических ошибок, с известными средними взвешенными значениями.Физический НИС1НП:All Армянской ССР Поступила 20VIII 1958
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ՌՊե?ՓՐ11աՆՏնԱԴ ՈհՍՈհՍՆԱՍՒՐՈՒԹՅՈհՆԸ ЦПГЬЯИЗЬЪ 
ԷՍՈհԼՍհԱՅՈհՄա ir «ւ» ո փ и ւ« ս

Ւանիքի Л Պնիեււկս’ |/1 կսգէքից ,(իավեւ կ »կորիգի էյրգոված րեկէէրի'՛ 
’.իպե րՏիրարգմ ենաի տրոհսւմ կսրիղային կ մա /ո/,,սրս ։! ՛է 1‘հկսրի գրգոամր պա ր 
մանավորվս՚ծ է նրտնամ անկարոն մասնիկի աոկարս [Jtամր:

ներկա աշխաաա [Jչան ti եշ կրկնակի шии,գերից • իպե(միրЧН(մենաների 
զաամր կաատրվե( Լ համսւձա ին (՚, 6, Ц ե Հ .պա(մանների; П ւսւււ,11էասիրված 7 7 <Տ՛ 
կրկնակի աասդերից ա/՚ք պա/մաններին րտվարարե ( են Ч-ր, սրոնցից 
գանված երկասի ւսնաքիգր արված Լ նախսրգ. աշի’աաաիէ(ան ,1՚ե՝ >. 7|1 1'եր- 
վա.մ Լ Հ>ննարկվս1( <)եպ.րհքքի իկրրէ'իւ,ա’ւգրաէիիանէ

Ս.նա(իգր IU 4 աա[իր, է՛ր աոաշին <լեպ րր 1.1 հիս(ե(միրա’(մե՝1ւսւի 
ար”համն 1; ,աւ1աձաւն ( ՜ւ / ե । մ) ււխեմաների: Կապի Լներէքիալի հս/մաքւ 
ասացված Լ /Հ— ՜) 1 1.2) .1/.M արմենը:

^4'հ1'ո1'Դ '՝,։“է,։՚ր //'/"/ կինէս! աաիկական անւ՚րչիւյն անհնա րին Է,
ч ակս։(ն որոշված Լ նրա //'»//»// ՜ = 3 '!•

1պ։րոր4 ե չ”(’ր"("( ’(եւււրերւ’ ".ա մ ա պ ա ա աս խ ան ա ր “• ր HC ՝ H'՚ ''ի-
պերէիրաւր! են աների и » մե ч ոն ա (ին աի:ւ(ի ա ր ւէհա մնե ր են: ,Ւ,'i’-ի '•ամար 
Ոէ>սշված է կա,էյի էներգիան Ц • = 2. | .*>.7) ,՝ 1ն(/:

ներկա աշ ի։ ,ч и, ա ի} րս՚ք, ւ/՚ե <• Ц ; կապի էներգիայի համար էէէսացված սէ(,֊ 
մե(>':,եր(ւ, ишш աիսաիկա կան и ի’ ա ('հե ր ի и ահմ աննե րա մ, համրնկնամ են \ալտ֊ 
՛է,ի արմ եզների ? հեաէ

л И I Е I» \ Г У I* AI. '/.ши::, ,\i л /հա, t.Mni! /К. bclayH ih-Uri'Lguiloji ol hcnvy tiuclcar fr.ijjmtn։-- Pi.il. .Maft.. 41. 31S. 1053.2 'նրպրւ/րւոքէքուոււ h . и .1|.-/ա>7?ր՚ս(՚11 Г. ,\i. iniiodikliuil 1ւ» ||՚.հ |>hv-i.։- u. the now panicle-- — -щ-pl, nuow cini. 2. 7.SV, 1957.3. ե,:ս,։>ս: .\ //., Марутнн H I. >ih К. \.. /'и, ти.мин W. / l-i.i случаи рас-нала п։։1ерф|1.1:‘М».лти. Ж»I<р. 2-l. nun. 1. 1958.
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И 3 В Е С Т И Я А к \ Д Е М II и НАУК АРМЯНСКОЙ С с'р:ii|i<||ll|o-ih։ipliii’iuin. q խոա |>յու !и.1т /J||, ,\‘ |, 1 Г,I ! ФЯЗНКО-МЛ՜. ։!МйТ1РК'СНШ: HOJ'KII

НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

К), b. Орлов. և А Хейфец

Деполяризация пучка при движении в неоднородном 
магнитном полеДля измерения магнитного момент.։ ա члстицы (электрона или и ֊֊ мс<։ои.11 мс»ке1 быть иснолъзовано явление изменении поляризации часнщы н.'рв 1и;г|пльнч продольной) при ее вращении и магнитном пиле Угол между '.апри1’-։еннем им улис;։ .. липы и ее свином » системе покоя частицы՛ в момент времени I ранен |1|ք ' ■ (I)а ՈԱ՝ IЗдесь Л;*,:* огиоситсльпая величина от.и чин мал питого момента частицы от дираковского значения (аномальность), К и Г — полная энергий я период обрпще'ки'я чистины н гмлг.чптко.м ноле.Для точного определения Ар յւ необходимо очень большое число Оборотов частицы. :Так, для достижения относительной ючности в измерении А'| ;> электрона порядка 10՜'՜ необходимое число оборотов электрона составляет примерно 1<)ь». Чп.бы чистины ие терялись во время эксперимента, магнитное поле должно быть фокусирующим, т. е. неоднородным Однако, в неоднородном иоле возникает деполяризация пучка.Формула (I) остается снранед'ниои также и в неоднородном поле. так как движение частицы н магнитном поле классично. Единственным отличием от случая однородного поля является лини» го. что период обращения 7 частицы зависит теперь от радиальных г и , вертикальных z колебаний, которые испытывает частица в неоднород- . Йом поле

Լ где х координата вдоль орбиты длины А.у—равновесный радиус,т՛ — скороеп» частицы.Так как амплитуды колебаний разных частиц рихтичны как вследствие различных начальных условии, так и из-за случайных причин (столкновение частицы ՛• атомами остаточного газа), то возникает деполяризация пучка.



170 С .А. Хейфсп. Ю. Ф. Орлов Воспользуемся уравнениями движения частицы по г и z коор* динарам в магнитном поле вида// I 3)
Здесь н и т харзктеризу -т нс ичины градиента н второй произвол* ной поля. И.» (2) нетрудно получить выражение дли 7' через средне* квадратичные отклонения г и г—колебаний’
Разброс углов Հ, возникающий из-за колебаний частик, оказывается1.1КН-М образом рапным

. ,, ч-Дч 1 -гг! ~ п~ г" ~г՝ *
* *С и /я<։ 2(1 —л) р1 7*0 (5)При этом нужно иметь п пилу, что если ձ՚՚Հ дли максимальных амплитуд (Остигает величины порядка 2՜, то пучок окажется полностью деполяризованным Поэтому равенство (51 накладывает жестки։? ограничения на допустимые амплитуды колебаний частиц. В то же время из (5) нетрудно усмотреть и способы уменьшения деполяризации. Первый способ состоя։ в выборе такого магнитного поля, для которого параметры // и т удовлетворяют уравнению

՝1тп-п — //- = 0. (6)Второй способ состоит в создании сильной связи вертикальных и радиальных колебаний и в выборе показателя спадания поля л =0,5. При этом среднеквадратичные отклонения вертикальных и радиальных колебаний оказываются в где днем равными r-'=z‘, а уменьшается примерно в отношении ՜ t, где - — период перекачки из одной степени свободы п другую, г полное время нахождения частицы в магнитном поле.Заметим здесь, что выражение (о) справедливо только для магнитной системы без промежутков. При наличии промежутков нарушается равенство коэффициентов при г и z3 в формуле 5), так что вышеизложенные соображения должны быть пересмотрены.Уравнения движения в электромагнитном поле частицы с зарядом с и массой т и ее спина ծ՝, имеют следующий вид:1 tiui е , и о •— -—------- h А = 1, 2. 3, 4
С </т։, тI dst с . ձյւ \ , е г----- — = — ( 1 л----- I Ւա Si ф — / г» M/S*- /Л.

<՛ ch9 m \ и / m p
՜ I lo.vicpj.ncM что средние и■•иичлюкя ио нремсни тля данной •։.». тины, гак

•по разные 'онтнны имеют различные срелнеквадрз րս՚ասր а.мплнгтлы.



Деполяризация пучка при движении и неоднородном магнитном поле 1 71где -—собственное время частицы. 4-тензор электромагнитного поля, и,— 4-скорость частицы, 4-вектор ее спина.Формулы (1), (4) н (.5) были строго получены авторами настоящей работы путем решения этой системы уравнений для движения в магнитном поле, имеющем вид |3).
Фи тческий институт 
АН Армянский ССР Поступил;, 28 VI 195‘»

Bin. Jt>. On (in) U. II.. 1ս1.ֆե<;

ՈՉ ձԱՄԱՍԵՈ֊ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ ՇԱՐԺՎ.Ո1 ՄԱՍՆԻԿՆԵՐԻ 
ՓՆՋՒԱՊ ԱՐԵՎ-ԵՌԱՑՈՒՄԸ

II. 1Г Փ II Փ է) 1> II՛

Հ,րր/յ/ր,/ժ,րք.// tn mi> tUnu ч ի րվ ած է ոչ համ ա ււե it մ ա դն ի ч ական դա չտա մ
շարժ վոդ մա ոնիկնե րի փնջի ապսւրևեոտէ/ու մը:

II աա t/ված են ապա րեվեոա ցմւււն աստիճանի արшш’чиրաււթրսններրէ
Hiti յդ են արված մեթոդներ՝ ոչ ցանկալի ա պա րե liitingtu մր փոքրս/ց- 

ներւլ համար:
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