
ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÜ ÂÛÕÎÄÀ È ÑÐÅÄÍÈÅ ×ÈÑËÀ
ÐÀÑÑÅßÍÈß ÔÎÒÎÍÎÂ. II. ÌÎÍÎÕÐÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ
ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÅ ÐÀÑÑÅßÍÈÅ Â ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÐÅÄÅ

È ÏËÎÑÊÈÕ ÑÐÅÄÀÕ

Ä.È.ÍÀÃÈÐÍÅÐ, À.Â.ÄÅÌÅÍÒÜÅÂ, Å.Â.ÂÎËÊÎÂ
Ïîñòóïèëà 24 èþíÿ 2024

Ïðèíÿòà ê ïå÷àòè 26 àâãóñòà 2024

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë ÷àñòè I ðàññìîòðåíû ðàññåÿíèå â îäíîìåðíîé
ñðåäå, äëÿ êîòîðîé âñå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè, è (òðåõìåðíîå) èçîòðîïíîå ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèå. Èçó÷åíû íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ôóíêöèè Àìáàðöóìÿíà, à òàêæå âûâåäåíû àñèìïòîòèêè ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ
ôîòîíîâ â îïòè÷åñêè òîëñòîì ïëîñêîì ñëîå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ: ñðåäíèå ÷èñëà ðàññåÿíèé ôîòîíîâ

1. Ââåäåíèå. Âî âòîðîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû, ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå

â ïåðâîé ÷àñòè [1], êîíêðåòèçèðóþòñÿ äëÿ äâóõ âàæíûõ ñëó÷àåâ ðàññåÿíèÿ,

ðàññìàòðèâàâøèõñÿ â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Â íà÷àëå ðàçâèòèÿ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðîñòåéøèõ

àñïåêòîâ ïðîöåññà, ïðèíèìàëîñü, ÷òî ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò â òàê íàçûâàåìîé

îäíîìåðíîé ñðåäå, â êîòîðîé âñå ôîòîíû ìîãóò ïðîõîäèòü òîëüêî âäîëü îäíîé

ïðÿìîé [2]. Òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò ñëóæèòü ïðèáëèæåíèåì â ñëó÷àå î÷åíü ñèëüíî

âûòÿíóòûõ èíäèêàòðèñ, çàìåíÿåìûõ èãîëü÷àòîé èíäèêàòðèñîé (ðàññåÿíèå âïåðåä-

íàçàä). Ïðîöåññ ðàññåÿíèé â òàêîé ñðåäå èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ îñíîâîïîëîæíèêîâ

[3,4].

Èäåàëèçèðîâàííîå ðàññåÿíèå â îäíîìåðíîé ñðåäå ïðåäñòàâëÿåò åùå è òîò

èíòåðåñ, ÷òî  âñå õàðàêòåðèçóþùèå ýòî ðàññåÿíèå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü

âûðàæåíû â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Êðîìå òîãî, àñèìïòîòèêè âåëè÷èí

ðåàëüíîãî ðàññåÿíèÿ â òðåõìåðíîé ñðåäå î÷åíü ïîõîæè íà òî÷íûå âûðàæåíèÿ

îäíîìåðíûõ è ïîçâîëÿþò îöåíèòü èõ äåéñòâèå íà ïðèìåðå òî÷íûõ ôîðìóë.

Èçîòðîïíîå ðàññåÿíèå â òðåõìåðíîé ïëîñêîïàðàëëåëüíîé îäíîðîäíîé ñðåäå

ñ ãîðèçîíòàëüíî ñèììåòðè÷íûì ïîëåì èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ïðîñòåéøèé

ñëó÷àé òðåõìåðíîãî ðàññåÿíèÿ è ïîçâîëÿåò ïðîäâèíóòüñÿ â ïîñòðîåíèè òåîðèè

ïåðåíîñà â îäíîðîäíûõ ïëîñêèõ ñðåäàõ íàèáîëåå äàëåêî. Áîëüøîå çíà÷åíèå

â ýòîé òåîðèè èìåþò êàê òî÷íûå, òàê è ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.
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Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè, çäåñü âûâîäÿòñÿ àñèìïòîòèêè äëÿ áîëüøèõ ãëóáèí

êàê ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, òàê è îïòè÷åñêè òîëñòîãî ñëîÿ, à òàêæå äëÿ

ðàññåÿíèÿ, áëèçêîãî ê ÷èñòîìó.

2. Ðàññåÿíèå â îäíîìåðíîé ñðåäå.

2.1. Îñíîâíûå ôîðìóëû. ßäåðíàÿ ôóíêöèÿ ïðè ðàññåÿíèè â îäíîìåðíîé

ñðåäå - ïðîñòàÿ ýêñïîíåíòà, à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ â ïðåäñòàâëåíèè åå â âèäå

(I.2) - äåëüòà-ôóíêöèÿ (îñíîâíîé ïðîìåæóòîê âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó 1):

     . 1,   yyAeK (1)

Èì ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè (I.3) (äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿäåðíîé ôóíêöèè)
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2.2. Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ñðåäà. Ïîñêîëüêó   1A , âî ìíîãèõ îáùèõ
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Ïðîñòûìè ôîðìóëàìè îïðåäåëÿþòñÿ äàæå ðåçîëüâåíòà ïîëóáåñêîíå÷íîé

ñðåäû
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Íàêîíåö, ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (çàäà÷à Ìèëíà)
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2.3. Êîíå÷íûé îòðåçîê. Ïðîñòàÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ äëÿ

ðåçîëüâåíòíîé ôóíêöèè è ïðè êîíå÷íîì 0 :
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Ïðè ðàññìîòðåíèè òðåõìåðíûõ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ îáû÷íî çíà÷åíèÿ ÿäåðíîé

 K  è ðåçîëüâåíòíîé ôóíêöèé ïðè 0  áåñêîíå÷íû, çäåñü îíè êîíå÷íû.

Ïî ðåçîëüâåíòíîé ôóíêöèè íàõîäèì ðåçîëüâåíòó:
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Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè 01   è 01   ïîëó÷àþòñÿ âåðíûìè.

Ïîëó÷èì åùå èíòåãðàë îò (8). Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ðàçíûõ ôîðìàõ.

Íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå (8) äàåò
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (4) ìåæäó C
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à ñ åãî ïîìîùüþ - âûðàæåíèå
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Â òàêîì âèäå òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ îäíîìåðíîé ñðåäû ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ

êðóïíîìàñøòàáíîé àñèìïòîòèêîé (I.78).

Ïðèâåäåíèå (12) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðåîáðàçîâàíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ôóíêöèé ïðèâîäèò ê åùå îäíîìó âûðàæåíèþ:

         
 

. 
2shsh

2sh2sh2sh22sh
 ,

0

00
0

ee

eee

kk

kkkk




 (15)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ÷èñòîãî ðàññåÿíèÿ:
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Êðàéíåå çíà÷åíèå èíòåãðàëà òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî-ðàçíîìó:
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Âòîðîå âûðàæåíèå èìååò âèä îáùåé àñèìïòîòèêè (I.68), åñëè ïîäñòàâèòü

 1k . Ñ ýòèì óñëîâèåì ñîâïàäàþò àñèìïòîòèêè ïðè 0  è âèä

ïðåäåëîâ ïðè 1 , õîòÿ çíà÷åíèÿ ýêñòðàïîëèðîâàííîé äëèíû ó íèõ ðàçíûå.

Â ñëó÷àå îäíîìåðíîé ñðåäû âåðîÿòíîñòü âûõîäà ñîâïàäàåò ñ ðåçîëüâåíòíîé

ôóíêöèåé. Âûõîä ôîòîíà èç ñðåäû ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ÷åðåç îäíó èç

ãðàíèö è ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè ìîæíî ðàçãðàíè÷èòü. Äëÿ îäíîìåðíîé

ñðåäû ýòî îäíà è òà æå ôóíêöèÿ îò äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà àðãóìåíòîâ:
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Ïî òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì èëè ïî (I.33) íàõîäèì âåðîÿòíîñòè

âûõîäà ôîòîíîâ ñ ãðàíèö ñðåäû:
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Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü âûõîäà ñ ãðàíèö îòðåçêà è ñ åãî ñåðåäèíû
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Â ñåðåäèíå ýòà âåðîÿòíîñòü ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ïðè 0  ïîëó÷àåòñÿ, åñòåñòâåííî,       PP 0 , ,   0 , 00 P .

Ïðè 1

   

      . 1 , , ,

, 
2

1
 ,, 

2

1
 ,

0000

0
00

0

0
0













PP

PP

P
(22)

2.4. Ñðåäíèå ÷èñëà ðàññåÿíèé. Ïîëíîå ÷èñëî ðàññåÿíèé ôîòîíà,

ðîæäåííîãî íà ðàññòîÿíèè   îò íà÷àëà ïðîìåæóòêà, ëåãêî íàéòè ïî ôîðìóëå
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(I.38) ñ èñïîëüçîâàíèåì (15) è (16):
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Ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè
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Ôîðìóëû (19)-(24) áûëè ïîëó÷åíû Â.Â.Ñîáîëåâûì [4] áåç ââåäåíèÿ e .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãèõ ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ òðåáóåòñÿ íàõîäèòü

ïðîèçâîäíûå ïî   îò âåðîÿòíîñòåé âûõîäà ôîòîíîâ.

Ïðîùå ñíà÷àëà íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ïî ÷èñëó k, à ïðîèçâîäíûå ïî 

ïîëó÷àòü, óìíîæàÿ èõ íà ddk . Ïðè ýòîì èñïîëüçóåì ïðîèçâîäíûå
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Ïðîèçâîäíàÿ îò ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì (19):
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Íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèâîäÿò ê íåìíîãî

îòëè÷àþùåìóñÿ âûðàæåíèþ. Óìíîæèì åãî íà -1/(2k) è ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ

ïî  :
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Âûðàæåíèå (26) ÿâíî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà, ñèììåò-

ðè÷íîñòü (27) ïðîâåðÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà
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ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåãðóïïèðîâêè àðãóìåíòîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ôóíêöèé.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì è îäíîñòîðîííèå âåðîÿòíîñòè, ñíà÷àëà ïî k, çàòåì

ïåðåéäåì ê ïðîèçâîäíîé ïî  . Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé íàéäåì äëÿ

âûõîäà ââåðõ, òî åñòü (17):
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Äëÿ âûõîäà âíèç íàäî ïðîñòî ñäåëàòü çàìåíû 0 . Âûêëàäêà ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè äîêàçûâàåò, ÷òî

ñóììà (29) ñ âûðàæåíèåì ïðè óêàçàííîé çàìåíå äàåò (26).

Âñå ïðèâåäåííûå ôîðìóëû ñîäåðæàò ýêñòðàïîëèðîâàííóþ äëèíó, âûðàæåíèå

äëÿ êîòîðîé â (2) äîñòàòî÷íî ïðîñòîå è ïðè ïîäñòàíîâêå åãî â ôîðìóëû

ïîëó÷àþòñÿ òîæå íå î÷åíü ñëîæíûå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå áûëè íàéäåíû ðàíåå

[2,4,5]. Óäîáñòâî âûðàæåíèé ñ e  â èõ êîìïàêòíîñòè, à òàêæå â ïðîñòîòå

âû÷èñëåíèé è ïðîöåäóðû ïåðåõîäà ê ÷èñòîìó ðàññåÿíèþ. Åùå îäíî

ïðåèìóùåñòâî ôîðìóë ñ e  â òîì, ÷òî îíè ïîõîæè íà àñèìïòîòè÷åñêèå

ôîðìóëû äëÿ òðåõìåðíîé ñðåäû äàæå â òîì îáùåì ñëó÷àå, äëÿ êîòîðîãî ýòè

àñèìïòîòèêè áûëè íàéäåíû â ÷àñòè I.

2.5. Ñðåäíèå ÷èñëà ðàññåÿíèé ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè. Äëÿ ïåðåõîäà

ê ñëó÷àþ ÷èñòîãî ðàññåÿíèÿ, òî åñòü ê ïðåäåëó ïðè 1 , 0k , ðàçëîæèì

ïîñëåäîâàòåëüíî èíòåðåñóþùèå íàñ âåëè÷èíû ïî ñòåïåíÿì k ñ çàïàñîì

ñòåïåíåé. Íà÷èíàòü íàäî ñ ðàçëîæåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàçëîæåíèÿ

ñèíóñà è êîñèíóñà îáùåèçâåñòíû, à ðàçëîæåíèÿ îáðàòíûõ âåëè÷èí ñîäåðæàò
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Ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ äëèíà â äàííîì ñëó÷àå ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ è åå ðàçëîæåíèå

òàêæå øèðîêî èçâåñòíî.

Óêàçàííûå ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ñðåäíèå ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè.

Ïðè ýòîì íåñêîëüêî ïåðâûõ ñòåïåíåé k ñîêðàùàþòñÿ è äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà

ðàññåÿíèé ôîòîíà, âîçíèêøåãî íà ãëóáèíå  , à âûøåäøåãî ÷åðåç âåðõíþþ
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ãðàíèöó, ïîëó÷àåòñÿ
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Ïîëíîå ÷èñëî ðàññåÿíèé âûõîäÿùèõ ôîòîíîâ
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ðàâíî ïîëíîìó ÷èñëó ðàññåÿíèé, òàê êàê ôîòîíû íå ïîãëîùàþòñÿ.

Äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ, ðîäèâøèõñÿ íà ãëóáèíàõ 0 è 0 ,

à âûøåäøèõ ÷åðåç ãðàíèöó 0 , ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
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Êàê âèäíî èç ýòèõ ôîðìóë, ÷èñëî ðàññåÿíèé ôîòîíà, âûõîäÿùåãî ÷åðåç òó

æå ãðàíèöó, íà êîòîðîé îí âîçíèê, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ó ôîòîíà,

âûõîäÿùåãî ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàíèöó. Ïðè áîëüøè' õ òîëùèíàõ
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Ïðè ðîæäåíèè ôîòîíà â ñåðåäèíå îòðåçêà
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2.6. Ãðàôèêè ïðè 
0

 = 10. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåäåííûõ ôîðìóë

ïîñòðîåíû ãðàôèêè âåðîÿòíîñòåé âûõîäà (ðèñ.1) è ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ

(ðèñ.2-5) ïðè îïòè÷åñêîé äëèíå îòðåçêà, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå,

ðàâíîé 100  .

Âåëè÷èíà, ãðàôèêè êîòîðîé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå, óêàçàíà íà òîì æå

ðèñóíêå. Ââèäó ìàëîé âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòåé íà áîëüøîì ïðîòÿæåíèè àðãó-

ìåíòà   äàíû èõ äåñÿòè÷íûå ëîãàðèôìû. Ãðàôèêè  00  , P  è    0 ,N

 00  ,  N  íå ïðèâîäÿòñÿ, òàê êàê ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ îòðàæåíèåì

â ïðÿìîé 20 . Çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ ôîòîíà ïðèâåäåíû



392 Ä.È.ÍÀÃÈÐÍÅÐ  È  ÄÐ.

îêîëî êðèâûõ. Èç-çà áîëüøîãî ðàçáðîñà çíà÷åíèé ãðàôèêè ÷èñåë ðàññåÿíèÿ

äàþòñÿ ðàçäåëüíî äëÿ   801010 ...  è 1.0 0.99, 0.97, 0.95, 0.92, ,90. . Ãðàôèêè

ïðèâåäåíû â ðàçíûõ ìàñøòàáàõ äëÿ áîëüøåãî çàïîëíåíèÿ ïëîùàäè ðèñóíêîâ.

Ãðàôèêè äåìîíñòðèðóþò ñèëüíóþ çàâèñèìîñòü âåëè÷èí îò   ïðè åå

ïðèáëèæåíèè ê åäèíèöå, òî åñòü ê ÷èñòîìó ðàññåÿíèþ. Íà ðèñ.1 ýòî íå òàê

ñèëüíî âûðàæåíî, òàê êàê ïðèâåäåíû ëîãàðèôìû, âûðàâíèâàþùèå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé.

2.7. Íåêîòîðûå èíòåãðàëû. ×àñòî ïðè ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ïåðåíîñà

èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé îïòè÷åñêîé

Ðèñ.1. Ëîãàðèôìû âåðîÿòíîñòåé âûõîäà ôîòîíîâ: ñëåâà - ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíèöó,
ñïðàâà - ïîëíûå.
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Ðèñ.2. Ñðåäíèå ÷èñëà ðàññåÿíèé ïîãëîùåííûõ ôîòîíîâ.
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ãëóáèíû. Ðàññìîòðèì òàêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïóñòü ïåðâè÷íûå èñòî÷íèêè îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé   nS 0 . Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ óñðåäíåííûõ ïî òàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåëè÷èí, òðåáóåòñÿ íàéòè

èíòåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé   è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ

àðãóìåíòàìè  ek  ,  ek 0  è   20k .
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Ðèñ.3. Ñðåäíèå ÷èñëà ðàññåÿíèé âûøåäøèõ ôîòîíîâ.
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Ðèñ.4. Ñðåäíèå ÷èñëà ðàññåÿíèé ôîòîíîâ, âûøåäøèõ ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíèöó.
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Äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ
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Àíàëîãè÷íî äëÿ:
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Ñëåäóþùèå äâà èíòåãðàëà
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Ðèñ.5. Ïîëíûå ñðåäíèå ÷èñëà ðàññåÿíèé ôîòîíîâ.
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Åùå äâà èíòåãðàëà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (38) è (41):
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Ìåæäó òðåìÿ ïàðàìè èíòåãðàëîâ èìåþòñÿ ñâÿçè:
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2.8. Âåðîÿòíîñòè âûõîäà è ÷èñëà ðàññåÿíèé ïðè ñòåïåííûõ

èñòî÷íèêàõ. Óñðåäíåííûå âåðîÿòíîñòè âûõîäà ÷åðåç ãðàíèöû
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Óñðåäíåííàÿ âåðîÿòíîñòü âûõîäà ÷åðåç îáå ãðàíèöû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç   0
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è ðàâíà, åñòåñòâåííî, ñóììå
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Ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ óñðåäíåííûõ âåðîÿòíîñòåé

âûõîäà

 
  

   
  

. 
22

21
, 

22

2

0

0
0

0

0
0











n

nn
P
~

n

n
P nn (55)



396 Ä.È.ÍÀÃÈÐÍÅÐ  È  ÄÐ.

Ñóììà ýòèõ âåëè÷èí ðàâíà òî÷íî åäèíèöå, òàê êàê óñðåäíåíèå åäèíèöû

îñòàâëÿåò åå íåèçìåííîé.

Ïîëíîå ÷èñëî ðàññåÿíèé ôîòîíà íà îòðåçêå ïðè ñòåïåííîì ðàñïðåäåëåíèè

èñòî÷íèêîâ, åñëè 10   è 1 , ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãèõ óñðåäíåííûõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ íàäî ïîäîáíî

ôîðìóëàì (I.46) è (I.48) ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîäåëèòü íà

óñðåäíåííûå âåðîÿòíîñòè âûõîäà. Ïîñêîëüêó îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïî   è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî   ïåðåñòàíîâî÷íû, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî
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Ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì ñðåäíèå ìîæíî íàõîäèòü, ïîñëåäîâàòåëüíî

óâåëè÷èâàÿ ñòåïåíè n.

3. Èçîòðîïíîå ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèå â òðåõìåðíûõ ñðåäàõ.

3.1. Îñíîâíûå ôîðìóëû. Ýòîò âèä ðàññåÿíèÿ êàê â ïîëóáåñêîíå÷íîé

ñðåäå, òàê è â êîíå÷íîì ñëîå, èññëåäîâàëñÿ âñåìè, êòî îáðàùàëñÿ ê ïðîáëåìàì

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ìîíîãðàôèè è ó÷åáíèêè áûëè óêàçàíû â ïåðâîé ÷àñòè.

Âñå îáùèå ôîðìóëû ðàçäåëîâ 2-5 ÷àñòè I ãîäÿòñÿ äëÿ ýòîãî ðàññåÿíèÿ. Ïðè

ýòîì ââåäåííûå òàì îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ ôóíêöèé êðîìå

òåõ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò âûõîäÿùåå èçëó÷åíèå, òî åñòü âìåñòî ×àíäðà-

ñåêàðîâñêèõ H-ôóíêöèé è ôóíêöèé X è Y [6] ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå

Â.À.Àìáàðöóìÿíîì     1H ,    00  ,1 ,  X ,    00  ,1 ,  Y  [7,8]

(ñì. òàêæå [9]).

Òàê êàê äëÿ ýòîãî ðàññåÿíèÿ ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, òî è

âñå àñèìïòîòèêè ê íåìó òîæå ïðèìåíèìû.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì áîëåå ïîäðîáíûå ôîðìóëû äëÿ îñíîâíûõ âåëè÷èí,

îáùèõ äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû è ñëîÿ.

Äëÿ ýòîãî âèäà ðàññåÿíèÿ
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 UU (60)

Ïàðàìåòð 1y  ïðè 1  èìååò ñìûñë îáðàòíîãî êîñèíóñà ïîëÿðíîãî óãëà.

Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïîãëîùåííûé íà ãëóáèíå   ôîòîí âûéäåò èç

ñëîÿ ïîä óãëîì ê ãðàíèöå 0 , êîñèíóñ êîòîðîãî  , â òåëåñíîì óãëå d2 ,

ðàâíà      dD 0 ,1 ,2 . Íî äîïóñêàþòñÿ è äðóãèå çíà÷åíèÿ y.

Â àñèìïòîòèêè âñåõ ôóíêöèé âõîäÿò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî k è

ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ äëèíà e . Çäåñü ïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ ýòè âåëè÷èíû

äëÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ.

Óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ k, ïîëó÷åííîå åùå Õâîëüñîíîì [10], èìååò

âèä (íàïèøåì åãî è â óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå)
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Ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ äëèíà (I.55)
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3.2. Ïðîèçâîäíûå îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà è ýêñòðàïî-

ëèðîâàííîé äëèíû ïî  . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà

â (61), íàéäåì
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(63)

Ýòà ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà, òàê êàê ñ ðîñòîì   ÷èñëî k óìåíüøàåòñÿ.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì è ýêñòðàïîëèðîâàííóþ äëèíó (62). Åå ïðîèçâîäíàÿ
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(64)

Ýòè ôîðìóëû òî÷íûå.

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ýêñòðàïîëèðîâàííîé äëèíû (64) ïðè 1
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Âû÷èñëåíèÿ äàþò

 
    . 820317001, 710446089801, 
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 A (66)

 1e  èçâåñòíî ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì çíàêîâ (äî 60, ñì. [11]).

3.3. Ñâÿçè ìåæäó   è k ïðè ïî÷òè ÷èñòîì ðàññåÿíèè. Äëÿ

ðàññåÿíèÿ, áëèçêîãî ê ÷èñòîìó, ñíà÷àëà ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ  1  ïî

ñòåïåíÿì k è îáðàòíûå.

Îáùåèçâåñòíî ðàçëîæåíèå
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Îáðàòèì ýòîò ðÿä, òî åñòü íàéäåì ðàçëîæåíèå
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Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ ê åäèíèöå, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

, 0
120
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(69)

èç êîòîðîãî íàéäåì
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(70)

Ïðåäñòàâèâ 2k  ðàçëîæåíèåì ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîäñòàâèâ

åãî â (68), ïîëó÷èì ñ òîé æå òî÷íîñòüþ
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Íàêîíåö, èçâëåêàÿ êîðíè, íàõîäèì

, 
3128125

33354

67375

166

125

2

175

12

5

2
13 5432









~k (72)

, 
591215625

11508074

43659

1130

23625

878

525

32

15

2
1

3

108642








 kkkkk

k
~ (73)



399ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ  ÐÀÑÑÅßÍÈß  ÔÎÒÎÍÎÂ

. 
760134375

8334902

5457375

82906

945

22

1575

68

15

2
1

31 108642











kkkkk

k
~ (74)

Íàéäåì åùå ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ   ïî k
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çàòåì îáðàòíóþ ïðîèçâîäíóþ

. 
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3.4. Ñëàáîå ðàññåÿíèå. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëûõ

  ÷èñëî k î÷åíü áëèçêî ê åäèíèöå. Óäîáíî åãî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ

   

. 1  ,   ,
2

 

,1121

0

00
















n
x

n

m

m
nm

m

n

nn

beyx

xbyyk

(77)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
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Ðàçëîæåíèå ëîãàðèôìîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ äîáàâîê ê åäèíèöå â èõ àðãóìåíòàõ

äàåò âîçìîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû b
nm

. Ïåðâûå èç íèõ

,
3

250
,

3

500
,100,20

,
3

64
,32,12,6,2
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333231222111
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(79)

,
5

1728
,864,720,240,30 5554535251  bbbbb (80)

,
45
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,

15

67228
,4802,

3

6860
,490,42 666564636261  bbbbbb (81)

.
315

2097152
,

45

1048576
,

15

458752

,
3

57344
,

3

17920
,896,56

777675

74737271





bbb

bbbb

(82)

Ïðè 0.3  ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè ïîñëå åäèíèöû ïî

ìîäóëþ ìåíüøå, ñîîòâåòñòâåííî, 3-102.6  , -5102.0  , -5101.1  , -7103.2  , -81011 . ,
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-10103.0   è -11101.2  . Êàçàëîñü áû, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì âåðîÿòíîñòè âûæèâàíèÿ

ôîòîíà òî÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ äîëæíà ðàñòè. Îäíàêî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 

ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòåïåíè ýêñïîíåíòû áûñòðî óìåíüøàþòñÿ, íî ïðè íèõ

ðàñòóò êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè òîé æå ñòåïåíè îò

2 , ÷òî è ñòåïåíü ýêñïîíåíòû.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè (77) ïðèâåäåíû â [12,13].

Ñîñòàâëåííàÿ ïðîãðàììà, âêëþ÷èâøàÿ è ðàçëîæåíèÿ ïóíêòîâ 3 è 4,

îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå çíà÷åíèé k ñ òî÷íîñòüþ íå ìåíåå 10 çíà÷àùèõ öèôð.

Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ÷èñëå è ïðîãðàììà åãî

âû÷èñëåíèÿ ïîìåùåíû íà ñàéòå www.astro.spbu.ru.

4. Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ñðåäà.

4.1. Ôóíêöèÿ Àìáàðöóìÿíà. Ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòðàæåííîå

îò ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû èçëó÷åíèå, äëÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ áûëà ââåäåíà

Àìáàðöóìÿíîì [7], îáîçíà÷åíà èì    è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Àìáàðöóìÿíà.

Àðãóìåíò 10   îáîçíà÷àë êîñèíóñ óãëà îòðàæåíèÿ. Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ýòó ôóíêöèþ ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ àðãóìåíòàõ z  è îòðàçèì ÿâíî åå

çàâèñèìîñòü îò âåðîÿòíîñòè âûõîäà ôîòîíà   , òî åñòü -    ,z .

Ôóíêöèÿ áûëà îïðåäåëåíà Àìáàðöóìÿíîì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì,

êîòîðîìó òàêæå ïðèñâîåíî èìÿ åãî àâòîðà è êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî

â äâóõ ôîðìàõ:
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Ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìíîãèå àâòîðû âû÷èñëÿëè

ôóíêöèþ    , . Äîñòàòî÷íî åå íàéòè äëÿ 1 , äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé z

îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ òîãî æå óðàâíåíèÿ. Íàèáîëåå òî÷íûå

çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû â [14].

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ôóíêöèè áûëî íàéäåíî Ôîêîì [15]:

       , 
1

1ln1ln ,ln
0

22
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z
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ãäå âìåñòî V(u) íàäî ïîäñòàâèòü ïîñëåäíþþ ôîðìóëó èç (60) (ôîðìóëà (84)

íàïèñàíà â îáùåì âèäå, ñïðàâåäëèâîì äëÿ ìíîãèõ âèäîâ ðàññåÿíèÿ). Ïî ýòîé

ôîðìóëå ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ z .

Ïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ ñ îïèñàíèåì âûëîæåíà íà ñàéòå www.astro.spbu.ru.

Ãðàôèêè ôóíêöèè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ   äàþòñÿ íà ðèñ.6. Àðãóìåíò

1z  çàìåíåí ïî ôîðìóëå  z~z  21 . Íà òîì æå ðèñóíêå èçîáðàæåíà

çàâèñèìîñòü ôóíêöèè îò   11  kz  ñ òîé æå çàìåíîé, òî åñòü ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ äëÿ kz~  2 .
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 4.2. Ìîìåíòû ôóíêöèè Àìáàðöóìÿíà. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ

ìîìåíòû öåëîãî ïîðÿäêà

    .  ,
1

0
  dzzz n

n (85)

Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ èçâåñòíû äëÿ íóëåâîãî è ðåãóëÿðèçîâàííîãî ìèíóñ-

ïåðâîãî ìîìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [12]):

         .  ,1ln2
1 ,

, 11
2 1

0
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(86)

Ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîé ôîðìû óðàâíåíèÿ â (83) êî âòîðîé èñïîëüçîâàíî

âûðàæåíèå äëÿ  0 .

Íà ðèñ.7 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ìîìåíòîâ îò ìèíóñ ïåðâîãî äî äåñÿòîãî

â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû  . Êðèâàÿ ìèíóñ-ïåðâîãî ìîìåíòà ïåðåñåêàåò

âñå îñòàëüíûå êðèâûå.

Ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè â ðàçëîæåíèè ïðè 1z :
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Ïî ýòîìó ðàçëîæåíèþ ìîæíî âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ z .

4.3. Ïîâåäåíèå ïðè ñëàáîì ðàññåÿíèè. Åñëè ðàññåÿíèå îòñóòñòâóåò,

òî åñòü 0 , òî òîæäåñòâåííî   10 ,  z . Ïðè ìàëûõ 1  äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ ðàçëîæåíèå

Ðèñ.6. Ãðàôèêè ôóíêöèè ) ,(  z  ïðè íåêîòîðûõ   (óêàçàíû îêîëî êðèâûõ, êðîìå

0.98). Ïðè 1z  äàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò zz~ /12  . Êðèâàÿ ) ,(1/  k  ( z~k  2 ) ïåðåñåêàåò
âñå êðèâûå ïðè 1 .
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Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå â íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå

ñîîòíîøåíèå
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Ëåãêî íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ íà áåñêîíå÷íîñòè:
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Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëà, åãî çíà÷åíèÿ â íóëå è

ïðåäåëà:
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Òîëüêî ïåðâûé êîýôôèöèåíò íàõîäèòñÿ ÿâíî:
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  (92)

Âñå îñòàëüíûå ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ÷èñëåííî, õîòÿ ïðè âûäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ

z  óäàåòñÿ íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ, êàê è íà áåñêîíå÷íîñòè.

Âòîðîé êîýôôèöèåíò, êàê è âñå ïîñëåäóþùèå, ñîäåðæèò èíòåãðàë îò

ïðåäûäóùåãî êîýôôèöèåíòà:

Ðèñ.7. Ìîìåíòû )(
n

 êàê ôóíêöèè   (íîìåðà, êðîìå 3 è 4, óêàçàíû îêîëî êðèâûõ).
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Îäíàêî ïðè 1z  îáà êîýôôèöèåíòà âû÷èñëÿþòñÿ:   2ln211 a ,
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Ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå
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Ïîñëåäíèå äâà èíòåãðàëà óæå èçâåñòíû, îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü îäèí èíòåãðàë:
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Àíàëîãè÷íî òðåòüåìó
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Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, âíåèíòåãðàëüíûå ñóììû

ñîñòîÿò èç ñëàãàåìûõ, ó êîòîðûõ ñóììû èíäåêñîâ ñîìíîæèòåëåé ðàâíû

íîìåðàì êîýôôèöèåíòîâ.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïåðâûõ ÷åòûðåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ.8.

Êîýôôèöèåíòû ïðè 1z  ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ëåãêîãî îïðåäåëåíèÿ

çíà÷åíèé    k1  ïðè íåáîëüøèõ  , òàê êàê ïðè òàêèõ   çíà÷åíèÿ  k

Ðèñ.8, Êîýôôèöèåíòû )(z
n
  (ðàñòóò ñ ðîñòîì z ) è èíòåãðàëû )(za

n
 (óáûâàþò) ïðè

n = 1, 2, 3, 4 (óêàçàíû îêîëî êðèâûõ). Ïðè 1z , êàê è íà ðèñ.6, ñäåëàíà çàìåíà  z~z  2/1 .
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î÷åíü áëèçêè ê åäèíèöå. Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè 
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Ïðè 0.3  ôîðìóëà äàåò íå ìåíüøå ÷åòûðåõ âåðíûõ çíàêîâ, ïðè 0.5  -

íå ìåíüøå òðåõ.

4.4. Äðóãèå ôóíêöèè. Ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòíîé ôóíêöèè:
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Ýòè ôóíêöèè èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [12,16]).

Îíè çàñëóæèâàþò íîâîãî ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ â îòäåëüíîé ñòàòüå.

Çäåñü îòìåòèì, ÷òî î÷åíü ïðîñòî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêè äëÿ ÷èñòîãî

ðàññåÿíèÿ ( 1 , 1  ïîäðàçóìåâàåòñÿ). Äîñòàòî÷íî â ôîðìóëû ÷àñòè I

ïîäñòàâèòü ïðèâåäåííûå âûøå ðàçëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå (I.78)
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×åðåç   71044601 .e   ìîæíî çàïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè

   ,z  ïðè áîëüøèõ z  è áëèçêèõ ê åäèíèöå  :
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Ôîðìóëà îáúåäèíÿåò (7.26) è (7.27) èç [12,13].

5. Èçîòðîïíîå ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ðàññåÿíèå â îïòè÷åñêè

òîëñòîì ñëîå.

5.1. Àñèìïòîòèêè ÷èñåë ðàññåÿíèÿ. Âñå îáùèå ôîðìóëû ÷àñòè I ñïðà-

âåäëèâû, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåííûå âûøå ðàçëîæåíèÿ. Ïðèâåäåì

äëÿ ïðèìåðà àñèìïòîòèêè ÷èñåë ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ, ðîæäåííûõ íà ãðàíèöàõ

ñëîÿ. Îíè âûðàæàþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì (I.48) ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêèå

ïðîèçâîäíûå îò âåðîÿòíîñòåé âûõîäà ôîòîíîâ äî âåðîÿòíîñòè èõ âûæèâàíèÿ

ïðè êàæäîì ðàññåÿíèè.

Îòìåòèì îñîáåííîñòè îáîçíà÷åíèé. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà  0 , P  ïðåä-

ïîëàãàåò âûõîä ôîòîíà ÷åðåç ãðàíèöó 0 , òàê ÷òî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü

(÷åðåç îáå ãðàíèöû) ðàâíà ñóììå      0000  , , ,  PPP . ×èñëî æå

ðàññåÿíèé  0 , N  - ÷åðåç îáå ãðàíèöû. Ðàçëè÷èå ãðàíèö äëÿ ÷èñëà ðàññåÿíèé

îòðàæàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè çíà÷êàìè ±:  0 ,N  - âûõîä ôîòîíà, ðîæäåííîãî

íà ãëóáèíå  , ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíèöó, à  0 , N  - ÷åðåç íèæíþþ. Î÷åâèäíû
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ñîîòíîøåíèÿ    000  , ,  PP ,    000  , ,   NN .

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ïî   îò àñèìïòîòèê (I.70) è (I.71):
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Ñíà÷àëà äëÿ íèæíåé ãðàíèöû
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ãäå (îòðèöàòåëüíûé ìíîæèòåëü (I.91))
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Çàòåì äëÿ âåðõíåé
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Ïî ýòèì ïðîèçâîäíûì íàõîäèì àñèìïòîòèêè ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ:
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå óïðîùàåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå àñèìïòîòèêè

âåðîÿòíîñòè.

5.2. Ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì k è àñèìïòîòèêè ïðè ÷èñòîì

ðàññåÿíèè. Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ âåëè÷èí ïî ñòåïåíÿì k, èñïîëüçóÿ, â

÷àñòíîñòè,
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Çàòåì ðàçëîæåíèå
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Ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âûõîäà ñ ãðàíèö è

ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü:
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Àñèìïòîòèêè âåðíû, åñëè 10 k .

Äèôôåðåíöèðîâàíèå àñèìïòîòèê ïî   âûïîëíÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòî, òàê ÷òî

ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè
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Äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

    
  

 
  

, 
12

14

12

1

5

4
1

2

12
 ,

3
0

2
0

2
0

00 
























e

e

e

eN (116)

    

  
  

 
  

, 
12

12

12

1

5

2
1

123

1
1

12

3

3
 ,0

3
0

2
0

0

0
0 




























e

e

e

e

eN
(117)

            . 12
2

3
 , , ,0 ,0 ,0 00000000 eNPNPN   (118)

Âñå ïîïðàâêè ê ïðèâåäåííûì àñèìïòîòèêàì èìåþò ïîðÿäîê 0e .

Ïîëó÷åíèþ àñèìïòîòèê ïðè ïåðåõîäå ê ÷èñòîìó ðàññåÿíèþ áûëî ïîñâÿùåíî

íåñêîëüêî ñòàòåé ðàçíûõ àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [17,18]). Çäåñü ðàçäåëåíû

ôîòîíû, âûõîäÿùèå ÷åðåç îïðåäåëåííûå ãðàíèöû, è ñèñòåìàòè÷åñêè

èñïîëüçîâàíà ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ äëèíà.

6. Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå ïîëó÷åíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ çíà÷èìûõ

õàðàêòåðèñòèê èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ â îäíîìåðíîé ñðåäå, ïîëóáåñêîíå÷íîé

è êîíå÷íîé, âêëþ÷àÿ ðåçîëüâåíòû îñíîâíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè

ýòîì èçâåñòíûå ðàíåå ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíû â íîâîé ôîðìå: îíè ñîäåðæàò

ýêñòðàïîëèðîâàííóþ äëèíó. Ýòî ïîçâîëèëî î÷åíü ïðîñòî ïåðåéòè ê ïðåäåëó

÷èñòîãî ðàññåÿíèÿ. Ïðèâåäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿò-

íîñòåé âûõîäà è ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ â êîíå÷íîé ñðåäå, âûõî-

äÿùèõ ÷åðåç îäíó èëè äðóãóþ ãðàíèöû. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî àñèìïòî-

òè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ õàðàêòåðèñòèê ïîëåé èçëó÷åíèÿ â òðåõìåðíîé ñðåäå

ïî âèäó ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè ôîðìóëàìè äëÿ òåõ æå õàðàêòåðèñòèê îäíîìåðíîé
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ñðåäû. Ôîðìóëû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñòåïåííûõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ.

Äëÿ èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ â òðåõìåðíûõ ñðåäàõ ïðèâåäåíû îñíîâíûå

ôóíêöèè è êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ: ÿäðî

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî k, ýêñòðàïîëèðîâàííàÿ

äëèíà e , ðàçëîæåíèÿ k ïðè áëèçêèõ ê åäèíèöå è ìàëûõ  , ïðîèçâîäíûå

ïî   îò ýòèõ æå êîíñòàíò. Çàòåì ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè ôóíêöèè Àìáàðöóìÿíà

   ,z  è åå ìîìåíòîâ, à òàêæå ïåðâûõ ÷åòûðåõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

ýòîé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì   ïðè 1 .

Äëÿ ðàññåÿíèÿ â îïòè÷åñêè òîëñòîì ïëîñêîì ñëîå ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêè

ñðåäíèõ ÷èñåë ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ, âîçíèêøèõ íà îäíîé èç ãðàíèö è âûøåäøèõ

èç ñëîÿ ÷åðåç òó æå èëè äðóãóþ ãðàíèöû, ïðè ÷èñòîì ðàññåÿíèè è áëèçêîì

ê íåìó.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

e-mail: dinagirner@gmail.com

THE ESCAPE PROBABILITY AND MEAN NUMBERS OF
SCATTERINGS OF PHOTONS. II. MONOCHROMATIC

ISOTROPIC SCATTERING IN ONE-DIMENSIONAL
MEDIUM AND PLANE MEDIA

D.I.NAGIRNER, A.V.DEMENTYEV, E.V.VOLKOV

As examples of application of formulas of the part I the scattering in one-

dimensional medium is considered for which all characteristics of radiation field

are expressed in elementary functions. Isotropic monochromatic photon scattering

in three-dimensional media is considered as well. Some features of the Ambartsumian

function are studied and the asymptotics of the mean photon scattering numbers

in optically thick layer are derived.

Keywords: radiation transfer: mean numbers of scatterings of photons
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