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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

Обобщение хаусдорфовского метода 
суммирования рядов

Настоящая работа в основном посвящена обобщениям хаусдор- 
фовской теории моментов и хаусдорфовского или Н — метода сумми
рования рядов (см. |1], [2], [3| п др.).

Работа состоит из трех параграфов.
Первый из них имеет подготовительный характер, где рассмат

риваются вопросы, связанные с известным обобщением многочленов 
С. Н. Бернштейна, во втором излагается обобщение хаусдорфовской 
теории моментов нецелых степеней аргумента, а в последнем приво
дится обобщение /7— метода суммирования последовательностей (ря
дов).

§ I. Некоторые свойства функции /.«.«(л)

Рассмотрим последовательность чисел

0=Ն<Ն <7շ <•••-* со. V (I-D

и функции
т •
П ն Ր

>•«.» (Л) = I - х՜'^ ■ (1.2)
2п/ | д

J ПК + Ն)
с V - Ո

где л = 0, I........т, х |0, 1], а простой контур С, здесь и впредь в
аналогичных случаях, охватывает окрестности нулей знаменателя.

Теорема 1. Для всякого х Հ (0, 1 ] справедливо

а) >т.п (х) > 0, п = О, 1,2...... т,
6) '•«.« (0) - 0, л =1,2...... т, >.ст0(0)=1, >•,«.« (1) = 0,

п =0. 1, 2,..., tn — 1, /.„.„(I)»!, (1.3)
т

в) V >.w.n(x) = 1.

п— 0
Для доказательства а) заметим, что для

0 = % <а։ < а., • - • и х С |0, 11,
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2«7 Л
;.'П (՝ + “֊)

см. |4|, стр. 8.
С другой стороны,

(х) - Л-1"

ГДС Я»— Հ// ■. *ք/յ.
Справедливость утверждения б) следует из интегрального пред

ставления
Для доказательства в) имеем

т

п:
гак как —= 0.

*-о ’ тг I»
Теорема 2. .7./я всякого х (0. 1|

!1тл,я.я(л-) = О, // = 0.1,2......... (1.4)
ГП- -

Действительно, имеем
* т

1՝т,п (X) < Спх~1 П —“—’ (1 ՝5)
»-д+1 Ն՜1՜՜Հ

где х>0- - произвольное число, a Сп зависит только от и.
Справедлива также следующая модификация теоремы 2. Обоз

начим

= —֊ П 
l«*~r»֊l Y -I-

‘ о

и гя1 = inaxsm./r, когда п =0, 1,2.........т.
Заметим, что при т — , s.« — 0.
Теорема 2Հ Д./я всяких х (0,1) и //=0,1,2, 

вео.тво неравенство

F7TT-X)

(1.6)

т спри-

(1.7)
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Ддя доказательства георемы заметим, что
m

' П 7- 
x՝ d՛.

П<;
--Л

»“ Л-г I>֊«..»,W = (-
2~/

где*;,  j,+y.

• ПI 4R (R 7Jcoss?-h; 

y -f- /I r

В качестве контура С возьмем окружность

где

где

Լ == 2R cos ye1 9 2 л։

Отметим на окружности С точку C0 = 2Rcos?0<? ,
17 1

?о 2R^
тогда

I л։

/ •m п{х)
v Hl-

(1.8)

т

п
4. „(х) =

Ն
Rd*

III 4K(«
՝ — Ո

Jcos2?H 7

m

П 7’
.v)=—

ո>՜,! '՛ 2zi

I ехр( 2R cos- т- In jRdz

или

Имеем
т

П Ն

v п

2հ ’ 9

I I

7 Л 4~--т
(1.9)

Оцепим теперь Jm.n(x).
За мет им, что

mln [4/? R — Հ J cos՜ -f- ֊| = 4R (R — Հ) COS2 % -г Г,2-
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а

2R

cos ®0 = sin

Эго значит, что

կ,Հ 2

2R ' - 2R

р*Л
-R '

т
R П ն ?в

Jт. «(л) --_.__________________ I exр ( 2RI n — cos2 ? V<p <

2* Ո|/(/?֊հ)հ;; + т? օյ х
V- Я

,, 2
< 9 ГЁТ՜՜’ i СХР( ՜ R 1Ո ~ ¥‘ ) մ'- < 

2-յ \ « * /

< ____ շ՝'» R gty
yXp Հ 

но гак как

In--•= ln(l (1— л-))>1 л', 
x 

« տճ
TO Jm. n(X) <Հ ——7==-— •

•Ip 1 — X
Из 1.8), в силу оценок (1.9) и (1.10), получаем

1 -’Л т ч
'■»..w< - ~ п Та4- —~s=,֊..

2ա V х .Mi՜!, 2gW(l-JC> 
или

(LIO)

хот. я (Л-) = -7=^.—• 
/х (1 — х)

Определение 1. Обозначим через Ф оператор, если он вся 
кому квазимногочлену

Я1
R/а(Л')= у4 (1пЛ

д.П 
сопоставляет число

Ф[Р,л(х)|=х V^|4. (1.11)

а—О 
Обозначим 

т т
П 7, V __±i--------- , л=0,1,2........ т. (1.12)

’՜Ո+ւ {֊", Ո(7.֊Ն)
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Замечание 1. Имеет место равенство

Ф l^ci, >։ (Х)] = \tn.n •

Определение 2. Последовательность {щ} удовлетворяет ус
ловию (А), если выполняются неравенства 

т
У|и.«|<Л, т=0, 1.2........ (1.13)

л — О

где L — постоянная, не зависящая от т.
А. О. Гельфонд в работе [5| рассматривает обобщение класси

ческих многочленов С. И. Бернштейна , которые в наших терминах 
определяются так:

Определение 3. Пусть функция /(х) определена на |0, 1| 
Квазнмногочленом Бернштейна для этой функции назовем функцию

т
= „(X). (1.14)

rt-U 

где

-.-я-И
Там же доказано:
Если /(х) С([0, 1|), то при т — оо, /?«(/, х) стремится к j (X) 

равномерно на всем |0, 1].
Для удобства дальнейшего изложения мы внесем в определение 

функций В"т (f, х) небольшое изменение, которое, хотя не меняет 
существа положения, но, как нам кажется, облегчает выкладки, свя
занные с ними.

Определение 3'. Квазимногочленом С. II. Бернштейна функ
ции /(х). определенной на |0, 1|, назовем функцию 

т
й„(/,х) = У/(-„,„)Х„.„(х). (1.14')

Я-II 

где

”ձХСЮ, 1|. П -Лт-
.. л+1 Т>+ 1

Покажем, что теорема А. О. Гельфонда остается и силе н для 
(/§))«.

* Смотри также (б|.
" Отметим, что А. О. Гельфонлом доказана теорема более сильная, чем при- 

«елейная выше, но н она остается в силе для Bm[f, -<Т, более того, теорему при 
этом можно доказать сравнительно проще, не выходя при этом из схемы доказатель
ства классической теоремы С. Н. Бернштейна.
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Для этого в силу теоремы А. О. Гельфонда нам достаточно по
казать, что при / л| С(|0, 1|)

llm |ЯИ /. л-) - \ ք. х)| О
Л» — «ж

равномерно дли всех х |0, 1J.
Последнее утверждение в свою очередь будет доказано, если 

убедимся н том, что
пч յ-» 
тг- —

равномерно для п «= 0, 1, 2........  т
Обозначим

к заметим, что при п 1,2........т 1 справедливо тождество

։

зТ»-М

Повторяя ход соответствующих рассуждений работы |5| (см. 
стр. 115), заключаем, что

птах |6ЖЯ 
: ։<а-1

где ՇՀ> 0 абсолютная постоянная; знаем также, что

а

равномерно для всех п — О, 1, 2.........т.
Теорема 3. Если последовательность насел ц„) уoott.iство

ряет условию А), тогда

ря®= llm Ф |/Նո (л՛'')|, л = О, 1, 2,... (1.15)
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Лем мя. Для всякого х справедливо равенство 
т

П 1т- т- 
> '՜՛՜՜՛՜և -------------- =֊■ ЛЛ".

. k-n П 7»

Для доказательства рассмотрим сумму Ь J 
т ԼՆ -iiv 

П (п — 7^) 
$ । -1 _ . 1_____ ।_______ 7>« 7д_______ ւ_... д. ՜'-"՜՛՜1__________

’4*7«  ('՝ ; 7«) (ч-ЬТт-l) Д /г . . X
П’’т7«)
•-" ք t-Լ

Для краткости обозначим у, — Լ = с, тогда

(1.16.

так как я„ — 0.
Таким образом

значит

f !H. է; (Д').

Этим лемма доказана.
Для доказательства теоремы применим оператор Ф к равенству 

1.16՝..
Будем иметь

«л» __
!*„  = Ф|Л'»|=У п ±—Ջ-V». (1.17)

С другой стороны,

Д 7 .՞' ,п / 7 \
вт (л-1л) » у Հ r< xm. k (Л-) = у П (֊—Т “ W- 

л 1-+1 1
(1.18



10 Г Б Блдзлян

Применяя теперь оператор Ф к (1.18), будем, иметь 

փ|Ջտւ/")|-V/ h—(1.Г
».Д т.4-1 I

Из (1.17) и (1.19) получаем

t-m.k

(1.2Ո)

Заметим, что для всякого п при достаточно большом т

(1.21)

может быть сделано меньше любого заранее заданного числа £>0.
Взяв т достаточно большим, в силу условия (Д) будем иметь 

также

В силу ՛ 1.21) и (1.22) из (1.20) следует, что

Нт Ф|Вя(х‘*)]=р я. л =0. 1.2.......

В частности, при п =0 имеем

11.22)

(I 15'1

(1.15").л = Ф|5(1)| = ^ля

§ 2. К теории моментов

□пределе н и е 4. Последовательность чисел |I называется 
моментной последовательностью, если существует функция с ограни
ченной вариацией а(И. такая, что

1*л  = t (fa (է}, //=0.1,2,.... (2.1 >

Q
։ де здесь и впредь последовательность (тч) удовлетворяет условию 
(1.1).

Теорема 4. Для того, чтобы последовательность чисел 
(ия) была моментной последовательностью, необходимо и доста
точно, чтобы она удовлетворяла условию .41.
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Н еи б х одимость, в силу теоремы 1, очевидна.
Достаточность, здесь и впредь в аналогичных случаях, до

казывается приспособлением известного метода к нашему случаю, 
:огда вместо обычных моментов рассматриваются обобщенные мо
лен ты (2.1 , см. [7|.

Обозначим

агп О Г ) — Affj, u, 1 0) — О,

՜րո. k ՜ւ՜ 1 ՜ I ՝րո A- : — l-m. к , և' — 1,2,..., /Л 1, 

"»-« (2.2)
Л'П ( 1--- , %т. к ,

к-0

т
'■f-rn ' I = Хда, к — !4ւ 

Л-0

и рассмотрим ступенчатую функцию г,п{( с вышеуказанными скач
ками.

Нетрудно заметить, что 

т

J fc-0

Շ другой стороны, имеем 

гп 
ф |Й,„ (х՞)! = X 

АГ- <>

значит 
л

Ф[Йя(/")| = քէԽ։»!/.. 

О

Используя известный принцип выбора Хелли, из \7.„; t J можем 
подобрать сходящуюся подпоследовательность >Wy(0) с предельной 

Функцией յա , имеющей Ограниченную вариацию.
Таким образом.

I 
11m Ф|й„(а-'',)| - ['/'"rfal/ .

(I 
но

Пт Ф |Вт (аЛ,)| = թ„. 
т •«

Этим теорема доказана.
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Обозначим оператор 

/ ՛ — ,'т՝ 
■Ьгл./'Г, — । * (2 3)

Л/п,(гл/) (a) dx 

X

где է |0, 1|. т = 1. 2........ [zn^J — целая часть числа mt.
В частности, при |л/г/| /г имеем

т

П
W- ''֊* -------= м.».’-=Ч---------  (2-3')

Ш Հ»
\\„։k\x\dx П I՝

J »-*+։
<1

Теорема 5. Если последовательность J;i„ удовлетворяет 
условию (Д), тогда существует

р, = lim 
т •

И 
1

!», J,x= lim (7‘Ղ,„.,(?) dt. (2.4)
m —«• J

О

Действительно, заметим, что существует
I
рТя£„.,||1)Л (2.4-),

О 
и представим его в виде интегральной суммы Римана.

С этой целью разобьем (0, 1| на т сегментов А.л о, А„,_ ։. .. , 
■^ш.гл-i с точками разбиения

Л-ф = 0 հՀ А յ Л շ • ■ • <^՜ А-’и— । ■-֊. л л — I 
так. чтобы имели 

> III

Г л ն
сЛ/(^т.д) = I Կո, к (A՜ I (IX = — •

11(7.4-1) 
(Г

Нетрудно заметить, что такое разбиение возможно, так как 
гл-1 т—I ,]

a) (д,м ձ.) = V Ь.от, (x)rfx=  1, 

л-о  о у

*

*
(2.5) 

1 т т»
б) дл (Ащ.р ) = ——- Т1 — ->-0, когда т — со 

յԼ,Ն֊ 1֊1*
равномерно для всех k.
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Заметим также, что 
//-։ л-1 ’

, Д/И. А- ) - I /«W. <; ‘ А՛ | </л = 

* 0 fc^-Oo

П. ,, / ГЩ+'м
' 1; ; ‘ ՛ •■■ + •'-

“П(“- ։ ’"<+1\ 71 7։7= ГЬ /
• * v I

Это значит, что хк = -w. .
Возвращаясь к (2.4' , будем иметь 

' от~1 t
է/'Ղ„,.Հթ)մ/ V z^kL„. n ։(|*)Л»(Д„) + «„... (2.6)

О * - О

ГАС ՜րո. к հու. к "чп к~\ • -гл, п 0, КОГДа Г?1 • СО.
Подставляя значение Jh} из (2.3) в 1'2.6), будем иметь

> т~1
1Л.».гЫЛ= У £’*>•».  * + •«.«■ (2.6')

о *-0

Заметим теперь, что

> in Հ>հ _•» ,*л
к ՜ -т. k -til. ii гI -лт. £ —

Это значит, что, каким бы не было целое число //>0, при т — оо

•/ 7
С. а — ~т.и -*0.  равномерно для всех k = 0. 1, 2, , т — 1. i,2.7)

Представляя 2.6') в виде

J т -1 т - 1
'l-m.i i',A ! (ff — "-Հ՝. k չ ու i + >: ~m k ) '-т. к ՜-т.п

У А- О А —О

и учитывая !2.7). в силу условия (Я будем иметь

J т— 1

f. . it



14 Г. В. Бадалян

где lim s' =0. п 0, 1. т.п ’

С другой стороны., согласно теореме 3 имеем

т
= |im Ф |/?гл (х'п )| = lim У -'v ьт.,{ ֊ 

т •*  т • ~ ““ т<է О

= 11Ш Ууп.т -г У ՜ ". Kr,.k 
in-*».  яь’

է-0 յ

Непосредственное вычисление показывает, что 

։
'^т.т = Х՝т di (л*)  = |Яя„

О

(2.8)

Путем интегрирования по частям получаем

1

О
Разбивая

I
ք -)-«(/)) dt 

о

на два интеграла по |0. 1 — г| и |1 — д. 1|, проводя соответствующие 
оценки, будем иметь

МО Н-«(I — )| < max а(1 — ) — а (z)| (1 - z)',r‘

1
Н > max )а(1—)—а(0 ( t'm ' dt, 

'ер *.i|  J
l — i

или 
llm |jxm a(l) a(l — ) =0. 

m - •"

Это значит, что существует и

— а(1) - а(1 —). (2.9)

Учитывая (2.9), из (2.6՜) и (2.7) получаем

I
•сЧ— Н- = Hm i է՛" Lm., (|1) dt. 

m - •• J
U

Этим теорема доказана.
Введем теперь обозначение
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[Լ П т»& 

- н»-/- (21°)
յ~Ա П (fn+’ 7»+/)

Э.-.-О
•т7 

Замётим, что
Д Ня = Ф [**+«. и (х)1 =Хд.+Я1„, (2.11)

а при 7v= /, •*  — О, I. 2,*  • •,

Л^л=(Л^А)л‘а„. (2.12)

Определение 5. Последовательность (|хя) называется абсо
лютно монотонной, если

Д*Нл  >0, М«0, I, 2,---. (2.13)

Теорема G. Для. абсолютной, монотонности последователь
ности необходимо и достаточно, чтобы существовала неубы
вающая и ограниченная на [0, 1| функция удовлетворяющая 
условиям 

1
l* n=p;"rfa^), я = 0, 1, Հ---. (2.14)

Достаточность. Пусть функция а (Г удоилетворяет условиям 
теоремы, тогда

k
J tt II 7л-н

0 < i >•»+«. Ո (t) di (է) = У -jj------— ’ --------------- (l„+y = ձ*  |1я.

о •/*°  ГI (Тл4”» 1/։+/)
/-0V.J

Необходимость. Пусть > 0, и, Л = 0, 1, 2, • • •), тогда

т
У՝т. пи լ^,„ւՈՀ. I., (2.15;

/։-й

где /. >0—число, не зависящее от т. 
Действительно,

следовательно,
Ая’"Ч = Ф(>‘«.л(л-)) =>^.«

1Л I»
V л те —« V1 1, Рл — ■ ■ ^-т, л •
п О л-0
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С другой стороны, известно, что 

ги 
V лг„.я(л-) = I,

значит 
гл т ,
V „ = ф( у „ (х)) = Ф (1 j = (2.16)

л-0 л—<»

Этим (2.15) доказана.
Повторяя конструкцию, приведенную в теореме 4, докажем су

ществование возрастающей и ограниченной на (О, I] функции a (ft, 
удовлетвориюшей условиям

!
|էք,= ^էՆմշ(ք), ո = (Հ I. 

о

Этим теорема доказана.
Из теорем 4 и 6 следует:
Теорема 4'. Для того, чтобы последовательность удов

летворяла условию (Д), необходимо и достаточно, чтобы ее можно 
было представить в виде разности двух абсолютно монотонных 
последовательностей.

Ниже мы приводим обобщение теоремы Л. Ф. Соловьева па слу
чай нецелых моментов (см. |8], стр. 167).

Как известно, /•» Lm на |а, Z>|, если 

ծ
( .47 (/•{/)) л? О,

где .47 (//),(— .с<Հս վ оо) непрерывная выпуклая вниз четная функ
ция, удовлетворяющая условиям:

...... .. Л7(«).И (0) = 0, —------------оо при и -*  оо.

Известно, ч го для всякой функции ЛИн), удовлетворяющей выше
приведенным условиям, справедливо неравенство Йенсена

/ [ р (/) и (0 dt \ \р (/) Л7 [и (/՝)) dt

'И 'Ц----------- < ---------------- •
\ \p\t}dt ) \pWdt

и п

Определение 6. Последовательность {;ья} при (у,| удовлет
воряет условию (В), если существует постоянная !. такая, что
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(2.17)

Теорема 7. Условие \В) необходимо и достаточно, чтобы

I 

и„=

О

м=0. 1, 2,. «, (2.18)

гое ®(/) Лл на [О, 11.
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть ? {t) = LM. тогда

['•«.*(*)/И (<?(*)) dx

Г * (х I dx 
б

Это значит, что

или
I

А/ (-р (х))г/х< ОО.

о

Достаточность. Пусть

а-

2 IbsfCTim Ай, серий фнз.-мат. наук. № 5

(Ն, к lx} dx 
,5
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Но формуле Юнга имеем

2.19!.

где \ {и) функция, дополнительная к функции М(а). 
Из (2.19) Следует, что

է ( д'

- .М / , ------ А (’ » (х> dx.
(‘2.19')

Просуммируй '2.19') по А*  = О, 1. 2.---, т, получаем

V ,И /------ \ Гхт֊։ (Д-; dx,

\^nA(x)dx ) <>

։>

т. e.

լ ит.и<л’(1)-г/.. (2.20,
/ք-П

Отсюда, согласно теореме 4, следует существование функции ©(/)> 
имеющей на |0. 1| ограниченную вариацию, такой, что

Покажем, что ծ х, на |0,1| удовлетворяет условию 

х
? (л*  =с-\- [ 0 х<1.

где g (0 •֊ Հս на |0, 1|.
Как известно (см. |9].ւ, для этого необходимо и достаточно по

казать, что при всяком разбиении сегмента [0, 1] точками

(2.2-1)

выполняется неравенство
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А.
I о ՝

где I. постоянная, не зависящая от способа разбиения сегмента 
[0. 11 и п.

С этой целью рассмотрим на |0, 1|, как и теореме 4, ступенчатую 
функцию ?w х)

(0). = 0, О/п (0 Т ) — ՝Կո, 0 .

հ՛ա (~п։. i 4՜ ) (հ->Ո. к ՜՜ ) ~ f՝m, t; , А? ■= 1 , 2, - - •, Ո1 1,

т—\ m
'?in ( 1 ) — У к • ՛հա (1 ) = У ք-ու. к •

к- 0 «•-։>

Как известно, из последовательности (?Л'х)} можно выделить 
подпоследовательность, сходящуюся в каждой точке |0, 1|; не нару
шая общности, будем считать, что последовательность ?^«(x)} сама 
сходится к о (х).

Пусть теперь в сегменте |0. 1| произведено произвольное раз
биение (2.21) и пусть

"ст, р Հ X/ ֊Հ; Тяг, рМ .

‘-гл, <յ <Լ Xi; 1 ՜Գ ։]_ I , 
или 

.1 
7 Г
\ ւ I-т,!; I л*  i <Za Дх/<^

л р-+го h

гдё, при заданных х и л՜,՛.!, р я q зави 
Переходя к пределу, когда :п •

7 (' 
Ах,- = lini У I >м.а (л- 

nt - ' — ։ I 
t-p-ր» Ճ

Если заметить еще, что

A'i IX,) = hill |®п» Л',-4 j J Z’m (X/ ; | = 
гл -

</+։ р

-;j-l о

Сят от f» и г.
, получаем

) </х. (2.22)

•?
Ит У ХОТ.Л, (2.23)
гл-«

то будем иметь
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С другой стороны, применение неравенства Йенсена лает

или

/ Տ V*  \ „ д
Д( I _Л=£±|-------- ;------- j v j k (л) dx

\ V J»-P+10

*->+1 U

(2.25)

Из (2.25) следует, что

—J - I _' ft
r---------------- 7 ( Xm.*(x)  rfx<

Ջ (x)rfx / 0
к-p i 1 0

< V V Л1 / I——--------j к (X) dx.

/J

о

■ 2.2.У)

Переходя к пределу, когда т ֊> со, в силу (2.22), (2.23) и не
прерывности .VI {и) получаем

пг
Дх, Пт V М

'Л— <;-Q ]■ Ат и (Л-) dx
‘о

XffJ, I; (х) dx < L.
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Значит

Vai— I Ал-/ / ft 4

Таким образам доказано, что

? х) = с4- ^g\i)dx, 

о

где Я(л) О следовательно.

J 1
Нл « ( х‘" մ«յ> (л-) = ( х,,! g (л1 dx, и = О, 1, 2. • • •. 

о о

Этим теорема доказана.

В случае, когда = *,  v — 0, 1, 2,--, георема 7 совпадает с 
теоремой Л. Ф. Соловьева ։см. |8j).

Если считать, что Af = р > 1, то. как следствие теоре
мы 7. получается следующее обобщение теоремы Хаусдорфа.

Т е о р е м а 7'. Для того, чтобы 

1
,1Я= j Гп ^(t)dt, п = 0, 1, 2,.--,

где ciT) Ս' ([0, 1]), р>1, необходимо и достаточно, чтобы

т 1 ։-р
£ Г'-.*!'’ [ <i,

где L ^>0—постоянная, не зависящая от т.
Определение 7. Последовательность (ря; удовлетворяет усло

вию (С), если существует число ձ>0 такое, что

։ ֊I
(ь.л( <1- <2 26>

’ и

Теорема 8. Условие (Շ) необходимо и достаточно для того, 
чтобы

։ 
i:n?(l)dt, /i = 0, 1. 2,---, 

6

где (է}—ограниченная на сегменте [0, 1| функция
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Необходимо ст ь условия следует из равенства 
։ 

l-m, !< — '^т, X (՛ ) ? (X .1 &•'>" •

О
Д о с т а т о ч нос г ь.
В силу [2.26)

Из последовательности /{р} можно выделить подпоследова
тельность и указать такую ограниченную функцию с (Л,

чтобы для всякой функции •? (/: /. (|0, 1| имели
। ։

Jin; -НО dt =

С другой стороны, при փ (£) = է.' 
I 

h-i֊. =- 
(> 

но из 
t
J 

0 
следует, что lim ՚ւ„, = px. - О, значит 

т 
1

р„ = С /'"«(£) Ժ/. « = 0. 1, 

у 
Теорема доказана.

§ 3. Обобщенные хаусдорфовские средние

Определение 8. Назовем преобразование вида

Г.-1
= (3.1'

п «О

обобщенным хаусдОрфовским преобразованием, короче // преобра
зованием.

Преобразование, согласно обозначению 2.10). можно записать 
так

П1

л О
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•. ;.ветствую1шп1 метол суммирования последовательностей бу֊ 
se.M называть обобщенным хаусдорфонским методом суммирования и 
будем обозначать через // или /7 (р, •<).

Теорема 9. Для регулярности метода необходимо
•I достаточно, чтобы существовала функция а (0 с ограниченной 
вариацией на [0. 1]“. удовлетворяющая условиям

I
С ч Г' da(t) =U/I։ /2 = 0. 1, 2,•• •,

(I
(3.2| 

а(0 т ) «(О) «0. а (11 = I.

Для доказательства заметим, что из общей теории линейных 
преобразований следует, что для регулярности метода /7(и, ;•) необ
ходимо и достаточно, чтобы:

т
а) У /•»»,!» <Л, где L — абсолютная постоянная,

п и

б) lim л„։,п =0, л=0, I, 2, • • •, (3.3)
л։ -х

т
В) 11тУлт.я=1.

т *•
с-0

Для выполнения условия а), согласно теореме 4, необходимо и 
достаточно, чтобы существовала функция а(/) с ограниченной вариа
цией на [0,11. такая, что

\էՆ'(ե(է) =.ля, /1=0, 1,2,....

Для выполнения условия б), при // = 0 имеем 

։
Um I лда.о (х) (h (х} = 0, 

.1

но. с другой стороны

Jim I (х) di (х) = а (0 )

о

(3.1)

(3-4')

в чем легко убедиться интегрированием но частям и разбиением сег
мента |0,1| на две части [ОЗ], [о, 1|.

Не нарушая общности можем предполагать, что *(0 п
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Из (3.4) и (3.4') следует, что

a(0-f֊)=O.

Далее заметим, что

т 

лт.г> =■ Hoi 
л-0

значит для выполнения условия в) нужно, чтобы р„ — 1. т. е.

I
Ио = j ~ I. 

о

Последнее равенство, при условии а (0) = 0, равносильно тому, что 
«(1 )=!•

Таким образом

a(0) = a(0-| ) = 0, а(1)= I.

Нетрудно, наконец, заметить, что

Нп1аот.л = 0։ л = 0,1,2,.... 
л»—sc

Действительно, согласно теореме 2 имеем
5 J

>•«. Л I Հ j А/л. Л (X) На (х)| ֊ք֊ ().т, п (х) ՚ մ։ (х) 

о՝' г
6 ։

-< i (Խ (х)| -г max кт,п (х) 11 rfa (х) |

J »l J
О Ծ

(3.5)

Fornax ja(/) + CnB* ]"] ———»
■^ол| Чш,л+1 ь+«

При фиксированном п и достаточно большом т будем иметь 

|Ьт.л|<фл), где s(w)-*0,  когда лг —о?.

Определение 9. Моментную последовательность [р.,} назовем 
регулярной моментной последовательностью при заданной последо֊ 
вательности если выполняются условия (3.3).

В силу определения 9. теорема 9 сформулируется еще так:
Теорема 9'. Для регулярности метода /7(р, 7) необходимо и 

достато*1но,  чтобы последовательность {ря) (при заданной после
довательности была регулярной моментной последователь
ностью.
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Обозначим через //ւ.շձ' - !!..Ւ1^Տ результат последовательного 
применения к последовательности ..ՏՀ; двух регулярных преобразо
ваний п Ւ/.j, где

#т = Н (սք ;) и Нп_ = 1Հ(р'։ 7).

Т е о р е м а 10. Преобразование Н\. շ Տ = /Л /У։ Տ также является 
обобщенным хаусдорфовским преобразованием и

Н\. ։ = // (р-р', 7).

Для доказательства теоремы составим

А Հր6> = Կ. kSjt = V S* Хя,* (х) di (х), 

л-о *-• о у

т т ■
{,п = \ Лот, г, ~ f՝ni. п (a) di- (//).

Ո֊Օ ռ~Ս (•/

где 

m a՜
)• = П - У_______ _________

m■n 11 • ՚ «յ m
՝ >■” Ո(Ն֊Ն)

V-И

и рассмотрим

Из (3.9) после изменения порядка суммирования получаем

т т -» •»
Հ,2= 5] Տ*  V I Л,։.* (Л-) dt (х) i 't.m. п (х) d'i (и).

*-<> i!

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.9')

Упростим теперь сумму

zrtt. к
п։ ,»
У ixfl.*(x)eZa(x) (3.10)j >.да.«(«)^ (и). 

о

Имеем

п т
„ П 7՝ П ъ

J.. ------------—

”-‘П(С+ъ) П (*+-.) v-Л v-M



26 Г. Ջ. Бадалян

*->'/4-։ ,,_հ
п т
F1G֊ 7.1 П(-+7.)

т п -I
П Y. Ո(24՜Ն>

v-t-M у 

П(г+7.)"՜*  П(: Ն)
V-A »֊է

(3.11)

Заметим теперь, что

т
/■ ч. ձ՛ ( X- I Կ>է. п

П’Ь

С. 2) dz-

значит в силу (3.11)

Используя свободу выбора контура С (С охватывает окрест
ности точек — р ..., — 7ОТ), возьмем его таким, чтобы z С\

оказался во внешней к контуру С области, тогда

_Լք.ՀԼ^_ = օ.
2-z J C-.z

Это значит, что
HI

У их)>.„.„(«) = -Հ1, - ( «■ dz 1.1 —*2^ ---------- (3.12)
— 9—/ 1 О—լ J ՛՛•
՞ ‘ г, V (’—г) Г1С-+7.)
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Из (3.9) и (3.12) следует, что

Если обозначить

(3.14)

.-/г 
՝ У 

тогда (3.9') перепишется так

!П

՝ т = । \։л. հ •
Л-0

(3.9")

Этим теорема доказана.
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Из теоремы 10 следу*֊  г
Теорема 10'. Повторное применение преобразований /7։ = 

- //(Ji, 7), И{։Հ,-{} есть Н преобразование и справедливо ра
венство

Hx,:S = H2.xS. (3.15)

Обозначим теперь
«I п и-’

Ч*=  П Ն Ճ-Н՜--------  <3-16)
■ *+1 ‘ 1 П (и-7>)

■-J 
а преобразование

п
i., y>7„,*s*

А- О 

через Н.
Теорема II. Последовательное, применение преобразований

НН -НИ есть тождественное преобразование, т. е.

т т «
fт Ам. н tn == । Х»я. п лл. Л <>1: *“ Йт • ( ՛>• 1 ")■мм мм. »мм

и fl л- о к-О

Для доказательства теоремы, согласно (3.9"), имеем 

т 

k 0 

где

Нам остается заметить, что

О, когда 0 < k т — 1, 
11. когда k — m.

Действительно, нетрудно заметить, что
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По последний интеграл равен нулю и։н псех к— 0, 1, 2, •••, т — I, а

'С

Это значит, что
т

՜է ,п ֊yi..,$,=S» (3.17)

*-0

Доказанная теорема показывает, что//=//“՛. следовательно, 
ее можно сформулировать еще так

Теорема 11՜. Справедливо равенство

/fH֊lS = H~}/iS = S.

Последняя теорема в силу георемы 9 показывает, что известная тео
рема о сравнении мощностей двух хаусдорфовских методов суммиро
вания (см. |10|, стр. 324) переносится и на случай обобщенных 
методов суммирования, а именно:

'Ге о рема 12. Пусть И = /7 (р. 7). //' = //(«< 7) два регуляр
ных обобщенных хаусдорфовских метода, для которых и„ =А 0. 
|Հ Vs 0, /1 = 0. 1, 2.---, тогда:

а) для того чтобы П^П, необходимо и достаточно, чтобы.

— была регулярной моментной последовательностью;
I Ру» I

б) для равносильности методов հ и Нх необходимо и доста

точно, чтобы 1 1 '՛' ] и были регулярными моментными после-
I J I !<!

довательноетями.
В частности, для того чтобы метод Н был равносилен тожде

ственному. необходимо и достаточно, чтобы (рл| и •)—-[ были регу- 

лярными моментными последовательностями.
Доказательство следует из

Н.£=НХНН ՝S = HxH~lHS=HxH-\HS). (3.18)

Если обозначить
1 1

/7, (г) - р- Л (/). Н,(г) = j է- <7? (7). (3.19)

й о

где я (է) и $(/) удовлетворяют условиям теоремы 9. то последняя тео
рема может быть сформулирована так:

Теорема 12՜. Пусть //։ = //(и,-|) и /Л(и՜, 7) определены по 
(3.19). тогда:



30 Г. В. Бадалян

а) для того чтобы HpHt, необходимо и достаточно, чтобы 
существовала функции //։(z). Л/.jz), A?6'(z)>0, 5(0. где Hr\ {n} р„, 

/’4(7») ՏՀ,  a 40 Ha 1Գ i| имеет, ограниченную вариацию, 5(0) — 

֊ о(О+) = օ. Ml) ֊ 1, V’i 3(1) = I, и

*

-^Ճ^Ճ^Ռ֊^քէ); (3.20)
(*)  .) 

0

б) для равносильности методов Ну и Н.. необходимо и доста
точно, чтобы кроме вышеуказанных функций существовала еще 
функция Տ։(/)> обладающая всеми свойствами функции 5(/), такая, 
что

^r=p--rf5(0. (3.20')

О
I

(3.21) 
'Л (О J

о

Последняя теорема остается в силе (в соответствующей форму
лировке) и тогда, когда конечное или даже бесконечное множество 
(йенарутающее единственность функции 40) элементов последова
тельности |ая) равно нулю.

Это утверждение следует из теоремы Фукса (см. (3|. стр. 64 76). 
если там обычные моменты заменить моментами (3.2) и заметить, что 
нигде в теореме по существу не использована целочисленность сте
пеней моментов, а также справедливость утверждения:

если Hc.fi' и рд=О, то и «Հ =» 0.

Ниже мы приводим доказательство последнего утверждения. 
Имеем

•!л՛՛
i .m = 1 У '՝т-  СО? 

о л- О

*

Допустим теперь, что

П т—п 4-1, и 4-2,-• •

տ.= -»+՛
0, 0 < k < и

(3.22)

(3.23)

и рассмотрим
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tn

? П «
J».G)= у,.. -- -------&, П Ն=1.

“riG-h Ն ֊7«)
> A:

ИЛИ

В силу (3.23) получаем

Л,(С) = 1 ; <4֊7/r-i—7*
7«-> —‘in ('?«+։ 7п)(Тп4-с — 7«)

П G+7*-  т«)
у-л_____________

т
П (7՝ 7л)

Ml'Л-Т-1

(3.24)



Таким образом окончательно получаем

R
П (3.25)

, ո֊ւ ТГ՜ »«

Известно, что

lim / и „ « О,

следовательно.

11m /- — р-, llm (I — -
«-ж • т, а | 7» “о

и равняется бесконечности, если
Если теперь положить - 0. з ця О, хотя //'=> /7. то для на

шего примера соответственно получим

/а-*0.  (/7)

քԼ —><Հ Ит Ո ——---- = ос. {Н ).
я. 1 !• 7»

Полученное противоречие доказывает наше утверждение.
Покажем теперь, что полученное в |4| обобщение чезаровского 

метода суммирования н\ ант в рассматриваемый в настоящей работе 
метод суммирования как частный случай.

Гео рема 14. Обобщенный .аровекий метод суммирования 
является //(н, շ) методом при з-.=7 — 7Р « I,'֊,-..,

а(х)

Действительно.
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т
п с

_ »-»< । I
11 2֊/ | «

. Г!

т
п«.

** л-1
гл

I 1 (П + М
» - и

V ет М
-֊։--П -------- ,J- = Cr.,.n. (3.26)

t«v-Ui ՝;•
С другой стороны.

П<Р֊п)

II (7*  ~т») • п
Գ„. = -.-։’-^4------------- п+,“’ <328)

1л »֊«փ1 Р
П "՝՝

Из (3.26) и (3.28) следует, что

С .и, ti = • ու, л г= . п
ч 

1Ո
(3.29)

л 1

Отметим также, чго можно получить аналог известного неравен-

<п 14
стяа, связывающего ч X ' ^см՜ 1^1' СГР*  339-340). 

п - О к I՝
В заключение заметим, чго можно освободиться от ограничения

— 7օ<Հ ‘и ’֊- '|2<С < < • • • .
3 Н:шосп1П ЛИ. сгрий фю.-тп. iny.v .։с 6 
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допуская равенства некоторых из соседних 7*,  в этом случае очевид՝ 
но, что >.Л.Я определится не по (1.12), а так:

пусть

■ * ՛ ՜Վ 7л ~ 7л+: = • • • = 7й։— ՛. <., 7fej **֊•••>  

обозначим

и»я (х) = х՛*  (In л-)л~*, п = k, k փ 1,.... A'i - 1,

тогда прямое вычисление покажет, что

т 
ե/ո. Ո (А*  I = լ <Х/п. Ո W , (Л ), 

п-6
а

т
у» 

f՝in./i — / । (հո, п рп .
п-0

где
1

af. = »«„ (л։) da (л՛), // = 0, 1, 2........

и

Циститу г математики и механики 
.ЛИ Армянской ССР Поступила 1Ճ III 1955*

Լ. Վ. ftuiqiuytuG

ՇԱՐՔեՐհ ՃԱՆՐԱԳՈհՄԱՐՄԱՆ 1ԱՈհՍԴՈՐՖՅԱՆ ՄեՌՈԴՒ 
ԸՆԴՃԱՆՐԱՑՈհՄԸ

Ս. 1Г Փ Ո Փ II I*  մ'

Ալս աշխաաու թլան մեջ հիմնականա if շարադրված է շար։ււեր[ւ (հաջււր- 
ղւո11ւսնու քմ քուն՚ներ(՚) հսւնրււպոււ1'արւքան Հարէւսդոլւֆլան մեթոդի հետևյալ րնդ- 
հ/սնրաա ու մի։

ք1'իքյՈէո արված են թվ1ք[Փ I;1,՛ . i'pi ■&»] ^էւէջորդտւրւՀհւէւթլւււննեւդ։, 
որա եղ

* J
Օ = 7օ<7ւ<7շ< *ос,  V—= ֊•:

—Tv
1

մ է հաջո րդ ականութ րււմււև լւի հետե լալ ծեաւիոիւութլունքէ 
( հանրադււււ) արման »/ եթ ՈԴԸ )'

ГГ.

II — 0

(H*)
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որ nth t(
nt т

= П bS-------- --- -------- s

’ ։-“П Ն-7/)
м-и
• -/

И տոնավոր /у А պ րա if, ե րր — /, ч -=z (), 1.2. ... /У’’: ) ձե ափո իտւ թ ր/ւնր 
■<unj ընկնում I; Հաուսղո րֆ լան կամ կարս (М) ձև ափոի/ութլան հետ։

11.չիէաւաւ» թրոն մեջ Цп,1И արված • որ \ Ւ/՚ . ձևափ ոի։ու fJլու֊նո պահ
պանում Լ (/՜ք) ձևտփո խութ լան րոլոր հիմնական հատկու իքլուններր։ ե չենք 
նաև, որ նա իր մեջ. որպես մասնավոր դեպո ընդ ղրկում /; Ջեղարոլան մի
ջին դումարն երի մեր կողմից ալլ հարցի կապակցու թ լամր ստացված րնդհան- 
րացոէ մր նա լհպե ո :

1Լշիււաոա թրււնր բաղկացած /, երե ր պարադրաֆներից։ //.ււաջին պա
րագրաֆն ունի րնդհանա ր րնալթ, որտեղ դիտարկվում են Ս. I/. ք'երնջա ել
նի բազմանդամների րնդհանրացման հետ կապված հարցեր։

^Vh(,n("l պարադրաֆր նվիրված է մոմենտների Հա it ւ ողորմի լան տեսու- 
թ լան րնդհանրացմանր, երբ դիաարկվում են ՛քո ւնկցիանե րքւ ոչ ամբողջ տս- 
էոիւաւն մոմենաներր։

Երրորդ, պարաղրաֆո։ մ շարադրված Լ 'հաջորդտկանուվմլոլնների հանրա- 
ղսւմարելիոէ [J րոն Հասլող սրֆլան մե թողի ընդհանրացա մր։
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МАТЕМАТИКА

А. Б. Нерсесян

Разложение по собственным функциям краевой 
задачи для одного интегро-дифференциального 

уравнения с запаздывающим аргументом

Введен и е

В предлагаемой работе исследуется краевая задача типа Штур
ма-.՛ I л у вняля для дифференциального уравнения с запаздывающим 

г, аргументом второго порядка.
Такая задача в несколько менее обще)! постановке рассматрива

лась Норкиным 11 ], однако им получены лишь асимптотические фор
мулы для собственных функций, вопрос же о разложении по собст
венным функциям оставался открытым.

В § 1 ставятся взаимно-сопряженные краевые задачи для инте
гро-дифференциального оператора с запаздывающим аргументом и 
изучается асимптотика собственных функций и собственных значений.

В § 2 строи гея функция Грина рассматриваемого интегро-диф- 
ференцйальногЪ оператора.

В § 3 строится биортогональная система собственных и присое
динённых функций взаимно-сопряженных краевых задач и уточняются 
асимптотические формулы.

При определенных ограничениях в § 1 доказываются теоремы 
о разложении по собственным п присоединенным функциям, равносхо
димость с обычными рядами Фурье и сходимость в среднем.

Автор считает своим приятным долгом выразить искреннюю бла
годарность своему учителю академику АН АрмССР М. М. Джр- 
бЗШйиу за ценные советы и внимание при выполнении настоя щей ра- 

। боты.

§ I. Взаимно-сопряженные краевые задачи. 
Асимптотические формул ы

1 . Рассмотрим на конечном отрезке [О, /( шггегро-дифферен- 
пиальный оператор с запаздывающим яргуметом

т л
М'֊֊ Հ ֊֊!</. .'-'ул-֊ !;(*))+ [д-(л-, t ydjdt. 1.1

f-1
II
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где ձ, ix) 0, !/(/)</, Лдх, 0<Հ 1 (i = J. 2........ m).
(fi (x) действительные функции, причем (х)=0прих — 

— ձ. i.v)<0 (О < x < Z), а при х — Лу(л') О «/.Ixi непрерывны. 
(Z — 1,2............ т].

Ядро К X. է) О ! х Г\ действительно и удовлетворяет ус
ловию

I I
Ц|АГ(Л. OWK + 11.2

I՛ Г
Условия, налагаемые на функции </i(x) означают, что в точке х — О 
нет запаздывания.

Обозначим
®/ix)=x ձ/Ա), э-։(х) = ty(x) = х + ձ-'xi 1.3) 

(։ — 1.2. ու).

Функции ։(х) существуют в силу условий, налагаемых на функции 

Л4 д'), a Azi,r) О (Z—1,2........от).
Пусть у(х) и z(x)- -дважды непрерывно дифференцируемые на 

[О, /| функции. Тогда 
I I

Cz (х) /.у (х) dx =•■ - Cz (х) у" (х) dx 4֊

՝о о
от /

4֊ Ճ J հէ- (*)  г (4 У (*֊ ձ, (Л-)) 4x4֊

I л
4֊ z (х) | Д'(х, /) у (t)dtdx =

I
= |у (л՛) г' (х) - у' (х) г (х)Ц - С у 1х) г" (х) <Zx+

О 
от

+ V հ, (ф/. XI) у (х) Z (՚ձ. (X)) փւ IX dx ч-

Г-l 0
I ։

+ x) j A'(Z, x) z 1Ո dtdx. (14

jo ir
Обозначим

I 0 При փ/ Z)<X<Z 

(Vi('>/(x))'՝/;(x. 11]’ИО<Х ’b,(/)

(Z = 1. 2, ...,oti.

11.5)

Назовем оператор
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’ ՜ ” ֊ ~-------- ------------- Ռ ՚

П1
I^z = - z” (x) +ճ <?■ (*)  - (Л- 4- Հ f.v))4-

/-1

4-(/<(/,x)z(O<ft, 0<Х</ (1.1*)

сопряженным к L на |0, /].
Так как ич (1.4) следует, что для любых дважды непрерывно 

дифференцируемых функций yi'x’i и z{x}
i 1
|г (х) L у (х) dx = J у (х) /.’г (ж) dx 4- [у (х) г' (х) -у' (х) г х |,' (I V)

7 о
то операторы А и А*  естественно назвать взанмно-сопряженнымн. За
метим. что оператор А*  есть интегро-дифференциальный оператор с 
опережающим аргументом.

Рассмотрим следующие взаимно - сопряженные краевые задачи

| Ау = лу (1.6)

у (0. cosx 4- у' (0) sini = 0 (1.7)

у (/} cos3 4- у' (/) sin® = 0 (1.8)

A*z = Xz П.6*)
'•՜՝ ) г (0) cosa 4֊ г'(0) sina = 0 । 1.7*»

г ( /) cos3 4-2/(/) sinp—0 (1.8*)
где а и ^.-действительные параметры.

Пусть у(хД) и z(x,Xl суть соответственно решения задач Коши 

Ау=’лу; у (0. >.) = slna, у' (0, л)= — cosa (1.9)

А*г  = Xz; z (/. հ) = sln3, z' /, л •=— cos£. 11.9*)  
ՕՀյր-;/

Как известно |2J, задачи (1.9) в (1.9 имеют на 0./| е линспйшные 
решения. Методом вариации произвольных посгоянных легко убедить
ся, что задача Коши 1.9) эквивалентна интегр::.: .ном) уравнению

. ... . < sinl? /.л
v lx. л) = Sina cos 1 cos a —

I X

՚ 77, Ճ ^slnj 7ia--/)<?/ f( у (r — Հ it,’.] dt
F '/-Կ7

|T ‘ <
Տլ փ ^slnl a(x-/) tx)y(էՀՀէ.)dtxdt (1.10) 
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или, после соответствующей замены переменных, следующему уравне
нию Вольтерра 2-ю рода

. . . n - sin |!к х
У (А,/.' «=■ SUTZCOSl AX-cos а

, т ր
1 V sin | է.{.Հ- ձ;,/

I Նէ

/Jx- ղ) К {tv է ՚ dt^y It, ).ւ di. (I.11)

Аналогично задача (1.9*)  эквивалентна интегральному уравнению

z(х. а) — sinpcos I А (/ х 4֊cos3
sin]/X(7 х) 

՜ր>՜

т ք»
լ | sin 14.18/(0 А*)  (ի (t z է, X) dt -

I է
- ֊֊'^p'slnl л(Л-л-)/С.7, МЛ,г(/,Х)Л. (1.11*)

.Г ,г

Легко видеть, что решения интегральных уравнений (1.111 и 
(1.11 ) являются целыми функциями от а типа не выше /. С другой 
стороны, очевидно, что задачи ՛ 1.6 (1.7) и (1.6*)  (1.8 ՛ с точностью 
до постоянного множителя при неизвестной функции соответственно 
эквивалентны задачам (1.9) и (1.9’1. а следовательно в уравнениям 

(1.11) и (1.11*).
1 . Из условия 1.8) следует, что собственные значения задачи 

(.4) суть нули целон функции

... (а) = у IՀ A) cos з -г Ул (Z. X) sin ?. (1.12)

Аналогично собственные значения задачи (.4 ) совпадают с пулями 
целой функции

д) z (0, /.) cos 7. (0, л) sin а.

Справедлива
Л ё м .м а 1.1

<н (а) = ю*  (л) (1.13)

гп. е собственные значения задач (А) и (А*}  совпадают. Кроме 
того, справедливо соотношение
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К. р (X, Х,2 х, |1) ilx - -1>|Л| —“'<!*.!  (1.14)

I +/« + ^о(/՜'՜"'-՝) (I.»-,

\ p A A /

w (X) = — sin a sin у V sin ]•' a ! sin |՝a — 31 cos |՛ a /. —

— cos a cos 3 —.|_ /Տ|Ո а Տ]Ո 3 փ 
J/л \

t Sln(»֊?) , COS Д COS? (] ]7;

причем оценка порядков остаточных членов в формулах (1.16) и 
(1.16՝) равномерна относительно х (0. /).

1.1
(X =F !*)•

В частности 
?

' j у (x, a) z I,x, X) d't. ֊ и/ (л I. ■ 1.14'

о

Доказательство. Из формулы ՛ 1. Г) имеем

а Гу (х, a) z (х, и. dx — г 1 х. р) Л у ' х, a' dx = 

v о
I

= VI (X) - w*  (и) 4- J у IX. а) / *z  (х, *}dx  = 

о

= о» (X) — w*  (|л) 4- [л j у (х, a) z lx, р) dx. (1-15)

I՛
Из формулы (1.151 при X = и следует формула (1.13). что, в свою 
очередь, влечет справедливость формул (1.14) и (1.14Հ).

Установим асимптотические формулы для собственных функций 
и собственных значений задач (А) и (А*).

Лемма 1.2. При О х- / и |>.|->

.. sin 1 а х
у , х, а — sin ’J- cos V л х - cos а--------- = к

V '•

, / Sin а , cos а \ . * !г .+(ж+т՜)01 (1.16)

z (х, Xi = sin 3 cosV X 11 x) -г cos 3----------- -------- - ----- j-
V >•
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До к азательство. 11усть ] > - з /-

у (л-, л) = е

Тогда из (1.11) имеем

Г{хЛ) = е
, , sin] t.x

sin a cos] а х — cos а------- :—

-I- Կ А՜ Հ,/) մ/, с a) dr 4֊

Пусть

Из

Отсюда

и ։

•п ն,Հ|

(1.191 имеем

|1(л) = ։пах|/(л. л)|.
0<-г ■ f

•л (X) |sin-x| —

С։. Ի

Կ)

cos У-

(1.191

U.18.

при достаточно большом 1>֊| получим 

р. (а) /И b sin 1 4֊

Или, согласно . 1.18Է

C0S3 }• (1.21)
1 А

40

fit, ).)dt.

■l.?0)

и

у х, /■ | հ .Wj е | Sin у I 4-

Подставляя оценку (1.22) снова я формулу (1.11). получим формулу 
11.16). Формула ,1.16’1 доказывается аналогично.

Продифференцировав формулу i'1.11'՛ по х и учитывая оценку 
(1.16), получим, что при |л| —со

-^ճԼճւձԼ- sinal^Xsln] ax —cos «cos ] t.x 
dx

sin a -1-
cosa\ л /'ԿՀ՝, (1.23)

Наконец, из формул 11.16), (1.23) и (1.12) следует оценка (1.17) 
Лемма доказана.
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Следующая лемма у.-шг։:-. 1чвает ."•шествование бесконечного 
множества собственных значении задач (.1 п -Д*՛  и указывает их 
асимптотику.

Лемма 1.3. Вне достаточно большого круга |/. R все соб
ственнее значения задач (Д) и (Д:<4 являются простыми корнями 
функции ш(Х). положительны и имеют вид

а) при sin а «А О, Տ1ո/¥Օ  или sin а = sin 3—0*

|-V=v+of—Y ' "о) П.24)
/ \ Ո /

б) при sin а = 0, sin =Ւ 0 ила sin а О, sin 3 — О

(п ֊: п^. (1.25)

Доказательство. Формулы (1.24) и (1.25) получаются, как 
обычно, из леммы 1.2 1см., например, |3|. гл. 1, § 1).

Применяя тот же метод, что и при доказательстве леммы 1.2. 
получим, что. например, при sin а 0. s!n*¥=0

/ . ֊ / I Ря: I ՛ 1
-SJnasln3c0S| /./ О (-֊=€’
2 \ V л

Согласно 1.241, при достаточно больших по модулю |>.я будем иметь

՜ ° G у"') - - isln ’sin ՝■ (1+0 (v) J ■

Отсюда следует, что при достаточно большом |ХЯ| «•»' >.п -- 0. т. е. 
первое утверждение леммы.

Далее, пусть >■..,= и„ — ivn есть собственное значение задач (Л) 
и (Д'.. Так как функции </((.v), (Z — 1.2,..., /к), К[х. Z) и пара

метры a, 3 вещественны, то — и!( — ivtl также будет собственным 
значением задач (Д и (Д’). Допустим, что vn 0. Пусть уя(х) есть 
собственная функция задачи i.4-. соответствующая собственному зна
чению а гя(л)— собственная функция задачи |Д® , соответствую
щая собственному значению Хя. Согласно формуле (1.14 имеем

I
у., (A-)zT(Aj (lx ֊0, ) п > zz0) 1.26

Учитывая асимптотические формулы 1.16), 1.16*)  и (1.24 , (1.25), по
лучим, что из (1.26) следует (для простоты положим sina=A0, sln?=/= 
¥=0)



что невозможно для достаточно большого //ծ>0. Лемма доказана.

§ 2. Функция Грина оператора с запаздывающим аргументом

В этом параграфе мы построим функцию Грина оператора 7 .
1 . Пусть функция g[x, է (0 է х ^1 при каждом фиксирован

ном է есть решение следующей <адачи Коши для интегро-дифферен
циального оператора с за паз. ывакяцим аргументом

- У^"՛1 + р'' S է,. է) dt. ֊֊ 

է
tn

V <?/ uv. О g {х - Ду U'), i) = о,

/г- I

. ,, л Հհ *'•*.  7) 1g(.v, է Дх-ր-Օ. —ձ-ճ. = Լ 
OA*  ր-ք

(2.1)

где

<7. (л֊, է) =
О при /<?.-<ձք(/)

<7r<.V) при х<1
(2 2)i = 1.2,.... m\.

Легко видеть, что. согласно [2j, задача Коши (2.1) имеет единствен
ное решение и эквивалентна интегральному уравнению

g (X. /) = (л- ֊ Z) -4-

X X

j‘ r^x-t^dt.

т
Ч-^լ X — tjg ■ t\ dtv (2.3)

В свою очередь, легко проверить, что уравнение (2.3) эквивалентно 
следующему интегральному уравнению Вольтерра второго рода:
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<(*.  0 = (X -1) + ( (л (/,, Z, x—ftft&g /)<//, + 

-
+ S ?;<й)(х֊՛?, (շ.4յ

Обозначив ядро интегрального уравнения (2.4i через Q(л\ է՝, 
получим 

.г

Q(,r. /)=

т
-V <?,'(*< П(Л- 

i ։
(2.4'

где функции qt (х. г определяются из формул (2.2*)  (см. ниже)

.V

5;л-,/.=.|л-- 0 4- (2.5)

Хотя ядро Q л*,  t>, вообще говоря, разрывное, уравнение 1.2.5) имеет 
единственное решение, получаемое мето дом Вольтерра (см., например. 
|6|. § 556).

Лемма 2.1. Если функция g (л. Հ; есть решение задачи Коши 
(2.1) при фиксированном է (0 f-^л--^/). то при фиксированном
д' (0 >./ х / (функция g (л*, /) является решением следующей 
задачи Коши для интегро-дифференциального уравнения с опере
жающим аргумент ом

է հ -Г !՝/<(<„/1gл,+
dt- J

«։
+ у,/;(л._ /)gi'x^ + i;(/;) = o 

/-1
0 < է л- /

g(x,0.
ОС г,.х

:ие

/) =.
0 ^«?<(х)<^х (/=1 շ >т)

<}*  11 при 0 < է -Հ "Ji (х)

(2.1՛)

12.2’)
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Доказательство. Пусть Rix, է — резольвента уравнения 

(2.5). Тогда
-V

Հ (л*,  Г) (х /) 4- j# (а՛, и) •« t) du. (2.6)

Следовательно
ՃՃԼՏճև = R(x.t). ՝ (2.7

ti V"

Известно, что резольвента R(x, Г) удовлетворяет следующему 
уравнению (см., например, |6|. § 559)

Л՜
/?(х, /) = Q(x, ?ւ փ ^R(x,tx).Q(fltt)dt. (2.8)

г
Из 2.2*) ։ (2.4) и (2.8) имеем

X
ЯМ֊ \R(tx,t) x-tjdt, -

/-։

՚

i dt\ ' \/<(և. է) (/։-Гй)^а4 
է

ntУ <?;л. t կ -■>.(/>, л, 
hl

(2.9)

O-< t'

Из (2.6) непосредственно следует, что 

g(.f,0|^ = 0 и —ckili 
dt

= — 1. (2.10)

Имеем

=յ՚Հ (է,, է) dt, j R (X, I,; (Հ — I,}dtt =
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о I g(*,  գ) - <*  - м ^.; (2.11

н при .v>՛>/(/) и = 1.2,... ,/zi)

,) (քՀ 7; (քյ֊֊՚ՀքՈ)^

Հ(<) f (/.-■?, (H) rf/, ֊ 

J Ofi 
^.17)

= Հ(/) ('.֊*!(')) ££1ճճ«ճ

= Հ(Օ{ W) ֊*4-£(. ր, &,(/;)} 
(/= 1,2......... /«)•

(2.1Ո՝

Ясно также, что при х<Լձէ Հ՝, (i = \.2...., т) интеграл в левой части 
формулы (2.11) равен нулю. По условие *<Հ •}, (/) означает, что է > 
>®/(х). Таким образом, учитывая обозначения (2.2*),  имеем

J dt'l
tf(V)i4֊'M0J ^х =

= <<■*./! f + ձւՄ u -над (2-12)

( О < I Ճ՜ A- < f; i «*  1, 2........m

Подставив формулы (2.11) и (2.12) в выражение 2.9) и учитывая со
отношения (2.7) и (2.10), получим утверждение леммы 2.1

2 . Приступим к построению функции Грина задачи (Л). Пусть 
> =0 не является собственным значением задач (Л) и (Л*)  (этого 
всегда можно добиться, принимая, если нужно, функцию </։ (х) 
֊const и ձյ(^)^Օ). Пусть, далее, функция /\х} имеет ограниченную 
вторую производную на 0. /) и удовлетворяет краевым условиям за
дач (Л) и (Л )

f <0) cosa Ч- f' (0,i sin? = О

/(/) cos? 4- f {/) sln3 = 0.

Обозначим
Z7(x) = A(a-)

/.7(x)-/ri: (X).

(2.13

(2.14)

(2.14*)
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Введем функцию

|<0yix.Olz ЛО при >
:. • 1 .V. ” г (Г.1*) Հ՛ При / х է : (I №

где g(x,/) ֊ решение задачи Коши (2.1 и

Գ *-(0) 2.161

так как л—О нс собственное значение, то »»»(0) О).
I ер рс м а 2.1. Функцич G \x,f , определяемая формулой (2.15), 

шляется Функцией Грини мктчи (Л՛, т. е. из ՛'2.13)—(2.141 еле- 
</уе/н, что

fix = \ (j x.i\h{f)dt. (2.17)

/.’ < вою очередь, Функция ()*  x.t (i f.x яял lemt ч функцией Грина 
нк-ачи (Д*  , щ, с. и.։ 2. i ) ֊ւ2.14' . tcOyem, что

fix) f= I O(t.x >։* \t\dt. (2.17’)

Доказательство. Составим функцию

Г ix = \ G (2.181

и покажем, что он. зиряет соотношениям 2.13 - 2Д4) Тог
да из того, что л О ip :.<1яется собсгаенным значением задачи .4), 
будет следовать, что /*  х =./(х) (0 д* /.

Действительно, имеем

]■ л =<•«.։• (*.01  յ-՚Հ’’ Л ОЛ-|'я x.t h,r dt (2.19)

Откуда, учитывая свойства функции i- x,f).

<Г) (.ri
dx*

գ.Հ. (г (f.oi/i(f)</r ■

+ Л(х + - '֊^֊*(0^=7.  л- +
J ffxl

m
V։/j.v)VI ^(д-,,0 Iam.z у f,O)dt

I I
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ЬфМ л *•
Мао(* g(?/(-v)./‘i А ւ<)ժ/4- J/<(.v. tl)gitlJ)dtlh(f)dt =

о о /

= Л . х) ч֊ V q л-1 /*  (л- — ձ, (л-) 4- j К (х, է) /■ 1) dt 

i ■ I о

т. е.
А/*(х)^Л(х)  

О л֊ /.
Далее,

/*  (0) cos а 4֊ ֊■—— sin а = с0!у (0, 0) cos ւ 4֊
dx .c~n

/
4- yx (0,0) sin a) J h (hzit,O)dt =0. 

(I

/*  I /) cos 3 4- ^ -■֊ Sin 3 = Gj Iу I /, 0) cos •։ 4֊
dx x-i

I I
I I +у;(Л0)8Н1Й)^(/,0)Л(/)^4- [[a'(/./)cos?4֊ 

6 и
В" 4_^ճւ ^\k{f)dt.

Ox .V ! J

Но из (2.1), (2.1*)  и (2.3) еле,чует, что функция

ф (ք) g (I. է) COS 3 + (>տ (ձՀ Ր 
dx

sin > 
т г

озлотворяет задаче Коши
L *ф  (/)= О

О < է < /.

Փ(/)=տ1ոՅ, Ф' (/ cos,3.
Значит

0) 
о < է < /.

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

1.2.24;

2.25)

12.26)

Из (2.23), i 2.26.1 и 2.16) следует, что

/*-7  cos? I’ Л *)Ա,տ 1ոՅ=0.

Следовательно, /'(х)=/(х), т. е. функция G'lx, /) есть функция 
Грина задачи (А).
•« Нзеестя ЛИ, серия фш.-мпт. паук. № Ճ
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Пользуясь леммой 2.1, совершенно аналогичными выкладками 
можно показать, что функция Сг (л, Z) — G (է, х) (0^ Հ х^1) явля
ется функцией Грина задачи /1*).  Теорема доказана.

Из теоремы 2.1 следует, что задачи (.4) и (/1х1 соответственно 
эквивалентны следующим союзным интегральным уравнениям Фред*  
гольма:

/
у (а*)  в '• G (л՜, /) у (/) dt, (2.27}

<J
I

րԱ) = a|O(C.vz(Z)<//, (2.27Ղ՛
II

где G (л՞, է — функция Грина задачи (Л|.

§ 3. Построение бнортогональной системы и 
предварительное разложение. Уточнение 

асимптотических формул

1 . Согласно лемме 1.1 справедлива формула

,ц (X) — u> (pj (3.1)

о
Таким образом, мы находимся в условиях теоремы I работы (4J.

Пусть /.я есть ря-кратный нуль функции <«(>.•). Поставим в соот
ветствие каждому г.п две последовательности функций

7 = 0, 1, (3.2)1

И Ря ~У*՜  1 /.<я)
V 7 = 0,1........

lc\j\ дк„Л-0 յ п
где

(3.2*)

k\ d>*

I (>■ - յ֊ոք՞\
I <0..Ш Р-вХл ^ = 0, 1..........рл-1).

Из леммы 1.3 следует, что при достаточно большом |ХЯ| имеем 
две функции

у(х,Ха) 
и (3:3) I

(А՜. )

Пусть, далее, {у*(л ’)) ” .^ = 0,1,...) соответственно мно
жества всех функций вида (3.2) и (3.2 ), соответствующих всем ну
лям функции ш(л) и пронумерованных в порядке возрастания модуля 
/.я. Согласно теореме 1 работы |4|, справедлива.
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Лемма 3,1. Система. |у*(х),  zk (v)) (/г = 0. 1,2,...) биорто- 
гона льна на [0, /|, т. е.

С 0, кФ р\yk(x)zp\x}dx = (3.4)
J 1. к = р.
а

Кроме того, если контур Гц содержит, первые п нулей функции 
«■՛/.) (включая их кратность), пю

I Г у(-*Д  ֊- ՛. d._ 
շ™ J u>i I

1 n 
л 

= V Յն. (xisHf)

«ր- ւ։ 0<Х. է <1.
(3.5)

Пусть fix'} ( £յ (0,/) и Cn — пробегаемая и положительном на

правлении окружность радиуса R„ «= ՜1 - (« >л0). Согласно

лемме 1.3, при достаточно большом //0 на окружностях СП нет нулей 
функции «>().).

Теорема 3.1. Гели /(х) имеет ограниченную вариацию на 
некотором интервале ձ£ խ, />j ;0</z< հ<Հ1) и /(х) Z.։(0,/), то

I £ Ր
— f(x. 4֊ 0) = Vу* (х) /(f)z* (fl dt (3.6)

*'•0 x 
и

со Д’
\f(x о;= vZt,x.i7(/)yM/)rf/ (3.6-j

*-0 U Х-րձ.

Д о к а з а т е л ь с г и о. Для определенности положим 

sina^O, sin 3 7=0.

Учитывая равномерность оценок в формулах (1.16) и (1.16") леммы 
1.2, получим при р.| —оо, Z Сп

”>('•) J

1 Г- Z 1 И«т'**и  11
|sin a COS ] A X -1- ОI | I՜ շ 11

z- I UwrTV
— sin х sin Հ Г )■ sin I' rd 4- О I e
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j7T|e

I

I
X ^/(0 I sin? cos I A (/ /) —О

cos| /a4/(/)cos| X(Z —Oaf/

4֊0 ֊

Va sin I /. I

Ր ’Umi • ,c. ft

Пусть Л*</ — о

Կո v\ K.v-/)

I e I

—e 1-0

т

|/(0l^ ֊

-V--4

ptJ ՝mdl

(3.7)

(3.8)= 0

произвольность ճ>0, из леммы 3.1 и формул (3.7) и (3.8) .

ւ
llni S J'*(x)p-(Ozt-(O^= I

= llm -L f С/(Г) z (է.!.) dt d. = 
n-*2 “ij 10 (л) J

Cn x

r- Լ
- lim — f֊°Տ~ ՜ (cos I Ц/-/)/(()Йй. (3.9)1
л-2-/ ] i.sln/Wj ՝ "

IПользуясь известным методом, восходящим к Коши (см., напри- I 

мер. |5|). из (3.9) получим формулу (3.6). В случае, когда sina О 
или sin 8—0. метод доказательства тог же.

Аналогично доказывается формула (3.6*).
2Հ Введем обозначение функции типа Митта г-Лефлера

» zk
Կ (*•  f) = У ՛ (P > Ղ - CO < P < 4֊ շօ).

է-Ս

Учитывая 
получим
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Как известно [7], при р<3 справедлива оценка

|Հ(-J (1փ «) 2 , ^.>0 (3.10)

где Л >0 постоянная, нс зависящая от и.
Лемма 3.2. Пусть функция /(х, а) непрерывна на отрезке 

и х / при >. R > 0. Кроме того, пусть

|/(х,/.)\ ЛГр 0 х < I, ь R

где .И։ не зависит от х и л.
Тогда при 1 <Հ р. <3

р(«,>.)(*-  С"-Мл- IWdt 

Ո
I -я

< X , 0 - х JI, л : R

(3.11)

где .И2— постоянная, не зависящая от х и к. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. При 1 < «• < 3 имеем

’-и »-ւ»
2 2

(!֊֊«) -и

я-| ։-я
(3.12)

Значит, оценку (3.10) .можно переписать в виде

1 -и
— tt.ji) <-Аи ' ,и 0. (3.13)

Отсюда
1-я

■>
|(х />->/:,(-л (Д--О2, а) 1֊< Ла ՜ , ()^ л-< Հ '■ >R

ИЛИ

л

•> )(.< - (֊ >. (х ֊ օ». j.) dt

о

■АХ Г|/Д,Х)|Й 

б

։-> t-я
г՜ ֊ 

.-l.HJX =.'W.J.

0 < л /.

Так как 41. от лис зависит, то оценка (3.11) справедлива при л .՝• R и 
О л* /. Лемма 3.2 доказана.

При некоторых юполинтсльных предположениях уточним полу
ченные выше асимптотические формулы.

./[ е м м а 3.3. Пусть функции q. (х) i i 1.2,..., т) имеют почти 
всюду на J0, /| ограниченные первые, производные и
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К (х. 1\ = ^ճձ’ճ), О< 3<1, 5 
(X-/)’

(3.14)

причем

или
•» I

— /<։' х. 11 ՛ dx < Л( <Հ co, 0 < է <- I
дх 1

<»
(3.14’1

или С> /<։(х, 0 dt Л1< ֊-со, 0 х / 
dt

где М не зависит от х и է.

Тогда при X — оо {JniV'i. — 0) справедлив и уточненные асимп
тота ческие формулы

, sin]'/.x
у иг, л) = sin ® cos у к х — cos ղ-----------

» X

Sin_a 
2]/x

տ1ո1Դ(*-ձ, (*))<?,(/)<«  I of Л| * ) +
cos/X (x — ձք (0) ГД (/) di 4- o'. | X|

Z I X, X) Sin 3 COS]/՜X (/ x) — cos ? !՜ճՀ4 —I
ух

COS 3
2Х՜

Х| ) ,(3.15*1

и>(Х) = — j/Xsin asinbsin Г X/ 4-sin (а—2)cos| X/ —

osinJ^X/ . sin a sin 3
— cos a cos? —----- ------------------

1/ X 2
Vcosl (/)<// ;

sin (g ~ P) 
2 У X

sin J X (l — ճՀէ)} dt 4-
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cos a COS 3
2л

| v cos | Л 17— 1/(0) qt(t] dtA֊

оценка остаточных членов е, формулах i3.ll) 
равномерна при х |0, /}.

Доказательство. Из леммы 1.2 имеем при 
(Jm/Xx=0)

(sinl л (х t) q.(t) v(է 1. О) (if 
г. J

и

55

3.16)

и (3.11*)

sin։ cosI М/ 1.(0 1 1 О

о

cos a
sinJ Mr-1, (0) 4-0 di (3.17

(i = 1.2......... m).
Далее.

( sinl >■ (x — t qt (0 cosj k(i —l((7j di =

Կ

ЛI «vfSin| >(Л‘ A<'O)V/f0^4- -pn| >7(л-֊2/-А։7 ).Z.^ df =

= у sin J ЛА- i cos 11 л 1/(01 V/(Z | dt 

o’

x
-֊֊C05l slnll '՚ձ'(0Իձ^)^4-օ(ո  ̂ (3.18)

0
(/ = 1.2, ... m).

Аналогично

•V
1 Sinl 'X (A — Osin) Z(/ —1,(/))7.(/)ժ/ =

о



56 А. Б. Нерссскн

X

=-----yCOS] АЛ COS [| л ձ( (М] հէ(է j dt

(I

Հ
------Lsln) лл-j’sln ||/7ձԱ/)|?յՕ^ + Օկ ֊J (3.19)

Теперь покажем, что

V V 1
jtosl XTpInl л dt,rit = o(^\f.\ 2 j. (3.20)

Действительно.

V X
Isnil MX-/,)/<(7v/h//j= isinl л(А'-ft)

J J vi ~~ էI
r '1

Л- Կ
= A'l л,/)с6,^ Sin| л(А- —rs) ,T2 —0 1 dl2 = 

r I

— /<։ (X. / ) j Sin I Л (A' — t2) (t2 — t)-'dt2

I

Հ Ո
-f i’sinl MA--/..)(/a-/- ’մձ. — K՝tvt}(itv 13.2Ո 

J J ‘
t !

Имеем

.V
- i Sin — 

/

У = Я

t. /-^ + 3֊=)

= (x— ր,ւ՚՜4 Л ft (— л|л-— t}‘; .3— -). (3.22)

Так же и
J

j • G — f! ՜1 sin I л (a՛ — t.,} dt2 =
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n
= sln| Х(х—/։)^ (/„ — /)-cos | k{i1 — t2\dtz I- 

7

'։
cos I >■ x - /)~*sln I X(/j — t2)dt.2 =

t

= П I ֊sin |J/7.(x-/։)| (ղ֊ /)•֊’£, {->.(Z։ -0s; 2 Հ +

փ/’d-;)!'/ cos II /.(X-/,1)1/, n--”/:,i-A g-ք)ո-, 3 —sj.(3.23:

Из формул (3.21), (3.22) и (3.23) с учетом условия (3.14') и из лем
мы 3.1 следует утверждение (3.20).

Подставив формулу (116) в выражение (1.11). получим при

а * г -Հ5 (Jm 1 л = 0)

у (х, /.| = slnacosl ах cos а 
sin | ах

л
I sin II а(х-Г1)|Л'(/։./)г/г1 

г

sin з cos| а / —

Sin I f l . i sin а , cos a v . i cosa- ’----- ֊֊=--f • 0(1)\dt.
I >. \ J/ л a / I

(3.24;

Учитывая формулы 3.17), 13.18). 3.19). а также формулу 3.201 по
лучим утверждение (3.151 леммы.

Формула (3.15*)  доказывается аналогично. Для доказательства 
формулы (3.16 заметим, что из 1.11) следует при /■-> Jfn\ /—О:

Uy (х. /J 

dx
=^֊ — | л sin a sin | а х — cos а cos] А х -֊-

и
cos П А X- Հ(/).] Հքր)

/֊1

-г cos 11 а (х — /։)| 1\ (^, Л| ժ/յ . у (Л a) dt. (3.25)

Пользуясь асимптотической формулой (3.15), из (3.25; и (1.12) 
получим формулу (3.16) леммы.
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§ 4. Теорема о разложении

I'. этом параграфе ограничимся, 1ля определенности, случаем 
sinx = 0, sin^^O. Остальные случаи получаются аналогично.

Ր. Опираясь на результаты 2 § 3, получим некоторые формулы 
для собственных функции и собственных значений.

Л е м м а 4.1. Если функции К ՛ х, г I и <д > х (/=1,2, ..., т) удов

летвори ют условиям леммы 3.3, то все собственные значения и. 
собственные функции, наминая с некоторого номера, имеют вид

. , . ал (X) .
v(x. >.„։ = sin a cos — х 4-----------sin— х

/ п I

Հ (/)) <?<(/) <// ■՛ О

(0<x է, n : n^

(x, Ы 2 т.п . a'jx) , т.п 
— - ■■ ■ =-----------COS ------ X ' sin
«/(Vl /sin a / n I

14.2*)

где (0 x Հ I, n>-n0\.

Cn
sin (a 6) 1 v Г I v.n .

Y cos — Հ
^slnxsin?/ 2- ““J I /

1 ’Հ (0)

dt. 4.3.

ая (x) = —7■ V || q։ (/) dt — C„x sin a — cos a. (4.4) 

/-։ (Y

r IT. Հ
= <(/)rf/-C.(Z֊x)sln3-cosY (4.4* ’.

“ /-‘.V

причем порядок остаточных членов в формулах (4.2) и (4.2*)  рав
номерен при х |0, /].

Доказательство. Согласно лемме 1.3. имеем

где

(4.5)
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Из (3.16 имеем

i |sin(a-pj 
t;: I. Sin я sin 3

(4.6)
/-։ о

Или. согласно (4.5՝.

tg 1 ՚Կ f = — 
т.п

sin (а — 3)

sin a Sin 3

+ о («=֊■-՛■) =1 ■ 
т.п

sin (а — 8 ) 
—------- к” •Siri а sin р

от >
X | cos {у-ձյ(/) խւՀւմ/

'• 1 о

֊I О(/Г •). (4.7)

Из (4.5) и 1.71 непосредственно следует формула (4.1).
Формулы (4.2) и (4.2*)  получаются подстановкой оценки (4 1) 

соответственно я формулы (3.15), (3.15* ’; и (3.16). Лемма доказана.
Из леммы 4.1 и (3.15) получаем

ду (х, >.„) т.п ։ тп. . , . тп
—=------- sin a sin — л՜ т а« ՛,.v) cos — х +

дх I I I

m .։

о/ Ճ \cos!т1 х ձ/՝Z))! dt ° <"’՜լ: • (4.8)

не оценка остаточного члена равномерна при х [0,/|.
5 Пусть

п
п (X. է) Ջ У у*  (X) 2t. (f)

է-О
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1 2 Л T.k -k
-----------У COS — .V cos — է.
I I / /

(4.9)

Справедлива
Л е м м а 4.2. При sin а =£ 0. sin £ О

|ся(л, է) [ < /VI < | се, 

Д о к аззтельс т в о. Из

(0 <.х, է I, n^O, 1.2..........

формул (4.2) и (4.2*)  имеем

(4.10)

y{x, /.է)?(Հ Հ.) 
w'(Aft)

2 r.k
— ----COS-----Д' cos — է

I / /

cos —
Ik /

T.k 
cos --

~~2k

A’ 
/Asina

sin
~A rJt

- д' cos - t 4֊
/ /

a*  (.V; Sina rJz , "A .
—-------------cos — x sin ֊- t-

k i /

V/ Ul

(4.11)

где порядок остаточного члена равномерен при д', / [0, /'.
Но ввиду формулы

r.k rk 11 ~k ~k
sin — и cos — v = — sin — (« 4- v) sin — и — u)

и равномерной ограниченности на отрезке (0. ~| сумм вида

п , 
у sin А .г
—J
Л-1

(п= 1, 2........д' -10. “|! (4.12)

см., например. [3|. стр. 36), из формул (4.11). 4.3), (4.4.. (4.4*),  учи
тывая (3.3), получим лемму.

2. В этом пункте мы будем полагать, что функции Hix, /) и 
|Д') {I = 1,2...., wi удовлетворяют условиям леммы 3.3.

Докажем теорему о разложении по бйортогональнон системе 
(уА.(д'), z*(x)}  (А ֊ 0, 1.2,...), построенной в Г § 3.

Теорема 4.1. Для кажОой функции f(x , имеющей интегри
руемую вторую производную на. |0. /| и удовлетворяющей краевым 
условиям задачи (/1), справедливы разложения

m

m

/
Sin|'^(X— A; 7))р,ЮЛ +
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՛.
/(*)-  Vv,(x) \f (t) Zb (t) lit. (4.13)

Л -0 о

ОС -i
Л*)-  $>»(-*)  \f(t)yk(t)dt. (4.13*)

Л-0 у

причем ряды справа сходятся равномерна ни отрезке х |0. /|
■Доказательство. Пусть

Lf[x) = /i\x). (4.14)

Тогда, согласно теореме 2.1

t
V /(X) = \G(x.tHi(t}dl, (4.15)

О

где G(x, է — функция Грина задачи (.4);
* Ряд

ос Г
/*(х)  = 17(/)г4(/)Л. (4.16)

/.•֊о <’/

сходится равномерно при 0 -- х հ I, так как яз (3.3) и (4.7) имеем 

|УНА-)!<Л'1. (4.17)

(О^л-տՋ/, А*  = О, 1,2,...),

а из (3.3) и 14.15) следует, что при А — а 
/ t
Г/(Z) z,! М dt = -1— С/(«֊) г 11, ; dt - 
J ՝» ('*)  J
о о

I
֊! ֊ - [л(/)М0Л=бРЛ И.18) 

ллн> (A),-) J \А /
о

Известно, что ряд

V sln.**cosM,  0<л _ (4 20)
— А’
Л-1

равномерно сходится при 0<г f ■: z— е (՜օ<Հտ<՜֊Տ любое 

(см., например, [3], стр. 36 л |8|, § 1.23), а из (4.12) следует, что 
. его частные суммы разномерно ограничены при / 10, -j.

Про дифференцировав почленно ряд (4.16) и учитывая свойства 
ряда (4.20), из (4.8) и (3.3) получим, что ряд
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է

dt

о
У Ճ w 

л-о

равномерно сходится на каждом отрезке вида 0<Հտ х /ей его 
частные суммы равномерно ограничены при х |0, /|. Следовательно 
функция /' (х) имеет на (О, /] непрерывную ограниченную производ
ную.

Из теоремы 3.1 имеем

со Հ
Ր (А-) = 4֊ 2 5Ղ U) f/(0 (О dt. (4.21)

fc~o <Y

С другой стороны, из равномерной сходимости ряда (4.16) и биорто
гональности систем (y*(x),  zb (х)| {к -= О, I, 2,...) имеем

со I
Ր (•*)  = У Л (-<•) 7*  (О Zt (t) dt =

*-о Հ

=—՚ ճ у*  (*>  (7*  ** и։dt- с’-22)
*• о %

Обозначим
и (х) -/*(х)  — /(х). (4.23)

Тогда из (4.21) и (4.22) получим

ՁՕ
֊֊ = ֊ У>'»М 1‘«(/)г4(/)Л. (4.24)

Jt-0 .7

Так как функция п(х) имеет на |0, /| непрерывную ограничен
ную производную, ю ряд (4.24), согласно формуле (4.11). сходится 
равномерно на каждом отрезке вида 0<s<x ./—s.

В частном случае, когда Л (х, /) =0, q։ (х) — 0(/ = 1, 2.........т)

и sina— 1. sin3 ֊ 1. из теоремы 3.1 получим

yi =₽ ֊֊֊ и (t) dt -у-У cos-у х (t) cos՜^ tdt, (4.25) 

о *->

где ряд справа также сходится равномерно на каждом отрезке вида 
0< £ Հ. х -с / — £.

Из (4.24) и (4.25) имеем

// (х) = - J zt, (x, /) и (t) dt I- s„ (x), 

0
(0 Հ x < 1.2,...)

(4.26) .
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где-
s«(x) >0 при X [sf /— г] (г > 0—любое) 

л-»~
и

|ей(х) < А' при л- |0,/|, д=1,2, ...

Уравнение (4.26) есть интегральное уравнение Вольтерра второго ро

ла относительно «(х), следовательно

и (х) = J /ձ, (х, է) sn (t) dl + £я (х), (4.27 >

о
(О < х /, №=1.2....)

где R. (х, /) резольвента уравнения (4.26).
Iio нз леммы (4.2) следует (см., например. (5|), что 

IR,(x. t)\ Me™.

(0<х, / /, л-1.2,...)

медовательно при 0<Դ< и ()<г- х I -г

«(х)| = J R» (х, է1 гг։ (է) dt 

и

Ч-Ен(х) A'.W4 Ие»‘
»-։
f , (Г) I ill \

(4.28)

(4.29)

Устремив в формуле (4.29) /г — .... в учитывая произвольность s, по 
лучим, что

следовательно
и (х) 0, 0 Հ х /

/’(л-)֊/(х), О х Հ I.

Таким образом, формула (4.13) доказана. Формула (4.13') доказыва
ется совершенно аналогично. Теорема доказана.

3 . Теорема 4.1 легко уточняется с использованием леммы 4.2 
(см., например, |4|, гл. 1. § 4).

Т е о р е м а 4.2. Если sin а 0, sin =#= С, то для любой абсо
лютно интегрируемой на (0, /) по Лебегу функции f (х)

п 

lim
*-о

cos

а
t

-k I՛

(I

*-■1 у
равномерно во всем интервале (0, /).

Ո

/ —
0 (4.30)
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Такая же теорема справедлива и при разложении по системе 
,z. (л*),. (7-0. 1.2,...). В случае, когда slna = 0 или sin3 - 0, разло
жение по биортогональной системе сравнивается с разложение^ 
вряд Фурье по функциям sin fix (п 1,2,...) или по функциям

sin f/H------'
\ 2 >

|л (п = 0, 1,2,... ).

Из теоремы о равносходимости следуют следующие теоремы: 
Теорема 4.3. Если /(л) /... (0./), то

Hni j f(x) v yk (Д-) I у dt </д--0, (4.31)

u *-0  о

Ր I n pllm l /(Л-)- Vz»(i£) dx=0. .4.31*)
II - « ' ՜՜"

и *-0  0

Теорем а 4.4. Пусть f (л՜), g (л i /,.. (О, /). Тогда справедливо 
обобщенное равенство ПарсеваЛя

где

Հ °° 30
/' (Л-) g {x j dx= v ak /Հ. = V Д*  i)k t 4.32)

0 k~0

! 

0
/ 

0
(4.33) 

I
Պ= ^/(0>Դ(/)^. 

fl
l

tlk= I

■'S'
(A = 0. 1, 2,...).

Справедлива также
Т е о р е м а 4.5. Для каждой функции /(х)< А2(0, / справед- 

ливы, обобщенные неравенства Бесселя

ос I
£|«,..|։<Л7 (|/(x)|=dx, (4.34)

*-о է)
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со Հ
V |Հ|՜ < м i \J(x}]-dx,
*-о .у

(4.34*)

где

{ I
Mb a, = J/(/)z,(«)rfZ <Հ = (.1.35)

II (I

(Л = 0, 1.2....).

а постоянная de <: M < — v не зависит от f x) ( где dn =----- - — )•
\ /siira /

Доказательство. По теореме 4.3

)
/(Հ)= V ao,։ (X). (4.36)

A--II

Обозначим

f I/ (x) = V (x). (4.37)

Имеем

Л ո
if (Xj x_ I. i.Щ I d0 v ak y?lx) I У ak zk (x • - dn y*  ixj) [ —

* А-И A-.0 '

Հ_____" _____ _____
d0 fix] 4-1-i-m I /(/) У zb (/i {zt (xi ֊- (xj) dt. (4.38) 

՞՜’" J

Используя свойства ряда (4.20). из (3.3), (4.1) и (4.2) так же, 
как и при доказательстве леммы 4.1. получаем, что ряд

со
zk (О1^уГ(х) - Zk (х)} (4.39)

*-о 0 < х, է < I

равномерно сходится в каждом квадрате вида (0<Հտ</ Հ/ — տ, 
0^х</; и его частные суммы равномерно ограничены при 
О < х, է < Z.

Поэтому, обозначив

5 Изагпия АН, серия Фил.-мзт. наук. № б.
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оо _____
Q Л-, է) = у Zt(t) (х) - ժ0№ (x)) (4.40)

Л-й 
из (4.38) имеем 

г
Lf(x) dJTx) 4֊ [/(Ш 'МЛ (4.41)

о 
где

|Q(a-, /)|4 /<< -сс (О^л՛, /</).

Отсюда следует, что
Z/(X) ( Л2(0,/). (4.42)

С другой стороны, из (4.36), (4.37) и (4.41) имеем

ОО <
Ճ ^/(A-)Z/(x)ax =

*-о б

/ ։ I
= Հ jl/(x) 1= ‘lx - ( f(x) С TtTTQ (X, t) dt dx 

0 ՍԱ
г 

d„\ f(x)\-dx+К 

0

I

(4.43) 
(I

Обозначив (1Շ \ IK — M, получим формулу (4.34), Формула (4.34*)  
доказывается аналогично.

*vbrubuiiuG

ՈհՂԱՑՈՂ ԱՐԳՈ^ՄեՆՏՈՎ. IJb հՆՏեԳՐՈ-ԴՒՖեքԱՑՒԱԼ ZlhLllUUPm 
ՍեՓԱԿԱՆ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐՈՎ. ՀհՐԱԾՍԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ П «Ի П հ 1Г

ւ՚խսսւրկւյու ւ) կն հետևյալ երկէէէ- փո[иադարձ-հսււ/utլա.ծ ևւլլւալ[էն խնււքւր~-

В заключение заметим, что асе результаты пункта 3 § 4 легко 
можно перенести на случай, когда функции А*  (х, О и 7/(х) (/ -= 
— 1.2,..., т) и постоянные а и 3 комплекснозначны.

Институт математики и механики Поступила 12 VI 1959
АН Армянской ССР
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И)
-/+J 

о
М*))  = Ху

у (0) COS а у*  (0) sin а =0 
у (/) COS / 4՜ у' (/) sin р = О,

«քաձ7 Д( (х) > 0. ձ, (х) =С 0 < 1 և qt (д) = 0, երր х — Д/ (х) < О 

(/=1,2.

I
z" \-^<(f.x)z(t)dt I-

(.V)
Հ.7

•• V ։/;(х)2(д- 1 д;(х)) =х? 

i- 1

z(0)cosa z’(0)sina = 0

z(/)cos3 z'(/) sin ,3 ~ 0,

4րտեղ x Д,(д՛) -•= ,Հ,1 ՚ (.’-•) (?.(Д‘) = X Д, (х)) ( ! — 1,2, ... , /п}:

երոշւվո/.l) են (.4) հ /4*)  խնդիրների սեփական ֆունկցիաների Ш ււիմպ֊ 
պտասակս/ն հա/ոկութ րււննե րր և կա ո ո t ցւիւ ւմ I; ,Д) Ւ^՚՚Ա՚Ւ ^'րինի ֆ"մեկ~ 
ցիան, որի միջոցով | .4 ) ե (,4 ՚՜ | խ'1/цիքՈւհրր >ամասլաւ/ւill пխи/lm/րսւր 
ւք/սմ It'll հհսւևլալ երկու համասեռ ինահ/լրալ հա/(ա//ս/րո/.մհւերին՝

I

У (А')

V

G (X, /) у (Ո dt

/
(х) — X j Ci (t.jc)z(t) dt-. 

о

1/1) ե (.4 ՜ ) խրհէքիրներ[է i/եփտկան ֆէէւնկցխսների միշււ/յսվ կաոոt-ipjոt մ 

է !ул(Д՜). ՀՀ՛ (x) I (А —0, 1, 2, ... ) րխւրթոգոնալ սիաոեմ հ (] լ (х) ք1_ յт) 
և К (X, է) ֆունկւյխււներ{ւ վրա որոշ սա՝.մ ունափակո t մնե ր էլնե[ու լլ հետո utnuif]՝- 
վում կ /վերածում ր//ա արլ սիււսւեմխ

/•//րեն.ր թեորեմներից մեկր/
РЪпр1лГ. եթե ^(Х) С /-։ (0, /) (/ = I, 2.........../Л) ե

(X-/)’
որաեււ

0^3< 1
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//••«» ֊- Л'։(х, /) 7^(0, /) (f — const),
дх

կամ ~ Кх (х, է) ձյ (0, /) (л*  = const), 
dt

ւսպա ամեն մի / (x) Լ . (0, /) Համար

I • է • ու I
Ո •- V

/(.։) —У .Мл) [/('>*<  «)<" 

К-О (Г

dx^O.
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. Л. Абрамян, В. С. Тоноян

Кручение призматических стержней с поперечным 
сечением в виде кольцевого сектора с зубцами

Кручение стержня, поперечное сечение которого представляет 
Круговой сектор, рассмотрели Сен-Венан (Լ 2], Гринхилл (3|. А. Н. 
Линник |4|. А Ш. Лошкин '5|. В. Н. Лысков !б|, Стивенсон |7|, 
Н. X. Арутюнян |8, 9], Шен Бей-Линь 110, 11| и другие.

Некоторые из них рассмотрели также кручение стержня с попе
речным сечением в виде кольцевого сектора [1,2. о, 6|.

В настоящей работе рассматривается кручение стержней с попе
речными сечениями в виде кольцевых секторов с краевыми зубцами 
(фиг. Г| и с нейтрально расположенным зубом (фиг. 6).

Точное решение этой задачи получено методом приведении за
дачи к бесконечным системам линейных уравнений, изложенным в 
работах Н. X. Арутюняна [12] и др. 113, !4|.

Решение представлено в виде рядов. Определение постоянных инте
грирования сведено к решению бесконечных систем линейных урав
нений- Доказывается, что эти системы вполне регулярны. Вычислены 
жесткости для некоторых случаев и напряжения. Из общего решения, 
для кругового и кольцевого секторов получаются компактные форму
лы для определения жесткостей при кручении и касательных напря
жений.

Кручение призматического стержня с поперечным сечением 
в виде кольцевого сектора с краевыми зубцами

§ I. Постановка задачи

Решение задачи о кручении призматических стержней в полярных 
координатах сводится к определению функции напряжения U{r, Ժ). 
удовлетвори к» щей в области поперечного ещн ния стержня уравне
нию
I

(Jr- г dr г- ду 

и обращающейся в нуль на контуре этой облает.
При помощи функции Շ4ր, ©) касательные напряжения и 

определяются фор мулам и
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(1.2)

— О
or

Рассмотрим стержень с поперечным сечением в виде кольцевого 
сектора, имеющего на наружной криволинейной части выточку пли

Фиг. 1.

симметрично расположенные зубцы 
(фиг. 1).

В силу симметрии профиля, ю- 
статочно рассмотреть только половину 
области сечения. Определенное в этой 
части области решение распростра
нится на всю область сечения, если 
потребовать, чтобы нормальная про
изводная функции ТУ (г, ?) на оси 
симметрии (« = равнялась нулю

Переходя к переменной

f = In — , 
Г..

решение уравнения (1.1) ищем в форме

У|г(0, ?| = Փ(է,?)__1_, (1.5)

где Ф (/, ©)— гармоническая функция.
Разбиваем рассматриваемую половину области сечения на про

стейшие области 1, 11, и III и полагаем, что функция Ф(/. в этих об
ластях принимает, соответственно, значения Ф1։ Ф„ и Ф3.

Вспомогательные функции Ф/(С ?) (/— 1. 2, 3) должны удовле
творять следующим граничным условиям:

r{ г'> /дФ,\

շ շ \

г? Г7,ё11
փտ (֊ ն. ?) = ф2 (֊֊?3) ֊ ֊— = о, (1.6)

м в.

г* r^ci! Г‘ ёи
ф, (Л, ?)֊ -֊ = Фэ (Л - »։) —■— = Фз(ЛО) —֊— = ° 

•* ձ Հ

и условиям сопряжения

Ф։ (/, 0) = Ф2 (/, 0). Ф, (0, ?) = Ф3 (0. ?), (1.7)
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7, = In -•֊

где

§ 2. Определение постоянных интегрирования

Пользуясь выражениями (1.10)- (1.12) и удовлетворив

Sh

ՕՇ

+ У (СГ’sh + DV 'th 9) sin fe է.

4֊l

Փյ (7, Z,) = V (?1(է?տհ /Հ. է - B'?Ch Կ: 0 Sin '/» 4֊ 

*-l

со
4 V (Cl՜1 sh 3* ? D\՛՛ ch ?) sin p*t.

4 (C*; ’sh -lk գ - M ch u <?) sh» 7/Л

*-։

U\. (G?) \ (/Il 'sh ՝Лл / 4- B:: ch /.՛„• Ո sin <.՛ 9 ՜

Л-1

ф, (Հ ф) -= V (Д).“ sh a* է — В1:՛ 'ch Д/7) Shi хА. о -֊ 

ft-I

4!’ = ֊А_с1ЬаП։- 

Ч ?։

С1И=- Й2М,?ъ О'," = Di?.

(2k l)zГ/Հ. —------ ----------  , Л/.
2հ

При этом использованы соотношение (1.5) и условия для 
2 Ս (г. ©),

Функции Фц/, ») ищем в виде рядов

kr. с Лт
Т’ ։ч֊ = 7т՜.՝ ‘1

k~

Կ

0.8)

(1.9)

функции

(1.Ю)

(1.12)

(1-13)

условиям
(1.6) и (1.7), для постоянных интегрирования получим следующие вы
ражения

/П"= ֊^-
а*?։ (2.1)
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/1!? «= cth ).k հ -r H|i (-1Г:

?շ տհ կ< ձ

ci2) = ԱճԴւհ . , 1 )*•'x 1 <•*" 2ք 11

G(4| &■) Տ!։ и? րշ

(2.2)

'■?.• ofi տհ Afe /2

^ = 5^, cF= ր2?՚-,-. -11 (- \)k
Ъ (4 փ '.'*) 2

/Հ" = [1 փ(-1)* '^|.

(2.3)

Подставляя эти значения в (1.10)—(1.12) и удовлетворив услов, 
(1.8), для определения постоянных В\-՝ и 1)1։ получим следую! 
бесконечные системы линейных уравнений

z>p=----------------2--------------- у
G (th3* 7յ -н cth ?*<?շ) —И ' Հ-

։14ч i-H-ip^-^ | 

Mi (thcthI (4

4- ( -l)HI Վ th ?/,?!-}֊ th& ֊-) 4֊ Ղ’էհ rij • 

(k^ 1.2. ...)

(2.4)

•fs(cth/.*r։ էհ/Հ. Л)

J  Il ( - D&T1 ( ri rl
(cth/ Հ c:iiA^/„) 1 ՜>-է{ \տհՀ. f, sh> r..

НП-Н-П^Чл tu. z
--------------------— cth ХЛ4 —

/.; - 4 \
A .'•• C'*- 

sh X> /»

r;(֊l)fc-'

a<. — 4
'■Я c __ 0
sh Afc G

(Л= 1.2. ...)

(2.5)

Произведя замену неизвестных

-1- (֊ IP” ]Հ

₽*4D?=A\- r|-(-l)^i ր՚Լ
(2.6.
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где т ~ постоянное число, подлежащее определению в дальнейшем, 
эту совокупность приведем к виду

■зс

A'ft = V <lkp У г А;.

' р-1

го
)/.• = V р А'р Q.t,

р-1

где введены обозначения

(А’=1.2....) (2.7)

______________2м-_____________ ։ ]
?։ cihS*?..) (X; •- ք*)

________________2X*_______________

mtյ (cth X* հ -4՜ cth Л»)( ՜ '

-.֊■ II 4- (_ |)A-t e-^.

4
ch ri 

chfM?i ?շ)

__________ 1_________  |4(— i)*^
w(clh • clh/.x/.,)l Հ-4

-------- rl_) ֊ H1+ H >ՃԼI / 4cthЛ._
sliA^/j ) /ft—4 \ ' sh/./. Г» I

(2.Ю)

§ 3 Исследование бесконечной системы (2.7)

Введя новые обозначения

I
A’’ *■ = 7-.zk—1. / \ = А' л- - ։, I

n = ZJx.. Q, = . (3.1)

■42fr-i. .'p = Ллр, -A’ft..՛;. -| — bkpt .4..ft ւ. ^_| «= '\:k,’p = 0. I

ювокупность систем (2.7) можем записать в виде одной системы

»»

7t= У Д։Л/Ц-А/. (/=Լ2,..Լ (3.2)
п J

Покажем, что система (3.2) (или системы (2.7)) вполне регуляр
на |15|.

Рассмотрим отдельно два случая
a) i = '2k — 1, тогда
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ОО

I 1.Л
//-I

V|„,„| =-------- --------------

_______ րո_______

էհ^օլ bcthfte®*
cth 3,. օ2 (1 _սճ֊ՀԿր։ tn, (3.3)1 \  т

М*/ 2

в) / = 2/е, тогда

СО 00 ОО

У|.Ь,Я|-У &Ар| =--------------------------------- V
3 Г. ՛ clh>*/։ 1 ։:!հԴ/ Ci й г Հ

1 / „ • , 1 \ 1
=---------------------------------- ( cth л* /։------------- ) <-------

т (cth/.* Г, — cth t,A Г2) \ ' է/յ / '2т

При этом использованы соотношения (2.8), значение ряда

(3.4)

9?

У —֊—7 = — I С th аг.-----— ) (3.5)
пй-х а- '2а Լ а- /

р-1

и неравенства 

cthл - — < I,
х

—------- !—— <1-0 «՜'ք"” )<1- (3.6)

է пр* ?i Н՜ 2

Число т выбираем из равенства

— =яг, /;z.= L=- (3.7)
2т 2

Пз (3.3), (3.4) и (3.7) следует, что
00
Е1Л>’1<>2 (‘ = 1.2.я 

л«1

то-есть система (3.2) вполне регулярна.
Легко видеть из (2.9) и (2.10), что свободные члены системы 

(3.2) ограничены сверху и при /-> ՛ стремятся к нулю.

§ 4. Определение функции напряжения

Подставляя значения (2.1)—(2.3) в (1.10)—(1.12), для функций 
(7. ») (i — 1.2.3) получим выражения

֊•> 00

փ,(t. ?) -֊֊ 1V sh^(<4-Ji).sln2к_
?J 7* «л Sha* tx

., ОО ОО
\՜» Sh a* է уч ..(2) ch \‘k (?t   т) է О i fix--------2֊ sin a* <5 4- у/л —-- stndfc/. 4.1) 

a*shaUi ch3*?։

(0 - tx < / < 0)
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Фв(/, с =21v А!*Л|| _ (_ I »-։ ^3Z| ե!!!մ**_Լ 4.
ձ-տհ^?/ 4 4-?*

2rf sh >.*t . .
sin /•> * 4-

>-k sh /•» tx's

V ^Ճ1հ----- 4 sln ,.t (4.3)

“ sh4f։

հ о. 0<if< t։\

Заменяя в этих выражениях коэффициенты /Հ и /Հ՛' через Л* и КА. 
при помощи (2.6) и произведя некоторое преобразование, выражения 
(4.11 — (4.3) приведем к виду

Ф։(Л ?)
շ ‘ 2t

I v -X^ch չ ձհ

Ն ch 3» ?։
— sin ?* է. (4.4)

Ф3(Л г)
— н
2G

Г

(0 :? ?i.

+ ”y ր*տհ>է6ճԼՃ)-Տ)Ո4? 
^shkU»

— Հ. Հ? -^0. — Հէ^/^0)

(4.5)



76 Б. Л Абрамян. В С Токоян

>■: ր; __ JՓ1(/,?)=ձ1.|.ձ\ J
M ’ 2 2/2

щ V У;; ՏՈ X* (է. է
— N —֊---------- Sin t.k о —

'4-տհ/.* է..

С11 Tfc
4r^v լ-Լ (- IV ’ժ՜-: 

^2 7"l + I Չ'> 
ch> -

л*

SUI 7л I (4.6)

(- ?3 Հ ? < о. о < ք < Л).

§ 5. Определение жесткости при кручении

Жесткость при кручении сплошного призматического стержня 
определяется формулой

С = 26՝ I ԼհՐ2 = 46' Сшй.

где 2— область сечения стержня, Զ* ֊• половина области сечения.
Подставляя, согласно (1.5), выражения (4.4) (4.6) в (5.1) и про֊ 

наведя интегрирование, для определения жесткости при кручении по
лучим следующую формулу

С = 2G (gj_ г;, (г< ֊ (г: ф._

ъ. (г,^_ 2* У A-Jl-r-l -1Г!^"'| 

'՛ н- I)
(u.Vn + th^j-

о W
У ------— (cth 6-6 ф cth

sh

-п-м-гл" lh 
տհև/տ7 2»ՀՀ4-4)= 2

16,1у ii-h-i)*1՛1 г-р thrt?gi 
А ք, 7Лт; + ֊1)։ 2 I

Решая бесконечные системы 2.7). мы получим значения неиз
вестных Хк и Y;. с избытком и с недостатком. Пользуясь этими зна
чениями неизвестных, можно получить по формуле (5.2) значения 
жесткостей с избытком и недостатком.

Из (5.2), переходя к пределу при /х -ос (րձ==ՕԼ получим фор
мулу для жесткости крепового сектора с зубцами
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4/пг2. / eiri \------ - У ------- --------- ( 1 -г cth ).* ------------------ | —
?շ . >-*(Հ֊4) \ " տհ/.*Լ /

Ш П-Н-1Г '
հ Г1, 2 յ

(5.3)

Здесь неизвестные коэффициенты А’(г) и должны быть опре
делены из систем, получаемых из (2.7) при /։ - о соответствующим 
предельным переходом.

§ 6. Жесткости кругового и кольцевого секторов

Из (5.3), снова переходя к пределу при է., -»О (г3 = г2), полу
чим формулу для жесткости кругового сектора с центральным углом 
а « 2 (<?х 4- ?2).

С =2074

th - dz
2 __

4)'

(6.1)

При этом использованы значения интеграла

н неизвестных
X (г) -- -----------4^ch-Z?1--------- ; Г» - 0. (6.3)

(г24-4)chz(?։ 4-<?2)

которые получаются из систем (2.7) соответствующим предельным 
переходом при г3 = л, и —

Формула (6.1) совпадает с формулами Стивенсона А. С. [7] и 
Арутюняна Н. X. [8,9], выведенными ими для жесткости кругового 
сектора другими способами.
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Формулу (6.1) можно записать также и в виде

(6.4)

где использовано значение ряда

Здесь 0 (г) и — соответственно первая и вторая производны։ 
гамма-функции, а Со— постоянная Эйлера |16].

Из (5.2), при t.z — 0, получаем также формулу для жест коси
стержня с сечением в виде кольцевого 
« = 2(?ւԴ <?■>)

сектора с центральным углом

С = Gr\K('^ Х = Դ >

где
Ղ (Լ
- J (1-м)-'֊
4 4/,

16 V ւյյ- (-1)**» Г ih J*o_ 
МЙ + 4)* 2

(6.7)

При этом использованы следующие значения неизвестных

Хк ------- ; Г։ = 0, 
chMri I ?i)

(6.8)

получаемые из систем ՚2.7) соответствующим предельным переходом
при г3 = г2.

§ 7. Численные примеры

В качестве численных примеров рассмотрены стержни с сечени
ями в виде кольцевого сектора с краевыми зубцами ц без зубцов.

В таблицах ’ и 2 для жесткости знакольцевого сектора даются
чения коэффициента К X, а), вычисленные по формуле (6.7 . В этих 
же таблицах, для сравнения, приведены также значения этого же ко
эффициента. вычисленные в работе Лыскова [6] и по Сен-Венану (2)
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Таблица I

W-L
Г.-

0,0 11.1 0.2 О.З 0.4 0,5 0.6 0,7 0,8 0.9 1.0

Հ1Է 2֊
По Лыскову 0.878 0.725 0.570 0.394 0,291 0.183 0.101 0.045 0.014 0,0019 0
К./.: 2?Т1 По 
формуле (6.7 । 0,878 0.726 0,570 0.421 0.293 0.184 0.102 0.045 0.015 0.0021 0

Таблица 2

В таблице 3 приводятся вычисленные по фоумуле (5 2! жестко
сти стержней с сечениями в виде полукольца с зубцами (фиг. 2| и хо
мута (фиг. 3 с размерами

= 0,7; ^«1.3; «0.3 = 17 11'19" (7.1)

для двух случаев г ?։ гч = и Ь ~ I՛

В этой же таблице, для сравнения, приводятся также жесткости 

стержней с сечениями в виде полуколец = 0,7 и ~ — — =

7 \
=■ } и колец с трещинами таких же размеров (фиг. 4 и 5).

13/
Таблица 3

■ »
U-

Кольцевой 
сектор 

_ձ_ = 2ճ-0.7 
1> г..

Кольцевой сектор с краевыми 
зубцами

Кольцевой 
сектор 

в г,— =■ —Լ» = ---
ь Г, 13с нелост. С избыт к. среднее

Жесткости

С 
бг4 •

К

я

0,033

0.045

0.103

0.127

0.105

0,131

0.104

0.129

0.257

0.513
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§ 8. Определение напряжений

Пользуясь соотношениями (1.2), (1.5) н (4.4)—(4.6), для опреде
ления касательных напряжений ~г.- и в сечении стержня, получим 
следующие формулы

հ Դ ch & ?ւ

(ՕՀ?CO)

I 4£XtClt^֊?lCOsM • (8.2i
chM։

(0<« C<h. G < *<0)

՜ր: it, ?) =
_ G'e ' M-У sln t

fi G ~ + 4) sh ?2

*հքև?շ

>Դտհ/* -I-1) 
տհձՀ./։

cos X* ? , (8.3)

I ?2 Հ ? < 0, — և < t < 0)

- v-| 2Հ
r?:^z

б Известия АН. серий физ.-мат. наук. ,Ч- 6.
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!1у [1

և 7й, (₽i + 4)sh₽ft?2
л՝? •

, J_y M»fe+21cosM ... ”У >ճ£հձմճ±11 slnXt e
*i£։ shMo ®5^։ տհ\*ձ

(-92<7<0, — < է <0i

(8.4)

<?l =
Gte~‘ m v Yk sh л* (t„ — /) ------- -----------X —֊ r֊ 7---------  cos л* <j> -{- 

r., c2 — sh ).k էս

4Հ ~ f1 ՜Ւ(՜ ^*+1 e2fl ' տհ^(՜7’ + <?)
+ — X------------------------------------- -- --- ----------- sin Հէ / •

**-* (7J + 4) Ch Тл b.

(— <? < 0, 0 -C t -< tj

(8.5h

' ■ r2 | 2/2

4r;% l1+(-|)‘T1<"։leh7»(y !՜ ?)

------ 2-£---------------------------------------- —---------- cos 7* t —
2*> (Tj + 4)ch^^

/я у KfeChAU/o — t] 
shXfct,

sin i֊k c

(— ©2 < ? < 0, 0 < t < z2).

(8.6?

В качестве примера по этим формулам вычислены напряжения 
для стержней с сечениями в виде полукольца с зубцами (фиг. 2) 

и хомута (фиг. 3), приведенных в параграфе 6.
На фигурах 2 и 3 приводятся эпюры распределения этих напря

жений и рассматриваемых сечениях.
В частном случае, когда мы имеем стержень с сечением в виде 

кругового сектора (г։=0, г3 г2, 2(?։-г »2) = а), для определения 
максимальных касательных напряжений на криволинейной части 
контура сечения получаем формулу

Некоторые значения этих напряжений, вычисленные по формуле (8.7), 
приводятся в таблице 4. В этой же таблице, для сравнения, приво
дятся значения тех же напряжений, вычисленные Сен-Венаном [2].
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Таблица 4

по Сек-Венацу 
по точной фор 

му.«е (8.7)

0.152 0,622 0,719
• I i

0.4322:0.6324 0.7268 0,8488

Кручение призматического стержня с поперечным сечением 
в виде кольцевого сектора с центральным зубцом

Рассмотрим кручение стержня с поперечным сечением в виде 
кольцевого сектора, имеющего на наруж։ m криволинейной части цен
трально расположенный зубец (фиг. 6).

Фиг. б

§ 9. Постановка и решение задачи

В силу симметрии профиля функцию Ф(/, ®) ищем только в по
ловине области сечения (фиг. 6). Разбиваем тгу область на простейшие 
области I. II и III и полагаем, что Ф(/. ®) в этих областях принимает 
значения Ф։, Фг и Фя, которые для нашего профиля должны удовле
творять следующим граничным условиям и условиям сопряжения

г‘ Г~ Г' С’!
фл-л. •?) ֊ ф>(о. ?)--^ = փ,ս. =о.

* * — Հք

Ф։(-/„ 9) ճ = /^\ =о,

9 о . о/ _
ф։(4, ?)-у=Ф։(Л0)-'"Հ ֊ =<).

Ф։ (Л 0) = Фг (Л 0), Ф8 (0, ?) -= Ф3 (0. а 
/ժփ, \ ,
\ Ժ® /?-0 \ «5? .Է-o’ ՝ dt Л о ՝ ձէ If о

(9.1)

(9.2)
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где

f1 = ln-A, /л = 1п
г, * г.

(9.3)

Решая уравнение задачи при условиях (9.1) и (9.2), для функ
ций Ф;(/, о) получим следующие выражения

Ф։(Л?) _-d.p
*' Y/ 2 2է. t +

Xk տհ (?,֊?) 
հ տհ ₽Л<р։

sin3A. t -f

_ 4r?V
Л Г1. ?*(P'i֊P4)sh.3fe?։

sin fat. (9.4)

(0 C ? ?», Ճ c t C 0)

Փ, (I. 9) = ֊ + 14-1V sin M +
- -G fi k J ?/t Ch3*Va

'« Y ^shkH^-l-Z) ....._ — Э----------- ------------- է>1Ո Ap Э,
?2 '* Sh Ал- r։

(9.5)

(֊ ?շ ® - (Հ ֊ (։ < f 0)

Հ r* ~ r՜- t -Հ- ,n y ^x-sh Afc(^.>— 0 
2 ' 2^2 ?2^։ k*shx*/8

sink* 'f —

[j 4-(-l)t4' ev‘I chft (Уз-Ւ »)
(i 7й, 7* (li + 4)ch7fc ?s

(֊?2 <? ■ 0, 0 < / <r2)

(9.6)

где
g kr. (2A—1)« k- I 2 -
?է = 77' '՝*= շ7՜ ’ т‘=7?’ շ (97)

Постоянные коэффициенты, входящие в выражения (9.4) (9.6), 
определяются из вполне регулярных бесконечных систем линейных 
уравнений

со

А !; — լ (l/tp Y}) -|- 
p-J

ОО

f: — Ар ֊P Q.., 

p-J

где наедены обозначения

(Й = (9.8)
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ствами

* Ьр — ------------- о >
Ф? (th ^л?г 4 Cth ('4 - на)

. 2XA
Կօ — ------------------------------Հ----~— •

ffit1 (cth a*/* 4՜ cth ад/2) 4-

/V 4-(-1)^Դ՜2հ| ch^., 

(3jt 4՜ 4) ch ?>k (?i 4- ??)

Ն _________ I_____ |Ж
ու. (cth Хд/, 4- cth Կէէ./) I 4 — 4

r-i — rj լ
X* էՂ — 4

ricthx4/..—֊ ր'
տհ л* /2 /)

(9.9)

(9.10)

(9.11)

Сумма модулей коэффициентов систем (9.8) Оценивается неравен

co

Si«*pi= 2'«
со

?շ (th 3А»л 4՜ cth 3*<?։) a/
J_
1՜ %

гп

th ₽а ?շ 4֊ cth 'հ հ
(cth ft I 2 

l/l =S - 
0

co

Ճւ^1
2aa.

co
(9 12)

mtx (cth I cth
1

1

m cth a*/, + cth/.VZ..
_L = к
2m 2'•к 1 I

а свободные члены этих систем ограничены сверху и при k -> .х> стре
мятся к нулю.

§ 10. Определение жесткости при кручении

Пользуясь формулой 1.5.1) и выражениями 1.5), 9.4)—{9.6), для 
жесткости при кручении рассматриваемого профиля получим следую
щую формулу

c=4G [■£ (Հ֊Հ) ^(Հ- Н) - ’-'-4֊’ ('■յ-ՀՀ 
I О О о։.

8Լ
(Հ֊ր^֊ ձ V *41 LI ձՇՃՍ

Л/, ?ч(Й4֊1)
th St֊?., փ th

'«fj у ճ-___
^?*(>-a-֊4)

( cth a*/j 4- cth ХдЛ, -
$հ/*Հ
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e't։ \ 4rjy p th _
shk*G/ Հ- Мй+4)* 1 2

f g М
В качестве численного примера по формуле (10.1) вычислены 

жесткости стержней с сечениями в виде полукольца с центральным 
зубцом (фиг. 7) и кольца с трещиной н центральным зубцом (фиг. 8) 
для случая, когда

Фнг. 7. Фиг. 8.

Cl -0.7; — »1,3; = 0,3 « 17°l 1719". (10.2)
Դ րձ

Значения жесткости с избытком и с недостатком для этих двух слу

чаев т ?2= “ и 4- ?շ = " J приведены в таблице 5.

Таблица 5

Кольцевой сектор с центральным 
зубцом

с недостатк.| с избытком 1 среднее

Жесткости ’*=тг 0.078 0,080 0.079

?» 4- 7а 0.089 0,091 0.090

Сравнивая 
приведенными в

эти значения жесткостями профилей (фиг. 2 и 3),
таблице 3. мы видим, что жесткость кольцевого сек-

тора с краевыми зубцами больше жесткости такого же кольцевого 
сектора, имеющего центральный зубец соответствующего размера

На фигурах 7 и 8 приводятся также и эпюры напряжений.
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР Поступнла 25 VI 1959

с
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А. lk|* puihiuiTiiiiG. Վ. Ս. Ջոհււյւսհ

ԱՏԱՄՆԵՐՈՎ. ՕՂՆԼԿԱՅՒՆ ՍԵԿՏՈՐՒ ՏԵՍՔՒ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ. 
ՊՐԽՋՄԱՏԽԿ ՋՈՂ-եՐՒ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

ու d դ իտաբկվամ Հ ատամներով օղակս։՝լին օեկաորի ւոհււըի /"'յ՜ 
նակտն կտրվածքով պրխլմաւոիկ ձողերի ոլորման խնդիրը, երբ ատամները 
դսաավսրված են ոիւքեւորիկ ձևով կոդմնալին ( դծ • ՜է) և երբ ատա-
մրն ունի կենտ բոն ակ։ս ն էՒըք (4ծ- в)г

Ար։ խնդրի էւշդրիտ լա ծումն ստա ցված Հ od անդտկ ֆունկցիաների ներ- 
մ ու 4 ման եղ ան ա կո վ է

Խնդրի լուծումը նե րկո։ բս ցվ ած / շարքերով։ Ւնտեդրման '<ա։։աաւո։։։.ն֊ 
ների որոշումը րերված է անվերջ դծալին հավասարումների սիոաեւՈյերի 
լուծման: Ց/ււ լց Հ տրված, որ ալդ սիստեմները լիովին ոեդուլլար են: Մի 

լսոնի դեպքերի համար հաշվված են ոլորման կսշտավմ լո։ննե րը ե քարում՛- 
նե րը,
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К. С. Чобанян, И. О. Галфаян

Кручение полого прямоугольного стержня с 
тонким усиливающим покрытием

В статье рассматривается задача о кручении призматического 
стержня прямоугольного поперечного сечения с прямоугольным сим
метричным вырезом. Боковая и внутренняя поверхности стержня пред
полагаются покрытыми усиливающим слоем постоянной толщины.

На основании малости толщины покрытия по сравнению с по
перечными размерами стержня, в постановке рассматриваемой задачи 
влияние усиливающего покрытия с определенным приближением вы
ражено контурным условием задачи определения функции напряже
ний при кручении |1|. Для определения функции напряжений ис
пользована ортонормированная система функций, исследованная в 
работе |2|.

Рассматриваемая задача сведена к решению совокупности двух 
вполне регулярных бесконечных систем линейных уравнений. При 
двух отношениях размеров квадратного сечения с оценкой погреш
ности приближения решена совокупность бесконечных систем. Опре
делены напряжения в характерных точках сечения и жесткость на 
кручение стержня.

1. Координатная система и размеры поперечного сечения скру
чиваемого стержня показаны на фиг. I. Области соответствующие 
усиливающему покрытию, заштрихованы

Функция напряжений при кручении Ւ \ х, у. в области попереч
ного сечения, соответствующей основному материалу стержня, удов
летворяет уравнению Пуассона

ձ/-=
(ՐՒ 

дх2

ՕԴ'
-20 (1.1)

и приближенному |2| контурному условию

I- ֊է֊ I*  — = (1.2)

Здесь р. ձ֊։ .
G

где о —толщина покрытия, (J и (!г — модули сдвига

основного материала и .материала покрытия стержня, п — направле
ние внешней нормали к контуру L, ( —постоянная величина, значе
ние которой на внешнем контуре можно приравнять нулю [2|

Жесткость стержня на кручение определяется формулой
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Ւ (х, у) dxdy -f- 2с020, (1-3J

где с0 — значение с на внутреннем контуре, а площадь, ограни
ченная контуром с(1.

Касательные напряжения в области /Э։> определяются обычными 
формулами

В области /Հ, соответствующей покрытию, касательное напряжение 
направлено но касательно։"։ А, и определяется формулой

-„ = »ևճւճ.. (1.5)
5

где 3 -степень кручения, а /^ — значение функции /՛' на
По соображениям симметрии достаточно определить 

1 (х, у) только в областях 1, II и 111.
Функцию F будем искать в виде:

функцию

Л(*.  V) + 5lx) в области 1,

/•'(А-. У) = Л(х, у) н области 11. 1.1.6)

Fj .х, у) -|-S у) в области 111.

где

S(x) = — 
2н + я

-(>f + p), S(y) = ’>՛+11’-
2|х 4- а

(1.7)

На основании (1.1), (1.2) и (1.6) хля определения Ւ 
получаем следующие условия:

к 7'2 и /“Л

АЛ = —2G, (/=1 2. 3) 1.8)

Л 1'0. у)—р— 
дх

= 0. у) + н~
х-0 вх

=-о.
V—.»

(1.9)

Հ։(°. У) — Н . ■ 
дх

ah'
0. F2(x, 0) 

х-0 <v
- о.

У-0
(1.10;

ГД*.  0)- Ж

<>У

0. F,(x,<f) + 1֊^։ 

у 0
= 0. 

y-rf
(1.11)

F..(x. d)^F\(x. d} + S(x), 
ժ\- >-</ ду

•
у-.-/

(1.12)

ՒՀ а, у) == /•; [а. у) S(y). Ջ 
dx

= дЬ 
х-п дх

•
1д--«

(1-13)
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/?(л', d) — [՝\ X.d с) - S'X),

Л(<7, у) - Л3 а 4- Ь, у) փ 5(у). • (1.15)
Л—04-ծ

of.
ժ\’ у - d dy

f)x dx

’ (1.14)

Условия 1.14) и (1.15) выражают симметричность функции
F{x, у) относительно осей симметрии области прямоугольного 
пия стержня.

Функции F։. Л, и /-д представим в виде рядов:
со

sln «{..у 4- pa*  cos о*х

А.--П

где
a-

сече-

11.16)

ЭС
7շ= У<Му) 

k-0

У ՛!»*  lx)
Л-0

Л*«р+у11-| РЧ) ,

и 
нений

sin Ofc.V 4- ааЛ. cos fyX
(1.17)

Sinfcy H^COSfcy

.v* (1.18)

(1.19)

(k = 0, 1. 2, ..) являются корнями трансцендентных у pan

I v-՜հ 4- 2uafectg««x. == 0.

1 — 4- 2j*3 fc cig d'ik 0.

Последовательности |a*.|  и |3tj. при А’ стремящемся к

el.20)

бесконеч

ности. стремятся к последовательностям
a

и
հ֊

d
Системы функций

sin g-i-x ■ ua^cosg-.x и sin %у փ ս-խ. cos

м .V*
(1.21

в интервалах 0 х<« и 0<y<rf являются ортонормированиыми
Разложим функции 5(х) я S(y) в ряды по функциям 11.21) в 

интервалах 0<х<а и ()<Հ>’<մ:

.S-vv.^r-.
sin zkx 4- рз-. cos a*x

Mi

с,-.. - V (“И*  sinM bHi%cos^y
Л (У. - Գ “ г?----------------

л о **

1.22)
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2. Внося (1.16)—(1.18) в (1.8) я используя условия 11.10 . (1.14), 
(1.15), находим

(VI ֊ Ек sha* (у ֊մ) ֊---------- — chary d)
I рд*  th a*a

26 1-1—1)* 11_ Ch g*  (y — d.

Հ M*  Ch a?// J arshrW

. cc tsin 0 a* T Р-a*  COS a j. л. у 1

“ ?/- *4P=0

26 • ( 1 Հ(26 - Shi ?>У Դ 1Հ'/> cos 3f.y 

A'/>
(2.3)

Здесь Bk, 1Ն- и — постоянные интегрирования, которые должны 
быть определены из условий 1.12; и (1.13 л Условия (1.9) и 1.11 
удовлетворяются при помощи уравнений 1.20).

На основании (1.17) и 2.3) получаем

со

^2>л*.  У) = sh аг (у — d)
,tha„tZ հթ» . . ...
------ -------- cha„ »v d)
1 - p.a., th

2(7 l-M-D*
A.f

Ch i y — d} 
c • y-pd pa„ sh ap(/

I sinaz,x u-O;,cosa.;.v

ՅՀ

sh ^A- a3pch ^A- x
(1 ■ |x23;’)shrt3p.2^cha₽p
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к, sin Spy Ji^cos ?„у 
Л>

Здесь использована сумма ряда [7|
со
у (sin а*  а 4- ya*  cos a*  а I (s[na*  յլ uaA. cosa*.  x)

I 4 (- D* 
ch aA-6f - ааЛ sh akd

['■Կ; t

sh f!p A- |1ch 2p A- 
։ Q ՜ ՜

(I |Г$;) sh ?/,a J- 2p3P ch % a

Справедливость ,2.5) проверяется разложением правой части в 
ряд по функциям (1.21).

Используя условия (1.12) и 2.13) и принимая во внимание (2.1). 
|2.3) и (2 I). получаем совокупность двух бесконечных систем ли
нейных уравнений:

«•

где

|t н th

а*. Yk - У bkP Xp
Д-0

,2.6)

Cl hp — ----

p24)th H d 2a H j

1 է!ա*ժ  th сн - px*(th.a*rf  thV՜)
(2.7)

v -<՝

о

(1 — ’* ?*  1 h --k- Ա 1 n23;) th arik 2u p*.

-•  ------------------- — — ------------------------------- -----------,s—(2.8)
h 1 tiwzMh^ u^(th«3fc thv) ՝<p^Mp

ak =
I ( I—чаЛ. j I |л-’ал, th H d 2 uafr 

1 էհ^.մէհ^- • uaj tha^/֊ th‘՜^

I-1JP 2G ■ (֊ 1)P(2G ; c^)

1'14- ! th н d ■ 2j*a*  | • th
4- Հ---------------------------------------------------՝֊ -

а՞ 1 tha^rfth1^- |iaA.pha*rf
<vh24x

(2-9)
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2С (1 ֊ 11Ш fl» -+ 2р&1

bk — ---------- ■----------------------—------------------------------- -------
I thaft. էհ ֊*  I֊ jift (thaft th -֊)

ՁՕ 
xv 1 . ■ 1 '•________

— t a՜ (a; Ն ftl.VI; | ch a,,մ

՛ ( 1-^էհՋւխ + |&էհ<»?*)

— yr---------------------- - ——-------------------------- -— <'o
?i 1 ■ llid.3ttli^։ մփհճՅյ էհ-^-)Լ

ՀՀ._ Lj.HJT
/*•  cha ft j*ft  տհ a ft

(2-Ю)

~ 1 \֊ ' jz
/VI i- / , , bak \ ba/

( —l)*a A 1 ֊I (iaAthaav
-------------------------—77՜------------------A II ■

Mk (1 «’«ftHhaa*  2<n.!;
Коэффициент через и I)!; определяется соотношением

' l;;vn '-РД

ЛО (—_£ой
2.12)

Для определения ւ\, пользуемся теоремой о циркуляции каса
тельного напряжения при кручении [6]

(ք:— ժտ-֊շք/՚Հ. 2.13>

/, dn
где /.0— внутренний контур сечения, а 20 площадь, ограничен
ная этим контуром.

Подставив в (2.13) значение

^-'?քէճ5- (9.14)
дп by da дх ds

и произведя некоторые преобразования, соотношение 2.13) приведем 
к виду
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Используя условия (1.6), (1.7). (1.16), (1.18). (2.1), (2.2) и (2.15)

(2.15

получим выражение, определяющее значение <0 через искомые ко
эффициенты:

Со-— зУ(—1)4
* е |

Докажем, что совокупность бесконечных систем (2.6: вполне ре
гулярна. Действительно, используя сумму

(2.16)

<Z1

и

?р _ J Ui Ч d -I- |1ДХ. 
(*р4~а*)Лр  Н (14 that*  d 4֊ 2|исЛ

получаемую нз 2.5). находим

сс

Р-0

I 1 - (thifa*  : ря4)

'՜7'Հ' 1 4֊ th d Яд. th - |xaA. j tluZa*.  th

th C^
<--------- 2— = 1-0,

1 4- th
2

Здесь использованы неравенства

6=------- --------->0.
14 lh^ 

2

1֊ p^th Հ ՜շ

1 4֊ на*  th <■/**<•«*  th d т.к.

12.17)

(2.18՛

(2.19)

Неравенство (2.19) доказывается при помощи неравенства pa.. >1. 
н Դ

которое следует из уравнений (1.20) при условии հ > —- •
В случае, когда

ի-^էհՋձ J<i
имеем

Ь^К———v 

р-0 |ia*(  14-th—)
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1 . C&kцаА. I-th — ֊ — 1

ая*  1 -4֊ էհ )
(2.20)

Согласно 12.8) точно такие же оценки получим для суммы абсолют
ных значений коэффициентов второй системы (2.6). Таким образом, 
на основании (2.17) и 2.20). совокупность бесконечных систем (2:6) 
вполне регулярна |5]. Ограниченность свободных членов • 2.91 и (2.10) 
вместе с вполне регулярностью бесконечных систем (2.6) позволяют 
определять искомые коэффициенты с любой степенью точности и дать 
оценку погрешности приближенного решения.

3. Рассмотрим случай квадратного сечения d а, с — Ь. Коэф
фициенты и свободные члены совокупности систем уравнений (2.6) на 
основании (2.7) (2.10) будут

Лкр— btl!, - շ- — ——-
(7-/> ал) jll/» 

„ ~ (_1к 2G -(- 1)P(2G ■ ԳՀ)
ր*2յ J , 2 ,—2-----------------,7՜Мл

th ,г. ______2_______ | 2G 1-!(-!)*  1

' а* . .. 1 ° Ճ chflet*  aa*shoa fc I
1 — аак th —

9
сю 

ь„ 26r։.y;
p-0

1 • (-1)"
Հ («I - Հ) Mp cha'j-;, aapsh (n[t

(3.1)

13.2)

Гк 1 - aa»tha*fe
аь (1 4՜ ճ ՚ :г}. -՛■ 2;гя.Л.

'2G____ 1 -(֊ 1)"____ I
aj ch ^«*տհ  '

13.3)

где

J ) 1(1 thaa*  4֊ 2a**|

4 1 4- thaa*-th  ֊ 4- thaaft 4֊ th^՜)
(3.4)

Из симметричности задачи относительно диагонали квадратного 
сечения следует, чго

(3.5)

Для толщины усиливающего покрытия и механических характе
ристик материалов примем

о - 0,1 - а: а - 8՛ 104 кг/см-; Gt = Я -10*  кг<см֊.

Тогда р = а.
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Решая трансцендентное уравнение (1.20) методом касательных, 
для его корней с точностью до 10 будем иметь:

а\у =» 1,312; аа, = 3.670; «а2 — 6,579; ахя = 9,627:

ла4= 12,72; ач = /г֊: I Аг = 5, 6, 7,...).

Обозначим значения неизвестных .¥А и }Ղ с избытком через Л՛/՛ .

Y* , а с недостатком через Л'А , }\. . Пользуясь теорией вполне ре
гулярных систем |5|, для Л'- и получим следующие оценки:

7 Iboccnis ЛН, серим ф»м.-мдь мнух, Л> б

при — = 2 
а

~=0,6047 С“
Ga*  Ga-

+ 0,3056 —°՜ -Հ 0.6055 — փ O..3O43 = — •
Ga' Ga՛2 Ga'

!Ж=0,1076֊^

Ga*  ’ Ga"
-0,09231 < -*  0,1110 --- 0,09773= Л’,.

Ga' Ga- Ga'՝

— = 0,03838 —
Ga*  Ga-

- 11,05021 —3 0,04469 - Կ. 0.06082 ■= —- •
Ga' Ga- Ga'

= 0,01826 —
Ga*  Ga-

0.02930 <2-0.02704 — — 0.04 150 = —.
Ga' Ga- Ga'

0 0°48-’ Օ('1110.Ղ-=- } °- ।» Օ-’՜.SO 111 ՌՈ1.4Օ9-
Ga' ՛ Ga- ՜՜ ՀԽ< ’ " ‘ Ga- ’ ~ Ga*

- = 0,03429
Ga? Ga-

֊ 0,09198 1 ՛- ■. 0,03770 — — 0,09741 = --
Ga' Ga- Ga'

— «= 0 01579 — — 0,05017 ' A 0.02209 ՛ ՛՝ 0,06078 = ֊— ■
Ga' Ga- Ga'Ga*  Ga2

— = 0.008011 — 0.02927*1  ’3 >0,01682--0.0+448= •
Ga*  Ga- Ga1 Ga9 Ga*

при — = 4

= 0.6281 + 0,2944cs; <: 0,6286 — 4- 0,2936 = — •
Ga- Ga2 Ga- Ga*

A =-0,1060 ——6,09166 < A| <0,1096 f0 - 0,09709 = <
Ga' Ga- Ga' Ga- Ga'

= 0,03753 Д - 0,04978 < ֊ * 0,04367 — - 0,06033 .
Ga*  Ga- Ga' Ga- Ga*  7
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ձձ =0.01776 --
Ga1 Ga"

- 0.02905 . A‘. 0,02631 T'i 0,04 414 
6’a4 Ga3

II 
i

•»

Ga1
= 0,04719 -^- 

Ga֊
0.02318 2Ճ0,04770 f0 0,02393 

Ga'1 Ga-
= 2± 

Ga* '

21 _
GM

0,03264 — - 
Gtr

0,09131 < } 1 0,03624 — 0,09673
Ga*  Ga2

У, 
Ga* '

Ճճ- 
GM ՜= 0,01488 — 

Ga~

- 0,04975 :-}i ^0,02103 — - 0,06029 

GM Ga-

У:
Ga*'

)T_
0,007499 —

Ga-

Y M0 00Q04 < 7 J ОО1ЙО4. . •• 0 01419
Ga4 Ga*  Gd Ga*

• or; 1 + I՜՛ 0* singly ач cos ч у 
4 ՜ Mi ՜

где t'o значение с0 с избытком, а с<7 — значение с недостатком.
4. Для квадратного сечения согласно (1.6), (1.7Հ (1.18). (2.2), 

|2;4) и i2.ll) функция напряжений имеет вид:

ГX, У) = X ( ֊ О*»*  У*

*֊о*

2G + (- 1) *( 2О-г с.41 I
3 I

я* J
х

_____ sh аЛх ач ch а*  х __ sin ч у փ ач cos д^у 
11 — а-Հ) sh ач + 2ла*сЪ  ач____________Mi

- У [(֊ I " «„Л, | 2օ1 Ц-’ % (1 -------- !--------
4> x chaa,, -֊ aapshrtaw.

_ sh чу 4- g->.n ch чу__ sin v-px 4 "«pcos ч»л
(I 4- d‘-/.p) sh uaA-{- 2rta,, ch aip Mj,

2(.-V V 1 ՜1 (՜ O'" 1 ՜1 ' sin a&y - cos ?fcy x
Ч Ч -J ■ Հ. M;,

X
Sina,, A' aaz, cos 7.;, д

b ■
«>

3« k 1)

4
1)лк

ch —
2

ch «л л*

1 — ач
th^
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Используя найденные значения функции напряшенвй Р{.\, у в 
формулах (1.3) —(1.5). найдем напряжения в двух характерных точ
ках и жесткость при кручении

С •= 2be0 (2а ft) 16 V ' К njt •+!$*  + 
а*М* I «5

J 1 j

2 chaxfr aa^sh ay.t./

՛ v( Հ-Г— Տհ ֊֊--------- &— t
3rt [ch^

2 2

(4.41

2»» th —

---------------LT՜՜
1 -<za4th —

1 паА. էհ «չ.հ. — sch oaA.

{1 4- ll-у.: III

(4.3)
8р/ 
Հ \

CO COy_i_H-i.E_ =2 v . 1
(aA"r aJ) *'W/,  *7*2.  ։ 7/1 I 7/1

a Հ.- обозначает напряжение в усиливающем покрытии. iw для 
ратного сечения принимает следующий вид;

th^

с„ = 1,5 Gab 2,966 Ga? ֊ |֊ -- V Ջւ,----------- '* 2 .. ր։,.
ь Mk , ..by-kк и 1—a7jfeth—Ճ

2

квад-

(4.8)
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W — ֊* — -- ' * ■ ■ ~ - -W1 М - - - ■ - ■ ■ -х—       Ml 5^ ֊=“

Подставляя в (4.8) значения У*  с избытком [и с недостатком и
разрешая это уравнение относительно cfl, получим

1.
Ճ՜ = 4.747 Ga2 < <?0 < 4.774 Ga2 = с„ при — -2. 

а

с,Г — 7,918 Ga- <՛> сп ճՏ 7.936 Gd: = <՚օ при — — 4. 
а

Подставляя найденные значения коэффициентов Хк, У*  . Го и

Хк, У/Г, t’o в (4.3), получим верхнюю и нижнюю границы жесткости.
Таблица I

հ

а
2 4

4 106.303 431.273

Գ՜ 106.005 430.540
Л 0.0028 0.0017

В таблице I приведены по формуле (4.3) значения величин 

Си - C*IGa*.  Со՜ - С'/Со4 

и максимальной относительной погрешности
Л = ■ С՜*  - С~)/С

в процентах для двух отношений Ь/а.
Сопоставляя полученные результаты с известными J3J. замечаем, 

что благодаря усиливающему покрытию жесткость квадратного стерж
ня увеличивается более, чем в три раза.

Используя в (4.4), (4.5) значения коэффициентов У^иаГ.

У,С. определяем с избытком и недостатком значения напряже
ния -,г.- в двух характерных точках при двух отношениях размеров 
поперечного сечения, которые приведены в таблице 2 с указанием 
относи тельной погре шиости.

Таблица 2

2.294 3.511
2.277 3.503

0.8929 1.780
0.8924 1.776

Согласно 4.7). напряжения в усиливающем покрытии будут в 
10 раз больше, чем напряжения в соответствующих точках контак
та основного материала.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 14 V 1959.



Кручение полого прямоугольного стержня Ю1

Կ. Ս*  SupiuGiutli. Պ. Լ. ԴաիֆսւյսւՕ

ՈՒԺե1ԱՑՆՈ1 ԲԱՐԱԿ ԾԱԾԿՈհՅԹՈՎ. ՍՆԱԱեՋ 
ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՋՈՂՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ՒՆԴՒՐԸ

Ա 1Г Փ П Փ 0 Ի Մ

‘•աղվածում դիտարկվում /, ոիմհ արիկ ուղդանկլուն անցքով ուղղան֊ 
կր>ւ.ն /‘Ո լնակս/ն հատված ք ունեցող պրիդմա րոձե ձողքէ ոլո րման իէէնղիրր : 
'մոդիէ արտա լ՛ին ե ներքին մ՛ակնրև ո։ ;իմն!,րր ծածկված են nt մ հղացնող բա
րակ շերտով՛

քննելով ձողի հատվածքի։ չափոււքների նկա unf ամր nt մ հղացնող շերտի 
հաոսւո։ իք րոն էիոքրո ւ իմրւ ւ նից . դի։ւոարկվո դ իոնդ րտ մ ծ ած կա յիմ ի աո կա լո է իմ ր։ ւն ր 
որոշակի մոտավորո։ իմ րոմ ր ա րտո՚հա քովում Լ լարումների։ էիունկց իա լի (1.2) 
եդրա ]ին պա լմ տնով՛

Լարումների ՛ի ունկցիան ներկայացված Լ |2| աշիս։ս։ոո։ իքլան մեջ ու- 
։։։։։ մն՚ասիրված օրքմոէքոնալ ՛ի ունկ՚յիոոներ ի։ ոի՚ոոեմ ով: քօնդրի։ չո ։ ծո։ մր րեր֊ 
վ։ւ։։1 է դծալքէն հավա ո ա ր ու <1եե ր ի ևրկա անվերշ ո իոոէ ե՚մե ե ր ի։ / ք՛ի՛վ ոևղոԼլրոր 
հ ա մա ի и tfր ի լուծ մա նր :

Զոդի՛ ոլորման քլոշաո՛ իմլա՚հ ե /արոt Աեևրիւ վերջնական հաշվումր կա
տարված է քա՚ւակուսի կարվածրի՛ համար!
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ГИДРОМЕХАНИКА

Э. М, Нерсесян

Определение закона движения конуса в 
неоднородной жидкости*

• Задача поставлена А. Г. Багдоевым.

Пусть узкий конус вертикально падает на свободную поверхность 
сжимаемой неоднородной жидкости, занимающей нижнее полупро- 
старнство. Точку касания носика конуса со свободной поверхностью 
обозначим через О. Выберем ось Or по свободной поверхности, ось 
Oz направим вертикально вниз. Если предположить движение жид
кости малым и изменение начальной плотности жидкости с глубиной 
экспоненциальным, т. с. р (г) = <,„екг. то для давления возмущенного 
движения получим уравнение (|1| и |3|)

kdJL ֊= Ճ&Լ , 1)
Or- ' dzz ' r dr dz л2 Օէ֊ ՚

где а начальная скорость звука, 
г время с начала проникания.
Обозначим через /</) глубину проникания конуса в момент вре

мени /. Тогда граничное условие на боковой поверхности конуса за
пишется с учетом уравнения движения:

= <2>Or at 
где 23— угол раствора конуса.

Па свободной поверхности жидкости давление равно атмосфер
ному.

Решение уравнения (I) при заданных граничных условиях для 
более общего случая тела вращения получено А. Г. Багдоевым |3|.

В случае проникания конуса в неоднородную несжимаемую 
жидкость (а — >.) решение проводится метолом источников и распре
деление давления по образующей конуса получается и виде

е -Р(г,
>1
ЛО֊֊ % р«т* г of /—+ Рюи. о»

Հ ’ ՜է՜2о
Здесь Рол,, есть распределение давления для однородной жидкости |2|.
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Разлагая в первом из интегралов подинтегральную функцию в 
ряд по степеням (С zi и вычисляя квадратуры, имеем:

Р(г’г,() -|(/'= + /71 - /7т,I ■՛ V *?<(- ’'" ' _ I
Ь-Я п'п
2 *

-?՛№*'''  + (</՛1) + +/7)1п-А- +
I. Հ 1 - ч

4֊ 1/2 + /7‘>1-т,)|1п-^1. (4)

где обозначено
Հ=£Հ Л = у- I

Сила, действующая со стороны жидкост։։ на конус, найдется ин
тегрированием (4) по поверхности конуса:

/-* = 2-32/-' |p(r.z, /) (1 ֊ т.)df{. (5)
о

Подставляя (1 в (о , разлагая экспоненциальные функции в ряд 
по степеням А, и пользуясь формулой

ւ,Հ։ ч՛ 1 у'» ։ ՝ ։,иг»,.уДи--- 1)— = րՋ_խ(ո+1) -ww.
n!w ռ\Я-I Л-1

после интегрирования в формуле (5) получаем представление силы 
Р в виде ряда по степеням հՂ:

ЯО
/>=^Ряу tf|A,(«)/= + 42(«'/7l7x/7'2 + VT. (6)

Л- 1

где В\т, п) бегта-функция.
•?(/) = 4zini՝(0. 

dl
Г {/) — гамма-функция,

а = “3‘ (In 3 + In 2) p«,

'•=-(4 |ո2?+4)|>»- \ о У /
Л։(Л| = 2 С, \п) -г- С2(4),

Л2(я) = 2С1(л) + ^(л)Ч-С4(Л),
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С։(л) = В(2,л + 1) 
л!

4-3) — £(2)|- 2/г 4֊ 3_____
л4-2)’(/г+1) л 4-2)’

с’(я) = ТгЬг|1п4+1*<»  + 1)֊я։)|]. V*  • I у >
2(4 1

2л 4-3
(я+ 3)1*

Уравнение движения конуса получим из закона Ньютона:

Р.

где nt— масса конуса
Подставляя (6) в (7) и введя подстановку

dj ’ '

получим уравнение первого порядка для функции и ՛ /

:н)

где

Գ п

Г* = “(/)•

— = и.И /•, df J

■»
շ I ’/=4-Г“?%

3f (Հ) =__ ______________ 2֊J_______ —co
֊ m --ք^Հ?քՀ.Ն[ո}

Интегрируя уравнение (8) при начальном условии 
получим

Հ 
ьмс/w 

II « л» 1 vtz= С , Г = —U — .И /I.zti 2 df J

Если ограничиться величинами порядка O(34lnj0. 
(9) перепишется:

выражение

CV
Vtf/M») (Ю)

Из выражений (9) и (10) для ускорения проникания конуса сле
дует, что увеличивающаяся с глубиной неоднородность жидкости 
увеличивает ускорение и соответственно уменьшает скорость двн- 
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жения конуса. Если ограничиться величинами порядка О(£81п8), из 
i’9l получим

где обозначено

-?ՆՀյ1ո±- 7)

18m2

По формуле (11) сделаны расчеты, учитывающие в первом при
ближении влияние неоднородности на ускорение конуса для значений 
параметрон:

, кг! сек- ։Л_ кг; сек- _ 1 . .т=1—------ . = 100—------ > 3 = —> Лг = 1.
.</ .и4 8

Результаты расчетов приведены в следующей таблице

/=0.2 /=6,4 /=0,6 /=0,8 /֊1

Г
с’о 

одн. -0.42626-10 ֊ 0,16971-10-' -0,37416-КГ1 -0,65440-10-’ —0,98244-10 ՜1

Ճ
неодн. -0,42874-10՜՜ —0,17163-10 1 -0.38105 10-’ -0,67240-10 ՜՜1 -0,101969

Вычисления для произвольного А՛ получаются из данной таблицы 
с помощью элементарных пересчетов. Полученные результаты пока
зывают, чго первое приближение является достаточно точным для 
/е< 1.

1 [риближенная формула (10) также дает хорошие результаты.
Последующие члены разложения (9) и (10) можно вычислить 

столь же просто.
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Для конуса конечного раствора, проникающего в несжимаемую 
жидкость. решение уравнения (1 может быть найдено с помощью 
потенциалов простого слоя, как и в случае однородной жидкости (21.

Институт математики к михлникя 
.ЛИ Армянской ССР Поступила 16 VI 1959

1յ. U*.  *Նէւ*սիււյահ

ШЛЖ ՄՒՋԱՎ-ԱՅՐՈհՄ ԿՈՆՒ աժ֊Ս՜ԱՆ ՕՐեՆՔՒ ՈՐՈ^ՈՏՄԸ

Ա մ փ ո փ II Ի Մ

Աշխատ։։։ [Jքան z//zo դիտարկվում I; կոնի թո։փանցումր ներքին կիոա֊ 
տ արած ութ /ուն ր դրավող անհամ ա ոհ ո հեցուկի մեջ։

Աստ խո րո։ թ քան իսոութ քան Լ րադոն են ր իս։լ ։իր։ ։իո խո։ թ քան դե։դքո։ մ | 3 j 
աշխաաո։ թքան արդյունքի հիման վ րա որոշվում է ճնշման րաշխամր կոնի 
ծնիշով ե Հեղուկի դիմադրոլթքան ումր։

հոնի շարժման սրենքի համար ոաացվո։ մ Է սովորական դիֆերենցիալ 
Հավասարում, որի լո ։ ծ ո։ մր արտահայտվում Է րոտ ։! իջավա ւրի անհամ ա ։։ե- 
ոո։թքս։ն րուէյշի ա։։ աիէՀանների շարքի ւոեււքովէ

ՍՀոա/յված են որորդ մ ոտավոր րանաձև h ր, րոտ որոնց արված են հաշ֊ 
վո։ ււյէեր։

,П И I E P А ГУРА

I. Ландау Л. Д- ч Лифшиц E. А. Механика сплошных сред. Гостехкздат, 1953.
2. Евг<>м)н.чн /1. X, Еагдоев Я. Проникание конуса յւ жидкость со свободном 
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и слоистую жидкость. Вестник МГУ. № 1. 1957.
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ФИЗИКА

Ф. Р. Арутюнян

Учет геометрии прибора при исследовании рассеяния

В работах |1,2| нами приведены результаты исследования рассея
ния протонов, р- и мезонов. Эти исследования производились на вы
сотной станции по изучению космических лучей на г. Арагац (3200 л 
над уровнем моря՛ при помощи магнитного масс-спектрометра в 
сочетании с многопластииныМн камерами Вильсона. Целью настоящей 
работы является учет геометрии прибора при исследовании рассеяния 
разработка метода аналитического расчета поправочных функции к 
кривым многократного кулоновского рассеяния, возникающих при 
этом учете.

Экспериментальные установки, которые используются для иссле
дования рассеяния, ограничивают споен геометрией некоторую область 
пространства, внутри которой исследуется рассеяние. При изучении 
рассеяния частиц в большинстве экспериментах исследуются проек
ции углов рассеяния.

Проекцию полного угла рассеяния 0, на плоскость в которой 
исследуется рассеяние, обозначим через 0., а на плоскость и?рпен- 
дикулярную к плоскости исследования — через 0.

Ограничение геометрией в плоскости исследования рассеяния при
водит к тому, что вероятность регистрации различных углов рассея
ния оказывается различной. На это обстоятельство впервые обратил 
внимание Мак-Дормнд |3 и затем Коузинс и др. [4]. К гону Же при
водит и ограничение геометрией в плоскости перпендикулярной к 
плоское га исследования рассеяния, но в этом случае влияние геометрии 
зависит также от распределения углов рассеяния. В самом деле, ре
гистрация частиц рассеянных на проекцию угла будет зависеть от 
соответствующего угла նձ и, отсюда, наблюдаемое распределение уг
лов 0, будет зависеть от дозволенного распределения углов 0>.

Таким образом, влияние геометрии прибора приводит к некото
рой поправочной функции C:bj. которая состоит из двух частей: С, 
и С । Կ,. .

СЦ9-.1 есть поправочная функция, вызванная геометрией прибора 
в 1ло.':<ости исследования рассеяния и дает вероятность того, что 
угол р щееяпня О будет наблюдаться, при условии отсутствия ограни
чения геометрией в перпендикулярной плоскости.

C.1OJ есть поправочная функция при ограничении геометрией 
а плоскости перпендикулярной к плоскости исследования рассеяния,
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при условии, что нет ограничения геометрией в плоскости исследова 
пня рассеяния.

Полная поправочная функция С (Կ.՛: = С, ГО..) ■ ՚ fi .

§ 1. Поправочная функция Сх(5֊).

На фиг. I приведена схема прибора, которую .можно считать эк
вивалентной схемой замещения большинства экспериментальных; ус
тановок. используемых для исследования рассеяния в двух проекциях: 
а—в плоскости исследования рассеяния, b в плоскости перпендику
лярной к плоскости исследования рассеяния.

Если на рассеивающую пластину падает частица под углом ; с 
нормалью к ней и рассеивается в плоскости исследования рассеяния 
{фиг. I) на угол 0.., то в верхнем ряду счетчиков (1) полной длины 
/, можно найти такую длину при которой, если частица падает 
на эту длину, она обязательно регистрируется нижним рядом счетчи
ков (II . В самом деле, из фиг. I видно, что если частица падает па 
ряд счетчиков 1 левее отрезка (под тем же углом հ к рассеиваю
щей пластине), то при рассеянии влево на тот же угол քՀ-յ она не бу
дет регистрироваться нижним рядом счетчиков (II .

Если частица падает на рассеивающую пластину вертикально 
17 == Oi, то относительная вероятность того, что угол О.:1 будет наблю
даться. равна отношению b7։. В действительности над рассеивающей 
пластиной имеется некоторое угловое распределение падающих ча
стиц и относительная вероятность наблюдения угла 0у-։ будет
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л(։».)=-֊:ЦМт- (1)

Знак угла у будем, считать положительным по часовой стрелке от вер
тикали (7 = 0) до 7 - 90 и рассчитаем полную относительную веро
ятность регистрации угла 0?,

/Jf0„)=jp(0vl). (2)

т
Если обозначим (х/а2 /..,2ճ2֊ 7J2a2) = т„ то из фиг. 1 имеем:

tg(O?։HY) = Պ и 7=arctgij—

tgT=T^fe’

b = Հ-^д-— A֊2 Z1. j —gjg? 

и
b /, /, a2 a,,— = — -----— - Tj - ‘tgy.
4 2/i /, /з ՜

Если введем обозначения:

Л յ = Ki — ау‘\

и будем писать вместо %, просто 6?, то полная вероятность реги
страции угла 0? будет

Р(М = (Ն. ֊’(a7,V7M d՝- (3’JI H’MI С1 + т)
где

% - •»] (х = 0) = ֊*;֊- и т„ = г։! д- = /.,) = ֊•-֊—-
'2as 2а2

Поправочная функция будет

C։(M = /-»(Of)/P(0). (-V

1. Частный случай, когда частицы падают вертикально (7 = 0).

P(O;) = A-,֊A'.tgO։ и C,(U = 1 -=tgOf. (5)
*1

При /, = կ - !Л = /, л.։ = at = а, 11а = п

Գ(«¥) = ւ tg»,, , (6)

случай, полученный Мак-Дормидом |3|).
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2. Частный случай, когда угловое распределение падающих ча
стиц изотропное, то-есть Լ 7) = 1.

Решение интеграла

(7)

Tj» 
приводит к формуле

(М = /Հ (arc tg т,։ - arc tg v 4

Л-1П ' Ч
1 1 •

(8)

При /։ = /.. = !3 = I, Д_. = <Zj - (I, /la ֊ ո.

Р(0f) = arc IUn — In 1 "lg6c- ■ (9)
n 1 nJ

При Л=/3 = /л — /. a, v <za, Ца^—Пп, l՝.ax = nv

P (0 J = arc tg //,. — — lull n!>) — ln(l 4֊«..tgfij. (10)
z/2 n3

3. Частный случай, когда угловое распределение падающих ча
стиц имеет вид cos2?. При этом

. n . cos 0-4- r(sln 0,cos 7 = COS (яге tg л — 0?) = —------է—■֊
(ւ ՜ք V՜1 ’

1!
.. cos2 4-71 sin 2&v TfSin'-O COS'7 -- ------- f------- , , .---- ---------

Решение интеграла 

X

/<։ — ZCfj — /<յ
I 7jtgO?

ՀօՀ- б, -т- Tt sin 2ir 4- r sin26
մր( (И)

приводит к (формуле

P(°?) = 7<j72 (A?/, ֊I֊ K.yh 1 AV/3) cos 20? 4

-I 7<a?i 7Գ/1 — А 17л - А*з7‘.‘) sin 20? 4-

+vin4~T*-sin^’ <ւշ>
Ճ * 1 Ц 

где 
th =----- *----------------r*------

2(1 4-^) 2(l-H£)
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</•-֊ =-՛ у (arctgijj arctg^;.

1 1
Чз 2(1 4 Հ) 2d -Հք

ПРН Հ — 4 - Հ ՜ Հ «։ = а« = и, /'а =

= ֊֊ jarctg// 2 4- Ո՜
I I ո-

arc tg it 
ո

si л 20 ;

՜՜՚ւԽ С°$А- у Ind /2'-*)sin=0; I. ИЗ)

ПРИ l\ ՜- Կ = Հ = Л Պ =£ л», La.. = ri.., l/tti = nlf 

n((. , 1 ( Պ 4- f!2 4 Ող/հ/-CM = у I arc .g ,,g-r Д1(1 + ^--

1 * 
------arctg/ւ. sin 20. - Հ .. cos 20;

fi.. nt 14л?)

—— In (1 + <) sin2 6f (14)/Л-.
На фиг. ձ приведены кривые С\ (0և.) для всех грех случаев: 

1 — ք = Օ; 2 .(у) = 1 и 3—С(7) = cos-7, для различных значений // 
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(кривые все вычислены для частного случая /։ -= /.. — /., = /, «։ — а., 
էխ — п Из этих кривых хорошо видно, что функция С, (0s) резко 
зависит от вила углового распределения падающих частиц и гео
метрических параметров прибора.

В случае, если рассеяние исследуется с помощью камеры Виль
сона. поправочную функцию С\ (0-j можно вычислить по тем же фор
мулам. На фиг. 3 приведена камера Вильсона в плоскости исследова
ния рассеяния, т. е. в плоскости фотографирования. Длина / обуслов
лена неосвещенной областью камеры и если частица понадает г не
освещенную область, го она не исследуется.

։1*нг. 3.

В общем случае длина I обусловливается просто размерами ка
меры.

Задачу можно сформулировать гочйо так же. как она была сфор
мулирована выше для общего случая.

Если на рассеивающую пластину номер / падает частица под уг
лом у с нормалью к пей и затем рассеивается на угол Ф. го на пла
стине г ■ 1՜ 1. полной длины I, всегда можно найти такую длину „ծ* при 
которой, если частица падает на эту длину, то она обязательно ос
тается в пределах освещенной области камеры на пластине i — 1. И 
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фиг. 3 видно, что если частица падает на пластину i 1 1 левее отрез
ка Հ подтем же углом 7 к пластине /). го при рассеянии влево на 
тот же угол 0?1 она уйдет в зону неосвещенной области и, таким об
разом. не будет фиксирована.

Вероятность наблюдения угла 0. из общей формулы ,3) пр 
Հ = 4 4 = ձ «։ = «з = а, 1ч = п будет (Л'3 =1. К.. -= \>/ւ. /Հ - 1/,)

(' 11__լ. т___ Լ յլրւճճ-1 с <arc tg Հ — М
.! I п ‘ fl 1 -I It tgO. I 11 ■«֊ Հ-') (15)

Аналогичным путем можно получись выражение для Р 0. при 
правом ограничении, которое отличается от формулы (15) только тем. 
что в ней вместо Cfarctgvj- Հ) будет (0. — arc tg т։).

Точное угловое распределение падающих частиц при гой схем, 
прибора, которая используется нами для исследования рассеяния, по
лучить очень трудно. В самом деле, на данной высоте 3200 .н над 
уровнем моря) существует некоторое угловое распределение падаю
щих частиц в виде (71/Z7 = cos" 7Ժ7. Это распределение изменяется 
посте рассеяния частиц в пластинах верхней камеры и затем частицы 
попадают в магнитное поле, где они отклоняются и угловое распреде
ление изменяется вторично. Но это еще не все, так как частицы, что
бы достигнуть пластины в которой исследуется рассеяние, рассеива
ются в вышележащих над ней пластинах и вследствие этого угловое 
распределение падающих частиц изменяется в третий раз.

Ясно, что угловое распределение над рассеивающей пластиной 
сильно отличается от первоначального вида cos"7. Поэтому, для вы
числения С։ (Gr) были использованы экспериментально наблюдаемые 
угловые распределения падающих частиц, которые для протонов.

и --мезонов, рассеявшихся в свинцовых пластинах толщиной 7 .ил/, 
приведены соответственно на фиг. 3 и 4.

Угловые распределения падающих частиц для р- и «-мезонов 
отличаются ipyr от друга, кроме того для одних и тех же частиц 
они различны для пластин различного номера Z. то-есть для различ
ных импульсов в точке рассеяния.

Но для импульсов 1,0-: 1,2) - 10s и (1,2-s- 1,4)-10* эв/с, для p-ме
зонов эти распределения отличаются друг от друга незначительно, 
также как и для импульсов (1,4 : 1,6)-10" эв/с и (1,6 1,8)- 10s эв/с и по
этому на фиг. 4 приводятся угловые распределения отдельно для им
пульсов (Լ0 -1,4)- IC'ae/c и l,4< l,8i- 10ъМч\ На той же фигуре приве
дено подобное разделение по импульсам для --мезонов.

Функция Շ’ւ(0г) вычислялась численным интегрированием выра
жения 15), используя имеющиеся угловые распределения падающих 
частиц.

Аналогичным образом были подсчитаны значения для у
и -• мезонов, рассеявшихся в медных пластинах толщиной 5 и 2 .«.и. 
Все эти кривые поправочной функции C։(0.J приведены на фиг. 5.
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Фиг. 4 Угловые распределении падающих мезопоп ия свинцовых плас
тин толщиной 7 им: {л <—ц-мезоны (р = 1.0 1.4։ Հ10* м/с), (б)— ц- мс* 
.юны (р - 11.4 1.81X10* зб’С՛. в I—г.-мсзоны \р -- | 1,2: 1.6՛ ХЮ’ эв/с], 

IП-г-мезоны р X» 1.6 : 2.01X10’ Ч'Н-

§ 2 Поправочная функция С. 0.

Пусть Ф 0)е/0 есть вероятность того, что частица рассеивается 
на пространственный угол между 0 и О dh. то-есть Փ(6)Ժ6 есть 
функция распределения углов многократного кулоновского рассеяния. 
Как и в самой теории многократного кулоновского рассеяния заря
женных частиц, предполагается, что углы рассеяния малы и sin 0^-0. 

2r. sin() dh « 2«М) =dh. մ0Ձ; 6» = քՀ и < V > = 2<0‘> = 2 <0j>.

Если в плоскости, перпендикулярной к плоскости исследования 
рассеяния, нет никакого ограничения геометрией прибора, то функция 
распределения углов многократного кулоновского рассеяния и пло
скости исследования рассеяния определяется интегралом

/Ю. 1ԺՀ 4 .՝ -l> dfia (Jf>|
J 2=;րՀ4-քՀՐ 

•ւ.=»Ո

Iмножитель 4 появляется из-за рассмотрения всех четырех квадран
тов).

При ограничении геометрией я плоскости перпендикулярной к 
плоскости исследования, то-есть когда углы большие, чем Օձ, и О.։
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Фиг. 5. Поправочная функция С։ (0? )
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

10. 
И.

թ-мезоны 
а-мезоны 
г.-мезоны 
х-мезоны 
ц-мезоны 
{л-мезоны 
--мезоны 
п-мезоны 
и-мезоны

(р=1.0 1.4 ХЮ" Mjc-l 
р— 1.4-:-1.8 ХЮ‘ .М/с-7 
Л =1.2 1.6 ХЮ* зл/с-7 
р— 1.6֊:-2.0,. X10’ эи/с-7 
/>=0.8 1.41ХЮ' м/с- 5

.U.K 
мм

мм 
мм 
мм 
мм 
мм

РЬ. 
РЬ. 
РЬ. 
РЬ. 
Си. 
Си. 
Си. 
Си. 
Си.

(р=0,7 : 1,11X10’ 2
.,/>=0.8-: 1.61ХЮ8 эа/с—5 
(р-0.8 : 1.4,1 У 10’ эв/с 2 
I/.-0.8 . 1.4‘У 10е эв/с-4 
|,/>—3,5 : 6,31X10’ эл г -7 н 4 мм РЬ.Протоны

Случай, когда частицы падают вертикально

12.
If—0/.
Случай, когда распределение падающих ча
стиц изотропное С( 7) И

13. Случай, когда респрелсление падающих частиц 
имеет нил cos’f.

(фиг. 1) не регистрируются, функция распределения углов многократ
ного кулоновского рассеяния в плоскости исследования рассеяния бу
дет определяться гуммой интегралов

л... >.. w - 2| ( •+

*
Ik - о

В зависимости от вида и размеров прибора и угла наклона 7 
может оказаться, что углы О и 6/; будут в одном и том же направ
лении. и если 0;2>0..,. то тогда

/(»=, 0;,. = 2 f -1'1"՝ ֆ (18)
7 '■ ’ .! •’*(»-.+ ч1у>

II ф =
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Углы Օփ| и Օ.Խ из фиг. 1 равны:

и

= arc 1g (Лэ — Л2)/2 4- у 
ճ2

6.i: arc tg (A34֊W-.v
a.

Обозначим отношение функции /(0v. G,?I. 6. \ f(b:, i через /?('Հ. у, •; . 
Вероятность того, что заданные значения О.;։ и 6_. будут наблюдать
ся, равна вероятности того, что частица падает под углом между у 
и 7 4- на расстоянии между у и у 4 dy вдоль рассеивающего ве
щества и будет равна

Л..
(19)

где .Mj- - множитель, зависящий от геоме։рических размеров прибора
Относительный поправочный множитель для заданных значений 

9.,, и 6.-., и данных у и 7 будет

Л4
■Հ т.у, 7)-:(тНЛ^. 

/72
(20)

Полная поправочная функция Сг(0?) дается выражением

А.* .ус։й ДЛХ +/։։у Л<։/

с,lM= /Г J у’71С(7) d"d-' l21)
у-0 7-0

Функция распределения углов многократного кулоновского рассея
ния с учетом конечных размеров ядра хорошо аппроксимируется 
кривой нормального распределения, то-есть

о
Ф (ft) </й = - 0 ехр (— d(> (22)

или то же самое в проекциях

ф (6) lft = ՜Հ ՜>՜^< схр 1 ՜ (Г|’+ °’)/2 <6*>1 d"՜d% ■ '՚23)
Тогда

J ■ d'< - 4 ^{:Հ- Сехр|-Й+^)/2

О
(24)

II

0^0
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4а

<. - О
схр [ — (о? 4- ф.:2<о*>

а 41 ।
| exp ( (Հ/<0փ» d% 4- j exp (— (Հ/<քՀ>) db, 

P(0„y, -ri ==C------------------ - ---------------- ճ--------------------------------- 1.26)

I ex p (— bl! < 6.t > j dh,

Таким образом, получается, что P\b,, у, •;’) для нормального рас
пределения углов рассеяния есть некоторая постоянная величина, не
зависящая от угла Ь., ю-есть Р'Ь:, у, հ) - const (у,-;), а следователь
но и С.(О-) после интегрирования по у и հ будет постоянной величи
ной независящей от угла Ьг. Это означает, что вероятность регистра
ции различных углов одинакова. Для распределения Мольер и Оль- 
«берта подобные вычисления приводят авторы работы |4|.

Таким образом, при учете геометрии прибора, кривые рассеяния 
надо поправить на величину С։ (0г). Поправленная таким образом кри
вая идет выше первоначальной кривой при больших углах и ниже 
при малых. Среднеквадратичный и средний углы многократного рассея
ния для поправленной кривой увеличиваются. Они вычисляются числен, 
но из поправленных кривых распределения углов рассеяния.
Физический институт .Академии

наук Армянской ССР Поступила 23 XI 1958

։։.. дIUFIH |»JIH fijiufi

ԳՈՐԾՒՔՒ ԵՐԿՐԱՉԱՓՈՒԹՅԱՆ ՃԱՇՎ-b ԱՌՆՈհՍԸ ՑՐՄԱՆ 
եՐեՎ-ՈհՅԹհ ПЬиПМГШЬРШ ԺԱՄԱՆԱԿ

Ա IF Փ 11 Փ П Ь Մ

Ցրման երե ուլթի ոձսու.մնսւււիրման մ ամանակ էվապե րիմենւոաք սարրա- 
վորումր, շնորհիվ (էր տարածական սահմ անսւփակված ութ լան , որոշակի աղս/֊ 
վտղումնե ր է մտցնում ստացվող արդՀունրներft մեջ ւՈարրհր անկյունների 
տակ ցրումնհրր ղործ իրի /ftttjif (ttf գրանցվում /Հհ տարրեր հավանականութ լամ ր:

Աշխատութ հ։«Ն մեջ մշակված / ցրման /լորերի ճշսւմ ան համար անհրա՝ 
մեշսւ ուղղու ւէեերի հաշվման անալիէո իկ մի (մ ող; Պ արղվտծ Լ, որ ալղ եր/քրա֊ 
չափական էսպղա //հերր կարող It'll ղղալիորեն էիսիէհլ ցրման 1րւրի տեսրր. 
մասնավորապես սւոացվա<'1 Լ, որ ]/?| աշ/tiuiuini ի/ քան մեջ բերված /։րսւ։լերի- 
ti են տա լ и ա ր րավո րմ սՀհ համար մեծ անկյունների տէԱ.կ էյրմսւն սպասվող (ծի- 
վր ահում է 1 .■>— 2,0 ա՚հղամ:
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40 rn w. c. Nuovo Cimento, 6, 1113. 1957.
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ФИЗИКА

С. А. Хейфец

Нелинейная поправка к частоте фазовых колебаний
Уравнение фазовых колебаний с нелинейностями, но без затуха

ния и возмущений, имеет вид
? Վ. = о: ( _ ֊Լ L-tg4>v -L $ ср3 ) • (1)

Слагаемые в правой части (1) дают поправки к частоте Ձ в раз
ных приближениях теории возмущений. Член, пропорциональный 
дает поправку в первом же приближении, равную

(Д2/2)му6= - Д2/|в, 
где .1 амплитуда фазовых колебаний.

Квадратичный член в первом приближении не дает поправки к 
частоте, но во втором приближении дает поправку того же порядка 
(no 4s), как и кубический член. Это обстоятельство дает возможность 
рассматривать их независимо.

Будем решать уравнение (1 методом вариации постоянных

? = ~\ае ‘ + д е ‘ ) * 2

Для функции а(1) (модуль которой имеет смысл амплитуды ко
лебаний) получаем следующее уравнение первого порядка

Զ / А» , -Ий/Г.։
а =------------- ( ае ՝ , а е յ • | • (3)

8/ tg ФЛ \ /
Чтобы найти поправку к частоте применим .методику нелинейных под
становок |1|.

Введем вместо а и й* новые переменные х и № 
а = S /։ s2 4- 2/> S* 4- /3 s*2, 

и* = s* 4֊ fi s? 4֊ ՕՀշ s տ 4 /' ծ’2. 41
Функции fi, ք. и /г, подберем таким образом, чтобы уравнение для $ 
не содержало квадратичных по х и .«?' членов. Из этого условия име
ем:

/ \Udt 
f\ —е ՚ /8tg<l>,.
А = ֊ е '֊՝՜՜մ//81տՓձ , ‘5)

—3/furfr f3^֊e ֊՚ /24էշՓ,.
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Подставляя теперь (4) и 5ւ в '3) и отбрасывая члены, содержащие 
տ в степени выше третьей, получаем

20 /Զ 
ճ —-------------- տ 2 տ 4-осциллирующие члены.

192 tg=<!>v
Отсюда нетрудно получить поправку от квадратичного члена к ча
стоте фазовых колебаний

Таким образом, частота фазовых колебаний с нелинейными поправ
ками равна

.^֊Ф.4 3ЛЛ, }
48 /

Как видно из полученного результата, квадратичная нелинейность иг
рает большую роль, чем кубическая (например, в работе [2] квадра
тичная нелинейность вообще не рассматривалась).

Приношу свою благодарность Ю. Ф. Орлову за помощь в работе.
Физичбскнй институт
ЛИ Армянской ССР Поступила 17 111 1959

О. Ik. հւհյֆևց

ՈՋ֊ԳԾԱՅՒՆ ՈհՊՂՈհՄ ՖԱՋԱՅՒՆ ՏԱՏԱՆՈհՄՆեՐՒ 
ՃԱՃԱԽԱԿԱՆՈհԹՅԱՆ Ս՜եՋ

Ա 1Г Փ П Փ (I Ի II'

4'տնված Լ սէւրքՈէմ էքէաղալքէն ասււււանէս It ft հաճւս խսւկսւնո ւ քմ լան

համար։ "րք> առաջանամ Լ րառակո։ սա լքէն ոչ- ղծ ա քնսւ fl րււն ք։ւ/ ։
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ФИЗИКА

С. М. Хзарджян

К теории нелинейных колебаний плазмы

В известных работах |lj последовательно развита теория колеба
нии плазмы в рамках линейного приближения. Без учета распределе
ния скоростей в работах |2| рассматриваются некоторые результаты 
нелинейной теории. Эти работы не учитывают температурного разбро
са скоростей и поэтому не могут выявить температурное влияние как 
и:։ линейные, так и нелинейные эффекты. К вопросам нелинейной тео
рии плазмы нужно отнести перенос массы и заряда продольными (а 
гак же поперечными волнами, вопросы взаимодействия продольных 
волн друг с другом, поперечных волн друг с другом и продольных И 
поперечных—между собой. Является важным так же вопрос влияния 
магнитного поля на нелинейные колебания плазмы.

В настоящей работе мы ставим себе цель прежде всего разрабо
тать последовательный аппарат теории возмущений, на основании ко
торого можно было бы выяснить все эффекты так называемой малой 
нелинейности. Это։ аппарат соответствует разложению но малому па
раметру-отношению изменения плотности при наличии волн к сред
нему значению плотности.

В этой работе мы приводим этот аппарат только для случая про
дольных волн в плазме, оставляя распространение аппарата на попе
речные волны для последующих работ. В качестве основного нели
нейного эффекта рассматривается „акустический ветер*, выступающий 
как эффект второго приближения.

Явление „акустического ведра* состоит в том, что при ирохож- 
ении звуковой волны в жилкой или газообразной среде, в последней 

возникают стационарные потоки жидкости или газа. Первые теорети
ческие исследования этого явления принадлежат Релею |3|, позднее 
появилась серия работ |4|, краткий анализ и критика которых даны в 
работе |5|.

В работе 'i6j рассматриваются поверхностные волны, где впервые 
устанавливается непосредственная связь между волной и переносом 
вещества. Перенос вещества в этой теории является следствием учета 
конечности амплитуд поверхностных волн.
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В работе 5 . исходя из уравнения Харти, исследуется перенос 
вещества волнами в системе частиц с произвольным взаимодействием. 
Вычислена плотность тока переносимого волнами, и выявлена е£ за
висимость от амплитуды колебании. Недостатком этого решения яв
ляется го. что не выявлена зависимость ьтотности тока от темпера
туры. Преимущество нашего подхода включается в применении 
уравнения Власова А. А. |1|. позволяющего учест։ температуру и 
особо характерные „дальние" взаимодействия в плазме.

Как известно, при решении уравнения Власова А. А методом 
стационарных волн возникает известная грудность, связанная с появ
лением сингулярных интегралов. С этой трудностью впервые столк
нулся Власов Л. Л. [1|. Власов А. А. считал, что сингулярные инте
гралы. понимаемые в смысле главного значения, соответствуют ста
ционарным. незатухающим волнам, в которых начальный момент вре 
мени никак не выделен.

Л. Д. Ландау |7|։ считая неправильным метод стационарных волн 
и применяя к уравнению Власова А.'А. преобразование Лапласа, из
бавился от этих сингулярных интегралов, в результате пришел к вы 
коду, что в плазме возможны лишь нестационарные затухающие 
волны.

Van Катреп ]1| решая уравнение Власова А. А., как и Власов 
А. А., методом стационарных волн, получил общее решение и пока
зал, что если понимать получающиеся сингулярные интегралы в смыс
ле главного значения, то тем самым отбрасываются нестационарные 
процессы и приходим к истолкованию Власова А. \. Случай же Лан
дау Л. Д. получается из общего решения введением начальных усло
вий. В данной статье рассматривается перенос вещества стационар
ными волнами.

§ 1. Основное уравнение

Исходным уравнением является уравнение Власова А. А |9|

4 V՛ V/ f — V-՜, F \>r I Ф г г' ) dr' 1 /1 г. v'. t ,i dv՛ — 0. (IУ
dt т J J 

где ^=A+/՜ функция распределения частиц.
Հօ՜ функция распределения частиц равновесного состоя

ния,
Ф,' |г — r'\ ) — потенциальная энергия взаимодействия частиц. 

т ֊ масса частиц.
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е / Գ \* г.iv /■ малый параметр, причем л ֊ [ • а
\ Р '

Ъ = V Яг.|(г՛)? ■
I — с

Условие действительности © есть Ae.i (гч -- Ar,-t (^).
Задача заключается в определении коэффциента Acj(v].

■3

§ 2 Рекуррентные формулы для коэффициентов 
разложения

Подставляя (2) в (1) и приравнивая члены с. одинаковыми степенями 
малости имеем 

д^( — 1 - Ր ■
• Ч- иу, ©f — V<. А?г ф(|г r')vfdr'dv ֊

ժր րո J

1 c՜* - Ր
= —Vvv<?7 1փ(|ր ր |)©;_ dr'd-v՛. (4)

րո ,)
/“•

Подставляя (3) в (4) и приравнивая члены с одинаковыми
1 m<«f ftrj)

exp получаем

I(kv ^)At.,t(v) Jlk =
m

կ v՝ \ я -
= У >Vv (/ — ///'). (5)

w j I tn՛

где зц. = ф (| r — r* I)dr .

<ic.t = AtA!.4)dn.

Обозначая

.Ն,յ«,ւ®Հ/Հ- = I I .4r,( v j dvд. dvy , (53

и умножая уравнение (5) на ------ • найдем
kv — >n

4,|lg|֊^-^ arl I- 
m Ւմ ч»

/г . Պ I
, , V? (՛է՛) <Հ՚՛ : tn (J — ffl ) .

ՈԼ к V — <՚յ
J-l tn‘

(6)
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Направляя k по оси z, можно без труда проинтегрировать урав
нение (6) по vA и г»у. Совершая эти квадратуры и употребляя обоз
начение (5J, получим,

-ib du
•'V/ ' ")----- ՛'' А* 7 (lr.է

т к" — <”

ք.՚ւ՛ ՜Մ i>։")k 1 ‘ -

Теперь можно произвести интегрирование по и (понимаем инте 
грая в смысле главного значения)

ճձձւ7‘ 
du՜

kll <Ո
du acj I -=

Ր dAKm. u)
/z'v'x.-, I du

— - \ \ I - "с /. I m 3(/ m k \J M )•
m ““ — I ՛(" ՝"

/-> m՝ J
Если ввести обозначения

(8)

Հ/օ {») 
du 

ku
du, ?c.I —

I d" .j
I ------------ an.
I ku «>

191

уравнение примет вид

1 — ku ae.t I —
m

— ,'J.rrt "c Հ w').i d Ui),
m

(10)

§ 3. Приближенное определение коэффициентов разложения 
Решим уравнение (10) п различных приближениях.
1-Ос приближение с — I = 1.

Тогда из 110) «։.։ = 0.

Предполагая uj.r * 0, получим

/га = 1 
т НО

Так как а —

р df0 и)
du , ----------du

kll — «1

Ղ =

1 ՞ ֊ Խ
т
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(значение |ճյ.ւ | должно определяться интенсивностью, звуком поля , 
то соотношение (11) перепишется следующим образом

f
df9(u]
֊^-du^l. (11Կ
ku —

Рассмотрим предельный случай длинных волн (А —0) Разложим 
подинтегральное выражение по степеням А*.

(՜ճձ1ճԼ—!—rfu = _.±C2Voj7fL|1+<^ + /^\’. ...L„ .и»)
J (hi ku. — I» w J du J w ՝ <i» /

Легко видеть, что (I Г) можно интегрировать вдоль действительной оси, 
как это делается п работе |1|, н здесь получаются ге же соотноше
ния. Этот случай и будем исследовать

2֊ос приближение.
Случай 1. с 2. / 1.

т J т
Из (111 получим

А
— р։,об։,։ ’ - 0. значит Н.л, <= 0, или. что то же самое, 
т

!մս = 0.
du ku w

(12

(13)

Если 4j.o отличается от О. то значит существует акустический ветер, 
причем плотность тока

Л»=}Л։.о u)udu, (14)
который будет выступать как эффект 1-го порядка.

При k — 0. как уже было показано, можно интегрировать вдоль 
действительной оси. При этом нетрудно видеть, что

dAi.o(u) _ , .------------ — = 0, значит Дյ.օ (и । = Շ.
du

Чтобы формула (14֊ имела смысл, нужно брать С 0, значит Д։,о- О. 
Этот результат показывает, что в первом приближении .акустическо
го ветра* нет.
2-ое приближение. Случай II с - / — 2. Тогда из 110)

А
2Дал = —3».։ <*։.։• 

т

Отсюда подставляя значения и Д,. из (9. ЯО)

р ‘I 1 \
А’ ., 1 I du ' du ku — w /

л:. --------------  I ------------------------՛—
2mf ՚ j sa I ku — ю 

m

du .
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Обозначая
Րճ/ճճ_ 1 . \ 

, I du \ du ku - ա> / . 
/= I —----------------- du

ku — w 
tJ

получим
= —1----- /. (16)

2 Ո1՜ , So*.1-------
'к

Перейдем к следующему приближению.
3-ее приближение г = 3. / —1. Из (10 получим

I — ka I 6/3,1 = — |3շ4օ(?յ.ւ од.-{-3j,2<7j |5 h ( — 1) 4՜^։. J ^2.2 e2i 2] • (17) 
m J m

Принимая во внимание И) получим

ջ . M 8)
Ли о*

Именно этим членом 32,tl мы и будем заниматься для расчета исследуе
мого эффекта

§ 4. Вычисление „акустического ветра4*

Из i9i и (18) имеем

յ՚^'Ն,օ 11 -----------du =
, du ku - <•>

1
«։.ւ Պ.-

dAz.?. I, II)
ռ

i ° -k—-------- ՚ — lih.i 92k
kU — <՛•

dA\, -1 (//) 
du 

ku—m
du. (19)

Из (19) легко заключить, что при к ֊* О

<М2.о(н) 
du

1 I 
------- flj. -1®-*! 
<0.1 Ъ |

dAy::(u) dAi, ։(«)
------: “ 2<Հ՚յ յ24 —----------  
du du

(20)

Откуда

Л 2.0 (#) = —— խր. I з-fc Д2.2 (и) 2а?.> Յշ* Л I, _ւ («)) 4- C. (21)
«1.1 =fc

Для того, чтобы формула /շ.օ=) .4Հօ (и) udu имела смысл С дол
жно равняться кулю.

Из (7) имеем
<%(«) <Уо(«)

, / . 3* , du , . . 5_fc , du•41.1 (и) — — k - ----------  Այ. g .41,-i (//) =----k---------- «1 _j.
m ku <•> ni ku — w
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Л>,ч(и) —

dfoW
շ՚շձ f{3 du °fc Պ.ւ J
2m3 ktt.֊- w ] _ Оц

dfo (u) ՜

После подстановки (22) в (21) получим 

d / dfb(ii) 1___ \
k֊ du\ du ku-ы) i2k4^~k

•A 2.0 (и) = ֊ ~ ’л о _ k------------ --------------------- ---------  -—
՝2m- ku — о) 2/л

ձԼ_

’ft

1 -du
ku to |a։.i i=.

Откуда

Ом =- J 4շ.օ (и) du, 7$.о = j /1 շ,օ (и) и du, (24)

где ճշ,օ — уплотнение, вызываемое волнами.
Л,о — плотность потока.
Таким образом, вычисление «շ.ո и .-V.՛. сводится к вычислению 

интегралов

ku — w du \ du ku — oi /

/.= —1 Adu,

1 Известия АН. серия фкя.-мат. наук. .4; 6

J ku — Ot du \ du ku — u> /

/, = I' Ճ4<“L մս, f _JL_ du
J du ku — W J ku —10 du

Предполагая j0(u) и fQ(u) равными нулю при и— со, получим 

/ = ЗА" -
J (ku u>)4

-AL^du, 
(ku — wY k

du, — 
k և

причем, когда

a) /о(н) = <w)« гле rl средняя плотность частиц.

, . (о , k , k w/=—֊, /. = — и, /2——и, /, = — п
оУ։ k и)4 ՜ ։rts ։»“ k

____ та1
б) /о(«) = «1/ ^-.е м 

Р՜ 2хх/
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с точностью до второго приближения включительно получим

(25)

Подставляя (23) в (24) получим

, &
1пг

х| ւ но— (—У «“։i a,.,i4-- (2б>
I т \ и» / or k

Выражение (26) определяет зависимость плотное։и тока от тем
пературы. Из (26) легко видеть, что когда плотность тока уве
личивается с температурой, а в случае Л.о уменьшается с увс- 
личемнем температуры•

При
, п Л3

J _ «Г т

■/■=------------Զ.—г—
Յշ* I /г 6* №- ------------fl-------------- -
w 1 — 3?ծ/3& ՚°2 ™

плотность тока Обращается в нуль
В заключение выряжаю глубокую благодарность моему научному 

руководителю проф. Власову А. А. за предложенную тему и за цен
ные советы при выполнении работы.
■MbCKORCKHii Госуларстиениый Уннперснтет
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ՊԼԱՋՕՅՒ ՈՋ֊ԳԾԱՅՒՆ ՏԱՏԱՆՈՏՄՆեՐհ ՏեՍՈհՌՅԱՆ ԲՈՒՐՋԸ

Ա 1Г Փ Ո Փ П Ի Մ

Պ ]iiti[d/и )ի ղծաւքէն տա ittuAiiit >lii /»/'// տhunt թլունր и {пип եմ uint իկա րսւ ր /լար֊ 
ր"!ք/Կ ՛■ 1'1 /d է'1 է ննեււսւ մ: | 21 սւշխաաու Է!I" Հհներւււ մ, աասնց հւսշ-
՛//՛ !"* [dրււննհւփ ցաշխա.մր, ստացվևէ Լն ս^-դծէսլ(/ն uthuut թրսն
<քի թււէնի սւրդււէէն^Հհեր:

4վ1ք ա շխէս titti ւ fd ւրւ/նն/iii ր շեն Ifiuitiirj արտացոլել շեր։! ut и m ft է\սւն ft աւլդե- 
[d լո/նր >4/սսրք tu ittt մ ււչ֊ւ} Л ւս(1էն էֆե՚րոների վրսւէ D ՝՝ t/ծ иг / ին ա ես rt t թ րսն ր
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պեար Լ՜ վե րադրե / մաււււաէի ե jfttjpft ՛էի ր։ [и ան tju ւ.մր ինչպես երկայնւււկան, 
այնպես էլ րււլնական ա քիրնե ե րկա լհական ալիրների փոխ ա դդ ե grit թ լու -
նր միմ լանդ հետ, fit' քնական աքիրների фп ի։ ա դդե ցս ։.թ ju ։ն ր մ իմ լան ց հետ։ 
Նարեոր է նաե մադնիսական դաշտի սւդդեցուիք քունր ոչ-դծսւ լին էֆեկտների 
,/ր.Աէ

Ներկա հււդված ու մ մ It’ll ր նպատակ ենր /յ|?/օրւ/' նտքս և սէււտջ դսւ րդ ա դն ե յ 
ււիււաեմ ատիկ դրդոումների nt ե ittt < ի/ jrt ւնր, ttftj* միջոցով հնարավոր քինի պայւ֊ 
դեք րո/որ էֆեկտները. ար է պես կո *фиЛ . վարը it \~դծա/նա թ յան, որը համ ա- 
պտտա ոիւանոէ մ է վերլու Attt.[J (»/նր fttttn ւիսրր պարամետրի քոա m թ՛յան ւքւոքս- 
ադդ եдиլ քմ jui'lt հարարերtu [Jյանը ւպիրնե րի ւաէկա յա քմլան դեպրու֊մ, իէտութ լան 
միջին արմերին։

հերկա հոդվածում վերսհիշրոչ ուպարաար կիրաէւվւււմ /, պլազմայի մի
այն երկայնական ա լիրներ ի դեպրի համար! 11րպ'.ս и}-դծալին հիմնական է֊ 
ֆեկտ դ իա ա րկվ nt tf Լ « Аш քնային լ>ւս մ ք։ն 11. որը հանդես /_ դւսլիււ որպես երկ
րորդ մոտաէքորէէլիյ լան էֆեկտ: Ч,(и մոտեցման ա uuttf ե/ու թ յո ւն ft | •/1 ե |~>| 
տշխաէոոէթ քէէէնների նկատմամբ հիւքնված է //.. Ա. ՛Լյաս սվ // հավասարման 
վրա, որը հանդ իււանոէ մ է պ յա զմ tn յում ջերմ աստիճանի ե հատուկ բնորոշ 
<Հհեиավոր էիէւիէէսդդեցէււ fdրէէն միամամանակրււ հտշվումր։
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ФИЗИКА

В. Л. Шахбазян

06 улучшении теории возмущений в квантовой 
электродинамике частиц со спином нуль

I. Введение

Взаимодействие частиц с нулевым спином с электромагнитным 
полем рассматривалось в ряде работ |1| — [$| Большая часть их |1| 
[7| посвящена теории возмущений. При этом применялась как ска 
лярная формулировка Клей на-Гордона [6], так и пятирядное представ
ление общею формализма Дэффнна-Кеммера |7]. Было установлено, 
что скалярная электродинамика перенормируема и число типов рас
ходящихся диаграмм равно пяти |6]. |7|. Это—части собственной энер
гии скалярного мезона и фотона, вершинная и комптоновская части, 
часть меллеровского взаимодействия. Были установлены два тождест
ва Уорда [6], |7|, связывающие собственно-энергетическую часть с 
вершинной и вершинную часть —с комптоновской |6|, [7]. Это позво
лило полностью устранить расходимости скалярной квантовой электро- 
шнамики посредством перенормировки массы и заряда и введения 
юполнительного контрчлена, описывающего нелинейное взаимодей

ствие скалярного поля с самим собой.
Большой интерес представляют попытки улучшения обычной 

теории возмущений. В работе [8| найдено, так называемое, .нулевое 
приближение1* для: функций Грина мезона и фотона и вершинной части 
методом, развитым в [9].

В настоящей работе излагается применение метода ренормали- 
зациопной группы к случаю скалярной электродинамики. Рассмотре
ние проводится в формализме Дэффина-Кеммера.

2. Построение ренормализационной группы 
в скалярной квантовой электродинамике

После устранения расходимостей скалярной электродинамики, 
эффективный лагранжиан взаимодействия |10| следует выбрать в виде:

l-^.(p) = ezy: О Д ծ : փ z.. 1 ՚ \р} \р — т) 0 (— р}

֊г4:> р-Ш .¥■>-/>):-p'iX| ' Хб: 
т т
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- 1 А֊Ху: ֊֊- Ճ gMgmm. дn (/;> pnpm_ ^'"’p-j/ԼՀ ֊ p :
2 Л.ЛТ

֊Ւ r.:(0z\'j)2+ om,:*./;)^ — pV.+ fo^(p) X$(—p)՛. (1)

Здесь у оператор скалярного поля, удовлетворяющий уравнении» 
Кеммерз

р =
■'-> функция, „кеммеровски" сопряженная функции Հ

^ = v^r"p\ a—St*a*.
к k

Г* — пятирядные матрицы Кеммера (Л = 0. 1,2.3).
z}.... z՞, Հու՝, Ът.,. конечные произвольные константы,
.V пятирядная матрица, удовлетворяющая равенству

*
где ?. ? — обычные операторы скалярного поля, удовлетворяющие 
уравнению Клейна-Гордона Во всех контрчленах, в которых аргумен
ты операторов полей явно не выписаны, подразумевается интегриро
вание по импульсным аргументам от произведения операторов и 5 — 
функции суммарного импульса.

В силу градиентной инвариантности имеют место следующие то
ждества Уорда:

’, = Z2. 2Л = с. = с,։. (2)

Пользуясь свойствами пятирядного представления матриц Кеммера 
можно показать, что в (1) можно произвести следующую замену:

— 2։:^(р)֊А (/г м-)-Н p):—ez5:՝j\(p j?')A| 1 А>: 
т w.

1 А2Хб:-* zx:^(p}(P —
т

ez.,: փ А փ: 4- е՝ (2^ — zx z0): 0 — A ֊ X^: (3)
m

(см. Приложение).
В силу (2) последнее слагаемое равно нулю, и мы получаем вместо (1)

Л^к|}.(Р) = ^(г1 — га):?АО: « (z, ֊ z< 1) :0(р) (р — w) 0 (—/>):-

֊ —Ճ :АИ/^) (Р"pn, — gnmp2) Ат ( — /?): г7:(0Хб)5:
Л. т

6//ղ: -р (/)) 0 ( - р): -I (р) Х^ ( - р). (4)

Вводя новые обозначения — з=, — з._. z; - z, zji, окончатель
но имеем
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Лафф.(р) = ez:՝'j ,й:-| (с /»)•?(֊ р):֊

-- ՜֊^֊ ճ Л(Р)(Р"РЖ gnmp-)Am(-p)’.~ 

“ a. m

' '""П'ИРШ p): гЦ:;Ир|Х4(-/»): zjr.(Z XVf: (5) 

Здесь А второй заряд.
Применяя метод рассмотрения. развитый в [10|, произвол, содер

жащийся в ^-матрице, можно свести к мультипликативному произво
лу в одночастичных функциях Грина, вершинной части и части мел֊ 
леровского взаимодействия. Это, в свою очередь, эквивалентно неко
торой конечной перенормировке зарядов. Можно поэтому определить 
группу преобразований, оставляющих инвариантными константы вза
имодействия. Если считать калибровку фотонной функции Грина про
извольной |11|, го уравнения указанных преобразований примут вид:

09 = zGu D., = z3I)x, Г., - z ’Г,.

□ճ=№օյ. (6)

t': = Z3lse1։ A2 = z4z'/h, մ?2’= *,1 d?n.
Здесь

G — функция Грина мезона,
Լ) функция Грина фотона,
Г — вершинная часть.
I՜ — часть меллеровского взаимодействия,
d"; — коэффициент при продольной части функции Грина фотона.

3. Матричная структура симметричных асимптотик 
функций 6’. Г. [

Для получения симметричных асимптотик функций, фигури
рующих в (6), рассмотрим их матричную структуру. Нас интересуют 
те члены в G, Г, □ , в которых степени квадратов константы взаимо
действия совпадают со степенями больших логарифмов. В области 
больших импульсов сумма ряда таких членов представляет собой, 
как известно |9|. |10], нулевой член разложения точной функции в 
ряд по степеням константы взаимодействия. Поэтому достаточно ог
раничиться рассмотрением матричных структур симметричных асимп
тотик нулевого приближения функций G, Г. □.

Рассмотрим сперва симметричные асимптотики G, Г" и Кпт, где 
комптоновская часть. В нужном нам приближении, руковод

ствуясь вычислениями по теории возмущении и соображениями ре
лятивистской инвариантности, их матричные структуры можно задать 
в виде

,Lr[/( )_»։i (7) 
т ա՝ — p~ m
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Г” (л р. р) = Г” ■ г (р) - X |/ (р) - 11. (8)
т

<г«"»К°”(р.......р)=_«_Х|/(р)- 1|, Г=1 X. (9)
т

Здесь везде |/(р) 1| одна и та же функция в силу тождеств Уор
да. Отметим, что матричная структура в (7), (8). (9) согласуется с 
выбором ее, сделанным в работе |8]. Следует иметь в виду, что в 
ультрафиолетовой области значения а (/?) можно изменять, оставляя 
неизменными все остальные функции. В самом деле, если к а (р) до
бавить а (р), имеющее логарифмическую асимптотику, то это не привс- 

дет к изменению в о (/?), так как соответствующая добавка а (/?) пре- 

небрежи.мо мала.
Перейдем к симметрично։։ асимптотике части меллеровского вза

имодействия. Поскольку нас интересует только вклад во второй заряд, 
мы можем ограничиться теми членами, матричная структура которых 
совпадает со структурой члена второго взаимодействия в лагранжиа
не, т. е. дается выражением Х^Х^. Скалярную функцию, являющу
юся множителем при указанной структуре, обозначим через

4. Дифференциальные уравнения Ли ренормали- 
занионной группы

При выводе дифференциальных уравнений группы, функции Г, 
Լ ։ будут считаться зависящими от одного импульсного аргумента. 
Это соответствует их симметричной асимптотике в ультрафиолетовой 
области и частному выбору асимптотик в инфракрасной. Имея в виду 
это обстоятельство, можно написать функциональные уравнения ре- 
нормализациопной группы Аналогично тому, как это делается в 110]. 
получаем

e-d (л՜, у, е~. й) — e՝d (l, у, е-, հ))հ

e~d(t, у, г®. А), й© (Հ у, е2. й) 

й? (х, у, е\ й) — А? (/, у, ժ՜Հ А) х

X ? (у • АЦ/. у. ег. h), Ilf (է, у. е-. hy\ ■ (13)

5 (х, у, е2 e2(tl, /1) — տ (է, у, е-, e2d\, A) X

X s ( — . . e2d (t y, es, A), e2(fi. A© (t, y, e2, Л)
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Здесь s(.v. у, е2. e֊d'i, А) — совокупность функций а, Ь, Г, □։. J\ 
Лв (х. у, е2, ft) — второй инвариантный заряд ренор.Мвлизационной груп
пы. который составлен следующим образом:

Ли (х, у, е2, հ) = հ յ։ (х, у. /?2, e2d't. ft) d# (х, у, в2, e-df, Л).

При получении последнего равенства предположено, что ныра- 
жение второго инвариантного заряда не может зависеть от dt. В про
тивном случае была бы нарушена градиентная инвариантность теории, 
гак как Խ-i входит явным образом в выражение поперечной функции 
Грина фотона. Вычисления в низшем порядке теории возмущений по 
с՜ и Л подтверждают это предположение. Далее, из трех функций 
а(х, у, е-, е-d'՛). b(x.y,e2,eid'i) \\ xty.e-,e‘d^), фигурирующих в
функции распространения мезона, при составлении второго заряда ис
пользована последняя. Это опять-таки связано с их поведением в уль
трафиолетовой и инфракрасной областях. В инфракрасной области все 
они равны друг другу, тогда как в ультрафиолетовой, пользуясь со
ображениями о неоднозначности функции а (х, у, е2, e2d'i\, изложенными 
в предыдущем пункте, можно всегда выбрать а — Հս. Что же касается 
функций b (х, у, t’~, drdU) и f(x, у, с՜', e-d‘: \. го они не могут принимать 

А 
участия в составлении второго заряда, так как умножаясь на р2 — р- и 
К соответственно, во всех внутренних линиях, оканчивающихся в Л — 
вершинах, выпадают в силу специфической матричной структуры по
следних Это становится ясным, если воспользоваться свойствами

(р=-^)А' = О, 

JfY = O.

Отметим еще. что все функции нормированы на единицу

ժ(I. у, е2, Л) = о(1. у. е?, h) = s(l, у. ег, e2dr Л) = 1. (14)

Дифференцируя теперь (14) по х и полагая i = х. получим следу
ющие дифференциальные уравнения группы

de՝d (х, у, е", ft) e'd (х, у, t՛2. Л) ——— _ ՜ х
ах х

X О e2d{x, у, е2, it}. Л?(х, v. е2. Ai •

Ժ//9 (х, у, е2. Л) _ Лер (х, у, с2. Л) 
дх х

X Ф J —» e2d [х, у, е2, Л . А® (х. у, е2, Л) * 

ժտ (х, у, е2. e-d'l. Л) s (х, у. е2. e2d}, Л)..
fa ՜ х

(15
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xs e~d (л՜, у, е\ A), e:d՝l. Л? '.v, у, е~, Л)

где

DI — . ezd. hv\ — - di\, —• e՝d. А? ) 
к Л' / д’ \ Л ' I

Ф(-—. e՝d. Ло ) ՜՜: հհ )

5 e-d. ևգ, ֊ | — s (z. e-d, Ло, ezd'! )

5. Импульсные асимптотики функций 
G. Dnm, Г, ]\ | , при ,лг|>№

Ультрафиолетовая асимптотика. При нахождении ультрафио
летовой асимптотики, для функций D, Ф, .$ будем пользоваться низ
шими приближениями по с- и Л.. Соответствующие выражения из тео
рии возмущений имеют вид:

е~ о~
d^ip) = I ф —; In .

4*-՜ пг

Й<-'֊1Р) = 1 Հ; 3)>п ֊ 
16-- т-

ծ-</’»֊ւ+Ջւ"յՔ՛
1 + -^Ч(2<л՛ 3)Խ 

32л։
Р- 
т՛’

16}

= 1 + —Т^՛- >нп 
64 а- пг

\'пЛР} = ։ I (3—Հ')1ո ^~֊
64-* I т-

(Р)
e֊d!' 
՜ՑՀ-

5Л
32-֊

з ճ Ն Ճ
՜ 4«* Л )1п | т" Г

Первые два уравнения п ! 15) для инвариантных зарядов переписыва 
ются в виде

“֊ = ն^(ն. Р). (17а)
az 

d'>‘ =РФ(5։. о). ,176)

где = e-'d (z. е-, /i). = (z, ez, A), z = Inx.
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Пользуясь для /Չ и Ф |16 , получаем

(«։• Р) = Հ3։-

&ф(з„р) = -*։з} ?.,=։? - г#’.
где

,1 3 3 5
48-’- '* 4Ժ' ’ 16Ժ՜ 32k4

Для 5։ сра<у получаем из (17а) и первого уравнения в (16)

е-

1пл-
48Ժ'

Исключая из (17) z и используя (18). получаем уравнение

ՃԼ _ ձւ _ 2? ճ _ Г .
<Zj (/, Z I i/j C]

решение которого имеет вид

Р = - — л —Mg(? 7) е-ехр(с^} 
е~

Месь

18)

(19)

(20)

(21)

*. А±?=.
gg 2?а а

1լ_<ճ»ճ-5? ՜ Г
<г.| 4?з

_______ _  Հ
1 (Հ + ?*)2

гз ‘1

Нас интересуют значения -rj е". В угон области у может принимать 
только неотрицательные значения. Считая // и е- конечными и отлич
ными от нуля, получаем следующие неравенства, определяющие об
ласть изменения с<

2
Исследуем формулу (21). При «> - 0, i е. при з։ = Ժ. y = h. Функция 
-Л^) имеет бесконечное число точек разрыва, в которых обращается 
н . .Учитывая положительность и область задания а, получаем, 
что р обращается в бесконечность в точках

2 112. /г =0, I. 2,
9
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Так как * зависит от отношениято каждая кривая семейства {*.(-• а) 
е-

будет иметь свою совокупность точек разрыва и асимптот Поэтом) 
графическое изображение семейства кривых p(s, х) на всей фазовой 
плоскости представляется затруднительным. На фиг. 1 приведен гра
фик одной кривой семейства, для которой h = е':. Кривая, соответст
вующая экспериментальным значениям е- и /г. будет определяться их 
отношением. Заметим, что уже при ■?, достаточно близком к значению

л. происходит выход из области слабой связи по р. Поэтому до» 

статично ограничиться рассмотрением участка фазовой плоскости, со
ответствующего области изменения ® в интервале 0. ֊ а |. На

I
фиг. 2 приведены графики четырех кривых, соответствующих значени

ям — равным соответственно ±1, ±10.
е"

Представляет интерес выяснить, в какой области значений без
размерного импульса х происходит выход из области слабой связи по 
р. Отметим, что выход из области слабой связи по происходит, кат. 
это видно из (19), при значениях !па'. достаточно близих к

, 48*2lnxai,w =--------
е-

:22)
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Значение о„ при котором ? -► >. дается равенством

(23)

Используя (19), можно получить зависимость между значением без
размерного импульса X, при котором о — ос. и <՛ и Л:

Из (23) следует, что отношение - не может принимать отрица
ли-.

гельных значений Далее, оттуда же видно, что так как |։|< “ • то

< &область изменения ֊ задается неравенствами
31,--

поэтому всегда In х....<1пх:,-.. Таким образом, следует ожидать, 
что выход из области слабой связи по р произойдет раньше, чем по 
3р В самом деле, семейство асимптот (23) ограничено справа значе
нием <։Sexp(cs) = 1,22 е3 Так как е*<1, то самая крайняя асимптота 
находится в области значений I. Поэтому для всех кривых се
мейства р(5. з) выход из области слабой связи по р будет происходить

раньше, чем по сх. Например, при — 1 второй инвариантный заряд
е*

р стремится к единице при 5 - Отношение логарифмов безраз
мерных импульсов, при которых ' I и ;х -֊ 1. равно

Таким образом, на данном примере устанавливается, что выход из об
ласти слабой связи по р происходит раньше, чем по з։.

Приведем теперь выражения для симметричных асимптотик функ
ций О, Г. 0։. Решая уравнения (15). получаем

Л?
b (х, с3, rtfi) «=» х16" , (25)

</.и(х. Ժ. Л/?) — х*ь" (մ(х, ժ)| *>. (26)

Г (х, е3, еМ?) - х ^=’|</(х. (27)
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Յր-Հյ

/(л*. е՝. e-(/i)=x (Цс |</(х. И)) (28)

(•'d^ А
, (х, е-, /<) = х Sz՝ |rf(х. е2)] С X С— ' l.C02-’±±2>F. (29)

sin г sin {? •{ «է)

где

—------------ , էՀ2, = —• А----------------- /? =--------------
ЗаЬ — 2ծ а 962 ք- 4 9Z>2 I 4

(25) и (26) совпздакп с выражениям։։ функций /.(:). (Լ., полученны
ми в [8]. Формула (29ւ получена впервые.

Автор пользуется случаем выразить свою глубокую благодар
ность доктору физико-математических наук Д. В. Ширкову, по.։ ру
ководством которого Выполнена настоящая работа Автор благодарен 
также И. Ф. Гинзбургу за полезное обсуждение.

Приложение

Докажем, что контрчлены вида — :0 А2АЛЬ: сокращаются с 
т

- р- — nr v, аналогичными контрчленами. появляющимися из —г,: ձ г-------- лձ : п
т

£4:՚ձ-—— -VI#:, причем последние преобразуются к виду
т

— ‘ _  Л
—շր4:՚ձ(^— ///.) փ:, z։: ОДО: соответственно. При доказательстве
производятся следующие преобразования:

i.A 1 Д‘(/7) 
/ т | I

= / Л -֊ Д' (р | — iz/p — т) 1 :V(p)/.4 . А’ у tz 4— л\ 
/п

֊Դւ/J iz^ 7>)4а| -^(р>|-/>/ЛА|-ДД7) +
I I т | t I mi

•4- ֊4 А‘ (р । | — iz,ХЛ q I Հ֊ձ«՜ I q» -= ■ ձք (p) Հ 
/ m i i

X _ ժ* 1.1 + 1ДЧр) ,ՀԴձձԼՀ^ւ>
ու I i i m -Ar(? ֊ 

i

1֊ iM) 1 Аг(л/)-
t i

(П1)
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п- — ու՜
Как видно из (П1), включение члена — z։---------- X в Ас(р) приводит

т
к появлению комптоновской вер инны, если мезонная линии начина-

ется и кончается в обычных вершинах .4 Точно также, если обе его- 
А

роны второго соотношения в (П1) умножить на .4. то первый и второй 
члены в праной части приводят к появлению комптоновских вершин. 
Используются также следующие равенства:

(Р — т)$(/П = 0, Ъ(р) р — ml - 0.

(р—т Д'(р| = — I.

(112)

Важно отметить еще одно обстоятельство. Если хоти бы один конги 
мезонной линии заканчивается в вершинах г4: Ф |(/> գ) Д] 1 Хф:, 

т
֊ z/.ф-!֊-Д2Л'ф:, то включение в нее членов — /՜՜* (р-— т9)Х не 

т т
приводит к пли пленяю комптоновских вершин.

Точно гнк же. если в мезонную линию включена одна вершина 
, р- — т՜

— -----------Л. могущая привести к появлению комптоновской вер-
т 

шины, то включение дополнительно одной или большего числа таких 
же вершин в ту же линию приведет только к перенормировке ме
зонной линии и увеличению степени при комптоновской вершине.

Для доказательства рассмотрим незамкнутые мезонные циклы 
//-го порядка.

Возьмем спрева такую их совокупность» в которую входят:
1 i всевозможные циклы //-го порядка с одной вершиной 

_ ~4 Кр+р՛1 ±1 х. 
т

2) всевозможные циклы (л—1)-го порядка с одной вершиной

— z4 — Я’Х и 
т

3) все циклы л-го порядка с вершиной —-z4------X, включен*
т

ной в одни пз отрезков цикла.
Тогда, беря сумму всех выражений, соответствующих указанной 

совокупности, получим, что асе циклы с комптоновскими вершина
ми сокращаются при одновременном выполнении преобразования (3). 
В самом деле, используя формулы (ГП) и Г12), из суммы циклов пер
вой совокупности получаем:

ЯР)!( <Հ^֊ У(Л), л±д-(/,; . 1 Д. д -I
1\ т ' I t с
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'> ֊Л'(Л. 2Д։(А).
т t

. iA — tSlpJiA -UC(P։)- -' iz, l(p" |U (?)= 
ու 11

*(p) {(֊ ~У(Р\)1А -֊У(р2) •••-' ±‘(Р*)М (ПЗ)

M ’֊А'(л)(-/М)֊Д'(/М -•—A'(p„HA • 
/ I I

•>i/7)f(2/z/֊zV)—X{pz) ■ '-ШМ+-
|\ m / i i

л i լ Հ A? \\-■Л-iA ^У(Р1)-- ֊ձք (pn-x)(2iz< — X U(<7).
i I \ m /}

Мы получили исходную совокупность циклов л-го порядка с верши- 
. \ ip р՛) A vнами —iz*A, вместо — iz,x ——- -А. и новую совокупность циклон 

т
А~

|// 1)-го порядка с комптоновскими вершинами 2/z։ —А'. Из суммы 
т

циклов третьей совокупности получим

-1*1 I Р,— w-֊ДЧ/М ֊ iz,^——X -WpJiA -А'(/>2)- 
i i

1- Ar(p„)z.4 -I 
i

* 1 ‘1 I P՜- — ni՜ I 1 * 1
֊I iA — ձՀւ/?,|/Հ4 Ar(p2) — izA—------- X —&c\p<.tiA — ձՀ(/Ն)-

/ i I m I i i

. ±i«.p,)/A+ ■ - + iA ' Д- (Л)... —Д'(А, :)։А֊-Д'(рл) Х 
i ill

p-— tn- |1 д 1֊ izt—— X —A4p«|M U(7) =

I/ A2 \ 1= ’№ ( ֊ X --A' :p2) 
I \ tn ! i

1 Д^р„֊М
I

(П4)

1 iA Адчр, ( ‘г, —х\-!-ДЧ/>։) - ֊ Дг(р„)М 
I \ tn / I I

■■■ iA — y(pl'i 
I

1 аг(р» ւ/-^։,Հ)Ա(?;
t \ m /1

—У{р։։)1А~ 
I

+ ւ Д' բՂ \—izK(px 7Л,«] --A'IPjJ/A — Ar(Aj---
t i t
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• • ■ 1 ձՂ/мМ ••• М Հ ձ' ft)- • 1 ձ'(/Հ.։ i)iA X 
i I /

X A'(ft,)| 'Հ(/Հ w)| y* (/Ն) ]••}(<?)•

К этом случае получается исходная совокупность циклов //-го поряд 
. , * . р- — пг..ка С вершинами —lzA(P /и) вместо iztr .X, и новая совокуп 

т
ность циклов (// — 1)-го порядка с комптоновскими вершинами

-^х. 
т
Мы видим, что циклы (w—1 )-го порядка, образовавшиеся из пер

вой н третьей совокупностей, в сумм • с циклами из второй совокуп
ности лают нуль Таким образом, преобразование (3) можно считать до
казанным для рассмотренного частного случая.

Общий случай. когда в линии и узлы циклов м-го и («—1)-го 
порядков включается произвольное число вершин, пропорциональных 
г1։ доказывается методом индукции. Для замкнутых петель доказа
тельство аналогично.

М;i । •֊• м лги чес кий и петиту: 
им. В. А. Стеклонл

ЛИ СССР П<.ст-пила 25 VI 1959

•Լ. II.. £riuli|*tn<|iuifi

ՋեՐՈ ՍՊԽՆ ՈհՆԷՑՈԴ. ՄԱՍՆհԿՆեՐհ ԿՎԻՆՏԱՅԻՆ ԷԼեԿՏՐՈԴհՆԱՄԻԿԱՅՈԻՄ 
ԳՐԳՌՈՒՄՆեՐհ ՏեՍՈՒՔՅԱՆ Բ11ՐեԼԱՎ_ՍԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա Ս։ <1* II «Ի Ո Ի 1Г

կաոա պվաձ Լ երկ/ի ո ր и 1,ն ո ր մ ա լի դ ա է/ի ոն իաւմր ււկտլլար (՚ պոե դո ոկա֊
) •! ">"նիկների հ Լ [եկա րամШ դ՛ե ի ։ւ ական դաշտի փոխադրման տեոոլթյան 

մեջւ /.՛•'»// ււմին Գրինի !ի ոաոնա լին էի ունկրիա/ի արլոմա չափարկումը ենթա- 
'H'C’P'l 111 /ական: -.Լաուդաուիււո Լ ինվարխււնսաէէին լ[ւււՀ>1ւր[է '7""՜

> >»րքմւք.(:! րոն վրա։ ‘‘I ա ր դւ/ո լւք Լ , որ թու ք( կապի տիրույթ իր հրրր մև֊ 
էԼոհաip'll դսւշւոի ոչ ւր՚ւալի՚յւ փոիււոդդում սէվոդ Լիրքով ավելի չուա Լ տեղի 
ունենում, րուն էւեկւորականովւ ////արումանա ’ակւսղույն աիրոպթում Հդհրոլի 
մ ոաավորՈէ թ րոմftA\ H 1/էոնվէոծ են մեղոնի ե 'իոտոնի Գրինի !իունկ։յիտլի 
համար իմպւււլոալին աոիւ! ո/ուո աիկներ: Գտնված h'l! նաե ււիմհ արիկ աոիմպ- 
տոտիկներ ւ/ադա թ ա քին մաոի ե րաոադէՈւրոթ դիաղրամի հւոմւսր.'

Ю Л^ссшй АН. серия <|>kj.-m.ii. «лук, .V. G
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