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МАТЕМАТИКА

Е. Аветисян

Некоторые применения теории обобщенных 
интегральных преобразований

В работе |1| были получены интегральные представления анали­
тических функций, имеющих определенный рост в области угла. Были 
получены также параметрические представления некоторых классов 
аналитических в угловых областях функций, удовлетворяющих усло­
виям интегрируемости в квадрате модуля на определенной системе 
лучей комплексной плоскости, исходящих из начала координат. Из 
этих результатов, в частности, следовало следующее обобщение тео­
ремы Палей и Винера (|2|, стр. 8->.

Теорема А. Класс K.pi. у, у. функций /(z), аналитических 
б области | arg.-г <а у <Հ -) а удовлетворяющих условиям

I ?1<Վ (1)

где 7 ֊I֊ Т- = г, у. <Հ J- 1 , а .1/ - постоянная, не зависящая 

от о, совпадает с классом функций, допускающих представление

}v । .v) (lx. (2)

-v ■(
-------- -------------- це. гая едункци я
г (и 4-ЯГ1)

типа Миттаг-Лефлера. При этом функции класса Л\(«. у, и 
почти всюду и иеют конечные граничные значения f (ге ՜'1* . кото­
рые также удовлетворяют условию ՛ 11 п которые почти всюду 
определяются формулой

j[rve ո)ր' '= ֊֊ |ր 'Лд—г' г '-'л-' fl 1 .Vх ’.у 1Д-. дх (3|

(I
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В первой части настоящей статьи доказывается, что функции 
класса Л՜..(а,аւ разлагаются в ряд по специальной системе рацио­
нальных функций, полюсы которых лежат вне области регулярности 
разложимой функции. Во второй части приводится новая формула 
обращения для интегрального преобразования М. М. Джрбашяна (2). 
в котором используются значения функции f\z) на полупрямой, ле­
жащей в области регулярности этой функции.

Пользуясь случаем выражаю благодарность профессору М. М. 
Джрбашяну за руководство.

Г. Пусть задана последовательность чисел

Рассматривая функции 

где С,։—простой контур, охватывающий окрестности точек հ0, 

за С/։ мы впредь будем брать окружность |г. — ֊է ֊֊ — ij

('/յ>0 —малое число), Г. В. Бадалян показал [3], что система функ- 
օօյ 1

ций {рл(-с)} ортонормальна на полуоси, а при условии V-------= со

она замкнута в классе £2'0, <х>). Это значит, что для произвольной
функции <?(х)£ /.г(0, со) имеет место равенство

л

Пт
п

? ւ X) — V акрк I Л- dx = О, 
д-о

где

Як j ?\x)pk\x)dx.

и

Отсюда следует, что если Ф(х) произвольная функция из класса 
Лл (О, со), то

j Ф IA-I (a-) dx - 

О

ОС
( Ф(х1рд (л) dx.

ft-о Q

Теперь предположим, чго функция Ւ՝ z) принадлежит классу

(1.2ւ
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Л'? |«, р, !»•). Тогда согласно теореме Л при |argz <а имеем представ­
ление

F (Ճ) Ev ( zx 'г: ;х I х՛՝ ՜1 г*  (х) dx. 

о

(1-3)

где է՛ (х)«=£,'О. օօԼ Из асимптотических свойств функции /^ z; ;ւ)

|4j п из того, что а — - следует, что при argz

tijZ-'cLJO. oo).

По формуле (1.2) имеем

О> “
FI z 1 - - V А 1( р; ( ֊ zx 5: ц :• х ՛ х) dx.

*-о о

(1.4)

где

v x}pk{x)dx. (1-5)

Подставляя в (1.4) пол знаками интегралов значения рь(х\ \k = 
= 0. 1,2,...) из (1.1) и меняя порядок интегрирования, получим:

| /:? (— zx ■■■. ՝рп \x)dx 

<>

, /27„ +1
’ 2к(- tMx =

А է = | 
о

Изменение порядка интегрирования законно, гак как интеграл с бес­
конечным пределом сходится равномерно по ' ■ Сп. Значение интегра­
ла в скобках известно (см. [5]).

Подставляя его значение в 1.6), получим:

՝рп (X) dx

о
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а— I
П(С м: ’
»-0_______________

л

, ~о

сГ, KJz).

где Хк 5» — !/՚=0, I....). « контур С« есть окружность |С —Х*|  -

—— т„ которая охватывает окрестности точек >.о, /.։, л,.......
Нетрудно видеть, что R ;) есть рациональная функция, имею­

щая полюсы в точках {—/.?) (А 0. ԼЕсли, в частности. Хо< 
/ ։ ТО

«—I

Л„(г)-У'2Х.У-^------------------------ (1.8)

*-՛՛ пчи+мт*н*  
1—0

где штрих при знаке произведения в знаменателе означает, что в 
произведении * не принимает значения А.

Из (1.41. ։1.5), (1.71 следует разложение

А ;) = V.4, 

л-0
(1.91

где

А„= \ v\x]pAx)dx.

Покажем, что коэффициенты .4, могут быть выражены через гранич­
ные значения функции F(z). Из равенства (1.7 имеем почти для 
всех у

R* (У՛рг'։)У-1= ֊֊ի՛'ГЕ,{у”х 'г”՜՝՛; н + 1 )Z-՝р>(*) ■ (։• 10) 
о

Обозначим
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Ф.« (+ 0՛) - ֊֊ ~հ—Pmix'idx = /2Z„ ----------------(1.11)
rfyj ±<А' п« П(/у+&)

Рациональные функции Фот(г) имеют полюсы в точках {֊ Հ). Систе­

(жФвНма функций ортонормальна на (—оо, со [3]. Она мо­

жет быть просто получена также из ортонормальной на единичной 
окружности системы рациональных функций Уолша отображением 
единичного круга на левую полуплоскость (см. ]6| и |7|).

Из равенств (1.10) и (1.111, согласно обобщенной формуле Нар- 
севаля*.  из теории обобщенных интегральных преобразовании М. М. 
Джрбашяна с я арами

* 9ia формула M. М. Джрбашяиом пока не опубликована.

քք(Հտ/'1'/Դ,; ,֊+1)aj‘ 1 и

следует, что

йя/'е-'*)/- 'rfy 4-

сю
4-^------- 'dy =

2«Р J
и

= рМ*  Pm (*}  = ( 0’ 

о

если k = т, 
если k т. (1.12)

Это значит, что системы рациональных функций {Rk ՚ճ|} и (Ф,..,;^)} 
биортогональны в смысле (1.12;. Используя это соотношение, из ра­
венства (1.9) для коэффициентов Ап получим выражения

-i —(!-»«•) <»
А„ - -------Сй(у‘ Դ-") /- ՚Փ, (iy) rfy 4

շ-р J
0 

co
4- ֊^—--------[y Դ") / ՚Փ„ (- /у) rfy.

2՜? .Jо
(1.13)

Таким образом доказана
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Теорема 1. Если функция F(z) принадлежит классу 
.Vs(ct, р, ;л), то

со
Г(«)- Тд„/?„(?).

п-0

где ряд сходится равномерно в каждой замкнутой части области 
I argz |< х, /?„(?) (п 0. I....) — определяемые формулой (1.7) ра­
циональные функции, имеющие полюсы в точках j —Ճ?), 

О ■ л0 л։ • • •;
п о^п Н —

а коэффициенты Ап определяются через граничные значения (функ­
ции F {z} формулой (1.13՝.

В частном случае, когда а = — н, следовательно, р= I. пара­

метр р в определении класса Л'..լ՜՛ 1՛ может изменяться в ин- 

/ 1 3 \тервале ( ֊•• — I- Если положить $ь= 1, то из теоремы 1 будет сле­

довать результат, отмеченный в работе Г. В. Бадаляна |3|.
Заметим, что. исходя из последовательности 

где

Re$n > ——֊ и у 1

гем же способом можно было построить биорто тональные системы 
рациональных функций (г)) и {Ф/и (■£))• полюсы которых, вообще 
говоря, комплексные и расположены соответственно в областях

|argz|>« и |argz|> — «

2°. Пусть снова Ւ՝(z) ;V2 (а, о, ՝_>-i и значит при jargc |<2а имеет 
место представление

F(z)= ^г-'U^dx, (2.1)

О
где Щ^)(Л2(0. оо).

Как уже отмечали, граничные значения функции F(z) будут 
определяться по формуле (3)

- -/
F (Հ :е֊1։) ։Հ f e"^!f; սփ 1) -!ւ՜՚է/(֊.| d֊.\• (2.2)

О
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Стоящие справа интегральные члены представляют собой обобщенные 
интегральные преобразования М. М. Джрбашяна с ядром типа Мит- 
таг-Лефлера.

По известным формулам обращения |6|. функция 47 (հ) почти 
всюду определяется по граничным значениям F (г -е±։ ) формулой

/-֊»։-» оо
£/(-) = ----------— Г +

2“р dz .1 /7
о

-40-Ю 
е

2 »̂
- Ր’ ֊— 
dz J — it 

о
(2.3)

Мы покажем, что формулы (2.1) и (2.2. можно обратить, ис­
пользуя только значения функции F{z) на каком-нибудь луче րժ- 
(0<г<оо) из области |argz - а.

Теорема 2. Пусть функция F iz) принадлежит классу 
А':.(а, Р, р) п, '.начат, справедливы представления (2.1) и (2.2). Тогда 
функцию U\z можно вычислить:

а) при |« <а формулой

<Х> -։ *'у
U{z] = l.|.m- Ռ(/' Г —---------- rfv, (2.4-1

•-* 2" J J <7 00
I) -e

где 

та / 1 \?(>՛) = - ՚■—-• (s=4 I'>): (շ՚5)
I tl s) sin -о (s 4- u— 1) \ 2 >

б I при z =a формулой

о
где

F*{te ։*]  =

6 
и

(h(y=—h.----------L------------------[S = ±-L.iy]. (9.5')
i 2 Sl Sinrp .s- + :x 11 Լ 2 -I

Из этой теоремы в частном случае, когда i = (и, значит,

р = 11, будет следовать теорема Палей-Вннера об обращении инге- 
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трала Лапласа [2|. стр. 39), доказанная затем Doetsch-ем способом, 
которому в основном мы будем придерживаться ниже (|9|, стр. 440).

Доказательство. Пусть сначала s|<«. При z = д’ е։' из 
(2.1) имеем

Г1Щ-Հ <1-..

О

Заменим здесь л՜ выражением ет. положим հ е- и умножим обе 
■ ( լ J )

части равенства на е . Получим

.с Հ-) ֊ 7» ‘-֊ (*+  гИр.- yj -֊
е * F(rr^)-= £.(е у.)е ՛ \е ՜ Ս[ր)\ сН. (2.6)

Введем обозначения 

4р-4| ֊ 
е ' F(efelf) = Н(х), (2.71

.1 
'5" Հ. •.՛■ ՛ •

e"4/(^) = Gix). (23)

т '(“֊֊И 
|i)e ‘ = /ՀԱՀ (2.9)

Из того, что F\z)£ Л՛, (а, р, а) и Щх) /.„(О, со , следует, что функ­
ции Н(х\ и Ծ(д՛) принадлежат классу Л..(—со. со). С другой сто- 

х
роны, argtf'Z՜՛ ՜ • поэтому согласно асимптотическим свойст- 

2?
вам функции /Tp(z, յ«.) (4| при х-*оо  

г- =р(« ")

и. следовательно, функция К (д') также принадлежит классу Ло (—-сю. 
оо).

Обозначим
<1

g(y) = l.l.in ֊/S(G). (2.10)

Аналогично введем обозначения для трансформаций Фурье функций 
К\х\ и Н(л-):

Из теории Планшереля слёдуёт, что функции k(y), h\y՛. g{y)^z 
L2(- со, оо). Однако из указанных свойств функции F9 '.z-, թ) 
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следует, что К i.v) абсолютно интегрируема на ('—ос, оо). Вычислим 
значение k[x)

w ■՝' !՛■ i ւ
к (x\ = i e՜ ՝ E,e Z’4՜'՝’; u) e ' dy =֊

■» __ ?--/։•
= |ւ)ք՜4 2 dt. (2.12)

О

Введем положительный параметр у, заменяя в (2112) է на Гу

Р - ■£֊-/*  - Հ—ix
А(л*)  = \E,U'?y «х-Г՜1/՜’/ ՜ у ' У^Л

или

*(—Jt)y я/’-'/'-'Л р- ' 4-ձփ(2.13)

О

Известно, что (см. |8|, стр. 176) 
у
pfH'VM*;  |i)y“-'rfy = y|t£i,(/' f-y'.pei’; <*+  I). (2.14J

''

Интегрируя обе части равенства (2.13) от 0 до у. а затем подставляя 
у = 1, получим

Ա-Ւ 1)Г ՝է։՜Կէ. (2.15)
’-s s’

Справа стоит преобразование Меллипа функции

е'(’4’‘; |*  + Г)Г՜’.

В работе [8] доказывается, что преобразование Меллниа этой 
функции существует в обычном смысле и равно

JI֊4֊—?(«<₽)(*+> ւ>1 
k (— л՛) 2гр е________________ . .

1 — 5 “ Г(2 —տ. 1 — 4?-“^^-” ’

Таким образом 
по ,,-tou+p-o z ւ \ 

k (— х) - ------ - ------------------ - (5 =------Ւ ix ]• (2.16)
Г(1 — ւ sin --...л-ւ- |i—1) Լ 2 /

Ясно, что Л (л) непрерывная функция и Л(л*)  —0 при ,х — <х>. От­
сюда следует, что £(х) ограниченная функция и значит /г(л')^(х)^ 

(— СО, СС-).
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Равенство (2.6) в обозначениях (2.7) - .2.9) запишется в виде 
свертки функций и 6'(—л՞):

//(х) = /< (л- + Bi G {Հ՝ di = J/CitJ О I - (л*  —

— да —да

sA'(x) * G(—x}. (2.17)

Но преобразование Фурье свертки двух функций равно произведению 
преобразований свертываемых функций. В наших обозначениях это 
означает

kly)- k(y')-g{— у..
или

£(y) ֊ ~ -֊-• 
A(-y)

Теперь, возвращаясь к функциям G л ՛ и Н х), будем

(2.18)

иметь

Но

(i (A'i = l.i.m — e

— l.i.m —
«- — 2 о

<Հ •

Л(-У)

ду А I֊ У)
k(-y)

Հր =

а
dy l.i.m \ <?’У4//(;) dz.

-P

(2.19)

*(֊У՛
А (— у)—

.? - 2
I <?'• /7(?)ժ; dy• fixy С

dy

*(-V)P
e/v1//(•)(/:

2
dy -> 0. 

d -*  ос

Это значит, что
՜» . и

/>ixV />1Ху ՐI —- -------h (— у) dy = Um I — ‘--------dy I eiy 'U (=) d- —
..U(-y- J A( y) ' .!
-a --a —?

J e
-Um {HMd- -----

r- J J A(-y)
֊3

Таким образом.

12.20)
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Подставам вместо 6’(х| и Н(х) их значения из (2.7) и (2.8 . 
тогда будем иметь:

4 I ր ' '6х-41 Гв^У+«У
1.1.m 1 Հ * rfc | ---------- dy.
«•- 2« J J ^(—У)

— СС —в

Заменяя ех через х и ё через է, окончательно получим: 

« а -1 ну

(I -а

Это и есть утверждение пункта а) теоремы 2. при Л(—у: =<?(У -
В случае, когда |?| = «, из (2.2) имеем 

г
I Л’ (re1’) = մ՜' rf«=

6՜
■»

= ՀՌ՚Հ/'՛'№♦”։ н+dr. (2.21) 

о

Заметим, что функция Г in' ё'} ик՜' принадлежит классу L2 (0, со), 
. . Ւ՝ (re՛՜) ,

следовательно этому классу принадлежит и функция —չ----- - (см.
г 

[10], стр. 289).
В (2.211 заменим г через вл и т через ё

Ւ» (e'e‘f) = е"‘ р’р(г ’ е4'4”; յ» + 1) е^՜”/7(?) ?<Й. 

— ж

ИЛИ

_ Г да х-Е (v-:i|n ֊֊I ֊
е ' /^(<;V’i= 'е* ’*”; I)/ "" ՛՛ |е ’</(?)! di.

— а»

Обозначим 
д 

е ՜

ճ
: р-1 1)е է ’7=/С։(х).
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■ИЖДГ- ■ ■■■■■I  — - ----------- ■ - 1J» - •—՛ - I     — - ■ •

Все эти функции принадлежат классу Lz\ — ос, со:. После этого, 
утверждение пункта б) теоремы 2 получается повторением рассуж­
дений случая aj с той разницей, что вместо Н(х՛, (г(х) и Az(x) буду i 
фигурировать, соответственно функцииОг(х и /7։ ւՀր). Эти рас­
суждения мы опускаем. Таким образом теорема полностью доказана.

Институт математики и .механики 
АН Армянской ССР Поступил.! 6 V 1959

։։.. ։»• и.։|1.н|н>_ииП

ԸՆԴՀԱՆՐԱՑԱԾ ՒՆՏեԳՐԱԼ ՋեՎԱՓՈՒՈհթՅՈհՆՆեՐՒ 
Ub mb ԿՒՐԱՌՈՒԹՅՈհՆՆեՐ

Ա 1Г Փ II Փ П Ի Մ

|7[ աշխատա իքրււնում աո արվել անկյուն մ և ջ անա/իաիկ և որոշա­
կի աճ ունեցող 1իունկցիանե րի ինաերդրտլ ներկայացումներ*  11րոշ ղհւղքե֊ 
րէէւյք "• էդ ներկայացումները պարամետրական կին։

Ներկա աշխատության մեց ապացուցվու մ Լ, որ | դի տարկված մի
դասի ֆունկցիաները անկյան մեջ վեր են ածվում շարքի ըստ ոտցիոնաք 
՛իու.նկցիտների հատուկ ււիււտեմիէ

U տ տ gifn t ւէ՝ Լ նաև Մ. Մ. Ջրրաշյանի մի ընդհանրացած ինաեդրտլ 
ձևափոխուիք յան համար նոր շրջման րանաձե։

Աշխատու թլան մեջ ապա ցո t ցված են հե տևյալ թեո րեմներր.
I*՝  b о p Ь մ I: ЬрЬ F\z) ֆունկցիան պաւոկահու մ I. arg՜ <՜ Я uilil|jiuG 

մեջ ան<ս|խոիկ և

|/-ге'? |bf-f-'rfr<.W< <» ( ?|<տ.

ք T- -j- - ---  <Հ |X -ՀԼ - •]- ——, .էք-р անկախ հաււատւոուն կ j

պայմանlibj)|ili |>ип|шршрш| ֆո։ 1ւկ(]իւս1ւե|ւ|ւ А да, ՜, ՛.) րյսորին. ապա
յ» 

i՝(z) = 
Я - О

np։nl,i] i՝iu|i|»|i Я1 g г’<Հ а ։и|||։и։ j|>|i luiibfi մի (И)р]>|>1>, փակ մասւււմ liiuijtuiiui- 
րաչսւփ qm.qiud’Lui I.. 7?.. Հ) (fl ~ (). 1. . , ...1 - h|ip piuyuilHujm «nhupnij 
q|il|ni] ուպյիոնա( ֆու Gljc||iiulibp Mi, npnGg phbnfibpp ipuG։]n>։f bH 

[ --  '• 'i կ1»ա1>|111Ն11', H|iuibl|
■»

իսկ /1., qupAակիցliL|ip որոշվում bG F -|i bqpwj|։li ւս|։ւ'Լյ>1!հ|!ւ։վ:
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Թ1ւՈ|>Լմ 2: Чфдтр Flz) ֆունկցիան ս|ւստկտնա if I. Лч. la, р, u,) 
դասին li nipbilli, !> nul'uiuiujli |l| ut;|n սոուս pjuili ւսոդյա lipGbp|i. հ1ւ|ւկա- 
jiu(|i]ni(f I. |ar^z|<^.a անկյան Gbpunt.if

Л(г)= ^ժ֊՜՚ԾքՕմէ
u

բանաձև nt|, nputLi] LJ (0. co): Այ») դևսյբում U (հ) ֆունկցիան կա֊ 
pb||t 1. քևսշւ||յ|

ա) bpp | Չ ՚ <,«£
x -1 - 4"+'-v

Щт) = l.l.m — \f՝{i У?) [֊—----------dy
—2я J J ?(y)

0 ֊3

pudimubnil. npuihq

</ (V) =     ֊ . I S—---- Hy ) ’
Г(1—s) sin (s-j-u—1) ’ 2 /

I') Կ'1’ I? = « 
x I - l+b-

U{., = ,.,.m _ւբ^, [Ж_ dy
2-J I J ?.(>՛,՛

Il -e
puiGtunb III). npmLi] 

zp / 1 , , \
r(2֊5)siu^ S .x- J) Լ շ ՛)և

/
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МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашян. А. Б. Нерсесян

О построении некоторых специальных 
биортотональных систем

Как было установлено в работах |1, 2. 3|, интегральное пре­
образование с обычным ядром Фурье на полуоси (0, 4-ooj имеет не 
одну, а континуальное множество формул обращения, зависящих oi 

непрерывного параметра ?>֊-• Эти обращения осуществлялись по­

средством специальных ядер, образованных при помощи целых функ­
ций типа Митта г-Лефлера

յւ) = V
ծ֊Օ Г (li. -Ь /гр՜ ’ •

I'

Одновременно были установлены также результаты обратного ха­
рактера. — что интегральные преобразования посредством ядер, обра­

зованных при помощи функции F-^z\ р), р- 1 :• могут быть обра­

щены обычным преобразованием Фурье. При специальном подборе 
значений параметров р и |* из указанных результатов, в частности, 
следовали, например, известные теоремы Планшереля о преобразо­
ваниях Фурье в классе функций А» (О, -Ь ) или Z.2(—оо, 4-՛»)*.

• В |4| п этом направлении были 
соответствующие случаю, когда ■> — со.
֊ Известна АН, серна физ.-мзь наук. X- 5

В п 1° данной статьи излагается общий способ построе­
ния биортбгоиальных систем целых функций на конечном отрезке. 
Затем в п2” этот способ конкретно осуществляется на примере функ­
ций. образованных из линейных комбинаций функции вида £,(з; р). 
Пр): этом для построения биортогоиальиой системы нам понадоби­
лось исследовать существование счетного числа Л0-точск, характер 
и асимптотику их распределения у специальной целой функции ю(г, р . 
образованной из функций вида (г; р-).

Построенные нами биортогоналыше системы и разложения по 
этим системам тесно связаны с вопросами краевых задач для диффе­
ренциальных уравнений дробного порядка, что будет предметом на­
ших последующих сообщений.

получены новые результаты, по существ}

HNbHb >ԱՆ С
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1 ° Построение биортогональных систем функций на конечном 
отрезке. В этом пункте приводится один общий результат о построе­
нии биортогональных систем целых функций на конечном отрезке, 
на что мы будем существенно опираться как в данной статье, гак и 
в некоторых наших последующих сообщениях.

Положим, что у (а-, л) и z[x. >.) —целые функции по л, которые 
совместно со всеми своими частными производными по а принадлежат 
классу Л, (О, / по переменной х при любом X. Кроме того поло­
жим, что классу А։(0, /) принадлежат также все функции вида

(Уу(х. f d'z'.x,/.''} 
՜ՀՀ (г,.ч^0, 1,2....) 11.)

При любых Л и Предположим далее, что Զ а) также целая функ­
ция, связанная с функциями у(л*.  X) и z х, X интегральным соотно­
шением

Jrt О — <2 (>.♦ I
у (-V. >.) z I х. к* ) dx = . 1.2)

о

справедливым при любых л и >л.
Сначала докажем одну лемму.
Лемма I. Пусть для данного (вообще говоря, комплексного) 

числа Ап х Хп есть нуль кратности р I целой функции —Ло.
Обозначим

1 Հ ( (>.-у 1 
/?! й։|2(1)֊Д. 11- հ = О, (1.3)2....).

тогда справедливы формулы 
а)

ReJ У'Л-, X/ -I/, /.) I _ у‘_1_ <Гу (.у, Х„,■ ՛" У Ь„ ժՀ՜ր (Г. .
•И ԶԴ.՝-.4(1 ! — ԺՀ? ֊

(1.4)

б) Пусть л։ нуль кратности ոՀ.> 1. а Հ — нуль кратности р.. 1
().։^л»| целой функции 2i’X« —Лд, тогда

Г// у (.у. /,) dsz(x. ).ф .՛ uz^x, /-ji
.) ՀՀ ժճշ J ԺՀ ՜ Ժ/Հ 
ո о

при r=i°' 1........և Ц.5)
Տ =0. 1........ /Л. 1.

До ка затея ьст во.
а) Имеем:

Re, । •՝: -տՃճճ-Д I = 1 |1т <ք՜Հ I'֊ Ч)Д '•> -'■'■) | _
I 2(>.j —Д, I Л" !| &</.)-.%
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I 11In"v о'"у(х. (Г- 1 I (к - ,.Հz (է, կ լ
(P- II! ՛և, " 'Л' ՚ Л.” -Л" "= «(М-Л, I

(l.6l

откуда в силу обозначения 1.3) следует формула (1.4).
Для доказательства формулы (1.5) заметим, что если а и ).♦ не 

являются нулями функции Й.Х — Ло и соответственно лежат в доста­
точно малых окрестностях точек X, и X... то из (1.1) и (1.2 следует

дгу х.

ծՀ
X д5г_(х, # £ |g(X)—Զ(>.պ

д).'я ՜ (էՀ ծՀտ\ I

£ձ ] г/ рг (>.»)-.40 I 
' -| (TZFF I ՚ Ժ/Հ՝1 J (1.7)

ր, s - 0, 1. 2....).

Переходя к пределу в формуле (1.7). когда X—Х։ и л*  — /.., по­
лучим первое из утверждений 1.5. Второе утверждение получится, 
если просто поменять местами Х։ и Հ. Лемма полностью доказана.

Предполагая, что функция 2(Х) —.40 имеет счетное множество 
пулен Х։, л......... ..., пронумерованных в порядке 0 < Х։ |Л2|
••• Հ X., .перейдем к построению биортогональной системы, 
образованной из функции у (л\ л) и z (.v, л).

Пусть Х„ есть нуль порядка рп>1 целой функции <2 м — .4,. 
Отнесем нулю две системы функций

(./=0.1........ Л,-о. ՝ Ц8)

yi bpr ;~k- I fi^zix, ՛է.,, 

- k\j\ a՜ / = 0, I...., pa - 1). 1.9)

Заметим, что если p.։ — 1, то в системах 1.8 и (1.91 содержится 
соответственно по одной функции

у IA-. V» и V(A-, Хя). (1.8՜)

Пусть, далее, !K*(A ‘j) и JZa(.v)} (a =-1.2,... множество всех 
функций вида (1.5) н (1.9) соответственно, пронумерованных в порядке 
возрастания модулей чисел
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Теорема 1. Системы функций (Кв(л|) и (Ze(x)) биортог.о- 
нальны на отрезке |0, /], т. е.

(«>? = ։. 2.-)
J 11, а — р

(1.Ю)

Доказательство. По определению функций Ka(x.i и Z,(x) 
существуют нули ХЛ1 и >.яз функции Զ ().),- До кратности соответст­

венно рП' .■> 1 и ր,դ > I и целые числа J-. (0 </, < ря< — 1) и jy (0 
<< рпь — 1) такие, что

Z,.(z) -
1 4..-Հ, А--1

k (I

(1.12)

Тогда
а) если Хл<։^ кпр, то из (1.11) и (1.12), согласно формуле

(1.5) леммы 1. имеем
t

j Ke(x) Z^(x) dx = 

о
p J'-.—1 f

I / /О1М-4 \
(A Й* l(X—‘J

"՛ՀՀ՛ bPnl-i,-l‘-1 f 4) с* ‘г(х, X)
= 1 ----77ТГ-------i--------------֊<^ = 0: (1.13)

»-« J»'kl ? Հ" օՀ

6) при Az/e= Ц- \ (Pn-Pn =p) из U-11) ” (l-12). учитывая 

формулу (1.7), имеем
։

j K(x) Zj(x) dx =

0
^v՜1 *₽•  /»-*-։  г д,’У(A *») й'г(л-м

= \ ------------- I ------------ •--------------- zrz.------ dx=
^0 ^l/M J Ժ).օ“ ^0

j^-k\

I *!
Ժ,Հ / 2 (X*)  - Ло \1 

ճՂ’?»\ (к*  —ձ)* +1 Д
(1.14)

Предельный переход в (1.14) обоснован в силу условий, налагаемых 
на функции вида (1.1).
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Из (1.14) и (1.3) получим

К, lx) Zp(x) dx

= lim
• l’-Հ, V

է-0

, (А — Х0)Р (P-J\-k-1 I
- S(X)-/)O____________а» а(х)-л,

(P~h—k- l)!AI/?! ժ>.*  (). _ + 1

я-д-1 Г (х’)

у I 2 0-) ~ Л, I_____________ <?'_ ~ (X*)  ֊ Ар
сру. (Х»-Х)‘+1

= lim
А . А*  -*  1g

р—յֆ-1
_______հ-______ V г*  
Л1(р-Л—1)1 ''՛՛՝ '?՜1

Г 2(Х)-Л 
1(х-х«?.||

<*)
X

(А — 4օՀ (/> /р—* 11

W)֊Aj

+-1А
Л1 ах7»

р— յ.ֆ- ’

А' О

' (Л — 1 (p-Jfi—*—I)

ԶՌ) - A J___
(p -h-k- 1)!

= Um 
Л. А» - A,

y.i .аГЛ-՛
/«։(₽—ax^՜1

(>• ֊ X„)"
(X — X*  )л + 1

. r-ir . !'•'

1 £(х-)-Л у ,,, t
(X* —X)^ “ *!

. lim ^՜' (X- V"
d\p 1 x»-|'«+՛

1 ,)J" IJ<X*  > ֊Л„ /' |X*-X,f  

/3! д/У" (X» —X)p J՝f \2-(X։) - Ло

ОС
I/Л— v 

^p-j\

■ p4)
' -AJ 

k\
\V— Zj*

I քհ
Здесь ради краткости наедено обозначение—- F(a) (/?(к)ИЧ 

iby
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/.! (р jy

<±_L I'-֊'■<■/՛ 
1Հ lf;P Ա 1 (>.֊Х’)Л ՚ 1

4-Ճ
7pj д/.7։ (л*  /.)р 7՛

^4
J'" ԺՀ 7

11.15)

Но

ււա 4-
. ,Л’-Лу ф J-.

!“('■’ ~ձ) ճ 
k-=p /р

й(>֊)֊֊Л
<»фЛՐ֊րյ՚ք

kl

= 11,1,4.

ժձ 7

■х.

Ռ*  Ս’
k~P J'v

lim()((X*-A of Հ' =0, (1.161

так как у։< р — 1.
Следовательно, из 1.15) имеем

j К.(х - Z? (A-)dx = 

л

հա . Հ^-Х.
___Л! др 4-1
/?!(р֊Л֊1)։ ^ր~հ- 1 (a֊x*/« +1

I !>» —Հ)/> 
՚ հ'- ժ).7» (X*  ,Հ

օ, in էհ
la. 1.2....).

и յ>=յ»
(1.17)

Из (1.13) и (1.17) следует утверждение (1.10) теоремы.
2°. Биортогональные системы, функций типа Мпттаг-Леф- 

лера и их асимптотика. Изложенный выше общий способ образованна 
биортогоиальных систем целых функций осуществим теперь на кон­
кретном примере, построив такие системы из комбинаций функций 
типа Миттаг-Лефлера.
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Пусть ay, bt (/ = 1.2) — произвольные вещественные параметры, 
удовлетворяющие лишь условию

аН-«? = /ճ + Й = I- (2.1)

Введем R рассмотрение функции

V 1 Т
у |х, >., pi = 2.Г7/Л- £PiXx : ру), (2.2)

/.-։

г (А >•. р) = 1jMZ *) ' - х) Г ; «у). (2.3)
/-։

где параметры цу и >j{j 1,2) пока подчинены лишь ограничениям

!ն > l‘i > 0. v։ > Vj. > 0. (2.4)

Гак как при любых у. О и д>0, E^az\ у-) есть целая функция по­
рядка ■> и типа а'՛, го из формул 1’2.2) и (2.3) следует, что

0*у(х, X, p i </z(x, р) .
I) для всех х (0,/)— -р и —-------(k 0) суть це-*

</Л (/А

лыс функции от X порядка р и типа не выше, чем Z;
2) при любых Л։>0 и к. > 0 функции

г/1 у |л՜, pi (х.^,յ>՚ дк‘у_ (х, л. р) էՒշ (х, л, р)
Ժ)*' ’ дУ.к' ՜ “ ЭХ*’ ’ ՜ Ժ)*4

из класса Лх (0, Z).
Наконец, составим целую функцию 

շ . յ .։.
Ш|Л.Р: = /. V aj,bj/J' ՛ 'Л՜ (2.5)

У..Л-1
Очевидно, что ш (л, р) — целая функция от X порядка р и типа /.

Лемма 2. При любых к и X*  (>. / X*)  справедливы формулы

1 Ճ
jx։ ‘l£p(XxP:a)(/— х)9-,/Гр|Х’ (Z х)₽; խ dx = 

u
I I

_ Л ճ(> (/ x 4- 3) — Xy/zp (Z X*;  a B) ^e+p„i
X — A*

^ y(x, л,р)г(х. X*, P) dx = — • '՝

К?>0).

Доказательство. Заметим сначала, что формула (2.7) сле­
дует из (2.G) в силу введенных выше обозначении (2.2), (2.3) и (2.5 . 
Поэтому достаточно убедиться в справедливости формулы (2.6).
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Исходя из разложения

____ zk_____  

г77+*р '1
(2.8՛

для любых X и Х*(Х=гХ*)  имеем:

/• f* ' • է՝ • I ՚ “ р I
= ճ S Г la 4- /гр՜1) Г (В4- wp *> ]*  Л՜) <1*  =

п֊ 0 т О А*

о^0Г(а + ₽ + ^ + ,п)Р ')

й 
хпх**~ д/ * 

Г(я4-б4-Лр՜')

Л- к

.у_______суд_______у/лУ=£±.'у ifQ.k
Д >.-) >->■*"  Г(« + Н*Р  ‘5

(։,?>0 ■

Отсюда, в силу (2.8) получим требуемую формулу 2.6 .
Установим теперь формулы, характеризующие асимптотическое 

поведение целых функций у (х, X, р), z (x,X, р) и «>(Х, р) в плоскости 
комплексного переменного X. Эти формулы, как убедимся далее, 

позволяют доказать, что если о • то при любом вещественном 

.֊1о^О целая функция <« (X, pl — Ло имеет счетное множество нулей*.  
Это обстоятельство, в свою очередь, даст нам возможность построить 

но способу, изложенному в п. 1 .системы функций (yi(x)| и (z։ (x)j. 
(a t= 1, 2, ...), биортогональные на отрезке [О, /|.

Для достижения намеченной цели воспользуемся известными 
|1,2. 3| асимптотическими свойствами функции ЕР (z: р.), которые за­
ключаются в следующем:

Л) Случай когда р — ֊ - Лля. любого целого числа р ? 1

а) при 0 -= arg z когда | z1 > ос

‘ Как увидим ниже при <-֊1 имеется исключительный случай, когда нужно 
полагать, что
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(2.9)

б) при к arg г 0, когда |z| > ос

У____L— +о(֊֊֊
։2)1г(,֊2А)+и1 z+I (2.10

в) когда х — ф (J/nx = 0j

Zft I— Х\ О.) = X ' cos թ)

(2.11

li) Случай когда ?>— Для любого целого числа р 1.

если а0 фиксированное число из интервала

<Сао<С min 
2р

то, когда z i ֊♦ л , имеем 
а) при argz| <Հ а0

ե'ր(տ; |») = pz*'  “'е՜ —

v_____ ւԼ~ o(-L֊Y

б) при I argzI %

՜ ՜ ^" Г (ja ֊ /гр 1 > °(՜?՜՜1՜)’

2.12)

(2.13)

(2.14)

Кроме того, во всех формулах порядок дополнительных членов 
равномерен относительно соответствующих углов.

Из формул (2.9). (2.10), (2.13) и (2.14) и из определений (2.2), 
(2.3) и (2.5 функций у (л՜, X, р;>, z\x. X, р) и<»(Х, о) вытекают следую­
щие формулы, характеризующие их поведение при больших в 
различных частях плоскости
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■ I е м м а 3. Пусть £ (0< — любое фиксированное число.

7'огда при к справедливы следующие асимптотические фор­
мулы:

АСлучай, когда ր — -֊-

а) равномерно относительно х ի, /|

у X. А.
.4(|՜*'/' I хС + 1к(\ и.) ֊л/Հ 

а,/. х -]■£ 7 е 4 0;

б) равномерно относительно х |0, / е|

В этих формулах знаки — или - берутся при 0^ 
argk<r или г. arg). О соответственно. Значения постоян- 

ных коэффициентов Д*  буОут приведены ниже.

Б Случай, когда

а) пусть JargX a„. тогда

v(x.x.P: - J Va;,.: (l I/'՚ օ/-Լ\ x [<. Z|. (2.18)

7 •։ • ■

г(х.к.?)-₽|Х*/>. И1 о(7), х 10./ -4. 2.19)

притом равномерно относительно х в соответствующих отрезках
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_/ ' » у-------— ff, .*=լ.շ,...);( 2.2Ո
,-Հ Пи/, VA-Ap-' V 2 )

б) пусть I arg л %, тогда 

(2.22.1

1-2.23)

прп/Пол равномерно относительно х с соответствующих отрезках.

p)=֊t-^"! о U). (2.24)

fc-.i

Обозначим через t'o множество тех комбинаций индексов /х и 
;t( 1.2. при которых произведения (ij.bj.. отличны от нуля. На па­
раметры а։, >յ, z. будем накладывать дополнительные ограничения:

min (1 +р(1 — р.., — '/=)) > О 
е,

и поэтому,

Т?=гпвх{1 Р(1 — и у, — *у,)}  >0, р > ֊ • (2.25)
Ui. Jtteo 2

Иначе говоря

V: 1 Р *.  Կ\- յ՚շք (2-259

Заметим, что в силу условий (2.4)

-₽<14-р

кроме того, из формулы (2.5) заключаем, что
1) значение ч = 0 может достигаться лишь при at — ծ։ = 0 и 

тогда

со р,1 - (/Ղ; 1 ֊ р ) =
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- sign <<։■։*.)  (£;iA; D-1):
12.26)

2) значение -Р^> • также может достигаться лишь при одной
комбинации индексов (г, s) < с0:

'Р= 1 ֊Ւ р(1 — а,—Ն յ. (2.25")

тогда асимптотические формулы (2.17) и (2.20), характеризующие по­
ведение функции и> Q., рI, можно записать в более простом виде. Имен- 

Iно, когда о — —, имеем

где 
мл и

функции ?'’(>.) и ?'.՛՜ И) имеют порядок ()(>. \ а знаки —
'■ берутся соответственно, когда 0 argX<-или — «-<arg>. 0.

В случае же, когда р^>-֊֊ и խր£>| Հ.

.»(А, Р) = pfl.fr,П у о(А). 2.20.
к~ 1

де <р|л) имеет порядок 0(>. ia^>0).
3Հ Нули функции <•>(/•: р) До, при т. — 0. Хотя нам достаточно 

было лишь установить существование счетного множества нулей у 
функции <••(/., р) Ло, но в настоящем и в последующем пунктах в 
ряде лемм мы исследуем характер их распределения и асимп­
тотику. При этом в основном мы будем придёрживатьея способа Ви 
мана [5|, впервые исследовавшего вопрос распределения нулей функ­
ции F.^z-, I).

Лемма I. Пусть -.. = о[р > ~ ) и

Գ = sign(«../;..).4o 1. (3.1)
тогда:

а) որս р — — и | С0|г^1 все нули функции. <•• (л, —.% лежат-
Հ

на отрицательной полуоси *><Լւ  0 и представляются в виде

3.2)

кроме того, при |С0|< 1 нули простые, а при |С0 1 все
они, кроме, быть может, первого имеют кратность, равную двум;
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б) при у~ L (С0(>1 все нули функции <иЛ, Ло про-

I 
стые, лежат на параболе Re = <з0, гое з0>0 есть корень уравне­
ния ch Հ-օ |С0|, и представляются в виде

/ °ГЙ Ժ՛
Ն ( ’о ՜Հ՜ XJ • ՝fi = °’ Ь “’•••)’ если Շօ > 1'

13.3)

в) при p> Оля любого ՕՀ՜ձՎւուոք ՜՜ • ՜ | все достаточ,-
՜շ 12? 2? I

но большие по модулю нули функции <•՛(/., р .40 простые, лежат 
внутри углов

iargX"Tp|<։i argX ՜՜ <՜օ.
2б

(3.4)

при этом, нумеруя нули, лежащие соответственно в полуплоско­
стях յւո'Հ>Ա и. JmK-ՀՕ в порядке возрастания их модулей и обо­
значая их через будем иметь асимптотические формулы 

При -,= 0. (?

(3.51

(3.6)

Доказательство. из (2.26՝ и (3.1) еле-

дует, что искомые нули суть корни уравнения

Е, Г к- 1) ֊Со. 13.7)

1 
Поэтому, когда > = — или о—1. вопрос соответственно сводится к 

простому подсчету корней уравнений

ch / J X = С\, и е*  — Со.

Отсюда легко чриходим к утверждениям а), б) и к (3.5 .
Из асимптотических формул (2.13) и 2.14) легко следует, что

1 

достаточно большие по модулю нули функции 'ЕР(Г с; 1) Со могут 
лежать только в угловых областях вида (3.4L

Для установления формулы (3.61 нужно различить два случая: 
Ся 0 и Со = 0.
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Положим сначала Со֊՜^ О. тогда корни функции*

* Мы h.mvcm в пилу лишь корив, лежанок- и углОпых областях |ЗД).

«/>•.₽) = к"’-Գ

простые, симметрично расположены в полуплоскостях Jtm. О и Jm<.<- О 
и представляются в виде

i
^=\±yi -|-10g-^-|?npH Ce О,

I / I pl
, (3.8)

1Հ*>-  |± i ’ log-LC1’’' |' приС.><0.
1 I / р I

(А = 0. 1,2...f).

Все эти корни лежат на кривой

ճ0: r'-cosp^ = 4՜1о^ ֊—֊• ,? К— (3.9)
' ? Р

и соответственно перемежаются с точками

Հ1=|±<2ձ±12ձ,- l10gW. Գ>օ. 

I / / р |

, (3.10

с,<о.
I / l pl 

лежащими на той же кривой LQ. При этом 

«>օ(Հ\ ?) = ֊2С(1 (Аг = 0. 1,2,...). (3.11)

Рассмотрим дугу ձ окружности /.. = -Հ՜' . лежащую между 
верхними половинами кривых

: ր';cosf/c- 1 hog ^ + y!’ |« < • (3.12)
I I P I p

где любое.
Очевидно, что верхняя половина кривой /.0 лежит между верхними 
половинами кривых £օ+'(հ) и 

1. i'-i
Если гонки |>Л е ' и ՝Ղ. е суть начало и конец дуги ձ. го

имеем

՛, դ|Ղօտ^ = fji
/I fi I
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Ы'ПCOS ppi- -у [log (^ ՛—?[.

при этом л = )>х- е I*.  если
Покажем юперь, что существует достаточно большой номер i\'o 

такой, что

|‘”о(\ ?)1>1 Գ1 при '■ ձ и а՝ > л7п.

Из формул 3.13) имеем:

•*»  sin~5-.<*»  Հ)տ|ո-^-(է*-Հ)  - ՜! 

н

lim о' = lim —>A- + ք.~+ Г* 9p

поэтому 
о 2

iim I»»f’sin~ 
s— ձ I

Далее, при X = имеем:

%՛. p =?^՛ '* ‘ — Գ =

= ■ <|i

где положено ՚դ - |>л‘. е‘ ՚Հ ՝k ֊ 0, 1.2,... .
Но из 3.15), (3.16; и формулы

е'՝" — е‘~1 ՛' = ֊- 2sin ' а sin Հ-- ? — ?Л) г
2

(3.14)

(3.15)

(3.16)

3.17)

о о
2Zcos֊? (<з ?/Հ՚շօտ (ср -?л

следует, что

lim J 'к \е՝՝ —с ՜՝ =0,

д (ЗЛ8>
Um >frlf՛ Re (t’"'՜ — e 'k \ հ—> 

- /

Наконец, из 3.17ւ и 3.18 вытакает, что при / 1К

llm)%(>.,?J|?>C0(l е ').

откуда следует оценка (3.14).
Но на кривых А о1'
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I «О ('■. р) I > I ре'г'՞-1Գ11 = I с011 /1 ֊ 11. (3.19)

поэтому в силу (3.14) и (3.19) будем иметь, что на контурах ձ*  кри­
волинейных четырехугольников, ограниченных кусками кривых Lv. ’и 
лугами ձ и 4-է.|

ell (3.20)
Հհ

Но из асимптотической формулы (2.13) имеем: 
1

(ճփ'; I )֊ С„1 -<ղ,(4ր) = 0(֊-)- 13.21)

поэтому по теореме Руше из 13.20) и (3.21) следует, что при к 
1

Л\ . Л70 внутри контура ձ*  функция £₽(/՛ л; I) — Со имеет точно 
один простой нуль է При этом ясно, что будем иметь

7i+‘ > Л-’о), (3.22)

где! =0(ճ*), dk — диаметр области, ограниченной контуром ДА. 
Но. как легко видеть, периметр контура Д* при больших к имеет ио- 

-1— I 1-1р р
рядок 0(Л ), поэтому имеем также = 0(£ Отсюда и из 
формул (3.8), 13.22) следует, что при k -* л

_L
. . 2xk\ f Г / 1 \ 

e v 1 ’ °(v 
\ I / \ k I

(3.22

Так как все достаточно большие по модулю нули функции 
«ил, pi — Ао лежат внутри углов (3.4). то. если X*  любой из таких 
нулей, из (2.13) имеем

или при к -.՛ Л'..

у log—----------- <Ի.է cosp<fargAA<֊yllog —°֊ -i-l-
7 [ p 2 . 7 L p 2 J

Отсюда следует больше, чем утверждалось первоначально, а именно, 
что все достаточно большие по модулю нули функции <"(л, р) — 
лежат между кривыми 1.V ’(у). Это значит, что если пронумеровать ну­
ли функции » (Հ օյ — .40. лежащие в полуплоскости Угод > О в порядке 
возрастания их модулей, то формула (3.22) даст асимптотические вы­
ражения /?-Т0Г0 нуля При k — ОО.

Аналогично, ввиду того, что 1(_2 = Т(4+). для нулей функции 

<••(/., р) -Ло, лежащих в полуплоскости Jm'r. <0. получим асимптоти­
ческую формулу
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Таким образом, при Со -/••• 0 мы получили лучшую асимптотику, чем 
утверждения (3.5) и (3.7) леммы.

Перейдем теперь к случаю, когда Со — 0 ( р > —. р փ 1 ). В этом 
\ 2 /

I 
р

случае вопрос сводится к исследованию нулей функции £р(/ X; 1 յ. 
Эта задача, как отмечалось выше, была исследована Биманом, однако 
ради полноты изложения мы приводим здесь необходимые выкладки, 
которые несколько отличаются от способа Вимана, и установим фор­
мулы (3.5) и (3.7).

Согласно формуле (2.13) в угловых областях (3.4) имеем:

4 Ар /~ / I \
£.(/ X; 1)=ре —--------- г + 0| — )• (3.23)
" М՝(1-р-') \х։/

Положим
1

l>- I р
•% (X, р) « ре - —----- г,֊ (3.24)

ХГ(1—р )

и аналогично случаю, когда Со #=’0, рассмотрим кривую, бесконечные 
ветви которой лежат в угловых областях (3.4)

А*՜  U р
L0:|Xtf | — Ср, С(.= —— ——zj-- (3.25)

pl (1-Р )

При л = £0 имеем
/г₽ cos <ир = — log г log Cf. (3.26)

Если и*  и рА+1 (| < |р*+1  ) — два последовательных нуля функ­
ции »оо(Х, р), лежащие в верхней полуплоскости на кривой £0, то при

переходе X но кривой £0 от а*  до аА+։ arg/.t՛" увеличивается на 2ж и, 
вследствие непрерывности, в некоторой промежуточной точке

‘Л
< |p*k<>4  |<i ) должны иметь >ке = — С₽. т. е.

'^u)o(va. Р) = —2СР. (3.27)

Далее, рассмотрим дугу окружности |X| = |v*|,  лежащую в 
верхней полуплоскости между кривыми

£и'\) ): Zrpcospc — log г 4-log Ср ± 7. (3.28)

Тем же методом, что и при доказательстве (неравенства (3.20;, 
получим, что на контурах ЛА криволинейных четырехугольников, ог- 
3 Н^ссшя АМ. серия фна.-мат. илу к. №5
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раниченных дугами /<• и Zi+։ и кусками кривых iV'h- справедлива 
оценка

9
!>•<■>. (Հ Ж >֊ЕТС₽|. f.3.29)

’J
С другой стороны, как и в случае С(1 փ 0. легко убедиться, что все до- 

1

статочно большие по модулю нули функции ‘ . лежат между
кривыми A.'rVfL

Из (3.23), (3.24) и 3.29) применением теоремы Руше получим.
I

что все достаточно большие по модулю нули функции /:р(7 X; 1), ле­
жащие в верхней полуплоскости, имени вид

+ (3.30)

где —0(</Հ. dk — диаметр области, ограниченной контуром А*.
Так как ;* к есть А’—гая точка, лежащая на верхней половине 

контура Ло, где функция %՛/., р) обращается в нуль, то можно при­
нять. что

Alp
Arg|ike ' ' =2-A + G.

где I 0 <- некоторая постоянная.

Обозначая 7*  = |’чк". «3 (3.26) и (3.31) имеем:

= л_ , logiI _ log՛. ԳI _х_0 /Hoglн*I)* \ 
р/|Н* \ ՛'

?<• ֊ / ' sin p — 2-A 0.

Из (3.32) и 13.33) получим

откуда следует, что при k—

I 'Ad՝ '֊ ՜Հ^ • lobrl!4 - —log*
I P

и по:-.тому

3.31)

(3.32)

3.33;

(3.34

(3.35)

1

Наконец, из формул 3.35 получим асимптотическую формулу

log*  J
* /] (3.36)
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’--I
или. заметив, чго<Л = 0(А log k). на (3.361 и ։3.30) приходим к

формуле (3.6՛ для Հ Հ Наконец, заметив, что ;А. * -=հ’է+). получим вто­
рую из формул (3.6 .

4 . Нули функции <•»(?.: р) До при т₽>0. Переходим теперь к 
выяснению вопроса о распределении нулей функции •••(/.-, ք<)—Д, 
(ЛпД, = 0) в случае, когда

-■֊• = ։ И1֊։.,-^)>О, ( . -М.

Лемма 5. Пусть ■:։*>().  Тогда: ' ։
а) Иля любого фиксированного числа все (/остаточно 

большие по модулю нули функции --- ) До лежат в области 

D:.. ограниченной параболой

1г՜'cos Հ- = s,, I<?|<~ (4.1)

и содержащей полуось (— . Of:

б) функция ֊op.; ) А,-, имеет счетное множества нулей,

при этом те нули, лежащие вне достаточно большого круга, про­
стые. лежат, на отрицательной полуоси ( — ՛ , 0| и. если прону веро­
вать их в порядке возрастания их модулей, то справедлива асимп- 
пцнппческая формула

*о(т)|- *Я

Д о к а з а т е л ь с т в о.
а) Для фиксированного .значения 50>П выберем число 7о((|< 

''՜ 7о<С I) из условия

±.7р. = (4 3)
1 ՜Հօ

Намерении։:։» ниже воспользоваться асимптотическими формулами 
(2.17' , BbioeiH'M число /?,.^>0 гак, чтобы

;!• '2^1
П + ?!•՛./•!>։-7о. 1+/ >!■'՛' 1<1 +?„. '■ >/?„. (4.4.1

Ввиду ’4.3 н (4.4заметив, что в дополнительной к /Л, обла­
сти

(Г//} > 70.

будем иметь: при /. G՝.-., /Հ,
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1 Л1 -D1
~а,Ь,> խ (е *4- ?2W(X))) I >

> 4-|«Лм 1*1  ՝ к5о0 -7oi—«’“'"‘О 4-ь)1 =

= -֊-|л,&,|(1 ь) (<?'•- Ы>.|՜. (4.5)
Հ»

Выберем теперь число /?։ Rn таким образом, чтобы выполни 
лись неравенства

Н“-Л»+О(т) :■ 1 -}֊ .41՜ — Ло . | * | /?։. ■ 4.6)

-L|a^|(|-7o)(e’—l)|X| — 1 |ЛР-Ан>

> Л-|аЛ<|(1- То) (* ’•֊ 1)1 М > 1,

Из оценок (4.5). (4.6; и (4.7). ввиду (2.17'), получим:

">('Հ ՜,7՜) -40|>1, л-О,Л. |X'^R։,

(4.7)

откуда следует первое утверждение леммы.
б) Так как при фиксированном значении с0>0 достаточно боль-

шие по модулю нули функции Ц> До лежат внутри области

этих
где Q^Re 'f.՜ <Լ-^ то для выяснения асимптотического поведения 
нулей взамен (2.17') можно воспользоваться более простой фор-

мулой

/• 1 \ 1 . (J)— а,Ь,к -j е. -j- е :с 1 |-г

4- Oik 2) 4-0ia-> *),  а>0. л Г (4.8)

J 
2

Заметив, что <»(/.; ) вещественна при Jm t. — 0, при ՛ — г,

0<Հր< փ оо будем иметь асимптотические представления

- .40= агЬлг ‘cos /г' «Հ.յ|

+ (л}!1-Ло)4֊О;г-') + О(/Т”). приЛ.чМР, (4.9)
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0(г-')~ Oir‘ + 'i ’). при До = Л(п. (4.10)

Из гого. что левые части формул (4.91 и (4.10) вещественные 
функции от г СО, »), я главные члены правых частей обраща­

ются в нуль в точках вида /|/ г -т, = Аг “ (А -? I), легко следу­

ет. что уравнение .о ( — г;

жестко нулей г к, притом

- ) — До при г > г0 имеет счетное мно­
гу кнх. что в достаточно малых вещест­

венных окрестностях точек kn {k Ао) лежит лишь одна точка

I
вида 1г>. - пгт.

Поэтому имеет место формула

/Հ+ «)=^4у4 (4.11)

где а*.  — 0 при k -*•  ֊յ հօ.
Подставляя значение (4.11) в 4.9 или 4.10), в обоих случаях 

получим, что

»л = 0(л;1. ;>0 
и гак как по (4.11)

4 ~ ֊էհ

то асимптотическую формулу Հ4.11) можно записать в виде

1г\ = А-4֊-^֊ О (А ь), 71=2;. (4.1Г)

Из (4.11 следует следующее асимптотическое представление для 

вещественных нулей функции «и (/.; •Ն

-г‘=-(т)։[1+0(^)] <41И
Покажем теперь, что все нули ( г*)  функции «Հ — j- .4,. 

начиная с некоторого номера k > Հ, простые. С этой целью заметим, 
что в силу формулы

|£։(z; а 1)Н֊(1 р))
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из 2.5) имеем

= У аА/Л 7’ 'Н1 —11 ։՛ ՛'/1 х\ 2 / — /> /-• | I շ • /.
Л« /։-1

X /V,; Ч 7.| --/ - 11 I .

Отсюда следует, что при г-

<о'^ г; “)֊ ~1агЬлг'- 3s։n|/|- r ят||

0(Л’՜ О4>0. (4.12)

Из (4.1 Г) и >4.12 вытекает, что - г*.;  ֊ )=А 0 при X’/г։. т. с. 

нули ՛;— при я >/;, простые.
Но из «4.8 следует далее, что для больших >. уравнение 

юр.; Afl 0 эквивалентно:

1) при Ап=^Ар уравнению вида

ch |/| а я-с«| -= Сл е X ' - (4.13)

где

4 __  л (’1
г,= Д>__ А:

1 агЬл

2) при А0=>А)‘  уравнению вида 

ch|Z/)7±«J-Ap’<? ՜Ն. 1-'l J ОО-). (4.13')

*

причем знаки или берутся, когда точки л ' соответствен­
но лежат в полуплоскостях или Jm\<Հ0.

Не останавливаясь на дальнейших деталях, укажем что из обе­

их формул (4.13) п (4 13'। вытекает, что возможные достаточно боль­

шие по модулю нули функции "Հհ — — Ао должны лежать в кру- 

։ 
гах с центром в точках /■ и с радиусом R. =O(r*j,

Далее, на основании асимптотики функций w — -Ն и

■••'( л; ՛) можно подсчитать, что функция <« (л; ֊ ) — Ао в круге 

а гх-| < Rk имеет точно один нуль. т. е., что она обращается в нуль 
лишь в центре >. — — этого круга.
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Наконец, если пронумеровать все нули функции «՛ ( Ճ; — '[ — Ав в 
—

порядке возрастания их модулей, го вместо (4.11") будем иметь аснмп- 
готическую формулу (4.2) леммы.

Лемма 6. Пусть р Հ- и тя>0. Тогда:

а) для любого 0 ձՀոմո ' —,  ------— ՛ все достаточно большие
I 2р 2р I

по модулю нули функции <՛՛ (X, ?) — Ао простые, лежит внутри уг­
лов

arg/. ,4.14|

6) крону меру я нули, лежащие соответственно в полуплоско­
стях О и. Jm /.-ՀՕ в порядке возрастания их модулей, и обо­
значая их через { ,, будем иметь асимптотические формулы

(4.15)

Доказательс։ во. Что все далекие от начала координат нули 
функции «>(>; б) — .4(| могут лежать лишь в угловых областях вида 
4.14), легко следует из асимптотических формул (2.20) и (2.24).

Для исследования характера распределения нулей функции 
<о(л; р)—-До в областях вида (3.14: заметим, что согласно (2.20') там 
при |Х | — • справедлива асимптотическая формула

ս> (X; р) = р arbd- f (I -!- ? (X)) е1>

(4.16)

где

Դ "՜ 1 Р (1 — Нт — ), ձ,Եք =Ւ О,

а функция »(Х) имеет порядок 0(Х '), где а > 0.
Различим два случая:

1,| А0 = Л|?', и тогда обозначив

%('֊: р) = '֊ԴԱ 1 ?(Х)р"' —գ, 
где

_ ^40 А{р)

?ar6s

14.17)
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в силу (4.16) при больших |Х| в областях вида (4.14) будем иметь

.»(Х; р)֊д„ = .ои,й։^»(>-;р) (4J8)

Рассмотрим кривую, бесконечные ветви которой лежат в обла­
стях (4.14):

t«=UvU+?Wl«af| = l<5V <4յ9>
Далее доказательство проводится по той же. схеме, что к в пункте 
в) леммы 4. Положив, что X = ЛЛ, запишем уравнение кри­
вой Ln в виде

/r?cosp? = - հ>logr —log] I ?(rc‘T )|֊hlog|C?|. (4.20}

Если р*  и |*i +։ два последовательных, достаточно далеких от на­
чала координат X — 0, нуля функции ч>0(Х; р), лежащие в верхней по­
луплоскости J/nX>0 на кривой £0, то, как и при доказательстве фор­
мулы (3-27). заключаем, что между ними находится точка ղ Г /-о, где

b>o(vA. Р)|«2|СР|- (4.21)

Рассмотрим дугу /*  окружности )X|=(v*|,  лежащую между 
верхними половинками кривых

М*'  : Ir9 cosp? = — 'Uogr — log 1 ?(reh')\ t֊ log|Cf. I ± Е (4.20՜.

тогда тем же методом, что и при доказательстве формулы (3.20) лем­
мы 4, получим, что на контурах четырехугольников, ограниченных 
лугами Ik и Z* +i и кусками кривых справедлива оценка

ы*;  Р)1 > ֊1Գ1. Ид*.  (4.22)
о

С. другой стороны, опять как и при доказательстве леммы 4, из фор­
мулы (4.18) легко убедиться, что все достаточно большие по модулю 
нули функции о>(Х; р) Ло лежат между кривыми (4.20')/-Jr*.

Наконец, применением теоремы Руше из формул (4.22) и (4.18) 
заключаем, что достаточно большие по модулю нули функции 
о>(Х; р) — Ао, лежащие в полуплоскости JmX>0, простые и представ­

ляются в виде

+ k>k0. (4.23)

где — диаметр области, ограниченной контуром ձ*.
Но из (4,20), как и при доказательстве формулы (3.36), получим, 

что при k -► -|- то
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Наконец, заметив, что = log/?), из (4.23) и (4.24) по­

лучим формулу '4Л5) для хГ1՜1 и. следовательно, для
2) .40 = .4{?,։ тогда, обозначив

<»0(Х; р) =л ն'/Հ1 | э(а)}—Ջ.. (4.25)
л

где 
л <р» 

р — г՜’

очевидно в областях вида 4.14) будем иметь

<и(Х: р)—/40 = р«А j<u0(k; р) |

Далее, рассматривая кривую

V1

вполне аналогичными рассуждениями, что и в случае 1), получим 
опять формулу (4.15).

Институт математики и механики
ЛИ Армянской ССР,

Еренанскнй государственный университет Поступила 9 IX 1959

U*.  <Г. Xrpu*cjiuG(  Հ ■ f*.  ‘TtbruLuiiuG

ՈՐՈՇ ՃԱՏՈհԿ ՌՒՈՐՌՈԳՈՆԱԼ ՍՒՍՏԵՄՆեՐՒ ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ ՄԱՍԽՆ

Ա Ս*  Փ II Փ II Ի 1Г

Ւնչպևս 3П1"1У •/, 2, ՚7| աշիւատութ քուններո ւմ, առանցքի
>[րա •եուրլևի սովորական կորիցով ինաեդրալ ձե աւիոիւո t թ քո ւնն ունի ո< թե 

մեկ, ալլ կոնտինում րաւրքութ քամ ր շրջման րանաձևեր, կախված Կ տն~

րնւյհատ պարամևարիցւ Աք՚ք շրջումներն իրականաէրքու մ են հաէււուկ կորխքնե֊ 
րի միջոցուք, որոնր կաէրքվում են 1Гիտտագ-Լեֆքերի

°° rk
/:’p(Z, J1! У------- ֊ ֊ . 'Л>0

ւսմրոքջ ֆունկցիաների օզնու թլամրՏ
Միաժամանակ ոէոացվԼլ են հակադարձ րնուքթի արգրււնրներ, որ

Հ(^. Н.), ('յ -■ --- ֆունկցիաքի ոդնոէթքամր կադմված կորիդներուք ինաե՝
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ձե աւիոիւոէ թուլեներր կարող են չրջվեք 'ես ւ րլեի ԱՈ վորական <\ևավւոիէու - 
թրսմր, Դ Л |ւ պարամետրերի արժեքների որոշակի ընտրութ րոն դեպքում:

Ներկս/ հոդվածի աոաջին պարադրաֆու մ շարադրում Լ վերջավոր 'ւասւ֊ 
վածում ֆունկցիայի րիօրթոէքոնտք սիստեմի կաոուցման ըհդհտնււլր մեթոդ: 
Ալնու հետե ^րկրորրք պարադրաֆոէ մ ալդ մեթոդը կոնկրետ կերպով իրակա֊ 
նացվու մ կ ի՝ 'Z. (1 տիպի ֆունկցիաներից դծալին կոմբինացիաների նկատ֊ 
մ ամ ր: 1'նդ որում րիսրթոդոնալ սիստեմը կաոու ցելու համար հարկ եղավ հե֊ 
ՍսՍդոտեչ /’Հյ {Zf ’I 1 տեսքի ֆունկցիաներով կազմված ։•>(£,[/) հատուկ ֆունկ֊ 
ցիալի .4fl կետերի րաշխումր հարթության վրա:

եաոոէ ցված րիորթոդոնալ սիստեէքեե րր ե վեր/п г ծ ութլուննԼրր ըստ ալդ 
սիստեմեե րի (որ կ(ինի մեր երկրորդ հաղորդման աոարկտն) սերտորեն կապ֊ 
վ՚ոծ են կո տ иրակտլին կարդի դիֆերենրիալ հավասարումների ՚>աւ1ւսր ե ղրալին 
խնդի րների հետ: ‘Լերջին հարցին նվիրված կլինեն մեր հետադա հա դո րդո ւ ւեւե րը է
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. П. Геонджян

К теории стесненного кручения сплошных 
призматических стержней

В работе дается метод решения задачи кручения сплошного 
призматического стержня, ня одном или на двух торцах которого 
имеются диафрагмы, устраняющие депланацию и искажения торцовых 
сечений в своих плоскостях. Крутящие моменты приложены к гор­
цам стержня.

Предполагается, что закон распределения нормальных напряже­
ний ։ поперчном сечении стержня аналогичен закону депланаиии при 

Iсвободном кручении того же стержня |1|.
Кроме того предполагается, что известно решение задачи круче­

ния рассматриваемого стержня по Сен-Венану. Рассматриваются лишь 
такие стержни, поперечные сечения которых имеют две осн симме­
трии.

Стесненному кручению сплошных призматических стержней по­
священ ряд работ |’2 7].

§ I. Построение решения задачи

Рассмотрим ։адач\ кручения сплошного призматического стержня 
(фиг. 11. когда на основании z = 0 имеется диафрагма.

Фиг. 1.
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Напряженное состояние представим в виде

'х = а у — О,

°- 2/,(֊’)оХ-

'1П

Яф—1
^у = /"'(г)Ф(х. у|.

Здесь f(z) и Ф(л՜, v) пока неизвестные функции, а -Լ. и ՜ '. каса­
тельные напряжения свободного кручения.

Система напряжений (1.1) удовлетворяет условиям равновесия 
при любых f(z) и Ф(х, у).

Так как боковая поверхность стержня свободна от внешних по­
верхностных сил. го на боковой поверхности будем иметь следующие 
условия

— О,
-Л5Д=*о,  (L2)/

“xsl + tvz//z О, 

где / cos (ri, х), a m = cos(/z, у) п внешняя нормаль к боковой 
поверхности).

Из (1.2) следует, что на контуре поперечного сечения стержня Г

ՓԱ. у)=0, (1.31

ԺՓ / ч . ОФ \ А — cos (//. л) փ - cos n, у) U. 
оу дх

что эквивалентно следующим условиям

Ф(л,у) = О и — =0. (1.4)
дп

Докажем, что система напряжений (1.1) в каждом поперечном сече­
нии стержня статически эквивалентна паре сил. лежащей в плоское г» 
данного поперечного сечения, то есть крутящему моменту.

Для этого достаточно доказать следующие соотношения
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(1.5)

| = 0.

[ ֊ ут„) dQ = Ո[*/>„֊&,)  d<2 = М.

а

Подставляя значение а. из (1.1) в первое соотношение (1.5) м 
йсиользуя формулу Грина, получим

ԺՓгак как — на контуре поперечного сечения стержня равняется нулю. 
Պ'

Аналогичным образом можно доказать и справедливость осталь­
ных соотношений (1.5)

§ 2. Определение функции Ф(х. у)

Исходя из основного предположения, нормальное напряжение 
представим в виде

У) (2-Ն

где - (х. у) функция кручения Сен-Венана при свободном кручении 
того же стержня.

Из формул (1.1 и (2.1 յ следует

Соотношение (2.2 математически утверждает тот факт, что среди 
класса функций |Ф(х. у)| существует некоторая функция Ф/(х, у), 
•мешанная производная которой, с точностью до постоянного мно­
жителя, совпадает с функцией депланации.

Таким образом, для определения Ф(х, у) будем иметь диффе­
ренциальное уравнение (2.2) и на контуре поперечного сечения стерж­
ня следующие граничные условия

Ф (А-, у) = О и = 0. (2.3)
ди
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§ 3. Определение /1 г

Для нахождения функции /(z применим вариационное уравне­
ние Кастил ья но

oil — 1 (иоЛ rfo>’, Ч-K’oZ. ds. (3.1)

В нашем случае поверхностный интеграл исчезает, так как в сечении 
стержня z — 0, ввиду стесненного кручения, упругие перемещения 
и, V, да равны нулю, а на остальной части поверхности сгержня заданы 
лишь силы.

Таким образом, будем иметь

Ш=0. (3.2;

Для потенциальной энергии деформации, как известно, имеем:

п ՝՜ f f 1' &4 й("1> ՛՛ +7՜՚յ ’] d~tiz՛ ՚33)

и а

Подставляя значения напряжений из (1.1 в 3.3). получим
1

п = .>М'Гт7ТТ՜^ !-VU-) V(֊’ ՀՀ ?) ■ r]dz, «3.41
20J [21 1-1-u

0 
где

J, i’f?= x. y)dl>. (3.5,

Հ = ( ^Ф=(х. y)rf2.

.3.61

(3.7)

\d.v /</y

= 4Օ0 11^^</օ = -|(70ք^Ջժօ. 
J J dx dy J .) dy (jx

T Uw.-

(3.8)

3.9

Здесь интегралы берутся но сечению стержня.
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Подставляя (3.4) в (3.2), получим

5По,г—Г‘<г ■ + +Հք (4+ r]rfz = o.и ւա+F) 4) ■
Для вариационнои задачи (3.10) уравнение Эйлера будет 

следующий вид:
/vi{z)_2rycV(2|4..,T (z) = 0. 

где

Общий интеграл уравнения i3.ll можно представить в виде 

/(г) - г։ v, (г) + ед, (г) 4- еда(г) ед (z) - c.z -j- <«.

Из (3.5 - (3.7) н <3.1Ջ) легко видеть, что г = 0 п Հ֊^Օ.
Рассмотрим следующие случаи:
1) s>r

Функции :',(z) будут иметь следующие значения:
•г/, (г) = shazcosSz,

•гс. (z) = ch az cos խ. 

v:i • z = ch az sin խ, 
sb az shi Яг, 

где
7=| ճ+ճ; >=| ^֊Z.

I 2 I 2

Или в силу (3.12)

2) s<r
тогда

Լ՚է:» = sh ед 
i’.,(zj = ctiX,z.

<’□ <>) — sll
г, (г) = chkjZ.

где

Կ ~ l г՜ т I r* ՛

A.J = ]՜ Г- — I r՝ — s*  •

47=—^7

3.10)

иметь 

(3.111

3.12,

(3.13)

(3.14)

3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.181
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Или в силу (3.12)

•, 1/ — 4 1 Հ
4 » 2У, 2 (14-IX) ֊/3

(3.19),Հ л 1
1 4Л 2(1 -bp) ֊Կ

3) s — r, тогда
Л (4 = sh rz.

ch rzy

^з(г) = Z el l rz, (3.20)

где
^4(Z) - zsh rz,

r-v 2J7
13.21)

Перейдем к выяснению граничных условий функции f{z). Из­
вестно, что

*.-=֊• (3.221

Подставляя значение -z из (2.1 в (3.22) и учитывая, что 6. =— 
az

можно написать 
ժ«՚/'(■?) ?(х. у) 
Oz ” Е

Интегрируя получим
да = /(*)?(•*•_£>.  + а (х> у) (з .23)

где У(X. у) — произвольная функция, которая определяется из ус­
ловия:

да(х. у, 0)=0. (3.24)

В силу (3.24) из (3.23) для У(х, у) получим

S(*,  у) = _ /(О-Ы^УГ. (3.25)

Подставляя значение Զ (х, у) из (3.25) в (3.23), для «• получим:

№ = |/(г)֊/(0)). (3.26)

Напомним, что здесь © (х, у) — функция кручения Сен-Венана при 
свободном кручении.
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Будем предполагать, что при неограниченном увеличении длины 
стержня

Пп1/(/) = 0. (3.27)

Кроме того, естественно предположить, что при I -> оо депланаимя 
свободного торца стержня стремится к депланации того же стержня 
при свободном кручении, т. е.

= w = 0?(х, у). (3.28)

Используя уравнение (3.26] и имея в виду (3.27) и (3.28), получим

/Ю) = -а. (3.29)

Подставляя (3.29) в (3.26 Լ для -к» будем иметь

= !/(?) +£0|. (3.30)
*•

Основание стержня z - 0 не искажается, т. е.

Խ i.-o = ° «лн v4-o = O-

Тогда из (1.1) вытекает

/"’(2) = 0. (3.31)

Нормальные напряжения Պ- на свободном торце стержня равны 
нулю, а касательные напряжения, как было указано выше, распре­
делены по тому же закону, что и при свободном кручении. Поэтому 
из (1.1) следует

f(/)=0, (3.32)

f(W (3.33)

Таким образом, окончательно для flz) получим следующие гранич­
ные условия:

/(0) = -ՃՕ,
Հ’’(0) = 0, 

ք (/) = 0. (3.34)

/•(/)= 0

и следующее условие на бесконечности

Ит/(/)-֊0. (3.35)
I— -

Чолагая <гв = 0, из условий (3.34) и (3.35) определим постоянные ин­
тегрирования.

В первом случае, когда .$ г, будем иметь:

с = ? (У - Заа) (ft Տհ 2а/ - 2 Sin 23/) _____ ,
4 2|յր(8“,-3շ2>տ1րշ/-շճ(շ2 -3^sin2^-4-2a3=|’

I Kweilin АН. серия фнх-иат. наук, № 3
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Решение дифференциального уравнения 4.2}, удовлетворяющее гра­
ничным условиям (2.3). можно представить следующим образом

(4,3)
Л'у)к(л» 

где
,?(Л '= " I «-•-՜л-Հ л(у) = ֊ 1 b~f . 

а b

Произведя интегрирование, получим

Ф (х. у) _ а՜^՜1а՜ ~ ь*\  ( х‘ У2 1 
16(й?Ч-Л3) Ա5 ь- (4.4)

Здесь одновременно приведем точения геометрических характеристик
иитического сечения.

Из (3.5) (3.7), 14.1I и (4.4) получим
-Са*~Ь-}-аЧ) Л

24 (Ճ2 • ծ2 J3 
r.(g-—/;3)-^

381 (o” /?֊')’’ 

r.(a- b-'Ya^r'
1280 +

2. Прямоугольное сечение. Пусть уравнение контура 
угольника дано в следующем виде

Функция кручения Сен-Венана

ь-} = о

имеет вид

4.5)

(4.6)

(4.7)

примо-

?(*.  У) = 32b~
x>՛+ —

ОО
n-\> . Ա՜Հ 

n - ։ sin ֊ sh ֊ 
— 2b 2b

. , n rul 
n' ch —

2b

(4.8)

Подставляя (4.8) в (2.2). будем иметь

1-------  == --- д-у
Oxtjy 2

16tr
■M - 1 

Չ

' .-1. 5,

։ ПГ.у НТ.Х
sin - ' sli 
____ 2b 2b

. . n~a tr ch — 
2b

(4.9

Հ

Решение '4.9;, удовлетворяющее граничным условиям (2.3 . можно 
представить следующим образом

Д' V
Ф (.V. у) == ( i ? (;, т։) d-drt. • 4.10)

- a It
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Подставляя (4.8 в 4.10) л интегрируя, получим

Ф (X, у) = (az - х2) (6» у5) — 
о

(4111

Аналогичным образом приведем геометрические .характеристики Հ, 
./3. J3 для прямоугольника

1б//‘
1

п'
_±_ т-----------------
и Ш П~<1п 2b ch’ —

2b

(4.12)П։2 

ծ

2aW(a' + bs\
45

п-1, л.»

4.13)

յ -
э = 225 5th -~ 

2b

ո-ց
o. ..пъа2b ch- -

2b 

(4.14)

§ 5. Определение нормального напряжения a..

Имея функции Ф(х, у) и / г) по (1.1) легко можно определить 
составляющие напряжения. Здесь мы булей заниматься лишь опреде­
лением нормального напряжения вдоль оси стержня, которое пред­
ставляет наибольший интерес при решении задачи стесненного кру­
чения.

Из (2.1) для з,- в сечении с=0 получим

= {5Л>

Максимальное значение :■ получится ՛« тех точках поперечного сече­
ния стержни, где функция Сен-Венина ?(х. у) достигает своего мак­
симума, следовательно для сечении с ■-> О можем нависать

|а. lt№4L« !/*(())  ?«=»(*.  у)|. (&2)

Приведем окончательные выражения .тля з,|т„ и грех, ранее рас­
смотренных, случаях
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֊Թ

I sxln»x — 
Հ. (a- 4- (/ s!i 2а/ a sin 2-5/1

2/ a oa- , , .2ն~ niax(-?(x,y)| •
St2 (a8 shr?/— 4aV

(5.3)

Iа7|Ш«Х —

ՀՀ (Xi ճշ) (Հտհ X./ch XJ X,ch X./shX../) f , ,
. . ——՜— 1------ - ------֊• —7?----- ՝—--------max «(x. v) •

2/֊< (•■' •••• eh.֊,/Ch/.../ .֊,/., ■ • /.•;)sliXl/shM
(5.4)

Bl s — r

!max — РЛ
r{s\\2rl 2rl} .
ll ?ou։(A՜’ У} ■1 4- r~l~ 4- 3ch*r/

* По Рейснеру.

(5.51

■fW֊3a’j տհշ«/

В таблицах 1 и ՝2 приведены некоторые численные значения для

|а. |гаах И K-lmax при |Л = — В — >3.
3 а

Эллиптическое сечение Прямоугольное сечение
Таблица J Таблица 2

<1/ծ г 10 OQ й/b 2 10 cc

К-|шах
0.616 1.179 1.225 1 «г lour 0.750 1,704 1.910

Ebb Ebb

1.342 1.493 1,500
!в--1гам*

1.387 1,872 2.121Ebb Ebb
। Imnx 0.600 0.743 0.750 In:,ix 0.697 0.750 0.7.50

Ebb E(ib
՚ '՝ Imax 1.025 1.587 1.635 1 Imax 1.074 2.272 2.586
I ՜< 1ших ' •- itnax

2.236 2.010 2.000 l’<W
1,990 2.495 2.828

I ՜- ’max ' max

§ 6. Стесненное кручение стержней с двумя
жесткими диафрагмами

Приведем решение задачи о стесненном кручении сплошного 
призматического стержня, на торцах которого имеются диафрагмы, 
устраняющие деплана цню и искажения горцевых сечений в своих 
плоскостях. Крутяш.ие моменты приложены на диафрагмах.

Расположим координатные оси так. как показано на фиг. 2. 
Напряжения примем в виде (1.1 . Как и ранее. Ф(х, yl определяется 
из 2.2) и (2.3), а функция /(г) из (3.11) и имеет следующий вид
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ф ед(г)ч-ед(2)4-^’. ՝) 4֊Գ- + <-«• (&*)

Перейдем к выявлению граничных условий для рассматриваемого 
случая.

По 1,3.23) имеем

^^/(4+а ($>՛). (6.2j

Кроме того, примем, что

Но так как диафрагмы устраняют депланацню сечений, можем напп֊ 
сать

(л, у. z)|x ./ = 0 (6.3) 
полагаем, что в сечении 
z = О

Um հձ . .о = &ф (х, у). (6.4)

Это вытекает из того факта, 
что, при неограниченном 
возрастании длины стержня, 
депланация среднего сече­
ния будет стремиться к де- 
плапации того же стержня 
при свободном кручении.

lim/(0) = 0. 
է - -

(6.5)

Тогда, используя (6.2) и 6.4:, можем написать

Urn w j-»o — Um
I г- I -• —

՜ 7^/(0)-| 2(х. У! -= °? (а՛, у),

откуда, имея в виду (6.5), получим

Զ |д-։ у) =8«(х, v).

Подставляя значение 2(х, у) в 6.2 . получим

.к,= 1И1У! (/(z) + a]. (ад)

Из граничного условия (6.3) имеем

®.-,ձ,_ճԼԼ-ճ> |/(±/) + /л| = о,
откуда

/(±/) = ֊0£. (6.7)

Из (6.7) вытекает, что функция /iz) четная и, следовательно, в силу 
(6.1) можем написать

/(г) = ед (z) -Н ед (z) 4֊ Գ. (6.8)
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Но так как торцовые сечения стержня в своих плоскостях не иска­
жаются, то
| byL-^=° ||л" ն,|:.±։ = 0- (G-9)

В силу (1.1) условие (6.9) примет вид

J"'(± /)=0. <6Л0)

Используя граничные условия (6.7), (6.10) и (6.51, можем опре­
делить постоянные интегрирования. Подставляя эти постоянные в 
(6.8), будем иметь

fiF
f[z) = *■»(* ’ -Հ" (/i v2(z)]. (6.11)

где
D = и, (/) Հ" (/) - vA (/) vi՝ (/). (6.12)

Вейлу (2.1) и (6.11 для нормального напряжения з- будем 
иметь

<- = ֊յ IՀ' (о Հ (֊) ֊ < ■ (0 Հ ( *) 1 ? (-V, у •.

где D определяется из 6.12), а ? (л՞, у) -функция кручения Сен-Ве- 
нана при свободном кручении того же стержня. Функции -сЪ.(г) и 
<»4(z) при տ>ր, տՀր и ծ՝ — г соответственно имеют вид (3.14 . (3.17ւ 
и (3.20).

§ 7. Определение жесткости при стесненном кручении

Под жесткостью С*  при стесненном кручении стержня будем под­
разумевать отношение крутящего момента .1/ к среднему относи­
тельному углу закручивания стержня 0*,  т. е.

С*=М:
G*.

(7.1)

Угол кручения 0 можно определить из уравнения работы крутящего 
момента

֊ «= П, (7.2)

где П — потенциальная энергия деформации всего стержня. С другой 
стороны ио определению

О*  •= ±. 
7 (7.3)

Из (7.2) и (7.3) получим

-L/wo*=  п.9 17.4)
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При свободном кручении того же стержня будем иметь

С, = у- 17.5)

Используя (7.1). (7.4) и (7.5) легко получить формулу для жесткости 
С*  при стесненном кручении

С*  = ^. (7.6)
2П

Приведем двухстороннюю оценку для жесткости при стесненном 
кручении. По принципу Кастнльяно из всех напряженных состоянии, 
удовлетворяющих уравнениям равновесия н условиям на поверхности, 
на той части тела, где даны поверхностные силы, наименьшую по­
тенциальную энергию деформации сообщают телу действительно су­
ществующие напряжения.

Таким образом, из (7.6) следует, что

С*  < С, (7.7)

где С истинная жесткость.
С другой стороны, при применения принципа возможных пере­

мещений Лагранжа, когда предварительно даются упругие переме­
щения. в том или ином частном виде (например, как это сделано у 
II. В. Зволинского |4]) налагаются связи на вариации перемещена, 
что делает систему более жесткой. Следовательно, при приближен­
ном решении задачи о стесненном кручении с применением вариа­
ционного принципа Лагранжа, жесткость стержня-при кручении по­
лучится больше истинной, т. е.

€♦*  > С. (7.8)

где С**  приближенное значение жесткости при кручении, полученное 
при применении принципа Лагранжа.

Таким образом, используя (7.7) и (7.8), можем дать двухсторон­
нюю оценку жесткости при стесненном кручении

С*<С<С**. (7.9)

Приведем один численный пример для стержня с эллиптическим 
поперечным сечением.

Пусть — = 10, — = 3, = ~
b а 3

Вычисляя жесткость по формуле (7.6), получим

С*  = 0.00318 Ga*.  (7.10)

По Зволинскому |4] будем иметь

€•• = 0.00358 Со4. (7.11)
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Таким образом, можем написать

0.00318 Ga'^С < 0.00333 Ga*.  (7.12)

В заключение считаем своим приятным долгом поблагодарить 
Н. X. Арутюняна за постановку задачи и за ценные советы.

Институт математики и механики
ЛИ Армянской ССР Поступила I IV 1959

‘Ի. Պ. ԴյսքԽւուհ

ՃՈԾ ՊՐՒՋՄԱՅԱՋեՎ- ՋՈՂ-ЬРЬ ԿԱԼԱՆԴՎԱԾ ՈԼՈՐՄԱՆ 
ՏեՍՈՒՈ֊ՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

ա ւր «I» и փ II Ի ս*

Աշխա աո t.fj լան մեզ տրվում է հոծ լւչրիլրքա լաձե ձողի կաշկանդված 
ոլորման խնդրի լուծ •քան ւքեթուլ. երր ծուլի մեկ կամ երկու հիմՀրհրում կան 
ղիւսֆրաւրք աներ, որոնք թ ո / լլ չեն տալիււ ուլդ կտրվածքների ղեպրււնա~ 
ցիա և ա/լՀ\ա ա ո ։մ!

են ի! ա ц րվ ո < մ ի, որ ձուլի լա լսական կտրվածքում նորմալ լարոլւքևերի 
բաշխման օրհնրր նման է ձողի ազատ ոլորման դեսլւսւնազիաչի օրենքին։

Դիտարկվում են աչն ձողերի կաշկանդված ոլորւո մ ր, որոնր լա լսական 
կտրվածքներն ունեն հսւմւսչաւիութ լան երկու и/и անդրներ:

Խնդրի լուծումր ւորւ[ու.մ Լ 9 աււուիլիանոլի վարիաւլիոն հա լիս սուրման 1<պտ։։ւդւլրւ\մամ ր:
Աշխատության ւ!՝եշ չու ծված են ուզւրււնկլուն ե էլիպսաձև կտրվածք֊ 

ներով պրիզմսւլաձե ծալերի կւււշկանդված էւլորման խնդիրներ ըւ
Ա;դ դեււլքե ր ի համար հաշվված են նորմալ և շոշաւիոզ լարոււքեերրւ
Աջխաաութլան վերջսււ)՛ ւորւիււծ է կաշկանդված ոչորման ւչեպքու ւք, ձուլի 

կոշւոութլան երկկողմանի գնահատական։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. Л. Хачатрян

К расчету трехслойной ортотропной оболочки

I. Рассмотрим тонкую трехслойную оболочку, составленную из 
однородных ортотропных слоев. Пусть и каждой точке каждого слоя 
одна из плоскостей упругой симметрии параллельна внешним парал­
лельным поверхностям оболочки, а остальные две — перпендикулярны 
Линиям главной кривизны координатной поверхности.

За координатную поверхность принимаем срединную поверхность 
среднего слоя. Пусть <х и р являются криволинейными ортогональны­
ми координатами, совпадающими с линиями главной кривизны коор­
динатной поверхности. 7 расстояние по нормали от точки (а, 3) ко­
ординатной поверхности до точки (а, 3, հ) оболочки.

Считаем, что коэффи центы первой квадратичной формы Л (a. Si 
и В (а, 3), а также главные кривизны координатной поверхности а, 31 
и Au (а, £} при дифференцировании ведут себя как постоянные 11, 2|.

Предположим также, что слои после деформирования остаются 
упругими и работают совместно, без скольжения.

Здесь, следуя [1|. в основу кладутся следующие предположения: 
а) в каждом слое нормальный к координатной поверхности ли­

нейный элемент оболочки после деформации не мениеч своей длины, 
б) при определении деформаций*  Հ, и пренебрегаем напряже­

нием с֊ но сравнению с Հ и

* В дальнейшем индекс вверху показывает номер слоя, причем 0. I. II отно­
сится соответственно к среднему, нижнему и верхнему слоим

б при определении деформаций и считаем, что касатель­
ные напряжения Հ и Հհ нс отличаются от соответствующих напря­
жений. найденных в предположении о справедливости гипотезы не- 
деформирусмых нормалей, данной для всего пакета оболочки в целом.

Касательные напряжения 'Հ- и '-ц, в предположении о справед­
ливости гипотезы нсдеформируемых нормалей, могут быть получены 
аналогично работам 11, 3] и имеют вид:
|к Հ = — (Т + М + — 172— '՝'>)

Հ ֊ (7 + ?'<j Й+ ֊'- Ղ՜ ֊ 55.' - -Գ
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Հ=_ (з։ + Г) £j_ _ Tt) £•;

(IS
= ('ն + T) M- ֊ (o? — f) Eh

Հ = (Տ-~7)Հ-----Լ(Հ;_Հ) ։̂',
«Հ

՜?: ՜ (Կ — 7) ճ~ 1 .Տ: - րշւ| ճ<, 
--

где

1 . о ։ Ն. . ,pi , ռ1 ։ Ժ4՚։
.¥ й? Դ W “+ ” + ^4

+ (* 15'11փէ(8|յ)1Ջ;
.4 Ժ«

£'.= (Տ',+ճԼ;) ՚ ճ£ +
А 8 (iwji \ .4- d? В2 d& J

+ ք>.2)
ռ O.i

^ւ։՜ — ՜ր (ЯвН-^Йз) 
.4յ Ժ-х*

1 Ժ3 
----------------- Ж
АЯ*

E'.= (Ջ(2փ2&) 1 д> , րյ1 1 & ----- -------  — /5-р»--- --- 
А2В Ժ^ԺՅ В’ ԺՅ3

Фиг. I.

^-5 "՜ '՚ ն — %) E\ -t- — (ձյ — 8։j) Ез, 

л»

280, -՝։ -- б0, &3 - о(( ֊ толшины соответ­
ственно среднего, нижнего и верхнего 
слоев (рис. 1,|.

B'jk — известные коэффициенты 
упругости / - го слоя |1. 4|. р0,
ы'о — перемещения точек координат­
ной поверхности оболочки соответ­

ственно по осям 1, Ь и в предположении о справедливости гипо­
тезы недеформируемых нормалей, данной для всего пакета оболрчкт 
в целом.

Напряжения 1.1 , как нетрудно заметить, удовлетворяют следу­
ющим условиям:
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1.1 при 7 = —й, Հ о,
2) при - = г. = о.
3) прит = ֊։0 Հ = Հ։ к =

♦) при •( = оо Հ - и

Удовлетворение первых трех условий очевидно. Что же касает­
ся четвертого условия, то в его справедливости можно убедиться, 
учитывая третье условие и первые два уравнения равновесия в пере­
мещениях, выведенные при наличии гипотезы недеформируемых нор­
мален. данной для всего пакета оболочки в целом. Здесь мы не при­
водим эти уравнения, но их можно получить из системы уравнений 
(2.13). если в последних все величины со звездочками принять равны­
ми нулю и вместо и. г՛, w написать соответственно //0. t'o. w0.

2. Обобщенный закон Гука для /-го слоя с учетом второй ги­
потезы принимает вид |1|:

°« ~ #11 С-.ч 4՜ #10

Հ1 = В12 Հո -Г #Ջ2Հ1ն (2.1)

М =» էճճՀ^

Հ, =

I __  ռ՝ J51Կ — #M i-jif-

В ■ ֊ j itlll Л
силу первой гипотезы имеем <?п — —1 = 0, откуда 

d’i

Հ = ® (2.3)

Значит, если в точке ia, 3) координатной поверхности провести нор­
маль. то перемещения по нормали всех точек, находящихся на этой 

рмали, равны нормальному перемещению точки (а. ?,) координатной 
верхности.

Учитывая (2.3), для компонентов деформаций получаем:

а 1 &11՝ । /
ез== Т лГ +

/I (7а

В (т$

< _ _1_ Ժ/Հ յ_ 1 (հհ
В дЗ л ’

I 1
(-ո՛ր — ; ՛ ч ’

Ժհ Д дх
1 ■ (2Л)

,> __ _ւ *
՞ ծ-t R ժ? ՜
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В силу третьей гипотезы в (2.2) заменяя значения напряжений 

и их выражениями, энными в 1 1 I). подставив полученные зна­
чения Հ. и 4 в (2.5) и интегрируя по для компонентов переме­

щений получим:

£-,--|й + -|г,' + гЛ-

.՛/. ծ - тангенциальные. перемещения точек координатной поверхности.
При определении компонентов перемещений (2.6) учитывалось, 

* о 
что они удовлетворяют следующим условиям: при •( = —30 w« = «а. 
u'l — ПРП '( = Կ = ««» «? = при 7=0 r/« — w. и? = й

Учитывая (2.6), (2.4) и (2.1), для внутренних сил (Тл, Л, $) я 
моментов (.Vfx, AL, //), которые определяются обычным способом |5.б|, 
получим следующие выражения:
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(*,-%; 3 В\2{ 55,+350 ռ- , 8Տ? + ^+3^ր.\
I ~ЖА~2—շ+-------------5-----------Е'Г

+f.i +

■ ւ0»~՜Պւր' ^i?/ 5% 4- քՀ 8օ՜> 4- Աօ/Հ 4՜ ЗЙ5 ր*\ 1 
՜ 12 BiA 2 ՜*  5 //’

Л Ժ*  I 3 Й ° 1 Г 5 7 2 8՝Լր. 7

1 օւ ~4j3 ft'.'i/ 5B; 4- 35Օ ։ 8^ -ք- 95^0 -ք- Зс» А
12 О շ ‘ ՜ о 7

1 ($g ~ Պ>՚՜’ #>з/ 5\՝ ՜ր $Գյ ք-՛ 8&3 4՜ 9Mo 4՜ 32ւ>^-՜\ | ,
12 Տ=Հ 2 5 7|

I +44l-?f(^+?^+A-
В Ժ? 4 3 Ян\ 5 /

Sj —B& , . {Օյ % 4 /?յչՀ 55յ 4-Յօօ րՀ , 8-ij 4-9օյՏօ 4-Յճօ -Հ
■ Г ՜ й լ> пг՜ «ГА ~ Ei+------------- 5----------- 7 ՜

I ֊^-> (»£,) + 

ճ Z5j.|

, (^շ B^/ ՕՂ, 4՜ Յօ0 8օշ 4 9օ2% 4՜ Յշօ ր/\) /<» լ ։ \
“ 12 Ян\ Т՜ 2 5 71’ Լ ‘ 1

fj.t 1 ! 2Հ> Вы/ ? G 2$0 41 \ <։յ ֊ O(i Bf.,3 г.I " Դ^-т4)։й+т£’+7—— ՜

_ ‘ ՜ **о >3 4՜ З^о р ■ 8՜^ 97Հ 4- 3<Է5 дА__
12 в 'А 2 ’ ՛ 5 7

1 -^-§(^£?+£,) + 

2 Вей

(8.. - % г’ В^,( 5Й.. - 33О ր- 8Й 4- 98Д 4֊ Л..\ I ,Դ ___.._ _ Е, _ ձ. յ . +
, 1 Ժ ( 2Sp Влс,^ го , 25о ր<*  I \ — °* 1 {~

4՜ -г՜ ~~ — — -"if (г,оГ‘ 4- -г է•» 4֊ Կ \----------- ------- Lb —
Л оа. | 3 Ян\ о /2 Вл.\

I (S«-V Вг-с/ -5о, 4- %, д- 83» 4- 95/Հ4- З^д \ _
12 ВчА 2 ՜՜ ь 7

Slttsecrwn АМ, серии фйл.-мп։. шух. .՝.' 5
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. 5.,. — s>la #gg/ »5^? -г 3<Հ у. • Տ՚ն՚յ Հ- 9ղ/Հ -у- Յձ> jp' \ I
12 Яцк 2 5 '’Т

Внутренние сиды (2:7) и моменты 2.8) в случае, когда оболоч­
ка нагружена лишь нормально приложенной нагрузкой, должны удов­
летворять следующим уравнениям равновесия:

_1 Ժ7) 1 ԺՏ 0
А в </л

—֊ 4- ֊Լ=0 । 2 12)
А ժ» В ay

1 ժԱ/յ 2 rW , 1 <Ժ=ԱՃ
’ ’ ՝2 J \ .V՜ W АВ /А (!՛■.֊ I

Подставляя значения сил и моментов из (2.7) и 2.8) в (2.12)» 
получим следующую систему дифференциальных уравнений относи-
тельно перемещений и. v и -к>:

■ 1 Ճ -г ձճ 
“ А- й W В2 (ф

(J:V

A/i
А

՜ր (А’/Лх ՜՜ ՊՀՀ..
1 dlV

.4 Ժ»
А'., .э-Г» 4՜'^ : 2А'«"

А3 ժւ3

I Ժ4 I
—------- ГУ —

А1Ш? ]

1ք1ճ_±ԺՏ
А дл В ծ)

,С,..֊СВД ХЖ —
1J ' АВ As r)zs կ, Լ (,Լ

в- x(j .̂

֊ /г։С,..А А’Х'..) 1
И о} .֊VW

Լ</տլ ±(^հ 
А д% В ну

ՀՇ՝„ + Հ.Շ1= ~ ' ֊ - ! /С„ ֊ "Հ + ՛ /<и +- Ճ» ,.. 
А ол Д ' <7а3

1 (А

АВ-
11 +

(/\г2 ■ ՝2i\w՝ ֊Հ„-ԼՃԼ+
-V-'ZJ -13‘ d?’j П

■ i^C„ - WX'.s -֊/«Գ -

-2 ЛЛ-,, +*AI  • ^'Գ-է-Հ^ւ
A- <J2-

1 ri=
«= -V

I Ժ*Dn y + 2(D1։ + 2DMl
A1 ժւ*

J_ r/‘_ • 9 1 Ճ
AW (h2a+ 4 •' Bl(rA

I
/г ау W =
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. Tt , , 1 ժՀա; . շ бх-w’ , 1 ժ՚հ-и.:

• Д3 ձՀ֊ АВ ԺտԺՅ ԺՅ3

Здесь очевидно, что граничные условна задачи ничем не отличаются 
от обычных граничных условий.

Впервые аналогичная теория для двухслойных анизотропных обо­
лочек была построена в работе 11 ].

Рассмотрим частные случаи.
3. Прямоугольная шарнирно ֊ опертая по контуру пластинка, 

слои которой симметрично расположены относительно координатной 
поверхности, несет нагрузку, распределенную по закону

па пЗ 
7==r/0sin—sin - 

а ' b
(3.11

Оси координат выбраны так. что .4 = ^=1.
‘ Как показывают наши исследования, в общем случае трехслой- 

ной пластинки, когда сдои расположены несимметрично относительно 
координатной поверхности, перемещения координатной поверхности 
представляются следующим Образом:

г*  = t»0(l փ ՀՆ 

К’ - K’jd Ч-а4).

(3.2.

но значения Հ здесь не приводим ввиду их чрезвычайной громозд­
кости.

Для рассматриваемой пластинки имеем:

3, = Ъп — Ռ,

Bl>. ֊= Blk = /<7.
(3.3)

В силу (3.31 выражения для жесткостей (2.9) принимают вид:

Л tk = О, 

С» = շ I'՜,, «.S Ч--'Հ в,.|. (3.4)

О/, -2|օՅՏ?է.+ ւ;’_54)8„|. 
3

Для решения этой задачи надо полагать |3.4|: 
//„ = = 0. (3.5)

В рассматриваемом случае на основании (3.5) и 13.2 имеем: 

u=y = 0. (3.61

Учитывая (3.5) и (3.6), из (2.10) получаем

Հ = 7շ = Տ*=>(). (3.7)

При эгом первые два уравнения системы (2.13) буду։ удовлетворять- 
ст тождественно, а последнее уравнение примет вид:
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- - =- - ----- - - ~-a

011^+2!й1=+20я,^+0 

. ՚ Հ • • *

, Ժ-Հ4Հ , o W (ГМ՝.= — n —I-------- -  2----------- -  —------
dxJ dadj-i Ժ32

где

֊4;<ձ -Jo)3<8»’ + 955O4-385} ֊"ճՀ 
oU /> • 4 I

- ֊ (5 - M3 (85= + 9M„ + 3S3) ֆ £։l + 

^55 J
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֊(« - ''„У (8«։ + эад0 + <) d.
Հ.Ս i

£*  = В'и -|- (#12 г 2ввб) - ' 7„1 

оа3 ժ«(7>շյ

I I 2 '^32 Т՜ 2 Мш) ^ՋՋ
՞”՜՜^^՜ ՜~^ "V

1 fi»2 4՜ ՝2В<1б) , R ժչւ 
ժ**ժյ ՚ ■Ժ^յ

При (3.1) решение задачи трехслойпой симметрично собранной, 
опертой по контуру прямоугольной пластинки, в случае принятия ги­
потезы недеформируемых нормалей, представляется в виде |4|:

га . “3
Wo = Wo sin — Տ1Ո 

а b
(3.10)

где

_4 I Qu I gf-Pis *̂՜՜2  - - Дас I
I a3 a?b- b3 ]

Аналогичным образом, решение уравнения (3.8 ищем в форме:

Г7. Հյ, 
к՛ = «՚տ1ո — sin "֊■> (3.12)

что удовлетворяет условиям свободного опирания по контуру.
Подставляя (3.9). (3.10), i.3J2i в (3;8) в учитывая (3.11), дли 

прогиба ս՛ получаем:

w = w0 I
г-'

/Лр
4'л-. f/iii
15

г — 1 -I-

_L *-° 1‘ /?'J й2,/ ^01 ‘Al , I ? '?2

+T(8-4^ +^Լ) + ՜>^
+ ֊ (« «о)’ (85* -r 955„ ֊| 35,b + I. (3.13)

ou \й“tiy, Ծ՝ռէ{ / J
где

= Buj. B?g-|-2^ 

ci2 b2 
B^+21^ , B?: 

—----------------- — ...
дэ b-

<7֊ ծ2
ВиЧ-2Даб .

а~ Ь'г
(3.14)
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Как видно из (3.13), первый член формулы представляет собой 
прогиб пластинки, найденный по классической теории слоистых пла­
стинок [4.7], а остальные члены поправку i. нему.

Ч и с л е и и ы й п р и м е р. Рассмотрим квадратную h = а) пла­
стинку, составленную из трансверсально-изотропных слоев, плоскости- 
изотропии которых параллельны координатной поверхности пластин­
ки. При этом для коэффициентов упругости /Հ; имеем |1.4|:для край­
них слоев

В„ = Ва=—Ли = _^,
I — р- 1 — JL-

-----в„~вя=(Г.
2(1

для среднего слоя

ֆ— в«=й.?з = б.'„
2 (1 -г ՚

где Е, и и ձ՜0, р0 — модули упругости и коэффициенты Пуассона со­
ответственно крайних и среднего слоев,

(]’. Go —модули сдвига соответственно крайних и среднего слоев, ха­
рактеризующие искажение углов между направлениями в плоско­
сти изотропии и направлением, ie релен ди кулярным к ней.

/՛ /*ЛДля простоты расчета принимаем также и = р0 = 0. •— — —’ — к 
G' Ga

и 5 = 25О = —-. Тогда из (3.13 для прогиба пластинки получим:

______  [, -3 А ’ 8 -М!3//4-135/^ |
I 160 а- 14-7/7 |

Е t
где «=—• Л—толщина пластинки.

Հ.

В таблице 1 даются значения отношения — при — —• для 
чг0 а 10 

различных значений п и k.
Таблица I

\ 1< 
и

Դ * • 10

1 1.0395 1.0987 1.1971
2 1.0637 1.1591 1.3183
5 1.1353 1 ..1382 1.6765

10 1,2544 1.6359 2.2718
20 1.4211 2.0535 3,1070
0.5 1.0269 1.0673 1,1347
0.2 1,0165 1,0463 1.0925
0.1 1.0150 1.0375 1.0749
0.05 1.0128 1.0320 1.0639
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В этой таблице столбец /г =2 относится к случаю, когда все слои 
детинки состоят из изотропных материалов.

4. Осесимметрично нагруженная круговая цилиндрическая обо- 
очкп длиной I свободно оперта по горкам и несет распределенную 
агрузку а. которая по поверхности оболочки изменяется по закону

7 = yesln-■*֊  - 4.1)

Лрн этом очевидно, что нее величины не зависят от координаты р.
В рассматриваемом случае имеем:

ИО. Հ՚ = ֊' i’ = ^=0.
R (4.2)

5^5*  =/7 = №*=i0.

В силу 4.2; система (2.13 принимает вил:

с ^՜ո . ւ£ւ?ճ 
dt” Լ R dt

d7\ 
w —-------- !

dt

I C12 d Ժ’ \ / C2i 2Kri
Ա £ ՜* ո ՜՜/Г dt- 11 d2{)

где
R '

~R
d'll0

ժւ3
d~ 

'*dr ^0*

;U)

14.4)

Ջւ

/‘ft1 .
«.= -֊5r֊|2SX. ֊ 3(Տ,-<Հ)Տ;,+9(53 ֊օօ1Ց„1 + 

00,73

ft ft
+ кг. - ։j fin- (5S - %)Snl + («, - V +

4- (ճշ- J2iL

ծ* - Ջ՜ 12г»й| ~3<8՛йп+9 ՛''»-г»)й՛՛։ +
Ь/< ft.55

:■ 5» (։. - '-«J М К®. - ։.)«!. - (?<s - %) вй) + 

1X0

+ (?,,_ 50,» + (ձ, _ 5 у !i'"^ ,
1 ° 3R/fe ’ °' 3RB^
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. Ж '-=ж; |(А֊А) В„ -(А ֊А) Հ«]4

4 А pf-*§)  -^֊ |А - А) Зй - (А ֊ з0) вп] ч

+ (?-, ֊ М‘ (55. - 38.) -Ջ- - (8. - 8.)’ (53. -I- 33О ֊4, 
24/>55 24/555

аг = - [23./& - 3 (8.-8.) В,'. + 9 (8.-8.) Bj?| +
(>/</555

+ А (А - А) КА - А) — (А — A) 4

. , s х .. BUBl2 x X ,
՜՜ °1՜ 0 ЗРЙи "s՜՜"’ '2Rlhi ՛

!>, = ֊ - 3 (3. ֊ a„) Й,-■ + 9 (8. - г.) b;,1 +
О /<’/555

ռ ՛, , ,
֊ А (А — օօ) —֊ր [(օ։ — 30) Bi > ֊ (А — A) Bn) - 

1\Օյ5

4՜ (А ~ А ,1՜՝ 4 ( A- V B\2 
3R*B~  ՝3R:B՛^

ь, - 1(5> - ’•> տ՚՚-։ - (S= - 5«’s'21 +

+ o0 pi - 3o) —”ПГ-|(8։ - A) ^>2 — (A ՜ A) ^12] 4-

+ (8. ֊ 8e)։ (53, + 33.) - (8։ - 8.)’(58. + 33.,
Z4/x/5.f»S X4i\O55

(4.5)

Պ = |83ite?։ + 3 (3? - aS) ճս + 9 (4- - й) Ви| +

4 A (A — A) ՜^ր"՜ |4$oBn 4 3 (A — Й) #uJ4 3 ('<՝ — s’)Buj -r 

OD55

4 (A - V15A փ ЗА) - (A - A)3 (5A + ЗА) ֊^’ 
24/556 ^4/555

ծ. = - [88?B?։ + 3 (8? ֊ 83) Bl, + 9 (8? - eg) B.՜. j +
12/?Ss5

+ %(5. ֊ 8.) ~r + 3 (8? - 8g) B’1։ + 3 (85-85) B?,| +
ЬКВзч

+ (8. ֊ 8„p (53. + 33.) - (8. - 8.И(53. + 38.)
24/?ви 24/Հ/555
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/>в = —-—|8о’-Вп 4՜ o(oj — On) /Л1 4֊ о(Տշ Sol /?ц| 4- 
зов^

4՜ % 1?ч — *5)  j H^oBrj 4- 3 I о! — ой) fin 4-3 (o? — o“>) #u| 4՜

ij O՞-
+ (5,-W(85i !-9Mo + 3S»)-^- + (52-y։(85՝ г 98,5, + 33j) -^!֊

6( )£Jg3 OUO,-,5

При (4.1) решение поставленной задачи, с учетом гипотезы не- 
.еформмруемых нормалей, представляется в виде:

= x'osln
:а
7

га
и() = COS —» (4.6)

где

Պ//օ . Պշք/օcC'o — ——» «о = — 
ճ ձ

“" = yC1- օւ։=^.^4-ճ/<սյ>

/՝ 0-2/Հ г է
4- —-Ւ - Գո Д - ֊ (Պ^ ֊ <Հ։).

(4.7’

Аналогичным образом, решения системы 14.3) ищем в форме:

—- -сс - ~7.
W ■= Աք si п —• К — U COS — > (4.8)

что удовлетворяет условиям свободного опирания по торцам.
Подставляя (4.4). (4.6), (4.8) в (4.3i и учитывая (4.7), для пере­

мещений получаем:

м = պ 1 4֊ — 
A^i2

л1а (>42п1г Aւ«221 4- аи (Btai2 — В.гау.. । (4.9)

'и' = К’о
ձ(7ո

Պշ (.42rtn — /ԼՊշ) ■+■ «и (^ւՊշ (4.10)

где

ր-111

Ց,=
-3

Ր
Вл = ճ ’ 

/= ьл ֊ 7ծ’ ■

• Л. = — а}
I' '

д "л /
I « в k

Г

Если слон симметрично расположены относительно координатной

юверхности, то о։ *=  Հ —о, Blk = и, следовательно,

Ам- - О, 

Cik =2(30B?*  + (o-U<))*̂|.



74 A. A. Xачзтрян

/Лч ՀԱՃ -
При этом выражения для перемещений 4.9 и 4.10 примут вид:

+1 >■ - VI’ <88*+ ей. ■ յճ» ֊^֊ 
.30 Ծ:„.

ձ ֊ 8475=^-°(^>^-Զս£ք'ձ)։(?^'- 
O/V”CjJ \ /J»

ք._ “% f' $od/? Հ՜Հ1

'•n’-'JS

՜է- dr I Bii 4֊ (0 — Հ,,вп ]■• 

/>58 I. О J J

Численный пример. Для простоты расчета рассмотрим слу­
чай, когда слои симметрично расположены относительно координат­
ной поверхности оболочки и изготовлены из трансверсально-изотроп­
ных материалов, плоскости изотропии которых в каждой точке каж­

дого слоя параллельны срединной поверхности оболочки. Кроме того, 

как и в п. 3. принимаем р = = 0. — Լ' =^.k 6 = *>  о = —֊-
!Go G’ ’ 2

В силу этого из 1-1.11) и 1,4.12) получим:

и_ . t 1г 6(8 4-113// 135/г)
320 <1..!7„J.-is_L(1+„l

Z4 R֊h։i Լ

тле /I — полная толщина оболочки, и = — 
^.1
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В таблице _ иногся значения ՜ или

длп различных значений н k.

t \ h У I
J’""'7 = w к

Тар .ища 2

\ к 
tl 5 10

1 1,0015 1,0037 1,0074
շ 1.0U29 1,0073 I.OI47

10 1,0147 1,03f>4 1,0731»
0.5 1.ՕՍՍՏ 1 .(Ю10 1,003<>

5. 11з рассмотренных 

доведены в -.тбликах I и

численных примеров, результаты которых 
о Zf

2. замечаем, что при увеличении /.՛ = 

■прогиб -к» начинает больше отличаться от а?с и эта разница тем боль­
ше. чем больше k. При уменьшении п, даже |ри больших значениях 
k. w мало отличается от те0. Это значит. что если материал среднего 
слоя жестче материала крайних слоев, то классическая теория сло­
истых пластин и оболочек, основанная па гипотезе Кирхгоффа-Ляна, 
даст достаточно хорошие результаты. Л когда материал среднего сдоя 
Существенно слабее материала крайних слоен, как видно из вышепри- 

енных примеров, необходимо считаться с поправками к класси- 
еской теория.

Но надо отметить, что эти замечания в основном относятся к 
ластннкчм. Г՝ случае же осесимметричной цилиндрической оболочки 

[в. 4) эта поправка незначительна, и это естествено, так как в этом 
случае главную роль играет безмоментная часть напряжений |й|. чем 
и объясняется незначительность поправки, даже при больших значе­
ниях п и k.
Институт матек.ттвкн ։։ чех,аники

All Ap-'Htickoii CCJ’. Поступила 28 V 1959

Ս». !>.. Խւսւասրւսւհ

bfHWS ՕՐԹՈՏՐՈՊ mumbpb ՃԱՇՎ-ՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա 1Г ՛Ի II ՛Ի II Ի 1Г

Հուր1ա<}ւէէ.մ դիտար1րիւէ մ են եոա^երա 
անհյյույ թաղանթն^ր։

Աոէոջալմլվրրէլ աեոոէթլորն հիմրում րնկաէք 
որթոուրոոլ փո րր կորոր /</ լու.ն

են անիզոտրոպ իք արյանթների
համար If. !Լ. Համբարձում/անի կույմիր ււէրվւսծ հետևլալ րնդսւնե յուիք լոէ֊ննևրր.

է. Թտդանիք/ր միջին մակերևոէ լիքին նորմալ դձ ut լին կյեմենանհրր ՚յե- 
որր} արիա լի էյ հեւոո շեն փոխում իրենք] երկարութ լուններր ,
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2. 5^ նորմալ լարումները Լական աղղեցութ քո։ն են ունենամ լ’-,, iJgjt 
ե ел֊ ղեֆորմաէյիաների վրա,

"ք. Հ.,. ե Հ շոշափող լարո։մէ։երր ոշնչով շեն սւարրև րվո։ մ Եիրիւհէւֆի 
հիպոթեզի րնղանմսւն մս/մանակ ստացված համ ապա տաս ի։ ան շոշափող ,։«- 
րոէԱեերիցէ

ԼՀնղսւնված ենթաղրո։ թ րււնների հիման վրա շարաղրված Լ սրթոարոպ 
եստշերս։ փո_րր կորա թ յան անեղող թաղանթների րնղհանսոր տեսոլթ ր։լնր1 
Լա.ծված /Л/ հեաերսլ իւնզիրներթ

ա) ե ղրերով ազատ հենված 41 ղղանկր/րն սալի ծոամր, երր շերաերր 
սիմետրիկ են ղ ասավորված միջին մակերես։ լթի նկատմտմր^

ր) աոանցյսսսիմետրիկ րեոնավորված. միջին մակերես։ յթի նկաամամր 
սշ ււիմեսւրիկ շերտերով կլոր զլանային թաղանթր, Արիք} մասնավոր
ղեպր ստացված /; նաե սիմետրիկ զսւսավորված շերտերի ղեպքր! Ա,րղ լունը֊ 
նևրր համեմատված են կլասիկ ուես/ռթրսմր աոացվող համա պաաասխան 
արդ րոնրների հես։ ե ցա/քք Լ տրված, որ ղրանր րավակս։4։ա չավ։ տարրեր- 
վո։ մ են իրարքււք ե սւյղ ս։։սրրեր։։։ թլո։նր մեծ է հատկապես սալերի ղեպրամ։
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ФИЗИКА

Ф. Р. Арутюнян

Упругое рассеяние протонов на ядрах

В настоящей работе исследовано рассеяние протонов с энергией 
от 66 до 195 Мэв в свинцовых пластинах толщиной 7 и 4 мм и от 

‘40 до 72 Л/э* в .медных пластинах толщиной 5 и 2 мм, расположен­
ных в кам ре Вильсона. Отбирались протоны космического излуче­
ния, ноннзационно остановившиеся в пластинах камеры Вильсона, им­
пульс которых до входа их в камеру измерялся магнитным масс- 
спектрометром. Предварительные данные по исследованию многократ­
ного рассеяния протонов были нами опубликованы в работе [1|.

Исследуемые протопи в зависимости от их импульса были раз­
делены на четыре группы (I. И, III, IV).

Прй сравнении экспериментально полученных распределений уг­
лов рассеяния с теоретическими кривыми многократного кулоновско­
го рассеяния, следует учитывать ряд поправок и уточнений, связан­
ных с неопределенностью в измерении импульса в точке рассеяния, 
реальной толщиной рассеивающих пластин, учетом геометрии при­
бора и г. и. факторов.

Все эти уточнения детально обсуждаются нами в работе |2|.
Для исследования рассеяния протонов были отобраны 2000 ча­

стиц, измеренное значение масс которых лежит в интервале 1500 : 
2300 т. и которые дают около 7000 исследуемых случаев рассеяния.

Условия отбора протонов для исследования их рассеяния такие, 
что можно наблюдать только упругое рассеяние. При неупругом рас­
сеянии протона, масса его, измеренная по импульсу и пробегу, будет 
намного больше правильной массы протона, поэтому такие случаи не 
исследуются. Но существует разброс масс протонов из-за ошибок в 
измерении импульса и пробега. Если предположить, что измеренное 
значение массы протона дало верхний предел отбираемого интервала 
масс протонов 2300 ուՀ не из-за ошибок, а за счет неупругого рас­
сеяния, то величина передаваемого при этом импульса будет равна 
дЛчУп. = 0,8• 10* эй/с, что составляет псего 15% от импульса самой 
частицы.

Спектр масс протонов хорошо аппроксимируется кривой нор­
мального распределения. Это указывает на то. что разброс масс обус­
ловлен ошибками в измерении импульса и пробега, а не какими-либо 
неупругкми процессами. Кроме того, сравнительно малое значение
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А.Рисуп. даёт основание полагать, что изучаемо? рассеяние является՛ 
чисто упругим.

§ I. К теории упругого рассеяния ядерно-актикпых частиц

При взаимодействии протонов я --мезонов (ядерно-актнвиых-; 
частиц с ядрами, кроме рассеяния в чисто кулон< иском пиле, про­
исходит их поглощение этими ядрами, что вызывает ion ол и игольное 
возмущение падающей волны и. следовательно^ приводит к дополни­
тельному упругому рассеянию.

Эго упругое рассеяние, обусловленное наличием поглощающего 
рассеивателя, в случае малых длин волн »>. Яад. . аналогично ди­
фракции спета от абсолютно черного шара в потому называется ш- 
фра к циопным рассеяние м.

Феноменологическая трактовка ядра как непрозрачного. погло­
щающего частицы, экрана возможна в т.х с гучаях. когда энергия 
частии не превосходит нескольких десятков Л’эв тля легких ядер и 
нескольких сотен ЛЫ .тля тяжелых. При больших энергиях частиц 
начинает сказываться прозрачность ядер для попадающих на них 
быстрых частиц.

При точном решении задачи о рассеянии заряженных ядерно-ак- 
тивных частиц, следует пользоваться общей теорией рассеяния. го- 
есть по сумме амплитуд кулоновско՛ • и упругого ядерно; о рассеяний 
/|б определяется дифференциальное сечение упругого рассеяния по 
формуле

9(0)ԺԶ=|/քԾ)^ԺԶ. (IV

Характер дифракционного рассеяния для заряженных и ней­
тральных частиц одипаког и различие между ними проявляется толь­
ко в фазе амплитуды рассеяния.

Упругое рассеяние протонов на ядрах в об ь тн малых углов 
обусловливается преимущественно кулоновским расе янием. С увели? 
чением угла роль дифракционного рассеянии усилите тся, так как- 
при больших углах сечение дифракционного рассеяния в среднем 
обратно пропорционально кубу угла рассек вин, и це четвертой стё* 
пени, как это имеет место при рассеянии а чисто кулоновском воле. 
По мере того, как сечение кулоновского । ассеянпя уменьшается н 
становится малым по сравнению с сечением .ифрвкцнонного, рас­
сеяние практически приобретает՝ чисто яд’.-рпын хора* гер.

Размеры ядра при рассеянии в кулоновском поле и дифрак­
ционное рассеяние начинают сказываться когда величина импульса, 
передаваемого рассеивающейся частицей, становится порядка .им­
пульса ядра" Ар = рЬ — h/R ։„ то -есть при угла . 6 Հ> (ког­
да частица пролегает на расстоянии —/?.։ от центра ядра). Сле­
довательно. учет конечных размеров ядра а кулоновском рассеяния 
и учет дифракционного рассеяния нужно проьз: одновременно. 
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Рассеяние заряженных частиц в кулоновском юле ядра и влияние 
конечных размеров ядра при этом детально обсуждаются в работе |3|.

Для дифференциального поперечного сечения дифракционного 
рассеяния воспользуемся нейтронными данными для „абсолютно чер­
ного ядра՜ |-1]

5<)fO}(ZQ R dii.

где /ЦО J-функция Бесселя первого рода.

Дифференциальное сечение .«фракционного рассеяния, 
проекций углов рассеяния, будет определяться интегралом

’«(-֊՛ згйг) 
ММ Ժ0, = 2#-.Л I —Հd^, 

) քհ 4֊ О?
0փ- = 0 

решение которого приводит к формуле

\ ք՝ / о?

(2)

для

(.3)

(4)

•է i* ւ՛
где /7, z) ֊-֊ ֊՜ 1(1 — (-] s\nz!dr является функцией Струве |5|. 

II
В Области малых углов рассеяния, когда Ь < /. R. то-есть при

Ն—<£ 1, функция Струве может быть заменена ее асимптотическим 

выражением

и поэтому

•5)

(6)

Таким образом, при очень малых углах, дифференциальное сечение 
стремится к постоянному пределу.

Если углы О._ удовлетворяют условию 1 0. л/Л. то-есть

Ф z I. функция Струве может быть заменена ее асимптотическим 
Л

выражением

[ | Vе)-
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и дифференциальное сечение дифракционного рассеяния имеет вид 

... շ ռ. մ0<֊ . . /.... R 3 \d4;^(^)d(io =—К'-֊^֊|-— sin 209 — ~
՜ о; \ - / \ X 4 / 0т'

l»0f»X/7?. (8)1

Эффективное сечение рассеяния в этой области углов состоит 
из двух составляющих. Первая постоянная составляющая убывает 
обратно пропорционально квадрату угла рассеяния, вторая же состав- 

r 
ляющая оссцилирует с частотой 2 —> причем амплитуда колебаний 

Л
убывает обратно пропорционально степени 5/2 угла рассеяния.

В области больших углов рассеяния jo ~>1^» где сечение 

кулоновского рассеяния становится очень малым по сравнению с се­
чением дифракционного, а следовательно не играет роли и их ин­
терференция, рассеяние практически становится чисто дифракцион­
ным.

Из формулы (8) можно получить интегральное поперечное сече­
ние дифракционного рассеяния, для проекций углов рассеяния более 
чем 0ф, н виде двух интегралов

Второй интеграл равен нулю и 
д 1 

’(%>&*)= ֊*'•֊֊ • (10)_................................ - дЦ

Это сечение, отнесенное к геометрическому, будет

(0^ >0ф) = 4 £ I (11]
«геометр. ft® R

Из формул для дифференциальных сечений кулоновского рас­
сеяния

=* = 8»а®Х*Ляд (а = Ze2/7tv) (12)

и днфркциониого рассеяния (12) видно, что при малых углах ку­
лоновский поперечник забивает ядерный и обратное явление имеет 
место при больших углах. При некотором угле 9։ эти сечения долю- 
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где /V—множитель, 
Резерфорда, то-есть
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иы сравняться. Из формул (2! и (12) можно показать, что грубо 
0։ ь<а(л//?) (см. также [4]).

Если угол значительно превышает характеристический угол 
многократного рассеяния х<-В'-{а>1), то кулоновское взаимодействие 
остается преобладающим над ядерны.м в интересующей нас области 
углов. Тогда законно учитывать размеры ядра, которые сказываются 
при углах t./R, и не учитывать ядерного рассеяния, которое становит­
ся порядка кулоновского при углах, много больших чем X/R.

При а~1 влияние размеров ядра и ядерного рассеяния эффек­
ты одного порядка, а при а^1 ядерное рассеяние сказывается значи­
тельно раньше, чем ядерный форм-фактор в кулоновском рассеянии.

Действительное положение вещей значительно сложнее из-за 
отсутствия теоретических и экспериментальных данных для точного 
дифференциального сечения однократного рассеяния.

В общем случае, дифференциальное сечение полного упругого
hi
(0) ժ£2 = az, (0) /V [ 0--. ojd2։ (13)

определяющий отклонение сечения от формулы 
он учитывает одновременно влияние конечных

размеров ядра и дифракционного рассеяния.
Если следовать расчетам [4], то можно просто использовать 

коэффициент .V, на который надо умножить сечение рассеяния по 
Резерфорду, чтобы получить правильную формулу сечения однократ­
ного рассеяния, на оснозаиип которой далее уже получить кривую 
многократного рассеяния, с которой и должны сравниваться получен­
ные экспериментальные данные.

§ 2. Экспериментальные результаты и их обсуждение

После всех необходимых поправок и уточнений, анализ которых 
приводится в |2|. строились угловые распределения углов рассеяния 
для протонов.

На рис. 1, 2, 3 и 4 представлены экспериментально полученные 
распределения углов рассеяния протонов для каждой группы (I. И, 111. 
IV। в отдельности для рассеивателя толщиной 7 мм РЬ и сответствую- 
щне теоретические кривые многократного кулоновского рассеяния 
для точечного 1 и протяженного <2) ядер, а на рис. 5—для всех 
четырех групп имеете.

'Сравним эти тайные с расчетами работы |4| и имеющимися экс- 
тЖмен-гальными данными по рассеянию протонов на ядрах. Экспе- 

I рииеита льнах дан пях по рассеянию протонов в области малых углов 
| рассеяния, где в основном имеет место многократное кулоновское 
■рассеяние. ՛ исследуемых областях энергий и вещества нет.
I Gltm.n .։ АН. серии фнл.-мзг. наук. ,‘*5



Рис. 1. Чпфференцизльное распределение углов рассеяния для протонов R 
свинцовых пластинах толщиной 7 .им тля группы 1 [р -= (1.6 :-0,25.x Ю’ 

и соответ снующие кривые многократного кулоновского рассеяния для 
точечного и протяженного ядер. Л՛’ 1668.

Имеется серия экспериментальных работ |6—14|. которые дают 

зависимость .V — — от угла рассеяния для протонов с энергией от 

6.5 .П.м до 22 .П.9я для различных элементов. Наиболее полные дан­
ные содержатся в работе [14|, где исследовано рассеяние протонов 
с энергией 22 Мэе на многих элементах от Be до Th, которые и ис­
пользуются для сравнения. Из этих кривых видно, что когда а 1 
(для легких ядер՛, то Д' в среднем больше единицы, причем для 
очень легких элементов Не значение .V достигает 50, для тяжелых 
же элементов .V_ 1.

Если эти экспериментальные данные объяснить в свете теорети­
ческих расчетов |4|, то кривые Л зависят только от величины я. Имея 
интервал скоростей исследуемых прогонов (*= 0,44 0,55 для свин­
цовых пластин и fi = 0.3 : 0,35 для медных), можно определить ве­
личину а для них: Ярд = 1,37-; 1,1 и яСы 0.723-: 0.625. Далее, опре­
деляются те эквивалентные элементы для протонов с энергией Ջ2



Рис. 2 Дифференциальное распределение углов рассеяния для протонов в 
свинцовых пластинах толщиной 7 мм для группы II խ — (5.15 ՜ 0.2-1) X 10՜ 
?и'с| и соответствующие кривые многократного кулоновского рассеяния для 

точечного и протяжении։и ядер. .V — 1470.

.Мэ/?, которые соответствуюг полученным значениям ар.֊. и по со­
отношению Z^.= 137 яЗ," -;։

Такими элементами для свинцовых и медных пластин оказались 
соответственно \Ь и Ле.

В таблицах 1 и 2 приведены значения коэффициента .V соответ­
ственно для свинцовых (из кривой для .\՝Ь и медных (из кривой для 
Ле' пластин г; области тех углов, которые исследуются. Заметим, 
что углу рассеяния исследуемых энергий и вещества соответствует 
другой угол для протонов с энергией 22 .Ь’з« и эквивалентного не- 

щества, который получается из равенства значений 0— для них.
• Հ.

В тех же таблицах ! и 2 приведены значения А' согласно ра­
счетам работы |֊1| для двух различных значений а г — 0.2 и а - 1,73).

Значения Л по экспериментальным данным мало отличаются от 
единицы по всему интервалу исслс чуемых углов.



84 Ф. Р. Арутюнян

И

Со
 ю

 к;
 tc

---
-

36
40

Рис. 3. Чнфференцналыюе распределение углов рассеяния тли про­
гонов и евнппо'йых пластинах толщиной 7 .it.it для групп 111 |д = 
= (5.6֊Հ0.24 ||х1Ю’и соответствующие кривые мнгократиого 

кулоновского рассеяния для точечного и протяженного 
ядср.цЛ' 1200.

Имеющиеся отклонения значений Л' от единицы.>а следовательно
отклонение полного сечения однократного рассеяния от формулы

Таблица I

по |4) а—0,2 по |4| а = 1,73 |по 11Հ1

1.00 1.00 1.00
7.10 3.50 1.10

12.10 6.40 1.20
5.00 2.60 1.20

— — 1.00
— — 0.90

• ՚ք — 0.70
— 1.00
— ж» 1.10
— — 1.30

— 1 лх»

Таблица 2

IP *(°-Н у
по (4] а—0.2 по [4] <1 = 1.73| по (14|

о 1.00 1.00 1.00
2 1.00 1,00 1.00
4 1.00 1.00 :.оо
6 3.10 1,00 1.П0
н 4.00 1.40 1.05

10 4.20 1.50 1.15
12 5.60 2.00 1.20
11 6.50 3.40 1.17
16 9.00 5.50 1.10
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Рис. 4. Дифференциал иное распределение углов рассеяния 
1ля протонов и свннповых пластинах толщиной? jz.m груп­
пы IV [р (5.6 0,21) 10" 35/с] и соогветстиуюшле
кривые .многократного кулоновского рассеяния для точеч­

ного и прогяжснногс ядер. Л 1169.

Резерфорда, почти не отразятся на кривой многократного рассеяния.

Это видно из того, что такое же отличие величины от

единицы при 6 —(0,5֊: 1,0) А |3| почти не изменяет кривую много- 
R

кратного рассеяния для точечного ядра.
Значения /V по расчетам работы |4| значительно завышены. Это 

завышение возможно из-за того. что в них не. учитывалась диффуз- 
иость краев ядра, а также, возможно, существующая некоторая его 
прозрачность. Что касается степени черноты, ю для нейтронов и про­
гонов с энергией от 15 до 150 Нм длина пробега а ядерном веще­
стве примерно постоянная, изменяясь от 3 < 10 ’ см до 4 10 ем
[15|.

Таким образом, полученные результаты (рис. 1, 2, 3, 4 л 5) по 
рассеянию протонов с энергией от 95 до 195 Мэп в свинцовых ила-
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Рис. 5. Дифференциальное распределение углов рассеяния для протонов в 
свинцовых пластинах толщиной 7 мм но всем группам вместе (/;֊ (4,35-:-6,33)Х 

10 збе] и соотвегствукиццё кривые многократного кулоновского рассея­
ния дли точечного I) и протяженного 2 ядер. .V֊ 5507.

станах толщиной 7 леи хорошо согласуются с экспериментальными 
данными работы 114], полученными тля протонов с энергией 22 Мм. 
Экспериментальные данные хорошо согласуются с кривой многократ­
ного кулоновского рассеяния для точечного ядра (Л՛ — I). Заметим, 
что сравнение и с другими экспериментальными данными [6 —13| по 
рассеянию протонов с энергией от 6,5 до 18 дает для имеющих­
ся значений а тот же результат.

Экспериментальных данных но рассеянию протонов с энергией от 
66 до 199 ЛГэс в свинцовых пластинах толщиной 4 леи сравнительно 
меньше и поэтому не производится их разделение на группы, а при­
водится полная кривая (рис. Շ) для всех групп, взятых вместе. Из 
этой кривой видно, что экспериментальные данные хорошо согласу­
ются опять таки с кривой многократного кулоновского рассеяния для
точечного ядра.

Экспериментальные данные по рассеянию протонов с энергией
от 40 до 72 Л1м р медных пластинах толщиной 5 мм и 2 леи соот­
ветственно представлены на рис. 7. Эти данные сравнивайте 
только с кривой многократного кулоновского рассеяния для точечно
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Рис. 6. Диффсренииальное распределение углов рассея­
ния для прогонов о спнниопых пластинах толщиной : .v.w 
խ = <3.55 — Ն6' 10' .«տ с) и соогвстстоухпине кривые

многократного кулоновского рассеяния для точечного 
к протяженного ядер. Л' 680.

го ядра, ибо для ядра меди и исследуемых энергий протонов влия­
ние конечных размеров ядра ничтожное.

В то время, как характеристические углы многократного куло­
новского рассеяния /(В усредненные по всем группам) для свинцо­
вых н медных пластин почти одинаковые - 5 . значение угла X R 
для меди ( — 7 ) в г2,7 раза больше того же значения для свинца 
( ~2,6 )• Это приводит к тому, что влияние дифракционного рассея­
ния также ничтожное и экспериментальные точки должны хорошо 
согласоваться с кривыми многократного кулоновского рассеяния для 
точечного ядра. Вышеизложенное хорошо видно из приведенных кри­
вых рис. 7 и таблицы 2. где значения V очень близки к еди­
нице.

Из всего вышеизложенного следует, что в зависимости от энер­
гии протонов, вещества и толщины пластин, в которых исследуется их 
рассеяние, дифракционное рассеяние проявляется различным образом. 
Если угол /?/< меньше угла -f(B . то дифракционное рассеяние ска­
зывается ужо в области многократного рассеяния; если же угол /.՛/? 
больше угла /fli", то оно проявляется только при углах значитель­
но больших, чем угол /«-В . Чем больше влияние конечных разме-
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Рис. 7 Дифференциальные распределения углов рассеяния для протонов в мед­
ных пластинах толщиной 5 м.и и 2 .к.к и соответствующие кривые мно­
гократного кулоновского рассеяния для точечного ядра. Ыз.и.ц = 290. №j(>։ - 2^0.

ров ядра, тем больше и влияние дифракционного рассеяния, то-есть 
конечные размеры ядра и дифракционное рассеяние проявляют себя 
как два взаимно компенсирующих фактора, в итоге чего упругое рас­
сеяние протоков распределяется по кривой многократного кулонов­
ского рассеяния для точечного ядра.

В области углов « = 3,6 •: 5,4 (рис. 5), где рассеяние еще не ус­
пело стать чисто дифракционным, влияние конечных размеров ядра 
проявляется слабее, чем влияние дифракционного рассеяния. Кривая 
многократного кулоновского рассеяния для точечного ядра круче, чем 
экспериментальная. Это объясняется тем, что при больших углах се* 
чснне дифракционного рассеяния п среднем обратно пропорциональ­
но квадрату угла рассеяния (8), а сечение чисто кулоновского рас­
сеяния — кубу.

В области больших углов рассеяния («>5,4), где кулоновское 
рассеяние очень мало, а следовательно не играет роли и пнтерферен, 
пня кулоновского рассеяния с ядерным, все случаи рассеяния можно 
считать чисто ядерными. Число рассеяний на угол больше чем ф = 5,4 
для протонов рассеявшихся п свинцовых пластинах толщиной 7 мм, 
1рис. 5) за вычетом ожидаемого числа рассеянии по кривой много­
кратного кулоновского рассеяния для точечного ядра равно 9, что 
соответствует поперечному сечению ֊ (0,032 ± 0,011) вГ1<шмр. 
Интегральное поперечное сечение дифракционного рассеяния для 
проекций углов рассеяний более, чем «-5.4 по формуле И) равно 
հ = 0.0340 Згсомпр. что хорошо согласуется с экспериментально полу 
ценным его значением.

Автор выражает благодарность проф. А. И. Алиханяну за уча­
стие в обсуждении работы и М. Л. Тер-Микаеляну за разработку тео­
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рии рассеяния, приводимую в статье и участие в обсуждении полу­
ченных результатов.
Физический институт
АН Армянской ССР Поступила 28 IX 195S
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1)լէւոււքեաոիրվե( !; 06 — 7.9.5 ։|'|,։| կներզիա /ի պր ո Ш ոնների աո ու a դ ական 
ցրումը կապարե [<!իթևզներու մ ե 40 72 ill.tj կնե րզիա լի պրոտոններինր
պղնձե իքիթե զներում:

կքօպե րիմենւոալ էովլալնե րր համեմատվում են կետա լին ե վերջավոր 
չափերով միզակի վր“' րոսլմապա տիկ կտ լոնրոն ցրմոէն կորերի հետ: '1'ի- 
ֆրակցիոն ցրման տոկա լա [J բոնը բերում է նրան, որ կքոպերիմենտալ տվլալ՝ 
ներր համընկնում են կեւոսւ/ին միզուկի համար ցրման բաչիւմսէն կորի հետ: 
Պարզված է, որ որրան մեծ Լ միզուկի վեըջավոր չափերի ազդեցաթլոմեը, 
աքնքան անդամ էք մեծ է ղիֆրակցիոն ցրման ազդե ցոէթ քանր , ալոինըն՝ մի­
զակի վերջավոր չափերը ե դիֆրակցիոն ցրումը t/т ցարերում են իրենց որ֊ 
պեո երկա փոխակ ուրձ ։ ե դո քո: ւՀնոդ ա ղզյոկնե ր, որի շնորհիվ պրււաոննե րի ա- 
ոաձդական ցրումը կաաարվտ մ է ըստ կետա լին միջուկի համար կուլոն լան 
բազմապատիկ ցրման կորի:

Մեծ անկյունների դեպքում ոտացվել որ պրոտոնների միջուկալին 
ցրման ինաեդրալ կարվածքը G—(0,032—0,011) ՜ երկըաչ,, որը լավ •ամտ- 
ձալնվում է ! բացարձակ ոե Л միջուկի համար օպտիկական մոդելով հազված 
կտրվածքի հետ:
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Г. М. Гарибян, О С. Л1ср(слмн

Черепковское и переходное излучение 
заряженной нити, несущей ток

В работах |1— 8| было рассмотрено переходное и черепковское 
излучение движущегося заряда при различном числе и типах плоских 
границ раздела грел. В работе |9| бню рассмотрено излучение дни 
жущейся заряженной нити несущей ток. которая при споем движении 
не переходила из одной среды в другую. В настоящей работе, мето­
дом использованным в |3|, решена задача о переходном и черепков­
ском излучении токонесущей заряженной нити. Решению последней 
задачи предпосылается решение той же задачи в однородной среде, 
так как оно существенно необходимо для решения основной задачи.

1. Пусть нить с линейной плотностью заряда и током силы у0, 
направленным в положительном направлении оси у, движется в пло­
скости z — 0 из х — х в х = -г с*э, оставаясь параллельной осн у. 
Тогда электрическое и магнитное поля будут описываться следующи­
ми уравнениями:

rot Н = -֊ Н- — Ч-у’о) 5 (х — vt) о (Հ..
с at с

rot Е ■■ 1 о К. 
с dt

(И

divfi=0.

div /J = 4x?e* (x - гм г-z .

где Д' направлено по оси х, а /0 - по оси у 
Представим S-функции в виде

I o(x-t7)4z) =-^_ ԺՀ (2)

где р — радиус-вектор в плоскости (х. с), а х А,. А\.)—волновой пек 
тор в той же плоское!и.

Обозначив через <•• = хv = ktv, выражения для полей будем ис 
Кать в виде следующего интеграла Фуры՛:
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Հ(Հ/) - CZt/ '՜ '> (էՀ Հ)

Подставив (3j в (I) для Фурье компонент полей получим выра­
жения:

а) для полей, вызванных линейной плотностью заряда

7’(zi = -A

и> 
z -- — з.гр

С2
иг

Z- - — гиԺ
(4)

// (7>= '>» _ւՋ 

г.е и»2

б) для нолей, вызванных током /0

^(7)=ձ֊֊֊յ4------- (6)
“С՝՜ „ ог Հ- -- SU

С՜

-ЦЛ.]—. '71

Из формул (4) —(7) видно, что в первом случае электрическое 
поле имеет компоненты, направленные по осям л- и у. тогда как маг- 
питое— только по оси у, а во втором случае—наоборот. Очевидно, 
что в общем случае, поля будут аддитивно слагаться из нолей (4)— 7).

Для получения частотного разложения полей, надо в формулах 
типа (3J произвести интегрирование по переменной Հ-. Например, в 
первом случае для /Հ» мы имеем выражение

Поп интегрировании по А՛.- нужно принять во внимание, что под- 
интегральиое выражение имеет два полюса: один в верхней, а другой 
в нижней полуплоскости комплексного переменного k... Замыкая кон­
тур интегрирования верхней полуокружностью при г>0и нижней 
при տ<Հ0 и воспользовавшись леммой Жордана, мы получим

Й (7, 0 - - A f ~_Le (v * p>'“ 1г'ЧГЛ (gj

,1 E (co)

и аналогичные выражения для полей /?.- и //'.
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Для полей, вызванных током, будем иметь:

4(Հп=_лГ и^֊‘(10)

С'- J ’ р“ь’Л — 1
֊• с»

и аналогичные выражения для lf\ и Н}:.
При вычислении энергии, излученной единицей длины нити за 

время ее пролета через 2 единичные площадки симметрично располо­
женные на расстоянии z от плоскости (xyi, надо принять во внима­
ние, что для боровских частот, удовлетворяющих условию SV <о)р՛ ш 
— 1 <0 (? — 4- i'-\ - ' > 0» ? действительно), излучение будет сильно 
затухать, тогда как для черепковских частот «>) 1 >0| бу­
дем иметь

— С 1 ^г|1 1 е vrf„>. (П
dx V J г (to) 

о

и w ճճքԼԱ ՛“
=2ЛЛг ք .-е~Г^>-1|г ••«■■■ (12)

dx c-v J 1
о

Из вида экспонент в формулах ՚9) и (10) видно, что угол, под 
которым движется черепковское поле частоты относительно плос­

кости (ху). определяется выражением cos 0 — ---- т=—

Нетрудно убедиться, что интерференции между обоими потока­
ми энергии не будет.

Полученные формулы при г" 0 дают полные потери энергии 
на единице пути и совпадают с соответствующими формулами, полу­
ченными Морозовым |9|.

2. Пусть теперь пить, двигаясь также как и в предыдущем слу­
чае, переходит из среды с постоянными и и, в среду с постояв ни­
ми տ... и причем границей раздела является плоскость д* — 0.

Чтобы удовлетворить граничным условиям, добавим к имею­
щимся у нас частным решениям (3) неоднородных уравнений Макс­
велла решения однородных уравнений в виде

*, • Ր * <(А.г4-а< ,,л‘—wH —»Я,.։(г.Ч- 'rfx, (13)

է0՞ ֊ (2
где «1.2 = еТ,2 • Нл — «; • Обозначив а։л> = а1>2 -4-/а։>2 нетрудно видеть,

что а| <Հ О, i| < 0. «2>0, а2)>0, гак как в первой среде имеются 
только отраженные волны, а во второй -только волны, движущиеся 
в положительном направлении оси х.
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Разложив поля на нормальную и тангенциальную составляющие, 
запишем условия поперечности полей в виде

Հ-^։.շք *) '■) =0,
11.4)

А’;Н l.2f ('■ ) + *) = 0.

С другой стороны, электрическое и магнитное. поля связаны 
между собой соотношениями

/ Л ('■)= - | п.. Լ 4֊ пл «ս, Ճ՜։ ,г ( /.) ],
«>Այ 2

(15>
f I... (7. > = - —— I пг k- пл aj.2, A/i.3( 7 i|,

где n.r и n.: единичные векторы осей x и z.
Далее необходимо написать условия сшивки полей на границе 

раздела сред, откуда получаются следующие выражения для Фурье 
— компонент полей (/л = s։jix> /» —

f,r(z’) = a,A, £?,(%) = /Հր /Л ֊ - 4 мт.' 16)
С

/:/у( Д - "’֊ 1Հ-. «Ճ ( '■՝ - Ж 1 = «А С
(17)

18)

19.

где

Поля излучения во второй среде получаются взаимной заменой индек- 
ов 1 и 2 в вышеприведенных формулах При и յւէ = р2, как 

и следовало ожидать, поля излучения (16) и (17՛ обращаются в нуль.
3. Чтобы получить частотное распределение полей излучения, 

необходимо в интегралах типа (13) ։роинтегрировять no k:. Способ 
интегрирования по kz укажем только для случая /:Հ золя. Осталь­
ные интегралы вычисляются аналогичным образом. Имеем

ր-’ք 'у, 11 —i"l I I՛ 5|.Г)L\: Г, /) — I е | «|Т։е (Ik;. (20|



____  Черенхонскае к переходное излучение заряженной нити, несущей ток 95

Введем новые координаты о и О следующим образом: z = psJnO, л՜— 
г- -ocosO. Интеграл но А\. можно представить в виде

2յ-րյ(£ — е }ak.-.

где /(А՛-) /А’_- sin б Za։cosA <? (A*.) = — ik_- sin б— Tancos Ь. Интегри­
рование будем производить деформированием пути интегрирования в 
плоскости комплексного переменного А’.-. Однако, наличие в подинте- 
гралыюп функции квадратных корней х։ и х. делает ее неоднозначной» 
что можно устранить произведя соответствующие разрезы (см рис. I 
работы |3| . Тогда интегрирование возможно произвести метолом пе­
ревала, аналогично тому как это было сделано н |3|.

Для полей переходного излучения, возникающих 01 заряженной 
нити в первой среде, получим выражения на больших расстоя­
ниях:

р: Г' i poSln(j;COS0 f / 1<» \ ’ d-rl Z։? M/| 
(2՝

• v>-

z, “V (22)
гф 2-p J > |ij \ c f 

— X
где

. --- Р/Хз —ZiSin36
•f = —=________ 1 h______________________

PV, COS-4)

V-

-----------֊Հր- , (23)
I 0/z2 /.sin'O

причем электрическое ноле направлено перпендикулярно р.
Переходное излучение возникающее благодаря току нити будет 

равно

и Հ * /оcos 0 р //о» \ ■'։. . г* г։ ՛է-- •"(]/7. \ր. է ^== (— ) (Z11 1 (Խ. (24)
I 2koc“ J \ e /

ГЯ7Г/“(7) да

- X 
где
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. 1 р’2 — Ze ֊ Xi Sin- О
И1Ի Z1cos 0 ՜I- г1 eV 7.2—7.1 Sin3 О I 1 — В7Ул COS® &

1 — MZZ2 — Xisln20

причем магнитное поле перпендикулярно направлению Ի -
Вектор Пойгинга направлен по вектору р и количество переход­

ного излучения, испущенного единицей длины нити за все время ее 
пролета в угол 0. 0 ■+֊ Ժ6. будет равно

d Ա,> = ₽5տ1ոչչօօտլա_ Г < ■„ . ,,
J р |А։ 
О

dWJ= ^^Լքե6£բ;։ճճ^(/Հ)(/ա. 
2№ ,) со | £յ |

о

(27)

(28)

Энергия прошедшая через площадку pdO получится умножением под­

интегрального выражения в (27 и (28) на t’.vpt------ т=---- —р )• к°-
\ Уне; С / 

тора я учитывает поглощение излучения в среде.
Предел применимости полученных формул, возникающий из-за 

использования метода перевала при интегрировании по к:% опреде­
ляется соотношением p>X/sinM, где X — длина волны излучения, де­
ленная на 2հ.

4. При деформировании пути интегрирования в линию кратчай­
шего спуска, мы не учитывали полюсов подингегрального выражения. 
В том случае, если они находятся внутри контура интегрирования 
(см. рис. 4 работы [3]) они дадут вклад в интеграл. Таким полюсом 
является Л- — °’ Г 3՜՚/։ — I .

v
Для простоты мы будем полагать г։ 0. Тогда полюс даст вклад 

п интеграл, если
0<P4lh֊l<₽4^sln^. (29)

Получающиеся при этом поля описывают черепковское излучение, об­
разовавшееся в первой среде и частично отразившееся от границы 
раздела сред. Соответствующие потоки черепковского излучения, про­
шедшего за нее время пролета нити через две единичные площадки 
симметрично расположенные относительно плоскости ху, будут равны:

Հ l{i. [E>։!h_L 
dx V J €j (<o) 

0

4--Հ№-7.)-ւ |Ն„, 
$ -41 I <30)
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^շ _Й_ Re Г Нт Ha —thl^TXt—Х1)-1 *
dx &v .' V ?7Л - I JS } ^(Xs-Z։)—1

о
(31)

причем интегрирование производится по частотам, удовлетворяющим 1" условию (29).
Во второй среде вклад от полюсов ласт черепковское излучение 

- образовавшееся в первой среде и частично прошедшее во вторую 
среду и черепковское излучение, образовавшееся по второй среде. В f последнем случае оно задается полем движущейся нити, из которого 
вычитается вычет ноля излучения. Это приводит к тому, чн> черепков­
ское излучение во второй среде распространяется в области ограни­
ченной двумя плоскостями, проходящими через ось у и образующи­
ми с плоскостью (.су) углы ±0. где COs0=s —Հ —.

р | <2^8
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ФИЗИКА

Г. С. Саакян

Индуцированное тормозное излучение и поглощение

В присутсвии внешнего поля излучения, помимо обычного явле­
ния тормозного излучения, появляется добавочное явление—индуциро­
ванное тормозное излучение, а также поглощение квантов. Суть тор­
мозного поглощения состоит в том, что электрон, отклоняясь в куло­
новском поле ядра, не испускает, а, наоборот, из внешнего поля из­
лучения поглощает квант; Следовательно, в результате индуцирован­
ного поглощения, энергия конечного состояния электрона оказывает­
ся больше энергии его начального состояния, г. е. частица проходя 
мимо ядра не замедляется, а ускоряется.

Вычислим вероятности индуцированного поглощения и излучения, 
Пусть кроме вещества, в пространстве имеется внешнее поле элек­
тромагнитного излучения. Матричный элемент процесса, при котором 
электрон отклоняясь в кулоновском поле ядра испускав! квант, опре­
деляется формулой [1|

//2QW1)^c։ (1)
q-1 2«>

где Ze - заряд ядра, <•> э.ергия кванта, /г* —число квантов с опре­

деленным четырехмерным импульсом л՜ i /г, /ж во внешнем поле, к, р։) 

пи.'.р.> амплитуды Дирака соответственно тля начального и конеч­

ного состоянии электрона, </ />) — р. к- импульс, переданный ядру 
и Q— оператор, имеющий вид

I Q = т. Д Д___4L 'ք + ֆ ձձձ֊'1' Ն. ,2]

'р2 Д- k - + т՝՝ Ру — k '■ 4- т -

Здесь f, -- проекция матрицы հ нз направление поляризации 
кванта кванты поля пк и испущенный квант являются и гентичными).

Р~Р" » е = 7< — матрица Дирака. Мы пользуемся системой единиц
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Из 1 . общеизвестным .методом, находим вероятность перехода 
в единицу времени

(3|

Здесь, чтобы не осложнять результаты предположено, что внешнее 
поле излучения не поляризовано. մԱ՚Հ есть вероятность обычного тор­
мозного излучения в отсутствии внешнего поля излучения

dW^—t V SpQl<A-'«)3Q+3 «А-/»), 14)
2о><74 :2n)a8sjs2 ~

где г, и энергии начального и конечного состояний электрона, rf‘2 
и մԶշ-элементы телесных углов в направлениях k ир2, V—означа­

ет суммирование по поляризациям фотонов.
В (3) целесообразно л* выразить через плотность энергии поля. 

11меем
k'-dkdU ։>, <տ| .

lit,------— -— сЫ12

где •>. плотность энергии излучения, имеющего направ­
ление распространения внутри элемента телесного угла ԺԶ и частоты 
^интервале <и. <՛՛ + (fa. Итак из (3) и 151 получаем

dW-= 1+8-£^Ճ?Նա7,
10՛

Теперь перейдем к рассмотрению явления тормозного поглоще­
ния кванта электроном. Матричный элемент перехода для этого про­
цесса՜ равен

__
S<f в“Т77я֊l'"* «‘), (61

<h I 2««
где Л —оператор следующего вида

/. = % 1 ( - А- ■ - т Д Հ 4- А; - т (

{р»—kf 4- т? (/ձ4՜ АН2 т?

я 4i*=Pi — Pi + А?- импульс, переданный ядру. Сравнение (7 с (2) по­

казывает, что/• получается от Q если в последнем k заменим через k. 
Для вероятности перехода в единицу времени из <6) находим

W(iA 'ոՀքՒ (8)
(2֊)- Օ£յ£., —

где ԺԶ2 — элемент телесного угла в направлении р2. 8 есть вероят­
ность для поглощения фотона Jco строго определенным импульсом 

к. Спектр излучения в природе обычно является непрерывным поэ­
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тому представляет интерес найти вероятность поглощения (ротона, 

имеющего импульс в интервале к, k 4- dk. Для нахождения этой ве­
роятности следует в (8 произвести следующую замену

k~dk .... & (со, О, э) .
nk -> ոԼ----- dQ = -—i—d^df2. < 9

(2»ia u>
В результате получаем

'“՚ -8-. (101

где
Z->6 k-dkd^p^dQ^ v c r..- 9е-йг‘ их^lVo=—------------- m}?f^(ip2 w). (11)
2м(/-՝ 2т:НЬг։£.,

Отметим, что ԺԱ7<, получится из (4) если в ней везде импульс фотона 
— ►

k заменить на — к. Поэтому нам достаточно выписать формулы для 
случая испускания квантов.

В случае малых энергий />,« т известно, что |1]

jU7o '^d* Р: d£dQt I /г,
12)

" h Й-Рг

где а постоянная тонкой структуры. При релятивистских энергиях, 
вероятность определяется известной формулой Бете и Гайглера

cj\V =_ d"> ԺԶմ֊< /1 Լ Г/г* +
° |'2~У’' w £j д4 т4 | [ ' /л Хз .

•• Հ Р” . P1V 2Ш՜ Г— * —11V' к, ֊՛ + — к, р.. — рх •
Xi Z«J ZiZs JI

где

W2Zi = — — 2<o f տՋ — p* cos «Ն I,

m-у., = — 2pjt = 2Hsi — Рл cos Si),

I), и 02 —углы, образованные векторами py и с k.
Сравнение (12 и (13) с соответствующими формулами для ԺԱ՚ո 

(как уже было сказано выше, последние, получаются из первых заме­

ной k на — k и ш на •«> показывает, что при заданной начальной 
энергии Տյ всегда имеет место

dW՝(,>d\V0. (15)

115) означает, что вероятность индуцированного тормозного по­
глощения всегда больше вероятности индуцированного испускания 
кванта.

13)

114)
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Теперь посмотрим, при каких условиях вероятность индуциро­
ванного излучения превосходит вероятность обычного тормозного из­
лучения. Из (3) видно, что эго имеет место при соблюдении условия

th- = 0. ю)
U?

(16)

Такне интенсивные поли излучения имеются только во внутренних 
областях солнца и звезд, а также в нижних слоях их атмосфер. Не 
совершая большой ошибки, можно предположить, что поле излуче­
ния в звездах является полем черного излучения. Тогда

Sz3 Р(Щ. »■ ?) 

10°
(17)

где а -постоянная Больцмана. В этом случае в формулах (3'/ и (10i 
можно но телесным углам и dl2., произвести интегрирование. В ре­
зультате получаем

IV £ձ, и> 1—е j </U"o($x, о>) d*dx, (18)

где Ա70(տ։, <•>) d^dx — вероятность того, что электрон с энергией «ii 
пройдя слой веществ dx г гаг, испустит фотон с энергией в интервале 
(<■>, ю i ժ«>). В целях сравнения вероятностей тормозного поглощения 
и испускания квантов, здесь мы выпишем формулы лишь для случая, 
когда экранировка отсутствует- |1. ?|.

U' rj'ij, <•») ժս» = 4Ф — 
Л

I ֊HI - «Г-
о
֊ (1 -«)

•5

ти
1 du

(19)

где Д' —число Авогадро, .4—атомный вес, и — и Ф =Z՝ir-t == 
*։

Z-5,7110 -՝см‘; г(1 классический радиус электрона. При нереляти­
вистских энергиях р^гп имеем

(«.. ») = 4Ф 4 ֊ - in (20)
3 .4 /! W <։»

где 7\ = б։ — т.
В случае поглощения, из ՛ 10) имеем

֊ ֊ / ™ \ — 1

1Г iг։. ш) dvdx = е 1 ֊ е I U4 (<v w) dudx, (21) 

’ Здесь мы не будем обсуждать вопроса экранировок кулоновского,поля ядра, 
атомными электронами. Этот вопрос требует специального исследования, гак как. из-
-за особых физических условий существующих в звездах, явление экранировки, новн-
димо.му, будет иначе выглядеть, чем это имеет место в земных условиях.
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где при отсутствии экранировки

սՀ (ч. to) ժւ.ւ = 4 ф - х

а при нерелятивистских энергиях

....՛ . 8 ..V mdw , У Л И Л 4- «)еIVо (г։. ш. «»>= -- Ф — ֊— 1п-------- ---------- *•------------(23)
3 А Ту н> ш

Из 16) или 18 следует, что при температурах

Т>- (24)
а

вероятность индуцированных процессов превышает вероятность обыч­
ного тормозного излучения. А при oxga?' вероятности тормозного 
поглощения и испускания квантов становятся равными. При <»> = 1 меъ. 
соответствующая температура равна 1010 градусов. Такие температуры 
существуют во внутренних областях некоторых звезд. При темпера­
турах 124 . вероятности торможения и ускорения частиц, приблизи­
тельно равны. При меньших температурах вероятность торможения 
больше вероятности ускорения и лишь сравнительно небольшая часть 
частиц будет ускоряться.

В заключение выражаю благодарность И. И. Гольдману за цен­
ное обсуждение настоящей работы.

Физический институт
АН Армянской ССР Поступила 4 III 1959

*Ь. и. Սահարան

ՒՆԴՈհԿՑՎ_ԱԾ ԱՐԳեԼԱԿԱՅհՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄ Ы. ԿԼԱՆՈՒՄ 

Ա 1Г Փ Ո Փ Ո I' 1Г

1Լջխաււ1ավ)լան մեջ f/nt.ftj է արված, սր երր մ իջավսւ լրսւմ գււ լա.թլոլն 
անի ճառ ադա /թ մ ան դաջտ, տպա լիէլ.րտվորված մասնիկների համար, րարի 
սովորական արգելակման ճաոագալթման Лրևա լթիէլ, հանգես են դալիս նաև 
ինդա կլլված ճառսպալթման ե կլանման ե րևսւլթներր։

Ս/ւ ճտա/պա լթ ման դաշտի դեպրսւմ րվանա աուսդւե լա հավ անականա.֊ 
թլանր արվամ է

I Ա'ր(6յ, <՚։| Ժօ) = (1 — е 1,1 ՜յ Ա>’0 (?յ, 0)) (I)

րանաձեէւվ, իսկ _րվանտ կլաներս, հւսվանականավմրոնր'
III III — J

(էԼ, <ni dw = e aT [ I <? U7o(£j, <o) (2)
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բանաձևով։ Այստեղ <И---կրսնվող և առաքվող քվանտի էներգիան է, 7 • ջևր—
մաստիճանր, (I - Թոլէյմանի հաստատունն է, Ա/ք| i, ”•) Ժա սովորական ար- 
գև քակման ճաոագայթմսւն հավանականո։ թ յունն է. £յ -—մառնիկի լրիվ էներ­
գիան Լ , իսկ

Ա70(ն, ս>) = ր0(Դ — ։•>):

(1) և (2) համեմшипи թ քունիգ հրե ում է, որ (I Г Ш ջերմաստիճանների դեպ­
քում արգելակման, կլանման և առաքման հավանականա թրո նները դառնում 
են իրար հավասար։ 1Լրւսլիսի ֆիզիկական պայմաններ գոյություն ունեն Արե­
գակի և աստղևրի մեջ։ Մեզ թվում է, որ աււտգերի 'հերսի տիրռւյթնէւրւււ մ, 
ար։յե քակման կլանման երևույթի շնորհիվ, կարող են առաջանա / շատ մեծ 
էներղիա{ի Լ լեկտրոններ։
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ФИЗИКА

С. А. Хейфец

Возбуждение фазовых колебаний частиц в электронном 
синхротроне шумами магнитного поля, 

частоты и напряжения ускоряющего поля

В настоящей работе приращение амплитуды фазовых колебаний, 
вызванное действием различных возмущений, вычислено с учетом 
адиабатического и излучательного затухания. Результаты получены 
в виде универсальных однопараметрических функций.

I. Уравнение фазовых колебаний

Уравнение фазовых колебаний с учетом возмущений имев։ 
вид [1|:

?+(-֊ + -7՜՜ ) փ + <..аР^(2л— I) — =
V 1’. К / ՜ Е &

р է) d . wa d . լ, , waee . , ,.= — оя ------ - ֊|- — Дш----- — ձ/7 4֊ —— cos Փ._ ձ 1Հ
E di H dt ЕД

4P„ \H \A— tt>i -------- — 4՜ I-----Ւ----- |До>.
E H \ E £ / (1)

Здесь 2 = t wx<> V(,c sin Փ</1՚7.—частота фазовых колебаний, E — пол­
ная энергия электрона, <■>, Vo —частота и амплитуда напряжения ус­
коряющего поля, , средняя мгновенная мощность излучения, р(/) — 
флюктуационная часть мощности излучения, а - логарифмическая про­
изводная длины орбиты по импульсу, /.. р —длина и радиус кривизны 
орбиты, г радиальное отклонение от идеальной равновесной орбиты.

Не все члены уравнения И имеют одинаковый порядок. Дей­
ствительно, обычно выполняется неравенство 2>>Z\JE. Поэтому по­
следние два слагаемых много меньше других членов в правой части 
уравнения. В дальнейшем мы не будем их рассматривать. Член со­
держащий г=^ Гпер 4-гсв, после усреднения по длине орбиты, дает до­
полнительное затухание |2]. Так как <лгсо^>=0 ввиду несоизмери­
мости частоты изменения функций п. и гС1,, то после усреднения по­
лучим:
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1)- ֊> <—-----Հ (9)
Е ? Е

где ՛> —периодическое решение, определяемое равенством г,.., — ФДЕ/Е.
Член, содержащий флюктуационную часть излучения /?(/), обус­

лавливает раскачку фазовых колебании. В электронном ускорителе 
он играет основную роль в динамике амплитуды фазовых колебаний. 
Его влияние с учетом затухания было рассмотрено в работе [3]. На­
конец, остальные члены в правой части описывают влияние шумовой 
модуляции радио частоты, магнитного поля и амплитуды напряжения 
ускоряющего поля.

Решение уравнения •!) может быть представлено в виде

Здесь Л (/) —означает возмущение, находящееся в правой части урав- 

нения (1), Հ = —у* I - <-------- .

2. Среднеквадратичная амплитуда фазовых колебаний

Рассмотрим случай, когда возмущение может быть разложено в 
ряд Фурье:

V W*' 
/;(0 = 2Де .

А
В этом случае

Очевидно, что основной вклад в интеграл, входящий в это выраже­
ние. дают те моменты времени, когда показатель экспоненты в под-
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интегральном выражении близок к нулю. Действительно, в противном 
случае под интегралом стоит осциллирующая функция, интеграл от 
которой близок к нулю.

С физической точки зрения такие моменты соответствую! резо­
нансам возмущающей силы, так как мгновенное значение частоты 
колебаний совпадает с частотой одном из гармоник возмущения.

Разложим Զ вблизи точки tk, определенной уравнением - tk) =
= 2-/А։, в ряд и ограничимся первыми двумя членами разложения:

Тогда

Справа все функций вынесены из-под знака интеграла в момент 
/ = Г;- (что отмечено индексом А). Последний интеграл можно выра­
зить через интегралы Френеля |4|:

t r—
е 2 մ/^|

|C—/S|= |2.
Собирая вместе эти выражения, получим для Ь:

Возведем « в квадрат и усредним по фазам прохождения через резо­
нансы. Ввиду случайности этих фаз. среднее от перекрестных членов 
даст нуль, а квадраты синусов будут равны 1/2. Для среднеквадра­
тичной фазы получим:

Так как Զ то суммирование можно заменить интегриро­
ванием. Для этого совершаем замену
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1 dt dt
Զ* #2 ւ+/

0 ք* и
с I к= - ------------------- I dt’— Tj (է՛) e

EQ 1 Զ
tj о

Здесь ij« C\'-72r/ -аналог спектральной интенсивности шума, iji/) 
зависит от времени потому, что амплитуды С\ являются функциями k, 
т. е. номера, по которому производится суммирование в (6).

Замечая, наконец, что «2։Мх = 2?2. получим выражение для сред­
неквадратичной амплитуды фазовых колебаний:

+, i> 

о г» ./
__ с I К 0

= Л'з֊’* ■ (7)

о
Если Ё можно приближенно считать постоянной, то функцию, 

входящую в 1'7). можно представить в универсальном виде. Учтя, что 
мощность излучения P;i пропорциональна четвертой степени энергии, 
легко получить, что

է

= (8)
$

где ч -7Հ Ё. а 3 константа, зависящая от параметров ускорителя. Пе­
ременная в свою очередь пропорциональна четвертой степени энер­
гии:

с=» (9)
Перейдем от интегрирования по / к интегрированию по Тогда для 
среднеквадратичной амплитуды фазовых колебаний получим:

"Л“՜ 2Ё^Л’(С)՛

где d определено равенством

լ>֊ժ; (1+Օ‘Հ

а b из (9 . Функция /Ц(ч) имеет вид:

(С)
’ <’ + ft °

; ’ МН W
: Иф'.) U « ()+«) ■

Ю) 

(Н) 

(12>
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Если и начале ускорения излучением можно пренебречь (հ< I). то:

2-ь
Гагх~&л° (13)

(14)
Е

4,.= Е ’jrfEE^tE).

3. Возбуждение фазовых колебаний шумами

Рассмотрим увеличение амплитуды фазовых колебаний, вызван 
нос наличием шумов п устройствах ускорителя.

յ 1: одул я и и я ради и частот и.
В этом случае, как следует из (I), функция

Բ(է) = а ձ» = 2s— ձ>. 
dt dt

Разложим ձ՚* в ряд Фурье:

Д* = Vtf/"exp \2r.ifkt\. 
*

В этом случае функция т,, входящая в <121. принимает вид:

֊ И 4 fit Լ I
А’^С) в֊±---------- Ռօ-

ծ 4- Հր Հ)

Подставляя в (10) и (12). получим выражение для среднеквадратич­
ной амплитуды, вызванной модуляцией частоты:

® п՝։» ~ ք-<». $ ՛’

- >1« V,
(|+") 115)

и"՝

При выводе (15, было предположено, что амплитуда //Ճ постоянна и 
интересующем нас интервале частот: — иг.

Функция Д’}1 (С) для £=--0.30; —0,40; - 0.70 приведена на рис.
1 (кривые а, б и b соответственно).
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Рис. 1. Функция Я'1 Հ'.). Кривые д. б и в соответствуют пара метрам 
затухания > равным —0,30; —0,40: —0,70.

Модуляция амплитуды ускоряющего напряжения.

В этом случае

Н0 = -,2 а у;
է4£Փ., 1Հ)

Разберем отдельно две возможности:

а) А Հւ ՚ լ/օ — Լ տ։ * ex p 2'if kt},

б) ДИ0 = УШ;;, exp{2-//W).
<r

Й) В первом случае будем считать, что не зависящей от k является 
амплитуда относительного шума: и/1ц — ш I. Тогда аналогично (15 по­
лучи м:
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■Ш)

(f- = /1Տ,՚:.ւ

ս-кйИ :
—-----------f dll
С •(! -f-Q’-J 

й

(է + р) и
е (14-//)

116)

На рис. 2 приведены графики функции Д’՛? (Ն для трех значений пара­
метра затухания ji = — 0,30; —0,40; ֊ 0,70 кривые а, б, 6)

Рис. 2. Функция Ау(£), Кривые <։. б к д соответствуют параметрам 
затухания равным 0,30; —0,40; —0.70.

Ճ Во втором случае примем, что не зависящей от к является ампли 
туда абсолютного шума: աՀ Тогда:

max

Л<?С

4E/rf5lg*’tl> v
-и-р; :
-------- Г

:՛ (i-нН и • (!+«)'•



112 С. А. Хейфец

Здесь введены обозначения Զօ, V(„—частота фазовых колебаний и 
амплитуда ускоряющего напряжения в начальный момент.

На рис. 3 приведены графики функций Л?-’ (С) для значений па­
раметра затухания 8 —0,30; — 0,40; —0,70 (кривые а. б, в).

Рис. 3. Функция /■ւ-ՀէՉ. Кривые а, А и մ соответствуют параметрам 
затухания 3 равным —0.30; — 0,10; —0,70.

Модуляция напряженности магнитного поля.
.Этот тип возмущения дает в правой части уравнения (1) член:

Н dt

Если магнитное поле модулировано из-за модуляции питающего на 
пряжения И.м, то

1 <К,г_^м
Hdt Им’

Разложив А1/.м/У.м в ряд Фурье
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А Ки/ Км =^ш"ехр\2r.ifkt\.

в приняв, что амплитуды ш" не зависят от /г получим:

Р ' (’8>
4Й-у

где функция А՛- ՛՛ определена в (17).
Автор приноси г 10. Ф. Орлову глубокую благодарность за уча­

стие в обсуждении работы.
Физический институт
АН Армянской ССР Поступила 17 111 1959 г.

U. U.. Խհյֆևց

Ս՜ԱԳՆՒՍԱԿԱՆ Ш8Ь, 2ՍԼՃԱԽԱԿԱՆՈՒԹՅՍԼՆ եՎ ԱՐԱԳԱՑՆՈՂ 
ԴԱՇՏՒ ԱՂՄՈՒԿՆեՐՈՎ. ШЪЬЦЪЬРЬ ՖԱՋԱՅՒն ՏԱՏԱՆՈ^Ս՜ՆեՐհ

ԳՐԳՌՈՒՄԸ ԷԼեԿՏՐՈՆԱՅՒՆ ՍհՆԽՐՈՏՐՈՆՈՒՄ

Ա Մ «I» II Փ Ո Ի 1Г

Աշխատալի)լան մեջ հաշվված է ֆաւլա լին iniiuiiu/lirtiմների սէմպլ(tittm.֊ 
ԴայՒ ա1'Ր. '"“'(•րեր ւլրւլոէս ւՈւերի ազդելու թլան հետևանքով, հաշվի աոնևքով 
աղիարաաիէլ և ճաոաւքալթալին tf արու մները: Արւլլունքեևրն ստացված են 
ոմհիվհ րսա I մեկ պա րամ Լտրանի ֆ ւււնկւյիանհ րի տեսքով:
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• Мопотермнчсскпм шишмется цикл (или процесс), и течение которого гнете 
мл находится и тепловом общепнн только с «ищи источником.
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ТЕРМОДИНАМИКА

Л. А. Акопян

Дидактические заметки по термодинамике

§ I. Второе начало

1. Цель настоящей заметки указать простой вывод всего со­
держания второю начала термодинамики из постулата Томсона

Следует заметить, чго из тр“х постулатов Клаузиуса, Кярптео- 
дори, Томсона. — которые обычно кладутся л основу второго нача­
ла. преимущество принадлежит последнему, как имеющему непосред­
ственные применения и более общему, чем постулат Кяратеодори.

2. Постулат Томсона.
Обозначим через D\Vf и DQ элементарную внешнюю работу и 

элементарное количество теплоты, з через IV՜ и Q внешнюю работу 
и теплоту в течение цикла:

»■'. =<fz)ir„ (1.1)
V

Q=(f՝DQ. (12)
е_

Согласно первому началу

Q+Tr=O. (l.3|

Постулат Томсона состоит в следующем:
В монотермическом’ цикле внешняя работа не может быть от­

рицательной. т. е.

или но 1.3)

[dif, о.

(|‘dq о.

(1.4)

(1.5j

Легко доказать, что знак = относится к обратимым монотермическим 
циклам. Нов таких циклах температура Г должна быть постоянной: по­
этому, ограничиваясь обратимыми моиотермнческими циклами, вместо 
(1.5) имеем
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фО/<2=0 (1.6)

индекс t указывает на постоянство температуры . 
(1.6) применимо к любому обратимому монотермнческому цик­

лу. а отсюда, как известно, вытекает, что должна существовать 
функция о состояния, удовлетворяющая условию

(1.7)

Если параметрами системы являются /, .г, у, z....... то

<? «= -։.(/, х, у, z,...). (1.8)

3. Пусть 0 — 8(£) одинаковая для всех систем функция эмпири­
ческой температуры: է. Тогда, разделив ■? на 6, получим новую функ­
цию состояния ф(/, х, у, z, ...).

(1.9)

н (1.7) примет вид
(1.10)

Очевидно, (1.10) справедливо и для любого (неизотермического) об­
ратимого процесса.

В этом проще всего убидиться, рассмотрев какой-нибудь обра­
тимый процесс и координатной системе 0 — ■ j (фиг. 1).

Пусть АВС линия такого процесса. Заменим эту линию ступен­
чатой, с бесконечно малыми отрезками, параллельными осям 06 и Оф. 
Площадь полоски, бесконечно малое основание которой параллельно 

ՕՀ равна DfQ согласно (1.10). Отсюда сле­
дует, что

с

а

Итак з случае любого обратимого элемен­
тарного процесса

* . ճփ (է. х, у. z,...). 11.11)

можно определить, пользуясь тем. что она одна 
и та же для всех систем.

Для этого удобнее всего обратиться к идеальным газам посто­
янного состава.

Как известно, в таком газе молярная внутренняя энергия функция 
только температуры и поэтому приращение всей внутренней энергии

* Гемператруа է, измеряемая произвольным гермометром, называется ■.■мпирн՜ 
ческой.
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dU = ncvdt, 

где л—число молей, а молярная теплоемкость ct. (при постоянном 
объеме) функция температуры: е„ — ճ:,(/).

Таким образом первое начало

DQ = dU + pdV

дает (так как pdV = nRTd\ni)]

Dq = nT^-dt-\- Rd\nv}-

Введем функцию «>(/). определяемую условием

</«(<)-

Тогда, окончательно, 

ռ-Գ- = п |Л> (t) + Rd In ®] = </ (л [<» (է) + R In Ц) (1.12

(n = const).
В (1.11) и (1.12) правые части— дифференциалы функции состоя- 

dq DQ ним, следовательно, — и полные дифференциалы.

5. (1.11) и (1.12) применимы к одному и тому же произвольно­
му обратимому процесс} в идеальном газе. В случае одного и того 
же произвольного цикла в идеальном газе имеем

I ffv=0, փ^՜°՛ (1лз)
Ввиду произвольности цикла и ввиду того, что 0 — функция / или 7Հ 
(1,13) возможно только при условии, что

0 = п7՝, (1.14)

где а произвольная постоянная, которую обычно принимают равной 
единице.

Вспомнив, что 0 —одна и та же функция температуры для всех 
систем (и положив л= 1), заключаем:

В случае произвольного элементарного процесса в любой системе 

у =֊֊ր=«Դ(է -V. у. г....!.

Функция б состояния называется энтропией з.
6. Из постулата Томсона можно вывести еще заключения о не­

обратимых процессах:
а) Հ;Տ>0, 

где индекс о означает .п необратимом адиабатном процессе".
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б Если обратимый изотермический процесс и необратимый мо- 
нртермнческни процесс имеют общее начало и общий конец, то теп­
лота первого процесса больше теплоты второго.

Обосновние этих заключении можно найти в книгах {!,.
Легко также доказать, что постулат Кара теодо ри — следствие 

постулата Томсона |2|.

§ 2 Об одном выводе правила фаз Гиббса

1. Недавно я познакомился со статьей .The State Principle" 
|3j, вызвавшей оживленную дискуссию |Т.

Основная идея статьи в гом. что правило фаз Гиббса может 
быть выведено без пользования первым и вторым началами термоди­
намики. если принять:

а) подходящее определение понятия „компонент1.*
6) положение, выражающее число независимых (экстенсивных и 

интенсивных) признаков системы посредством числа компонентов.
2. Данное авторами определение понятия „компонент" можно֊ 

при желании быть кратким ֊ высказать так.
Компоненты — это те химически определенные вещества, кото­

рые, будучи взяты в наименьшем числе, позволяют образовать каж­
дую фазу рассматриваемой системы в количестве, независимом от 
масс других фаз.

Условие наззвиснмости масс фаз очень важно и иллюстрируется 
авторами на примере системы, состоящей из двух фаз: твердой В1ОС1 
и жидкой смеси Н2О 4֊ Н€1 4՜ BiCl0.

Если эта система образована 1ՆՕ и BiCl3 согласно уравнению 
реакции

ՒԼՕ -Г BIC1;I = 2НС1 - BiOCI, 

го масса твердой фазы зависит от массы жидкой. Следовательно, 
число компонентов должно быть больше двух. За компоненты могут 
быть приняты II..O. BiCi,-, и HCi; теперь прибавлением НС1 можно 
сделать массу твердой фазы независимой от массы жидкой.

Более простой пример являет грехфазная система СаСО, 4- СаО 4֊ 
4-СО... Если предположить, что система образована разложением 
СаСОЛ, числа молей СаО и СО2 должны быть одинаковы. Таким об­
разом требование независимости масс (раз будет выполнено только, 
если число компонентов равно двум; за компоненты можно принять 
любую пару веществ из грех:

СаСОз, СаО. СО2.

Нужно иметь в виду, что при обычном выводе независимость 
масс фаз является следствием правила фаз.

3. Число всех независимых признаков легко выразить посред­
ством числа фаз. В самом деле, частное от деления экстенсивного 
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признака фазы на ее массу равно соответствующему интенсивному 
признаку. Таким образом, если известны все интенсивные признаки, 
то можно определить также все экстенсивные признаки каждой фазы, 
зная ее .массу.

Пусть V —число независимых интенсивных признаков: но ним 
можно найти все интенсивные признаки, а по последним и по массам 
фаз все экстенсивные признаки. Следовательно, если «• число фаз. 
а г —число всех независимых (интенсивных и экстенсивных) призна­
ков, то

/■ = > + ?. (2.1)
Эти рассуждения вс новы: я с ними познакомился в книге [о].

Чтобы использовать (2.1), авторы постулируют без какой-ни­
будь аргументации положение:

Число г всех независимых признаков любой системы (подвер­
женной одному и тому же давлению)

г=сф2, (2.2)
где с — число компонентов.

Сопоставление (2.1 и (2-2: приводит к правилу фаз

у = с +- 2 «?. (2.3)

4. Положение (2.2• общепринято, когда система однородна. 
В самом деле, независимыми интенсивными признаками однородной 
системы являются состав, давление, температура. Состав фазы, обра­
зованной с компонентами, определяется с 1 весовыми или моляр­
ными долями Xi, так как хх 4- х.. 4- ... ֊•֊ хс 1.*

Для определения экстенсивных признаков нужно знать еще мас­
су. Таким образом

1)4-24- 1 =< 4-2, 
т. е. (2.2).

Пользуясь свойствами химических потенциалов, можно этот ре­
зультат распространить на систему с любым числом фаз.

Действительно, для определения состава и массы каждой фазы 
нужно (с,—1)4-1 = с данных. Для определения состава и массы всех 
? фаз нужно со данных. Кроме того имеются давление (одинаковое 
на все фазы) и температура. Всего с? 4՜ 2 величин. Однако, очевид­
но. весовые (или молярные) доли не являются независимыми, гак так 
химические потенциалы компонента в фазе зависят от с — 1 весовых 
долей, давления и температуры

u = U (Х„ Хп, ...хс I, р. է),

а химические потенциалы компонента Ак во всех фазах одинаковы, 
т. е.

Это дает 1 зависимостей для одного компонента или с(?~ 1) за­
висимостей для с компонентов.
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Таким образом из числа су -1֊ 2 величии нужно вычесть с(? ֊Լ’ 
зависимостей между ними и число независимых признаков окажется 
равным с 4- 2, независимо от числа фаз.

Наконец, очевидно, в общем случае (2.2) является непосред­
ственным следствием правила фаз (2.3) и (2.1).

5. Итак в рассматриваемой статье вывод правила фаз основан на 
определении понятия компонент и на (2.2). Но как требование неза­
висимости масс фаз. включенное в это определение, так в (2.2: яв­
ляются следствиями правила фаз.

Следовательно предлагаемый в статье -The State Principle “ вы­
вод правила фаз не имеет научного значения.

Этот вывод мог быть дидактически полезным, если бы положе­
ние 2.2) легко воспринималось в качестве постулата.

Но этого нет: даже выведя (2.2) для однородных систем, нельзя 
усмотреть его правильность в общем случае без новых выкладок.

§ 3. Об использовании константы равновесия

1. В 1930—34 годах происходила дискуссия, вызванная фактом, 
нарушавшим установившиеся представления: было обнаружено, что 
иногда изобарно-изотермическое введение в равновесную смесь газов 
NH., Na и Но некоторого количества К. вызывает частичное разло­
жение NH.։, вместо обычного при этом образования нового количест­
ва NII,.

Вопрос в конце концов был решен с помощью термодинамиче­
ского и химического потенциалов.

Однако, объяснять поведение равновесной смеси газов призвана 
константа равновесия. Поэтому было бы естественно объяснить и упо­
мянутый факт, пользуясь константой равновесия, тем более, что пол­
ная теория равновесия смеси идеальных газов может быть построена 
без указанных потенциалов.

Здесь с помощью константы равновесия рассмотрен вопрос, выз­
вавший дискуссию, и аналогичный другой вопрос.

2. Пусть смесь состоит из газов А,. .4 Ak֊i...Ai. а урав­
нение реакции

+ лЛг 4- • • • 4֊ Мл = о. (3.1)
где Տյ, ...«д —стехиометрические числа, причем одни из них положи­
тельны. другие — отрицательны.

Из (3.1) следует, что газы А։, А2,.... Ац активные, a A^i,... А/ 
инертные (нейтральные).

Обозначим через п.г и р, число молей и парциальное давление 
газа Аг г- 1, 2,.../г,... Z), а общее число молей в смеси и общее дав­
ление — через п и р

п - ոՂ 4- п2 ф------Ւ tii I ։
Р =P։-r />2 +------ ք-р/ )
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Как известии.

dux du n _ dnk 
а, «г а*

и поэтому

dn, = d (//, + /դ 4- - • • nk) 
Ն а։ 4- Օշ 4- ■ • • +

Так как

մ//.*  r J = dnk 4 = • • • = diii — 0, 

то, положив
я = a։ + X_, -}-••• 

имеем

dn, du , o
af a 

Наконец, мы будем пользоваться тем, что

(3.3)

(3.4)

(3.5:

(3.6)

3. Константа равновесия может быть выражена как посредством 
чисел молен, так и посредством парциальных давлений:

л-
In /<,,. = £а,1п/г„ (3.7)

I
А

In /Հ, = ^a/ln րր. (3.8)

I
Из (3.G) следует, что

In /\г, = In Кп -։• a In р — a In я, (3.9)

а из (3.5 получим

,, ... v du г (\>^r\du ռ dn 0 |Ո|
rflnAfl = 2,a,—= ' — = /?--» 3.10'

— nr \ — fir / a a

где 
к .< 

В =V3s> 0 всегда. 13.1 И
ТЛ<

Вот одно из применений (3.10).
Известно, что

In Кп — я In U4- •»!/)
(? —температура, «’(/) — функция температуры).
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Отсюда
<) In К,, \ ---------- I = a.
() In V ),

a no (3.10
I f) in K„ \ = / On ■ 1
\ din V Jt \ din V՜ If a

Таким образом

в(—'1 Л (3.12)\ din V Լ

Согласно (3.11) и (3.12)

I ——— I = 0, если x = 0. Լ din V ),
(-i_)>0. (3л”
I din V Л

Зависимости (3.13) хороню известны.
Изотермическое изменение объема равновесной смеси идеальных 

газов
а) не изменяет ее состава, если реакция оставляет неизменным 

общее число молей.
б) вызывает ту из двух противоположных реакций, в которой 

знак изменения числа молей совпадает со знаком изменения объема.
В последующем нужно помнить, что в выражение /<„ (3.7) вхо­

дят только числа молей активных газов, поэтому
[3, Л|. Изменение количества нейтральных газов не может изме­

нить К и.
4. Влияние нейтральных газов на состав равновесной смеси иде­

альных газов при постоянных давлении и температуре.
Условимся обозначать через число молей какого-нибудь ней­

трального газа, через о (on, ՛. ln/Cp, с In К1։}—изменения величин, выз­
ванные внесением извне элементарного количества какого-нибудь га­
за, а через d{dn. d\nKp, dIn K,t\ — изменения, вызванные реакцией.

При изобарно-изотермическом внесении ձո„ молей нейтрального 
газа

հո = Ъп».

Соыасно |3. А| из 3.9: имеем

г In/<„=-<։—(3.14) 
п

Известно, что КР — функция температуры, поэтому из (3.14) сле­
дует, что если a փ 0, то внесение нейтрального газа нарушит равно­
весие. т. е. вызовет реакцию, при которой по (3.9) и (3.10
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., dn ռ dn dn
մ In Ap tflnA,. 1 l.i — л — 

n a n

(так как p = const), 
или

d\nKP = ( (3.15)
\ ռ I a

Новое равновесие установится только при условии, что полное изме­
нение КР (вызванное внесением пп„ молей нейтрального газа и после­
дующей реакцией) равно 0, т. е.

ձԽ^ + մ1ո/ք;, = 0, (3.16յ
или по (3.14) и (3.15

I В - \dn = a-’ S֊'l. (3.171
\ п Г Ո

Легко убедиться па примерах (п это же можно строго доказать), что

В — — >0 всегда. 13.18)
п

Таким образом при a du и ձ//.„ имеют один и тот же знак, а если 
a = 0, то dn = 0.

Следовательно
|3, Б). Изобарно-изотермическое внесение в равновесную смесь иде­
альных газов нейтрального газа

а) не вызывает реакции, если при реакции общее число молен 
не изменяется,

б) в противном случае вызывает реакцию, увеличивающую об­
щее число молей смеси.

5. Влияние активных газов на состав равновесной смеси идеаль­
ных газов при постоянных давлении и температуре.

Вначале в равновесную смесь вносим Ъпг молей одного из ак­
тивных газов .4, (г = 1, 2.... k). Теперь Ъп — Ъпг, о In /<„ = ',lr • По- 

nr 
этому при р = const.,

<11ո/<., = շ1ո A',, —a— = I — - - \ձոր. (3.19;
n \nf n /

Так как 5 In /<,, ֊ 0. го внесение Ъпг молей газа Аг должно вызвать 
реакцию, в течение которой пусть 1пА'? изменится на մ In Ар. причем 
по '3.15) и (3.5)

—) — = (в— — )—• (3.201
\ Ո / а \ Ո ) Աք

Согласно (3.16), (3.19 и (3.20) равновесие наступит, когда
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(3.21:

Помин 3.18). из 3.21 заключаем:

a) dn,= 0. сели —-----’ր =0.
п п,

С) знаки (tn, и Ъп, одинаковы, если —>0, 
п п,

в) знаки dnr и In, рахшчны. если О,
п п,

(3.22)

Заметим, что знак произведения за, не зависит от иаправленнн 
реакции и что при аз, О 

аз. _ з:, 
п п.

<0.

следовательно знаки dn. и '>п, различны.
Таким образом условие м, >0 необходимо для того, чтобы Կւ, 

и dn, были одного знака.
В качестве примера рассмотрим смесь газов NH-, N3 и Но; урав­

нение реакции
2 N’H, ֊ 1 N;- 3 Н, = 0. (3.23)

Отнесем индексы 1. 2. 3 соответствен но к NH„ Х~ и Н5; тогда 

ах = 2. а:= ֊ I, я,——3. 2= -2.
xij = — 4, хз, ֊ ֊՛֊ 2, ՅՅյ - փ б.

Положив г=1. видим, что 23։<ՀՕ и поэтому нзобарно-изотермиче- 
ское внесение некоторого количеств-3 NH, не может вызвать реакцию 
образования NH,. А изобарно-изотермическое внесение X5ir=2i мо­
жет вызвать реакцию разложения NHS, т. е. реакцию образования Na

Однако надо помнить, что условие оз, >0 необходимо для того, 
чтобы 5 л, и dn, имели один и то же знак, но может оказаться не­
достаточным. Условней же необходимым и достаточным является 
13.22), б):

Ճ >0. 
п л

В случае системы NH, N. Н. при г 2 имеем

Ջ._ճ«2___ Լ. (3.24>
п п? п п*

Предположим, что в равновесной смеси NH„ N3, и Н3 числа 
.молей NHj и Н2, т. е. пх и лл. очень малы; тогда
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п = ոՀ 4֊ л« -г н.д — п..

и (3.24) примет пил
Ջ 1 

??-•- Ջ= ։ >0, 
/I nz tin

т. е. имеет место случай • 3.22,6 и, следовательно, в этих условиях 
изобарно-изотермическое внесение N2 в равновесную смесь вызовет 
частичное разложение ХН„ т. е. образование некоторого количества ԻԼ.

Следует также иметь в виду теоретически возможный случаи 
(3.22. а յ. когда изобарно-изотермическое внесение активного газа не 
вызывает никакой реакции.

6. Результат |3, Б{ может быть получен без вычислений, выпол­
ненных в пункте 4. Но способ, о котором идет речь, неприменим к 
случаям, когда в смесь вводится активный газ.

Этот способ основан на общеизвестном положении, которое — 
применительно к нашей системе может быть выражено так: Каким 
бы способом ни производилось внесение газа, новый равновесный со­
став определяется конечными давлением и температурой.

Внесем /тлолорло-изотермнческим образом некоторое количество 
нейтрального газа. Согласно |3, А] это не вызовет последующей ре­
акции, но повысит общее давление. Следовательно, чтобы при неиз­
менной температуре привести давление к начальному значению, нуж­
но некоторое изотермическое увеличение объема; к этому процессу 
применим \3.l3). Отсюда |3, Б].

§ 4. Об одном классе двойных двухфазных систем

I Одна из теорем Гиббса-Коновалова такова:
|4, А] Если изотермическим изменением состояния двойной 

двухфазной системы можно достичь одинаковости составов обеих фаз, 
то к этом состоянии давление имеет экстремум.

Общих признаков, позволяющих предсказать будет ли экстремум 
максимумом пли минимумом, не существует.

В книге |6] приведены графики, показывающие, что для одного 
класса систем экстремум является минимумом. Однако теоретического 
обоснования нет.

Этот пробел восполнен здесь.
2. Рассмотрим систему, состоящую из смеси газов .Լ и .4а и 

конденсированной фазы, представляющей химическое соединение /Ц 
и А. согласно уравнению

яр4յ -|- 32֊Аг 4՜ — 0. (4.1)
Примеры таких систем:

а) конденсированная фаза IlgXLiAJ; газовая фаза-смесь H-gCU и 
Hg(A։, А2);

б) конденсированная фаза HgO; газовая фаза—смесь 11g и О2;
в) конденсированная фаза NH8CONH4O; газовая фаза—смесь СО2п NH3;
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г) конденсированная фаза NH..C:; газовая фаза — смесь NH3 и НС!.
В уравнении реакции 4.1Լ очевидно. а, н з. имеют один и гот 

же знак, а нм противоположный.
Так, в системе а)

2IIgO —2Hg- !0.«0.

Обозначая конденсированную фазу индексом к, а молярную долю 
буквой х. имеем: молярные доли x։t и х;* компонентов .4, и Ла в 
конденсированной фазе

ai -Ւ а. «յ4-<ս .<։*  хУА

Парциальные давления /?։ н р:. числа молен л։ и п., и молярные 
доли х։ и х2 в газовой фазе связаны отношениями

£»«ճ1 = £լ. (4.3}
А Л»

При реакции (4.1) изменяются массы фаз. состав конденсирован­
ной (разы постоянен, молярные доли х։ и х... газовой смеси в общем 
случае изменяются: х։ и х.. окажутся неизменными только в гом слу­
чае, если выполнено условие

х։ = х։*,  х, =х2», т. е. —- = (4.4)
х։ х.

При условии (4.4) газовая смесь может быть получена разложением 
соединения и вся система должна считаться однокомпонентной.

3. Так как Д3 образует конденсированную фазу, то константы 
Л'р и Кх равновесия газовой смеси выразятся так:

InA'p --з г, 1пр։ + я. ln/7:, lnKr = «xlnXj 3jlnx3. (4.5)

Кроме того

Pi ni - г Р^ - п-._ г
р п р п

где п общее число молей газовой смеси; поэтому из (4.5) получаем

In Кр = Խ Кт 4- ilnp. (4.6)

(4.5) и 4.6) позволяют установить зависимость состава газовой смеси 
(например зависимость л,) от давления.

В самом деле, /С, —функция только температуры; полому, ди- 
ференцируя (4.6’1 при t cons!, имеем по (4.5)

՛ /■ ւ’ dx, dx, , dpմ In Лг -I • а. —3 4 з 0.
X, ‘ X. р

По rfx8 — r/.Vj (так кик х։ * х. ■ 1); следовательно, предыдущее 
равенство можно переписать так
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^\dxx = *dp- (4.7)
\ xs х։ / р

Уже было сказано, что tv з, и а(=з։ - ։а) имеют одни и тот же 
знак. Таким образом, не ограничивая общности, можно считать «х, «г 
и а положительными. Тогда из (4.7) следует:

при dp > 0 также f— ֊ — և/x, > О. (4.8)
\ х, х։ /

Так как по (4.2)

-Ь —^- = 0 (4.9)
Х}й Xj>

то, очевидно, при

Хх>Х։* И Х.<Х^

^-^>0, (4.10)
х*  хх

а при
X, <Хы. х2>хЛ

-^-֊’<0. (4.11)
Х2 X,

Из (4.8) и 4.10) заключаем

dx։>0 при dp^>Q, если х։ > х։*.  (4.12)

(4.8) и ՝4.11 дают

dxx Հ0 при </р>0, если х։<х1ъ (4.13)

Наконец, из 4.8), (4.9) и 4.2) следует

dxx = 0, dp — 0. если х։ = х։* = ——------ (4.14)

(4.12՛ — 4.14 означают, что в координатной 
имеет вид линии АВС. причем в В (когда 
х, = Xu) р достигает минимума (фиг 2).

Полученный результат можно форму­
лировать так.

|4, 15]. Е теореме |4, Л| экстремум яв­
ляется минимумом, если в двойной двухфаз­
ной системе газовая фаза представляет смесь 
двух газон, a l СНДиХИрСГаННЯЯ фаза ЯВЛНеТ- 
СИ Mik MC-i ММ UXJl.HtlHCM этих газов.

системе р — х, изотерма

Поступил.՝ Ю111
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15.• W-- £,iul|iif*uuG

ԴհԴԱԿՏհԿ ԴՒՏՈւՈհ^ՅՈհՆՆեՐ ԹեՐՄՈԴՒՆԱՄԽԿԱՅՒ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Ա Ս' Փ Л Փ II Ի II'

Լոդված ր պտրունակու /1 Է ղիէոոզութ լուննե ր չոր и տարրեր հարցերի Ար- 
կաւսմամ ր:

I. !'■'ր։մսոնի սլոււտա/ատի օղտսւդործմտմր պարդ ձեով >ւ41ք1ւաւ՚ւիււ<} Լ 
թ ե րմ սդ ինամ իկա/ի երկրորդ սկզրունչրի տմրոզջ րսվանդակսէթ }Ոէնր:

2. 1՝пш .The Stale Principle" [3|. 11| աշխատա[J/անների «ֆազերի 
կա': in'll ինծ կարե/ի I, հանդել, չդիմելով թ ե րմսդինամ իկա լի աոաջին /. երկրորդ 
ոկդ րո ւնրսե ր ին է

if. Ս.րւաեդ !{"'{!] Լ տրված, որ ալդ եղանակը չունի ոչ դիտական, «ւ*  էլ 
դիդ ակւււիկ արմե ր:

Ւղեւս լական դադերի հավսւսարակջիո. խաոնո։ րդի վրա ակտիվ և չեզոր 
դադերի իզոթերմ-իզոիար ե իդոթ երմ-իդորոնա ներմուծումների սպղեէրււ- 
իք րււնը սւլմմ ոովորտրար ուսոէ ւքնաոիրվում Լ թերմոդինամիկական կամ /?/'“ 
մ ի ական պոտենցիալների միջոցով:

Ալսւոեդ նալն արդրււնրներն ստացված են նոր եղանակով, որր հենվում 
է (3,10) աո՚սչութ լան վրա:

4. Գիրրս-հոնէէվա/ովի թեորեմներից մեկը 'էետերսլն է
<քէ:թե կրկնակի երկֆազանի սիստեմի վիճակի իզոթերմ վւաիէվսու մով կա֊ 

րե/ի Լ հանդել 'վաղերի միենոէ լն րադադրոԼթլանը, տպու ալդ ւթէՀակսւtl ճըն- 
չոէմն անի ԼՀէսսէրեմin մ)>:

!;Հատրեմոէ մի մա՚րսիմում կամ մինիմում [(էներէէ \արցը որսշելա հա- 
if ար րնղհսւնու.ր ‘էատկանիշհե  ր չկան:

Ալասեղ ապացւէէցված Լ որ հիչված էքստրեմամը հանդիսանամ Լ մի՝ 
նիմսւմ եթե երկֆազանի սիստեմում ղազալին ֆազը ներկալտցնամ է երկա 
դադերի իւաոնարզ. իսկ կոնդդնուսցած ֆազը հանեիսանամ Լ ալդ դազերի 
րիմ ի ական միացումը:
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