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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян
• < I

О некоторых граничных свойствах функций, 
представимых обобщенным рядом Гейлора

В настом те А работе доказываются аналоги теорем М. II. Щег
лова .О поведении степенного ряда на круге сходимости" (см. 11|. 
101 130) для обобщенного ряда Тейлора

г (f) = (I)
л-0

где

1Ն- f f<r
*6(0.1). „.(г = | ■ “o(O=l. (2)

՜=1 ГГ-4 I.) 
c —°

■»
7tl = 0< 7, <-.< ••• <7_, <----- >oo, V—=эо. (3)

”։Ն T

а простой контур С здесь и впредь, в аналогичных случаях, охваты-’ 
вает окрестности нулей знаменателя подинтегральной функции.

В работе использован метод М. П. Щеглова, который сущест
венным образом приспособлен для наших целей.

Предварительно докажем несколько вспомогательных предло
жений.

Лемма А. Пусть функция g (Ի, / >0 обладает свойства.и ահ

1. существуют g (է), (Л - ( ~ ,Հ ’ j որս է >О;

2. #(/«) о 1), а -О по последовательности {6»փ где 

fm ; о, т • ՛՝.•,

где d 1 любое конечное число-.

3. ’ А'а (М ~ о (1) при է • 0.
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тогда
tmgr (/J = o(l), rn-со.

Для доказательства рассмотрим формулу
/.՛..՛ a t ‘ 1

g = ^r1֊ pi’՜' dt, + pi' 1 dt, dt., (4)

fm ln! lm
cm. [2], стр. 3.

Заметим также, что

см. [2] стр. 6.
Из (4) в силу (5) и (5՜) получаем

£(0—g(6n) = .-) +
\ ‘гп ՛

+ Տ,1Կ^“.(֊\ է^տէ„. (4')
' '■Щ/

Согласно условиям леммы можно указать число г такое, 
ЧТО

1<"+'?г(01<^ ^(0,4).

Подберем числа г и s так, чтобы

0<ր:<-տ<1 и (7)
1 — s
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Последовательность (/„’ имеет хотя бы одни, отличный от fMt 
элемент, принадлежащий интервал}'

CM. 11 ], CTp. IIO.
Пусть t'm гот элемент, который принадлежит (/,-,֊ stm) է^—րէՀ]. 

Составим

-֊ W'(W»i(7?')+«’’(e^+Iu>‘(t'1' (4">
' ՝ т > \ Ст /

где
<•>,(/) и w2 (/) определены в (5"),

и заметим, что ս։ձ(/) и «2(0 при ££(0, 1] монотонно убывают, тогда 
из условия, что

ք«(1֊տ)<ս<^{1-ր)<ս (8)
следует, что

ш։(1 — r)<w։ (~\Օւ(1 ֊ s)

и
<о2(1 -r)<a>7— )<u>a(l -s). (9)

Из (4") в силу (9) получаем
It„g-I< -l£LzkzL֊qWL+. (։)^+1|i. 

г) \£/ ^1(1—Г)

Таким образом, в силу (6) получаем

I<«g'«.),|< --2е , +<Д=У"'“Чт՜՜ S)՜' 
«1(1-И \ Լ/ ШЖ(1 -Г)

но — <_ — * <Հ —!—, значит 
5 1 — տ

где k = k(s, rj>0 конечное число.
Лемма В. Пусть функция է. > 0 обладает свойствами:
I. существуют g' (t), է>0.
2- g (^m) = о (1), no последовательности {/„}, где {/«)

У доел ст вор нет условиям

(■3) tm у 0, //? ֊> со. Нт —т- =1,

з-^.(/) = о(1), /-о, 
тогда

fmg'{tm) = о(\),
Для доказательства заметим, что при заданном е^>0 и доста

точно большом т будем иметь
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хм <«*•.

'“+1 1+« 

lg.(f)/T'+։|<C<oo, где «(0. IJ.

С другой стороны, начиная с некоторого номера, в интервал

попадает хотя бы одно из чисел է*. иначе, если

Ю)

1т —st т>

з
էт, ♦ I t«ք ։(т.

го

1 — 2

/rn.fl * — Տ 

чего быть нс может.
Это значит, что некоторый

(см. |11. стр 120

ձ.;ւսւ, 4e(t- -tit)
Заметим, наконец, что 

ш։П — £) = C-€b4֊o(tb), (12)
а 

է ֊-։

«>-(1 տ) = (1- :)Հ։ х ''.0։(х)^х<'
г 

I—t
4 (1 I - '■֊«., (1 -։) f dx

i
или

"UI-*} ֊«,1-է.. (13;
I - £

Из (4*) а силу 110), (11 , 12) и (13) получаем

M V’+1 “Հ1 1՜)
мх(м>1=ес,.г ■ +c(f) • „д’,—— jj.

или
Ug'iMII-stC. + Cje, (14)

где 
ձ «տ mln (т։,1).

Этим лемма доказана.
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Лемма С. Пусть функция g«n. г>0 обладает свойствами: 
1. существует g2(t) при />0.
2. Е(Ля) = 0(1), r«—U по последовательности |/л), где после

довательность 1^] удовлетворяет условиям геммы -Լ

3. 0(1). 1-0.
тогда

Հ՛ (էո' է„ =0(1). т - до.

Лемма доказывается повторением всего хода док.ззгпельсгвл леммы А. 
поэтому мы его не приводим

Теорема А. Пусть даны ՛
1. (лЛ}, а„ ■ <>( — )• 

\ “я /
х>

2. ?(0 £<։.». о. /€(0. 1]. 
я—Ъ

3. Игл в 1 /ст! = Տ, гое Տ некоторое число (конечное), a է„, >0 я։ - -
по последовательности, удовлетворяющей условиям (а) ,/с.м.иы Л. 
тогда

lim ծ (f) — Տ. 
t-Qr

Доказательство.
Из условия 1 следует, что ряд

?(<)== Уав»*(0 (15)
Я-Р

сходится в Г — (О. 1]
Составим

■х>

М(0=-(/)֊5 = Ми„,S (15')
Я~0

и покажем, что Հ(է удовлетворяет всем условиям леммы А.
Действительно, зная, «по внутри своего промежутка сходимости 

ряд (15) можно шфференцироввть почленно в любое число раз (см 
|2]). получаем

■ 11 / ■
я.։/» \\ ՛ ։ ֊ <г. (16)

2га * ч-Т
•
С

ПГ. + Ն)

ИЛИ
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значит

где

НС/)

Л = max aj, e.v = max | a„j„ 2<п<Л’ п>Д*
или

i'T,+'&U)l л У :------' ՛■<>■■.
,-։П<С + 7-

2

л-1
со П 1-

V ֊շ^ճ_____

^•П(с+ъ)

с

(16Չ

Известно, что
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(см. |3| стр. 8).

Это значит, что для всякого можно указать г.>0. такое, что

u”+։*<m<«. ^(о. tj). (։/>
т. е.

= о(>). «-0. (17-1
Из условия 3 и 15') следует, что

—о(1), /-0. (18;
Этим удовлетворены условия леммы А, значит

Л»*0. (19)
Согласно условию! для каждого л существует число еи > I ortfrt |, 

где ц • 0 при п • оо, значит
л— I
Пт. г ....

4Մ V I _?—Հւ. .0. (20
J П(С + ь)

НО

֊ П т- С
Sa-T«4-r I -5— ՝ =£'(');
- J П(С+Т.)

следовательно
к- J

«> П ն Ր .
փ(ո«/-յլ l (2(у)

-1 ՜" Ո(՜- + ն)
с*7 ■

Нетрудно заметить, что 
п— I

00 Ո Ն С Г ՝tr
£ Կ֊— 1-5----- —— = о(1). когда / .О ;2Ц

л-« I քիէ + ւՕ
У 1

в чем можно убедиться, повторяя ход оценки
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Из (20') в силу (19) и (21) следует, что

6ոփ(էո) =о(1), т - оо. 1,22)

Покажем теперь, что из (22) в силу свойств последовательности 
(/«} следует, что

^(0=֊о(1). է -О.

Действительно, из (20) следует, что 
a- 1 

■к? Г] 7* '*
t" '*'/)=£ • <20")

ПК+ն— и)
¥ •

где каждый член ряда правой части (20’) при էՀլ(օ, I] монотонно 
убывает, следовательно, при / - О

Z1՜7’ •$(/) 
монотонно возрастает.

Это значит, что

ձ՜" * (է«) < ք'՜Ն-? (О < (է«+1). (23)
где

‘ու 4 1 է ՜Հ- t rrt,
или

Հ-к'? 1/т .1 f ■С է՝Լ> I է) -С / —-----1'} {tm+ 1) • (23)
\ Կո' V *.՚ո+1 /

Последнее неравенство еще более усилится, если его записать в виде 

f-~Y' ^(«) <(-֊=֊ У'м. 4 (23”
\ ‘я / \ <«+1 ,/

Чная, что /л։о {/„,)= о (1) и 1<— — <մ<օօ, заключаем, что во- 
1

обще
^(0-0(1), /-0. (24)

Возвращаясь теперь к
?։-• I

~ ՈՆ Г րԿր
«И0= V :ո֊ I +^'(0. (20")

»֊՛ ~г՝‘ ПК + ь)
'с1 >

в силу (21) и (24) получаем, что
^'(0 = о (0 при t-0. (25)
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Из равенства

= g('m)4֊ Մ <t<tm
в силу (18 ■ и 25՛ следует, что

a(7) = o(D, t-o. (18'

Для завершения доказательства теоремы достаточно вспомнить, 
что

Я(0 = ?(/)-5,

откуда в силу (18' получаем 
lim ф (/) « 5. 
Г-0

Этим теорема А доказана.
Теорема А. Пусть последовательность чисел (Лл)£(0> П 

о бла дает с во й стоим и

tm . 0. т ■> оо.
(а) /

lim -2**-= оо,
tm — 0 Ли - I

■м 
тогда существует пяд У ап, такой, что

п- 0
I ՛ х

I. ая — о [ |. ) де У —т; < оо,
\Д« / , к

оо
2- ?(/«.)֊ Уа.««(П = о(1), 

/1-0
где 1,п -0 по последовательности (а ,

3. lim » /) == lim 7 ( Z).
ТнГ f- ° ’

Дем мз А. Если
т

•8/.-J = _*_! (1,-1

Ո

ос
?(Հ| = V«nMz)- (0, !|,

/ք-О
тогда справедливо соотношение

•Ьп/ = I ՜/л) ~Г՜ д i 1 ); (261
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где

Доказательство леммы.
Действительно

т оо
Տ» ?(*)= у а„|1-и>„(Г1| V

согласие։ условию

(27

Известно также, что

о< । -ojrxc.r n—^1—, 
,_շ

см. |4|, стр. 9.
Это значит, что

п —1
гп П •'

Sm ? /)! ՀՇք'V гп --Հ՜2
]՜|(Ն-7ւ)

(28

Г'(Г.
п

П ! • ! .Ն) 
Ո

129»: , = max տ т п т

Из факта 0 когда п ■*> следует, что при достаточно боль
шом т

п — I
т П>

—<֊• (30
-» Т’ Ո(Ն֊7>)

(см. [3] стр. 3 4). 
С другой стороны, 

Л— I гл

г:<г. _ п՛ լ
" (УгЛ I ՞*
П(С + ь) “ 1 спк + ъ)

О У ֊<-0
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м-1

где контур С' — оставляет вне области точку С —0;

1 Ր
О ' 1 тJ с։П(С+ь)

С՛ м-1

(31)

(31')

Это значит, что

0 < 1п — 
է (32)

Заметим еще, что

t ՝dr, 

՝։ п <- + ь ՛
*—1

Ю, когда /~(0, 1). է 1,

следовательно

(33)
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Из (29) в силу (27), :30), (31) и (33) получаем

■

(29՜)

Этим лемма доказана.
Д о к а з а т е л в с т в о т е о р е м ы. Рассмотрим последовательность 

целых чисел
{/лД 4 = 0, 1. 2,...

удовлетвори гощу ю условию

'"«+1
Игл V, — = оо. 34)

Докажем, что тогда

Этим (35:. в силу (34), доказано.
ое

Ряд Ул,. определим следующим образом: 
я-О

О, когда /г£[од. м2/( ,|
2 Դ71» когда л =/Ոշ/, /м2;4-1,..., Г/,

— Հ, ’ьЛ когда /z - гг + 1,..., ;л2/+։, "'ЛА 1

где целое число г. определено из условия
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37)

(38)

(39)

(40)

Теперь заметим, что в силу (36) частичные суммы ряда У ая 
л- 0

Sm и ձ' соответственно равны

8՛
S„. = —Sm =0, 5Г=Л. V 'л- ։|/л,.

где րյ определено в (37 .
Для краткости обозначим



тогда в силу 135) из этой последовательности можно выделить под
последовательность

6»4 6», • • • * О, 
удовлетворяющую условию теоремы, а именно: 

бти.
lim ——-— = ос. (85')

Ч/+1
С другой стороны, в силу (26)

= 1=^.1). (42)
ни в силу леммы

(43)

Из (42) и (43) следует, что

lim 'ձ {է) Ւ lim <յ> (£).
Г-0+ '-°+

Этим теорема доказана.
Теорема В. Пусть даны

1. числа ап = О л = 0, 1, 2,..., 

со
2. ряд ?(է) --Հ^ո^րՀէ), /£(0, 1], 

л-0
3. lim о (/) = ձ՝.

Гл»-04
где Տ — некоторое число, էո ֊0 по последовательности (/«,), удов
летворяющей. условию /) леммы В. Тогда

Пт '■?(/) = Տ.Г-.0+
Доказательство теоремы. Опять составляем

□о 
g{t) - »(С S = V0,M„(/)-S, 

«-<։
где

S = lim <?((/„). 
/я—»

Покажем, что удовлетворяет всем условиям леммы В.
Действительно

g(r«x) = <P(U)-S=o(li,
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при условии

=0

II
ОО ГП* С -С

I / *՛ ■=
I .--2 J П(С + ъ)
Из последних условий в силу леммы В имеем

= о (1), /и — ос.

0(1).

144)

где

Для продолжения доказательства георемы составим
и—1

со Пь Р _с
«:/) = V(c-a,1!„)-L— | / —•

-» *"■ J rifc + b)
с *-։

Это значит, что

С sup | ՛.
ի։

(45)

но
tmg'(tm) = 0(1». WOO.

Если заметить еще. что

с ’
то

М((т)вС+<7(1), т.-со.
Здесь также функция /,1՜1։ձ(/) монотонно убывающая, значит 

ձ՜4 (Ап) < *1՜ՆՓ (G < 9 (Um),
где 

U+ I f hit,

(46)

147)

или
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т. е.
М (Г«) <Г’-< (О < 0,-ժ (^41) <?'.

В силу »47) это значит, что 
= (48)

или 
/փԱ)-/.էԱ-ր) “ ОН) (49)

когда 
tm > է > Ге,* I • 0. т - со. 

Но
(Л = о D4 -/՛?(/) — 

Это значит, что 
tg (0 ֊о(1). /*0. (50)

Таким образом, имеем
giM-o(l). ^(0 = 0(1). 

следовательно, из равенства
g(0-^(M4-(/֊/«)g'(0 

получаем, что при /-0 4- 
g (0 = 0(1). 

Но 
Я(0 = ?(0֊5, 

это значит, что 
Ilm ?(/)-S. г-о> 

Теорема доказана.
Теорема В. Пусть последовательность (Ա) £ (0. 1 ] обла

гает свойствами
(|) г„ю, т = 1,2,3...... ֊^֊ = Հ

/«+-1 
где d 1 произвольное число, 
тогда существует ряд

30

т t - У а.».(Г) 
в —О

та кой, что

2. 11т ? </w) - 5, гое ( удовлетворяет условию (р) , 
ГП -«•

S некоторое число,
3. Пт ? (О'А 11т ? (О.Г-01
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Доказательство. Рассмотрим

где

п
^zz„, ռ I, 2.
.-о

Տօ=-1, S„ =
п

2 г:
In d

Покажем, что ап = О п ֊ 1, 2,... действительно

л
— Л'.-i 1 —

п—1
Z.

Это значит, что

>շ

Ъ>

так как сходится. 
7;

Рассмотрим теперь

. л֊։ 
Л«| = П С

п
по

о- О
п ՜՜ 2-t

րԿւ
fl

с '՜օ
правая часть которого после 
пишется:

применения преобразования Абеля за-

л
п ՛

“ 2тл п— О

2-i

Г'Л

r՝dZ
п н
п<՝ + Ь) »-1

=

п — О

п
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где здесь и везде 
л՛-։
Па‘ = ։

Нетрудно заметить, что при 
л

<»П(т.-л) t

«-«Ո^ + т-) ’ + <Л
» —1

следовательно.
л

<•«> Л. П (Г> ֊/>.)
f

_ ւ_ с լ ^■՝_ //х_ յ*»"'
“Srijc+A ՜ •

С

Очевидно, что
lim փ (О -/-■ llm ? {է). 

fTbV '-«+
так как

lime тМ1гп£ 
,-Zo՜ '-•»+

Покажем теперь, что существует

Ihn о (Л,,) = .$ 4- 0. ու- ֊

Действительно, возьмем произвольную пару целых чисел р> <?^>0 
и рассмотрим

О {tp) - ср (ZJ = exp (Z>. In tp] — exp (/лIn Հ) =

/
Знаем также, что ~ d"' р ։։ к ՜“ . значит 

էհ 1п</

. ֊Ч<7 —/>)1ոժ

? (6») ֊ ? (^) = СХР Լ ֊ 1Ո ' tptt,) jsin --- ------- --------

= 2Zexp( yln(V7))sin Н?-р)] «0.
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Таким образом построен пример функции «(/•) такой, что 

? (/«)=(), т = \,2,... 
но

lirn <р (£) փ llm փ (f) 
м+ м+

чем и доказана теорема.
Теорема С. Пусть
1. ал = О^у // = 0, 1, 2.... 

со
շ. ?(о=

л»1)
3. ?(/«,) = 0(1), 

где է„ 1 по последовательности [а) леммы Д. Тогда

?(0 = О(1), է -0.
Доказательство. Рассмотрим

Л
со со П7’ I

- է ֊ (/; ֊ Vfl, ւ _ Պ*--, /^(0, 1|
—՛» « ՞։/ П(С+Г»)

С »-0

и покажем, что она удовлетворяет условиям лемх(ы С.
Для этого заметим, что

fk+т.)
tw.2

Из (48) следует, что
л—1

~ Пь С
| Г' ’1 9» (<) I <- 7. Ճ I I I —----------- <

Գ
и—1

< с* У Ց - С - (’= с*, (48Չ

1 А/г. 2kZJ сп-՛2 Г1^-т-ы с

где C* = Yj max
«>շ
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Таким образом, в силу условия 3 теоремы и (48') функция ср (О 
удовлетворяет всем требованиям леммы С. следовательно.

^?,(U) = O(I). /п-оо. (49)

Сравнивая /«?' (6п) с
л- I

/'И<) = -Е(֊֊а^)’Яг 1 / = ֊֊W)

„_.ь. ) -՝• 1 пс+т.) 71
с ՝-։

заключаем, что
М(£»)=0(1), т оо.

Далее заметим, что ня (0, 1] функция է' Խփ(0 монотонно убы
вает (для чего достаточно повторить соответствующие рассуждения 
теоремы А), значит

^(^-ь А») 
или

^л»’? (t-m) / <Հ (0 < G» f ՜ j '
\ / ՝■ I m-\-1 /

следовательно и

Это значит, что 
£|>(/) 0(1), когда է ’()+. (50)

Вернемся снова к 
м-1
ГН- р .

/■к/; ճ(ք-«„֊„ւ֊;՛. ւ - 
| ПК+ն) 

с' »-։

« Пт. Ր ..
с ւ г- -- c֊^։w- <տյ)2>էՀ» ւ _ ւ *

՞-։ I ПЬ+р! 
С *-։

Из (50) и (51) следует, что
*<?'(/)« Oil), է - 0. (52)

Из формулы
?(«)=֊ <F (М + (f-
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в силу условия 3 теоремы и (52) получаем

?(0 = О(1), / *0.
Этим теорема доказана.
Теорема С. Пусть последовательность |J tm J (0, 11 удов- 

г створяет усл о в и ю

(CWml 0, Tim—~ = оо,
6//+1

тогда существует ряд
X

® (0 = У/мц (Д 
««•о

такой, что

1. ая= 0 (-!֊).

2. ?(6н)=0(1), т -ОО,

3. Пт չ (Г՛ — ».

Теорема доказывается путем повторения всего хода доказатель
ства теоремы А, но только вместо абсолютной постоянной А. взятой 
там, здесь нужно взять

А = А (т2/, ՀՈշ/.,.ւ) 
так, чтобы

1. Ит Л (/7/շ*. nt}, |) = -ք-օօ,

//H2Z+ 1 \

2. A(m>i, m^.i)— о \ — > i ֊се.
\ Т« /

Последние условия в силу расходимости ряда

всегда выполнимы.
В частном случае когда у,—•» —0. 1.2....... получаются выше-

отмсченные результаты М. П. Щеглова.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 17I1959
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Լ. Վ. P«uiipU|unG

ԹեՅԼՈՐՒ ԸՆԴ11Ու ԲԱՑՎԱԾ ՇԱՐՔՈՎ. ՆեքՊԱՅԱՑՎՈՂ. 
ՖՈԽՆԿՑԽԱՆեՐՒ ՃԱՏԿՈհԹՅՈհՆՆեՐԽ Ս՜ԱՍՒՆ

Ա Մ Փ П «I» II Ի 1Г

11.շիւատութ րոն մեջ դիտա րկվու մ են 
օօ

О = 7օ 7։ Til ՜^ * * * ՜ ^ > У । ՜ — X?

թվային հաջորդականութլունր ե

?(/) = £a„<»„(f)
ZI-0

/ ՜(0, I I »>իջտկալքում զուգամետ շարրը, որտեղ

ГЬ Ր

“՚(<) = Т7 I " ~
J ГГ-Н՝։ 
с '-°

պարզ կոնտուր (.-ն րնղզրկա մ Հ ընզ ինտեզրտ լ ֆունկցիա[/՛ հայտարարի 
Ч А ր ոն և րի շրշա կ ա Ա,ր :

Օուլց I; արվամ, որ աչո շտրվքհրի համար տեղի ունեն աստիճանային 
շարվւերի վևրարերլալ Մ. Պ. Հյչեղլէէվի հարոնի իէեորեմ  անե րի րնդհանրա- 
էքաԱևերը, որոնք համընկնում են նրանց հետ, երր '^է1 — Н, П ՜ 0. 1. 2,... . 

եշենր ս'1'1 թեորեմաներից երկուսը.
?1. Օփցուք այւված bG'
1. {«M, Աո —<Հ~ V 

Հէո՝

2. ?(О=Уал(О. «€(0.1!, 
0

3. !հո ?(/,„)= ձ'. т-со
ii|iu։Lq Տ-ը վերջավոր р|п| I.. իսկ [tm՝j րավսւրարոէմ 1. tibiobjiuj պայւքւսէ! 
1։1»||ի ն'

fml0, т-со, 
է ահ- ։

u։ji| qliujjinud’
11m a (տ) = .Տ.

/-օ+
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Ր.ՍԱ1 որում՛ qnjnipjnuli ունի շարր
«G

= Уам (Z),
я—О

nptnbq

ая = о (—У У-у <оо. Սու հ (/я>) =5, 
\7л/ ~Ն

Р“Ч9
lltn ф (0 ¥= lini © (/), 
FZol г-®*

Ьрр
/„•О, /л —оо, Jim—"1 =ас.

« •* tm+ J
В. Դիցուք

<х>
2. = (/) = va,„,„ /), f£(Q, l|,

«-֊О
3. lkn®(fw) ձ', 

որտեղ ճ՜-ը ւ|երչսս|որ pj։i| 1., իսկ րավաթարում I.

tm i 0. m >«-, Jim ֊ — I
от-»/от+1

սլայմ՜ա(յնԼ|ւիԱ, ապա
11ш г (/) = S,
f-04-

ըստ որում՛ ցււյություԱ ունի ջարր

?(/)— 
0-0 

որսւԼղ
օօ

a,t, «=о(— ). У֊у<». Uni® (Z„։) ST. 
\ь/ ։ ։к «-*

ru։J9
Jim ® (/) =r Urn о (/),

bpp

tm ■> 0. m *c« - = d փ 1.
m4 1
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МАТЕМАТИКА

С. Е. Карапетян

Пара А и некоторые свойства пары Т

1. В этой статье рассматриваются две конгруэнции, которые удов
летворяют требованию, изложенному в пункте 2. В работе применен 
метод внешних форм Картана |1|.

Инфинитезимальное перемещение свободного точечного репера 
\At) в проективном пространстве определяется следующей системой 
дкффер ен циа л ь в ы х уравнений:

Ժ/Լ=Հ/Նտ (х, /г= 1, 2, 3. 4). (4)

где wf —линейные дифференциальные формы, связанные структур
ными уравнениями проективного пространства:

/.Л»*== .

Рассмотрим две гиперболические конгруэнции А\ k', между лу
чами которых установлено взаимно-однозначное соответствие гак. 
что соответствующие лучи не пересекаются.

Отнесем конгруэнцию k к координатному тетраэдру {Л/} пер
вого порядка [2], т. е. совместим две вершины Д։. Д2 тетраэдра с 
фокусами этой конгруэнции и две грани ее — с фокальными пло
скостями; тогда компоненты инфинитезимального преобразования бу
дут удовлетворять дифференциальным уравнениям

տ* = 0, <՛»£ = О (11I •
При этом ребро тетраэдра .4,4, остается совершенно произвольным. 
Поэтому, не нарушая общности, ь։ожио его совместить с соответст
вующим лучом второй конгруэнции.

Дифференциалы аналитических прямых ~ |12]. (ДаЛ4) = 
- [34]. в силу уравнений {/1 и (1), напишутся в виде:

d (12] - М 4- «£) 112] - Հ[23) 4֊«} 114].
’ ՜ (О)

d [34] - 4֊ io<) 134J [23] 4֊ «J 114] - 113] - <oj |42].

Из первого уравнения этой системы следует, что w} и u>J являются 
линейно независимыми формами. Гак как установлено взаимноодно
значное соответствие между лучами конгруэнций (Л.Л..) и 'Л$Д.|, то



28 С. Е. Карапетян

все формы, от которых зависит луч (-43/Լ), должны быть линейно 
зависимыми от форм шу, «>♦

(1)1 = Cluyl 4- <и; — Ь'ы* ֊ր
՚ (3)

<՛>- — էև՚Հ |- ժսՀ, u>’ = е'чй c'ui.

2. В этом пункте познакомимся с понятием, приводящим к ноной 
паре конгруэнций, для которой пара Г является особым случаем.

С каждым лучом конгруэнции (А։Л։ будем связывать принад
лежащую этой конгруэнции некоторую линейчатую поверхность 
սՀ = հաՀ. Аналогичная линейчатая поверхность для второй конгруэн
ции пусть определяется уравнением օՀ - (вообще ' Потре
буем, чтобы касательная плоскость каждой из этих линейчатых по
верхностей вдоль каждого луча конгруэнции проходила через точку 
касания другой линейчатой понерхносгн.

Касательная плоскость линейчатой поверхности ։՚Հ-=ձ<Հ в точке 
.4յ --֊- р.4., определяется тремя точками ,4։, .4.., .4., - /х.4. и пересекается 
с соответствующим лучом Аэ/1։ в точке Լ. 4-ХрА։. Касательная пло
скость линейчатой поверхности «Հ X'wJ в точке А. — ՜Հօ-՜Ն опреде
ляется тремя точками

.43, /Լ, խ X7?-f՜ 1?{с՛ - - Հ -4։ А (г + i!e i.p{b' •֊ Х'л*)|Л2.
Эта плоскость пройдет через точку касания .4, !֊ *>А.) линейчатой 
поверхности первой конгруэнции тогда и только тогда, когда будет 
выполнено уравнение

Р՝-Х ft?' 4֊ к՛ с) -•- р {а {■ Х7> — j.br — кк'а՛ 1 — с — ՝к’е = 0. (4)
Это соотношение показывает, что вообще для каждой пары соответст
вующих лучей конгруэнций k и k՛ (с произвольными X и X') сущест
вуют только две точки, удовлетворяющие нашему требованию.

Наше требование выполняется для каждой точки соответствую
щих лучей конгруэнций только при условиях

е' 4֊ Vc' = 0, с 4- = 0. .
а 4- X *Ь - л (ծ'4-//«')= 0.

Из первых двух уравнений непосредственно получим
14Հ1 = օ (6)

-единственное условие, которому должны удовлетворять конгруэн
ции (A7e'i. Остальные два уравнения системы (5) однозначно опре
деляют X и X'.

Естественно рассмотреть тот случай, когда через каждый луч 
проходит оо1 линейчатых поверхностей, удовлетворяющих нашему 
требованию. Из системы (5) легко заметить, что для этого необхо
димо и достаточно выполнение уравнений

ш2 = 0, о)» = 0. (7)
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Уравнения (1) и (7) характеризуют пару Т Финпкова |3|, |4|. 
Эта пара определяется следующим образом: две конгруэнции, между 
лучами которых установлено взаимно однозначное соответствие, об
разуют пару Т, если можно так сопоставить фокусы соответствую
щих лучей, чтобы прямые, соединяющие сходственные фокусы, ка
сались фокальных поверхностей и первой и второй конгруэнций.

В случае (7) одна из линейчатых поверхностей задается произ
вольно. а вторая линейчатая поверхность определяется последним 
уравнением 15).

Таким образом: одна ил линейчатых поверхностей конгруэнций 
задается произвольно тогда и только тогда, когда эти конгруэн
ции. образуют пару Т.

3. В этом пункте рассмотрим случай, когда линейчатые поверх
ности и «J /Ли® соответствуют друг другу. В дальнейшем
их назовем главными линейчатыми поверхностями пары.

Согласно этому требованию будем иметь:
>. = /Л (8)

В силу (Si из системы -5) получим (6) и еще два уравнения

с ֊р е\ ~ 0. се (b — Ь' ) փ а'сл — аег = 0. 19)

Первое уравнение системы (9) определяет единственную главную 
линейчатую поверхность для пары конгруэнций №'), второе урав
нение той же системы накладывает новое условие из \kk>). В даль
нейшем, для краткости изложения, мы эту пару назовем парой (Л).

Ёс-.и потребовать существование по меньшей мере двух глав
ных линейчатых поверхностей, то из системы -5) получим уравнения 
(7) и еще одно квадратное уравнение относительно X:

7V — /. (b — 1Հ) — а = 0. (10)
Следовательно, и в этом пункте неединственность главных линей
чатых поверхностей приводит к паре Т.

■I. Как известно, каждая прямая проективного пространства Г\ 
изображается в перенесении Плюккера точкой гиперквадрики Q? в 
/\. Двум прямым /է и Լ в Ра соответствуют две точки Лр /.2 на ги- 

; перквадрике и, следовательно, прямая линия Л։/.г в 7Հ. Отсюда двум 
конгруэнциям, между лучами которых установлено взаимно однознач
ное соотвсто вис, присоединено двупараметрическое семейство пря
мых в Известно также 15|, что двупараметрнческое семейство 
(/.յ/.2) в /Հ имеет два фокальных подсемейства только для пары Т, 
и это свойство характеризует пару 7.

Докажем следующую теорему: для пары А, и только для нее, 
двупараметрическое семейство прямых (ԼէԼ2) в /Հ обладает одним 
фокальным иодсемсйством.

Действительно, если Г՝ = | 12| -J-р[34] есть фокус луча LXL2 и 
»* = <7ф} —уравнение подсемейства, то согласно (2) будем иметь
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խր} 4- po)j. <я'— sw>J| = 0, h’J+pwJ. ’•’] = 0. (И)

|սվ, w* — et!»3| = 0; |mj, «>1 — aw'jl = 0. (12)

Эти четыре уравнения для риз дадут одно решение только при 
условии

с A֊ze֊Q, [wju’j] = 0, се(Ь— Ь'\ ; а'с- - ае- = 0. (13)

Последние два уравнения системы (13) характеризуют пару (А), пер
вое уравнение определяет ՜. которая в силу 9, равна т. е. глав
нее линейчатые поверхности папы (Л) соответствуют разверты
вающимся поверхностям двхтараметрического семейства прямых 
(А А) в /V

Системы (И и (12) допускают два решения для р и з тогда и 
только тогда, когда конгруэнции к и к' образуют пару 7՛.

Таким образом получаем следующую более общую георему: 
дву параметрическое семейство прямых \ԼՀ.:) в /■< является фо
кальным тогда и только тогда, когда оно является образом либо 
пары Л, либо пары /’, причем, для пары А это семейство имеет 
только один фокус, а для пары 7 два фокуса (действительных, 
различных, мнимых сопряженных или совпавших).

Если пара конгруэнций (kk') составляет пару Г. го разверты
вающиеся поверхности конгруэнции (/.։/.2 в Р5 (или, как Калапсо 
[7], [8| называет, главные направления пары Г) определяются из си
стемы уравнений (11)

с'-л' տ.(ծ — b՛] — а = 0

и в силу ,10) немедленно получим = = /., г е. направления главных 
линейчатых поверхностей пары Т совпадают с главными направ
лениями той же пары.

it. Рассмотрим случай, когда линейчатые поверхности, соответст
вующие асимптотическим линиям первой фокальной поверхности, 
конгруэнции (Аг42) пары Т, совпадают с главными линейчатыми по
верхностями. Как известно ([2], стр. 351), асимптотические линии 
поверхности (A։) относительно тетраэдра первого порядка конгру
энции определяются дифференциальным уравнением

2(wJ)24-rM)2 = 0. (Ц)

В силу уравнения (10) дифференциальное уравнение главных 
линейчатых поверхностей напишется в виде

a (ш})2 h (b —հ՛) ա՚?ա’ a' (սՀ)2 = 0. (15)

Поверхности 14) и (15 совпадают тогда и только тогда, когда

/>-// = 0, (16)

га՛ -|- = 0. (17)
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Как известно [3| и |4|. пара 7' определяется уравнениями (1) и 
(7). Внешнее дифференцирование этих уравнений и их раскрытие 
приводят к линейным уравнениям

«Հ = aw* — Ви).’„ Հ- ՅԳ»Լ

idJ — £c»>3 _|. u):j _ _ թ/ա3 _|_ a'w4։ (18)

UJa ~ a'°? 4 "*։ = + ճ էօշ’

и еще к двум конечным уравнениям

а-' а'а = 3 (/; - //)
է > , . (19)Ла 4- л'՝; 3' (// — Ь՝\.

Вейлу уравнения (16) из системы П9) получим либо

-- = 0, га' f- Հս = О, (20)

либо

Л «О, а' = 0. (21)

В первом случае, когда выполняются уравнения (16) и (20). пара 
Т образует известную конфигурацию Бианки см. |3|, стр. 259—262). 
Эта конфигурация характеризуется следующими свойствами: асимп
тотические линии на всех фокальных поверхностях пары Т соот
ветствуют друг другу, следовательно, все четыре конгруэнции этой 
пары являются конгруэнциями Ա՛Հ

Во втором случае, когда выполняются уравнения (16) и (21). 
главные линейчатые поверхности (15) становятся неопределенными, 
развертывающиеся поверхности конгруэнций (Л,.42) и (Ла4.։) соответ
ствуют накрест и, следовательно, вспомогательные конгруэнции (Л։.43) 
и (Д2Д. принадлежат одному и тому же линейному комплексу. В 
этом случае две конгруэнции iЛи (Д,А։) являются полярно со
пряженными относительно нулевой системы этого линейного комп
лекса.

Таким образом: если главные линейчатые поверхности пары 
7' совпадают с линейчатыми, поверхностями, соответствующими 
асимптотическим Линиям какой-либо фокальной поверхности 
пары, то либо пара 7' является конфигурацией Бианки, либо ее 
вспомогательные конгруэнции принадлежат одному линейному 
комплексу.

6. В этом пункте рассмотрим случай, когда главные линейчатые 
поверхности пары 7' соответствуют гармоническим линиям одной 
фокальной поверхности первой конгруэнции пары.

Как известно |8]. [9], гармоническими одной фокальной поверх
ности называются такие линейчатые поверхности конгруэнции, квад
рики Ли которых пересекаются с этой фокальной поверхностью по 
двум фокальным касательным.
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Линни ни этой фокальной поверхности, соответствующие гармо
ническим линейчатым поверхностям, называются гармоническими ли
ниями [8]. |10], |11|, |12].

Гармонические линии фокальной поверхности .4Х) определяются 
уравнениями

= «)3֊7(«՚>յ)2 = 0. (22)

Согласно требованию дифференциальные уравнения (22) и (15) дол
жны определять одни и те же линии, а для этого необходимо и до
статочно выполнение равенств

b—b’ = 0, х«' — (23)

Система уравнений (19) в силу (23) напишется в виде

а = 0, а' = 0. b — Ь' = 0.

Эти соотношения снова характеризуют пару Т, вспомогательные кон
груэнции которой принадлежат одному линейному комплексу. Итак: 
гармонические линии одной фокальной поверхности пары Т соот
ветствуют главным линейчатым поверхностям тогда и только 
тогда, когда вспомогательные конгруэнции пары принадлежат 
одному линейному комплексу.

Для такой пары 7’, как видно из уравнения (15), главные линей
чатые поверхности станут неопределенными.

7. В этом пуиюге мы докажем следующую теорему: главные ли
нейчатые поверхности пары. Т а ее вспомогательной, пары соответ- 
t те у кип друг другу.

Уравнение главных линейчатых поверхностей (15), в силу (3), 
можно записать в виде

цг}о>’ - = 0. (24)

Изменим обозначения вершин пары 7՛ следующим образом

= -42 — Д:, Дэ = /14, Д,։ = .42. (25)

Согласно (25) пара 7 с конгруэнциями (Д։Д3) = (Л3Л4) = (Л4Д2)
п ее компоненты Հ՜ получаются из первоначальной пары посредством 

/3 1 4 2\замены индексов по закону Ц I-

Согласно (24) уравнение главных линейчатых поверхностей пары 
(Д։Да), (Д3Д4) напишется в виде

—д—յ —4~2
օՀս)3 — «ОД» О,

которое, после замены индексов, равносильно уравнению
0>*<ւՀ — и>!*аг] = 0,

а последнее уравнение, в силу системы (3), эквивалентно уравнению
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.   "= - ---- ----- ■= — -------- —• ........ . .... ■ - ֊ ----

(«?' 4- ?Հ! ; ‘°})՜2 4՜ (И' - в*') ՛Հ՜Ա»;' + (fa' ՛(?') (^Г 0. (26
В силу условий 19) уравнения (15) и (26՛ совпадают. Обращение в 
нуль всех коэффициентов уравнения 26 означает, что конгруэнции 
(Л4։) и (Д3А4) принадлежат к одному линейному комплексу.

Армянский пех институт
нм. X. Абовяпа Поступила 27 X 1958

U. Ծ. Կւսրււււէ|հտսսհ

и ԶՈՒՅԳԸ եՎ 7' ՋՈՒՅԳՒ 1Tb mb 1ԱՏԿՈՒԳՅՈՒԱեԸԸ 

Ա IT <l> n Փ n h IT
Աչխաաութլան մեջ դիտարկվում են k և k' երկու կոնգրա ենցիաներ, 

որոնք միացվում են երրորդ կոն գրա ենցիարւ վ ալնպևս, որ վերջինի ւիոկաէ 
< գծավոր մակերևույթներից մեկր որսականի ի-ին, մ լա.օր ի՚֊ին։ Ապա
ցուցվում Լ, որ՝

է. Ալդ գծավոր մակևրհ ա լթնևր/լ միակն են, եթե (kk') դ՚՚՚րր՛ / չխ
2. Եթե (kk') կոնգրուենցիաների գւո լգր ք է, ապա գծավոր մակե

րևույթներից ցանկացած մեկր (Հնարվում / կամավոր, իսկ մլո։սր որոշվում 
Լ միարմե ք ձևով:

Եթե ա լգ գծավոր մ ակե րե ո ւ լթները համապատասխանում են մ իմ լանց, 
ապա նրանք կոչվում են գլխավոր գծավոր մակերհո լ լթներ. իսկ (kk') 
4"լյ՚ք1' կ՚’չ՚1"1^ է A Դ՚՚՚ւ՚Ւ՝

մ. Т-ից տարրեր .4 գուլգի մեջ գո/ու թլոլն ունի միակ գլխավոր մա- 
կերե ուլթր։

•է. Г ւրսլգում գո լու. թլոլն ունեն սււ/նվագն երկու գլխավոր մակերևուլթ- 
ներ: Ալդ մակև րևուլթներր համրնկնու.մ են նրանց գլխավոր ուգգոլթ յանների 
հևա:

•՜>. Г՛ և k' գուլգին համապա աա иխանոգ ուգիգների րնաանիքր 1}Համ 
Հիոկուսալին Հ մ իմ իա (ն ալն գեպքամ, երր նա կամ /1 դուրքի, կամ 7 գույդի 
արաաւգաակերոււեւ էք րսա որում .4 գա.լգի հ՛ամար նւո ունի միալն մեկ {իո- 
կուօ, իսկ I դու (գի համար՝ երկու ւիոկու ս:

6. 1>թե ղուլգի գլխավոր գծավոր մ ակե րև ո ւ. լթնե րր համ ցնկնում են որեէ 
կոնգրուենցիալի ասիմպասաաէրււն գծավոր մակերեսւ. (ի/ների հեա, աւգա Г-ն 
դաոնում I; կամ Г-իանկիի կոն՚֊իիգուրէււցիան կամ նրա օժանդակ կոնգրուեն- 
ցիաներր պաականա մ են ւքիէՀնալն կոմւգլեքւվՀն:

7. / գա րլի և նրա օժանդակ գւււ(գի գլխավոր գծավոր մակերև ա.լթնևրր 
իրար համապաաասի/անւրւ մ են:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

В. С. Саркисин

Кручение многослойных призматических стержней 
прямоугольного поперечного сечения с учетом 

линейной ползучести

Зпдпчя кручения составного призматического упругого стержня 
через функцию кручения Сен-Вегю из была решена академиком II. II. 
Мусхелишвнли |1], и через функции нипряж ннй Прандтля — К. С. 
Чобаняпом |2|. Та же задача с учетом линейной ползучести через 
функции напряжений исследована Н X Арутюняном и К. С. Чобаня- 
ном |3|.

В настоящей работе рассматривается задача о кручении призма* 
тнческнх стержней с прямоугольным поперечным сечением, состав
ленных из нескольких отдельных призматических тел спаянных но 
боковым поверхностям, когда модуль сдвига и мера ползучести ма
териалов этих тел различны.

Задача кручения анизотропного слоистого прямоугольного упру
гого стержня иным истодом впервые решена С Г. Лехвицким |-1|.

Настоящая работа состоит из двух частей. В первой части рас
сматривается задача о кручении слоистых призматических стержней, 
составленных из нескольких упруг их изотропных призматических тел. 
спаянных между собой вдоль боковых поверхностей. Решение пред
ставлено в виде бесконечных тригонометрических рядов, относительно 
коэффициентов которых получены рекуррентные уравнения.

Получены выражения для напряжений и жесткости. Как частный 
случай рассматривается кручение тонких (когда многослой
ных стержней.

Во второй части исследуется кручение ■ ногослоАных призма
тических стержней с учетом линейной ползучести.

Приводится решение задачи кручения гонких многослойных стерж
ней; для этого даются формулы, определяющие изменение угла за
кручивания и компонентой напряжений в зависимости от времени. 
Полученные результаты иллюстрируются числоиымн примерами.

Автор пользуется случаем выразить глубокую благодарность 
академик) АН Армянской ССР II. Х.‘ Арутюняну^ и доценту К. С. 
Чобаняну за постановку задачи и за руководство.
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§ I Кручение слоистых упругих призматических стержней 
прямоугольного поперечного сечения

Г. Рассмотрим кручение призматического стержня прямоуголь
ною сечения. Стержень состоит из п различных упругих изотропных 
слоев, спаянных по боковым поверхностям. Ширина слоев одина
кова, а толщина в общем случае различна Число слоев произвольно 
и равно п.

Прямоугольное поперечное сечение стержня Հ՜Հ, состоит из и 
прямоугольных областей D։. D........ /)«. соответствующих различным
материалам, разграниченных линиями раздела. Обозначим через 
контур области всего поперечного сечения /Հ, я через / линяю 
раздела областей /Հ и D,

Координатная система показана ни фиг. I

Напряженное состояние данного стержня рассматривается при 
воздействии двух закручивающих моментов Л!, приложенных на его 
горцах.

Модуль сдвига т-ого слоя обозначим через Сц. толщину слоя- -//,.
Задача о кручении составного стержня, как показано в работе 

|2|. сводится к определению а области поперечного сечения Do не
прерывной функции напряжения Ւ {х. у), которая в каждой из обла
стей Di удовлетворяет уравнению Пуассона

■i/'t —
4 tf'FL 

dx* cfy"
2G,. Н)

и из линиях раздела /.„ условиям
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а также контурному условию

/•' = 0 на 10. (4)

Решение уравнения (1) для прямоугольных областей представим 
так

ОО

у) - VJy)sina*x (г =1.2.....  п), (5)
*-։

r.k где = — • 
а

Подставляя значения у) из выражения |5) в уравнения 
(I), после некоторых элементарных действий, для определения ?к։/(у) 
получаем обыкновенное дифференциальное уравнение с постоянными 
коэффициентами

Ъ. i(v)-«*•?»./= (6)

После решения уравнения (6) выражение {5) примет следующий вид
ОО

/' է-v. у) = У !/Լ-., sh у 4՜ Дм ch afcy 4- Л ՛ sJn«*A։ (7)

*-4.3.5

(7 = J, 2,..., п).

Для определения постоянных интегрирования Дм и Дм запи
шем условия 2|֊ 4) в раскрытом виде, имея в виду выражения (7)

Ль./сЬл*/։,-]- Akjshzklij (/և-./^jchaJ/y -f- i sh afeAy);

l./= 1. 2....... {n- !)|; (8)

4*./Sh o.khj-’r ch tkhj± bk. j = Ak. H । sh a*by i- Bk. ,. + J ch a*Ay֊t֊ bk. r.

Л*. i Sh а$Л0 4- /Ն. i ch a*Ao 4֊ bk. ։ = 0;
Я*,„ sh a*//rt 4 Bk. n ch 4- bk. n = 0;

где
(ij . SG,a2

ր.3/ժ

Из уравнении (.8/ легко получаются следующие рекуррентные фор
мулы для Ял-./м и Ak.j, выражение через Вк. у,։ и B}:.f.

д _ 2 i±\ ՜’ Bi. I (տ\ր { |Ch2a-J/;)
(7/./4 ֊ l)sh2a..A?

4- 7ЛЛ1П;*./Ч1 — ch I ;
(V/./h — I) sh 2аАЛу

I/-1. 2..... («֊1)1. (Ю)
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2 /и (dr ах7/у ֊ , Հ igtt»Zty) - Bk,j +
(հյ. /+։ ֊ 1) sh 2akhj

Կ/. /+։ — 1) Sh 2ak/ij

Уравнения (9) можно записать гак

. Ջ*. ։ ch а*Л0 4-/>*. ։
д*. •. e — ------- -------- ;

տհ aA7/0

л /Л.« ch ath„ -4- hk. м 
հՀ „ — ----- - •• ՜ ՜

տհ«*4/։

Итак, имеем 2ո уравнений 10) и (11) и столько же неизвестных 
постоянных с одним и тем же. индексом k. Таким образом, с помо
щью уравнений (Hi, из уравнений (10) последовательно можем опре
делить все неизвестные постоянные интегрирования. Следовательно, 
функции напряжений определяются.

Имея функцию напряжений, определим жесткость на кручение 
составного призматического стержня с прямоугольным поперечным 
сечением [2]

« 8 Л.‘ Л։
С = 2 V [ [ л (х, у) dxdy - 2 f j j' F,dy + j’ F^dy + • ■ • + 

М1,гЬ/ ՝՝ it„ it,

(121

Подставляя значения Г,x, у /֊I, 2....... n) в уравнение (12).
интегрируя, окончательно получим;

г - 8 V 5 Iа* V ь /л I, , V 1 «к а* ^,i Ն ,li ’) 'z 
--Հ ■ ՜՜,՜ , Հ   ' ("• ՜ 1 4 . ••‘Հհ/ bh - ֊ — X

к- k‘ I 2 — 2

' . VсЬа֊‘ Л'212''֊Д[. (13)

/-1.2

Касательные напряжении в каждой из областей определяются так

- հ՛՛հ
.V.-

Հ(Օ = 
У-

Ժ)- 
0^ 

дх

(14)

Здесь 0 —угол закручивания на единицу длины стержня.
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В качестве примера рассмотрим кручение симметричного стержня, 
составленного из трех (л = 3) изотропных слоев одинаковой толщины.

2°. Остановимся более подробно на случае симметричного трех
слойного стержня, у которого все 
слои изотропны и имеют одина
ковую толщину А.

Предположим, что наружные 
слои изготовлены из одною и того 
же материала с модулем сдвига 
Ov а средний елдй имеет другой 
модуль сдвига G2 (фиг. 2).

В формулах (10)—(13) пре
дыдущего пункта нужно поло
жить

п — 3, Ао = 0, Л։ = Л, 
Л2 = 2А, Л, = ЗА.

Решение уравнения (ii представим в пиле (7) следующим образом

. ОО
f'i (X, у) = v I Aj. t sh аАV 4- 5*., Ch а*у 4- А*. ,-] sin a*.v (15)

ft-l. 3

(/ — 1) h <. у <. ih (/= 1, 2...., л).

Выражения (15) содержат в себе шесть неизвестных постоянных 
Ak.i, Rk.i (<■—1.2. 3). При помощи уравнений (11) из рекуррентных 
формулу 10՛ определяются все неизвестные постоянные интегриро
вания 

д h (ch0* - 1)խ2տհ30* 4֊ 2q (ch2?* 4 ch0* 4 1) 4- ch 0*'(ch 0*4-2) |/1* J = ь I--------------------------------------------------------------------------- ------------
|(1-H/рch*p* -</-|sh0*

Bk. I = — A*, j;
. . (ch 3* — ch 20ft) I<73ch20* — (q 4- ch 0*)8|

•“4.2 ’'k. շ----------------------- ------- ------ — --;
|(1 4- 7)2ch20ft — <p| sh0*

n _ I, (2 ch 0* 1)| q՝ sha 0* — ch2 0* — 2q ch 0*]
շ — f'k. 2-------------------------———------ —--------------- :

An, a _____  __A*. i___ _______  
|(1 4- q ՜Ch2 0* - 92j sh0* խ2տհ0* |sh 30* ch 0к —

— sh 0*ch 23* - sh 20*| 4֊ 2q ch 0* |2 sir 0* 4- ch 20* (1 — ch 0*)| 4՜

4 sh2 23* (1 - ch 00 4- ch2 0* (ch 20* - ch 0*)):

в*.’ = i,,T .t Л'1-----5Гi'/’sh lsh₽‘sh +ch2^
1(1 4֊?pch2j5* —r|sh0*

— ch 0*ch 30*] 4 2^sh0*[ch20x-(ch0*— 1) — ch 20*] 4 ch20* (sh 0* փ

4- sh3 20*) 4- ch 23* sh 23* (ch 3* -2 ch20* - ch 20*sh20*));
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где
_ . zkhfn = аАЛ = ----

а
t>k.l =

80, а2,

При помоши выражения 14) определим касательные напряжения в 
точках Д, В, Д’ и Р:

ОО
("r։)zl - Г) \ >

ы-.з

(cli 3» — 1) խ-տհ-Յւ- ֊I- 2у (ch'՜’ 4- ch 6» 4- I) 4- 
1(1-1- ?)։ch23* — Հյ|տհՅէ

A-֊?
4-Ch Meh 3, -i- 2)I /„|)?. (|6)

|(1 4֊ <7)2ch’f!fe —</2| sh3*
ՉՉ '՜' ~ ՝
V ,0^eh?։L|rch= fl7։

1 ,4, i(i+tf^fc-^|sh&

Me=e V aA /L-*hWW-(^WI ,_։) v. (18) 
■ CJ+fl’ch^-nshfcA — I . 0

('у2)л ֊

(f ( 1 4- ch ~ jsh=4-2? ch 3л j ch 3* ch ~ 1)4֊ 

|(1 4- 7)2cha3ft —chP*

4՜ ch-3*.(ch-֊ — 1 J

I 1 -r ry rch՜՛^/. — հ/-'| ch 3ft
(19)

2 (ch -1)| 7- sh* 3a- 4- V 12 ch֊ 3» 4- ch 3ft 4- 1) I 
|114-^с1гЗ>՜ 9-'l

<»

(-vi)p-- fJ Vaftbt.i
ft-1.3

4-ch 3» 1'1 4-с113ж)| 2
|(1 4- <7)2ch*3ft — 72|

Если предполагать, что • 0, т. о. имеем стержень сечением в 
а

виде узкого прямоугольника, тогда уравнения (16)—(20) примут сле-
дующий вид:

(4ib = 36 6\/j;
("л։)л= WJr, 

("г?)л =

("vljp— ('у3 1Л' = 0-

Такие приближенные формулы для напряжений в точках Л, В, 
.V и Р иным путем получены С. Г. Лехницки.м |4|.
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Теперь перейдем к определению жесткости симметричного трех
слойного призматического стержня.

Запишем уравнение (13) для рассматриваемого случая
«Л <7 УЛ a 3ft

С = 2 Ц /•; (X, у) т/yrfy + 2 Ц (х. у) dxdy - 2 j F3 (л, у) dxdy.

0 0 Oft О "Л

или. используя снмметричност։ F\x,y),

ah 2
С = 4 | ( Ւ\ (х, у) dy 4- J F.. (х. у) dyjrfx. (21)

0 о ft

Подставляя значения Л, (л. yi и /Л(х. у) из уравнений (15) в 
уравнение (21), интегрируя по л и по у, находим

СО , <
г=2 32а/? v I 2йуж, r/)-i-o;P^M) օ2է 

-
где

Q(W = (ch?*֊ I)s|^sh=?t4-2v՝clr3t |-ch 3*4֊ 1)4֊

-1֊ ch ?* I ch 3ft + 2)| H- (За sh ?*) 11 1 - q "ch2 3* — (f\ sh 3*.

P(?>, հ) ՜ ₽*տհՅ> I 1 4 q -clr3* <;2| 4- 2 (q"sh23* 2^ ch ?* — ch2?*) X

sh — 3* 
2 1X sh 3*. 1(2 ch — I) sh 3* f i ch 8* ch 2?*) X

X I ch -y 3... - ch ?* 

й (հJ 3ft sh ?ft ի 1 4- qF Ch2 3ft — g'-j

Интересно рассмотреть жесткость стержня с узким прямоуголь
ным сечением Для этого в выражении (22) перейдем к пределу, 

Лкогда стремится к nv.no. Получим для жесткости такого стержня 
а

следующее компактное выражение

(266Հ4-Գ1 
3

(23

Если принять Այ (/.2, го для жесткости стержня получим хорошо 
известное выражение

С WG,.
Для жесткости трехслойного стержня с узким прямоугольным 

сечением С. Г. Лехницкин получил неверный результат (5.14) |4|.
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Ошибка заключается в переходе к пределу в (5.5) |4|, когда 

С= — неограниченно возрастает.

Յհ Рассмотрим случай, когда сечение слоистого стержня имеет 
вид узкого прямоугольника (а^Ал). Число слоев равно п. Па тор
цах стержня действуют два крутящих момента. Предположим, что 
слои стержня изготовлены из различных материалов, т. е. с моду
лями сдвигов Gy в области первой, (12 ֊ второй и т. д., О’д— в л-ой 
области (фиг. 3).

(24)

нахо-

(25)

Так как сечение стержня представляет узкий прямоугольник, то 
изменением функции напряжения Fix. yi ио направлению д* можно 
пренебречь относительно изменения по у. При этом предположении 
уравнения (1) примут такой вид

-֊Т=֊М (/ = 1.2..... л).
ау2

Интегрируя обыкновенные дифференциальные уравнения (24), 
дим

F, (у) = — G,y2A- А,у 4- Bi (Z = I, 2,..., /л).

Из условий (2)—(4) получаются рекуррентные формулы:

ЛУ= Gjh,+ -^p-nJ±L [у = 1, 2....... („_ 1)1;
Л/(1-

Aj. i = Д, £/+։,/;

ձ=0ձ֊֊;
"о

Ап = Gnh„ - 
հո

Итак, с помощью уравнений (27), из уравнений (26) последо
вательно можно определить неизвестные постоянные А}. В/ (j = 
= 1,2,..., п) и, значит, — функцию напряжения.

Жесткость на кручение многослойного призматического стержня 
с сечением в виде узкого прямоугольника определяется так

.26)

(27)
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I֊-£'<*■֊«’ +Ж=*Н> + В,(Л1-(28)
I 3- հ .2 J.

С= 2 J Л (у)dxdy ~ 2«У | Fi\y\dy, 

օՀ 
или 

п 

i—1

Для иллюстрации полученных результатов рассмотрим частный

Из условия симметрии

ЛмУ) = Л (—у). 
л2 = о.

Решая уравнения (26 и (27) для этого случая, получим

Лз = Лз = 0;

й,-G։(A,+if-,

Л;[^QnJli^c,^h\^hxhny,
4

й,= Оз(Л,+ |)2

Итак, функция напряжения Л()’) определена.
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Определим жесткость стержня, используя формулу (28)
е_ (14 Л? + 6А-; (Л, 4- /1а) -|- ЗЛ;Л.|6', !■ 14/ւԱ ЗМз)О,1а ;շց.

3

Рассмотрим два простых случая, 
а) Предположим//, = ЛЛ=//, О\ = G3. Тогда (29 примет такой 

вид

z, | ։ 8/յյ -ь 6Л;А ф 6Л8А2 6//21 (Լ ф Л?О2|а 
— - ———. •

3

б) 11редположим //։ ii.. = Л, -֊ //, тогда
(26 <7, ф О.Л 

3

Это выражение уже было получено в предыдущем пункте.

§ 2. Кручение многослойных призматических стержней 
прямоугольного поперечного сечения с учетом ползучести

1 . Рассмотрим призматический стержень прямоугольного попе
речного сечения, составленный из различных материалов. На торцах 
стержня действуют два крутящих момента Л1 (фиг. 1). Исследуется 
случай, когда модули мгновенной деформации сдвига материалов из
меняются во времени столь незначительно, что их можно считать 
постоянными Gi it I — G-, — const.

Как известно |3], задача о кручении составного призматиче
ского стержня с учетом линейной ползучести приводится к опреде
лению непрерывной в области /Л> функции напряжений Fix, у, /•, 
которая удовлетворяет в соответствующих областях Д дифферен
циальным у равнениям

ձք, = /Լ(/). (1|

контурному условию

/■'^0 на £0, (2)

условиям непрерывности
F = Fj на Lij (3}

и условиям разрыва ее нормальной производной на линиях раздела

1 dFt քժՀ ժ . ,, , 7 \ dFi I----------(Հ - յ -------- ------------  
Gi dy-----J оу ժւ Gj ду

Здесь Л,-(Z) —неизвестная функция в области /Л, зависящая только 
от времени /. «ч (Г ф — мера ползучести при чистом сдвиге. При этом, 
для определения функций At(t) и степени закручивания О (Г, име
ются следующие соотношения |3|:

dFj д ,
• , на La.

(4
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■МО о,-- 2<7,0(*)յ (5)
*1

.И = 2 У i ( Ւ, (х. у । dxdy. (6)

‘“‘А

Нетрудно видеть, что решение дифференциального уравнения 
(I) можно представить в следующем виде

а>
Ft । -v. у, է\֊ У | Вк. i 111 sh ։*y 4- /Л. /(/) ch a*y .4,-; / )A*| sin <x*x, 71

*«=1.3

где

«Л =-----
a

A*
4as
-*k3'

Bk.i(t) и /Л.ДП неизвестные функции, которые получаются 
при интегрировании дифференциальных уравнений (1Հ

Для определения неизвестных функций Ai(t и
քյ(Հ), имея в виду выражение [7 . напишем уравнения (2՜)—(G)

Я*. 1 (0 տհ х*А0 -г /Л. I (t) ch а*Л0 — Дi (0 ծՀ = 0;
Bk,։lit sh շեհ„ -f- Dk։ л t cha*//., A„[t ծ* = 0;

В* /(/) Sh аЛ//7 4֊ О* / (t} Ch аЛ//, — .4յ{ է I ծ* = Вк. y+i (0 sh а*Лу4՜

+ Dt,/+i(/)ch։*A/- 17= b 2....... (Л I)]; (9)

-Ь [Да. j ^1 ch ijif 4- 7Հ , (t) sh a»A/} 

t
f |/b. /h)cha*A, 4֊ , Ր-) shasAz) l՝ '՝՝

= z? ՝F^.J I (7)с11аЛ.//у4-Z)A..y+l (0 տհ ։Հ///’ — 
C//4 I

t
- СI y+, (-.) eh «Л 4֊ Ք*. y+i (-) sh ՜~! dx

J

17=1,2....................................................................(10)
I:-1-

Л/fr - <jj i.4/1 «,4֊է1>?|Հ-:)ժ-= 2G/)(f) (/=1. 2.......  л); (11)
Ժ:
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п *
= 2 V f ( V ;ըծ ք (/) sh а* у -г Du. յ (է) ch а*у — .4 J է1 bk} sin bkxdxdy.

i’՝Dj (12)

Предполагается, что во всех областях материал обладает пол
зучестью и для меры ползучести материала <«/ /, т) при чистом сдвиге 
принимается следующая зависимость |.5)

т) = ?/(') В — е I гДе ’Խ(Հ) =и’л4-հ* - (13)

Причем «^ — предельное значение меры ползучести данного ма
териала при чистом сдвиге, 7/, «н — некоторые параметры, подобран
ные так, чтобы соотношение 13) лучше описывало эксперименталь
ные кривые ползучести данного материала. -։ — возраст материала.

Принятое выражение для меры ползучести при чистом сдвиге 
«;(£•} в форме (13՛ позволяет свести решение интегральных урав
нений (10) и /11) к решению линейных дифференциальных уравнении 
с переменными коэффициентами.

В самом деле, уравнение (И: дифференцируем по է 
/

= -2Ծ'(0Գ- (14)

Исключая значение интеграла из соотношений (11) и (14) и диффе
ренцируя полученные равенства еще раз no է, получается следующее 
дифференциальное уравнение

Հ(Ո + Հ(0«/(0= (/=l,2....,n), (15)

где

= +% (/) G/|-
При этом и Mees։ следующие начальные условия

лЛ'1) = -2СлЧч)

/А;^) = 2Оу|0Н1)7г?Д.1)6;-6’^1)| (7 = 1.2.......  л). (16)

Аналогично из уравнения (10) получается следующая система

(7Л- у(71 т /5 y(/)a,(f)j — |/7; \t\ ֊г ] էհ՚յ.յւ} =

= l&tj+i (/) Դ £և.յ+ւ (7/ճ7+։ (Г)| «7/./+1 ֊ր

4֊| Dk.hx (/) 4- D՝bJ.. (7)6>i(/iJ ^./+ithaA-/o |7=1-2....... (h-D|- (17)

Здесь
Գ

41-յ՜'



Кручение призматических стержней с учетом линейной ползучести •17

при следующих начальных условиях

Вл.71ч) 4- ՃՆ./Խ) sh

-■ </յ.յ+ւ h&J+i (’։)cha*A,4֊ Dk.jri (^ishaj/yj;

ikhj-Ւ y(~i)sh aA//y
Գ

՜ր I Bk. յ (՜ւ ) ch + Dtf, / (т) sh a a /zy | X

x Ն?>(ն) = '*»<%> ch gft^f 4֊ Дм-М (ч) sh Дд-Ն +
Գ+։

r !#*./+> (՜ւ) ch zkhj ; D*,/+i (Tx)shaAAy] 7_/+i?/+i(n)

17 = 1. 2....... («-D|. (18)

Присоединим к этим уравнениям уравнения (8). (9) и (12)

Bt. > (/) th«Л + О*., (է} - Л,11) ;
Ch"A“ (87

lit. , 11) th a«h„ + A. „ (f) = АГ(/| — *—; 
ch a* йя

(&./ (0 — В*. ,i • i (t>| th ikhj 4- |ZA. y(z) Dt{, j~\ (f)| =

-1ЛД0 : [/=1,2.......  («-!)]; (9';
ch a$A/

•v- rt
/И= v V |rf։ ,ь\мг; Jret.jDt j't'l+h.jAjW (12')

Здесь
4

dk,j = — (ch х*Л/ ch յ, kf 11:
4 (sh at/zy — sh а*Л/֊։!:it= ~t

^յ-±Լ 
а»

Итак, имеем 3/z 4֊ 1 уравнений.в (15). (17), (8')г ($')» (^) н 
столько же неизвестных функций Лу(/}. &./(f), DA։?(/), 0(f) (у = 
= 1,2,..., п). Решая эти уравнения, получим нее неизвестные функ
ции, следовательно будем иметь /чх у, /) в каждой области.

2Հ Рассмотрим составной призматический стержень узкого пря
моугольного сечения (а > «фиг. 3;՛. Предполагается, что слои 
стержня изготовлены из различных материалов. Число слоев равно п.

Для узкого прямоугольника уравнение (1) примет вид

(19-

Интегрируя уравнение (19), получим
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Շ(>՚.0 = ձ'(Հ՝ + £W), (20)

Граничные и контактные условия 2)—ւ4ւ, а также выражения 
(5. и լ6) принимают вид:

+ Wlto + Di,f< =0.

•Ll

'21)

|Д7(<)-Д7+,(П| ^+|B;(f)-Sy+i(01*/+P/(0- D/+,t01 = O: (22)

-ЬрмпЛ/ + ЙД01 - [И/(’)Лу+ й/(т)]£֊»>«,*)d-. =
О/ J (f~

է
И/. ւ (0 հյ -г &/+ւ I 01 ( IA/+։ 1 “) А/ ՜Ւ #/+ւ ’՜)| — *’1/+։ (Л 'I dz\

Gj+\ J °’

(23)

ՃՃՈ_ Сддг) :ւայ{է^}(հ^^ճ!ճ .. խ7+ւԻ)ճա/+11ՀՀ)ժՀ;
О,- J <h 0/4. t J d'

[/=1,2,.... (« 1)1 (24)

.И = 2fl У j ’VLLbvz} ֊Հօ + вՀ11) + DM (Л7- л7_։) |. (25)
*“■ I 6 2 IJ-1

Имея в виду уравнение (24), из уравнения (23 легко получается 
г է
Гл { ° ха Հ;^(/) fp . о .. ..------ />/ (т; — U>; (Г. •:) մ? = — -------------(-) — ч>7+։ (է ') d’

Gf J O' Gjxx J dz

\j=\,2,..., (n-l)|. (23')

Если иметь в виду выражения (13). то система 24) сводится к 
следующей системе линейных диффёренцнзлных уравнений с пере
менны м 11 коэффициснта м и:

Հ(/) + Հ(Ո^(0=<7/.7ս1Հ>ւ(Օ4-Հր։(Օ!Գ + ։(/)1. (26)

при начальных условиях:

= <7л/+|Л/ч։('1); 17=և2....... («-1)1.

+ /։/-.)т/?/(ч) = ^֊^֊ + ^֊| (27)
О/ O/4.J
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Аналогично и для системы (23')

ву(/) -֊- Bj(t\ aj՝t] — + Hj.\ I/)й/+| (0|; (28)

/ = ч 

^/(ն) = 17=1,2.......

֊7֊ - «/(ч) Т/?/(ч) = + BJti W (ч I. (29)
Գ Գ+>

Таким обрзом имеем З/շ уравнений в (21.’. '22). 25). (26), 28՛ и 
столько же неизвестных функций.

3 . Рассмотрим более конкретный случай, т. е. когда имеем 
трехслойный стержень узкого прямоугольного сечения фиг. 4,ւ.

Функция напряжения принимает вид 

ք) = ձ/ՋՃ +йу(/)у+D/(Z) (>=1,2,3). (301

Определим неизвестные функции А/(£), 8/(1]. /Հ(/յ.
Из условия симметричности Л (у) во второй области следует 

&(/)=0. (31)

Имея в виду выражение 1,31), из системы (23') находим 

./

(32)
ЙД/i-G, (՜Հ, ֊.I *=֊<>■

J a՜

Система (32) однородных интегральных уравнений, как известно, нс 
имеет решений отличных от нуля. Следовательно

= = ;33)

И соотношений (21) и 22՛, имея в виду (31) и (33). получаем:

О,,„ = _^(2А1 -,AJ=; 
о

D:U ֊= -֊1-(4Л1(1։)(Л? + Мг)+>՝։(0ЛЛ: (34)
.8

О։(()= ^(2Л։ + Й։)։. 
О

Для определения .4;./) ।у = 1,2, 3) имеем дифференциальные урав
нения (26) с начальными условиями (27) и выражение (25)
։ rtJWcrn։ ЛИ. егрил |>ю,-«ат. наук. № I
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A\(t) +л; = q,. ։[Л'2(/) +Հ(/)<դ(0|:
w , и • IMWJ

A։(/) + A։(f)es(*) “•?։,։ |A։(f) + A։(t} «,(<)]:

M= • |Я, (/)//, +A. (/)?/. +A, (7 Н3\. (36)

где

Я,-Д (4*14-9*?*. +6*,*?). Я։—«4 = "֊ (4*1 3hih..t. 
6 6 6

При этом имеем следующие начальные условия:

Д, (т։) -= qi.z Лշ I-J;

Aj('i) ?= 72.зДд (ч);

՜ 7 l! 1 ՜ 'Г -Ն (т1) 71?1 (’1) ՜ ՜~Հ՜---- ь ^տ(՜ւ) Հշ?շ ն)յ
Գ Գ

■^֊^֊ + А, I ն) Ն?տ (ր,) = ^’Լ + Л3 (ն) bTj (է, j; (37}
Գ <73

M = ֊ (Д, (ն) /Հ + A2 (Ъ) /Л 4- 43 (4) A/J;

Л1 (ն) "ւ + л; ('.,) 'Ն + Հ('1) /Л = 0-

Подставив значение Д3(/) из уравнения (36 в систему (35), по
сле некоторых преобразований получаем:

4- - ՛ 47л +֊ ,Л* Г) ------------- — ------------ -■ ---- - ֊
/ՀԳ4-^Գ + ^Գ

л- տ H,Ga |g3=0.
՛ u j//A4֊h2g2+//a

138)

Հ «) + Հ«) НАО, «)4-(//^4-//յՕ3)պ(Ո

jy , H./7i[tZ3(/l Qg!/)| __q
2 НА + /<А+н3бз ՜

Итак, имеем два дифференциальных уравнения с начальными усло
виями (37), откуда и можно определить Д։(^) и A2(t).

Систему дифференциальных уравнений (38) можно решить сте
пенными рядами, как в работе [3|.

Теперь решим эту систему иным методом в следующих случаях: 
а) Предположим, что наружные слои стержня составлены из од

ного и того же материала, т. е. С;։ — 6\. Предположим также, что в 
первой и третьей областях меры ползучести одинаковы, т. е. ш։ (Հ ■։) = 
~ ‘”з(?>х)> а во второй области — ՜).
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Учитывая эти предположения, первое уравнение системы (38) 
запишем так:

л; К) + /Ъ(/) (г. + £■-) = 0. (391

где
r _01{Н. ■ Нл} (\ 4- 6.^) ЬФ бТ-ЛуД! 4- 0>м).

ад ад •• ад

= </Հ47շ|յ’։յ/Հյ- #7 -I-
ад : НМ2 ■ H,C:i

Интегрируя уравнение (39) и пользуясь обозначением функции 
влияния [5]. находим

.4.>ւ7) = Հ’,րշԱ՜/'’)|Փ|Հ7. Ф(г2тп а)|Ч֊42’, 1401
где

Փ(Հ />) = [-7*.

6

d\'} и մ՜ք1— постоянные интегрирования.
Подставляя значения Л2(() и ճՂ(^) во второе уравнение системы 

(38), получим
л;<л + .Հւօ(ո+^-) = (« + -֊-)-^ (♦»

Здесь
G = ՆԱ -է-^օւԳ);

Pi = 7iwn<Gi

т = 7т + — 7,ЦрА1 ■
ад + нм.. փ ад

п _ ^Հ/л | ՜քշ(4 սւշ 1/Л»)п|
H~G. + НМ. +

Легко видеть, что решение уравнения (41) можно представить так

/1, {Л = d\" гГп [Ф (г/, р,} Ф (ր1ն. Р1)] Ф

ф «ր՜՚^^ւփ Irot. р0) - Ф (րօն. д,)| ф
/

+ п j ր”-*||Փ(«. Л) —Ф (ст,. ЙЙ Л+411. (42)

где
րօ = ղ — 2g; լ = g - g;

^ = /ձ- 2a֊j; ^ = /^֊/ն 1-
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Для постоянных մ dj. d j и մ-J, определяемых из начальных ус
ловий 1^7 . получены следующие значения • •

/։ _ _  -Ж «»га ■’։)&։__ ՜»>?ւ <*») GfiJI^C
\(И^НХ\ОХ֊Н^ 

•Ж«тЬ<ч..' H?t’V Գ1 (ixGz(ltx - /7Д) e * ՚ Հ**։
17/,' //,)(/, H3G։]=

________________________ - (f:' _'УФ»____________________
(//, i //3 (ix (Hx>-i/xGt • Hfi

Имея функции -4։ U и Д.</ . можем с помощью (36) определить 
/!*(*)• Следовательно. функции Ւ. у, է) определены i 1,2,3).

б| Предположим, что наружные слон стержня составлены из од
ного и того же материала. .« сро :ннП слон подчиняется закону Гука, 
т. о.

witf. •) *՜-»» (• •)♦

I Հ Հ) И О.

Имея в виду эти соотношения из системы ՚38) получим

-4(0 д;(л(г։-н&) 0;

л; է <-? .Ն(/մր,+ '֊՛ ) -4(1 /ճ֊т------- —
\ է I nfiy -f- ////. HJj

Здесь

г = -“’м*7»! . г = и<1 4-«»eAi
• H,Gy ■+֊ H.G, 4- /Уло\ ‘ ’ HxGy г HJ)Z 4- Hfi3 ՜

р ~ р =_______ 7ւ°ևւԳ
' Hfiy 4- HJG. 4֊ ’ HXGX - - H.Gt | Н3ОЛ

Интегрируя первое уравнение системы (43) получаем:

Л.!f 1 = մւ՜՚րյ՜"՜՛’'1 |Ф(г/. р.)֊ф ГЛ. М + 4”.

Остальные функции определяются аналогично первому случаю.
в) Предположим, что во второй области материал обладает пол

зучестью. а в первой и третьей областях справедлив закон Гука.
Тогда

«11/.') "’յ(Հ • ՛ => О,

Предполагается, что G, ՕՀ. 
В этом случае получим
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где

.4;-n + .4i/֊(r + ^) = 0!

•Հ / = Л.։(г) =
AnJt)H, Л!
7/։ + н.л нл + /Հ

ДАт? |Հւ) 
(14-VT ՜'

44)

(45)

Л3 ' ՜1 ՛ 13
•Иц .

1 + V' ’

г = 7 +

ЛХч) = ֊

Գր*օ . 
1 + V ’

Գ՜Ր՚ւ
1 Г

Լ4_. i/=_/7^
Н ՜ //, - н:

Из уравнения (44• для Д2:/) получаем такое компактное выражение 
.4... / = Հր " ՜^ւփքր/. р>- Ф г֊,, р | + Հ

Постоянные Ժ, и Հ. определяются из условий (45)

(1 4֊ V)9

cL= —° — 
՜ (14- V)

Определим касательное- напряжение во втором слое:

•?;=^ ֊ A JJ) уt 
(fy

или
'՝у!=У Հր ■ 1_'”’|Ф'Г/, р- -Ф(г*1, р)| 4֊ Հհ

при

Напряжение т'5 в зависимости or времени можно представить в 
следующем виде

-?ИуЛ, =ЛЛЛ ֊.).
где

R. I /, ն) ֊14- Հ<Ո՜^|Փ(^> Р)֊Ф(^х. р)|
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Функция /?лIt,-։) характеризует изменение напряженного состояния 
стержня во времени под влиянием линейной ползучести.

Аналогично определяются Հ- в первом слое

-!Л(у. ti (t. .
где

п , -V 1 'W*1
/\յ I z, *ւ) = I - -------------------—----- г~------------------

Кг (/, հ։) — коэффициент, который характеризует изменения касатель
ного напряжения в первом слое во времени под влиянием ползу
чести второго слоя.

Для определения жесткости составного стержня получается сле
дующая формула

0(/) = 0*(Հ, ն)0ւնԼ 
где

aw/ - > = । ZW ^՜ՊՓԱ՜Հ /ո-֊ՓւրԴ р)1
’ м + нл.• W 4.

Ниже, в таблице, приводится результат вычислений значении 
коэффициентов /<2(6^) и 0*(z. ^։) в зависимости от времени
t для железобетонной балки с узким прямоугольным поперечным се
чением. армированной с обеих сторон и находящейся под действием 
постоянных крутящих моментов /И, приложенных на ее торцах в 
возрасте бетона հ։ = 14 дней.

Приняты следующие характеристики меры ползучести бетона при 
чистом сдвиге:

ш։ = 12,05-10 ^-2,25МО" ՛; 7-0,026;

Գ = Գ = Օ\= 8- 10т кг 'с.ч-\ а., — < 6-8-К 4 кг/см՜՝.

4 = 0,1; ՜1 = 14 дней; Л։ ֊ հ3 - — Л;
10

/1, = Л.

Таблица

։ и днях 14 28 45 90 180

1 1.0653 1.0973 1.1078 1,1085 1,1035
/?:(4 -։) 1 0,5023 0.2904 0,2121 0,2087 0,2037
'•*(/. ч) 1 1,0653 1.0973 1.1078 1.1085 1,1085

Из таблицы видно, что начальные касательные напряжения в 
бетоне Հ.- с течением времени под влиянием линейной ползучести 
очень быстро затухают.
Ереванский государственный

университет Поступила 191X1958
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ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 1ԱՏՎԱԾՔ ՈՒՆԵՑՈՂ ՒԱՋՍ՜ԱՆԵՈՏ 
ՋՈՂԵՐհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ ԴԾԱՅՒՆ ՍՈՂՔՒ £ԱՇՂԱՌՈՒԱՈՂ

Ա 1Г Փ Ո Փ II I» 1Г

Հոդվածի աոաջին մU1IIHI մ րննարկված Լ ուղղանկյուն ր’1ւդ ք ա լն ական հատ- 
վածր ունեցող րաղմ ա -lipin իղոարոպ աոաձդական ձողերի ոլորման խնդիրր։ 
I։iii.iiuifքւ ներկարսրլված Հ անվերջ եոանկրոն ա•աւիական շա ր pt) ր ի աևսրով , 
ղործ ակիէքների համար иւոաչյված են ոեկուրենա հավասարւո 11եերէ Արպե" մաս- 
նավոր դեւղր tn tint Աեասիրված Լ րարակ (ll fl- րաղմաջերտ աոաձդական 
ձողերի ոլորման խնդիրր! Ստացված են լարումների կո րտութ յան համար կոմ - 
սլա կա ա րա ահա լտոլի! քուններ։

Հոդվածի երկրորդ մաաոմ հետաղոտված Լ րաղադրյսէ[ ձողերի ոլորման 
խնդիրր սոդրի հաջվաոումովւ

Տրված Լ րարակ քերաավոր ձողերի "քորման իէնդրի քւոծոէէքր ղծալին 
սողրի հաշվաոո։ մով. ոէՈԱէէյված են արտահալտու թլաններ՝ կախէքած է մամա- 
նակիէ/ ոլորման անկլան ե լարա էէսերի կոմսլոնենտների համար։

՛Լերջում, րարակ եոաշերսւ ձողի ոլորման իւնդրի լու֊ծման մ ամանակ 
ստաղված արդլունրների համար կաղմված Հ աղլոէ սակ։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

К. С. Карапетян

Влияние старения бетона на зависимость 
между напряжениями и деформациями ползучести

Одной из основных предпосылок, положенных в основу суще
ствующих линейных теорий ползучести бетона, является принятие 
линейной зависимости между напряжениями и деформациями ползу
чести. Однако, и на сегодня строго не определено то предельное 
напряжение, при котором кончается область линейной ползучести и 
начинается область нелинейной ползучести.

Предыдущими нашими исследованиями |6| было показано, что 
существовавшие до этого экспериментальные данные не. могли слу
жить основанием для правильного суждения о пределе пропорцио
нальности между напряжениями и деформациями ползучести. Впервые 
нами было установлен^ что этот предел в большей мере зависит от 
возраста бетона к моменту его длительного загружения. Иначе говоря, 
фактор старения бетона в большей мере предрешает то напряжение, 
до которого имеет место линейная зависимость между напряжениями 
и деформациями ползучести. Одновременно, впервые нами было выяв
лено, что бетон, находясь под длительной нагрузкой, в начальный пе
риод может претерпевать нелинейную ползучесть, а спустя некоторое 
время —линейную ползучесть. Эта особенность характерна для бетона, 
загруженного в молодом возрасте.

В свете вышеизложенного, основная цель настоящей работы 
заключается в установлении границы линейной и нелинейной ползу
чести в зависимости от возраста бетона к моменту загружения, а 
также характера развития деформации ползучести за пределом линей
ной ползучести. Одновременно постановка таких опытов ласт возмож
ность осветить и ряд других важных, малоизученных вопросов, как- 
например, восстановление деформаций после разгрузки бетона, влия
ние длительного загружения на прочность и деформативность бетона 
в зависимости от его возраста к моменту загружения и величины 
напряжения.

§1.0 механизме ползучести бетона

Исследования, проведенные ранее автором [6. 7, 8]. а также ра
боты Фрейснне |15|, А. Е. Шейнина |17| И. И. Улицкого [13], О. Я.
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Берга |2| дали возможность еще в работе |6] выдвинуть обобщенную 
гипотезу механизма ползучести бетона. Согласно этой гипотезе, пол
зучесть бетона до напряжения 0,6/? (К—предел прочности бетона 
на сжатие) является следствием как вязкости гелевой структурной 
составляющей цементного камня, так и капиллярных явлений, а при 
более высоких напряжениях еще н следствием появления и развития 
микро։решив в бетоне. Специальными исследованиями, но возможно
сти. была выявлена роль каждого из упомянутых факторов в явлении 
ползучести бетона |7, 8|. При этом оказалось, что ползучесть, обус
ловленная тем или иным из этих факторов, зависит от температуры и 
влажности окружающей среды, возраста бетона к моменту загруже- 
пия, величины напряжения, длительности загружения и т. д.

О. Я. Берг |2| при испытании бетонных призм на центральное 
сжатие, микроскопическими наблюдениями установил, что при опре
деленных нагрузках на боковых поверхностях призм появляются 
необратимые мн крощели.

Первые микрощелп на призмах появлялись при относительных 
напряжениях 0,55 : 0.60 и имели раскрытие 10 микрон и протяжен
ность 10 ֊>֊20 мм. В момент обнаружения микрощелей относительные 
поперечные деформации бетона составляли в среднем — 1.0 X 10՜ . 
что совпадает с величиной предельной деформации бетона при испы
тании на центральное растяжение. На основании этого О. Я. Берг 
пришел к выводу, что разрушение образцов является следствием об
разования и развития микрощелей. Этот вывод подтверждается тем, 
что, когда при испытании бетонного образца опорное трение устра
няется. его разрушение происходит при нагрузках, близких к величине 
нагрузки, при которой образуются микрощели [2, 12).

Появлением и развитием микрощелей нами объяснялось нарушение 
линейной зависимости между напряжениями и деформациями ползу
чее; и. К такому '-ллноду мы пришли ранее на основе исследований 
ползучести бетона при высоких напряжениях |6|. Однако, тогда нам 
не удалось точно установить то предельное напряжение, после кото
рого начинается нелинейная ползучесть. Дело в том. что н этих опы
тах бетонные образцы были загружены длительной нагрузкой только 
при относительных напряжениях 0.25; 0,50 и 0.70 и в возрасте бе
тона 7. 14 и 32 дня.

Таким образом, отсутствовали опыты при относительном напря
жении 0.6. при котором, согласно опытам О. Я- Берга, появляются 
микрощели.

§ 2. Методика экспериментов
Для установления границы линейной и нелинейной ползучести 

с. учетом старения бетона, а также зависимости между напряжениями 
н деформациями ползучести за пределом линейной ползучести, требо
валась постановка опытов более широких .масштабов, чем в прежней 
нашей работе |6).
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Исходя из этого, в первую очередь необходимо были установить 
при каких относительных напряжениях осуществить затружение об
разцов длительной нагрузкой для того, чтобы, но возможности, 
меныним количеством образцов получить ответы на интересующие нас 
вопросы.

В прежних наших опытах линейная зависимость между напря
жениями и деформациями ползучести наблюдалась, при т = 7 дней, 
вплоть до относительного напряжении 11,70, а при т=Г4 и 32 дня- 
до 0.5. Однако, для ՜ ֊ 14 и 32 дня, относительное напряжение 0,5, 
очевидно, не является предельным, до которого справедлива линей
ная зависимость.

Основной причиной нарушения линейной зависимости между 
напряжениями и деформациями ползучести является образование и 
развитие микрощелей в бетоне [6], которые, как уже говорилось, 
образуются при относительном напряжении примерно 0,6. Поэтому надо 
было полагать, что если образцы загрузить относительным напряже
нием 0.6, го линейная зависимость сохранится до указанного напря
жения.

Учитывая это обстоятельство, в новых опытах образны в каждом 
возрасте были загружены при относительных напряжениях 0,25; 0,50; 
0,60: 0.75; 0,90 и 0,95. Более частое изменение относительного напря

жения выше - = 0,6 диктовалось необходимостью получения полной 

зависимости между напряжениями и деформациями ползучести при 
высоких напряжениях.

Затру женке образцов длительной нагрузкой было осуществлено 
при возрасте бетона 7; 14: 29; 95 и 185 дней. 13 дальнейшем предпо
лагается загрузить образцы при - 1 году.

Постановка таких опытов требовала изготовления большого ко
личества образцов. Поэтому необходимо было установить наиболее 
целесообразные размеры испытуемых образцов. При этом мы исходили 
из того, чтобы по возможности малым числом замесов бетона изго
товить необходимое количество образцов. Это было весьма важно 
для исключения тех дополнительных факторов, которые .могли по- 
влиять на точность экспериментов. С другой стороны, размеры образ
цов необходимо были принять такими, чтобы имеющимися в нашем 
распоряжении пружинными приспособлениями можно было обеспе
чить напряжение r бетоне равное 0,95 от предела прочности бетона, 
загружаемого при самом большом возрасте. Из этих соображений 
была принята сравнительно невысокая марка исследуемого бетона.

Исходя из вышеизложенного, форма испытуемых образцов была 
принята, цилиндрической, диаметром 10 см, высотой 60 см. Опыты были 
поставлены над тяжелым бетоном мелким заполните.՜.' м которого яв
ляется кварцевый песок, а крупным заполнителем—базальтовый ще
бень. В качестве вяжущего был применен портландцемент. Характери
стика бетона приводятся в табл. 1.
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Таблица 1

Состав бетона 
но весу

Расход матерйалин на 
[ кбм бетона и кг

Объели, 
пег свеже- 
у.юженяого 

бетона 
и т/.и1

Объе.мл. 
вес бетона 
в месячном 

возрзсте 
и :п:.и*

К уб)! нова я 
прочность 
па сжатие
П МССЯЧН;
возрасте 
п KZicAt՛-

це
мент песок! ще

бень иода

1 :4.79:3,53 230 1101 81! 187 2.33 2.27 132

11з каждого замеса бетона изготовлялись по 50 шт. цилиндриче
ских образцов п 2՝1 шт. кубиков разм. Юх 10-'10 г.и. Но намеченной 
программе опытов такое количество цилиндрических образцов было 
достаточно для загруження их в двух возрастах и для испытаний ио 
определению цилиндрической прочности в момент загруження образцов 
длительной нагрузкой. Помимо этого, на четырех образцах каждой 
серии определялись объемные изменения бетона во времени. Всего 
было сделано 5 замесов бетона и изготовлено 250 цилиндрических 
образцов и соответствующее количество кубиков. Количество изго
товленных образцов было взято с. некоторым запасом, для последую
щего загруження их в более поздних возрастах.

Изготовление образцов производилось в металлических разбор
ных формах, которые были снабжены соответствующими пробками 
1ля образования в бетонных образцах гнезд, в которые в последую

щем устанавливались металлические марки для измерения деформаций.
Приготовление бетона производилось вручную, а уплотнение -на 

пнброплощадке при продолжительности вибрации 15 секунд. Образцы 
освобождались от форм через одни сутки. Все образны, с момента 
изготовления, хранились в помещении с է = 20 ± 5'С и влажности 
/■> = 80 + 10%.

Измерение деформаций бетонных образцов производилось с по
мощью переносного деформометра конструкции Максимова-Лисиченко 
|10|.

Необходимо отметить, что деформометр указанной конструкции 
имеет тот существенный недостаток, что при измерении одной и той 
же величины дает нестабильные показания.

Для измерения деформации деформометр снабжен двумя сталь
ными кернами. А для этих кернов на стальных марках, установленных 
на бетонном образце, имеются соответствующие гнезда. При измерения 
деформаций, стальные керны деформометра своими остриями прикла
дываются к стальным маркам. Как показал опыт применения такого 
деформометра, колебания его показаний в большой мере зависят от 
степени прижатия деформометра к стальным маркам. Посколько 
база измерения сравнительно большая (500 .ил), в зависимости от сте
пени прижатия, получается изгиб стальной трубы прибора, что и при
водит к неточным результатам. Если же прибор недостаточно при
жимается к стальным маркам, то неточность следует из-за неплотного 
прилегания стальных кернов к стальным маркам.
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Для устранения указанных недостатков было внесено небольшое 
изменение в конструкцию д-.-формометра. Стальные керны были за
менены наконечниками штоков индикаторов часового типа, концы 
которых снабжены стальными шариками. Для этих шариков, по их 
размеру, на стальных марках путем вдавливания под определенным 
усилием, устраивались гнезда. В этом случае дефор.мометр при из
мерении деформаций подвешивается к стальным маркам, в результате 
чего во всех случаях прижимается к ним своим собственным весом

Деформации образцов измерялись с двух сторон цилиндрических 
образцов ни базе 500 мм.

'Затруженне образцов длительной нагрузкой осуществлялось пру
жинными приспособлениями |5, б|. Количество загруженных образ
цов различных возрастов и напряжений указано в табл. 2.

Таблица ֊
• Количество

Ո гЪо!Х
п
А?ц 

и кг'см- П А'.* г.и 7Հ7
загруженных 

образцов
в штуках

10.3 0.25 2
20,6 0,50 3
24.7 0,60 3

• 30,9 0,75 3
37.1 0.90 4
39.1 0.95 I

13,2 0.25 2
26,4 о. 50 3

14 52.9 31,7 0.60 3
39,7 0.75 3
47, Ь 0.90 3
50.3 0.95 1

16.1 <1.25 3

64,3
32.2 0.50 3

29 38,6 0.60 3
•18.il 0.75 3
57,9 0.90 3
61.1 0,95 3

18.7 0/25 3
95 74,9

37.1
44.9

0,50
0,60

3
3

56.1 0.75 3
67.4 0.90 3

19,6 0.25 3
39,2 0.50 3

185 78.3 47.0
58.7

0.60
0.75

3
3

70.5 0,91) 4
74,4 0,95 2
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§ 3. Влияние фактора времени на прочность и упругие 
деформации бетона

Для загружения образцов при высоких относительных напряже
ниях. близких к пределу длительной прочности бетона, весьма важ
ным являлось по возможности точное определение цилиндрической 
прочности бетона в момент каждого загружения. С этой целые об
разцы при испытании строго центрировались. Кроме этого, каждый 
раз испытывались три, а иногда 4—5 образцов. Данные испытания 
цилиндрических образцов н различных возрастах приведены в табл. 3.

Таблица з Как показывают данные табл. 3,

мого образца нам не может быть

в днях

Кц 
отдельных 
образцов 
в к г/см-

/?Ц 
средняя 
В AV/C.IC отклонения

23.1 4-5,0
21,7 ֊1.4

3 21,9 22,0 -0.5
20,8 -.5.5
22,3 4-1.4

‘10.6 ֊1.5
7 40.2 11,4 2. 1

41.4 4-0.5
42.7 4-3.6

55.2 4-4.3
14 51,6 52.9 ֊2.5

51.9 -1.9

65,1 4-1 2
29 63.7 64,3 -1.0

67.0 + 4.2
61,2 -4.8

73.8 ֊1,5
95 77.7 74,9 4-3.7

73.1 ֊2.4

8» .8 4-4,5
185 75.2 78.3 -4.1

77.8 -0.6

только в отдельных случаях 
максимальные отклонения Rtl об
разцов от среднего значения пре
вышает ±5%. а в большинстве 
случаев— намного меньше. Од
нако и такое отклонение, с на
шей точки зрения, имеет суще
ственное значение при загруже
ны и образцов длительной на груз- 
кот։ при относительных напряже
ниях 0,90—0,95.

Как уже отмечалось, эталон
ные образцы для определении 
цилиндрической прочности и об
разцы предназначенные для дли
тельного загружения изготовля
лись из одного и того же замеса 
бетона.

Однако, из табл. 3 следует, 
что цилиндрические прочности 
эталонных образцов, хоть и нез
начительно. но все же отлича
лись друг от друга. Фактическая 
же прочность каждого загружав- 

известна, так как пока нет такого 
метода, который дал бы возможность достоверно установить проч
ность бетона без его разрушения.

По этой причине при загруженни какого либо образца относи
тельным напряжением 0,95. исходя из данных испытаний талонных 
образцов, фактическое относительное напряжение в нем может ока
заться больше или меньше 0.95. В случае, если фактическое относи
тельное напряжение в .момент загружения окажется больше 0,95, то это 
может гут же привести к разрушению образца или оно может про 
изойти через некоторое время после интенсивного развития дефорШ՛ 
ций. Эю обстоите.՛։ьс1 80 .может явиться причиной и того, что дефор 
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мании образцов, загруженных при одном и том же т и относительном 
напряжении, существенно будут отличаться друг от друга. Особен
но заметно то может иметь место при загружеиин бетона в старом 
возрасте, когда дальнейшее нарастание прочности бетона во времени 
незначительно и поэтому влияние образования и развития трещин 
на деформации бетона протекает гораздо интенсивнее и длительнее.

На фиг. 1 приведены кривые изменения кубиковой R- и цнлин-
прической А’п прочностей исследуе
мого бетона во времени. Кривые 
построены на основании формул (I) 
и 2). которые хорошо описывают 
экспериментальные данные.

Кубнковая и цилиндрическая 
прочности, подсчитанные по приве
денным формулам для различных 

сведены в табл. 4.

Vnpyzua getpcprtauuu о мм на ньтр

Фиг. 1.

/<■ =
100т

3,5 + 0,65- (1)

,, 100т
/ч՝> „. г՜ (2)

В той же таблице прочность
бетона при разных - выражена в % от прочности бетона в месячном

п 
возрасте. Одновременно приводится отношение-֊1-.

Rk

Таблица Հ

в днях

Предел прочности 
ил сжатие и кг/см- Rn

Ъ

Предел прочности на сжатие в * , 
от месячном прочности бетона

Ra Rn

3 55 25 0.45 42 38
7 87 41 0,47 67 63

14 111 54 0.49 85 83
29 130 65 0.50 100 100
95 146 75 0.51 112 115

185 150 77 0,51 115 119

Данные табл. 4 показывают, что прочность бетона наиболее ин
тенсивно нарастаем до месячного возраста, а после грех меся много 
возраста дальнейший рост прочности практически прекращается. Од
новременно из табл. 4 следует, что при данных размерах образцов 
коэффициент перехода от кубиковой к цилиндрической прочности 
почти не зависит от возраста бетона. Аналогичная закономерность 
наблюдалась и в ранее проведенных нами исследованиях |9|. Так 



64 К- С; Карапетян

например, при испытании цилиндрических образцов диаметром 14 см, 
высотой 60 ем и кубиков разы. 20x20x20 см из тяжелого бетона 
в возрастах бетона 7. 28 дней 3. 5, 15 .месяцев и 3 года коэффи
циент перехода от кубнковой прочности к цилиндрической прочности 
колеблется в пределах от 0.73—0.80.

Отмеченная закономерность является важной так как определив 
коэффициент переходя от кубнковой к цилиндрической или призмен
ной прочности в каком либо возрасте бетона, можно его отнести к 
любому другому возрасту бетона.

Коэффициент перехода от кубнковой прочности к цилиндрической 
но данным табл. 4 получился намного меиыне (0.45—0,5՛), чем в 
прежних опытах 0,73—0.80) [9]. Это обстоятельство, в основном, 
является следствием того, что в одном случае отношение высоты ци
линдрического образца к его диаметру составляет 6. а в другом слу
чае 4,3. Отчасти это обусловлено также разными размерами испытан
ных кубиков.

В момент загружения цилиндрических образцов длительной на
грузкой, для каждого возраста бетона и относительного напряжения, 
определялись упругие деформации. При этом оказалось, что при оди
наковых относительных напряжениях упругие деформации, соответ
ствующие различным возрастам бетона к моменту испытания, незна

чительно отличаются друг от 
друга. Таким образом можно 
считать, что при одинаковом 
о^ носительном напряжения 
возраст бетона нс оказывает 
влияния на упругие деформа
ции бетона. Это наглядно видно 
из фиг. 2, где нанесены экспе
риментальные точки, соответ
ствующие различным возра
стам бетона к .моменту испы
тания и различным относитель
ным напряжениям.

Благодаря отмеченной за
кономерности п редста вляется

возможным выразить зависимость между упругими деформациями 
и относительными напряжениями для всех возрастов бетона одной об
шей линейной зависимостью по фор.млуе:

1 5
зйо х7?„ (3)

Откуда для модуля упругости вытекает следующая зависимость

/■ = 2100Я,. 14)
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Подставляя и формулу (4) значение по формуле (2), получим

2,1-
8.5 4 1.25т

X ЮЛ (5)

В табл. 5 приведены значения модулей упругости для различных 
возрастов бетона, подсчитанные на основании формулы (5).

Таблица ձ

II днях
Предел прочност 

на ежа те о .v.'/r.ir Модуль 
упругости 
в кг/елг

Модуль упругости 
и <■/„ ОТ модуля 

упругости R 
месячном возрастеЯц

3 55 25 52000 33
7 87 41 86000 G3

14 111 54 113000 S3
29 130 65 136000 100
95 146 75 157000 115

185 150 77 162000 119

В наших опытах модуль деформации для данной марки бетона по
лучился намного ниже, чем эго следует из известных формул Графа, 
Роша и Шюле J12]. Основной причиной этого является то, что в наших 

опытах Отношение высоты цилиндра к диаметру составляет — — 6, 
ժս 

в то время как формулы Графа, Роша и Шюле получены на основа
нии испытания призматических образцов при отношении высоты к 

стороне сечения призмы - =2 — 3. 
а

По американским нормам, модуль деформации бетона принимает
ся пропорциональным цилиндрической прочности |12|

£==1000/?ц. (6)

Причем эта формула соответствует — — 2.

Однако, как известно, формула (6) не отвечает действительности 
(12], что вытекает и из наших опытов.

По формуле (4,1 модуль упругости бетона в месячном возрасте 
составляет 1ՅՀՏՕՕՕ кг/см*, а по формуле (б)—65000 кг/см2. Правда, 
здесь необходимо учесть то, что но формуле (6) определяется не 
модуль упругост։։, а модуль полных деформаций, однако, как известно, 
они отличаются друг от друга незначительно, в пределах 10 15%.

При одинаковом относительном напряжении независимость упру
гих де формации от возраста бетона к моменту испытания является 
весьма важной закономерностью. Причем, на основании наших других
•;Ш«ггп«и АН. 4ч». нлт. ту». X < 
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опытов, она подтверждается и и отношении полных деформаций бе
тона [9|.

Имея зависимость между прочностью бетона и его возрастом, 
путем определения изменения упругих или полных деформаций в за
висимости от относительного напряжения при каком-либо молодом 
возрасте бетона, мы можем получить интересующие нас модули для 
любого возраста.

§ 4. Влияние возраста бетона к моменту загружения на 
зависимость между напряжениями и деформациями ползучести

На фиг. 3—7 представлены полученные экспериментальные кри
вые ползучести бетона. Кривые на каждой фигуре соответствуют од-

Фиг. ։.
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Фиг. 5.

ному возрасту и различным относительным напряжениям. Ог.новре.мен- 
но, на основании кривых ползучести построены зависимости между от
носительными напряжениями и деформациями ползучести для различ
ных длительностей загруження.

Мы уже отмечали, что до сих пор считают, что до определенных, 
еще строго не установленных напряжений, имеет место линейная пол
зучесть. з при более высоких напряжениях- нелинейная ползучесть. 
Причем, как уже указывалось, предельное напряжение, до которого 
справедлива линейная ползучесть, существенно зависит от возраста 
бетона к моменту его загруження.
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На фиг. 3—7 связь между напряжениями и деформациями ползу
чести принята в виде двух прямых линий. Принятие такой законо
мерности лучше отвечает экспериментальным данным, чем принятие 
к ри в ол и ней в о й за ни с и м ости.

Как видно из фиг. 3- 7, во всех случаях при одном и том же 
г, ио разных длительностях загружения пересечения двух

Фиг. 7.

данными. Эта закономерность выражается

прямых имею՛։ место при 
одном и юм же относи
тельном напряжении. Так, 
например, при ՜ = 7 дней 
это относительное напря
жение составляет 0.75, а 
при հ 14, 29. 94 и 185 
дней- 0.6.

Таким образом, здесь 
наблюдается новая зако
номерность, которая под
тверждается столь мно
гочисленными опытными 

в том, что хотя начальная 
линейная зависимость выше определенного напряжения нс сохраняется, 
однако и далее между напряжениями и деформациями ползучести име
ет место линейная зависимость. Разница заключается лишь в том, что 

одинаковому приращению —- 
#«։

при высоких напряжениях соответ

ствует большее значение деформации ползучести.
Такое явление, с нашей точки зрения, весьма закономерно и 

исходит из механизма ползучести бетона.
При напряжениях выше примерно 0.6 от предела прочности бе

тона, ползучесть, помимо вязкости гелевой структурной составляющей 
цементного камня и капиллярных явлений, еще обусловлена появле
нием и развитием мнкротрещнн в бетоне. Таким образом, при указан
ном напряжении появляется новый фактор, который приводит к нару
шению прежней линейной зависимости благодаря увеличению интен
сивности деформаций. Однако, влияние этого нового фактора также 
выражается линейным законом.

Относительное напряжение, при котором происходит переход от 
первой области линейной ползучести ио вторую область линейной 
ползучести, в большой мере зависит от возраста бетона к моменту 
его загружения. Г1 вполне понятно, почему для бетона, загруженного 
в молодом возрасте 7 дней), лот переход происходит при более 
высоком относительном напряжении, чем в остальных случаях. Для 
Объяснения причин .того явления обратимся к фиг. 8, где для примера 
приведены кривые падения относигслиюго напряжения для различных 
возрастон бетона к мом-ei у загружения • результате пара»*гания ци
линдрической i>po«> idcth бе՛она во времени
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В данном случае указанные кривые соответствуют тому случаю, 
когда относительное напряжение в момент загруження составляло 
0.95, т. е. самое высокое, которое было в наших опытах. Кривые по
строены использованием формулы (2).

Рассмотрение кривых фиг. 8 показывает, что нарастание цилин
дрической прочности бетона во времени приводит к существенному 

возраст бетона Ճ днях 
Фиг. t.

падению относительного напряжения в бетоне после его загруження 
И чем меньше возраст бетона к моменту загруження, тем интенсивнее 
и больше падает относительное напряжение.

В тех случаях, когда — <ՀՕ.9օ рост прочности бетона приведет 
Ry

к еще меныпим конечным величинам относительных напряжений. Этим, 
в основном, и следует объясни и. т՛ , что в наших опытах д..я ~ = 7 
дней первая область линейной ползучести сначала не сохраняется до

относительного напряжения 0,75. При — =0,75. хотя в бетоне и 
Rv

развиваются мнкротрещииы и что приводит к более интенсивным де
формациям, однако, это длится недолго. После того как относитель
ное напряжение падает и становится < 0.6. дальнейшие дефо| мании, 
обусловленные появлением и разки гнем микро։ решив, прекращаются 
и дальнейшая ползучесть протекает лишь за счет вязкости гелевой 
составляющей цементного камня и капиллярных я злении. Такое объяс
нение вытекало из наших прежних исследований |6| и оно вновь под
тверждается теперешними опытными данными.

Здесь еще раз подтверждается и то отмеченное нами ранее 
явление, что при одном и том же ՜ (когда ՜ 7 дней) с увелитеннем 
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длительности загружения имеет место постепенный переход нелиней
ной ползучести п линейную ползучесть. Однако, на основании тепе
решних опытов и при высоких напряжениях связь между напря
жениями и реформациями ползучести выражается линейной зави
симостью. Поэтому правильнее •'•удет сказать, что с увеличением дли
тельности загружения имеет место постепенный переход второй области 
линейной ползучести в первую область линейной ползучести. Это 
видно из фиг. 3. если сравнить между собой зависимости между на
пряжениями и деформациями ползучести, которые соответствую! дли
тельностям загружения 4 и 300 дней.

Для наглядности на фиг. 3 прямые, которые выражают линейную 
ползучесть первой области при указанных длительностях загружений. 

пунктиром продолжены до ' — 0,95. И, как видно, для длительности 

погружения 300 дней линейную ползучесть первой области без особой 
погрешности можно распространить до относительного напряжения 0,95.

Сказанное относилось к бетону, загруженному при - = 7 дней, 
что, ио-видимому, в еще большей мере справедливо для случаев 
т<7 дней. При ՜<Հ7 дней деформации бетона, обусловленные появ
лением и развитием трещин, еще быстрее прекратятся вследствие более 
быстрого паления относительного напряжения благодаря росту проч
ности бетона ио времени. По тому ш исключена возможность, что в 
таких с у чаях инейная зависимость между напряжениями и дефор
мациями ползучести может сохраниться вплоть до относительного 
напряжения 0,95.

Рассмотрим аналогичные кривые ползучести при -=-14 дней 
(фиг. 4). В этом с. учае г,а ш- относительного напряжения также 
значительно (фиг. 8), однако, н итоге все же конечное относительное 
напряжение сохраняйся >0.6. ! !о ы >н причине деформации, которые 
развиваются за счет образования н развития трещин, хотя и несколько 
затухают, однако, частично продолжают развиваться в процессе всего 
длительного загружения. В результате этого с увеличением длитель
ности загружения уже не имеет места уменьшение отклонения прямой 
второй области ползучести ог прямой ползучести первой области. А, 
наоборот, при ՜ - I I дней, поскольку дальнейший рост прочности 
бетона недостаточен. чтобы полностью приостановить развитие дефор
маций за счет образования и развития трещин, с увеличением дли
тельности загружений имеет место постепенное увеличение отклонения 
прямой второй области ползучее in от прямой первой области ползу
чести. При этом, это отклонение возрастает как с увеличением дли
тельности загружения, так н возраста бетона к моменту его загружения.

1<՝1ким образом, проведенные опыты наглядно показывают, 
какое Существенное влияние, оказывает возраст бетона к моменту 
загружения на зависимость между напряжениями и деформациями 
ползуч с;и и на то предельное напряжение, до которого справедлива 
первая область линейной ползучести. Иными словами, зависимость 
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между напряжениями и деформациями ползучести в большой мерс 
зависит от и актора старения бетона.

Как уже отмечалось, одной из основных предпосылок, на которой 
базируются существующие линейные теории ползучести бетона, яв
ляется принятие линейной зависимости между напряжениями и де
формациями ползучести. Поэтому важно установить пределы приме
нимости указанных теорий с точки зоення данной предпосылки.

Из наших опытов следеет, что в тех случаях, когда х< 7 дней 
указанная предпосылка справедлива до напряжения, составляющего 
0,75 от предела • прочности бетони. а при - > 7 дней—0,6. Однако, 
поскольку наибольший практический интерес представляют те случаи, 
когда t >7 дней, то можно считать, что линейные теории ползу
чести справедливы до относительного напряжения 0,6.

Проведенные исследования еще раз подтверждают наш гот вы- 
яод. что основной причиной нарушения начальной линейкой зависи
мости между напряжениями н деформациями ползучее։и. после огно- 
ентельного иппояжения 0.6. является образование и развитие микро- 
греши։։ в бетоне. Рассмотрение фиг 3- 7 показывает, чго при одном 
и том же чем больше относительное напряжение, тем интенсивнее 
развиваются деформации ползучест. В случае молодого бетона 
(х = 7;14дией) кривые ползучести независимо от величины напряже
ния имеет затухающий характер, в то время как при ">14 дней то 
же самое имеет место то относительного напряжения 0.6—0.75. В 

остальных случаях, т е. когда т>14 дней и ֊'->0.75. деформации
A:t

ползучести до конца развиваются тем интенсивнее, чем больше воз
раст бетона к моменту загружения и относительное напряжения.

Особенно это наглядно видно из фит. 7. где деформации при 
относительных напряжениях 0.9 и 0,95 до конца развиваются устано
вившейся скоростью, не показывая признаков затухания. Дальней
шее развитие этих деформаций в конечном счете может принести к 
разрушению бетона.

В табл. 6 приведена характеристика ползучести бетона при раз
личных возрастах бетона к моменту загружения а зависимости от 
относительного напряжения и длительности загружения.

Как известно, характеристика ползучести

_ «ПЛ'т7 = ------ '

тле «я (Л) деформация ползу чести при длительности загружения Л» 
«о—упругая деформации в момент загружения. т. с. при

Л-о.
При рассмотрении наших опытных данных (фиг. 3, 4, 5. 6 и 7) 

было отмечено наличие линейной зависимости между относительными 
напряжениями и деформации мн ползучести Причем для հ 7 дней 
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первая область линейной ползучести распространяется до — 0.75, 

а для х>7 дней 0.6.

Талбица 6

Հ Տ
Характеристика ползучее)я бетона j, при 

длительности затру женин
в днях ռ,гц 20 60 100 150 250 300

дней дней дней дней ОН С11 дней

0.25 1.51 2.27 2.60 2.85 3.19 3.19
0.50 1.47 2.02 2.35 2.60 2.77 2.77
0.՛ О 1.57 2.16 2.45 2.62 2,79 2 87
0.75 1.48 2.01 2.27 2,44 2.66 2.72
0.90 1.8 т 2.38 2.61 2.80 2.94 2.98
0,95 2,03 2.50 2.70 2,87 3. 3.09

С. 25 1.34 1.85 2.18 2,35 2.52 2.52
0,50 1.31 1.85 2.06 2.18 2.27 2,27

|4 0.60 1.40 1.8 г 2.10 2.28 2.38 2.42
0.75 1.68 2.24 2.Н 2.5< 2.77 2.80
0.9» 1.70 2.24 2.33 2.42 2.75 2.77
0.95 1.94 2.52 2.72 2,85 3.05 3,09

0,25 1.34 1.85 2.18 2,44 2.60 —
0,5» 1.34 I 85 2.18 2, ՝5 2.48 —

29 0,60 1.17 2.00 2.24 2.38 2.56 —
0,75 1.90 2.41 2.69 2,91 3.19 —
0.90 2,56 3.12 3.40 3,61 3.84
0.95 2,87 3.54 3.80 4,00 4.21 —

0.25 0,67 1,18 1.31 1.43
0,5<» 0.81 1.20 1.51 1.55 —

95 0,60 0.91 1,33 1.51 1.58 —
0.75 1.06 1.57 1.82 1.93 —
0.90 1.28 1,82 2.03 2.14 — —

0.25 0.42 0.67 0.84 — _
0.50 0.42 0,71 0.81 — — —
0.60 0.56 0.81 1.02 — —.
0.75 0.67 0,92 1,12 — —
0.90 0.72 0.98 1.17 — — —
0.95 0.86 1.15 1.41 — — —

Линейная зависимость получилась также между напряжениями, 
и упругими (мгновенными) деформациями (фиг. 2). А поскольку ха
рактеристика ползучести есть отношение деформации ползучести к 
упругим деформациям, то при одном и том же ' и длительности за- 
гружения, но разных относительных напряжениях, она будет выра
жаться одним и гем же числом. Эго наглядно видно из табл. 6. где 
на основании экспериментальных данных в указанных случаях харак
теристики ползучести незначительно отличаются дру։ от други, тем 
самым подтверждая наличие линейной зависимости между напряже
ниями и деформациями.

Из данных табл. 6 следует, что с увеличением длительности 
зйгруженил характеристика ползучести во всех случаях возрастает. 
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Если же рассматривать при одинаковых длительности загружения и 
относительном напряжении, то с увеличением возраста бетона к мо
менту загружения ф/։ уменьшается.

Данные табл, б показывают, что в зависимости от ряда факторов 
характеристика ползучести может достигнуть величины 4.25.

§ 5. Влияние старения бетона на ползучесть

Несмотря на ряд работ, все же до сих нор влияние старения 
бетона на деформации ползучести мало изучено.

До исследований автора |6{, для изучения влияния старения на 
ползучесть бетона при сжатии, последний в различных возрастах за
гружался одной и той же нагрузкой. При этом, обычно, напряжение 
не превышало половины предела прочности бетона на сжатие.

В результате таких опытов был։։ отмечены следующие основные 
закономерности:

1. При одинаковых длительности загружения и величине напря
жения, чем больше возраст бетона к моменту загружения. тем меньше 
ползучесть.

2. При одинаковом напряжении кривые ползучести, соответствую
щие различным возрастам бетона к моменту загружения. после неко
торой длительности загружения. параллельны друг другу.

Установление указанных закономерностей дало возможность 
принять гипотезу о „параллельности14 кривых ползучести, которая ис
пользована при построении одной из существующих теорий ползучести 
бетона —теории старения.

Необхилимо, однако отметить, что указанная выше методика 
изучения влияния старения бетона на ползучесть верна в тех случаях, 
когда напряжение, которым загружается бетон в различных возрастах, 
не превышает O.G/?. R арф инном случае отмеченные выше законо
мерности нарушаются, что вытекает также из принятой нами гипо
тезы механизма ползучести бетона.

Дело в том, что когда для какого-либо возраста напряжение, 
которым загружается бетон в различных возрастах, больше 0.6R, то 
в этом случае деформации ползучести развиваются за счет вязкости 
геля, капиллярных явлений и за счет образования и развития микро
трещин в бетоне. А для тех возрастов, для которых напряжение в момент 
загружения <0,6/?, деформации ползучести, обусловленные образо
ванием и развитием микротрещин, будут отсутствовать. Таким образом, 
с точки зрения механизма ползучести, бетон будет находиться п не
одинаковых условиях и поэтому там. где напряжение ^>0,62? это при
ведет к нарушению отмеченных выше закономерностей.

Учитывая это обстоятельство, при изучении влияния старения на 
ползучесть бетона, особенно при высоких напряжениях (>0.6R). не
обходимо бетой в различных возрастах загружать не одинаковым 
Напряжением, а одинаковым относительным напряжением.
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На фиг. 9. 10, 11. 12, 13 и 14 приведены экспериментальные 
кривые ползучести, соответствующие различным возрастам бетона к 
моменту загружения прн относительных напряжениях 0.25-, 0,50; 0,60; 
0,75; 0,90 и 0,95. Рассмотрение семейства кривых ползучести при раз
личных относительных напряжениях показывает, что независимо от 
величины относительного напряжения, чем моложе бетон к моменту 
загружения, тем интенсивнее происходит затухание деформаций пол
зучести бетона оо времени. Указанная закономерность впервые нами 
была о։ мечена в работе [6] и объяснялась гем, что чем моложе бетон 
к моменту загружения, тем больше дальнейшее нарастание его проч
ности во времени, которое приводи։ к падению начального относи
тельного напряжения и. благодаря этому, к затуханию деформаций

Фиг. 10.

Фиг. и.
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Фиг. 12.

Фиг. 1 к

На этом вопросе мы подробно остановились в предыдущем пара
графе при рассмотрении зависимости между напряжениями и дефор
мациями ползучести.

Падением относительного напряжения, вследствие роста прочности 
бетона во времени, было объяснено и то явление, что бетой при вы
соких напряжениях в начальный период загруження претерпевает не
линейную ползучесть, а далее линейную ползучесть.

На основании кривых ползучести фиг. 9, 10 и II можно отметить 
что, при одинаковом о гноентельном напряжении, когда после днее нс 
превышает 0,0. с увеличением возраста бетона к моменту загруж линя 
ползучесть уменьшается. При более высоких относительных н.пряже
ниях указанная закономерность нарушается и остается в cute только 
Лая тех случаев, когда հ 29 дней. На фиг. 12, где приведены кривые
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ползучест» для различных возрастов при ֊ = 0,75, кривая полз>- 
Кц

чести, соответствующая возрасту 7 дней, после длительности загруже
ния примерно 22 дня. пересекает кривую для возраста 14 дней и да
лее располагается ниже последней. Что касается кривой ползучести 
возраста 29 дней, то она через некоторую длительность за гружения 
пересекает кривые ползучести более моюлых возрастов (7 и 14 дней’ 
и располагается выше. То же самое имеет место и при более высоких 
относи тельных напряжениях (фиг. 13 и 14). Причем, с увеличением 
относительного напряжения, деформации образцов, загруженных при 
т —29 дней, все больше превышают деформации образцов, загружен
ных при = 7 и 11 дней.

Таким образом, когда -' >0,6 и т < 29 дней, с увеличением воз- 
Яц

раста бетона к моменту загружения, по. зучесть возрастает. Такая 
же закономерность была получена я наших прежних опытах, когда 
бетонные образны были загружены при - = 7. ’4 и 32 дня и о носи
тель»՛ м напряжении 0.7 |6|. Аналогичное результаты, но при сравни
тельно кратковременных опытах, были пол учены Г1 И. Васильевым [4|.

Однако, новые опыты автора, которые постав ены при более 
широком изменении возраста бетона к моменту загружения, показы? 
ваюг, чго указанная закономерность при - > 29 дней нарушается. Как 
видно из фиг. 12, В и 14. кривые ползучести, которые соответствуют 
возрастим 95 п 185 дней, расположились ниже кривых ползучести 
более ранних возрастов. Поэтому после возраста 29 дней получается 
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та известная закономерность, что с увеличением возраста, несмотря 
в» высокие относительные напряжения, ползучесть уменьшается.

Для наглядности на фнг. 15 представлены кривые ползучести 
бетона при разных возрастах с совмещением их качал. Как видно нз 
фиг. 15, кривые ползучести для - - 7, 14. 29 и 95 дней после неко
торой длительности загруження имеют затухающий характер в то

Фнг. 15.

• время, как ыого при - = 185 дней не наблюдается. В последнем случае 
деформация продолжают и далее развива։ься интенсивно и. очевидно, 
с увеличением длительности загруження намного приблизятся по 
величине к деформациям бетона, загруженного при более ранних 
возрастах.

Рассмотрение кривой нарастания цилиндрической прочности бе
тона во времени (фиг. 2) показало, что после трехмесячного возраста 
дальнейшее нарастание прочности бетона во времени незначительно, п 
после возраста 6 месяцев— практически прекращается. Поэтому можно 
считать, что при высоких напряжениях |>0.6Я деформации бетона, 
загруженного длительной нагрузкой при возрасте 185 дней, в основ
ном протекают за счет образования и развития микрогрешии в бетоне 
Деформации, обусловленные другими факторами (вязкос։։»ю геля н 
капиллярными явлениями՝, будут незначительны, так как бетон старый. 
Если это ток. то при загруження бетона в более старом возрасте 
h >185 дней) примерно должна получиться гл же кривая ползучести, 
которую мы получили для •• = 185 дней

На основании пышенхтожениого. как-будто вполне понятно, по- 
rw՛ при относительных напряжениях >0.6 в наших опытах дефор- 
Kinnf.H ползучести при возрасте бетона к моменту загруження 29 дней 
Колу !й'лис1. ньмного больше, чем при возрасте 95 дней, л в последнем 
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случае больше, чем при возрасте 185 дней. Очевидно, это явление 
следует объяснить более интенсивным развитием деформаций за счет 
вязкости геля и капиллярных явлениях. Как известно, деформации, 
обусловленные указанными факторами, развиваются интенсивнее в 
молодом возрасте бетона. Естественно, возникает вопрос: если это 
так, то почему деформации образцов, которые были загружены при 
возрасте 7 и 14 дней, оказалисьнамного меньше, чем при возрасте 
29 дней. Причиной этого опять является падение относительного на
пряжения вследствие нарастания прочности бетона во времени, кото
рое, как уже было показано, происходит тем интенсивнее и больше, 
чем моложе бетон к моменту его загружения (фиг. 8)

Если, например, загружая бетон в различных возрастах, можно 
было бы с момента загружения сохранить неизменность во временя 
его физико-механических свойств, то нет сомнения, что вс՛? кривые 
ползучести по отношению друг к другу расположились бы но обычной, 
нам известной, закономерности. В этом случае кривая ползучести са
мого молодого бетона расположилась бы выше всех остальных кривых, 
а кривая ползучести наиболее Старого бетона—ниже всех. Однако, 
поскольку в действительности при հ 7 и 14 дней, относительное 
напряжение в бетоне с момента загружения существенно падает, это 
приводит к меньшим деформациям ползучести, чем при հ — 29 дней. 
Конечно, и в последнем случае имеет место паление относительного 
напряжения благодаря нарастанию прочности бетона во времени, од
нако. see же в итоге относительное напряжение сохраняется высоким 
(фиг. 8). По этой причине деформации ползучести интенсивно разви
ваются как за счет вязкости геля и капиллярных явлений, так и за 
счет образования и развития микротрещин в бетоне. По мере дальней
шего увеличения возраста бетона к момент} загружения (т> 29 дней՛ 
деформации, обусловленные вязкостью геля и капиллярными пиления
ми, уменьшаются, а деформации, обусловленные образованием и раз
витием трещин, увеличиваются. Поэтому, очевидно, при некоторой 
длительности загружения деформации ползучести, вызванные первыми 
двумя факторами, будут равны деформациям, вызванным третьим фак
тором.

Па основании вышеизложенного, рассматривая фиг. 15, можно 
прийти к выводу, что при данных тем пературно-влажностных усло
виях хранения бетона все же деформации развивающиеся вследствие 
вязкости геля и капиллярных явлений, намного превосходят дефор
мации, вызванные образованием и развитием микро՛։ ретин в бетоне. 
Однако, сказанное справедливо до некоторого ՜. В бетоне, загружен
ном в старом возрасте, деформации ползучести в основном протекаю!1 
за счет образования и развития микротрещин а бетоне.

Загруженне образцов в годичном возрасте даст нам возможное! ь 
в дальнейшем еще больше уточнять указанные выводы.

Таким образом, влияние старения бетона на ползучесть при вы
соких откоси тельных напряжениях выражается весьма сложной зако
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номерностью. так как здесь одновременно участвует ряд факторов, 
которые в совокупности обусловливают полученные нами результаты.

В заключении этого параграфа следует отметить, что, как пока
зывают наши многолетние экспериментальные исследования ползучести 
как легких, так и тяжелых бетонов, гипотеза о .параллельности" кри
вых деформаций ползучести бетона, положенная в основу теории ста
рения. справедлива лишь в случае старых бетонов, т. е. когда фак
тически деформации ползучести приобретают свои предельные значе
ния. Поэтому утверждения некоторых авторов (Уйтней, Фрайфельд) о 
том, что решение различных задач на основании теории старения, ко
торая является частным случаем теории упруго-ползучего тела, при
водит почти к одинаковым результатам, следует считать несостоятель 
ны.м (16).

§ б. Влияние длительного загружения бетона на его прочность 
и деформативность

Обычно длительное загруженпе бетона статической нагрузкой, 
когда величина последней не превышает определенные пределы, как 
это установлено |!1. 13]. положительно сказывается на прочности бе
тона. При этом бетон, твердеющий под нагрузкой, как пропило, имеет 
большую прочность и модуль упругости, чем бетон, твердеющий без 
нагрузки. Однако, эффект данного явления существенно зависит от 
возраста бетона к моменту его загружения. а также ряда факторов.

В тех случаях, когда интенсивность напряжения превышает 
упомянутые пределы, имеет место отрицательный эффект.

По нашим опытам пока рано судить, как качественно и количе
ственно влияет длительное загружение бетона на его прочность и 
деформативность в зависимости от возраста к моменту загружения и 
величины напряжения, так как образцы еще не разгружены и не 
испытаны. Однако, поскольку на сегодня еще ни один образец (даже 
из числа тех, которые были загружены относительным напряжением 
0,9, 0.95) не разрушился, можно считать, что длительная прочность 
указанного бетона >0.95 /?. Особенно это {можно утверждать в 
отношении тех случаев, когда возраст бетона к моменту загруже
ния <3 месяцев. В этом случае, как это следует из соответствующих 
кривых ползучести, последние даже при относительных напряжениях 
0.9 и 0.95 имеют затухающий характер. Поэтому вряд ли дпльиейшее 
нахождение бетона под нагрузкой может привести к его разрушению. 
Что касается бетона, загруженного при т = 185 дней, то в отношении 
этого пока ранб Делать окончательный вывод, так как длительность 
загружения сравнительно небольшая, причем кривые ползучести при 
относительных напряжения-: 0.9 и 0.95 показываю; дальнейший нн- 
тснсивиый рост деформаций ползучести.
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§ 7 Описание экспериментальных кривых ползучести

В предыдущих параграфах, путем анализа полученных экспери
ментальных данных, были показаны те зависимости, которые имеют 
место .между напряжениями и деформациями ползучести при различ
ных возрастах бетона к моменту загруження. Описание столь сложных 
закономерностей единой математической зависимостью, естественно; 
связано с определенными трудностями, ибо. с одной стороны данная 
зависимость должна быть ио возможности простой, а с другой сто
роны- -должна хорошо отвечать экспериментальным данным. Известно, 
что получить по возможности простую, удобную дли практических 
расчетов зависимость большей частью удается лишь за счет худшего 
описания результатов экспериментов, поэтому в таких случаях прихо
дится принимать какое-то Среднее, во всех отношениях приемлемое, 
решение.

При рассмотрении экспериментальных данных, зависимость между 
напряжениями и деформациями ползучести .три различных возрастах 
бетона к моменту загруження нами была принята г. виде двух пря
мых. из коих нижняя прямая выражает первую область линейной 
ползучести, а верхняя прямая - вторую область линейной ползучести. 
Причем, относительное напряжение, при котором кончается первая 
область и начинается вторая область линейной ползучести для т^>7 
дней составляет 0,6.

Для описания экспериментальных кривых ползучести мы вос
пользовались теорией упруго-ползучего тела, как наиболее общей 
теорией, которая учитывает также старение бетона |1|.

Согласно теории у пру го-ползу чего тела, мера ползучести бетона

(7)

где «(հ) — функция, учитывающая старение бетона, а
ք\է — — функция, учитывающая длительность загруження бетона.

На основании наших экспериментальных данных, мера ползучести 
бетона для первой области линейной ползучести выражается следую
щей зависимостью:

_700 \
-֊г 16.1

10-։ (81

Кривые меры ползучести бетона на основании формулы -8) при
ведены на фиг. 16 пунктиром и. как видим, они дают удовлетвори
тельное совпадение с экспериментальными данными. Исходя из фор
мулы (8). для всех возрастов бетона к моменту .загруження будем 
иметь:

700 \7 100т__ \ 11 _
т- 16 Д 8.1 | 1,25т Л =֊ю-6 (9)



Влияние старения бетона па ползучесть $1
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ея= (235 4- ^™Н1 — е“0’<я(г_,)]-3-10՜6. (10)
\ т 4֊ 27 / [ R„

Для описания кривых ползучести при относительных напряже
ниях 2>0.6 и - > 29 дней, мы подучили следующую формулу:

е„ . (',50 + _1в_\ ,'Л_.0,б\ ,0■* + | 235 +^°°) X
՝- ( 0,01-= + 62/1 Ro I '• тЧ-27,1

Фиг. 16.

Первый член этой формулы представляет деформации ползучести 
за первые 30—40 часов после приложения нагрузки в зависимости от 
возраста бетона к моменту нагружения и величины относительного 
напряжения. Поскольку время 30—40 часов незиачшельно по сравне
нию с общей длительностью опытов, деформации, развивающиеся за 
это время, условно приняты независящими от длительности загруже- 
нин. Это допущение было сделано для лучшего описания экспери
ментальных кривых ползучести при относительных напряжениях 2> 0,6.

На фиг. 17 нанесены как экспериментальные кривые, так и кри
вые построенные но формулам 110) и (11). Причем кривые, построен
ные по формулам, нанесены пунктиром.

Рассмотрение фиг. 17 показывает, что формулы (10) и (11) хо
рошо описывают экспериментальные кривые ползучести бетона после 

длительности загружения 3 — 5 дней особенно при — >0,6.
Ди

Аспирантом Института математики и механики АН АрмССР 
У ЖуП-Фыном для решения рада практических задач была сделана 

ИОпыт:. ։> пн 1ть I . :ые кривые ползу
чести бетона бо.-.-։ простой зависимостью (14).

[ Для этой щ-лн им была использо шна з . нснмость следующего 
вила, оредложс лч в ■•u.-.v время П. И. Впеильсвым (3).
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Относительное напряжение -Влительностб загружена^ Հ днях

Հո *н/н

1Շ0 475 4М 02Տ О 20 Ю 60 20 ft» t&
Относительное 

напряжение Влителанхтб загружена,? ьдФ-

‘Риг I/.
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жя = с(^)|« + м« (12)
где «. ծ и /г — постоянные, определяемые из опыта.

При этом должно быть удовлетворено условие а ?= I.
Подобрав соответствующую зависимость для меры ползучести и 

постоянные а, '1 и п У Жуй-Фын получил для деформации ползучести 
следующую зависимость:

€Я = Լ0.28 4- “֊֊ ) П֊* W' ”| 10.9999955 փ 0,000005о4| • Ю՜5.

(13)
которая действительна при - > 14 дней.
Экспериментальные кривые ползучести, описанные по формуле 

(13) при различных т. приведены на фиг. 18 и 19.

-Длительность зоеружс^ил Տ ун.чх

Фиг. 18.1.

Ллитслдноспл Зояоужспир S уюх

Фш Кб.
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Рассмотрение фиг. 18 л 19 показывает, что данную формулу 
можно считать удовлетворительной только после длительности загру
жения 40—60 дней.

В дальнейшем мы попытались аналогичной зависимостью лучше 
описать экспериментальные кривые ползучести. Однако, при этом да
же для одного возраста зависимость получается такой сложной и гро
моздкой. что уже не может быль речи о получении общей формулы; 
которая охватила бы нс? возрасты бетона.

Так, например, для возраста бетона к моменту загружения 29 
дней, была получена следующая зависимость:

6„֊1Հ1֊-е Л01<' Ч [( —I. յւԱւ-ь- - 0,083^ + 33

10 б. (14)

Таким образом, в данном случае i н 3 не являются постоянными, 
з зависят от длительности загружения. Именно это и приводит к луч
шему описан ню -к-. не ри ментальных данных, чем формулой (131. Од
нако, формула 14) о։ нечист только одному возрасту.

Экспернм нтал »ше кривые н кривые соответствующие формуле 
114) приведены на фиг. 20.
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Т=“--------

Фяг. ?0.

Очевидно, формулой типа (13) можно удовлетворительно описать 
только сравнительно кратковременные опыты, при ьт.орых ко:ффм- 
циепты а и 3 можно принять постоянными.

Анализируя приведенные выше различные зависимости для опи
сания полученных экспериментальных кривых ползучести, Приходим 
к выводу, что наиболее лучшими из них являются 1(Ь н (II).

Однако, при решении определенных задач не исключена целесо
образность применения зависимое।и типа (13).

Необходимо отметить, чти приведенными здесь зависимостями не 
исчерпываются возможности получения друтх относительно более 
простых зависимостей.

Выводы

1. Возраст бетона к моменту за г. сужения т оказывает существен
ное влияние на зависимость меж iy напряжениями н деформациями 
ползучести.

2. Снизь между напряжениями и деформациями ползучести, 
вплоть до относи тельного напряжения 0,9.5. может быть выражена

двумя линейными законами.
Հ <5Относительное на пряжение — , при ко-

тором имеет место переход от первого линейного закона ко второму 
определяется возрастом бетона к.моменгх загруженля. Для 7 дней, 
это относительное напряжение с -ставляет 0.75, в остальных слу
чаях—0,6.
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3. Переход от первой во вторую область линейной ползучести 
происходит благодаря тому, что при относительном напряжении при
мерно 0,6 наступает новое состояние бетона, вследствие начала обра
зования и развития микротр£шин. Развитие микротрещин приводит 
также к деформациям бетона.

4. Сравнительно высокое относительное напряжение, при котором 
происходит переход от первой области линейной ползучести во вто
рую, в случае молодого бетона (г 7 дней), является следствием бо
лее интенсивного дальнейшею нарастания прочности бетона во вре
мени с момент3 его длительного загружения. Упрочнение бетона при
водит к быстрому падению няча; ьного высокого относительного на
пряжения и гем самым к затуханию деформаций, обусловленных 
образованием и развитием мвкротрещин.

5. При молодом бетоне, когда ' -<7 дней, по мере увеличения 
длительности загружения отклонение прямой второй области ползу
чести от прямой первой области ползучести уменьшается. Благодаря 
такой закономерности, для длительности загружения >300 дней, пер
вую область линейной ползучести можно распространить до относи
тельного напряжения 0.9—0.95.

В тех случаях, когда - 14 , ней, указанная закономерность на
рушается, и, с увеличением тлнтельности загружения, отмеченное 
выше отк. оиение увеличивается.

6. При одинаковы.՛; относ՛.; к-львых напряжениях, когда последний 
<0.6, с увеличением - ползучесть уменьшается. Если же относитель
ное напряжение >0.6, ю до месячного возраста с увеличением ՜ 
ползучесть возрастает, а после месячного возраста с дальнейшим 
увеличением т ползучесть уменьшается.

7. Первая об.шс.ь линейной ползучести бетона для х ... 7 дней 
справедлива до относительного напряжения 0,75. а для -> 7 дней—0,6.

8. Упругие и полные деформации бетона при обычных кратко
временных испытаниях, соответствующие разным возрастам при оди
наковых относительных напряжениях, незначительно отличаются друг 
от друга.

9. Связь между напряжениями и деформациями ползучести, до 
относительного напряжения 0,9—0.95, с учетом старения бетона, при 
подборе соответствующих параметров, могут быть описаны зависимо
стями теории упруго-ползучего теш

Институт математики и механики
АН Армянский ССР Поступила' 14 V 1959
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•։. II. ԿսւրապեmjuiG

FbSITbb ՄեՐԱՑՄԱՆ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅՈՒՆԸ ՍՈՂՔՒ ԴԵՖՈՐՄԱՑհԱՆԵՐհ
ԵՎ. ԼԱՐՈՏՄՆեՐՒ 1ՌՋԵՎ. Ե1ԱԾ ԱՌՆՋՈՒԹՅԱՆ Վ.ԸԱ

Ա Մ Փ II Փ II !• Ս'

եեաոնի սողքի դե ՛ի ո բմ‘ա ց իան Л ր ի և լա ր ո / մնե րի միջև եղած դծալին 
կապի օրենքը, հանդիսանա մ է դծալին սողքի տես ութ լան հիմնական նախսս 
դրբրոլեևբիբ մեկր։ 1'ицд մինչև օրս պարդված չկր այն սահմանաէին լարվա- 
ծութլունը, որի դեպքում վերջանում կ դծալին սողքի տիր tn / (J ր ե սկսվում 
Լ ոչ դծավւն սողքի սւիբւււ յիքբ: ‘f'htthn |б| աշիււաոտնքում մեր կողմից ցուլց 
Լր տրված, որ հիշրսլ ռահմ անա լին լարվռւծ ա իք բււնր մեծ չափով կախված Լ 
երկարատև բեռնավորման մոմենտին համապատասխանող բետոնի հասակից!

Հոդված ում բերված են բե առնի սողքի դ եէիորմացիանեբի ե լարումների 
11 իջե եղած կապի / ք„ պե րիմենւաււ լ ‘,ե տ ա ղռ ա ու իժ րոն՚հե ր ի ա բդլունքնեբբ հաշվի 
առնելով նրա ծերացու մբ!

4ատարվւմծ են 7, II, 29, Տծ ե 185 որ հասակ ունեցող ծանր բետոնի
դլանաձե նմուշների փորձարկու Փներբ'

՜սււրսւբերական լաբու մների դեպքում է < 
երբ բետոնի հասաէլը բեռնավորման ւ

' 0,25, 0,50, 0,00, 0,75, 0,90 ե 0,95 
Փորձերի հիման վրա ւղարդված ք;, որ, 
մոմենտին 7 օրից ավե/ է, մինչև 0,00

'սււբաբերյււկտն չարռւմներբ , սողքի 
եղած կտպբ ղծաէին է> 7 օր հասակ 
րական չարվածտ ի)լան մեծ ու իք րսհւր

ղե՚իորմւսցիանևրի ե րււրւէւմների միջև 
ւռնե ցո դ բետոնի համար ալդ հա բաբե֊ 
հառնում ի 0,75: Պսէրղված Հ նաև, որ

ավելի բարձր հարաբերական լարումների դեպքում (0,00 -0,9-5) ռողբի դե֊ 
ֆոբմւռցիանև րի և լարումների միջև հղած կապը նույնպես դծ ա լին կ, մ ի ա լն 
ալն տսւրբերոլիքլամբ, որ արլ աիրու.վժում՝ հարաբերական լալս it մնեբի միև
նույն աճի դե ւղրա մ, ոոդըի ղ և էի ո ր մ ա ց ի ան և ր ի մե ժ ա. թ / աննե ր ր ավելի բարձր են։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. А. Мовсисян

К расчету анизотропной (неортотропной) 
цилиндрической оболочки вращения

В настоящей работе даются решения температурной задачи и 
задачи прочности симметрично нагруженной анизотропной цилиндри
ческой оболочки вращения, когда мате։ нал оболочки обладает ани
зотропией достаточно общего вида.

SI. Рассмо-рим цп иш 1р;'.ч скую оболочку с радиусом кривизны г 
Положение какой-либо точки оболочки будем определять безраз
мерными координатами с и Я. где $ — безразмерная длина образую

щей, т. ё. отношение истинной длины образующей к радиусу обо
лочки г, ft—нейтральный угол, гп считываемый от начальной прямо
линейной образующей. Геометрические характеристики срединной 
поверхности при атом будут: .4 = h — г, Rx= ->:՛ и А’2 г.

Считаем, что материал оболочки обладает анизотропией доста
точно общего вида, т. е. в каждой точке обо. очки имеется лишь 
одна плоскость упругой симметрии, параллельная срединной поверх
ности оболочки.

Считается, что рассматриваемая оболочка нагружена нормально 
приложенной поверхностной нагрузкой, симметричной относительно 
оса вращения, и имеет соответствующие симметричные граничные 
условия.

Ввиду полной симметрии оболочки относительно осн вращения 
(симметрия в геометрии срединной поверхности, симметрия нагрузки, 
симметрия граничных условий и симметрия упругих свойств') пола
гаем, что оболочка деформируется, оставаясь телом вращения, т. е- 
ечнтаем. что расчетные величины не зависят от параметра 0, опре
деляющего положение точки в каком-либо поперечном сечении обо
лочки.

Уравнения равновесия элемента цилиндрической оболочки имеют
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Ժ/V, 5,+S. + ^- = 0.

В уравнениях (1.1) принимается, что внешняя нагрузка имеет 
лишь одну составляющую, нормальную к срединной поверхности обо
лочки.

В
имеют

рассматриваемой 
вид |1,8|:

1 du 
Կ = — 

г մ;
1 ւՐս՝ 

X. = —---------

системе координат геометрические уравнения

Я d?

Соотношения у п ру гост и

I dv 
г ։Г.'

2 dv 
г d-

(1.2)

^•11*1 ՜է՜ Т C։e<rt.

берем в форме |2|

(Կ ~ С|2»г-V Շ,ոհ|.

֊|с1Л+сяг։ч-ад,
I —

(1.3)а

w

S, — Տյ. = .S’ = СцТ, — CMt- -t Cw«n.

h2
H. = -ւհ H = —|CH<։ + C^l.

н связи с чем niecioe уравнение равновесия *1.1 будет удовлетво
ряться приближенно.

Из (1.И —(1.3) получаем следующие уравнения равновесия в 
перемещениях:

d*u
Л1 аг

Ժ2!! 

dv

. drv 
m Հի֊-

dw
d- 

a֊> 
Jr

= 0,

d^
Կէ մ:

hZ c = о
2r= И մ;’

(1.4)

du dv /г dJv
G։։՜.. ՜Ւ .. _ Z <*։• ...մ; d՝, br մ?

Л։ г 
2г2 п մ-։

= rZ.

Как известно |L2j. систему уравнений (1.4) 
интегрированию одного разрешающего уравнения, 
точно принять

можно снести к
Для этого доста-

Ժ՝Փ /.’•
Г2т

Ժ՚՚Փ

г'=(С։|Ся ад./'*- — (1.5)
ir. 12 г- аг

«> <ад. -d.)~
а.
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В силу (1.5), тождественно удовлетворяем первым двум уравнениям 
системы (1.4), а из третьего уравнения получаем следующее диффе
ренциальное уравнение восьмого порядка, относительно искомой функ
ции Ф(£):

сРФ _ մսՓ , մ՚Փ 12 г1 „
rf? </;* dV Л=Сп1С„Свй-С?< 

где

Ո1 _ ՜՜' £ы 1^п^2о ^՞ie^i-ւ1 _ п _ 12 ^՜՜________ $_______
- ~ £и՝».' Л* (1.7)

0 = (Сиа2 - й) Cw 4- 2Cj2CmCh - С22С?6 - C։ICL

Укажем, что соотношения (1.5) удовлетворяют второму уравне
нию системы (1.4) с точностью /ւ"!ր> по сравнению с единицей.

Из (1.6), в силу последнего из уравнении (1.5). получим:

d4w . о dn֊w , 12г1 „
— 4- 2т — -4- пю == — Z. (1.8)մ;4 ժր й֊С„ 7

Общее решение уравнения (1.8) имеет вид:

ղօ = с՜ ’* (С։ siп ft; -г С. cos ft;I -I- e՞Հ(Сл sin ft; 4- cos p$) 4֊ w0, (1.9) 

где Ci(i= 1, 2, 3, 4)—постоянные интегрирования; —частное ре
шение уравнения (1.8), отвечающее грузовому члену;

а-|/Цг:® թ=յ/ճ"շ±Ջ. (1.10)

В силу (1.1), (1.2), (1.3) и (1.5 для расчетных величин полу
чаем следующие выражения:

Л = 0, (1.11)

֊— ■ С,.; ՜ С՝С- • (1.12|
г С։!СЛ. ֊ с, 12Н СпСв6-С։-б or

Հ Г ^’К‘
12Н ժր'

ճ ֊ — —— С ^12^In

6/- ՜1" Cnqe֊cfc Ա՛ —

_ /r_c __ Si__ ий։
՜12ր- П[ 6Ժ СпСм

(1.13)

(1Л4)

G։ = - ֊'։С.л -С”С’՝Я~ C’3f։в- да 
6г“ С‘иСге — Civ

հ֊
12 г-

. СПСИСЗД ^да 

6/՛“ СиСев —Cie rfr
(1.15)
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F
/7 = —

6r2
ր , О-Сев ՜՜ -------  ■՛., - w 4-----------ввсис;в-֊с?с 12г8

Д՜ с ~ А?'
бй ’“СцС^-С^ di

Л2

6/՜“ --- Cjf,

(Րս՛

d?

Л\ =

(1.16)

h2 с Г, Л!____ Й»______|л«г
12г* " I 6Ժ СПСЯ9—С?г j &Հ

у _  __ Al Հ' ^И^ЙГ (''-Հ-1Օ “Հ
տ՜ 6га м cucM-c^"dl ■

_հէ г ! _Ջ£« -]АЧ
12Ժ ”[ 6г2 CnC^-Cia j d?'

и „ ճ՚ր-Գոձյ՚՚Գ C mi% , _ճ-----------Ջճ—. — + a,
Շսր„-ժ,ր. J 12r= C„C,.,։֊C;„ d=

,f _ I  Л՜   _ d'-‘ V ի
СиСоа-С1к J 12г2 CnCAe֊C,.. dz

где в силу (1.9)

֊*՛ -Н֊(«С, ֊ ЗС.,1 sin 3= -I (SC, «C.ICOS₽;| -I-
dz

-Г e-՝ [. aC3 - &c,) sin ։3: - (aC\ t fCa) cosftj | ^-n-

11.17)

(1-18)

(1.19)-

(1.20)

(1.21)

— = ^֊^|(a2C։ 4- 2a?C3 - sin 4- (a2C. 2a£C, -S-'Cjcos 3-| 4֊ 
ԺՒ'

֊I֊ iVC, 2a'PC4 - ^C3) sin 4- (а-՚Գ ֊ 2a3Cu £sCj cos | •Ժ:’ 
(1.22)

e՜ft: К ” a'lc’ 5^c=»4 Зз^с« ՜1՜ 'sin +

I (- ^C, 4- 3a23Cj 4- За^Сг - 8лС։) cos ₽$ | 4-

4- \(^C3-3^C.t - 3^=C\ 4-p’Q sin M 4-

(a’C4 4֊ 3a*?C, - 3«32C, -?’C3) cos ?=| 4֊ ֊֊^ ’ (1.23)

Г 1\zvd՞ « —— խ-=4( aCj 4-sin ГЛ—(XI-b aC^cos?;) 4-
J Ն к*

+ t-:-[(aC։4-?Ct)sin?;4- №-&C։)cosS51) 4- (4^ (1-24)

а и b — произвольные постоянные интегрирования.
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Рассмотрим два примера.
а) Бесконечная цилиндрическая оболочка нагружена в сечении 

; - 0 силами р, равномерно распределенными по окружности этого 
сечения.

Рассмотрим чисть цилиндра правее от сечения 5 — 0. В сечении 
հ 0 имеем |3. 4. 10]

ք=«- '*.-֊1 (1.25)

Полагая С։ = Շ, -= 0 (в бесконечности все решения должны быть 
равны нулю) и удовлетворяя условиям (1.25), получим для постоян
ных интегрирования следующие значении

С, = 4֊ и С2= Л

____ Р
& С?8

6г> С„Ст —С?«

J.26)

Из I'.1.1’0—(1.24) в силу (1.26) для расчетных величин имеем

к՛ — Ае -sin 'ic.-r — cos-35
/ *

(1.27

Г I , 0> . I * У
I , Slnfc-i------COS;՜

У «

A3
12г3

ՋՀն. л +CW 1 4 r. >
’>G

sin 3:------cosf; , (1.28)
a

/r
12Н

С1ВЛ (as •• S3| e-a- [— sin 3:-------COS a;

L ? a
•1.29)

6r
С;/.и.ц —

w-—-- ------
C^-Cic

—Sin 5; •------COS^

֊С

(Լ
A8
6r-‘

A8 !6
6/'“ CjiCjiu Cjo

c.

A’
12г3

.4 (а3 {- З2) е *1Լ —-տա ------~cos 9;

спсм c1;c,u

J^՜ ■'нЛдСпЛ
«Г3 Ci/Ла֊֊ Cj;

С։:Ся-СиС„4.

(1.30)

— sin 3; -ь — COS ի: —

— Sin? 
e

1 Ct—cosp;
a.

11.31)

sin p: -t COS pc +

-f^c 1
3

I
a

a

^':/w — {■”■։։’

a
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4*
jr_
12r=

с1в
հ՜__

6Ժ C։1C.
A (a2 4

L sinj£—— cosf; ,

E a
(1.32;

ir
12г1 "

Л- Л= Z-
Л • = ՜Հ iC 

6rJ

Ճ,յ. £__________
6r2 СпСм—СЪ

1"

Ae~ Վտ1ո 3:

Д (aa -|- 3-') tf՜։՝ <• 1 sin pi J- 2 cos pc

11.33)

^uQ՝n ~ Cr,CVi

:V.. = — C„ Ճ±?Լ Лс-’ЧШ ?

■ 6Ժ СпСи-Ск, Հ
_*LC 
12г1 "

^uf-nn
6f“ 6։։Cge Сю

.4 (a- 3- >ժ՜՜:՜:ք - 4? sinpc-j 2cos8;

(1.34)

Неизвестные а и b определяются из условий, что при ; — 0; и - О, 
v = 0, тогда окончательно для и и и получим

и =

<?1շՇ,|(1 _ /1
նԳ» - с?.-, 

л-

а- -|- 3՛

12г2 СпСоп-СЪ

^յշ^յճ Հ1 I
СцС,,, Йв -Г р 

. СЦС,
12г2 С„СИ

н ~~

.4 Ն
■аЗ

I

1Л ;г л 
- С»«

я՜
sin ■<

е ’’-slnp;,

2C0S 3; 4-2 —

Sin 3: — 2cOS Յհ

—С- е 'Сг sin ?■' 
аЗ,

(1.35)

(1.36)

Е1 частном случае, когда оболочка изготовлена из ортотропного 
материала так, что главные направления упругости материала совпа
дают с координатными линиями оболочки 'CW —С^ = 0). из полу
ченных результатов получаем результаты работы |Ю|. а для оболо
чек изотропного материала — работы |3j. л

Сравнивая эти результаты замечаем, что как и в работе |5|, 
в отличие от изотропных и ортотропных когда главные направления 
упругости совпадают с координатными направлениями) оболочек, в 
общем случае анизотропии появляются внутренние усилия Տ, /Հ <V2 
и перемещение ?. Чакам образом замечаем, что, несмотря на пол
ную симметрию задачи, код действием симметричной, нормально при
ложенной нагрузки круговая цилиндрическая оболочка претерпевает 
деформации кручения и сдвига.

в) Достаточно длинная цилиндрическая оболочка шарнирно за
креплена в.торцевом сечении (; = 0 . Оболочка несет нормальное к 
срединной поверхности внешнее давление с интенсивностью q, г. е. 
Z=-q.
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В сечении ;=0 имеем следующие граничные условия: 

и = г՛ «= w = = 0. (1.37)

Частное решение уравнения (1.8) берем в виде:

а'о = ֊-’,С“>֊^ г=,’. (1.38,

Учитывая (1.9). (1.14), 1.22) и удовлетворяя последним двум ус
ловиям (1.37), для постоянных интегрирования получим (члены содер
жащие С3 и С, по тем же соображениям, что я в первом примере, 
отбрасываются):

с, ֊ а, с. = -Գ&— г,ч. (139)
Подставляя (1.38) и (1.39) в (1.10)— 1.20, имея в виду (1.21)—(1.24), 
для расчетных величин получим:

w ֊ԳԳ г-д[е -1 sin +• cos R 
a т լ и

I. 1՝ —* ճ*
е « -------- — sin [1: cos

2Հ'

+ -Հ- qC№ ^Լ=Ջ£« Ճ+2' ^«InR, (1.41) 
24 r 12 ■xi

S , _ c„ .t Л e-sin | ,42)
24r 2 aft

</Л՜ Հ. C^jC,^ - C13CM
6

a3 — Зг
sni ft: 4- cos-';

M

_ № (՝ !L £>° գգ-сs. * • ±24 ” 1.

Գ = Cx C֊^ Լ-.։1 շԼ-ճտա+ cos31 —11 -
6 Զ [ I 2a£ J J

[б՝ ՚1՜ (-uOe a' i cin
v>».> —---------- ■ ■ "1 bill до

24 6r'3 CnCen֊C:, 2
(1.44)

1 6 M <>
a2֊ Հ֊ . o.
--------— sin -f- COS

2лр

4- cx J i - — ժ-« տա
F 24 ։Ղ бНС^-Сй a? 2

1.1.45)

.Vt = C։tf q2 + ^ e |asln 3֊: 3 cos^] 4-
12 r Զ aft
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7л= г л= с?։ 1 с„си-с;։
6Ժ ад.-с?«] 2

X |յ ~Հ e~**(»Sln?i — ?«к(й). (1,46)

2r

N, = $ Си СцСа~С‘£и֊ ճ±ճ,-~ [։SIn fl? + 3 cos ?։| + 

12ր Զ ар

1 /г Affiir 1 ^*п^м ՜՜ С'' у
24 г “ 6г։ СПСМ - Ск ] У

X 11 ՝ -}*-с •- իտւոՅ։ — ?cos^|, (1.47)

„ с։х;в-с,.сж I I а9 , . ■>■ В* Ճ1 .
U r*q — <• sin з:------------- -- cospc f

'֊‘-i а: • ՝Հ I I | a J

+ ^L^l_j^’?k?l±L(e֊.i|։։ln?5 + ?C(։sf!ei ֊p)֊u 1
2 J 24 U лЛ

Ц. £»£<*ր՜.€»լճք?^;է (1.48)

rq С”С«~С«Си . J.----- 1ժ֊.մ%ճ^?ձտ։ոՅ:֊-3Հ --^cos^l +
a:4-i։ I 1 8 a J

a J 24 Ջ a^

՜ r2dz7------------£----------- rg„ (1.49)

Как и f n ■ •: из изотропного или op֊
тотропиого ։ мов величины ?. Л'. V. и и равны нулю.

3. v можно сделать вы?>од, аналогичный, выводу, сделан
ному в конце примера .а-.

2. В ра «Оте пос: о на обш.тя теория m изо троп пых оболочек 
с большим h-jk.'i J; ■ շ .и, ■ :я< ЮС..1. } ц : оч случае рассматри
ваемой JU՛. ;иче: -; .՛ О о и՛.-: , io. г .ч, что искомые велИЧ 1НЫ 
не зависят от параметра 0. получим следующее уравнение задачи:

, 1 է2ճ' п,А. »;■) ֊У + - 
г9 а. г а*

п‘Ф

Ժ;1
(2.1)

где

а' ^-||Яп»м֊в;.ийя«и

и расчетные чцчннн:
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Здесь так же 
относительно

Л=0. 1'2.3)

, , 1 d'4>
7*2 = Л2’ --------— >

г5 ժ;4
(2.4;

S = 0, (2.51

Գ = ь՝' (R ռ ճ։ . </6Փ- 12 г» Տ15) <«•' (26)

Օ՚օ = /,։ ճ-=/Տ и -й';-^ф.
(2.7)

12 г” SM " ” '“ մ;’

// = 12 г »„(SnS“ s,։) d-Հ (2.8)

-V, — ^^иВа֊ВгП)^. 
12 Г- 13w dz՛

(2.9)

jV. = (2.10)12 r Z?e/ 11 w } dV

1 (Л fi 3-r) 1 ll՜ (2.11)Se։( 11 * ' r- rf;<

и =* 1
(2.12)

rK dv

1 ժյՓ
(2-13)

366 r’ dV

!. как иi в n l, .можно получить разрешающее уравнение.
я*. Из (2.1) в силу (2.11) получим

dlw , 12Ժ Ճ 12г1
(2.14)

d& //■ ^ц((7пС^д —Cjn) 7/.՜Շո

где 2 имеет значение (1.7).
Общее решение уравнения (2.14) имеет вид:

и’֊ е 31*[C1sin а։; - C2cosa։;| тА (C.sinz,; CjCOSa^J փ M’o, (2.15)

где

4 <7
I 7

о

Из (2.3)—(2.13) в силу 
получим:

n =-------------------------------— •л- cn(cncfle—cie)
(2.11 и (2.15) для расчетных

-2.16)

величин

7՝.. = - —--------- --------խ;
r CUCM-C՝.,

;Cj sin ij; C։cosaxc|

+ &■՝ | Сл s in a-jc 4- С, cos a-j? ] w9).
7 IbntCTHH АН. серин Цни.-мд:. наук. Ջ I

2.17
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О -֊ C1։aJ J e-< ICz sin a։c — Cj cos x,:| 
6r*՜

1
2a. 7/r Г (2.18)

Л* <• 2
Շ..Հ«է* 

6r2 ՜ '
G Ie ’*4C.. sin ax: C։cosar-| 4-

4֊ ee«*’| —C։sin*։c - -C4cosa։;| 4
J Л'о I
2ai < •' •2.19)

H=՞
6r2

4- e’*| C։sin a։‘ C3 cos a*| - ֊Կ֊
2ai dz~

(2.20)

N, = c,^;
Շր3

| e C՛11( С, C.,) sin XjS ֊I• (C, 4֊ Cs) COS |

-4 ё"«4 - (C, c.։) sin a^ 4- (Գ֊ Cj cosa^l 4֊ ֊֊ 4
2a։

(2.21) 
d? !

A'e = Հ Շ’յ„Հ Ь-В‘Ч( C։ ֊ C) sin a,; (C, 4>ՇՀ) COSaiEl + 
6rJ I

4-^1 (Գ4-Գ) տհւ*։;4-(Գ- CJcosa^l + — . (2.22)
2a։ dZ3 I

“ = V՜ I* *՝՝l< c’ + c->sln ՜ <c’ + cos+(-1Асп— ‘'H5

4- <-,Դ-|(C,։ -i Сл: sin a։; 4 (C< ~ Գ COSe^j J 4-

՛ г ֊ C Ր
Дб

j u։0^4 «.
(2.23)

,U7= c c CA J_{e .1փ֊.շ; + Գ)տ1ՈՅւ> (c։4-C2)cosa1?14- 

c։i՝*w — c։e

6^[(C. I C։)Sina^+ (Գ- C\)cos«։:|! 4֊

•„Q.,֊ CX2C„ 

— £16
( I^d- b. (2.24)

Приведем ранее рассмотренные примеры.
а) Бесконечная цилиндрическая оболочка нагружена в сечении 

հ — 0 силами р, равномерно распределенными по окружности »гого 
сечения.

Поступая так. как ив н I. для постоянных интегрирования по
лучим:



К расчету ;.н изотропной цилиндрической оболочки вращения 99

Сх = СЛ=С— Зг- /’֊ 
2/г ՇՈՀ

(2.25)

Подстановка (2.25) в (2.171—(2.24 дает следующие выражения дли 
расчетных величин:

3/$ л
к.՛ — п —с՜’5 [sin а։; -։- cos ял;|.

2h“ С։iai
(2.26)

Т. = — ---------—------ ------ —г t։—,'^sin ял; ֊Ւ со$ял£|. {2.271
2/f C։։CW - Cio Cna?

6\ = — r •— e -S‘’’|sina։§ — COSO,։) ։ (2.28)
4 a,

G~ — —- - —2— e-n«:-|sin <Xj$ — cos a։?j. (2.29)
4 Cna։

/7 = —--‘-"ՃԼ e “p(sin a,; — cos a։;|, 
4 rna։

(2.30)

.Vj = — ֊— £-’«‘cos a։:, 
2

(2 31)

X. — ։-“ - r~U։’COsa։;,
’-u -

(2.32)

3r3 p CinCM Շ’յ$ՇՀ , з: c .,
n -- -------—7 - - —------- -------^~֊ e՜’1՝ cos a,c — 1 .

շ/? C1։I; cuc։։-c;s
(2.33)

1» =----- ֊. -n ֊ո ’֊.Հ" r-’-cosa.: — 1 .
2AsC„a} C„C..-Ci,.

(2.34)

в: Полубесконечная цилиндрическая оболочка в торцевом сече
нии (* = 0’ шапинрно закреплена. Оболочка несет нормальное к сре
динной поверхности внешнее давление Z = — q. Как и в п°1, частное 
решение уравнения (2.14) берем в виде (1.38 .

Удовлетворяя условиям (1.37՛. для постоянных интегрирования» 
получим:

С։ =■=(), С..= ԳԳմԼւՋէ г--7. (2.35)

Для расчетных величии получаем следующие выражения:

в՛ _ г..(/ [ժ-..;€օտ։ւ5 _ ! |. (г.Зв)

72 — — rq խ՜"՛ cos— 11, (2.37)

О, = _ ^֊..-sin^ (2.38\
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О. - - Л- ՋՃՋՃՃ . Ջ 4Հէ, • ֊ si„ 
б й ՚ 

(2.39)

/7 — — C„lC„CM-Ct6) 
6 a '

\,ր_ Ճ '';«(C11q»-C‘«'?.{e->-4cos»,: Sind,-I. 2.41)

— շձ«<ԳՏ« 6iL ’-jcosd,; - sm«,5|. 2.42)

6r Q

it 1 2a։c|, (2.43)

_/-nQ-. r֊(y|t> --ն sin t։; — COS at։;l + J + 2*rl։ (2-^Й
2օյԶ

Из обоих примеров легко видеть, что для оболочек из орто
тропного и изотропного материалов, получаемые расчетные величины 
совпадают с соответственными величинами п 1.

3. Сверим результаты, полученные в и՜՛ н и 2. Разрешающее 
уравнение (2.141 отличается от (1.8) членом при второй производной 
а». вследствие чего имеем *<Հ«։, exp (—*: ՛ >е.хр i—։։;) Iдля поло
жительных :), т. е. значения расчетных величин по точным форму
лам. при увеличении стремятся к нулю медленнее, чем по фор
мулам для оболочек с большим показателем изменяемости.

Основное отличие расчетных величин заключается в го.м. что в 
теории пологих оболочек сдвигающее усилие 5 вообще равно нулю, 
в то время как та же величина, определенная по точной теории, от
лична от нуля.

Приведем численное сравнение расчетных величин, получаемых 
по двум рассмотренным теориям.

Пример расчета. Для коэффициентов деформаций берем’1.

V пр;гне постоянные выражаются через коэффициенты ւ՚շ/է известным, 
образом (111.

dn =0.781 • 10 scm" кг;

= 1,531-Ю *см*1кг;

и2п — - 0,758-10՜ см- кг;

Д։2 = 0,00В 10՜ *см*(кг; 

ам — — 0.54110 '< лг 'кг; 

uw 2.575• 10 'ем кг.

Рассматриваются два случая отношений толщины оболочки Л к ра

диусу кривизны, а именно hr —» —•

В таблицах 1 и 2 приводятся значения -wp՜' ■ Լ0'' и тег ^Г'Ю* 
соответственно для примеров „а" и „в*. V
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Таблица 1

0.00 0.25 О.50 1.00 формул

h » 25.795 15.734 1.232 -1.093 11.27)

г
я» _

10 25.681 15.672 4,265 1,041 (2.26)
26.432 15,739 3.696 -1.037 (1.27)

>1 1 287,360 28.693 —9.417 0.201 (1.27!

г 50 287.120 28.821 —9.400 0.203 12.26)
301.020 22.672 м.345 0.114 (1.27)

Таблица 2

1
0.25 | 0.50 1.00 ЛЬМ 

формул

Л 1
-10,92б| 15.658 15,837 <1.401

г 10 — 10,888 15.613
1! .2») -15.801

-15.832
-15.733

12.361 
(1.40

h I -8О,О96| -78.021 -76.533 11.40)

г 50 -80.068 • -77.576
—80.677՛ ֊77.606

-76.532
-76.550

(2.36.
(1.40)

В первых строках таблиц. для каждого отношения —• помеще- 
г

ны значения, рассчитанные по формулам (1.27 и (1 10,. во вторых
ло формулам (2.26) и (2.36 и в третьих рассчитанные для ортотроп
ной оболочки.

В таблице 3 приводятся значения GJr'p՜ для первого примера, 
где. как и в таблицах 1 и 2. в первой строке помещены значения, 
рассчитанные по формулам (1.30 , а во второй—по (2.28).

Таблица i

Е 0.00 0.25 0.50 1.00 №№ 
формул

Л eJl_ 0.740 -0.029 —0,154 -0.019 (1.30)
г 10 0.746 -0.024 -0.154 -0.020 (2.28)

А _ ! 1.661 -0.321 -0.009 0.000 11.30)
г 50 1.666 -0.320 -о.он» 0,000 (2.28)

Из приведенных таблиц видно. что величины, рассчитанные пи 
формулам для пологих оболочек, незначительно отличаются от вели
чин. вычисленных по точным формулам В сечении « = О, что и важно, 
расчетные величины, подсчитанные по шум теориям, отличаются 
примерно на 0.5 °0,
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Как видно из п . I. для ортотропного материала а больше, чем 
для анизотропного, поэтому величины с множителями ехр(—а£) стре
мятся к нулю быстрее для ортотропного материала, чем для анизо
тропного. т. е. зона затухания краевого эффекта меньше для оболо
чек из ортотропного материала, чем для оболочек из анизотропного 
материала. Это же подтверждается и численными примерами.

4. Пусть рассматриваемая выше оболочка подвергается действию 
температуры. Тогда обобщенный закон Гука для материала, имеющего 
плоскость упругой симметрии, параллельную срединной поверхности 
оболочки, имеет следующий вид |12]

е :. = «ած-+Պյ°*4֊ Պ.։Հ- : V-

t’M= «-л<• ‘ ^2П”:-5֊г V.

c.v = а.,& 4֊ <Նյ3.-4- 4֊
(4.1)

Y«x = փ d X аи/,

= ^Յն՜6.- ^35xl- I

ն ~ dje- 4՜ h ^.y<cz ՜֊ d6e'q6 4՜ г1։_7.

где ^ — коэффициенты температурного расширения, а։/ коэффи
циенты температурного сдвига.

В силу гипотезы недеформируемых нормалей из 14.1) получим: 

Պ = Вие^\ 4- /?t2ew4- В^л — Հ։է,

3<i= — В»,е& Ь — ՏԶր. (4.2)

-:0 ~ 4- B^v, — Вм-'-я —

где коэффициенты Biti через «/д. выражаются известным образом [11|, 
а через 3։. 32 и £։2 обозначены следующие выражения [13J:

/1 - ^117| 4՜ Ву.Ъ> т ^16ЛХ2«

% = 4֊ &8«ճ 4- вмаД2, (4.3'

Г'12 = ^юа1 4՜ ^se*՞ 4՜ ^<ирЧз։
Представим / в виде [13, 14| է --- /, փ i.,, где 1Л нечетная функ

ция о։ координаты г. а Л. - четная, тогда в силу 4.2) для усилии 
н моментов получим [13|.

/ յ ֊ С„£։ 4՜ ^I2?'j4-Gr,։" — ?։^/-

՜/լ. = С„г։ 4֊ Շ՚յյշէյյ 4 Cfi<0— ъ..тг,

S = 4-C;m?2 4՜ £(ТЛ°‘

где
>լ
,2

г, J-Мг, 

հ 
i

Gt = Щ1 *14- Dvy... 4- DMr 14- ?tAf,.

ՕՀ = |/9,4֊ D:y.-\-D.Mr\. (4.4 

/7 = ^\ՀՀ\ ^շՀՀշ r

ծ
ЛЪ= (\ztZc. (4.5)

л
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Подставляя (4.4) в (1.1). получим следующую систему диффе 
ренциальных уравнений в перемещениях:

(Րս 
d--

d'֊v 
~d?

. dv 
dr

d*u d՝v dw h* r d*w Q dTt dMt
Cjfl ... — Գ« ,.V - - To - Рмг — -f- —77՜՝ (4.6)

d\- d& dz 12 r- de dz dz 

du . dv h" r d3v ՞ fr d'-w 
и dz ~ * dz б7= 16 dz3 ՜ к™~ 12r* " rf'* 

••V b r , о d3Mf 
= —r/.—farh+h -

Уравнения (4.61 отличаются от (1.4) лишь правыми частями. 
Из первых двух уравнений системы (4.6) имеем

du 1 | Г. ռ ՞ ՞ Л‘ г-- d'՝w
,, Ր Հ. Հ.2 Ա^ւտ4« Գօ^յտ)^- I՜Ճհ СпСпв— Сю I. I2r- az

1 ! ^-<1Ծ/յ ^18?1շ) , Г ՚̂ (4.7)

~ r r 7^|^и^м K' — 
«С CnCen—Gif. I 

• •» /•» »
— . ^՜ւ/Հւ» .... -I- (Ц1/Г.՛—^ie?i)r 64-?мСпЛ1г 4-— Clea • (4.8)

12r • մր I

где a n b постоянные интегрирования, которые определяются из гра
ничных условий.

Подставляя (4.7) и (4.3) в последнее уравнение (4.6), получим 
следующее дифференциальное уравнение относительно нормального 
перемещения

d'w , n d-w . 12г* „ , , .... .
4- 2т 4- л й- —-------- /. 4 PTt-\- RM t ■1

L։։( ^16'

d^ di" frCtl

E*Ll (4.9)
dz֊ dir

где наряду с (1.7) введены следующие обозначения:

Р г. Հ ('ւ<Հ-.ճ№ւ ' ^Гб) i>2 4՜

+ (С„СИ -C։,.C1S)8,.|.

= ASC (C Շ^՜ Ժ SCuCst~СкС1Л



104 Л. Л. Мовсисян

А2С։։\ 6г2 СпС^-С^

д _ .1~ր *£\շ^08 ^н?Оа 
Л'”С։։ CuCee — Cfe

fi — 1 ՜ Г՜ ^12^ 16 .

Л2С„ cncert-c?r.
Как и в предыдущих параграфах, решение уравнения (4.7 можно 
представить в следующем виде:

«/ = е?֊’՝'(С։ sin р: ; С,cos &;| -f- е' |Сл sin 9; 4֊ С< cos р$| 4- w0. (4.10) 

где а, 3 имеют значения (1.10), а &•„— частное решение, отвечающее 
правой части уравнения (4.9|.

Граничные условия формулируются так, как обычно.
Для иллюстрации хода определения постоянных интегрирования, 

рассмотрим следующую задачу.
Длинная оболочка жестко прикреплена на обоих концах, т. е.

имеем
(7'U? Г. 4 11

и — V ֊ к՛ -----= 0 при : — О и ;------ (4.11»
d- г

На оболочку действует постоянная по толщине температура, задан
ная в виде i — tQe -, где /0— температура нулевого сечения, а «» по
стоянное число. Для определенности примем, что <•> не совпадает с 
корнями характеристического уравнения (4.10).

Как следует из '4.5)

Tt= ht.e^, (4.12)

Частное решение, отвечающее (4.12). имеет вид

Р 4֊ urZ: 

со4 4- 2wi’>՜ 4 л
htoe 4- — а 4- ֊ Ь. 

п ռ
(4-13)

Из (4.7), (4.8), (4.10) и (4.13), удовлетворяя условиям (4.11), 
для определения постоянных интегрирования получим следующую 
систему уравнений:

а 4- —— А/о4- — л 4- — ծ = 0.
<n4-{- 2/«w‘J4- п п п 

р _1_ ш2/?
ЗС. — аС.> — и> — — ht0 = 0.

о'1 -|- 2m.«)a-r п

СКСЯ - С,а,, зс. + «Գ _ А+ o>-F. ht„

Հ <»։+2m<»4« ՛»

__ Q

°՜՝
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Р սրճ Л է оЛ'ЧЧ։
CiiGe —

С։2С։в ?С։ 4- аС
а2 -4 2*

СпСвз — Сн֊

и/։4 2/ичг‘4 ,l w

0.
и>

Գ Е а 4 - b = 0.
Ո Ո

«Գ 4- ХЛ ՜ 0.

4 рС, / , В . I 
4 — b — 4

г п г

^*тгС<к. -л/'»
СпС(;к-С[6 | а2-

Ւ------ — а

'2

+ Аа 
п

Ь 4 а' = 0,

где а' 
(4.7) и

В

11^20 ' ^-12^'16

। ________^11________

«Գ4?Գ . Д Ճ
а24?г п г

^н^йи — ^Тб г
С16

ւլ I 
п г

֊ с ք /Հ = 
^nGio — ^։с» г

0.

и Ь' постоянные, которые появляются при интегрировании 
(4.8).
заключение возвратимся к коэффициентам температурного

расширения и температурного сдвига.
Если оболочка изготовлена из ортотропного материала

одно из главных направлений упругости 
из координатных линий (фиг. Г. для 
коэффициентов •?.„ а2 и а1= получим:

Oj a^cos*’?-Ь a^sin^?’

а2 — afsin-cp 4 ajeos2®. յ'4.19

«ւշ = (а? ֊ a?) sin 2®,

составляет угол ®
так, что 
с одной

где через а'-' и а£ обозначены коэффи

циенты температурного расширения для 
тропного материала.

Фиг. I.

главных направлений орто-

Считаю своим долгом выразить благодарность С. А. Амбарцу
мяну за руководство настоящей и (5J работами.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 1111 1959

/
г
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i.. ։։..

ՊՏՏՄԱՆ ԱՆհՋՈ՜ՏՐՈՊ ( ՈՋ ՕՐԹՈՏՐՈՊ) ԳԼԱՆԱՅԻՆ ք>ՍՂԱՆ₽հ ՃԱՏՎ-ԱՐԿՄԱՆ ՄԱՍԻՆ
Ա Մ «I» Ո Փ П Ի IT

1ԼջիէՈէ1էւո t թլան աոաջին մասում տրվում Է անիզոտրոպ, чիմե արիկ 
րեււնավո րվաձ պտտման դլէոնալին թազանթի լումա մ ր:

են թ“՚դրվա մ Լ, որ պլանի նրոիժր ենթարկվել մ Լ Հակի րնպհանրապա<) 
որենրին ե ամեն մի կետում անի աոուձպտկան ււիմետրիտլի մեկ հար թու իմ լուն, 
որը էլա պա\եո Լ միջին մ տկերե ալիքին:

Խնդրի սիմետրիկա թ ւանիլյ ի ե րկրա չաւի ական ե ոաաաիկ ) են թ ադ րվա մ 
է, որ թ տպան թր պե !իսրմւոցիալի ենթարկվւււմ է մնալով ոլտաման թաղանթ, 
որի հեսէևանրով րորւր հու ջ։իո րկա քին մ ե մ ա իք րււննե րը միտլն մեկ կոո րդիէ- 
նատի վ> անկէքիա են դաոնա մ: Խնդրի լա Л ա մ ր բերվում Լ նորմալ աե պափո - 
իոո.թլան նկատմամբ (ՆՏվ պ ի!իե րենպ իա լ հավասարման րո ծմանը: Դիտարկ֊ 
վամ Էն երկու իւնդիրներ, որոնպիէյ մ տոնավոր դեպրերա.մ nnnn րվա մ են ].՛/] 
և | /0] արպ լանրներր:

1Լջիւատա.իմրէէն երկրորդ մասում պիաարկվում են նու/ն խնդիրները եէ 
նե/ով էիորր կորա իք լան թաղանիքների |2| դրվտծրիցՏ Ալստեղ, ի տարրե- 
րուիք լան աոաջինի, ոտհըի Տ &/"/(' ր՛1 լորովին րաէյտկարոմ է, իսկ թվա լին 
հաչիվհերր դա յդ են տաքիո, որ երկու դեպրերամ էլ հա՛ջ վարկալին ։/ եծ ա թ/ուն- 
ներր կարեոր կտրվածքներում ջաւո րչով են տարրերվում:

"ք՚ն՚էւա րկվամ Լ նաե նալն ան իպոտ րո պ թաղանթի ջե րմ tn լին >1 եկ թնդիր։ 
որր րե րէիո մ ք, (4.0/ ՜. ա վաи արմանր !

'Լերջում, էորվում են ջերմալին ընդարձոէկման ե ջերմալին
ոահրի դործտկիրների ձե աւիոիւո։ թլան րանաձևերը, երր նրո թր որթոտրոսւ 
Է, որի աոաձւլակսւնութլան դքիւավոր tun ան րրնե րր կո Ո րդ ինա ա ա լին սւոանււր֊ 
ների հետ անկրոն են կազմում:
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ФИЗИКА

А. Г. Дйдаян, Г. В. Бадалян

Магнитный спектрометр Алиханяна-Алиханова 
с двумя большими камерами Вильсона

Введение

Одним из основных методов исследования космических лучей 
является мегот магнитного масс-спектрометра Алнханяна-Алихано
ва |11.

Обладая рядом существенных преимуществ перед другими ме
тодами (большая разрешающая способность по измерению импульса, 
определение знака заряда частиц и г. л.), магнитный масс-спектро
метр стал рабочей установкой в ряде лаборатории по изучению кос
мических лучей, в частности на высокогорной Арагацской станции 
Физического института АН Армянской ССР [2, 3. 4]. За последние 
10 15 лет с помощью этого прибора достигнуты большие успехи -в 
области физики космических лучей, как например, изучение спектра 
масс частиц, энергетические распределения космического излучения, 
взаимодействие частиц высоких энергий с веществом и т. д. За этот 
период магнитный масс-спектрометр претерпевал много конструктив
ных изменений а усовершенствований, благодаря чему область при
менения его значительно расширилась.

Для надежной индентификзиин частицы необходимо, наряду с 
импульсом, иметь точное значение ее пробега. Однако с помощью 
г:одоскопнческо-у ла вливающего устройства не всегда возможно точ
ное Определение характера остановки частиц, а следовательно и 
пробега.

Существенным дополнением к магнитному масс-спектрометру 
оказался пропорциональный счетчик, впервые примененный Алиханя- 
ном. Харитоновым и Марикином |5, 6|. Измерение ионизации давало 
возможность определить массу частицы независимым от пробега спо
собом । ионизацня-имлульс).

В 1953 г. в лаборатории .Большой Электромагнит* Арагацской 
станции годоскопическо улавливающее устройство под магнитным по
лем было заменено большой прямоугольной камерон Вильсона |7, 8. 
9]. Тем самым существенно был улучшен отбор ионизационных ос
тановок заряженных космических частиц в пластинках камеры.
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В Г9о4 г. в этой же лаборатории нал установкой была постав
лена вторая камера Вильсона |10j.

Новый прибор, .магнитным спектрометр е 1вумя камерами Виль
сона позволял не только идентифицировать частицу, исследовать 
характер ее остановки в пластинах нижней камеры и последующее 
поведение, но и получить сведения о том, откуда взялась частица, 
пришла ли она извне или же образовалась в результате какого-то 
процесса в веществе верхней камеры.

Непрерывная экспул а. алия нового прибора в последующие годы 
дала ряд сведении относительно существования и происхождения 
частиц с массой 500 -600 т,-, о механизме генерации частиц в ве
ществе верхней камеры и т. д.

В настоящей статье дается краткое описание нового прибора, 
его особенностей и общая эффективность. На фиг. 1 приведен раз

Фнг. 1. Общий нил установки.

доскопической системы счетчиков 
поле [2, 9].

рез прибора в Ջ-х взаимнонерпен- 
ди к ул я рны х проекциях.

Основными узлами прибора 
явля ются:

а) собственно магнитный 
спектрометр;

б) нижняя камера Вильсона 
(Н. К.);

я) верхняя камера Вильсона 
(В. К,);

г) электронные схемы управ
ления.

1. Магнитный спектрометр

Магнитный спектрометр боль 
пюн разрешакщей силы служи i 
для измерения импульсов заря 
жеиных космических частиц. Он 
состоит из большого электромаг
нита, создающего в межполюсном 
пространстве размерами I00X30X 
Х12 см однородное магнитное 
поле вплоть до 1.000 эрст, и го- 

(„телескоп- . расположенной в этом

2. Нижняя камера

По выходе из магнитного поля частица попадает в расположен
ную вплотную под полюсами магнита большую прямоугольную ка
меру Вильсона размерами 620x280X180 .«услужающую для наблю-
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дения остановок и взаимодействий заряженных частиц я пластинах 
внутри камеры. Прямоугольная форма в большой объем (более 30 л) 
камеры позволяют лучше охватывать телесный угол, вырезаемый те
лескопом. Камера пневматического типа с двухсторонним расшире
нием. сконструирована и построена в ФПАН СССР Дайоном и Фе
доровым |8. IIJ.

3. Верхняя камера

До входя н магнитный спектрометр частица проходи г через верх
нюю прямоугольную камеру Вильсона таких же размеров как я ниж 
няя. Эта камера конструктивно почти точно повторяет нижнюю камеру
;фиг. 2). В отличие от ниж
ней, в верхней камере в каж
дой расширительной головке 
подвижные решетки (переме
щением которых достигается 
увеличение или уменьшение 
хода резиновой диафрагмы, а 
соответственно и степени рас
ширения) двигаются самостоя
тельно. независимо друг от 
друга, в то время как в слу
чае нижней камеры эти ре
шетки сцеплены друг с дру
гом передающим валиком, про
ходящим пол камерой. Кор
пус камеры изготовлен в ФИ АН 

’Իա՛, 2. Opnuii։ ни ։ верхней 
камеры Вильсона.

СССР, а все остальные узлы в Пре:
вайе, причем сборка вспомогательных блоков, а также окончив льная 
наладка и введение в действие камеры произведены ФИЛИ Армян
ской ССР авторами, при участии II. В Шостакович.

В рабочей области камеры крышка и дно имеют толщину -1.0/д' 
(латунь), а внутри рабочего объема установлены 5 свинцовых пла
стин толщиной I ем каждая Камера наполняется аргоном до из
быточного давления 2 агпм и рабочей смесью 25 30 елг1 (75% эти
лового спир։.։ . 25% дистилировапной воды). Оптимальный режим 
работы камеры достигается при степени расширения ~ 1,00. при .-.‘м- 
пературзх: окружающей среды 24°±Г, термостатированной коды 
(охлаждающе;; торцевые части рабочего объема камеры): 19

Освещение камеры производится аналогичным Н. К образом 
„на просвет" гвум.я импульсными лампа.мн ИПК-6.00 11110500, 
11ФГ1-500 , через которые разряжаются заряженные до — 3.5 кч 
Конденсаторы емкостью каждый по — 100 pF. Фотографирование про
изводится стереоскопическим фотоаппаратом с объективами .Юип- 
тер-3" и базой 80 мм на расстоянии <35 см oi центра камеры.
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На фигуре 3 приведен снимок, полученный на верхней ка 
мере.

Фиг. 3, Случаи генерлпш։ часпн- в ялерных росте.. еннях л 
иягстинах верхней камеры.

4. Управление системой. Работа прибора

Но назначению всю электронную систему можно разбить на ряд 
блоков:

а) блок выделения совпадений и анчнсовпадений:
б) блок управления телескопом:
в) блок управления нижней камерой:
г) блок управления верхней камерон;
д| схема блокировки.
Все схемы в основном состоя! из стандартных узлов и сущест

венно не отличаются от схем, уже описанных в литературе |3, 9. 
12|.

Схема блокировки обеспечивает „выжидание- установки за мерт
вое время камер (~1 мин .

Загорания неоновых лампочек телескопа и следы заряженных 
частиц н камерах Вильсона фотографируются отдельными фотоаппара
тами па кинопленке.

Далее производится отбор кадров и их предварительная обра
ботка. заключавшаяся в «сшивании- следов частицы и спектрометре 
и камерах, определение ее импульса и пробега |в случае ионозацион- 
нон остановки) и идентификация по ним массы покоя |9. 10] Точ
ность измерений существенным образом зависит от геометрических 
параметров установки и энергии частиц. Подробно об -тих вопросах 
см. |3, 4. 9. 16].
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5. Светосила

При физической обработке спггистичсского материала большое 
значение имеет учет поправки на светосилу т. е. на вероятность реги
страции частиц. Пренебрежение этим фактором может привести, под
час, к большим искажениям при физической интерпретации результа
тов эксперимента. Ряд методов расчета светосилы применительно к 
магнитным спектрометрам, описывался в литературе |3, 13, 14). При 
новой конструкции нашего прибора постановка задачи светосилы не
сколько иная, а именно- определяется вероятность регистрации пол
ных траекторий, г. е. траекторий частиц, которые не только регистри
ровались в телескопе, но и имеют полный след в освещенных обла
стях Н. К. и В. К. В работе (15| приведен удобный графоаналити
ческий способ расчета светосилы для нашего прибора. Расчеты при
водят к следующим выводам:

а) светосила существенно зависит от импульса частицы, умень
шаясь с уменьшением импульса,

6.1 сильно влияет на светосилу место остановки и место появле
ния частицы соответственно в рабочих объемах II. К. и В. К.

в) влияние углового распределения на светосилу частиц, падаю
щих на телескоп, при больших импульсах несущественно и стано
вится значительным при малых импульсах.

Для более подробного ознакомления с методикой расчета и кри
выми. отсылаем читателя к вышеупомянутой работе |15].

6. Соображения но выбору оптимального магнитного ноля

Пусть нас интересует определенный интервал импульсов -V?, 
причем р средний импульс этого интервала. Согласно известной 
формуле

/> = 300 Яр. (1)

Тогда очевидно, что при заданном р поле /7 и радиус траектории 
частицы р взаимно определяются друг другом. Однако с величиной 
радиуса противоположным друг другу образом связаны две важные 
характеристики:

а) точность измерения импульса
б| вероятность регистрации («светосила") (о) (см. § 5).
В поисках компромисса, введем новую функцию в виде произ

ведения вышеуказанных величин:

Пр) = Г(р).1Г(р) (2)

(последнюю, не совсем удачно, можно называть «эффективным" раз
решением). Тогда задача сводится к отысканию того оптимального 
значения радиуса *>0, при котором нововведенная функция будет иметь 
максимум.
$ Известие АН. серия фнз.-млт, ипук. № է
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Из анализа ошибок измерения импульса известно |4]

Т=-- (3)

тогда как функция вероятности регистрации IV՜ (р; дается в виде 
графика. Подставляя (3) в (2) и приравнивая производную функции 
Л(?) нулю, получим

(Ро) (4.։
Ро

Решая уравнение (4) графически, .мы находим ?0, а через него 
согласно 11 • определяем искомое /Հ>ո,..

В одной серии измерении |Ю] нас интересовала наиболее эффек
тивная регистрация части с массой 500—600 лчг. В этом случае ин
тервал импульсов ձ/д предопределялся интервалом пробегов в ниж
ней камере, где данные частицы останавливаются ионизационным 
образом. Средний импульс этого интервала р -2.5* 10* эв-с. На фиг. 4

Фиг. 4 К определению оптимального магнитного поли.

дано графическое решение уравнения (4; для вашего прибора, при
чем за VV’(p) взята кривая светосилы, соответствующей остановкам 
частиц в серединной области рабочего объема Н. К. .см. § 5). Вы
числение дает р0— 189 с.ч. отсюда, согласно (I . /У111|Т 4400 эрст.
Было выбрано /7 = -1500 эрст.

1. Экспериментальная проверка эффективности установки

При помощи установки, описание которой приведено выше, про
изводилась регистрация траекторий большого числа частиц космиче
ского излучения, испытавших остановку в 11. К՜..
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Все частицы, зарегистрированные гякп.՝: образом, просматрива
лись по верхней камере, г. е. до входа в магнитный спектромер. При 
этом оказалось, что многие траектории прослеживаю։ ся от крышки 
ло дна и с вычетом случаев генерации н крышке принадлежат ча
стицам, идущим из воздуха. Ряд траекторий берет свое начало в 
пластинах камеры (например из заезды) — но случаи локальной ге
нерации (фиг. 3). Имеются также траектории, которые выхолят из 
неосвещенных зон камеры, или же благодаря различным деффктам 
снимка туман, пустой кадр, наложение кадров, \ ход частииы в стекло 
и т. л 1 не могу՛, быть идеи ифицироняпы ио верхней камере.

Для однозначного вывода важно, чтобы след в В. և՜, можно 
было проследить ло крышки камеры см. о светосиле р5|). Таким 
образом зарегистрированные по II. և՜, частицы не нее։ да (в основном 
из-за боковых неосвещенных зон) имеют след в В. К., причем эф
фективность но В. К. существенно зависит от пмпу.ьса час: и цы: она 
значительна для тяжелых частиц л очень мала для „мягких” мезо
нов. большинство которых выходит из торцешых частей Р>. К. и сна
чала неизбежно проходит через неосвещенные области.

Мы рассмотрели эффективное։ь прохождения следа в освещен
ной зоне В. К. большого числа -—2000) протонов и мезонов, испи- 
зацнояио остановившихся в интервале пробегов 1,2 5.4 с.\t Pb Н. К.

В таблице 1 вместе с эксиерименпыв к» полученными цифрами 
приведены ожидаемые эффектшшостн, определенные на основании 
раёчегон светосил։.՛.

Чиб.тци !

Тип ‘idCTiiHi.j
Р.н-чстп.ш эф-

•регкг.>: аоси. 
ио 1?. К

Экснер меиг.чль-
I лам >ффйКТил> 
| Ноете. »и» В. К.

Легкие медины
1? 1 л) 0.21 0,22

Протоны 0.895 0.90

Если учесть также невозможность использования ряда получен
ных снимков 13. к. из-за тумана я камере и .. д.. то фактически эф
фективность по В. К. для притонов согмвпт 8Р %, п ля легких 
мезонои — 19%.

Об общей эффективное и работы нового прибора можно судить 
по ряду работ выполненных за последние годы 110, 16 Г8|. В ка
честве и длю с: рации мы при՛ леи :՛■••.՛ . е.пметвов.чнные из работы 
|10| пол; ч иные на новой устяпопке Н; фиг. 5 приведен спектр 
масс чистиц идущих из воздуха простреянжЬщих нею кишу В. К.). 
Как видно в спектре не присутствую։ - и /.-мезоны, коюры՛, вслед
ствие очень короткого времени жизни. ш пи отсутствуют в равно
весном шчок- космического нзлу н. п. 1 i;i фи•. 6 п рнведен СИСК! Р 
частиц, .цнеальнр генерированных в ядерных взаимодействиях в пла
стинах В. К. Из рисунка видно, чю в спектре прнсутс вуют -, А-.ме-
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Фиг. 5. Спектр масс идущих на воздуха чггтнп 
(без направки на светосилу).

зоны, протоны, дейтроны и т. д. но отсутствуют ц-мезоны и ча
стицы с массой 500 600 т, Этот факт говорит о том, что, повнди- 
мому, последние частицы не рождаются в ядерных взаимодействиях, 
а являются долгоживущим продуктом распада других нестабильных 
частиц.

Зак л ю ч е н и е

За период своего существования, новый прибор претерпевал ряд 
усовершенствований и дополнений. В частности Харитоновым, Баг
дасаряном и Марикином разработан и осуществлен новый 5-слойный 
пропорциональный счетчик |19|, позволяющий, параллельно с измере-
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Փա б. Спектр масс частиц, генерированных п качестве верхней кокеры 
(без попрошен на светосилу .

пнем импульса 'н пробега частили, с большой точностью измерять 
ионизацию. Однако, использованы далеко ле все возможности нового 
прибора.

В настоящее время к лаборатории разраб.։ 1ывается схема более 
рационального включения янтисовшэленнй с тем. чтобы повысить эф
фективность регистрации ядерных расщеплений высоких энергии. 
Очень существенным будет переход к 2-слоиным координатным ря
дам счетчиков. 1 также переход к большим напряженностям матнит- 
ного поля и г. д. Комплекс тих меронрия ւ ий даст возможность 
ввести в тематику физических исследований новые задачи, изучить 
ядерные взаимодействия частиц с энергией до ~ J0”w.

Авторы глубоко благодарны проф. А. II. Алпханяну, под руко
водством и при активном содействии которого была осуществлена но
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вая установка. з также И Г Шостакович и М И Дайону за цен
ную помощь при наладке ноной ап. ара. уры.

ФнтчсскиН ннсттпу т
Академии нлук АрмЛПскоА ССР Ии . .пил.՛. 25 III 1959

II.. К. Դ*աւ|Աէէ1սՈ< Վ. f*u»ijui|j։u(։

ԱԼհԽԱՆՅԱՆ-ԱԼհԽևՆՈՎ> ШШИ-ԱՆ ՍՊհԿՏՐՈԱեՏՐԸ 
ՎհԼՍՈՆհ ԵՐԿՈՒ ՍեԾ ԿԱՄԵՐԱՆԵՐԻ ZbS

Ա 1Г Փ I) Փ II I' 1Г

Հո՚ր/աձու մ նկարարյրւի,. մ /; կոսմիկական ճէԱՈԱրւյ այի!' և ր ի ո , чո . Սևпч!իր• 
ման Արա էլա ձի կալանում ւլործո՞/ նոր, կտաարև(տ,ւորձ,իսծ »/<<»/«րտւիւրո»մր' 
մագնիսական սպևկւորոմև տրր' ։/./^։«։ւԼ/» հրկու մեձ ո» գգանկյուն կամհրա՚էւև րի 
հետ մ իս>կէր1ս>ծ ։

Ար/ шпччр. րս р լունր նսւ խո րգնե ր ի նկաոէմամ ր ալն (. որ
‘•նարաէիւր Լ ijlniiLi < • ։7/к'р* / իր րավո րվաձ մ տոնիկների կանգա ո ո է է!եերր 
մագնիսական սպեկո։ րոմե ա ր /> տակ աեգաէքորված կամերս,լու.մ, այ/ե , շնոր- 
՜'»/'|/ վերևում դրված երկրորգ կամերտլի, նրտնէյ վարրր (սրինւսկ ծնոէնգր) 
մինչև մագնիս ակտն դաշտ մտնելս է

Մանրամասն նկարագրված են վերեի կամերայի կոնսւորոէ կւոիվ և Ш*՛ 
խաաանրսւ /ին տոանձնահուտկու [! րոննևրր . քննարկված Լ նոր սարքավորման 
ք ուստա մր և աւչնէ

*Լերջո» մ րերվամ են նոր ‘յՈրծիրի Լ ֆ եկաիվո t fJլո ւնր ցու-^ադրուլ մի 
շարք Էքսպե րիմենսէալ ա րրյ լո էնքն և րւ
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ФИЗИКА

Ф. Р. Арутюнян

Относительно измерения углов в камере Вильсона

При исследовании взаимодействия элементарных частиц с веще
ством, очень часто требуется знание углов, на которые отклоняются 
частицы при том или ином акте взаимодействия. Если взаимодействие 
наблюдается в пластинах вещества, расположенных внутри камеры 
Вильсона, то измерение пространственного угла является весьма кро
потливой процедурой, отнимающей очень много времени, так как 
число таких углов для отдельных задач может достигать нескольких 
десятков тысяч. Кроме того, пространственный угол может быть 
измерен с небольшой точностью и поэтому часто измеряют просто 
проекцию угла на плоскость фотографирования. Углы рассеяния в 
пластинах измеряются по фотографиям следов частиц в камере. Виль
сона и ри помощи специальных угломеров. Точность в измерении 
углов ограничивается, в основном, искажениями, связанными с ра
ботой камеры Вильсона (дпффузность следов, турбулентные завихрения 
и т. и.). Но при исследовании рассеяния, углы измеренные таким 
образом нельзя непосредственно сравнивать с теоретической кривой 
рассеяния, которая обычно выводится для проекций углов рассеяния 
на плоскость, проходящую через первоначальную траекторию*.

* На это обстоятельство обратил наше внимание М. И. Лайон.

Проекция угла на плоскость фотографирования з общем случае 
отлична от проекции угла на плоскость проходящую через первона
чальную траекторию и эти углы равны лишь в том случае, если 
траектория до акта рассеяния параллельна плоское-и фотографиро
вания.

Однако, первоначальная траектория составляет с плоскостью фо
тографирования некоторый угол ՛;, который в многонластинных ка
мерах Вильсона, если частица входит в камеру вертикально, обуслов
лен рассеянием частик в предыдущих пластинах. Это обстоятель
ство приводит к тому, что измеренный на фотографии угол оказы
вается большим, чем проекция угла на плоскость, проходящую че
рез первоначальную траекторию.

Кроме того, если частица проходит в боковой части камеры па 
достаточно большом расстоянии от оптической оси фотообъектива 
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сравнительно с расстоянием от фотообъектива до места рассеяния 
внутри камеры I, также наблюдается изменение углов рассеяния вслед
ствие неоргогонильной проекции углов i'icc-.яния па плоскость фото
графирования. Это обстоятельство приводит как к завышению; так и 
к занижению истинной проекции угла рассеяния. Рассмотрим эти два 
обстоятельства искажения углов подробнее.

Введем обозначения:
fi.— проекция угла рассеяния непосредственно измеренная на 

фотографии,
и »2 — проекции углов составляемых траекторией с нормалью 

к рассеивающей пластине при входе частицы в пластину и выходе из 
нее непосредственно, измеренные на фотографии.

Ф— ортогональная проекция угла рассеяная на плоскость фото
графирования,

Լ и с. — ортогональные проекции углов составляемых траекто
рией с нормалью к пластине при входе частицы в пластину и выходе

СО afi
faf

из нее на плоскость фотогра
фирования,

а — расстояние между пла
стинами. Остальные обозначе
ния приведены на фиг. 1, где 
изображена часть траектории 
(ас) длиной մ։ между двумя 
пластинами в горизонтальной 
плоскости (плоскость рассеи
вающей пластины) и перпен
дикулярной плоскости фото
графирования. Поскольку ժ։

1)ъ то можно принять, что

то-есть

Фиг. 1.

\налогичным образом для части траектории после рассеяния имеем
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= էյրԼ լ ьл, ձէ (16)
«л/Հ.

Определив с помощью стереокомпаратора координаты входа н выхода 
частицы из пластины, можно для каждого угла рассеяния в отдель
ности определить величину А։ — О Հ которая в зависимости от 
угла Տ |фнг. 1) может быть как положительной, таки отрицательной.

Пусть проекция траектории на плоскость перпендикулярную к 
плоскости фотографирования, составляет с последней угол а проек
цию угла рассеяния на плоскость прохо. ящую через первоначальную 
траекторию обозначим через Հ У гол \ = : а., где/ч и Хг являются 
соответственно проекциями углов Հ н с. на плоскость, проходящую 
через первоначальную траекторию. Тогда

1g = tg;։co$v, (2а i
и

1g Ն = tg^cos ;. ՚ (26)

Зная координаты точек траектория, можно определить угол հ. а еле 
довательно, и угол \ = л, л*  для каждого случая рассеяния в от
дельности. При Հ отличном от нуля, угол А всегда меньше, чем 
угол փ, то-есть \ Հ՛Հ

При исследовании рассеяния протонов, у- и г-мезонов с. помо
щью магнитного масс-спектрометра и сочетании с многон.тастиннымн 
камерами Вильсона, результаты которых изложены’в работах |1| и [2]. 
граекторнн мезоиов из-за большой кривизны их в магнитном воле 
попадают в боковые части камеры и. кроме того, рассеиваются- в 
пластинах на сравнительно большие углы, вследствие чего, для них 
имеет место указанное выше несоответствие углов. С помощью сте
реокомпаратора, для мезонов содержащих углы рассеяния 0. <Հ20°. 
зля каждого в отдельности определялись координаты точек пересе
чения граекторнн с пластинами, имея которые вычислялись Ц, հ 
и ; Затем по вышеприведенным формулам вычислялись углы փ н А

Было исследовано 187 углов рассеяния мезонов с 6С > 20Հ От
метим, что аё-тичины <։ н Լ, а следовательно и угол ?, зависят от 
юго. снимок которого из двух фотообъективов используется (различ
ные значения / тля разных фотообъективов). Углы •> для всех 187 
случаен вычислялись для одного и другого фотообъективов отдель
но. Па фиг. 2 :: 3 соотв гсгвенно приведены распределения величии 
А, — О,. — -у и А.. — ■; — А для всех углов 0-^>20' и для углов в ин
тервале О, 20 25 отдельно, причем, распределение по А։ при
водится для обоих фотообъективов вместе. Из этих распределений 
видно, что величины А։ и А2 по-видимому мало зависят от абсолют
ного значения угла рассеяния.

Из распределения по Ах видно, что А, может быть как положи
тельным, так и отрицательным. Среднее значение : А։ > положитель
ное, что указывает на го, что „невыгодная геометрия" в среднем 
приводит к завышению углов, непосредственно измеренных на фото
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графин. То обстоятельство, что траектория составляет с плоскостью 
фотографирования некий угол > приводит только к завышению из
меренных углов.

Для углов 0. 20 такое исправление каждого угли в отдель
ности является слишком громоздкой процедурой, причем неоправ
данной,, ибо точность измерении углов с помощью стереокомпаратора 
мала i~ 5"'). По-тому, для углов 0.. 20 . которые измерялись не
взирая на го. снимок которою из двух фотообъективов используется, 
систематическое завышение углов непог слети, и но измеренных нп 
фотографии — А) определялось из распре делений по А, и А, для 
углов в интервале о. 20° — 25 s (фиг. 2 и Յւ. которое равно А) - 

0.45 . На эту величину были уменьшены псе углы *).  20.

Фнт. 2. Фиг. -X

Протоны, из-за малой кривизны их траекторий в магнитном 
поле, попадают о основном в центральную ча.ть камеры и идут под 
небольшими углами ; к плоское и фотографирования из-за малых 
углов рассеяния). Поэтому, все углы рассеяния хтя протонов были 
уменьшены нп величину < А >.

Подобное исправление углов рассеяния необходимо нс только 
для используемой нами экспериментальной установки. Рассеяние ча
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стик очень часто исследуется с помощью только многопластинных 
камер Вильсона, где помимо рассеяния частиц в пластинах вышеле
жащих над исследуемой, частицы уже входят в камеру под углами 
к плоскости фотографирования, отличными от нуля. Если, кроме того, 
фотоаппарат расположен сравнительно близко к камере, то подобное 
исправление углов обязательно.

Автор выражает благодарность кандидату физико-математических 
наук М. II. Дайону за участие в обсуждении настоящей работы, а 
также 15. II. Лучкову, принявшему участие в обработке эксперимен
тальных данных.

Физически» институт
Академия наук Армянской ССР Поступила I XII 1958

։ь. Й«. 4.սււ՚ութւսւ6յահ

ՀՒԼՍՈՆՒ ԿԱՄԵՐԱՅՈՒՄ ԱՆԿՅՈհՆՆԵՐՒ ՋԱՓՍՆՆ ՄԱՍՒՆ 

Ա IT Փ II «I» II Ի II'

մասնիկների ցրւսմր րսպմաթիթեղանի 'Լիլոոնի կամե
րա լամ in unt Шчииիրհլ>էւ մա՜մանակ, լա ասնկարի ւիւա անմիջականորեն չափ
ված անկլանների ւ:լրոփկցի անե րր չի կարելի համեմատել ցրման աեւ/ական 
կորի հետ: եորկա աշխատ տիք լան մեջ մշակված է լուսանկարի վրա չափված 
անկյունների պրոյեկցիաներից դեպի ցրման կորի հետ անմիջականորեն հա
մեմատվող անկլո ւննե րր անցնելու մեթոց։
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МЕХАНИКА ГРУНТОВ

С. Р. МестямО влиянии скорости загружснпя на деформативные свойства связных грунтовИсследованиями К. .Лангера |1| установлено, что уплотнение грун он и- н;:руп:-ннон структуры в компрессионных приборах п значительной степени зависит от скорости загружснпя образцов, В. Я. Денисов [2| указывает н.ч влияние темпов^вышения да:иа*:ня  на уплотняемого» глинистых пласт. О влиянии скорости зйгружеиия на компрессионные сноп՛ гва грунтон указывает и М. Н. Голщцитёйи [3].В целях пояснения вопроса о влиянии скорости загружеипя на деформлгиниые свойства екязных грунтов пару шейной структуры, нами исследовано влияние указанного фактора и., величину полной деформации, деформация ползучести и на изменяемость модуля мгновенной ..-формации при ступенчатом игружсиин образцов г- компрессионном приборе. 11сслс.1оааны также зависимость между мгновенными деформациями напряжениями при малых значениях последних и влияние указанного выше фактора ни „сгорение*'  |4| грунтов при уплотнении их.Рассмотрим результаты экспериментального исследования влияния скоростей загружёнвя на величину полной деформации образцов при их нагружении «туконями но 0.25, 0Л 25 и 0.05 /г.-г.ч՛-’ в сутки. Образцы испытывались г ieueir. e 15 дней с доведен» м внешних уплотняющих И81рузок до 3.75, 1.875 и 0.75 ьг см ՝ сооттютеiценно.Испытания образцов проводились в приборах пашей конструкции |4|, при высоте 20 мм. днлмг гре 70 мм. Для исключения влияния не- рбйиосгей поверх нести . б{ 8зиов. все образцы предварительно уплотнялись в течение одних суток нагрузками 0.25 кг/t. Հ'. Учитывая то обстоятельство, что приращение деформации от предварительно уплотняющей нагрузки после первых суток загруження было и-значительным. мы пренебрегли его влиянием на результаты испытании образцов задан и ымн с ко ростам и.Деформации и напряжения образцов грунта перед испытанием заданными скоростями были и пняты нулевыми.Па фиг. I, 2 и 3 при.нод-in- графики кривых зависимостей между напряжениями и ноли։ ми деформациями образцов трех различных грунтон, данные об основных физпч скнх свойствах которых сведены в таблицу I Па фиг. 1 приведены схемы их загруження.
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Рассматривая графики кривых зависимостей между напряжениями и полными деформациями (фиг. 2, 3 , замечаем, что кривые, определенные испытанием образцов разными скоростями загружен»», отличаются друг от друга незначительно. Следовательно, скорость затру- женин практически не влияет на величину деформации образцов грунтов 5 57 и 7-57. Образцы грунта 4 57 веду։ себя несколько иначе. Как показывают результаты экспериментов (фиг. 11, н этом случае значения деформации образцов в некоторой степени зависят от скорости их загружен»».Влияние скорости загружен»» на процесс деформирования грунта 4 — 57 можно объяснить упрочнением грунта за счет возникновения
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гр. в т!см*Грун г 4—67 (ахтннская глина)4 Դ 9 70 1 70 40.8 41.2 93 О 18.0 0.25174-1754 2 1.79 40.8 0.125176-1774 2 1.80 40.8 0.05178-179 Грунт 5—57 (диатомитовый грунт)5 3 2,59 1.62 56.9 58.10 32.23 25.87 0.125144 Нб5 շ 1,61 56.9 0.05148-149 Грунт 7—57 (ново-швейцарская глина)7 շ 2.63 1.59 61.45 61.37 30,45 33,92 0.25192 -1951 շ 1.58 61.45 0.125194-1957 շ 1.58 61.45 0,05196- 197

-* Жпесгмм АН. Серия фнэ.-Мят. наук. X I



130 С. Р. Месчянновых (тиксотропных) связей (сцепление упрочнениякоторые н ока*  зывают влияние на ход процесса деформирования |5|.

• Опыты пыполцены нами в Институте стройматериалов и сооружений АН Армянской ССР н 1955 г.

Для выяснения влияния тиксотропного упрочнения (сцепление упрочнения; на дефор мативные свойства связных грунтов нарушенной структуры, воспользуемся графиками ползучести трех других грунтов (таблица 2) нарушенной структуры, определенными*  при их загру- жении ступенчато приложенными нагрузками по0.25, 0.5, 1.0 и 2.0 кг/см~ через 10 -32 сутки (фиг. 5, 6, 7).
Таблица 2

•У
**

мный иены- •браз- л 11реде.чы пластичности
if — ր»' - 5 £ - Տ ГЭ 3 *м — V«о Е 7 = ■Հ = ֊ =■մ֊ « =' X X 3 Ч . Տ л ни ку ст лни псп стн о Z х■՜- — О 2 2 2 а - о о О. у -г» — — - «р ил, но - п о — = =336$ 2.69 1,87 34 G 46,8 26,4 Ջ0.43371 2.69 1,77 43.6 40.4 24,1 16,331 4 2.76 1,84 34,7 -- — —•

Из приведенных на фиг. 5, 6 к 7 графиков следует, что между деформациями ползучести образцов, загруженных разными скоростями, при значении нагрузки 0.5 кг/смг, наблюдается расхождение. А именно: деформации ползучести образцов, загруженных ступенями по 0.25 кг/слг, меньше, чем деформации ползучести, которые определи-



131О влиянии скорости загружсния из дефярмлт. сьойстн.1 рунгоп и—---  ■------ —— ___  ___ ֊ — _ - . _____ — _лнсь приложением только одной ступени нагрузки 0.5 кг/см2. Что же касается более высоких значений нагрузок (1.0—2.0 хг/ли2), то в этом случае расхождение между указанными деформациями не наблюдается.Процесс деформирования образцов грунтов 3363. 3371 и 3454, загруженных скоростями 0.25, 0.5, 1.0 и 2.0 хг/с.ч2 в 10—32 сутки,' можно объяснить следующим образом. При за;ружеппи образцов ступенями по 0.25 кг{см- и длительном выдерживании их под первыми ступенями нагрузок имеет место упрочнение грунта в результате проявления новых структурных связей (сцепление упрочнения) 15]. Когда на упрочненный образец прикладывается вторая ступень нагрузки в размере 0.25 кг/см2, го в этом случае, благодаря наличию структурных связей, последние оказывают определенное влияние на процесс деформирования от данной ступени нагрузки. Влияние структурных связей проявляется в уменьшении деформации ползучести по сравнению с деформациями ползучести образцов, загруженных нагрузками 0 5 кг/см՛. Поэтому и имеет место указанное выше расхождение между конечными значениями деформации ползучести при одинаковых значениях нагрузок в размере 0.5 кг/ем2. Однако, при дальнейшем загружении образцов, после, того как напряжения увеличиваются настолько, что они в состоянии разрушить ранее образованные структурные связи, деформации образцов, загруженных разными скоростями, при одинаковых значениях нагрузок становятся равными. При загружении образцов более высокими шачениями ступеней нагрузок (0.5 кг/с.и- и более/ ввиду сравнительно небольших значений величин сил структурного сцепления и их разрушения в процессе уплотнения указанными нагрузками, они не могут повлингь на процесс деформирования грунтов и поэтому кяк величины ступеней па; рузок. гак и скорость затру жения их не оказывают влияния на конечные значения деформации [6, 7].Деформации образцов грунта 4—57 (фиг. 1) протекают в соответствии с вышеизложенными положениями, только с гоя разницей, что в данном случае не имеет места разрушение структурных связей и по-тому к рассматриваемых интерна.шх нагрузок значения деформации не выравниваются Что же касается деформирования образцов гр. 5—57 и 7—57 (фиг. 2 и 3). загруженных ио 0 25. 0.125 и 0.05 
кг/см2 в сутки, то можно сказать, что, ввиду сравнит ель. но небольшой продолжительности действия ступеней нагрузок, большой пористости (влажности) и сравнительно больших скоростей деформирования, они. за счет возникновения структурных связей, не упрочняются настолько, чтобы могли оказывать существенное влияние на ход их деформирования.Резюмируя вышеизложенное, можно отмстить, что деформат ниные свойства образцов грунта нарушенной структуры зависят как от величины ступеней нагрузок, продолжительности их действия, ток и от способности грунта к тиксотропному упрочнению.
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134 С. I’. МёсчянРассмотрим результаты экспериментального исследования изменяемости мгновенных деформаций и деформаций ползучееги образцов грунтов 4—57, 5—57 и 7—57 (таблица 1, фиг. 8, 9| при их уплотнении ступенчато-приложенными нагрузками, со скоростями 0.25, 0.125 и 0.05 яг/(?,։г в сутки. Аналогичные опыты нами проводились и рань-

э^*/л

8ps*> S $*хлФиг. 8.ше J4], однако, тогда $։и исследования были выполнены при нагружении только ступенями 0.25 кг’елг, а нагрузки ограничивались четырьмя или пятью ступенями.Из графиков кривых изменяемости мгновенных деформаций /(*)  и деформаций ползучее, и следует, что, по мере перехода от одной ступени нагрузки к другой, в результате уплотнения образцов 



 О влиянии скорости загружения на деформат, свойства грунтов 135 (.старение® имеет место постепенное уменьшение как мгновенных, так и ползучих деформаций, причем указанные выше деформа ци и, постепенно уменьшаясь, стремни н некоторой постоянной величине, а скорость уменьшения этих деформаций падает с уменьшением скоростей их загружения.Кривые изменяемости мгновенных деформаций и деформаций ползучести образцов фиг. 8. 9), независимо от скоростей их загружения, с достаточной точностью могут быть описаны выражениями (Խ и (2) теории упруго ползучего тела |8] кривые, вычисленные выражениями (I) и (.), показаны пунктирами).
/|-) = /օ1.Ջ>; (1)

' հ D*

где Со. Ир В,. /0, ASi и О0--параметры, „возраст" материала.На основании зависимое.ей (Ձ) изменяемости Мгновенных деформаций, вычислены значения модулей мгновенных деформаций по выражению (3.)
где /-’—величина ступени нагрузки в кг/см-.Критые Е г), построенное на основании выражении |3|, показаны на графиках фиг. 8.Из графиков, приведенных на фиг. 8. следует, что как мгновенные деформации, так и их модули, по мере уплотнения образцов, стремятся к некоторой постоянной величине Постоянство значений указанных выше величии наступает тог. а, когда приращения деформации уплотнения от приращения внешних нагрузок принимают такие значения, которые не вносят существенных изменений в механические свойства грунтов.Из приведенных на фиг. 8 кривых Е\-} образцов грунта 7֊ 57. также следует. что при одинаковых значениях общих деформаций, наблюдается увеличение модулей мгновенных деформаций по мерс уменьшения величин ступеней нагрузок. Причем, если значения модулей мгновенных деформаций определенных приложением ступеней 0.25 и 0.125 кг/c.ip отличаются друг от друга в порядке 10%. то в случае испытания образцов нагрузками 0.05 кг.см". расхождение между 
Е(ъ) доходит до 25%. Расхождение в значениях модулей мгновенных деформаций определенных разными значениями ступеней нагрузок, можно объяснить как точностью измерения мгновенных деформаций (0.001 мм}, так и точностью их определения. Дело в том, что при сравнительно больших скоростях деформирования образное, при приложении больших значений ступеней нагрузок (0.25, Ս. 1ւ5 кг/см-}, к
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О шшявнм скорости загрлжсяпя На лоргформзт. своВсгна грунтом 137значениям истинных величин мгновенных деформаций в некоторой степени суммируются и деферм^кии ՛.:■՛. зучес -и. Конечно, указанное обстоятельство зависит и от точности описания кривых /(•-).Аналогичное явление,только в значительно меньшей степени наблюдается и при исследовании образцов гр. 4-57 и 5 57 (фиг. 8).Наконец, рис иотрим результаты экспериментального определения зависимости между напряжениями и мгновенными деформациями.Как уже было отмечено, чем выше значения величин сжимающих нагрузок, тем меньше точность определения величин мгновенных деформаций, и наоборот. Чи бы проверить полученные, нами ранее результаты иссл։ д< вання зависим։ с н-й m жду мгнов*.  иными деформациями и напряжениями, определенных при точениях нагрузок 0.25. 0.5, 1.0 и 2 0avV«m;, были выполнены приведенные ниже эксперименты при малых значениях сжимающих нагрузок ;0.?5, 0.1-5 и 0.05 кг/смՂПа фиг. Ю приведены результаты определенен указанных вышезависимое гей образцов грунтов 4—.57 5- 57 в 7—57 нарушенной структуры (таблица 1).Для определения зависимости между мгновенными деформациями и напряжениями, как п ранее |4, 9], была использована методика параллельного испытания образцов- близнецов разными нагрузками. Чтобы устранит?! влияние неровностей поверхности образцов, перед приложением указанных вып е нагрузок нее образцы грел варите., ьно уплотнялись нагрузками 0.25 ау с ч- в течение одних суток.Из графиков кривых фиг. 10 следует, что указанная выше зависимость с достаточной точностью выражается линейной зависимостью. Этот результат еще раз полтперж- дзе.т правильное։ь полученных ранее Фиг. 10.результат՛ в. т. с. при / О,для грунтов пору;пснной структуры, закон Гука спрлведлня.Следует обратить внимание еще на то, что указанная выше линейная зависимое:։, остается в силе и для .условно мгновенных" де



138 С. P. Месчян— --- --------- 1 ■  ' ——.формаций, т. с. для деформаций, соответствующих пятой секунде после момента приложения нагрузок.Величины .модулей мгновенных деформаций, вычисленные на основании выполненных ранее |4| н приведенных здесь экспериментов (фиг, 10), сведены в таблицу 3.
Таблица 3

3363
Вв кг}см*  74

Лабораторные №№ грунтов______________3371 | 345» J 3155 1 -Հ7 2 -*>1\  4- 57 5 - 57| 7-57
87 83 87 9! 142 278 280 167Если сравнивать полученные нами значения модулей мгновенных деформаций грунтов нарушенной структуры, определенных при сжатии их в условиях отсутствия бокового расширения, с результатами опытов Н. Я. Денисова и Б. Ф. Релыова |10| посвященных определению динамического модуля сдвига G кембрийской глины нарушенной структуры (С/ = 20—60 av/c-h2), нетрудно заметить, что порядок их величин один и тот же. Действительно, если от динамического модуля сдвига G перейти к динамическому модулю упругости /?, принимая коэффициент Пуассона ц —0.5. для Е получим значения Е ■=■ 60— 180 кг[см*.

•Институт математики и механикиЛИ Армянской ССР Поступила 151111959
II. Ո-. 'ГЬимшП

ԿԱՊԱԿՑՎԱԾ ԳՐՈ1ՂՏԱՐՒ ШПГЩ18ЮЪ ZUCkfհԲ€ՐհՆՂЬГЬ 
ՎՐԱ' PblFblhUlPm ևՐևԳՈՒԹՅսՆ ԱՋԴեՑՈՒՔՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

։ւ. ։յ- փ ո փ и ի ւր

Հոդվածամ բերված են երեր տարրեր կապակցված գրսւնտների փոր֊ 
ձսւրկու 1քեերր 0,25, 0,125 և 0,05 l|q՜ մեկ օրա մ արագությամբ աստիճա
նաձև աճող րեոներով ււեղմհլիււ, երբ նմուշի կողային րնղա բձակման հնա- 
բավււ րաթրււնր րացակարոմ Լ:

Պարղված Լ, որ խախտված աորւսկտւււրա ունեցող կապակցված գրանտ֊ 
ների դեֆորմացիսն հատկտ թ յաննե րր կախված են ինչպես բեոնսւվորման 
աստիճանի մեծս) թյրսնից և սրղդման տևուրս.թյունից, այնպես I;լ գրունտի 
տիկսաորոպիկ ամրտպնղժ ան սւնակա թՀունից «

Հողվածում բերված են նաև երեր տարբեր գրունտն!)րի ակնթարթա
յին ե սողրի ղեէիորմ արիաների աս ա Hinn ч իրէս թ րոններր նրանց աստիճանա
ձև (վևրր րերւիսծ տարրեր արագա թրոններով J րեոնաւիւրերո ղեպրու/ք, ժա
մանակի րնթ ացրամ ա/ղ դե 1իո րմ ա ց իանե ր ի գրափիկնե րր ե նրանց ղրանց֊ 
ման ասն չու թ րււննե րր г
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8пцд 4 արված, пр հեղինակի կողմից п տարված ակնթար թալին մո֊ 

դա քների մ ե ժ ութ յաննե рը It [JO] աշիւատու թլան </7/յ> բերված դինամիկական 
աոաձդականութ լան մոդա.քների մեծութ րոններր միենալն կարգի ենէ

лите р;а т ураI Proceedings of the International Conference on -oil mechanics and I nundation Engieenering. 1936.2 Денисов H. Я., Строительные свойства глинистых пород и их использование в । пиротехническом строи։сльитве. Гостах нздзт, М.~-I.. 1956.3 Гольдштейн М. //., Механические свойства грунтов. Гос. изд-во литературы ио строительству и архитектуре. М., 1952.I. Месчяч С О ползучести связного грунта при сжатии к условиях невозможности бокового расширения. И.ш. АМ ЛрмССР, серия физ.-м.и на\'к, том XI, № 4. 1958.5. Денисов IJ. Я.. О природе деформация глинисуых пород. Изд. Мннречфлота. М„ 1951.6. Мее.чнн С. К вопросу о влнкнки продолжительности изгруженки ни ползучее։։, связных грунтов нарушенной структуры. ДАН АомССР. том XXIII, № 2. 1956.7 Гольдштейн М. Н., О структуре и сжимаемости грунтов. В кн. Вопросы геотехники. ТриисжОлдорлздат. М.. 1956.■S. Лрутюнян U. А՜՜.. Некоторые вопросы теории ползучести Изд. техннкотеоре- тнческон литературы. М.. 1952
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ИЗВЕСТИЯ А К А Д В МИИ НАУК АР М ЯНСКОЙ С с Р 
ձքպիկո֊մաթեմւաւ» >(р«п> 1*<Г.Ьг -Լ 1 Уо9 <1>изико-ма тематические науки

НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

М. Тер-Микаелян

К теории переходного излучения

Рассмотрим задачу о переходном излучении (Ij. т. е. излучении, 
возникающем при переходе частицы из среды с диэлектрической 
постоянной -j, в среду с диэлектрической постоянной к8.

Ось z направим вдоль скорости частицы v ~ const и примем, 
что плоскость раздела двух сред (з 0) перпендикулярна направле
нию движения частцы. Решение уравнений Максвелла:

Л
. . £լ ft" А 4т» ,, ...АД —г - , .----- €հ)ե(ր — VI).

с- ctts с
‘ , ,Խ 

д? -Հ ~ ֊ '-еЦг- vt)
с- at- sx

слева от поверхности раздела, будем искать, разлагая все величины 
в четырехкратные интегралы Фурье, например:

л А (Аш | е,Ьг-^алка^. (2)

Для нахождения электрического поли воспользуемся формулой

Е (Лю) = — Д (Ы) — /Ло (Ли>). (3)
с

Легко видеть, что решение неоднородного уравнения приводит 
к значению:

£,(&») = 41"’” -А

С’

(4)

Решение однородного уравнения мои: -.станить в виде:

£] (Лю) = £յ 'Лю)6 [ k‘— <ua )• (5)

Выражение для электрического поля справа от поверхности раз
дела получим, заменяя в (4) и (5) индекс 1 на 2.



142 М. Л. Тер’Мнкаелян

Из условий непрерывности тангенциальных (.’составляющих при 
z = 0 имеем:

рЕи(Л<о) 4֊ ձՆւԹ.))^*ր՜Խ7ժ4’ժա=^ -i֊ E^}]^r-McEkdu>.

(б)
Далее, непрерывность нормальных составляющих D приводит к 

условию при z ֊ О

յՀ (£„ (Խ) + £•;„ (*m)J -

= J е. (£,„ (Аш) + Е«п (Аш)} eltr “'d'kdv. |71

Кроме этих условий мы имеем divE-.,i = $ везде, как слева, так 
и справа от поверхности раздела:

kE\ = ktEit -\-k:E\n.
. • . (81

kE՝ = Л?£2/4- k:Ein.

Эти уравнения однозначно определяют Е\ £<•>), £3 (£«>).
Для нахождения последних, уравнения (6) и (7) проинтегрируем 

по kz. Использование дельта функции приведет к замене Հ на A.-i « = 
— р/-^շ-ч.г—/Հ՛ • >'Ле индекс 1 относится к выражениям слева от по

верхности раздела, а индекс 2—справа. Заметим, что А’-։ должно быть 
отрицательным, а /г-շ положительным (при w>0). так как волны дол
жны распространяться от поверхности раздела в левое и правое полу
пространства. При г = 0 экспонент всех выражений оказываются рав
ными, и мы имеем систему уравнений для определения полей излучения
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Соотношение |8) можно переписать:

Е\,= - (11)
Rf> lip

Из уравнений (9). 10). (11) определим /?1Я,

. iek:\ ki
- Խ 

ն “>
֊1 4-—^ H)

(12r.-vik-^ — Հ-[22}
•• ո

W А Ш-
^+*(՜ 7£1 <Ա2 , .2 «օ®՜օ 1 .. £շ■V C-

P‘ iekgikl - Հ*ւ
Ղ> <“

-1 4- — А.Ч<•> (131ր՚2!' * • է /1-V |А’.5е2 —/е*:х} wa շ օր
՜ ..~Դ----7 ԿV‘ ճ-

շ օր
;+*, ֊ — 4.չ,. շ-

Выражения 12; и (13,1 исходя из граничных условий были ранее 
получены в работе |2|. Нужно отметить, что слева от поверхности 
раздела:

Հ - 4֊ £:’| = /ժտւոտ0յ — -jSlr^Oj, 
6- ժ

(14)

где ծյ угол между направлением излучения и нормалью к пло 

Скости раздела Аналогично, в формуле (13) k?= — ?,sina0B.
с2

Таким образом слева от поверхности раздела мы имеем:

L (7.:vy֊J ik:z—i»<i dk>, dky, Ժ<ւ>. (15)

Аналогичное выражение имеет место справа от поверхности.
Найдем угловое я частотное распределения переходного излу

чения*.

“ При нахождении углового и частотного распределений актор, вначале, поль
зовался волновой функцией фотона в среде, модуль квадрат которой прямо приводит 
к формулам (2i) и (22). Однако, տ беседе с Гинзбургом В. Л. и Силиным В. П„ вы* 
«снилось, что естественнее формулировать этот вывод на классическом языке.
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Для этого вычислим поток излучения за все время пролета ча
стицы через плоскость, перпендикулярную направлению движения и 
отстоящую от поверхности раздела на растоянии z։-*eo. Задача сво- 
штся к нахождению проекции вектора Пойтпнга на нормаль к по
верхности раздела. Вычислим его значение для левого полупростран
ства :

ձ\ cos о, - — f S1 քրձ-- dxdydt. (16)
4~ J V «j

Заметим, что при S отлично от нуля только для поло
жительных и действительных л г. е. լ in прозрачной среды. Частоты, 
для которых £ о>) отрицательно или комплексно, вдоль оси z не рас
пространяются.

Подставив разложение (15) в выражение 16) получим (индексами 
1 и 2 бу гем обозначать величины, относящиеся соответственно к ле
вому и правому полупространствам)

4- — •“
SxcosOj — -р==- dkxdky —֊J2 </«). 

—« и

Учитывая, что dkxdk? = 2-/^^- 2яЛ? sin 0։ cos GjrfOp получим

dSA cos e, = --X Ւ}։ \'k- cos ս։1/2ժ«և (17)
F 4 2Հ-1,

Легко сообразить. ч»о после сокращения на cos'Jj мы получим 
излученную энергию в направлении ч։ Выражение р7 решает по
ставленную задачу. Вычислим, используя (17). 12). (11). (13), интен
сивное։ и переходного излучения dS\ и г/52.

Приведем для справок значения отдельных членов, входящих в 
112) и (13)

- ЙмЖг- (>8)
sin Օյ

J&.ji. — Л-յՏյ = I a-eosOj 4֊ V ՏյյՏ, — £*sin2% . 119;

Аналогичные выражения для правого полупространства отличаются 
перестановкой индексов 1 и 2. Приведем еще выражение для члена, 
стоящего к фигурных скобках формулы (12)

|3շ__ն);| _ г... — sin21>։ ]
•> __________ * (20)

V-10 — ?%COS26։) I I ս ք.| Հ-£,sin5'J։ 1
V

•у
здесь 3 — . Выражение в фигурных скобках формулы (13) отлн-

с
чается от (20) заменой индексов 1 и 2 и изменением знака перед ?.
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■ ՜՜ ՜ '■ ■ ■ — - — •֊ — - -.•

.Учитывая 18)—(20) и сократив на со$Л. перепишем (17 в виде

.с ԺամԶժս2տ1ո50. cos20.
«ձ =--------------------------- хո-ժտ|՝

_____________If1И1 - 3՜"5 - s>singot )____________
՚1 — fh* COS50։ I (I 4֊ ։„ -- :։ sin՜ 0, i (цCOS 0|-f- J/гд։— г{ Տ1Ո 26։ I

(21)
Полагая =։ = 1 мы получим формулу, приведенную в |1 и 2]. 

Аналогичным образом получим выражение для излученной энергии 
в правое полупространство

ifae՝v՞ s 1 ոՉ 0Ձ cos" W2 f.d — - - , x
С тс

____________ (ն - Ղ>) (1 —'?% " ,s И ~ =2 sin2 0.. ■ _ 8
(1 — 3:Հ. cos5 б„) 1 — В I «յ — го sin2 0Л I (e։ COS 0,. փ J 2ne։ — »« տ1ո՜՝Հ.

՝ (22)

При ss = 1 мы приходим к формуле, полученной в |2|.
Формулы 1.21) и (22 дают решение поставленной задачи.
Физический институт

Академии наук Армянской ССР Поступила 24 IV 1959

U*. I,. 81րր~Ս*|>ք|սյե|յւ|էհ

ԱՆՑՈՒՄԱՅՒՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՇՈՒՐՋԸ
Ա II' Փ II Փ II 1« II'

1:լհև(ով ւսշխատո ւ թլան մեջ բերված բանաձևերից, պարզ եղանա-
1րււ[ ստացված են արաահա^տու թւս/ններ' ընդհանու ր ղեպրսւմ ան ցու մ տ էին 
ճասա ղայթման ինտենսիվ"։ թրսն համար։

Л И Г Е I» А Т У 1> А

1 1'инзбург В. Л. Фринк И. М. Излучение равномерно движущегося электрона, воз
никающее при его переходе из одной среды в другую. ЖЭТФ 16. 16(1946).

2 . Гарибян Г. Л1. К теории переходного излучения ЖЭТФ 33, 1403 1957). Здесь 
же принстепы ссылки на работы других авторов.
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