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МАТЕМАТИКА

Л. Л. Талал ян

Представление произвольной измеримой 
функции рядами по функциям системы Шаудсра

Функции системы Шаудера определяются следующим образом. 
Пусть а < b и [IV7/} />2 последовательности всех рациональных 
чисел интервала (a, b\. Рассмотрим последовательность

\V2 = b. W3....... \V„...

Пусть -։ է) и •>..(/) определяются следующим образом: ?։(Ա"։ւ - 1» 
?։(^’շ1֊0 и с, է) линейна на [а, ծ|, ?2(U^5i —1 и ©«(О
линейна на [a, />|.

Для //>2 отрезок խ, ծ] точками U7։, W2,.... Ж>-| разделен 
на // — 2 частичных интервалов и пусть (IV7/, U7*) есть тот интервал 
из них, который содержит IV7,,.

Функция определяется следующим образом: ?,։ 11) 0 вне
интервала (Ա7,, Ա-Հ (включая концы этого интервала), о,. (Ա՜Հ) 1
и линейна в каждом из интервалов (ԱՀ, ԱՀՈ), (Ա>„, ԱՀ).

Известно, что система ’ft (л՜). ?2(х|,..., ?л (*)»••• является базисом 
в пространстве непрерывных функций, определенных на խ. b\. При­
чем. если ք(է) непрерывная функция, определенная на [a. Z/J, то ряд

V/i?/(f) 11)

где

Ղ = ք(^\), c2 = /(ir2)..., g = /( ահ՛,- У />շ (2) 

равномерно на խ. Л| сходится к /(/).
В настоящей работе доказывается следующая теорема.
Теорема 1. Для произвольной измеримой функции f {х}, 

определенной почти всюду на խ, ծ|փ, существует ряд

• /(.v) может рашытьсн + или —֊х на множестве положи тельном меры. 
В нанес։iioii теореме ^Меньшова о представлении измеримых функций тригонометри­
ческими рядами |1] преднолагастси, что представимая функция конечна почти всюду.
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»

•—
Л- I

который сходится к f х) почти всюду на խ, ծ|. Причем

11m сп = 0. 
П-щ

Для доказательства теоремы нужна следующая лемма.
Лемма. Пусть f[x) почти везде конечная измеримая функ­

ция, определенная почти всюду на [а, Ь\.
Для любого г > 0 и целого положительного п можно опре­

делить действительные числа а„, а-„ i,.... ат и множество 
/:<=|л։ Ь[ такие, что выполняются следующие условия

Г. < 2 «• : k п'

*2՜’. mes Е I — г 
то

.3°. | V Uk*k (х) /(х)|<£ для любого х^Е

k*ji

4°. у a^k(x') ,<;/|Л')| + £ для любого хб-Е 

k-n
и s = п, п-\- 1,..., т.

Д о к- а з а т е л ь с г в о. В силу теоремы Лузина существуют не՝ 
прерывная на խ, ծ] функция gi>) и множество ք0^խ., Л] такие, что

/(х) = £(х) при x(:Fa (3)

mes/:n>1 ֊֊֊-• И)
—

Из построения системы 1?л(х)} и из (1) и (2) легко видеть, что 
для каждого из интервалов (ԱՀ. №’*), полученных разделением от­
резка խ, ծ| конечным числом точек Uy։, U'z2,..., некоторая 
бесконечная подпоследовательность ?д։1л), «^(х), ..., ?»*/(*>,... по­
следовательности {tprt(x)) будет обладать следующими свойствами:

а) = 0 при л-н (Ա?յ, W’fc) у = 1, 2,...
L>) для любой непрерывной функции '(.v). определенной на ин­

тервале (ԱՀ, и такой, что (IV’J = - ( НЛ) ֊ 0 ряд

լ CiltJrikJ (х), 

а՝де

<?/Л1 = ՜ ( IV'r i ), ■ • . с i*, = т (ll7,-/.- j] — \ Ciks^ik.^ U'ZB7), 
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а через Wlkft j = 1. 2,..., обозначается /-тая рациональная точка по­
следовательности рациональных точек IV'2, 1ГЛ,.... Wn,... отрезка 
խ, ծ], попадающая в интервал (U7/, W,}, равномерно сходится к'(х).

Заметив, что система փ»ւ (х). ?м-2(х).... для отрезка |Ա7,-, И7,] 
строится точно так же, как система (фя(х)/ для [а, ծ|, легко видеть, 
что имеют место также следующие условия

с)
յ-\ х€(«7/ IF,)

для любого xi-(lV'l՛, \Vk) и л= 1, 2.....

d) 1^1 <2 inax h(x)| /=1. 2....

Пусть .V > п настолько большое число, что в каждом из интер­
валов (IV'/, U7,). полученных разделением отрезка |а, /?| точками 
1V1։ Ա՛Ղ,..., IV'_v, колебание функции g'(x) меньше чем s;

Внутри каждого интервала (Wzi. №*) возьмем интервал (Ա’Հ. U7,), 
IV/ Ա7,-<Հ IVZ, так. чтобы

г, - սՀ> iv',֊ г, ֊ ~ (5)

Функцию g'(х) на отрезке խ, ձ| определим следующим образом: 
для каждого интервала (IV/. IV/) полагаем

g'(x)=g(x) при х^Н/', «Հհ g\\V>] = ^(Г*) = 0 (6)

и линейна в промежутках (IV/, IV/) и (IV/. IV/).
Очевидно. g'(x) будет обладать следующими свойствами

max |g'(x)|< max |£(х)|; (7)
IF,) x€(W. IV/)

2
mes £ |£ (x) Ф g' (x)| < —- (8)

В силу условий b), c), d) для каждого интервала (IV7?, IV\) 
можно определить действительные числа ..., aiSiS> такие, что
выполняются условия 

I

|7-«

У 1 XI

I7՜1

при xg(\V7, IV\);

max

(9)

(10)

для любого x>'(U7i. U7,) и 1 < s

^,/1^2 max |g'(x)| ./= 1. 2,, f. (11)
xfcfiF/. IF,)
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Перенумеруем функции (x) в порядке их следования в после­
довательности (?Л(х)). Пусть эти функции будут ?,,(х).......
<?*(*)•

Так как все эти функции получены после Л-ого шага, где 
Л’>л, то *։>я.

Полагая ач a^j, если (л) = д ֊ 1, 2....... $) и а,«0

при г r/=l. 2,..., s и принимая во внимание условие а), мы 
видим, что числа an.i «/. где полагается / = *., в силу (9), 
(10) и (II) будут удовлетворять следующим условиям

«)
г
Ем*
Л-п

для любого х խ, Л|;

для каждого интервала (Ա՚ձ. U’*) имеет место

fc-n

I Я' (Jf) 1 
х€(П *'*)

max

для любого х( ( U7,, Ա7») и л < s < /;

*.) |а*|<2 max для любого п k I.
Х£[а, ծ|

Принимая во внимание (7) и (8) н учитывая, что колебание функции 

на каждом интервале UZ,. IV,) меньше чем ֊■» из условий а), 

и ;) мы видим, что нами доказано следующее.
Для любого и целого положительного п можно опреде­

лить действительные числа а„ ....... at и множество Foc:|a,
такие, что выполняются следующие условия

а') | | < 2 max л<Л</
*€lfl« Н

?') mes ЛГ0 1—£
i

Va*cp*(x) -£(x)
lt-n

s

*—л

При x^Eq

<|g(*)| + ‘-

для любого A'('Z:0 и л
Ясно, что если мы 

столько большое, что

s i.
возьмем целое положительное число /И па­

тах
А€|а. *1

2g (*)
Л1
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и воспользуемся условиями a’), {Г), Հ , S') М раз, взяв в этих условиях 

— вместо г и каждый раз беря п больше чем номера всех функ- 
2/И 
цнй, участвующих в предыдущих шагах, то мы определим действи­
тельные числа ап, а„+ь.... ат и множество Е<> такие, что будут вы­
полняться следующие условия:

1) I < £ k — п. и \, т

2) mes £Ь > 1

3)
т
У а.^(х) -£(х) л՜ г Zfo

(х) 
k—n

<lg(*)l Н

ДЛЯ любого х£Е* И Ո ՏՀ tn.
Обозначим E*=FQ-Eo. В силу условий (4) и (2) будет 

mes Ճ > 1> — a — s, 

а из условия (3), учитывая 1), 2Լ 3) и 4), мы видим, что выбранные 
нами числа а1Ь дя+ь..., ат и множество Е удовлетворяют условиям 
леммы.

Доказательство теоремы. Пусть F\x) измеримая функ­
ция, определенная почти всюду на отрезке '[а, ^1- 'Обозначим через 
Л+ и .4 те множества, где функция соответственно равна 4- оо и 

со, и через В множество, где f(x) принимает конечные значения.
Имеем:

mes Д+mes Д-4-mesB = ծ а. (12)

Пусть {տ*| — последовательность положительных чисел, таких, 
что

ОО

Л- I

Функцию /Дх) определим следующим образом:

Л(Х) =

fix] при xfB 

4-1 при xf/և 
— I при

(13)

(14)

Применяя лемму для /։(л), £>0, п = \, определим действитель­
ные числа а.,.... a,h и множество Eh такие, что выполняются ус­
ловия
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1°. I ak J < e։, Zr= Լ 2,... . л։

2°. mes £j > b — a — i։

3°.

4е.

«I
Vflm(X; —/jlx)

s

*֊1

< 1/, (A-)l + 4

для любого x£Et

для любого X Ւ

и տ = 1. 2,..., л։.
Предположим теперь, что числа </։. л2,..., ап........ ап> и

множества Ev /Լ.......... Ei определены.
Положим

//мС-И —

Л/
/|Д- у<и?*(х) при В

*- I

-г ։ при +
— 1 при л(£Л_.

(15)

Применяя лемму, для Л,։(х. «/+> и п, f- 1. определяем действи­
тельные числа аП։ . Խ аЛ| + 2......... aW4.։ и множество £i+։ такие, что вы­
полняются условия:

Л) п, 4-1 Հ п < ։

/Ի mes Ец. j> b — a —։i+։

C)

D)

ГЦ+1

k=ni • 1

У "*? (*)
*= Я|-+ ։

<։,+ • ДЛЯ любого Հհ Ei+է

Վ f i • i 1 X 4՜ -» r I

ДЛЯ любого nt 4֊ 1 <.S <4i+t.
Таким образом мы определяем последовательность действитель­

ных чисел л,, а........ апи последовательность множеств Ел, Е2.......
которые удовлетворяют условиям Д), В), С) и D), а /н։ (•*) опреде­
ляется условием 15) для любого i 1, 2,....

Покажем, что ряд

(16)
*-1

удовлетворяет условиям теоремы.
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Из условия А) вытекает:

Нт ап = 0.

Положим
■» -х,

£ - V П 

ж- I ♦~я
17>

В силу (13) будем иметь

roes /: — b — а. (18>

Покажем, что на множестве Е ряд (16) сходится к / lx).
Пусть х^ЕА..

Начиная с некоторого номера лг будем иметь

х£ЕпА, для любого (19)

Пусть —наименьшее число из чисел Л/, фигурирующих в 
условиях Л). в). С) и D), для которых />лх. и пусть л>'б.. Ясно, 
что для некоторого i, i > /0 будем иметь

ո.<Լո <лнь (20)

Имеем

Ո Ո{, п
^аь<?<(х)= У л»^(х), (21)

*֊> *-’• * = п/։+1

л 1 я»+1 л/+1
У V ат(х)— v а:?д(х). (22)

л։4-1 fe-ո 11

В силу (19) и (15) х) = 1 для всех տ, поэтому из ’условий С) и 
D) получаем:

I Ո/tl էУ V а<:. х)1> У(1 Լ),
•-4*=Л,-Н

ЛГ*1
У <Н?* V) <2ւ I + «ж)-

Следовательно
Я /
լ ^i?»(A-)> լ (1—«»)—2(i I «мժ.

k^nt^ +• 1

(23)

(24)

(25)

л - П + 1

Если и -* оо. то /-* о© н в силу (13), (21) и (25) получаем
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a
lim У ak<?k- (-<) = 4-oo для любого хС:ЕАь. (26) 

п — *■ I
Точно так же можно доказать, что

п
lim У а*<рЛ(х) = — оо для любого х^ЕА-.. (27)
0-« Л-1

Пусть теперь х^Е-В. Для некоторого целого я,- будем иметь

х^В-Еп при п > пх. (28)

Возьмем /0 настолько большое, что /„ — 1 > л .с и пусть Пред­
положим, что п удовлетворяет неравенству

ո,ՀԼռ<.ռւ^\. (29)

В силу (15) и условия С), где вместо i подставлено / 1. будем
иметь

У։г**Л. (д-i /(д-) 
ft-l

а из (15) и (30) следует

I//+1W1O.
Из (29), (31) в условия I)} следует

I п
У, (1^к(х)

М-1

В силу (30) и (32) имеем
/I

(х)—/(х)
Л-1

(30)

(ЗИ

(32)

(33)

Очевидно i -- оо, когда /z — оо, и из (33) и (13) вытекает

Нт Уадл(д-) =f(x},
Л- I

где х произвольная точка из множества Е-В.
Теорема 1 доказана. Возникает вопрос, существуют ли ортонор­

мальные системы, обладающие указанным в теореме 1 свойством си­
стемы Шаудера?/

Справедлива следующая теорема:
Теорема 2. Какова бы ни. была полная ортонормированная 

система функций ,?п(д);, определенных на (а, />]. можно опреде­
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лить ортонормированную систему !Фп(х)). обладающую следую­
щими свойствами:

а) каждая функция Фя(х)л=- 1. 2,...) есть конечная линей­
ная комбинация функций системы (®,(х)}.

б) для любой измеримой функции /(х), определенной на 
|«, />|*. существует ряд

об
Տ<։.Փ« Ч

Л**.է
который сходится к /(х) почти всюду на խ, ծ|.

Мы будем пользоваться следующей леммой, доказанной п ра­
боте |2| (см. также |3|, стр. 381; следствие леммы 31

Л е м м а. Пусть (?- (x)J — полная ортонармированная система 
на խ. и /(х)£ Л}|а. &].

Тогда для любых : 0 и п>\ можно определить действи­
тельные числа сп^\, • . <’п ч янжество /?с:|ц, ծ|, обладающие
следу ющими свойствам и;

m
I) /(х)֊ V С|?<(х)

*-«+։
< «при х Е

2) աօտճ>ծ- a -s
3) |«к ,^е А’ = м4֊1, п 2,..., т).

Пусть Р„(х) все полиномы с рациональными коэффициентами 
и (։„} последовательность положительных чисел таких, что

lim гв = 0. (34)

Применяя лемму, мы можем определить последовательность функций
kn -1

Ф’(х1= V с,-©их) (л =« Լ 2....)

/=-М֊1
и последовательность множеств ՛Հհ, такие, что

I Ф‘(^) — Р-(х) <ея при х £ Ея (п = 1. 2. ..J

mes > ծ - а — ч (л = 1.2, .-)•

При этом можно предполагать, что £ւ<ՀՀ։շ<Հ-• • < k. 
Положим

(35)

(36)

(37)

. . Ф, (х) 
Ф«(Х) г- - 

|Ф4Х)|
Ф« (х)
’л+J \"» (ЗЯ)

Очевидно {Фя(х);
• Функция / (д)

есть ортонормированием система.
может p.iпняться +эо идк —оо на миожссгпе положительной 

меры.
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Из (361 и (37) вытекает, что последовательность обладает сле­
дующим свойством.

Для произвольной, почти везде конечной измеримой функции 
g(x), определенной на [а, ծ], каковы бы ни были и нату­
ральное число Л’, существует функция Ф„ (х), где «>Л/, такая, что

тЕ{ 'Ф«(х) g(x)!>3)<s. (39)

Пусть /(х — произвольная измеримая функция, определенная 
на |д, ծ], и — последовательность положительных чисел таких, 
что

У Ъ < + оо.
А՛ - I

•40)

Возьмем последовательность {gjt(x) ) почти везде конечных из­
меримых функций такую, что

Нт^А(х) = /(xi (41)

почти всюду на խ. ծյ.
Легко видеть, что, применяя свойство (39'1, из последователь­

ности (Фя(х)) можно выбрать подпоследовательность {ФЯ/(х)}։ обла­
дающую следующим свойством

rnes Е
k

(*) £*'*)
/-ւ

П ос. ։ едовател ьи ост ь 
дующим образом

(42)

действительных чисел [aj определим еле-

ИЙ(х)!1 при S = Л/ (/ = 1,2....),

О при s ֊-Ճ- п։ / — 1. 2,...).

Ряд

43i

У^ФДх)
Հ-J 

будет сходиться к f (х) почти всюду.
В самом деле, из 38) и (43) следует, что

ОО оэ
Va^(x)= (х). 144.

Л—J 1"1

С другой стороны, из условий (40: и (421 следует, что

>Պ» ) <
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Inn 
л-«

к -֊£*(*) (45)

почти всюду на |а, /?| см. например |3|. стр. 372. лемма I).
Из (41) и (451 следует, что

Um У փ; (х)=/(л-.| 
к-- —

1-1
почти всюду на [а, ծ|.

Отсюда, в силу 144). ряд

£&ФЛ-Н

будет сходиться к /л) почти всюду на [а, />]. Теорема 2 доказана.
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(К. Ս». քմ։Աէ[ւսԼւ։։ւքւ
ՑԱՆԿԱՑԱԾ ՋԱՓեԼՒ ՖՈՒՆԿՑԻԱՅԻ ՆԵՐԿԱՅԱՑՈՒՄԸ ՍԱՐՔԵՐՈՎ- 

ԸՍՏ ШКШЬ ՍԻՍՏԵՄԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ

Ա Ս' «1» II Փ ո հ 1Г

Ապաւյսէ.ցվոէ մ են հետև լալ թևորելները?
Թևորեմ 1. l;li|>uiQ[ib|ip • Շաո» դերի и իստեմն I.' որոշված

|<7. b\ (Խռովածում: Այդ դեպքում ցանկացած / .է) շաւիելի ֆունկցիայի 
КинГшр դււյություհ ո։.1։|ւ

ОС
V С„^я(х) 
a- ։

շարք, որը (| ու դամիաու if I. f (д* j ֆունկցիային համարյա ամենուրեք |ճ, /?| 
fiuiuujuiAnuf, ընդ որում

llmc-'n =0. 
я»֊

Թ ե n ր ե մ 2. Ցանկացած |9п'(л*)} սիսսւհմի նամ՜ւսր, որը սրրոնորմւսլ 
I; հ |րի։| />| 1։աաւ|ածո։ մ. կարե|ի 1. որոշել |<Z. />յ-ում օրթոնորմալ
{Фл(Х ՚ սիստեմ, որն ունի նեւոհյալ ւասւկա րյւււններլւ'

ա) Յա րաըանչյո։ ր Փ.։ (л՛), (// — 1, 2,...) ֆունկցիա նանդիսանում հ 
՚ zn (X սիստեմի ֆունկցիաների ։|երչաւ|որ դծային կոմբինացիա.

ր) {մ, ձ| նսոովածո։ if որււշված ցանկացած՜ չափհլի / (.V) ֆունկցիայի 
К ամուր դոյու թյուն ունի
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05
V олФ„ (x)
л- 1

շայւք, npp <[ու.զամիսաւմ I. ք ix)֊|։G Ihud’uipjiu uu(bfint.pb|>:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М. Р. Фельдман

Об одном разностном способе исследования 
устойчивости и колебаний пластин

В предыдущей работе [1| был предложен способ исследования 
устойчивости и колебаний стержней переменного сечения.

В частности было показано применение этого способа к иссле­
дованию устойчивости ступенчатых стержней, подверженных дейст­
вию сил. скачкообразно меняющихся по длине стержня.

В настоящей статье этот способ распространен на задачи, свя­
занные с исследованием прочности, устойчивости и колебаний пластин 
и оболочек.

Решение задач, связанных с исследованием устойчивости пла­
стин разностным методом сопряжено с грозмоздкими вычислениями. 
Объясняется это тем, что в целях повышения точности приходится 
увеличивать число делений исследуемой области, а это. как известно, 
влечет за собой повышение порядка определителя системы. Последнее 
приводит лишь к принципиальному, а не к фактическому, решению 
задачи |2].

Применяемый в работе синтез методов конечных разностей и 
Бубнова-Галеркина позволяет во многих случаях, сравнивительно 
просто и с достаточной для нужд практики степенью точности, вне 
гависимости от плотности решетки, с помощью которой аппроксими­
руется заданная область, решать широкий класс задач, представляю- 
ляя практический интерес [3—5].

§ I. А1етод решения

Пусть в результате решения проблемы, связанной с исследова­
нием деформативнести механической системы, установлена система 
разностных уравнений или система дифференциальных уравнений лю­
бого порядка.

Для определенности рассмотрим одно дифференциальное урав­
нение «-го порядка, хотя метод остается в силе и для системы ли­
нейных дифференциальных уравнений

К [да] = Լ [да] — л .V [да] — ф = 0 в /Հ (1) 
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где Н заданная область п мерного Эвклидова пространства х։, х2.... 
.... х„, Z. |w|, :V(w|—линейные однородные дифференциальные опе­
раторы порядка соответственно т и / с п независимым։։ перемен­
ными. главные части которых имеют вид

У с. . . d'W
~ ՜" '*..... . Ох\'дх$... дх'՝п■<т п

У м. — '-Կ. *П1 ։
՜” ...... ՜" дх]'дх?... дх~՝”т </ г*

тде ՜ = ՜է + I-----1- тл — порядок производных
| г. I

0х] dX? ... Ох’п
и т,- > О,

........ , /И. . Հք։ и (р заданные функции независимых переменных 
х։, х.......х„ в некоторой конечной замкнутой области Н, a w(xnx2,...
..., хя) — неизвестная функция тех же переменных, причем //;>/.

Условиями на границах области могут быть значения функции 
или значения производных в направлении нормали к контуру dwldxp. 
или линейные комбинации функции w и ее частных производных до 
(от — ])-го порядка:

V Е- - - —.֊ ------- = О,
X։ . ..........t։^M...dx^

где Е- -.... - —известные функции.
Для нахождения неизвестной функции к* по заданным условиям 

на контуре области (в задачах прочности), или нахождения собствен­
ных значении Х(в задачах устойчивости и колебаний), представим 
заданную область системой узлов:

Q/(-v։y. х27,..„ х„7) (у - 1,2,..., iV),

находящихся внутри области и образующих прямоугольные решетки 
с ребрами հյ и числом узлов .՛¥.

Стороны прямоугольных ячеек направлены параллельно осям 
координат.

Значения функции w в узлах решетки обозначим через w<7. Пер­
вый индекс / определяет помер координатной оси, а второй индекс j 
положение узла па этой оси.

Как известно [6J, каждому дифференциальному выражению от­
вечает разностное выражение, аппроксимирующее это дифференциаль­
ное выражение с любой степенью точности. Аппроксимируя в урав­
нении (1) производные соответствующими разностными отношениями, 
напишем для внутренних узлов решетки следующую систему линей­
ных алгебраических уравнений:



Об одном способе исследования устойчивости и колебаний пластин 17

ч
У* | ձ՜ (X.J W (хи\ — М?(лм)тол/(хм)| (2)
— /Г- I. j I. J

где 2q — порядок разностного уравнения.
5(х/,Д R(x>.j) и $ (*ա) — переменные коэффициенты, определяемые 
конкретными условиями задачи, 'х,,;} — координаты узла.

Каждой внутренней точке области будет соответствовать одно 
такое уравнение.

Аналогично, краевым условиям будут сопоставлены разностные 
краевые условия. Число алгебраических уравнений полученной си­
стемы соответствует числу неизвестных функций в узлах области.

В общем случае трудно что-либо сказать относительно разре­
шимое։ и полученной системы уравнений.

Решение задачи, в соответствии с вышеизложенным, ищем в 
виде:

^(х.,/ — V Л*./... .Л’|.'. (х|/ ՝!’?/ (хз;)-• • Ф„г (3)
И, է...., г

где индексы суммирования k, է,..., г принимают указанные ниже 
последовательности значений

k = 1, 2..... Nk
է = 1,2,..., A> 

г = 1, 2,..., Ar„
Здесь M.....Vr—число членов ряда разложения в направлении
соответствующих координатных осей, .4..., неизвестные обобщен­
ные координаты, (* = /г, г )— координатные функции,
удовлетворяющие всем без исключения контурным и начальным ус­
ловиям исследуемой задачи. Выбранная последовательность коорди­
натных функции должна обладать полнотой, пренебрежение кото­
рой может привести к ошибкам [7 10].

Как известно, условие тождественного обращения в нуль урав­
нения (1) при заданных контурных условиях, можно заменить более 
слабым требованием, а именно, чтобы/< |гс (xj,/)| было ортогонально 
ко всем выбранным функциям

Выполняя действия в соответствии с указанным положением и 
произведя суммирование по всем направлениям в исследуемой обла­
сти, получим в случае однородной задачи следующую систему урав­
нений:

Ճ (xW) «• ( Л֊,.,) ֊X Ч'' (х,.,)1 4֊ (&,)] = 0, (4)

где G{xl։i\— переменные коэффициенты, определяемые конкретными 
условиями задачи.
2 Известия АН, серин физ.-ча։. hivk, № 3
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Чтобы полученная система уравнений (4) допускала нетривиаль­
ные решения, определитесь системы должен быть равен нулю. Прирав­
нивая его нулю получим уравнение, наименьший вещественный корень 
которого приближенно определяет первое собственное значение иссле­
дуемой задачи. Здесь следует отметить, что порядок определителя не 
зависит от плотности решетки, с помощью которой представлена за­
данная область, а зависит от числа обобщенных координат, входящих 
в уравнение (3).

В отношении сходимости процесса отметим, что она будет обес­
печена во всех тех случаях, когда сходится процесс Бубнова-Галлер- 
кина [7].

Решение неоднородной задачи сводится к нахождению неизвест 
них параметрон А.։... г аналогичным путем.

§ 2. Устойчивость и колебание квадратной пластины

Для иллюстрации метода и получения представления о дости­
гаемой степени точности, рассмотрим задачу о колебании и устойчи­
вости свободно опертой квадратной пластины (фиг. 1), подверженной 
действию равномерно распределенных сжимающих сил, лежащих в 
ее срединной плоскости и перпендикулярных к сторонам х — 0;

х = а, у=0 и у - а. Интенсив­
ность сжимающих сил на единицу 
длины контура обозначим через /’.

Начало координат совместим 
с одной из вершин пластины. Ко­
ординатные оси ох, оу, располо­
женные в срединной плоскости пла­
стины, направим вдоль опертых ее 
краев.

Задача об исследовании собст­
венных колебаний пластины при 
действии продольных сил Т, как 
известно, приводится к рассмотре­
нию дифференциального уравнения 
равновесия 

где да (х, у,/) - упругая поверхность пластины,
D — цилиндрическая жесткость пластины,

Հ дх- ду2

р—масса пластины на единицу срединной площади.
Граничные условия
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К1 = 0. В=° 
dx*

при х = 0 и х — а

ад = 0, при у 0 II y = t2.
(б)

Для отыскания собственных частот пластины р, функцию 
ад |.х, у,/), описывающую гармонические колебания, представим в виде:

ад (х, у. 1) = и (х, у I sin pt.
Подставив .7 в i.oi получим

, ... Т л Р « -vc« --р֊«֊о.

Уравнение (8) подстановкой 
. х V; .= —; յ) =

а а
приводится к безразмерной форме

Հ-Հ֊ս - Հ;ք. <Հ
где

Տ= 7-- -՛»-
ր.) ’ ՚ ռ

(7)

(9/

(Ю)

В уравнении (10) V V՜-7 n Հ՛ո берутся относительно переменных ;н г,.

Разобьем пластину квадратной сеткой со стороной Умно­

жив ՛ 10 пай': 1'С1 и заменив й\'\'3п, йъ\а« разностными операторами 
[11|. получим следующее разностное уравнение

Для получения расчетной сечки пластины. проведены прямые парал­
лельные осям координат. Расстояние между двумя смежными линиями 
сетки вдоль осей координат примем равными

//=-~ (Ф«г. 2).
6

В силу симметрии расчетной сетки, только шесть внутренних 
узловых точек будут иметь различные ординаты. Чтобы уравнение 
.11) имело смысл для внутренних узловых точек, находящихся вблизи- 
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контура, необходимо выразить значения функции //, через фиктивные, 
значения ее в узловых точках, лежащих вблизи контура вне пластины 
(на фиг. 2 указаны законтурные точки).

Необходимая зависимость устанавливается равенствами б), а 
именно (12|:

и = 0; цл — —ц1։ при ;֊=()
И 7) = 1.

Написав уравнение 
(II) для указанных шести 
внутренних узловых то­
чек с учетом :6'). полу­
чим следующую систему 
линейных однородных ал­
гебраических уравнений 
относит ельно неизвест­
ных узловых отклонений 
wf: 
для точки 1 
20//։ - 32м2 : 8«3 |-4м4 = 

= /Л/յ —4A(/z2 — ւղ); 
для точки 2
25//2 - 16//л ֊ 8//։ 8«։ -ф 

• б«5= а‘л2-Au/i 4//24-
4 4- щ);

для точки 3
22//.,— 16//. - 16//8 I 4//։ 2//б ф 2//յ - л’//3 2А(//.2 2а 3 4- «3);

для точки 4 (14)
19«. -- 1б//3 — 8/ы 4- •’//, 4- 2пц | /ղ — ?.’//4 k{u.. — 4//< 4- 2«51: 

для точки 5
22и. - 8//։ — 8//„ — 8ма 4- 3//2 = л‘//5 — A i ил 4- /Л, - -1//3 4֊ ««);

для точки 6
18//„ - 1 6и3 -ф 2//;, 4֊ 2«6 — 2А («5 — 2яв).

Уравнение срединной упругой 'поверхности, удовлетворяющее усло­
виям (б) на сторонах пластины, примем и виде:

м, (с, т,) = C$inzi; sinKTtl i/— 1, 2,..., 6). (15'1
Вычислим значения функции /6 а узловых точках и подставим 

их в систему уравнений (14), предварительно умножив каждое из 
уравнений соответственно на п1։ //2, и3, и.х, и6. Просуммировав в за­
ушной области полученную систему 

линейное уравнение относительно д' 
ной частоты собственных колебаний 
мающими усилиями 7՝. имеет вид:

уравнений, получим однородное 
и /г. Зависимость между велг.чи- 
пластнны р и продольными ежи-
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19 /19,69 D 
ра2 \ а2

(16)

Вели величина сжимающих сил Т известна, то р определится из полу­
ченной зависимости 16).

Полагая в уравнении (16) р = О, получим минимальное значе­
ние критической силы 7\,>

րԽ, = 19,69 4- 
(J*

(17)

Принимая в уравнении 16) Т 0 получим основную собственную 
частоту колебаний

19,34, D
Р = —т,~]/ — 

(г I Р
(18)

Полученные результаты (17) и (18) отличаются от точных решений 
менее чем на 2%.

§ 3. Устойчивость пластины переменной толщины, 
сжатой ступенчатой нагрузкой

Рассмотрим устойчивость прямоугольной пластины со ступен­
чатым изменением толщины, опертой любым способом по краям 
(фиг. 3). На пластину действуют (в ее плоскости) по линиям л՜ — bt 
равномерно распределенные сжимающие силы 7"0. Л. Силы, 
направленные в сторону оси ох, принимаем положительными, а в об­
ратную сторону —отрицательными. Примем, что силы зависят от од­
ного параметра 7',,:

7 i — ?»70; 72 [Հ.70,..., 7р — f։,70, 1191

где °, — известные числа.
и— число участков пластины.
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Задача заключается в нахождении такого критического значения 7’|)։ 
при котором плоская форма пластины перестает быть устойчивой 
формой равновесия.

В случае равномерного сжатия пластины вдоль оси ох, отклоне­
ния пластины iii в точке ($, т(,-) на каждом участке пластины удов­
летворяют следующему разностному уравнению

( Q ' 1

* 4 Л’д’(р-О—О) \-uL—o, (20}

о

тле
= Го+Г,+-.- + Г,. , а-Т, .

Т„ ’ ՜ c~-D0'
D, 
Հ'

Du - цилиндрическая жесткой н первого участка (с — 0). 
Критическую нагрузку представим в следующей форме:

Т.„= v^. (211
• Фир

где V — константа, характеризующая 1\Р для пластины постоянной 
толщины сжатой по контуру, апр —- чл приведенная сторона пла­
стины; а — коэффициент. зависящий от способа нагружения и контур­
ных условий пластины. Таким образом в силу формулы (21), задача 
сводится к нахождению значении а ыя различных отношений Р и /?.

Принимая 

имеем

(Г0+Г1+---+Т()а։>= v'4- (23)
&пр_

Задаваясь различными отношениями /Հ, R, и — получим зна- 
п

чения а для любого фиксированного случая загружёния пластины.
Из равенства (22) следует

, Г/<
I •а, = (24)

Значения X, входящие в равенство (24), нетрудно найти следуя § 1.
Рекомендуемый способ устраняет необходимость удовлетворять 

условиям сопряжения на границах участков пластины, в силу того, 
что упругая поверхность пластины аппроксимируется непрерывной 
функцией (3).
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$ 4. Пример

Рассмотрим квадратную пластину, равномерно сжатую парал­
лельно оси ох (фиг. 4) по прямым л = 0. х = '* и л-—а- Сто- 

роны параллельные осн ох жестко заделаны, п другие две стороны 
свободно оперты.

Отношения жесткостей участков Л, и отношения величин сжи­
мающих сил 1։(, приложенных к этим участкам полагаем заданными.

Граничные условия следующие:

№0; м, —— м, при 1= ± 1/2 (опертые края).
(25/ 

it «=0; мм = мЛ при т4 ±1/2 (зажатые края).

Разобьем пластику на квадратные ячейки со стороной Гб. Вейлу 
одноосной симметрии загружения пластины ступенчатой нагрузкой
составим уравнения (20) для 
девяти внутренних узловых 
точек (фиг. 5): 

Фиг. 5.

для точки 1
20м, — 16м,— 16м, 4- 8я, 4֊ 2м, -г 2п( = — X (м, — м։) U\ 

для точки 2
21м, — 16м, - 8м, — 8м։ 4- 4м, 4- 4пд 4- 2м, — — X (м, — м,) U\ 

для точки 3
22 м, — 8м. — 8м, — 8м. — 8м, 4 2м, 4 2я* 4* 2м® 4 2/zi = 

= — X {ut — 2ил 4 м.) Ս\ 
для точки 4

21 м4 — 16м, — 8м, 4 4м3 — 2м, 4 »։ s - >• ("э “ и'-
для точки 5

22м, — 8м< — 8м, — 8м, 4- ?м, 4 2м, 4 м, = — X (п, — 2м։ 4 м,) Ս՝,
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для точки 6
20/ze — 8ս$ — 8սղ 4- 2й34֊ к.։ 4- «ս = — X (а5 - 2«в) £/; (26)

для точки 7
20/г- — 8«3 — 8«в 8//и 4- 2«ft + 2^5 4՜ 1Կ = — л ("з — ~1Կ\ 

для точки 8

21 иь — 8zzj — 8«0 - 16к3 4՜ 4н2 -• 4н- 4- 2«5 = — X («։ — 2//8 4- и9) U\ 

для точки 9
19«в — 8иь - 16и- 4«, 4- их 4- 2иб = — >. («6 — 2и9) ԼՀ

р
где U = I 4֊ ~

Уравнение упругой поверхности пластины, удовлетворяющее гра­
ничным условиям (25), примем в виде

Ալ (Լ հ) = С (1 — 4tj;)2 cos -5/. (27)

Вычислим значения функции и, во всех узлах сетки и подставим в 
систему уравнений (26).
• Умножим результат подстановки последовательно «на нее ։ц про­
суммируем в заданной области и результат приравняем пулю. 
Тогда получим линейное уравнение относительно По найденному 
значению X пользуясь формулой 23) находим значение критической 
нагрузки.

Значения коэффициентов длины а = а для случая Ьх։а-- 
— 0,5 при различных отношениях Р и R приведены в таблице 1 н 
на-графике 1.

Значении = Таблица I

р
R

1.00 , 1.25 1.50 1.75 2.00 3,00

1,00 1,000 0,949 0.913 0,887 0.866 0.817
1.25 1,061 I .(XX) 0.958 0,926 0.901 0,842
1.50 1.112 1.051 1,000 0,964 0.936 0,866
1,75 1,172 1.097 ..1.041 1,000 0.969 0,890
2,00 1.222 1,1-11 1,081 1.033 1.000 0.913
2.25 1,273 1.186 1.119 1,069 1,032 0.936
2.50 1.321 1,227 1.163 1,102 1,052 0.958
2,75 1,370 1,267 1,191 1,133 1,091 0,980
3.00 1,412 1,307 1,227 1,167 1,119 1,000

Вычислим значение 7Հ> для случая Р — 2,5 и 1Հ '2. Пользуясь гра­
фиком i находим значение а = 0,950. Тогда, в соответствии с фор­
мулой (23), для Т^р получим следующее численное значение
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(7'о + Г,)с, ֊ 81,856^- 
а3

Для других значений отношения bia определение величины 7\р вы­
полняется знало։ ично.

Днепропетровский 
шикенерно-стронтельнын институт 11 ос ту 11 и л а 26 V 1958
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Ս*. ft*. ՖհլղԱ՚սւք։

ЯЬРМЛЬРЬ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՈՒ ՏԱՏԱՆՈհՄՆեՐՒ ւեՏՍՋՈՏՈհ^ՅԱՆ 
ՄՒ ՏԱՐՐեՐԱԿԱՆ ԵՂ-ԱՆԱԿՒ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ Ո Փ Ո I» Մ

Աշխատաթլան մեջ կատարված I; փուիՈխական հատվածքի |/ '| ձողերի 
կայունւս թ լան ու տասւսւնսւմների հետազոտս։ի!չան եղանակի տարւսծումր ալն 
խնղ ի րների վրա, որոնք կապված են թիթեղների տ. թ ա ղւր/ե թնե ր ի սւմրւս֊ 
թրսն, կա լունութ րսն ե տւստանտ էեւերի հեատղոաութրսն հերս։

Խնզրի լուծումը որոնվում է կոնսւու րա/ին ա. սկղրնսյկան պաfiJ սւննե- 
րին րսւվտրարււղ |.'/] կոորդինատային ֆունկցիաներր որոշող հաջորգականտ.֊ 
իքրււն տեսքով։

|ձ'| ֆունկցիանհրր տեղագրելով յ?| տարբերակային ,ավաստրու մների 
սիստեմի մեգ ե զործող։ս թյու ններր կատարելով P ո ւրնո վ- Պ*ալյորկինի մեթո­
դին համապատասխանորեն, ստանում ենք հավսւսարումնևրի սիստեմր:

II չ արիվիայ լա ծում սւււանալա համար անհրաժեշտ է, որ սիստևւքի 
որոշիչր հավասար լինի զրոյի։

Արոշիչի ամենափոքր իրական էսրմէԼէտր տալիս է Jinriii ղ ոտ վո ղ խնդրի 
աոաջին սեփական արժեքը։

եկտաևն ք, որ որոշիշի կարղր կախված կ ոչ թե տիրույթում վերցված 
հսւնդո։ րյնե րի թվիդ, Ц |*[ հավասարման մեջ մտնող րնղհանր ացված կոոր֊ 
ղինատնե րի թվիւք:

Անհամ ասես խնդրի լուծումի րերվույք /. անհալտ պարսւմետրերր ]■/]-»»// 
համանմանման ճանապարհով զանելս էն։

Որպես կի րաո ս։ թ լաննե ր դիտարկվում են աղատ հենված քաոէսկասի 
թիթեղի uiuiinui^int.iliiltրի ու կտրս.նութր։։ն իւնղիր՚սերր, երբ սալր իրեն հար֊ 
թտ թրոն մեջ րեոնալփէրված / հավասարալ աւի բաշխված րեւավ, ինչւղեււ նտե 
ասսւիճանա֊ւիոփոխական հասսւո։ թրսմր աչն քաոսւկսւսի թիթեղի կարրւնա.- 
թյան խնդիրր, Որր սեղմված 1հ աиտիէաւնւսկան րեոութ
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

У Жун-Фын

Неустановипшаяся ползучесть составных 
цилиндрических труб в упругой среде

В настоящей работе рассматривается задача о равновесии состав­
ной цилиндрической трубы находящейся в упругой Череде, под воз­
действием равномерного внутреннего давления, с учетом нелинейной 
ползучести. Задача решается методом линейных решений, данных в 
работе |1|. Особенность этого метода решения заключается в том, 
что в качестве первого приближения берется не упругое решение |4|. 
а решение соответствующей задачи линейной ползучести. Именно 
благодаря этому значительно усиливается быстрота сходимости по­
ел едовател ьных ириближений.

Решение этой задачи в предположении упругой стадии работы 
материала дано в работах В. Федорова [2|, |3|; Н. X. Арутюня­
ном, М. М. Манукяном дано решение задачи составных цилиндриче­
ских труб пол действием внутреннего и внешнего равномерного дав­
ления с учетом нелинейной 'ползучести. Задача однородной грубы в 
упругой среде с учетом линейной ползучести материала была решена 
М. А. Задояном |5|.

§ I. Постановка задачи

Рассмотрим круглую цилиндрическую трубу, состоящую из двух 
отдельных полых цилиндров с различными упругими свойствами, 
спаянных по поверхности их соприкосновения, находящуюся в упру­
гой среде. Труба подвергается равномерному внутреннему давлению 
с интенснвностЫо (/.

Обозначим через л, с, h радиусы двухслойной цилиндрической 
трубы (фиг. 1).

Не нарушая общности, для простоты будем считать внутренний 
слой о нкостенной грубой и допустим, что можно пренебречь ее ползу­
честью но сравнению с ползучестью внешнего слоя. В условиях сов­
местной работы двух слоев тонкостенная труба будет находиться в 
состоянии равновесия под воздействием внутреннего и внешнего давле­
ния с интенсивностями </ и </։ (/). причем последнее является радналь- 
г.ой силой взаимодействия между двумя слоями. Внешний слой будет 
находиться в состоянии равновесия под воздействием ^(/) и <?3{/).



30 У ЖуА-ФыК

Фиг. 1.

Здесь д.,(1 является реактивной силой упругой средь*. Принимаем гипо­
тезу Винклера, т. е ?а(0 — НЛ>(/ . где к коэффициент упруго­
сти грунта (л-'г/елг3) и Շ՛?, — радиальное перемещение труби при г=Ъ. 
В силу симметрии касательные напряжения равны нулю.

§ 2. Основные уравнения и их решения

А. Напряжения и. перемещения тонкостенной трубы.
Обозначим через ortj£) и (յս\է- тангенциальное ^напряжение и 

радиальное перемещение тонкостенной трубы. Как известно

. aq-cqx(t\

с — ռ-\-Ն, (1)

, ( ԷԼ, ւՈ ад֊сд՝(() 
--------- -

Г о/-а
Откуда имеем

СМ)\ =■ (2)
if'wc Qe.tl

где — тангенциальная деформация, £՜ճ — модуль упругости гон­
костенной трубы.

В. Напряжения и перемещения внешнего слоя.
Рассмотрим внешний слон как полый цилиндр под'воздействием 

внешнего и внутреннего давлений дх է) и д.. (/).
Принимая, что материал внешнего слоя несжимаем, имеем

г =* Տ/ г 2Р = О 
или

Ճ£1Ո + £ՃԼ = Օ֊ (3)
dr г

Интегрируя, получим
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У։(<)=ЛС3...£1в{/ .

2 ь
ur(t)= 1

и . - (4)
«) = -*֊Мр<։(0.

2 г®
где. О (Z) —пока неизвестная функция от времени.

В общем случае пространственного напряженного состояния, урав­
нения. связывающие интенсивность деформаций МО и интенсивность 
напряжений з.дО с учетом ползучести материала и изменения его 
модуля мгновенной деформации, имеют следующий вид |4|:

•| Т,-
где С ՝7.՜) мера ползучести материала при одноосном напряженном 
состоянии |6| в принято С(/. = •>(■:) 11-֊ ժ ;|/ ՛]; /-[з,-(•:;]-неко­
торая функция, характеризующая нелинейную зависимость между на­
пряжениями и деформациями ползучести для данного материала, 
0(f) —модуль мгновенной деформации сдвига, -։— возраст материала 
в момент приложения нагрузки. / время, 7 —постоянная» опреде­
ляемая из опыта.

При этом принято

*<■(*) = (£г -^г֊Н^-£.<-г Ն֊м2+ -НУ*

М*) = ֊4 И ^)3 + (^֊£I2 + W + 6 4- 4֊ Վ.),

_2
3

— г
'г^ з*.<ՁԾ;

0^—3 =
2

3
^ = ^7?г, (6).

г. —— 5
2
3 '՜ Зе,- Ն-՜'

Из (4) и (6 имеем

£1(0 =

Պ֊ МП = — 77֊r3|’(z)- 
г О

Уравнение равновесия имеет вид

<*вгУ) , cr/i - М*) =0 
dr ' г
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Внося (7) в (8) и интегрируя, получим

Из УСЛОВИЙ при Г = Г, 3Հ,|/) = 71 (է) И При Г = Ь. 'ՅքՀէ) = —Ut>k —

I * c’k f /п 
— — —------— 0 (/). находим

r “J
‘ > (9)

ft (t) - ֊ — (/) = С dr.
2 b /3 .) r 

e

Для простоты, принимая G (/) — G = const, из (5) и (7) получим

Հ 4t\ - “ - 6=ЪС)] ԺՇ֊'^—’ d-.. (10)

?- 36 J ՝ (к

Приняв 
= + (11)

перепишем 110) в следующем виде 
t t

3l[t) (-.) Л' (ք, -.Ահ po, (-) |ЯК (/, ր) d-. .И (r) I) (t}, (12)

где
K{tt T) = 36'dC(/' -1, Л1 (r) « - 

(Ւ. r-

Пользуясь методом последовательных приближений |1| и огра­
ничиваясь первыми двумя членами, решение уравнения (12) ищем в 
следующей форме

Mfi = Հ"՚7) 4-К‘С) լ.-Օ&).
В предыдущей формуле

t
=!nV) -1 [ =«•) к (t. -} d-. = м (г) 6 (0. (1 >)

*4 
է է

Պ(1110 - «J’|Պ-յ к (է, .) d: = J |3}в>(т)ГЛ- ((, V) Л. (14)

Решение уравнения (13) имеет вид
о^(0 = .И(г)б(/!)/7о(Л ն)> (15)
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где 
t

4(Հս)-= «)*]•

•I
/?(/, х, а) |1| резольвента ядра /<(£. х) и 

t

R(t, ., «) = t ֊ Հ (,) |ր,“(Հ) + ր,'*(т) — 7пЧ֊Л

ք
4(<) = 7 ք|1 +30>7(-)]Л. (16)

Подставляя (15) ս (14, и решая полученное уравнение, получим 
t

=),1(О = И(г)(”//,(Л -,) : «|ЛЦг)Г[н։(-:. (17)

где 
t

/h(t, ъ) = ч)ГШ

м

б» (0 = м (Г) о (О Н. (է, х։) + S (/, - ) |Л! (г)Г +

t
+ -4'»ИГ յ՝«(Հ.,։)^(ր,ն)*|. (18)

Внося Յյ(/) из (18) в (19), получим

=тД- (19а)
2> и р 3 J г

с.
Из условия совместности радиальных перемещений в соприка­

сающихся поверхностях двух слоев трубы

= ^(0
Հ-е

получаем

Подставляя 
г = Ь. получим

?.(Л = ֊?—0(0. 
с 2 с

последнее в (19а) и интегрируя по г от г = с hq

L-3.^_5о = адг I о (է) к (7, X. а) (հ +

О Известия ЛН, серия «^НК-мат. наук, .Ч> 3
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+ 7? |н։ (7, + « р/։ (Ն X.) R (6 г, х) <л|,

где
~ _ 3 c~k 3 3G । /г — Ժ)
՜՜2 Т~~2 г ' b-

3(7 (ZP J3G\՞ . Ь'т- с'т
Ь- ’ ՜ т Ь*т

Уравнение (19) решается так же, как и уравнение (12)

Տ»(0 +֊֊ (՜9։^1«(է •։. »)^ = ֊^֊’ 
S J cS

t
«110+у ['M’l«(<.’. «)*-

= — Y{/’/, Ա. ч! 4֊ л 1 f . ») ն) dx J •

119)

(20)

(21)

Рассматривая R(t, а) как новое ядро, находим

МО- ֊֊^[1 + г֊ («(’.•
<.ճ ձ J

/
О, (0 - - ֊ I Н։ (է, 7,) 4- (Հ 7, a) Ht (7, 7,) </71 - 

•I
է

՜՜Տ Տ՝ յ//յ('։ն’ 4- а^(-. 2-. ’-)//։(г, Л(7, a)dr,

где R а) — новая резольвента ядра R ՝t. а)

֊վ[ւ Ւ3^(.)(ւ-^)]^

a
4/) = 00(/) + 301(Z)4֊O('h2).

Подставляя (24) и (25) в (18), получим

МО = /И (г) Ծօ (0 Ни (/, ն) 4- ЙЛ/ (г) 8, (/) Н. I /, t։) +

(22)

(23)

•2-1

(25)

+ 3 |Л1 (г Г' 1Օ(0/7օ(Տ ч)ГА' (ՀՀ ^+
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+ * [Oizi/yfJz,z) dz\ ■■

Обозначим
t

% (0 + * j 0о (t) А’ (/. а) а- = ՚Հ (է, ն)

՜ւ 
ք> ք

fl,(է) ■ =

Тогда имеем

W лисы/.

ՀՆ - |Խր)|”Ա(*. է։) + 4Հ(ր,Պ)յ 

где 
t

Ն(Հ ֊■ - |՜|՚?ւ է՜- ն) + ?՛>=!■. 4))W. ՜) </֊

/
Օ„ (Հ. նւ =« ('/? (I. X) Л [‘|4, (г. -! ՚ + (Z. ч)|”Л (г, ж)dz

У равнение (26) приводим к виду
(0 ֊ Л/ г) ձ, (/, Դ) 4֊g ! ЛПг ւ փև.(Լ t։) 4֊ 

+pw ПГЫ'. + ч)П

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

0օ՚ք и փ։ է, Հյ назовем функциями влияния линейной ползучести, 
а 6։ ՄԼ 'У. (Л Т|), о, • է. -։) и % (7. т}) — функциями нелинейной ползу­
чести.

Из (15), (20), (241, '27), |29) имеем

^օ(ն. ն) = հ

. 4. 6։(,,։)-Ճ1ջլ։ ■ (зо
С. •՛

Փշ (*խ ՜յ) — '?л I ն՛ ՜։1 — (“։> '։ — (՞ւ) = (Հո ՜յ) = 0

Подставляя ,30) в (9) и интегрируя, получим

=r!l ֊ 1 ֊Ւ 1 Յէ7(Ժ-Ժ-լ x
2 c r- 

х |('h(A V4-3O, ч)Н
. о/1,® _2я| ‘Int _

-------(֊7/-------? |43 (է, ն) + 4, (է, 4)) ֊ ^. (32)
Г 3 ՝ու г с

Из (7 и (23 получим
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«, (/) = 1/ А• (о,(о + (/)] + )■ зо( 1 -» ~ i'i, if, ն) +
2 с \ г-:

+ փ/3<;(ւ + 4Խ'-ն) I +(2m-i)-Clx

( \ r~ ) I' o -m [ r J

Х|'>։'Лъ) + +.(Лч)]}- (33)

Из (4) и (25) получим

i/lO = -!^--|0oIOH (34)

2 г 

§ 3. Железобетонная труба

А. Мера ползучести и функция Л(з).
Мы попытались описать экспериментальные кривые ползучести 

бетона, полученные К. С. Карапетяном [6] в лаборатории ползучести 
и прочности Института математики и механики АН Армянской ССР. 
Получено следующее соотношение между напряжениями и деформа­
циями

s,(/) =
/_ 4450
\ -։ 4- 3030

e^“’>(/) + Wlx К)՜5.

Здесь а ֊ 0,999995, р = 5-10՜6 смв(кг\ а 4-? ֊ 1,

4450
х։ 4- 3030

X Ю Л

При ծ 1 получаем меру ползучести С ( է, -) для ծ 0,5 R, где R— 
прочность данного бетона.

С(Հ С) = (՜; ЪзТ + °'28) 11 ~է'՜"՝"՝”'՜՜> 1 X Ю՜5 кг/см*. (35)

При т > 14 дней и (/ —հ) >40 дней уравнение (34; хорошо сов­
падает с экспериментальными кривыми. Наибольшая погрешность не 
превышает 20%. При с Հ0,5 R наибольшая погрешность не превышает 
26%.

В. Пример. В качестве приложения рассмотрим железобетон­
ную трубу, находящуюся под воздействием равномерного внутренне­
го давления q в упругой среде, причем а = 200 см, b — 300 см. 
с = 200,6 см, 8 = 0,6 см, Gc = 0,7 • 10’ кг}см\ Еа — 2-108 кг՝см՝, ՝>а = 0,3, 
*։ — ISO дней, k = 100/ւՀ/ճ.«\ R 40 кг1смг (прочность армированного 
бетона на растяжение).

Для простоты вычислений принимаем

■>(-.) = С, = 0,28-10՜5; т. е. C(t, -) - 0,28 [ I ֊ <?-w-,։|x МГ*сн*1кг.
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По формулам (22)֊-(34) при помощи численного интегрирования 
по формуле Симпсона получены результаты, которые приведены в 
табл. 1 (при q = \0кг!смг), в габл. 2 (при q = 15 кг/см2) и в табл. 3 
(при q = 20 кг 1см2].

Таблица 1
Напряжения (в кг/сч-) и перемещения (в .ч.ч) при т—180 диен и <7= 10 кг 1см1

-а Հյ
■s

С учетом линейной ползучести С учет»м нелинейной ползучест։i

Г С (г=/л)
мп
г—с Г= !>

180
210
240
330
510

19.30 11.35 -9.39 1.38 204.9 0.205
17.53 10.24 ֊9.23 1.72՚259.6 0.260
16.46 9.46 -9.16 —1.99281.6 0.278
14.69 8.23 113 2.43 291.0 0.288
14.44 8.10 -9.13 -2.49 291.0 0.288

19.30
17.13
15.93
14.06
13.80

г==с
%|'| 
ր=ծ г—с

МО
r--b

11.35
9.90
9.03
7.69
7.54

—9.39 1.38 204.9
—9.23—1.83258.1
-9.17—2.12 277.1
-9.14 -2.58287.5
-9.14 -2.64 287.5

0.205
0.259
0.278
0.288
0.288

Таблица 2
Напряжения (в лу/елг՛) и перемещения |в леи) при 180 дней и 7—15 кг/сл-

f С учетом лилейной ползучести С учетом нелинейной ползучести

=по 
г---с

МП
г-1՛

=,(0 
г=с

МО 
ր=հ =Л?(0 Ь’е(0 =,(0 

г с
Ч-1С 
г=Ь

МО 
г—с

•րտ 
t=b

180 29.3 16.94 -14.06 -2.13.306.5 0.21 29.30 16.94 -14.06 —2.13 306.5 0.216
210 27.11 15.46 -13.89 ֊2.13 389.7 0.39 ՝ 14.60 -13.80 -2.84 382.8 0.380
240 25.29 14.12 ֊13.70 2.52 420.9 0.422 21.50 12.21 -13.68 -3.30 407.2 0.410
330 22.85 12.46 13.65 -3.13 432.5 0.438 18.79 10.22 -13.61 -4.03 422.6 0.424
510 22.3512.06 ֊13.65 -3.22 432.5 0.438 18.23 9.74 13.61 -4.12 422.6 0.424

Талбица Ժ
Напряжения (в кг/см՜) и перемещения (в леи) при . = 180 дней и q 20 кг.е.и՛

•а С учетом линейной ползучести С учетом нелинейной ползучести

»,<и 
г с

МО 
г=Ь

МО 
г=с

МО 
г b ’аг'*' Գ<Օ =9О) 

г—֊с
МП 
г = Ь

МО 
г=с

МО 
г~Ь '■oV Ue(O

180 38.67 22.71 18.71 -2.76409.8 0.411 38.67 22.71 -18.71 -2.76 409.8 0.411
210 35.32 20.47 -18.10 -3.74 519.3 0.519 24.86 17.88 18.50 -4.30:495.7 0.497
240 32.92 18.86 -18.24 4.28561.2 O.5&3 22.31 15.91 -18.40 -6.00 519.3 0.521
330 29.38 16.47 -18.20 —4.85 582.0 0.584 16.76 12.65 -18.30 -7.24 538.7 0.540
510 2 16.20 -18;20 —4.99 582.0 

1
0.5Տ4 16.20 12 37 -18.30 —7.50538.6 0.540

Одновременно по формуле В. .'1. Федорова |2]

qaElt 3<։. — - —
5ճ«4-ծծ[ a f i( j

для случая, когда бетон не работает на растяжение при q = 20кг;<:.ч- 
получим պ»? = 1110 кг/см2.
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Из рассмотрения таблиц, 1, 2 и 3 приходим к заключениям:
1) Напряжение s?(Z), вследствие ползучести бетона, затухает. 

При пнзкрм напряжении влияние нелинейной ползучести очень малое, 
а с возрастанием напряжений деформация нелинейной ползучести 
сильно влияет на напряжения; в данном случае при q Х^к^см1 
влиянне линейной и нелинейной ползучести почти одинаково, а при 
q = 15 кг/см* и q = 20 кг;ем~ затухание напряжении o?'/j с учетом 
линейной ползучести достигает до 24% и 26%, а с учетом нелиней­
ной ползучести уже до 38% и >57'% г. е. при большом напряжении 
учет влияния нелинейной ползучести стал необходимым.

2) Напряжение s//), вследствие ползучести бетона, растет. Но 
в данном случае, с инженерной точки зрения, рост напряжений «<(/) 
не имеет практического значения.

3 Напряжение в арматуре вследствие ползучести бетона, 
увеличивается до 45%. При учете влияния нелинейной ползучести 
рост напряжений уменьшается.

Институт математики и механики
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Пи «Ь>и

ՐՍՀԼՍԼԴՐՅԱԼ ԴԼԱՆԱՅՒՆ հՈՂ_ՈՎ.ԱԿՒ ՋԿԱՅՈհՆԱՑՎ_ԱԾ ՍՈՂՔԸ 
Ս.ՌԱՋԳՍԿԱՆ ՍՒՋԱՂԱՅՐՈհՍ՜

Ա 1Г Փ Ո Փ Ո |« Մ

// <-цЛш քին uut/րի հաշվււաո։ մ inf ա սա ՚1ե ա и իրվա մ / աո աձւք ական մ ի- 
չավա լրա մ ցոՀհվոդ /՛ ա'/in ՛//։/ш / էքլսէնաքին իւույովակի հա վա ս Шրակշո ո < [;!/и ւնր 
ներրին հավ ա и արա < ափ ճնշման ա դղ ձ ցո ւ թ քան աակ։ 0 1/ տա'/ ս րծ ե քո վ հավա՝ 
սա/րակշոու խ քան ՝>ավաս ա ր՚ս մ /I ե ըն՚քաներէվ արսրաբին շերտի նլու.թր ան- 
սե՚րքելի, խնդիրր բերվում է յա բու !քեեբի ինտենսիվս։ JJ յան նկատմամբ ՝Էոլ~ 
աեբքւի ւււիսքի ոչ-րքԼ^ւոքին ինտևոբա/ հավաոաբման>

И./Ч հավասարման [ուծումր որոնվում /, փոքր и/աբաէքեաբի նկատմամբ 
աա/փճանա լին տ!ա սովէ Ничи չին մոաաւիէրա թլուեը ներկա րսցնէււմ է
իմհդրի քուծէէէ.մր պծալին էէողրի հաչ՚քասսւմո՛[:

Ե րկաթ րե՚ոոնև խո/] տք ակի համար բերված են խվալին որինտկներ և 
կարքմված ևն tut]լուսակներ:
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ФИЗИКА

Р. С. Оганесян

О гравитационной неустойчивости слоя с внутренним 
магнитным полем, направленным вдоль слоя

В настоящей работе получены критерий неустойчивости плоского 
слоя проводящей несжимаемой жидкости под действием собственного 
гравитационного поля и внутреннего магнитного поля, параллельного 
граничны м плос костя м.

1. В работе |1| был рассмотрен вопрос неустойчивости плоско­
параллельного слоя проводящей жидкое։и под действием собствен­
ного поля гравитационных сил в присутствии магнитного поля, пер­
пендикулярного к его плоскости

Интересным является и тот случай, когда протяженное магнит­
ное поле, параллельное граничным плоскостям слоя, сосредоточено- 
только внутри его. При этом неустойчивость рассматривается по от­
ношению к малым одномерным поперечным возмущениям, изменяю­
щим форму свободной поверхности равновесного слоя.

Представим себе проводящий жидкий плоскопараллельный слой 
бесконечной длины, толщиной 2А, внутри которого действует одно­
родное протяженное магнитное поле напряженностью Но Выберем 
систему прямоугольных координат так, чтобы горизонтальная ось л՜ 
совпадала с невозмущенным верхним уровнем слоя, а ось у была 
направлена вертикально вверх.

Будем предполагать (как это делалось в работе 111), что слой 
подвергается некоторому возмущению, симметрично по отношению к 
центральной плоскости у = — հ. Исходя из этой симметрии можно 
ограничиться рассмотрением только верхнего полуслоя |2|.

Напишем уравнение свободной поверхности слоя после возму­
щения в виде

у=/(х|. (I)

Задача решается в линейном приближении, предполагая, что 
1/СпКА-

Произвольное возмущение f(x}, по теореме Фурье, можно за­
менить суммой его слагающих типа a.cos£x и. в силу линейности, 
рассматривать устойчивость слоя по отношению к каждой слагающей 
отдельно.
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•?—
Здесь а — амплитуда, a ft = “- — волновое число, 

л
Решение задачи устойчивое™ или неустойчивости слоя по отно­

шению к возмущениям типа у = u.coskx, при наличии внутреннего 
магнитного поля, сводится к подсчету изменения суммарной потен­
циальной и магнитной) энергии.

Изменение потенциальной энергии гравитирующей массы, отне­
сенное к единице длины слоя, определяется ио формуле |1|

= -Grrhd- [ 1 - -1----- (2)
լ гп-fM

где & — макроскопическая плотность массы
(/ — гравитационная постоянная

z = k/i = 2-!ւ1Հ. (3)

В вопросах устойчивости тех или другух геометрических форм 
гравитирующей материи определяющим является эффект дальности 
действия сил. связывающий свойства среды на макроскопических 
расстояниях |3|. Далыюдействующий характер гравитационных взаи­
модействий, при подсчете изменения энергии (2). был учтен путем 
комбинации законов гравитации с гипотезой сплошности материаль­
ной среды (именно, с помощью уравнения макроскопической гидро­
динамики) |4|.

2. Изменение магнитной энергии единицы длины слоя будем 
подсчитывать по методу Чандрасекара и Ферми |5|, используя тео­
рему сохранения .магнитного потока, в предположении бесконечной 
электропроводное in гравитирующей среды. .Условие неизменности ма;- 
нитного потока через любое сечение, перпендикулярное к осн х, 
.можно выразить следующим образом:

О </а>«Дт
j А/Лг/у = I (А/ // J dy = const. (41

h -Л
где /7()- первоначальное поле, //—некоторое среднее поле по на­
правлению оси л*, /г г—компонента добавочного магнитного поля h. 
В рассматриваемом случае Л можно представить в виде:

Л = grad (5)
где 4՛ (л, у) является магнитостатическим потенциалом и удовлетво­
ряет уравнению Лапласа у-'Ч'— 0.

Решение для функции 4՜ (л. у) представим в виде ряда но сте­
пеням амплитуды возмущения

<е 
. - ոո /i

ЧГ lx, v) = У —ch kn (A 4- у) sin knx (6)
*” Ilk
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где (/Л} л- I. 2, 3. ••• неизвестные константы, подлежащие опре­
делению.

Из i4), (5) и (6) можно написать
acosfc.։

•V — |/7 -f- ճ/JjCh k (А4֊у cos Ах-֊ л2/<сЬ 2А(// -{-у) cos 2/глг ■ •• -Jrfy.
-Л

С точностью до второго порядка относительно а, найдем

Л՛’ = Н \а cos kx -|- /z) • а~ sb АА cos kx •

'< l_>
֊- a'-'/Jj ch kh cos2 kx ■+• - ՛՛ sh 2kh. cos 2kx. (7)

С другой стороны Д' - //vh. Тождественное равенство последних 
двух выражений приводит к следующей системе уравнений:

HJi = Hh փ -^ճ՜՜՚Ցյ ch kh\

На ֊ "Z?1 sh kh = 0; 
k
a-Вa-B\ ch kh ------ ՜ sh 2kh — 0.

k

(8)

Решая эту систему, найдем: 

где z kh.
В рассматриваемом приближении, из последнего соотношения 

(9՛ получим:
//=//„(1 + ֊- (10)

\ 2/z shz /
Следовательно, возмущение приводит к увеличению среднего значе­
ния магнитного поля внутри слоя. Важно отметить, что это значе­
ние зависит от волнового числя п в рассматриваемом приближении— 
порядка а՝. Изменение магнитной энергии, отнесенное к единице длины, 
можно полечи гать по формуле:

-

a СО5
1

8-Х
н- + 2 (// Л) + Л2, 4֊ A;.) rfy 1>1)
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Имея в виду 5), (6 . из (И) получим:
a cos АлX и со? k.\

H-'dy 4՜ '2НаВу cos kx ch k (k • y)t/y4-

« со? Ад « cos ft,г
-H 2Ha?Bz cos '2Aa- ch 2k (h 4֊ у) dy a֊B\ |ch2 k (Л4֊ у )cos2Aa* 4-

-Л -ft

t sh- k {h 4- у) sir* A‘a’1 dy —
0 

y-l'idy }• 

-Л

Выполняя интегрирование, найдем
Л2//б
16 “Л

zchz 
sh z

Изменение суммарной энергии будет (см. (2) и 13 •

£2 --Ор2Аа2Л(г)
где 

г 1 1 . I H\*zc\\z
' с(1 4- thz} \Hj shz

и
М =4«р/4 6

(знак нуль у // опущен).
Асимптотические значения функции Л., (г) таковы:

Игл ЛЛ (ж) = ֊ оо; lim B's\z\ ֊> -|- <х>, 

следовательно:
32 4- S.W > 0 при всех z гя 
ՏԶ 4- Հ.VI <Հ 0 при всех z < zs,

где Zs является корнем уравнения

Г, (zi = l 1 . / Ч У՜ - z
z(\+thz) '/-/J Դհշ

\12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Таким образом, все гармоники возмущения, для которых z>2, 
являются устойчивыми, а в противном случае 2< г? ֊• неустойчивы­
ми. Неустойчивость наступает при сравнительно больших длинах 
врлн. Критическое значение длины волны, начиная с которой возни­
кает неустойчивость (>ч< = 2»A/Zj) сильно зависит от напряженности 
магнитного поля.

С увеличением напряженности магнитного поля сдвигается пре­
дельная длина волны неустойчивости в направлении сокращения об­
ласти неустойчивых гармоник.

O.U =
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Уравнение (18) таким образом выражает критерий неустойчиво­
сти слоя при наличии внутреннего магнитного поля, направленного 
вдоль слоя.

Для нахождения критического значения z, (следовательно и 
можно решить уравнение (18) графическим путем. Однако, имея в 
виду, что при H = II.V; z, = 0,368 л при увеличении II, z, умень­
шается, можно ограничиться решением следующего уравнения:

г:+ * + с — 0; где

которое получается путем замены гиперболических функций их глав­
ными значениями при z — О (берется положительный корень, так 
как 0 < z < jo).

3. Найдем, среди неустойчивых, грамонику обладающую макси­
мальной неустойчивостью. Предполагая зависимость амплитуды от 
времени, выведем уравнение движения к форме Лагранжа.

Кинетическая энергия жидких частиц, приходящая на единицу 
длины, была расчитана нами в работе 11]. она выражается формулой.

//pchz/eZaV 
оГ=

Для функции Лангража найдем (см. 14) и (19))

L = APCh? / lia\ _ -Cr/hd‘Fs(z).
4zshz\dtJ ’

(19)

Уравнение движения будет иметь вид:

" , z տհ •> ր՜ , . հ\a^4r.(iy i’s(z)a = 0, 
ch z

решение которого суть:

a = const exp j ± Pst\, 
где

ch z
или

ոշ . ~ zshzL I , f H\~z ch z\ 
chz ( z(\-\-thz} \H,) sh z I

Исследование поведения функции /<(z в интервале 0<z<oo при­
водит к выводу, что для всех устойчивых гармоник (z>z4) измене­
ние амплитуды во времени, как и следовало ожидать, совершается 
периодически. Для неустойчивых гармоник амплитуда неограниченно 
возрастает со временем и следовательно слой должен распадаться.

Максимально неустойчивую грамонику, при которой амплитуда 
нарастает наиболее быстро, можно найти из условия:
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;■( ^0)1 = 0. 
dz

При Н = Н$ корень этого уравнения есть zTC =0,175, следовательно 
при Н ~ Hi мы можем заменить гиперболические функции своими 
аргументами и приблизительно ограничиться членами, содержащим z 
не выше второй степени, что даст:

Аг-:+№ ֊ I =ЬЛ

В рассматриваемом приближении максимальное значение /Л при 
котором наступает максимальная неустойчивость, будет:

Обычно, длина волны максимально неустойчивой гармоники -2zh zm 
рассматривается как линейный размер сечения тех образований. на 
которые распадается слой, а — как время релаксации, т е. время, 
необходимое для перехода одной конфигурации в другую.

В качестве конкретного примерз рассмотрим галактически!՛։ слой, 
предполагая, что протяженное магнитное ноле сосредоточено только 
внутри слоя параллельно граничным плоскостям.

Положим
Л = 100 пс, {. = Ч-\{У^2рсмл,

При этом найдем Нл — 2-10՜ 'гаусс. Задавая ряд конкретных зна- 
чснии отношению Н Нх с помошыо полученных формул можно вы­
числить z,: z„. ՛ (табл. 1) и соответственно с этими ).д;
РГт (табл. 2).

Знвисимасть 
от отношения

Таблица ! Таблица 2
Зависимость \/п; Р~я\ от напряженности 

магнитного ноля

н/н, Р>т • //
10 5 f-v

0 0.64 0.3 0.371
гаусс парсек парсек годы

1 0,366 0,175 0.296 0 0.980-10’ 2.100- 10’ 2,086- 10՜

1.2 0.312 0,151 0.268 շ 1.716- 10’ 3,584- 10’ 2,614-10’
1,5 0,247 0.120 0.242 2.4 2,013- 10’ 4.161-10’ 2.888- 10»
1,75 0,204 0.100 0.223 3 2.544- 10’ 5,2-35- 10’ 3,141- Юг
շ 0.168 0,084 0.200 3.50 •3,080- 10’ 6.283-10' 3.475-10’
3 0.0S6 0,045 0.148 4 3,740- 10’ 7.480-10’ 3.870- 10:
5 0,036 0,018 0.095 6 7.308- 10’ 1.396- 10' 5,230-10’
7 0.020 0,009 0,70 10 2.023-10’ 3,490- 10’ 8, НЮ-10’

10 0,009 0.005 0,(Х15 14 3.14 b 10' 6.980- 10’ 1,105- 10’
20 6. ЭВО-10* 1.2-56-10’ 1.548-10-
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Анализ полученных результатов, а также численных данных 
приводимых в таблицах 1 и 2, показывает, что неустойчивость слоя 
при наличии внутреннего магнитного поля, направленного вдоль слоя, 
возможна при любом конечном значении Н; Однако, с ростом AA7A 
возрастают длины воля неустойчивых и максимально неустойчивых 
гармоник, а также время релаксации.

Совершенно ивой картина гравитационной неустойчивости слоя 
при наличии магнитного . поля, перпендикулярного к его плоскости, 
рассмотренная в работе |1]. Там. при значении //=/7,, совершенно 
исключалась возможность появления неустойчивых гармоник при лю­
бой длине волн.

Следовательно, при одинаковых значениях напряженности маг­
нитных полей, картина гравитационной неустойчивости может резко 
меняться в зависимости от направления этих полей.

В заключение считаю своим приятным долгом поблагодарить 
профессора А. А. Власова за ценные указания.
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ФИЗИКА

Г. М. Гарибян и Г. А. Чаликян

Черепковское и переходное излучения частицы, 
пролетающей через пластинку*

• Краткая сводка результатов настоящей работы приведена и (4].
4 IbuecrKs АН, серии физ.-мат. иаук, .*« 3

В работе [1] было определено поле излучения, возникающего 
при движении заряженной частицы из одной полубесконечной среды 
г 0) в другую (г>0), различающиеся между собой в отношении 

диэлектрических и магнитных свойств. В настоящей работе методом, 
использованным в [1] исследовано переходное и черепковское излу­
чения, возникающие при движении заряженной частицы через пла­
стину вещества.

Аналогичная задача была рассмотрена также Пафомовым |2], 
следуя работе |3|. Приведенную в |2| формулу для переходного из­
лучения можно получить из результатов настоящей работы, если 
предположить что /?)'</, где К расстояние от точки входа (или 
выхода) частицы в пластину до точки поля, а а толщина пластины.

1. Пусть заряженная частица, обладающая скоростью V, дви­
жется вдоль положительного направления оси z и пересекает пластину 
вещества, ограниченную плоскостями z = 0 и z - а и расположенную 
н вакууме (е диэлектрическая постоянная вещества).

Суммарное электромагнитное поле в каждой части пространства 
слагается из поля движущейся заряженной частицы и поля излуче­
ния. Очевидно, что в области ноле излучения будет состоять 
из отраженных волн, в области z _> а — из волн движущихся только 
в положительном направлении осп z, а в пластинке будут присут­
ствовать оба типа волн. Ввиду этого в областях г<0 и 2>а будем, 
соответственно, иметь

£Дг./) = ^^^dk
J (I)

тогда как в пластине
£:(г, <) + £■?.'■ .0 = f|£> (kj^ + Eiikie '“V1*' (2) * 4
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Здесь р и х— компоненты г и к в плоскости (л, у), о) = kav, 
у 2 «Г Л ... ПГ •• п Я 1Ап — ул, а-= —- е — Z-. Действительные и минимые части л0 и >•

Ժ с-
положительны |1].

Далее надо написать условия непрерывности тангенциальных 
компонент полей в нормальных компонент их индукций на границах 
пластины. 'Гак же как и в 11|, можно убедиться, что из условии, 
налагаемых на магнитные поля следует только, что фурье-крмпонен- 
гы тангенциальных слагаемых электрических полей направлены по 
вектору у-. Принимая это по внимание, мы получим четыре уравне­
ния для определения фурье-компоиент тангенциальных слагаемых 
электрических полей.

Из них, для полей излучения возникших в вакууме, можно по­
лучить следующие выражения:

Нормальные компоненты электрических полей и магнитные поля по­
лучаются согласно формул:

г°
* г , • /* I —> f

— Z Eaf{k) • Л/|(Л)= X+ «>.«, £к(Л) 
w (» լ



Черепковское и переходное излучения частицы 51* 1 -■ = ՜ -=^    -=-=Հ- ~~ = — —=----- --- ■■ = 

(п — единичный вектор оси?). Нетрудно убедиться, что при « О 
ноля (3) и (4) обращаются в нуль. При а — сю формула (3) выражает 
фурье-комирненту соответствующего поля работы |1), что и следо­
вало ожидать.

2. Произведем теперь в формулах (1) интегрирование по dksdky =-- 
=xrfx<M>, где Ф-угол .между х и р. Интегралы по Ф легко выражаются 
через функции Бесселя /0(хр) и /։ (хо).

Рассмотрим сначала излучение в области г < О. Введем вели­
чины R и 0 посредством соотношений: p = /?sinfr, z = — RcosO. 
Для больших R и не очень малых значений угла О воспользуемся 
асимптотическим разложением функций Бесселя. Тогда получим:

Е'0>1г, է) = ոՀ fk) ( + Հ ‘'к* My^(Мк; (8>
Ւ RsinOj \ /

где /(х) - iv. sin Ь -г /Хо cos 0. в (хi » — i-л sin 9 f- z)41 cos 0.
Интегрирование но •/. произведем .методом перевала, аналогично тому, 
как это сделано |1|. Для применимости .метода перевала должно быть 
R»X/$jn26. При этом R можсть быть как порядка и больше если 

sin"0՛. так и много больше толщины пластины а.
В первом случае на положение точки перевала могут оказать 

влияние экспоненты ехр(/л«.), имеющиеся в выражении для Влия­
ние их проще всего учесть разложив 1 F в ряд по .малой величине

- ՝ I J—--г 1 I - Возникающие при этом в знаменателях фор- 
* Հ 1 \ '■ կ I

мул нули связаны с неприменимостью обычного метода перевала и 
устраняются способом, указанным в [1].

Во втором случае, когда
а « R, (9)

для точки перевала будем иметь прежнее значение —sin Պ Дей- 
с

ствуя далее обычным образом, нетрудно получтиь формулу для пе­
реходного излучения, совпадающую с приведенной в |2|. Рассмотрим 
подробнее крайне-релятивистский случай. Имеем:

+ -

ճ(ր, t, = х
r.vR 1 — ?zcos20 I | e(u>) -|- 1

— 2/sinl —be r
X------------ —------------- ՛֊— ------- e ժս). (10)

Հ / V £ -!\2 2/Ffl/։ 1
1 — ֊֊— e
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Выражение в квадратных скобках, стоящее в знаменателе послед­
ней формулы, может быть разложено в ряд по малой величине 
< | ՜ — 1)7(| г 4- 11". Это разложение соответствует полям, приходя­
щим в данную точку в результате многократного отражения от сте­
нок пластинки Ограничиваясь первым членом этого ряда н крайне 
релятивистским случаем, когда G ~ иIE, и принимая также во внима­
ние. что согласно (7) Eq№ '* Е*  н /-f^—EQft получим для потока

Е
вектора Понтинга в течение всего времени пролета частицы в телес­
ном угле Ժ2:

dUZnq,. е- 4 sin20 Г/ | £(<.») I \2 . о/./~7—րՆ /ш 
-V (1-թ4օտ80)Հ) \ I : ա>) +1 J Ա J

о
При этом для простоты положено, что s — действительно*.  Нетрудно 
видеть, что при г Հ/., где. /. — длина волны излучения деленная 
на 2-, переходного излучения не образуется.

Если в области частот ւ<պ, w2) а постоянно, то для энергии пе­
реходного излучения, испущенного в этом интервале частот, получим 
следующее выражение

сЛГжр. ժ 2siirG֊-- --- 1- —----- ------------------I ■ —---- (их
մճ zV (1-թէՕՏտ0)« \ J- £-+•!/ •

(12!

при этом дополнительно предположено ]՛ & I т. е. а у г >). ш(1
Интегрируя по углам получим

,-ւև-,). ԱՅ) 
т.с = 4- 1 ) 1 1 — p /

Принимая во внимание также i9) получаем, что формулы (12) и (13) 
имеют место при выполнении условия:

(14)

Для излучения в области z > а будем иметь при тех же допу­
щениях:

d пер. _ с՜
Ժ2 * nV

4sln!<1- fshr(- 
(1 — З2 cos2 О/J \2c

<> 
e1 2 sin2Ծ .
r*c  (1 ?2cos20j2՝ ’

a [ J' e — 1) |d/ui —

do)

Когда e комплексно к подобного рода формулах надо брать абсолютные
значения подингегральных выражений.
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(16)

£
при этом дополнительно предположено, что ИЛ — 1 — Принимая

ша
также во внимание -9) получаем, что формулы (15) и (1G) имеют
место при выполнении условия:

>-/|У в - ||«а«/?. (17)

Из сравнения формул (13) и 16) видно, что переходное излуче­
ние вперед больше на фактор (J г 4 1)2/(Г - — 1J2.

3. Отметим, что при деформировании контура интегрирования 
в линию кратчайшего спуска, необходимо также брать вычеты под­

огинтегрального выражения в нулях функции х2— (р®£— 1), содер-

жащейся в знаменателях 3, հ и о (см. фиг. -I статьи [1]). Они соот­
ветствуют черепковскому излучению.

Из формул (3) и (4) видно, что черепковского излучения не 
будет, если «<Х.

Если же X < а _ /?, то при нахождении линии перевала необхо­
димо также учитывать экспоненты, имеющиеся в выражении для £ол 
Разлагая в этом случае в ряд по малой величине, так как это 
было указано в предыдущем пункте, мы будем иметь:

где Res означает вычет в полюсе х — J (<•>) 1 , если он ока-
V

жется левее соответствующей линии кратчайшего спуска. Легко ви­
деть. что члены в квадратных скобках имеют разные линии перевала. 
В том случае, если полюс оказывается левее линий перевала соот­
ветствующих обоим членам в квадратных скобках, мы берем вычеты, 
от обоих членов и они, как легко показать, взаимно уничтожаются. По­
этому только для тех частот, при которых полюс х — '° !

v
оказывается левее линии перевала соответствующей члену с •( и пра­
вее линии перевала члена с 3 для каждого из членов ряда (18)), вы­



-54 Г И. Гарибян и Г А Чалнкян

четы взаимно не уничтожаются, так как вычета от члена с р брать 
не надо.

Таким образом, мы будем иметь следующие полосы черепков­
ских частот определяемые из соотношений:

cos20-5 __\
] - (<ս՚. — sir՛

|/ £2е (ю) 1 ֊< 8 sin О

4 Это связано с гем. что на больших расстояниях черенкопское и переходное 
поля будут иметь разные экспоненты (см. также формулу (27) работы |1|). Ввиду 
»того при вычислении энергии интерференционные члены обратятся и нуль при 
усреднении по небольшому интервалу утлой, так как они будут содержать экспо­
ненты, за висящие от R и 0.

a cos" 0 • /
R | е (<՛՛) — sin2 О 

(19)

где $ = 2п| 2, /==2я-1 1 (s— действительно). Принимая во вни­
мание, что черепковское и переходное излучения между собой не 
интерферируют*,  получим для потока черепковского излучения через 
круговую площадку р, p4-dp за все время пролета частицы выра­
жение:

dW՛.^, _ 4«= у Г |1-У1 + рэ(1֊^Г4г х
d? J |H-։|Z •+?*(։-։>  Г"4

I У-և - I |1 Vil - 2)|W.. (20)

Так же как в |1| можно убедиться, что черепковское поле ча­
стоты ••՛ распространяется под углом ft (<»>), определяемом равенством 
sin ։»(..>) = փ/ճՆ («>) - 1 . 

ս
Производя аналогичные выкладки для излучения в области г > а 

получим:

4е2у +?=(! -*)Г՞
Վ" 411+а<1+Н<1-ЧГ+։ (21)

где полосы черепковских частот определяются из (19'՛ с $ = 2л + 1, 
է ֊ 2п. Очевидно, что разложение в ряд в формулах (20), 1'21) соот­
ветствует черепковскому излучению, пришедшему и данную точку 
поля в результате многократного отражения от стенок пластинки.

Полагая теперь а < R из (19) получаем, «по в данной точке 
поля под углом 0 будет двигаться пакет волн с узким частотным 
спектром ձ<» — | ^՝ '| с основной частотой, определяемой из со­

отношения Sin О («•»)—!. Таким образом, интенсивность че
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ренковского излучения через круговую площадку о, у 4- d'< при 
буд'ёт стремиться к нулю. Вели же мы хотим вычислить все испу­
щенное черепковское излучение, то надо вычислить поток электро­
магнитной энергии, прошедший через определенный телесный 
Не трудно убедиться, что этот поток не будет зависеть от R.

егвительно, для вычисления — мы должны поток вектора 
մճ

угол.
Дей-

Пой-

тинга умножить на /?". что дает лишнее R по сравнению с (20) и 
(21). которое сократится с /?. имеющимся в и ձս>„.

Авторы благодарны А. Ա. Аматуни и II. И. Гольдману за инте­
ресные дискуссии и Б. М. Болотовскому и В. Е. Пафомову за полез­
ное обсуждение результатов работы.
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

М. Л. Алоян

О динамической устойчивости круговой арки 
переменного сечения

В технической литературе имеется ряд работ 11, 3. 5, 7, 8], по­
священных решению задач о динамической устойчивости круговых 
арок и колец постоянного поперечного сечения. Насколько нам (изве­
стно, те же задачи для арок и колец переменного поперечного сече­
ния мало исследованы, и решений конкретных задач не имеется.

В данной статье рассматривается динамическая устойчивость двух - 
шарнирных и защемленных в пятах арок, когда один из размеров 
прямоугольного поперечного сечения .арки (высота или ширина) ос­
тается постоянным, а другой изменяется линейно от ключа к опорам. 
Решение дается применением приближенного метода Б. Г. Галеркина.

§ I. Основное дифференциальное уравнение 
задачи и его решение

Дифференциальное уравнение плоских колебании круговой арки 
непрерывно переменного сечения, нагруженной периодической равно­
мерно распределенной нагрузкой (/(f), можно получить из динами­
ческих уравнений Кирхгоффа |7]

■: (1 + Л', + ЯГ, - m i») R֊
c/О of՜

д֊^—(1 ՚ '>.1)
<)0 ԺՒ

дМ
ԺՕ

ճ + /?;Vx = 0

и из известных соотношений

. 1 / дий — — I — 
/? Աօ

Л/у = В (0) 5х,

dw И — - .
<?0

_ • ■՛ 

(1.2)

(1.3
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где /Wv, Հ՛Հ-, Д’. соответственно изгибающий .момент, поперечная 
сила и продольная сила, Тх— проекция внешней нагрузки на ось. 
нормальную к деформированной оси арки, Г- на ось, касательную 
к деформированной оси арки, и и тс соответственно радиальное и 
касательное перемещения точек оси арки. 3 — угол поворота сечения 
вокруг его центральной оси инерции, направленной перпендикулярно 
к плоскости арки, R радиус кривизны арки, ох - приращение ра­
диуса кривизны, 9 — центральный угол, отсчитываемый от ключевого 
сечения, /3(6— переменная жесткость изгиба в плоскости арки, w(6) 
масса единицы длины, / ֊время.

Полагая, что A՛',.— q\t\ R -1֊ А'.. где Л'.- весьма малая вели­
чина. и исключив из уравнений ’.I) /И... Л’,. и Л-. при помощи со­
отношений (1.2). (1.3 , пренебрегая малыми величинами высших 
порядков, получаем основное дифференциальное уравнение задачи 
в виде:

ռ. I ... д'(\ \ ... di . ժ’<շ՛ \ „.-Я1 ՝ /:-- — -Ւ R' [m 0)------- — m(h)— = 0. (1.4)\ fl) I d'j \ ժ<> dt- >

Если считать, что внешняя нагрузка после деформирования оси ярки 
остается нормальной к деформированной оси арки, то ՛/՛- 0 и 7Հ= 

^7(/ւ. поэтому 7Հ-— = 0, и дифференциальное уравнение задачи 
Ժ0 

примет вил:

(1.5)

Легко показать, что в случае незамкнутой круговой арки посто. 
явного сечения и, тем более, круговой арки переменного сечения, 
точное разделение переменных невозможно. Поэтому решение задачи 
приходится выполнять приближенными методами, среди которых наи­
более удобным является метод Б. Г Галеркина.

Пользуясь этим методом, решение уравнения 1.5) будем искать 
в виде

w(0, /) « 1Г(6)-Т(*). (1.6)

где U7C>i аппроксимирует функции задачи о собственных колеба­
ниях. соответствующих низшим частотам антисимметричных или сим­
метричных колебаний круговой арки. Метод Б. Г. Галеркина позво­
ляет разделять переменные приближенно и для функции '/'(/) полу­
чить следующее дифференциальное уравнение
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՛է է\ ■}■ ur( I - 7'1/) «О (1.7)
\ <Խ / 

где

--------------- ,Լ8։
л ( | /л(0) IF1)* /и(0] U7] Ա"մՕ

— *а

приближенное значение для квадрата частоты свободных плоских 
колебаний нснагруженной круговой арки переменного сечения, а

։ յյ[Ջ(0)(Ա7։"+ «7յ )|llI4֊[£?iO)(W/111 4 IP i|։ )W0
7z-, = - — —----------------------  ----------- (1-9)

j (r’v+W,n) Wdf)
—a

приближенное значение равномерно распределенной критической на­
грузки, 2a — центральный угол арки. В выражениях (1.8) и (1.9) 
штрихи обозначают производные по Հ в (1.7 точки производные по /. 

Если = ֊-(/^cospi, то уравнение (1.7 приводится к из­
вестному уравнению Матье

?՜Ժ) + Հ(1 -ucosp/) по=о, 
где

^^(1֊^) (1.Ю)

квадрат частоты плоских свободных колебании круговой арки, на­
груженной постоянной составляющей силы q f),

Чь
~ Ч\

(1.11)

коэффициент пульсации.
Будут ли колебания арки устойчивыми или нет, зависит от функ­

ции T\t). Если T{t будет ограниченная периодическая функция, то 
перемещения точек оси арки согласно i'1.6) тоже будут ограничен­
ными, и начальная круговая форма ярки динамически устойчива. Если 
же 7' է будет неограниченно возрастать, тогда первоначальная кру­
говая форма арки станет динамически неустойчивой.

Известно, что при определенных соотношениях между и а, 
Т v/) неограниченно возрастает. Совокупность всех тех точек в пло­
скости параметров |յ*, 2ս>,/։/> , для которых 7՝(/) неограниченно воз­
растает, образуй Облает и динамической неустойчивости. Практически, 
наиболее опасным является первая область динамической неустойчи­
вости, границы которой при действии нагрузки вида с/(7/ ft 4֊ 
4 qncospt определяются так |2|

3’2
55

512 Р*
I 1 .7 | 55 ,

■4------ ,յ- -- ------р՝ 4՜ — и3
2՜ 32՛ 512
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В общем Случае изменения внешней нагрузки по закону <?(/) = 
=(7ւ 4՜ <7o(z • ։'Де <70(/,1 = <?0 է л- /) — периодическая функция с периодом 
/, уравнение (1.7) приводится к уравнению Хилла

7Հ0 + Հ11 ^<>(0|7’(0 = 0.

В этом случае уравнение можно решить методом разложеншг 
T(t) но малому параметру р. Условие отсутствия „вековых “ членов 
в решении Tit), г. е. требование периодичности (решений, дает гра­
ницы областей динамической неустойчивости.

Для определения областей динамической неустойчивости сначала 
необходимо в каждом случае определять or и «. из . 1.8)֊ (1.11).

§ 2. Круговая двухшарнирная арка переменного сечения

Граничные условия двух шарнирной арки имеют вид:

и = w = ДД, = 0 при б = + а. (2.1)

Принимая во внимание (1.6) и соотношения 1.2), (1.3), перепишем 
условия (2.1) в виде:

117= Н7‘ = №П| = 0 при 0=±х. (2.2)

Коэффициент «»2 и дифференциального уравнения (1.7) опре­
деляем из (1.8) и (1.9 . Интегрируя и учитывая (2.2) приводим вы­
ражения (1.8) и (1.9) к виду:

|’В(О) ( U7111 + 117’)-՝ dO

or= —-֊^------------------------------------(2.3)
R' m :в |(Ա7»)2 WZ-j ժ՚յ

—a

Հք (б) I U7“+ Ա71)=Ժ6
4^=֊-֊г.--------------------------------ш

/< ((W'jv-|- U7i։j Wdh
— *

Пользуясь (2.3; и (2. Г, можно определить приближенные зна­
чения ш2 и qkf>.

Рассмотрим теперь два частных случая изменения поперечного 
сечения арки, которые с точки зрения их практического применения 
представляются наиболее важными.

а) Первый случай. Сечение арки прямоугольное, ширина воз­
растает от ключа к опорам ։.нлн наоборот) по линейному закону, а 
высота остается постоянной. Тогда для жесткости изгиба и массы 
арки в сечении ft имеем:
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при — а<0<()

(2.5)

В|,о1 = а1...(1+ ?м)
при 0<5Հ«

где -1։ = (Ьп — Ькя): hr.^ bn — ширина сечения у опор, Ька— ширина
/iключевого сечения, В...л — Г. -л------жесткость изгиба ключевого сече-

12

ния, Шцл = — Ь}{Л-/1 масса единицы длины в ключевом сечении, Л = 
g

const—высота сечения, 7 —объемный вес, £—модуль упругости 
материала арки, g ускорение силы тяжести.

б Второй случай. Сечение арки прямоугольное, высота возра­
стает от ключа к опорам по линейному закону, а ширина остается 
постоянной. Тогда для жесткости изгиба и массы в сечении Ծ имеем: 

при — а^О^О

При а

(2.6)

где {Լ = । ii,. — hk»): Ль, հո — высота сечения у опор, Л*д — высота клю-

чевого сечения, В к» = В —, т։!Я =Ь11кл.
12 ,Հ

Займемся теперь определением «г и q^r для упомянутых случаев 
изменения поперечных сечений. Рассмотрим антисимметричные (по 
двум полуволнам! и симметричные (по трем полуволнам' колебания 
круговой арки.

I . Антисимметричные колебания. В качестве аппроксимирую­
щей функции, удовлетворяющей (2.2), принимаем [9]
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IV (6) = а ’ 4-cos — (փ (2.՜

где « — неопределенный коэффициент.
а) Для первого случая изменения поперечных сечении, подста­

новкой значений В т 0 из 2.5, IV՜ fJ) и ее производных из 
(2.7 в (2.3) и 2.4 I, посте интегрирования получим:

„== _ Ր>8, 
lz’+3)(l +?,2 -8?,=։

(Z’-I)p + Kj.^. (2.9)

где 
а

Выражения (2.8) и (2.9 получены также в работе |10|.
Критическую сжимающую силу Л\л - R можно написать в. 

виде 

где

K,= 4։=(Z’-»(I I)»’ (2-Ю>

коэффициент устойчивости. S — длина дуги арки, В-, -жесткость из­
гиба сечения у опор. / = /Лд Вг..

В предельном случае, когда ։=0. имеем прямолинейный стер­
жень, сжатый продольной силой V. В этом случае

а; - ^<1-3,2 /.

Значения коэффициента устойчивости К։ в зависимости от 2а и 
i приведены в таблице 1 и сопоставлены с результатами А. Н. Дин- 
ника J6|.

б) Для второго случая изменения поперечных сечении, подста­
новкой значений В Ь . т (6. из (2.6). IF(б) и ее производных из (2.7) 
в (2.3) и (2.4՛. после интегрирования получим

= ____ր(ր֊Ո2Գ
(Х.2Ч 3.(Г4?։2)-8^ т*дЯ*

дкр = ГГ-Г, Со-^.

Критическую сжимающую сил\ 4Հ- qk. R можно представить 
в виде

v /гЛ*Р= А--— •

где
A’2^4a’(Z>- 1)Со/,
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- ------— --- --------------------- ■ ----------------- ■ а ■ . ■ д

Таблица I

՝ 2 а օյ ГЯГ 120’ 180'
к, I X- 1 1 к; К. 1 А’г К.

18.68 13,12 18,16 12,71 16.64 11,70 14,13 9.94 1
0,1 21.70 16.3 21,11 15,73 19.3 11.39 16,28 12,14 2

16.0 ‘24,4 16,0 25.0 16,2 23,0 15,5 22,1 3

21,64 18,08 21.01 17,57 19.27 16,10 16,3'2 13,65 1
0,2 23,68 20,10 23.02 19,61 21,05 17,93 17,76 15,13 О

0,6 11.05 0,6 11.6 9.1 И.36 9,0 11,25 3

26,72 25,03 25.93 24 ,46 23,77 22.36 20,08 18.42: 1
0.4 27.6 26,06 26,87 25.36 24.56 23.19 20.73 19,56 2

3.4 4.25 3,9 3.51 3.2 3.52 3.1 6.18 3

31,21 30.64 30,31 29.82 27,76 27.23 23.45 22,99 1
0.6 31,6 31,00 30,70 30,14 28,07 27.56 23,69 23,25 2

1,3 1.31 1,3 1,14 0.97 1.32 1.2 1,08 3

35.42 35,32 34,47 34.35 31.52 31,42 26.62 26,5 1
0.8 35.45 35.4 31,5*1 34.42 31,58 31,46 26.64 26,55 2

0,14 0,28 0.11 0.20 0.25 0.13 0,15 0,18 3
Ir 4~ 38,38 38,38 35.09 ,35.09 29,61 29,61 1

1.0 4г? •1֊֊ 38,38 38,38 35.09 35,09 29,61 29,61 2
0,0 1 о.о 0.00 0,00 0,00 0.00 0.00 0,00 3

Примечание: В таблицах I и 2 в строке I приведены значения коэффициентов 
устойчивости по Л. II. (шишку. в строке 2 приведены значения коэф­
фициентом устойчивости, полученные в настоящей работе, в строке 3 
разность в процентах.

В предельном случае а = 0 коэффициент устойчивости

К» = 4z'-: (ՀՀ

Некоторые значения коэффициента устойчивости /<2 приведены 
в таблице 1.

2°. Симметричные колебания. В качестве аппроксимирующей 
функций, удовлетворяющей (2.2), принимаем |4|

U>' id) — а I sin б - sin О V 
\ 2а 2а /

(2.11

а) Для первого случая изменения поперечных сечений, подста­
новкой значений Н h), րոՀյ) из (2.5), U'z(0) и ее производных из i2.lt) 
в (2.3) и (2.4 , после, интегрирования получим:
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U •>_______/4(365 Հ1 ֊ 328/=4-80)4- С&1___________ Вл.л

Л3
где

3 
а = (365 х* — 328 х2 4֊ 80) - ~ (122,5 у1 - 260 у֊ 4֊ 104) 

3С3 =—(365 х4-328/=4-801֊ ^-(122,5-/* —260/4-104) -
4 2тг

+ ֊® (72 7.1 — 288 у2 4֊ 128).
3՞

а С, имеет то же значение, что и в выражениях (2.12) и (2.13).

§ 3. Круговая бесшарнирная арка переменного сечення

Граничные условия бесшарнирноЙ арки имеют вид:

и = да = Ց ֊ ֊ 0 при & = ± а.

Принимая во внимание (1.6) и (1.2), перепишем (3.1) в виде:

W = Г' - IV" = 0 при б => ± а. (3.2)

Коэфициенты ш2 и q;.„ дифференциального уравнения (1.7) опре­
деляем из (1.8) и (1.9), которые интегрируя и учитывая (3.2), при­
водятся опять к (2.3) и (2.4).

Рассмотрим опять вышеупомянутые два случая изменения попе­
речных сечений арки.

1°. Антисимметричные колебания. В качестве аппроксимирую­
щей функции, удовлетворяющей условиям (3.2), принимаем (9|

16; 15// 4 4. = 1^5x44)-^ Й rnkJV
՝ I. ■

= (365/-328/-4-80) 4-Я-
Ч*" 4(41 у; — 20) Я3’

где
С, = -Լ (365 / ֊ 328 у- 4- 80------֊ (136 /_4 - 320 /=4-128).

2 *.

б) Для второго случая изменения поперечных сечений, подста­
новкой значений В (0), т (Ь) из (2.6), IV (0) и ее производных из (2.11) 
в (2.3) и (2.4), после интегрирования получим

161(5/.։ 4-4) 4-լ ;֊(5г4֊4) g֊ (9z54֊4)j 3։| 

(365 х'1 328■/.- 4- 80) 4֊ ЗС.З.» 4֊ СЗ? 4 С33? 
‘7~ ’ 7 77Հ 7

Z21(365 у.4 - 328 у- 4- 80) 4֊ ՅՇ\&3 4֊ С$+(. В.

(3.1)
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IV’0) = ч
■г. 3" \

3cos — О 4- cos - - 6 )■
2а 2а /

(3.3)

а) Для первого случая изменения поперечных сечений, подста­
новкой значений В(Ь,. т(Ъ) из (2.5;՛, IF0) и ее производных из (3.3) 
в (2.3) и (2.4), после интегрирования получим

97,-4 41у;- 40 •//4- 16 -1-СЛ1______
16 1(97-' • 2»1- I ’ Э/՛՜-i-20) —(9х4 + 68)| 8,1 

Ջ 9кг 

а - 1ՀЧчи ֊ հ' *-յՀ' 

где

А’з-
(41 Z.-4OZ- + 16 4- СЛ 

4(5Z*-4)

С4 = ’ (41 z’_40z"-t-16)—Վ-(72Z։-576z24- 128).
2 о*.

6 Для второго случая изменения поперечных сечении, подста­
новкой значений Н 0), т (0) из (2.6), 1Г(0) нее производных из (3.3) 
в (2.31 и (2.4). после интегрирования получим

<!)• =
9zgli41Z.'l-‘Wz;:4- 1<>1 4-ЗСЛ+С^;+С.??|

/ллл/<՝(9х= 4 20) + 2.(9^+ 20)-А-(9x5+68) ?։1

^'1՛
где

л- = (41 X* ~ 40 72 -Г 16) -Ւ з сл -Ւ 0,8? + С«$ j
1 4 (5 xs —4)

С,- 41х"-40х4+16.1-Հ. (225х*֊ 1512х։+400),
()-■

С, = 4֊( 41 X’ 40 х= 4- 16) - А (225 х* ֊ 1S12 х= + 400J + 
4 12»"

,-р-(в1х’-Зб0х5 + О,

а С։ имеет то же значение, что и в (3.4).
Некоторые значения коэффициентов устойчивости А’э и Л\ при­

ведены в таблице 2.
2Հ Симметричные колебания. В качестве аппроксимирующей 

функции, удовлетворяющей условиям (3.2), принимаем [4]

(г 1 \
sin-2- 6 4------sin—О]՛ (3.5)

я 2а/

О Илпссгня АН. серия фнх-мат. наук. Ха 3
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____  Таблица 2
2a 60 120 180*

/ \ К, а-. Л'. к, К.

33.2 24,1 6,25 6.05 3.70 2,73 1
0,1 39.35 31,32 9.93 7.99 4,56 3.73 2

18,5 29,95 20.00 32.1 23,2 36,6 3
39,1 33.6 9.76 8.39 -1,36 3.66 1

0,2 43,14 37.90 10,85 9,57 4.94 4,40 2
10,33 12,80 11,16 14,1 13.3 20.22 3
49,1 46.7 12,2 11.7 5,45 5.19 1

0,4 50,72 48.4 12.67 12.11 5.71 5,47 2՛
3.3 3.61 3,85 3.5 4,77 5,4 3

57,8 56.5 14.4 14,1 6,39 6,27 1
0.6 58,3 57.43 14,5 14,29 6.47 6,38 2

0,86 1.65 0.69 1.34 1,25 1.75 3
65.8 65,8 16.3 16,3 7,21 7,21 1

0,8 65,88 65.68 16.33 16.28 7,23 7.22 2
0,13 -0.18 0.18 -0.12 0.28 0.14 3

73,3 73,3 18.1 18.1 8,00 8,00 1
1.0 73.45 73,45 18.15 18.15 8.00 8,00 2

0,2 0.2 0.28 0,28 0,00 0.00 3

ու Для первого случая изменения поперечных сечений, подста­
новкой значений В(0), т (6) из (2.5), 117(0) в ее производных из (3.5) 
в (2.3) и (2.4), после интегрирования получим

= ________ 4//И17/.4֊Ю /: + 2) + СЛ|____________ (3 6)
{(&*+$) + ±(8r + 5)-^-(5z։ + 2)j?։) m*‘R'

_ O7Z/-IOZ։ + 2)-I CA /Л.,
5у/֊2 R3

где
С,=±(1?Х--loz= + S)_^.(4z?_5z= + i).

б) Для второго случая изменения поперечных сечений, подста­
новкой значении /э 9), w(0i из (2.6), U՜՜ Հւ и ее производных из (3.5' 
в (2.3) и |2.4), после интегрирования получим

(17 — Ю z֊ 4֊ 2) 4- 3 С& -и 6\% 4֊ C„3j влл

5f-2 "r*՛

. +Z=I(17Z։-
u>---- —-------------------- Юх‘4-2)+ЗС,?.-1 СД+сЛв»]

j(8Z2 + 51 + ■- (8Z= + 5)- ֊ (5Z։ + 2) '
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где

Գ = (17 X4 - 10 7- + 2)------- !— (НОТ՛/4֊ 1 -156 z« + 275),.
24гс-

С, = — !17z4 IOZ= 4-2)------ ֊.. (llOOz4- 1456Z‘+275)4-
4 48 ՜՝

+ —(4Х‘-5Х’+1?>

a C7 имеет то же значение, что к и выражении (3.6).

* **

Таким образом, для рассмотренных случаен изменения поперечных 
сечений двухшарннрной и бесшарннрной арок переменного сечения по­
лучены приближенные выражения для частот собственных колебаний 
и критической статической нагрузки. Известно, что точность этих при­
ближенных выражений в большой степени зависит о՛։ удачного выбора 
аппроксимирующих функций. В настоящей работе в качестве аппрок­
симирующих функций приняты функции, предложенные А. И. Осе- 
ледько |9| и Е. Б. Васерманом |4|. Вычисления показывают, что, при 
постоянной жесткости арки, расхождения точных и приближенных 
значений «» и q^, не только не велики, но и одного и того же по­
рядка. Это обстоятельство говорит о том, что принятые функции 
хорошо аппроксимируют тангенциальные перемещения точек осн арки 
постоянного сечения.

При переменной жесткости, когда /*.,//„ > 0.4, расхождение зна­
чений qkn от точных, как это видно и?, таблиц 1 и 2, в большинстве 
случаев составляет до 5%.

Имея в виду, что эти функции более „родственны* собственным 
функциям свободных колебаний, чем формам потери статической 
устойчивости, можно заключить, что точность приближенных выра­
жении частот свободных колебаний во всяком случае не ниже точ­
ности критической нагрузки.

При 1цл;1п ~ 0.2 расхождение составляет от 9% 15%.՛ Но
имея в виду, что в практике очень часто встречаются случаи, когда 
отношение /Ьл 1п колеблется в пределах 1,0—0,2, можно сказать, 
что приближенные выражения для q:.;, и <•/-', полученные в настоящей 
работе, дают удовлетворительные для практических целей результаты.

При Л-.,/,, < 0,2 расхождение больше 15%. Объясняется это тем, 
что при этом принятые функции недостаточно хорошо аппроксими­
руют тангенциальные перемещения точек оси арки при ее свобод­
ных колебаниях и формах потерь статической устойчивости.

Ереванский политехнический 
институт км. К. Маркса

Поступили 31 til 1958
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Ս*. Լ. Ա.լ։։։սւքւ

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԿՏՐՎ.ԱԾՔ ՈՒՆեՑՈԴ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ԿԱՄԱՐԻ ԴԻՆԱՄԻԿ 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա 1Г Ф IJ Ф II !• 1Г

Հոր/ ված tit // rti nnt.tlitut ււիրվում I. փոփոխական կտրված,ft IilIiIi gn ղ չրշա- 
նալին կամարների դինամիկ կա լունուի} րսն խնդիրբէ /’. 9'. Գալլորկինի մո­
տավոր և դանակով, խնդրի ԼՈէծամր բերվում /, ( J.7} դ/>էիերենցիա/ հավասար- 
մանր, իսկ վևրչինո, կախված ազդող արտարինք </ամ անակի րնթսւցքՈէմ 
պարբերաբար փուիոխվող րեոից, բհրվում Լ Մատլեի կամ Խիլլի դիֆերեն­
ցի՛'! է հ՚՚՚վ աո ա րւււէքեե րին:

E րկ-ադակէոպա ;ին ե ամրակցված ծալրերով կամարների, նրանց կարված­
քի փհփո խմ ան երկու, հիմնական դե պյմէ րի համար որոշված են կրիաիկական 
ստատիկական բեոի մե ծ и լթլտնր, սեփական տաաէոնա մնե ր ի հաճա խակսւնսւ- 
ի/բոնր, ի"կ այնուհետև' Մ սա՛յեի դիֆերենցիալ Կավս՚սարման դործակից- 
'<՚երր և արված Հ դինամիկ անկս՛լո ւնավէրոն աիրսւյխր՛
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МЕХАНИКА ГРУНТОВ

С. Р. Месчян

Исследование влияния высоты образца на 
деформативные свойства связных волонасыщенных 

грунтов

В связи с новыми представлениями о природе деформирования связ­
ных водонасыщснных грунтов, введенными в науку за последнее вре­
мя |1|. r течение последних пяти лет был опубликовал ряд ieope- 
тических [2, 3] и экспериментальных работ |4, 5, 6, 7|, посвященных 
решению задач уплотнения с учетом ползучести скелета грунта и 
|экспериментальному исследованию их деформативных свойств с учетом 
фактора времени.

Работы автора настоящих строк |4. 5. Gj, посвящение вопро­
су устчнонления основных закономерностей деформации ползучести 

[скелет связного грунта при его сжатии и условиях отсутствия бо­
бкового расширения, выполнены в целях учета ползучести скелета 

в задачах уплотнения. Поэтому при выполнении экспериментальных 
работ были использованы образцы одинаковой толщины (10 или 20 мм). 
Ш? затрагивая вопроса о влиянии высоты образца грунта ни их де- 
фЬрматидайае свойства.

. Для определения закономерностей ползучести скелета грунта в 
указанных работах пользовались недонасыщенными образцами, в де­
формациях которых, помимо фактора вязкого перемещения структур­
ных элементов и частиц грунта друг относительно друга, участвовал 
к Фактор выжимания воды из его пор. Однако полагали, что доля 
’•шния фильтрационных явлений в процессе деформирования об- 
мзшн» небольшой толщины 110—20 .v.i.O незначительна и ею можно 
пренебречь.

I В целях, как проверки принятой нами меюдкки эксперименталь­
ного Определения закономерностей ползучести скелета связных грунтов 
иж г латания водонясыщенных образцов небольшой толщины, так 
м ддя изучения природы деформирования их во времени, нами в 
195՞ 1958: гг. была выполнена настоящая работа по исследованию 
ариячия размеров, в частности высоты, образцов на их деформативные 
ktoficrefl, некоторые основные положения и пыводы которой были 
кмпк^ изложены в работе [8].

I Исследованию влияния высоты образца на деформативные свой­
ства грунтов посвящена также работа |9|.
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Известно [10]. что процесс деформирования слоев связного 
водонасыщенного грунта различной толщины при сжатии, в зави­
симости от его консистенции, может идти как в соответствии с 
теорией фильтрационной консолидации, таки в соответствии с законом 
сформирования твердых тел, обладающих свойством ползучести, 

когда фильтрационные явления не оказывают никакого влияния на 
продолжительность деформирования, когда этот процесс протекает I 
только за счет ползучести скелета.

Соотношение между продолжительностью сжатия и է. слоев 
различной толщины /7 и // н общем случае можно выразить зависи­
мостью |10|:

/ /7 \/յ г-'-(г)՛ "I

где И — мощность слоя, для которого ведется определение;
7’.,. — время, необходимое для уплотнения данного слоя под на­

грузкой Р до достижения влажности и>:
Л — мощность меньшего слоя, время уплотнения которого из­

вестно;
/ время уплотнения меньшего слоя под гой же нагрузкой до I 

той же влажности <•>;
п показатель консистенции, зависящей от физико-механических ՜ 

свойств грунта.
В случае протекания процесса уплотнения в соответствии с тео­

рией фильтрационной консолидации, когда ролью ползучести скелета 
грунта можно пренебречь, показатель п = 2 : продолжительность ежа- | 
гия слоев различной толщины прямо пропорциональна квадрату тол­
щины этих слоев), а в случае же, когда этот процесс протекает только. I 
за счет ползучести скелета п — 0, т. е.

Г, = 4, Л

откуда следует, что, при отсутствии влияния фильтрационных явлений, | 
длительность деформирования не зависит от высоты образца.

Таким образом, критерием, определяющим применимость той или j 
иной схемы деформирования к связным волонасыщенным грунтам, 
могут служить результаты определения продолжительности деформи- I 
рования образцов различной толщины при их йены гании одинаковыми | 
нагрузками |8. 10].

Принимая во внимание вышеизложенное, для проверки принятой 
нами методики определения, характеристик ползучести скелета грунта, I 
необходимо сопоставить результаты определения развивающихся во I 
времени, деформаций образцов различной толщины. Если окажется, 
что длительность и скорости деформирования образцов различной !
олщпны равны между собой, го это будет означать, что высота об- Л 

разца не играет роли и процесс деформирования протекает за счет.;! 
ползучести скелета грунта |8|.
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Основываясь на эти же рассуждения, можно установить границу 
и продолжительность влияния как явления выжимания воды из пор, 
так и ползучести скелета грунта.

Для исследования влияния высоты образца на явления деформи­
рования связных водонасыщенных грунтов нарушенной структуры 
нами были испытаны образцы высотою 10, 20 и 60 .и.и.

.Учитывая то обстоятельство, что при испытании образцов на 
сжатие в условиях отсутствия бокового расширения, боковое трение 
о стенки грунтового кольца может повлиять на их деформаций, спе­
циально было исследовано влияние бокового трения при испытании 
образцов разной толщины.

Были испытаны образцы следующих размеров: I) высотой 60 .ил, 
диаметром 70 .и.и; 2) высотой 60 .«.«/, диаметром 210 мм. Для испы­
тания образцов диаметром 70 мм были использованы компрессионные 
приборы нашей конструкции |6], для испытания же образцов диамет 
ром 210 мм были использованы большие компрессионные приборы 
аналогичной конструкции. Испытание провозилось при одностороннем 
движении отжимаемой воды (снизу вверх).

Рассмотрим результаты испытания образцов пылеватого суглинка 
нарушенной структуры, основные данные о физических свойствах ко­
торого приведены в табл. 1.

Таблица i

Лаб. № 
Грунта

М е х. с о с । а в
Уделыг. 

нес 
в г/с.и5

Пределы пластичности
фракиии в ,к.1/ в (| „ граница

текучести
граница 

пластичности
число 

пластич­
ности>0.05 10.05—0.005 0.(105

2-57 21.8 67.4 10.8 2.66 31.3 18.6 12.7

Для определения влияния бокового трения попарно испытывались 
четыре образца нагрузками, приложенными ступенями по 0,125 и 
0,25 кггсм? с выдерживанием их под этими ступенями от 9 до 44 дней.

В табл. 2 приведены основные данные о физических свойствах 
как образцов указанных выше размеров, так и образцов высотой 
20 мм, диаметром 70 мч.

Таблица 2

№ 
опытов

_ Размеры
высота 

в мм

образцов
диаметр 

и .V.W
Удельный 
вес и e/c.w3

Объемный 
вес в г/см3

Влажность 
в %

Коэффиц. 
влажности

2/57 20 70 2.66 1.83 34,4 0,96
2/5S 20 70 2,66 1.82 34.4 0,97
2/55 60 70 ' 2.66 ’ 1,81 34,4 0,98
2/56 60 70 2,66 1,80 34,4 0,99
2/59 60 210 2,66 1,80 34,4 0.99
2/60 60 210 2.66 1.79 34.4 1.00
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Для сравнения результатов испытания образцов толщиной 60 мм, 
диаметрами 70 н 210 мм на фиг. 1а приведены кривые полных де­
формаций в зависимости от времени и ступенчато-приложенных на­
грузок (фиг. 16).

Фиг. Լ

Из указанного графика следует, что. несмотря па одинаковые 
значения высоты образцов, ввиду влияния бокового трения. при их 
сжатии имеет место существенное расхождение между указанными 
выше кривыми, достигающее при первой ступени нагрузки до 30%.

Если теперь рассмотреть результаты этих опытов для каждой 
ступени нагрузки н отдельности (фиг. 2 , то нетрудно будет прийти 
к выводу, что суще юшее расхождение между кривыми деформации 
во времени указанных выше образцов при переходе от одной ступени 
нагрузки к другой постепенно уменьшается, и. при Ч( гвертой ступени 
нагрузки, достигает незначительной величины

Указанное обстоятельство, по-виднмому. можно объяснить тем, что 
коэффициент бокового давления не является постоянной величиной и 
что он уменьшается по мере уплотнения грунта. Отсюда приходим к 
выводу, что при определении я ияния высоты образца на деформз- 
тнвные свойства грунтов нарушенном структуры, во избежание влия­
ния бокового трения, желательно, а для грунтов текучей консистенций 
необходимо, пользоваться образцами с постоянным значением отно­
шения диаметра к их высоте.

Учитывая вышеизложенное. для сравнения полученных резуль­
татов испытания образцов высотою 20 и 60 мм, пользовались при­
борами с диаметром грунтовых колец 70 и 210 мм; что же касается 
образцов высотою 10 и 20 мм, то и этом случае пользовались при-
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& д№Х

Фиг. 2.
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борами с диаметром грунтовых колец 70 лг.и. Хотя в последнем слу­
чае не соблюдается необходимое условие, но, как мы увидим ниже, 
это не вносит существенного различия в значениях деформаций.

В целях исследования влияния высоты образца на деформативные 
свойства связных водонасыщенных образцов груша нарушенной струк­
туры. были использованы: 1) суглинок из Ахтинского района Армян­
ской ССР (лаб. № 2—57), 2) глина из Ахтинского района Армянской 
ССР (лаб. № 4—-57), 3) диатомитовый груш из Сисианского района 
Армянской ССР (лаб. №5—57). 4) Часов-ярская глина (лаб. №6—57), 
5) Ново-швейцарская глина (лаб. № 7 57,.

Некоторые основные физические свойства перечисленных выше 
грунтов приведены в габл. 1 и 3.

В табл. 2 и 3 приведены основные данные о физических свой­
ствах образцов испытанных грунтов.

В общей сложности было испытано 4G образцов, причем образцы 
грунтов за № 2 -57 и 6—57 исследованы при значениях их высот 
/г К). 20 и 60 мм. Образцы толщиною 20 и 60 мм испытывались 
только при одностороннем движении отжимаемой воды (снизу вверх), 
а при Д — 20 мм как при одностороннем, так и двухстороннем дви­
жениях отжимаемой воды.

На фиг. 3. 4, 5 и 6 приведены графики кривых относительных 
деформаций грунта во времени, определенных испытанием образцов 
различной толщины при четырех «возрастах-, соответствующих че­
тырем ступеням нагрузок, в интервале времени от одного до 24 часов; 
на фиг. 8. 9. 10, 11 и 12 приведены эти же графики в интервалах 
времени от 5 до 55 дней, а на фиг. 1, 7—схемы их за гружения.

Для определения влияния высоты образца на процесс его де­
формирования, сопоставим кривые относительных деформаций, полу­
ченные испытанием образцов հ — 10, 20 и 60.«.« при одностороннем 
движении отжимаемой воды (фиг. 3, 4, 5, 6. 8, 9, 10, 11 и 12).

Рассматривая графики фиг. 3. 4, 5, 6,8, 9, 10, 11 и 12, замечаем, 
что в самом начале нагружения, в период влияния выжимания воды 
из пор грунта, имеет место некоторое расхождение между кривыми, 
определёнными испытанием образцов հ = 10, 20 и G0 .и.н, т. е. де­
формации образцов толщиною 60 мм протекают медленнее, чем де­
формации образной толщиною ‘20 .к.и, и соответственно деформации 
образцов Л = 20 мм протекают медленнее, чем образцов А — 10 мм- 
Однако, указанное расхождение в течение времени, по мерс падения 
избыточных напоров в поровой воде, уменьшается и, в зависимости от 
точности выполнения опытов, кривые деформации или сливаются в 
одну или идут параллельно друг другу.

Ясно, что начиная с того момента, когда эти кривые сливаются 
•или идут параллельно друч другу (что говорит об одинаковой скоро­
сти деформирования образцов), явления выжимания воды из пор грунта 
больше не влияют на процесс деформирования, и деформации образ­
цов протекают только за счет ползучести скелета [8|.
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Таблица 3

№№ 
опытов

Размеры образцов Колнч. 
испытан, 
образцов^ У

дс
ль

н.
 

ве
с в 

г/
с.

у»
об

ъе
м­

ны
й ве

с 
в г

/с
.ч

:| Влаж­
ность 
в %

11ределы пластичности
высота 
It ММ

диаметр 
в мм

граница 
текуч.

■рзннца
1.7ЛСТИЧ- 

Н0СТИ

ЧИСЛО 
П.1.1СТНЧ- 

ностн

Грунт № 4—57 (Ахтинекая глина)
__4 • 60 210 3 2.70 1.74 40.8 41.2 23,2 18.0162—164

4 20 70 3 1.80 40.8
165-167

4 10 70 3 1.81 40.8
168-170

4 20 70 3* 1.79 40.8
171-173

Грунт № 5—57 (Диатомитовый грунт)
•5__ 60 210 3 2,59 1 ..56 56.9 58.10 32.23 25,87

132-131
5 7Ո 7(1 Ղ 1.61 5Л 9

135-137
5 10 70 3 1.66 56.9

138-110
5 •in 3* 1 69 56 9

141-143
Грунт № 6— 57 (Часов-ярская глина)

__6 60 210 2 2.65 1,59 57.25 59,07 21,20 37,87
81-85

6 20 7П 9 1 60 57 95
88-89

Грунт № 7—57 (Новошвейцарская глина)
7 60 О1 о ՛ 9 г>3 1.54 61 45 64,37 30.45 33 99

180-182
7 9Л 70 з 1 58 til 45

183 -185 •

7_ 10 70 3 1.59 61,45
186 188

7 20 70 3х 1 58 61 15
189- 191

• Образцы испытывались при двухстороннем движении отжимаемой воды.

Значения продолжительности влияния фильтрационных явлении 
наследованных нами грунтов в зависимости от высоты сравниваемых 
образцов и ступеней нагрузок приведены в табл. 4.

Из графиков фиг. 3. 4. 5, 6. 8. 10. 11 и 12 и данных, приведен­
ных в табл. 1 о продолжительности влияния фактора фильтрации 
на процесс деформирования образцов грунта следует, что указанная 
продолжительность меняется, как в зависимости от высоты сравни-
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Таблица 4

1111

Размеры 
(высота) 

сравнивае­
мых обр.т՛-- 
цоп в .им Ст

уп
ен

ь 
на

гр
уз

ки

Продолжительность влияния фильтраиконных 
явлений в часах

Лабораторные номера грунтов
2-57 4-57 5-57 6-67 7-57

1 10—20 է 4 1 >4
2 20-60 1 12 ~24 6 288 120
3 10-20 2-3 0,5 — ~3
4 20֊ 60 11 4 -24 շ 192 96
5 10-20 Ш — <0.5 0.25 — ~2
6 20-60 III 0,5 <24 2 — 48
7 10 -20 IV — <0,5 0.25 — <1
8 20-60 1 V < 0,5 6 0.5 — •10

ваемых образцов, так и от свойств грунтов. Если она для образцов 
высотою 10 и 20 мм (гр. 4—57) равна 4 часам, то для образцов вы­
сотою 20 и 60 мм равна 24 часам. Что же касается влияния свойств 
исследованных грунтов, то сравнивая кривые деформирования образцов 
высотою 20 в 60 мм, соответствующие первым ступеням нагрузок, 
замечаем, что продолжительность влияния фильтрационных явлении 
колеблется от 6 до 288 часов (фиг. 5,8,9, 11 и 12). Наибольшее зна­
чение, 288 часов, соответствует Часов-я рекой глине, обладающей наи­
меньшей водопроницаемостью (Л ~ i Հ 10՜ 'ем.Тек). Наименьшее зна­
чение длительности действия фактора фильтрации соответствует диато­
митовому грунту.

Ясно, что продолжительность действия фактора фильтрации за­
висит не только от водопроницаемости грунта, но и от значения вели- О 
чины сопротивления между частицами и агрегатами грунта при их 
перемещении друг относительно друга.
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Необходимо обратить внимание еще на то. что по мере перехода 
от одной ступени нагрузки к другой, за счет уплотнения и повышения 
сцепления между частицами и агрегатами грунта, период влияния 
явления выжимания воды из пор на процесс деформирования посте­
пенно уменьшается {8. 9]. Например, если этот период для первой 
ступени нагрузки грунта 2—57 (Л - 20—60 мм] равен 12 часам, то 
для второй ступени он равен 4 часам, для третьей и четвертой сту­
пеней нагрузок едва доходят до 30 минут (фиг. 3, табл. 4).

6 Известия АН. серия физ.-мдт. наук, ЛЛ 3
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Фиг. 9.

Для определения продолжительности фильтрационного уплотне­
ния и ползучести скелета, С. А. Роза и А. II. Котовым [7] была исполь­
зована величина изменения избыточного давления воды во времени.

Известно, что, при выполнении экспериментальных работ, в целях 
исключения влияния неровностей поверхности образцов, обычно, ре- 
рультаты, полученные от первых ступеней нагрузок, не рассматри­
ваются |6|. Кроме того, если учесть то. что наши опыты проведены 
в условиях одностороннего движения отжимаемой воды из пор, то на 
основании данных табл, 4 можно прнйгн к выводу, что для исследо­
ванных нами образцов грунтов нарушенной структуры толщиною 
10-20 мм, продолжительность влияния фактора фильтрации ограни­
чится величинами порядка 0,25—1 час.

Учитывая вышеизложенное и то обстоятельство, что в указанных 
интервалах времени (0,25- I час расхождение между скоростями де­
формирования образцов высотою 10 н 20 чч небольшое, влиянием 
выжимания воды из нор образцов указанных размерен можно прене­
бречь |8|.



Таким образом, для изучения основных закономерностей пол­
зучее пт скелета грунта нарушенной структуры можно использо­
вать водонасыщенные образцы высотою 10—20 мм. При исследова­
нии глин с .малой водопроницаемостью желательно пользоваться об­
разцами высотою 10 мм.

Если теперь сравнить кривые деформации во времени двухсан­
тиметровых образцов, испытанных при двухстороннем движении 
Отжимаемой воды (кривые изображены пунктирными линиями с двумя 
точками) с кривыми, полученными испытанием образцов высотою 10 
при одностороннем движении отжимаемой волы ։ риг. 4. о, 6. 9 и 12), 
заметим, что они настолько близки, что почти во всех случаях на­
кладываются jipyi из друга. Отсюда следует, что деформирование 
слоя грунта и?лщнною 2Л при двухсторонней фильтрации тождественно 
с деформированием слоя толщиною Л при одностороннем движении 
отжимаемой волы |11|. Кроме этого, приходим и к такому выводу, 

/ что боковое трепне образцов 10. 20 леи, диаметром 70 .к.«г о стенки 
грунтовых колец не вносит существенных изменений в значения их 
относи тельных деформаций.
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Для выяснения вопроса о факторах, действующих в процессе 
деформирования грунтов в период влияния выжимания воды из пор, 
в табл. 5 приведены приблизительные значения показателя колеи- 

колеблется or 0,1 до 2 (6—57).

Таблица 5

Ступени 
нагрузок

Показатель консистенции п
Лабораторные №.№ грунгон
2-57 4-57 6 57 7-57

1 1,4 1.6 2.0 1.6
Л 0.4 0.4 2.0 0.G

стенцин п (I), определенные на 
основании кривых деформации во 
времени образцов толщиною 20 
и 60 .ил: (фиг. 3, 4, II и 12).

Анализируя данные, получен­
ные в табл. 5, замечаем, что 
показа гель консистенции, в зави­
симости от свойств грунтов, для 
первых двух ступеней нагрузок 
нчем только Часов-ярская глина

деформируется в соответствии с теорией фильтрационного уплотнения
п = 2), а остальные грунты с самою начала процесса уплотнения 

испытывают влияние как явления фильтрации, гак и сопротивления от
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Фиг. 12.

перемещений структурных элементов и частиц грунта друг относи­
тельно друга фактор ползучести скелета).

После уплотнения образцов, пол действием первых ступеней на­
грузок, показатель консистенции сильно уменьшается, что говорит 
об уменьшении доли влияния фактора фильтрации и увеличении доли 
влияния фактора ползучести скелета.
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Из приведенных в работе [9] опытов, ни в одном случае продол­
жительность деформирования образцов различной толщины не зависела 
от квадрата их высоты, т. с. показатель консистенции всегда был 
меньше двух.

Автор статьи |9| отмечает, что мы при рассмотрении деформа- 
тивных свойств грунта исходим из различных физических представ­
лений. По-видимому, автор статьи |9| ие был знаком с нашими рабо­
тами |6, 8|, поэтому о принятой нами модели глинистого водонаеы- 
щенного грунта имеет другое представление.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 13 XII 1958

и. ITbu}ttuG

ԿԱՊԱԿՑՎԱԾ ՋՐԱ1ԱԳեՑ4_ԱՄ ԳՐՈՒՆՏՆԷՐՒ ԴեՖՈՐԱԱՏհՎ 
ՃԱՏԿՈհՌՅՈհՆՆեՐԽ ՎՐԱ ՆՄՈհՇՒ ԲԱՐՋՐՈհԹՅԱՆ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ 

ՈՒՍՈՒՄՆԱՍՒՐՈՒԹՅՈՒՆԸ
ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Համ in Аш (ն ֆիլտրացիան էրւնս ոլիղտցիւո լի/ տ ևս ո է ի! լան, տարրեր րարձ- 
րա իք/աններ ունեցող կտսլակցվւսծ ղրունտի շերտերի ղ և ֆո րմ ա у իանե րի տևո՝ 
ղսւիժ լուններր ոեղմևլու մ ամանակ էււղիւղ համեմատական են ա լղ. շերտերի 
րտրձրա իքՀունների քա ո աքրո и ո ւն : Սւսկսւ/ն. ինչպեււ ցու /у են տալիս փորձն֊ 
րր, տարրեր րւորձրա իք րււն ւււնեցսղ կապակցված դրունաների շերտերի ղե- 
՚ի ո րմ ա ցիանն րի ւսե սղո է իք լա.ննե րր որոշ քլեպրերում չեն համ տպտաաս խա­

նում ֆքղտրտցիոն կոնսոքիդացիււււ լ/i տ Լաս իք լան վերոհիշլալ եզրակացա ի! լանրէ 
Հալունի Լ . որ վերևում նշվածի սլատճտոր' կմախրի սսղրր հաշվի Հասնելն Հէ 

եա պակցված՛ ղրւււնաների կմախրի ւէողբր հաշվի աոնելոլ հա։) ար in'll- 
հրտմ եշսէ է կյապերիմհնւււներիւ միջոցով ււրոշել կմաիսրի սողքի հիմնական 
րնուի) աղ ր!ւ րր: •֊.տշվի աոնելով վերոհիւշ/աչի կա րե որո ւ իք /ո ւն ր ղրունսւների 
խտացման աեստի}րւ>ն քսնդիրնհրր լուծելու համար, հաչվածում րերված Լ 
ււէէէչրի ւչե ֆ п րմ ացի անե ր ft վրա նմուշների րս> րծրաիմ լան ա ւրլ և у ո լիք լան աաոմ- 
նւաւիրւււիէ/անր, ււր^ւ իր հերիքին սւնմ իշ ականււ րեն կապված Լ կաւււակցված 
պրոլետների կմախրի 1/ուչ.րի ււրոշմտն հետ։

կապակցված պ րան ա'։մւ ր ի կէ)'տիւրի աւպրի որոշման մ ե իք աչ իկտն մշտկե­

լու համար ոդտտւչործված Լ ա/ն վւսւոտր, որ, երր տարրեր ր ա րձ րտ իմ/ւււէւնե ր 
ունեցող նմւււ շների դեֆէէրմացիանե րի տև ո պա իք /ուննե րր հավասար են իրար, 
՚նմա շ")ւերի ղեֆ иրմացիաները հքէմնականէո մ րնիք տնա մ են ի հաշիվ 1լմաիւ_րիւ 
ոողրի, և ծտքլարկևնսւ լին շրի հեոացա մր, կամ րււլււրովին ա է/ղե ցա իք րոն չանի 
•դե 1ի ո րմmg իա /ի տև ււղու իմ/ան վրա, կամ Լչ սււլդե gm.fJ լոՀհ/ւ շատ վարր կ:
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1>ախ քան տարրեր րարձրա [J(ուններ ուներ nt/ նմուշների ւիորձա րկման 
անցնելքէ, մշակված է աարրեր րարձ(trit.[dրոններ ունեցող նմուշԼէերի վէո րձարկ- 
մ ան է! հ fd ող իկոէն և gnt /д Լ տրված՛, որ կողային շփման ա t/t/figrn fd րււ.ն ր ւքե֊ 
րտցնելէէւ համ՛ար անհրամ եշտ Լ փորձարկե ( նման նմուշներ, որոնց րարձրու- 
fdքան հարարերա թչոէնր ւորամադծին' մ/z/z^zու (նն է:

Լոգվածում ցու (ց Հ՜ արված, որ, Л րր ւիո րձա րկվող շե րաե րի րարձրոէ.- 
թրոններր փոքր են (10--20 dll ), ւոս/ա արյ դեպքում ծ ակրւէոկենա լին Օրի

հեոտցման աղղե gnt թլունր նմուշի ղեֆորմացիա յքէ էոևո t/ա fd / ան վրա' շաւո 
փոքք* Լ: !'ոկ '"(7 նշանակում է, որ կապակցված դրունաների կմախքի լարքի 
րնուխաղիրր որոշելու համար անհրամևշսւ է izzyzzzz/Л/ 10 20 dll' բարձրություն
ունեցա/ նմուշխերքէ վւո րձա րկումից։

Հ, ո I/ վու ծում ր Կ"Ւ* Էքո պե րիմ ենտների հիման վրա պարղված է, որ 
փո րձարկված հինդ տարրեր ղրունւոնե րի ց միայն մեկն Լ ’(£?աոէրէքշ֊է} արft կավ), 
որ խտանում ք; հումաձա լն էի ի/tn րա д իոն կոնսոլիդացիա լի աեւրսւթ յան։ Մնա­

ցած (in (Ո ր դեպքերում Լքսպեր իմևն աների արդյունքներ/! րավականին տար 
քերվում են վերոհիշրոլ տեսու֊թլան uttljui/նհրից'.

կքոպերքէմենաներքէ ե ւիի/արացիոն կոնոոլքէղա tjfttu(ft աեոոէ թլան ար֊ 
դւունքներր իրար հեւո համեմաաե/ա համար օրլէոադործված Հ դրունաի կոն֊ 
■ոիուոենցիալքէ ցուցանիշի {fl) մեծոէվմ(ունր:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

А. Л. Баблоян

Кручение вала с тонким усиливающим слоем, 
сосредоточенными моментами

Для задачи о кручении вала переменного сечения с тонким уси­
ливающим покрытием приближенный метод решения был предложен 
К. С. Чобаияном |1|.

В настоящей заметке рассматривается кручение вала, имеющего 
тонкое усиливающее покрытие на боковой поверхности, когда скру­
чивающая нагрузка приложена на его торцах и в средней части бо­
ковой поверхности сосредоточенными моментами (фиг. 1'

Такая задача для изотропного бесконечно длинного вала была 
рассмотрена Л. Тим не [2|.

Решение задачи о кручении вала переменного сечения, имеющего 
тонкий усиливающий слон на боковой поверхности, сводится к опре­
делению функции напряжения Ф(г, z), удовлетворяющей в области 
осевого сечения вала уравнению

, ^Ф 
dr- г or dz- 

и граничному условию
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£
(7։Ф -4 (՜Հօ [ ֊ j — — г- ($) Р (s) ds,

о
где

Pl<l
dr --- 9 
ds

(2)

(3)

r(s)— радиус вала в данном месте.
Величины напряжений Հ и <с в усиливающем слое и Հ., в 

основном материале определяются через функцию Ф(г, z) формулами

= _ 21 ԺՓ
ր? > ՜ժտ

ր2 ծր 

G* ԺՓ 
Ն՚՜ ՜ r֊~dz

= (7, ԺՓ 
Ն’?՜ ր' Օր

Для определения фуакции Փ(ր, z', в силу симметрии, достаточно 
рассмотреть половину осевого сечения стержня (фиг. 2). 11а контуре 
этой части функция Ф(г, zi удовлетворяет условиям

Ф(г. 0)-0
Ф(0, z\=0

GXV(R, z) +30.(у ) =“V՜
\ dr /г-r 2'

\\г-.чг^Р=.М 

Ւ՝

Решение ищем в виде 
со

Ф (г, z — CiAz У /ՆրտՀ ՛ ) si n

(6)

(7)
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где

4(Д' - — функция Бесселя от мнимого аргумента [3|. 
Удовлетворив граничным условиям (6) получим

2ր.^1(ՕյՀ 4- 4օՀ72)

Л МАк — —-----------------------------------------
«R3 Да[Gj/jj p.fcR) ф 'А.к(М} (Х*Р11

Подставляя эти значения в '7 будем иметь

. / Mrs I r՝zФ (г, J?) — -—---- -- с—------ —-— ф-
-R2/ l2R(0\R փ 4о(72)

у 4 (Wb sinW I
хь|ад(^)-ад/։!^)] I

(8)

Подставляя сюда ձ-О для однородного нала получим функцию на­
пряжения в виде

Ф(м) = -
Mr'z Mr֊ у !, ■ >.кг) 

2T.R4G. гА>7(?, “
(W)

Для бесконечно длинного вала положив >* = у — л. ’ — d>- 

переходя к переделу при. /->оо получим решение

Ф (г, z) = Мг- ԷՀ. Օր) 
՜ z2R-'G։ J a/2(ZR| 

о
sin I az) dt.. (11)

которое совпадает с известным решением Л. ’Гимне.
Пользуясь выражением (9), для напряжений получим следующие 

формулы

.И | г2 у Л Qkr\ cos 'KkZ _Լ
-R-! \ 2R АЧ- 4Հ///Հ “| /.. ,ЛлА՝

(12)
со

Лf _ | 2rz _ у /г Qkr) s 1 n 't.kz I
֊R2/ \R (R -г 4o///o) ' —. /„(XaR) (kkR) |

</R,2) = m0^iR. z). (13)



92 А. Л. Боблоян

G’2 где = -=-•
Գ

Численные значения напряжении полученные при т<, — 10. I 
R = I. и 8==.0,l при։։ лены в таблицах 1 и 2.

Для наглядного представления закона распределения .напряжений, 
на фигурах 3 и 4 приводятся эпюры распределения напряжений 
и vf.

Из этих таблиц и эпюр видно, что, при наличии усиливающего- 
слоя, напряжения в основном материале вала оказываются неболь­
шими.

Таблица I

0
16 т к

Т
г. 

т о- ** ••

1) 0 0 0 0 0 0 0

0.2 0.0024 0.0021 0.0015 0.0015 0 0 0

0.4 0.0)02 0.00S7 0.0058 0.0016 0,0001 0 0

0.6 0,0263 0.0210 0,0122 0,0028 0,0001 0 0

0.8 0.0628 0.0401 0,0181 0,0035 0.С001 0 0

1.0 со 0 0 0 0 0 0



Кручение вала с тонким усиливающим слоем 93

֊.:JM
Таблица 2

г
Г X.

0
е 

՜1?
է •
8

к
4 2

Հ •2г.

0 0 0 0 0 0 0 0

0.2 0 0.00903 0.01609 0,02.307 0,02485 0,02547 0,02547

0.4 0 0.01Ց85 0,03432 0,04705 0.05076 0.05093 0,05093

0.6 0 0,03587 0.05765 0.07267 0,07624 0.07640 0,07610

0.8 0 0.06720 0.09001 0,09997 0.10176 0,10186 0.10186

1-0 — 0.1347 0.1306 0,1279 0,1273 0,1273 0.1273

1 ОО 1.3468 1.3056 1,2788 1,2733 1,2733 1,2733

Институт математики и механики 
АН Армянкой ССР Поступила 16IV 1959

Ա». Լ. (iijiul։

ԲԱՐԱԿ ԱՄՐԱՑՆՈՂ ՇԵՐՏՈՎ. ԼՒՍԵՌհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ 
ԿԵՆՏՐՈՆԱՑԱԾ ՄՈՄԵՆՏՆԵՐՈՎ.

II. II' Փ II *|> П I* ս՛

Փոփոխական կա րվ ածրարակ ամրացնող ջհրաէւվ լիսեռի որւրման 
խնդրի մոտավոր լուծման մեխողը աոաջարկվել Հ՜ Կ. Ս. Զորանրսնի |7|

1/.րւ աչիատււէ թլան մեջ ղիոսսրկվու մ /, ամրացնող շերտով լիռեոի 
պորման խնղ իրր, երր ոլորով րեսր, կենտրոնացած մ ոմենտների ձևով, կ/ւ- 
րւոովւռծ I; լիոեոի հիմքերի ու. կոцШииլին մակերևույթի միջին մասի վրաէ 

յյ.րւպիոի խնդիր խլոարոպ անվերջ երկար լիոեոի համար դիտարկվել է 
Ս.. Տիմպեի թ| կողմից։

Խնդրի րոծւոմր որոնվում Լ շարքերի տեսքով րսա եոանկլոէնուչավւէո֊ 
կւււ4է վււոնկրիաների: Կոնկրետ դեպքի համար րերված են լարումների թվալին 
արժեքներ և կպլուրտներ։
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

М. Л. Тер-Мнкаёлян

Излучение релятивистского электрона, 
движущегося по окружности в плазме

Рассмотрим излучение релятивистского электрона, движущегося 
в магнитном иоле при наличии плазмы*. Компонента Фурье с индек­
сом п векторного потенциала дается выражением:

= (ЦС гц /
Выражение :1 является обобщением аналогичного выражения 

для случая вакуума |1]. Нужно учесть, что связь между к и ш = лц>0 
в присутствии среды имеет вид:

1Հ ГA,. = w<0oJ— q (2j
շ

Здесь q единичный вектор в направлении распространения, а 
cell

Е
(3) частота обращения и магнитном поле. Учитывая даль­

нейшее применение формулы к астрофизическим проблемам, примем.

что s< 1 и имеет вид:

4гАг>2 
ГП<л”

(4)

Здесь .V число свободных электронов в I см3, т масса и е — 
заряд электрона. Влиянием магнитного поля на вид диэлектрической 
постоянной можно пренебречь, если рассматривается излучение ча­
стот, превышающих ларморовскую чистоту прецессии электронов.

' Как мне указал Гинзбург, в работе Гинзбурга В. Л. ЛАН, 1952 г., том 
LXXXVII стр. 187 имеется условие (20) к указание на то, что спектр излучения в 
магнитном поле будет зависеть от лизлектрической постоянной. Этому же вопросу 
посвящена подробная статья Цытокнча. опубликованная в .Вестнике* МГУ. № 11, 
1951 г. Однако интересующий нас случай автором не анализируется. Настоящая ра­
бот,i била доложена ла теоретическом семинаре в ФИ АН-е км. П. И. Лебедева в 
1953 г. в связи ас аналогичной работой автора по тормозному излучению (ДАН XCIV, 
стр. 1033). Работа восстановлена по просьбе Гурзадяна Г.
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Мы можем ограничиться рассмотрением случая, когда տ>օ ибо 
излучение частот. ,при которых ь<0 не происходит. Естественно, 
что плазма предполагается прозрачной. Вектор Понтинга, как известно, 
при наличии среды своего вида нс меняет

(5)

Нужно учесть, что в плоской волне
(6)

Тогда для излученной интенсивности /?-ой гармоники в единицу 
телесного угла мы получим:

2кУ £ 2“
||АА,||= K-dO. (7)

Дальнейший расчет полностью повторяет аналогичные вычис­
ления для случая вакуума. Если траектория частицы задается у = 
= rsinu>0/ и x = rcosօ)Ա/, то вводя в = ш0/, имеем

dx = — г sin zd'i и kr - kr sin Osin « = / e sin Osin ?,

где 0 угол между направлением излучения и нормалью к плоскости 
движения.

Подставим полученные выражения в 1) и, используя известные 
свойства функций Бесселя, получим:

.ev elkR i----------
с Ru

• 1 * տ|ո 0 ) (8)

Подставляя (8) в (7) получим полную интенсивность излучения:

VZ ,•■}/ V ,--- \ ., / 7р
” п —I՜ s >sin 61 + cts'“քյ^ (п Е Sin СI.։)]: (9)

Интегрирование по углам проводится способом, аналогичным
■случаю для вакуума и мы получаем окончательно:

2е*пН* 1

— п
и
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Как будет видно из ’дальнейшего, основную роль в излучении 
5 

релятивистской частицы —- 1 играют частоты с большими п.
тс-

Используя для этого случая асимптотическое представление функ­
ции Бесселя, имеем для случая

»-)Т»1 (11)
с

2eW։(l — »
------------------֊Լ „У —{<!>'(«)+ “(>—Հփ («)*«’ П2)

]/ я т-с- I 2s \ с- / J I 
It

где
н « 2/1’4(13)

Рассмотрим предельные случаи формулы (12).
Нас будет интересовать случай плазмы, для которой г мало от 

лнчается от единицы т. е.

/7^1

Пусть
mnriAo

\ с- тп^о /
(14)

В этом случае*; Ф' (0) — 0,4587 и интенсивность дается выражением,
полностью совпадающим со случаем вакуума:

(15)

При этом условие 14) налагает ограничения на излученные 
частоты

а также

Другой предельный случай соответствует: п^>1, т. е.

либо

либо (16)

7 Иэпсстнв АН, серия физ.-мат. наук, № 3
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Формулу (12) для интенсивности излучения можно в этом слу­
чае переписать в виде ՛. 17՛, воспользовавшись асимптотическим свой­
ством функций Эйри

п
?/•/= (, V- \ ,./ . v֊ V М /

-------— — 1--------\н ’ I-------- տ е
2V ֊mV к с2) \ с֊ )

(17)

Суммируем результаты. Для излучения волн с частотой «ф0, ко 
торые удовлетворяют неравенству ■; 14')

(4“ \'с?՜ \ *
——“'о < «“>о

/Лш1( /
”>0 (54")

интенсивность излучения дается выражением (15), независящим от 
диэлектрической постоянной. Для частот, находящихся как справа, 
так и слева этого интервала ц^>1и, следовательно, нужно пользова­
ться формулой (17). в которую существенным образом.входит диэлек­
трическая постоянная.

Для существования интервала 14") необходимо выполнение не­
равенства: и 1 или

Н-
(18)

Проведем упрощение формулы (17) при выполнении условия 
(18).

Множители г. входящие в форму (17), можно заменить

. д»2 . & 4т?М?-на I---- при условии 1-------- >
с- с-

Е X՝ n"ll2_

которое перепишем в виде

(19)

/ \ —’՛>
В районе максимума, где п ~ 1------ ) . неравенство (19 сов-

\ с* /
падает с условием (18).

Таким образом, около максимума и справа отпето формула (15) 
должна переходить в формулу (17), в которой можно положить е = 1. 
О л / 4--V^ \՝"В другом крайнем случае, на левой стороне спектра п

(см. условие 14"). Подставляя это значение в формулу

(20)С- пигтп

противоположную формуле (19), придем вновь к условию (18). Таким 
образом, около левой части спектра излучения, формула (15՛ переходит
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XI-
в формулу (17), I» которой можно пренебречь I — ; по сравнению с 

с2
4zAc- , „; , т. е. интенсивность излучения будет даваться формулой:
ГПи^.ГГ

2 / Mr \Ч,
3 Ո \ աՀո1 )

. eW- /, я>8\ ...у 4-Л'е2 /о,,In =--- --------- I------ I» ( ------Г I 67 1 ।21 ■ - т2с* \ с2 > \ т$п- )
Рассмотрим теперь случаи, когда неравенство (18) не выпол­

няется, т. е.
Е \:! 4շ.\ 

յ«ժ/ ЕР
(22)

Это означает, что для всего интервала излученных частот, интен­
сивность излучения хается формулой (17) (поскольку и 1) и экс­
поненциально мала. Формулу (17) опять таки можно упростить в 
двух случаях, исходя из условий (19' и (20).

Физический институт
АН Армянской ССР Поступила 7 III 1959

W. Լ.

ՊԼԱԶՄԱՅԻ ՄԵՋ ՇՐՋԱՆԱԳԾՈՎ. ՇԱՐԺՎ.ՈՂ. ՌԵԼՅԱՏԻՎԻՍՏԱԿԱՆ
էլեկտրոնի ճառագայթումը

Ա 1Г «I» II Փ II Ի II՛

1Լշխատա թ լան մ ևշ ու iim.ifli տ и ի լոք ա մ է էլեկտրոնի ճա ոա դա լթ ում ր մագ­
նիսական դաշտում, պրսդմա քի աոէրո յա իք լամբ: հքք աա չ>ր յլրական / նշել, որ 
(22) անհաւ!ասարա թլան դեպքում ձաււ ադա յթա մի է^սպոնհնցիալ փորր էէ 
I՝ սւարբե րոէ.թ յուն այն ճարւ ադա յթմս/ն, որն տեդի ունի վակսէ.ումու մ, 1 18) 
պալմ անի դեւդբում ւիաէիրոկ քփսնանե րր իւիոտ պակտաս մ են է
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