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МАТЕМАТИКА

А Л. Талалян

О представлении измеримых функций рядами

§ 1. Известно |1|, что если последовательность функций <лф. 
определенных на ограниченном измеримом множестве G положитель
ной меры, образует нормированный базис в пространстве LP{G , ի 
для любой измеримой функции f(x), определенной на G, существу
ет ряд

</!
V а„ <?,, (а),

«—յ
который сходится по мере на множестве G к /(х), причем

lim a,t = 0. 
п • ■'

В связи с этим естественно возникает вопрос:
Какие последовательности функций {/«(л*)).  кроме базисов про

странства /.р. обладают гем свойством, что любая измеримая функция 
/а՛) представляется в виде ряда

со
a,t fn (л՛) (ae — действительные числа), 

л-1

который сходится к этой функции по мере.
Чтобы сформулировать теорему, доказанную в настоящей работе» 

введем следующие определения.
Определение 1. Последовательность 'f,t х}\ почти везде 

конечных измеримых функций, определенных на խ,/ф называется 
полной в смысле сходимости- но мере, если для любой измеримой 
функции f \xt, определенной на խ, ծ; существует последователь
ность конечных линейных комбинаций функций системы '.fa (х . 
сходящаяся к f(x] по мере ни խ. /ф

Определение 2. .Иы будем говорить, что система х)} 
почти везде конечных измеримых функций, определенных на խ. /ф 
асимптотически ортогональна, если для любого =->(.> можно оп
ределить X՛ такое, что для любых целых пт>Х'. и -л т. 
функции ^пх и ^т(х ортогональны на некотором множестве 
^т.а, мера которого больше, чем b а—■, т. с.
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s,. л՛հհՈ x\dx = Q. b — a- •=..

b т.п
Справедлива следующая георема.
Теорема 1 Пусть последовательность \fn՝x\ почти везде ко
нечных измеримых функций. определенных на խ, ծ], полна, в смысле 
сходимости по мере и пусть функции этой последовательности 
линейно независимы на любом измеримом множестве F меры 
incs ճ> яо>0. где (1դ<Լ6 а — некоторое фиксированное число. 
Тогда можно определить последовательность f.vj. *.  обладающую 
следующими свойствами:

1. Каждая функция ?я(ж|, п I, 2,--« является линейной 
комбинацией функций f\՝x).f2\x.՝--. fa՝.X\ и, наоборот, fn՝x) 
п - |, 2....... является линейной комбинацией функций ’-рДл ..... ?«(-*)

п п
■5„(л- - д fkix], /н (л*  । = ^ 1 х , я = 1, 2, • • •

Հ-1 А-1
2՛ Система. {тДл՜}) асимптотически ортогональна.
3 Для любой измеримой функции f,x:. определенной на 

[а, Ь\, существует ряд
о>
У, дп XI, 

«—։
который сходится к /{х\ по мере на [я, /փ

Заменим, что в теореме 1 требование асимп готической ортого
нальности системы {?л(х)} нельзя заменить более сильным требова
нием ортогональности этой системы на [а, /;| в обычном смысле даже 
тогда, когда функции последовательности (Л(х)) интегрируемы с квад
ратом.

В самом деле. В работе |2| была построена ортогональная и 
нормированная система (/Дх)| функций, определенных на [0,1 j п 
обладающих тем свойством, что 

fn (.с) = b,։-i ха~' при л- f (И

где Ья. я—0, 5. 2-• • отличные от нуля действительные числа.
Так как система х”rl, • • х,!-• • • для любого фиксирован

ного п полна в пространстве Lz [0, 1|. то система {/Дх)| будет пол
ной в смысле сходимости в среднем второй степени на любом отрезке 

֊Լ J 2, • • •.
Ի J

Отсюда следует полнота системы (/я(х)} в смысле сходимости по 
мере на отрезке [0,11. Очевидно, что ,/Ja')} будет линейно незави
симой на любом множестве меры большей, чем 1/2.

/1л֊) м<>жет равняться х> или х на множестве положигельнон .мерм.
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В силу того, что система (/•«(-'•)} ортогональна и иормнро.°,т п 
легко видеть, что если {®л(х)} произвольная система, удовлетворяю
щая условию 1) теоремы 1 и ортогональная на |0,11. то каждая 
функция ?х (х), А = 1, 2-- получается из функции /л(л-) умножением 
на постоянное число.

Теперь можно показать, что ни одна из систем {®л(л‘ указан
ного вида не будет удовлетворять условию 3) теоремы 1.

В самом деле, если ряд

(2) 
и—,1

сходится по мере на |0,1| к f(x), то в силу (I) на отрезке 

та же самая функция будет представляться степенным рядом
У/

У Сг.Хп.

Л-0

(3)

сходящимся к иен по мере на . В том случае, когда функ

ция /1Л- почти везде конечна, из того, что ряд 
на [i • 11 к /(а), будет следовать стремление

՚3) сходится по мере 

к нулю по мере на

, 1 последовательности Тогда для любого а0, ’/? < Л'о < I 

будем иметь
11m смл’ О, (4)

ибо в обратном случае для некоторого £0>0 и некоторой последо
вательности • имели бы место неравенства

Ին Ч. £= 1. (5)

Но из (4/ следует, что ряд (3) сходится при |л|<1 к аналитической 
функции, и тогда /(д | почти всюду на |’/з, 1| будет совпадать с не
которой аналитической функцией. Отсюда следует, что для рассмат
риваемых систем {?«(>')) условие Յւ теоремы 1 не будет выполняться.

§ 2. Прежде чем приступить к доказательству теоремы 1. сфор
мулированной в § 1. приведем некоторые определения и теоремы ра
боты |2|.

О п р е л е л е и и е I . Последовательность \ք„ л-յ | почти везос 
конечных измеримых функций, определенных на խ, ծ|, называется 
полной в смысле сходимости почти всюду. если для любой изме
римой функции ք х . определенной на |а,/>], существует последо
вательность конечных линейных комбинаций функций системы 

сходящаяся к f'x] почти всюду на խ, /փ
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Очевидно, что - го определение эквивалентно определению 1 па
раграфа I, т. е. из полноты системы » смысле сходимости
почти всюду следует полнота этой системы в смысле сходимости но 
по мере, и, наоборот.

Мы будем пользоваться также следующими теоремами, дока
занными в работе |2].

Т е орема 1 . Если последовательность \f,t ՝ х i} почти везде 
конечных измеримых функций, определенных на խ, />|. полна в 
смысле сходимости почти всюду, то она. остается полной в смысле 
< ходимости почти всюду также после удаления из этой системы, 
любого конечного числа функций.

Теорема 2°. Для того, чтобы последовательность {քո(ՀՀ 
почти везде конечных измеримых функций, определенных на խ./փ 
была полной в смысле сходимости почти всюду, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого տ^>0 существовало множе՛. :тво 
/ такое, что ines F >b — а - г и система \fn (л՜)) полна в про
странстве I. ձ(Ր.).

В силу замечания, сделанного после определения 1 . ясно, что 
в теоремах 1° и 2' предположение полноты !/«(х)| в смысле сходи
мости почти всюду можно заменить предположением полноты в смысле 
сходимости ио мере.

§ 3. В этом параграфе мы приведем доказательство теоремы 
1 см. § 1 .

При доказательстве мы путем пользоваться теоремами 1 и 2 и 
v '.едующей леммой, являющейся частным случаем более общей леммы, 
•доказанной в работе |1| (см. лемму 2. |l|i.

Лемма I. Пусть О. система функций, опреде-
нных на ограниченном, множестве Ci положительной меры, пол

ная е, . Пусть f х ՜ L.[Cj) и f v = 0 при х Eocz(j. Тогда 
( >я любого = () можно определить функцию F(x Lz((i и мно
жество е0. такие, что выполняются следующие условия:

! л՛) _ о при х е0, где mese0<4.

' ’ I |/lA’i F(x | -. х dx <Հտ. k 1, 2,- .
о ’ ՛ ՝ I

, n I I м շ , I
Vaft?*(x)  = IJ l/lo n=l,2,---,
Л-l f r t-1

для любого c1 cz <7 — et>. где

л.՛,. = J/i.vi - Л(.\)| x dx, k ֊ 1, 2, - • • 

о
Легко видеть, что из этой, леммы непосредственно следует

* Через О. 11. мы обозначаем ортогональные н нормированные системы.
11 В частное 1 и мпожсстио 1:\, может быть пустым или иметь меру нуль.
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Лемма 2. Пусть О. Н. система функций, определен
ные на ограниченном множестве G положительной меры, полная 
շ и пусть յ х հ ..

Тогда, для любого տ>0 и целого положи тельного п. можно 
определить множество <։oczG и действительные числа да., ։. 

ат, такие, что выполняются условия:

1. meseft < s,

2. at' < п -}- 1 < А’ < ու.

3.
in
v U<.?։iX>_/!A-. <s.

11 *'՛•՛

где e произвольное измеримое подмножество множества G — е0.
В самом деле. Пусть п фиксированное натуральное число. Возь

мем в формулировке леммы 1 т,>0 вместо н и определим функцию 
/-1л') и множество е0, для которых выполняются условия а .
Յւ и *;).  где вместо s- взято т,.. Так как п фиксированное число, ю в 
силу j5,) мы можем взять ц настолько малым, что

II V at ?л (а) о՜ •

" л--։

Одновременно мы можем п|к*дполагать,  что

£
’•< 2

Так как в силу а;
/(.v) - F[x} - / (.с), х-а-еЛ,

(3.1.1

(3.2)

(3.3,

то разложение функции fix) — р(х) в‘силу полноты системы {®й(х)) 
будет сходиться в среднем на множестве G —1?0 к f(x). Следователь
но существует натуральное число т настолько большое, что

I ш
V f х)

Zr-1

При этом мы можем предполагать, что

т f> н.
Из (3.1) и (3.4) следует

V а*?А(л) - /(Л- |, <2,
ԼՃ-Հ,Հ՚-л | Л 

(3.1)

(3.5)

(5.5)
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а в силу условия 7), где տ = ՛,, и неравенств 3.1) и 3.2) будем иметь 
также

т
У а*?к(х) ճ т. З.Ь)

где е произвольное измеримое подмножество множества G — ей.
Условия 3 и 4 леммы 2 совпадают соответственно с неравен

ствами 1'3.6) и (3.01.
Условия 1 и 2 вытекают из а и 3). где вместо г взято г„ и из 

неравенства (3.2) Л-мма 2 доказана.
До к а з а те ль с՛в о теоремы 1.
Перенумеруем полиномы с рациональными коэффициентами

Р,(а*).  -Գ х).--- (3.7)

и возьмем последовательность положительных чисел խ.Հ таких, что

Я — > • • • > sn> • • • (3.8)

ж

У Տյ < +
i-l

(3.9)

где (?0 число, фигурирующее в формулировке теоремы 1.
Так как система {/л(х)| полна в смысле сходимости но мере, то 

в силу теоремы 2 см. также замечание после теоремы 2 сущест
вует множество />), такое, что

mes Р, b - <ւ (3.10)

и на Aj система полна в смысле
По предположению, сделанному в формулировке теоремы 1, а 

также в силу первого неравенства 3.8) и неравенства (3.10յ, функции 
системы (/»(х)| линейно независимы на множестве Поэтому, ор
тогонализируя в нормируя эту систему на множестве Ev мы получим 
систему функций, определенных на [а, />] и обладающих сле
дующими свойствами:

а) каждая функция ©J/’ix), п = I. 2.--- является линейной ком
бинацией функции /։ (х), /п(х) и. наоборот, fn՝x) есть ли
нейная комбинация функций »<’>(x),• • •, ?j,nix)

п._ п
= S /.U) = S<fnH4« = U- (3.11)

Л-1 Л-1

в) функции ©<։>(х)։ // = 1,2, на множестве /:, образуют пол
ную в смысле L3 О. П. систему:
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,՛ । Ս н փ т
^^dx - (3.12)

.1 т “ I 1 /; = /«. 
г.

Применяя лемму 2 к системе ;•?},’>(л՜)), когда f\X) = /\ (.г), п = О 

и • = ՜1 • мы можем определить числа л'.11, а՝а”, •••.<*:;?  и множе

ство с։с£., такие, что выполняются условия

2.

3.

II, 
М„Ф?«>(Л)_р։(х) <֊и:, г,։ 4 ’

(3.13)

(3.1 Ն

(3.15)’е

fc-l

для всех 1 < տ п и для любого множества е, —ех.
Теперь рассмотрим последовательность

?&,(*).  (3-IG

которая остается из последовательности х): после исключения 
первых nt функций.

Для последовательности (3.16) выполняются предположения тео
ремы 1, т. е. она полна в смысле сходимости по мере и линейно не
зависима на любом множестве меры большей, чем «0.

В самом деле. Из условия а) непосредственно следует, что си
стема (х), полна в смысле сходимости по 
мере и линейно независима па любом множестве меры большей, чем ай. 
так как этими свойствами обладает система ’/Л (х) Остается заметить, 
что в силу теоремы 1° система (3.16) будет полной в смысле сходи
мости по мерс (см также замечание после теоремы 2Ղ

Предположим, что мы уже определили действительные числа

1 2 «1 Л|-г’Л ' я» ’ ’ Я. множества

£j, Ei,^-.Eh 6'յ, л»,---, քյ и последовательность функций

»<»»... Չ(Ո .. .փէ/’») .... o’/-» yz՛ ...
•I -Պ’ ։Лу_а՝М 'wy-l ։'9-| + J’

... -J», ?0) ,... (3.18)•Ոք 'Ոյ^ր\ք -ՈյՀ

для которых выполняются следующие условия.
А) Для любого /, IsSU'ss;/ имеют место соотношения

. . 5/ше$ г.; > b — а — ֊’Г
(3.19)֊
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е, с , nies ei <Հ ՜}

r։i
У (x) г1

2

+2-A(.v) •

(3.20)

(3.21)

(3.221

/-•=«,_։ • 1

для всех s. hj-i-t 1 s г/,-*)  и любого множества е, е<=-Ег—е՝։.

* Мы полагаем л0 = 0.

Е1) Функции системы (3.18) с одинаковым верхним индексом / ор
тогональны и нормированы на множестве /?,- и ортогональны всем 
следующим функциям на том же множестве:

l\(o^lrfx= 1° " ' ,w. f = 0 1 1 (3.23}
.) 'п 'т |1 п = т .) 'п т ւՀտճյ
ճ’.ք С/

(324)
11 п = т

‘Կ

С) Последовательность 

удовлетворяет предположениям теоремы 1. ։. с. полна в смысле схо
димости по мере и линейно независима на любом множестве меры 
большей, чем ав>0.
Д) Обозначая последовательность (3.18) через

•М*)>  (*).•••  (3.26)
будем иметь

п п
/„(Л֊) = ^йл*ф*(х1.  (3.27|

Л-И А-1
Рассмотрим последовательность

.. '4(/) • • (3.28)■ I *«у4-2  n.-^k

которая получается из 13.25) после исключения из нее функций
с<Л которые удовлетворяют соотношениям
՚ ,։/-է՜ 1 я/-։+2 Պ
(3.19),• (3.22), где /
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В силу свойств С) и теоремы ! последовательность ’3.28 полна 
п смысле сходимости но мере и линейно независима на любом мно
жестве меры большей, чем <ւ0.

Применяя теорему 2 . мы можем определить множество £/ յ 
такое; что

ines £/4-1 >b — a- (3.29)

и последовательность (3.28) полна на этом множестве в смысле !.■>.
В силу неравенства (3.8) последовательность -3.28) будет также 

линейно независимой на множестве £'/-։.
Ортогонализируя и нормируя эту последовательность на множе

стве /Луи. мы получаем последовательность функций

?,/ հ;՜ "-■••• ?;;”;•••• 3-3°)Ոյ ~ 1 Ո ? Հ ՝ Л

определенных на խ. b\ и удовлетворяющих условиям
л

а) ч''"' = I 4/1'?'Л

k = r:f -!-1

.4
<?y> = ճ Հ/;։)?՛/։, n «/-ы (3.31)

Af=ny+I

в) функции (3.30) образуют полную па множестве Л՝,-и О. Н. си
стему:
Г С «</+։> [° (3.82)

.) 11 л = w
/:У+»

Применяя лемму 2 к системе (3.30),<ко;да f(x) Րյ . £ — мы мо-

жем определить числа . • • •, и множество так.
Л/“‘ "/-и

что будут выполняться соотношенпя (3.19),-(3.22). где / / + 1.
Таким образом, последовательность функций

5(1> 
'Պ

. .. ^С/И) m(/rl> ... оО+П
’ "уи’ Ղ-քԺ1’ ‘ 'nj^k' ՚

(3.33)

удовлетворяет условиям (3.19),-• (3.22), где 1 i ./~1-
Легко внлет, что последовательность (3.331 удовлетворяет также 

условиям В), С) и Д).
В самом деле. Условие В՛ непосредственно следует из (3. 23՛, 

(3.24) первого равенства (3.31) и из (3.32).
Условие С) для последовательности
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^</41! -J./tD փ</+ո .. • (3.34)•и/-г Г -и,2' ’ ՝m+k ' '

непосредственно следует из .3.31 и из свойства С) для последова
тельности (3.25), так как. в силу теоремы Г, свойством С՛ будет об
ладать также последовательность

«V) о(/> ... С<У) ... '3.35i

Выполнение свойства Д) для последовательности 3.33) следует из 
13.27) и (3.31).

Так как свойства А). Б), С), Д'՛ выполняются для /= 1, го, про
должая вышеописанный процесс неограниченно, мы получаем последо
вательность

1Л-| .. . (3.36,1
| 4' 1 Պ

почти везде конечных измеримых функций, определенных на (а, Ь\, 
действител ьных ч исел

։ Л, + Г ՈՀ J֊rl > ՈՀ

и последовательность множеств (£/1 и (t\ 1, такие, что для любого 
7=1, 2, ••• выполняются неравенства (3.19՛,՛ •՛, (3.22| и, кроме того, 
имеют место также условия
А։) функции системы (3.36) с одинаковым верхним индексом i орто
гональны и нормированы на множестве Ei и ортогональны всем сле
дующим функциям на том же множестве:

J ®«’’Հ՚' dx - JO' “ = 0 для всех /</ и (3.37

Ei Ci

п — \ Հ2 • • •; ու = 1,2, • • -;

В, I Обозначая последовательность (3.36) через

?,(*).  ?2 (*}.••  •,?„(*).•-•  (3.38)-

будем иметь
и а

?л(л՛) - V ап« .Л (л՞). /Л(.х:՛ = У bn,K ^(.v; (// = 1, 2, • •• .. (3.39)

k - I А’ - I

Из соотношений (3,37) и из неравенства (3,191 вытекает, чго 
последовательность (3.38 асимптотически ортогональна.

Принимая во внимание также условие (3.39), мы видим, что 
последовательность (3.38) удовлетворяет условиям 1) и 2) георемы I. 
Для доказательства теоремы 1 нам надо доказать, что последователь- 
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пост։. (3.39) удовлетворяет также условию 3) этой теоремы, т. е . тля 
любой измеримой функции / х существует ряд

Vfn?e(X).

e~ J

который сходится по мере на խ,ծ| к / х). 
Напишем последовательность чисел

й’,” <Л1։ •' •« fl** ... д՛1*,...1 * ". Л|+ I ' ". ՜ • n,_ t nt

в виде последовательности 'a.,J. где числа u„ следуют по порядку их 
следования в первоначальной последовательности.

Условия (3.19 . 13.22 системы 3.37 . для системы 3.38 , можно 
сформулировать следующим образом.

Существуют последовательности действительных чисел [uk|, це
лых положи гельных чисел 0=։ло<л։ /։3 *•••<  
тсльностн множеств {£*}  и |с,) такие, что

■ ,. . в»mes /:»>«-«-
4

<•*  <= , mes ձ < —
4

V ^?1(х)-/\(х) <^-

• и послсдова-

3.40)

1.3.41)

(3.42)

У а, $/{х) 
i- Ci֊!

ч - 2 К- (X) , (3.43

для всех $. где п _։- 1и для любого .множества е, где 
*сЕк— Ск.

Пусть теперь /(х) произвольная почти везде конечная измери
мая функция, заданная на խ. Л].

Возьмем полином с рациональными коэффициентами Ռ (х) так. 
Чтобы

/', X) — ք Х)'^ < ն-.
где

mesfi, b — а----- l-
о

Тик как 1| <։։ |см. (3.8)1, то. полагая .1։= /:։(/ք*  <•*,)  в силу
{3.4UI, (3.11) <3.421, где А* Хг։, будем иметь

mesA,>^ —« —ч (3.44)
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И

V а,<?Дх)-/(х ն.

Кроме юго. в силу 3.43) имеет место неравенство
п

Ч 4-2 /\(х) v Hh>-1 < п Հ //*,.

После этого возьмем полином Рк,(х<, k.,', А\ и множество Е՝2

что

mes > b - а -

и
nKi

fix) V Л;ФИА-)

?еЧ-|41

е1. 
3՜

Так как х*.  < ?... то. полагая Ай — £.?(£՜հ — й* ?), в силу 
(3.41), (3.42), где А՛ А։2, будем иметь

incs/!._.> ծ— a -se.
nk._

V Պ'*(.<) V <Zi?i -V) ֊f(x) ^s2.
, 1-h

'֊nk,— ! ՜1 , = /Դ։- I ’I 1

В силу (3.43), где k = kz, и в силу того, что .-V_.cz \Ек._ — е, 
любого измеримого множества cczA, будем иметь

и
\ <1>Ъ(х)՝ < з^-j- 2]|/ձ։1-Վ!|ր. /г»,-։֊)-! п ո1հ.

Из (3.45) и (3.47) следует

!1 ^А-։ (Л՞) տ» ~ տջ»

а из (3.51) и З.'О , когда с = .4։.42, учитывая, чти .-ևс: А՛', 

чаем

-} 1 < п Пц,.

Из (3.44) н (3.48; следует
mes > b — а — i։ — *- 2.

Далее, сущёсгвуют полином (л՜ , и множество

(3.45)

• 3.46) 

такие,

(3.47)

13.40),

13.48)

13.4$)

■-). для

(3.50)

(3.51) 

полу՝

(3.52)

(3.53)

А՛ та-

кие, что
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Jmes Е, > ծ — а —

Հ\Ա)֊ /(л-) -

Положим

\ di Z'i ՝>: ՝ —

Пк;- 1 ՜ 1

"AS
У «г-?. Այ (3.54)

3.55)

Так как г*  < е3 [см. 
будем иметь

(3.8)|, то в силу (3.40), (3.41), когда

(3.56)

Из (3.55), 1*3.54.1 из (3-42). где /е = £3, следует 
/ik.

Ф?/(л-)+ \ си

"Հ.
Պ — /'*)

".V, 1 1 1

\ ֊3 ՜ր =*;•
Л,

.4,։= £3(£7

и

В 
тельно

силу -3.43 для любого множества с. гс/:\ е^. а следова-
п для любого множества гсгД, будем иметь

ч ֊2 Рк х} 13.57'1

Из 13.49 , 3.54) и 3.5՜ • получаем

(3.58)
Պ,-է4- 1 А,Л

tit, I n tikt.

При этом из '3.48 и (3.5G) следует

mes .4../Լ > b — а ֊(г. (3.59:

Ясно, что, продолжая этот процесс, мы можем определить по֊
следовательность множеств J.4/I и
чисел 
л о ви я 

а?

последовательность пат\ ральных 
что выполняются следующие ус-/?;<••• такие

ПЬ,
У ai<Zi(x) 4-

"է:
ь») <Կ Հ> (Л) 4՜ ' * '

՛ - "к 1
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"Ay
•••փ У /(Л‘| < էյ,

- ֊ .. м;

п
■с։) У ^£лу+2(^-։-г2/)^5еу-։,

4=^,4-1 ձձ֊«

i.iя всех а, где
V’՞1՜1 п cnk..

Положим

Покажем, что ряд

ап при п/։, յ 1 п п/{ / = 1. 2,--՛
՚Դ = '

0 для остальных п.
(3.60)

сходится по мере на խ. b) к f(x).
Пусть 5>0 произвольное число. Возьмем /,. настолько большое, 

чтобы [см. 3.911

ос 
^си?п(Х).

г,- 1
.3.61)

Положим

У е> < '>• «мм (3.62)

Покажем, что ряд 3.61) сходится в среднем из множестве До

ОО
Л. = П (3.63'1

Тогда в силу :։։ и в силу 3.62 будем иметь 

mes Ао > — u — S (3.64)

Положим

К /IX).
В самом деле, пусть :>0 произвольное положительное 

Возьмем jo^>Jn такое, что

число.

5а.՛ .<֊ •
1 շ (3.65)

Рассмотрим частные суммы ряда (3.61)

ЛУ|) 1 1
(3.66)
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£ <*?л(х),  (3.67}

й- I 
где 

ոՀ> .V (е). 
Возможны два случая

•• пк/и !<«•• ffkj+\ Для некоторого />/,.
2. nkj < п < пк/ (։_ । для некоторого j > j'v 

Рассмотрим первый случай. Легко видеть, что в этом случае 
в силу 3.60՛ можно написать 

* л
Sn (х) = У Д/ 9J (х) =֊

"it, nkt
У У (х) -f- • • • +

।+1 /=/и_ ։ +1
"1.1 н
£ Я/<?/(х)4- У ai'filx). (3,68)

1 flkj+\-\ 1 i=fik^i-1 + 1

В силу условий bj.i и с,!, где вместо յ взято / — 1, учитывая, что 
/ > /(). получаем

l'x) -/Ա)Ա < 2/4-5 Կ. 13.69)

Из (3.65 и (3.69) и из того, что j >/0. следует 

Sa(x) -/(a-)pV<s.

Рассмотрим второй случаи. В силу (3.60; легко видеть, что в 
этом случае будем иметь 

"к, 
Sn(x] = V -г aj^itxi^-

1=/ւէւ-^\ i^n^+У
"kJ 

--- Ւ У Д»«/(х).

Z=«a7_i4-1 

Следовательно в силу условия b։i имеет место неравенство 

SK(x)- 

и, так как Л0<=Л/, j jQ, то 

Ц5Л .х) /(х) £. —

И так. для любого S>0 существует 
— а — о такое, что ряд 13.61) сходится в /•^-9.
2 KAuemin АН. серия фйз.-млт. наук. .՝*  1 *. Գ1՝էւ '••jJ հ.<
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Отсюда следует, что ряд (3.611 сходится по мере на խ, /;| к 
/(*).

Тем самым теорема 1 доказана при том предположении, что 
f(x) почти везде конечная измеримая функция.

Для самого общего случая, когда fix) произвольная измеримая 
функция, доказательство аналогично и здесь мы его нс приводим.

Институт математики и механики
All Армянской ССР Поступило 17111958

II.. II.. fd<ui(iii|jiu(i

ՋԱՓեԼՒ ՖՈՒՆԿՑՒԱՆԷՐԸ £ԱՐՔԷՐՈ4_ ՆեՐԿԱՅԱՑՆեԼՈհ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո I» Մ

Ս ա հ մ անում I. [л, ծ| հատվածի ւ| րա որոշված, համարյա ամենա - 
թեք վերջավոր. չափեք ի ֆունկցիաների ’ քո ՚ X հաջորդակսէէ՚աւթյու lip կոչ
վում I. լյփվ րսս։ չափի Վւ։»<| uiiT|i ս։ո ».p յ ս։ (i իմաստով, եթե խ, /;| հատվածի 
վրա որոշված ցանկացած / (л՞) չափել ի ֆունկցիայի համար դոյություն ունի 
|/я(Х1 սիստեմի ֆունկցիաների վերջավոր դծլյսյիհ կոմբինացիաներից կազմ
ված ֆունկցիաների հաջորդականություն, որր զա դտմիտում I; /'(х)-|»П 
ըստ չափի |հ?. Ь\ հատվածի վրա:

Հեշտ / տեսնել, որ եթե ֆունկցիաների սիստեմը Լրիվ Լ /. և.|ճ, ծ|-nt մ. 
ապա նա Ц'1"1 ^էՒ^Ւ նաե րսւո չափի ij ուղամիտութրսն իմաստով. րալց. 
ինչպես էյուլր է տրված հակառակը ձիշտ չ/,։

Սահմանում 2. U’hfip կասենք, որ համարյա ամենուրեք վերջավոր, 
չափել]։ ֆունկցիաների {։рЛ(л՜}} հաջորդականությունը ասիմպտոտորեն սր֊ 
թոդոնալ 1. խ, ծխում, եթե ցանկացած з ՜> (), դրական թվի համար կսւրե|ի 
1. որոշեք .'V բնական թիվ այնպես, որ ցանկացած ամ՛բողջ ու դրական Ո I։ tn 
թվե՜րի համ՛ար. որտեդ //Հ> А . 11 А ՛և (х) և <рст (X) ֆունկցիա
ները օրթոդոնաք են մի Л՝7;,Л բազմության վրա, որի չափը ավե|ի մեծ ե, 
քան b CL — s-ք, այսինքն՝

?Л |л-; (x) dx = О, mes Ւ1Ո, m > b — a — s:

b-ц. n:
'եերկա աշիւատու ի) լան մեջ ասլսսյ ուըվամ !; հետե լալ թեորեմը.
Թեորեմ, 'ւ՚իցուր. |rt, ծ| հաավէսծա մ' որոշված, համարյա ամե!>ուրեյ> 

վերջավոր, <ափե|ի ֆունկցիաների , ք,է (x) հաջորդականությունը լրիվ I», 
ոստ չափի qnt զամիտության իմաստով, ե այդ հաջորդականու թյան ֆունկ
ցիաները դծորեն անկախ են ցս։նկացած /: չափե]ի բազմա թյու նների վրա, 
որոնց 4՝.։ս’իը ։Г;,Л J., puiii ռՆ I) ֆի|»ս թի’|ը: Ч-.Н ցե՚֊դրու։1՜ կարելի I. при 
շեք А՜; ) հաջորդականությունը, որն ունի հետևյալ հատկությունները՝

1. Ցո։ րս։րս։նչյու ր 'i,. (?;), 11. — 1. 2, • - • ֆունկցիա հանդիսանում ե 
ք, 1X1 ,• ՚ ‘,J{iX ֆունկցիաների դծային կոմբինացիա և. հակա սակր՝ յու
րաքանչյուր fll (,Vi ֆունկցիա հանդիսանում 1. '*։'X) ,«•«••• . >t. {X) ֆունկ
ցիաների դծային կոմբինացիա:
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tl II
,.V| - v a^f,. A-j: fn |A-| = V 6л,Л?А(л'). 

а֊-: zr-յ
2.. I հաջորդականությունը ասիւքպտուոիկ օրթոդոնսղ fc;
3. Ցանկացած ք {>■) չ,սփելի ֆունկցիայի համար, որը որոշված Լ 

[fl, ծ|-ում, դռյւո թյուն ունի
օօ 
V Л.Ч ?я X 

ռ՚=յ
շարք, որը [&? /?| հատվածում ըսւո չափի դուցամիտում J. ք\X -ին:

ւհպտրյւսւքվում Լ նաև, որ ն..4ն[ւսէւ /л/5/ դեպքում, երր ֆուեէրյիանհրր 
պատկանում են Д2|(?։ /? [ դասին, թեորեմր րնդ\անր ա պես ճիչս։ չի, եթե 
2) ււրւպմ անւս ։! սա խւ որոոաքւկ օր թ п у ււնսւ քո է թ րւ ւն ր tfni futn ր ի*էր!էն  ք օրթոդոնա~ 
/ութլսէմր |tt։ /?] Հատվածում ոովորական իմաստով։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

Кручение анизотропных призматических стержней 
с удлиненным профилем

Задача о кручении изотропного упругого стержня с поперечным 
сечением в виде узкой н длинной области была впервые поставлена 
Динкином |1| и в дальнейшем математически обоснована Д. 10. Па
новым [2, 3|.

В настоящей работе рассматривается задача кручения анизотроп
ного стержня с узким и длинным сечением. Решение представляется 
в виде ряда по степеням малого параметра л, введенного в уравнение 
контура области.

Обобщен метод, развитый в работе [3].
Исследован вопрос об асимптотической сходимости этого ряда. 

Для иллюстрации полученных результатов решены некоторые задачи.
I. Как известно |4|. задача о кручении анизотропного стержня 

сводится к решению уравнения
Ժ4' о о'2’Г , А .. ,

2^։շ г-г + «շշ —г = - 2г՛ (1.11
ох- и хи у Оу2

с граничным условием Ч'(х, у) —О вдоль кривой
Fix, у) = 0.

тем, что все ординаты огра-

Фиг. 1.

ограничивающей поперечное сечение стержня.
Здесь Ч*(х. у)— функция напряжений, Ди—упругие постоянные. 

V֊ относительный угол закручивания.
Рассмотрим область D. ограниченную двумя пересекающимися на 

оси X кривыми (фиг. I).
Область Ох отличается от D толькс 

ннчииающих ее кривых уменьшены в 
отношении 1:/.. где 0<Х<1. Предпо
лагается, что I) и D, конечные одно- 
связные области.

Пусть область, ограниченная двумя 
лугами кривых

у - Խտ, (х);
у = Хт.2(х), (1.2)

эквивалентна 1-(х, у) — 0.
Здесь ?х(х) и принадлежат к типу кривых, показанных на
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фиг. 1. и имеют необходимое количество непрерывных производных 
для рассматриваемых значений л\

При помощи (1.2) граничное условие примет вид

Хф։(л)| -О,
(L3) 

‘И*. >■?,(*) | =0.

Положим 
у = Хт<: ‘Г (х. v) = Ф (д', т(; X). (1.4)

Имея в виду (1.4). преобразуя уравнение (1.1), находим

Л *-Պւ д-7 —2/ձքւ2 7------- հՊշ . = -LW. (1.5)
<>л- dx(ht ժհ-

Не трудно видеть, что граничные условия (1.3) можно представить 
так

Ф [л֊, ք։ (л); Х| ֊ 0.
(1.6) 

Ф К ?2(Л-);Х| =0.

Представим решение дифференциального уравнения с частными 
производными (1.5) в виде ряда по степеням X:

»
Ф 1 х, т,; л) = V рк (х. Т/) • X*. (1.7)

tf^O

Из уравнений 11.6) при помощи (1.7) легко получаются

Рь |д'. «։ (x)J 0:
(1.8)

Р» I*. ?* (*)] =0 0, 1, 2. • • •).

Подставляя значения Ф(л\ т։;л) из выражения (1.7) в диффе
ренциальное уравнение (1.5), сравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях а, находим

_ (Г֊Р,, .
2</,2 -Г 6’22 -----J

oxdr( dt*

d2P„ п , d2P..
Պւ • . . ֊2Պյ- ֊֊ - -Им . ft =֊2v, 

дх-‘ <)x(hi dt\-
(1.9)

Л d2Pk (FPk+l . , 0iPk^ -
an ' A t ' դ a ՛ f*2: j 50хг OX<J\ ԺՀ

() [k= 1, 2. 3,

Из реккурентных уравнений (1.9). при помощи (1.8), последова
тельно определяются функции Р* х. т() \k 0.1. 2, • • •).
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Ро(Х,Ч)=О,

Р։ (.г, 4 = 0,

/'։(*• 0------ — IV—|?| +?։(х)|-т<4-«|(х).?2(х)|, (1.10)
о»

Р։(х. v»= ',J . D, (7, -?։)*հՏ- l?i + ?5 -И] Г, }֊ ?։ (*)•?, (х)),

где иол символом I), понимается частная производная ио х. После
довательно опр» делив функции /%(х. »;), можно записать выражение 
для Ф(х. т։; а), а следовательно и для функции Ч’(х,_у):

’Г(х.у) ?«} ■'"+

ч ֊*-’-d, »|;+?։ւ-!Հ։ -(?, +?,-Հ- + •/.’+
I /. I

или

■r U.У = - ■>■’+/.. I *- . y.(?l + ?։) + a-’ p!L X
as I aa an

X 4՜ ?s) • • • • !՛ 4-!----- — • ri ՛ ?: հ ՛ У ՚ ?j 4- ®a) X

X Dr(«։ - ®.) 4-• •-r • • • 4.11)

Имея функцию напряжения ’F x, у), можно определить касательные 
напряжения и жесткость стержня.

Полученные результаты значительно упрощаются, когда имеем 
сн м метри ч и у ю обл аст ь.

II. Случай симметричной области

Если область О, симметрична относительно осн х, то

= - Vj(X)=/|X).

Тогда

/•(х. у) = у։-/.^(л) = 0, 
или

Ii=±/(x). (2.1)

При таких условиях сиги мн реккурентных уравнений (I 10) упро
щаются и примут вил:
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ճ23

Р3 = 0.

/ձ֊(Հ V’- ‘Ն Р’Л
2ճ£«

(2.2)
/j _ 7< '՝/* r‘՜) . . Հ)'ք2
' ь — j «։։«շշ T . 

Յճէշշ

Л = <f- ՀԿ ■ j ֊ ; • D։ (ՀԲ*/2) - (Հ- D» Г)
4-

4֊(/‘- V) •
•4։«f2~ Л'*==

24а$։

где

£Л = — (А-= 1,2. ... .
dx*

Имея значение /\ {х, rj, можем для симметричной области записать 
выражение функции напряжений

V (Л-, J.) = + ХЧ . | (!«/>_у»). | “,լՕ=/= -- V■ X

[4(7,, սՆ — 

■ 4i^„—

2Պւքւյ.,~«^/։Ձ(7._Ղ. 1 ^;,а֊3-ь 16«։։Պ«շ-12Հ։(?;շս„
՜՜5-3!  ̂ ՜/?/ ՇՎ

. ZT-l/’/Հ/ն-

3"ճ՜ /J (Հ-Հ^) >2.3)

Определим жесткость анизотропного упругого стержня при кру
чении

й (՛>./ I> ft
Г = 2 J’ [ V [x.y]dxdy ■ j’/Mx-H.*- —$֊■ ^fWf-dx t

u -X/ • a a

4- f' ■ ‘V •
3w'22 dx +
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или

2 4а1։а?, — <77,<.’п Г >
+ 15 ՚ ՜ նժ -J | + 0'

Г = -^-. {t'dx Н«. £’J- - \lWpdx + X 

3a„ J (и2й J 3
4» <J

X (p- ՀՀ dx +

U,,.- ցէց»). v
240 • a\:

• twpdx -ь о (Г), (2.4)

где
t = 2)/(x).

Рассмотрим некоторые конкретные случав
I. Стержень эллиптического сечении. Пусть контур попереч 

кого сечения (фиг. 2 задан уравнением

Так как поперечное сечение представляет собой узкую, длинную
область, то, естественно, как малый 
параметр взять отношение полуосей 
эллипса

х=А, о<>.<1.
(I

Тогда уравнение эллипса (2.5) мож
но записать так

У = ±Ь/(д-;. (2.6)
где /а {х) = аг — .Vч s.

ч‘(х.у)=֊ .р.7.(Х)_у.|.(| + Л*֊’1-
‘‘»s \ U-ZZ a z

Так кик малый параметр л всегда уловле.порист нерлвснству

«к
ап

Из соотношений (2.6) и 2.3 легко получается выражение функ
ции напряжений для анизотропного упругого стержня с эллиптическим 
поперечным сечением
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io ряд (2.7) суммируется

.... X2 иг2 л*2) v
’I1 у) = ------------- լ—-

__________у_

1 + /’ • "1։
ճ32

2.8)

Жесткость эллиптического стержня определяется из (2.-1) так

—а

С
о/

‘Г л-, y)dxdy

֊« - >/

(2.9)

При помощи (2.8) тля компонент напряжений получаются 
выражения

следующие

Ժ4-
ду <7շշ

2т>у 

4-Х2 • 
ճ։.

■2.I0I

~*Հ —

Ժ՝1*
•у-

дх ճշ5

2vX*x՜ 

1~֊;л •
«а.>

2. Кручение анизотропного стержня (фиг. 3) трапецеидаль
ного поперечного сечения.

Уравнения линий АВ и CD можно записать так

Фиг. 3.

2d:

2ծ

i2.ll)

как исследуются удлиненные 
d-i профили, го отношение — являет-

ся малой величиной (օ<Հ֊^<1յ .

Введем обозначения

, d, d: — d./. = —, a — -----L,
b 2d.

bd։ 
с — —1

2d,

Имея ввиду э1и обозначения, уравнения (2.11,1 можно представить так

у2 )-72(л-) = 0. (2.12)

где

/= х) = (ах + с}\

2

у +
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Из выражения 2.3). при помощи уравнения (2.12), получим вы
ражение функции напряжения при кручении для анизотропного 
стержня трапецеидального поперечного сечения:

ЦТ (х, v) _ , Ои . а, +
11 շ; ' (I շշ

д2 \
4֊ к4 . -V • «4 4-/» • . а* ... . (2.13)

а22 а1?

Из выражения (2.13: видно, что

.Г1Л., V) . _А_ , (2Л4}

Я23

если малый параметр г удовлетворяет следующему неравенству

Имея функцию напряжения, определим жесткость рассматривав 
мого стержня

ծ 4 X (.XV I- г)

7՜ ՜ 2 | Ч* |л-, у) dxdy =

<1 -.(Jr r>

2>.э1(ab 4- ci4 —1,4|-v 
a«) 

^շ։

или
b di — </{ V______

7 ՜ 12 ՚ ',Гя11-ач ь*\'
* Q-շշւՔ I I — —■ • R I

\ (?■>՛> / 
где

d>. = » k tg£.
2ծ

(2.15)

Для компонент напряжении получаются следующие компактные 
выражения

2ւ՛ v

(2.16)

2/гЧ՛ •(((..>.* -|- ր?ւ 

aai21 1 - П“ - Л-= 
\ ճյյշ

Кручение стержня 
задача является частным

треугольного сечения (фиг. 4). Настоящая 
случаем предыдущей, т. е. ժ։ 0. ժ_. = d.
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будем иметь

. d IX = —, а = —,
b 2

с = 0. (2.17)

Учитывая |2.17 . из (2.141 (2.16) находим

7. А&ииционный профиль (фиг. 5). Пусть сечение авиационного 
профиля ограничено дугами полукубических парабол

а х 
у=1 — •[ (2.18|

b I b
где

3| 3 .а = —----- -  //.
4

т. Ь
Пусть л является малой величиной. 

Ь
Тогда уравнение (2.18) можно написать 
в более удобном виде

у2 — - О, (2.191
где

27
J - X) = СХ ( Ь ֊ .V)2. (■ — .

Имея в виду (2.19 можно выражение <2.3|. после некоторых 
элементарных действий, представить так

Ж(х,у՝, = + X’v • y։i ■ • c(3x 24) +
I ’ ։Z22

+ y(A7»֊y=|֊1’֊1i + ...i ; ,‘v ,ր-֊Հ.
“•22 I 1 <1!Л
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Xil8x2—2|ձ.է4-7//'ւ
2«и«?г • е-

(Зд-: - հհд- 4- Ьг} 4- у (/*/• — v։ i X

4Ժ (<2*։</13ր?23 - 4«n«f2) (3a- — 2b) 8c2«J։a։։
3!< ’ ՜ ՜ Ж: (Зл--2Л) 4-

4- (*Т ~ у4) •
՜ Յժ ; 4a֊։<7֊ , - <?-տՀ72...

Հ՜
2'i

2t2(rta2rt-I«-;> —2ап«У

'2 1180л֊3 36(»fr.va 21 9/Ar — 38/>31

12c3a'^a'-V2

«՛.:
(5.v3—lOfrx1 j Slrx— Z>’)—24t3X

<յ՚։ճ -II * - 4al։«‘
3-3!^

4йИ: i 6л*3 12/;.c2-|-

4- 7b՝x - />’) r • • • 4֊ (2.20)

Для жесткости рассматриваемого стержня получаем выражение:

7՝ = 0,162՛ ( I 1,428 -11 • Х44-0,565 •/ 8 (2.21)
«гз \ «տ։ аХ /

Если принять, Gn Այ.յ — 0, т. е. рассматривать изотропный стер
жень, то тля жесткости из (2.211 получается хорошо известное выра
жение

Т = о, 162ծ/յ» (1 -1,428-֊; ֊6.352 ■ ••• .
\ /)2 Ь* 1

Здесь существенен вопрос сходимости ряда (2.21).
Исследуем асимптотическую сходимость ряда (1.11). который я в 

ляется более общим. С этой целью обобщим результаты Д. Ю. Па 
нова |2| для нашего случая.

III. Доказательство сходимости ряда (1.11)

Распространим основную теорему о дифференциальных неравен
ствах С. А. Чаплыгина на уравнение (1.1).

Теорема. Дано уравнение (1.1) t: области

/.(’1՜ւփ2;՚^0.

где

•2 2
/. (‘К) = V jy + A. ժ44* 

dxi дхк
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Հ2յ՚շ - A'j — *^2t А'2 — V•

Дана некоторая функция Ух. у՛. которая внутри области 
D имеет конечные, непрерывные частные производные и конечные 
вторые производные, а на границах области, всюду равняется иска- 
.мо.чу интегралу ՝Г х. у) уравнения (3.1который должен обладать, 
в той же степени, свойствами непрерывности.

Функция V(.v. у) будет нижнею границею интеграла для вну
тренних точек области, если результат се подстановки в урав
нение (3.1) всюду положителен, т. е.

ЦУ : 2г՛ >0. (3.2)

Доказательство. Из (3.1) и (3.2) получается неравенство

Л(У -Т) ֊ v V<U(-l), + ։'-""֊֊H>0. (3.3)
“• OXi ОХ է/-1

Составим скалярное произведение

( V' ( V-Ч*)) = ֊ Փ)ԺԶ. (3.4)

Для выражения (3.4) применим вторую формулу Грина

(( У ֊ V). - Л ( И-'Г)) = j* •(֊ 1 )'**• -V<?՜— X

d(V'-U-) Г ձձ Ժ(1/-Փ)
X ՜- ֊2ժԶ ~д^~ х

Л Г i *

X c.os (v. xt) ds. (3.5)
A

Здесь Ի, л\)- угол между осью ox< и внешней нормалью данного 
за м кн у того конту ра.

Контурный интеграл, стоящий в выражении (3.5), есть нуль по 
условию У ՝Г 0 на границах. Следовательно, выражение (3.5) при
мет следующий вид

«11
д( V ֊ ‘I’)’ =

Ջ

d{V ‘Г) 
-------г а շշ •

(/у

дх

ԺԼ1/֊ 
tfy

2а։3 ■
д(У-Щ 

дх

(3.6)

Известно |4]. что для упругих постоянных материала стержня имеются 
такие условия

<?л>0
(3.7)

Он > 0
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<2։ւ<1շ-> — ճ՜շ^>0. (3.8)

Обозначим через g՜ следующую квадратичную форму от двух неиз
Л(У-Ч-) 

дх
ժ(17-4՜) 

dv
вестных

8 ՜I дх 1 OxI +йиЛ^Ыф. (3.9)
ւ

При помощи i.3-9) выражение (3.6) можно записать так

((V'-'Г). -Z.(V-»-))=J յ^ԺՁ. (3.10)

, ՚ ս

Если иметь в виду условия ՚3.7) и (3.8), то очевидно, что ква
дратичная форма будет положительно определенном, т. е. g>0. Тог
да, пряная часть выражения (3.10) будет существенно положительна. 
Следовательно

I (V՜* —Ч')։ -L Ц/— '!'))>0.

Учитывая (3.3.1 находим, что I7 -‘Г не может быть всюду поло
жительно. Итак, относительно функции Г — Ч' можем делать два 
предположения: или I) I7 Գ՚<ՀՕ внутри области, или 2) поперечное 
сечение разбивается на части, из которых в некоторых частях имеет 
место V — Ч’<0, а в других частях имеет место I7— 4՛ > 0.

Не трудно видеть, что второе предположение приводит к про
тиворечию. Таким образом находим

И— ՝Г<0,

или

И< 4Հ

Аналогично доказывается, что для (/—верхней границы интеграла, 
имеет место следующее неравенство для внутренних точек области D

Ч'< U.

Итак, получается
|/< Ч- < U.

Теорема доказана.
В частном случае, если положить, что п։1 = л<,2, а։» = 0 получа

ется теорема, доказанная иным методом академиком С. А. Чаплыги
ным |5|.

Лем м a. Исли Ч’(дг, _у) обращается в нуль на границе области 
I) и удовлетворяет внутри нее уравнению

Լ (4՛) - - 2-v,
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то для любой (функции F(x, у), удовлетворяющей уравнению 

A(O=/U-.y)

в области D{ ( D и обращающейся в нуль на границе области D. 
имеем

1^(А'.у)|< «Пл-.у)1

внутри и на границе Dv если только \f(x,y)\ 2v в этой области 
и на ее границе.

Д о к а з 8-тел ь с т в о. На основания доказанной выше теоремы 
имеем 4*(.v, у/. О внутри Id, а значит и на границе D..

Построим вспомогательную функцию Ф(а*. „V! следующим образом

1) А (Ф) -г-2г’ = 0:

2) Ф'х, у) —0 на границе Dv
Легко заметить, что

Ф(х, у) < ‘Г (л. у) внутри и на границе /Հ

Обозначим через Ф։(х, у) следующее выражение

Ф։1л-,у)-/?(л-, у) Ф(л’.у).
Очевидно, что

Ф։ (х. у) = 0 на границе А), и

А (Ф,1 _./(x,yi~ 2v>0.

Еще раз применяя теорему, находим

ՓյԱՀ у)<0 внутри А)։.
Л это значит

/* Iх, у) < Ф (х, у1 < ՝Г ։ х, у), 
или

Л(х, у)<՝Г(х. у).
Аналогично получается

F'(х, у) > - 4' (х, у).
Следовательно

/Чх, у>| |’Г(л։, у) внутри и ла границе Dv
Теперь докажем сходимость ряда (1.11). Изучаем решение нашей 

задачи как функции
Образуем разность

Составим выражения

"՜Հ' гй.....^2. (3.12)
дх- дхду dyz
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Подставляя значения ря из (3.11 в (3.12). имея в виду уравнения 
<1.9), после некоторых элементарных действий, получим

>•" • а։։
Հ/Հ

■
(3.13)

Оценим выражения (3.13)

]/?. (х, у: X) : > Io’,/-'.., (х. >֊ j • «„ + 2Х- • • а„ х

I3.IH

Эти множители, рассматриваемые как функции х. суть функции ре
гулярные внутри н на границе Dv а как функции г,—просто. много
члены Во всяком случае, мы будем иметь в области

у)l = о»?*» л*.’■акр—.

(Ч) /J^P„(X. ij) I.

/>vPJx, т4) ,7л.

^’„P^x. ’J - DyP. X, r, />„.

Тогда неравенство (3.14 примет вид

R. (х, у; >.): < • ((/>„-, 4- >•£•) • fl։։ • (3.15)

Теперь применим доказанную выше лемму. Пусть эллипс с по
луосями а и ծ содержит внутри себя область D. Функция напряжения 
для этой области согласно (2.8) будет удовлетворять неравенству

q. * aWv L а1 у«_| . аЧЛу
’՝■ I ճ* ծ1 J +

Очевидно, что можно подобрать эллипс с полуосями а и \ծ, который 
будет содержать область Г)х (фиг. 6). Тогда функция напряжения для 
Dx будет удовлетворять неравенству

‘Наук֊֊ ~~ . (3.16)

Применяя лемму, из неравенства (3.15), при помощи (3.1G), будем 
иметь
3 Ншссткя АН, серии фш. ил:. киу*. .4 1
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('Лх, у: ЛI • а֊Ьг • v ■ Цр,,-! 4- г.р„} » а„ + 2Х • а12<?я| 
(3.17)

агап 4- W8flu

(п -= 2)

Для /2 = 0 оценки из 3.17) не получается, но ее легко можно полу 
чить следующим образом.

?„(•<. 5՛:'•> = 4r(x,y)-pJ.r, < ) ='Г(-*. У).Имеем

.%(*• у: л)|<

^x,y^-an^- 2«12.-3y4

= - 2v.
<¥

Применяя лемму, находим

<1£Օ2-, + '-Տ/րնո
(3.18)

Аналогично и для случая п 1.
Таким образом полученные 

оценки (3.17) и (3.18) решают вопрос об асимптотической сходимости 
ряда (1.111, так как из них следует: при л—0 для любого п ?п(х, у; 7)-*0.

Ереванский ։ос\дарственным 
университет Поступило 2 XII I9S8-

Վ. U. Uuii-qutuiG

եՐԿԱՐԱՑՎ-ԱԾ ՊՐՈՖՒԼՆեՐՈՎ. ՍւՆՒՋՈՏՐՈՊ ՊՐՒՋՄԱՅԱՋԵՎ- 
ՋՈՂ_եՐհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

И IT Փ П Փ И Ի IT

1Լշիւատավ} լան մևշ tj իաա րկված Լ երկարացված պրոֆիլներով անիզո
տրոպ պրիզմայաձև ձողե՛րի ոլորման խնղիրր։

Լուծում ft ներկալացված է շարքով րաո փոքր' / պարամետրի։ Լետա- 
զոտված Լ լուծման ա սի tf ոլտ ոտիկ զո ւ զսէմ իէոո ւվժ լո ւնր s /’ն՚ւ՚էան ր tn ց վ ած Լ 
Դ. Յու. Պանովի |3, 3 մեքժողըէ Դիտարկված են մի քանի կոնկրեա խրն֊ 
ցիրներ։

ЛИТЕРАТУРА

1. Duncan IF. /. Torsion and Flexure of Cylinders and Tubes. R. & M, № 14|4 I'1՝.?).
2. Пинов Д. К). Решение краевых задач дифференциальных уравнений в частных 

производных для длинных и узких областей Пзв. АН СССР, серия математи
ческая, М„ 1937.



Кручение анизотропных призматических стержней с удлиненным профилем &>

3. Панах Д. /О. Об одном методе решения красных задач дифференциальных урав
нений в частных производных. ДЛИ, Новая серия, г. Ill (\III։. № 12 62), 
1935, стр. 63- об.

•Լ Лехницкчи С, Г. Теория упругости анизотропного тела. Госиздат техннко-теоретн 
ческой литературы. М,—Л.. 1950.

5 Чап.Шгин С. Л. Новый метол приближенного интегрировании дифференинальн ; ՛ 
уравнений. Госиздат технико-теоретической литературы, М. Л.. 1950.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԱՍԱ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В Е С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Յփզիկո-մաթԼմւսւո. <յ ի tn ո ւ р յ ո ւ Г.&Ь о XII, № 2, 1959 ФИЭИКО-MUГ СМаТИЧССКНС ll.iyhif

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. О. Гулканян

О центре изгиба призматических стержней 
прямоугольного сечения с несимметричным 

прямоугольным вырезом

Задача поперечного изгиба призматического стержня прямо 
угольного сечения с симметрично расположенным прямоугольным вы
резом была решена Б. Л. Абрамяном |1|.

В данной работе рассматривается задача об изгибе призмати
ческого стержня прямоугольного поперечного сечения с прямоуголь
ным эксцентрично расположенным отверстием. Задача решается вне 
деннем вспомогательных функций |2|, сводящих задачу к решению 
бесконечных систем линейных уравнений. (Доказывается вполне ре
гулярность этих систем. Даются формулы для определения напряже
ний и координаты центра изгиба. Приведен числовой пример опре
деления координаты центра изгиба и напряжений для призматических 
стержней квадратного поперечного сечения с несимметричным квад
ратным вырезом.

§ 1. Постановка задачи

Пусть внешняя изгибающая сила Р приложена на свободном 
конце стержня параллельно оси х (фиг. 1) и проходит через центр
изгиба, т. с. изгиб не сопрово
ждается кручением. Функция на
пряжений при изгибе F(x, у) 
внутри области поперечного се
чения удовлетворяет следующе
му уравнению (3):

р
-֊֊/'(у). (»)

где у0 —координата центра тя
жести сечения,1 осевой момент 
инерции поперечного сечения относительно оси .у*, f(y) — произ
вольная функция, v — коэффициент Пуассона.
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Для двухсвязных областей на внешнем и внутреннем контурах 
должно выполняться условно:

Ժ/-' Р . , ,.dv 
ds 2/ ds (2)

I {СЛОЖИМ

/(У)-/г.

Тогда уравнения (I) и (2) примут вид:
(31

dF Р 
ds “ 2/

/(!֊>)

ds

(4)

(5)

В силу симметричности области поперечного сечения относительно 
1си у решение ищем только в области \KMOA. Чтобы распростра

нить решение на всю область сечения, требуем, чтобы на осп сим
метрии .V = О

Ջ-ճԼ=օ. {6)
дх

Из граничного условия (5) следует

Ճ-У’ = 0 дГ(х.у] =0 df-(x, у) =0 
ду •՛ х if дх V—о дх у—а

т. е. на внешнем контуре F{х, у) — С. Эту постоянную С примем 
ранной нулю. Тогда будем иметь

Fib, у) = /’(а, 0) = F(х, а) = 0.

На внутреннем контуре:

(7)

dF(x, у)
дх

==о, у-մ,

dF(x, у}
дх

= 0,

dF(x.y) I 
()У

^(^֊շծ՛, 
Հյ

(8)

Для непрерывности значения функции F(x, у՜) на внутреннем контуре 
положим

F(x.d,) с„. F^b-d..y) ֊ Գ + (<4-2*Иг

И
!>d. 2ծ)(«-ժ3֊Հ). (9)

Значение постоянной Со определяется из теоремы Лейбензона о цир- 
суляцин касательного напряжения [3j.
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Пусть
(Х.ДГ|

А’(х, у) = /-’2(х, у)

Հ. (*■ У)
При решении задачи введем 
шение будем искать в виде:

внутри области OABDO՝.

. . OELMO\

„ . IKMGL

вспомогательные функции (2), т.

(10)

е. ре-

(а*. V)

ЛД*. у) = ։Г2(х, у) -|

Л (л*. у) - »Г, (х, у) -|- ՛0 в области ЛЕСВА-,
1 ф. (Д', V) * ОЕС1Ю;

0 W CDGFC\

Ф2 (х, у) OECDO\

<!>., (А-. у) • (iFl.MCr,

ք 0 * FIKLF-
1 <Ыл՜, У) GFLMG.

Вспомогательные функции Ф/(х, у) / = 1, 2. 3. 4) выбираем так, чтобы 
внутри областей, где они существуют, удолетворяли уравнению Лап
ласа. т. е.

у) ֊ 0 (/ - Լ 2. 3. 4). (12)

Тогда функции ’Г,(л՛, у, (/ — 1.2,3) согласно (-1) будут удовлетворять 
уравнению Пуассона

Г!’Г։ д', у) & - (13)

Из условий (6)—(9) на основании 110 и 111 получим следую
щие граничные условия для функций ФДх, у) и Ч\(х. .у):

Ч-, (.г. О) = 
дх

= (/>. у) + Ф։ (/>, v) - Ф, (X. 0) = Ч’2 [Ь. у} =
о

= ։Г։ (х. 0) + Ф2 (х, 0) = Ч’2 lx, а) Ф., (х, а) Ф2 {Ь, у) =

. . Ժ4Հ
= Փւ(Հ.ր)= . 3 

ժx
= Ч’3(Х, «) = ՝Г3(А. у)фф։ ь. у) 

г-0
= Ф3(х, а) = 0; (14)

Ч՛., (ծ d2. v)=C0 ; /V/.
2/

-4<Z2-2*)(y-//։)

՝F3(x, <z d3) = CQ \- 2ծ) խ-մ3 - Հ).

Для непрерывности решения надо потребовать, чтобы
ԺՓՓ։(ծ J2,y)= 
()х

= 0: Ф։ (х, Հ) = >Г3 (х. Հ) — Со; 
л՛ Ե—d,
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Ф2(х,</,) = -^- =0,

Փ,(ծ֊4 у) = 4-։(ծ-մ2. у)—Со — —* {di-'2b}ty-d^

Փ<(*. а— Հ) =0;
(fy խ-„֊յ.

р//
Ф<(*-<4,у) = *,(i>֊d2.y} С„ — '֊, (<4 2*)(У Հ).

Հ /

Փ;,(ծ-Հ,ր) = -^-! =0; (15)
<>A- |,

Ф։(л՜, a — rf։) = Ф2(х, a rfs) - Co '*.! (d2 - 2l>\(a - d, - d2).

Граничные условия для определения функций 4\(.v, у} и Фцл\у) 
неоднородны, но. следуя Гринбергу [4]. решение ищем в таком же 
виде, как и при однородных граничных условиях, т. е.

<Ю .
Ч’։ <х. V) = У Н., (х) sin —

— Հ
k I

d, 
0 P /pjr v

где Hk (a-) = “ ’Г։ 1 -v, у) sin dy\
J

Т2(х,у)= VU„(y)sln^{l>֊
—4 d.
t-i

где
»

u“ (■՝՛) = т f T»։x- >՛)sin kT' ■—dx- 
dt J a-.

b-d.

Դն I Л*. У) - V (X' sin у (a -y),

где 14(х) =
fl

9 Г kr.Հ- 'Գ >>-. у) sin (a - y) dy;
a» J d.։la-d3

•x>
Ф,(Л-, у) V UZ^xjsln-^ 

t : d<

где
ill

UZ*(x) = ֊^(^։(x,3))sln dy;

о
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где

ОО
Ф,(Л-. У)= S 

г,

Գ(>') . Փշ (Л\ у) Sin </л;
di J d.Ь-<1,

ОО
\.ч kr

ф3 (*. v) ֊ ՝ Lk (X) sin — (а — VI.
Ь-1 Հ

где
ԻՉ Ր քշ-

I.k (Л-) = - - Փ3 {x, у) sin т {а у) dy\ 
d-4 J d.

где

эб
Ф։(х, у)= У KJyjsin К" h Л\ 

' Мл*- ։ 
ь

^д(у)= ֊ f Ф,(х. y)sin - dx. (16)
di J (1շծ-rf,

§ 2. Решение уравнений задачи

Для определения функций /7*(x), и К» (у) получим
следующие дифференциальные, уравнения:

/А.(х)«= । 1/ >‘Св
\ dy 7 d\

Е + 77гН՝Г”№( л‘+'+Уо1<-։։‘-1П:
/(1 4- V) Խ

էՀ (у)- (֊ )Ն (у) - — (7֊^ Գ +

+ 77rh^|(
V'։m ֊ (֊)‘и*(х) - ^‘[c. ;.^,ժ,֊2ծ){« <1, Հ)

\d9 / az 21

2 Р'* / , г, . ս- 1։ , 2d3. ь Pv

\dj dy



42 Н. О. Гулкапян

2Л֊< 1)* v pr^b — x],4----- Ч— V ----(Z-։ а»Л" 1

^(Հ-շա>'֊Հ)
(1. -I

A'.V) ֊ I֊ V А'»(У) ֊ ֊^֊^֊ С, + 
\ մշ 1 Ո՜չ

2M-1)* 
d\

V Vp{b— մ..)-sin/h‘ (« — у) 
, Ժյ Հ- /

Из условий (14) и 15) на основании (16) получим следующие 
граничные условия для этих функций:

И>(х) - ИДх) 1։ .„ = Ц7Л (* d2) -= U7* (х; = o*(rf.) =

- G*(y) у.и, - К. (a-da) = А', (у) = Լ. (ծ - rf..)

= Mx)|t..^ = 0; (18)

Ht [b) + U7։ tb) =0, U, (0) + C,k (0) ֊ 0;

t4(a)+^(e) = 0. V*(A)+A*(*)“0. (19)

Решая уравнение (17) и используя ’условия (18), получим сле
дующие выражения для искомых функций:

//։. (X) = Ch ֊ շճ-,7֊֊; I*. (1- ։)*” + 
d1 (№) /(14-v)

+ Уо1(-։)*-1]| ֊ 2(-l)fcC0 . -- ■ — —->

t * (у) = Ck ch k^- + Զւ-տհ ֊՜՜՜
аг

kr. I kv
... . r ,kr.x 2(-l)‘ , Pd...
V (x = E ch ------------^T֊2— c« + -Հ7

d3 kr. 2/
2b)(a-d3 Հ) 4-
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(20)

«Ш- ll՜՜ П - Cosh։ Л’’ Ա- b + dj + 
kr. 2Ժյ

?’-^։|1Ь(х_НА).уР<-'П> 'А +
\ Հ /

2ւ D**M v Ujdj pr.(b-x)
՜՝ -■'’+(?) ''

G> (У) = ֊ f sir (Հ у) + 
k- 2dշ

d2{ if Pd2/, ...Ji- .
՜ ֊.֊֊ —’(Հ֊2&)տհ J ֊ y)--{k-y I d2

+(=մճր.^№_2ծ)(Հ_,) +
rv •• /

•H,, b - - ր/շ) 4-

, Դ oa
2A< — 1)*^ v Hp{b^d.) p^, 

- - ferf, v <A •-di
s> ։p=

*U) =

+ Л) + — ' '։ d՝‘ sA - (x - b + d21 V +
րմ= ա

\ a3 )

12 00+ 2k^ n*o V ճէ P- >’ 2Ա.

’ "p=+(ZJ)՜ d'-

a^d3] + kr. 2dz

+ t ' ( J)^' —- ( <» — 2/f (<t — d3 — մ,) ch ֊֊ (v a -r <A) 4֊ 
«՜ / d2
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■I 1)‘ '№-2«')sh֊(y-a-| tf3j +
\kr. ) I d.

+ sh(y_a + У Pl-^-^լ
rf= Հ. p‘+l^)

k~ I

и i a >| 0Հ1
+ 2fcjp. S_^^gL. .sln^(a_y).

\ «2 /
Подставляя в (19) соответствующие значения функций /7»(л), ՇՀ* (у),- - 
и /<л (у) из (20). получим совокупность четырех бесконечных систем 
линейных уравнений, из которой должны быть определены постоян
ные интегрирования Аь, С*. /Л и Ек, что возможно сделать, если 
эта совокупность систем вполне регулярна.

Покажем, что полученная совокупность систем вполне регулярна. 
Делая подстановки

ОО

с; + Հ1;
Р ։

ос

г Հ-, , k^(l , A' ~QEh - — C*cth — />csch -֊ ; 
«2 «շ

c J^sh^,c;.

6.= (21)

приведем эту совокупность бесконечных систем уравнений к виду:
■х> ос

А\ о-ьрСр Ч- V и*л4՜ 7*;
р-1 р«1

(22)
л- I
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Ор ОО

п- 1 /»- I

где

.и ,2d>k ' .k-b . k~d.2 .к- pr,d. р- . , . z
«а-л = — sch sh ch-—(ft մ->)-տհ - sh — խ — rf։)X

”4 , մj dx dx d., d*

u 2d2k . k- /г-ft . k-d.. , p~d. . p-d- 4Z4g— ch — \b dz sch Sh —֊ sh ‘ ’ sh չ—* X 
а-մ, dx dx dx d2 di

X esch —---- kdz \=
Հ /

ilftp —
՝2kd.. , sh a~d..

di;,. 2&kd.՝ 1

= ";К5Г
k—d- . A՛—ft . A՝— i . p—dj . p-d-j sch — ch (ft — d.) sh --—L sh ֊ X

Հ3 Հդ d3 d.. d>

, p-a 
X esch - 1

. 2^1 ch (6 _ rf։> sh sch « sh'Ji d3)sh p-^ >. 
մ;։ di d:> di di

..I 
Ա-

Հ -
Հ/ftrf? kr.‘

d\

X csch^ -֊ • 
d՝

, /г- . к-b . к-diCoch (ft — (/2)sch — sh
dx d{ dx

P 7 ’>
(Հ -y0)------ --ch

abd.: ■ /14-.
к-... . . . k-d,. kr.b•(ft —f/2)ch sch — 
d.\ dx d}

^ty0 , j ,
abd2 I I փ v

2 . A’zft . k-sch - ch ft-մ.,) 4-
A--3 d, d.
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tZ. 1 />* . V t . k'd2 .} 1\-1--------- (.</,֊֊ vobsch — sh—- ch — (b— d2y,

I I 4- у ab ՛ №

lib А’П= / (I 4-v) Հ Հ
,11 = Ճ. W J.՝՛'՛ d՝L cth —՛ 

/ 1 r у ЛМ (lb d*

I)'֊' 2d,yV l_c։di W, _ /'«/2 (Հ_շ„ J r 
ab a. I ab Arc2

1 — > . I u I * / q . . > % ***• —. •

1-л</, ' /г-* ° ՜ 7[՜4- ■') 3 ab ( ։՜ >0 ՚ / 1 -h v| ab

~ill _• к
a ‘IP -l d. .

. . . 7ft3CVo—« + ab I ] -i- - k~~*
Հ։) cth k"f :' 

Հ.

2P у id.2 (—1J* krd(a-y0)csch ,3 4 
di abdz R՜'

ab I
7 A • ~ 2b} (a d'} + Դ՜ -7 i ? A (3</ ՜ 35Կ ЭД - 
d3 krd ab 3! 1 v k-՜

>dr: 1 2P v 
ab Fr«’ /՛!+’/ (23)

=
d\ 2 .ch

abd..b-^l(\ •/)
— (b — d->) sch'' — ch 
ds d.

k-d, 
Հ.. («֊Уо Հ<) 7

Հ ' ՝‘ . y# 1 // '-ll 7 |/’ lZ bch kJ- 4 
/(14-՝<)A--3 abd2 d:l d3

d;i r j . 1 i-•7 <A' ՜ Հ .’’o^ — sh t-2 ab
k-d.. . krd) .k-r.sch֊֊ ch (ծ-մէւ ■
da d-j d 3

1 
kz2d: ’abd-

л| /?-մտ . k-b .kr.Sh—-—sch֊ —ch /i fZ2> I 
d-> d-։i

, P d3 1 { , n,, . ... k-d< , k~ .. . , h-b
+ ~T ՝ T1 ~ГТ {di2b տ ժ3֊ rfjsh֊ - ch (Z; ֊ մշՌմհ •1 A’-։ abd. d3 d3 dn

Совокупность четырех бесконечных систем уравнений можно свести 
к одной бесконечной системе

,^ч 7| С-.р 'Հ.ր •- l)v. (24.
է>֊ I

если положить

•V- — Z.JX- Cl; ֊Z^..-շ. /՜Է = Z.I.Q-1, Լհ --  Z\!;\

և;- ? ՜- a^;t\ Շհէ_.|, 4/։—i — <7!.^; С.Ц--3. \lt = \p հ - 0;
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Си֊...v>_ , = Сц4— 2. ip ж C 4fe—2, Ар Cu_i,4p-2=0; 125)

Сиг-1. \р <2^, C’u-i. \р- i "՜ С՝,к ։. 4/> C.\k-\ |р_л=О;

C4*. 4p-2 = aJJ,,

■՝ ֊ rl>

Легко показать, что

Си. ip : — а[:р,

Ьлк /ли

('•к. ip — Си. ip л—0;

.Jfl _ .,л• л ’ "4* էՀ. •

ОО
-d^ ll^ e■>.,<— 14-

j-եէ-մ,— մ )

р
4а

у = У й=;, 

Р-1 Р^1

ОО с
լ c.-.t 1. р > — ՝

р-1 р
oo
\ I Си. P

p-J р-1

յլ
4ւ

I 4֊е
х> .

j2֊^ Հ - >! )

Здесь были использованы следующие неравенства:

տհ
k-d. , к- Հ . k-b ch (b sch — 1

Выбирая при

. b~ lir.ash - (a — rfjcsch 
d3 d3

clhx

k-d.

(0 х <х>).

Z =
а.)-

1 -ь е
խ-rf,-մ,)

для всех • получим

-■п
<Հ 0-rfj

Если же ժ3>ժ1( то а придаем значение
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7. 1 4 е
- :՛ а, 

е

и для всех ’/ имеем:

сю £<**>]
-г е

? (a rf. rf-J ■

Р- 1

т. е.

V с./<1-0
/'-»

для любого •/ и 0>О. Следовательно, система (24) ввел не регулярна 
|5|. Свободные члены системы (24) ограничены Ի,Հ. М. Как известно 
(5]. в этом случае система имеет’ограничеиные решения, удовлет
воряющие неравенству

Рассмотрим несколько частных случаев:
1. Ժ, а (1Л, т. е. случаи прямоугольного сечения с внутрен

ней внецентренно расположенной трещиной, система (24 остается 
вполне регулярной;

2. b - մ21 т. е. случай прямоугольного сечения с горизонтально 
расположенной трещиной вдоль оси. Система 24) также вполне 
регулярна;

3. dx - ժ3. т. е. случай сечения с центрально расположенным 
прямоугольным вырезом. Как это видно из (23).

</.4 Պ-Լ г <П.2п. а1՝„ - Л'р к/г кр է:ր հր էր

Совокупност։» четырех бесконечных систем (22։ вырождается в 
совокупность двух бесконечных систем:

Xi
.и; = мл, 

Р- I

XI
Ջ арт-и; - ь՝1,

р-՝

где
>•. — /rd , //I*’ Ckf> - (lkp ~

/,! . 7П -ЛИ
— u I it »
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§ 3. Определение постоянного Со

Постоянная Св определяется из теоремы Л. С. Лейбензона |3| 
о циркуляции касательного напряжения при изгибе:

р * [2F- ,Ъ(>^-]‘2 = (Л
Jdrt 2/J J ' (1 • I J
Կ

где Զ площадь, ограниченная внутренним контуром L;\
у0— координата центра тяжести замкнутой области Ճ.

Поскольку было принято f(y ծ’ и - 0, то это соотношение 
упрощается

Л.
Учитывая (10 и (И), формуле (26) можно придать вил:

/л
ГТ֊ (Л .МО'-֊<ձ֊Հ) (*-֊''?. (27)
I I 4֊ ՜*1

Решая бесконечную систему 24), получим значения постоянных ин
тегрирования, выраженные через Со Затем находим функции /7д|.с), 
^Л(у).---. Л'» (у). через которые определяются функции напряжений 
Ф,-(л*. у) и ФНх, у).

Подставляя в 27) соответствующие значения функций у), 
посте некоторых преобразований получим следующую формулу для 
определения Со:

Г А — b - <։ - մ, - ժ3 1
° ^՜+ ՜՜հ г

/>у
= TTj ,֊ <л֊ус)(п֊մ, —մ,) /»-</,)- 

/(I 4-*)
1 Pv - 1 Pi

Pd
- ш/а| ֊ -у dt - 2b) (a dt) (b - ժ7) 4-

21 d2
I + /7ПГ711՜(a - rf« - d>} (2yo -a + d,-d,i-

4/

I Инвест ЛИ, серии фи •.•мат, м»у«. .4 .՛
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, . 1 V Т11 , 1 V , к~1) ։ ■ kjin f \֊ abd* \ — ֊՝- X -j- X —ch—esch -sch—(b — մ2) 4- 
a — /? а — A — k d, d. d.*-1 k- I fc-1 ’ 1 1

V 7л , k~b . k~ .. . dA VI Z-IA-. 34֊ ՝ ch- csch sch . I >> di)----- - >,—;-----
b d% d:i d:i ~dz fc_։ k~

*x> „ '•K' ,- _rfa у Z„ _ Հ. у Zjj-i csdi to sh to, sh հշ ia _ &
~dz ~՜ k2 z-d^ kz dr. d., d»к- 1 1 k— 1

°c
di v Zj*֊i , kv.a k~d, . k-d3— ' ~ esch - sh------  sh —
a՜d. — k~ d: d2 d2' Հ-- J

ec
d2 V • 1 fi~a 1 k~d\ ։ ^“«3— X—-n esch —■ sh----- L sh — • —

azrf;, ( k" d2 di d2

d^ Y1 -։
7-rf3 /г23 * I

, kr.y. k-d* . k~esch ■ sh - / sh -- {a d3)
d.. d2 d2

§ 4. Определение центра изгиба

Координата центра изгиба определяется по формуле

b~,ydxdy. (28)

Подставляя о (28) полученное значения функций напряжений и 
произведя интегрирование, окончательно получим

у.֊- + ^<2« - </»)! +</?(3ft֊</:,)L«֊rf3)։֊</ii)
6/

। • j d\ ч՜՝ Z,jfe_3 k~ . . . , k~d2 , k՜^ I , d2 \4(it)d.. X . sch (ծ-<4)sch- si։ „ iԺ - k-- d. 2d, d, \ 2 )

, .abdi v Հ , —4-4 -•֊ x « ֊- 1 — sch-----ch---------
2di -2di

-L,. փ _sch

a՞'- — k* I 2dn 2di 
.և_ Ղ L
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, л., kr.d ., k՝r.d2 .. k-d3 + d^th }+ddh- \-dtth
2d. 2d., 2d.

I հ Հ d\ th 
։’ 2d

kr.d,

t , Уо 1 I- ад- ад-i- d/W֊ад|

O CO
abd.d^ 7. ,k~ k-d. . k~>, . sch (/> ժ2) sch sh 

k՝' d3 2r/3 d.
«—•. 4

С, I - 2ab 4- ftrf, -I- bd, - йЛ| —° v
4-1.3

OQ
+ 8 V 1

/(1 + v)
|2rf,.dith l1՜՛1- -tfitli -‘և - 2adsth к՜^- 4- 

2</շ 2d, 2d,,

4- tf.jth + շՀ ■ a ֊ Հ) th ■
2մյ» 2d.

27.1*4 և’^
^d\th krdi- -\-l-d֊(d.-2b)^a — ք/3-Հ)թ6/, — Յսծ + Ma-f-2<гЛ| 

2d3 41

± (rf։ _ 2t). (e _ rfa _ rf։J v 1 krt + ճէհ 1. 
** / *<• *"»<յ Հ<«2 )

Если вырез расположен симметрично, т. е. dy ֊ մՀ, го из фор
мулы (29) следует, что. как и следовало ожидать, у,-= а -

2

§ 5. Определение напряжений

Напряжения определяются через функцию напряжений следую
щим образом [3]:

1 х,=
ду 21

ծ/՛Ys=-—- (30)
дх
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Подставляя в (301 соответствующие значения F х. у), получим:

abd^r.^ А k~x . k~ . . л kr.y _' (— I) ch sch—(b Ժ. icos Z«_3>b 
rf, rf, rf, rf,

+ Գ I ->֊— ժl {I 4- •* ь
£-7 £ (tf. /J

— (xs-//4;
2/

,z abd^r. \>. k~x ,kz k~y>- ՜ 4 (—1, sh sch b d I sin • Z։f. з
Հ /Г, d\ Հ Հ

0 x b — d*, 0 у dv
ՀՕ

abr.y.^ t + ։ /г-մ. k~a ,kr. kz{b — x) ...sh—-^cseli ch -(«—y)sin---------- Zu-H-
a *“ a2 d* d* d3

co
abv. \i .. Հ»-մ3 . k-a . A'-v . k- b — x\ 7I ՝ 1) sh----- csch — ch sin - • z-• «—

a ՜“ d-> d* մ-Հ-1 ՜ ՜

1а--4-л-«> (2Ь) -| b(b-Հւ| { ^֊-{b x](di-b-}-x)‘r

. abr.x-y , * . k-d. , k-ռ , /г- . kr. (b — x) ,7՝ ( 1) sh 1 csch sh a — v)ros Zk֊--t
7 di dt dt di

. kr.d3 . kr.a kr.y kr.(b x) r.
' I sh csch ֊ cos ------- —Z«-i

г *“ </.. d-i di d.ъ֊. ։ - ...

b — d.։ x b, dt :՛ у a — d.A, 
co

.z abdi~ v, I « ւ^՛ n < -7A- ՝,(—I) ch—sch {b z/jicos , i« у Zu- -
ժ3 — ։ մ։ d3 d3

Հ(" ^՜

- "՜5')| + /(1/Լ)՝ 6՜,3(" v = -rf5|֊֊J(^ л=); 

cv
... abd2r. у՝, .. . j k~x . .. . . kr.
^ .՝= . 2j(—*) Sh — .sch -(b — d.) sin (a y)-Za-;

, , d3 di dA

0 •. x b — d2\ a — d3 <, у Հ a.
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оо
v abd-jT. \-л .а- , b- knd2 Л~\՛д.— —-- 1) sh—— (ծ—xjcsch — cos֊

Հ "յ ժ« ժւ Ժ»

cc
՚ 111,՜\Րէ ո* է br.ds ,kny kr.a kn(b- x) у— - ՝, (— 1) sh ch -csch sin------------ - /.^ । -

« — dz d, d. dt

■TV
I ab~ V. . Ajkv . kn . . . k-a ։ kn(b — x) .. .f---- >.(— l)ch—-sh (a-rfj.csch- sin- /«*-?+

9. dn d< d— d‘>ft-l ՜
Л-. <x>

I 14*+1 l. b- . k~d2 kr.V+ N, ( 1) sh — (ծ - X) csch “cos - -t-
Հ " d, d, Հ

_ to
, 2Cov,- , Jt»-i , bny , find. . kn-f- ՝ (-1) ch sch ’sin (/>-֊ a)+

a2 — d* d֊> d2/. J

4- /Л? 1 (Յր-մքյ-Ւ ~Հ֊ 2v)-
/(1 I v) 6 ՝ > 1 /(1 4֊v) 2

Pv 4ժշ . . . v I . kr.y , Ik-Kd, , bn .----- —Г — Уо ՝.—:Ch csch----- -sin— (b А-)

Рч_
/(i 4-v)

'2d{ v (֊if

Л=1

. Л- , ...» . bnd2 kr.ysh --- (a ֊ b + d2) csch------ cos —-
Հ </, մ,

у 1 . k֊
/(!+>) «* d,

(a* — b -I- </.)csch 
di

knycos ֊֊ • -

v abd-Հ. v t find-: . kny .
/ =------— ՝ (—1) ch Թ-x)csch sin ՜ /«--ձ-ր

մ։ -։ dt dx dx

co
, (ibny-y * knd-Հ ,knv kna kn>1 —11 sh sh—-csch cos (b — a-)-Z^_։ *•

a d2 d~ d2 d2

co
, ab՜ V , fe v bny kr. . kna kn+ - ՝ Ij sh-- sh — (a — fZJcsch cos b a-)Z.u. .

a ““ d-, di d - d-i*-։ - - "
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. ԼԳ\- {֊ l)‘Mch£
Հd

. . kr.d~ ։ kny(b— x) csch------ sin —-
d. d.

OQ
. 2C„\i ,.*+։ . Aw , knd. A- Հ- °' (- if * sh • csch ’ cos — (b — x) -

d - d2 dz d,- a- ։
QO

/X 4Հ» . . v 1 . кг՝У . Azc/, k“ it IՀ 1 ..sh /csch / 'cos —,/> -л) +
/(1-J-v) Ժ > , A” di d-i d2

Pv 2di v (- If ։ k- . . , . . , k~d2 , Any ,4- • >. -ch — (л — b +d81csch— ■֊ sin— * -
/(!+>) Ժ- A3 ԺՀ Հ, dx

P'< 4y0</. v I , An , , , . . kr.d2 , Any• 0 1 \ - ch (x — b 4 rfjlcsch sin—'
/!■•) ֊•■ к- </, </, rf,

А —O^y<<7j.
oo

X. - У(_р*‘ sh — x| csch A"^2cos —(п у)2«-|-
d^ Հ“ք ds d3 ժ3

IX-. ab~ xi ձ. I k~d /iT.a kr. . An , 7
4- -У( 1) sh ‘csch ch (а у) sin (ծ-x)Z.u-4 

a d՛, d> d2 d-շ

'lf>" V (— 11' 1 ’sh Л " (a ժ3) csch л”,։ ch 4” (</ v)sin';" b -x)Zv;-]-1-
i dz d2 dz d..

'I -^° V(—i)Xsh-՛-(ծ x) csch —cos^" (a— yj-j- 
л լ d։{ d;i d?։

X ^ (-1 Teh-֊ (<z v) csch Sin K" (A x) 4֊ 
— d.. d2 di

J_ ֊ (-(> V ( _ լ j4 - I a vJ cscJj SjU {I) _ л-1 ;
d., d* d> d-- A- I

Հ - rf, ^(-l)‘sh~(ft X)X 
/Ժ3 A i Ժյ

X csch л ՜/՜ cos/e-(a - y)4- 1. \d.i — 2b){a d3 - Հ) X 
(I % if ft I
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2rfJ
> /(1

Р-/ 1 Pv 12 ‘-'"+7(Г+,т1|3(в-',։-

-^֊'J //>’ л)

ЛК 1 1cos -֊֊ (а — v) — 
Հ

Ь -} di) esch COS֊;' (ti — у) -Г
ժ, ժ,

V* -L ch — (a — v I csch — X
ТЛ rf« d>

Xsln^l^.1 -£(x’-»’);
dz 21

X csch k-“- 
d.

co
L’։ ՝ 
1 4‘

/s

-1)‘ . Л- 
v shZ{x

■|<y; (a rf։—y.)

v abdiT. v t k- . . . kr.di , k~ . . ,
) - 11 ch—(ծ —x) csch sin- -(л֊у)/и-|-

«•» , , di di• — I

, k-d. k-a .k-f . kr,4-— > (—1) sh——1 csch sh (fl y)cos (ծ-—x)-Zu_a4- 
a fc-“։ d, di d. di

. ilbi- \՜^ 1 A'•- , , k •֊• k<• r «1------У (—If Sh - a </3)csch -- sh ֊ (a - y)cos (ծ- x)Z«-։+
•X —։ d2 di di di

ЭС
, 2C0Vz u k-d* ։ k-\a^y).-r — ՝(— —4

dz di di di

oc
4--у?У(^ l)A’ shA fl—v) csch k <4tco$K"(ծ֊ x՛ -r- 

d i “։ dz di d :

I ,f^(di-2b.(4-di <)V( b
ltl- Г, d-

X csch sin (fl — y) -t- 
dz di
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4- \d.-2b} V|֊l)‘ 'sh*՜ (fl-y)X
l <4

, , k-d3 kr.X csch cos (b x ՛ —
Ժ-. d2 

Иг
oo
V L ch йу֊(л - ծ 4- <У X 

rf=

X , k-d, csch ----
<4

sin ~ (a -y)

2d« /Ь
<x

/(1+^ k”
ch — (a* — b -г d.) csch----- - sin (a — v) —

Հ., a:t d.t

Л

2C
/■>* 4c/.. . . v 1 i k~ > V . b-dz... ..<-</ Уо) ձ ., sb ֊ (a ֊֊ y) csch —-3 X

/(1-f-v) к- г d- d- 

k-
X cos ։ <b — A). 

«2 
/? — d2 < a- a — d.. < у a.

§ 6. Числовой пример

В качестве примера решена задача изгиба стержни квадратного 
поперечного сечения с несимметричной квадратной полостью, т. е. 
для а = 2Ь, 2 \b — d2] = a dt- d3 при следующих относительных

4
размерах и толщине стенок d.. — d, d^^2d3— ։ d, а = 2Ь — 3d. В 

3
расчетах принято v = 0,3.

Из решения бесконечной системы после применения лимитант 
[5] получены следующие оценки сверху и снизу для неизвестных Z^.

0,27813 С° 
ab2

-0,00111 р 
ab:t

0.27604 ֊° - 
аЬг

4-0,00826—: 
ab'1

0,20908 Շ° Դ 
а (г

р 
0,02433 

ab3
Z. 0.20606—J 

ab-
0,03785 Л ;

ab3

0.29464 —° 
аЬ-

֊ 0,10763-Р 
ab3

Z. : 0,29268 (^- 
ab3

-0,09885 —; 
abz

0,18512 С° -0,05037—.
ab9 Z. 0,18223 С° 

аЬ~
֊ 0,03744 —; 

ab3
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~ Т ' " ~~~՜— ■ ■ ' ■ ■ — ■ ■   J- " " — .֊ - ---- - R-— —  

0,17171 ֊° -0.00684 /? Z- 0,16858 С* |- 0.00718 ֊֊ ; 
abz ab3 ab* ab3

0,15360 5 4 0,00006 Л 20 0,14904-4 + 0,02052 Р ; 
a b~ ab3 a bz ab3

0,19102 6Հ—0.06576 — Z. 0,18778-^4- 0,05127—; 
abz air' abz а№

0,13519 0,03953 - Z* 0,13096 С° 0,02057 - ;
ab~ ab3 ab* ab3

0,17166 С\ 0,05816—<Z, 9 0,15696 С°+0,00774 Р ; 
ab1 ab3 ■ ab֊ ab3

где
0,11247 Р Со 0,12319—• 

b b
Для координаты центра изгиба у( получены следующие оценки 

снизу уг и сверху у,:
0,44331 а уг 0,47721 а.

За расчетное значение координаты центра изгиба у;3 принято среднее 

арифметическое между нижней границей у,- и верхней границей уг 
у® = 0,4602 а, 

что дает ошибку расчета менее ՛.,
3.6%.

По приближенной теории тон
костенных стержней замкнутого 
профиля (6) для этого случая на
ходим յ

v: = 0,3961 а. . I* * стр
Погрешность приближенного зна- լ»
чения у.’ по сравнению с точным 
yj составляет 14 °/,>.

В таблице 1 приведены значе
ния касательных напряжений на 
нейтральной осп оу при ^ = 0, эпюра которых построена на фиг. 2.
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Таблица 1

«֊4 4'4՚ (V

0 1.8215 2,0193 1,9206Հ
■1 1,8671 2,0015 1,9358Ճ1
2 1,9912 2,0-817 2,0361

3
2.1486 2,2859 2,2172

7Ց rf’ 2.2089 2,-3564 2.2826<*ւ 2.2061 2,4048 2,3056
t։—d3 2.4332 2,5955 2,5143

a~ 8 ժ3 2,4298 2.5842 2,5070

3«- ։֊մ3 2,4165 2,5555 2,4860

ծ I 2,3717 2,1782 2,4250

Д- 4 2,3043 2.4432 2,3738

а 2,2737 2,4360 2,3549

Здес ь /V. —нижняя граница касательного напряжения; Х:- верх-

няя граница, а ?

Институт математики и механики 
АП Армянской ССР Поступило 27 V 1958

*Ъ. О. Դ»ա [puiGjuiG

ԱՐՏԱԿԵՆՏՐՈՆ ՈհՆՆԱՆԿՅՈՒՆ ԱՆՑՔՈՎ. ՃԱՏՎ_ԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ. 
ՊՐՒՋ.ՄԱՏՒԿ ՋՈՂհ ԾՌՄԱՆ ԿԵՆՏՐՈՆհ ՍԱՍհՆ 

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

հողվածում դիտարկվում է՜ արտակ1ւնուրոն ուղղանկյան անցքով ուղ֊ 
ղսէնկյուն հատվածք ունեցող պրիզմատիկ ձողի ծոմ ան խնդիրք։

եհրմուծելով о ման դա կ ֆունկցիաներ, խնդիրք քերվում է ղծալին հա֊ 
վասարուՁների անվերջ ոիււտևմԼերի չու.ծմանը։ Ապացուցվում է ալդ սիստեմ-֊ 
ների (րիվ ոեւլո ւլլա րու թ լո ւնըէ Լարումների և. ծոմ ան կենա րոն ի կոորդինատ
ների համար ոէոացված են րանաձեե ր: Թվա լին հաշվումեերր կատսէրւէած են 
արտակենտրոն քառակուսի անցքով քառակուսի հատվածք ունե ցուլ պրիզ
մատիկ ձողի ծռման խնդրի համար։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. II. Мелконян

Об изгибе двухслойной толстой плиты

Рассматривается задача об изгибе толстой свободно опертой двух
слойной плиты прямоугольного очертания. Материалы слоев обладают 
различными модулями упругости. В пределах каждого слоя модуль 
упругости считается постоянным. Предполагается, что различные 
материалы, составляющие слои, имеют один и тот же коэффициент 
Пуассона. В частности решена задача изгиба квадратной плиты для 
различных относительных размеров и отношений модулей упругости 
слоев. Результаты точного решения сопоставляются с результатами, 
получаемыми в теории изгиба гонких плит.

1. Общее решение толстой двухслойной свободно опертой 
плиты прямоугольного очертания ռօօ нормальной нагрузкой. Пусть 
толстая прямоугольная влита, со сторонами а и Ь, и с толщинами 
слоев о, и ч, нагружена поперечной нагрузкой интенсивности/Их. у), 
приложенной к верхней плоскости плиты. Каждый слой в отдельности 
также является толстым. Пусть верхний слой имеет модуль упру
гости Ev нижний слой—Թ. Коэффициенты Пуассона для обоих слоек 
примем ранными Все величины, относящиеся к верхнему слою бу
дем обозначать индексом 1, к нижнему слою- индексом 2. Коорди
натную плоскость хоу расположим на границе контакта слоев с на
чалом в одной из вершин плиты. Ось oz направим вертикально вниз. 
Обозначим через и. и, -к՛ перемещения частицы упругого тела, а че
рез Хх, К։.» Z-, Ху, X. компоненты тензора напряжений.

Нод свободным опиранием подразумеваем следующие условия в 
любой точке боковой поверхности плиты |1|:

I. Нормальная компонента напряжений равна нулю.
2. Касательные компоненты смещения равны нулю.
Предоложим, что на верхней и нижней граничных плоскостях 

плиты отсутствуют касательные напряжения. Граничные условия на 
этих плоскостях будут иметь вид:

при z- Հ Z91 =—р(х. у՛, Л'.1 =0, И.1‘ = 9,

(Ml
при z = 0.. Z;3> = 0, —О, И։2’=0.

Необходимо также выполнение следующих условий иа контакте:
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՜-^===^=յ»----=- на» —---- = —•- ■»■■ —_ ■ _ i— = —» * *

при z-0 ДО = 42', zY'.։‘«= AV’. Г<’>֊ИЧ
1-2)

yOi — //՝• '= աՏ-Լ и»С։> _

На внешнюю поперечную нагрузку /? (л, у) накладываем ограни
чения, позволяющие представить ее r виде двойного ряда Фурье:

се х
р ix, у) = V V sin к~- sin -—֊֊ , (1.3)

— — <1 Р
fr-l ч-« 

где
а ծ

jp(x, y)sin sin ֊ dxdy. (1.4)

О (I

Используем для каждого слоя решение Б. Г. Галеркина |1|, где все 
компоненты напряжения и перемещения выражаются через бнгармо- 
ническую функцию:

?>(*, У. г.) = ճ Ճ 1 Sha*" ՜է՜ с11а*я + СЙ 2Cha*« Հ՜ 
X 1 Л-Г

/ՀՀ՚շտհ?.^
kr.X II 7Zy 

sin Sina b I
(1.5)

и имеют следующие выражения:
со со

ху “ ճ Ճ
Х-Тл-1

А*2-3
- Կհ՛։ Տ 1КЧтН-

А'гг:
г (я;я sha*« 4֊ Cha*„ ֊Ւ 2^'Հ„ СЬ^Лл CL

4
/г4а 
а2 sha*.,) -г շ—ՂԼտԽ Կ11

I . krx , //“V ,’ sin-------sin . ՜ ; I l.b)j a b ՝ '(^■кч С11>.1,г

«> 'x . ,

֊ Ճ v j ••’՝/,' + «<;; "՜՞֊>- ^.+
fr-l л-Г

֊C^ -()i- (2^ sh»** + eha*»J 4 2c"=KL cha*"

4 ^{ճ
■
!)2 -(**>» - sbfrnH֊

Л . 11 ^“Л՜ . пг-У4-2cr.։/.-d տհ«Խ I sin sin (1-7)
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оо со
Z>/> - £ У [ 4j«*4,ch։»,, + B^xVsh»»,, +

*-1м-1

4֊ Դ» ՜Դո la*«sha*rt — (1 - 2з) clia*n] D<£ "Դո!**" сЬа*л ՜

— (1 — 2ծ) bha*/։] J Sin ~~՜ Sin t (! .8)

W 30 co
z'/’-- S S/։ ։ лй x>-i. sh։»« - Gh։‘՛1 +

Л՛-ւ *-l

-t Դ2 Կ!ո I y-kn cha*n I 2*$h«J*«) + ԹՀ> Կո ! a*„ sha*rt ■

Л • - ч , ^П* П^У 1 (Ն2з cnotia) Sin------  COS —T2- ’ 1.9)a b

AV’ = - ճ f *: ••՝ v> sh’»» «Й W”“«+

4'- I *-t

+ ԴՀ’z*”(a*'« ciia*« 2ashab) փ D'bXfe/; (at.„ sha/.„ +

I 2зсИа-.я)} cos sin ’ U-10)

_շ z 'x
^ = ֊ a() kn (.A^-XxcCha^ -I ՃՀ>’ shaA.„ -f-

-4 C1̂  (cha*„ f- a^shat«) փ 1)^ (sha*n }֊

-4֊ atfl chajkB) ’ cos cos • (111)cZ

■л
— 1 F 1 Հ V V k [ДЙ-Հ-ո ch**, 4- ԴՀ’՜'՝*'» s,la*« +

J A-JAr-t

-֊ СЦ (cha*z; + ykn տհ։*ո) փ 1)Հ (Sha*,

4 y-kn ch*A4) I cos - “ - sin n • (1.12>

co co
'V՝f) = ~ 1 f: J b — П 1Л*՞ ~X*'«eha*a+ Դ» “Л*а sha^ +

*-l Л-1

4 Դ՜տ (cluAn + a*,, sh7An) ~ l)՝^ (shaA-,i 4
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4-а*л сЬ։*я)| sin ֊ ~ cos Հ • (1.131

=с «
** = -Ц-" ճ Ճ 4

*֊։ л—յ

+ Գ" Խ* с1։з*я “ (I ~ 2з) sba>„| 4- /Հ,Հ -/•*, | ։*, shaM —

2 I—2a)ch։4.| sin ^ ”՝ sin ՈՀ • (1.14)

д-։ n* 
где ,։

՝i “ 1. - — соответственно для верхнего и нижнего слоев).
Входящие в «in уравнения восемь коэффициентов .4Հ1, /Հփ ('.^ 

^'кп Определяются из условий на поверхности (1 В и условий сопря
жения на контактной плоскости (1.2)

Из условий сопряжения (1.2 получаем следующую систему ал
гебраических у равнений:*

(2-з 1)Օո = տ^.4էյ • (2з-|)О:’;

4- Л'-О” = Л\п/..Ф:» ■ /:՝,(?•՛:
1.15) 

r.t - 2;D՛» = хлЯ՝;’ -t- 2յԹ-'1:

/:>/. #» -r 2Et (2a - 1) D“ = -- 2/:, (2т— I) Թ-Հ
• 

Шесть условий 1.2) привелись к четырем уравнениям 1.15) в 
силу того, что условия = ?'■' и и * —и' приводят к одинаковым 
уравнениям. То же имеет месго для условий Л^' - .¥լ.: , У™=

Решая эту систему относительно коэффициентов с индексом 
I получим:

■ = ’■ ֊^Z - 4 С- - 11.16)

2аВа,= ----- ^7- /?|ткВ<г'-(2 — 4յ)Թ->|; , 1.17)
ТТЛ

С’=О3’ + /?(^.Л’^ сг’): (1.18)

Թ1» = />* - R —(2- к) Թ»’|. (1.19)

Таким образом, на основе использования условия иа контакте, 
первоначальные восемь неизвестных постоянных привелись к четырем 
дг.ч, ру. Последние определяются из условий на поверх
ности (1.1).

' Дли простоты лапмси индекс Х-л и дальнейшем ндложении опускаем.
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Подставляя значения напряжений в (1.1! и используя (1.16) - 
(1,19), для определения А՛2'. В13'. С՝"}\ !)<2' получим еле чующую си

стему уравнений:
-Ъ ' {cho 4- /?о shoj А'-> ֊ z3/? {shO /? (փօհՕ -

- տհփ)) В'2* 4 z»X2 ; |փ sho 11 — 2տ) chO| 4

4-K-bsh*>JC<”֊ {|ocho (1— 2տյտհփ|֊

— 2 (2з 1) В (оcho - shO)} />’> = ?: •

zk2 |shO 4 /г (sho 4 Och-p)} А<« -I- z>? (Cho 4֊

4- ROsh^J B'-1 /. ((OchO 2sshO) 4
11.20)

4 В (shO 4- 0 cho)) O2> 4 >.! (փտհփ 4

4 2cch0 -2i23-i) Bo shO) Z>21 = 0:

z8k3 ch; A'-1 z3/: sh: #<3> -Ղ- sh; —

֊ (I - 2=)с.1й{ C'։<44/.» |; ch; — (1 — 2a) sh;| Թ2» = 0.

z>? sh; A1' 4 z/.- ch: 5<2» 4 к I: Ch;

4- 2-3Shzl CJ-։ /. I ; sh; [ 2sch ;)/73’= 0.

где 0 = -X'4; ։ = 75>. o2.

Шесть условий (1.1) привелись к четырем уравнениям (1.20) т. к. 
А'.1՛ И.п 0 при z— — С։, приводят к одинаковым уравнениям. То 
же имеет место для Х':> — Г. =0 при z = \..

Решая систему (1.20) находим:

ձ.1(2.է AjX2| ձր(?> Ал<^ 1 л.хд<2> _ճ_ . : О2՝ ֊լ ; />•' - ճ Ь2Ь

где:
ձ-րՂ*Ատհտ(Փ Н) ■֊(* Н?| + 

4 4 (1 - з) R |shOch: sh (0 4 ;)-- (0 4 5) О г 

+ 2 (/_<;) G2^O-O-'sh2;lH/?MU ֊ Ձ^= Դ 52 4

4 (3 - 4=)ch=:| (sh8O- 02)j; (1.22)

Дд I?) = гЛ. ’{j {[(0 ch ; 4 2տ տհԼ) sh (0 ;)

(;ch0 4 2'sh0)(0 5)| 4

I ւ'տհ25-25) (տհփ + փէհծ) + 
•*

□ И н'с п’л ЛИ серия фнз.-мат. изук, № 2
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հ֊Խ:-2= 4-;=-(2 43,idr;j փտհ ձ (1.231

ձ/{<?ւ — — Ժձ' 3 | |(2och£ - ձտհ;) տհ (է 4֊ ;)

4- 2ochv4֊:sh?)(^4֊:)| 4֊

4 Я| I ֊ (1 2տ 5 - 4 dr:| ($h| • * ch i) 4

. 4 (1 - 2з) (sh2; 4 2;l փտհփ]|; (1.24)

ձՇ45> •= - 4Հ1 |sh;sh I> 4 :։ — ՛> 4 ; shi| +

4 R ~ (sh2= - 2:) (տհծ - 4>chf j -

— (J ֊ 2s 4֊ Ch4p>sh^ : (1.25)

ձյ/Յւ ր,Կ p ||ch;sh(-j • ;-TCfr«)d։'j||4

4 КI 1 2з 4 ch’j) (sh•!» 4 •> ch ՛!») —

— ֊■ i տհ փ (2c 4 sh 2 c) J | J • (1.26)

Определив таким образом, коэффициенты Л(?’. В՝2*, С<2\ О<5> из 
(1.16) — (1.19i находим Л‘“. В О”, Թ”. Далее могут быть найдены 
компоненты тензора напряжении н перемещения в любой точке пли
ты. В частном случае при /:։ £, = •>• получается решение
Б. Г. Галеркина для изотропной толстой плиты.

2. Свободно опертая двухслойная квадратная плата пои нагруз- 
кой. распределенной по закону синуса. Рассмотрим квадратную двух
слойную плиту с равными толщинами слоев. Положим, что нагрузка 
распределена по поверхности плиты согласно закону: Р [X, у\ *=-

PqS\w ~sln где /Հ-интенсивность нагрузки в центре плиты.

Для данной задачи в полученных выше результатах надо по
ложить:

ռ = к - Լ а — Ь, 'Հ 'և= - . с ֊ 0,25.

Выражения напряжений Л՜,. Z-, .X и перемещений п, е» при
мут вид:

Л՜’/’ •=» ! - V1 • *cha 4 B'J> ’ . Xsha 4 С1-/՜՛[", »Sha 4
1 I ir az Ie’

4 cha) 425”’>-scha I 4 Z^՝7’ f’Հ (acha 4 $ha| -I
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4- 2«r2/?sha “Л՜ “Vsin sin а а (2.1)

Z</> = - | А<'> K«XS Cha -? /М *3X3sha 4֊ [asha - 

— (1 — 2<j) cha I 4՜ D։/) z2/.2 i acha —

— 11 2a)sha|)sln sin —'֊ . (2.2)

*-Չ
A'J?’— — „{/V/>n>2sha • • B'^->.scha | C<?>. (acha |-2«sh a) 4՜

4- D'y,X(ashx4- 2scha)) cos —~ sin . 2.3)

u'.j^ = — ՝ Լ [4'J zZcha֊}՜ "Asha 4- CV‘(cha —

4՜ asha) ' ^'(slia j-acha))cos Հ- sin "J- • (2.4)

^/) = ֊l±a (/V'> r2A2cha 4֊ B<J> -։X5chT -- Շ'<» rj |achz —

- 2(l-23)sha]4-#'։T/. |asha -

— 2(1—2a) cha]) sinsin• (2.5)

Коэффициенты определяем из 11.21) где:

ձ = -4? {[sh*2O - (2ф)аI 4-2(1 a) R |տհ12ձ - (2y)֊| 4

4- R21(1 - 2a)’ 4- ՛?'֊ 4֊ (3 ֊ 4a)ch2-?| (sh4 - -/)), 
ձ>4<-) = R0z3/? j ficlr> 4 2®տհփ) (տհ2փ - - 2՚>) I-

\2.c>)

-R ֊ (Տհ2ֆ 2?)(sh0 4 och-i)4- ((-h5 2a) 4-

4- 'p 4՜ 2 — 4a)ch2'l) ձտհՓ j •

ձշ^Ձ>֊^ /Հ.,Ժ/.ձ(•’j/slrb 2achy (sh2y 4- 2ձ) —

(2.7

4-R|( (1 2a ֊4- ձ24֊€հ=ձ)(տհձ-՚'?Չհ՚յ) 4֊

4 (1 — 2«)(տհ2փ-2’>)փտհձ|։, (2.8)

AC(2j — — Pq-W (տհ2փ — 2փ) տհփ Ь R | տհձ |- $clr>) (sh2>—

— 24) ^ ՚ — (1 — 2օ 4֊ ch2-» 4տհ 4 (2.9)
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ձ/;ւ?ւ Рл-1'" ՚ ՜տհ26 4- 20 с!ть R (1 2ծ I ch։O) (sho ֊

• Ocho)— 1 (sh2> 4֊ 20) OshO 
ճէ 2.10)

а а
2՛ 2' 2

Результаты произведенных расчетов приведены в таблицах. В 
г-(ТН 

таблицах помещены значения величин Г) • —
՛ О *1)

Х,( о. " . г ) 

. вычисленных ПО формулам 2.1) 2.3 и-----------------

по формуле (2.5), при различных относительных размерах --֊ и отно-

тениях модулей упругости слоев у՜.’-. Для сравнения напряжений 

АД и прогиба м՛, в таблицах помещены значения соответствующих 
величин, полученных при наличии гипотезы Кирхгофа во форму
лам [2J:

Те же величины представлены графически на фиг. I 6. где пунк
тирными линиями показаны решения при наличии гипотезы Кирхгофа 
(2.П). (2.12).

г> - , / гч 11 \ ժ/г / <7 \В таблице 4 приводятся значения I 0, 0 • z I и 0, 9 > z Լ

иозвол мвицие установить ошибку допущения ех: еу: = 0, принимае
мого в теории тонких плит.



Фиг. 2.



Фиг. 4.



Фиг. 5.

Фиг 6



Таблица 
I



Таблица 2
3 II .1 ч и II II II II а т» р ւ л. н н п

է-'0

Л 1 Л . 1 /I 1
а 16 а- 5 а 3՜

s/fi х;/р. х.,/^ Հ/р. հ/л. zz/f0 Հ/А Aj/Zv Z./P.,

-0.5 -41.1038 —10.0870 -1 II -10.2706 -11.1023 —А 0 3.6996 1,4939 — 1 0
-0.1 —27.2174 -26.3919 0.8891 1.6531 - 6,8047 - 7.1999 -0.ЗД6& 0.9061 -2,4497 2.8229 -0,9344 п.5957
-0.3 -13.3309 -12.870 0,7001 2.6320 3,3329 - 3.1051 -0.7870 1.4277 1.1998 -1.2720 0.7712 0,9195
-0.2 0.5555 0,7483 0.5755 2.9308 0.1389 0.310.5 0.5932 1,5121 0.619*1 0.2218 -0.5667 п.9931
-0.1 11,1119 11.3306 0.4010 2,5-182 3,1.107 1.0870 —0.4082 0.9215 1.2998 1.7193 -0.3721 0,8211

0 28.32М
2.8328

27.9301
2.7066 0.2746 1.1852 7.0825

0,7082
7,8930
0,7078 -0.2717 0.7386 2.5197

0.2М9
3.2818 
о.йв! 0.2103 0.3973

0.1 4.2215 3.9634 0,1867 1.3161 1.0551 0.9869 -0.1839 0.6506 0.37» 0.3223 0.Ю25 0,3117
0.2 5.6101 5,2383 -0.1110 1.0834 1,4020 1.2793 -0.1094 0.5351 0.5М9 0.3999 -0,0967 0,2810
0.3 6.9987 6.5289 —0.0513 0,7869 1,7498 1.5898 0,0508 0,3899 0.6299 0,4925 0,6151 0,2657
0.4 в.3874 7,8117 -0.0143 0.4259 2.0959 1.9225 0.0128 0.2133 0.7519 0,6611 0,0117 О.1135
0.5 9.7760 9.1835 и 0 2.4411 2.2826 0 0 ««.8798 0.7396 0 0

Применение к таблицам 1 и 2. В плоскости контакта : = 0 прицелены лначеннм - ■2֊ зм верхнего я нижнего слоен.
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Значения ,
Poh

Таблица: 3

= 2
Et 1Ւ10

£ Л 1 Л 1 Л _ 1 Л 1
Л а 5 а .3 а 5 о ՜ 3

0.5
֊ 0.4
-0,3

31.0086
31,1753
31,2746 OI

5,3503
5,3636
5,315-1 о 

о

75.4721
75,8227
76,0013

-0.2 31.3097 Л 5.3079 76.0160
-0.1 31.2859 «о о» 5,2555 75,8478

0 31,2047 5.1899 Օ՞ 75.5157
0.1 31.0396 о ь. :< 5,0851

XС. 74.8651
0.2 30,8363 С. 4,9852 ’>* 74.1539
0,3 30,6851

Ճ
О 4.8843

О
73,3594

0,4
0,5

30,2974
29.9253

С 4.7744
4,6443

72,4515
71,4061

При Ճ 
и

— 1 расхождения v> и .v0 не превышают 4?/ц

11,9965
12.0809
12,0963
12,0563
11,9612
11,8067 
П.4617
11.1534 
10.8612 
10.5610
10,2226

по
 Ки

рх
го

фу
 8.5

39
3

Таблица
л _ 1
а 10՜

hi
 tn

 
u - II է֊

Ձ

hj
jtn

 

II о

— Esa fiw. Eya do t'x.- ԸԼռ dw Eta du Cx:
հ PQh Ox՜ PH dz dw

Ox
P<,h dx Poh ~o: dw 

dx

-0.5 1364.6951 136-1.6853 0 3285,4616 -3285.7876 0
0 1370,6424 1313,6672 4,16’/* 3289,0143 -3251.9882 1.130/0

11.28%0 1370.6424 -1256.6935 8,31% 3289.0143 -2917.8305
0.5 1355.9837 1356,1202 0

Л _ 1
a 5

3240,9261 -3241,7786 0

-0.5 97,4164 - 97.4233 0 237,1021 —237,1096 0
0 98,0323 83.8473 14,46% 237,2395 —228,0123 3,89°/.
0 98.0323 -69.6502 28,95% 237,2395 — 144.9193 38,9P/o

0,5 94,0127 -94,0137 0

k = J
a 3

224,3287 -224.0623 0

0,5 16,8083 — 16,8093 0 37,6880 -37.6705 0
0 16,3047 -11,3110 ՅՕ.62օ/օ 37,0919 -34.1145 8.03°A,
0 16,3047 — 6,3170 61,25u/0 37,0919 - 7.3039 80,3o/o

0,5 14,5906 -14,5834 0 32,1152 -32,0235 0
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Приведенные в таблицах результаты вычислений показывают еле 
дующее:

1. Нормальное напряжение Хх, претерпевая разрыв на контакте.

по высоте плиты меняется линейно тля отношений - ~ [q
1
- И ПО5

кривой для случая — — . , причем как показывают фиг. I —G при 
й. о

£
Z =-2 закон изменения напряжения А'л более отличен от линейного. л2

ը 
чем при = 10./12

В таблице 5 приведены расхождения максимальных значений 
Хл. и Хг.

2. Максимальное значение нормального напряжения Z- составляет 
от максимального значения Л\ следующие величины таблица 6). Как 

показывают фигуры 1 6 и таблица 6 предел отношения д . до ко

торого можно пренебрегать Х: по отношению к Л’Л, для случая 
Е Е
рХ -= 10 выше, чем при ? = 2.1Հ. շ

Таблица .5 Таб.ш на Շ

11/а 
ճյ/Е^Х 16

1
Г)

1 
3

h>a 1
10

1 
5

1 
3

շ О.(Н4% б.б’/о 117,59% 2 4,3% 16.2% 39.3%
10 2.W°A. 7,44»/. 1 17»67»/O 10 2,49° о 9% 22,3°/о

3. Напряжение X- принимает максимальное значение в слое с 
большим модулем упругости; с увеличением отношения модулей уп- 

հ 
ругости слоев этот максимум перемещается к плоскости z этого 

слоя.
I. Сравнение значений к՛ с к.՛,-, показывает, что теория изгиба 

/շ 1
тонких плит при отношениях - - дает для прогиба существенно

Ռ О
заниженные значения.

В таблице 7 приводятся результаты сравнения расхождений наи
меньшего и наибольшего значений прогиба w с прогибом w0.

5. Как показывает таблица 4 для отношении _ допущение (I о
ех. ~ сУ: — 0 может привести к значительным погрешностям, в то 
время как предположение с-- = 0 (табл. 3) допустимо для отношений
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>! <Լ i . Это подтверждается также значениями прогибов (таблица 8), 
<1 <5 
вычисленными для рассматриваемого случая по гипотезе |3|. где при
нимается ¥= 0, еу: 0, е:: — 0.

Таблица 7 Таблица Н
X. ե/а 1 

5
1
3

к, а 1
■5

1
3

շ 12.3-16.3% 26,7 36.3’/0 •> 31,649 5,345
10 7 —13.15% 16.6 -29.4՛»/,, 10 76.270 12,275

В заключение отметим, что если для однослойной плиты кри
терием применимости теории изгиба тонких плит является некоторое 

предельное отношение , то для двухслойной плиты этого отно

шения недостаточно. Па напряженное состояние оказывает влияние 
отношение модулей упругости слоев.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса Поступило 20 VIII 1958

Ik. Ч>. Ո'Լ|թււհւսւէւ

ԵՐԿՏեՐՏ ZHUS UULb ԾՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ
ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հ,սդվսւծտմ ղիւՈԱէրկված /- աղատ հենված տ ղղանկլուն կտրված բով երկ
շերտ հաստ սալի ծոմսւն խնդիրր: Շերտերի նլա թ երի տոտձղականա թլան մո֊ 
ղուվներր տարրեր են, րտլց հաստատուն են լա րարտնշար շերտի համար! 
Ենթադրվում Լ նաև, որ Պոլաոսոնի ղործսէկիցր երկու շերտի համար կլ միե- 
նտ [նն է։ Մասնավոր դևսլրում լուծված կ բաոակասի սալի ծոմտն խնդիրր 
տարրեր հարաբերական չափերի ե շերտերի աոտծդականտ թլան մարողների 
ատրբեր հարարեբու թլունների համար: Ռշղրիա լուծման արդրււնրներր համե
մատվում են րէորտկ սալերի ծոմտն տեսսւթբոնից ստացված արղրոնբների 
հետ:

ЛИТЕРАТУР А

1. Галеркин Б. Г. Собрание сочинений, том 1. 1952.
2. Амбарцумян С. .1. Известия АН АрмССР (серин ФМЕТ), VI. 5. 1953.
3. А.ибарцу.^ян С. Д. Известия АН СССР ОТН, 7. 1957.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ!’ 11.ԿԱԴԵԱ1'Ա 31' ՏԵ'ԼԵԿ!1.ԴԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н А УК АРМЯНСКОЙ ССР

*Wf**WF" ■ I ■ ...... 11 ■_ ■ - ---------—--------- ------- ■ _■ ■■ ■ I

Ֆիզիկո-մաթն մատ. q իտու pjni նսԼր XII. № շՀ 1959 Флзико-математйческие науки

ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

Н. X. Арутюнян

Плоская контактная задача теории пластичности 
со степенным упрочнением материала

В настоящей работе приводится решение плоской контактной 
задачи теории пластичности со степенным упрочнением материала.

Согласно упругой аналогии решение этой задачи тождественно 
решению плоской контактной задачи нелинейной теории упругости, 
при степенном законе связи между напряжениями и деформациями, 
когда последние развиваются в определенном направлении.

Предварительно, в § 1. решается непосредственно в перемеще
ниях, задача о пластическом равновесии полуплоскости со степенным 
упрочнением материала, находящейся под действием сосредоточенной 
силы, приложенной нормально к ее свободной поверхности.

Далее, пользуясь этим решением, в § 2 доказывается, что, решение 
плоской контактной задачи гёории пластичности со степенным упрочне
нием материала сводится к решению сингулярного интегрального урав
нения Фредгольма первого рода (2.17) с ядром Klt,x) է х‘՜' 
(օ<:».<ւ;ւ.

Пользуясь методом, предложенным М. Г. Крейном |1] для ре
шения интегральных уравнений первого и второго рода с ядром вида 
I\(t,x) = H{ ։ л* Լ решение основного интегрального уравнения 
контактной задачи (2.17; для пластичности со степенным упрочнением 
можно представить в замкнутой форме как для случая симметрич
ного. так и кососимметричного нагружения сжимаемых тел.

В качестве приложения рассматривается контактная задача о 
давлении жесткого штампа г плоским основанием па нелинейно-упру
гую полуплоскость пол. действием сосредоточенной силы Р или мо
мента /Ио, приложенных к середине штампа.

Отмстим, что предложенный здесь метод решения контактной 
задачи теории пластичности со степенным упрочнением нетрудно рас
пространить на весьма важную для практики задачу о контакте двух 
сжимаемых гел в условиях установившейся ползучести; при степен
ном законе связи между скоростями деформаций и напряжений пол
зучести.
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§ I Равновесие полуплоскости, нагруженной сосредоточенной 
силой, приложенной к ее свободной поверхности

Рассмотрим задачу о пластическом равновесии полуплоскости, 
нагруженной вертикальной сосредоточенной силой, приложенной к 
ее свободной поверхности, при наличии степенного упрочнении мате
риала фиг. 1). Эта задача а условиях плоской деформации, в напря
жениях, была решена В. В. Соколовским |2|. который нашел распре
деление напряжений, и деформаций в полуплоскости при одновре
менном действии вертикальной и горизонтальной си։. приложенных к 
се поверхности

Однако задача определения перемещений в рассматриваемой по
луплоскости пи заданным компонентам деформаций, приведенная в 
работе |2|, своди гея к решению дифференциального уравнения с пе
ременными коэффициентами, которое и замкнутой форме не инте
грируется Поэтому в этом параграфе дается решение »гой же за
дачи непосредственно в перемещениях, гак как именно в такой форме 
ош» нам понадобится в дальнейшем при исследовании плоской кон
тактной задачи теории пластичности со степенным упрочнением ма
териала.

Воспользуемся уравнениями теории упруго-пластических дефор
мации при плоском деформированном состоянии тела в форме

г. = — («. ։).

П.1) 
£֊=().

Фиг. I.

Л где

* = =• = — (։,+ ։.). Н.2)!

написанной в предположении о 
несжимаемости материала

£ = =г 4֊ Կ = 0. 11.3)

В зависимости (1.1) чер з обозначена интенсивность касательных 
напряжений

Պ -= J ։=/ -- г ’ ♦ Հ-->1) г ь
а через с, -интенсивность де>|юрмаций сдвига

«г = ту- V (v — и)* 4- («/ — կ )*-ր (•/-“ »•)* 4- - ՚ 1
I' о

Уравнения равновесия в цилиндрических координатах (г, 9, г при
менительно к этой задаче имеют пил
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Ժ I I — к<И
<1Г (Л

Зависимости 
смещений

диZr ֊ --- -
dr

оц 
ծք։

+ րժ- +2тЛ = 0, 
or

(1.6)

между компонентами деформаций и компонентами

լժէ> ւլ
ր dh ր

dv է» 1 du
•2тн> - •— ֊ 

Օր г г (Л

(1.7)

dz
-0,OW

где и, v н ս՛ компоненты перемещений вдоль направлений коорди
нат г. О и z, дают дифференциал ыки* уравнение совместности де
формаций в виде

— 4-րՀր:։ յ. 2ր (Ո' — ր °Կ -2г'1 ,И 2 - -0. il.«)
<)0? օր՝ dr dr ardh ah

Граничными условиями заллчн являются

34=Ն=0 при 9=+֊. П.9)
а-*

т. о. на свободной поверхности полуплоскости отсутствуют внешние 
условия.

Условие пластичности с упрочнением материала принимается в 
виде степенной зависимости между =, н =.:

Պ = (1.10)
где А’ и р —физические константы, причем О < р Վ 1, гак как кривая 
деформаций .1.10) для реальных материалов в состоянии упрочнения 

9
обращена всегда вогнутостью вниз. При А' - -у Е и ч = I имеем 

обычный закон Гука для идеально-упругого тела.
Будем искать точное решение поставленной задачи н переме

щениях в следующей форме:

« = *|/։(r)Z'(5)4-A(9j|,

? = Д(0)|. (1.11)

К-*՜ 0. х = ± 1 .
где /։(г)./s(r), ZiO) н /о(0 —некоторые однозначные и непрерыв
ные функции, подлежащие определению но всей полуплоскости 
—L б н г > Q.

2 2
Из первых двух соотношений (1.7) имеем

(1.12k
Г
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Пользуясь соотношениями (1.12) и условием несжимаемости материала 
(1.3), находим

AW֊֊ [ЛИ-г ЛИ1.

Положим, что касательное напряжение во всей полуплоско
сти равно нулю. Тогда, в силу (1.1) и (1.7). будем иметь

^_5'+1^=0. (1.14)
дг г г дг>

Подставляя в (1.14 выражения для компонентов перемещений и их 
производных из (1.11) и пользуясь равенством (1.13 . для определе
ния функций/0(г/), 7(0 и Հյ (г> получим следующие дифференциаль
ные уравнения:

• '՛ ^(|. (М5)
7"(0) Հ֊/ 0) = О,

и 
гТрГ' ֊; гЛ(п ֊/։ւր)[1 ^1=0, (1.16)

не — параметр, подлежащий определению в дальнейшем.
Общий интеграл уравнения 11.161 есть

1։_. 

при —օշ<լ>,՜<ՀԼ

1 ie С\ в С..- постоянные интегрирования.
Принимая очевидное условие, что при г՜ »со перемещения и 

и г должны быть конечными, в силу соотношений il.ll), (1.13) и 
(1.17 получим, что Сх 0. Тогда выражение (1.17) тля (г примет 
вид

/1(г) = г ' '՜ (— ее<>?<!., 11.18)

где для простоты дальнейших выкладок принято С\. 1.
Пользуясь выражениями (1.7), 1.12 , (1.131, (1.11) и (1.18) на

ходим 

ври этом функция ZiO) является решением уравнения 1.15).
Интенсивность деформаций сдвига հ пеплу соотношений 1.5) 

и (1.19) будет

1 i ֊ -г 1 " / 1.2(1)

а интенсивность касательных напряжений з/։ равная согласно (1.4),
1.2.1 и (1.14) «|= | вследствие степенного условия пластич

ное ги с упрочнением (1.10) определится формулой
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v='b-,l-A-|. ('Դ(Վ 11.21)

откуда

о,==«+>.2К I ут^Рг՜'1*1' ։՜“ ’ ■/'(«> р (1.221

Полученные выражения (1.19), (1.20), (1.21) и il.22_i для компонен
тов деформаций и напряжении, в силу равенств (1.10), (1.19) и (1.15). 
тождественно удовлетворят как уравнению пластичности (1.1), гак и 
уравнению совместности деформаций (1.8).

Подставляя выражения для компонентов напряжения из (1.22) 
в уравнения равновесия (1.6) и учитывая, что = О, находим, что 
эти уравнения будут удовлетворяться, если положить

_ 1,
I* (1.23)

go = const.

Но на свободной поверхности полуплоскости напряжения отсутст
вуют, т. е.

3» — Հր0 — 0 при О = + Հ-*

Это условие будет совместимо с (1.23) только в том случае, если 
принять =6=1) повсюду. Тогда (1.23) примет вид

(1.24) 
GQ = 0.

Приравнивая компонент главного вектора усилия, действующего в лю
бом сечении полуплоскости, ограниченной цилиндрической поверх
ностью г - const, заданной вертикальной силе Р, получим равенство, 
которому должно удовлетворить напряжение з,

Р = — Տ zr • cos fj • rdi. (1.251

Из соотношений (1.24) следует, что, при 0 < р 1. параметр изме
няется в пределах — օօ<Դ.* 1, причем знак равенства р ֊ X* 1 
соответствует, согласно (1.10). случаю равновесия упругой полу
плоскости.

Перейдем к определению смешении и и v в полуплоскости.
Решение первого дифференциального уравнения (1.15) есть

Д (0 = С. cos С 4֊ Со sin 0. ՛ 1.26)

Решение второго дифференциального уравнения (1.15) будет иметь, 
б Ипвепиа ЛН. серия фи։.-н.и. паук. .4 2
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различный вид в зависимости от значения н- Для р- == ֊ 7|0) есть
2

линейная функция
Х(6) = С3 ЬСД (1.27)

а при յւ =* ՝ , ZiO) выражается, через тригонометрические илиг ипер- 
2

болические функции, следующим образом:

/ О С, cos аО -г С4 siti /Л р-> —
2 (1.28)

7. (6, = С3ch аО 4֊ С., sh л0 }*<֊—»

г 2ц. — [
где ^-г—------- . а Са, С., С5 и — постоянные интегрирования.

Г
Положим, что (рассматриваемая полуплоскость не смещается в

горизонтальном направлении и не поворачивается, да к что, при
ОжО, у-=0. (1.29!

Тогда согласно (1.11), (1.26), (1-27) и (1.28) будем иметь

Գ = Գ = 0. 11.30)

и выражения (1.26՝. (1.27). 1.28) для функций /в(0) и х(&) примут 
вид:

/о(0 ; ֊ C6sin О, 

х(в) = е,б и=±.
**

Z(V) = С4 sin /О Н->4’

Z (0 | = С., sh ,36 JJL<4’ 

где I и 3 связаны с так:

г. . 2р֊1 Б,__ 1-gp
а2 р2

Теперь, пользуясь равенствами (1.22), (1.25i и (1.31), определим 
значения постоянной С.. Будем иметь

(֊. _________Рт _
/<”im 1)J”(|1) ’

где положено
1 т = —, у. = — 1

!л
J(uj=4 11 = 4'

(1.32)
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/(н = 4/'Л cos Zo/cos OrfO

83■ ... ■

(1.33i

2
./1 u) = 43 ‘ I ch 39 cos 9 <79

0

Л' ни- физические константы, которыми характеризуется, согласно 
(1.10), модуль пластичности материала.

Подставляя в соотношения (1.11) выражения функций 7. |б ,/о(0), 
/։ (г. и /։(г и их производных из (1.31), (1.18) и (1.13), после неко
торых преобразований, получим, для определения перемещений, сле
дующие формулы:

рт
Кт[т -

ր'”"Հ(0. jiJ-C.cosO,

(2 —m)P" 
֊!)/%>)

u,-}-CesinO.
11.34)

где введены следующие обозначения:

т( (0, ;л) — 6

i)(0, |i = sin/0

Т, О, UI = sh 80

(1.35)

и использовано значение С։ согласно формуле (1.32).

Перемещения точек границы полуплоскости, т. е. при 0 = ±—> 
2

будут

[м| с=|«1 г=ВРтг'֊т՝9 ջ- Э— -у-
խ|(__ ,= —|Վ ,Л= + (1*36^

где положено
Д = 0: й=------- !— р=—.

16 № 2

1/П —2)sln— /cos —
2 2 1

? =^“(m-TlV",((l)’ "Г(т--1)Г(И ^^՜շ'



84 Н. X. Apj поняв

(т —2) Sh 3 Հ՜

/<"’•/л -1)Г(у)

Полученные выше формулы справедливы, когда материал находится 
в состоянии упрочнения, г. е. при 0<յւ< I.

Отметим, что. как следует из формул 11.36) и (1-37'. при ква
дратичном законе нелинейности, т. е. когда ч f 1 fр. - ֊■ • /л = 2 ). 

все точки границы полуплоскости в вертикальном направлении имеют 
только жесткие смещения, равные и \ - v , _ = С.

Пользуясь соотношениями (1.22). (1.24). (1.31 и 1.32), для на
пряжения получим следующую формулу

3,= _?/։|’ճ1ճճ1է, (1.38)
г./ (и)

которая совпадает с формулой, полученной В. В. Соколовским [2] 
другим путем.

9
В заключение рассмотрим случай, когда К = k Ւ.— модуль

•J 
упругости материала полуплоскости) и /Л ц 1. что соответствует 
задаче и равновесии несжимаемой упругой полуплоскости, нагружен
ной сосредоточенной силой.

В этом случае общий интеграл уравнений (1.16) и (1.15) при 
выполнении условий 1.29) будет иметь вид

/։ г) ֊ - С In г.

7. О =C4sinG, (1.39)

/о(0. -Qsinb.

Подставляя эти значения /։;Н. ’/-(0) и Д(&| в выражения (1.11) и 
(1.22) и пользуясь условием (1.25 . получим известные |3| из теории 
упругости формулы для компонентов перемещений и напряжений:

и— — In г-cos О С cos О, 
2֊/:

ՂՐ
V — ֊ 1пг sin 0 '— - sin 0 — С sin 0, (1-40)

2к£ 2к£

2Р cos О
Qr =-------------

Г. Г

где С некоторая новая постоянная, равная С- - (С։С4-г Сс).
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§ 2. Плоская контактная задача теории пластичности 
со степенным упрочнением материала

/'. Постановка заоачи и вывод основного уравнения. При ре 
шении задачи о пластическом равновесии полуплоскости, нагружен
ной сосредоточенной силой Р, мы исходили из уравнения теории уп
руго-пластических деформаций, которое, как известно [4], с даста- 
тоно полцатой описывает пластические ^формации при простом на
гружении, что, в данном случае, имеет и место.

Термодинамический анализ показывает |5], что уравнения теории 
упруго-пластических .деформаций с условиями текучести Мизеса. или 
условиями упрочнения материала, по своей структуре, являются урав
нениями состояния нелинейно-упругого тела.

Поэтому решение нелинейно-упругой задачи для тела, подчи
няющегося закону напряжений-деформаций, выраженному уравнением 
(1.10). тождественно решению задачи пластичности для этого же тела 
со степенным упрочнением материала, если деформации пнем развива
ются в определенном направлении.
Принимая за основу нелинейно-упругую аналогию, ниже лается, в 
общем виде, решение задачи о контакте двух тел, ограниченных 
плавными поверхностями и подчиняющихся нелинейно упругому за
кону (1.10).

Пусть два соприкасающихся между собой в точке, или пи линии.
нелинейно-упругих тела прижимаются затем одно к другому под дей
ствием внешних сил, равнодействующая которых (фиг. 2 перпен
дикулярна к оси ох 
и проходит через 
начало координат О.

Установим соот
ношения, которым 
должны удовлетво
рять перемещения 
точек области кон
такта сжимаемых 
тел.

Положим, что 
уравнения поверхно
стей. ограничиваю
щих первое и вто
рое тела до дефор
маций, таковы

Поместим начало координат в точке первоначального касания тел, а 
реи ох и оу направим, как показано на фиг. 2. Под действием внеш-
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них сил первое тело получит перемещение 'Հ, а второе тело—переме
щение &>. Кроме того, точка Д, расположенная на поверхности пер
вого тела, и вступающая с ней в контакт точка В второго тела, в 
результате происшедшей деформации, получат, соответствен но, пе
ремещения Vi и г» н направлении оси оу.

Но координаты точек Д и Н после вступления их в контакт 
становятся одинаковыми, что позволяет установить следующие соот
ношения, связывающие перемещения точек обоих тел

т/։ —6։ fix- zz։i = - - v* |ч — Д(лЧ- "Д. (2-2)

Рассматривая лишь малые перемещения, можно в 12.2) поло
жить

f\(x — ul В /■’(д-+ Н։)

Тогда, для перемещений точек контакта этих тел. получим следую
щие условия

i'j + = 5 —ft \x'l - f (л), (2.3)

где S = о։ 4՜ (>., — сближение этих тел в направлении оси оу.
Будем полагать, далее, что трение между сжимаемыми телами 

отсутствует. Тогда на участке контакта каждое из этих тел будет 
испытывать лишь только нормальное давление, которое обозначим 
через Но обычно область контакта бывает мала по сравнению 
с размерами сжимаемых тел. поэтому можно считать, что переме
щения на участке контакта этих тел будут такими же. как у гранич
ных точек двух полуплоскостей (верхней и нижней ,"находящихся под 
действием того же нормального давления р (л* . что и рассматривае
мые сжимаемые тела |6. 7|.

Разобьем эпюру давления р х\> ’действующего ла участке кон
такта Տ(օ х Հ b}t на элементарные полоски шириной ձէւ и высотой 
р Л)(/=1. 2, З,- - п\ и рассмотрим действие одной из этих поло
сок (например z-onj на нижнюю полуплоскость.

Если в точке х — է к границе полуплоскости приложена нор
мальная к пей сосредоточенная сила Pt р . f t > -\г, „ ,то граничная 
точка этой полуплоскости с координатой л* получит перемещение в 
направлении оси оу v. определяемое согласно (1.36) формулой

-.1 = Д - Л- 1 -"4Հ + С. (2.4)

или, в другой форме,

vv — hi р । ձ I ՃՀ-, (2.5)
где положено

А, = Д1‘ Л-л* Г1.
cf. (2.6)

т = 1
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В дальнейшем будем называть обобщенным перемещением 
точек границы полуплоскости.

При одновременном действии системы сил i =
= 1. 2, 3 -- //) обобщенное перемещение *^*(л) произвольной точки 
границы полуплоскости с абсциссой х (а х- h будет в общем 
случае некоторой функцией от этих сил v* = п* (Р։, Ргг-Рл), кото
рую можно представить в виде ряда

Л—я J-n
V ^С,р(1,)М,+ v V Сцр (ք^ր է,)ճէ^էյ+ 

/-» *-i j. 1

> — /։ It-л J—и
+ V V (2.7)

»-։ <■-։ /-1

г те Cf, Cjk в C,Jh — некоторые коэффициенты, зависящие от х и 6 
/ - 1, 2, 3,а также физических констант А' и и.

Но с другой стороны, при действии только одной силы. т. е. 
когда Pj 0 при j^i и Pf = Р,, при j — i выражения (2.7) для у* 
должны тождественно совпадать с точным решением этой задачи, 
определяемой формулой (2.5). В силу этого будем иметь

\:. = հէ. Сй = 0. С,п = 0 (2.8)
и выражение (2.7) для обобщенного перемещения v* примет вид

У- л л
= V hjp (/у) |. V c)kp (էյյրէէ^ձէ/ճէ* -f------

7-1 /■**

(/. £ = 1.2, З,- - Л). (2.9)

Вследствие малости участка контакта 5 (« <. л՛ <; Ь). с той сте
пенью точности, которая принята здесь при решении данной задачи, 
можно в выражении (2.9) для обобщенного перемещения г,:" ограни
читься главным членом разложения. Тогда из выражения (2.9), после 
перехода к пределу (ДЛ֊>0), получим

г”=л'‘Ргг֊^՛ (2Л0)
где интегрирование производится по всему участи) контакта .S.

Пользуясь соотношениями (2.6) и (2.10), для определения пере
мещений v точек контакта, получим следующую формулу

. Ր p(t\ dt lw , n ...•у=л|.1тг^тН+с> <2Л1)
где гл = ՛ . а постоянная .4 определяется согласно 11.371. 

Р-
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Если это же нормальное давление р(х) будет действовать на 
границе верхней полуплоскости, то граничная точка с абсциссой а 
получит в направлении оси оу перемещение ■<՛. равное

р (/) di 2Л2
J 1/-Л-1 
s

Таким образом, выражения для перемещений и v.. согласно (2.11 
и (2.12) будут •

т' p(t)dt

_ (Г Г I Г ւՀ՜ л> J ’

где

т — 2) sin ~ 2
■ ։=

(т — 2) sin
Д2=А7(ш-1)У>)

(2.14)

(т -2)sh?~
4 —____________ ±_

• 1

f/w —2) sh ?—
/և' ՜ №(т - Т)Ли)

Л= Л = 0

а Л\ и А'2 — физические постоянные, которыми определяется модуль 
пластичности материалов первого и второго тела при одинаковом 
показателе ч.

Подставляя выражения для и г՛- из (2.13) в условия (2.3), тля 
определения давленияр(х) получим следующее сингулярное инте
гральное уравнение Фредгольма первого рода

где

р :}(!Г
Л(л-. •2.15)
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/-•(а-,7) = |7֊/о(Х)Г,
, . 2-16)

t />։'-*) 4֊/Их) 
h х}

а Հ-некоторая произвольная постоянная, подлежащая определению 
в дальнейшем.

Т а ким образом, с и н г у л я р н о е интегра л ь и о е у р а fl- 
не и не 2.15) является основным уравнением плоской 
контактной задачи теории пластичности со степен
ным упрочнением материала клн нелинейной теории 
упругости при степенном законе связи между де
формациями и напряжениями (1.10).

2'. Решение основного интегрального уравнения плоской кон
тактной задачи для плаСтичности со степенным упрочнением. 
Пусть первоначальное касание сжимаемых тел а плоскости хоу про
исходит в одной точке, которую примем за начало координат (фйг. 2 
Положим, далее, что областью контакта X между этими телами после 
их сжатия является отрезок оси ох, -ւԻ-х^а.

Тогда основное интегральное уравнение (2.15) плоской контакт
ной задачи примет вид

f77 Հ’-֊^ = О-, t) (о<|֊<։. ՚շ.ւ7)
J I '• A 1 — n

где

(2.18)
Л, 4- .4.,

В интегральном уравнении i2.17) — а < х, է а и 0<|»<1. а 
/'|,л. у — непрерывная функция; ограничения, налагаемые на нее, 
будут уточнены в дальнейшем.

Уравнение (2.17) впервые было изучено Карлеманох։ |8]. В не
давно опубликованной работе И. И. Ххиезера и В. А. Щербиной 
|9] дан другой способ решения этого уравнения с помощью формул 
обращения сингулярных интегралов.

В настоящей работе, для решения сингулярного интегрального 
уравнения (2.17), воспользуемся методом, предложенным М. Г. Крей
ном |1| для решения интегральных уравнений Фредгольма первого 
и второго рода с ядром вида

А (Л х)«= H(\f ֊ .v;). 2.19)

Этот метод позволяет получить решение таких уравнений в замкну
той форме в целом ряде новых случаев конкретных ядер вида \2.19). 
Болес того, для известных случаев, применение этого метода дает 
решения, но своей аналитической форме отличающиеся тем, что в 
них отсутствуют сингулярные интегралы, берущиеся в смысле Коши.
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Следует указать, что свободное от сингулярных интегралов ре
шение уравнения контактной задачи линейной теории упругости впер
вые было получено Н. А. Ростовцевым |10|.

Обозначим через g(t, а) решение уравнения (2.17) при Л(х, ?) = 1. 
Тогда общее решение уравнение (2.17) согласно |1| выразится формулой

р (л*) —---
2,И'։а)

I ֊ i Я (с <Հ)/' Л 7/‘^ 
| «а v

•£(л. а) -

о••
1 _ 

•WZ|W)
• ֊ \g(t. ււ)Ւ(է,ղ)ժէ 
du \

du

ւ d
2 dxj ЛГ<«)

է. и)՝ F t. i)dt du. (2.20)

Здесь

•И(п) - խ(/. u)dt
•J о

(0 и 'Հ. а), (2.21)

2ճ ширина контакта, а т —некоторая постоянная, которая при за
данной ширине контакта 2а определяется из уравнения равновесия

р (л* dx. i2.22i

где Р равнодействующая внешних сил, действующих на сжимаемое 
тело, причем при выводе уравнения (2.15 предполагалось, что на
правление Р перпендикулярно к оси ох и проходит через начало 
координат О.

Допустим теперь, что связи, препятствующие поворотам сжи
маемых тел отсутствуют. Составим основное уравнение контактной 
задачи при этих условиях.

Соотношение |2.3.Լ связывающее перемещения граничных точек 
сжимаемых тел у, и было нами получено в предположении. что, 
при сжатии, эти тела совершают лишь только поступательные пере
мещения Տ, и Հ, в направлении оси оу и что между ними происходит 
при этом сближение равное Ь -= \ ~

Пусть теперь при сжатии эти тела, кроме поступательных пере
мещений й, и Հ. вдоль осн оу, совершат еще поворот относительно 
начала координат О соответственно на углы а, и а: положительными 
направлениями будем считать повороты прогни часовой стрелки).

Тогда между граничными точками сжимаемых тел, имеющими 
абсциссу х, произойдет дополнительное сближение, равное а0.с, где 
% — а։ -t- а-. Чтобы получить для этого случая условия, которым дол-
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жны удовлетворять перемещения точек контакта сжимаемых тел ■у1 
и Ղ1.,, на ю в соотношении (2.3) постоянное сближение заменить пе
ременным сближением ^Ч-а^х. Поэтому будем иметь

v։ 4- уи = 24- аол'—/I (л*) - /I (х). (2.23)

Подставляя в (2.23 выражения для t»։ и v* из 2.13), придем к тако
му же интегральному уравнению (2.17) лишь с той разницей, что в 
правой части его вместо функции Ւ (х, у), определяемой соотноше
ниями (2.18), будет

FI д'. ], ։) = |‘( 4- 7.x — ք0(х)]1՛, (2.24)
где

*=-т֊-г> '2-25»
Д|-г.4ц /1)4-л г

При этом значения постоянных ՝; и а определяются при заданной ши
рине контакта 2а из уравнений равновесия

J-U

= | Р (*) dx.
—«
f <г

/Ио = ( p(x)xdx,
—а

(2.26)

где Р - сумма проекций на ось оу всех внешних сил, действующих 
на сжимаемое тело, а .ИЛ момент этих же сил относительно начала 
координат 0.

Таким образом, и в этом случае общее решение уравнения ՚2.17 
может бы1Ь получено по формуле (2.20). если только в ной /• (х, у) 
заменить функцией /•՝(-*, у, а . определяемой соотношениями (2.24).

Отметим, что, как следует из работы [1|. формула (2.20 • достав
ляет единственное интегрируемое решение уравнения (2.17), если 
ЛГ(а ° |0<Հ^</հ>, где /» некоторая конечная постоянная, а 
функция /(х, у, я) дифференцируема и такая, что. после подстановки 
ее в формулу (2.20 , интегралы, содержащие эту функцию, имели 
бы смысл.

Перейдем к определению функции #(/, й), г. е. к решению син
гулярного интегрального уравнения

՛ ; Л. a) at
J ! Г—-e|։ * (0<|1<1). (2.27)

Для этого, следуя идее М. Г. Крейна |11|, рассмотрим интеграл

I f dz

' ? is* a2)2 (z -х)*՜*
(2.28)
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взятый по контуру, составленному из наружной окружности Гя ра
диуса R и внутреннего контура ABCD/:/՝KL(iMN!QA, который обо-

Прежде всего нетрудно убедиться, что подйитетральная функция
՛<*

во внешнем отрезке II а, а), распадается на три одинаковые ветви. 
В самом деле, положим о։ — arg (z 4-й). ®*^arg(z — а) и ®8 = 
— arg(г .г). При обходе против часовой стрелки произвольного 
замкнутого контура Г„, изображенного пунктиром на фиг. 3, ?2 и

?3 получают приращения 2-, следовательно arg/(z) = ֊12'֊յւփ

]») получает приращение 2՜. и f\z՝ возвращается к исход
ному значению. Будем рассматривать ту ветвь функции ] [2), которая 
на верхнем берегу отрезка (— а, «) принимает положительное зна- 

ченне, т. е. (z х)1 u>0 (za-<?)* >0 при z>0.
Тогда, согласно теореме Коти для многосвязных областей, бу

дем иметь

(2.291

где

:z — а I 2 ՛ z -г а ՛ ՝z ֊ л' )1՜ ՜’1
(2.30)
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Но интегралы но малым окружностям С, С, и С\ стремятся, очевид 
но, к нулю при р — 0, следовательно.

1>

2֊i
(2.31)

Здесь /(/ ZOi и ./’(/ —/0) значения функций Հ՛հ) шгверхнем и ниж
нем берегу отрезка ( а, а).

По замечая, что J {! /0) =/(/4-/0) (где черточкой обозна
чается сопряженная функция) и меняя но втором интеграле соотно
шения (2.31) направление интегрирования, получим

՝ <7
_!֊( = —— i 1гп/(7 -- iQ)dt.
2г. i ,1 - J

rj?

Вычислим контурный интеграл

/, = [/(֊’) dz. 

'гя

2.32)

2.33)

где /(z) выражается формулой 2.30). Для этого воспользуемся раз
ложением пашен ветви f z) а окрестности бесконечно удаленной 
точки. Согласно (2.30) имеем

м-

2.34)

и
л®\ 2 ' X С՜’

где 11----- -) и ^1—— | означают те ветви этих функций, ко

торые положительны на отрезке а. ос) оси ох. Разлагая последние 
по формуле бинома, найдем вычет выбранной ветви /(zi в бесконеч

но удаленной точке. Он будет равен — е ( коэффициенту при — с 

обратным знаком ]• Тогда, на основании теоремы о вычетах,получим

p(z)Jz = -2r?e /п=2«/. (շ.35)

Подставляя значения этого интеграла к соотношения 2.32). находим 
+'О

— ։ im/(Z + /о) dt = — 1. (2.36)
* J 

— а
Далее, согласно 2.30) и фиг. 3). имеем
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/ f Jh

_ /К|* ձ
£ ՜ ,а* т

(i֊x)’ *

_ 'ՋԼ _ JLշ շ
ճ ((Г---
7՜°՜?) U-0’՜

при л՛ < է Ю <Հ а.

при — а < է 4- /0 < л*.

(2.37)

Подставляя выражения для /7 4-/0) из (2.37) в (2.36), после 
преобразований, окончательно, получим

+ Л 1ՀԱ 2
•sin հ(ճ։ է1

откуда непосредственно следует, что

_JL Sin —
Ц((, а: = ’ sin"֊ ■ (а*֊/*) ՜ - 2 - 2.39)
Л - 2 -/(а* -

и является решением интегрального уравнения (2.27).
Пользуясь формулами |2.39) и (2.21), для 417) получим

21 ՜ր է1 *
М (է) =------------—-----------т------ г-. (2.401

где Г ($) гамма-функция.
Ниже, при исследовании напряженного состояния в сжимае

мых нелинейно-упругих телах, будем отдельно рассматривать слу
чаи симметричного и кососимметричного нагружения этих тел. 
Это, во-первых, сделает более обозримым полученные формулы и, 
во-вторых, каждое из этих нагружений представляет самостоятельное 
значение, гак как соответствует определенной характерной деформа
ции этих тел. Следует отметить, что случай произвольного нагруже
ния сжимаемых тел не может быть получен, как это следует из (2.20). 
։։ (2.24), путем наложения вышеуказанных двух случаев, и должен 
быть решен отдельно как задача самостоятельная, при помощи общих 
формул (2.20), (2.24) и (2.26).

3:. Симметричная задача о контакте двух нелинейно-упругих 
тел.

Пусть как поверхности, ограничивающие сжимаемые тела, так 
и внешние силы, щйствующие на них. симметричны относительно 
оси оу. Тогда уравнения этих поверхностей у = /д(х) и у = /Я-П 
будут четными функциями х, в силу чего правая часть основного
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интегрального уравнения (2.17) будет также четной функцией. Тогда 
в силу очевидной четности функции g (է, а), последний член в пра
вой части формулы (2.201 пропадает и она принимает вид

а
Р(х}^ ֊ а. Ռ(Հ а) yds

М la) լէ/aj 
о

g՝x, а} -

« а
— (֊Ж*, «)/ , ■- 7 I .Հ ՚տ. “}F(s. t) ds

J a«[ M («) aw, I
X П

du. (2.4 i)

где
a

Mta) = a) ds.

Заметим, что при вычислениях второй интеграл в (2.41) удобно 
иногда представить в преобразованном виде на основании формулы |1|

մ 1 d/1 1 մ Г ЛР ,ճ՜ d,
ds ЛГ (տ} մտ] Л1 (s) ds А Г (s) ds\/W ($)/ (2.42)

Подставляя выражения для g(t, а) и /И(Г) из (2.39) и (2.40) в 
(2.41) и, пользуясь равенством (2.42), после некоторых преобразова
ний, получим

(а*1
) аа л-у

d J' F\s, \}ds 
da\ Г(а2—Հ-’)1

и

ՃԱՃ ք 7)^ 11 
du du ,1 У (ir — .$2)н- Jj 

ճ
( a -Հ .v <a),

i 2.43)

где

Введем обозначения

Фг(а. 7i-
»

I* ZiifljJI у

Փ։(«. 71 =
и

d j* /-'i.s-, -։ .7.S-
du,} I s*

II

(2.44'1

Тогда формулу 1.2.43) можно записать в форме
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.. . ւ аяФ|(«, Հ) Г du d , u • 1j ..4-Հ/„1"փ՚("-’)>) l2֊4°!

.V
( — a^Qx^a).

Путем замены переменной интегрирования s = /zsin? выражение для 
Ф։(«. , из (2.44) можно представить в виде следующего интеграла 
с постоянными пределами:

Ф, (и, յ) = и} ՚ F՛ и sin 7) cos' ՝\dv. (2.46)

'iV
Предполагая существование непрерывной и ограниченной про

изводной Fis. Հ) при 5>0, после щфференцирования иод знаком 
интеграла (2.46), получим следующее соотношение, связывающее 

71 с Ф։ (и, Հ): 
и

7) = (1-н)Ф,(«. •:)+ (2.47)

Интегрируя последнее слагаемое по частям и замечая. что /Հ'(0, 71--O, 
соотношение (2.47) представим в виде

пФ։ («, 7) О ~ К՝ ФЛ". 7) + 
а I _Jt

+ ւ [(«*—S*j Դ".Տ, 7)<fc. (2.48)
2 — PJч

Далее, пользуясь (2.47), нетрудно непосредственным дифферент։рока 
нием убедиться, что

d
</«

и ф; и, 1'} ="‘

и
d Ր Ւ' (s, •() sds 
du J ] (tF — s8)՛՛1

I)
2.19)

Произведя интегрирование no частям в правой части равенства (2.49) 
и дифференцируя затем полученное выражение по //, в силу четно
сти функции /-(а\ y'i. находим

d 
du

«:1Ф| {и. С t) 4s
J i .-r- •

(2.501

Подставляя это выражение в (2Л5). для p (.v; получим окончательно 
следующую фо р м ул у

| ՀրՀՓ.՛.■■■՛, 7 > г Հ /՜՜ >. ; । </տ |
I | Р — л-«? .՝ I (/? a-sFJ I 1Г — Ss)>‘ f (2.51
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В формуле (2.51) первый член представляет решение с особенностями 
в точках -г а и подлежит сохранению только в случае заданной 
ширины контакта 2а ՛, при этом постоянная у определяется из урав
нения равновесия 

«7
P-2\p(x]dx. (2.52)

о

Второй же член этой формулы представляет непрерывную часть этого 
решения.

Подставляя выражение для р(х) из (2.51) в уравнение равно
весия (2.52), получим

Р-2/Հ՚յլ)

-и 
sin ~-

ճՓւ(«. ; .՛--------
2(1֊;W)*

u^du
|Հ(/Ժ-

Ր Ոտ, 4)ds J (2.53)

Здесь использовано значение интеграла:
и

М (и)֊
“U

2 sin — 9

Sin „’֊*

2il
(2.54)

Меняя порядок интегрирования в последнем слагаемом выражения
2.53) и пользуясь равенствами (2.5-11 и (2.43), имеем

sin — 
9P =------- —

(1֊ 'A ՜
аФ|(а, Հ1

It и
Г . I* F" (s, ‘(ids 

- и du —.1 ,1 I .u֊-s-y
(I <1

(2.55)

или. еще раз меняя порядок интегрирования н замечая, что

и du
К (и2“5аУ (2-Н

(2.56)

получим

Sill 9 
(Т֊7й= лФ։ а. 7)

« j-JL
1 Г տ֊֊ -խ2֊տն F'[s,^ds

2—I'-J
(2.57)

7 И.чпсстия All, серия физ.-мэт. наук, Д» 2
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Пользуясь, далее, соотношением (2.48), уравнению >2.57) можно 
окончательно придать следующий вид:

Փ,(<։.ւ) = -^-. 12'58՝՜
sin — շ 

где

-IT-/.W, /,.(л-)= •/'(у+֊Д1АЛ, (2.59)
••Ն 4- Л, 

а .4, и .4շ определяются по формулам (2.14 .
Таким образом, когда ширина контакта 2а задана, то постоянная 

7, входящая в формулу (2.51), определяется из уравнения (2.58). 
Когда же ширина контакта 2</ не задана и контакт происходит по 
плавным поверхностям, гогда значение постоянной 7 определяется из 
требования, чтобы в формуле (2.51) первый член, представляющий 
решение с особенностями, исчез, т. е.

Ф: а. 7)

/I
d I՛ F s, 7) ds

</«•,) I' (7z3 — s*|3
II

(2.60)

где Ւ՜(տ. у) определяется формулой (2.59.1.
Таким образом, когда ширина контакта 2а не задана, то значе

ние постоянной 7 определяется из уравнения (2.G0 .
После того, как из уравнения (2.60, определи.’.։ значение ши

рину контакта 2а- находим при помощи уравнения равновесия (2.52). 
Подставляя выражение для р(х) из (2.51) в (2.52: и учитывая ра
венство |2.6О). после применения формулы Дирихле, получим:

ф, («.;-) =(-’-ei) 
sin -■

2

Следовательно, уравнение (2.61) для определения ширины контакта, 
тождественно совпадает с уравнением (2.58) для определения посто
янной 7, когда ширина контакта 2а задана.

В качестве приложения, рассмотрим контактную задачу о дав
лении жесткого штампа с прямолинейным основанием шириной 2а 
на нелинейно-упругую полуплоскость. В этом случае имеем:

AW = 0. /■■(х.7) = Г. |2.б2)
/-Чл, 7) = F'(x, 7)«0.

Тогда, пользуясь уравнением (2.58) и равенством (2.54). для 7 полу
чим следующее выражение:
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(2.63;

Подставляя это значение ; A в формулу (2.51) и замечая, ч го. согласно
(2.44 , (2.54). (2.62) и (2.43'1.

Փւ(«,

~а
-.■"shi — а ։и‘ 9

2Л'(-л7՜ (2.64)

для определения давления р\х) на 
получим, окончательно, следующую

площадку контакта под штампом 
формулу:

(2.65

При р —1. т. е. когда имеет место закон Гука, формула (2.65) при
нимает вид:

Հ’—•֊ , (2.66)
(fl֊- л-1

что совпадает с известным решением |6] контактной задачи линей
ной теории упругости для плоскою штампа. Этот результат можно 
было получить и раньше, так как при а — 1 основное интегральное 
уравнение (2.17) переходит в известное интегральное уравнение коп 
тактной задачи линейной теории упругости, решением которой и яв
ляется (2.66). Заметим, что при ;«•—-0 уравнение (2.17) теряет смысл.

4 . Кс: асимметричная задача о сжатии двух нелинейно-упру
гих тел. При кососимметричной нагрузке функция Ւ (л՜, а) будет не
четной в области контакта сжимаемых тел а х а. (в этом слу
чае постоянная 7 равна нулю) и тогда в правой части формулы (2.201 
первые два члена пропадут и она примет вид:

G It
d ք Հ (x, ս \ du i* ... ,

P(a') = ֊֊֊ Հ ֊, ։ .Հր(Հ “U (s.
dxj M'(n) J 

x 0
(2.67)

Подставляя выражение для и (О из (2.39) и (2.40) в (2.67 .
получим:

/'I-՝-, (
dxj

u^dii
V (Ff-

f.s, yds (2.68)

где A'p) определяется равенством (2.43'), a

f:(x, a) — |ax—Al»]1*. (2.69)
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При этом полагаем, что а- ՜՜>յէփ7յ՜ -• 3.---Л » fn(x)—

f \ Iл*՛ -Ն/? -а)
= 7 ------ Հ есть нечетная функция,

Л, 4- А.
Из соотношении (2.68 и (2.69) следует, что /> (х) является не

четной функцией, поэтому достаточно ее определить и интервале 
0 х и, так как р — X)------р(х).

Введем обозначения

Ф2|Н, 3!
Г Л* ($, a)<fc 
J i (i?

Ф;(«, л
d [’ JF ! S. a ։ ds 

du J J ir №|‘ 
о

(2.70)

Тогда соотношение 2.68 можно представить в форме

AW 'ւ'у \'! \ "'■ л’> I" ‘ЧМ«. ’ Л' (Յ.Ո)
2 — J» dx J du I 

Л
Интегрируя правую часть равенства 2.71) по частям и дифференци
руя полученное выражение по х, получим

р(л-, = /<,^)а".2?»(54|-ч.х С £J1LL-’> .
| <г ֊ -■ ՛•/ J | — л3։

(2.72)
По, аналогично (2.47), в этом случае имеем: 

, и
иф'^и. з) = (1 ф. («. а) -г I՜/ ■ 2.73)

.1 V ,1Ա--Տ=)>

Хф.1й, 3)р[х\ = к^} ,։ — =
г I ճ' — X3 н

Подставив это выражение в (2.72). для р л) окончательно получим 
следу кипу к> формулу:

(■ էլ (s. ,
l («’- յԴ J ) ՚ ՚

•»

В формуле (2 74 первый член представляет решение с особен
ностями в точках х = ~ а и подлежит сохранению только в случае 
заданной ширины контакта, при этом значение постоянной х опре
деляется из уравнения равновесия:

а
.V0 = 2j/’(^)A</x. (2.75)
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Второй же член этой формулы является непрерывной частью ւ-.oro 
решения.

Подставляя выражение (2.72} для р (л*) в уравнение равновесия 
(2.75). получим:

Л/0 = 2Л-(р)

յււՓՀս, х) — /քՓշ(«. я|| du
Հ (к* —

(2.74

Здесь использовано значение интеграла
и
Г s'ds___
I ]Հ (//•—.Հ2թ

(2.77)

где В{р, (/>—бетта-функция, равная

Меняя порядок интегрирования во 
(2.76) и пользуясь равенством (2.77),

1 ’(Р Пу,.
Г (/> ֊Ւ <7) 
втором слагаемом соотношения 
находим:

Гփ(1 — р.) | «Ф2(и, г du - ( «8Փշ и. a) dn 
'ч о

(2.78)

Интегрируя последнее слагаемое в правой части (2.78) по частям, 
затем меняя порядок интегрирования и пользуясь равенствами (2.56) 
и (2.43'). окончательно получим следующее уравнение, связывающее 
величину постоянной я с моментом внешних сил .Ио

sin ~ " յ А
--------------- 2 C(u5-s5) *Г(5, <L)ds. 2.79) 

հԱ — р)(2-р) J

Таким образом, когда ширина контакта 2я задана, то значение по
стоянной г, входящей в формулу (2.74). определяется из уравнения 
(2.79).

Если ширина контакта 2а не задана и контакт происходит по 
плавным поверхностям, го значение постоянной а определяется из 
требования, чтобы в формуле (2.74) первый член, представляющий 
решение с особенностями, исчез, т. е.
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ж է Г F' {s, a) ds .. ...Ф- (а, а I — 0, (2.80)
о

г ле /’(.■?, а) определяется формулой (2.69).
Следовательно, когда ширина контакта 2а не задана, то значе

ние постоянной а определяется из уравнения (2.80), а ширина кон
такта 2<7 при помощи уравнения (2.79).

В качестве приложения рассмотрим контактную задачу о дав
лении жесткого штампа с плоским основанием шириной 2а на нели
нейно-упругую полуплоскость, когда к середине штампа приложен 
момент, равный .Ио.

В этом случае, согласно (2.69,՛, будем иметь:

/о(*)=О», Лх, a) = a*x\ 9 8
/■■'(х, а) ца^Х*՜1. F'(х, а) = р (р—1 -sW՛՜.

ч
, . С и1 -da опчт 11 — Р х I —— ----------- • (‘2.831

.) /("֊ -хч * * * 8 9Н 

.г

где A՜ pi определяется соотношением (2.43'1, а а* — из уравнения 
(2-79).

Обозначим второй член в формуле (2.831 через (I —«..»/; (х). 
Заметим, что /։(х՛, будучи нечетной функцией, непрерывна во всем 
интервале -а х а, за исключением х — 0, где /։(х) терпит раз
рыв. при этом имеем: 

a
/,(| 0) =-/.,(-0) - lim x f—"^մռՀ . (2.84)

.V
И

/.(±а) ֊0.

Интеграл Л(х) равномерно сходится относительно х в промежутке
9 х В самом деле, интегрируя /։(х! по частям, получим

Подставляя значения Г (տ, ъ- и F" s, а) из (2.81) в (2.741 и замечая, 
что 

приведем формулу (2.74) для р(х; к виду

/Их; 1**‘~А‘(и) а՝-хх

2sin- 1 :л--х2՛
9
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* Т а 2

/4(Л- =fl> л (а~~ л>)-----.ս ~:Դ С(-՜ ~ **)J-----du, (2.85)
2 — |1 2 — |i J /? *

0

откуда сходимость интеграла /։(.v) очевидна для всех значений
0 х^а. При л՜—I 0 из соотношения (2.85), после замены перемен

ит
ной интегрирования и = - • и услнвия что jt^l непосредственно 

следует

М+0)«-/4(-0) = (!-/’) \// =

։») sin \
(2.86)

В дальнейшем условимся считать в ’.очке .г =0

Ա» ЛН-О)-ЬЛ(-О) (2.87.1

Тогда формула (2.83) для р(х) примет вид

р|д') = р««у~А՛ ։ р) | а*-'х
՜>1 I 1 (a5 —Xs)- 
о

<։-!•) /.(*՛} (2.88)

(0<՝х|«а)
при этом ր (0) = 0.

Подставляя выражение для /։(х) из (2.85) в (2.88) и разлагая 
1 I

числитель подинтегральной функции х։ ՜ по формуле бинома, 
после интегрирования получим

/>(*)
2sln^ 1Г*«=֊л=։ 

2

«֊*

• !_z 'xiat—-*а>
2- Ji 

(з-нш-ю у r(*-2 + j) г, 

2-11 .Հ 2*—иг(*)г|-^--։՜)

где Г (.$) гамма-функция.
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Пользуясь уравнениями (2.79) и 2.81). для а» получим следую* 
щес выражение

а,- 4,И,|1-И. 
’АЙ2

(2.90)

Подставляя это значение «֊։՛ в '2.89) и учитывая (2.43'), для опреде
ления давленияр л) на площадку контакта под штампом, получим окон
чательно следующую формулу

։-•§֊
। jl-нИ : —н)

2 — а 2 — чи

(0 < л՛ < а).
11ри этом р (0) = 0 и р I ֊ х) = — р (л).

При а — 1. т. е. когда имеет место закон Гука, формула (2.91 
переходит в 

что совпадает известным решением -7| контактной задачи линейной 
теории упругости для плоского штампа шириной 2 а. когда к сере
дине его приложен момент .Ио.

Институт математики и механики 
АМ Армянской ССР Поступило 3 IV 1959

*1». !w. £,tiiri>i.pjm.Gjui(i

ՊԼԱՍՏԻԿՈՒԹՅԱՆ ՏԷՍՈՒԹՅԱՆ 2ԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԸ 
ՆՅՈՒԹԻ ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ ԱՄՐԱՊՆԴՍ՜ԱՍԲ

Ա ւր փ ո ф П Ի Մ

եհրկա աշիւաաու թ լան մեջ րհրվում կ պլաոաիկութ Լան տեսա թլան 
հարթ կոնաակաափն խնդրի լուծումը նլա թի աաոիձանա լին ամրապնդմամր:

Սա աձ դակուն անալոգիալի համաձա լն արւ թՀհէք ր (t լուծ пи! ր համընկնում 
Հ աււաձդականա.թլան ո >• գծաէին ահսւււթքան հարթ կսնաակւոա/ին իէնգր(ւ 
լուծման հևա, երր դեֆորմաէլիալի ու րսրվածութլան միջև դո/ախլան nt'hL- 

ցոգ կապն արտէոհալավում Լ աստիձանալթէւ օրենրով։
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butխա պ!, и, առսւօին պա րադրաւի էէւմ, տ և դ աւիո խու մնե fin վ [ածվում /.՜ 
սուհսէ[ւթէէւ.թ լան պչսէւււււիկա.թ լան իՀ1ւրլ ի ր/ւ 'll (ttt քժ ի սա աի ճանալին ա մ ր ա պրնդ֊ 
մտմր. բնդանևլէւվ, որ կիսահարթա.թլան վրա ազդում Լ կենտբոն աцшЛ ո ւ <! , 
ուղղված նրա աղատ մ ակե րևու լթ ի նորմալով:

Ապա, երկրորդ պա րաղրա!իա մ, սղտվելով ալս խնդրի լածոլմից, ապա֊ 
ցուցվոււ/ Հ՜ որ, եթե ընդհանրացած ւոեղաւիոխման վեկտորի վերլուծա թլան 
արսսսհալտոէ թլան մեջ բռւվաբւււ րվե [ միտքն ղլ խավոր անդամով, երբ կիսսւ֊ 
հարթ ա թ լան մակերեա /թին կիրառված է բախշված բեռ. ապա պլաստիկէո- 
թ յան հարթ կսնւոտկտա/ին խնդրի լա ծում ft. նրոթի tn и աի ճան 1Иլին ամրա֊ 
պնդմամր, բերվում Լ 1\ { է, X 1 ~ : ֊ Л' —1 0 Ղ I). կորիզով !երեդ- 
հորքի աոաջին սևոի սինղտ.լրսր ինտեդրսլ հավասարման (2. 17) [ած
մանը!

Օդտվելով K. է, X I —- 1 / 1 ,1----X ) ւււեսրի կ՛՛րի՛/ ունեցող աոաջին ե
երկրորդ ււեոի ինտեդրալ հա վ ա и ա ր ո էմնե րի լուծման 4. ՛!'. երեքնի | / , առա
ջացրած մեթոդից, ա սա ի ճան ա լին ամրաւդնդմ ամբ պլա и տ իկութ բոն կռնւոակ- 
ւոալին խնդրի հիմնական ինաեդրալ հավաи արմ' տն / ՀՀ. 17 ) լուծու մբ կարելի 
Հ նե րկա լտընե լ փակ ձևով, սեղմվււղ մարմինների ինչպես սիմետրիկ, նալն֊ 
պես ե ոչ սիմետրիկ բեռնավորման ցեպրա մ։

11րպեււ կի [till unt թ լան րննա րկվէէւմ / հարթ հիմը ունեցող կարծր 
շտամպի Հ.նշամը սչ֊դծա/ին աււաձդական կիււ ահաբթ ա թ ւան վրա, կենա րոնա- 
ցած խ ումի կամ Լ( մոմենտի աղդեցութլան ւոակ, որբ կիրառված 1՜ չտամ՛ 
ւդի մեջտեդու if:

եշենր, որ ալստեղ առաջադրվող ասաիճանալին սւմբ՛ա պնդում ով պլաս
տիկա թ լան ւոեռռւթ լան կոնտակաա/ին իւնղբի լսւծման մեթռդբ դմվար չԼ 
տարածել պրակտիկա/ի համար շատ կարևոր երկու սեղմւէող մ ա րմ իննե րի 
կոնտակտի իՀհդրի վրա հառւոտտված ռոդրի պա /մաններու մ, երբ ռոդրի դե֊ 
՚իործ ացիալի արաղությունների և բորվածաթլանների միջև կապն արաա֊ 
հալավում է, tnu ա իճանա /ին օլւե՚ււրով:
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ФИЗИКА

Э. В. Чубаряп

Запрещенные 3-переходы первого порядка

§ 1. Матричный элемент ^-перехода

В последнее время Феиманом и Гелл-Манном |1| была высказана 
гипотеза, что в /-взаимодействии имеют место Г и .4 варианты. Эта 
гипотеза экспериментально подтверждается.

В настоящей статье для V и .4 вариантов рассчитаны такие эф
фекты, как угловая кореляция электрон-нейтрино, продольная поля
ризация электронов в случае 0—0 переходов, а также продольная 
поляризация электронов для перехода с изменением спина ядра 
(лёгкие ядра).

Пусть нейтрон движется в поле, которое вызывает переход

fi -► Р 4- <•' ֊I ■ ՝•.

Уравнение Дирака в этом поле представится в ни ։е:

£ф^(^4֊У)Ф (1)

Ф — здесь, волновая функция нуклона Ф | -Հ j •

V֊ оператор возмущения, пропорциональный интенсивности ноля

Ч', (грГЛг).

Оператор возмущения должен быть скаляром. В силу свойств ком
мутации у матриц возможны следующие пять типов операторов воз
мущения:

= к* (ՓԺ*);

V// = #/.(Ն՛ тгШ
Ул = £д

1’г = 
где

I
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Известно J2], что волновую функцию электрона внутри ядра. г. е. 
для рг«1, можно представить в виде:

а = < Ti 'Н) V' £ I՜ 1 ~ 12:: । Հ- 1 ;
° 2 I

где р — импульс электрона, п — -Հ — единичный вектор в направлении 

вылета электрона; та — единичный спинор. Постоянные у-i , & имеют 
следующую форму:

й (Гх + ПУ^ Ц-Ьг/е-М 
Ко= * 2У21

, (7, - 11 У*. — 1 ֊ր i*Z ]/ £ — I •
2i У 2г

'J’ _ 'Հ _  G .Ve — г с — /»»

а' = _ 3ՕճԼ՛ ևՆ+JL ■_ W* Հ :-՜Դ :
* |/ 2- (2тх 4-1) 2 1 ՝ Р ■“ Г 5 4֊ 1'

3' = ->;1г Լ֊ M-L - ^՜- . n֊p: Կ ’"‘lb
ք У2Г(2у։ + 1) լ 2 է֊ 1 ֊\ Р 2 I 1/

a..= h’՜֊
21 у 2г

Հ Հ — I,;

I-. -) I ՚ 1 I
! I

О _е(Гз + 2)У£— I i'j.z 1 £փ| .
4 J 2a

12Г.271 -I- Ц 
г (27?֊M)

(2zp/j

2Г(‘։4*/Т՜' 9^

Л' - rL Л-e ~p (2/"-)’"';



Запрещенные 3-переходы первого порядка 109

^7; 7։ ֊ււ՜-րՏՀ 72 = I 4 — րև։ .

Матричный элемент перехода, соответствующий испусканию электрона 
в антинейтрино имеет вид

,И=։ (4)

так как волновыми функциями электрона и нейтрино являются |3| 

.s=U’~q_s е֊*',

где
.֊—------ / I \ г i I \

/г i < r zw. / • \ ֊ , I ■՛ s — m, / ». \ —v,Հ ' Ji I __ ±P p Ջ.= I —'՜'11 Г

\ £ + Mf / \ Տ փ ՚

В случае двухкомпонентного нейтрино ու.,-֊ 0, тогда s= q и

H 1 / I \ — e - чt -fl֊s =—-[ * ’ где 7 = д՜-1 * V 2 \ з v / 4

Если представить H в виде

Тогда вероятность S-перехода будет пропорциональна величин.

S,- V Л1..։ЛК ։?|'Й! + о . (5)
— ”1» ձ

У» =± '/з

] —• »
Здесь мы учли, что = .у (I = ••

■—единичный вектор в направлении испускания нейтрино.
При рассмотрении запрещенных переходов первого порядка в 

разложении волновых функций электрона и нейтрино надо учитывать 
члены, включающие г. В этом приближении следует также учесть 
движение нуклонов в ядре, так как они дают вклад такого же по-
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рядка (в случае легких ядер) в вероятность перехода, как и учет раз
меров ядра, кроме того в гамильтониане для тяжелых частиц должны 
сохраняться члены пропорциональные и а.

Рассмотрим V и А варианты. В -лом случае гамильтониан взаи
модействия с учетом иесохранення четности будет иметь вид: при
нимаем. что нейтрино двухкомпонентное).

’I'»' Ն -г ЯлСЗДлЪ (G)

Подставляя значение волновой функции электрона и нейтрино, для 
оператора V с учетом членов порядка г получим:

V = j — 1րրՀ Հհ /) <’«)£•

X « fl 4֊ з z/) 4֊ /( = Հ X

X |g -1֊ 7V,£Л(Ч^Ч)^4-
т Яд 4Հ г.'.’П,) i -:i3|> Լ [ ) к*(1 й/ր) dz.

Произведя умножение матриц и введя следующие обозначения:

Հ=Հ^-( ՛։',«-■: Т„,ч. g,։ ■՛’*■«Л:

для оператора Г получим следующее выражение:

ք ՛ՀՀ. -л՛ ( ֊ /Հ <//?о - О/ </'■ " *

— («; + ?; =w) р/?0 5<р,.-т^) + ?; + а; ;/«04-3;3,.6/А.. (8)
При этом матрица Տ примет вид:

ձ՜ = |№^.ն (9)
ե;

где
(Հ4-Հ3" (.Ն. -- Հլ;»։Ա։«Օ, 1. с. ПО)

В последнее равенство введены следующие обозначения:

А , • И 1 — /Հ ; - ՜0 г qRu -»■ ՜; <].v I vp.-) \ I A = > )( — /Հ) ՜p

T 4՜ '■ \ Oil;)'

Aoi 3 5<jf = ( — Po 4 t0 4֊ qRn A zt qt,\ 1Ն-,.) (1 ■ ; >) \pR', 4- ՜. p,:\ O(14 ;

Aiv՝ -j-3 ( — /"'o -Ւ 5 ՜օ 4՜ 4՜ 3< <?л Ռ/л) (1 4՜ 3 ( <յ^ —5,-Յձ./Wa.);
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Дп +ՀВ։։ = (р/?0 - =.7'/1Ն< I (1 4֊ О v) (рЯ’ է- в։-рЛ’.ч.);

Д1е 4֊= В.с = ipR0 -Ь 7, /\.То/к) (1 -Ь з v ) ՛ з т'л 4- о. зх էԼ :

Лег В.с — <3 П10 4- =/=,.■ /,‘р, ) ( J 3 > Н 3 ,по~ z<z- (И)

Кроме того
ли = д;А.; в«=в;к.

Разложим тензоры /и;* и Т„11{ на неприводимые части.

և-է< = foil.- Կշ Հքհմօէ -г 1 /Ն֊4>

где

Г«*=4.,= pf=? ( ֊‘^^֊ % ֊

էս = fi,։ J4$ ե± 4Fi(fc; է, = ք»„ = |Ч? ֊ "^՚ 

ս

'i =• է ո՜ր где «о = mQ 4֊ /7„.

В тльнейп։ем нам понадобятся следующие комбинации коэффи
циентов 7.1 11 3;.

4- /ՀԴ ^/fr. 7-.՚հ ■ — Z^- a‘at--- k'/fc - '?>?.'•

— Z {‘Հ1^ ֊/1м-

Исиользуя значения коэффициентов а/ и 3, (/ = 0, 1,с . мы для коэф
фициентов л„՛.-, /,ч-. ;ч.՛,՛ и Պ;Է получим значения приведенные в табл. 1.

§ 2. Переходы без изменения спина ядра

Рассмотрим 0 0 переходы первого запрещения. В этом слу
чае вклад дадут скалярные части тензоров /о<л и Го/*, гак что мы 
будем иметь дело с матричными элементами Cj!, С? и Շ?. Для коэф
фициентов /Ь* и В;к получаем следующие выражения:

-Ն, = |- Հ+1/յ?Ժ|։; /?„„ = Ч-С? 4֊

Д„ */>'-.С£|։; Л„= ՛ р=|С?--{2л(«Т)-«|՛;

А.։=֊«;(֊СгС?+1М-С?’);

«О, - {Ո 4՜ i | '«1) ֊ сГС; + ՚ձ? , C'r|=);
О
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Лл = |С?!։: В„ = -/С?=;

Лое-֊=(-С? | ։/»?С? 1 С?'; Й,-Д(-С£ - '/з?С? С?՜:

л„ ֊=՝;,р н. ՝;.лР[П (■ <• |П:|)с;с?՝. (i?)

Из (10) следует

Sjfc — Л...А ,ц 4֊ ՜/jk (Л,/. С Ո BikH' փ- 7,։/.|7z/y!fr] |

-+-) (/..*■ |Л«)| 5Л (Bikrt . (13

.Учитывая малость az, разложим Х?Л., /ikf ;i,> и »4rt, приведенные в таб
лице 1 в ряд, причем оставим нулевые степени az для членов 0.0; 
0.1: 1,1; первые степени az для членов 0, си 1, с и вторые степени az 
для членов с, с. Получаем значения, приведенные в таблице 2.

Таблица 2

7Jk ’i/Л-

0.0 1 .. P 0
•8 S

0. 1 1 1 A 0
i

1. 1 1 1 A 0
'֊

f, 1՜ («)3 J 1 °
4 i 4 i 4

0, г 1 аг /> ’֊ 
— 0

о : 2 2

1.с Е a». 0
2 2 . 2

Подставляя (12) в (9) и учитывая внесенные обозначения, мы для 
угловой корреляции электрон-нейтрино после суммирования по спи
нам электронов получаем

= 1 + vrw 11 4- (14)
\ - /

и для поляризации электрона после усреднения по направлениям ис
пускания нейтрино

о <? - I л \
——— ։= 1 4 wz g I 1 4֊ — |. (15)
№прЯН * f

I. е. продольная поляризация электронов будет

(16)



Запршейлые >-переходы первого порядка ИЗ

где
г,™. - Л- Р i С՝; J1 :/>•■ + q* - -2pqv) + | Հ,!=֊ ֊~ ? -

| 9 4

-֊ % '</ + VP 1 Re հ,/՚> 1 ar Re Հ 4֊ %’2 О? т ер! Ret.1',

л = 1 с?|։ |։г Re)!i +*'« 41' ' :
3 lv под»!

(17)

где
о_ с°. 
“՜ Cl՛

§ 3. Переходы с изменением спина ядра (легкие ядра)

Рассмотрим теперь случаи легких ядер. Мы будем учитывать 
члены порядка (az)’, т. е. оставим члены (az’, (az)(p/?oi, (az) г’ялр.։, 
а остальными членами пренебрежем. Тогда согласно (9) и (10) и 
табл. 2 в случае вариантов V՛ и А получим:

-|- Re • Вас — В՝.<} п ֊+('֊֊Н+
4----- * Re (Ric 4- Rqc)

£
(18)

где Aik и Вт определяются согласно (И).
Рассмотрим распад неориентированных ядер. Усредним .матричные 

элементы по начальным проекциям спинов и просуммируем по конеч
ным проекциям, в результате получим:

= ( с’+ Ч, հժր) сГ^ + (С?.+ >/, gei ‘з q Ci- )сТ;

Во. = Д(— Cj ։/rfC°r) С,Ч' + ։/>1- c°. + ?cj iqCfr'lCZ]-.

.4:. ( рп:. CicT՛.,, - (Ci ZCT'CS':;

S„ 1 p;«|CJc;% (Ci ZC’rlrfT;

•4„- CT-՛-; (Հ-г,,.; ֊ '/.IcS c? (19)

Определим среднюю продольную поляризацию электронов. Для 
этого достаточно выражение ՛ 19) усреднить по направлениям испуска
ния нейтрино и подставить в (18). Совершая эти действия, получаем: 
8 Изпйстно .Ml. серия фп.ч.-шт. нпук, ՝• -



Կհ/К I4h/K

0.1 1 - 7»~՜7» + 1 P
ն + ։ 7s~7i+3 e

i. J i

c.c 1

О, с I

t.e ւ+»յ=ԱՋՈճփյլ
«г Ն֊Ն-րձ в

1 H»*1
‘ l»-7։+3

7«
2s

_7լ 
։
71
t

1 7H-71+1 
։ 7։ -71 + 3



Таблица 1
Vjk/K r,iklK X

։
aZ
l

*4-71
2

ր toz ti—7 յ 4-1 1 az -;։+7։4-3 ?(1+Ն> Ջ=Ծ±ձ 
o« 71+1 7»֊7։ + 3 ։ I4-7i 7«~7i4-3

_P_ 
£

az
2i

Ջ+1|6ւ«

P_ 
t

az 
ւ

*—7i ~ (օշր)« 
2

P_ 
։

az 
t

az 
2

£_ +1 1~~7* ТД-71+1 
t 7։~7։4-3

Jr*‘O_ 7*4-714-3 
azt 7t—7|+3

: 73-714-3
2 ' 4
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= 1+ тслйч---)- (20)
И‘о0Л1 \ ։ /

где
«'.шли = -1-” ’’ 11 d!’ + |С?’ «„• I и Re h ֊ ձ + 4,(9 + *Р 1 С?1 СГ«« ’ +

•1

с". + 4, (Ч + vp) # 4- ' (q - Vp 1 dr I a: j;

X-—— Ке[С?СГ^+(С^-/С'г)СГ|. (21)
3 »v лам

Итак для поляризации электронов получается слсеующес выражение:

Во всех приведенных формулах постоянные /%, А?о. тп, -.9, а9, То, t9. 
и /0 заменены на Cj, Cj, Շ«. СՀ Շ«. C\, C't, Ст и С',\ соответствен

но.
В заключение приношу благодарность доценту Саакяну Г. С. 

за помощь, оказанную при выполнении данной работы.
Ереванский государственный

университет Поступило I VII 1958

I». «Լ. 2:»ptupjcuG

ԱՌԱՋՒՆ ԿԱՐԳՒ ԱքԳեԼՀԱԾ ?-8РЛгПМГЬЬР
II 1Г Փ Ո Փ Ո МГ

*՝,,'[-,1ս,^'ո1-մ հաշվված են աոաջին կարցի արրլեչված '• տրոհումեևրի հա֊ 
վանականու թլունները վեկտորական ու պսևղովեկտորական վարիանտների 
քեպրամ, որոնք, րստ վերջին մ ամանակների տեսական պա տկե րա gnilfil ե ր ի,
4երաղաււե չի են մլուս վարիանտների համ եմ ա տութլամր է

'Լերջնական արդլունքնևրն ստացված են կամավոր 
րում, երր անցումների մ ամանակ նրանց սսլինր liiinuf է 
են րևրւյած (րիվ ‘,ավանականութլան |ա£'</ րանաձև 

մ իշուկների րլեպ- 
անւիուիոիււ Դուրս 
էլեկտ րոն֊նև լա րի-

նո֊անկլունա յին կոո ելլա ց իա լի [ տե и րտնաձև (1У և է չե կտրոն ի ևրկալԱա֊ 
կան բենււացման խւձ'ս բանաձև (10 րանաձևհրրւ

Թեթև միջո, կնև րի համար հաշվված են ս/րոցեւ/ի (րիվ հավանականա • 
թլոլնր | տե II բանաձև (V1 և Լ/եկտրոնի երկալնական միզին րևեոացումր 
|ք>ս/նաձ1է l֊֊J| նաև աչն դեպքում, երր միջուկի սպինր ւիուիոիյւքու մ է մեկովւ
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ГЕРМОДИНАМИКА

А. А. Акопян

О втором начале термодинамики

§ 1. Цель исследования

Второе начало феноменологической термодинамики может быть 
разбито на два положения.

Первое из них состоит в утверждении
|1, Д| Существуют функции состояния: термодинамическая темпе
ратура (0) и энтропия (S).

Приращение энтропии в элементарном обратимом процессе

G

где DQ — количество теплоты, подведенной системе в этом процессе.
11, Д| часто называют принципом существования энтропии.
Второе положение устанавливает особенности изменения энтро

пии в необратимых процессах и может быть выражено неравенством, 
которое мы назовем неравенством (з).

Давно уже отмечено существование а микромире фактов, про
тиворечащих этому неравенству.

Как известно |2, 4]. количество теплоты элементарного обра
тимого процесса

А
DQ = Cd( + (1.1)

I
поэтому |1. Д| эквивалентно следующему утверждению:

|1, 15| £>Չ не является полным дифференциалом какой-нибудь 
функции состояния, но существуют интегрирующие множители вы
ражения l l i, превращающие />Q н полный дифференциал.

* Температура /, определяемая посредством произвольного, например, ртутного, 
термометра, называете։։ эмпирической.

Эмпирическая температура 7. определяемая па основании уравнения состояния 
идеальных газон

pv = п RT 
называется абсолютной температурой.

Температур» 0. о которой говорится в |l AJ, называется термодинамической. 
I»— одинаковая для всех систем функция эмпирической температуры.
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Один из этих множителей

О

После исследования Каратеодори |1| об основах термодинамики, 
иногда (и все чаще) рассматривают обе части второго начала как- 
вполне самостоятельные |2|.

Тем не менее содержание второго начала обычно выводится из 
какого-нибудь одного постулата: Клаузиуса, Томсона, Каратеодори 
|3, 4, 5, 6, I].

Хотя точный смысл неравенства зависит от исходного по
стулата, однако оно при всех случаях приводит к заключению, что 
в необратимых адиабатных процессах энтропия увеличивается.

deS>0

(индекс а означает .в необратимом адиабатном процессе’).
Между чем давно отмечены в микромире такие необратимые 

адиабатные процессы, при которых энтропия уменьшается |7|.
Известны и другие случаи, когда хз неравенства (а выведены 

нейравиль11ые заклточения.
Поэтому, при желании изменить содержание второго начал?, 

сделав его применимым ко всем необратимым процессам, не следует 
исходить из указанных постулатов или из равноценных нм по ши
роте содержания — негативных (т. е. запрещающих некоторые классы 
процессов) положений.

В настоящем исследовании показано, чго принцип существова
ния энтропии

1) может быть выведен без пользования каким бы го ни было 
негативным положением: достаточно только принять, что в каждой 
системе —как и в идеальном газе — выражению DQ присущ интегри
рующий множитель, зависящий от эмпирической температуры;

2) приводит к таким заключениям о некоторых необратимых 
процессах, которые не противоречат известным в настоящее время 
фактам.

§ 2. Первое начало, его некоторые следствия

В настоящем исследовании роль первого начала очень сущест
венна. Поэтому мы несколько остановимся на нем и рассмотрим не
которые из зависимостей, к которым оно приводит.

Заметим, что в §§ 2—6 все процессы предполагаются обрати
мыми, так что под словом процесс нужно подразумевать „обратимый 
процесс".
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Пусть U и dU — внутренняя энергия и ее приращение в эле
ментарном изменении состояния системы, a DQ и DWe — теплота и 
внешняя работа в процессе, которым осуществляется изменение со
стояния.

Согласно первому началу

dU=DQ + DWe {е —cxteriori. (2.1)

Предположим Xj,x2,.., х* — величины, при изменении которых на 
r/x։, dx2,---, dxk совершается внешняя работа

к
ОIV4 = X.dx, 4- X,dx. փ • ■ ■ փ XtdXi, - V.Y, dx., 

I
>2.2'1

X:- обобщенная сила, сопряженная с обобщенной координатой х,.
Изотермическому изменению х» на dx^ соответствует скрытая 

теплота

a,dx, 
•/֊ 1,2,.... k

(2.3)

Кроме того, при постоянных х։, х.,-.. хд, для изменения температуры 
на at необходимо количество теплоты Cdt, где С = С’х—теплоемкость 
системы при постоянных х։, х2,-.., х*.

Таким образом, теплота элементарного процесса, в течение ко
торого температура и обобщенные координаты изменяются на di, 
dxx, dx2,->-, dxk

DQ — Cdt 4-^\dx,. 
i

Из (2.1i. *2.2) и (2.4) имеем
к 

dU-Cdt +V(zYv4֊3v)tfx,.
I

Отсюда вытекает, что

U = Ա{է, х։, xs.-- •, х*)

и н общем случае
С = С {է, х։, х2, - • хЛ)

з, — СмП*, х։, х2։. •., хк}

X. = Л', (Л Xj. х2. • • •. Xi,)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Из (2.5) получаются важные зависимости двух типов.
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В самом деле. £7—функция состояния и в 2.5.1 dU полный 
дифференциал. По свойству последнего имеем'

дС д Х. 4-3.
dx, eft

* = 1.2,-.,Л

ժ IX. փ з, I 
дхь dx,

•. /. = 1, 2. • • А; ■» i >■

(2.8 ■ можно записать несколько иначе:

ժօ. Ժյ* рЛ\ dX,
ծ Xi dx> dx, dx. •
*.). = 1. 2, —, /»•; •* «у >.

§ 3 Примеры

>2.7

(2.8)

(2.9)

Простыми называют однородные системы постоянного состава, 
подверженные только внешнему давлению р.

Здесь число обобщенных сил А=1: обобщенной координатой 
и сопряженной с ней силой являются

х։ — v, А\ — —р (г* - объем системы) 3.11

и внешняя работа
D\Vf = — pdv 
ռզ = cdt - z.dv

(?.2j

где C = C. -теплоемкость системы при постоянном объеме, а

dU—Crdt — (պ-р dv

13.3)

Так как А* = Լ то зависимости 2.8) и (2.9) теряют смысл, а (2.71 
принимает вид

/аС\ = / </(0!—pi
\ dv Լ Լ at |3.4)

Частным видом такой системы стужи г идеальный газ.

• Во лссх общих ллписпмосгях индексы при частных протполпых, укатмпаю* 
пин на иостоянстло педичин. опущсиы Такими нндсксдмм смабжены частные про 
инюлпые при переходе >. частным случаям.
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Пусть п, Т. р, v и с:,— число молей, абсолютная температура, 
давление, объем и молярная теплоемкость при -г — const.

Тогда —по определению идеального газа

pv = nRT, (3.5)

c^cv\t). (3.6)

ն = -r P> (3.7)

C = ncu (3.8)
причем

ft — const.
Поэтому

( ֊ ) = п (—*) = О 
\ (>v /, \ dv /,

По ;3.1) и (3.7 А', | а, = р :-р — 0 в, следовательно, 3.4) прини
мает вит

0 = 0.

Нужно также иметь в виду, что в случае идеального газа но • 3.41 
и (3.6)

=}dv - pdv — nRTd\n v 
и

Z9Q = п (cvdt 4- R Tdhm 3.9)

Рассмотрим системы, в которых k 2.
Пусть верхнее основание однородного металлического цилиндра 

закреплено, а к нижнему основанию приложены:
растягивающая сила /Հ линия действия которой совпадает с геометри
ческой осью цилиндра и пара сил, момент Л! которой параллелен оси 
цилиндра.

Теперь
Л. = Р, А'.. = .«И.* * •
А', = /, А֊.. =

где / длина цилиндра, а у —угол поворота нижнего основания от
носительно верхнего.

Положив

-(f),.;
имеем

DQ = Cdt 4- OjrfZ -|- Յշմօ.
dU - Cdt -I- 7> 4- ն) dl փ (Л1 -|- x, i d?,

и no 2.7 j
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/ժծ\ /ժ(Ք4-օ>) \ ։ /<]С\ /ժ(յք + ч)\
\ ժ/ lf,Y \ dt է։/ V»//.r \ )/.ք

Согласно (2.9)
de* дМ dP

дъ д1 dl Ժ?

Для нас представляет интерес другая система, в которой k = 2.
Пусть А' к А" простые системы, объем, давление и темпера- 

гура которых соответственно равны

v',pf, Г; Г.

Назовем системой Л совокупность систем А' и А", приведенных в 
tn ерническое соприкосновение.

Вследствие термического соприкосновения, температуры է' и 
становятся одинаковыми

է՛ - է" ֊ г, (3.1П

так что система Л термически однородна.
Во всех других отношениях системы А' и А" сохраняют полную 

независимость. В частности изменения dv’ и dv" их объемов незави
симы одно от другого и теплоемкости С' и С՛՝' являются соответст
венно функциями состояния систем Л' и Л":

С' = C'(t tH, С" - С՛’ it, v" 1

т. е. ժ֊£=օ. 
dv"

&0

dv

3.12)

Таким образом, в системе Л

(3.13-D = — p'dv' — p"dv” | 
£)Q — Cdt -- e'dv' 3”dv" 1

»

где

C = C + C Հ a'

и согласно (3.12)

DQ = —• 
dv dv"

dC дС
dvf dv'

dC
dv"

dC' _֊ — ■ - •
dv"

Ila основании (2.7), (3.12) и (3.14) iможем написать

дС dC 0\з' —р'} dC dC dil' -p"\
dv' dv՛ dt dv՛' dv" dt

a (2.9) примет вид

ժօ՛’ дз” 
dv" dv'

. °ճ.\ 
dv՛')

•

3.14)

(3.15)
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причем вследствие независимости состояний систем А' и Д" каждая 
из частных производных в (3.15) равна 0.

В частном случае, когда /V и /V'— идеальные газы

С' = /ւ'Հ, С" = ռ"հ, Հ Հ (7), с' - Հ (6),

<з'=гр'. 7"--p" (3,16)

и выражению DQ в 3.13) может быть придан вид

DQ = п՛ RTd In v' I - n" (cpdt փ RTd In Z) (3.171 

аналогичный '3.9).

§ 4. Примеры систем, в которых DQ имеет 
интегрирующий множнтель

Согласно 3.6 в (3.9 cv функция температуры. Пользуясь 
этим, можно ввести функцию у = > , удовлетворяющую условию

db = ^dt, i4.ll
Г

Тогда, разделив обе части 3.9) на 7 и имея в виду, что

п = const,

получим

—֊֊՝ — dn խ Iէ) 4- R In 1. 14.2)
T

Правая часть -1.2i представляет дифференциал функции 

п (•!» • /) փ R In -z’l

и, следовательно, полный дифференциал, а интегрирующим мно-

1 жителем р служит —•

К аналогичному результату приводит и (3.17):

= dn՛ [֊(/(/) + Kin®') - dn" խ"(Ւ) + /?1ո®"1, ,4.3)

где
с՝ с՛

d-՝S - -2-dt, db" —dt.T . r

Сравнивая 4.2) и (4.3) с • 1.ճւ. мы заключаем, что
.1 в случаях и iea.ii.uoro газа и ւ рмически однородной системы 

отделенных друг от друга идеальных газов выражению DQ присущ 

интегрирующий множитель р— • л роль термодинамической тем

пературы 0 играет абсолютная газовая температура Т.



124 А. А. Акопян

б) энтропия Տ п молей идеального газа

Տ = п [* Այ - АМп г).

В термически однородной системе отделенных друг ог друга идеаль
ных газов

dS = dS' փ dS".

где 5, S' и S* энтропии систем .4, Д'. Л*.

Следует иметь в виду, что. если у - является интегрирующим

а 
множителем, то и р • где о произвольная постоянная, также

будет интегрирующим множителем.
Если бы газы Д' и Д' нс были приведены в термическое сопри

косновение. то их температуры t и է были бы различными и вместо 
(3.16) мы бы имели

л'ЯГгЛпУ л i\.dt՛՝ R’rd\\xV\

или. введя функции •'/ է՛ . -у I՝ ,

I)Q T'dn'\y l’, + M\nv’\ rdn"\y Г +Rr/lnt’"|;

из этой зависимости нельзя получить 4.3 . так как Т'=# 7'".
Это пример, подтверждающий общее положение, что в терми

чески неоднородных системах DQ нс имеет интегрирующего множи
теля.

$ 5 Вывод положения |1, Б|

1 . Естественно допустить, что кроме рассмотренных только что 
систем могут существовать и другие системы, в которых выражению 

1.1 для DQ присущ интегрирующий множитель у =у Ո. оказываю
щийся функцией только температуры.

Определим те дополнительные зависимости между с, з,, А\, 
при которых это имеет место, н функцию у = р ւ .

Предположим, что выражению 1.1 в некоторой системе присущ 
интегрирующий множитель р = р է , тогда

p/JQ = ?Cdt 4- V р. (5.1

будет полным дифференциалом.
Вследствие этого коэффициенты ус. рз, должны удовлетворять 

условиям
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сЧ?С> Ժ ?շ.
их, dt

■<=- և 2.--. k

Ժհ-*.) ճՁ2ւ_
Ох. Ох,

՛*, >. = I, 2.-• - . к\ ՛* а

(5.21

1'5.31

Так как р » р(/|, то, воспользовавшись (27 , можно 5.2 записать 
так

<*1ու» г । дХ. | 5 ։
dt 5, dt

или, придан индексу • все значения от 1 до к.

Ժ1ո& 1 dA. 1 дХг I дХ*--’ _ ... о - 5.5)
dt s։ <// =. (ft 'З/. dt

Таким же образом, вследствие того, что ? не зависит от лР -<-,•••, л\,

А = =0 
dxi ох֊.

и i5.3. вместе с 12.9 приводят к зависимостям

Ժտ. ծ՜.

Ох, ох.

Основными для нашей цели являются соотношения (5.5); .5.6 будут 
использованы позже, хотя (5.6: тоже легко приводят к выражению 
интегрирующего множителя.

2՜. (5.5 означает, что во всякой системе, в которой выражению 
DQ присущ интегрирующий множите.;։» > = ;• /I, произведение

J ОХ.
3. օէ

должно быть одинаковой для. всех значений индекса >. функцией тем
пературы.

Назвав эту функцию ՛• г , имеем из (5.4

d In?
dt

• оА
-57)

V- 1. k
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Так, в случае цилиндра, к нижнему основанию которого приложены 
растягивающая сила Р и пара с моментом, равйым М ՛§ 3), произве
дения

1 дР I ()М-----— и 
օլ ժէ os dt

должны быть одинаковы и равны функции «»(/).
В термически однородной системе Л, образованной отделенными 

друг от друга идеальными газами А' и А", согласно 3.13) и (3.16)

А" = — р՛, Х"=-р",

* = +р', *'=+р",

и поэтому (5.7 имеет вид
tfIn.о___ __________ _____1/<]/լ"\

dt ՜ pf \dt Л- p"\ dt ).Հ

Но в идеальных газах /V и А"

(°Р'\ =.pL,
\ dt Հ. ՜ T ՚ \ dt )„• 7

и таким образом

= - — (5.8)
dt T

Мы пришли бы к (5.8). рассмотрев систему, состоящую из одного 
идеального газа.

Интегрируя (5.81, получаем

₽ = ֊֊' (5.9)

где /1 — произвольная постоянная.
В § 4, на основании (4.2), мы установили, что. в случае идеаль

ного газа и термически однородной системы отделенных друг от друга 
газов интегрирующий множитель

p = -L. (5.101
Т

Там же было отмечено, что, если (5.10) является интегрирующим 
множителем, то при любом значении постоянной а (5.9) также будет 
интегрирующим множителем.

3 . Можно сделать еще один существенный шаг, основываясь на 
том, что две произвольные системы .4’ и А", приведенные в терми
ческое соприкосновение, можно рассматривать как одну термически 
однородную систему Л

Вследствие этого внешняя работа и количество теплоты в этих 
системах выразятся так
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к' г

DW՝, Yx'.-dx . Օ«Հ= ^X.dx. ~ * —
I 1

г *•
DW, £x'.dx, -i^X'.dx..

I 1

r 

DQ' ~c'dt + ՀյՀ.մՀ. 
։

DQ" Cdt •)- У ՝\ dx\.

r *•
DQ r-. DQ' + DQ-- Cdt + Vo dx‘. 4- ^Հ-ՀՀ.

I t

Здесь 

и так как
С — С -f- С'

С'=С(/. Հ, Հ,--. Հ.ւ. <T=C*U, Հ, .<• • •. л;.)

(1С_ = дС ас = dJC
дх\ дх\ дх\. дх[.

(5.П)

(5.12)

(5J3)

Предполагая, что каждому из выражений 5.12) присущ интегрирую
щий множитель (?'. р". ;), можем согласно (5.4 и 5.5 написать

d’np' . 1 dx'- ¥, = ։ 2
dt Հ. dt

մ In p = I dX._  £ ՕճԼլ 
dt Հ. dt g’. dt f •

Ввиду произвольности систем Д' и Д". заключение, к которому 
приводит последняя строка ,5 14), таково:

|5. Л| Если в любой системе элементарному количеству тепла 
присущ интегрирующий множитель, зависящий от температуры, то 

1 дХ՝ rflrtp
произведение֊ и рапная cmv произполнпя должны быть 

в. dt ' dt
одной и той же функцией температуры для всех систем.

Следует заметить, что в той мере, в какой осуществляемые про
цессы можно считать обратимыми, зависимость (5.51 и заключение
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* ■՛— ~~ ՜ ■՛' --՜ - ՜ '■ ~ - —-  а*

|5. Д] допускают экспериментальную проверку и были бы подтверж
дены экспериментом.

4 . Выше, 15.9 . мы видели, что и случае идеального газа

а 
и ֊ у

где <1 произвольная постоянная, л 7՜ абсолютная газовая темпера
тура.

Поэтому, основываясь на (5.9) и [5. Д|, можем удвсрждать:
|5, Д| а зависящий от температуры интегрирующий множитель эле
ментарного количества геплрты для всех систем один и тот же и 
равен

а о — —.
Г

тի՜», Ь| б) термодинамическая температура 0 = и таким образом 
а

ձ 
' 0՛

Термодинамическая температура пропорциональна абсолютной 
газовой температуре, пуль обеих шкал совпадает.

Обычно принимают а — 1, и тогда О = Т.
в։ в термически однородной системе

<էտ = 
о

т. е.
ՕմՏ - 7՝rf5,un.

где

ԺՏ' ֊^-
<<‘> Hill ---- ~

Совокупность пунктов и, 6. в jo, 15] эквивалентна [1. Д| или |1, Б].
о . В этой статье мысль о возможности существования интегри

рующего множителя Z)Q, зависящего от температуры, связана с иде
альными газами.

Тем не менее, при нежелании обращатсья к свойствам идеальных 
газов, можно функцию 6 = pi/« определить следующим образом.

Из 5.7 получаем

In р — I w (/) ut 4- In а 
и

? — ае՛

где <i произвольная постоянная, а функция ш է считается установ
ленной по данным эксперименга.
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§ 6. Несколько полезных соотношений

Некоторые из зависимостей, полученных в предыдущих парагра
фах, представляют самостоятельный интерес и широко используются.

1. Так, выписав выражение для элементарной внешней работы
Л

DIV'..--У X.dx.
։

и сопоставив с зависимостью 5.6,

дХ,  ОХ, , 
Ox-, dx\

приходим к заключению, что при t = const DW, полный дифферен
циал и поэтому в изотермическом цикле

(/Ж«0. 16.1)

Этот очень важный результат называется теоремой Мутье и находит 
широкое применение в физической химии.

(6.1 можно рассматривать как постулат Томсона в применении 
к обратимым циклам.

2. Приняв о = -у, из *5.7) получаем

(6.2)
Օէ ՝

а (6.2 и (2.7’1 дают

?• частном случае, когда DIV՜, —pdv,

х,^,, С = с„ ,։=(g)(;

поэтому 16.2) и (6.3) принимают вид

§ 7. Об изменении энтропии в некоторых 
необратимых процессах

Хотя принцип существования энтропии относится только к обра- 
1ИМЫМ процессам, но с его помощью можно установить знак измене
ния энтропии в некоторых необратимых процессах.

Ниже рассмотрено несколько таких процессов.
1. Пусть равновесные состояния I и 2 бесконечно близки, а пе- 

- И-шестни ЛИ. серил <խւ.Ն- «п>. паук X» •
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реход из состояния 1 в состояние 2 может быть осуществлен и не
обратимым и обратимым способами.

Теплоту и внешнюю работу необратимого процесса обозначим 
через £)Q и ՕԱՀ.; те же величины в обратимом процессе будут ZJQ 
и DWe.

Известны случаи, когда

/Ж=£ЛГе=0 7.1.

например, сообщение системе теплоты при постоянстве всех 
обобщенных координат Л՜,, х»,• л>; этот процесс необратим, если
температуры источника и системы отличаются на конечную величину; 
при бесконечно малой разности температур процесс обратим .

Обыкновенно же

/_лгг>/лг; 17.2

например, если система деформируется при наличии трения или вяз
кости; если смешение газон осуществляется удалением непроницае
мой диафрагмы, отделяющей газы, то DW,. — 0, тогда как в обрати
мом смешении газов /ՉԱ7ր<ՀՕ всегда .

Случаи
DWf<D\Vt

неизвестны.
Согласно первому началу

DQ'-DWe - DQ + D\V,.

Поэтому при '7.1)

и

а при (7.2

и

f)Q DQ - TdS

dS
т

DQ<£Q« TdS 
dS>^ 

т

(7.3֊,

17.4

2. Пусть 1 и 2 бесконечно близкие состояния произвольной ади
абатной системы.

В состоянии I равновесие поддерживается внешними силами 
Л'п Х2,-• • Л\; состояние же 2 получается из 1. если необратимый 
ядиабатно-изодинамический процесс, вызванный одновременным уда
лением всех внешних сил, прекратить наложением соответствующих 
связей.
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Отнеся индексы I и 2 к состояниям 1 и 2. имеем

£Л=6\ (7.51

и можно легко показать, что

•Տտ>Տ։. (7.6)
В самом деле, можно вернуть систему обратимым способом из состоя
ния 2 в состояние 1. удалив адиабатную оболочку и восстановив си
лы А։, Х2. • • •. AT. При этом работа сил А', будет безусловно поло
жительной и вследствие 7.5 теплота DQ процесса окажется отри
цательной, ввиду чего приращение энтропии

SI֊SS=y?<0. 

т. е.
:«Տշ — ձ յ 0. I / >7 ՚

Таким образом
[7. АI во всяком необратимом адиабатно-изодинамическом процессе 
энтропия системы увеличивается.

Следует отметить еще один хорошо известный адиабатио-изо- 
динамическин необратимый процесс: выравнивание температур в си
стеме, части которой имеют различные температуры, когда обобщен
ные координаты Др л֊2,л* постоянны и внешняя работа равна 0 .

В этом случае вместе с выравниванием температур увеличивается 
энтропия системы.

3. У нас нет средств, опираясь на 11, Л|. показать, что энтро
пия увеличивается з любом необратимом адиабатном процессе.

Вместе с тем, хотя обычно в таких процессах энтропия возрас
тает. но в адиабатных явлениях микромира броуновское движение., 
флюктуации,1 энтропия может и увеличиваться и уменьшаться.

Выше мы видили, что в необратимых процессах при ,7.3.

d$M 
Т 

а при 7.1
dsJ^. 

т

Следовательно, часто употребляемое неравенство (7.4 неправильно 
при условии 7.1,1.

§ 8. Заключение

В § 7 было указано, что второе начало, основанное на одном 
из постулатов Клаузиуса, Томсона, Каратеодори, приводит к заклю
чению

Հ,Տ՝> 0.
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не всегда согласному с фактами.
Это обстоятельство редко упоминается в литературе.
Обычно отмечаются другие дефекты. Так. указывают, что. как 

постулат Клаузиуса, гак и постулат Томсона относятся к циклам |8|. 
Между тем и применении удобны юлько положения, относящиеся к 
элементарным процессам.

В качестве дефекта обычно отмечают и го, что в этих постула- 
гах и |иди| выводах из них положения }!. А| и неравенства (а) со
держатся понятия и представления, заимствованные из техники >'тер
мические двигатели, их коэффициенты полезного действия), и все 
рассуждения чужды физикам [8|, |9|.

Метод Каратеодори имеет очевидные преимущества: его посту
лат относится к элементарным процессам а не циклам); содержание 
этого постулата уже содержания постулатов Кла.узумса и Томсона. 
Выводы из постулата получаются — как обычно в физике -с помощью 
математического аппарата |8|. [9].

Однако по общему мнению метод Каратеодори значительно 
труднее, гак как он опирается на математическую теорему, неизвест
ную рядовому физику и не имеющую применений в других областях 
физики |10|. [11|.

Мне представляется, что прием, которым доказывается в настоя
щей статье существование энтропии и гемодинамической темпера
туры, свободен о г недостатков постулатов Клаузиуса и Томсона и ма
тематически совер шенно прост, гак как основан на свойствах полного 
дифференциала и на общеупотребительном критерии существования 
полного дифференциала.

К этому следует еше прибавить, что принцип существования 
-энтропии позволяет установить знак изменения в некоторых пеоб- 
рати м ы х процессах.

Поступило 19 XI 1958

Щ. IK. 2.ակււ|*յահ

^եՐՄՈԴՒՆԱՄԽԿԱՅՒ եՐԿՐՈՐԴ UWflhWb UlllM
Ա IT Ф П Ф П !• 1Г

P'A ր /I n գին ntt! իկ>է> Iի A1'կր՚1(1,1 սկգրան ,րր կտրեթէ է արորեք երկու. մասի, 
որոնք ա րհք и ո վո րա ր ա ր գիէոարկվում են որպհէւ ինքնոէ.րու/’ււ '/ րա լթնե ր։

՛երանքից աոաջինն ալն պնդումն է, թև цч/nt թրււն ու նեն վիճակի քիունկ- 
ր ft աներ թ)) թև րմ ոդքէնամ քէկական ջե րմ՛աստիճան և Տ) !;նա րոպիա , րնդ Որում 
Հակադարձելի պրոցեսներում.

DQ = W5
որ ահ էլ DQ պրոցե սի ջերմ ու թ/ու.նն Է :

^‘ք՚հւ՚՚՚ւ՚Դ ո՛րոշում /; էնտրոպիա/ի ւիուիոքսա թ/անների աոանձ~
'եւոհսււոկա թ լուննե րր անհակարք արձեէի »լ րո րևո՚/t նրա if է
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Ս./դ երկու դ րոլլթնհ րի արտածման հիմ բում դնամ են մի որևէ պոս֊ 
ատդ ատ։

1'նդ.ոճւված պոստսւլաաներր բերում են ալն արդյունքին, որ բոլոր ան֊ 
հակադարձ!։ / ft ադիարտսւիկ պրորեււնևբւււ մ էնտրոպիան աՇամ Լ , ւէ ինչդեո 
հւււրոնի են դեպքե ր, որոնք հակասում են ալդ դ բայի! ին:

Ալդ պաաճաոով նպատակահարմար կ միշտ ճիշտ (1) դբա.լ[՚.!ի աբ- 
տաձումր անջատել երկրորդ սկդրանքի երկրորդ մւււոի տ բւոած ու մ իր:

Ար։ւոեդ ՚1)֊ր արտածված Հ այն են թ ադ բու թ բոնից, որ, իդեալական 
դադերին համանման, ամեն մի ալլ սիստեմում նույնպես 1)'Հ-ի համար ար֊ 
ւոահայաս։ յանր հակադարձելի պրորեսամ ու՛հի ջե րմ ա լւաիէւսւն իր կախված 
ինաե՚դրոդ բադ։! ապաւոկիչ:

!'նդ ււմին' 1) (1-ի հետ միասին ոաարվսւմ են մի խումբ աոնу ու ի1 րս.նր 
ներ, !£յ иш։и րվամ !; Լն ւոր ո պ ի ա յ ի ւիւոիւ։ իւտ. թ բոն նշանբ մ ի քւոնի անհսւկա֊ 
դար ձ ե լի ւդրորե սն եբ ու մI
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