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А. Л. ПНнннян

Об одном основном неравенстве в теории 
функций и ее приложениях

§ I. Пусть/ г) голоморфная в круге |z|<l и удовлетворяет 
условию:

О
равностепенно обсолютно непрерывна относительно <? при р - I. Класс 
таких функций обозначим через С. Как известно |1|, функции /(г) 
этого класса имеют почти всюду на |z| - 1 предельные значения 
/(£՛’), произведение Бляшке из нулей функции /(z|.

/Нг) = П-—֊* 
/.-J - Ра­

сходится равномерно внутри z |< 1 и (ср. (1| стр. 74)
2.t

Urn Jig IВ (p??) \dv = 0. (1)

(I
Допустимы также предельные переходы

2й 2г.
Пт Jlg+|/(p?’)|rf<p= 

О IJ
11 , . (2) 2ր. Չտ

Ihn ( lg՜ j/(pt>l?'/ • ib = j lg՜ |/(Հ*) I <կ.

Класс таких функций имеет параметрическое представление

\ 4—,к/Ч 11)4/0

/(z)=?'.B(Z)-e , (3)

где а —вещественное постоянное, Я (г) — произведение Бляшке и 
lg^(0) суммируемая функция (|1|, стр* 89—93՝.
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Рассмотрим гармоническую в функцию 

где л— порядок нуля функции /(г) в z - 0. Представим эту функцию
•в круге |з|<1 посредством интеграла Пуассона

1ц _-Շ£'- =-L(‘igi/|^)|--------------------------------------------- d? —
ZKB(Z) 2» J “ ՜ քՀ ֊ 2f/z|cos(0 - 9l -г |z|2
" и

----- L f|g I в II-------------- L’ ՝ճ------------- - d? -I Igo.
2^J p-֊2?|z|co$(0֊?)֊l-|zr

0
Отсюда

lgl/(*)|> lg|Z?(z)l ■֊ pg+l/(^’)|tf¥-

՜Հ՜
Չ- 2r.

+ —! ‘ ? 1’< l/<Pc'’»lrf? - -Чт1֊- (Ն B <•«'’> I-

Е
будет некоторый криволинейный* интеграл, распространенный по со­
вокупности Ճ*. Под знаком интеграла z текущая координата точек 
.из совокупности F* на дуге

0 — I z I 2֊ J P ф: z • J
и 0

+ >-igk!֊>-irrp. (4)
Совершив предельный* переход согласно равенствам (II—(3), получим 

2 г. 2 г.
։«!/(=)! —Lnrflg’!/(er’)l*? +

4“ J *1.1—Hl) J
о 0

+ !g|tf(*)|-Hlgl2|. . (5)
Пусть теперь <՛>./) произвольная положительная непрерывная 

функция, не возрастающая в промежутке [0, 1), удовлетворяющая 
дополнительному условию

,jTzr<00 ®

где F. — произвольная совокупность в промежутке [0, 1..
Возьмем внутри круга непрерывную дугу Л. соединяющую центр 

круга с окружностью. Для простоты будем считать пока, что окруж­
ности |z| = const пересекают L в одной точке.

Спроектируем круговыми дугами точки совокупности Л, лежа­
щей на радиусе 0 х<1, на дугу L. Получаемую таким образом 
совокупность па L обозначим через

Интеграл
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Помножим теперь обе части неравенства (5) на u»(|z ) и про 
интегрируем по совокупности £\

Получим

Р•՛ (' * I) lg I Г (г) I d I г | > ֊ р I ֊ Ո»(0 ‘К ■ j'lg+ 1/(«Պ I d֊i + 

Ճ 0
‘2-

Я 0 E

-t '• j »(/) \%t dt.

h
Будем считать max и» (/) = «յ (0; 1. Тогда

2я
p(|2l)lgl/(2)rfk|-,- (1 0“'lO<//-pg+l/(C’)^= +

Е Е О

|г/?4- «»Н ՛ lg I В (г)| d\z I — К. (7)

Оценим теперь снизу интеграл

w(|z|)lg|B(z)|rf|z| ’” (! г I) lg

Из элементарных геометрических соображений следует, что

g—UI — Ի*
1֊^ 1-Jzllaj

Поэтому 
:с

Е

է — I ttfr I
1 -/1**1

dt.

где интегрирование производится по вещее гневному аргументу 
совокупности /?<=[(). I).

Приходим к оценке интеграла

t на

t— a
1 ֊ ta

df.

где 0< a

Ը
1— ta

dt -

£’В<л)

֊■>(<) lg
1 — ta

а — է
\—at

di +

(9)

t — a

E{f>a)
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где первый интеграл распространен на порцию совокупности Е в 
промежутка 0</<а. а второй интеграл на дополнительную часть Е.

Ради кратности обозначим

Оценка /։.
Подставим

а — է
1 at

(10)

следовательно

1 ՜ °՜ / dt =--------- — dx
(I — ax?

где совокупность E(x<a] получена нз £(/<<«) преобразованием 
(8); п так как при этом dx и dt имеют обратные знаки, то снизу 
указано стрелкой направление интегрирования справа налево.

|g _L

dx.,. , | Հ а — х \ х
(1 ՜«ն I w I------ -----)---------------J \ 1 — ах/ (1 — ах?

Е*{х<а)

Ням в дальнейшем достаточно будеч пользоваться выводимыми оцен­
ками при

Поэтому указанные интегралы будем оценивать при этом условии. 
Разбиваем теперь /։ на два интеграла

1g-1֊

------- - —dx — 
{\-ах?

а — х
1 ах

1g—

(1 — ах?
dx < -֊(1
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1 dx
X

f թ------- dx.
J Կ-ахУ h-4) (!-<«)

Первый интеграл вычисляется, а в последнем перейдем опять к 
аргументу է посредством соотношения (8).

Получим

/։>֊8(1 -fl)֊41g2ll— а) <о(0“------- ֊
J I —

<f<«)

Окончательно 

н

Оценка Л.

А = (’ ш(01й4~
J 1 -֊at

1№»-а\

Подставляя

41}

է — а 
--------- = X, 
1 — at

1 — a2 . dt =-------------- dx.
(1 4֊«x)s

получим

IgA֊ 

(1 }-ax)2
dx,

где /? образ /:(7 >a). при преобразовании - — а—= х. Но здесь
1 — at

а 4՜ х---------- возрастающая функция, поэтому
1 4- ах

/2 > — 2 «> (а 1(1— а) > 2<п Юн 1 — а).

В силу оценок для /, и /2, получаем

1 —а
1 — է а

<■>(/)(//
1 ֊է

(12)

Представим теперь произведение Бляшке В (г) в виде
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В(г)» П П —լ
յ I - za* յ 1 — zat 

|e*t <— [a* >y

Из (8) и (10) получим

u>(|z|)lg|£(z)|<Z|z| >
1 — /1 ал I

-2У(1 -|«*|)յ5-|-շ(’֊Լ^<//

։ f:
(13)

Для оценки интеграла в правой части, воспользуемся известным не­
равенством Йенсена

»g П1 «* I > | - ֊ JV1 /1Հ4I dr.
О

Обозначив число нулей *.՛.■. удовлетворяющих неравенству

через получим из предыдущего неравенства

О
или

/■ 1 \ 1 , X»
// — — 1g - ---- г( 2 ) Ig2 8|/(ч|0) 1

(V 1/(Й \d?. 
2-lg2 Jо

(14)

Элементарно вычисляется интеграл
I

. I X — a . 1 — a3 ։lg I rfx = zlg'z-|- ---------- lg(l— al
I I — A'a a

о
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0<а<1

л՜ — а dx а 1g —4-2 ------ 1g---------
а а 1—а

Первое слагаемого достигает наибольшего значения пои а =— а 
е

второе достигает наибольшего значения при а = 0. Поэтому
1

ԸււեճԼ 
’ П«»|

В силу этих оценок

«*<Oig п 

■ ч I < V

-։fc+ttiA sfef*-՛/֊՜՛»՛*յ-

Из (13) получается

տ( JzJ)lg|£(z)|d|z; > -

II

_շ£(1֊|«։|). 4- (15)
1 £ 

Из

te|ni«*l|>te (16)

О 
так как 

1— х<<?~х при 0<х<1, 

получаем 

оо -SU-I а* I),
П|ал|<г 1

а отсюда
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V(i

Тогда в силу неравенства (13) Йенсена

1 о

Ия основании этого неравенства перепишем 12) в виде

L(|z|)lg|S(±)|d|z| -з(1 4-lg,-^— + '֊ flg+ 1/(«”) 1<*Р՝֊

/: О

ИЛИ

՜(13 + 4руту )• у ^<е">№ + с-
Е &

где постоянное

С֊ - 3— 131g
С и (t) (jf
J 1-*

Сформулируем полученные оценки в виде следующей леммы.
Основная лемма. Если В (z), В (0) ¥= 0 есть произвольное 

сходящееся произведение Бляшке и ••>(/) непрерывная, невозрастаю- 
щая функция в промежутке 0 /-< 1. удовлетворяющая условию

о» (0) = 1. (18)

то

и)
/֊Ы

1
Г

dt

(191

Если же В есть произведение Бляшке некоторой функции f (z) 
из класса С, то

Е

|0> |} 5 ! 2
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J\(|z|)lgB(z)jrf|z|>

'ւ:
2г.

13 4]г~*Л) 

н о
где

с=.։[^л+ ։3ig 
£

XI
I /м(0) I (20)

Легко показать, что для произвольного произведения Бляшке,
вообще говоря, возможны случаи, когда

Ւ՛
£

B(z]\d\z\ = со.

В самом деле, из равенства

J" ■У — Չէ

1 — хъ
1 а։dx ֊ a Iga 4֊ — lg . 1 а),

а

следует, для произведения Бляшке, с положительными нулями, 
для сходимости интеграла

1 
pg|B(x)|rfx 

о

необходимо и достаточно

ОО

|«а-| ) < <«

ОО

1«* I) 1g ;—֊—. 
I - |а*|

В частности, если а*>0

а*) < оо.

н однако
о?

1
-----------  = ОО, 
1 — «*

что имеет место, например, при

(21)U
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где

получим

Л (1g Л?

1 <s<2

t
J lg|B д՛ I г/л՛ = — co.

однако В (z) сходится.
Таким образом для неравенства типа

je»(|z|)lg|S(z)|rf|<| > — оо

Е

присутствие какого-то убывающего множителя типа необходимо. 
Докажем, что и порядок убывания “(/)» характеризуемый ус-

ловием

также точный.
Для этого считая 

из соотношения
ш(/) опять же монотонно убывающей, исходя

) 1 - է

оценим
է
C«>(|zllg|Bt2)|rf|2|.

О

Предварительно оценим асимтотнческн интеграл

dt

при а — 1.
О

Ժ/-11 f)1g
1 - at 
a —է

dt (22)

՚1 •՝. нкция v (1 է) ֊----- ֊ — положительная в промежутке 0 է հո,
а — է

причем у (0) - 1g — и у(0) = оо. Определим наименьшее значение 
а

функции у (/) в промежутке 0 < է Հո.
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1-а/ («-/)(! -а/)

Нетрудно видеть. что эта функция обращается в нуль в единствен­
ной точке Հ. 0</0<а и при а-> I также. /0 • 1.

Подставим в равенстве

|а а - ։о 4. П-Да) = 0
“■ 1— at9 ' (a t0)(l — at0)

I — а = շ։, 1 — Го = 2Ջ, ձ2 > о։
получим

լ<> AczIl 4- Կ (> -Ь д) = 0 
O-j-f-O, (<М — Տ,)(Տշ 4֊ Շ,)

Переходя к пределу, когда а֊> 1, получим для предела отношения 
3» о л
—т. е. для ձ = Ит — равенство
°1 *1

1g — 4֊ -—=֊0. 123)*ձ4-1 ձ3 —1

которое имеет единственный корень в промежутке 1 < ձ < оа.
И так, для точки минимума имеем асимптотическую оценку

т. е.

Подставляя это значение в у (է), получим оценку mLny(0 (0<£<а) 
при а -> 1

U.=A(l-a)lg£±֊. (241

где постоянное ձ есть корень уравнения (23). 
Тогда из (22) получим

о
или асимптотически

/< — Alg^—1 (1 — а) I — —■ dt.
a-i J ւ-г 

и
(25)

Ради строгости рассуждений, изменив немного постоянное число 
ձ, можно считать

«= 1-Д(1-ал) ։
(' ֊^֊^. (26)

Л J 1 Г-
wo о 
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где <7ձ.>0 нули исследуемого произведения Бляшке, а //0 достаточно 
большое число, для которого выполняю гея (25), с несколько изменен­
ным по сравнению с корнем уравнения (23) значением А для всех 
ak(k = н9, л04-

Из условия

,я>
о 

следует, что

lim = (28)
Л‘—гл J յ — t 

о

Покажем теперь, что сколь медленно при л — 1 не расходился ните 
трал

.11- է

к бесконечности, всегда можно указать такое сходящееся произве­
дение Бляшке, для которого

I
p»(/)lg \B(t) \dt = - со. 

о
В самом деле, пусть փ(*) монотонная, сколь угодно медленно воз­
растающая к бесконечности дифференцируемая функция в промежутке 
|0; 1|.

Выберем функцию «>(/) из соотношении
1-лЦ-д)

о
Получаем

1 — х
а отсюда

■ЛО-ЦЛ'б-ЦА (29)
•д \ Д /

Тогда

յ՜ = ф (30)

О
где 0 (at) »оо при к -> оо с заданной сколь угодно медленной ско­
ростью.

Для доказательства нашего утверждения остается определить 
числа
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«։ <д2<- ••<««֊• 1
такие, что

□о
У, (1 - Ли) < ОО

I
а

се
V(1 — Дл)ф(а„) = оо.

1

Возьмем функцию у из логарифмической шкалы ф<л) = 1g,, 
1

1 - Հ

где IgpZ есть р - кратный логарифм.
При больших значениях р. С(’х) будет сколь угодно медленно 

возрастающей в этой шкале. Возьмем тогда

* W-.7 — • .
• (igP«)" 

тогда
փ (а„) = lgz, (п lg п • • • Igpfl՚ '1| > lg.,«: 

p
«•••<!

и ри п > e или 1 — a„ < C,
где С — некоторая постоянная, зависящая от р.

Поэтому

(1 йя)ф(«я)>—----- - -------------------
fi lg « igj/r • • UgP")

я

ос
У (1 — e«X«

1

ре
У(1 <Ն|)'•>(«•«)-- со

1
тем самым наше утверждение доказано.

§ 2. Применим теперь доказанную лемму для вывода одного 
весьма полезного неравенства.

Пусть опять f(x> принадлежит классу С в круге |zl<l.
Тогда из неравенства (5) при >»(/), удовлетворяющей условиям 

нашей леммы, получим

“> Оz ) Ա՜ Iz) I d I z I > <» (I z J I lg IВ (z), d ՛ z | 4֊
E E

2й jx
+ Ji 1 ֊ t • (i) Л f'g-\f te‘-' • <Z? + 4 f >«՜ >/(«'’) I+

.’Д'՛ ՛ ?<Г֊
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2։
4֊ '• j * (t } \gt dt> ֊1 p-֊ dt « Ig՜ j f (e1') I </? - 

£ E 0
'ir.

13 + 4^^1ժ/__Լխ <)։»(«)лЩ<!/(е‘’)|й? + 

c Ւ. (>

փճ ֊ c
E

а отсюда, учитывая неравенство

'• (О lg t dt> i. pg t dt — Հ 

Լ՜ •’
получим

Ig-1 f (e19) 1 (’ է <121) ’К1 /(*) \<l>2I +

Ё

13.н1у^Л Л

jlK / ' JI,/?+c՛ (31)

E 
где

C = 3 4-X + 131k֊^— +4f^<rt. (32)
I/ (0)1 .) 1 — t

Применив теперь к 1g формулу Пуассона, получим

Ig = ± i |g+ I f(P6’,? 11--------------- ''՜ ՜1---------------- d? -F
g z֊ZJ(£) ° 1 o=- W Cos(.0֊?) + |:r|*

о 

2z 2n
4- -- (Ig՜ I f (?e‘F) jr< ~1 1 d-p -I- ֊ - (Ig I px 8 (???) | -— dz. (33)

2-J ... 2*J
u и 

так как Հ(շ) принадлежит классу С, то в неравенстве
2е

р —lz' -J р 4kJ
О Cl
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2«
+ ֊ fig /й(ре'р) </?.

р 4՜ J о

вытекающем нз (32), перейдя к пределу, когда р - 1; согласно (2) и 
(3) получим

2л
1й|/(г)|։ т~ч՛ lp8+'/Wtf?+ 

о

2s
+ ^-^ւ՝֊յ՜1յրԱ(«;’)Թ- (34)

о

В силу неравенства (31, отсюда получим

П
Й
-֊3
9П J

4֊ <"(/)

к

ig*|/(**)l*? + c (35)

Приходим к следующей теореме.
Теорема 1. Если f (z) принадлежит к классу С функций, 

представимых в сиде (3), и ։ч(Л непрерывная, невозрастающая 
функция. удовлетворяющая условиям.

քս>(*)ժ* /т .J <ю. '"(ОН1
на произвольной совокупности F. на о треске О :/<Հ1, то в любой 
точке круги | z | <Լ 1 имеет место оценка

2
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i-

где

Д = exp

13 4 Г֊и' di 
.) 1 - t 

_______ է_________

֊ m;;՜
֊ J i — t 

E I
t

lg+1 \<H֊C

0՜

3G>

а С определяете» соотношением (32).
В частном случае, когда f(z) ограничена

Ճ - есть отрезок 0 </< 1 и равномерно на некоторой дуге, соеди­
няющей начало координат с окружностью 

тогда будет
5ft

1g" Հ:Հ՜)[ժփ֊0
о

и

Поэтому п этом частном случае получим

. . nl-ki

т. е. неравенство Миллу (12] либо |3j).
Так как в правой части неравенства (35) фигурирует значение 

lg]/(2,i по внутренней к кругу совокупности, го это неравенство 
имеет применения в такого же рода вопросах, что и неравенство 
Миллу, а также в вопросах более тонких, связанных с поведением 
аналитических функций у границы области их существования.

§ 3. Пусть f{z) голоморфна в z; < 1 и

1Л*) <1.

Относительно таких функций известно, что если

Л*).^0

то существующие почти всюду, согласно Фату, граничные значения 
у'(<?"') удовлетворяют неравенству
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<г
(Карлемаи |4|).

Отсюда следует, что для тождественного обращения в нуль ог­
раниченной к круге функции f(z} необходимо и достаточно условие

2с
jWe'vi <*?=-»• о?)

о

В частности, если/(г) ограничена в |z|< I и удовлетворяет на гра­
нице !z|=l неравенству

(38)

то, как легко проверить, выполняется условие (37) и, следовательно.

Однако пример функции

A(z) = exp|- J

показывает, что существует ограниченная в | z | <Հ 1 функция, ко­
торая при приближении к границе по внутренней кривой, например 
по положительной оси, стремится к нулю с такой же скоростью 
(38), однако /՜0 с) փ 0. Это показывает, что для тождественного об­
ращения f\z) в нуль нужно будет потребовать, чтобы f (z) на вну­
тренней дуге убывал быстрее, чем это дается неравенством (38). Для 
определьння этой предельной скорости применим неравенство (36), 
которое в нашем случае примет вид

<” (-V ՝ J—- ֊L dx
1 —х

Отсюда виддо, что при
I 

“>(*) lg|/(x) dx = — со (39}
им... о

Если охарактеризовать скорость убывания /(г) на оси ОХ неравен­
ством типа

/(Հ (40)
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где р (х) > сс при л* — 1—0, то (39) будет выполнено при
1
1-----------<°° КП

1 — А‘

и

(42) 
J 1 — х

Условием 42 определяется рос г р(х). гарантирующий согласно 
неравенству (40) тождественное обращение /(г) в нуль

Например, если брать

... (Л) - ---------11- ------Г֊
lg lg։ ֊ • -Ig/ ֊

1 —л՞ 1— х 1 — х

: > 0. где Igp/ есть р кратный логарифм, го условие (41) будет вы­
полнено. Тогда неравенство (շ9 примет вид

ք-------------------------------------  = ОО

что будет иметь место, например, при

Р(а') = (lgP—— V 
\ 1 —x

Таким образом для ограниченной в круге z < 1 функции неравен­
ство

!/(s)l<e *“1?1

при сколь угодно малом з и любом р гарантирует равенство

/(z)^0.

Пусть теперь />(л) дифференцируема и, сколь угодно медленно 
возрастая, стремится к сю при .г — 1 —0.

Возьмем за функцию

и(Х1 = 0_^1£рЗ

1д(*)|,+‘

где «>0 сколь угодно малое фиксированное число. Легко проверить, 
что для этой функции (д-1 выполняется условие (41) и одновременно 
(42). Отсюда следует:
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Теорема 2. Если f [z) голоморфна в z i <Հ 1 и f (z) C, 
mo из

_ £LL-1 >К l/i?)l<? '■
следует J (z) 0, если только p(\z ,i при r | > 1 стремится к 
-1 со, хотя бы сколь угодно медленно. Что условие (-И) относи­
тельно w (x), следовательно и относительно р (х). ослабить нельзя, 
следует из того, что որս удовлетворяющем условие.!

( dx = со, (43)
J 1 — х 
о

теорема 2, вообще говоря, не верна.
Это следует из следующего примера. 
Пусть

Эта функция ограничена в |z|<l и при ш (х), удовлетворяющем ус­
ловию (43),

)։gl/(z)l^|2';= «ն
о

где интеграл берется но любой внутренней iyrr, исходящей из точки 

г=1 внутри угла |arg(l — г) ,=^а<֊-- Однако /0(г) .■ 0.

Если применить все предыдущее к функции

?(г) =/,(«)-Л W 
то получим условие

[н *l)։gl/i(z)—= — оо 

Ւ.

из которого следует /, (z) /2 z).
Замечание. Изложенное в § 2 мы сформулировали для огра­

ниченной функции, но все это верно и для функций из класса С.
В частности для двух таких функций условие единственности 

(или их совпадения) будет то же самое, что и предыдущее, причем 
совокупность Е и кривая по которой берется интеграл, достаточно 
произвольны.

При частных предположениях относительно функции f(z\ ко­
нечно, можно будет получить изложенное в параграфе *2 и без по­
мощи неравенства (35).

Наконец заметим, ио поводу неравенства (35) и известного не­
равенства Миллу, что вначале Миллу вывел свое неравенство, имея 
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оценку функции но всей области и вторую опенку на внутренней 
луге. В дальнейшем начали рассматривать совсем другую задачу. 
Брали некоторую область Զ внутри круга и функцию /(z), голоморф­
ную внутри Q, причем в области Զ

1/(2) 1<'И,
а в граничных точках Զ, лежащих внутри z <1. считали

l/(2)J<* (44)

м давали оценку для / с»1 но внутренних точках 2 ни окружности 
*| const<1. Из оценки / л), в -той постановке следует результат 

в первоначальной постановке и конечно это является. более общей за­
дачей, чем го, что имеется в первой работе Миллу. Но когда от равно­
мерно заданных оценок переходим к интегральным данным, го эти две 
постановки становятся совершенно различными задачами Это видно 
хотя бы из того, что в стучае первой задачи существует функция, на-

I
пример. /n(z) •՛ 1 Հ для которой интеграл распространенный по
радиусу

pgl/J*) մ№-օօ

6

в го время как такое же условие но контуру приведет к тождест­
венному нулю.

В настоящей заметке мы занимались задачей в духе первоначаль­
ной постановки Миллу.

§ 4. Из (36) можно извлечь одно интересное следствие, полез­
ное для приложений

Пусть /: некоторая измеримая совлкупуность внутри круга zj<l. 
Обозначим через £« совокупность точек из Е, лежащих на радиусе 
arg z = а.

Применим к Ег неравенство (35) и проинтегрируем в пределах 
(О, 2z|. получим

igl/WI^—- ■ 4 </? +

О

(1-UI) 1 ___________________ л +

-֊ (■ ■՛' Л
. ՛ 1 -1 

о Е,
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2г.
jig՜* I dy -b const, 

о
(45)

где const определяется равенством (32). 
И в частности, когда '/(z) յ<Հ 1 и

получим простое

dt < const

|/(г);<ехр

неравенство

1 ■/) lg f о dpd<? 4- С > (46)

где в показателе 
Если

фигурирует двойной интеграл по совокупности.

lg f&‘?) 'jdod? = -- со,

то / г՜ 0. это будет условие единственности, выраженное посред­
ством среднего значения функции lgl/(z)| по двумерной совокуп­
ности Е.

Теорема 2. Если я £;<1 задано счетное множество об­
ластей {зЛ... причем, е Հ-, |/(г) <Հ mi,, то в любой точке круга по­
лучим оценку {при \f(z) <1J

/(г)|<Л-ехр (47)

И это вытекает из (46).
Существование неравенства типа (47) и случае, когда из вну­

тренних областей =* имеется одна, можно получить, пользуясь нера­
венством Hadamard’a о трех кругах. Случай счетного числа таких 
областей с оценкой коэффициентов при lgnik дается неравенством (47).

В частности, если применить .47) в точке г0 одной из областей 
Վէ, где |/(z) достигает максимума в этой части, то получим
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If*4
1 (Հ тк < const 4- У г—--------- lg mJn (48)

p - ՛.֊ I dt 
Ji-/ 
о

где суммирование распространено no всем значениям индекса р кроме 
значения р = К.

Случай, когда сравниваются максимумы |/՚շյ лишь в двух под֊ 
областях, был указан А. Островским |5|. Неравенство (48 дает 
такую оценку в случае счетного числа подобластей. Этот случай 
интересен тем, что дает асимптотическую оценку, связанную с пове­
дением функции у границы и, кроме того, указаны значения коэффи­
циентов.

Отметим одно интересное следствие неравенства (.47) либо (48)- 
Если

то Применение (48) к функции f(z) = фл֊м (г) — ?я (г) дает
связь между скоростями сходимости в подобластях внутри круга для 
сходящейся последовательности аналитических функций.

Институт математики к механики
АН Армянской ССР Поступило 25X11 1959

(К. !.• <*.uili|։(։]uifi

ՖՈհՆԿՑհԱՆեՐՒ ՏեՍՈհԹՅԱՆ մեՋ Ս՜հ 2>ՄՆԱԿԱՆ 
ԱՆ1Ա4_ԱՍ11ՐՈհՔՅԱՆ b< ՆՐԱ. ЦЬРи.П֊ПИЭ֊ЗПКЬЪЬРЬ ՄԱՍԻՆ

1Է И* Փ Ո Փ Ո Ի 1Г

Հ. Միրս֊ն (2) ///. ա շի/տաան րում տվել Լ հոլոմորֆ ֆունկցիա լի մո­
դայի ղնտհտտտկտնր, երր ւովրպ շրջանի մեջ տրված է նրտ մ ող tit լի մար֊ 
ււիմումր և մի ներրին աղեղի վրա նրա մող ալի համար մի ա լլ գնահատա­
կան։ 11,րւպե и, It իէ It Z 1 շրջանում

sup|/(z)| = .-M,

և կենտրոնը Z 1 — 1 եղրի հետ միացնող 1. կորի ՛էրա 
<0
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ապա, որ եկ ներքին կետում

(2)
ար С-ն բացարձակ հտստս/տուն է։

Մ ի լա - ի ալս անհավասա բութ լան մեջ են թ ա դրվում է / (z ֊ի հավա­
սարաչափ կեր պո if փոքր լինեք բ է աղեղի վրա, համաձալՍ (1) անհավասա- 
բութլան:

Ներկա հոդվածում մենք հրամ ա րվում ենք ար/ խիստ սահմտնափա֊ 
կամիր ե ասանում ենք հետե լալ գնահատականը։

Պտրգոլթլան համար ենթադրենք, որ /. ղիծր րսրաքանչլոլր \z՛
—- COTlSt շրջանագծի \ետ հատվւււմ Լ մեկ կետում։ Նշանակենք 10 (է')’ով մի 
դրական ֆու նկցիա, որը նվաղում է О / J մ իջա կա լքում ե

\^Ldt<ca, 
JI - ( 
E

ուր ի.-'հ որեԼ չա/իելի բա ղմ ութ լտն Լ ալդ միջտկա լքում г 
4’իք/աք Z ՀԼ 1 շրջանտմ

Лг)|<1
ալդ դեպքում

p»(|z|)lgl/W|rfUl

ж------------ (3>

J 1 է 
11

ուր համարիչում ղրկած կ /. գծ ով տաբածված մի կորագիծ ինտեգրալ, И-ին 
կոնրետրիկ շրջանագծերով համ ապա ատ и խանե գ րած բագմքսթլան վրա:

փողված ա մ րերված են էովե/ի րնգհտնուր արղրււն,րներ եո: Մասնավո­
րաբար \3)~րգ սւն՚աէվւոոաբաիք քունր կիրառված 1հ աիրուլի)ի ևգրռւմ հոլոմորֆ 
ֆանկէյիա լի վարքր !Ո и ուէէեա ո ի րե չու համար:
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МАТЕМАТИКА

А. А. Тала.՛։ ян

Об универсальных ортогональных рядах

Пусть {?л(а?)} есть полная ортонормирбнанная система функций, 
определенных на отрезке խ, Ь].

Ортогональный ряд 
со
V «л (■*)  ( 1)

«-։ 
называется универсальным, если всякой измеримой функции, опреде­
ленной почти всюду на [о. /;]. соответствует такая возрастающая по­
следовательность натуральных чисел nif ։ — 1, 2, •••, что

lim (х) =/(xi (2)
i I

почти всюду на խ, /փ где 
rt

S„(x) = V«* ?i(x). (3)

* -•։
В работе [5j было доказано, что тля любой полной оргонорми- 

рованной системы существует универсальный ряд (1) с коэффициен­
тами, стремящимися к нулю.

Пусть даны две измеримые функции f։ix) и /М*)»  определен­
ные почти всюду на |а, и] и удовлетворяющие неравенству

F։(x)^F.,(.v) (6)

почти всюду на խ , /փ
О пре д елей и е А. Ортогональный ряд (1) называется уни­

версальным относительно функций F\ (л՜) и если всякой из­
меримой функции f х\, определенной почти всюду на [ծ, ծ| и удов­
летворяющей неравенству

Fx {х) </(х) <Л4(х) (5)

почти всюду на этом сегменте, соответствует такая возрастаю­
щая последовательность натуральных чисел гц, г—1, 2,֊--. что 
равенство (2) выполняется почти всюду на [л, /փ

Ортогональный ряд, универсальный относительно функций /*\(х)  
и Fi(x), следуя Д. Е. Меньшову, будем называть рядом типа .4 Fv Е2).
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Если Fl(x) = оо и F~(x] օշ для всех х на խ, ծ|. то ясно, 
что ряд тина .4 (Л։, Л2) будет универсальным ортогональным рядом.

В настоящей работе мы будем доказывать существование ряда 
типа А (/*',,  /\\ с пределами неопределенности по мерс А։ (х) и А2(х) 
для любой полной ортонормированн'ой системы.

Как известно, верхний и нижний пределы по мере определяются 
следующим образом (с.м. 11]. стр. 4՝.

I1усть
/։(л\֊,/2(л),-'-,Л(^),.-. (6)

есть последовательность почти везде конечных измеримых функций, 
определенных почти всюду на |а, Ь].

Говорят, что функция А’(л'), определенная почти всюду на |«,ծի 
есть верхний предел по мере на [«, />| последовательности (6), если 
Г х) измерима и удовлетворяет следующим условиям:

a՜', lim mes(£|A(x)>?(x)|-Z: [oixi>F(x)|} =0, (Л

для любой измеримой функции с (х), определенной почти всюду на 
К ծ|.

a0- Um mes |А (x) > ■/ (x)| • E \F ՛ x) > / (x}|) >0, <8
*—>C0

для любой измеримой функции Z(x). определенной почти всюду на 
|л, ծ] и такой, что nies £J/*(x)^> z (х) | >0.

Функцию (} х), определенную почти всюду на называют 
верхним пределом по мере на |а, А] последовательности 6), если 
G (х) измерима и удовлетворяет следующим условиям:

շ . IIm mes {Е {/,. (х) < ? (•'•*,  1 • £ I? (*)  < G (*)| ! ՜ 0, (9)
Л-— сс-

для любой измеримой функции ®(.v), определенной почти всюду на 
К ծ].

? - Гйп mes {Е \fk(х) < z (х |1 • Е |<7 (х) < z (х)|} >0, ' Ю)
rf—» С*

для любой измеримой функции Z х;, определенной почти всюду на 
խ. ծ| и такой, что mes Е [G (х) < Z (х | >0.

Справедлива следкмцая
Теорема 1. Пусть {<р., (XiJ есть полная ортонор мированная 

система функций определенных на |.z. Ь\. '1ля любых двух измери­
мых (функций /'’(Xi и G (х), onреРелекных почти всюду на сегменте 
|а, ծյ. и таких, что (} (х) /?(х; почти всюду на этом сегменте, 
существует ортогональный ряд (I), обладающий следующими свой­
ствами:

Г;. Fix} и G (х) являются соответственно верхним и ниж­
ним пределами по мере на [г?, Ь\ ряда (1 .

2 . Какова бы- ни была измеримая функция ИЛ').- определенная 
почти всюду на խ. и удовлетворяющая условию G (х) < Շ (х) 
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С F(x) всюду на этом сегменте. можно определить последова­
тельность частных сумм ряда »1 сходящуюся к ;(х) почти всюду 
на |ճ, ծ|.

3'J. Ilina*  =0.
՜ • -X

Теорема I была доказана Д. Е. Меньшовым в том частном слу­
чае, когда (?я(х)1 совпадает с тригонометрической системой (см. |1|).

Следуя Д. Е. Меньшову (см. [2|. с гр. 4). введем следующее оп­
ределение.

О п р е д е л е и и е Н. Пусть даны лае измеримые функции Ւ\ (х) и 
F1 (ж), определенные почти всюду на խ, ձ| и удовлетворяющие не­
рп венет ву

/',(х) Л։(х).
Ортогональный ряд 1) будем на ։ывать рядом типа В {Ւ\. /Հ), 

если любым четырем измеримым функции и Ф, (д ). *> ։ (х), ։|*а(х), 
Фа(л՜ ՛, определенны м почти всюду на сегменте խ. Z»| и удовлетво­
ряющим неравенствам

Ւ\ (х) =ճհ Ф, (х) փ, • х) (х) Фа (х) Ւ\ (х)

почти всюду на этом сегменте, соответствует такая возраста­
ющая последовательность натуральных чисел nt, t 1. 2,что 
Փւ (х) и ’ps(x) являются соответственно нижним и верхним пре­
делами по черс на [а, ծ| последовательности функций Տո (х), 

i— 1. 2-’- и, кроме того, выполняются равенства

11п15п (х■=Ф։(х), Արոճ,, (х| = Ф2(х) 
/“зь ‘ I—* •

почти всюду на том же сегменте.
В работе |2j Д. Е. Меньшовым доказано, что классы тригоно­

метрических рядов типа Л(Л։, F-Л я типа 11 F,. /Ղ) совпадают, при 
этом в доказательстве нигде не использовано, что эти ряды являются 
тригонометрическими.

Таким образом имеет место следующая
Теорема 2. Каковы бы ни были измеримые функции Ft (х) и 

F»(x). определенные почти всюду на խ, ծ| и удовлетворяющие не­
равенству (4) почти всюду на это и сегменте, классы ортогональ­
ных рядов типа Л(Л։./'5) и типа B{Fi.Fl) совпадают.

Приступим к доказательству теоремы !. Мы будем пользоваться 
Следующими леммами:

Лемма I. Пусть (?Дх)'—полная ортонормированнйя систе­
ма функций. определенных на |</, />| и f(x произвольная почти 
везде конечная измеримая функция, определенная на том же от- 
пезке.

Для любого г>0 и целого положительна го и молено опре­
делить множество <՛„ — խ. ծ| и действительные числа а,,^,- 
‘“,йщ такие, что выполняются следующие условия
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1) mesea<4;

2) !«!<  " 1 <-A’ w:**

3) I ak r;. Cvi ֊֊/(A՝ Il 

և-«+ւ И"-

4)
T W(*)|  4-2H/|lr.

n 4- 1 < < m.

где e — произвольное измеримое подмножество множества сё9 = 
խ, ծ]—ժ0*.

Лемма 2. Пусть F(x) и <7(аг) две измеримые функции, оп­
ределенные на некотором множестве Ео положительной меры и 
у do в л ет воряющ и е нера венет в у

G (л < Fix) 11)

почти всюду на Ей.
Тогда существует, последовательность почти везде ко­

нечных измеримых функций, определенных почти всюду на мно­
жестве Ео и обладающих следующими свойствами.

1 . G(x)<fn{x) < Е(х) 

почти всюду на множестве Ео.
2՜՛. Для любой измеримой функции f х>, удовлетворяющей 

неравенству

G(x)<.f(x)^F(x)

почти всюду на Ео. существует последовательность пх ո2<Լ՝ • <Հ 
< Иц < • • •; такая, что

Ит է [х'\ = /{х)

почти всюду на множестве Еа.
3՜՜. Для любою з > 0 имеет место равенство

Игп mes Е | f„. । (х) —ք„ (х) > > с| = 0. 
II — •

Лемма 1 непосредственно следует из леммы 2 работы |4].
Докажем лемму 2. Рассмотрим множество Л'Г = {/(л)) всех 

почти везде конечных измеримых функций /(-Վ определенных почти 
всюду на Eq и удовлетворяющих неравенств}

G(x)<f(x)<F(x)
почти всюду на Е9.

' Мы обозначаем 'р.х,йх\‘ f f.
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В множестве всех почти везде конечных измеримых функции, 
определенных почти всюду на /:0 обычным образом, введем метрику, 
а именно, если /(х) и g(x) —почти везде конечные измеримые функ­
ции, определенные почти всюду на Е9, то полагаем

рIf и = f , 12)

Как известно, сходимость некоторой последовательности к f(x 
в этом метрическом пространстве эквивалентна сходимости этой по­
следовательности к /1х) по мерс на множестве /?й.

Пусть теперь последовательность g։ (х). gs (*).•••,  g*  (•*)» ” • 
всюду плотна в этом метрическом пространстве.

Обозначим через о, расстояние функции £<(х) от множества 
/И = (/(х)):

'Հ== ini -p(gi./) 
/ел

и выберем для каждого i функцию ?i(x) из .И = {/ (х)) такую, что

/J (?f. gi) 3< + у • (14)

Выделенная таким образом система убудет обладать следующим 
свойством:

для любой функции /(.г) £ .И существует последовательность 
Կ < i2 <Լ • • • < ik < • • • такая, что

Нт ?/ I» = /(х) (15,1
Л -> ос *

почти всюду на множестве /:.
В самом деле, пусть /(>:)£ М и s>0—произвольное положи­

тельное число. Возьмем .հ/Ia՜) такую, чтобы

, л 8 • \ 3

Ясно, что щ < — и мы получаем
•3

1 v
Р 1 fi , g/ ) + P (gl. /) < Պ -r ֊.- -г у < £-

116)

(17)

Заметим, что функцию удовлетворяющую неравенству
(17), можно выбрать со сколько угодно большим номером /. Таким 
образом для любой функции существует последовательность
функций из системы сходящаяся к J (л՜) по мере на множестве
Е. Отсюда следует существование последовательности !<?/ (Л*))-  удов­

летворяющей условию (15).
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Пусть о(х) Il g(x)—Лвс любые функции из множества /И. г. е.

G (х) < ? (х) < Е (х); G (х) < £ (х) < F(x) (18)

почти всюду на множестве /:й и пусть з^>0 и £^> 0—произвольные 
положительные числа.

Легко видеть, что из множества /И можно выбрать конечное 
число функции ~։(х), 4.x(л՛), удовлетворяющих условиям

mes Е | 1<?(х) — т, (х) I > s| < a, mesE | -.։ (х) — £ (х) I > з| <3 (191

и
mes£| Н/(х) —t/+i(x) >g|<3 (z = 1, 2,-• • (zz—1)).

Возьмем две последовательности положительных чисел

Պ >*!>’ • ->Պ>- ?։ — О, (20)

“I > £շ > • • • >'» > • • • - Կ — 0. (21)

Для каждого / - 1.2,. . рассмотрим функции <?/(х) и ©i+։ (х) и по­
ложительные числа =• и Լ-. Существуют функции W. ......

fni —1 (А*)  из множества М такие, что 
1т I

mes [ | ©z lx) — fm. (х)I > Պ1 < ч,

mes E 11 ։_ ։ (x) — <pi+ ։ (x) | > g, | <s,, (22)

mes E J \fm (x) fmrX (x) | > ■=. | < e,, 

(//Z=Z7Zi։ Mi 4- 1,- • Г71, I —2).

К последовательности !©r(x)| добавим новые функции следующим об­
разом: для каждого z — 1, 2,--« между функциями ?<(х) и ©z+i (х) 
поместим функции f„, (х). fm_ (x).---./Wi _| х) в возрастающем 

порядке индекса т, т-, т — 1.
Полученную систему обозначим через |/я(х);. Система {/«(х)| 

будет удовлетворять условиям леммы 2.
Условие 1 выполнено в силу гого, что каждая из функций 

/м(х) принадлежит множеству .'И, г. е. удовлетворяет неравенству

СЦх) < fa(x) <Е(х)

почти всюду на Е^.
Условие 2 выполнено в силу того, что система (/«(х)} содер­

жит систему {о. xj), которая в силу 115) удовлетворяет условию Т 
в том случае, когда/iXI -любая функция такая, что

б(х)</(х)<Г(х) (23)

почти всюду на ճ0, а любую функцию, удовлетворяющую неравен­
ству

С?(х) </(х) ^Л(х) 



Об упиперсяльннх ортогональных рядах 33

можно приблизит։, в смысле сходимости почт всюду функциями» 
удовлетворяющими неравенству 23).

Выполнение условия 3 непосредственно следует из определения 
системы (/i/x)} и из условия (22).

Доказательство теоремы 1. Пусть F(x) и G\x)—изме­
римые функции, определенные ни отрезке խ.и удовлетворяющие 
неравенству

(24) 
почти всюду на խ, Z»|.

Обозначим через £0 множество тех точек, где имеет место не­
равенство

O(x)<F(x). (25)

В том случае, когда, inesтеорема справедлива в силу 
теоремы 3 работы |3|, так как но этой теореме существует ряд

(X), 
գ-i

который сходится по мере на [а. /)| к функции /(х) Cf(x} — F(x) 
причем

lim ап — 0.
.4 • ОС

Ясно, что этот ряд будет удовлетворять условиям теоремы i в гом 
частном случае, когда Fix) (i х) почти всюду на խ,/»|.

Предположим, что mes Ло > 0. Возьмем последовательность (/, х)) 
почти везде конечных измеримых функций, определенных почти всюду 
на £0 и удовлетворяющих условиям леммы 2. Каждую из функции 
/я.(х) продолжим в отрезке խ. /փ полагая

/„ (х) - 0 при х Հ խ, ծ] — /Հ (я 4- 1, 2, • • •). (26)

Возьмем последовательность положительных чисел (sn), удовле­
творяющих условию (21).

Применяя лемму 2, где положено /(х) =/, (х), с — и /z 1, 
мы можем определить множество е՝ и действительные числа at, а..,...» 
<itl, такие, что выполняются условия:

1) rn.es е, <4;

2) |«л|<«1

. րւ՝
3) У ая?л(х)—/։ (х) <г։;

<֊г»

4) V аЛ.оА.(х) <. տշփ 2\'j\ (хЯы, 
և-J '**

3 II . . ■ I ЛН, evp.hi фш.мдг. наук. 1
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где e—произвольное измеримое подмножество .множества 

сел = |а, ծ| ev

Предположим, что числа av anif-• ՝, ап. определены.

В формулировке леммы 2 положим

ni
ո=րէ,Հ 1. s = e/+b f(x)=fi+i (х) — Va*.<p*(x)

Jt-1

и определим числа «л.^, сц ,»•••» ан, ։ и множество е,-+» так, 

чтобы выполнялись условия

I) mes <Հ =ւ֊յ;

2) I а  |< ®йл. fit 4-1 С k < Г1֊,лх;*

Պ-1-ւ
3) V <г4?л(х) fi. (х) <®ж.;

—
л-1

л!
4) V < s/+I 4-2 \fl+l (Xi — V

՛ k = 41 . и

n, 4֊ 1 и с — произвольное измеримое подмножество множе­
ства ce^i = խ, ծ] - ei+i.

Рассмотрим ряд 
«о
У] а*?*(*)»  (շ7)

*-1

,.v, ;

где коэффициенты определены вышеуказанным процессом. Этот 
ряд будет обладать тем свойством, что для любого Z = О, 1, 2, ••• 
выполняются условия I). 2), 3), 4)։.

Функции /'pxi и (f'x) определим следующим образом:

I 0 при XFCZ:0.

(•*)-  | (J (X) 
О

при х-/:’о, 

при Xt‘C£'o.

(28)

(29)

Покажем, что /’\(х] и (^(х) являются соответственно верхним 
и нижним пределами по мере, ряда (27).

Покажем, что Ւ\ (х) есть верхний предел по мере ряда (27).
Пусть <р(х) измеримая функция, определенная на խ.ծ].

При i 0 полагаем rt: — 0.
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Вели те§£|?(х)>/;։(х)| —0, то выполнение равенства я' оче­
видно |см. (7)).

Предположим, что множество Е |© (?ր) > Е\ (x)J имеет положи­
тельную меру. Пусть е > 0 произвольное положительное число. Вы­
берем з>0 такое, чтобы для множества £ |© |х)..> /\ (х) выпол­
нялось неравенство

mes Е |<? (х) > Л։ (х) | < mes £ | © (х) > £։ (х) -|- *]  -| ■ *-  ■ (30)

Так как г,—О при /՜ — օօ (см. (21)), то из условии I) и 3) не­
посредственно следует, что последовательность

Պ
լ Ик ?Л (X) —/, (х (/ = 1, 2.•• •)

*-1

сходится по мере на («, />| к нулю, при / -- оо.
С другой стороны, в силу определения функции /,(л֊), послед© 

вательность

/Н|(х)-Л(х) (/֊ 1, 2....)

сходится по мере на խ, ծ| к пулю при / "оо’|см. (26) и условие '3*  
леммы 2).

Таким образом будем иметь также, что последовательность

п!
/ж(х)-

fc-J

Сходится по .мере ня խ, />| к нулю при i - со.
В силу вышесказанного и в силу условия 4), так как mese/<q 

и £/ —0 при / -’оо, легко видеть, что можно взять /0 настолько боль­
шое. чтобы при / > /0 выполнялись неравенства

mes Е
п1
V «л <?*  (X) - Հ (х) ~

*1 т

mes /:’

(31)

V ?а- (Л)

1: ՜ ու -i-1

(32)

для всех s. удовлетворяющих неравенству //( 1^х<//,ц.

Возьмем //>/?/, . Предположим, что

Hi п < //, н. />Գ- (33;

Рассмотрим мнржество
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■■ — ՜՜ ""-- Г?

/: |ճ« (х) > с. (х)| -51? (х) > F։ (х)|. 
где

tl
Sf,ix)=^a!t<?.(x). (,34)

л-յ
В силу (30) очевидно имеем

mes Е |Ջ, (х) - о (х)| • Е[? (х) >/\ х) 1 Ջ mes Е[S„ (X) >

>?(х)|-£|«(Х) ^(Л։) + 31 Н-у* <35>

* при п —ni второе слагаемое равенства (40) нечеааеи

Так как

Z: |S„(a-) * (х)| •/: |<? |х) >/-'յ (х) փ з] с: Е |ՏՀ (х)>/'1 (х) з| (36) 

и так как
G, ixj ■ քէ (х) с Ւ\ (х) (Հ.«Լ2,՛--) (37)

то
Е [S„ (X) > с (х)1 -Е |? (х)>/\(х) 4- Ч <=

с £|f5Ux)-/<(x)/>G|. (38)

Из (35) и (38) следует

mes : Е |5л (х) > ? (х)] ■ Е |х (х) > Հ (х) |} <

mes Е11 Srt (х) — f, i х) j > s+ у • (39)

Заметим, что в силу (33) и (34) можно написать

,11 п
S„(x) =^«.'#»*(х)  4- V а*̂>(х);  i > /0. (-40'*

*-1 Հ~Ոշ-|-1

Принимая во внимание (40), очевидно имеем

Л'[ .ՏՀ ! X) — / (х) | > з| cz Е | V а{сЪ (х) (А-)
L fe-^1

Е V «л (х) • > ~ J .

k~n. -}-1

Отсюда в силу (31) и (32) получаем

mes Е 11S.., I х) - ft; х) | >

Сравнивая (39՜ и (41), мы заключаем;

Г41)
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mes [ Е ]S„ (л) > е (х)| -Z: խ (л) > Ւ\ (л)]} < е. (42)

при п " п, , где ոԿ, зависит только от =.
Таким образом мы доказали, что для последовательности частных 

сумм ряда (27) и функции /՛. (х) имеет место первое условие опреде­
ления верхнего предела (см. условие а и.;и (7)).

Докажем, что выполняется также условие в ) (см. 8).
Пусть х(л') произвольная измеримая функция, определенная почти 

всюду на խ, /?| и такая, что

тех Е [Ւ\ {л) > z (л) | > 0. (43)

В силу определения функции Д (х) н Е\ (л) (см. (28)) (26) и 
условие 2՝ леммы 2) мы можем выбрать последовательность < /а<? ■ • 
такую, что

Ilm ք- (л) = ?I(x) (44)
А—«со *

Здесь употребляется теорема Егорова в обобщенном виде, когда предельная 
функпнп может обращаться и 4-հօ или — л на множестве положительной меры.

почти всюду ня խ, 7փ
С другой стороны, как мы уже знаем, последовательность функций

\ W֊4W (*  = ։. 2.-՛-)
будет сходиться по мере на խ, />] к нулю, при k — ао.

Отсюда и из ,41) вытекает, что существует некоторая последо­
вательность (5„fjt(x)j частных сумм ряда (27 , которая сходится к 

f\ (л) почти всюду на խ, />).
Тогда в силу теоремы Егорова1" легко видеть, что

.hlJL,nes(д')> Z(*)J)  ֊

тек Л | Л, (х) > z(.v)| >0 
и, следовательно,

im? rues {/:[.% (х) > z (л)| ■ Е |/ղ (х) >Z(х)|} > 0.

Итак, мы доказали, чго /՛, (х) является верхним пределом по 
мере на [а, /;] последовательное!и частных сумм ряда (27).

Точно так же можно доказать, чго 67, (х) есть нижний предел 
по мере на [а, Ь] ряда (27».

Пусть ряд
ос
у ft. ?„ (.V) (45)

л-1

обладает тем свойством, что он сходится ио мере на խ. /Я к функции
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?(Л) = (° пр« (46)
' Ւ 'х) = G (х) при х [ CZT0*),  

причем 
(47) 

я— ОО

* Напомним, чго множество Ям ссп. множество тех точек и:» для кото­
рых G (х) < F (х).

Такой ряд существует согласно теореме 3 работы |3|. 
Рассмотрим ряд

Х^^л(х) (48)

п~ I 

полученный сложением рядов (27) и (45), т. е. имеем 

сп ~ ап + Ь„ (л = I, 2, •). (49)

Покажем, что ряд < 48) удовлетворяет условиям георемы 2.
В силу соотношений (28), (29), (46) и из определения рядов (27) 

и (45) легко видеть, что функции /'(х) и <?lxj будут соответственно 
верхним и нижним пределами ио мере на [а, Ь\ ряда (48).

Далее, из условия 2) (см. стр. 10) и из (21) имеем 

lini ап = 0. (50)
Л-.СС

Отсюда, принимая во внимание (471 и (4 . получаем 

Ншс« = 0. (51)
/Г— со

Проверим выполнение остальных условий теоремы 1. Пусть/(х) 
произвольная измеримая функция, удовлетворяющая неравенству

(J(x\ Հք(Հ,< Fix) (52)

почти всюду на |а, />|.
В силу определения множества Ео будем иметь 

/(х) = Щх)«/?(х) (53)

почти всюду на CEQ — խ, />] — Z.’(1,
В силу условия 2 леммы 2 существует последовательность 

/։ < 4< • • • <Կ<• • • такая, что

Нт //Jx)^/(x) (54)
к— * & ®

почти всюду на ՃՀ.
Так как последовательность функций 

%

Ճ Лл?д(х)-f(. (х) (Л = 1. 2,---) 

Հ-։
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сходится по мере на [а, /?] к нулю при k — 4-оо. то в силу (54) и в 
силу того, что по определению rjx) = 0 при х •' СЕ0 (/=!. 2,---) 
последовательность частных сумм

% 

Ճ 
г-1

будет сходится по мере на [«, ծ] при k — со к функции 6(д։) опре- 
дел я ем ой ра венством

•Ил֊) ֊ 1 ^{Х> ПрИ Х (՜ Л°’
I 0 при л ւ СЕй.

Тогда в силу определения ряда (45) и в силу равенства (53) после­
довательность частных сумм

ч
2. G?x(-v)

ряда (48) будет сходиться по мере на խ. ծ| при Л->оо к fix).
Отсюда вытекает, что существует после; овательность/я. < w-> < 

< - - - <Հ ль Հ • • • такая, что

тЬ
Uni V -/՛>’)

I 1

почти всюду на [а. Ь\.
Пусть теперь для некоторой последовательности лг Հ <՜. • • • 

< • • • последовательность

ль.

Ջ <'i К (Л‘)

частных сумм ряда. (44) сходится на некотором множестве Е поло­
жительной меры к некоторой функции fix). Покажем, что

G(x\<f(x)<F(x) (55)

почти всюду на Е. 
Выполнение неравенства (55) почти всюду на множестве Е-СЕ^ 

вытекает из того, что ряд (48) сходится по мере на СЕ0 к функции 
/• (х) = (/ (х).

Проверим выполнение неравенства (55) для .множества Е-Ей. 
Так как ряд (45) сходится по мерена Еп к. нулю, то мы можем пред­
полагать, что последовательность //ղ < ու.,<Լ • • • <Լ/ո*  < • • • обладает 
тем свойством, что последовательность
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mk
У 4,^1 (x) 

/-։
частных сумм ряда (27) сходится почти всюду на к /(л՜).

Далее мы можем предполагать, что числа т*  удовлетворяют не­
равенствам

^..<^< '4+’ է56)

где {nmJ некоторая подпоследовательность последовательности чисел 

фигурирующих в условиях 1), 2). 3). 4) (см. стр. 10).
Из неравенства (32), так как в этом неравенстве з и г произволь­

ные положительные числа, видно, что последовательность

"Դ
V

'-'Ч + 1

сходится по мере на (а, Ь\ к нулю.
Отсюда вытекает, что последовательность

п”<к 
V» 
_ Я|?Дх) 
1-1

частных сумм ряда (27) сходится по мерс на множестве Е՝ЕЛ к/(х). 
Но, как мы видели раныпе, в»си;:у условий 1) и 3) (стр. 10), а так­

же в силу (21) последовательность функции

2-1

сходится по мере на խ, к нулю.
Таким образом последовательность (//rtv(x)) будет сходиться по 

мере на множестве Z>Zf0 к /(х).
Отсюда в силу того, что

О’(х)^/,^1х)</г(х) 

почти всюду на խ, ծ] получаем

С(Л') ,/(х,к Л(х)

почти всюду на множестве F.-Ւհ.
Доказательство теоремы I закончено.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило 16 V 195В
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15». Ս.. Թսւլսււյսւհ

ՈհՆՒՎ-եՐՍԱԼ ՕՐ^ՈԳՈՆԱԼ ՇԱՐՔեՐՒ ՄԱՍհՆ

Ա 1Г Փ П Փ П !• 1Г

Ենթադրենք ւՀ։։{-^}~ր M հատվածի որոշված ֆւոնկցիտների
//'/"/ սրթոնորմալ սիաոեմ : 

<ո
У ая (X) (11

л-1

ւ’ս14'(ք կոչված Լ ունիվերսալ, եթե 1(2, () | հատվածի վրա որոշված ցանկա֊ 
կ'"ծ չտվէելի էիանկցիա լին համապատասիւտ՚եէո մ Հ , բնական թվերի աքն֊ 
պիսի եէ՚&Ոդ հտչո րդականսւթ լան, որ

IlmS (л( fix) (2)
i--• co •

համ ար լա ամ հնարեր 1Հ2, Ե\~ի վրա, որտեղ 

ո
Տո (л) = V ак?*(дф  (3)

ծ-։

|«5| ա շխատոլթ րսն մեջ ցույց Հ՜ արված. որ ցանկացած /րիվ օրթոնորմալ 
ււիսսւեծ ի համար ղո լաթ լան ոլնի ունիվերսալ շարք' ղրոլի ճղտող ղործա- 
կիցներով։

Ենթ ШП րեն ր ավտծ են р/, .61 հատվածի վրա որոշված /■jf’.v) ե !'■> X 
չաւիեչի 1իուն1լրլիաներր. որոնք րավարարտմ են'

ք։ (Л)^Ло(Д') (4)

անհավաոարրլթ{անր համարրո ամենաբեր [(.՛, />\-ի վրա}
Uiu(nf;n(in։.lf (1) չարրր կոչվում I; ունիվերոալ ե / -j(.X') էիունկ֊

զիաների նկաամամր, եթե [(Z, | հաավածի վրա որոշված ցաԱկացած J (X)
չաւիևլի ՛ի ո ւ.նկ էքի ա քի համար, որր րավարարու մ է

(5) 

անհտվաոարու.թլանքւ համարյա ամենուրեք, կարելի Լ լէնարեք բնական թվերի 
ասող , Ц., , հաջորդականա թլուն, որի համար թմ) հավաոարու թլունր տեղի 
ունի համարfin ամենուրեք |հ?, ե\-ի վրա։

Հևսւեևլով Մենշովին, ե ք\, , X էի.ո մեկ շիաների նկատմամբ ունի֊
վերոալ շարրր մևնր կանվանենք .4 \F\i /՜է՛) ովողի շարք։

Ներկա ուշիլսւաու թլան ւ/՚եշ ասլաtf ոէ րված /, A (/ յ, /՜շ) աիսլի շարքի 
ղոլո։.թլանր, որի անորոշու.թրոն ոահմաններր րոտ չափի հանդիսանում են 
^։(x) ե R(.V) ՛ի ո լեկցիաները։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. Л. Амбарцумян, Д. В. Псшгмаллжян

К теории ортотропных оболочек и пластинок
В работе |1| рассматривалась топкая анизотропная оболочка в 

предположении, что касательные напряжения и по толщине 
оболочки изменяются но закону квадратной параболы. В настоящей 
статье рассматриваются тонкие ортотропные оболочки, для которых 
справедливы уравнения теории облочск с большим показателем из­
меняемости [2|, при произвольном законе изменения напряжений 
т։. и по толщине оболочки |3|.

1. Рассмо՛. рим тонкую ортотропную оболочку, для которой спра­
ведливы уравнения теории оболочки с большим показателем изменяе­
мости. За координатную поверхность принимаем срединную поверх­
ность оболочки, отнесенную к криволинейным ортогональным коорди­
натам а, 3, совпадающим с линиями главной кривизны; ось 07 напра­
вим по нормали к поверхности.՜ Через Л. /3' и A՛,, k2 обозначим со­
ответственно коэффициенты первой квадратичной формы и главные 
кривизны координатной поверхности.

Считаем, что плоскости упругой симметрии материала оболочки 
н каждой точке параллельны координатным поверхностям.

Предположим, что
а. нормальный к срединной поверхности элемент после деформа­

ции не меняет своей длины (т. е., как и по всех существующих тео­
риях, перемещение но нормали те не завися от координаты у);

б. нормальное напряжение ^тт не оказывает существенного влия­
ния на величины деформаций е„, е;.;. и

в. касательные напряжения по толщине оболочки изменя­
ются по некоторому закону /(լ) [3|.

2. В силу принятых предположений для деформаций е»т и 
имеем:

՜ Խ. =Պ.։/(Հ)?շ(՚Ն в) (2-I)

где «տտւ a.u — упругие постоянные, /(•;) — некоторая известная функ­
ция |3], (а, 3) — произвольные искомые функции.

Подставляя выражение (2.1) в соответствующие уравнения трех­
мерной теории упругости |4|, для перемещений точек оболочки бу­
дем иметь:
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"--I®. •'} ֊ и (a. Ց) փճ*  н

I OA \ , ռ I / 1 dB
“”B <h

«:■ («. Ւ- •.) = 'У (*,  ?) — ՜է՜ <Նւ?*ձ  (l).

(2.2)

где ii (а, и է» (а, Յւ — тангенциальные перемещения точек срединной 
поверхности.

В силу (2.2'|, для деформаций еа-֊ и е# имеем:

1 _ Լ ճ_ I 1 _ ’• <>А &EL ՛_
ճ“՜ А йГ А ՜ժ« էյ՜ д*  ) ՜ Ай*  ՀՀ ՀՏ ՜1

. 1 дА . / Ժ®. , 1 дА \ 1 . ( .1 АВ д$ Հ' ' + (Лад <հ. 1 "“/? Ժ? ?«)д Zo<b’

1 f) v ; <i I I Հհհ՛ \ 7 ՅՋ #& .
1 " I-: I Հ-՛: ■՛ ■՛■

, 1 dB . . { \ дВ , ժ<տ3 \ 1 . ■ , Г/Ш --„-^4.^ л Л ^. + -հ.Հ; |/; A>ir.

где /„(•;)= (2-*)

0

" Далее из обобщенного закона Гука получим следующие вы­
ражения для напряжений:

1 diit _ •( d 
Л (h A dx

GK' v ՛ՀՀ
Ժս ) A'BZ Ժ? di

I <i.-\
AB g; ք- A’jK' + Ջ13

! ,..՛ ■■ i/
!> В <r.

OB Ժս’
Л "В дл d?.

I aB .
AB '<n ' -к в

1 /
11.4 a 4-ՕՀ ՝
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1 до \ О / f Ժև՝՛ \ 7 Ժ/? </;֊՛
В Օն В <В Լ# ) Л87) (/J (Г:

+ > „ +м/ + е,„ ' _ •; 'և I ։ I _
АВ Оу. ’՜ Д Он .4 № 1Д (Vj. j

(2.5)
7 ОА 0® . 1 Ժ.4 , . Г. 1 / ժփտ՜ АВ- О? &Л "АВ дЬ՛՛՝’՜՜^ ■ [^мй(Я<։ с#'4՜

а^Л «7¥։) + £i2a! а"Н <Л?= + "“ лГ) Ш’

Здесь В։к — известные комбинации упругих постоянных |3|.
С помощью формул (2.5) обычным путем |4| определяются уси­

лия и моменты.

’ —г Ր ,Л7 
” С”|.4 (/7

1 . ( \ 1 Ov
в G? ՜^՜+

I дВ ( , I /zs 1
d։i )

• a -IC —" ! C j )
• 5ձ.4 Cj2Z? -։ + Gu da /] Л

(2.6a)
... ... / 1 dv , 1 OB . \ / I Ou ,
/л.. ֊ Сз; I ту- -j~ . -— ll — I -Հ՜ C...I -у т

\B Oi 1 .4 da / M

1 (տ
В Oi ?А ‘ ** 01 ) 'Й

1 I \
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1 1 иВ \Л«А I Ժ7- В Ох Ч~а^ В (հւ
d'i

МА) 
А

Af։։ ////(А)?։; ֊Ve2 = H(A)r։. (2.6»)

I д / 1 1 '1.\ 'А?
л՜ Լ/1 </*  ) а в ԺՅ

В rfi I .4- di ) .4 (В (, В՞ ал )

1 /д^л 1 дА \ , 1 /ժ?2
l44i ( <Հ1 ’ .4 ժ> ■,Л'/и4 Այ ՜

1 О ,՛ I ՛՛■ I <>В <>;г I Г 1 [ п ду« , 
15 В О'л\В (% j АЛ֊В Ох Ժյ] 1 I а<4 В\U* ԺՅ ՜’

.’ ?>շյ

~ Г)и

, 1 ОН \| 12///(ft) 
iZb a* ?J| a8 * *՜՜ (2.7a)

. 1 () ( 1 dw \ 1 OB dw I
՜ '2՜ " В O'i\B O'fi ] A֊B Ժյ՜Ժյ]՜՜

1 и I 1 dw \ I OA uu> ] , [ 1 f ri ՕհՀ ,
12 [ В Ժ> I В di ] АВ՝ I ■ [Uii/ir 12Ъа •

+ 1 ()В \ Կ пВ Ժ7?') “"В (йгг 1 ОА
*•'.4 ԺՅ

12/п (А) 
Л’

/VI ։շ — /?Е|!

on7D

I дВ
В dx

IZhd/i) 
ft3 ՜ (2.76)

В этих формулах введены следующие обозначения

. U
т ч
ք Հ (7) ^7;

Ս հ

/I

Հ(ք) 7^71

/I 
2

(2.8)

4 
Лл(Л)= 1՝ /(тИт.

*՜ հ

а для жесткостей растяжения-сжатия (С^) и изгиба ID/*) имеем:
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Cik = h8lfc, Dilt = ~ Blk. (2.9)
I Հ

Усилия и моменты должны удовлетворять уравнениям равнове­
сия [4]:

+ ~֊W + + ЛЙХ-=0,

i + X (B7֊;|++ABY- °՛
1

— (А// յյ 4- A’s722) 4 AB Я ЙЛ-" : " ^22) (2.10)

, ,,.. c) ....... ,, OB , d , ... . ,, dA
ABX™ —-(B.bj2) • .W|!! -r (ЛЛ/շշ) •

ЛЛ.У1։ (Л.И1։) + Л1։։^ + +

где A՜, Y. Z —компоненты внешней нагрузки по направлениям осей 
координат.

Полегавляя выражения моментов и усилий в уравнения равнове­
сия (2.10), получим систему из пяти дифференциальных уравнений 
относительно пяти неизвестных и. г», к՛, «։, Ввиду громоздкости 
се не приводим.

Перейдем к частным случаям.
3. Прямоугольные в плане оболочки положительной гауссовой 

кривизны. Пусть а и ) представляют длины дуг координатных линяй: 
тогда коэффициенты первой квадратичной формы приближенно могут 
быть приняты равными единице |9. 10, 11| и исходные соотношения 
(2.5)—(2.8) значительно упрощаются.

Уравнения равновесия (2.10 в этом случае при X = Y - 0 прини­
мают вид:

д$и,- , д TYi ,_  .
da d?

d7\
di = 0.

֊ (АД„ + - ֊4’֊ + ֆ = -Z, 3.1)

_ dAfia d44.2 _ djl։1 Ժ47ո
■”՜ da + ԺՅ ’ Aj։ d? ՛• da

Здесь задачу удобнее решать смешанным методом |4|. Введя некото­
рую функцию /-(а, թ), через которую внутренние усилия 7П, 'Ла. 7։2 
предста вл я ются соотн оше ния м и

т ,,Դ' т
”՜ di2 ՝ did3 ' 13.2)
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тождественно удовлетворим первым двум уравнениям равновесия '.3.1). 
Из третьего уравнения, учитывая значения А'п и .V.>2 из (2.6в), полу­
чим первое уравнение разрешающей системы:'

՚ ժ? յ՜ ՛
(3.3:

где

Второе уравнение строим на базе уравнения неразрывности. По­
следнее, в усилиях, имеет пня [1]:

С22 <?ГП _ С1Ь^Га, _ С]2 ժտ7ս
-- г.--? Զ + Զ <М2 Թ (и- 

d*w  d*w

* ’ I

Ск (М? k՝~<rf ՜*=  ՜3?՜=։°’
где Զ =- СПСС2 — С?г

Подставляя сюда значения усилий (3.2). получаем второе урав­
нение разрешающей системы в виде:

֊֊i1(0<)/7-a,w = o. (3.4)

Гретье и четверто? уравнения системы ш^тучаем непосредствен­
ной подстановкой значений моментов (2.7i и перерезывающих сил 
>2.бе) п два последние уравнения равновесия (3.1).

/՛?

А:։(ОД^ “к

ւշ/.՚/՚ձլ 
Л3

3 ■
Ո1՝ ժՅ2■ I

— ֊ //п(А)?г = О. .3.5)

dl- ЙГ. I

d'j.drZ
12/// (//' . ... .
----- /Т-------- г հո(ո) Փյ = 0. (3.6)

1 /) У <f ''D^7T^

: D
-

где для операторов Л, и /?, имеем:

ժ1* / Զ \ Ժ4
/., «?,»)•= Сп-g-i -2СИ /й=зу=-;- ■

/J, Ю,.) ֊ о„ + ՛ Di։ + 2О«) •

J3 Ժ3£,(Р»)^ПИ^4 (Di։ + 2DM) .ЛД.

(3.7)
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Таким образом, задача свелась к решению системы четырех диф­
ференциальных уравнений (3.3) (3.6) относительно четырех неиз­
вестных функций те 1-х. Ь). с, (а, «8 а, 3), /-‘(а, 3).

Эта система может быть приведена к одному уравнению относи­
тельно неизвестной функции Ф(а, £),

Полагая

’^-«•..Ак Լ л։|ад֊л//г։(О/л) л։(с։Х.)Ф,

12 А
Л3

aoj Ао Հ;5 A, (£>„՝] £,(СЙ)Ф.
|3.8>

® = յ«։;ճյւ/ձք./.,(Օ„)֊ I2'"/"' I «П Аз - lh.i Аг. 4֊

Ժ2 I■ ( «к Ав + «5£> A։) (j,,3 J

՛ f = |2^Дак«и/Л։Л, ՀՆ. + /Ц д.ф,

тождественно удовлетворим трем уравнениям разрешающем системы 
(3.4։ {3.6), а из четвертого уравнения (3.3), для определения функ­
ции <!>ւս, ՛? . получим уравнение десятого порядка:

■ J֊ h/''— ֊ր/.,(Գ)Փ-

I . mi А
լ ^՜ա 4՜ ’jh 1 (A* 1

t ֊ ֊ ՛՛/[,֊֊= (3.9)

где введены следующие обозначения:

(j"
LzlaikD^ - ' վ4, /9ц «л A«) ^.,2՜ («•.-. ^շշ + «.->5 Ag) •

i3(Afc) = A,^- +2(А-л + 2Аа) ֊^շ^ + Ав^ - (3.10)

՜ + rt։< *

В качестве примера рассмотрим свободно опертую прямоуголь­
ную в йЛане трансверсально изотропную оболочку иод синусоидаль­
ной нагрузкой

Z — 4/0sin sin у- - (3.11)

‘J 1<&>ест1Ш АН. серин фнч..мдг. наук. .՝v 1
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Как известно, .тля трансверсально изотропного тела имеем: 

ը Е
^11 ~ = Г—՜ա2՜ ’ ~ ~ 2 (1-ր-ս) '

I
— <755 — у., ՚

где Е модуль упругости в плоскости изотропии, р—коэффициент 
Пуассона. G' - модуль сдвига для плоскостей, нормальных к пло­
скости изотропии.

Считаем, что касательные напряжения -,т и по толщине обо­
лочки изменяются по закону квадратной параболы |1,3], т. е.

Л^Н)'

Тогда по (2.4) и (2.8) для интегралов получим:

և (Т) - 5՜ 7 у ՚ hi — լշ0 ’ hit - լշ • 3.12)

Решение уравнения (3.9) ищем в форме: 

т.а “3
Ф — Փ#տ1ո- sin ֊~- • (3.13)

Выбранная функция удовлетворяет условиям свободного опира­
ния (1| по торцам а = 0. а и £-= 0, ծ. Подставляя ее в разрешающее 
уравнение (3.9), определяем Фв, а затем по (3.8) для прогибов полу­
чим следующие величины (для простоты записи оболочку в плане 
считаем квадратной «=/>):

а) в случае сферической оболочки ■ kx = k2 — k — const)

w. = 1 +24-° ^-֊— k'D\ 1 -*  hG' a1

֊** ----------------------- 44 D ---------- }• (3.14)

б) в случае цилиндрической оболочки (А ։ = 0, кл - к = const)*

,ք, I , 9 D

(3.15)

в) в случае пластинки (А՛, ֊ к2 = 0)
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■f 5Й(1+2’4-йг5-)- (3.16)

где

1 А £ՃԼ 9(2 —р) D£ 3(5-я) Д ч՝ 
!'i D Н ’ Հ)հ (Т: + 40 G՛ к« +

, 54 I- Վ D'E s’
12оА*  ՛ G4 аг'

/ А Е 9(1 и) . 3(3 ji) Е а*  \
\ 16 D -* ЗОЛ <Г- 40 (Հ .-•՛ )

Принимая модуль сдвига 6“ бесконечным, получим решение со- 
ответствуюших задач при гипотезе «и ц формируемых нормалей. Как 
нетрудно заметить, полученные результаты при больших значениях 
Е 
չ., существенно отличаются от величин, полученных при наличии

гипотезы Кирхгофа.
Исследуем влияние подъемнстостн оболочки на точность гипоте­

зы Кирхгофа. Значения прогибов 3.13) — (3.15) при различных отно-
А Е а , ,

шеннях — . ( . и помешены в таблицах I- ill, первые строки

которых представляют решение соответствующей задачи при гипотезе 

Кирхгофа • == О ). В следующих таблицах Г—ИГ приводятся зна­

чения величин

(3-17)

представляющих расхождение в процентах результатов классической 
теории от результатов предлагаемой теории.

Дтя простоты в расчетах коэффициент Пуассона принимаем рав­
ным нулю.

о 4-*Я
Значения — 

<М։

Таблица I _____ __________  Таблица. F

‘^П.1

h/a

Fu т
I 

ю

• h/a
Eta ՝ \

1
3

1
5՜

1
10

0 1.ОООЛ 1 .(ЮНО 1.0000 2 30,4% 13.6% 3.7%
2 1.4386 1.J579 1 .«95 5 52,3% 28.3% Ղ9%
5 2.0965 1.Э5М8 1.О9Ч5 10 68,6% 44,1'7.. 16.4%

10 злозо 1.7895 1.1975
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4-VJ 
Значения ,։--wu

Таблица U

Я Л гК - °'S г= 0,8 
R

I 
5

է 1 1
5

1
103

1 
ю 3

0
2
5

10

о.9830 
1.4035 
2.0226 
3.0217

0.95 И 
1.0968 
1.3071 
1.6477

0.8386
0.Տ662
0,9070
0,0732

0.9575
1.3522
1,9187
2.7979

0,8903 
1.0134 
I.KMI
1.4662

0.6699
0.6874
0.71П
0,7533

Таблица /Г

к-• °-5

v> 
о’II

,iin I ւ յ֊ 
A7G'^\ 1 3 I О

1
ю

1 
՚Տ՜

1
5՜՜

1
10

О 
5 

ւօ

Знаке

29.9%
51.3%
67.5%

4х%
!ВИЯ —

13% 
27ц/(| 
42/о

аС?0ф

3.1%
7.5%

13.8%

29.1%
50%

65,7“.,,

12.1%
25.2”м
39.2%

2.5%
6.1%.

11%

Таблица III

“-֊0.3 “=0.տ

՜՜ hia
£/G'՝\.

1
3

1 
5

1 
К)

1
•Г

1 
5՜

1
10

О
 04 if! О

0,9352 
1.3078 
1,8129 
2.6114

0,8332 
0.9467 
1.0996 
1,3311

0.5618
0.5772
0.5952
0,6191

0.8500
1.1458
1.6341
2,0390

0,6700
0.7375
0.8268
0.9509

0,3368
0,3411
0.3520
0.3567

габлици НГ

=0.5 » =0.Ч

/*/<։

£,G' \

1
3

1
5

1
10

1
3

1
5

1
10

О
 СП

 К
5 28.4% 

<М% 
64.1/ф

11,9%
24,2%
37.4%

2.1%
5.1%

12.9%,

25.8%
44.5%
58.3%

«.17о
18.2 ;<>
29.5”/,)

1.2%
■1.3%
5.5%
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Как и следовало ожидать. с увеличением подъём истостн

оболочки, ошибка, допускаемая при принятии гипотезы Кирхгофа, 

уменьшается. В случае пластин [ ^֊ = 0 j расхождения прогибов (таб­

лица Г) максимальные.
Дело в том. что при увеличении польем истопи значение изгиб- 

ных параметров на напряженное состояние оболочки уменьшается, в 
связи с чем уменьшается и влияние перерезывающих сил, т. е напря­
жений -։т и Հ3յ.

4. Сферическая оболочка и круглая пластинка. Будем считать 
внутреннюю геометрию срединной поверхности сферической оболочки 
совпадающей с геометрией круглой пластинки. Тогда полярные ко­
ординаты г и 3 на плоскости будут координатами точки на срединной 
поверхности сферы |4|. При этом Л = 1. />' = г, k} = — ft = const и 
из (2.2) —(2.10) могут быть получены все нужные соотношения. При­
ведем лишь систему дифференциальных уравнений относительно не­
известных функций и, ‘V, w, ՚ձևՀ подставляя значения усилий и мо­
ментов из (2.7), (2.8) в уравнения равновесия <2.10), получим:

du и I Ժ*«

4- Си a5. ՝. "n + (C։J ,h си) „„ Ճհ«. -

'4։ժր’ ՜1՜4’ նր ’’г

1 (Գ> ՚ ^3 — (Cjc 4- См) 4֊ rk\C,յ | C,2) 4- 

■I (C„ - C«) kw + A-1C„ r + C„ й;, ժն _

— — rx,

օ. հ Գ.--

■ -շՀ + rc,/J։H <c։։ ֊գ։^ +

+ -л (<Ն 4֊ Գր.’ «Տ5 4- Գր.) «&>, — 4֊ «4, ф
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4-F(Cn4 2C։?4-C:2)w4- (Сц 4- Cj!») ^55 "՜քլ

I ?1
Հ։ հ :i: ր 4՜ 4՜ С22) Ди

С/ф։

ОГ 

hk
г h

I ^'ր = 
Г ԺՅ

(4.1)

-(2Ои-!-ад^ /1 <7=ц՛ , ւ ծ3© \ . 12Л/г/п .
I ր ժ^՜ + ժ йГ) + ֊ла P's

+ /Հ։)«6ձ er(t} 4- + D22) -

Г • vp

ժտ<5-
Կր^

- (2Z3M + ад *Д, + (20,41- ад + ад Д -J

ГЛ 1 (,'^1
Ղս «Տ6 ր - +onrօ„Հ֊“՛ + ад1 .^ + ЦМ. и 0Гл п ()г. - г ()г /,а

(А» + /Л.,) «„ - (D„ + D») а„ -1 +

(ir^ (t*՛՞ * ъ
-I- 1Հ a i ր ֊Հ.! a:։i — rim ?։ = 0.

Остановимся подробнее на случае изгиба круглой трансверсаль­
но изотропной пластинки (А’ - О) равномерно распределенной нагруз­
кой Z = qQ.

В этом случае система (4.1) сводится к одному уравнению:

Г 4- մ1?ւչ' _ ձ dw - JforL . (4 2)
ժր1 r ԺԺ r dr ~ 2D Լ 1

которое ничем не отличается от обычного уравнения осесимметрич­
ного изгиба круглой пластинки. Принятие в и 1 исходного допуще­
ния „в“ отражается в граничны?.՜ условиях.

Приведем значения прогиба в центре пластинки при различных 
условиях. >/(հ) квадратная парабола).

а) Свободно опертый край: 
граничные условия |3. 5. 12]

при r = a id = 0 и

.. d-w r. 1 dw , । ,1
Mr= — D ... /Ju , 4- (t\:,D -. -р — /3- = 0.drz • r dr \ dr ՝ ՝ r I k3

Из уравнения (4.2) при данных граничных условиях получим следую­
щие значения прогиба:

для трансверсально изотропной пластинки
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т-" 64D l-f-u '■ (1— u|'5-1- UI G'o*

2. Закрепляется вертикальный
поверхности |5|

для изотропной пластинки

... _ 5+1Հ , 3,2(1 -Ни) Л2 *!
64D J-ԼյՀ 1 ՛

(4.3)

(4,4)

Для сравнения приводим значения прогибов wr. полученные в 
теории толстых изотропных плит [5].

а-. -ՏՃ1*  5±±[1=04 8Ч-’‘ ՀI (45)
64Օ։4-ւ»|՛ °՛ iS + jijd-н) а’] (4'}

б) Закрепленный край.
I. Закрепляется горизонтальный элемент срединной плоскости 

края пластаннкп |5|

dit'
при г a, w — О и . = О, 

Ի dr

п этом случае все три решения совпадают, и прогиб центра пластин­
ки равен

а՛,.= «ն = «, = ■ (4.6)

элемент краевой цилиндрической

при г—а. w = 0 и
ди

для трансверсально изотропной пластинки

64 D 1 1—r ’G'a5] ' '7)

Для изотропной пластинки по предлагаемой теории и теории 
толстых плит |5| получаем одно и то же выражение для прогиба в 
центре пластинки:

Ши = К’т = _L. "Կ. 
1-р «Ч (4.81

Второй член в квадратных скобках выражений (4.3) и (4.6) пред­
ставляет поправку к гипотезе Кирхгофа, вносимую хопущениями, 
принятыми в и 1. Посчитаем величину прогиба при различных отно­
сительных размерах -^֊ и отношениях (р = 0,3) (таблицы IV и V). 

В таблице IV' приводится погрешность гипотезы Кирхгофа но (3.17).
а) Свободный край
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№
64 D 1 4- и

5 -j- JA
Значения

Таблица IV Таблица IV'
hl а

E/G-
1 
т

1 
5

I \ Л/fl
10

1
3

1
5

»
10

0
2,6
5

10

Для

получены

1 .(XXX) 
1,12145 
1,2:95 
1,4790

130ТРОПИОЙ 

по теории

при

1,0000 1.0000 2.6
1.0450 1.0112 5
1 0865 1.0215 10
1.1730 1,0430

Е որ пластинки ,., = 2,6 значение
G

толстых плит [5] из (4.5)

հ 1 11
ճ 3 5 10

11% 
19,3%
32.3%

прогиба

<3% 1,1% 
?.9%;2.1%. 

14.7%|4.1%1

могут быть

1.1005 1,0362 1,0090 (14.9)

Сравнивая значения, полученные по предлагаемой теории и тео­
рии Кирхгофа со значениями (4.9), замечаем, что даже в случае 
изотропной пластинки средней толщины погрешность гипотезы не де­
формируемых нормалей ио сравнению с решением (4.9) достигает 
10%. в ю время как значения прогиба по предлагаемой теории отли­
чаются от (4.9) на 2%. В случае же анизотропных пластинок 
• ր
լ֊7 >2,6 I эта погрешность может быть значительно существенней.

Аналогичные расчеты. Яроведенные для второго способа закре­
пления пластинки (таблица V), показывают, что н этом случае закре­
пления гипотеза Кирхгофа неприменима.

64 D
Значения . гс՛

</о«‘

Таблица V Таким образом, граним-
"հ а 1 I 1 ные условия существенным

3 5 10 образом влияют на погреш-
ность гипотезы Кирхгофа.

0
2,6

1,оооо
1.6349

1.0000
1 2285

1.0000
1.0572 5. В настоящем |Г рас-

5 2.2210 1.1395 1.1100 смотрим случай, когда
10 3,4420 1.8790 1.2200 /(;), ?i(*.  Ւ в -2-1) заведомо 

известны [8J. Они представ-
ляют значения касательных напряжений Հ', и ՀԷ. полученных при на­
личии гипотезы Кирхгофа.

Ввиду того, что этот вариант подробно рассмотрен в |6, 7. 8], 
приведем лишь окончательные результаты.

Для прямоугольных в плане оболочек положительной гауссовой 
кривизны разрешающая система представляется в виде (из (7| без 
учета нелинейных членов):
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£<(«/*) f: — A,rc’ = 0. (5.1)

Կ (Dlt) w + ձ,ր = </ - *’[/:, (£>,*)  =„ ■ £. (£Ա) %| ■

где 
д * д’ о1

Ա М - Պ. + (*ос ֊ W-i- •

15.2)
'?0 — (^Уи 1 L^H:) ^'q. '•'q — <1Ц I ^/fc) ^O'>

■տ՚0 ֊• значение прогиби при гипогезе нелеформируемых нормалей.
Введением функции Ф(а, 3) по формулам 

w = /.4 (Oik} Ф и Ւ' = ձ.Փ (5.3)

сводим систему (5.1) к одному уравнению восьмого порядка:

Կ (Da)Lt (a,t\Ф + Д*Ф = q - ** (£, (Dlt) + Е, (Ռէ) %|. (5.4)

Рассмотрим, как и и п 3, задачу изгиба свободно опертой прямо­
угольной в плане трансверсально изотропной оболочки под действием 
синусоидальной нагрузки :3.11 . Представляя функцию <!>(«. в виде 
(3.13), с помощью (5.4) и /5.3) определяем значения прогиба в центре: 

а) для сферической оболочки с прямоугольным контуром

Г. . n < ՜: ... /V — Й' .
՜' -*՛!,& a* '"(C-^D'Y ' ''м>

б) для цилиндрической оболочки с прямоугольным контуром

l u 4zV? [ + № й2 և (4С + D')։ ] ’

где
; Л г".4' =£’A4։«M Н 2.4 .֊<֊. ),
\ h(i а- I

/Г = 4й 'h֊' EL) (14-4.8 /Հ ՜1 I •
1 hCi a- I .

0 = 4-4.), D'^=Ehk‘(E\

в) для прямоугольной в плане пластинки, как нетрудно заме 
тить, значение прогиба совпадает с ранее полученным (3.16).

В случае изгиба круглой пластинки равномерной нагрузкой (л -I) 
для прогиба получаем те же значения (4.3). (4.6) и (4.7).

Посчитаем значение прогиба по формулам (5.6) и (5.5) (табли­
цы VI и VII) и сравним с ранее полученными (таблицы II и III).



С. А. Амбарцумян, Д В Пештмалджян

4-л D 
Значения - . к* ц

<7о"4
Таблица VI

ճ. = °.5 ս о ՞օ
օ

՜-^ եք и

EfG‘
1 

՜Յ*
1 
տ

£ ք 1
5

!
16՜

0 0.9830 0,9.5-11 0.8386 0,9575 0.8903 0.6699
2 1.4068 1.0978 0.8661 1,3584 1.0153 0.6873
5 2,0424 1.3055 0,9081 1,9027 1,2030 0,7138

10 3,1019 1.6612 0,9774 2,9680 1.5158 0.7631

Значения " .

Таблица V/I

= 0,5
R ՚

Հ-֊ 0,8

hfa 1 1 1 1 1 1
г-ռ՛ 3 5 10 3 5 10

0 0,9352 (1,8332 0.5648 0,8500 0,6700 0.3368
2 1.3188 0,9496 0.5776 1.1655 0,7407 0,3409
5 1.8942 1,1162 0.5965 1.6339 0.8467 0,3474

10 2,8532 1,3932 0,6280 2,4306 1.0236 0.3597

Сравнения показывают, что при расчете свободно опертых пря­
моугольных в плане сферической и цилиндрической оболочек под 
синусоидальной нагрузкой (п 3) с успехом может быть использован 
вариант теории, изложенной в п°5. В случае же свободно опертой 
прямоугольной пластинки (п'З) и круглой пластинки при рассмотрен­
ных в п°4 граничных условиях, по предлагаемой теории и по варианту 
п°5 получаем одни и те же результаты.

Вариант пг5 не вводит математических осложнений, и задача мо­
жет быть с легкостью решена, если имеется решение соответствую­
щей задачи при гипотезе нелеформируемых нормалей.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР. Поступило 15 X 1958

О. U.. աԱււ1*|* սւ|ւօւււ.ւքււսՏ, 5Հ- Վ. ՓհշւոԱ՛«սլջյսւ(*ւ

0ՐԹՈՏՐՈՊ mumbph UULbPb ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

ա մ փ n փ n b IT

Հոդվածում դ[ււուսր1րքա մ են րարւոկ օրքէ) ոտրոպ քժադանք)ներ, որոնց հա­
մար կքւրաոելքւ են <րtfiոփոխութքան մեծ դործակftցJ) ունեցող թաղանթների 
աե սութ լան հավասարաէՈւե րր | Հ? | J

(քնդունվու մ են հեւոելաք ենթ ադրութ րոննե րր.
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Միջին մակևրետյթին նորմալ, թաղանթի դծտչին էլեմենտներր դե֊ 
ֆորմացիա լից հետո չեն փոխում իրենց ե յմլտրութլռւննե ր ր։

2- 3. նորմալ լարրոԱներր Էական ազդեց ու թլոլն չեն ւոնենտմ 6’аа . է’՜՜- А 
<' ղեէիորմացիս։ների վրա։

3. 7а, ե Тз, շոշափող լտրւււմեերր րոտ թաղանթի րարձրա թ յան փո­
փոխվում են արված է('\) օրենքով ։

1‘նղ ունված ենթադրությունների հիման վրա շարադրված է Հփոփոխու֊ 
թլան d եծ դո րծ ակից» ունեցող անիզոտրոպ թաղանթների րնդհանուր ուեոու֊ 
թլոէնր։ Լուծված են մի շարք խիղ իրներ' զլանային ու ոփերիկ թաղանթների 
ե ուղղանկյան շրջանային սալերի դե պքում г Ցույց է արված, որ ե իրխհոէիի 
‘փպոթեզի ոխտլր թաղանթի կորութլան մեծ սսյման հետ միասին նվազում է: 
կլրջանային ոույի ծոման խնդիրն ու ոա 11եա иիրեչիռ զխոարկվամ Ւ նաե եզ­
րային պա լմանների աղղե ցո։.թ յունր եիրխհո !իի հիպոթեզի սխս։յի վրա:

Ցշխս՚աա թ րււն վերջին պւորադրէսֆու մ րերվամ է նաև տեսության մ/ւ 
ո,րիջ ավելի մոաավոյւ Օրինակ [6', 7, 6’| , որր հիմնվելով վերր րերված աոա­
ջին երկու ենթադրությունների վրա, ևրրորդ ենթսէկրու թյան փոխարեն ցնդու­
նում է \ետեյսւյյւ ՞ , ե ՜ • շո շափող լսէրու էխերր ոշնշով շեն ւուււ րր ե րվում 
հիրխհոէիի հիպոթեզի րնզանմ ան ժամանակ ստացված համապատասխան շոշա­
փող լա րտ.ւ!եերի gi.

'Լերջին պա րա դ՛րափում առաջարկված տեսության հիմ ա՛հ վրա լուծվում 
են րոչոր ալն խնդիրնե րր, որոնք լտծվել էին հիմնական տեսաթրոնր քթեր 
նէսրկեչու ժամանակ։

8 "43 '■ արվում, որ վերջին պարաղրափոէմ առաջարկված մուոավոր 
տեսոլ թյունր մեծ ճշատ թլտմր կիրառելի է անիզոտրոպ թսւզտնթների տ սա֊ 
(երի րաւյմազան խնդիրներ յուծելոլ համար։
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ГИДРОМЕХАНИКА

Г. А. Бабаджанян, Л. Г. Назарян

Об одном решении задачи плоского ламинарного 
движения жидкости в открытом канале

§ 1. Введение

В гидромеханике и. и особенности, в гидравлической практике, 
вопрос исследования движения реальной жидкости при наличии твер­
дых стенок и свободной ловерхностн. помимо своей практической 
важности, представляет большой теоретический интерес.

Смешанные граничные условия наличие свободной поверхности 
и твердых стенок) затрудняют, как постановку задачи, так и ее ре­
шение, тем более когда сама свободная поверхность является неиз­
вестной искомой функцией.

Упомянутым вопросом занимались и занимаются много исследо­
вателей, однако нужно отметить следующее важное обстоятельство: 
во всех работах относящихся к данному вопросу, решение задачи 
сопровождается рядом ограничении и допущений, относящихся либо к 
дифференциальным уравнениям движения, либо к граничным условиям.

В литературе известны случаи, когда рассматриваются движения 
реальной, несжимаемой жидкости по прямолинейному каналу, прямое 
дно которого с горизонтом составляет некоторый угол. В таких ра­
ботах вопрос сводится к исследованию равномерного движения и при 
этом становится возможным ввести б задачу определенные ограничения; 
гидростатическое распределение давления, отсутствие, поперечных со­
ставляющих скоростей и др. Эти ограничения и допущения несомнен- 
яо влияют па полученный результат не только количественно но и, 
в некоторых случаях, качественно.

В настоящей работе делается попытка решить задачу неравно­
мерного движения реальной жидкости не ограничивая ее указанными 
допущениями.

§ 2. Постановка задачи и граничные условия

Рассматривается установившееся движение реальной, иесжимае- 
мои жидкости по открытому, весьма и: проком у каналу, очертание дна 
которого может быть любая, заранее задпная, кривая. Рассматривае­
мое неравномерное движение не ограничивается, так называемой, мо­
делью медленно изменяющегося движения. В основу исследования
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принимается дифференциальное уравнение движения IIавье-Стокса. 
Так как рассматривается плоская задача, то изменением величин по 
ширине потока, (по оси oyi можно пренебречь.

При этом уравнения движения вместе с условиями неразрывности 
будут иметь следующий вид:

ди , дии—֊ փ-Ջ՛ —֊ = gsina— 
дх dz

I др ՝ I՛ Ժ2// . д*и 
& дх \</д-2 ՜1՜ dz*

dw , dwи ■ H- w — = — #cosa 
дх dz

(<riv (2.1)

ou , dw
dx dz

dt
.. dz dxзамечая, что — и ֊- являются 

dt dt

где и. w—составляющие скорости по осям ох и oz .фиг. 1).
Из условия прилипания имеем:

и = 0 при z = о;
W - 0 при z = Հ.

Установим граничные условия на свободной поверхности.
Допустим, уравнение свободной поверхности выражается функцией 

* ՜ Պ(*).

Полная производная этой функции будет 
dz d\ dx 

dx dt

компонентами скорости, получим: 

ժրէда = и при z = րշ 3) 
dx

Граничные условия для вектора 
напряжения р,։ могчт быть прлучс 
ны исходя из следующих сообра­
жений.

Вектор напряжения рп для 
площадок касательных к свободной 
поверхности (фиг. 1) должен быть 
направлен по нормали внутрь к этим 

площадкам и численно равен внешнему давлению, т. е.

Фиг. 1.

/’ди Рат՝

А. = О- (2.4 յ

Выражая рап и рп. через составляющие гензора напряжений по 
лучим:

рпп = P*xcosZ tw*) ~ 2PX.COS (,zx) cos |ZZZ) P...COS2 (nz)\
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Рг.- - Рлл cos (их) cos (հ,հ) -+- pxt [cos (//г) cos (ел) 4-

где

4 cos (/zx/cos itz)| ֊i-/?-rcos(/?z)cos('zj, (2.5)

Pxv = ֊p f>2a—- , 
dx

/' du . dw \ 
— 4 — , \ dz dx /

. n dwp.:- = —p r2p֊֊֊ .
dz

Значения косинусов определяются из фиг. 1.
COS (fix) = — Տ1Ո-Ք,

cos(zzc) = COS®.
(2.6 

cos(tx) =cos®,

cos (tz) —sin®.
(pfИмея в виду, что tg® = ' ‘ и подставляя соотношения (’2.5) и 
dx

(2.6) в (2.1) .можно граничные условия на свободной поверхности 
представить в виде:

(Ж1 dx I
I о 011 4 2*

ОХ
= 0 при z — ij,

/ du . дю\ /՚ Ժր. V , ди. drt------ I------ 1 = 4--------- при z = r., (2.1)
\ dz dx / I \ dx J dx dx 

где p—избыточное давление.
При решении задачи учитывается, что в Определённом (началь­

ном) сечении канала, глубина является известной величиной. Эго ус­
ловие пишется в виде:

h = hn при №л-м. |2.8)
Величины с индексом „н" относятся к начальному сечению.

Таким образом задача сводится к решению уравнения (2.11 со 
следующими граничными услоинями:

и = 0 при z = <•,

W — 0 при 2 = О,

Ժր,<£» = и —- при z — q,
dx

du 1 1 — ( — V - I &11 ֊ -
dz dx I \ dx I dx dx

(2.9)՝

при z — r,,
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Afi ./Ճճք =0
Р \ dx / дх \dx / \

при z — т։,

h - пн при л' =хч.

§ 3. Метод решения задачи

В данной задаче важно то обстоятельство, что подлежащая оп­
ределению неизвестная функция г, не входит в систему дифференци­
альных уравнений (2.1), она входит лишь в граничные условия. Для 
решения задачи необходимо интегрировать нелинейную систему диф­
ференциальных уравнении в частных производных. Задача решается 
методом малого параметра*.

Чтобы ввести малый параметр в систему уравнений (2.1) и в гра­
ничные условия (2.9) приведем их к безразмерному виду.

Будем пользоваться при этом следующими переходными урав­
нениями:

п — Си р = оСт? h = Hit,

Н _ - ,___
w^=CT-w <* = ՇՒհ С = ]^Н,

_ /7
X = I.X -ղ- / Л1 I = о 1,

2 = Hz Ъ=НЪ. (3.1)

Здесь С — характерная скорость;
Н — характерная глубина;
Լ — характерная длина;
з—малый параметр, достаточно малое число. 

Величины с черточками сверху —безразмерные.
Подставляя (3.1) и систему уравнения (2.1) и граничные условия 

(2.9) получим5*'*:

Этот метол был применен II. Л. Слезкиным :3|. 
Для удобства письма черточки сверху опущены.

( ди1) з I и —
\ дх

ди др \ , о”и . . д՝и■ и՝ ---- -- = sin 3. ՝• ---•
oz Ох / dz- дх՝

U <■
» 

<-
--

-V

* Ղ- dw 1 др , . г)2к։ , cfw1 ձլ. = - cosa - . 4- 4- ->
dz I dz dx-

3) du , dzt՝ Л
Л ' dz= °՛

4) o> = 0 при г = 5;

5՜) и = 0 при д =
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6։ w = и — при z т], (3.2)
dx

9) h = Ах при х = хн

Далее предположим, что неизвестные функции могут быть вы­
ражены степенными рядами по степеням малого параметра

и = {/0 -֊ а//г — •

ս' = հՃ'օ -f- 3T£>. -}- • • •
3.3) 

p =^А>4-«Р։-Н’Р54- •••

Л = Հօ" 'Հւ т5% -Г • - •
Подставляя выражения (3.3) в систему уравнений (3.2) и прирав­

нивая коэффициенты с одинаковыми степенями « получим систему 
уравнений, решение которых не представляет особой трудности.

§ 4. Решение задачи

Приравнивая в уравнениях и граничных условиях (3.2) коэффи­
циенты при нулевой степени о получим следующую систему урав­
нении:

1) տոռ-b >—-0, 
dz1

2) — cosx — = 0,
dz

?} К + = 0>
dx dz

4) ■w0 = 0 при z = 5,

5) un — 0 при z = 0,

6)
dy՛

Wo =4-0 Հ- приг=7]0, (4.1)
dx

7) p0 = 0 при z = 7J0,

8) dft» հ\— = 0 при z — ij0, 
dz

9) = Հօ — о — hH при x = x„ .
5 Изяегп։:-. АН, СйрИЯ физ.-мзг. нзух, >6 1
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—   —  — 1—и — I», - ■: ■ • -Հ. - - ՜ = ------------- , -у. — - I М Г

Путем двухкратного интегрирования уравнения (1)системы (4.1) 
для продольной скорости получим:

Sina z” - . . .
1Կ =------- ~ +Л(Х)-ч Հ

Определяя произвольные функции интегрирования /\(х) и/։(х) 
из граничных условий (5) и (8) системы (4.1 получим следующее вы­
ражение для распределения продольных скоростей:

sina .. , .. . ...«о= — (к- —к—շ) Դ (4.2)

Подставляя (4.2) в уравнения неразрывности (3) системы (4.1) и 
учитывая граничные условия (4) той же системы, получим значение 
поперечной составляющей скорости к'о в виде:

sina . ... drin sina . Հ.Գ ; к и- -(710 —֊ к“'.о-֊1 ■
2ч dx Ч

Давление определяется нз уравнения (2) с учетом граничного 
условия (8)

p0 = cosa(7(0-2).' (4.4)

Из граничною условия (6) получаем дифференциальное урав­
нение для определения глубины

Д = 0. (4.5)
dx dx

Интегрируя это выражение по х и учитывая граничное условие (9) 
системы (4.1) получим:

% = 3-1֊/^. (4.6)

С учетом (4.5) выражение для можно представить в виде:

Sina
Օ՜՜շ7՜ dx

(4.7)

Как было упомянуто выше, условия 6 . (7 и 8) системы (3.2) 
должны удовлетворяться на свободной поверхности, которая так же. 
является переменной. Это обстоятельство приводит к усложнению ре­
шения задачи.

Чтобы избежать усложнения решения задачи, видоизменим гра­
ничные условия (6). |7) и (8) так, чтобы они удовлетворялись на од­
ной и той же свободной поверхности г = օյօ (х) для всех последующих 
приближений.
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Указанное видоизменение производится по методу предложенному 
Ж. Келлером |lj.

Все те величины н граничных условиях (6), (7) и (8), которые 
зависят от ординаты z, представляются в виде рядов по степеням 
2 — Ъ 
где

2 — ■% = °Հւ 4- 4-----
Тогда, одно из этих условий (например (6)) примет следующий вид:

+ cwt 4- о’те, + • • • փ °-| з —1- + с- +••• (з’н-г 
\ dz dz dz J

+ <==^4- •••) = М0+««| =2«2 + ...+/ֆ 
\ dz

л-3^1 4- 
dz ՜

+зЧ +-Г՛ 4-«Ч 4- •••) 1^. :
\ dx dx

4֊ •••'). (4.8)

Аналогичным путем можно видоизменить и остальные два усло­
вия (7j и (8) системы (3.2).

Приравнивая в уравнениях 1,3.2). коэффициенты при первой сте­
пени с, учитывая при этом вышеизложенное, получим следующую 
систему уравнений:

и ди9 , . <^в о - тЧ , ox dz
OP. , у <5=u, 
dx dz"- ՜

_&. + ,Ջ_0 

dz dz'

dJLi + = o,
ox dz

w* = 0 при 2 = 3,

«! = () при 2 = 3,

4֊ = ( «ւ I ֊ приг = т(с.
dz \ dz / dx ax

p։ 4- 7tl ^П-°- 4- 2v — = О при z = t}0> 
dz ox

du. , dbif. .. ,, m—*- 4֊ Պւ —; v՜ = 0 при z = t10, 14.9)
oz dz-

A։ = ijj 0 при x — xn -

Решая эту систему с соответствующими граничными условиями, 
для искомых величин получим:
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1|т» ՜շ,։-՛■'-> ‘\Հ -*>• CW

COS* I ,
<ft- „Հ [I Հօ՜՜г)-- <Հ.. -։)’1

\ dx I dx-

+ Կ-1^7֊
3 dx- ) 2‘> ах

֊(*-5) dx

drр։ = r։| cOSa + (TJo - Z) —1 Sina. 
dx

h„
° 3tga

_ ((/r‘o \ 
dx \ dx )я

(4.11)

(4.12)

(4.13)

С учетом <4.5) (4.13), выражения (4.10). (4.11) и (4.12) примут более 
простой вид:

COSa Г, .շ . 2 . , 5V di«.= ■ —խ0-2)- Ая+тЛ.(г-»)]_-

, (4.14)
3v \ dx

w, = с°^ [ 13(ր10 - z)= - ЗА; I- 2Л„ (г - S)| (A V + |зл; (z - i) + 
G՝> ( \ dx !

+ {րտ~^-1ձ /;,(֊■- (4.15)
dx- dx \dx /я I

hH di / di \ . . dZ , ....p։= - ----- ֊ cosa + U>-z) —Sina. (4.1b)
3tga dx \ dx !„ dx

Уравнения для следующих приближений I второе, третье и т. д.) 
решаются аналогичным образом.

Переходя к размерным величинам и пропуская промежуточные 
выкладки, для искомых величин получим:

« = £֊ [л! ֊ По — 2)տ4֊ Olga |(т,0 - z)- — А; 4-
2-/ ( dx

2 , 4֊ — Ля
•J

ctga/,, (z-3)j.
3 \ dx /п J

(4.17)

gSinafr,2 . .e. drt. ctga ,
— /։» -(’!» — г)- ֊, -Ւ՜-ր- 3(7i,-z’ 2v 1 dx 3

- ЗЛ; + 2!i„ (Z ֊ г)] (V + -j- 
\dx / 3

ЗЛ- (Z 5) + (Հ0֊2)։
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-Л' 2 ag«A. iz-S)֊!՞ ("М ! . (4-18)
dx8 3 dx \dx /п]

р = 7cosa.[(Ti0-z] 4֊Iga Այ-z) у0 + ֊— 
I dx 3tg

(4.20'Лч_ _ /£*շխ \ 
3tga dx \ dx IH

Պ *= 5 4֊ //„ +

§ 5. Пример расчета

Допустим, что дно канала выражается следующей зависимостью:

3 = 4 (Д — В) ? 4 4 (2В — .4) •« 4֊ (Д — оВ) է4 4 В?.

Здесь Д в В—постоянные и в данном случае имеют значения 

Д = 0,8//; В <= 0,9//;

Е *5 = — относительная длина.

Пид этой функции выбран так. чтобы в некотором сечении при­
нимаемом за начальное |х = х,, = О’, и в сечении х -21, Ъ и Հ' были 
бы равны нулю, а при х = /

З-Д; К-В.

При указанных значениях А и В уравнение (5.1) примет следующий 
вид:

S = (- 0,4? •}- 4? - 3.7? 4- 0,9?) /7. (5.2)

Предположим, что глубина канала в начальном сечении (х = 0) 
равна 1 метру, тогда, учитывая равенство (4.5) и (4.20j. получим за­
кон изменения глубины по длине канала в виде:

Л = 1 1 (R
3lga dx (5.3)

Выберем значения / в / таким Образом, чтобы удовлетворилось 
равенство:

// = 1, (5.4)
кроме того, из-за малости угла а примем

Slna=^lga=Z и cosass 1. (5.5)

Тогда для закона изменения глубины получим:

Л = 1 — 0,265 4-4;= - 4.94? 4 1,5?. (5.6)

По уравнениям (5.2) и (5.6) не трудно подсчитать и построить 
очертания дна и свободной поверхности в интервале
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Эти подсчеты здесь не приведены, а результаты их даны в виде 
чертежа на фиг- 2.

Из уравнения (4.17) можно определить среднюю скорость и на­
чальном сечении:

*sin։A-. 
3v

(5.7)ՀՀ. = 1 [udz

Согласно выражениям (5.8) и (5.9) подсчитаны значения скоростей 
и трех сечениях. Эпюры скоростей приведены на фиг. 2.

Давления подсчитываются по формуле.

JL=f,_zAW2b=S\ + l^.. (5.10)
■'hN \ dx / \ h„ I 3/ dx

Если в частном случае ано канала представить в виде прямой 
линии, г. е. если 

ձ - О,

го уравнения (5.3), (5.8), (5.9! и (5.10) могут быть представлены в 
следующем виде:

— = 1,
Ля

-^- = 1. 
ТЛн
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Как видно эти уравнении являются уравнениями равномерного 
движения, которые в литературе (например |2]) нашли свое полное- 
освещение.

Водни-знергетипе.скнЙ институт
АН Армянской ССР Поступило 24 III 1955

Դ-. 2.. I'uipmyuiGjiuG. Ծ»» *Ь. *Հ«ս։<[։։։ր։սւ(ւ

РИЗ ՋՐԱՆՑՔՈՒՄ ճեՂ-ՈՒԿհ ZHPF ԼԱՄՒՆԱՐ ՇԱՐԺՄԱՆ 
ԽՆԴՐՒ ԱՒ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ П Փ П I» 1Г

Հոդվածում դիւոտ լւկէ/ած !; հորիզոնի նկատմամբ О անկ յան in ակ թեք­

ված, րավ ականին ( ա{ն, րայլ <Jրանց բով, իր ծանրա թ լան ա մ ի ա ղդե ցա.թ յան 
ւոակ հոորււլ մածու ցիկ հեղուկի հաստատված ւսնհավսւսա րաչաւի շա բմ tu.il' ր, որը 
բնորոշվում է Նա վ /ե-/1 in ոքս ի հտվ т и ա pin.iliili բով: Տրված Է ա յդ հավա սա բու մ֊ 
ների յուծմ՚ան մի դեպք. i/tu քր պարամ եուր/ւ մե j-J it դ n վ' արված հատակի տես­

քի և եզրային պայմանների համար որւէնվւս մ են ալդ հա վասաբումս!: րի լու­
ծածները, ա յսինքն ա բադաթլաննե ր ի ե ճնշմ ան դա յա ր. ինչպես նաև ազուա 
մակեբևւէէ յթի ml, սքը ■'

Նման խնդիրների tti и nt.'du ա и ի put թ յան մ ամանակ մեծ մասամբ ընդուն­

վեմ է, ւսյսւդեո կոչված, դանդաղ փսփոիւվսդ շարժման մոդե [ft, ոբ[* յարա՝- 
հատակ սահմանափակում Է դնում շարժման ինչսլես կինեմասւիկական, ա/ն֊ 
պես էլ դինամիկակսւն մեծությունների վրա:

Ներկա {արված րսծամր զերծ է նմանօրինակ սահմանափակումից ե, որ­

պես հեաե ան ր այդ հանդամանքի, ստացված է ոչ միայն րւսնակապես, "ւյլև 
որաքրսպես սւարրե ր արդ{ունք:

ինսւրված ։ի".յ՝ր սյարամեարի մեթսդր, ինչպես պարւլվամ Լ խնդրի լուծ­

ման րնթ աց րից, բավականին ա {ւդ րււնա վե ա է և հն տ րավո րրւ թյււճէ I' աալիս 
խնդրի (ածումս սա„,նա( ւրս'1ւկացած մոտավոյւաթ(,uifր: Hրւդես փոքր պարա­

մետր րնարված է, .ունի րնորոշ խորս, [<}{ան h րնորոշ երկարաթրսն հարա- 
րերութրււնը, որր բավականին ւիորր թիվ Հ •'

Նկատի ունենայով խնդրի յա րահտտսւկ դրվածքը (աղատ մսւկերեայթի 
աոկա յա թ րսնր, մւէէծուցիկ հեդակ, անհա վ ա սա ր ա <աւի շարմւււմ և. ա{լե\, հա֊ 
վ шиш բա ՛մսեր /ւդ ստացվսւծ լուծ ու՚մե ե րի ինտեդյւա/ հա и տա ա անն ե(I ր որոշվև) են 
սււ/յալ խնդրի համար լա բահսււուււկ եզրային սլա լմաններից ի2,9յէ

Նկատի անենալււվ հաջորդ tf‘ոսւտվոբաթյունների ոչ էական ադդեցա- 
թրււնր լուծման վերջնական արդլանքի վրա, ինչպես նաե նրանց բարդ, սւեո- 
,PP > խնդրի լւււծւււմր արված է' րա վա րտ րվե (it վ մ/ни /ն երկրորդ. մti uiut վ 11 րա֊ 
իժ լամբ:

Սդւադա թրււնների , ճնշման ե ադաա մակերեա յ/ժի հաշվման համար 
սսւտցված են (■/. 17), / մ. 18), i.lOf ե /1.20) բանաձևերը:

Խնդրում ստացված արդ յանրնե(tի կիրա ՛ոտ.թյան սւիրա յթբ սւսհմանա- 
վւակ է այն պաւս ճաոով, որ հեղա կի շարմման >/рч> տուրրու լևնտականոլթլան 
դործսնր բացակալամ է-, Որի Ներմա.ծամր, սակալհ, ոչ ւ)՚իտ{ն կդմվարացնի
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շարժման ւււսուէքեաւէիրութլունր րնդհտնրանպևսք шцк դեպքերում այն

կդաոնա անհնա ր/րնէ
Հււդվածու մ րերված է մի թվա լին որինակ, որի համար կաէւոլցվսւծ են 

հոսանքի պա րամ ենարնե րի էպրս րանե րր, ինչպես րսա իա րութ քան, ալն պես 
էլ բսա երկտրութրսնէ
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. И. Розовский

Об одном способе решения нелинейных уравнений 
теории ползучести

§ I. Интегрально-операторная форма уравнений ползучести 
и их решение

Согласно II. X. Арутюняну |11 система уравнений нелинейной 
теории ползучести, связывающая напряжения «у, ~г, -.х-, ту. и
деформации нг, в., yvv. 7v_, для несжимаемого тела состоит из 
уравнений теории малых упруго-пластических деформаций

2ег<
а'՜5- 3։;՜'’

2а,
У ’ Зг, Դ՜

а..-г = ^г., 
Зг, ',г Зг, Ն։'

где 35«5x + sj |-а., и интегральной зависимости

s, /1 = - ----- 1 О/ (т) — а՜
г

(1.2)

связывающей интенсивность напряжений

— =>)2 -Г («У - «/)* 4- (о.- — «J* I֊ 6' т;у4

с интенсивностью деформаций

(ех-ву)Ч(ву —e.-)s-'sx—Вх)։4֊-| (^тТ*. ~

В соотношении (1.2) модуль упругости /?(/), согласно Н. X. Ару­
тюняну, изменяется во времени по закону

£(0 = £р
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Нелинейная функция имеет вид
/(3|) = Պփ^ք?, (1.3)

где, следуя Н. X. Арутюняну, параметр нелинейности 3 предполагаем 
малым.

Мера ползучести С((, имеет вид

= (1.4)

где փ(Հ) = —4-ՇՀ.

Физические параметры А, Со и 7 определяются из экспериментов 
на простую ползучесть.

Н. X. Арутюнян определил < из интегрального уравнения (1.2) 
путем предварительного приведения его к нелинейному дифферен­
циальному уравнению второго порядка с переменными коэффициентами.

В результате, полагая Е — Ео const, упомянутый автор 
нашел выражение պ з виде разложения по малому параметру 3.

В настоящей статье предлагается другой способ решения инте­
грального уравнения (1.2), который иллюстрируется далее примени­
тельно к двум задачам.

2. Введем два интегральных оператора с ядрами

,)=_£(«) ?+^(Հ֊)ՕՀ Е(-)

Ժհ

воздействующих на некоторую функцию точки .И (.v, у, z) и времени ։՝. 
t t

Pf~ \<Ղ^ -)f<■«.-.)d-. Qf (1.5)

Тогда уравнение H. X. Арутюняна (1.2). с учетом (1.3). будет пред­
ставлено в интегрально-операторной форме

£</ = (! +А (1.6)

Решая уравнение (1.6) относительно з,. получим

=, _ _______________ _____ <* -

В выражении (1.7) знак перед 
физических соображений с, > 0.

Всегда можно подобрать 
при котором

2?Q
радикалом взят плюс потому, что пз 

такое значение параметра малости յԼ
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4չ£շյ Q
(I -•֊ /Հ'ձ

Поэтому справедливо разложение
„_ Е'֊‘ + J? ,'Լ V,_ 1 (2» -3)И Г 4^е,0

i + А 2зу (շ"’!! (1+Р)’

Принимая во внимание соотношение

Л = 1 - А
1 + р

(1.8)

где ядро R է, հ) оператора R представляет собою резольвенту ядра 
Р(Л՜), а также, выполняя разложение в ряп функции оператора Р

•___ 1
(14-/V’՞՜'

фигурирующей в (1.8). получим
сс

«« = ^(1 -/<) + 2 V(—1)"+1
л—2

(2д)!1 11 ’ Լ 1 ’

1), (2/4—1)2/7... (277 - V 2) : /7

» — 1

(1.9)

*Л 1 *л—1 *ч * *Выражая степенные функции Q и Q операторов Ր и Q, 
фигурирующие в (1.9;. через повторные ядра исходных ядер P(t, t) и 
Q т), получим

Q4-։(7^)/(r)^, (1.Ю)
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в последнем Q„ ։ (/, и) выражается согласно (1.11). а

1\ (и, т) ֊ j Р к) /ձ_ւ (ղ՚, «.) dv. 
и

[п = 2, 3...; •/= 1, 2...).
причем

/ձՀ^) = ^/,Վ Q0^)«Q(tx).
Наконец, принимая во внимание (1.10) и (1.12), из (1.9) получим

t
«/ = Е (Г; е, I f) ֊ р? (է. т) £(,) е, (т) Л +

+ 2V (_ I)«+> (4?)՞-'pQ„., (է, ,) +.

Таким образом, задача определения հ решена и сведена к квадра­
турам.

В частности, например, для старого бетона, т. е. и случае 
Ա[է) — /:ս п /1=0, при этом

P(t rj = Q(7, .) = 7аде-’1'-’>.
будем иметь

Հ = Е, г, - £„ С։7 ( е-’‘1+с^ «֊ч։. Л +

о/.-f’-V՛ - И’’՜1՛* ^-,՛ ՜՜ ,Jl!՛ (43/- с -'Г 1 ( tf~-- -I-

л-2 Հ

. и Ճ.7 7-21
VI (л 4-v)l

В случае, когда կ является только функцией координат л՜, у, 2 
получим

4- - О1' [Г— в1-Գ^ 1
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+ 2Е0СоУ,V !-։>’" (4?Е.с0^)՞-'
л-2

_.,-ւԱ ’.ՀՕԼ՜ C- Ч) I Х՝1 (Հ/ I J (/Z 2 )...(# — k} . J fe_[
- ------- Ւձ ՝* ՜-ւ’

V/ , (2/г —1)2л...(2л-Ь՝/ —2) Ն1 F(n4-v)l
—1 M v«(/i + •/)! Կ4)' Т«*’+Г

^(л-^у)(/г-г-*-1)...(лЧ֊7~А-1Ь .я+,֊а\ |
+ 2»~ --------vAt-h՜ --------- V—> ) •

Jfc-l ‘
3. В общем случае меры ползучести (1.4), т е. для молодого 

бетона, нахождение указанных выше квадратур связано с кропотли­
выми вычислениями. Поэтому, принимая но внимание; что параметр 
нелинейности Ց мал. можно получить приближенное выражение для 
պ с точностью до З2.

Тогда из (1.9) следует
2£Ч?£оa, = £Ml-R)-----------Գ4֊. (1.14)
(1 +Р)3

Чтобы получить выражение г в замкнутом виде, учтем приближенное 
равенство

(1 + A3^i ч-зА
Тогда (1.14) преобразуется к следующему виду

*ւ = £Կ(1 R)-2E^:?Q(\-Rs), (1.15;

где R оператор, ядро которого R3(t, -) представляет собою резоль­
венту ядра ЗР(/, հ).

Расшифровывая смысл операторов, фигурирующих в i 1.15), получим 
/

Ъ = Е (է) р R (t, т I Е I -.) s, (z) - 2? J Q (/, t) 4֊

+ П(^|£»Н 
t

W Ո(/,4^յ՜Չ(/. s)R, (s, x)ds.

Так как при E(t\ = E0 P = Q. ю из (1.14) следует

af- = £oe, -Eo [Ri. - 2?E,(R2 - R:;) г]j. (1.16)
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Отдуда 
/

*։

где Я2(6 -) — резольвента ядра 2Р(/, ' .
Если при l-{f) = E0 исходить из меры ползучести (1.4}, го из 

всех найденных выше выражений о/ наиболее удобным для практиче­
ского применения является выражение (1.17).

Полученные результаты, а также примеры, которые будут рас­
смотрены ниже, относятся к общему случаю неустановившсйся 
ползучести.

2. Некоторые приложения

1. Чистый сдвиг плоскопараллельного слоя

Рассмотрим бесконечный плоскопараллельный слой толщиной h и 
любой ширины, находящийся при /<-г1 в покое. Нижняя граница 
слоя (г՜—0) неподвижна, а верхняя (z — h), начиная с некоторого 
момента т։. смещаемся в направлении оси ох.

Так как теория ползучести И. X. Арутюняна применима не только 
к бетону, но и к другим стареющим материалам, то формула, которая 
будет получена ниже, непосредственно применима к исследованию 
процесса деформации ползучего слоя почвы, заключенного между 
твердыми пластами, или к изучению поведения слоя смазки между 
трущимися поверхностями и г. п.

В рассматриваемом чисто сдвиговом случае перемещения имеют 
вид •и(г,/)=0, w(z, է-) =0.

Инерцией тела пренебрегаем.
Пусть задано смещение границы z հ՝. и i/i. т) = ut = const. 

Тогда «(г, 0 = ^, Л
и, следовательно.

. ֊ "■v/L

ЗА ՜

Пользуясь fl.16) и (1.4) получим выражение касательного напряжения

, „ з Հ —rkz
՜~зГ՜ ft + ЧЧ(՜ *Чг՜՛
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где
Դ = Ն П "Н-оСЛ = 7а = ^7. (£=1,2,3).

Здесь имеет место процесс релаксации. При /<Հ() эффект нелиней­
ности активизирует процесс релаксации, при 3 0, наоборот тормозит.

2. Д е ф о р м а ц и я гр у б ы

Рассмотрим деформацию трубы, находящейся под действием 
внутреннего давления при заданном перемещении внешней поверхности.

Пусть в, и տքյ радиальное и окружное напряжения zr = duftdr, 
հ?= цг/г соответствующие деформации, а и Ь— внутренний и внеш­
ний радиус грубы, q - приложенное изнутри давление, ut, — переме­
щение внешней поверхности трубы.

Предположим, что осевая деформация отсутствует, г. е -:- = 0, 
Если считать материал несжимаемым, то

du и 
dr г

Отдуда, принимая во внимание граничное условие ur(b\ = ii/„ получим
but, bn,,Uf =---- , £,= — £* = - —

г r-

Из уравнения (1.1) следует 

շԳ- , ֊-е-,—М-

1ть\ 12 £. —---- — (2.1)

(2-2)

Из уравнения равновесия

d-, . vr ——! -Г _L Լ=0 
dr г

с учетом граничного условия зг(а։ = q и соотношения (2.2), получим

«г

Ф փ <?. (2.3)

Есйи теперь поставит!՛ в l2.3i вместо г одно из найденных в § 1 для 
нее выражений, а вместо zf. $0 и г, их выражения из (2.1) и выпол­
нить квадратуру по р, то задачу определения напряжений можно 
считать решенной.

Так. например, в случае (1-17) будем иметь

б И <|к>тнц ЛИ, серии фих-мэг. наук, .\6 I
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; 2Sw,Z:ol 3 |а- (2А (2.41

где /е= 1, 2. 3, причем индексы дг։ г. g- = -. ga ծ. 
Для молодого бетона из (2.4) следует

о I ~‘rkz
4-2^М»| Յխ .

(2.5)
Если старение бетона практически завершилось, то можно принять 
Д 0 и (jt = 0.

Тогда из (2.5) получим

=^=- (з«/.-а ֊Թ-։)|1- - _С«— +

3
+ г^и.адуз |« ՜ - (2/ր- 11 r-‘ I v I)» x

A--2

X
k

i + «ад(
l֊t, t-iHrC ;

Здесь также, как и в первой задаче, происходит процесс релаксации. 
Однако, влияние эффекта нелинейности противоположно тому, которое 
имеет место в предыдущей задаче.

В заключение заметим, что для практического определения на­
пряжений s0 и достаточно в (2.5) подставить числовые значения 
геометрических и физических характеристик бетонной трубы и вос­
пользоваться известным |П выражением интегралов, входящих в (2.5), 
через неполную гамма-функцию, согласно формуле

՛* —г1՝~

Ճ' = Դ 7»)-^՚Դ-ւ. ?*>l.

где которая прогабулнрована |1|.
(1

Так, например, если время г измерять в днях, то согласно Н X. 
Арутюняну [11, для бетона, изготовленного на нормальном портланд­
цементе. /1 = 4.82.1O՜5, Со = О,9.1О՜’. 7 = 0,026, £0 = 2.10՝՜' кг/см\ 
Тогда г, =0,073, гг ֊ 0.146, гл = 0,219, == 0,25. </.. = 0,50, ֊ 0.75.
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Обработка кривых ползучести бетона показывает, что порядок 
величины параметра нелинейности 3 примерно ЛЬЮ " Л՛• 10՜5. где 
1 < (Ж, .V) < Ю.

Диенропетронскин горный пнепп-т им. Артема Поступило 29 IV 195Տ

IP. Ь. ft*nqm|ul||>

ՍՈՂՔՒ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՈՋ-ԴԾԱՅՒՆ ԽՆՏԵԳՐԱԼ ZUllWONJUPb 
ԼՈՒԾՄԱՆ Սհ եՂԱՆԱԿՒ ՍԱՆՒՆ

Ա ւր «ի ո փ ո ։• ւր

Մածելով (l.ii) ինտե ’){"‘Ч օպերատորները, ե, hl. Հարւււիք լան/անի ( ‘/.XJj 
հավասարում ft բհրվսււք Է ք1մ> ) ին /z»/> ղ րտր օպե (tin ա rtրա լին ձևին։ ( ! .6 ) հավա­
սարումը Zt քարա‘երերի ին ա ենւէ ի վա իք լան նկէսսէէք'սւմր րսծե քէււ , օպհ ր tn urn ր֊ 
ների էիանկրյիւրւնե րր երկանղ ամ ինտ ե ղրւէդ-օպե ր ա աո ր ա լին ու и ա իճսւնական 
2արրի վերածելս։ հ հեսւռւղտլա.մ ալդ շարքի անդաքքևերր { / .5J տվսորարմսւն 
մևշ կերս/ակա րւ г] P (էՀ ՜ ու Q {‘ . ՜) ե լակե տաքին մ իգա Iflill րի կրկնական մ ի յ ււլկ- 
ներէէվ տրսրահա քաևրւ։ ։1՝ իշո grt rf, ււաացւիս մ I; Տ րս/ցահսւքս։ արսւահա ւաա.- 
թքանր։

Առաջարկված են <յ-է-ի ծ'ի րանի ւքոաավոր տրւոահարւսսթ/աններ, որոնք 
են տաքիս Zj-ն ս։նմիչակտնորևն արաահտրոել /^(է, ՜յ֊ին համեմատա֊ 

կան միջուկների иեղռլվենտնևրի միջոցռվ:
ներված Л5/ ընդհանոր ft րնուլիծի օրինակներ, ինչպևււ նաև էքիաարկված 

է երկոէ. կռնկրե տ ("նղիր \սր ք։իք~ ‘քա էքահե ո ակա՚!է շերտի սահքի դեֆս րմ ա- 
ցիաքի և խոէրէվակի դեֆ։,fit)'игցրա/I: ijhրարերլաք , սողքի ք 1.-IJ շափի հաջվա- 
ոսւմով։
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Г. С. Акопян, Г. Л. .Марикин, В. Л1. Харитонов

Некоторые новые схемы для годоскопа

I. Неоновая ячейка для годоскопов с самогасяшнми 
счетчиками

В высотной экспедиции ФИЛИ Армянской ССР в течение ряда 
лет в годоскопических схемах использовалась предложенная одним из 
нас в 1949—1950 гг. неоновая ячейка на лампе 6Ж8 с импульсным пи­
танием пентодной сетки и анодной цепи. В качестве индикатора ис­
пользовалась неоновая лампочка МН-7. Затягивание, необходимое 
для фотографирования неоновых лампочек, осуществлялось в цепи 
пентодной сетки подключением емкости 3—5 т. иф. и утечки 10 — 15 
мего.ц. Основным недостатком такой ячейки является сравнительно 
малая разрешающая способность- порядка 150 мк сек. Чувствитель­
ность ячейки к импульсам от счетчика — порядка 4—5 вольт.

Появление пальчиковой лампы 6Ж2П с двумя управляющими 
сетками, с короткой характеристикой по обеим сеткам и с сравни­
тельно большим током второй управляющей сетки при положитель­
ных потенциалах, позволило разработать на том же принципе ячей­
ку с улучшенными параметрами. Для индикации вместо неоновой 
лампочки МН-7, с током горения 5 7 мА, применена пятачковая 
неоновая лампочка ПН-3, которая горит достаточно ярко для фото­
графирования при токе 0,5 .нА.

Схема неоновой ячейки показана 
на фиг. 1. Схема должна работать таким 
образом, чтобы при отсутствии импуль­
са от счетчика на первой сетке заряд 
Q, натекающий на емкость С за время 
импульса 'и,,, обеспечивал запирание 
лампы на время горения неоновых лам­
почек. определяемое длительностью им­
пульса -Vn. Если-z/цор—пороговое напря­
жение — сетки ga, при котором анод­
ный ток становится достаточным для за­
горания неоновой лампочки, то

С ՜^ւ։0{ւ ։ С. 
...
I
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где / — средний ток в цепи сетки g;. при подаче импульса ъл: vMp 
зависит от типа неоновой лампочки, от /?г., и от напряжения на эк­
ранной сетке /-зависит о г v0 и от иА~. /1цр. —время горения не­
оновых лампочек.

Из (1): 1 d- _ J_ /1 _ /г<1|1 \ /яч
Т дС ՜ С Г RC Г к

Следовательно, при малых А’С увеличение С уменьшает а при 
больших RC увеличение С увеличивает -.

Оптимальное значение С, соответствующее минимуму т, опреде­
ляется соотношением

ЯСпг = /гup Ջ О, I ч- 0,2 сек (3)

и не зависит от параметров лампы.
С другой стороны.

1 Я՜ _  1 Лир дл
- 'oR ~ R RC

и увеличение R всегда уменьшает при увеличении R уменьшается 
С0[1 . При R 10՛ ом. С - 10—20 т. пф. Таким образом, в старой 
схеме С было меньше Со։п- При R -- 50 .՝< 10е ом, Соот — 2 4 tn. пф. 
Полученное на опыт значение С1И: при R = 50-10* ом равно^2,2 
/п. пф. при очень пологом минимуме.

Чувствительность схемы сильно зависит от напряжения на эк­
ранной сетке. При испытании схемы прямоугольными импульсами 
длительностью 100 мЩСек получены следующие данные:

t^a 80 50 40 30 20 вольт
чувствитель­

ность 2 I 0.7 0.5 0,1 вольт.

При напряжении на экранной сетке 20 вольт неоновая лампочка 
горела очень слабо. Чувствительность схемы несколько завис» г от 
емкости С и минимальна при С — Соат.

Если в (1) положить RC = /го1,: / - vjRi.
ТО z. . Ri ’t'.iop /е\

” է * Ri * C • 'Unop ,՛' Oo 0 • I pop. Ij՜ ՝ r (5,i\ Vi,

(<?—• 2.72... .

При R, — 10՜' ом, R — 107 ом и 5-107 ом. 'Unop :^3 вольта: 
вольт ii Аор = 0,3 сек, 250 мк сек и 50 мк сек.

Фактически на опыте при R—107 ом; С - 3,3 т. пф. 150 мк сек.
Повндимому, числовой коэффициент в (5) следует положить рав­

ным единице, и тогда получим следующее эмпирическое соотношение: 
, Rl Т’пор ,Ը.

г Ջ К՛ • — • (6>
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Дальнейшее уменьшение ՜ можно получить, увеличивая R и v„ 
и, соответственно, уменьшая С, а также уменьшая т»11О(1 путем увели­
чения /<;1. Увеличение ւ՚ք՚> уменьшает R,: и увеличивает ъ'։1Рр.

Описанная схема испытана в годоскопе с 100 ֊>200 ячейками, 
при разрешающей способности ՛= 15 мк сек. При этом чувствитель­
ность для импульсов от счетчиков, при т^2 = 50 вольт, составляете 
=ծ2 вольта.

Мы считаем, что разрешающая способность и чувствительность 
могут быть существенно улучшены.

II. Схема питания самогасящих счетчиков 
Гейгера-Мюллера

В исследовательских работах но изучению заряженных части:։ 
космического излучения широко применяются самогасящне счетчики 
Гейгера-Мюллера. Количество их доходит—на одной установке, до 
нескольких сотен, а иногда до тысячи штук. Вопрос питания этих 
счетчиков с увеличением их количества усложняется, так как рабо­
чее напряжение у։, у них разное и приходится питать их индивиду­
ально.

На наших установках до сих пор применяли схему питания по­
казанную на фиг. 2 |1|. где отрицательный потенциал общий для 
всех счетчиков v„ самый высокий потенциал при котором ни один 
счетчик данной группы не работает), а добавочный потенциал г*|։ под­
бирается при помощи потенциометров, смонтированных на общем 
щите, для каждого счетчика отдельно. Таким образом, на корпус 
каждого счетчика подается отрицательный потенциал

■v'p = v’o-r va (/1 = 1, 2. 3... п).
При гаком способе питания необходимо счетчики изолировать 

друг от друга, что увеличивает щельнос.ть рядов телескопа. Проводка 
питания получается громоздкой и необходимая систематическая про­
верка работы счетчиков требует нс менее двух сотрудников.

Самогасящне счетчики можно питать обратным способом, т. е. 
на нить подать положительный потенциал, а корпус заземлять. Тогда 
вопрос изоляции между счетчиками отпадает, но нити находятся под 
высокими потенциалами и импульсы приходится брать от них через 
высоковольтную емкость. Шит питания, как и в первом варианте, не­
обходимо монтировать отдельно. Проверка счетчиков в этом случае 
так же неудобна.

На последней установке мы применяли полуобрушенную схему 
питания счетчиков, которая показана на фиг 3.

Такая схема питания позволяет в рядах телескопа счетчики раз­
местить вплотную в подать на корпуса общий отрицательный потен­
циал ио ւ՚օ такой же. как и в первом варианте). Добавочный потен­
циал. необходимый для работы счетчика, подается с положительным
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знаком на нить при помощи индивидуальных потенциометров монти­
рованных вместе с неоновыми ячейками на одном щите. Добавочный 
потенциал не превышает 250 —30() кольт, поэтому емкость С может 
быть обычно типа, например КТК-1. Если схема питания монтирует­
ся вместе с неоновыми ячейками, го установка подучается более ком­
пактная. занимает меньше места и позволяет производить системати­
ческую проверку работы счетчиков одним сотрудником.

III. Схема совпадения и антисовпадения

В схеме предусмотрены две группы тройного совпадения, два 
канала антисовпадения и два канала

фиг. -1

аноде лампы 6Н8С получаются 
сы с большим положи тельным

гашения. Блок-схема приведена 
на фиг. 4.

а) Каналы усиления и 
формирования импульсов 

совпадений

Каналы усиления и форми­
рования импульсов, собранные на 
двух лапмах, показаны на фиг. 5. 
Первая лампа 6ЖЗП стоит в 
обычном усилительном режиме на 
сопротивлениях, с примерно де­
сятикратным усилением. На вто­
рой лампе (одна половина GH8C) 
собран закрытый блокниг-генера­
тор с сеточным пуском. Импуль­
сы. приходящие ог анола первой 
лампы через емкость С . за­
пускаю! блокинг-генератор. На

стандартные отрицательные 
заходом. Форма импульсов

импуль- 
ււ ри мер­

но столпкообразня, с передним фронтом нарастания 0,3—0.4 мк сек. 
Амплитуда импульсов зависит от анодного напряжения и состав­
ляет --80% его величины, в допустимых пределах для данного типа
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ламп, при нагрузке па выходной обмотке не менее 120 а'о.ч. Ширина 
получаемых импульсов регулируется при помощи переменного сопро­
тивления и емкости, включенных параллельно между собой и после­
довательно в цепи сетки блокннг-генератора. Все каналы усиления и 
формирования импульсов идентичные.

В зависимости от того, какого знака импульс необходим для по­
следующих радио схем, .заземляется тот или иной конец ill обмотки 
импульсного трансформатора, стоящего в аноде блокннг-генератора. 
Для того, чтобы убрать заход импульса, между концами третьей об­
мотки параллельно /?10 включен ..под ДГЦ-26; его также можно 
включись параллельно с анодной обмоткой трансформатора. В нашей 
схеме третья обмотка заземлена так, что через диол ДГЦ-23 на 
совпадении подается положительный импульс. Каналы надежно рабо­
тают, когда от сборки счетчиков на вход поступают импульсы не ме­
нее 1,5 кольт. В этом случае на аноле первой лампы получаются 
импульсы более 15 кольт, что достаточно для открытия блокннг-ге­
нератора, запертого смещением — Ի՛ вольт. без существенной за­
держки во времени. При 250 вольт на аноде стандартные импульсы 
па выходе имеют амплитуду око; о 2С0 вольт. При включении его в 
цепь совпадения из-за малого сопротивления цепи величина импуль­
сов падает. При 430.-ОД в цепи совпадения величина импульсов па 
выходе составляет около 70 вольт.

б) Схема совпадений

Совпадения осуществляются на германиевых плоскостных дио­
дах |2, 3| типа ДГЦ-26 на одном общем сопротивлении (фиг. 5). Че­
рез сопротивление R течет постоянный юк. который разветвляется 
на три параллельных идентичных капала, состоящих нд последова­
тельно соединенных инодов ДГЦ-26 в сопротивлении R*. Когда им­
пульсы посту па ют лот трех каналов одновременно в точке Л появ­
ляется созпадательный импульс прямоугольной формы, примерно та­
кой же величины и ширины, что и выходной импульс одиночного ка­
нала. R и R.. подобраны гак. что импульсы тройного совпадения от­
личаются от импульсов двойного совпадения ~ « раз, что дает воз­
можность четко их разделить.

На нашей схеме имеется две группы тройного совпадения. Каж­
дая из них имеет отдельный выход через катодный повторитель. Им­
пульсы от двух групп совпадения через катодные повторители пере­
даются на двойное совпадение (фи:. б). Через катодный повторитель 
импульсами вторичного совпадения запускается блокин:-генератор за­
держки (Д-). Блок ин г-генератор формирования (֊7-j запускается по­
ложительным заходом отрицательного импульса блокннг-генератора за­
держки. Следовательно, запуск формирующего блокннг-генератора 
задерживается на ширину импульса блокннг-генератора задержки.
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Меняя ширину импульса можно получить задержки от 1.5—14 мк сек. 
Таким образом можно на выходе схемы получить импульсы шести­
кратного совпадения с разными задержками.

в) Каналы усиления и формирования импульсов антнеовпадеиия

На схеме (фиг. 6' имеется два кана, л усиления и формирования 
импульсов антнеовпалений. Они тождественны каналам совпадений 
с гой разницей, что импульсный трансформатор в блокпнг-генерато­
ре дае։ более широкие импульсы и выходной импульс берется от­
рицательный. Антисовпадения осуществляются на лампе 6Ж2Г1 (./73 и 
J7,. . Первая сетка лампы соединена с выходом канала антисовпадения, 
а третья сетка совпадений. Когда импульсы приходят только от ка­
налов совпадения֊, на аноде лампы 6Ж2П получаются отрицательные 
импульсы, которые, запускают выходной блокинг-генератор. А когда 
одновременно приходят и импульсы антисозпа.теимя, то импульсы 
совпадения не проходят, и выходной блоки hi -генератор не запу­
скается.

г) Каналы гашения

[?> схеме предусмотрено iua канала гашения (Д,). Канал гашения 
представляет один закрытый блокинг-генератор. подобный блокннг- 
генератору канала совпадения, ио с более шпроквмн импульсами. 
Положительный импульс гашения после совпадения с импульсом 
совпадения передается на сетку выходного блокиит-генератора (.Д .

Когда импульсы приходят только от совпадений, выходной бло- 
кнш-генератор запускается от анода, а если импульсы приходят од­
новременно от совпадения и антнеовпадеиия на выходной блокинг- 
генератор импульсы не поступают. Когда импульсы приходят одно­
временно от совпадения, антнеовпадеиия и гашения, го выходной 
блокинг-генератор запускается через сетку от импульсов совпадения 
гашения и совпадения. Вторые каналы антнеовпадеиия и гашения 
являются повторениями первых.

Авторы выражают благодарность Агасяну Э. смонтировавшему и 
проведшему предварительную наладку схемы совпадений, и Григорян 
Л. за участие в испытании.

Авторы благодарны также 'Г. Л. Асатиани за постоянный инте­
рес к описанным работам и участие в обсуждении.
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Դ-. О. Լակ npjutti. Լ. (Ւարիկյահ. Վ. Ս’. էսաթիսւոհով

Մհ ՔԱՆՒ ՆՈՐ ՍԻեՄԱՆԷՐ ԳՈԴՈՍԿՈՊՒ ՃԱՄԱՐ
II Ս’ Փ Ո Փ Ո Ի Մ

Հողված mi!՝ նկարագրված է ՛հհ ոն ա լին ո աղ իո ահ խն]ւկակսէն ք՚Հ՚ջ/՛ րարե- 
քավված ււխեմուն 6/К2П լամպերով, ,,[՚!> Հնու րավո րա թ րււն Հ՜ աալխւ բարձրւԱէյ֊ 
նհլ րջշի Ղ1ա I*1'"' ft ”(ւր>շող րնւրււնակա [d {ո/նր:
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•Տրված է ինքնամարվող հաշվիչների „4/,քան մի նոր եղանակ։
Մ՛շակված ե ւիորձարկված ի համրնկնման ու. հակահամրնկնման tn.<H։~ 

ղաղնող կանալեերի սխեման 6Ж311 ե * '!’I8C ռադիոլա մ պե րովէ Հաշվիչների 
Шп-աււծին շարքերի}] համապատասխան կանալներր եկող իմպսլլսներր ալսսէհղ 
ամեղայւվււ։ մ, ձհավո րվտ.մ են։ Ար], ձևավորված իմպուլսների հտմրնկնամ ր 
իրաղա հա!]վա մ Հ կիսահաղորդիչ I։ րկԼ՚լհկէո րալնե րի վրա։ Ալնա հետև 6/K21 1 
լամպի վրա կատարվում է իմպա լսների '.տկահամրնկնա մ։

U շտկված Ւ իւ1 պա. ր։նե րի քա ր։ո',ա տակ մ արման սխեմա, որր հնարա~ 
վ՚՚ր՛11 [J("՚ր4 !, ւոայիո, Որոշ աոամով, չեկոքաւյնեէ հակահամրնկնման կանալի 
'"'{'[երաիքլո։.նր համրնկնման իմպուլսի վրա։
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АСТРОФИЗИКА

Р. Л Саакян

Функция распределения тесных двойных 
по разницам звездных величин компонент

Зилние функции распределения двойных звезд по разностям 
звездных величин компонент может объяснить некоторые «опросы 
космогонии двойных систем

Ряд авгор(ш рлссматривзл вопросы космогонии двойных звезд, 
пользуясь данными относительно функции распределения визуально 
двойных по Ам.

Мы думаем, что не меньшую роль может играть знание функ­
ции распределения тесных двойных по разностям звездных величин 
компонент. Поэтому мы попытаемся получить эту функцию. Но надо 
отметить, что данные наблюдений тесных двойных сильно искажены 
избирательностью наблюдении. Следовательно при выводе функции 
распределения э. их звезд надо учесть избирательность наблюдений.

Как известно тесные двойные, главным образом, наблюдаются в 
качестве затменных переменных я спектроскопических двойных. В 
данной статье мы используем данные касающиеся затменных пере­
менных. учитывая, что для этих звезд имеются формулы, с помо­
щью которых можно учитывать избирательность наблюдений.

По Грамацкому |1] вероятность, что данная тесная двойная 
звезда может оказаться затменной. выражается формулой:

а
где г, и г-радиусы компонент, а — расстояние между компонен­
тами.

Вероятность открытия затменной переменной при сравнении од­
ной пары пластинок выряжается приблизительно формулой |2|:

W=2D(1-2D) - ’ - /(т). (2)

где I) отношение продолжительности общею затмения к периоду, 
Д — а м пл и г уда. f\ т ֊I 0.062 т.

Как увидим ниже, если нам известно наблюденное рпспределе- 
ине затменных переменных по значениям амплитуды изменения звезд­
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ных величин, или по разностям звездных величин компонент, то поль­
зуясь формулами (1) и (2), мы можем получить функцию распреде­
ления тесных двойных по разностям звездных величин компонент.

§ I. Функции распределения тесных двойных по Дтп 
компонент, полученная с помощью функции распределения 

затменпых переменных по амплитуде звездных величин

По каталогу Казанской Обсерватории |7| обнаруженные затмен- 
ные переменные дают следующее наблюденное распределение но ам­
плитудам звездных величин (таблица 1).

Таблица I

А
N

2Ղ1
16

0.3
73

0.5
142

0.7
148

0.9
153

1.1
133

1.3 1.5
63

1.7
51

1.9 
«

А 0Ղ1 2.3 2.5 2.7 2.9 3.1 3.3 3.5 3.7 3.9 4.1

N 41 18 25 23 20 10 6 6 4 3 1

Согласно |2| число тесных двойных определяется из соотношения

л(4)=—• (3)
Up

• Показано |3|. что нет корреляции между А и D и между А и 
р. Следовательно из |3| имеем:

Функцию распределения тесных двойных по разностям звездных 
величин компонент обозначим через /-'(Дл), тогда легко видеть, что 
она определяется из интегрального уравнения:

СО
п\Л )dA = С \ Л(Д.«) sin / di d Дл/ (4)

ձ/„(/-50՜յ
В самом деле, число тесных двойных, имеющих i (угол между 

лучем зрения и плоскостью орбиты) в интервале {id-rdi). будет про­
порционально sin idi, а из них число тесных двойных, имеющих Длг 
в интервале (ձ.«, Ллг i/Д.к) будет с F (A.w)sin idid^M. В уравнении 
i4) амплитуда А зависит от Ач и / и каждому значению dA придан­
ном Дл/ соответствует свое значение di, которое определяется из при­
веденной ниже формулы (10).
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Нижний предел интеграла определяется из формулы (6) при фо 
тометричсскон фазе а—Д, что дает

ձ л-2,5.7# (՜10°-«—I).
Величина sin 7 di определяется из следующих двух формул |-1|. 

Ի1-

«-= Н րԽ փ ?։ր՜“гГ՜sln ?i )• ^5՛

.4 = 2,5 1հ----
՜ 14-10^(1 — a)

где
r^=rj4-A2—2ր։ ձ cosc., րք-ր|4-ձ2- 2r2Acosc2.

а Д проекция расстояния между компонентами на небесной сфере. 
При г,— г, и при соединении компонент, из формулы (5). получим:

arc cos cos i
P

cos i cos2 i 
P*

’7)

Здесь учтено, что. при соединении компонент, A=acos7. 
По формуле (7/ составлена таблица 3.

Таблица 3
. COS 1 

֊> 1 0.87 0.7 0.5 0.35 0.1 0.05 0.02 0.009 0.0

,z
 I;| Ք 0.00 0.076 0.29 0.61 0.91 1.37 1.15 1.52 1.56 1.57

Из згой таблицы нетрудно заключить, что приблизительно
2 /. ֊- ... cos i \ ,о

Հ= — 1,57 — 1.6 • ՛«•
к a P )

Пользуясь этим приближенным выражением для а и (6), получим 

1,57- 1,6
cos 7

Р
= [1 । 10 0,д"| |l֊10-lw|.

откуда:
sin 7 di — С, 11 Ю֊0^] Ю ՜0-^ Ժ/Լ

где С, постоянная.
Из 14) и (10) находим:

«(Д) 10"-4Л = C’j (14֊10-°-и-)Г(Ал) մձ.«, 

откуда:

F {.\м}=------ - -------------— |//(.4)1СЛ4Л |.1-1 10-u.w.* Ծձ.«

(9)

(Ю)

(П)

Й21

Функцию /г(.4), заданную в виде таблицы 2. можно представить 
одной из следующих двух интерполяционных формул.
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л(Л)=А', 25.10-’, (13)
//(Л>АЛ3 26. Ю (14)

В таблице 4 лаются значения п (.4), вычисленные по этим фор­
мулам. Эти значения можно сравнить с таблицей 2.

Таблица 4

А 0Ղ1 о.з 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 2.1
25.10՜4 20 12.5 7,5 5 3 2 1.25 0,75 0.2
26, ю-Л?Л 20 и.։ 6,5 3.8 2.2 1.3 0,42 —

Из (12) пользуясь 13) или (14) получим два варианта решения:
то.ядл

Г։(А.и)-С՝3---- - , — ; (15)
(1 + 10иЛх*)^

или

г\(Дл)=С> -----֊------- . (16)
• (l-t-lO0^*)4

Относительные значения F, вычисленные по формулам (15) и 
(16), приведены в таблице 5.

Таблица 5.

ձ.« 0Ղ0 0.2 0.3 1 2 5 10 •
с /■՝, | А.։/) 0,09 0,12 0.09 0.08 0.01 0.001 0.0001

С 0,06 — — 0.04 0,01-1 0.0001 10՜“

Конечно значениям функции полученным для Л/л^>5т, не нуж­
но придавать большого значения, но ясно, что в действительности 
число таких пар в Галактике относительно .мало. В самом деле число 
пар. у которых Д/л велико и спутники являются гигантами, мало, а 
те пары, у которых обе компоненты карлики, обычно не имеют боль­
ших значений Azw.

§ 2. Функция распределения тесных твойных ио разностям 
звездных величин компонент, полученная непосредственно 

из наблюдений ձ/.ч

На основании значений светимостей главных компонент /.р при­
веденных в каталоге Казанской обсерватории |7| для части, затмен- 
ных переменных ио формуле

ձ.«= 2,5 lg —-I (17)
1 —

были вычислены значения ձ к.
Полученное „наблюденное** распределение звезд по Д.ч дается 

в таблице G.
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'Лг5.'.’//л՛? հ;

Дас Om.O 1.0 1,01-2.00 2,01 3.00 3.01 1.00 4.01 5.(10 >5
,V(Xv) 133 80 65 25 7 1

вероятностейПользуясь этими данными и правилами теории 
можно определить искомую функцию из уравнения:

90*
rfA.if СЛ(А.и) ) sin z pre di dl.\t, (18)

где СЛ (A.։/)sinz\/z U'p d\.M число обнаруженных затменных пере­
менных, имеющих i и X»; о интервалах (/. i di), (A.w, db.n~, ձ.«ւ 
соответственно.

Из (9) получим:

(19)

(20)

(21) 
и р из

(22)

sin / di = С( 1+ 10°՚1ձ-ս) ւՕ֊^ ևձ-Լ

Подставив значение slftr’i/z из (19> в (18) находим: 
Л mat

Д' А.и) = СА(А.и) (14-10 f рк՛ 10dA, 
о

где верхний предел интеграла определяется из уравнения

Am„ = 2,5lg(l-|-10^'-).

Учитывая, что нет корреляции между .-I и Г) и между .4 
(20), имеем: 

Л шах
Л7Д.»0 = С1/г(Хи)(14-10~0‘>ил) ( 10 ол'' '3֊ — 

J 1 ֊НО,73/1 )8
о

Ո է ™ (0.73А)’В формуле (22) выражение----- ֊—-Հ , можно заменить выра-
I —(0,/ЗЛЛ

желаем 2(1 — , тогда из (22) находим:

= -____ —____________ _____________________________ (23)(14.ւօ-օ.4Հ-) |շ(1փւօօ.«*\-յ-շ_2,5(14-1 ()<»••“•«)֊» j-0,5|

По формуле (23) и но таблице G для функции распределения 
тесных двойных по разностям звездных величин компонент составле­
на таблица 7.

Таблица 7

Xv
с F(Xv)

OW.O I
555 230

2 3 4
153 60 15

По [6] визуально-двойные звезды спектральных типов В, А и 
/• дают следующую функцию распределения по Д.к.
7 Известии АН, серия фил.-мат. наук, N.- I
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Таблица 8

ձ.« 0-1.00 1.01 -2,00 201 3,00 3.01 too
п (ձ.« 2272 i 877 581 480

•1.01—5.00
341

I5.01—6.00 6.01—7.00 
203 94

Таблицы о и 7 показывают, что функция распределения тесных 
двойных звезд по разностям звездных величии компонент — убывающая.

Как видно из таблиц 5 и 8 затменные переменные и вообще 
тесные дно. ные, при Д.« 5те дают почти гакую же функцию распре­
деления по Алг, что и визуально-двойные. но при ձ.« > 5т эти функции 
резко отличаются. И - этих данных видно, что вообще компоненты 
тесных двойных in л и чаю гея Друг от друга по яркости меньше, чем 
визуально-двойные. Это явление можно, по-видимому, объяснить тем, 
ч го у тесных двойных из массивной компоненты в менее массивную 
непрерывно перетекаем материя, вследствие чего разница между мас­
сами, а следовательно и светимостями компонент, постоянно умень­
шается
1iivp.ih.iih-K.-iH а»՛।рофнзнческая обсерватория 

ЛИ Армянской ССР Поступили 15 XII 1958

П*. L. UuihuitjiuiG

•bbl ԿՐԿՆԱԿԻ llUSlbPb ՖՈՒՆԿՅհԱՆ CUS ՆՐԱՆՑ
ԿՈԱՊՈՆեՆՏՆեՐԻ ԱՍՏՂԿԱՅԻՆ ՄեԾՈՒԲ֊ՅՈհՆՆեՐհ SaPPbPfmnhVbbPb

(1 1Г Փ Й Փ II I' 1Г

կրկնակի աստղե րի րաշխման ֆոմէէկցի ան, ըստ նրանց կոմպոնենտների 
աստղային մեծ ութ րոնների տարրերս» թզանների, կարող է բացատրել կրկնակի 
ասաղերի կոսմոգոնիա ւի "բոշ հարցեր։ Մի չս>րր հեղինակների կողմից ալղ 
ֆունկցիան ոտացված կ վիղա ալ կրկնակի ասաղերի համար։ II,ր։ աոաջին 
վարձն է, որ մեն ր կատարում ենբ ա/ն ստտնսղսւ սեղմ կրկնակի ասաղերի 

Կտմսղււ
Սեղմ կրկնակի ասաղերի վե րոՀիշրսք ֆունկցիան , հավանականութբոն­

երի տեոէսի)լան հիման վրա, հաշվի աոնելով ղ իաողական րնտրողականա ֊ 
fjլանր, ստագվա ծ !ք կաղանի ասւողաղիւոարանի կատալսղի ւովլալներից։

11 տարված ֆունկցիան րնդհտնտ ր տեսրսվ նման է վիղա ալ կրկնակի 
ասաղերի նա/ն ֆ անկ ց իա լին , միտքն ալն տարրե բութ լամբ, որ արգումենտի 
մեծ արմ ե բների համար ֆունկցիան ավելի արաղ /; նվադոււ> , ,րան ւս 1ղ տեղի 

ունի վիղսւալ կրէքնակի ասաղե րի մ run:
^•/7 ֆունկցիան նվաղող Լւ
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

Г. С. Акопян

Десятичный счетчик на германиевых триодах 
с регистрацией отсчета на неоновых лампах

В работе приво.щпся схема десятичного счетчика на германие­
вых плоскостных триодах типа ПбД. Регистрация на неоновых лам­
пах осуществляется с помощью триодов типа П2А.

В схемах десятичного счетчика на электронных лампах [I] ре­
гистрация отсчета осуществляется неоновыми лампами, которые обыч­
но включают параллельно анодным нагрузкам одного из триодов три- 
горной ячейки. R аналогичных схемах на германиевых триодах |2| 
такой способ применить невозможно из-за небольшого рабочего на­
пряжения этих триодов. Поэтому, для тюджига неоновых ламп при­
ходится вводить в схему добавочные цепи. Десятичный счетчик со­
бран нами ня германиевых триодах типа ПбД, а для поджига нео­
новых лям к применены триоды типа П2А.

Блок-схема десятичного сч/тчика на германиевых плоскостных 
триодах и эпюры напряжений. поясня.|рщие ее работу приведены на 
фиг. 2.

Принципиальная схема десятичного счетчика с регистрацией 
OTcneia на пеоновых лампах Приведена па фи:. 2

Прежде, чем разбирать работу десятичного счетчика, рассмотрим 
двоичный счетчик с регистрацией положении неоновыми лампами, на­
пример нервы:՛ триггер с каскадом формирования импульсов и ;՚օ схе­
мой зажигания неоновой лампы на фиг. 2. Налог.см состоянием 1 то. 
при котором левая часть триггера открыта, а ирг пая закрыта, и состо­
янием 2-обратнос положение. Когда триггер находится в состоянии 1, 
коллектор правого триода, а также бага триода П2 ' и схеме зажигания 
неоновых ламп Н-1 находятся под большим минусовым потенциалом, 
следовательно П2 открыт и потенциал на еге коллекторе недостато­
чен для зажигания неоноиий лампы Н-1. Первый приходящей импульс 
переводит триггер в состояние 2. на базе гриода П2 отрицательный 
потенция.1 падает, триод закрывается потенциал на коллекторе под­
нимается и зажигается неоновая лампа, что соответствует счету один. 
Второй импульс переводит триггер в состояние 1, пеоноиая лампа 
тухнет, а на выходе схемы формирования 0, появляется положитель­
ный импульс, соответствующий счету два, что и передается на следу­
ющий триггер.
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В десятичном счетчике первые восемь импульсов схема считает 
как двоичный счетчик. В последний триггер Г, импульсы поступают 
по двум каналам. Второй, четвертый, шестой и восьмой импульсы, 
приходящие от Ф։, не меняют состояния триггера 7Հ находящегося в 

Фиг. I. Блок схема десятичного счетчика
и згпоры напряжения.

Т—тригер, Ф—схема формирования импульсом.

положении 1. ВосьмоЙ'импульс 
приходящий от Ф3 некоторым 
опозданием относительно од­
новременного с ним импульса 
от Ф. переводит 7\ в состоя­
ние 2 и неоновая лампа Н-4 
зажигается. При помощи пере­
менного сопротивления /?14 по­
тенциал в точке А подбирается 
так, что, когда 7\ на холится 
в состоянии 1. работает нор­
мально (ввиду того, что диод 
Д закрыт), а когда 7'։ —и со­
стоянии 2, 7а не считает (диод 
Д открыт, импульс в точке А 
получается меньше, чем необ­
ходимо для запуска 7Հ). Де­
сятый импульс поступающий 
от ՓՆ на Ту, переводит его в 
состояние 1. неоновая лампа 
П-4 тухнет, на выходе Ф.։ по­
является положительный им­

пульс, соответствующий счету 10, и вся схема приходит в начальнное 
состояние.

Схема испытана на частоте повторения импульсов в 200 кгц. 
Предельная частота 400 кгц.

Схема, собранная на германиевых триодах типа 116Д и П2А. 
устойчиво работает при /՝։ от —5 до 3 вольт и о т —100 до —125 
вольт. Средний расход энергии 60-100 милливатт (10 -12 ма) по 
схеме пересчета и 1.2— 1,6 ватт (10—12 ма՝ четыре Интерпол и руюшие 
неоновые лампы.

Эл е к г р и ч е с к и е данные

С։-3.300 пф Rx=Aj кл /?й֊4.7 КЛ
С2=2000 пф /?2=10 кл 10 КЛ
С,-0,03 мф /?0-1.3 кл /?„-1.3 КЛ
С4=3300 пф /?<=== 2,0 кл /?12=30 кл

«5-6,8 КЛ /?։3—10 кл
Яв-3,6 кл Я14=10 кл (перемен.'
/?7 —750 ом W кл

ю ком К։в=ю КЛ



Фиг. 2. Принципиальная схема десятичного счетчика с рсгнстрлииси 
отчета на неоновых лампах.
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Приношу благодарность доктору физ. мат. наук Харитонову В. М. 
за постоянный интерес и оказанную помощь во время исполнения на­
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‘Ь. U« Xuil|npimG

ZIUTPUVC ՆեՈՆԱՅհՆ ԼԱՄՊեՐՈՎ ՆՇՈՂ., ԳեՐ1րԱՆՒՈհՍ> 
եՌԷԱԿՏՐՈԴՆեՈՈՆ ՏԱՍՆՅԱԿԱՅՒՆ

И 1Г Փ ո Փ n I' 1Г

^սդվածւււ ւ/' նկտրաւլրվսէ մ / աասնրսկա/ին հաշվիչի սխեման' հավաքված 
դերմ անիր։է մի մակերեսային I 16,.՛ I, տիպի եոէլեկարոդներով։ Համրանքի նշա մր 
նեոնային լամպերով կատարվում կ 1 12Л տիպի եււէլեկտրոդհէերի միգոցով։ 
նշված ււխեման սւաւլդվսէծ կ իմպուլսների կրկնման մինտե 200 հապար հերւք 
հաձախակէսնո ւ իք յան սահ՚մ աննե րւււ.մ :
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