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МАТЕМАТИКА

Г. М. Аветисян

О приближении аналитических функций целыми 
функциями

В работе М. В. Келдыша |1| доказано, что если функция анали­
тична в полосе | Imz| < я,-то ее можно приблизить, равномерно целы­
ми функциями в полосе <Հօ, причем рост приближающей
целой функции ограничивается в зависимости от скорости возрастания 
аналитической функции, быстроты приближения и разности 8-=а—а'.

В настоящей заметке рассматривается аналитическая функция 
определенная в криволинейной неограниченной полосе. На основе 
метода М. В. Келдыша, доказывается возможность приближения этой 
функции целыми функциями на действительной оси и оценивается 
рост приближающей целой функции.

1. Пусть область D, содержащая действительную ось, ограни­
чена кривыми у — ± <? (х), где я» (л) положительная, гладкая кривая 
и при |х|-*со, монотонно убывая, стремится к нулю. Через Dx обоз­
начим множество точек области D, для которой | z | < R. В области 
D дана аналитическая функция /(z), для которой

(R), z Հ 1)R, где /И (R) = max |/(z)|.
ге^

Требуется приблизить функцию /(г) целыми функциями Л(з) на дей­
ствительной оси

|/(.v)~/-(л/Ке, — а> <х< со

и в области Dr оценить рост приближающей целой функции в зависи­
мости от роста аналитической функции f(z), от функции ?(х) нот е.

Рассмотрим кривую //, определяемую уравнением I — л.(Х), 
— со <Հх<Հ со, удовлетворяющую условиям:

I) а х) представляет гладкую линию, имеющую монотонно воз­
растающий наклон касательной и проходит через точку z = — i.

2) /. (xi < С|х|։-‘ при всех х.
Пусть А/* означает кривую, получаемую из Н преобразованием 

/ = з Обозначим через /Л область, которая содержит начало ко­
ординат и ограничена кривой // снизу. Пусть функция j\(z) осущест­
вляет конформное отображение области расположенной над /7, на
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полуплоскость R,0/a-(z)>O так, что бесконечность переходит в начало 
координат.

Лемма 1. Для любого положительного числа А существует 
целая функция Fy^{z), удовлетворяющая неравенству

^(Ի1+ «)
\F\»W\^Ce

по всей плоскости, и неравенству

<Се-AfJSA

(1)

(2)

в точках, расположенных ниже кривой Н*, где рх(/?) = max |/x(zj|,

*еА
а постоянная С не зависит от А.

Доказательство. Пусть при конформном отображении об­
ласти /Л кривая Н переходит в .мнимую ось, т. е. кривая /— Л(л։) 
переходит в Re/x(z)=O. тогда часть мнимой оси, находящейся в /Л, 
переходит в часть действительной осн. Введем вспомогательную функ- 

Я/Л-)
цию Ф,.д(г} = е , где .4 -действительное число, отмечен ноесв лем­
ме. Па кривой /7 имеем: Itaa(z)| = 1. Пусть z—произвольная точка 
плоскости, Г/г кривая, составленная из части //, расположенной вне 
круга и части окоужноств С| = Я. находящемся в области
Е)к- Искомую функцию определим формулой

=

-АД{0) Л/А(0
fc(C-z)^

К>|*Ь (3)

в которой правая часть не зависит от R, если R > | z |. 
Оценим Л’Ц (Z). Принимая ։z| |С| —1, имеем:

(*)
- /1Д(0) A max |/х£)| А-^R փ I)

—о------- е Kl-Ri + i С<Се (4)

так как

= С тДд- C>֊R <R,<R’
1 Ջ,

Таким образом, первая часть леммы доказана.
Оценим 1/Դ9 (z)—- . Обозначим через замкнутый контур, 

I ' z
составленный из дуги окружности |z|=R, находящейся в области 
/?х, и частью Н, принадлежащей кругу |z[</?. Область, ограничен­
ную кривой հ0, обозначим через Имея в виду, что обход по кри­
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вой Н равносилен обходу по кривым Гд- и % вместе (обозначим 
Я=Г/? + ]0), из уравнения (3) можем написать

-W) л/х(о -Հճ(0) Л 4А(0
яы’։г>= ֊շր.է j ctc—г)Л J С(С=^)Л’

«&// сет«

причем интегрирование в обоих интегралах производится в направ­
лении, соответствующем положительному обходу /Л, и области 
ограниченных соответственно֊ кривыми Н и հ0. В точках, находящихся 
ниже Н*, имеем, очевидно

֊ՀՃ(Պ Ր ֊^(0)
i I J>-_ /-•

ezi | г (С — z) 2֊
Се"

С другой стороны, имея в виду что ноль есть полюс, ио из­
вестной теореме вычета имеем

Г-лЛ(°) Л /ЛЮ IJ._______ С _£_____ dr = ֊1 •
2- Jc(C-2)a’ г

т>
Таким образом

խ|4-|խ՜'/ւ(0’-է. (5)

где С не зависит от Л и г.
Аналогично, через Г[л'(г} обозначим՜ целую функцию, удовле­

творяющую неравенству

всюду, и неравенству 

над кривой Н*. расположенной симметрично с //*, относительно 
оси 0л\

Лемма доказана.
2. Перейдем теперь к построению целой функции, приближа­

ющей аналитическую функцию j(z)t и оценим ее рост.
Введем некоторые обозначения.
I) Через АЛ (//') мы обозначим кривую, в которую переходит

Н(/■/*) при преобразовании z — Հ • где է - и |- iv.

Уравнения кривых /■/$ и //*, соответственно, будут:
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° = ։х( г-) 11 ® = ։х( ։ )՜5-
2) В области D, ограниченной кривыми у ±?(х), построим 

область Рт/2, ограниченную кривыми

У = ± շ ? W = ± ?1 (•«)•

3) На кривой Г։: у= ± ?, (х) отметим точку С = S-f-(5), при­
нимая ее как начало новой системы декартовых координат. Обозна­
чим через Н^ъ и /7’с те кривые, которые относительно точки С име­
ют такие расположения, какие имеют кривые /7* и /Հ относительно 
начальной точки старой системы декартовых координат. Иначе говоря, 
кривые /7։,т, и //:’т получаются из кривых Hi и Н* при параллель­
ном переносе, когда точка 0 совпадает с точквй С. Но величину 3 мы 
заменяем функцией <р։(С).

«Уравнения //֊.<?, и /7'.?1 относительно старой системы хОу имеют, 
соответственно, вид:

Предварительно докажем следующую лемму.
Лемма 2. Какова бы не была точка СбГ։, для любого числа 

А существует целая функция /՝ԱԼ(շ). удовлетворяющая неравен­
ству

(Г__z) <__ — ( *՛ (^՜ )
’ փ. (Տ)

во всей плоскости, и неравенству

(8)

в точках z, расположенных под кривой
Доказательство. При помощи преобразования z = Л- из 

неравенства (2) можем написать
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է находится под //\ Обозначив через /^’(0 = 4- и заменяя

է на г, получим

-
Ч^с ~иА(0) 
2|< 8 ‘ (9J

в точках z, расположенных под кривой Hi. Л во всей плоскости

|W)
лдю)

Ч^с‘
Л тзх 1ЛЮ1 

'Al.lZUL» (*\
♦ . с И|*х (т+ i

<-се

где Я- z|. (10)

Рассмотрим теперь точку Cf Г։(С - С ф (£)), а взамен прибли­
жаемой функции -J; будем рассматривать ядро Коши =—֊— . Учиты-

вая неравенства (9) и (10), можем написать 

I
С — z

-ИД(О)

в точках z, расположенных под кривой /Л,?,;

(с_г) <֊£-Л(^)
во всей плоскости. Лемма доказана.

Аналогично можно доказать, что существует 
ԲյԼ (z), удовлетворяющая неравенству

целая функция

во всей плоскости и неравенству

С -ЛЛ(0)
St (О е

(71

(8)

в точках, расположенных над кривой //’V1. расположенной симметрично 
с относительно оси ох.

Теорема !. Пусть f(z) аналитична в нашей области I), 
с>0 произвольно малое число. Существует целая функция 
у доел ет воряющ а я н ер аве нет в у

֊ о><л<оо. (И)
« такая, что

I
CRM (kR} ]« / I
^даг] ՜(«) • <12)



8 Г. М. Аветисян

где | z < R. k > 2.

Доказательство, Пусть Лг некоторое положительное число. 
Через /<։(Л'| обозначим часть кривых у = ± ?! (х), расположенных в 
полосе |ReC|<£A՛՛, через /<2(А՛')- часть, прямых ReC= ± ЛГ, располо­
женных в области /Հ շ. Z7V — область ограниченная кривой /<(Л/) = 
= А'։(N) 4՜ А’« (А). Очевидно, для аналитической функции /(z) можем 
написать

1տ|<№£Գ.,. ИЗ)

Л'| (Л') К.Ш

Через /5.дТ1('—г) обозначим (С z) в случае 1։пС>0 и
FL՜՜1 (Լ- z) в случае 1пК<0.

Искомую целую функцию F(z) удовлетворяющую неравенствам 
(11) и (12), мы построим с помощью Fn(z), определяемых равен­
ством

f -L- [ (14)
K.(.V) К։(ЛО

где интегрирование производится в направлении, соответствующем по­
ложительному обходу области /Հ.շ, А- зависит от с. Эта зависимость 
в явном виде будет написана далее. Докажем, что R.v (г) в любой 
конечной части плоскости равномерно сходится к некоторой целой 
функции при /V > оо. Для заданного наперед R>0, число R*>R 
выберем так, чтобы при С = ; 4՜ /<р։ (՝). Iհ 12> R*, неравенство^) (или 8') 
выполнялось в каждой точке круга |z|<R. Для этого поступим так. 
Пусть | z|< R < R* < R' <R" < $. В силу аналитичности функции 
f(z) в области D имеем:

Fs.(z)֊FR,(z)= — f /(C)FUfi(C֊2)^+

KAR’i-KAR'i 

+ _L f /(£)_ 
2г/ J Լ - z

K^l

= 2Й- f

K,t/r» -A'.(R')

Г) c — 2
Rar՛)

= 24z J
где через ձ* обозначена замкнутая кривая /<։ IR') ֊ (А') 4- Л’а (Rw)
-Aa(R').
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Фиг 1.

Из последнего равенства имеем

|Л?’ (z)-F^ (z)| - 1
2-L • (15)dd

Возникает вопрос: каково должно быть ч чтобы для модуля

можно было применить неравенство (8).
Для того, чтобы круг радиусом А’ находился ниже кривой*: 

Н[ ? переместим С по кривой (х).
Рассмотрим значение z, принадлежащее кругу \z\^zR достаточ­

но большого радиуса. Учитывая, ՝по в уравнении кривой Н' _ уча­
ствует монотонно убывающая функция ф։ (?), возможно, что при уве­
личении с, кривая Ւ1' пересечет любой круг сколь угодно малого 
радиуса. (Примером таких кривых является, например, кривая /Л’.. если 
она строится по Х(х) — |х'р — I. 0<Հօօ < 1 вышеуказанным методом՛ 
а в качестве ?(х) взято <?(х) = ^i.v|7), Предположим, что для любого 
наперед заданного круга сколь угодно большого радиуса |z|=R, 
кривые Xixi и <р(х) такие, что для них существует такая точка V*. 
чтобы для всех «> V этот круг оказался ниже кривой /У*.,- Для это­
го достаточно требовать, чтобы при В ՛;* имело место неравенство

>R.

Решая это неравенство относительно. найдем

(16)

(17)

) В дальнейшем аналогичная оговорка о /Հ, подразумевается.
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Обозначим абсолютную величину С* через р : р =■ | с* I.
Итак, если С ֊ 4- /<?(<:*), то все точки круга радиусом R рас­

положены под Ւ1Լ . Следовательно

р (Լ 1 с HRff.FMET1(C-Z)֊^ (18)

Тогда мы имеем право к правой части уравнения (15) применить не­
равенство (8). Получим:

СО

I F„. (z}-FK- (z) I < С, (У ֊է*՜Л Ո<0) <Й.

|<|>R.| = K*, K>R* = JV(R)-
Для доказательства равномерной сходимости последовательности 

в конечной плоскости требуем, чтобы

|л((։)_к.е_Л‘Л10|<й< о=. (18)

О

Таким образом, последовательность {f.v(s)} равномерно сходится 
в любом конечном круге при Лг-*со.

Предел последовательности являющейся целой функ­
цией, обозначим через F(Z)

Um FA(z) = F(z). (19)
л՛--

Теперь докажем, что на действительной оси

|/(x)֊F(x)|O -оо<х<0о. (20)

Для этой цели составим разность

f,v(z)֊/(z) = —- f /(С) /UT1(6-z)-

Л ,0V)

֊հ֊ & |z|<w. (21|

В конечной части плоскости, ограниченной кривой

К (jV) = К։ (/V) 4- ^շ (-/V), имеем:

llm|F,v(2)-/(z)J<

< J/(С) (г-- г> ֊ с֊2| *1 <
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< 2՛ Jм 15) ж*՜4Л<0> й <։*f Մ?=։- (22)
и О

Из последнего условия имеем

JW(?) ֊АЛ<°) е.
1>ւ5) е “1 + ?՜՜ 

Отсюда найдем

Ле =^j[In(1+5։)+lnM(։) + ln87-lll?®l- (23)
Из (19) и (22) вытекает

И («) —/(z)| = Пш |Fa-(z) - f(z)|

и окончательно получим требуемое неравенство (20).
Докажем вторую часть теоремы. Оценим рост построенной це­

лой функции F\z). Искомая оценка будет получена из соответствую­
щей оценив для Fn{z}, справедливой при любом N. Для получения 
этой оценки запишем (14) в виде:

Л (Л'

+24г J /(օ^^֊^-շ-֊ ]' 
НДХ") КдЛ)

и рассмотрим значения |z|</< принадлежащие кругу достаточно 
большого радиуса /?. Обозначим через c(z) совокупность частей кри­
вых у — ±<?(х), принадлежащих полосе | Rez — RezJ< 1. где z0 — 
произвольная точка области D.

Имеем очевидно, при /V > р > /?> 1,

|Гд.(г);^Л4(/?)4-± ՀՏՏՃՃ
С(Д

1/(01 
|Լ-2, 1<Л| +

+ շե J 1/(01-|^։(5-2)-^֊|^| + 
Я,։-»

+ շե [ i/Wll'A?, (С֊г)||<К| = /?, + Я»-(-Л.+ К« + /?,. 
к, <Р1

Оценим последние слогаемые.
I)
2) Для оценки R2 оценим J' (Е) в точках C(z).
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Представляя /(£) в визе интеграла Коши, по окружности радиуса
<?,(£) с центром C£C(z), получим

|Հ(Կ| 2Մ J I<<?/« +Ո |г|<Я

Интегрируя R։ по частям, с помощью этого неравенства полу­
чим:

R« - i. I f I “ Й i f ™d ln <c -” н cv) c</|
И(Л + 1)1П(Л+ 1) + շ֊ 1ЛЩп(С-։)||Л| 

CU)
r M 1Я+ I)In (R + 1)

*

4; R‘=ST [ LfK)l| Ղն?> {i*l<

_.2сри (C) TJO)
— I —TtT e al < e.

о

5) Для оценки /?s воспользуемся оценкой (7), заменяя Д через Яс.

Rs=s? f (C-Z)|-I«|«

о

?(p) J
Оценим последний интеграл. Для «того отобразим область /Л в 

конечную область G при помощи преобразования W, = (2 4-2/)՜1, 
тогда точки z = а», 0, — / переходят, соответственно в U7։ 0. 

—2 . — i. Отобразим область G ври помощи преобразования



О приближении аналитических функций целыми функциями 13

Ա7Ճ — на круг I IV's-h 11< 1 так. чтобы точки U7։ = 0. —
-*

- i переходили, соотвественно n U" 0, — I, 2. Тогда, по извест­
ной теореме Варшавского, для модуля отображающей функции при 
I Н7։ |<Са получим

так как &(р)<те.
Круг I U”= 4- JI < I отобразим на полуплоскость так,

чтобы точки М7* = 0, — 1,—2 переходили в 117 = 0, I, со, пользуясь 
отображением

U7 = -
Ա72 4֊ 2՜'

Отсюда для достаточно малых | V72| имеем:

|^|<- .Հ՜■՛

I__ լ_
I 2 4-2/Գ

Таким образом, для функции, отображающей область О\ на по­
луплоскость Re 117 > О, получим:

Их(2) = -/? |/А(2)| < Գ причем = 1.

Поэтому из (24) получим:

If И К -^7)

, си I՛ ./ J
ձ "՜ ?l₽) յ ' '՜ * IP) ' e* /

о
Учитывая полученные оценки Rlt-Rs, R3, Rt, R3. получим

(25)

В полученную оценку входит вспомогательная функция X (х), так 
как р — ;;*1, Լ = Правая часть неравенства (25) для данного 
<?(х; растет медленно, тогда как р = P.R, Л >2.

А р принимает такое значение при / (х) = сх, с< I.
Таким образом, для модуля аппроксимирующей целой функции, 

окончательно получим
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где | z ’ /?, или

!/=(*)«< [CRMjkR) Сс?СО)

CRM(kR) Դ?>°!Խ

? we
**/?«) 

Ч(*Я)l^(2)l<

Ленинаканский педагогический 
институт им. М. Налбандяна Поступило 10 XII 1’.)с7

Դ-. 1Г. ռվևտիսյաՈԱՆԱԼԽՏԽԿ ՖՈհՆ^ՑԽԱՆեՐԸ ԱՄԲՈՂՋ &ПМЛ8Ы1ШП4. ՍՈՏԱՐԿԷԼՈհ ՄԱՍհՆԱՄՓՈՓՈՒՄ
Հողվածում ղիտարկվու մ / D ւոիրու լթր' սահմանափակվա ծ Z> (x)

կորով, որտեղ *(x) գրական, ողորկ և X ՝ր անվերջ սրճելիս մոնոաոն նվա- 
ղե(ով' Օ-ի ձղաող ֆունկցիա /;։ Դիտարկվում է Լ) կորաղիծ անվերջ շերտում 
անտլիւոիկ ](z) ֆունկցիան, որի համար

\f(z)\<M(R) z£D, \z\<R. որտեղ M(R) = max lf(z)\> 
. iCDռ. <p

Ապացուցված է, որ ցանկացած £ > 0 համար ղոլոլթՀուն ունի ամրողջ ֆոլնկ֊ 
ցիա, որը դիտարկվող աիրուլթի ներսոլմ ղտնվող կորաղիծ շերտում և, մաս­
նավորապես, իրական աոանցրի վրա, ր ավա րա ր ո ւմ է հետե լալ սլա լմանին'

\f(z)-F(z)\<Z

Միաժամանակ ղնահատված է մոտարկող ա քրողջ ֆունկցիա լի աճր' 
կախված f(z) ֆունկցիալի աճից, С (X) ֆունկցիալից և £ շեղումից:

l/YrJI<C RM(kR)\^c^ 
f{kR) րտեղ, | Z [ հ. R, k > Ղ>
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МАТЕМАТИКА

И. С. Саргсян

Об асимптотических оценках производных 
спектральной функции оператора Шредингера 

на плоскости

В в е д е и и е

Обозначим через D конечную односвязную область двухмерного 
эвклидова пространства /> н через Г — границу D. Рассмотрим сле­
дующую задачу на собственные значения:

Дм փ (X — q(x, у)) и = 0, (0,1) 

дп
(0,2)

А I Г. >где Л = ֊. -4------- (оператор Лапласа).
дх- ду2

q (х, у') — ле йог в итель ная и е -

прерывная функция в D 4֊ Г. а л внешняя нормаль к D. Обозначим 
через Х։, ■ • , Хя,... собственные значения задачи (0.1)—(0.2). а че­
рез V, (л, у), &->{х, у),- ••,<?« (л՜, у),- • • соответствующие собственные 
функции задачи (0.1)—0.2). Так как функция q(x,y) непрерывна в 
/9, то значит она ограничена и поэтому, не нарушая общности рас- 
суждений, мы можем предполагать, что спектр задачи (0.1) —(0.2) 
неотрицателен. Пусть р*  = Хя, (Хл>0).

Положим

6 (X, у. U, V- у) = V ?Я(А, у) ?я (й, -у), 

< н-

0(х, у, м, v\ у) = 0.

О (х. у, Զ. v; — у) = — О (х, у. и, v; у),

F>0,

Ր = 0, 

Ր<0.

Функция 0 (х, V. и, v\ у) называется спектральной функцией задачи 
(0,1) ֊(0.2).

В настоящей работе дается асимптотическая оценка производных 
спектральной функции 0 кд-, у. и, V՝, у) при больших у. Аналогичные 
вопросы в трехмерном эвклидовом пространстве £3 для уравнения
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(0.Г) и для оператора Лапласа в пространстве любого измерения изу­
чены Б. М. Левитаном |1|—12|. Одномерный случай задачи (0.1) — 

(0.2) исследован нами в работах (3] -14]. Сформулируем основные 
результаты настоящей работы*.

* Полученные асимптотические оценки для производных спектральной функция 
применены к изучению вопросе» суммируемости дифференцированных разложений 
по собственным функциям и другой работе, находящейся ц печати.

Обозначим через 0*  1х, у, и, v; р) спектральную функцию уравнения 
(0.1) во всем пространстве при //(х, у) ֊ 0 (оператора Лапласа) т. с. 
положим

О*  (а՜, у, V; Ո) = ֊ /։ («г ՛,

где /„(х) функция Бесселя первого рода порядка р, а г расстоя­
ние точек (д', у) и (и, v).

Теорема 0.1. Обозначим через г{ произвольное положатель- 
ное число и через /Л — множество точек области Г), расстояние 
которых до границы Г области D не меньше, чем i\. Если функ­
ция 7 (.V, у՝1 в области 1) имеет ограниченную частную производ­
ную первого порядка, то при (х, у), (u,v)'1)4 существует конс­
танта С == С,։ такая, что справедлива асимптотическая формула 
(а — сю}

>՛•ll’ т։;н)} = X
v \dxd:i I
* а 1

<Ъг. (X. у)
дх

о-г. (и. У)

ди

В работе исследован также случай бесконечных областей.

§ 1. Вывод одной вспомогательной формулы

Пусть а (х, у) означает действительную непрерывную функцию, 
определенную в некоторой конечной односвязной области D двух­
мерного эвклидова пространства £2. Пусть Г означает границу об 
ласти D.

Рассмотрим задачу

ձ« 4-{к —7 (х. у)}// = (), (1.1)

—1=р. о-2)
дп |г

где//— внешняя нормаль к области D. Обозначим через Х1։ Хя,-•
• • собственные значения, а через <?։ (х, у), <?а(х, у1,- • (х, у), - • -

соответствующие собственные функции задачи (1.1)—(1.2).
При тех же предположениях относительно функции /;(х. у) рас­

смотрим следующую задачу Кошн:
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----- —— ■ ■ ■ ■ ՛.——;— w ֊ ■■ ■   д

Ди - q (х, у) и = iiit, (1.3)

и(х, у, 0) = 0, ие(х, у, 0) = /(х, у). (1.4)

Если в уравнении (1.3) q (;.) s 0, то решение задачи (1.3) —(1.4), 
как известно, дается формулой см. |5], стр. 158):

«о (*. у. t) - <ЫЦ, (1.5)

Г<»

где г — расстояние точки (;, т,) от начала координат, т. е. 
ր=Հ да.

Далее рассмотрим следующую неоднородную задачу:

u‘tt — Ди = g[x, у, է), (1.6)

« (х։ у. ОI = 0, սէ (х, у, 0) = 0. (1.7)

Решение задачи (1.6)—(1.7) лается формулой см. [5], стр. 159։:

= /ст— didr‘- (Լ8>

О *г<\  

где г имеет то же значение, что и в формуле (1-5).

Пусть ՚ՀՈ = лл, (>.я>0). Для произвольного действительного է 
легко убедиться, что функция Ф„ (х, у, է) = <рл (х, у cosu,,/ (<?я (х, у) — 
собственная функция задачи (։ .1)-(1.2)), является решением следую­
щей задачи Коши:

о*Ф«
Ժ/-

ձՓ« ֊֊ — q(x. у)ФЯ|

Фл-х, у, 0) =срл(х, у!; =0.
61 /«.о

(1.9)

(МО)

Известно, что если функция и(х, у, է} есть решение задачи 
(1.3; (1.4), то функция и; (х, у, է) является решением уравнения 
(1.3) с начальными данными

// (х. у, 0) == fix, у), u't (х, у, 0) = 0.

Поэтому, рассматривая в уравнении (1.9) правую часть, как извест­
ную функцию и применяя формулы <1.5) и (1.8), нетрудно составить 
следующее интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1.9) — (1.10),
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_1С*  ^?(х+1_у+^л-+1у + ^) C0S(ln(t_t)d$rf,. (1.ш

6 ՀՀ-

Формула (1.11) в дальнейшем будет играть фундаментальную роль.

§ 2. Асимптотические опенки для производных 
спектральной функции

Обозначим через g*(0  функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям:

1°. £«(/) = g.-( — *>•  т е- четна;
2е. Аб (О обращается в нуль вне интервала (—з, г);
ՅՀ g. (Հւ имеет ограниченную производную достаточно высокого 

порядка р (порядок производной р в дальнейшем будет уточнен).
Обозначим через Ф,(р) cos — преобразование Фурье функции 

g;(/), т. е. положим

Мн) = |g,(/)cosp/rf/.

и

(2.2)

Интегрированием по частям р раз равенства 2.2) в силу условий 2° 
и ՅՀ которым удовлетворяет функция g«(0՝ легко получить оценку

*‘W=oQ 12.3)

Пусть а — произвольное действительное число. Положим

gJ.t. а ֊ g< (О cos at. (2 4)

Тогда в силу (2.2) получим

I

2
gt(t, a) cos yddi =■- -.-а) (2.5)Ւ՚>. (i*֊a)J.

о
Помножим обе части равенства (1.11) на ,հ<Ա. а) и проинтегрируем 
по է в пределах от 0 до з. Тогда в силу (2.5) получим

?/»(■*.  J) (՛?. (*л  է а) -г փ.(ս֊ а)’ -

=4j 
о

( ժ Г է ՝» V_~_Ti) didiA dt —

! p.(Лa) (J*yy ճճ+ճր+^±ձճ±ՅԼ. 

U U Հ.ՀՀ
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cos р.л (է — т) dxdt^dt. (2.6)

Интегрируя первый интеграл правой части тождества (2.6) по частям, 
потом меняя порядок ннтегрйрозания в обоих интегралах, получим

(*.  У) (% (н« + а) + ф, (|Կ — а) | =

- - ֊; уу?. (х ± г, У+п) । у^։ ֊
г<с Г

֊֊ 4 Ц (Л‘ + է У 4- Պ) ?л (* + Հ У 4֊ ч) | | g. (է, а) dt- 

րՀէ Г

12 7)
Jr'4 ' r

Введем обозначения

Ai(r>a)=J/i^՛ (2՝8)r

h(r, a) = a)dt (2.9)

Г r

Тогда тождество (2.7) примет вид:

<?л (Д’, у) (՛?< (Рп + а) Т ’?«(Н« ֊ «)} =

= — Հ 4 ։. у -Ւ т։) Л։ (г, a) dzd-rj —

p/։-^4-S, У 4- • ?, у И-հ) Հ (г, a} d^d-q. (2..,

Дифференцируя тождество (2./) по х, заменяя под интегралами 
д д 
— на : и интегрируя по частям, получим

Ժք՞ ^Л-'— {Ф£ (թ„ t a) 4- Iр4 — a)} ֊ 
f>x

1 I 1 <Рл (A- -f у -4- 7j) hf (Г, a) crzdrt -I-
” .1 J (7:
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х 4֊ В, у 4- 7J) (х Հ у 4- r() -kt (г, a) dtiy •
Ահ

(2.«0)

В силу элементарного неравенства

(«4֊ А)« с 2 (а14-ծ2) (2.11)

из тождества (2.10) следует неравенство:

ճնմձւՀԼ |փէ(11я-га) + ձէ(^֊а)}2^ 
дх <

к’ [ J f?я ‘Х + У * Л։
4“ f + 'v4 V 1 ’ll . (2.12)

Суммируя неравенства (2.12) по и в пределах а < ця < а 4֊ 1, полу­
чим

ас բո с а | 1

д?п (X. у) 

дх
(՚Հ (՚ժո 4- л) 4- Ф«— а] 1*  <

32 ն
«л (х 4- Լ у 4- — Л. (г, а) d^d-ղ 4-

Ժհ
а<рл<л+1 րհէ

М 1.П
а<Нл <л--1 г<*

Լ у 4- պ) ?«(х 4- Հ у 4- պ) •

~Л« (г, а) ժհժ-րւ 
Ժ;

ճ
= 4 4՜ և- (243)

Вейлу неравенства Бесселя и определения функции А, (г, <?.), 
т. е. (2.8), получим

2 
х«

Ժ f g," 11, a) dt -

|Հ 1г- г
(2.14)d\dt\.

Пологая в оценке (3 3) работы |2] .V = 2 и х — 1, получим оценку

V Ղ Г^‘ ^’ ltldt 2
a-<|xe<a-J-l г

< Са3.

Поэтому из (2.14) для /։ получим оценку (а->°°):

/։ < Сал. (2.15)
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Оценим теперь Л. После несложных вычислений легко устано­
вить, что

dkt 

ծ՚հ
֊^t. d)V Ր - Л dt + -Ь j>, (t, a) dt ;։ ֊ d-, 

" f r r

откуда, в силу определения функции g։(Z, я), т. е. (2.4՝, получим 
оценку при

а)<Са. (2.16)
Ժ?

Из оценки (2.16) и определения /։ (см. неравенство (2.13)) следует 
оценка при а. -> <»:

< Cd2. (2 17)

Из неравенства (2.13) и оценок (2.15), (2.17) следует оценка (а-»-00)

V
а«*п  си ;

&քո (X, у) 
дх

3
('?*  (Рп 4֊ «) 4- Ф« 'p.-i - ճ/)2< Շն3 (2.18)

I

Обозначим через G ух, у, и, т»; р) спектральную функцию уравне 
ния (1.1) (при граничном условии (1.2)), т. е. положим

О (х, у, «, г՛; р) = V <?„ (а-, у)?„ (и, v), 

< н

О (л՞, у. и, v\ р) = 0.

О (л*,  у, и, v; р) = — 0 (.г, у, и, v; — р).

Р>0.

Р = 0, 

Р<0.

Теорема 2.1. Обозначим через -q нронзпольное положитель­
ное число и через D, — множ ее/и во точен области 1Հ расстояние 
которых до границы Г области D не меньше, чем q. Если функция 
q x,y]e области D имеет ограниченную частную производную 
первого порядка, то при (х. у), (и. v)- D. существует константа 
С = СГ։ такая, что имеет место асимптотическая оценка и — ')

»~Ч <гО(.с,у. Ц.-o;pl ) v ^?..,(a<v)
\ I —

д<Срл..-^4-1

<С,/.3. (2-19)

Доказательство В качестве функции gt(Z) возьмем функ­
цию
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Тогда

sln’-^±*- 
2

sin* Ия — д
2

е

•р։ (lb. + «) = ֊֊
Ճ lb. — а с

9

(2.20)
Հ

Г

Из (2.20) видно, что функции 0,(;лл 4-а) и փ, (щ — д) положительны, 
поэтому из оценки ,2.18) следует оценка

а,
—1 дх J

<> < . д -f-1

(2.21)

Подставляя значение функции ф.(н*  д) из (2.20) в (2.21) и пологая 
е = 1 и а = >я, получим

к sin v 2
Как известно, для 0 <՝/<—.------- >—• Поэтому из (2.22) и

2 « «
из определения спектральной функции 0 (х, у, и, v, р) следует

О =.;•/« < 1

(х, у) 
дх

2

рл

sin ֊ ■ 
2 В dzn (х, у)

z* " дх
а<цп <а 'г\

16Հ՝ [0*6  (X, V, //, V; р'
֊« V ( дхди

И
(2.23)

Теорема следует из неравенства (2.23) в силу оценки (2.22). Из тео­
ремы 2.1 и неравенства Коши-Буняковского следует.

Теорема 2.2. Пусть ч, ՃՀ, Շ\ и <;(х, у) имеют то же зна­
чение, что и в теореме 2.1. При (х, у), (и. и при Д-* 03
имеет место асимптотическая оценка

V՛ I У՝ и՝ v'՝ - | = у (Л'<
( дхди дх

а a<Ha<a+\

дгП (д. -о) 
՜ ди ՀԼՇ,(13.

(2.24)

Известна след у юта я
Теорема 2.3. (Б. М. Левитан, |6], лемма 2.5.1). Пусть q. DT։ 

и С. имеют, то же значение, что а в теореме 2.1. Если (х, y)^Dri, 
то имеет место асимптотическая оценка
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V |?л(х,уЛ* * 2 * * * * * В<6> (2.25)

V к с#. (2.26)
v I дх I — ох
•" л<1»„ <а4-1

Теперь оценим старшие производные спектральной функция 
О (х, у, и, V; ու. Через D*y обозначим следующий оператор дифферен­
цирования:

Применяя к тождеству (2.7) оператор D’y, затем заменяя под интегра­

лами £Հ->. на ԼՀ,։. по. учим

Oxy'^f, {х, VJ | • |Ф< 1аЛ ч- а) 4- Фс (иЛ — а)] = 

j f/rj (х 4 5. у 4- Т|)} • Л. (г. a) d<.d\ —

(х 4- Լ у I հ) ?rt (x 4 Լ у 4- Պ)) (г. а) (2-27)

Предполагая, что функция g\(t\ дифференцируема а раз и инте­
грируя первый интеграл правой части (2.27) по частям а раз, а вто
рой интеграл только один раз. получим

^Հր{?« (х, у)} - [% (urt 4֊ а) 4- Ф։ (ь — «)| =

- ֊—■—— | [?«(X 4- 5. у 4- tJ D',Ui, (г, а)} did-q 4֊

-Г ֊ ( ( DI՜1 {<7 (Л- ֊ր է у 4- Պ) ( V ~ Լ у 4-1})) Հ (г, a) d-dT]. (2.27')

В силу неравенства !2.II) из (2.27') следует

(X. y4f I’p. (prt 4- Л, 4 <

( (<?« IX 4- Լ у 4֊ (г, a)} d-dt{ | 4-

ժ ճ I i I + =. У - -ղւ ia (X 4-у 4- Tj)| ^/г։ (r. a) d^dv, Հ

а <]>.,< <а-\֊\
Из теорем 2.1. 2.’> и неравенства Коши-БунЯковскрго следует.
Теорема 2 4. При тех же предположениях, что ив теореме 

2./ справеолива асимптотическая оценка (д -«)

1

(2.28)
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Суммируя неравенства (2.28) по п в пределах а < սո < а 4- 1, полу­
чим

Ճ (X, у)}2-|^(ал + я)4-ф։(рЯ'-«)|2^
л<Рп <«4-1

— v 
тг —1

«<нл <л-Н

j |ф«(х4֊с, у-ь 

r<t

fi\D^{h,.(r, a)) d-d-fi
2
+

«<вл <«֊| I r<*

\q (a- 4֊ Լ у 4- tj) ?„ (л- 4- Լ у 4֊

d '2
4- u)| — kt (r, a}d№t\ =/։4-/2. (2.29)

Из леммы 1 работы [2| и неравенства Бесселя следует оценка 
(а-*■«>):

/, 4 [ [ iam. ՝г> «мш® < с<г’։+՛-
г<»

(2.30)

Для оценки 12 поступим следующим образом. Предположим, что 
для v = 1.2, • • •, a Ina • =° справедлива оценка

а < |х« < «4-1
(2-31)

При v= 1 такая оценка имеет место (см. теорему 2.1).Тогда, предпо­
лагая, что функция q(x, у) имеет ограниченные частные производ­
ные до порядка a - 1 включительно, в силу оценки (2.3։) и неравен­
ства Коши-Буняковского получим

V | /X, ’©« (а 4- =, у 4֊ rj q (л 4- Հ У 4֊ պ) I • 

а < а • I

• | /X?? : х 4- 'Հ У 4- ®) q (х — у 4- э) | < СсГ‘ 1. (2.32)

Из оценок (2.16), (2.32) и неравенства Коши-Буяновского получим

Կ < С V Ա dld-ղ dodi | /Х,?л(л' 4- Լ У 4- 

а<1лп I I f<։

4-պ)7՚>-^Լ у 4-հ)1 —- (г, а)
Ժ;

•|DL?»(JC + ։. y+o)?(x + 8. у + о;.!-!4*.(р.«) 1'<са։"1- (233> 
с/о I

Комбинируя оценки (2.30) и (2.33), из неравенства (2.29) полу­
чим оценку при и — ՛»
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V + «) + *.  (Л-«^«««’•♦՚ (2-34)

а<рп <a-yl

Теорема 2.5. Пусть т], ՕՀ и имеют то же значение, что 
и в теореме 2.1. Если функция q (х. у) имеет ограниченные част­
ные производные порядка а 4 թ 1 включительно, то при (х. у), 
(и, v) հ Dr, и а — •» справедлива- асимптотическая оценка

a\ I
V {D\yiywb (х, у, .Հ -и: J1)) = 

а

= V |О1у?„(л,у)!-!Оил(«. ■V,! < С,а’^и. (2.35)
мша

а^.'^п <а > |

Доказательство терремы получается из оценки /2.34) в точности гак 
же, как теоремы 2.2 из оценки (2.:8).

§ 3. Асимптотическая оценка для производных спектральной 
функции в случае бесконечной области

Предварительные оценки, полученные в предыдущем параграфе 
для производных спектральной функции 0 (х, у, и, и; ui. показывают, 
что они от размеров облает не зависят. Поэтому . егко предвидеть, 
что они верны и для бесконечных областей. В настоящем параграфе 
мы покажем, что это предвидение верно. Для простоты изложения, 
мы будем предполагать, что область D совпадает со всем простран­
ством Ег.

Обозначим через D.y последовательность областей, расширяю­
щихся до всего пространства Ег. т. е. /Ду— /Л при Л’ ► =° и через 
Г.у границы /Ду.

Для каждой области Цу рассмотрим задачу на собственные зна­
чения:

МР--Ж (3.1)

Предполагается, что функция q(x, у) действительна и непрерывна в 
каждой конечной области Ду.

1. Предположим вначале, что при любом .V = 1,2, ,••• спектр 
задачи (3.1) (3.2) неотрицателен. Обозначим через ,, 

рл-.л,--  собственные значения задачи (3.1)—(3 2i, а через ?.у, i (х. у), 
?.у. շ(х, у), • • •, ?.у։ я (л՜, у), • • • соогветст вующие Ортоно, мированные 
собственные функции задачи (3.1)-(3.2).

*

Положим
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о.\ (х, у. и, у; ս) = V ух-п (х, у) ?л„ (а, у). (3.3)

H-.V. л < Н

Функция Оу (х, у, и, У; р.) называется спектральной функцией задачи 
(3.1) -(3.2). Как показано Б. М. Левитаном (см. |6], гл. III, леммы 
3.1.3 и <3.1.4), в каждой конечной области пространства £* а X/?» X £։ 
семейство функций (бу (х, у, и, -у; р)) равномерно ограничено и по 
(х, у) и (и, -у) равностепенно непрерывно. Рассмотрим семейство 
функций

= V ?.v„ (Я, „). (№1,2,...!.
дх дх (3-4)

Так как в оценке (2.26) постоянная Ст> от размеров области не 
зависит, то семейство функций (3.4) имеет равномерно ограниченную 
вариацию в каждой конечной части пространства Е2 X Ег X А* х. Поэ­
тому, если мы покажем и равностепенную непрерывность этого се­
мейства во (х. у), то в оценке (226) можно будет перейти к пределу 
в силу теоремы Арцелля-Хелли. Тогда получим оценку

< Cati (3.5)

а

где 0 (х, у, к, у; р) — спектральная функция уравнения (3.1) для всего 
пространства Е2.

Д..я доказательства равностепенной непрерывности положим в 
тождестве (2.10) а = 0, а х, у заменим соответственно на л 4- и, 
у j- -V. Тогда тождество (2.10) примет вид:

^Лг,„(х + «, У 4-*')  , 
--------------- ----------------- ?Л,’М’.л)- 

дх

= 7՜ j j ®л’։ «(*  + « + «, У + ղ' ՜4՜ Պ) IG °) +

ՀՀէ

ф ֊֊ ^ (X ф и -1-у ф v -I- Tj) ?jV. a (x ф и 4- Հ у ф 4֊

4՜ պ) & (ր, 0) dldr{. (3.6)
д'

Вычитая из тождества (3.6) тождество (2.10) при а - 0, находим

0?д. я (х 4֊ н, у 4- у, _ d?N, п (х, у) I г) 
дх ox I • ՝ • •
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' Л (р, 0)----- ֊Խ \г, 0)
д': Ժ;

c/^TJ 4֊

[ [\հ (X । и + у 1 V 4- Т։) фу, „ {Л- 4֊ и փ 3, у 4՜ V Ц- 1}) —

— q(x-> v ■ nV».v. «1x4 ?, v-I tj)| — kt [г. 0, d\dt\, (3.7) 
ծհ

где р - расстояние точки т։| до очки н, -ui.
Пусть РпЬ>0 произвольное конечно" число. Применяя к равен­

ству F3.7i нера:г*нсгво  !<i ♦ br հ 2(а" ; b2). а затем суммируя по п 
в пределах l-^z/ <u0. получим

у, "?л\(х -4- //, у 4֊ и) _ fov, п ' х, у)
— дх ах

H.V. п < 1*0

V | Ц iv. я(х т- Լ у -Ւ т։) Ճ Л,(?, 04 ֊ 

H.V. я<Ро Е-՝
Л

— Л,(г,0) d\dx\ 
д:

V [ Ц Р/ (X 4֊ и 4 у 4 

Hv.< Ро '** ’

4- v 4- ij) «рд֊. « (х -I- и 4- •» у 4֊ •v г- т,) - q (х փ $, у 4- Հ) ?л\ п (х ■

г Հ У 4- Պ)| (С 0) dedr, - Z։ -t- /2. 
Ահ

(3.8)

В силу неравенства Весселя

° Г/Л,(г, 0)
д% дг

Очевидно, каково б и ни было 7-0. можно 

3!>0. что если («.'Ui = | լհ г՛2 ^ձյ։ то

dzdr^.

подобрать столь малое

/։< - (3.9)
Ո

Теперь оценим «2. Заметим, что

q (а- и 4֊ Հ, у 4 -и 4 7։ ? ч. а (х - и + Է. у 4՜ 4- V -

- qix т у 4- Л ?.v, я (х т է у ^)

q (х 4֊ « 4- Հ у 4- г» ’J | ?.v. п • х - и 4֊ Գ у 4֊ 4 п) —

֊ ?л՛. н I х -г у 4- тг | -t- հ , п {X - V 4֊ ij) •

• խ(.Հ է м I Լ у ՜է՜ V н- TJ q (A- -t Լ, у 4- т(-)|. (3.10)
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Тогда в силу неравенства 'а 4- Ь)- ֊Ջ 2 (а֊ 4- Ьг) и равснсзва (ЗЛО)

j i | 7 (х 4֊ « 4֊ Դ v 4֊ v 4֊ Պ) ?.v. л (х 4֊ и 4- 5. у |- v 4- ч) ֊ 

Г<!

д
- (х 4֊ Հ У 4- Հ) ?.v. о (х 4֊ է у 4- -п)| - Հ (г. ОI did-ղ •} <

Ժ; J

^2 | j \q (x 4- и փ t у 4- v 4- Պ) |?»v. «(x 4- « 4 В, у 4֊ s> 4- l) — 

/•«

n \ 2
— гл՛, л (x 4- Լ у 4֊ Vj j -- k. (r, 0) d-dii 4֊ 

Ժ; J -

-r 2, n (x 4-1 у 4- tj)I<?(x -I- и 4- Հ у-И4- т.) —

ՀՀ»

д Is- Ч (X 4-5, у 4֊ r։)j — k, (г, 0)ժ;ժր' = Z2 4- ij.
ft I

В силу неравенства Кошп-Буняковского и леммы 3.1.4 работы 
[6| для произвольного сколь угол но малого положительного числа 
£^>0 можно подобрать такое Կ 5г в), независящее от Л՛, что при 
|(w, < г2.

(3.11)

Наконец, из равномерной непрерывности функции </(х, у) легко сле­
дует, что при ՛ ц. v\| < S3 и о3 достаточно малом выполняется не­
равенство

(3.12)

Обозначая через — mln (£,. S2. З3), из оценок (3.9). (3.11), (3.12) 

и неравенства (3.8) следует оценка

V nix + ս՝ fo.v.J-r.yi

—1 ох дх
։\v. п < Ио

Из этого неравенства так же. как в доказательстве леммы 3.1.4 ра­
боты [6|. следует равностепенная непрерывность семейства (3.4).

Итак, нами доказано, что семейство функций

1^է*.Հ.  «••»;!*)  I (3֊)3)
I дх

равномерно сходится и тем самым доказано, что оценка (3.5) верна. 
И та к. сп ра ве дл и ва
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Теорема 3.1. Если функция <]{х,у\ непрерывна в каждой 
конечной области изменения (х, у), то при а -► <*>  имеет место 
оценка [а -»оо)

= (314։
v | дх а

Равенство (3.14) имеет место равномерно в каждой конечной об­
ласти изменения (х.у) и («,!’).

Аналцгичиые теоремы можно доказать и для старших производ­
ных спектральной функции.

2. Предположим теперь, что уравнение (3.1) но всем простран­
стве Et имеет неограниченный снизу отрицательный спектр.

Аналогично тому, как при доказательстве леммы 3.1 работы [11, 
можно доказать следующую теорему.

Теорема 3.2. Если функция q(x,y. непрерывна в каждой 
конечной области изменения {х, у), то при каждом фиксирован­
ном (х, у ՛, существует. константа С = С(-), зависящая от s и не 
зависящая от Л՛, такая что

V п (а՜, у)
—1 дх

Ч«<°
где ?.v. п х, у;—собственная функция задачи (3.1)—(3.2).

Переходя к пределу (Лг— •») в неравенстве (3.15). получим

Г°/|ТГ‘л^аМ< + м
J дх Х

— «с
где 0(х, у, В. ч; X) - любая спектральная функция уравнения (3.1).

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступило •! XII 195'

I». U. Uiunqniuifi

ՇՐեԴհՆԴԵՐՒ ՕՊԷՐԱՏՈՐՒ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ՖՈհ1ԿՑՒԼՅհ 
ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐԻ ԱԱՒՄՊՏՈՏՒԿ ԳՆԱճԱՏևԿժՆՆեՐՒ ՄԱՍՒՆ

2ԱՐԹՈհԹՅԱՆ ՎՐԱ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Գիրսւր D-ն l.'Eld"lՐ՚՚ն երկչավւ աարածավյլան վերջավոր ւքիակապ inp- 
րա լթ Լ, իսկ նրա ե ւյրաւքիծն Լ ։

Դիտարկենր հհ ահ լալ խնէլիրր''

ձս փ {/.— q{x, yi) = (I)
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си
On J,Г’ (2)

որտեղ (] \ X. V իրական անրնոհш տ ՛ի ntնկցիա է ի) 4- [ - ո՛ մ> իսկ fl-ր՝ I) 
տիրույթի արտաքին նորմ աչն Լ 1 Նշանակենք (I) ( )
խնղրի սեփական արմեքներր, իսկ Л. У, ..(X.V *„(X,  V), •••«//'
հսւմաւղասւսւսիո„ն սեփական ֆտնկցիաներրւ "Հանի որ T/(X. V) ֆտնկցիտն 
անրնղհսաւ է /) ֊ք | -»»<</, հեսւե ա՛ղե • նա սահմանափակ Լ սէյնտհղ, ե ՛Այգ 
պասւ&աոււվ սւոանց րնղհանրա թր՚՚նր խախտե/ու կարելի Լ ենթադրեք, որ 
( I )' (2) ի՚ն՚քրի սպեկտրը ոչ րտցասական I' Vwr Հ-Հ. Հ>0)֊ 'Դ- 
տարկենք հետե լաք ֆանկցիւսն՝

° у, ս, v\ |i| V ?а (х. у) фл (u, tr): И>0.

О (X, у, и, V՝, |х) - 0. [л = Ог

(Их, у, и. v\ — р) = -0(х, у. н, tr. ji): Н<0.

О |X, V, И, tl; |l) ֆունկցիան կոչփռմ Լ (II — 2 Ь'^'Н'Ь սպեկտրալ ֆսւնկւքիաէ 
Ներկա հրւղփււծամ ուսու մեասիրփսմ Լ (1 (X. ”, U, 'է\ Դ) սպևկտրաք 'իանԼ֊ 

էքիսւլի ածանցյալների ասիմպտոո՚իկ փ՚՚րրր "-՝ի մեծ ւսրմե քների համարք 
Նւո լն հարցր Լ ւ/կչ իդ չան ե՛՛տ չափ տարածության մեջ || հաւք ա и ա րմ ան հա֊ 
մար՝ ինչպես նաև Լապքսսի -էաւքաոարման համար ցանկացած չափի սսսրա֊- 
ծաթրսն մեհ ա uuilfbuiu իրվե չ Հ I՝. Մ. Լևիտանի կո 'մից | l|, |2,» իսկ 
միաչափ տարածաթքան մեգ ու սուէէեասիրվեչ է մեր կողմից 13|, |Ц|/

Հււդփսծ ու մ ա uni ifli ա սի րփս մ Լ նաև անվերդ տիրույթների 'չեսչքր' Շա­
րադրման պարդաթւան համար երթաղրւքւսծ է, որ I) տիրւււչթր համընկնում 
ե ամրողջ чшրթսւ թ/ան հեւու
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С. X. Туманян
О мощности критерия z2, прилагаемого к проблеме 
двух выборок, относительно „близких*4 альтернатив

1. Пусть производится п независимых наблюдений случайной ве­
личины : и проверяется гипотеза //0. согласно которой результаты 
этих наблюдений образуют случайную выборку из генеральной сово­
купности с функцией распределения Ր (х}. Одним из наиболее рас­
пространенных методов проверки гипотезы На яв яется критерий /։. 
В этом случае совокупность всех возможных значений случайной ве- 
личи ы разбивается на s 4- 1 непресекаюшихся интервалов ձյյ=Օ,s) 
и составляется статистика

н.п
<-П '

где р\ — dF(x). а относшельные частоты наблюдений, прн- 
Հ

надлежащих интерва ам ձ; i = (), s).
Известно, что если гипо1еза /7П справедлива, то при п * ос ста­

тистика (1. ,1 имеет распределение /* հ $ степенями свободы, т. е 
'Դ/ՕԱ; Ких), 

где

О

(1.2)

Предположим теперь, чтт ти о г еза/Уо не нерпа, а верна альтернатив­
ная гипотеза, ci гласно которой вероятное։и п, ин.чдлежности наблюдения 
интервалам А։ рав ы р- Վ = и.$), причем 

где zt постоянные, числа.
Тогда известно, что предельное распредели ж? статистики (1 11 

при п ֊* эо сводится к нецел тральному распред։ л ни ю/’ |1|
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Критерий ՝հ приложим также к исследованию проблемы двух 

выборок, состоящей, как известно, в следующем.
Пусть производится w независимых наблюдений случайной вели­

чины < и п независимых наблюдений случайной величины тр Прове­
рялся гипотеза, состоящая в том. что результаты этих наблюдений об­
разуют две случайные выборки из генеральных совокупностей с одной 
и той же функцией распределения.

Для проверки эюй гипотезы можно использовать статистику 

где н и V,—числа наблюдений соответственно из первой и второй 
выборок, принадлежащих интервалам ձյ(/—О, $).

При этом известно, что в случае если гипотеза верна, то при 
т - &> и п — -х> предельное распределение статистики (ԼՅ) также 
определяется соотношением (1.2). (|2], стр. 485).

Предположим теперь, что гипотеза относительно тождественности 
двух распределений неверна. Обозначим в этом случае, вероятности, 
что наблюдение случайной величины соответственно т), будет при­
надлежать интервалу Ад/ — 6, տ) через р{ в /?,- и предположим, что

Р,֊Р! =
ZiV(m + п

V тп
(1.4)

где zi — постоянные числа.
Таким образом, мы предполагаем, что альтернативная гипотеза

тем ближе к проверяемой, чем 
борок.

Целью настоящей работы 
распределения статистики (1.3) 
П -► со .

более объемы первой и второй вы­

является установление предельного 
при условии (1.4) и при /п-* оо и

Пусть проверяется вышеупомянутая гипочеза о тождественности 
двух распределений. В случае, если эта гипо:еза верпа, то, пользуясь 
распределением (1.2). при заданном уровне значимости мы можем 
определить такое значение •/;, что P{ze>>Z;l=a- Если же проверяе­
мая гипотеза неверна, а верна альтернативная гипотеза, согласно ко­
торой выполняется соотношение (1.4), -.о знание распределения ста­
тистики (1.3) при условии (1.4) даст возможность определить в этом 
случае вероятное՛!ь того, что т. е. вероятность отвергнуть
гипотезу в случае, если она неверна при альтернативной гипо­
тезе (1.4).

Таким образом, знание указанного распределения решает вопрос 
о предельной мощности критерия относительно рассматриваемых 
альтернатив. Для решения задачи мы составим статистику

- 7;
— mpi 4- нр է հո ո 
1-0

21 (1.5)
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и установим предельное распределение № при т -* со и я-»«о, после 
‘tero покажем, что предельное распределение статистики (1.3) при усло­
вии (1.4) и при т->• со и п -> оо совпадает с предельным распреде­
лением X*.

2. Математическое ожидание и дисперсия X*
Вычислим предельные значения математического ожидания и 

дисперсии Д’’.
Имеем

MX* = тпV---- ՝ Л1 (- 21Հ =
—mpi փ npi \ m n j

՛ ...... [ 4? _ -^.лн + ЛД1 (2J)
—1 mpi փ tip. nr mn tr
i-0 L

Как хорошо известно
Л1ц։- = rnpi

= tn (m — 1) p’ փ (2-2)

Мч = np‘t

= n(n — })p'll±np,l.

Подставляя (2.2) в (2.1), после несложных преобразований получим:

.. VI V nPl ցւ + ,ՈՀ Հ . V <Р'> ~Pl^ /о
MX* ,--------- i . — 4- тп. у, ——;---- 7- • 2-3)mpi -I- прi ^mpi փ np t

Рассмотрим каждую из этих сумм в отдельности.
Первая сумма вследствие условия (1.4) преобразовывается сле­

дующим образом

mpi -j- пр.
i-0

, nPig, + m ( p, + Д)А_) ( _ bVIyTrML
_y 2 V rnn/ լ p mn / _

x V mn /

_y (rn + n)piq,_
~0(gt+„)A4.^r +«)/>>

У m

3 изосспи АН. серии фкз.-мат. паук, № 6
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qiZj | in {tn -t n.pi _ piZj l' ու (ու 4- n )p, _ zf (in 4- n)pi
.»у I !> Հոլ n

7" , , , z- l ռ I m 4- n. > p-ti-o (m փ Л) A + -----Ա__Ճ.Հ2_

Нетрудно видеть, что в соотношении (2.4) iipH ու — со и п —■со пер­

вая сумма стремится к = л՛, а вторая сумма стремится к нулю, 

так что

у npiqi + mp'rf.____
~ nipi • пр\ Ո1,Ո->ՀՇ տ' (2-5)

Что касается второй суммы в соотношении (2.3), то. как нетрудно 
видеть, вследствие (1.4) имеем

тп ՝ ,------ ;----- ? = У--------------------—-■ -- --------
— mpi-j-npl — Zi\ п տп) р,
/-о ՚ I-б(/п4- п) Pi 4- —------ ——

|z tn

. V_______ ? Vzt

V in [tn + n I pt

(2.6)

Из соотношений (2.3), (2.5) и (2.6) получаем, что

MX՝------------- *տ + £շ<- (2-7)
i-Q

Перейдем теперь к вычислению предельного значения дисперсии Ճ1. 
Как известно,

ОЛВ = М (z\V - (/ИХ’)’. (2.8)

Вследствие (2.7) для нахождения н ՛ значения /Л\’’ доста­
точно найти предельное значение /И (Xs)’. Имеем

— nr 1Г ՝ . - —. .-4— {nipt-^Lpy 
/~0

4֊ лг5 ռ՝ /, > :------ ----- . ------ -— -Чтр, np.)(mpi-{ 
Г-0/-о

(**/)

(2.9)
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Так как величины н и vj (։ ֊ ti, s, j = 0, s независимы

M I _ „Vf V _ Л^'': 41^__ ւ) ու ռ J т* т*п

6/W|&Wvf 4/Wuj M'tt Ah*
J ~~m։n2 mil* + ~пГ՜' (210)

_ճՀ/ _ 2LV ֊ ___ Л!" ;'՛
\ m. « / \ni Л / т* mW

2?Wu/ ’«••.'Wvy 4Л4р7 p./ AI vj vy 2Л1;ч Ahi Հ֊ yWvj’MjjJ
ni3n ' mW mn3 1 mW

2/И|1/ЛТ^7у M -r Հ
Ш 1 ՜՜ո* (2.11)

Как известно, совместной характеристической функцией величин 
Ро. Р։.---,.Ь является ([2|, стр. 455)

(2.12)

Используя известное соотношение

2И|х* = ւ_ /i,j = (й
7 ?*+* /Օ=օ,ր։«=օ.... դ=0 \kt /^o.s/

получим

AfpJ = ու (т — 1) [т ֊ 2)p? Зл/ (т 1)р֊ ~ /npt

Л»|1; = Ш {т — 1) {т 2) ini 3) р’ -Н 6/п (ու — 1) (т — 2)р] -{-

Ч- 7т (т— 1)Д-Ч- тр.

Л1р,р? = /?։(/« — \)Plpj (2.13)

= т {т — 1) ("1 — 2)Р\Р/ + ու(ոլ 1) АР;

Л1|^р; = т {т — 1) {т 2) (т — 3)/?;/?; փ т (т — I) {т. ֊ 2)p'.Pj -{֊ 

| т (т. — 1) (т — 2) р-( р; 4֊ т (т 1) р, р7.
Аналогично

Л!-/: ֊ п (п 1) (п. — 2) р? 4- 3// (// — I) р՜2 4՜ чр]

AfvJ — п (п ֊ 1) (л — 2) Iп —3) р/ 4- G/ւ (л. — I) (п — 2)р/ 4-

4- 7ռ{ււ- 1)р; 4- пр\;
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ЛЬг,у = «.(//.—1)ՀՀ (2.14)

= ո(ռ-\) (п - 2)p.-p'j + п (л ֊ I) р\ р{

№Հ՝Հ = Ո [п — 1) (/I — 2) (// — 3)р';р/ -}- «(л 1) (л — 2)р,2р' +

4֊ п (п— 1)(п - 2)ՀՀ2 4֊ п (п. \)р\р\

Подставляя (2.2), (2.13) п (2.14) в (2.10) и (2.11), а затем (2.10) и 
(2.11) в (2.9), принимая во внимание (1.4) и переходя r (2.9) к пре­
делу при т — » и // -*», после некоторых преобразований получим:

Um М (№)• = У (3?’ + 6zfy + г?) -J- У] £ (Зр,р, - р։ ~р,+ 1) + 
т, п-х< I -0 I-0/-0

+ 2/ + 7/ 2? + Яz]— 4z,- Zj Հ pipj ). (2.15)
У

Учитывая соотношение Vp«=l, нетрудно показать, что 
։-о 

S У .V
Е 37? + V V (Зр.-Р/ - pt - Р, 4֊ 1) = s’ 4- 25. (2.16)
i-Օ /-0/-0

Остается подсчитать выражение 
3 3 3

- V (бг?^ 4- 21) 4֊ V V Z2փ7/2շ 4- 2^2— 42i Zj ypiPj) 
i-0 J-0/-0

(i+J\

i-0/-0

(2-17)

Так как
з $

^Pi^\ и Vp;=i.
i-O i-0

то из (1.4) следует, что
з
v Zi Vp՜ = 0.
i-0

(2.18)

Далее,
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<շւ$
1—07—0 /-0/-0 1—0 /-0 i»o 1-0

(1+Л
Аналогично

У Տ <№ =տ SZ’~SZ/ + £г’л- (շ-շ°)
1-0 /-0 1 — 0 յ-օ /-0

(1*Л
Учитывая (2.18) и подставляя (2.19) и (2.20) в (2.17), получим 

з . :# з
Л- (S 2? ) + 2sSz? + 41֊:■ <2-21 >

'1-0 ' 1—0 1-0

Из (2.15), (2.16), (2.17) и (2.21) получаем, что 

Հ л л *Игл М (zV)։ =s* -j- 2s4- ( У Zi I 4- 2s z? 4 4 V 2յ. (շ.շշյ 
/Я, Л — oc \ 1-0 ' 1-0 1-9

Из соотношений (2.8), (2.7) и (2.22) окончательно получаем
з

Hm DA*-2$ 4-4vzf. (2.23)
т. п— со ~~1-0

3. Совместная характеристическая функция

/та /И* v* \ .-------;-----г-----------Ի 4i — 0, S .три 4- пр* \ т и / 1

Найдем предельное значение совместной характеристической 
функции величин

х» = ]/—(А = оТТ). (3.1)
у три + tipk \ т п /

Обозначим характеристическую функцию иеличин хл (k 0, տ) через 
а(^, 7։, • • •, /^).

Полагая

/тп К*
тр ,!; 4֊ пр^ т

"а=-|/---- ;--—1 (3-2։у ток 4- npk и
так что = уk 4֊ ukt
будем иметь:

fИ| п (Հ, = /ИА (>'•> + + ,7‘ 1У1 - Պ) + ... + ^(>և+ из) =
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= Ме‘ <Г°Уо ՜'՜ • • • + *j-v V) 4՜ ‘ ((о11о -г А«,-Р . •. -rt Us ). (3 3)

Гак как величины р* и у/ (£ = 0, s, у = 0, s) независимы» то величи­
ны ук и и/ также будут независимыми, а потому из (3.3) следует

?«.»(Հ. •••■&) = Ме‘ ։'•>՛» + 6 Л + • • ■ + Հ м.

(3.4)

Таким образом, совместная характеристическая функция величин 
X/. (k = О, s) равна произведению совместных характеристических функ­
ций величин у* и Un (к — 0, 5).

Так как совместной характеристической функцией величин 
рл (й = 0, $) является функция (2.12), то совместной характеристи­
ческой функцией величин ух (Л=О, s), определяемых соотношением 
(3.2), будет

/, " ՜
Ме‘ (<»Л + <.>.+■■■+ tsys) = I У Pte т > '”₽*+«/’*)

о 
Аналогично

Л "‘И-т- —-V
Ме&‘* + և «ri • • • +։է Հ) = I У p^e Ո mPk * պ>1<

Из (3.4), (3.5) и (3.6) получаем

֊<Ն[Հ------ 2—~

Рие

■у--------- 1—
{mpk -f- прк}

Логарифмируя соотношение (3.7), получим

/, Ա.Հ---- շ—_\
1п?т/Я(/0, Wlnl «»(«։?* 1փ

\k-0 /

-f- rtln
-<ն|Հ----- т—

п(трк փ«?4)

— ու
_________Ո 
т(/прл-]прк)
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V Ջ nPk
—' 2 ' т\трк + пр'՜)
Հ--0

4-«In
________!Ո________
п(.трк - пр J

Д ti тр' _ 1 . \-У4--Т֊֊—---- րրփՕ(/ւ > . (3.8)
2 п{1прь+прЛ Ч '

*-0
Применяя к правой части (3.8) формулу Маклорена, будем 

иметь:
•» .. -------------

- \ тр„ + л/>*

у А—+ “ / у ր։Ք։ J------- *—
2 трь + нръ 2 Ւ т(трк + пр*}

֊ <• V ֊ Е 4 • +
Л_0 тРч + г1Р>^ 2 П1Р^ПР^

+ i -7- Ն тУ + О К4 - I- *"h =2\ՀՏ; ' /г (//гр> + лрЛ) ,/ \ /

i֊7. Ւ mpk + npk ^ 2 mpk+npk

— -^Հ+2 \ “ է г т {трк -f пр к) I

+ V (\Հ'~~г՜ ՜~ւ—т) +°(,w 3 + rt 2 )■
2 Հ.0 п{тркл-прк) / \ /

Учитывая (1.4) и переходя в соотношении (3.9) к пределу при т-><м> 
и /г֊*оо, получим

Отсюда находим предельную характеристическую функцию величин 
хк թ = 0?տ).
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? (^oi G’***’ ո(:օ՛ ^։>՜'*» =т, п— -

֊<■£/***֊ Տ 4+-И 5?» уя 1 '• Л-0 Л-0 ~ ՝Л-О
= е

4. Предельное распреоеленае А'8.
Из соотношений (1.5) и (3-1) следует, что■»

(4.1}Л-0
В случае, когда рк— Рл = О (£ = О, տ), совместной характеристической 
функцией величин

И* _ յՂ \ 
т п !

является функция 

тп
V {т -1 fl) рк

а тогда, как известно, совместной функцией распределения величин 
хЛ(Л = 0,5) в пределе является многомерная нормальная функция 
распределения с математическими ожиданиями Мхк = 0 (/г = 0, տ) и с 
матрицей вторых моментов Л = J — рр', ранга տ. где J — единичная 
матрица, р' = {Vр%,՝ • •, V Pi) — вектор-строка, а р—соответствующий 
вектор-столбец.

Следовательно, распределением статистики Xz в этом случае 
будет обычное распределение с տ степенями свободы, определяе­
мое соотношением (1.2).

Если же существуют такие значения k, для которых рк—рь^О, 
то предельной Характеристической функцией величин х*, определяе­
мых соотношением (3.1). является функция (3.4), а совместным рас­
пределением этих величин в пределе является многомерное нормаль­
ное распределение ранга տ с математическими ожиданиями Мхь= — zk 
и с той же матрицей вторых моментов Л — J — рр'.

При этом предельным распределением статистики Xz будет не- 
։ ՛ 

центральное распределение հ1 с параметром, равным ^г*.
Л-0

Таким образом,
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где /ДО — видиозмёнеиная функция Бесселя первого рода. (/»(/)=> 
=" ւ ՚յՀւէ). где Л(/) —функция Бесселя первого рада).

5. Сходимость у/—X- по вероятности к нулю 
при т -* со и п -* оэ

В этом пункте будет показано, 
по вероятности к нулю, если гп — оо 

Согласно (1.3) и (1.5) имеем 

что величина у’— № сходится 
и п. -* ос .

X1 X3 = тпУ(- - 1 Д ! 1Լ*__2*Հ. 
tnpk + пр к) т ռ )

(5.1)

Если к функции — применить теорему о среднем, то можно яапи- 
X

сать

— «= — — -------------------- - где 0 < О <Г 1 _
х с [с-ф6(х— с)]։

Полагая х = и* -ф а с = трк ոբՀ, будем иметь

J 1______________ у» —(тр» 4-^)|______________ (5շ>
трк+прк |znp* + лр*-г<Щ|чН трк прк)\*

0<бА<], 6 = 07Т.

Подставляя (5.2) в (5.11, получаем

г (фл -ь ч — трь — пр О [ — — — )
? - X1 = - тп V ------------- 7---------------------,

/Հ, + пРк + °*(н*+՜П1р^ — цр^\'л
откуда

л ||Ч + Ն — трк — прк I (֊֊• — — )
և*֊*։ | = ™. У --------------- :----------------------------------------- (5.3)

, Iтрк ф прк -ь 0Л (ф V* — трк - прк) |а Л " и

Оценим математическое ожидание |х։— X՛
Имеем
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М |х։— Х*\ = тп V .И

*-о

| 4- - трк — пр* | — —'l
______________________ У П1 Ո /
\тр* 4- пр\ 4- 0* (р* 4- •« — трк ֊ пр\) |’ • (5.4)

Так как р> >0 и ՝դ. > О, получаем

тр* 4- "Рл 4՜քյ* (рл + *> ~ тР* — ПР՝> X1 °*) I трк 4- прь). (5.5)
Принимая во внимание, что в (5.4) под знаком математического ожи­
дания находится положительная величина, а также учитывая неравен­
ство (5.5), будем иметь

трк
М--------------- г----------  — ֊»—

Iтрк 4 прь -г 0* (р* + ч— тр* — прк) | 

;W | J4 -+■ V* — трк — лр? ( — — —
_____________________  \ т п

(1 — 6>)’(mpi+ пр„)9
к, следовательно.

Af|z’֊֊ Х՝\--֊тп V
*-0

Л1| р* 4- ո — трк — пр t

(I — Wimp։ 4֊ nprf
(5.6)

Согласно неравенству Коши-Буняковского имеем:

.41 ] р* + *> — трл У

У М (р* ֊ V* — трк — лрл)՝ 1 / М ;՛ -Jl* - у. (5.7) 
г \т п )

Легко видеть, что
М (in- 4- ■** — nipk — пр'^Р = ;И (и* трк)1 4- -И (** — пр՝^2 =

= гпр^к 4- որՀ Հ.
Подставляя в полученное выражение вместо р‘к его значение но фор­
муле (1.4), а также вместо հՀ его значение

-И 4֊ Ո1 рк q> = <7*---------- ֊^=------•
у тп

получим

м (рь 4֊ Դ — rnpk — npj = (т 4֊л՛ ркдк 4-0( 1 т ֊հՀ՜ո՜). (5.8)

Остается подсчитать Л ! (- - —— ) • 
\ т н >

Подставляя (2.2), (2.13) н (2.14) в (2.10) после некоторых пре­
образований, получим

յև_շ*\։ 
т п )
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ճ |*= 3 ("P*<h + nip'kq'k)* ,

\ т п I т1пг

, 6z’(zn 4- п) . , . ,. ,
4֊ —--֊— {npkqk 4- /лрЛл) 4֊ гЦт 4- я)* 

тгп*

4РкЧк(Чк—рь) ZkVт 4- п _ 4/4 Հ- (<4 —/Հ) 2к\ т +յւ 
т* Հրոո п ’ ]/тп

բՀց. (1 pf: ак (1 — 6/4 <Հ)
т* п3

Формула (5.9) показывает, что

пгп

(5.9)

(5.10)। т -Ь п՝)՝ '

Согласно (5.8) я (5.10) из (5.7) следует, что
35/И j JX* -4- *fe - /ПРИ — ’ (w 4- «) 

(тп)2
так что согласно (5.6)

.ир.2-№; = о —
\ V т. 4- п

и поэтому
lim /И | X* — №| = 0. (5.11)

Применим к случайной величине >у/ — неравенство Чебышева. 
Тогда, каково бы ни было տ>0, будем 'иметь

P[lz3֊^|>£)<
Af | Z« — Xz\

£.

Исходя из (5.11) заключаем, что для любого е>0

Z4lz։ — -* 0 при /п — оо и п -> ео,

а это и означает, что статистика •/’ X- сходится по вероятности к 
нулю при т -* оо и й -* оо.

6. Предельное распределение ՝Х։.

В этом пункте будет показано, что предельное распределение 
СТЭТНС1ИКН у®, определяемой соотношением (1.3), при условии (1.4) 
совпадает с предельным распределением X- при ni-^շշ и /г-00.

Напишем тождество
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Z։ = ^’4֊(Z։֊^). (6.1)

Как было показано, предельное распределение статистики № есть 
нецентральное распределение /-, определяемое формулой (4.2).

Что касается величины у/— №, то, как было показано в пре­
дыдущем пункте, при т *«> и п • она сходится по вероятности 
к нулю.

На основании известной теоремы ([2|, стр. 281) в этом случае 
статистика у/ будет иметь предельное распределение, совпадающее 
с предельным распределением статистики X1.

Итак.

Таким образом, предельным распределением статистики (1.3) при ус 
ловии (1.4) и при /#-**> и является нецентральное распреде 
ление у’, являющееся бесселевым распределением.Институт математики и механики АН Армянской ССР Поступило 10 III 1958

в. К». А>пигГшб|«мВ

ԵՐԿՈհ ԸՆՏՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՊՐՈԲԼԵՄԻՆ ԿԻՐՄՌՎ-ՈՈ. .1ГП8' 

ԱԼՏԵՐՆԱՏՒՎ.ՆԵՐՒ ՆԿԱՏՄԱՄԲ '•* ՃԱՅՏԱՆՒՇԻ 1ՋՈՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

I 1Г ♦ П Փ П !■ V

^'1՚9ո,մ> կատարվում են £ պատահական մեծության Щ անկախ դիտում­
ներ ե 7] պատահական մ եծ ու թ pz/Ն fl անկախ դիտումներ։ Արվում Լ հիպոթեզ, 
որի համաձայն ալս դիտումեերի արդյունքները կազմում են միևնույն բաշխ­
ման ֆունկցիա ունեցող հիմնական համախմբություններից երկու •պատա­
հական ընտրու թյուննե րւ ՞ ե ր( պատահական մեծու թրււնների բոլոր հնարա­

վոր արմեքների բա ղմ ո լթ րւ ւնր տրոհվում է Տ ֊ր֊ I չհատվող &}.{k = 0,Տ) 
ինտևրվաքների և կազմվում է y = = /71/7. V / —Հ' —. j մեծոլթյու-14 ֊Ի* \ Ո1 ռ )

նր, որտեղ սձ. ե VA ДА (/<? — 0, .Տ) ինտերվալներին սլա ականող դիտումների 
թվերն են' համ ապաա ա и խանա բա ր աոաջին ե երրորդ ընտրություններից։

Դիտարկվում է ֊Լ- մեծու թլան ւ/ահմանալին բաշխումը զանելու, իւնդիրր 
երբ քՈ > և Ո ալն ենթադրությամբ, որ ընդունված հիպոթեզը ճիշտ
չէւ այլ ճիշ1,1 է ըեղոլնվածին քմուոծ ալտերն-ասւիվ հիսլոթեզը, ։,բի համաձայն



о мощности критерия у/ 45

Р՝И — Рк =
zk\'(т + п)рк------- t__ —----- »

] 'ուռ

որտեղ р, h рк — Ճլ. ինւոև րւիսլին պատկանող ղիւոման համասրսսւաււխանա- 
րար իսկական և հիպոթետիկ հավանականություններն են, իսկ = Տ)
հաստատուն թվեր են։

Յուլց Լ տրված, որ

—֊?4 X
0 Ռ, ______
~ k-o ւ izi _ ,ւ / г х \ 

llmP{x։<x)= —-— ------ —ր I t e W
շ(ճ^)րյ k-° '

որտեղ /.?(Z) - աոաջին կարգի ձետ փոխված ք^ևսււելի ֆունկցիան է 
= i տ ր աոաջին կարդի Բեսսե/ի ֆունկրիսւ կթ

P’!u բաշխման որոշումր yp մեծության համար լուծում կ երկու ըն­
տրությունների Աքրորլեմին կիրաովող էմոտ» ա չաե րն ա иг իէիյե ր ի նկատմամր 
у^ հարոանիշի հղորութլան հւսրցըէ

ЛИТЕРАТУРАi. Cochran. IP. (7. The •/’ Tesi of Goodness of Fit/Annals of Math. Stat.. Vol. 23, № 3. 1952.2. Крамер. Г. Математические методы статистики. Гос. нздат. иностраи. литературы, Москча. 1948.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԴԻՏ Ո Ի Р*ЗП ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В Е Г. Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ձ|պիկո-մաթԼմաա. զիաությու&Ոեր XI, № 6, 1 Уа8 Фйзпко-математнчесуме науки

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. В. Еганян

К плоской задаче теории упругости для полукруга

Статьи посвящена исследованию плоского напряженного состоя­
ния в полукруговой области, нагруженной распред влей ним и ио произ­
вольному закону нагрузками по прямолинейному и дуговому краям.

Задача рассмотрена в криволинейных биполярных координатах.
Решение пре. ставлено через интеграл Фурье.

§ 1. Общее решение задачи

Рассмотрим задачу в криволинейных биполярных координатах, 
которые связаны с прямоугольными координатами следующим обра­
зом |1|:

I fi = arctg—— arctg —— + к (1.1)
]/(„_’ 1 *х֊а &х—и 4 *

где 2а—расстояние, между полюсами.
Решая (1.1) относительно х и у, находим:

X֊ а511а , "Дп±_. и 21
chx -t- cos3 ' cbx-է cos3

Рассматриваемая нами область, ограниченная линиями ? = 0 и ?=-•£*,

есть полукруг с радиусом а, к которому вдоль прямолинейного и ду­
гового краев приложены нормальные и касательные напряжения 
(фиг. 1):

'«'J =ч(а)-
7-о lf-֊օ

сз| “'»(«)» ՜=?1 =т4(а). (1.3)
/- у В--н

Предполагаем, что функции т2 а; и производные (а) и 
а>(а) интегрируемы в пределах от со до -|- эо.

Общие формулы напряжений плоской задачи в биполярных ко­
ординатах имеют следующий вид [2]:
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Ժ1 Sha д
gd?։ а fa

, Sin? д , сЬ , 
+ -тзт + — ք«փ>՛

<r д' _ shg ժ 
& da’ а fa

strip d cos8
а d? а

Фиг. I.

Ժ*
։*“гм'м (Լ4>

где g=£hL+~L?. (1.5)

Нормальные напряжения св и с-? 
соответственно направлены по нор­
малям к линиям a = const и ? = 
const.

Функция Ф(а,р) является бигар- 
монической, т. е. удовлетворяет урав­
нению ձ։Փ = 0, которое в биполяр­
ных координатах записывается так:

d* о* d* d։ д“
dF 4 2 da’d?1 + dF ՜ 2 da* + 2 d3’ ՜հ 1 = °* 11.6)

Формулы упругих смещений имеют следующий вид [1|:

g [ 1* <?Ф + d'F 
2jx I k ֊I֊ u oa d?

£_r____ , d^
2p k 4֊ |Л d? Oa. (1.7)

где

27хТ7гП[да--^֊-։]^ф։^- о-8)

Функция 4r(a. ?) также является бигармоничсской.
Решение уравнения (1.6), т. е. яФ, разыскиваем в таком виде:

£ф = £фо _ аС0 • cos?, (1.9)
где 

ОО
£ф0 = j [/1 (^t ?) cos/na 4-/а (rn, ?) sinmaj dm. (1.10)

о

Подставляя (1.9) в (1.4), получим:

Id2 sha d sin? d . cha . . . _e’= ի + + -7Г ։*փ“> + c-
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Ор == дг Sba О .
Ժ*5 а дл

stn5 д _ cos? 
а ԺՅ а (£Фв) 4֊ Գ

(1.11)

Граничные условия '1.3) с учетом (1.5) и (1.11) запишутся еле- . 
дующим образом:

. (ch3 4- 1) — Sha — 1 j • փ aC0 =

Ир M? K ՛’’ ՛ Ա“ ciw + I՜'

F [ch։ jfr ~sh։ ЪГ + Д ] («Փ»Լ+ «Գ=«’. («).

֊֊^լ )՛ (վ. (I jo»(to/? g ° p.« cha

Тпк как £Ф0 представлено в виде интеграла Фурье, то левые части 
второго и четвертого условий (1.12) будут представлять собой неко­
торые интегралы Фурье Однако первое и третье условия (1.12) не­
посредственно не . а ют ин-.егра. а Фурье, так как в них перед знаками 
интегралов имеются функции от переменной а. С целью преодоления 
этой трудности, еле, уя Я. С. Уфлянду |Р, дифференцируем первое и 
третье условия (1.12) по а. С учетом четвертого условия (1.12) по­
лучим:
Г (£-4><«Վ-£Ո.«

(S4HLj--sa=&=i՝w- <МИ

Подставляя (1.10) в (1.6), находим для /։ т, 3) и /.(/п,?) следующее 
выражение:

?) = .4,(/n/ch/zi?cos? 4- В. (т) ch/n?sin? 4-

4- С (/п) shm? cos? 4 D. (/n)shmpsin?. (/=1.2) (1-14)

Из второго и четвертого условий (I 12 и из (1.13) с учетом (l.lOj и 
(1.14) находим:

Д|(/л)Км (/л),

В, (м) = /. । т ch | А*,. 4 (m)sh - mK1։l {т) I 4-

■J Пакет» ЛИ, серии фю. м*г. ииуи. .М 6
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+ տհ Հ- /<3j(w,ish \-niKi։i{ni^

Г,л t ւ է W՜ */<։.,(Wish ԴC^m^-L^h™ — ու K2, i [ m I

4- niKt. i ՝ m) -J Ад. «■ ՛ m) sh W“ 1 • (1-15}

D, (m ։ /. tnK\, i ch9 - (/«= I- 1) A'?, i sh րՈՀ- 
&

лг/տհ ~ (/= 1, 2)

Где обозначены:

I. =------- ----------
.Л/П- շ

տհ՛ — որ

a հ Հ (a) sinwa da= -nnnf+vj՜ j cha -f- 1 

—to

= /։iX0).

/<1.2(W] = ֊
a

r.m Հոր r 11
Հ (z) cosmz

ЭС

(a) ell a - 
clr

slnwatfz

(rn) =--------
r.ni (ПГ 4-

7<3,i (m)

co

oo

— co
00

-Jll

Հ (a) cha - r2 (a ,I
Ch-a

•t.faislnwa . ...

;; Օև
— cc

.л , . a а (a)sinwz 
cha

V.

Ր Հշ (я I cosma
cha

m.



К плоской задаче теории упругости для полукруга 51if=i ■ — --- : ■ ---- -  ~ — - <— ■ — - - ---

Подставляя (1.15) в (1.14), находим выражение тля fi(m.'i), после 
чего из (МО находим яФ0.

Найденное таким путем £Ф0 будет решением задачи, удовлетво­
ряющим второму и четвертому условиям (М2) и ус овню (1.13). Для 
того, чтобы полученное выше £Ф„ было бы решением задачи, удовле­
творяющим всем условиям (1.12), подставим £Ф0 из(МО) в (1.12) и опре­
делим постоянное Сотак, чтобы первое и третье условия (1.12) также 
удовлетвори, ись.

П’рвое и третье условия (1.12) с учетом (МО) и (1.16'1 можно 
переписать так:

<л

— (ch» ՜*՜ I) J րո' Ki.i-cosm» -Г dm 4-

0
ос

4- sha т [Л՜։, շcos/иа — АЛ.« sin/na] dm —

0
CO

— f [A’». I COS/ка f- /<j. ։sinma| dm 4- a-C0 = a-o, (a), 

о
•X

Cha I nr [АЛ. i cos/na 4- A'?.? slnma] dm 4-

o 
oo

4- J |АЛ.1 cos/ла 4- A'.l։ ?sin/zza| dm 4֊ aC. = (a). (1.17)

о
С целью нахождения простого выражения для Со. первое уравнение 

di di
умножим на - ֊ ( , а второе на ֊. 2? и. проинтегрировав в преде­

лах от х> до 4- сю и учитывая следующую известную теорему [4[, 
по которой 

оо ее
Игл 1 7 (w) = Ilm i ? (m) cos/na din ----- 0.
a-m J ““’‘J

0 0

когда функция 7 m) абсолютно интегрируема в пределах от 0 до гюг 
получаем следующие уравнения:

2a-C։= С ‘Г՛’ ”.Л. 
° I Cha 4- 1 ».• —ос

со се

( 11 ՝ di J т | АЛ. ։ sin mi — А\ .՛ cos/na| dm -֊ 2aC0 =

—00 *>
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- f ֊£ճ- <՛.«
--- 30

Из (1.10), (1.12) и (1.16) находим:

4*։ (о[ 
ch» J |A'«.։ slnzw։ -/<<_? cos/ла] dm. 

о

Следовательно (1.18) можно переписать в таком виде:

2с, - Т л.
• J chx д 1 

— ОО

2С,- 1 ”,7' 
° J cli’a

00

ք *•J С1»’з (1.19)

С помощью условий равновесия можно показать, что правые части 
(1.19) равны между собой.

Для этого, проектируя все силы на ось О.¥, О Г и составляя мо­
менты всех сил относительно начала координат, получим следующие 
три уравнения:

Г _^տէո_ Л _ Г т, ,) Л Г tja) rfa =
J с Ira J ch-շ J ch։ 4-1

—CO —oc —»

f ^<fa+ I՜ ՝ .’lW,-^ = o,
J cira I ch-i J cha-rl

— oc —» —x>

Խ’Ա- 0 (120)
J Cha J (Cha 4- 1

Из второго уравнения (1.20) видно, что правые части (1.19 действи­
тельно равны между собой.

С помощью (1.8), (1.9). (1.10). (1.14). (1.15). (1 16) и (1.19) из 
(1.111 и И.71 можно определять соответствующие напряжения и пе­
ремещения в любой точке полукруга. С помощью граничных условий

(1.3) легко вычисляются напряжения зж на линиях £ «= О и ? •

Для их вычисления предварительно определим разность («.—«<փ 
Из (1.11) имеем:

| о’ Ժ* , 1 .
(1.21)
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С помощью (1.3), (1.10), (1.14; и (1.16) из (1.21) находим:

« Պ («) 4֊ ֊г՜ (chx 4- 1) 1 т |(/ntfi. ։ + D։)

М Հ
cosma +

4՜ {тК\.* + Dt) sln/na] dm, 
«-

, . . 2 . Г [ / .. . . mr. тт. \о. = c։(a)4----- cha I m ' mK-,\ — 4։sh — C։ch 9— cosmet {֊
»-7 ° J

+ ( mKi.t-4,sh -CKh^-jsInmal dm. (1.22)

§ 2. Частные случаи

а) СтучаЛ, когда на дуговом крае действует постоянное давле­
ние, а на прямолинейной кромке приложены усилия, изменяющиеся 
по экспоненциальному закону, т. е.:

Պ («) “=

'՝■ ’ с” (cha + 1)’

Ջւ £-«• (Cfo3 -J-1)>
4

— co -5^0

(н>2) 
O^a-^-ՕՕ

з3(а) - q <= const, t։ (a) = r, (a) = 0, (2-1)

где л—постоянный параметр, a Q։ = a, (0). Такой выбор з։(*) облег­
чает вычисление первого интеграла 1.16; и переход к сосредоточен­
ной СИЛе • КОГДа Л֊» ос;.

Подставляя (2.1 в (1.16) находим:

_ ________£Q։____ 2Lzl2_А1-"'я ՜ 4=(m’+l) [т«+(л - 1;։ +

+____ ? ±2_ +_ 2л__1 ,
/п։ + (Ո 4- 1)։ /7Х* + д’ I

/<։.3 = о, = (/=1,2). (2.2)

Первое и третье условия равновесия (1.20) с помощью (2.1) удовле­
творяются тождественно, а из второго условия получим:

4п(л*- ||
41 2л’ - I Ч՛ 1

Для больших п (2.2) и (2.3) можно переписать так:

• А-з.2=Л\. = ^.1 = А-<.1 = 0. (/=1.2).

(2.4
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Q։ =-• 2«7- (2.5)

для больших п распределение ,г\ на линии 
£ = 0 приближается к сосредоточенной 
силе (фиг. 2).

Из (1.19) с учетом (2.1) получим:

-C^q. (2.6)

х Из (1.22) с помощью (1.15), (2.4) и (2.5)
*՜ имеем:

’J (сЬ 4-
'р-0

С

Фиг. 2.
nrcesmadm

о

. тт, msh - casino, մ ու

(որ 4- /г Ռհ1—շ-—ու*

По методу трапеции вычисляем интегралы

С---------------т^п----------1րԳ60շ91.
V՛ (т1 ф ;?) / sh= ~ — т2\

“ т տհ dm
-------------------------------------------- — 1,33476.. . շ . ... I , ։ nt- . \ ո-Օ I ոՐ 4- //’) ( տհ։ --------որ I

(2.8)

Из (2.7) с помощью (2.1), (2.5) и (2.8) для точек О и М находим:

а3 = 2nq 4- 1,5360-7, 
з-о
а-0

(2.9) 

а« i =-0,7003-7.

3-Հ- 
а-0

Теперь, если на фиг. 2 подсчитать суммарную нагрузку, которая прило­
жена на линии 3 = 0 и приравнять ее при п — оо заданной величине 
Ր, т. е.
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ilm2r
я-.« J Cha 4- 1 

о
получим случай действия сосредоточенной силы (фиг. 3). 

Из (2.1) и (2.10) получим.

(2.Ю)

11m
г:- ж

Ջ.= р 
п а

Из (1.19) с учетом (2.10) находим:

Գ = £ 
2а

Из (2.2՛ с учетом (2.11) при п

K1.I
Р

пг 4- 1) ’ К\,ч =

А'2., = /<з./ = А\х = 0 (4 = 1,2). (2.13)

(2.12)

получим:

(2.И)

Фиг. 3.

б) Когда
'j (a) = q = const, 

Q2 ena cifa — cc

(п > 2)

где

Q., е~П9сЬ^ 

t։(a)=,T.(a)=0,

Q։ = sa(0).

(2.14)

Такой выбор «շ (а) имеет те же преимущества, что 
случае (я).

Подставляя (2.14) в (1.16) находим:

и выбор з։ fa) в

/<շ,ւ =
а(^ fi 2 2

(тг 4-1) fir \и֊1)-

A\, = K,. 2 =- AV i ֊ AV, = 0, (i = 1.2).
Из второго условия равновесия (1.20) и (2 14) получим:

Q։ = nq. I

Для больших п можно (2.15) переписать так:

к‘-՝ = ՜ лтг• *՛■'- к--= Кз-‘>- к,:‘= °-

(2.15)

1'2.16)

(/=1.2) (2.17)

Из (2.14) видно, что для больших /? распределение-з։(з) на линии 

Р —приближается к сосредоточенной силе (фиг. 4).
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Из (1.19) с учетом (1.14) получим:

Գ = '?- (2.18)

Из (1.22) с помощью (1.15). (2.16) и (2.17) будем иметь:

С помощью (2.8), (2.14) и (2.16) из (2.19) для точек О и М
(фиг. 4) находим:

«« = — 2.4 q,
Р-о 
в—О

— ид -}-0,/68</.
.‘-.г
а—0

(2.20)

Теперь, если па фиг. 4 подсчитать суммарную нагрузку, которая

приложена на линии £ — и приравнять ее при ռ -+ ос к заданной

величине Р, т. е.

Л-.Ж . Ch2X (2-21)

то получим случай действия сосредоточенной силы (фиг. 5). 
Из (2.14) и (2.21) получим:

ип, 5- = Ղ.
л.» п '2а

Из (1.19) с учетом (2.21) находим:

сС“ 2а

Из 
чим:

(2.15) с учетом (2.22) при л ֊> со полу-

(2.23)

(2.22)

К-2.,= К՝-‘ = Л'».։ = /Сз./ = /<м = 0 0 = 1,2)- (2-2*>
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в) Случай, когда на линии 3 = 0 и $ = — приложены экспонен­

циально изменяющиеся нагрузки, т. е.

֊Le՞3 (cha-J- 1)։ -
Պ («) =17 О

-1- е-па | с^а л- 1 )։ 0асо

(п > 2)
| Q* е™ ch։a — оо а О 

Պ Iх) — .
1Q» е-л։сЬ2х 0 а с»

т։(а) = т2(а) — 0. (2.25)

Подставляя (2.25) в (1.16). находим:

oQ,  л— 2___ /г 4- 2 , 2 л
4-; րոՂ 4- 1) /л։4-(Л—I)2 л?-H«+J)a ՛ лг 4-л2

п — 2
А\ ։ —

_jQa___ ________________
4-(лга 4- 1)1 л*84- (// — I)2

յ_._______________1.
ггг 4- (л 4- 1)’ I

(2.26 ։

К\, շ = А’г, շ — Кз. 1 = Аз. շ = А 4, i = К\, 2 = 0.
Из второго условия равновесия (1.20) и 

(2.25) получаем:
4(««-11

Q։ “ 2л2 ֊ 1 Q։՛ (2.27)

Для больших п .можно (2.26) и (2.27; 
переписать так (фиг. 6):

ЛЛ.1 =
л(?։л

А\ I =

-(/л2 4- 1) \>՚ո՜ -j- ռ1 

L\7Q2«
Фиг. б.~ {ПГ 4- 1) i/zr + л2)

А\. э = /<շ,շ — Аз, 1 = А'1,2 = /\հ, । = /Հհ,շ — 0. (2.28)

Q։ = 2Q2 (2.29)

С помощью (2.29) из (2.28) получим:

А\ i = (2.30)

Из (1.19) с учетом (2.25) получим:

с0 = А = А. (2.31).

Из (1.22) с помощью (1.15), (2.28) и (2.30) будем иметь:
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оа c=Oj(«)-֊֊Q։ № + 1) f______ rn^nv.dni______
•’“° ՜ J 0»*++m j

Շո
/ 4«Qi . С m cos/ла dmsa = sa(a)-------֊ — Chai------------------ - -------------- (2.32)

?-֊- “ ;/ (nr t /г2) 1sh'”/ ՛+m j

По методу трапеции вычисляем
Ձ5

Im dm I л .
---------------------------------------  -г • 0,73185. (2.33

о {пг 4- л’) I տհ շ ֊է т I

С помощью (2.25) и (2.33) из (2.32) для точек О и М (фиг. 6) 
находим:

= Q։

З-о 
3-0

1 - — • 0,964 ռ

’-I r-Q, ՚4֊
1 — — 0,964 

n
( .34)

Теперь, если на фиг. 6 подсчитать суммарные нагрузки, которые 

приложены на линиях р = 0 и р - и каждую из них приравнять 

при п -> се՛ к заданной величине Р, т. е.

Фиг. 7.

11m 2 Г °~,ia) da = 
в-~ J Cha -г 1 (2.35)

о о
то получим случай двух осевых, сосредоточен­
ных сил ,’фиг. 7).

Из (2.2.) и (2.35) получим:
ilmA=llm 2Գ = Շ.
л-- п п а

Из (1.19) с учетом (2,35) находим:

(2.3 )

2a
(2-37)

Из (2.26) с учетом (2.36) при п — ос получим:

к,.֊ = А-2., = -^քՀ1յ .
К\, Տ = /Հշ, 2 — Кз, I = Л.7, 2 = К\, 1 = АТ. 2 = 0. (2.38)

Գ -
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Для соответствующих случаев g<£0 можно найти с помощью 
(1.10). (1.14) и iJ.1.4. После этого с помощью (1.4); (1.5,. (1.8) (1.9). 
й (1.191 из (1.4 :■ (I 7՝ можно определить с-от: гсiнуютние напряже­
ния и перемещения в любой точке полукруга.

Ո Пусть а։ 1а) — с. Га) _ q const,

*։(а)^-4(«)=0. (2.39)

Поде являя (2.39) в (1.16) находим: К\л Kt.i — К3.1 — k\i — G 
(Z=l,2).

И по учаем: gd֊>0 == 0.
Из (1.19) находим: ՀՀ — q.
Тогда из ,1.11) получается, что во всех точках полукруга

за = о₽=<7, т,.? = 0

Как и следовало ожидать.

Ереванский политехнический институт 
им. Карла Маркса Поступило 20 II! 58 г

Վ. Վ. («գսէՕյահ

mawԱՆՈհթ-ՅԱՆ ՏշՍՈհԹՅԱՆ ՃԱՐԹ ԽՆԴԻՐԸ 
ԿՒՍևՇՐՋԱՆՒ ՃԱՄԱՐ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդված ում տրվում է կ ի и Աք շ ր$ ան ի հարթ խնդրի լուծումը, ե ր ր եզրում 
կիրա՛ռված Է կամայականորեն րաշխված րեռ։

Խնդիրը դիտարկվում ի երկրե և ւլ կորադիծ կոորդինատներով։ Խնդրի լու­
ծումը րսրոէ մների !իա.նկէ)խսն , պատկերված / Ֆէւլրլեյի ինտեդրալի տեսքով։

Т| ՚ X.) ե էի ունկը ի տներ ի (2 ! ), (2,14) և (2.2.">) տեսքով ընտրու-
թրւլնը հնա րավորու թրսն Լ տալիս' 7у հե չ տ ա թ լամր զանել Ֆար լելի ինտե- 
դր,ս[ի դո րծ ակիք/ներր ե 2) անքյնեք կե’հտրսնս> էքէիսծ tu.tlին։

Դիաարկված րոլոր դեսյքերի համար if ե ծ Ц-ի դեպքու մ հաչված Լ 
լարման թվային արմեքր ՛}, — () ւլծ ի ծ ա /ր սւկե աե րում է
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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

В. Н. Кукуджаяов

Ударные волны в уплотняющейся вязко-пластической 
среде

§ 1. В настоящей работе рассматривается распространение удар­
ных волн вязко-пластической тефррмачии в среде уплотняющейся сле­
дующим образом. В начальном недеформированном состоянии среда 
об. адает плотностью р0 и при этой плотности остается несжимаемой 
до некоторого значения давления А. При давлении равном А плот­
ность среды скачком изменяется до плотности р, и в дальнейшем при 
увеличении давления остается постоянной.

Доведенная до плотности р։ среда несжимаема и подчиняется 
законам вязко-пластического течения. Объемная деформация считается 
обратимой лишь в пределах изменения давления Р/>Р>0. При P>PS 

I 
1
I
I
Р,

Фиг. I. Ударные волны в уплот­
няющейся нязко пластическом 

среде.

после разгр\зки появляется остаточная 
объемная деформация. На фиг. 1 пока­
зана кривая изменения Pty) при нагру­
жении (сплошная линия) и при раз­
грузке (пунктир .

Рассмотрим в бесконечной среде 
распространение ударной волны, возни­
кающей под действием взрыза в неко­
тором сферическом или цилиндрическом 
объеме радиуса г?0. Будем считать, 
что начальное давление взрыва Р> зна­
чительно превосходит величину давле­
ния А. При таких условиях переме­
щения нельзя считать малыми и необхо­
димо рассматривать конечную дефор­
мацию среды. Примем полярную систе­
му координат, центр которой совместим 
с центром взрыва. Возникающее дви­

жение среды будем рассматривать в переменных Эйлера. Для случая 
сферического взрыва главными напряжен'ями будут =г, =•- и пр ■ - 
чем 35= з9. Для случая цилиндрической симметрии главными будут 
напряжения ъ-, з$ и з..

Уравнения движения и неразрывного։ уплотненной среды в пе­
ременных Эйлера записываются гак
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րւ / dv I dv \ _db - =в) .
’ \ ot (Jr I Or г

I г*-и 1=0-, (2)
dr

k = 1 для цилиндрического, k = 2 для сферического случаев. В ка­
честве уравнений, связывающих между собой напряжения и дефор­
мации за пределом текучести, возьмем дифференциальные зависи­
мости для вязко-пластической среды, предложенные А. А. Илью­
шиным.

£>, —= 2J1D; (3)

D, и £); девиаторы напряжения и скорости деформации.

S=j/ 4 + + դօ+ Վ-

— интенсивность касательных напряжений.
~s — предел текучести на сдвиг, р - коэффициент вязкости ма­

териала .
В случае сферической симметрии выражение для интенсивности 

касательных напряжений примет вид

S -Jq'՜ ՜*1 
/3

При цилиндрической симметрии деформация будет плоской е.=0 
и. используя условие несжимаемости, получим

\ с_|вг—?#|
д ՜ 2 ’

Тогда уравнения (3) совместно с уравнением (2) дадут, в рас­
сматриваемом нами случае сжагия

«7Т
I ‘г— od ֊ тз5 = 2р (Л -f- 1) у ’ (4>

т = 1 для сферического и րո = для цилиндрического случаев.

На фронте ударной волны радиуса R должны выполняться уравне­
ние сохранения массы вещества и теорема количества движения, ко­
торые дадут следующие соотношения:

dR dR 
dt~v{R}

(5)

?«(մք f-='*« +°) = ՜R-o).Cl г
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Поскольку при давлениях меньших Рх среда несжимаема, то вол­
ны давления, не превышающие величины /\, распространяются в ней 
с бесконечно большой скоростью, поэтому перед фронтом ударной 
волны, которая двигается с конечной скоростью g,(R 4- Օյ = /Հ- всегда, 
когда давление в по. ости больше величины /<-. К такой же величине 
давления перед фронтом ударной во..ны приводит рассмотрение урав­
нения энергии (3|.

Введем новые безразмерные переменные

где

V = — ; at — ֊ ; г ֊; է = fitс- Ps />տ С • ’

. Л___
՜ Pl ՚ + 1)

(6)

v — некоторое произвольное неравное нулю число, введенное для 
удобства.

Полная система уравнений fl , (2), (4) в безразмерных величи­
нах примет следующий вид

ссг зг—го ди - ди
- Հ 4- k ■ —֊— = - 4֊ г* - ;
or г Ot dr

(7)

ди v
4- k- «0; (8)

dr r

- - I v;e,—col — m ~ v - . 
r

Условия на фронте ударной волны запишутся так

֊£ = ?,(« ) ֊ճւ_
dt Pi — f-o

(9)

(10)

P(R-0) = F° v։(R + 1. (И)
P ։ Г'о

Так как в дальнейшем у нас будут встречаться лишь безразмер­
ные величины, то, для удобства записи, знак черты над ними мы бу- 
дем опускать и сохраним за ними названия соответствующих размер­
ных величин.

Из уравнения (8) следует

Здесь а —радиус полости, 
Интегрируя уравнение (12) получаем

,3 = <23 + (Г3_О3) (|3у

где гв —начальная координата точки, а г—текущая коор .ината
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Па основании (10) и (12) легко определить радиус фронта удар­
ной волны

ч 3 дз = Р։£3 Ро^о..
Pj — Ро

(14)

Подставляя (12) в уравнение (7) и исключая «Հ-при помощи 
(9), получаем после интегрирования

a d*a\i а_ Հ՜1 
(А— I) մՐ [է# )

I1 («о) = 1 + тА- X.. (19)
Р> “ Ро

Для численного интегрирования полученных дифференциальных урав- 
, _ _ dxнении необходимо знать значение производной֊^- в начальный момент

1 /da \։ / а \2й
+ շ(մ/) [|r] -֊ 1

. 14֊ km In a
Հչև 1 da ։ a \*+l 
k -Ւ 1 a dt R ) (15)

Будем считать, что давление в полости возникает мгновенно, а 
затем изменяется по закону политропы степени ?

/>!<։) =PJ А) . (16)

Подставляя в 15) из (И) и (16) величины R(R —0) и Р(а) по­
лучаем окончательное уравнение:

•“‘ГА = ’ (а»_1)_2(в»-._1) + _Й_в»К_
- k ֊ 1) da 2 Pi ՜ Po J

vb 1 __ / a , i(»+i)
_dh^(a*+։“l)1'x ) -и- <17)

Здесь x = ( -77-V, a= p , k A 1.
\ dt ) R

В случае цилиндрической симметрии, когда /г == 1 потучаем:

a dx I рп г 1 . շ н .— Ina ֊ — -— a։ 4֊ - a։ — 1) — Ina a՛ —
Հ da լ P1 - p0 2

— P(a)4- 1 - wlna- -.^(a2- 1) /7. (18)

Если пренебречь касательными напряжениями, то два последних члена 
в уравнении (18) пропадут и оно перейдет в аналогичное уравнение 
полученное в работе [1|.

Начальное значение а֊0 определяется на основании (И) при /=0.
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времени է = 0. Значение этой производной .может быть определено, 
если раскрыть неопределенность в уравнении (17) для сферического 
и в уравнении (18) для цилиндрического случаев. В случае сфери­
ческой симметрии имеем:

3 случае цилиндрической симметрии на основании ( 18) находим

= 1 2 р 21-----^--(Հոփճճ^օ-Я . (21)
\dalt-o ^о[Р1-Ро Ро \ «О /]

На фиг. 2 приведены результаты численного интегрирования диф­
ференциального уравнения (17) методом Адамса для следующего 
примера:

Ро=10ОР.,; 7 = 1; р0 = 2г/б՝л*; р։ = 2,5 г/ли3; а0 = 0,04.
- Л 4֊ 1v выбрано равным —— .

I
 Качественное исследование интегральных кривых уравнения (17), в 
зависимости от величины коэффициента вязкости, показывает, что они 
меняются так, как это изображено на фиг. 3. При больших ве­
личинах коэффициента вязкости р кривые не имеют участка, где ско­
рость движения границы полости возрастала бы с увеличением радиуса 
полости а. затухание движения идет быстрее при больших значе­
ниях и, и следовательно, конечный радиус полости уменьшается с 

! возрастанием р.

Движение среды полностью останавливается, когда х = f | = 0. 
\ “է I

Полное время расширения отверстия может быть определено из сле­
дующего выражения

ата.I ч
Все величины, характеризующие движение и напряженное состоя՜ 

ине среды, легко могут быть вычислены с помощью ранее получен­
ных формул.
5 Извести» ЛИ. серна фиэ.-мэт. наук, Л> 6



Фиг. 2. Кривая олпнсммосги квадрата скорости границы сфе­
рической полости <п величины радиуса а.

Фиг 3. Интегралъвые кривые уравнения (23) при различных значениях 
коэффициента иязкоств среды.
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§ 2. В предыдущем параграфе мы численно интегрировали получен­
ные уравнения. В этом параграфе рассмотрим способ приближенного зна 
литического решения уравнении (17 ՛ и (18). В выражении (14) величиной 

а* можно пренебречь по сравнению с а3, шже если 1 — норяд-
Р։

ка нескольких процентов.
Тогда величина а будет постоянной

Уравнение (17) .можно при этом зависать так

. ., a cix*> շ 7ЙГ

(23)

В уравнении (18) а следует считать постоянной, само же урав­
нение останется без изменений.

Оба эти уравнения отличаются друг от друга лишь коэффициен­
тами. поэтому в дальнейшем мы ограничимся сферическим случаем, 
а все проводимые рассуждения будут полностью применимы и к урав­
нению (18) с некоторымии несущественным изменениями в обозначе­
ниях.

Уравнение (23) относится к уравнениям Абеля не интегрируе­
мым в квадратурах. При нелинейном члене, обусловленном наличием 
вязких сил трения, оно содержит некоторый параметр v. Если v = 0. 
то нелинейный член в уравнении пропадает и оно легко интегрирует­
ся, при этом уравнение (23) совпадает с уравнением (12), полу­
ченным в работе |2], если там т положить равным нулю. Поэтому 
все оценки и рассуждения, подтверждав щие за; юнность пренебрежения 

по сравнению с а3 приведенные в работе (2|, имеют место и для 
уравнения (23) при v = Q.

Для решения уравнения (23) применим метол малого параметра. 
Малость параметра / следу т рассмотри.։ ть, как малость сил вязкости 
по сравнению с силами инерции. При этом v уже не может быть вы­
брано произвольно. Так как ՝* должно содержаться только при нели­
нейном члене, то 3 следует выбрать независимо от \ иначе v войдет и 
в другие члены уравнения через И.

С
Из соображений размерности. 3 можно определить, как -- — ₽, 

ճ0
О / А .1.. ] ) ։,с 

тогда на основании (6) ч—.

Будем искать решение уравнения (23) в виде ряда по степеням n

х - -т- <Հ։ ։ v։x3 4- • • • (24)
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Подставляя это выражение в уравнение (23) и приравнивая члены, со­
держащие одинаковые степени v, получим следующие уравнения для 
определения функций х0, ,т։ и х2.

а <7д'й
2 da (2 а)- -֊-(а4 4-1) Х0+21па 4- 

(25)

. .. a dx, Г n . I . . . ,. 1
(а—1) 2 "da ՛*- —а:-у(а

126)

(*-1)֊^֊[(2֊«)֊֊Խ*4+1) (27)
Հ» ՍԱ X Ou

Аналогичным образом могут быть выписаны и все остальные урав­
нения для определения функций х,, все они, как и уравнения (/25)— 
(27), могут быть проинтегрированы в квадратурах. Сходимость ряда 
(24) вытекает из теоремы Пуанкаре, (смотри, например, [5)), условия 
которой в рассматриваемом нами случае выполняются.

Считая параметр ՝> малым, ограничимся членами порядка -Л пре­
небрегая более высокими степенями v.

Начальные условия для определения функций хп следует брать 
на основании (19) такими

а3
°=ао ха = (Р„— 1) —։ х, = х։ = ---=х, = = 0. (28)

Введем новую независимую переменную Լ = —и запишем урав- 

некие (25) в более удобном виде

֊£- = (29)

Решение его, удовлетворяющее начальному условию (28), запи­
сывается так:

х = [а2(ро“12 Л- ± . АВ Խ I АВ г-зт _ ձ -
° [ I — а3 n 3? -I- n ’ ' Зу п п

= (30)
Здесь

л= 2ffi±21n^ fi =
а — 1

Рь
1 — 2in« ‘

п = — (а3 4֊ а* ф- а 4֊ 1).

Заметим, что А < 0. В > 0, — 6 < п < — 3.
Решения уравнений (26) и (27), удовлетворяющие условиям (28), 

будут иметь вид:
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ж, = —±-(.«+։+|)е р

1

ЛКя-гЛХ֊։—£ (31)

с Ա-<«+2)| Д|5֊’ .х. — Lds
8(a«4-tt4-l)» ,я Г г______________ __________

9flo r? V ЛК" 4- М֊3т - L
(32)

Интеграл в выражении (31) может быть сведен к эллиптическим 
интегралам, когда числитель выражения (30) представляет собой по­
лином третьей или четвертой степени.

Рассмотрим случай, когда на границе полости в начальный мо­
мент времени мгновенно приложено давление /յ0>/ձ. которое оста­
ется постоянным до некоторого момента времени г։, при котором оно 
скачком падает до величины Р,. Отношение плотностей возьмем

֊- «= 0,83. тогда п - —4.
Pi

Подставляя эти значения в выражение (30) получим

е 0,905/'0 — 2,237 1J ՜ ? 4 1)։ (33)

причем важно, чтобы 0,905 Рв—2,237 > О, тогда Л>|. 
Выражение (31) будет записываться так: 

*

I *. = -$£(«’«+«Տ՜1 |֊г^ззтл. (34)

1

После некоторых преобразовании интеграл в выражении (34) может 
быть приведен к эллиптическому интегралу:

j v^i л=4 _ 4 уу— _ 4 յւ7^֊’.

Сделаем замену в подинтегральном выражении s) k - «. Тогда окон­
чательно получим следующее выражение для л։

2_ I Ր _ dz _ • __ (1ч \
V3lJ յ

“ <**+• + 11 ՝" {՝ Г 1 ֊ ) к՝ i -
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(35)

где — эллиптический интеграл первого рода в нормальной три* 
гономегрической форме. •

Выражение тля х8 может быть приведено к следующему виду

х։ = (36)

Подставляя полученные выражения х0, х։, хэ в (24), найдем решение 
уравнения (23). в котором сохранены члены, содержащие ■> в степени 
не выше второй. Это решение будет справедливо лишь до момента 
времени /։, когда давление в полости резко уменьшается до значения

Начиная с этого момента времени в уравнении (23) следует по­
ложить х = 0 Ро - I.

Радиус полости а։ в момент времени հ определяется нз следую­
щего уравнения

,,-քԿս.
J Р'А-

Уравнение (23) перепишем в следующем виде, введя новую не- 
fl зависимую переменную tt - ֊-, а,

(iz п , 4 а* 4֊ а + I .г— 4 1па 1
—- — z • ՝> — » —՜ I ՜= ՜.~ ՜ат; т) 3 1—շ-q (37)

Решение, как и раньше, ищем в виде ряда по степеням v

z = 4֊ vz} 4֊ 4-. • • (38)

Уравнение для определения z0 будет следующим

Уравнения (26) и (27) останутся без изменений, только в нихле 
надо заменить на z0, л\ на и х2 на zt.

Начальные условия для уравнения (37) следует взять следую­
щими

при а = flj z - х0(а։) -Ь ух։ (а։) 4- v’x, (а։). (40)

Тогда начальные условия для определения z^, с։ и будут та­
кими
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при ij = l z0-x0(tf.։)4-vz1(fi1)-hv3x2(a։); z։ = z2 = 0. (41)

Решение уравнения (39). удовлетворяющее условию (41), будет 
иметь следующий вид

г»= (1 (1 -а) ’ (42)

Учитывая величины и знаки коэффициентов в этом выражении, 
перепишем его так .

т2

*> г հ I п х .֊. I п а .
Я = * \Պ)~ : 0< /դ = 7fL_ а)-^ < 1-

Выражение для z, будет таким

2< = - (а> 4֊ а х 1) Հ1- J (43)

Интеграл в выражении (43) преобразуется к эллиптическим, в 
тогда получаем

г.֊ -^р(։’ + ։+П +

Выражение для zt будет иметь следующий вид:

_________
U/1 -k]s*ds

G I ( V

Подученное решение будет справедливо до некоторого момента 
G, когда за фронтом волны радиальное напряжение станет равным 
Я—величине напряжения перед фронтом. В этот момент ударная 
волна уплотнения перестанет существовать и .движение среды оста­
новится.

Московский 
(ко-технический институт

Поступило 6 VI 1958
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О,. ‘Ъ- ԿոսկոսՀանով

1ԱՐՎ.ԱԾԱՅհՆ ԱԼհՔՆեՐԸ ԻՏԱՑ4-ՈՂ. ՄԱԾՈհՑԽԿԱ-ՊԼԱՍՏՒԿ 
Ս>Ջ1Լ<ԱՅՐՈհՄԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդվածում լուծվում է հարված ալին ալիքների տարածման խնդիրը 
ալնպիսի միջավալրու մ, որի խտութլունր որոշակի ճնշման ւյհպքւււմ փոխվում 
է թոիչքով» Ենթադրվում է, որ միջավալրը խտացումից հետո դաոնում է 
անսեղմելի և ենթարկվում I; մածուցիկա-պլաստիկ հոսքի օրենքեերինէյյ

Արտածված են դիտարկվող միչավալրի շարժման հավասարումները 
դնգա լին և ։լ լան ափն սիմետրիա լի դեպքում է Ալդ հավասարումներն ինտե֊ 
դրվում են թ վալին եղանակով։ Ս սլացված ա րդլւււնքնե րր ներկա լացված են 
դրաֆիկնե րի ձեովէ

Ուսումնասիրված է մ ածուցիկութ լան դործակցի ա ղդեցութ լունը միշտ֊ 
վալրի շարժման րնո։ լթի վրա/

Արտածված հավաււարումները լուծված են, ենթադրելով, Որ մածուցի­
կս։ թ լան ուժերը, իներցիոն ուժերի հետ համեմատած, փոքր են։ Լուծումը 
որոնված է £ШГ-ГЬ տեսքով ըստ փոքր պարամետրի աստիճանների։ Ցուլը է 
տրված, որ ալդ շարքի րոլոր ղո րծակիցներր կարող են հաշվվել կվադրատս։֊ 
րաներով։ Ոերված Լ թ վա լին օրինակ։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Н. X. Арутюнян. М. М. Манукян

Напряженное состояние в сжатых железобетонных 
элементах в условиях неустановившейся ползучести 

и усадки бетона

Настоящая работа посвящена исследованию напряженного со­
стояния в сжатых железобетонных элементах в условиях неусгэновив- 
шейся ползучести и изменяемости модуля .мгновенной деформации.

На основе нелинейных уравнений теории ползучести, развитой 
в работе |1|, рассматриваемая задача сводится к решению нелиней­
ного интегрального уравнения Вольтерра второго рода. При решении 
последнего пользуемся методом, данным в работе [2].

Особенность этого .метода решения заключается к том, что в 
качестве первого приближения берется не упругое решение задачи, 
[3,4|, а решение соответствующей задачи линейной ползучести. Именно 
благодаря этой особенности значительно усиливается быстрота схо­
димости последовательных приближений.

В качестве приложения этого .метода здесь приводится решение 
следующих двух задач: 1) определение напряженного состояния в 
сжатых железобетонных элементах и 2) определение усадочных на­
пряжений в симметрично армированных железобетонных элементах.

Решение этих задач в линейной постановке было дано в работе 
1Ч-

§ 1. Напряженное состояние в сжатых 
железобетонных элементах

Рассмотрим железобетонный элемент, находящийся под дейст­
вием постоянной центральной сжимающей силы А7, приложенной в 
возрасте бетона է = т։. Допустим, что рассматриваемый элемент ар­
мирован продольными стержнями и поперечными хомутами. Влияние 
усадки пока не будем учитывать.

Напряжение в бетоне, с учетом ползучести и изменяемости мо­
дуля мгновенной деформации, обозначим через տՀէ), а напряжение 
в арматуре — через о«(0-

Эти напряжения в любой момент времени է должны удовлетво­
рять уравнению равновесия:
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=в(0б + ° (0 6 Н, (1.1)

где /•'„ и /' -соответственно площади поперечного сечения арматуры 
и бетона.

Как известно |1|, между полной продольной деформацией տ.-.<0 
и напряжением գ.՛/ , с учетом нелинейной ползучести материала, 
существует следующая зависимость:

= Ռ(է)ճI -1- dz- ք/՝խ.Հ)| (1.2)
E(t) J ՝ J 1 1 Ժ-

где -j — возраст материала в момент приложения нагрузки, 
է — время,

E(f) - модуль мгновенной деформации бетона, изменяющейся во 
времени,
С (Հհ) — мера ползу чести бетона при одноосном напряженном со­

стоянии, 
/ЧМО)— некоторая функция от <(Հ, характеризующая нелинейную 
зависимость между напряжениями и деформациями ползучести бето­
на, определяемая из опыта в результате испытания на простую пол­
зучесть, нормированная условием Л(1; = 1.

Из условия совместной работы арматуры и бетона имеет место 
равенство их относительных продольных деформаций:

(1.3)
С другой стороны, имеем:

.„(«)= ^(2. (1.4)
Z-4/

где Еа — модуль деформации арматуры.
Из соотношения (1.2), пользуясь равенствами (1.3), (1.4) и (1.1), 

находим

/м N է Рб f / s д 1 Խ 
6|bj-pm(0l 1-Fp.w(/)J ՜ ժրլճի)]

dC^21d-
ՕՀ

(1-5)

I’aгде p = ——процент армирования,
Г!.
ը

m(t) — —модульное отношение в данный момент времени.

Таким образом, задача определения напряжений в центрально- 
-сжатых железобетонных элементах в условиях нелинейной ползучести 
м изменяемости модуля мгновенной деформации сводится к решению
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1елинейного интегрального уравнения И.5). Напряжения в арматуре
релеляются из уравнения 

Пусть Г|3«(0 является
равновесия (1.1).
степенной функцией вида

(1-6)

где а. 3, п. постоянные параметры, определяемые из опыта и удов- 
лет ворягощне условиям

/7(1) = а 4-3 = 1.

Как показывают экспериментальные исследования |51, степенным за­
коном (1.6) достаточно хорошо описываются опытные кривые ползу­
чести в широком диапазоне изменения напряжений для бетона.

Очевидно, что если в зависимости 11.6) параметр 3 является 
малцм, то функция F(c-,(/)| будет описывать кривые ползучести бе­
тона со слабой нелинейностью.

П одета вл я я (1.6) в (1.5) пол у ч и м

Г) = _____ /V______
Л|1 փս/л^)]

___ ______
1 4*

z)\dz I -3 ( խ(Հ)|՞ ԺՇ (Հ-1 dz.
■ I I p.-.’M/ J dz

(1.7)

Если модуль мгновенной деформации бетона постоянен и равен Ес, 
то соотношение :1.7) примет следующий вид

Л’ ՞՜ ՜Ւ՜ 

Л-(1 -г^о)
dC(t,z)

dz
dz, (1.8)

Ел где we=-~~ 
£0

Пользуясь методом, развитым в работе [2], будем искать ре­
шение уравнения (1.7 в следующей форме:

^(/■ = ՀՕ>(^ + Н’КО + 0W) +••• (1.9)

Подставляя это выражение в (1.7i и приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях Ց, получим

3?’(0 = .V

V-Ea
1 4-u/n

д 1 
dz E(z)

фаС(/, •:) dz, (1.10)
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<£>(0 = 1^"
J 4- а/Л (է)

4п(т)£Г_2_
Լ ’ծ֊ |£(т) 4- аС (է, հ) dt +

I ■P(<)l'^)
1 -I- |дт I

dz. (1.11)

3i2)(Z) = —_ f ap (X) Ճ _L 
1 4 ()֊ l£(t) 1- яС (/. ■=) dx -4

+ rr %; f|0™ 2 л- ։Լլշ’
14-pon(t)J Oz

Таким образом, решение нелинейного интегрального уравнения 
(1.7) сводится к решению некоторой совокупности рекуррентных ли­
нейных интегральных уравнении (1 10), (1.11), (1.12)-••

Займемся решением этих уравнений. Предварительно запишем 
уравнения (1.10) в форме 

t
»Ж=Ш+ K(t.x)d֊., (1.13)

где положено

= ДГ-[₽ГГ + ։։С(Л^1’ <։14)
1 4-рл1(/) Ժ- [£(т)

М0 =
N

Гй 11 4֊ ?т (01
.1.15)

Если принять, что мера ползучести бетона определяется зави­
симостью

С(/,-։)֊?(5)|1 (1.16)

го решение интегрального уравнения (1.13) можно представить в сле­
дующем виде

1

Здесь:

1լ£«7
1 + н/л(т։)

(1.17)

1 . 7 , , пгп'(х) | ,I -}֊ а — ՛ « (х) - ----- ։----- ' \dx,
1 4֊ յա (х) ’ 1-1- ja/Ո (xi J

(1.18)

o4(xj) =--------- -----------------напряжения в бетоне в начальный момент
Л|1 4֊нМ-։)1

приложения нагрузки / = х։,
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<յ> (հ) — некоторая монотонно убывающая функция, характеризующая 
степень изменения меры ползучести С (է, -) в зависимости от возраста 
материала

7—постоянный параметр, определяемый из опыта.
Положим, что модуль мгновенной деформации бетона постоянен, 

т. е. £(/) = £,, а ?(-) выражается зависимостью |1|

?(:)=^4.С„ 
Հ

(1.19)

где .4։. Со — некоторые постоянные параметры, характеризующие ин­
тенсивность меры ползучести бетона соответственно и его молодом 
и старом возрасте..
Тогда решение уравнения (1.13) можно представить в форме

ՀՊՈ = *(•,) МЛ'. -Л (1.20)

где положено

/4 (Л ч) = I ֊ а т֊1^7- Ф(т։) ՀՀ | Ф (г/, р) - Ф (րն. р)|. (1.21)
1 4- р/п0

причем

р = ։>^Ь., ր = .|'1+։յ^Ջ-Ն 
1 + Н-% \ 1 + РП1в/

Ф(:’ =
о

(1.22)

(1.23)

представляет собой неполную гамма-функцию, которая табулирована.
Теперь перейдем к нахождению второго приближения. Только 

для упрощения дальнейших выкладок будем полагать, что E\t\ — 
= Ей — Тогда интегральное уравнение 1.11) можно переписать 
я следующем виде

4ЭД֊« С4՚>(-.) к(/. х) л = ֊^- (Հ t,),
J 1 + ։*«։.

где

1 4- Р'По

I /7,(tT։) = J|Z/0(^ ч)Г—

(1.24)

(1.25)

Решение уравнения (1.£4) будет
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П.26)he? Г v + )R(r
I 4- |*7ПЭ

Здесь Я (Հ t, а) — резольвента линейного интегрального уравнения 
Вольтерра с ядром А'(/, -.), которая при (|.16ւ, как известно, опре­
деляется фо рм улой

а)-,. 4'0) + 1Հ’հ) + Հ(է ֊
■

где

(1.27)

ri (ձ
1 4- р/лД Л- dx. (1.28)

Если удовлетвориться только вторым приближением, то из (1.9) 
следует, что решение основного нелинейного интегрального уравне­
ния (1.7), при постоянном .модуле мгновенной деформации, можно 
представить в следующем виде

«,(է)-3ւ(ն ՛//,(/. ն) + ?-±^_ ի,(,,)]"-՛ /Հ(։>ն) +
1 1 4-

t
+ Ռ* (t. ”-,)/?(/. ',«)^ 1- (1.29)

Аналогичным образом можно получить остальные приближения. 
Например, если модуль мгновенной деформации постоянен, то третье 
приближение будет иметь вид

<W) п )R(t, т, а) Л

(1.30)
где

"1

4- I R (է, х. а) Н։ X, dx (1.31)

Таким образом, если \ говлстпориться третьим приближением, то ре­
шение уравнения 1.9) будет иметь вид
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р/'и
1 ֊Ւ и///0

Н։ (т, а)^т -р

+ ?*« , լՀ' Նւ^Ր՞՜՚Նա ն) +
U + P”oJ 1

x։)/?(f, «)<*- -г0(з8). (1.32/

Если известно напряжение в бетоне в сжатых железобетонных 
элементах, то напряжение в арматуре определяется из уравнения 
равновесия

ft *?,(/) — Fffia (О - Л'. (1.33)

В качестве лоилджения вышеизложенного метода рассмотрим числен­
ный пример.

Как будут изменяться во времени напряжения ъ(Н и <зд(/) в 
сжатом железобетонном элементе с учетом нелинейной ползучести 
бетона, если за меру ползучее!и бетона принято следующее выра­
жение:

С(/, х) = (i֊82- -f- 0,9 ||1- е-°м*‘ ՜յ| 10"5л-г/слг.

причем Еа — 2- 10е кг/см՜, Е = Ел — 2.106 кг/см-. р = 1 %, -։ = 28 дням, 
<և(ն> 40 КЦСЛГ, ИМ')| - «МО I ? ի .ք\'.

Ниже приводятся две таблицы. В этих таблицах даются числен­
ные значения коэффициента за {ухания бетона и арматуры

/Հ(/) = ^'7Լ °‘/П
’4 т) ’«(ն)

в сжатой железобетонной колонне в зависимости от времени է и ко­
эффициента нелинейности £ при первом, втором и третьем приближе­
ниях.

Очевидно, что значению 3 = 0 соответствует задача определения 
напряжений в центрально-сжатых железобетонных элементах в усло­
виях линейной ползучести, рассмотренная в работе |1|, а остальным 
значениям 8 соответствует задача определения напряжений в условиях 
нелинейной ползучести квадратичным законом нелинейности.

Из данных, приведенных в табл. 1 и 2, следует, что 1) на­
чальные напряжения в бетоне « (-J с течением времени быстро зату­
хают, а в арматуре ■=«(’հ) быстро возрастают, причем эти изменения 
существенно зависят от меры нелинейности 3: чем больше тем 
быстрее происходит затухание напряжения в бетоне и возрастание на­
пряжения к арматуре и тем значительнее разница между решением
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Численные значения коэффициента П. (/) в сжатой железобетонной колонне 
в зависимости от времени / к коэффициента нелинейности 3 при первом, 

втором я третьем приближениях

Таблица 1

/
Первое 

приближе­
нно

Второе приближение Третье приближение

£=0,00 3=0031 1 3-001 | А ֊0.1 8=0.001 խ 0.01 £=0.1

45 0.93 0.9275 0,905 0.681 0,9275 0,9052 0.697
90 0.86 0.8554 0.814 0,398 0,8554 0.8142 0.443

180 0.84 0.835 0.792 0,365 0,835 0,793 0.418
360 0,83 0.825 0.783 0,355 0.825 0,784 0.468

1080 0,83 0,825 0,783 0,355 0,825 0.784 0,408

Таблица 2
Численные значения коэффициента Па \է'. в сжатой железобетонной колонне 

в зависимости от времени и коэффициента нелинейностипри первом.
втором и третьем приближениях

/
Первое 

приближе­
ние

Второе приближение Третье приближение

£=0.00 £{= 0 0 >1 £=0.մ1 £=0.1 £=0.001 £=0.0! £=0.1

45 1.65 1,652 1.672 2.07 1.652 1,672 2,112
90 2.40 2.402 2,431 3,102 2,402 2,431 3,172

180 2.63 2.633 2,659 3,38 2,633 2.659 3,455
360 2.66 2,663 2.690 3.41 2.663 2.690 3.485

1080 2,65 2,663 2,690 3.41 2,663 2,690 3,485

нелинейной и линейной задачи теории ползучести для сжатого же­
лезобетонного элемента. При = 0.1 численное значение зг(/) полу­
чается почти и 2 раза меньше, а <з„ (է) в 1,5 раза больше чем со­
ответствующие значения =?.(/) и зя(/՜) при линейной ползучести; 2) при 
малых 3, ю-есть: £<0,01, можно ограничиваться только вторым при­
ближением, так как оно дает достаточно хорошие результаты.

§ 2. Усадочные напряжения в симметрично армированных 
железобетонных элементах

Рассмотрим симметрично армированный железобетонный элемент. 
Обозначим усадочные напряжения в бетоне -гД/), а в арматуре со(Т). 
Эти напряжения при любом Հ в силу отсутствия внешних сил, дол­
жны удовлетворять следующему уравнению равновесия

Йы*) </)=0, 2.'и

где /'а и Л—соответственно площади поперечного сечения арматуры 
н бетона.
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Функцию Ջ»(0, характеризующую закон изменения процесса 
усадки, примем в следующей форме [1|:

S,(/)=Se-(e“e’T'-c^). (2.2)

где 5<| — наибольшее значение усадки, величина которой устанавли­
вается для данного бетона на основании опытных данных:

а0 — показатель, характернгующий скорость нарастания усадки 
данного бетона во времени;

т։ — возраст бетона, рассчитываемый от момента его усадки.
Полная продольная деформация бетона ։t(/) с учетом его пол­

зучести согласно |1] будет:

է
֊ (>hWI֊C?— ‘i-- (2.3)

Из условия совместности деформаций арматуры и соприкасающегося 
с пей бегопа следует

ч(0 = «-(0. (2.4)

Пользуясь этим соотношением в замечая, что

Ւ <2.5)

приведем выражение (2.3) к следующему виду:

о»(П =------- 5Д/)+-------------------------- խ,(- Ճ[_1_Խ- +
1-1-pm (0 l-hJ*w(Oj [ճ(է)

*»

■ + (2(5)1-Fpm(0 J Ժ-.

где Еа модуль деформации арматуры:
р — процент армирования:

0(0 вТ՜';----- модульное отношение в данный момент времени.
£(0

Таким образом, задача определения усадочных напряжений 
бетона к симметрично армированных элементах с учетом нелинейной 
ползучести бетона и изменяемости его модуля мгновенной деформа­
ции сводится к решению интегрального уравнения 2.6). Напряженно 
в арматуре определяются условием равновесия (2.1).

։» liinunnu All. «.‘pun фмх-мат пнув. .4 6
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Примем, что Л [;.,(/) | является степенной функцией вида 1.6). 
Тогда, подставив (1.6) в (2.6), получим

М0-, ''՜’ .Sn(t> + 
1 ч- p/w (է) fl»

+ «С7, ։)Ы? -"ճ"_- 
1 -I-рот {/)

дС է.
д՞

d~.

Если модуль мгновенной деформации постоянен и равен £0, 
ношение (2.71 примет следующий вид

то соот-

տ,,^ + ։ '֊"Հ
1 Н- иот0 1 - рот-J

д-
(2.8>

Для решения уравнения (2.7) положим, как и в § 1,

(2/-)

Подставляя это выражение в уравнение (2.71 и приравнивая коэффи­
циенты при одинаковых степенях 3. получим

0<°>(0 = - ___р£а__
1 ֊■• рОТ (£)

5Я(/) |-

1 az/i (/)
1 4-аС (/,-:) dz, /2.10)

E՝-i + ։Cl?' T,|rfT +

ч .пдС
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Примени»- вышеизложенный метод, аналогичным образом полу­
чим решения интегральных уравнений (֊ 10). (2.11), (2.12). Так, на­
пример, решение уравнения |2.10) будет

=<">( է) = ֊ |*£“’։ S,e՜*’’ 1 е՜ v'd-. - 
1 • J

է
- \ e-^d-. ք|.Հ,ւ) +,.9jz)| ■ и£* e^'dz. (2.13)

. J 1 + ՝:т

где т,-J и .$*„(/) заданные функции, определяемые соответственно 
форму ыми *1.18) и 2.2).

Если модуль мгноменний деформации постоянен, то. пользуясь 
функцией влияния Ф (;«/>), м<»жьо решению уравнения (2.10) придать 
следующий вид

,.р , <? /'“• ’ •
» ֊ ֊ ' 00 . |Ф(гЛр)֊Ф)г-։.р)1 ֊

• + рм0

_ l‘f»5 s. I ՚ <7 մ՜_ I՜ Հ- • -xPdx. (2.14)
1 *Г J

Тогда pci*, егие уравнения :2. l) будет

•!ւ։Ա) = ,.с
(2.171

Если ограничивать՛.՝!: только вторым приближением, то решение 
основного нелине я ни го интегрального уравнения ւ2 7) можно пред­
ставить в следующем виде 

հպո р=. »(О -4- о։;5. (2.18)

где о »(/) и «,' •(/ при постоянном модуле мгновенной деформации 
определяются формулами (2.14) и (2.15).
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Аналогичным образом можно получить и остальное приближе­
ния.

В качестве приложения рассмотрим численный пример.
Определить значения усадочных напряжений бетона и арматуры, 

если функции С(/. т) и Sn(t) даны в следующем виде

С (է, է) = I + 0,9 j [1 ] 10՜։«?/ճ.«’,

5л(0 = 5о(е-0-яь'-е-’Л։1'),

So = շ. 10՜ ՚

причем Еа = 2.10е кг/см*, Е = Ео — 2.\О& кг/см-, u = 30A т։ 1 дню,

Предварительно запишем выражения для усадочных напряжении 
без учета ползучести бетона. Согласно (2.8) и (2.1) они будут иметь 
следующий вид

= —
1 +

Տո .7)

<>«(*) =------- ֊■■— ՏՀէՆ
I -г

Вычислим сначала численные значения усадочных напряжений 
в бетоне и арматуре sa,\t) без учета ползучести бетона, а за­
тем соответствующие значения этих напряжений с учетом ползучести. 
На основании этих значении вычислим коэффициенты затухания уса­
дочных напряжений в бетоне.։։ арматуре для различных моментов 
времени, пользуясь формулами

Д/։(0=*Ф,
МО =.(<)

где з’(/> и Հ (/) —представляют собой усадочные напряжения бетона 
и арматуры с уче-.ом линейной ползучести, а л т,д/) - соответ­
ственно усадочные напряжения при нелинейной ползучести бетона.

В табл. 3 и 4 приводятся численные значения усадочных на­
пряжений в бетоне и арматуре без учета ползучести бетона и с 
учетом ползучести бе1։она н зависимости от времени г и коэффициента 
нелинейности ? при первом, втором и гре։ьем приближениях.
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Численные значения усадочных напряжений п бетоне к коэффициента 
затухания при ի = 0.1

Таблица 3

է «МЬ
(/I /А (/)

первое 
приближ.

второе 
приближ.

третье 
приближ.

первое 
приближ.

второе 
нриблнж

третье 
приближ.

7 0,58311 -0.5-1350 0.54552 -0.54554 > 1.00372 1.00375
14 —1,21652 -1.08130 —1.09182 1.09197 1 1.00972 1,00986
28 -2,34590 -1,94675 — 1.99108 ֊1.99279 1 1.02277 1,02365
90 ֊5,69981 -4,16999 -4.59374 -4 66864 1 1.10162 1,11958

360 -8,95383 -6,13370 —7,33110 -7.78243 1 1.19522 1,26879

нзначения усадочных напряжений в арматуре 
за!ухания при 'Ճ =■ 0.1

Таблица 4 
коэффнпиеитяЧисленные

է •՜<75 {է 1
co (/>

первое 
приближ.

второе 
нриблнж.

третье 
приближ.

первое 
прьближ.

ВТО ՕՃ 
пркбльж.

третье 
приближ.

, 7 19,437 18,1167 18,184 18 1845 1 1.00372 1.00375
14 40.5507 36.0-135 36.394 36.39903 ։ 1.00972 1.00986
28 78,1967 61,8917 66.3693 66,4364 1 1.02277 1.02365
SO 189,9937 138.999 153.125 155 6215 1 10162 1 11958

360 298,461 204,457 244,37 249,4145 1 1.19522 1.26879

Из данных, приведенных в табл. 3 4. что прис; ед у ст,и
Տ = 0,1 можно ограничиваться только первым приближением, так как 
оно дает достаточно хорошие результаты. Исследование показывает, 
«по при 0,01 численные значения первых и вторых приближений 
почти совпадают.

Поступило 15 VI 1953

*Ь‘ Խ. Хшрисрри fituilij Ս'. (Г. 1ГшПп1 1|1шП

ՍԵՂՄՎԱԾ ԵՐԿԱԹԲԵՏՈՆ էւԵՄԵՆՏՆէՐհ Լ1Ր<ևԾ113հն Վ.ՒՃ1ԱԸ
ԲԵՏՈՆԵ ՈՋ աՏԱՏՎԼԾ ՍՈՂ.ՔՒ եՎ. լՄԿՍԱՆ ՊսՅՍ՜մՆՆհՐՈհՍ՜

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

1)հ խ т ш ш. խըոնր նվիրված !; ոեդմվսէժ երկաթբետոն էքեմենոէների ըոր- 
վազային վիճակի հե աա դшпin իժ ւսւնր , հ րր րետոնր վանվում Հ ոչ հաստատված 
ւ։ո/Աւի պա լմաններ tn մ ե բետոնի ակն թ ա ր իժ ա /ին դ հ ՛ի ո րմ աу իա / ի մոդուլը 
Ժամանակի ընիքաըքում փոփոխվում է է
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Ոոդրի ոչ ղծափն տեսության հիման վրա "!'!։ է՚արդարրիած /, [/] 
աշիոաաաթյան մեջ, ըննա/ժրիսդ խնդրի/ ւ՚՚՚ծտ՚էր ր ' քամ Լ ՝1,"՚ա.րիւ ոչ- 
դծալքւն ինտևդրա[ հա վաւ/ ա րմ ւոն ը, «/»/» [ածման հասար Օդ Ш ադ ործ վա մ Լ 
| 2 ] ut չքոա mtn իմ լան մե<> շարադրված մհ իժ ող ը:

U./u մեիժււդի աս անձնահաուկա իմ ՚անն աքն Լ , որ որպես աա»<՝'ւն մուոա՝ 
վորութլան վերսվււ՚մ է ո. իժ ft ftt'ittfpft աո,ւ>,.դա ան լածւււմը, ինչպես ալդ 
ընդունված Հ՜ կաաարե[, ոոդրի ոչ-ղծտփն տեսա իք յան քսնդիըր Պիկարի հա- 
շորդական tl ոսէավո րա ի' յոէննե րի մեիքոդսվ ւածելիս, ut ц որպես աււտջին մ’ո~ 
աավ/.րա թյան վերրփսմ Լ դծա/ի՚ն սողրիւ համապո։աif ոի՛ան խնդրի րս ծա ՛է՛ր! 
Ս.]ո աո անձն ահա ակւււ իք րոն շնորհիվ դ դ՛ո/իււ ր՚Հո ում ե դանա մ !; հաջո րդաէրոն 
մոաավորա իք րււնների դուդամիոււո թլան ար ադու (մրո.նրէ

Որպես "Աս մեթոդի կիրաոոլթրոն ալուսեդ րերվամ ի հեաե/ш/ եր՚րււ 
իէնդիրների լուծէո մր'

1, 11եդւ1 ված երիէոթրեաոն I, քե մենտնե ր h t ա րված ա ւի^ւ վի^ակքւ, 2. \iii- 

մէմչսոի ե րկա իք ա պա ավ ած ե րկա իմ րե ւոոն էլեւքենսէի կծկման րսրէսմեերր րհ֊ 
տոնի էէք-դծսէլին աւդրի և ակն իք ար իժ ա ւին դեէիո րմ ար իա փ >! ոդոււի փ՛ոփոխ-' 
ման հ աչվ ա ո ո ։. մով:

Ալս խնդրի լուծումը րեաոնի դծւսլին սողքի հա շվաս ա մ ով արված է 
|l] աշիսատու [J լան մեջ:
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ФИЗИКА

И. л. Корхмазян

Переходное излучение при наклонном 
падении заряда

Как известно |1], при прохождении заряженной частицы через 
границу раздела днух сред возникает излучение, спектр которого 
простирается от самых длинных волн до улырафиолетовых включи­
тельно. Подсчет интенсивности излучения в единичном телесном угле 
в единичном интервале частот в данном направлении был сделан впер­
вые В. Гинзбургом и II. Франком |1|, а в дальнейшем — рядом дру­
гих авторов |2|, [3]. В настоящей работе приводится решение той же 
задачи в более общем случае, а именно, когда частица переходит плос­
кую границу раздела двух произвольных сред при произвольном 
угле падения*.  Задача решена методом изображения заряда [3]. 
дающим возможность более наглядного и быстрого достижения 
цели.

Итак, пусть заряженная частица с зарядом е и со скоростью V 
падает под углом Ч՛՜ к перпендикуляру, восстановленному к плоской 
границе раздела двух произвольных сред, характеризующихся ком­
плексными диэлектрическими постоянными г։ и га. Плоскость, опреде­
ляемая скоростью падающей частицы и перпендикуляром восстанов­
ленным к плоской границе раздела двух сред в точке перехода ча­
стицы. примем за плоскость A'Z, а оси координат выберем, как ука­
зано на фиг. 1. Начало координат помещено в точке столкновения 
частицы и ее изображения.

Нашей задачей будет определение интенсивности переходного 
излучения в единичном телесном угле, в единичном интервале частот 
в точке Ro, о, 3; первой среды (фнг. 1) при больших R9 (волновая 
зона и при условии յ’1ք<Հ-^ )• Сохраняя ход решения таким же. 

что н в |3|. мы должны написать потенциалы Льеиара-Вихерта, соз­
данные движущимися заряженной частицей и ее изображением.

Обозначая скорость заряженной частицы и ее изображения соот­
ветственно через V'j и V. (| И։ | = lza ) для вектор-потенциала не-

• В сущеежующих работах рассматривается перпендикулярное падение заря­
женной частицы ин плоскую границу раздела двух произвольных сред.
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посредственно до столкновения в точке (/?0, «?. &) первой среды, мо­
жем написать:

Հ=-----------— 4------------- ₽=^.(1>
— V 4-3-cos(fl։. l7։)] сА?0|1—/^ՅշօտԴ/յ, 1Հ)| с

Потенциал же непосредственно после столкновения в той же точке 
будет (отраженные волны в этом случае в первую среду не попадут): 

X =------------ —J—• (ւ ֊հ /). (2)
ճ/?0| 1 —յ/ €j Ji-cos(z/։, I7 )] V Շշ

Здесь/, как и в |3|, — коэффициент отражения для волн, отра­

женных в первой среде, фактор - 4֊ /) есть коэффициент пре-
|/ г2

лрмлення Френеля для амплитуды волн, попадающих из второй среды 
֊> "*в первую,//х а/;2—единичный вектор, имеющий направление

луча, исходящего из заряда (после проникновения его во вторую 
ср ду,1. который, преломляясь на границе раздела двух сред, попадет 
в точку /?0 Из приведенной фигуры видно, что:

cos (I7,, А') - sin Ч' cos (1Հ., Д’) = sin ՝Г

շօտ(Հ, Г) «О

cos ( Г/р Z) = cos Чг

cos(i72, V) = О

cos (17з, Z) = cos ՝Г‘.

(3)
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Учитывая это, потенциалы (1) и (2) -можно накисать в компонентах:

Д I. V ՜ /V?. у = 0.
Воспользовавшись выражением для

д, — tfV’-slnlF 1 f
Л1, X —

l-l E^COSftfj. V\) 1-1 Sjp-cosjw,, Vn)

/Ն eF-cos ’F 1 + 7 1
1 -| ?b3cos(//P Հ) 1—I^jP-cos (/7։. Va)

■4շ, г =
г И-sin 4' ________ 1 —֊’■(I +/).

cRQ 1- | £2flCOS(«j, Vzj)

Ад.- =
tf’/-cos4’ 1

1 I «i3cos(wa, V։ 1 53

(4) 
фурье-компоненты магнит­

ного поля
я„ = -Լ֊[|ՀՀ] - [ՀՀ]), (5)

формулой для излучения при столкновении быстрых заряженных 
частиц.

= ]/£,.<>./7,Հ-(6>
(см. работу {3|) и выражениями для направляющих косинусов едн- 

>, -•»
личных векторов пл п <72, можно подсчитать интересующее нас излу­
чение*.  Направляющие косинусы для //, будут:

cos %, zV)— sin0-cos?,

cos (n։, Y) = sin Osin (7)
cos (ff v Z) — — cos 0,

а для компонентов //2, учитывая закон преломления —п— =^- ն. no­
sin * F га

лучим:

cos (ла, А’) = sin а • cos • ч • - 
1լ*տ

cos пг> Kl = sinO-sin (8)
I -2

cos (л-, Z} — — j 1— ' -sln2fh

Знак перед корнем в cos(w2, Z] выбран в соответствии с тем, что при 
£| = г2 вектор и-, должен совпасть с вектором /г։.

НссСхсд» м<> у’ппь г.'пь, ՝ио течки игс-.-судткя л^чей находятся в окрест­
ности начала координат.
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Подставляя далее l'4'i. (7) и (8) 
чим решение поставленной задачи в

в (5), а потом (5) в (6), полу­
следу юте м виде:

.stnU
4 • •с3

------ --------- . ,--------- . . ( ■՛ Sins COS’? —
I | £|j cos |7/։. 14) l—l ։8 cis (z/։. Г։ ՛ I

—*♦  — >
— j cos փ cos ‘I4— k -si ri ? sin’I՛՞) —

—j■ sin 4'
I I :2;-C0S n... V'jj 

/• cos 9

I -՛
’ .Sln։5> 

s

1—I Sj/COS(Wj, 141
cos 9

]/e՜ cos n,. Vx

_ 2-/sin 9 sin ? sin 4‘ ։
I J J.'cos(/z։, V2)

где i, j. А —единичные векторы соответствен։ о по < сям Л. 
вместо косинусов в знаменателях следум 6ра1ь: 

(9

Z. a

cos ; //j lz։) — sin 9 • cos ? • sin V — cos 9 cos ’Г,
—> —>

cos(//։, lz2/ — sin 9-cos?-sin 4f -j cos0-cos 4՛*,

cos («շ, Ц) - sin 9-cos psin 4՜ * 1 ֊ I 1 ֊*  sin29-cos’Г (10) 
I Կ Г

Помня, что при = ։ = г2,/=0 И cos(/?2. V| ^cos'zz։. lz, . из (‘Ն мож­
но убедиться, что переходное излучение в этом случае исчезает. Из 
той же формулы (9) не трудно также видеть, чго при Ч*  0 (пер՜ ен- 
дикуляркое падение) получается формула <71 работы [8] и и соот­
ветствующая формула из |1|.

Заметим, что полученная нами формула >9) верна в .ом и ибли- 
жении, в каком направления лучен в первой сре. е. послойны • к го՛ ке 
(/?0- ?. 9). непосредственно до и после столкновения, можно считан, 
совпадающими с направлением радиуса-вектора, пропел •иного из на­
чала координат к гой же точке (фиг. 1). Учитывая. чго столкновение 
в основном происходит при расстояниях мен.ту зарядом в • изобра­
жением порядка атомных । азмеров а. оценим =то приближение. Коор­
динаты заряда в момент столкновения будут * х, 0. а), а кисрдина.ы 
наблюдаемой точки обозначим через । /?,<,. R-,.,

Расстояние между эти.ми точками будет:

— Г (i.r + х/՜ + ՜- : /?ог (l l ‘ 
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и вышеуказанное приближение гласит: R Ro. При a<£|R.. . г. е.

Հ Ro Cos 3 или cos 1՝ И> - " -^10 4 для а - ]0՜տ£.« и /?0 10։c.w),

•получим: 0 Հք9օ’—0,006° причем R принимает следующий вид:

R ֊ J х’ ф 2R0-x- shi&-cos«- -t- RJ ,

где x^a-tg'F. Для выполнения условий /? /?0 необходимо, чтобы
aig'I‘<Rn. огку,.п щи 4՛ получаем такой же предел, что и для ։>; 
'F 90 - 0,006Հ 'Гаковы границы применимости формулы 9:.

Не трудно заметить, что при переходе к пределу ‘Г->-у, сод-

нон стороны Л|.у-*0,  th. / *О,  и с другой, или Л3->0 прие2>€։ (пол­
ное вн у гренее отражение), или же th. у — 0, п>, - • 0 при £։<Դյ*.  
Учитывая эти обстоятельства и принимая во внимание формулы (4), 
('» и (6), можно заключить, что при таком предельном случае излу- 
ч пне исчезает

• Здесь начала векторон /.՛, и и. уже не находя;ся в жрестностн начала ко- 

op.THH.iT, а удалнк-гся от неги до бесконечности совместно с 4' -

Заметим еще. что формула 1'9) справедлива вдали от нулей в 
знаменателях. Условия равенства нулю знаменателей совпадают с ус­
ловиями черепковского излучения в первой и во второй средах.

Рассмотрим подробнее частный случай двух сред: вакуум-иде- 
альный проводник. Если падение заряженной частицы происходит из 
вакуума в идеальный проводник код углом Ч’, то интенсив­
ность переходного излучения будет (подставим в (9) et = 1, Ез = оо 
и / = 1):

.... /Л б-Ч/2 4sin*&-cos a՝F ф
4-'л3 [1 — S(sln И-cos ?'Sin ՝Г ֊|֊ cos il-cos ՝Г |гх

ф ,>-.Чп 24’ |3 sin 2՝Г (1 — sin2Й • sin2փ) — 4• sin U cos -д-cos Ч'|
X [1 — b(sin ։>-cos<s-sin Ч’ - cos U-cos ‘F)j2

Эта. функция для произвольных допустимых ’F и й. в зависи­
мости (г 'д. получает экстре мяльные значения в плоскости падения 
частицы, I. е. три условии sin? —0. В этом случае выражение (II) 
принимает следующий вид:

«Z.l9)= Ф՜” _________ sin0— / s i nJ՛'________
[I Seos ft֊- ‘F)]-'|l — ?cos(ft- 4՛) I

£*V*  I Sin » 4- p sin ՝F Л• cos- ՝I — --------------------------------------- • ч = r.
-=.3 I|l- '-cu-p! 'i i] • [ 1; £cos(b — Ч')| I

(12)
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Так как 0-^0<Հ —, то максимальные значения излучения в плоскости 

падения (A'Z) определяются из следующих условий

sin 3 = ₽ տա т ± -_E^r, ? = 0.

Sin » = ֊ ftSin '1ք + 11 ՜?՚՛Տ1ո՜* . ? = к, (13)
p

a d направлении sin» խտ1ո՝1՚, գ = 0, излучение отсутствует. Когда 
вторые слагаемые в выражениях (13) больше первых, т. е. при 
р sin 4՜ <|zl — З2, получается по одному максимуму по обе стороны 
оси Z. В этом случае, конечно, максимум может быть один, или во­
обще отсутствовать (для малых 3 правые части (13) становятся больше 
единицы). Если же первый член больше второго, ,3 sin lP> |z 1—р2՛ 
то правее осн Z получается либо два максимума, либо один, в сог­
ласии с тем: меньше или больше единицы правая часть первой из 
формул (13), взягая со знаком плюс (фиг. 2).

На этих графиках (построенных при помощи формул 121) даны 
угловые распределения в произвольных масштабах (одинаковых для 
всех кривых) для интенсивности переходных излучении, в зависи­
мости от угла падения ՝Г и от խ Ветви (a, ах), Ь, ծ.) и (?, сг) со­
ответствуют значениям Ց = 0.9 и Т =. 15°, 45’. 75’, а ветви (rf, 
—значениям 3 == 0,5 и Чг — 15°. (Радиальные размеры ветвей и с։ 
уменьшены в 2 раза).

На фиг. 3. для примера, приведены еще три графика распределе­
ния интенсивности по углам (для этих кривых .масштабы те же, что 
и на фиг. 2), в плоскости KZ. Кривые п. / соответствуют значе­
ниям 'i = 0,9, 4' — I՜)՜, ,-i — 0,95, 4' — 45 ,՛ ի = 0,5, ’Г = 453 (радиальные 
размеры кривой / увеличены в 3 раза).

Формула (Hi симметрична по отношению к плоскости падения 

ք) — ԱՀս(&, —у)] и при <? = ± — переходит в

е2 И2 а sin2 »> 4֊ Ss sin2 ’Г ■ cos2 4
—д—- * c°s՜ 1 --------—---- ----------- г-
~“С3 (1 — £P-COS3 Ч'-cos2 >1 i (14)

Направления экстремальных значений этой функции в зависимости or 
угла » получаются из условий

sin 1> = 0,

sin»֊ —!____i/L7^ Ю
PcosW | 1 — |/'՜՚Տ1ոտ Т

15)

причем, если у։2 — Psin2 ‘Г.cos5 ։Г^>0; ( sin2 Փ<Հ 2 1 1—ն3 \ -------/г-"— Но
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Фиг 3.
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направление 0—0 соответствует минимуму. В этом случае сущест­
вуют еще два (симметричные по отношению осп Z) максимума» на­
правление которых определяется из второго уравнения (15). ГЬ и 

. - 2 • | 1 — ք>՜sin2U ֊ — имее.ся единственный максимум по направление

- 0. Если же 6 настолько мало, что правая часть 15) становится
больше единицы вместе с условием fr-sin 2'Г 2| I — ?/•, го сущест­
вует единств֊'нный минимум ио направлению ft — О. При 4՜ — 0 усло­
вия (15.» .совпадают с (13) и излучение н направлении ft -= 0 ноль (14). 
Из формулы ('3) можно сделать еще следующие заключения: а) при 
6-1, имеем 0 — ‘Г; в) г. к. с одной стороны при ‘Г «= 0 направление

I. 1—-г 
максимального излучения определяется из условия sin о — ֊—— , а

с другой, при 

лопнем sin 4' —

у;ле изделия заряженной частицы, определяемом ус-

левый максимум излучения идет по направ­

лению ՛> - 0*,  го эти два направления можно переставить. Заметим 
еще. что при помощи формулы (5 можно судить также о поляриза­
ции переходного излучения для рассмотренного здесь более общего 
случаи.

В заключение приношу благодарность Г. М. Гарибяну, за об­
суждение настоящей работы в ходе ее выполнения.

Ереиа некий сосу да ре гвенп ы й 
yiiHuepcHier Поступило 31 ill 19S8

*Ъ. С!.. 4վււոխւքւսւ{juiG

ԱՆՑՅհՍ՜ԱՅհՆ ՃԱՌյԳսՅ^ՈհմԸ ԼՒՑՔհ ԱՆԿՄԱՆ ԴեՊՔՈՒ֊Մ

Ա Մ Փ 11 Փ Ո !• (Г

l'[tp !l4IV֊‘ull'4"l'"A մասնիկր երկու համասհէէ միջավայրերի հարթ սահ- 
մանն անցնում է որոջ \unt ու ա տուն արա էքՈւ թ/ամր, ասրս шиш գա Կ ա մ է,

արւպեէ։ կոչված, անցումային ճաո >սղա լթս է.մ Ч-l'f. ձաոացալթման ինտենսի֊ 
վութլա 7/ բաշխումն, րոա ա ՚,կրւ ւննե ր ի և րոա հա Հա խո լ թ քան, մի քս՚րՀ» հեղի­

նակների կողմից .աչված /, աարրեր մեթոդներով։ (7 ակտ յն ուրւ հարցին 
վերարերող դորււթ ր։ն ունեցող մեթոոներր քննարկում են այն մասնավոր 
դևպքր, երր (ից րավորւիսծ մււէէւ՚հի՚է երկու միջավայրերի սահմ անն անցնում 
Հ նրսՀհց ր •/անմ ա՛հ ,ա «. թt> ■ թ ,՚անն ուղղահէԱ;աց nt էրրս թ էամր) ներկա աշ- 
իէաաա ի! .ա՚էւ է/եջ՝ նջվաձ իւնդիրր ք-ւծված է ադեյի րնղհանո, ր դեպբի հա­

մար երր [իցրավսրէքած մ ա սնի .ր ե ր րս մ իջա ւիո քրե րի սահմանն անցնում է ցան­

կացած անկրոն էոակ երբ 1 О սաացվում են t/երր նջէ/ած մաս-

!1;>ц э. км усдог.ли сл.1Гк:мые |1 I еннювятся равным:։ ։:у величине.
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նէսւիէր արդ{ունքներր ի- Մանրամասն է} խոա րկւ1էէէմ Լ վակուում—իդեաքական 
հաղորդիչ մասնավոր դեպքրէ /’երված են դրաֆիկ՚հեր, որոնք նկարաуրոt մ 
են ձաոադա [թմ ան ինու1ւնււիվո ւ թ լան անկ/սլնա )ին ր ա շիտ է.մ չէ անկման հար- 
1՚1սւթւսւն ե. նրան ու դղահա րո у հար jjոt ft!րսն մ հ <?, կաիէվաժ 4 -/(fir ե ^/.tft 

Ափաքյէիոէ} են ասն չ nt թ/ո ւննհ ր, որոնր որորում են ղրո ե մաքսիմալ ճաււա- 
էրսւթմււ ն ut tjtjfH թքՈէններր էրսնկարած ’i •/» ե ս-ր դևպքսւմ: Պարդվաձ է 
նաև եաոաւրւււի!ման րևեոարման հարցրւ

յ| и ’ ՚ ։> • т \ р А
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ФИЗИКА

Г. В. Бадалян

Генерация быстрых дейтронов в свинце и меди 
нуклонной компонентой космического излучения

В нашей предыдущей работе [1] подробно был рассмотрен воп­
рос о возможностях магнитного спектрометра—сочлененного с двумя 
камерами Вильсона для регистрации быстрых дейтронов, при этом 
указывалось, что наличие верхней камеры дает возможность с боль­
шой вероятностью отделить воздушные дейтроны or генерированных.

Наряду с воздушными дейтронами, рассмотренными в |1|, нашей 
установкой зарегистрировано много лей:родов, локально генерирован­
ных в верхней камере ядерно-активной компонентой космического 
излучения. Кинетическая энергия генерированных дейтронов при этом 
равнялась 160—460 .Иде.

Всего зарегистрировано 104 таких дейтронов I сорта, Гем. [1J) 
причем 68 из них образованы в свинце (всего 5 см), а 36 шт. — в 
меди (крышка - Дно камеры = всего 2.4 см).

Как видно, число генерированных дейтронов даже превышает 
число воздушных (81) дейтронов.

Одновременно зафиксировано — 800 генерированных протонов, 
остановившихся в том же интервале пробегов. Таким образом, наб­
люденное число генерированных дейтронов составляет около 13% 
от наблюденного числа генерированных протонов.

Ради большей достоверности мы будем рассматривать дейтроны 
1 сорта с массой в интервале 3000—5100 те. Таких генерированных 
дейтронов 96 шт. На фотографиях В. К. (фиг. 1) можно ясно ви­
деть интересующую нас частицу, выходящую из ядерного расщеп­
ления „звезды՜, вызванной нейтральной или заряженной ядерноактив- 
ной компонентой космического излучения. По тому, сколько видимых 
вторичных частиц выходит из пластины мы имеем 1-лучевые, 2- 
лучевые и т. д. .звезды“.

1. Эффективность образования дейтронов нейтральной 
и заряженной компонентами космического излучения.

В табл. 1 приведены сводные данные всех генерированных дей­
тронов (фиг. 1), за исключением — 5 дейтронов, рожденных в крыш­
ке и, следовательно, с неизвестными первичными частицами.
7 Известии АН, серия фнз.-м.чт. наук. № б
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Таблица 1

Тип первич­
ной частицы

Где наб­
людена 
.заезда*

Т и । .з в е з д ы*
1-луч. 2 луч. 3-луч. 4-луч. |5-луч. {6-луч. >7-луч.

РЬ 7 2 3 1 — 2 2
Заряженная Си 3 4 1 — — — —

РЬ+Си 10 6 4 1 — 2 2

РЬ 20 5 7 4 1 1 5
Нейтраль- Си 10 5 3 2 3 — —
на я РЬ + Си 30 10 10 6 4 1 5

В первый столбец включены дейтроны, генерированные в однолу­
чевых „звездах-, при этом, если первичная частица нейтральная, на 
фотографии ясно виден одинокий дейтрон, выходящий из пластины 
(фиг. 1в): если же первичная частица заряженная, не всегда возмож­
на однозначная интерпретация этого случая. Действительно, само наз­
вание „звезда“ уже говорит, что мы имеем дело с неупругим 
взаимодействием, а признаками неупругости в нашем случае должны 
служить: а) сравнительно малая плотность ионизации первичной ча­
стицы относительно вторичной и б) достаточно большой угол выхода 
вторичной частицы относительно первичной. Пользуясь этими крите-

Фиг. 1. Рождение дейтронов в веществе верхней камеры 
а| дейтрон выходит из звезды от нейтрона 
б) дейтрон выходит из звезды от протона

риями, можно в большинстве случаев отделить случаи неупру­
гого взаимодействия с рождением дейтрона от случаев упругого рас­
сеяния проходящих дейтронов кулоновским или ядерным полем, 
причем, если I критерий хорошо выполнялся, такие случаи сразу бра-
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в
Фиг. I. а) образование дейтрона в одиночку от нейтрона 

г) образование дейтрона в одиночка՛ от протона

лист. (фиг. 1 г). О;, на ко. иногда, по рилу причин, связанных с режи­
мом камеры, бывали сомнения в изменении ионизации, поэтому при­
ходилось обращаться и к помощи 11 критерия.

Здесь возникает вопрос о выборе оптимальной пн жней границы 
углов. При тех импульсах, которые имеют дейтроны в В. К. (а сред­
нем — 11 х Ю’эй/с), среднеквадратичный угол многократного куло­
новского рассеяния в пластинах В. К. ~3’, а характеристический угол 

ядерного диффракционного рассеяния֊ ~ 1,35е. Согласно угловому

. , Араспределению диффракционного рассеяния, углы за несколько —

(т. е. >-—5°) фактически отсутствуют. Далее., при совместном рас­
смотрении упругого диффракционного рассеяния и кулоновского рас­
сеяния на конечном ядре оказывается [2], что общая интерферен­
ционная кривая углового распределения примерно сводится к распре­
делению Мольера для кулоновского рассеяния на точечном ядре. 
Согласно этому распределению вероятность рассеяния на угол > 10° 
■к՛ = 0.002 и, при 3-кратном прохождении всех воздушных дейтронов 
через пластинки, ожидаемое число таких рассеяний получается мень­
ше единицы. Таким образом, все случаи рассеяния >■ 10°, лаже если 
нет явного выполнения критерия а), нужно считать как случаи одно­
лучевых звезд. Имеется еще одно важное обстоятельство—дейтрон 
является очень слабосвязанной ядерной системой, следовательно, даже 
небольшие внешние импульсы, получаемые дейтроном при рассеянии, 
могут привести к развалу дейтрона, поэтому вероятность рассеяния 
на большие углы очень мала.
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Фиг. 2. Распределение генерированных дейтронов по числу лучей 
материнском звезды.

Обратимся теперь к результатам, приведенным в табл. 1, а так­
же на фиг. 2. Видно, что:

а) число дейтронов, образованных в звездах от нейтральных пер­
вичных, преобладает над числом дейтронов, образованных от заря­
женных первичных.

Согласно таблице 1, в среднем отношение

= — = 9 64 ± 0,20;
Л'мрнж. 25

б) частота образования дейтронов падает с увеличением числа 
лучей „звезды";

в) отношение . ^,։ւ;ւս?ձ_ неодинаково в различных частях распре- 
Л зпраж.

деления, оно велико при малых числах лучен и, по-впдимому, медленно 
уменьшается с увеличением числа луче в .звезде".

На фиг. 3 изображена зависимость отношения ' - от про-
<’• --иж.

бега образованных дейтронов. Как видно, это отношение велико при
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Пунктир - от заряженной
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Фиг. 3. Распре деление генерированных дейтронов по пробегу, 
малых энергиях и, повидимому, уменьшается при переходе к боль­
шим энергиям (пробегам).

2. Импульсный спектр рождения дейтронов
Представляло большой интерес построить, на основании наших 

данных, импульсный спектр рождения дейтронов. Как уже отмечалось 
выше, в нашей установке можем индентифилкровать только иониза­
ционном образом остановившиеся дейтроны, а гак как суммарного ве­
щества в обеих камерах Вильсона не много, интервал импульсов 
построенного спектра рождения, вообще говоря, будет небольшим. 
Для определения полного импульса генерированного дейтрона можно 
было измеренному в телескопе остаточному импульсу прибавить по­
терю импульса на пути в верхней камере. Однако, исходя из того, 
что импульсы, такие как дейтронлые, фиксируются в нашей системе 
с большим, разбросом, чем пробеги (так как имеем тонкие фильтры в 
камерах), предпочтительнее энергичность дейтрона оцепить по иол- 
ному’пробегу от места зарождения до остановки, расчитать пробеж- 
ный спектр, а потом только перейти к импульсному спектру.
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На фиг. 3 сплошной линией представлен пробежный спектр на­
блюдения дейтронов генерированных в веществе (полное) верхней 
камеры.

Для получения истинного спектра необходимо учитывать сле­
дующие факторы:

а) поглощение потока первичных ядерно-активных частиц в В. К., 
вследствие чего вероятность образования дейтронов в разных пла­
стинках будет неодинаковой;

б) неодинаковая эффективность регистрации дейтронов разных 
пробегов. 'Гак например, в малоэнергнчной области спектра будут ре­
гистрироваться только дейтроны, зарожденные в нижних пластинках 
В. К. Наоборот, в области больших энергий будут регистрироваться 
только дейтроны, образованные в верхних пластинках. В самом деле, 
пробег длиниопробежных дейтронов, образованных в нижних пласти­
нах В. К., не будет укладываться в интервале r2—r7 Н. К. Остановив­
шиеся па дне дейтроны вс рассматриваются, а прошедшие через ряд 
антисовпадений, просто, не регистрируются.

С наибольшей эффективностью будут регистрироваться дейтро­
ны, приходящие на промежуточную область спектра:

в) ядерное ослабление потока образованных дейтронов, которое 
различно для дейтронов разных пробегов.

Для учета фактора а) примем пробег поглощения ձՋտճոՕ г/сл*. 
|3|. Тогда совместное рассмотрение 2 факторов а) и в) (см. при­
ложение) приводит к изображенной ня фиг. 4 кривой „эффективных 
толщин**, показывающей, какая эффективная толщина вещества в В. К. 
ответственна за образование п регистрацию дейтронов с данным про­
бегом. Для получения спектра рождения в единичной толщине ве­
щества нужно будет в каждом пробежном интервале наблюденное 
число частиц делить на соответствующую „эффективную толщину*. 
Фактор в) аналогичен рассуждениям в [I] (§ I). Принятый пробег 
взаимодействия дейтронов X - 12r.v Р'о (137 г/сж3). Все данные, относя­
щиеся к спектру, приведены в табл. 2 (также фиг. 3). Полный про­
бежный интервал 2—12 см РЬ, соответствующий импульсный интер­
вал 0,785—1,38 Бэв/с. В конечном итоге все частицы сгруппированы 
в четырех импульсных интервалах. Чтобы получить абсолютный 
дифференциальный спектр рождения в 1 z!cj& вещества, число дей­
тронов в каждом интервале разделено на величину

Л = oSA-flV'i/v՜'"/,

где <՛> — средний телесный угол установки: <9 — 0,0284 стер.
Տ—площадь нижнего координатного ряда счетчиков: 5 = 

= 300 см2.
х — средняя поверхностная плотность 1 см вещества В. К. 

х ~ 11,8 г/см- РЬ.
է — время измерений: I =■ 3,53 X 107 сек.

U7 = абсолютная вероятность регистрации (светосила), вклю-
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ошибок 10՜ 7с^№։Г 1 

с/лер՜ ։(/>дв/с)՜ *

I 2-3 14 0,957 14,6 24.3 0,785 0,965 3 0,875 3.58 6.88 1.31
3-4 17 1,72 9.9

4-5 20 2.56 7.8
2 5-6 12 3,32 3.6 Н.4 0,965 1.10 5 1,032 2.27 5.05 0,91

6-7 7 3.48 2.0
3 7-8 11 3.64 3.0 6.84 1,10-1.25 7,5 1.17 2.04 3.36 0,675

8-9 7 3,80 1.8-1

9-10 5 3.14 1.6
4 10-11 2 2,18 0.92 3.3 1,25-1.38 10,5 1,315 1,30 2.40 0.903

11-12 1 1.26 0.8
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Фиг. 4. Зависимость .Эффективных толщгт нн*отробега дейтрона.

чающая (цельность координатных рядов счетчиков и эффективность 
последних |17|. В рассматриваемом случае она в среднем постоянна 
для всех дейтронов и равна 117* = 0,50;

Др—интервал импульсов в Бэв/с.
ехр (—R/՚Հ) — ослабление потока дейтронов со средним пробегом R 
из-за ядерных столкновений.

f— фактор эффективности, определяемый спецификой ра­
боты установки и критериями отбора: Հ = Б (/)•/,-Հ3-где

B(Z)—фактор времени блокировки; Б (f) =0.78.
фактор, учитывающий, что в ряде случаев из-за недо­

брокачественности кадра верхней камеры (туман, пустой кадр, нало­
жение и т. п.) нельзя делать вывод о поведении частицы в верхней 
камере; Հ։ — 0.885; Д —фактор, учитывающий что в ряде случаев ге­
нерированный дейтрон, останавливающийся в нижней камере, сопро­
вождается в телескопе другими быстрыми частицами, рожденными в 
том же ядерном растеплении, что и дейтрон. Такие случаи установ­
кой не регистрируются, если одна из сопровождающих частиц по­
падет в ряд счетчиков антисовпадений, регистрированные же слу­
чаи отбрасываются при первом же отборе как не поддающиеся обра­
ботке по импульсу. Вычисленное значение /2 = 0,94.

/я — фактор, характеризующий то, что из-за неудовлетворения 
критериям отбора по телескопу и нижней камере много генерирован­
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ных дейтронов выпали из рассмотрения и не включены в спектр. Вы­
численное значение /3 0,22.

Подставляя все вычисленные коэффициенты в Д, получим А — 
= 2,56- 108Арехр (-/?/>.!.

Дифференциальный импульсный спектр рождения дейтронов при­
веден на фиг. 5. Спектр при р>\Бэв!с аппроксимируется степенной 
функцией вида

n{p)dp=-ap 'dp. (1)

Расчет, проведенный методом наименьших квадратов, дает

я = (5,7 ± 1,08) 10' Т 'сек 'стер ' 5эоу~\ 
с I

7 3,14 ± 0,44.

3. Оценка поперечного сечения рождения дейтронов 
в веществе верхней камеры

Попробуем оценить дифференциальное (при 0 = 0°) поперечное 
сечение рождения дейтронов в рассматриваемом импульсном интер­
вале 0,785 1,38 Бэв}с (энергетический интервал 160—460 ЛЫ). Фор­
мулу для сечения рождения можно представить в таком виде

(շ)•Ч jV

где nd - число дейтронов, рожденных в 1 г вещества в 1 сек в пре­
делах 1 стерад, ,V0 вертикальный поток первичных генерирующих ча­
стиц (практически. протонов и нейтронов)с энергией Е > Ео и Д, /V— 
соответственно массовое и А во га дрово числа: .4 = 208: Лг -= 6,03- Ю23.

па получается из данных импульсного спектра рождения дей­
тронов (см. выше). Необходимо отметить, что средн зарегистриро­
ванных нами дейтронов присутствуют дейтроны, образованные пер- 
вичними нуклонами, падающими на пашу установку под большими 
углами; однако, в силу резких угловых распределений первичных 
нуклонов и рожденных дейтронов вклад вышеупомянутых дейтронов 
незначителен.

Пороговая энергия EQ первичного нуклона для прямого образо­
вания „pick-up* дейтрона с энергией Ed определяется на основании 
формулы, приведенной в работе |8]

Ей = $ /?0 cos® ф — 1З.Им. (3)

где б —угол между направлениями падающего нуклона и образован­
ного дейтрона,(

Принимаем !> — 0. Тогда, например для Z?tf=160 Мэв, получим 
/:п— 195
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Поток первичных протонов с находим из воздуш­
ного спектра протонов, приведенном в |4].

Для определения потока нейтронов воспользуемся данными, по­
лученными в работе [21]. В указанной работе, на основании воздуш­
ного спектра протонов [4] и энергетической зависимости отношения 
интенсивностей нейтронов и протонов в воздухе, воспроизведен ней­
тронный спектр. При £^0,2 />эв спектр имеет вил

N (E)dE= 6,4- 10՜4ճ՜ udE. (4)

Так как мы имеем дело с дейтронами разных энергий (160—460 Мэв), 
то, соответственно, различными будут и пороговые значения энергий 
первичных генерирующих нуклонов. Поэтому для более точного вы­
числения искомого сечения рождения дейтронов вышеуказанного ин­
тервала энергий, мы разделили этот интервал спектра на отдельные 
части с соответствующими порогами £0. вычислили парциальные се­
чения и далее, сложив все, получили суммарное искомое сечение.

о (0«) = V й"лД ֊.(2,45 + 0,28) 10՜*— = 24,5+2,8— 
/Vo։-<v стер стер

Дифференциальное сечение при среднем импульсе р — 1 БэвЮ будет

-с(0- = (4,1 ± 0,47) Ю՜2®—с—------
dp Бэв!с.стер

Представляет интерес сравнить сечения рождения дейтронов и про­
тонов в том же энергетическом интервале 160—460 ЛЪ«. тем более, 
что условия рождения и регистрации у тех и других почти одина­
ковы на нашей установке.

Согласно формуле (1) имеем

(5)
Դ Лр

Из импульсного спектра рождения дейтронов ո<ւ = (2,73 ± 0.31)10՜ 7.
Для определения пр воспользуемся данными работы [21], сог­

ласно которой пР = 2,19-10՜ Հ Тогда

— — 0,124 ± 0,01С>.

Обсуждение результатов

Можно попытаться понять полученные выше результаты, если 
обратиться к специфике механизмов образования дейтронов. Согласно 
существующим представлениям, при ядерных взаимодействиях пер­
вичных энергичных нуклонов с атомными ядрами, быстрые дейтроны 
могут образовываться благодаря прямому или не прямому „захватному*
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процессу („pick ирл) (6—9). Образование быстрых дейтронов при 
испарении возбужденных ядер, при выбывании квазндейт репных групп 
или при ядернон реакции с вылетом, --мезона малосущественно 
(10-14).

Феноменологически, при реакции захвата, налетающий нуклон 
(при прямом „захвате՝*) или рассеянный в ядре нуклон (при непрямом 
,захвате“-е) выбывают с поверхностного слоя ядра протон или ней­
трон и, если импульсы первичной и вторичной частиц близки, они 
коррелируют друг с другом, образуя связанную систему-дейтрон. 
Если ядро симметрично (число протонов и нейтронов равны), то при 
одинаковом распределении нейтронов и протонов по объему ядра 
(на это указывают последние эксперименты по рассеянию электронов 
и нейтронов на тяжелых ядрах), вероятности захвата ядериого нук­
лона с образованием дейтрона налетающими протонами и нейтронами 
при больших энергиях, будут одинаковы. Только в случае тяжелых 
ядер, где число нейтронов заметно преобладает над числом протонов, 
повидимому. будет некоторое преимущественное образование дейт­
ронов налетающими прогонами. В частности, в нашем случае для 

вещества В. К. упрощенное рассмотрение дает: — —1,23-: 1,39(21].

В свете этих рассуждений ясно, что полученный нами выше 
(§ I) результат о преобладании числа дейтронов, генерированных от 
нейтральных, над числом дейтронов, генерированных от заряженных 
первичных, единственным образом можно объяснить неодинаковой 
интенсивностью первичных протонов и нейтронов. Среди генери­
рующих частиц, ответственных за образование дейтронов, число 
нейтронов в среднем '2,t34-(l,23 :• 1,39) =3.22—3,6!) раза превышало 
чис..о протонов.

Однако, если бы наши дейтроны образовались на протяжении 
всего спектра (от Е Հ 200 Мэв) первичных нуклонов одинаково, то 

величина (1,23-; 1,39 равнялась бы просто отношению инте-
Л 39р.

тральных 7: >/?0 интенсивностей ней'роков и протонов на данной 
высоте. Последнее отношение, выв.денное но основании спектров 
первичных протонов и нейтронов 3), равно 2,2, т. е. около полутора 
раза меньше, чем полученное нами выше значение 3,22 :-3.64.

Этот факт повидимому говорит о том, что дейтроны преимущест­
венно рождаются в „заездах՝* or нуклонов небольших энергий, среди 
которых, как известно, поток первичных нейтронов больше чем по­
ток про :0110В.

Приведенный на фиг. 5 импульсный спектр рождения при 
р>\ Бэчр' име-.т — 3.14 ± 0,44. Так как большинство дейфонов 
зарождено в явных „звездах,,, главным действующим процессом яв­
ляется непрямой „захват**. Тогда, согласно сказанному выше (см.
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также (22|) следовало ожидать, что дифференциальный спектр рож­
дения должен быть круче. чем соответствующий спектр генерирующей

Ы 40 42 44 4.6

Фиг. 5. Дифференциальный спектр гене­
рированных дейгромов

компоненты. Ирм небольших энер­
гиях Е <;200. Мэв импульсный 
спектр первичных нейтронов J21] 
имеет հ — 3, а протонный спектр 
— меньше, но в образовании дей­
тронов вес нейтронов больше, и 
поэтому, даже если резкий спад 
нашего дейтронного спектра и 
существует, его достоверность, в 
пределах наших эксперименталь­
ных ошибок, невелика.

В работе |։5] приведены пол­
ные дифференциальные энергети­
ческие распределения продуктов 
ядерных расщеплений в фотоэ­
мульсии. Полученный нами спектр 
дейт ролов по виду совпадает, в ин­
тересующем энергетическом ин­
тервале, со спектром дейтронов и 
тритонов, приведенном в вышеу­
казанной рабою. Это может быть 
указанием на го, что вид спектра 
рождения существенным образом 

119—20J получены с.ме- не зависит от вещества генератора. В работах
тайные воздушно-генерационные спектры дейтронов, которые нахо
дятся в качественном согласии с нашим спектром.

Наконец, в предыдущей главе мы оценили поперечное сечение 
рождения дейтронов в свинце, в данном интервале энергии. В лите­
ратуре. однако, имеется не много работ по определению сечения рож­
дения быстрых дейтронов. Адлеем и Норком |16| получено, что пол­
ное сечение образования дейтронов с энергией > 27 .Изе при бом­
бардировке ядер свинца нейтронами с энергией 90 Мэв составляет 
75 те.

Гесс и Мойер |8| определили дифференциальные сечения рожде­
ния дейтронов с Е >50 Мэв под онределеными углами при бомбарди­
ровке протонами и нейтронами с энергией 300 ЛЪв различные ядра, 
в том числе и свинец. Для последнего, в случае прогонов получено

= 13,9 ± 2,86; — — 18.0 ± 2,14; в случае нейтронов:

*М26°) , Ժյ(40°) о пт
-----------= 9,/1 4- 1,6; ------------— 10,03 - Լ2: все цифоы в —

ԺՁ ԺՃ ‘ с те рад
Наблюденные нами дейтроны образовались от первичных нукло­

нов с /: .с200 Мэе. Очевидно, что полученное нами выше сечение
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з(0°) — 2-1,5 — I при 0 = 0 заметно больше, чем в вышеуномя- 
\ стер /
нугой работе, в согласии с представлением о резком угловом рас­
пределении генерированных дейтронов при больших энергиях.

В заключение выражаю глубокую благодарность проф. Л. И. 
Алиханяну за постоянный интерес к работе, проф. II. М. Кочаряну, 
М. Л. Тер-Микаэляпу, Г. М. Гарибяну, И. И. Гольдману за обсуж­
дение результатов, а также А. Т. Дадаяну, В. М. Федорову, Б. Н- 
Дерягину, В. Г. Кириллов-Угрюмову. Г, II. Мсрзону. А. П. Шмеле­
вой — за участие в измерениях.

Приложение

Как отмечалось на странице 8, в силу факторов а) и б), у нас 
будет неодинаковая вероятность образования дей фонов в разных 
пластинах В- К., а также неодинаковая эффективность регистрации 
дейтронов разных пробегов.

Ниже мы увидим, что задача учета этих двух факторов сводится 
к вычислению некоторых .эффективных толщин- в В. К., ответствен, 
кых за образование и регис грацию дейтронов с данным пробегом- 
На фиг. 6 схематически показаны толщины вещества в В. К.— а и в 
Н. К. ֊ծ; с — есть „мертвая полоса" Н. К. от крышки до г3, оста­
новки в которой мы не берем. Таким образом, нас интересуют дей­
троны, рожденные в пределах а и остановившиеся в пределах Ъ. 
Легко видеть, что наблюденное число генерированных дейтронов с 
данным пробегом /Հ или, что одно и то же, число полезных разме­
щений пробега R на нашей схеме (фиг. б) будет пропорционально 
некоторой зависящей от R эффективной полосе l(R) в пределах а. 
Вид функции /[А?) будет различный в разных интервалах изменения 
R. Если учитывать также поглощение поток։ первичной генерирую­
щей компоненты с пробегом поглощения Ճ, то из несложных рассуж­
дений получим (фиг. 6);

н-----6--------  е ---------- о

Հ------ О

Фиг, В. К вычислению КрНШ-Й 
.эффективных толшни*.
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1)

2)

O^R^C /(/?) = О;

— е

<3

3)

a-rt)~c-R
i e~x,Ldx =

U+C—R
a+c-R 

L
a + b+c-R 

ե (3)
= L I е — с

а + с <: R < а •4)
a+b+c—R

i e~x!ldx =

и
а+/>+«֊ -R

1 — с
I.

Так как в нашей установке а = 7,4 см, Ь = А,2см, г =1,2 см, 
то, принимая Լ = 250 г/слг, можно вычислить кривую изменения /(R). 
Эта зависимость показана на фиг. 4, стр. 10. Откуда видно, что наибо­
лее эффективно регистрируются генерированные дейтроны средних 
пробегов.

Физический институт
АН Армянской ССР Поступило 13 VI 5Ց

Վ- juiG

ԱՐԱԳ ԴևՅՏՐՈՆՆԽՐո ԳեՆեՐԱՑՒԱՆ ԿԱՊԱՐԻ bl Պ1ՆՋՒ Ս՜եՋ» 
կոսմիկական anmiempb ъпьшпъизьъ 

ԿՈԱՊՈՆեՆՏՒ ԿՈՂ-ՄհՑ
(1 1Г Փ (I Փ П հ IT

հոդվածում բերված են նախորդ աշխ ատ ութ լան մեջ |7| նկարագրված 
մեխող ի մ իշսցով վերին կամերարոմ ծնված արադ դե բո ր ոնն ե րի nniiiiilhiu- 
սիրւււխ բսն տրդբււնքներբ։ ПւԼսումեանիրվե( են 160 — 460 Мэв էներգիա ունե- 
дпц ծնված 06 ղե րււ րոննե ր:

1. Ցոպց է տրված, որ նեյտրոնների կողմից ղենեբացված դեբորոնների 
թիվը 2,64 ֊է 0,62 անդամ գերազանցում է պրոտոնների կողմից ղենեբաց­
ված ղելտրոնների ի4իվ(ււ

2. hu/arn ցվել է ղելտրոնների ծնման իմպուլստլին ոպեկարր 0,785— 
1,38 [>Эв/С տիրոպթումւ 8ոպց է տրված, որ ի պալմա^փ դեպ֊
բու մ, իմպո> լուոլին սպեկտրը արտահաբովու մ / Д' \p I (կ) == (5,7 1 ,08) 1 0՜

Х/,-з.н«.« ֆ„րմ„ւլա,„վ.
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3. Գնահատվել Լ դերորոնների ծնման էֆեկտ իվ կտրվածքը։ Ս տացվևէ 
է, որ մեր ղիտարկվսւծ Լներղետիկ ինաերվս/լո ւմ, էյ ելարոննհրի ծնման էֆեկ­
տիվ կարվածքը կազմում է (2,45 + 0,28; 1 Օ՜՜՜^ււմ^/ւքիչուկ utnbpiuq:

Հոդվածի վերջում տրված է, զորէէթլոէն ունեցող ֆիզիկական պատկե­
րացումների հիման վրա, աշխատանքում ստացված արդյունքների մանրա֊ 
մասն վերյո է ծ ութ in ւնր։ Պարզված է, որ 1-ին կետում ստացված արդյունքը 
րտցաւորվում է արլաշնսւլին նե րորոնների հեղեղի դե րակշռո ։ թ լա մ ft պրոտոն­
ների հեղեղի նկատմամր: 1-ին, 2-րղ ե 3-րդ կետերում ստացված արդյունք­
ները ',ամաձսէլնվոէմ են այն պատկերացման հետ, որ ոկզրնական նուկլոնի 
էներղիալի աճման հետ մեկտեղ փոքրանում է դե լԱւրոննե րի ծնման հավա- 
նականութ լունր:

ЛИТЕРАТУРА

I. Бабалян I. В. .Изв. АН Армянской ССР" (серия ФМЕТ наук) II. 29. 1958
2. Арутюнян Ф. Р. ЖЭТФ 34, 8и0, 1958.
3- Киоакосян 3. Л. Диссертация. Ереван, 1957.
4. Сафсрн Г. С. Киракосян 3. /1.. Алексанян Л. С., ДАН Арм. ССР. т. 24. 97,1957, 
5. Convert Л/.| Martelli G. and Rothwell Р. Nuovo cimento. 10 898—914. 1954.
6. Chew (j. Ւ'. and Goldb.r^er AL I.. Phys re՛,. 77 470, 1950.
7. Heidman J. Phys rev 80 171, 1950.
8. Hess Ц". 7. and Moyer /А J. Phys rev. 101 337. 1956.
9. Kikuchi K. Prog. Iheor. phys. 1 503. 1957.

10. Нильсон Дж. Физика космических лучей, г. I ИЛ Москва, 1954.
II. Ажгиреи .7. С., Взоров И. К., Зрелое В, Н„ Мещеряков /И. Г., Неганов Б. (Լ. 

Шабугин А. Ф. ЖЭТФ 33. 1185 1957.
12. Мещеряков М, Г.. Неганов Б. С. и др.. ДАН ( ССР, 100 673—576, 1955.
13. Мещеряков М. Г., Неганов В. С. ДАН СССР 100 677-679. 1955.
Н. Джслепов В. П., Оганесян К. О. к др., ЖЭТФ 29 88b—889. 1 55.
15. Camerini U.. howler Р. Н.. Lock W. ()., iMuirheud Н. Phil mag. 42 4133. 1950
16. Hadley г and KofA՛ /7, /•’. Phys rev. 80:345—354 1950.
17. Бааалян Г. В. Или. АН Арм. ССР <серия ФМЕТ паук), т. X. № б. 1957.
18. Кочарян Н. М. Докторская диссертация, 1934. Москва.
19. Любимов В. А. Авто; сфера, дийссрг. Москва 1'.'.г(>.
20. Айвазян М. Т. .Изв. АН Арм. ССР՜ 1серня ФМЕТ наук), т 9. 9Լ 1956.
21. Баааляк /. В. Диссертация. Ереван. 158.
22. Bransden В. И. Pros. Phys. Soc. շ5. 77o. 1952.



2ԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
И 3 В I. С Т И Я А К А Д F. М ИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
1|։զյ»կօ-մսփԼմսւ«ո, «յիտոէթյաններ XI, № 6, 1958 Физико-математические науки

ДИНАМИЧЕСКАЯ МЕТЕОРОЛОГИЯ

А. М. Мхитарян

Модель нестационарной зональной муссонной 
ни р к ул я ци 11 ат м о сферы

Введение

Муссонной циркуляции атмосферы посвящены работы |1— 9]. 
Некоторые из них носят описательный характер, другие- теоретический. 
Так, например, в работе 16] рассмотрены две модели муссонной цир­
куляции при известных предположениях. Две .модели—бесконечно длин­
ные чередующиеся полоски моря и сути, и случай бесконечно прости­
рающихся материка и океана рассмотрены Дмитриевым [7|. В работе 
|8| дана теория муссонной циркуляции над круглым островом, омы­
ваемом бесконечным оксаном. В работе |9] рассмотрен случай беско­
нечно простирающихся материка и океана с прямолинейным бере­
гом, получены интересные результаты, которые хорошо согласуются 
с наблюдениями, особенно в прибрежной зоне. В работе [10], посвя­
щенной изучению свободной тепловой конвекции большого масштаба, 
приводится решение нестационарной нелинейной незо.чальной задачи 
о тепловой конвекции реальной бароклинной атмосферы на Земле, в 
поле сил тяжести и Кориолиса и при наличии основного зонального 
потока до начала тепловой конвекции.

В настоящей работе показывается, как применить указанное ре­
шение к построёнвк) нестационарной модели муссонной циркуляции 
в зональном случае и приводятся примеры расчета. Принимается сле­
дующая схема. Сферическая Земля одной параллелью разделена на 
сплошной однородный материк севернее этой параллели, н на океан — 
южнее ее. Тогда ясно, что все элементы движения не будут зависеть 
от до..готы места. Кроме того, считается известим распределение 
температуры атмосферы по поверхности Земли.

§ I. Постановка задачи и решение уравнений

При сделанных выше предположениях система у равнений гидро- 
термодинамики примет следующий вид [IV]

Ժն՚յ ovt, п . _ n f
՜<յէ ՜ ՜5ս՜ + г'՜' ՜Օ՜ր ՜ ^Ctg® ՜ 2ա<:օտՈև =

8 Известия АН. серия фпэ.-мзт. наук, М б



A. M. Мхитарян

֊^- ՜*՜“7F" ՜1՜ V:~o՜ ՜*՜ + S^osOaj = д^_ 1

(1.1)

(1-2)

֊ArA^,sinO)+^-=o, (1.3)

дТ , дТ ■ w • пл , дТ °*Т~dT + 1,0 Л151п2° + dz = ժ? • <к4>

Здесь принята сферическая система координат, z — высота над 
уровнем моря; У—дополне те широты, в мрасгло ц?е к югу; ւ-долгота 
места, возрастающая к востоку; /—время; -Уо, и., v.— составляющие 
скорости; ш—угловая скорость врлщщля Зэмли; Г—температура, /И — 
перепад температуры о г полюса к экватору, причем все величины 
безразмерные и все возмущения, налагающиеся на основой зональ­
ный поток, не считаются малыми (см. в), (7) и (8՛ из |10|

Число Прандтля принято равным единице, а для характерных 
величин получены следующие соотношения: 

где К 70, а, И. Г характерны? скорость, температура, длина по 
горизонтали (принят радиус Земли), высота и время. * — коэффициент 
вертикального турбулентного перемешивания, g -ускорение силы

1 
тяжести, —средняя тсмлература по земному шipy. (Числовые зна­
чения приводятся в (Юр-

Поля гая
Т — (О, С, հ), i/j ֊ х’ср (О, С, -),

(16)
■у. = -”о {Ч, Լ, Հ), V, =» -.4 (6, ՛;, 

где

С = =- (1.7)
2J/ է ’ ’

получим следующую систему из четырех уравнений для определения 
четырех неизвестных функций 0, փ, о:

Ն' С Ժէ- - Юэ—2" °' 4-8-Л>со50-5 = 
ժ,2 <Հ ՝ а- '

=<д41+-2-5--^‘-։ <լ8>-
СС
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3֊ + 2-, - ЮФ - 2т Л _ 8<««coseT =

= 4՜-’('^ + շ-՜л՜ ՜1՜^8 •

“ , — (?sin6) 4- -h. — О, 
slnO ԺՕ ՝ • ' ժ.

(1-У)

(l.’O)

ж+* * ֊**֊* $=4֊£ 4- ? I • <՛ •" >
Для решения этой системы положим; 

С» Сс
<р = М?.(«,С)т’, о = V (օ,;)էՀ 

л-0 п-0
* V, (1-12)

* = լ % (О, С), %", 8 = \вя(С,С)т՞. 
п—Ս л'О

Граничные условия будут иметь вид:

1. ®л = ?л = =л = 0. 0Л =քո 10) при Լ = О,

2. <рл = = 0л 0 при Լ — со.
(1.13)

Подставляя ряды (1.12) в систему ( .8)— (I.И) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях է, мы получим бесконечную 
систему дифференциальных уравнений с бесконечным числом неиз­
вестных. Для «<Հ5 из (1.1 Ի найдутся Н.„ затем по этим значениям 
из (1.8) и (1.9) найдутся в из (1.10)—о.,. Да. ее, по. ьзуясь этими 
решениями, легко найдем неизвестные последующих померон. Начиная 
с п = 7 и больше, появляются нелинейные члены, как произведения 
уже найденных ранее линейных членов в виде известной правой части 
уравнений.

Однородные уравнения, получающиеся из (1.8), (1.9) и (1.11), 
можно представлять в следующем, общем вид? для всех номеров.

+ ?.֊^֊2(«+i)t/. = o, 11.14)

причем для уп и •!»« k = о, а для k =■ 2.
Общее решение этого уравнения можно записать в 

(^) /-и-ik(Ն 4՜ с2(0) /ձ, հ. (С),
где г, и c-i постоянные интегоирования, зависящие от 0. 
введены в работе |11) и имеют вид:

п e~x,(dx\n dx.

виде
(1.15)

Функции Ln

(1-16)
■х
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с

В частности £0«=Д0
сс

9
А., = 2//Дя_?, До = — — , Д, = 2. I»

/-«(□)= 1, Лй(>оо) = 0. (1.16')

Между этими функциями существуют следующие соотношения:

и.»=Ф- («+1)

Z
(117>

СО
Полиномы Рп (С) имеют следующий вид:

< п!2.-Հ Гл 2/п
(1.18)

/п-и

Для них легко получаем следующие соотношения:

tP« = (n + l)P«-4 р‘-ь Р'„ = Р«-г- (1.19)

Используя решение (1.15) о последующих номерах для тех же 
функций ?я, փո и Нл будем иметь неоднородное уравнение следу­
ющего вида:

-y^ + 2-;֊^-2(n + *)t/0 = R,(f>,C) + £^(. (I-20)

i֊.o

При граничных условиях: Սո ~ քո при С = 0 и Սո — 0 при ’ — ио 
(для Фд и фя имеем ]п — 0, а для 0Я имеем fn—fn^՝}), получим ре­
шение (1.20) в виде:

о

п — քո “Г Pn + k Lr.+k Rnd-Լ
Pr.-i-k եդք հ Rn.\n

Pn+kR .i ձԼ
Pn^kLn^k Ln^k Հ.*1 Pn+‘1QJ ___^л+Л Rn ______  

fJn-k^n+k ~ ^n + k Ղք k
co

- Ճ 2[/_(л + /г)| {Ln+k Lt^՝ 
«-0

(i.2i)
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Легко убедиться, что /?п=0 для всех ո<Լ7 и только начиная с л =7 
появляются R„ как известные функции.

Пользуясь решением для <?„ и граничным условием (1.13), легко 
находим:

’•=֊^ЗИ։1ПО>Л)' <)й)
о

Остается теперь определить /я(0). fy(0) и R-, (б. С) для всех слу­
чаев, тогда задача решается до конца. Легко убедиться, что для это­
го необходимо определить все функции /п(0). т. е. определить рас­
пределение температуры по земной поверхности.

§ 2 Определение функций /д(б)

В работе |10] было показано, как. пользуясь условном теплового 
баланса на поверхности Земли, можно определить функции В на­
стоящей работе, в целях построения зональной муссонной циркуляции 
атмосферы и расчета примеров, будем считать, что распределение тем­
пературы по земной поверхности известной имеет известный годовой 
ход.

Будем считать, что параллель 0 0о отделяет материк от океана.
кроме того,—отклонения температуры поверхности океана от зональ­
ного ее распределения раины нулю, .։ для материка имеют годовой 
ход с годовой амплитудой равной : 7J С (точнее, считаем, что не- 
зональные отклонения температуры поверхности Земли над материком 
значительно больше тако­
вых над океаном, что доста­
точно хорошо согласуется 
с наблюдениями .

Схематически это пред­
ставлено на фит> 1.

Так как согласно (1.6) 
в момент է = 0 отклонения 
температуры равны нулю, 
то их можно представляв 
в следующем виде:

Г(в./) = Г'֊ |l — էհ։ (8 —

Фиг. I Зависимость ипсмкой температуры
от широты и примени.— 0о)| sin2f. (2.1)

Здесь Те— температура суши. «- безразмерное число, характери­
зующее контраст температуры. (2.1) показывает, что южнее береговой 
черты, когда <:б- Vi ։ос • 1 *0. а севернее, когда ։(0— 0о1— — оо, Т •Т{. 
Из ыих условий может быть выбрано значение <, чтобы добиться боль­
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шего или меньшего температурного контраста летом и зимой. Ջ-угло­
вая скорость вращения Земли вокруг Солнца.

В безразмерных величинах (см. (8) из [10]) выражение (2.1) будет 
иметь точно такой же вид.

С одной стороны, согласно (1.6), (1.12) и (1.13), имеем:
ОО »

7(9, 0, i) = (6. 0. ֊.) = 0„ (О, 0)т“ = -? у/„ (0)т». (2.2)
п-0 л-0

С другой стороны, согласно (2.1) имеем:

7 (0, 0. т) = Հ֊ [1 ֊ th։ (9 - %)] sin (St*). (2.3)
Հէ

Следовательно
ОО
Ճ У. (0) - Y П ֊ the (0 ֊ а.)| sin (2-։) 
п-0

ИЛИ

,« У /„ (9),« = Խ։ _ the(0-0օՀտ-.«֊ -ՋնԼ + ----------- ).

п-0 4 '
Откуда

/o = ?j2[l֊the(0-9։)|.

Л=Л = А = О.
т„ Զ8Л =֊4 3֊, [l-th£(0֊4)], (2.4)

А = Л=Л=о.
Обозначим:

/=■.(«) = 7 [1 — the(O —0о)[. (2.5)

Тогда
г гчг. г Զ’ „ . Ջ*

/,=А=А=/.=/. = Л =/»=••• =0, (2-6)
т. е. в конечном итоге все bt и Z?„ будут выражены через одну 
функцию /՝о(0) и ее производные.

Прежде чем перейти к численным примерам, выпишем все ре­
зультаты, которыми мы будем пользоваться, и численные величины 
всех введенных параметров.

§ 3. Решение для десяти первых номеров
Выпишем подробно все выражения для температуры и скоростей 

при л =; 9.
Имеем:



Модель нестационарной зональной муссонной циркуляции ] 1 <)

0»=Հ/.. е1 = е. = е։ = о, е< =քէւ„
(3.1)

0։ = Alsln2« Hj,։, 0։ = O,

e’= (-/fp7-s +/«*/•*»• e« = /»ձ">

0, = .Msin20 dt±- 0s, 5 -Afecos’O sln2S 09,j (3.1)
Ժ0 C7U '

И T. Д.
/Хал ее;

?° = ^0 <?o-b ^ = 0’ ?i = = Փւ = °*

Ф։ = wcosO ֊® ®տ. շ, ?3 = Փ3 = 0,

?< = 1ծ՜ -4. ։ ՜ ա> C0S *° 1օ՜ *4՛ 4’ *4 = °'

75 = A14(Sin2°lfl )*5-6’ ^ = °’

?• « 0, փ6 = Օ> COSG <?6 շ — Փ3ՇՕՏ’Ծ -j®- 8 ,

ժ (df0 Հ д . ք ծքշ
?7 ՜ ԺՕ I ՜ԺՕ՜) ?7.։։՜^ до ձ/օ Ъ.14’

փ, = - MwcosO ֊ (sin20 ?7JQ, փտ = 0

Я Т. Д.
И наконец

Зо = — ձ/օ°օ. ։• ’i = °։ = °։ = °>

= ֊ Д/чЧ։ 4֊ ^COS։01/o - sin2Q )чъ

(3.3)

os - МՃ [sln2£> ja6։6, зс = О,

57 = ֊ ձ ^-j^y°7.։2 - (дЛ)Ч»з-/оАд/о^н - °7.։б,

« 8 = ֊֊ дА«8. ։ 4֊ «>։ ( со$։0Д/< - sin20 ) ч 4 -
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— «>* f cos4OA/0 — 2cos30sin29 L8.։3

и т. д.

Здесь ձ — .1 -A ( sin 0 •
sinO oh Լ oh I (3.4)

Имеем следующие значения для параметров [Ю|:
Л/= 8. »> = 46,44, 2=0,127, V = 10.« сек, И = 1,04. 103 м, й=6,4.10йя,

/о =6,4. \0:> сек. — 7,5 суток; и так как Го = 5СС, то 1 (если 

принять размерную температуру суши равной Ю С).
Далее принимаем £ = 10. Имеем:

/%(0)= 1-th 10(0-0о). (3.5)

Причем 0о = ~ (т. е. 30е с. ш.).

Тогда
А = 0,127 Բօ,
A = O,34-IO֊3F0. (3.6)
А = 0,28-1 О֊6 А,.

Значения функций Ln(Z) до /г = 9 приводятся r работе |11|. Для 
наших целей необходимо было иметь ԼՈ(Լ) до п = 16, поэтому, вос-

пользуясь соотношснием 
(1.17), мы подсчитали не­
достающие номера и пред­
ставили эти функции на 
фиг. 2.

Далее, так как при 
л < 7 уравнение имеет 
решение Un ~ cxL„, է 4- 
+('շՐր.4.հՀ՝части, решение, 
а последнее при - — а> 
ограничено, то условие 
Առ = 0 при — со требу­
ет, чтобы с\ = 0. Следо­
вательно, полиномы Ря 
при п < 8 в расчетах ие 
участвуют, а Рп при п >8 
в пределах С = 0 — 2.5 
очень малы. Для удобства

Фиг. 2. Функции !.п и Р։1 в зависимости от расчетов мы их опреде­
ляем особым образом 

(1.18). Тогда между ними получаются очень простые соотношения 
(1.19 . пользуясь которыми мы подсчитали эти полиномы и необходи­
мые из них представили на той же фиг. 2.
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Легко убедиться, что .между полиномами Рп (С), определяемыми 
по (1.18), и полиномами Чебышева Эрмита 112J существует следую­
щая связь:

<3.7)

Выпишем некоторые из них:
Р. = 1,

₽«=t+S- (з՛8՝

1 Լ* Լ*
р' = ՜¥2ւ՜ Т2Г ՜1՜ 4? и т֊ д>

В частности
9

Р=^°) = 9^7Г՛ ^т«>)=0- (3-9)

Далее, в решении (3.1), (3.2) и (3.3) вошли величины 0я.т (ч), 
<?•». m <С) и a.i.mi’C), которые являются комбинациями от функций £Л(С) 
и носят универсальный характер, так как они имеют один и гот же 
вид, независимо от распределения температуры по земной поверхно­
сти. и могу । быть рассчитаны заранее. Для функций ъп и ՛?/< (горизон­
тальные составляющие скорости) они одинаковы.

В общем случае нсзонзльной задачи все функции fn зависят не 
только от 0, но и от а, тогда решение может быть представлено в 
виде конечной суммы

п
{/„(в, Կ ֊֊ У К„ (0,/.) U,„G). (3.10)

«է-0

где Кт — выражаются через /я(0, а) и их производные ной и X, a Un.m 
—как раз те Н,,.«(<). ®հ^|Հ) и с«,т Հ), о которых только что говори­
лось. Мы подсчитали все эти функции для общего случая, но так как 
в настоящей работе решается зональная задача, поэтому слагаемые в 
сумме с производными по а обращаются в ноль, а в решении {3.1) — 
(3.3, мы сохранили нумерацию общей задачи. Выпишем некоторые 
из них.

= (4.+»-24. + 4я_։), 

(3.11)

ем = 'i'’ ՚Հ?Հ4,,։ 34, + 34„_յ ֊ 4„_,)
• b:—1 •֊’
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и т. д.

?». ՚=շ4-2 -i.+s),
/»л+з

(3.12)

<?м = 2 — (£4б ֊ Ш-з - £л+։),

?я.з = 4՜ ~ք՜~՜ — 3/-Л+3 + 3A«+i — Дл֊1).

с
Для определения аЯ։/п приходится вычислять интеграл I ?л.тЛ, 

о 
г. е. интеграл от который легко берется

(7,<Й-.Л՞ (U+I֊l). (3.13)
J '*Лт1
U

Пользуясь этой формулой, легко получим

«п., = 2^+։ (U-l)֊4^lIM<֊l) •
^*Հ1֊է֊յ 1^6 ЛлН

ИЛИ
О

Ձ՞։ ‘ ~ (н 4) խ Հ~6յ՜ ՜^՜ ~ 6՜ ^я+4 ՜^՜ И 13.14)

и т. д.
Коэффициенты Дл берутся согласно (1.16')-
Заметим, что все Нп. т и «р/։, m обращаются в ноль как при С=0. 

при котором все l.n = 1, так и при Լ -оо, при котором Ln = 0. Для 
^а.т имеем ол#я։ = 0 при С = 0, а при С - оо все зл<т принимают раз՝ 
личные постоянные значения, что вытекает из условий нашей задачи.

Ол,շ приводится на фиг. 3. На фиг. 4, 5, 6, приводятся соответ-
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Фнг. 6, Функции в зависимости от С.
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ственно <ря,ь и сЯ։3. на фиг. 7, 8, 9, зл,1։ зл,2 и «Я(3.
Приведем еще одну из этих функций при нелинейном члене.

ОО

0Տ. տ ■ 4/. (<) Р,0 (0) Г10р'1'£11’?'р £г) Л +
J ^10ью io
о

4£։o(Q I 
о

(?։. ։ ^-з ?։. I /-։
^\о?*1О ^чо’^н

-ՃԼ. (3.15>

Интегралы подсчи­
таны нами численным пу- 
те м, пользуясь м о годе м 
трапеций. Все эти функ­
ции нами прртабулйрова- 
ны. таблицами можно 
пользоваться также при 
решении нелокальной за­
дачи. Мы здесь их не 
приводим за недостатком 
места. Имея все эти вы­
ражения, мы теперь мо­
жем подсчитывать при­
меры.
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§ 4. Примеры расчетов

Пользуясь вышеприведенными формулами, мы рассчитали распре­
деление зональной температуры и скоростей в муссонной циркуляции 
для материка и океана, согласно принятой схеме. Расчет проводился 
для морского Iлетнего) муссона следующим образом.

Для дополнения широты взяты следующие значения:
0 — 45е, ЬО'՜’, 55°, 57,5:, 58,75 , 60 , 61,25, 62,5 . 65°. V. 75°, 80°, 

причем, как говорилось выше, параллель, отделяющая материк от 
океана, проходит но 0 = 60°, поэтому значения 0 в ее окрестности 
взяты чаще. Далее, по формуле (3.5) для указанных значений 0 вы­
числены Лп(0). по (3.6)—Д. Д. Д и их первые четыре производные, 
а также Лапласиан по формуле (3.4 Результаты сведены в таблицы, 
которые здесь не приводятся. Имея ®я, и сл>/п, легко под­
считать нп по (3.1), 7л и %—по (3.2) и з,..—ио (3.3) Далее восстанавли­
ваются ряды (1.12), а по 1,6< рассчитываются безразмерные темпе­
ратура и скорости. Результаты всех этих подсчетов для некоторых 
значений - представлены на фиг. 10 14. На фиг. 10. слева, по­
казано распределение температурных отклонений /') в зависимости 
от широты на различных высотах (С по 1.71) через 7,5 суток после 
начала возникновения летнего (морского муссона). На праной фигуре 
приводятся вертикальные профили этих температур на различных ши­
ротах. Как видно из фиг. 10, Т' положительны на поверхности Земли, 
на высотах—отрицательны, достигают наибольших значений на высоте 
порядка 1,2—1,3 км. разных для разных широт. На высотах 3—3.5/си 
эти отклонения снова меняют знак, а на больших высотах затухают. 
Хорошо видно также, что высота обращения Г зависит от широты.

На фиг. 11 представлены: слева —профили скоростей на различных 
широтах, в зависимости от высоты, также для ՜ - 1 (7,5 суток), а 
справа—изменение vr, по широте на различных высотах. Эти кривые 
показывают, что -ио направлена с моря на материк и значительно пре­
восходит V). в деятельном слое, имеющем толщину порядка 1.5—2,0 км. 
Наибольшее значение -Уо достигает на высоте 600—800 л., почти для 
всех широт, причем, как показывают кривые справа, гч на всех вы-
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Фиг. 10. Зависимость температурных отклонении от вы­
соты. широты и врем< пи.

сотах растет с увеличением 0, достигая максимального значения еще 
до береговой линии, и далее постепенно затухает изд материком. Вы­
сота обращения равна примерно 2.0 -2,5 км, выше имеется слабое 
обратное течение. Эта высота также зависит от широты. На больших 
высотах устанавливается западный поток. В деятельном слое на­
правлена на запад и. в зависимости ог широты, бы’тро меняет знак 
на про. нвоположный, т. е. ветер на малых высотах дует под некото­
рым углом к берегу на ՇՅ. с увеличением высоты угол уменьшается, 
на некоторой высоте, зависящей or и пролы, вечер дует на С iвысоты, 
где v = 0), затем на еще больших высотах ветер дует на СВ, посте­
пенно приближаясь к западному потоку. Значительный интерес пред­
ставляют профили в зависимости от высоты для трех значений 0=50°, 
60 , 65՜ в различные моменты времени, представленные на фиг. 12. 
Эти кривые показывают развитие мусс-чш во времени.

По времени взят значения -=0.63; 0,70; 0,77; 0.84; 0.95; 1,0, 
что соотвггству т времени в сутках 4,6; 5,2; 5.8; 6,4; 7,0; 7,5 после 
начала возникновения муссона.

Как видно из графила, скорость и-. довольно быстро растет с 
увеличением времени, причем этот рост -ависит от широты. Увели­
чиваются также высота обращения и*, а также высота, где достигает­
ся максимальное значение и само максимальное значение.

На фиг- 13 представлены вертикальные скорости в зависимости 
ог широты на различных высот«х при •1. Максимальное значение 
вертикальной состав яющей скорости над материком оказывается по-
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Фиг. 11. Зависимость горизонтальных сост шляющих скорости от высоты, 
шпроты и времени

Фиг. 12. Развитие муссона во времени и по высоте, по раз­
личных широтах.

рядка 1.2 м!сек в пяти градусах широты севернее от береговой черты 
на высоте около 2,1 км. Вертикальная скорость на всех высотах ме­
няет знак не нал самой береговой чертой ւ 0о — би I, где она еще от­
рицательна (направлена вин»), а несколько севернее. Максимальные 
отрицательные скорости получаются над океаном, несколько южнее 
береговой черты.
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Вдали от берега эти скорости затухают над океаном быстрее, 
чем над материком.

На фиг. 14 представлены профили г՛, в зависимости от высоты 
для различных широт в два момента времени при т = 0,84 и - = 1,0.

/i

Фиг. 13. Зависимость вертикальной 
скорости от высоты, широты и вре­

мени.

Кривые показывают развитие верти­
кальных скоростей по времени.

Полученные результаты пока­
зывают достаточно хорошее согла­
сие теории с наблюдениями. Сле­
дует отметить, что принятая зо­
нальная схема не отвечает действи­
тельности и, кроме того, значи­
тельное влияние оказывают горы.

Решение незо.чальной задачи 
не встречает принципиальных за­
труднений, следует только при 
определении /л считать - const. 
■յօ ~ % И). >'ДС Л—дол юта места. 
Расчету примеров по этой схеме 
будет посвящена наша следующая
статья.

Фиг. 1-1. Разин не вертикальной скорости во времени и по 
высоте, на различных широтах.

Волно-энергетический институт 
АН Армянской ССР Поступило 25 (11 1958
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®». Ս*. էԲխիթաբյսւհ

mnuipsb ՈՋ-ստսՑհոա զոնալ ՄՈհսսոՆԱՅհՆ 
ՑՒՐԿՈԽԼԱՑՒԱՅՒ ՄՈԴԵԼ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հիմնվելով [10] ս>չիւատտ [dլան վրա, սւլստեդ աոաջարկվում է մթնո-
լորտի ոչ֊ստա у ի ոնա ր զոնալ ց ի րկու Ատ ցիա լի մոդել» Երկըադանդր դիտվում է 
որպես սֆերա, որը մի զուգահեռականով րամանվս՚ծ է ցամաքի (Հլուսիսում) 
և օվկիանոսի (Հարավո» մ)։ Պարզ Լ, որ ալս զեպ ը։»ւմ, ցի րկո» լլա ց իա լի էլեմենտ­
ները կախված չեն լին ի աշխարհագրական երկարու թլանից» Ընդունվում է, որ 
ցիրկո» I լա ցիան սկսվելուց աոաշ դո լութ լուն ունի հիմնական զոնալ հոսանք» 
Հաշվի Լ տոնվում կորիոլիսի ամի ազդերս» թ լունը» Մա սսոնս»լին ցիրկուլլացիան 
դիտվում է որպես հիմնական զոնալ հոսանքի զրզոումներ, րնդ որում վեր֊ 
հիններս վերշտվոր մեծու[Jլուններ են և համեմատելի հիմնական զոնալ հո֊ 
սանքի հետ, որի պատճաոով ոչ-գծային անդամներն արհամարհել չի կարելի» 

Հավասարումների (1.1) -(1.4) սիստեմը (1.7) ձե աւիոիւու (dլունից հետո 
րերվ^մ է (l.S)-(t.ll) տեսքին, լուծումը որոնվում է (1.12) տեսքով։ 
Ընդունելով երկրի վրա ջերմաստիճանի բաշխումը (2.1) տեսքով, ստացվում 
են (3.1)—(3.4) արդլունքներր» 1Լլնահե»ոև բերվում են տեսական հաշվումների 
օրինակներ, որոնց արդլունքներր ներկալացված են նկարներ 1—14֊ի վրա։ 
Ալդ արդլունքներր բավականաչափ լավ համընկնում են դիտումների հետ։
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