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ФИЗИКА

Г М. Гарибян

К теории переходных эффектов в электродинамике
В работах |1] |3| было рассмотрено электромагнитное излучение, 

возникающее при прохождении заряженной частицы через одну или 
несколько границ раздела сред, когда частица двигалась перпенди­
кулярно этим границам. В настоящей работе рассматривается случай 
движения заряженной частицы из одной среды в другую наклонно к 
границе раздела этих сред. С помощью полученных формул рассчи­
тано рассеяние, испытываемое частицей при входе из вакуума в иде­
альный проводник, и притяжение, испытываемое заряженной частицей, 
движущейся параллельно поверхности идеального проводника, из-за 
наличия индуцированных зарядов.

I. Пусть плоскость z = а есть граница раздела двух сред, они 
ываемых диэлектрическими постоянными г։ и £2. Частица движется со

• коростью v в плоскости I V. zi Электромагнитное поле описывается 
уравнениями

— *
rotH — — Ջ f г — vt); di v В = (J

с д( с
(О

ratE ~ div Г) 4ке8(г — vt}.с dt

Поле заряженной частицы будем искать в виде:

ՀլշՀր. t)= ( k)e ”* ' ‘'di и г. и. (2)

1 де индексы I и 2 относятся к первой и второй среде, а

Ш = k v = kyVy + k.v.. (3)

Фурье-компоненты нолей 2) имеют тот же вид, что и приведенный 
в 11|. с той лишь разницей, что теперь ш определяется формулой (3). 
Решение однородных уравнений представим в пиле

Ei.՝t(r. k} е՛<։ ՛ ' *՝ ° dk и. г. и. (4)

ш։ .
z-i.2— ахи р компоненты векторов к и г в тангенциаль-
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ной плоскости. Также как и в |1] >.',<(). Հ О, Հ>0. Հ 0. г/н 
один штрих означает действительную, а два штриха мнимую части л։: 
Через// обозначим единичный вектор оси г. Тогда

7. -и Л Л, [к'

Электрический вектор поля излучения разложим ня тангенциальную 
и нормальную компоненты, причем ввиду поперечности подл излуче­
ния будем иметь:

* ^1հ՚, г (к) 4՜ Л|,2 • п ՝ к I О (6)

Тангенциальную Фурье-компоненту электрического поля представим 
состоящей из компонент направленных по / и

-*» ♦ • >4
ք՚՚ւ. 2: .- (А*) *£’|. 2; 4՜ vy^-՝ 2: г • (7)

Из четырех условий непрерывности компонент нолей на границе 
раздела сред получаем шесть уравнений, из которых независимыми 
являются только четыре с четырьмя неизвестными компонентами но­
лей излучения Zfi.j.. и Решая эти уравнения получим:

. - ei c-^aJr,k^a
ATiM t{ ֊-------------
2Ժ <.lfia-Ast։

— — — /.о — I -f- — л«
£ J ։и W
!?* к՞

л- М.-(*-- '» ' | _____ L________________ 1 \ I

••• ■ к2 — ч>2-։/б’-: кг— ւօ^շ/ք2 'I

Е\y(k)= ֊ -- ----------_a

Ноля излучения во второй среде получаются нз- <8) и (9) пере­
меной местами индексов 1 и 2. Нормальные компоненты электриче­
ских нолей и магнитные поля можно найти с помощью формул З- 
я (6).

2. Пусть частица наклонно входит из вакуума в идеальный про­
водник, т. е. 1. «2 = ос. Тогда получим

. - ei e-^a^ik^= ՃԼ..?-------------
2z* kz — »n2/t,? I ICO

Eiy.k\-
—Л.Д4 ik2(i

к՜ — 1(?շ№ dli
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'° !. ~ik^y *՜

/:>«(*)= ---------------------------- — ——
2п- л, /г- «г/с֊

(12)

Компонента ноля излучения в точке нахождения частицы направлен 
пая но осн у. равна

«cos Ф ֊ т»
С~ ՚ ЛхсоьФчч-+ л, V.-.՝»)/ , մս»

--------------- хг5---- ։ <■ *а*аФ —ш К-Цу COS Ф\2 «Г զ.
г՛, ) Ժ (|3)

где Ф угол между < и осью у. Аналогично
<՛» ,֊ Հ-Vy X-
( __________ ։(хСЛ<ФОу I֊ Л։и.. m)Z

/ 10 ՀՀ՛., COS Փ 1“ to2
I՜՜ i՜ „1՜ժ

а улМФ
V;

В формулах 13 в (14) время է было заменено на / 1/ 

(14)

Это

новое / изменяется от — се до 0 пока частица находится в вакууме
Ограничимся случаем •։»<<՝. когда действие индуцированных 

рядов будет существенным.
Произведем в полученных формулах сначала интегрирование пи 

I» от со до -• со. Сделав в плоскости комплексного переменного 
разрезы, а результате чего подинтегральная функция становится 

однозначной, и замыкая контур интегрирования полуокружностью, 
лежащей в верхней полуплоскости, где находится полюс подинте­
гральной функции о։0 А\А\ мы согласно лемме Жордана по­
лучим

е 1Հ. f х cos Ф 2 v.f.t . .. . -/Гн =-----—I — e ՝ (ШФ. 15)
J г\- cos Ф 4- iv:

Производя далее интегрирование по > от 0 и» со и по Ф ич 0 ю 
*2к будем иметь
I. ^у= ±21—^. (16)

4v-T՛/-
Аналогично

Сила, смещающая частицу с се траектории будет равна:

A՜- г-Ч-Ен֊Ч
\ v v /

(1Ь)
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Если V. — է», — v'. го она примет вид

4) 2t»'2/2
(19)

Интегрируя уравнение движения с такой силой и прнннми». что 
смещение равно нулю при скорости смещения меньшей т»*, мы для 
угла дополнительного (переходного) рассеяния получим выражение

In —£----
8 mv'*b

(20)

где b — величина порядка размеров атома
3. В качестве другого примера применения формул (8) и (9| 

рассмотрим движение заряженной частицы параллельно поверхности 
идеального проводника на расстоянии а Можно воспользоваться для 

. данного случая формулами (10)—(12), положив в них V, — 0. Тогда 
компонента электрического поля, направленная к поверхности про 
водника будет равна в точке нахождения частицы

е
2ոԴ

I Հ . ■ (> я Հ(ւ ₽«|

* Հ------------  dkxdudk;.

փ8 (21)
Интеграл по А. берется замыканием контура интегрирования верхней 
полуокружностью. Интеграл по к, и ш легко берется переходом к 
сферическим координатам на плоскости kx. .и. В результате получим

Еи = —е-т=
4оЧ 1-“

(22)

Интегрируя уравнение движения с силой, определяемой (22). мы по­
лучим, что зя время է частица сместится к поверхности проводника
на расстояние

—— Г֊. 
Ъта*

23)

В заключение отметим, что при расчете обоих эффектов сущест­
венным образом было использовано предположение об их малости, 
г. е а 1 и 5 Հ а.

Физический интнтут АН
Армянской ССР Поступило 23 VI |Э5К
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ԷԼեԿՏՐՈԴՒՆԱՄԽԿԱՅՈհՄ ԱՆՑՈհՄԱՅՒՆ ԷՖԵԿՏՆԷՐՒ 
ՏեՍՈԻՔՅԱՆ ՄԱՍՒՆԱ Մ Փ Ո Փ 11 I» 1Г

Հհ զինակի նախո րղ ա ՞խա աոլթ րսննե րու.մ մշակված մեթսզի միջոդով 
հաշվված Լ մի միջավայրից մլոււէը նրանց puid անման հար թաթ լան նկատ֊ 
մամր լիցքավորված մասնիկի' թեր շարմ մ'ան ժամանակ ա/ւաջացոց ճաոա֊ 
զալթման դաջտրւ

Հաշվված Լ ալն ամ[հ որ ազդում Լ մասնիկի վրա' վերջինիս մ իջավայ­
րերի բաժանման հտրթ/էւթրււնր ւլսւէքահեո. շարժման ժամանակք ինչպես նաև 
*>նէք ամային զրման անկետն մ ևձ т թ րււնր:
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ФИЗИКА

М. Л. Тер-.Мнкзелян

К квантовой электродинамике в среде i

§1 . Введение

Работа посвящена исследованию влияния диэлектрических и маг­
нитных свойств среды на радиационные поправки. При вычислении ра­
диационных поправок с необходимостью входит интегрирование по 

сем возможным значениям четырехмерного импульса виртуального 
фотона. Поскольку повеление длинноволновых квантов описывается 
макроскопическими уравнениями Максвелла, постольку применение 
микроскопических уравнении квантовой электродинамики является не­
которым приближением к действительности.

Однако, рассмотрение этого вопроса было вызвано не столь про­
стыми обстоятельствами. Мы объясним идею работы на примере ра­
диационных поправок к кулоновскому рассеянию. Хорошо известно 
что при непосредственном вычислении этих поправок получается ло­
гарифмически расходящийся результат. Для получения экспернме” 
՛альни наблюдаемого значения поправок необходимо компенсировать 
эту расходимость прибавлением поперечника тормозного излучения 
мягких квантов. В итоге получается конечный резулы и г. который 
естественно должен являться функцией максимальной энергии, излу­
ченного кванта (которая в свою очередь определяется чувствитель­
ностью экспериментальной установки!. Однако, в результате рибо։ Лан­
дау -Померзниука в автора .оказалось, что формулы для тормозного 
излучения при учете среды коренным образом изменяю, ся. Это озна­
чает, что измени гея величина радиационных иоирввок. Для расчета 
последних необходимо научиться писать матричные элементы, для 
процессов высокого порядка в квантовой электродинамике с учетом 
влияния среды. Настоящая статья посвящена выводу матрицы рас­
сеяния, с учетом влияния только поляризации среды. Может воз­
никнуть вопрос насколько последовательным является использова­
ние макроскопических уравнений. Не является ли точная система 
микроскопической квантовой экектродинамики достаточной. Дело в 
юм, что последнюю систему мы решаем п| именнтельно к несколь- 

егкнм частицам, используя параметр разложения-^-, использование же 

макроскопической электродинамики позволяет учесть влияние сосед-
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них атомов и переход в микроскопические уравнения происходит

только тогда, когда „ -О (где Л плотность частиц: <»п атомная 
,,hno

частота). Некоторые вопросы затронутые в этой статье были уже ис­
следованы в работах ряда авторов (Гинзбург. Соколов, Ватсон. Мух 
и т. д.) в основном применительно к теории излучения Черенкова.

Все литературные ссылки можно найти в статье Рязанова М |1|.

§ 2. Классическая теория

Мы будим пользоваться записью макроскопических уравнений 
Максвелла в Форме предложенной Мандельштамом—Таммом |2|

После введения тензора индукции Ощ и тензора ноля Fiti мак­
роскопические уравнения принимают следующий вид:

dGik 
дхк И»

I д1''" . ^«—0 (2
ах1 + дхк дх, 1

где Z փ k փ I

(
0 — Ел—Еу- Е: \ /0 /Л Dy D- հ
Ех 0 В.-By | I -1Ն 0
Еу-В, 0 Вд I ' \-Dy-H: 0 Ня Г
Е: Ву — Вх 0 ՛ \-Dt Ну-Нх 0 7 (3)

В последующем мы придерживаемся обозначении принятым в 
работе |3]. Если мы введем потенциалы /Но, А •

Ժ.-Ն ОАь
й՜ ах* dxi (4)

то уравнение (2) выполняется автоматически. Запишем связь между 
тензорами Gik и Л',*. Следуя |2J мы имеем для однородной изотроп­
ной среды

= (5)

В системе покоя, введенный четырехмерный тензор диэлектрической
и магнитной проницаемости имеет вид

(6)

В противоположность общепринятому написанию связи между 
Fik н Gik.
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Gh и-! = zFtk и*

1'ы Աւ ՜: f՜u ilk 4՜ Fit иi — !>• (Oki Ui 4՜ (Կ> Un Gut Ui) 17՛

условие (5) более компактно в не содержит и‘ -скорости среды. Лег­
ко проверит։», непосредственным вычислением, что (5) и(7) эквива­
лентны. Подставляя (5] в (1) мы имеем

4Ճ>_\ = _ 
rtx* \ дх‘ Их" ! («)

Если наложить на потенциалы условие Лоренца
дА

։~kr!l ~7Г^՜ ° то перепишется

։_Н tkm JFAj_ 
дх*дхт (9)

Легко видеть, что к потенциалам еще можно прибавить ժ֊ժ' ''*՝
ծրՀ

функция х удовлетворяет уравнению ր;-՜ ՜ 0- Переход к обыч­

ной электродинамике в пустоте происходи։ при замене тензора к* на 
метрический тензор glfc

Уравнение (9) следует из лагранжиана

1. = ։ 4 142 dxk дхт 2 * • 1 ՛1 (10)

н дополнительного условия (9), требуя выполнение последнего неза­
висимо от (10).

Выбор лагранжиана и форме (10) который появляется градиент- 
но-нннаризнчным, значительно упрощает все последующие выкладки. 
От обычного явно градиентно-инвариантного лагранжиана (мы опуска­
ем сейчас член со взаимодействием)

L - ----- ~О’։Л..4

системе покоя I. = (еЕ4 — ц/72) ) лагранжиан (10) отличается на 

величину четырехмерной дивергенция (с учетом выполнения условия 
Лоренца)

Ժ ,т ы ( л л \-ЙА-г ”^(Л‘ ~вХГ- Л- лИ

Это обеспечит над градиентную инвариантность теории |4]. Выпишем 
еще плотность энергии

ро — _ £ОЯ zij , _L ekm £։/ Ջւ . (11
' ՜ £ £ дх- ՚ 2 ’ -

и плотность импульса
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ТО — _ з’ли .ij -Հհ֊. 
дх* дх* 112'1

§ 3 Установление перестановочных соотношений 
матрица рассеяния

При установлении перестановочных соотношений будем вначале 
исходить из обычной схемы квантовой механики

Введем согласно схеме квантования полей Паули и Гейзенбергу 
канонически сопряженный импульс

" SA֊ Ж (13)

где

Тогда перестановочные соотношения можно записать в виде

|4,(Հօ^(?.Ո| Г$(х.П • =, -֊•>
|.4,l7,ris'(?./)| М(х .и։;. (15)

Квантовые уравнения Гамильтона-Якоби, получаются из классических
уравнений

(16)

0Ха «Л|

Заменой классических скобок Пуассона

յ> vA‘ fa fa а А1

на квантовые скобки умноженные на ‘ Мы сразу напишем эти уран- 
h

нения п четырехмерном виде

\Яяп - А 1
Нулевая компонента

" Н'Р'1
U7)

При It = 0 II g<” = 1 при я « 1, 2, 3).
этого уравнения, есть квантовый аналог кллсси-

веского уравнения (16) рп и //° входящие в уравнения J7) и (16) 
суть полные энергия и импульс поля г. е. интеграл по объему от 
выражений (10) и 11)). причем поскольку гамильтониан есть функция 
канонически сопряженных величин н их производных по простран-
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сгвенным переменным, то вместо переменных А>,п нужно подставить 
л1 согласно формуле (13).

1 Г е~1кл
Дд (х) “ ՜ (2^7J d՝k (20)

—-

Непосредственным вычислением можно показать, что уравнения 
(16) приводят к классическому уравнению Максвелла для потенциа­
лов, а квантовые уравнения (17) приводят к квантованному уравне­
нию, имеющему тот же вид. что и классическое уравнение (9) для 
потенциалов, которые однако, теперь подчиняются перестановочным 
соотношениям (15).

Для построения матрицы рассеяния нам понадобятся ковариант­
ные перестановочные соотношения. Их можно установить из следую­
щих соображений. Прежде всего из гамильтонова формализма нам 
известны перестановочные соотношения для одного времени, во вторых 
необходимо получить правильный переход к вакууму (когда е»1’-*£*’). 
Мы запишем эти соотношения в виде

|Д (х) /V(x')| = (аЦ -|- de*) D (х — х'). (18)

Поскольку .4 (х) подчиняется однородному уравнению, то и D(x-x') 
должно подчиняться уравнению (9.1, (причем J'՜ — 0,‘. кроме того D(x 
—х') есть нечетная функция своего аргумента. Этих условий оказы­
вается достаточно для определения коэффициентов а, b и функции 
О(х-х'). Заметим, что если представить функцию D (X — х'), по 
аналогии с вакуумом, как разность опережающей и запаздывающей 
функции Грина

£?(х)«Дд(х) —Дя(х), (19)

где Дд(х) и Д/?(х) удовлетворяют неоднородным уравнениям (9) (с. 3 
функцией вместо Л). то можно автоматически получить правила об­
хода полюсов, исходя из аналитических свойств диэлектрической и 
магнитной постоянных.

Легко видеть, что

Mx) = ֊
p-ltv

«if*/*/ (21)

Обход полюсов в запаздывающей функции Грина легко по­
лучить исходя из аналитических свойств s(u>) в системе покоя. 
Известно |^|, что £(՛•>) есть аналитическая функция в верхней по­
луплоскости. Поэтому при /<0 мы замкнем контур интегрирования 
в верхнюю полуплоскость комплексного переменного /е0 и получим 
Д/?(/<0) 0. Отметим, чго полюса подинтегрального выражения
(21), при наличии небольшой мнимой части в диэлектрической про-
2 Известия ЛИ. серия фпз.-var. наук. № 4 
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ннцаемости лежат ниже действительной оси переменной А’о = «>. Кроме 
того сама диэлектрическая постоянная в нижней полуплоскости мо­
жет иметь особенности. Что касается опережающей фу-нкцин Гринаф 
то ситуация тут полностью противоположная, если заметить, что 
вместо обычного г (ш) нужно взять „опережающую- диэлектрическую 
(и магнитную) проницаемость. Аналитические свойства такого ел (ш) 
можно получить, если в обычном определении s(ti>) [5]

оо
D(t) = E(t) + J £(,-’)/(*)* 

о
г (22)

ЕА.(ш) = 1 4 I /(’)^*?rf'

изменить знак перед - в аргументе функции £(/ —т). Легко видеть, 
что ел («») будет иметь особенное.и только в верхней полуплоскости; 
тамже лежат полюса подынтегрального выражения (20). Отсюда следует 
Дл(—х) = Дл(х). Правила обхода перестановочной функции Грина 
сразу получаются из соотношения (19).

После этих замечаний постоянные а. и b легко вычислить и они 
оказыва ются ра вн ы м я

*=֊ « = ֊֊г-(։ +£и)- (23)

Выпишем полные операторные уравнения макроскопической электро­
динамики.

Вид уравнений для спинорного поля, полностью совпадает с 
уравнением для пустоты

( “ ՜1՜ w ) է = —Ф-

Ժ2.4 г е խ Հ ձ|. (2օ)
(Jx1 дх* 2 1 • ‘ • ։

Решение этих уравнений будем, как это обычно делается, искать в
ժ։виде ряда по

= Л” -г . — А* + • • •
(26)

т+

Свободные поля удовлетворяют перестановочным соотношениям

|(Հ {х) л; (х')1 = (ag„ + к-) D (X - X՛)
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[% (Л-)'^ (-ИЬ = iS^x -И. (28)

Остальные антикоммутаторы равны нулю. Анализ и решение, уравнений 
(24) и (25) полностью совпадает с соответствующим решением для 
случая пустоты |С>|. В процессе расчета нужно воспользоваться со­
отношением.

с"” 4֊ Ьгт^) = — th (29)

которое легко проверяется в системе покоя, если учесть соотноше­
ния (23). Мы придем тогда к выражению для S матрицы

сс / t է
տ(ո ճ( j dl՛ [••• pmm (30)

֊ CC —SO — 50

где lz= ScPxJi A։, полностью совпадающему co случаем пустоты |6|.
Физический институт АН Армянской ССР Поступило 23 VI !՝J58

IP» I.. 8bp-U*)tpiuL|jitiG

ԿՎԱՆՏԱՅՒՆ ԷԼեԿՏՐՈԴԽՆԱՄՒԿԱՅՒ ՄԱՍՒՆ ՄՒՋԱՎԱՅՐՈհՄ ।
ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Աշխատա fJյան մևշ цքւտարկված է կովարիանտա/քւն մակրոււկոււյքւէլ Էէեկ- 
"ւրրպինտէք իկա/ի կսրրւու է]մւոն հարէյրւ

Արտածված Л7/ կււվսւրիանտ տ1ւդափո[ււանւսկւււյին սանչու [JրւՀւՀհևրր, 
Տ ։/ ատրխյա ւքւ մ [էջէէ է/ով էքւոնված ևն հավասարումների / it / ծ ո ւմնե րրէ

։Տեинւ թյան ձև ակհրսյմin'll if uni ui'litttli oijinuiцпրծված է Մանղհլշաամի- 
Տամմի առաջարկած ձևով *,ավասարու.մ^ւհրի դրոսքրէ
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ФИЗИКА

Л. С Багдасарян

Обработка экспериментальных данных 
ионизационных измерений

Основной величиной характеризующей элементарную частицу, 
является ее масса покоя. Поэтому при изучении элементарных частиц 
в первую очередь ставится задача о достаточно точном определении 
этой величины. При изучении частиц с помощью магнитных масс-спек­
трометров широкое распространение 
масс по импульсу и пробегу. Од­
нако, этот метод обладает тем не­
достатком. что в ряде случаев ча­
стицы останавливаются испытывая 
яеионизационные взаимодействия 
В таких случаях измеренная по Р 
и R импульсу и пробегу масса 
частицы сильно отличается от ее 
истинной величины.

Если кроме импульса частицы 
и пробега определить ее ионизу­
ющую способность, то можно не­
зависимо от характера остановки 
определить массу по импульсу и 
ионизации.

В статье |1] был описан ампли­
тудный анализатор импульсов, кото­
рый в сочетании с пятислойным про­
порциональным счетчиком позволяет 
измерять ионизующую способность 
отдельных заряженных космических 
частиц. Описанная установка соче­
тается с магнитным масс-спектро­
метром с двумя камерами Вильсона 

получило определение величины

£=г-ц-------------

Фиг. 1.

|2|. позволяющим с большой точностью и достоверностью измерять 
импульс частицы и ее пробег (фиг. I)

Для измерения ионизующей способности частиц применялся пяти 
слойнын пропорциональный счетчик, что давало возможность произ­
вести пять измерений ионизации.
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Измерялась ионизующая способность как мягких частиц, (части­
цы, остановившиеся в пластинках нижней камеры (Н. К.) Вильсона) 
так и жестких частиц (частицы, проходящие вещество эквивалентное 
17 см свинца).

Измерение ионизующей способности жестких частиц дало воз­
можность градуировать всю систему и контролировать ее работу.

После тщательного отбора траекторий, на основании 6000 жест­
ких частиц (30С00 значений ионизации) была построена кривая рас­
пределения ионизации (фиг 2). Ширина этой кривой на половине вы­
соты равняется ±32,5°/О.

Из пяти измерений ионизации для каждой частицы в пяти слоях 
пропорционального счетчика, методом максимума правдоподобия (см. 
например |3|. (4], |5]. |6]), находим значения ионизации.

Выбор этого метода обработки объясняется гем, что он дает нан- 
лучшие результаты
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Уравнение правдоподобия имеет вид: 

у д/{х^дак = 0- • • 111 где А* = 1, 2,-• •/.

л',, Хл • хп экспериментальные значения измеряемой величины х с 
функцией распределения fix'), зависящей от параметров а։. a2՝--af.

/(х) функция распределения ионизации жестких частиц, которая 
считается универсальной функцией параметра х и ищется такое зна­
чение величины „а“ при котором уравнение правдоподобия обращается 
В нуль.

ионизационные потери яв-

/0—есть наивс-роятное зна-

Согласно распределению Ландау |7]
4. - յ - Аляются функцией параметра _ , где

чеиие ионизации. Принимается, что 5 —

Ч =
1,54-106 -MZZ И—есть величина,

։ависящая только от параметров пропорционального счетчика (М -это 
масса толщины вещества на см* площади).

При этом функция /ix) принимает вид

(/֊ /о) <л 
--------------$

Предполагается, что наше экспериментальное распределение иониза 
ции является универсальной функцией параметра (/ /0) fia.

При этом функция правдоподобия примет вид
<*?|(/-/0)ДОп Հ ,2

Кривая- - строится графическим путем, исходя из кривой рас- 

пределения жестких частиц на фиг. 2. Для этого сначала кривая фиг. 2 < , 
дифференцируется, а затем строится кривая — путем деления со- 

ответствую щи х ординат.
Имея эту кривую и экспериментальные значения ионизации, мс 

годом максимума правдоподобия находится значение ионизации.
Поскольку функция правдоподобия зависит от величины то для 

каждого отдельного случая необходимо одновременно найти согласо­
ванные значения и 1 и [А Для этого значения /։, умножаются
на произвольно выбранное значение р- и ищется, указанным выше ме­
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тодом, значение /0 6*’. Если 3-, соответствующее значению /0, совпадает 
со значением р՜, то выбор был правильным. В противном случае это։ 
процесс повторяется до тех пор. пока выбранное и полученное зна 
ченис не совпадет.

Согласно формуле |1] ищется такое значение 7О5։, при котором 
уравнение обращается в нуль.

Для этого кривая — перемещается вдоль оси абсцисс, параллель-

но себе, и ищется такое ее положение, при котором сумма орди 
наг экспериментальных точек равняется нулю.

) hl-'} I • ֊0.
\ V /Л \ <F Л

Для осуществления указанной операции построена специальная 
табличная линейка, имеющая следующую конструкцию. На подвижной 

части линейки нанесены значения функции Հ . а на неподвижной част։՛.
9

значения ионизации в произвольных единицах. Пять значении иониза­
ции /1։ /2, /э. Հ и /5, умножаются на предварительно выбранное зна­
чение ₽?. 11олуче.нные значения /շՅք, /З'3֊. ՀՏ֊, и 7^'. наносятся нм 
неподвижной части линейки. Перемещая подвижную часть линейки 
и каждый раз суммируя значения цифр, соответствующих точкам пане 
сенным на неподвижной линейке, находим такое положение подвижной 
линейки, когда сумма равна нулю. При этом значение /0. соответст-

вующее значению функции — -Он есть искомое значение ионизация.
Ф

так как при 7 /0, <?' 0. (Параметр 70 соответствует максимуму кривой 
распределения /ք)). Для подбора величины Ь* этот процесс повто 
ряется несколько раз.

Обработанные таким путем 600С траекторий жестких частиц дали 
кривую распределения, показанную на фиг. 3. Ширина этой кривой на 
половине высоты равна ±16,5%. тогда как метод среднего значения 
и интегрально-дифференциальный метод |8| лают -27,5% и ±23,0%. 
соответственно.

Для определения величины масс частиц по импульсу и ионизации 
необходимо построить экспериментальную кривую = где р и 
Р импульс и масса частицы.

Для построения этой кривой было отобрано 650 мягких частиц, 
остановившихся в нижней камере Вильсона ионизационным образом

Масса этих частиц определяется но их импульсу и пробегу. За­
тем эти частицы были разбиты на десять групп по значениям р/р.

Чтобы найти значение ионизации для каждой группы частиц, 
снова использовался метод максимума правдоподобия, но в качестве 
исходной функции распределения служило распределение жестких 
частиц фиг. 3.



Обработки эксперимент, данных ионизационных измерений 25

Кривая зависимости p/ji /(/) показана на фиг. 4 (кривая ИЯ“). 
•Ошибки определены исходя из дисперсии кривой распределения и 
числа частиц н данной группе.

л

J/7?'

'Ь>я сравнения, на фиг. I приведена теоретическая кривая кривая „/>'“)
На фиг. 5 и 6 приведены гистограммы масс для 290 протонов 

ионизационно остановившихся в пластинках нижней камеры. Массы 
подсчитаны двумя разными методами. На фиг. 5 массы подсчитаны по­
им пульсу и пробегу, на фиг 6 по импульсу и ионизации



В обоих случаях значение максимума хороню совпадет со зна­
чением массы прогона.

В заключение автор считает своим долгом выразить благодар­
ность профессору А. И. Алиханяну за постоянный интерес к работе, 
В. М. Харитонову за руководство работой, а также Г Л Марикину за 
помощь в ее выполнении
Физический институт 
Ml Армянской ССР Поступило 23 VI 1958



Фиг. 6.
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Լ. Ս. Ruii|<}uiuiupjuifi

ՒՈՆՒԶԱՑհՈՆ ՋԱՓՈհՄՆեՐհ ՓՈՐՋՆԱԱՍՆ Տ<ՅԱԼՆեՐՒ ՄՇԱԿՈՒՄԸԱ Մ Փ II Փ Ո I' 1Г
հոււմիկսւկան ճաոադալթման էլեմենտար մասնիկների մասսա լի մեծո՚ւ- 

թրսնր որսչերււ համար, մագնիսական մասէւ-ոպեկտրոմետրի միջոցով չափ­
վում Լ մասնիկի իմպո։ .լսի մեծտթրւմյհ մագնիսական դաշտում և նրա ան­
ցած ճանապարհի երկա րա թ րոն ր մինչև կլ ան իՀհե ր ի մեջ կանդ ասնելր։ Ա.լս 
մեթոդի հիմնական թերտթ լունր կալանամ է նրանումք որ երր մ ասնիկր կանդ 
Լ inn'liiiiif կրոնիչների մեջ ոչ իոնիդ ար իոն կորուստների պատճտո ով՛, ապա 
մասմալի մեծս։ թլան որոշումր ալդ դեպքում տալիս (՜ մեծ շեղումներ. նրա 
իրական մեծո> թրոն հետ համեմատած։

Մաղնիսական մաи и-иււլեկտրոմեutրո։ tf տեղադրված հինդ շերէոանոց հա­
մեմ տա ակտն հաշվիչր հնարավորություն է տալիս որոշել մասնիկի իոնիդւսց- 
նող հատկւււթլանր: IIւնենալով մասնիկի իոնիդացնող հատկութլունր և իմ­
պուլսի ։! եծւււթ լանր մադնիււական դաշտում, կարելի է որոշեք մասնիկի մաս- 
սալի մեծա թլունր. անկախ նրա անցած ճանապարհից կլանիչների մեջ։

Փտնի որ րո րաքանչլուր մասնիկի համար անենք հինդ իոնիդտցիոն 
չափում , մաքսիմալ Հ\շմ ա րտանմտնա թ րսն մեթոդով որս շամ ենք իսնիղա- 
4իտ1հ արմևքր 131, [ /’, | JՀողված ում րերված է այս մեթոդով կա­
տարված հաշվումների մանրամասն նկարագիրը։ Եթե իոնիղացիոն մեկ չա­
փում կասւարելու դևպքամ րաշխման կորի լա լնա.թ յանր միջին րարձրու - 
թլան վրա ',ս։վա։։ար է 32,3';^, տպա հինդ չափում կատարելու դեպքում ե 
մաքսիմալ ճշմար սոսն մ անութլան մեթոդով իսնիդա ղիս։ էի մեծութ լունր հաշ- 
վելսւց հետո. կսրի լալնսւթլունր միջին րարձրութլան վր“' ստացվում Հ + ւտ,.;’/0, ւր ունեցած հինդ շափոլքքնե րից իոնիդա դի ա /ի մեծա թ յււՀւր որոշում 
ենք միջին արժեքի կամ էսմենաւիոքր նշահէսւկո։ թլան [ <У ] մեթոդներով, ապա 
կորի լաՀեութ լունր միջին րտրձրաթլան վրա հա մ ա սլ ա ա տ п (ս ս։ն ա րտ ր ստաց- 
վում Լ -! 27,^!ս ե

Pip կսրի կաոոլցման համար րնտրվե/ են fii»O մասնիկներ, որոնք
իոնիղացիոն կորուստների պատճաոով կանդ են առել ներքեի կսւմերալի կլա՛ 
նիրհերի մեջ: Ալս կմրր հնտրավո րա f<f լուն է տա լիս ոթո՚շել մասնիկի մասււալի 
մեծտթրոնր, անկախ նրա անցած ճանապարհից կլանիչների մեջ, իմպուլսի 
ե իսնիղացիալի միջոցով։ ! *

2P0 պրոտ՜ոնների համար, որոնք կանդ են ши ել կլանիչների մեջ իոնի- 
դացիոն կորտ սաների պատճաոով, հաշվված են մսա иաներր իմպուլսի ե ան­
ցած ճանապարհի, իմպուլսի ե իսնիղացիալի միջողով։ ինչպես երևում Հ 
ված հիսաոդրամաներից ե րէլու դեպքում էլ հիստոդրամալի մաքսիմ ամի ար- 
մեքր լավ համրնկնսւմ է պրոտոնի մասսալի արժեքի հետ։
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ФИЗИКА

Г. В. Бадалян

Наблюдение быстрых дейтронов в системе 
магнитного спектрометра с двумя камерами Вильсона

В 1954 г. Арагацской высокогорной лабораторией по изучению 
космических лучей, на высоте 3200 м над уровнем моря, была осу­
ществлена установка, состоящая из магнитного спектрометра сочле­
ненного с 2-мя большими прямоугольными камерами Вильсона 111.

Наличие такого прибора позволяло исследовать нс только ча­
стицы, идущие из воздуха, но также частицы локально генерирован­
ные в веществе одной из камер. Непрерывная эксплуатация этого 
прибора в течение последующих лет показала, что с его помощью 
можно получить ценные сведения относительно механизма генерации 
заряженных космических частиц, и частности т. и А мезонов, прото­
нов, дейтронов и т. д.

В настоящей работе приведены некоторые экспериментальные 
результаты по исследованию дейтронов космического излучения, по­
лученные на 1!\кой установке.

I. Описание прибора

Прибор (фиг. I) состоит из 3-х основных узлов ի 3|:
1. магнитный спектрометр;
2. нижняя камера Вильсона (II. К.);
3. верхняя камера Вильсона (В. К.).
Магни, ный спектрометр большой разрешающей силы служит 

для измерения импульсов заряженных космических частиц. Он состоит 
из большого электромагнита, создающего в межполюсном простран­
стве размерами КЮхЗОХ 12 см однородное магнитное поле вплоть 
до 19000 гаусс, и голос коп и чес кой системы счетчиков („Телескоп**), 
расположенной в этом поле. Па фиг. 1 приведен разрез прибора в 
2-х взаимно перпендикулярных проекциях. Телескоп состоит из пяти 
рядов тонкостенных счетчиков Гейгера-Мюллера II- 5, проекция а) 
диаметром 4,6 мм, позволяющих установить пять точек круговой 
траектории частицы, а следовательно радиус траектории и импульс 
(р = ЗООНр). Ряды 1 5 (т. н. координатные) содержат каждый по 49 
счетчиков, приключенных к соответствующим электронным ячейкам с 
выходными неоновыми лампочками. Кроме того, дополнительно имеются
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5 рядов счетчиков (1—V. проекции Ь) г и. продольные ряды, по­
зволяющие одновременно фиксировать прямолинейную проекцию тра­

ектории в плоскости, параллельной 
Mai нитному полю.

Измерения проводились при напря­
женности поля 4500 гаусс. Точность 
измерения импульса определялась в 
основном конечными диаметрами счет­
чиков, рассеянием в стенках счетчи­
ков и незначительными колебаниями 
магнитного поля. Формула для опре­
деления относительной среднеквадра­

тичной ошибки импульса такова |р в-

эв \ единицах— Jr

4-0.025* (1)

Например, дейтроны с импульсами 
7x10s. 9X10*. 11x10я и 14X16* име­

ни соответственно ошибки 10,15%> 10,5%, 11,6%, 13,7%. а протоны 
имеют соответственно—8,15%. 9,4%. 10,9% и 13.4%.

Выходя из магнитного поля, частица попадает в расположенную 
под полюсами магнитя большую прямоугольную миогопластинную 
камеру Вильсона [3| размерами 600X280X180 мм, служащую для 
наблюдения остановок (ионизационных или неионизационных j заря­
женных частиц в веществе камеры. Внутри освещенной области ка­
меры имеются 7 свинцовых пластин толщиной 0.7 см, а также 2 
медные 2-х мм пластины.

Если характер остановки частицы ионизационный (с явным ужир- 
нением следа к концу пробега, см. фиг. 2а), го по числу пройденных 
пластин определяется остаточный ионизационный пробег частицы г, 
а зная заодно и импульс р, можно вычислить массу р. Интервал про­
бегов, в котором отбирались ионизационные остановки частиц соот­
ветствовал 1,2—5,4 см /'<> (с учетом тонкой дюралевой крышки ка­
меры). Точность измерения остаточного пробега почти целиком опре­
деляется конечной толщиной пластин: вклад многократного рассеяния, 
а также флуктуации ионизационных потерь и многократного рассея­
ния ничтожны для тяжелых частиц и ими можно пренебречь.

Относительная среднеквадратичная ошибка пробега при дайной 
толщине пластин 0,7 см такова:
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Если в интересующем вас интервале импульсов разумно аппроксими­

ровать кривую „импульс—пробег" зависимостью вида .4 I , то 

решая ее относительно массы, получим удобную формулу для вы­
числения ошибки в массе. Для прогонов и дейтронов, остановив­
шихся в вышеуказанном интервале пробегов, параметр п՝3,0, отно- 
сите.ьная среднеквадратичная ошибка в массе, выраженная ошиб­
ками импульса и пробега будет:

=й = (3)
ЭвНапример, дейтрон со средним импульсом 9X10’ - и пробегом 

3 см РЬ имеет ошибку массы 16,1%, протон со средним импульсом 

5,45X108 и пробегом 3 см / b имеет ошибку 12%. Такая точность 

позволяет хорошо отделить дейтроны от протонов (с.м. ниже массо­
вый спектр).

Под нижней камерой расположен ряд счетчиков антисовпадений, 
позволяющий регистрировать только частицы, которые останавли­
ваются сами или вместе со своими вторичными продуктами в веще- 
стйе^нижней камеры.
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До входа в магнитное поле частица проходит через верхнюю 
прямоугольную камеру Вильсона таких же размеров, как и нижняя.

В освещенной области верхней камеры крышка и дно имеют 
толщину 1,0 см (латунь), а внутри камеры установлены 5 свинцо­
вых пластин толщиной каждая 1 см и 2 медные пластины по 2 мм 
толщиной. Таким образом мы имеем возможность наблюдать траек­
торию частицы до того, как она пройдет через магнитный спектрометр 
и остановится в нижней камере. Если частица, зарегистрированная уста­
новкой, выходит из освещенной области верхней камеры, то можно 
будет обнаружить звезду, в которой она зародилась, или установить, 
что она пришла извне. Эффективность наблюдения в верхней камере 
существенно зависит от импульса частиц |4|. Она значительна для 
тяжелых частиц • 90%) и очень мала для медленных мезонов (22%), 
большинство которых выходит из торцевых частей верхней камеры 
и сначала проходит через неосвещенные зоны.

Запуск установки и регистрация кадра производится управляю­
щим импульсом, образованным благодаря совпадению импульсов в 
координатных рядах 1, 3, 5 и при отсутствии импульса с ряда анти- 
совпадений (14-3+5—/1).

Загорания неоновых лампочек и изображения в камерах Виль­
сона фотографируются отдельными фотоаппаратами на кинопленке и. 
после сопоставления, „сшивания*’ кадров, поступают на отбор и обра­
ботку.

II. Отбор траекторий протонов и дейтронов, спектр масс

При помощи установки, описание которой приведено выше, мы 
произвели регистрацию траектории большего числа частиц, испытав­
ших остановку в II. К., в частности протонов и дейтронов.

Для отбора траекторий были применены следующие критерии: 
а՛ в плоскости магнитного отклонения траектория частицы имеет 

по крайней мере четыре точки, укладывающиеся на окружность
б) в перпендикулярной плоскости траектория содержит не ме­

нее 3-х точек, лежащих на прямой.
в) частица бстанавливается в пределах освещенной зоны нижней 

камеры, причем место и характер остановки не вызывают сомнений
Для большей достоверности характера торможения, остановки в 

камере брались начиная со 2-ой 7 мм пластины до 7-ой пластины 
включительно: таким образом можно было легко отделить иониза­
ционные остановки частиц от неиониззпионных-ядерных. а также от 
случаев ухода частицы в стекло или толстую часть дна.

Приведенные выше критерии отбора обеспечивают высокую 
достоверность траектории частицы, такие траектории мы условно отно­
сим к I сорту.

Если траектории имеют только 3 точки в плоскости а), или 2 
точки в плоскости б), или же характер и место остановки вызывают
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некоторое сомнение, то они менее достоверны и их мы относим ко 
II сорту. Траектории при неудовлетворении 2-х критерий отбора во­
обще не брались.

Спектр масс в интервале 1880—5300 те тяжелых космических 
частиц, испытавших ионизационную остановку в пластинах нижней ка­
меры, приведен на фиг. 3. Он по­
строен по траекториям частиц 1-го 
сорта. Видно резко выраженный дей- 
тронный пик с максимумом на 
3650 те.

Частичное взаимное перекры­
вание распределений протонов и 
дейтронов происходит благодаря ко­
нечной точности измерения масс {см 
формулу (3}), средние стандартные 
ошибки масс протонов и дейтронов 
соответственно 220 те и 594 Ше, 
которые хорошо совпадают с ошиб­
ками оцененными по полуширине 
экспериментальных распределений 
(~220 и 590 mf соответственно). 
Справа в спектр могли попасть три- 
гоны, но ввиду их незначительности, 
если мы оборвем спектр дейтронов 
на массе 5100 те (двойная полу­
ширина), вкладом тритонов можно 
пренебречь. Поэтому, считая спектр 
дейтронов симметричным, можно 
определить общее число дейтронов, 
если количество частиц справа от 
3650 те, до 5100 те удвоить. По­
лучается общее число дейтронов 
1-го сорта •— 242 шт.

Слева, при заниженных зна­
чениях массы, будет существенным 
хвост протонного распределения, 
особенно зазнаягнием массы 3000

х»

mt.. т. с. на расстоянии, больше чем Фиг. 3.
полуширина дейтронного распреде­
ления. Поэтому в дальнейшем, при рассмотрении некоторых коли­
чественных соотношений дейтронов, будем, для большей достовер­
ности, исходить только из 224 дейтронов, находящихся в интервале 
масс 3000—5100 те.

Мы зарегистрировали также—86 шт. частиц, которые можно было 
относить к дейтронам 11-го сорта, но эти частицы не введены в

3 1 шестлй АН, серии фка.*мат. наук, 4 
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спектр. Количество протонов, регистрированных одновременно с дей­
тронами и введенных в спектр, составляет около 3200.

Ill Результаты измерений

Таким образом в интервале пробегов 1,2—5,4 t.v зарегистри­
ровано 242 дейтронов (1-го сорта, и 3200 протонов. Если проследить 
траектории частиц в верхней камере, то оказывается, что часть тра­
екторий прослеживается от крышки до дна, и с вычетом случаев 
генерации в крышке все они принадлежат к частицам идущим из 
воздуха. Часть траектории берет свое начало в пластинках камеры, 
это случаи локальной генерации. Имеется также ряд траекторий, 
которые выходят из неосвещенных зон верхней камеры, или же бла­
годаря различным дефектам снимка 'или его отсутствия՛! новее не 
имеют продолжения в верхней камере.

Относительное содержание дейтронов в вертикальном 
воздушном потоке протонов

1. Дейтроны и протоны, остановившиеся ионизацион­
ным образ о м в и н те р в а л е п роб е i о в 1,5—5.3 езг с в и н ца.

Чтобы выделять воздушные дейтроны мы оценили число слу 
чаев рождения в крышке В. К. Если построить распределение случаев 
генерации дейтронов по пластинкам верхней камеры, то получается 
гистограмма, резко возрастающая ко дну камеры. Интерполируя 
гистограмму до крышки, получаем искомое число. После исправле­
ния получается. чю из 242 дейтронов — 81 явно идут из воздуха. 
Определяя аналогичным образом число воздушных протонов, полу­
чаем 1627 Но эти цифры не представляют истинное соотношение дей­
тронов и протонов в воздухе, так как во-первых, дейтроны и прото­
ны, остановившиеся в данном интервале пробегов, будут относиться 
к ризным интервалам импульсов, следовательно разные будут у них 
светосильные поправки |4] и. во-вторых на пути к остановке через 
вещество В. К. и часть вещества в Н. К. протоны и дейтроны могу: 
испытывать неупругие столкновения с ядрами и выбыть из игры. 
Так как интересующие нас протоны до входа в В. К. имен»!

I эв \энергию 280- 345 Мэв (импульс 7,6—8,6X10* -֊-1, то соответствую­

щий пробег неупругого ядерного взаимодействия /. 245 г(см2 РЬ [5|.
Дейтроны до входа в В. К. будут иметь энергию 355 — 460 Мэе 
(36 \импульс 12,0—13,9X10’ — I. Кроме обычного ядерного поглощения, 

дейтроны могут исчезать благодаря специфическим процессам „срыва*, 
дифракционного и кулоновского расщепления |G 9|, поэтому про­
бег неупругфго ядерного взаимодействия дейтронов должен быть много
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меньше, чем протонный. В работах |10—12| рассмотрено поглощение 
дейтронрй при различных энергиях, простирающихся о՛։ 75 Мэи до 
.900 .И.эа В пределах экспериментальных ошибок пробег неупругого 
ядерного взаимодействия во всем этом интервал։ остается—постоян­
ным и равным—0,8 Агсометр

Для свинца это соответствует - 137 г/едг. При экспоненциаль­
ном иконе ослабления соответствующи!» фактор ослабления есть 
t'A'/ц л7>.,/|, где л՜ есть сумма пройденных пробегов частицы в В. К. 
| —87,5 г/с.*г РЬ эквивалент) и в I I К. (в среднем — 3.0> 11,4 — 
-34.2 Цсм- РЬ эквив.) : л = 122 г'стг. Все количественны- данные 
приведены в табл. 1.

Таблица I

Частина 11аблюдеи, 
ЧИСЛО /1

Светосила 
см ()

Фактор 
ядерного 

ослабления
Исправлен.

ЧИСЛО -V
Отношение

Дейтрон 8J 0.8 0,41 246
0,063-Է 0,0072*Протон 1627 0.68 0,606 3<М0

Статистическая среднекпалратичлая ошибки, нычисле'нная согласно закону 
р-к'нрш гранения случайных ошибок (13).

2. Дейтроны и протоны, относящиеся к одному 
и то му же интервал у импульсов

Интервал импульсом воздушных дейтронов до входа в В. К 
/' Эв ՝есть I 12,0—1-3,9) X10* I Протоны тех же импульсов, пройдя тол­

щину, В К будут иметь остаточный импульс в пределах (10,5— 
эв \-֊ 12.6»X 102 * * s — I. Такие протоны могли останавливаться в веществе

Н. К только катастрофически, благодаря неупругим ядерным взаи­
модействиям.

Наблюдённое число таких остановок протонов (с поправкой на 
-■ мезоны) составляет300 пи

Чтобы воспроизвести истинное число протонов в данном интер­
вале импульсов, нужно наблюденное число делить на вероятность 
остановки в веществе II. К. Кривая вероятности остановки построена 
у нас аналогичным в (14) образом*. Согласно этой кривой в ннте- 

ресующем нас интервале импульсов (10.5—12,6) 10* ‘ «-• = 0,21.

Определяя далее светосильные и абсорбционные поправки как вы­
ше. получим следующие данные (см. табл. 2).

При этом использованы некоторые данные, любезно предоставленные нам 
Н. М. Кочаряном.
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Таблица 2

Частица Наблюден­
ное число п

Вероятность 
остановки w

Светосила 
с.« (5|

Фактор 
ядерного 
ослаб.

Истин. 
ЧИСЛО

Отношение

Дейтроны 81 1.0 0.8 0.41 246
0.086J 0,010՛

Протоны 300 0.21 0.83 0.606 2850

* Статистическая среднеквадратичная ошибка.

IV. Обсуждение результатов

Приведенные в предыдущей главе результаты показывают, что 
нашим прибором в числе ряда других задач можно эффективно ре­
гистрировать быстрые дейтроны, причем наличие верхней камеры 
дает возможность с большой вероятностью отделить воздушные дей­
троны от генерированных.

Факт регистрации большего числа воздушных дейтронов (гл. Ill) 
говорит о том, что при ядерпых взаимодействиях нуклонов в воздухе 
наряду С другими продуктами образуется к заметное количество 
энергичных дейтронов, которые и регистрируются детектором.

Вопрос о присутствии дейтронов в равновесном потоке косми­
ческого излучения на нашей высоте рассматривался ранее в работах 
1151. 116|, |17|, |18|

Таблица

Работа Методика эксперимента
Вещество

II.। i 
установкой

Импульс в воз­
духе или остаточ­

ный пробег

Доля дейтронов 
от числа аналог, 

протонов

1151
Магнитный масс-спек­

трометр 1 Б за! с 40/м

|16|
Магннтп. спектр <• пропори, 

счетчик 9 см Ph 3.0-6,4 см РЬ 8:<5±1.5%

117]
Магнктн. спектр - пропори, 

счегчнк 1.15 Б за! с 80/ф

H8J
Магнитя. спектр камера 

Вильсона
6 C.v

Ph J 20 c.w/c 1.5-3,5 ем Ph

я

7-8%

Наши 
данные

Магнитя, спектре двумя 
камерами Вильсона

Вещество 
В. К.
5 см

Ph 1 2.4f.v,'Cu
(генерация 

вычтена)

1,2-5,4 с.м Ph 6,3±O.72Vo

1.2- 1.39 Бэа/с 8;6±1.0%

Для сравнения с нашими данными в таблице 3 приведены не­
которые результаты, полученные в вышеупомянутых работах. Полу­
ченные нами результаты в пределах экспериментальных ошибок сов­
падают с 117] и согласуются в большей или меньшей степени (в завн- 
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нмости от методики) с остальными работами. Повиднмому, наши 
данные более точны, так как получены на более совершенной уста­
новке н с большей статистикой.

В заключение выражаю глубокую благодарность А. И. Алихан- 
яну за постоянный интерес к работе н поощрение Я также благода­
рен А. Т. Дадяяну и Н. М. Кочаряну за советы и полезную дискус­
сию.

Физический институт 
АН -Армянской ССР Поступило 13 VI 1958

Վ. f*>uii|ui|յսւհ

ԱՐԱԴ ԴեՅՏՐՈՆՆեՐհ ԴհՏՈՏՄԸ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ՍՊեԿՏՐՈՄեՏՐԸ 
ՎՒԼՍՈՆԻ եՐԿՈհ ԿԱՄեՐԱՆեՐԻ ZbS ՄԻԱԿՑՎԱԾ UhUSbUllMf

Ա 1Г «Ի Ո Փ Ո I' 1Г

Հոդված ում րերված են 'Լիր/ոնի երկա կամերաների հետ 11 իակցված 
մ ագնի и ական սսքեկարոմեարի միջոցով 3200 if ր արձput իք քան վրա կոսմիկա­
կան դե րււ րոննե րի ղրանրմ ան ե ուսա մնաօ իրՈւք9քան մի շարք игրգ քո էնքնևր: 
Մանրամասն շարադրված են նոր սարքավորման tun ավերււ իմ րոններր ե 
հնարււէվորա իք րււններր դերորոննևրր պ րո տոննե րի ց աարրերերււ ե օգսւքին 
դեքւորոննե րր սարքավորման ներս ում ծնված դեքտրոններից անջատելու 
ուդղաթքամր: !{ա քց Լ տրված, որ աքն ււղտքին դե լարոննե րր. որոնք անցեք 
են վերեի կամերա քի միջից (.1 UlT կապար 2,4 Ulf արույրի ե կանդ առեք 
ներքևի կամերաքի միջից 1,2—՛•>, / mf Pi} վաղրի ինտերվալում, կադմա մ են 
նաքնպիսի օդային պրոտոնների 0,063 0,0072 մ ասր։ Ս.քնա հեւոև, գրանցված
՛պալին դե րո րոննե ր ի fJfttfp համեմատված Լ միենա իև իմպուլսի ինէոերվա/ին 

। 12-13.9 մինչև վերեի կամերա մսւնելր | պատկանող պրոտոնների

(•1վի հետ: !Լրդրււնքամ սսսոցվել են 0,036 ■ 0,010։ 'Լերջում, ստացված 
տրդրււնքնևրր համեմատվեք են դրականութ քան մե ջ եգած տվքալների հետ
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ФИЗИКА

Р. С. Оганесян

О гравитационной неустойчивости плоскопараллельного 
слоя проводящей жидкости при наличии 

магнитного поля

В настоящий работе рассмотрен вопрос о гравитационной не­
устойчивости плоскопараллельного проводящего жидкого слоя беско­
нечной длины по отношению к поперечным колебаниям в собственном 
поле гравитационных сил при наличии магнитного ноля, перпенди­
кулярного к его плоскости. Исследование проводилось при помощи 
математического аппарата магнитной гидродинамики в рамках линей­
ного приближения, предполагая бесконечную электропроводность гра- 
иитирующей среды.

Метод исследования в основном близок к методу Чандрасекара и 
Ферми |1| Установлено, чго рассматриваемый слой устойчив по от­
ношению к поперечным колебаниям любой длины, если напряженность 
магнитного поля превышао! некоторое критическое значение. В про­
инном случае, начиная с некоторого определенного значения длины 

возмущения слой становится неустойчивым и распадается.
I. Как известно, в астрофизике неоднократно рассмотривались 

устойчивость систем, состоящих из сжимаемой гравитиру вицей массы 
н виде плоскопараллельного слоя. Необходимость такого рассмотрения 
вытекает из гого факта, что многие космические системы можно пред­
ставить приблизительно в-виде плоского слоя. 11а основе исследования 
неустойчивости слоя в астрофизике делаются космогонические выводы 
пНосительно происхождения нашей солнечной системы, Галактики 

и т. д.
Вообще говоря, исследование устойчивости проводится не только 

::о отношению систем, состоящих из сжимаемой гравитирующей мае 
и. но и по отношению систем, состоящих из несжимаемой (жидкой) 
массы. Поэтому исследование гравитационной устойчивости (соответ­
ственно и неустойчивости) конфигурации в виде жидкого плоскопа­
раллельного слоя в известной мере может оказаться необходимым, по 
том\ чго найдет возможное применение •՛ астрофизике и. вообще, 
представляет определенный интерес.

Факт существования магнитных полей в космическом г/осетра н 
две приводи! к необходимости учета электромагнитных си,՛. наряду с
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гравитационными. Учет электромагнитных сил в космических условиях 
может резко изменить картину движения и гравитационной неустой 
чивости, поскольку в космическом пространстве материя представляв՛ 
собой высокоионизированную плазму и обладает малой плотностью

В последнее время появился ряд работ о равновесии н устойчи­
вости космических невращающихся жидких систем (шар. элнпсоид. 
цилиндр и т. д.) при наличии магнитного поля [2. 3. 4| Как мы уви­
дим далее, учет магнитного ноля резко изменит картину гранитациои 
ной неустойчивости проводящего жидкого слоя. Нами будет рассмо­
трен тот случаи, когда магнитное поле перпендикулярно плоскости слоя

Представим себе жидкий плоскопараллельный слой бесконечной 
длины с толщиной 2А. перпендикулярно к плоскости которого дей­
ствует однородное магнитное поле напряженности /70. Выбираем си 
стему прямоугольных координат так, чтобы горизонтальная ось v со։ 
пала е фневозмущенным верхним уровнем слоя, и ось у была напра։ - 
лена вертикально вверх.

Предположим, что жидкий слой подвергается некоторому малом. 
возмущению симметрично относительно центральной плоскости у А՛ 
Уравнение возмущенной поверхности слоя в выбранной системе коор­
динат напишем в виде:

№/(*) 1

/(.<) малое (1/(л) IAl, но произвольное возмущение.
По теореме Фурье функция f(x) может быть разложена в ряд. 

состоящий из членов видя acosAx. где а—амплитуда, А волновое 
число, принимающее любое значение в интервале (0, с»)

Таким образом, каждый определенный член этого ряда типа 
асояАх представляет отдельную гармонику, так что исследование ус­
тойчивости или неустойчивости слоя можно пронести путем рассмо­
трения отдельных гармоник.

Итак, предположим, что уравнение возмущенной поверхности 
имеет вид:

у -■ acoskx. {2}
Ввиду симметричности задачи относительно центральной плоско­

сти у — —А можно ограничиться рассмотрением только верхнего по 
։услоя. Чтобы судить о гравитационной устойчивости слоя но отно­
шению к возмущениям типа |2). необходимо подсчитать изменена 
суммарной потенциальной и магнитной) энергии, обусловленное пе­
рераспределением жидкой массы вследствие возмущения. Если изме­
нение суммарной энергии окажется положительным, тогда слой бу де: 
устойчивым. В противном случае, слой становится неустойчивым и 
распадается на отдельные образования. Другими словами, система грь 
лидирующей массы может распадаться на отдельные, образования п том 
случае, если этот распад приводит систему к энергетически более вы­
годному состоянию.

2. г1ля подсчета изменения потенциальной энергии следуе։ уста
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ловить гравитационный потенциал возмущенного слоя, свободная по­
верхность которого определяется уравнением (2). Гравитационный 
потенциал внутри (р ¥-՝ 0) и вне (р = 0) возмущенного слоя можно 
найти путем решения следующих дифференциальных уравнений:

д-У ԺԴ' 
дх* ՜ ժ\“

— \րՀհ

<PU &Ն 
дх- + а/ (3)

при определенных граничных условиях, о которых будем говорить 
ниже. Здесь в—гравитационная постоянная, р—макроскопическая плот 
иость жидкой массы, которая считается величиной постоянной.

Решения уравнений (3) соответственно будем искать в виде:
Г = 1/0֊Ար: = (4)

I ле Иои Ц, являются решениями уравнений (3) в равновесном состо­
янии. которые в выбранной системе координат будут:

1Հ 2“Ср (А 4-у
(о 

/Հ = 4~6’ру 4- 2л(7рА2.

a oV’ и Ы.' являются некоторыми добавками к V'o и 6'0. Можно пред­
ставить, то эти добавочные потенциалы появляются вследствие нали­
чия некоторой „возмущенной массы", располагающейся па поверх­
ности недеформнрованного слоя с поверхностной плоскостью |5, 6|:

д=гру(л') - pacosAx. i6j
В подобном представлении законно требовать. чтИхЫ добавочные ПО- 

ГС нципл и. удовлетворяли уравнениям Лапласа:
дЧ'У 0

<)х" ժրտ[ ' 17)

<юи <ни _.)
дхп‘ ժ\2

и граничным условиям вида:
15 V v. о — (2Z7)»-o

\ = —Атгй’ог. (81
()у /у—О t

Решения /VIя о Г к Ш можно представить в виде:

о V' — aAchk (h - v) cos Ах:
(9) 

րյՍ = аВе avcosAa՜.
где .4 и Н неизвестные константы, подлежащие определению).51 дол-
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жен удовлетворять гакж- условию)—I - 0). Граничные условия 
\ ду Jy^

8» с точностью до нервен степени амплитуды приводят к следующег 
исгеме уравнений относительно неизвестных констант .4 и В:

откуда

Achkh - В-.
JOI

ActM + в - — р.
k

.4 " ; д = _42ф ------- (П)
chk/i к 1 4-th£/z

Таким образом, потенциал возмущенного слоя в.рассматриваемом 
приближении будет: .»,

I ’ re. v । 2“Gp(A v)‘- 4- <МсйЛ (h 4՜ v I cosXfx;
(12)

Г(х. у '2~(jyh- 4лО*?йу n Be Avcos^.v.

где 4 и В определяются через (И).
Изменение потенциальной энергии можно подсчитать несколькими 

способами. Однако, более целесообразно (как это было показано в 
рабоче |7|). изменение потенциальной энергии, приходящееся на еди­
ницу мины слоя, подсчитать по формуле |6|:

13)

где 1И.՝(О—выражение потенциала на профиле свободной поверх* 
но<- или порерчнбел нал плотность так называемой возмущенной массы. 

! 1одстявляя соответствующие значения из(12 , 11). (6), (2) в (13 .
получим:

Հև! ‘ Л - acMx)z'>ac<)skx

о

— . 1 I chA« (Л (U'oskx I p(/Cf)SA’.V^A՜
Лсййй 1 ֊ /АЛЛ J J

0

С точностью до второго порядка относительно амплитуды, найдем: 

Հ12 r.(iyha: ___ 1_
zfl fhz\

(14)

г те нве те I io обозначена՛- 

kh
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3. Теперь переходим к подсчету изменения магнитной энергии. 
В магнитной гидродинамике установлено, что, если в среде с беско­
нечной электропроводностью существует магнитное ноле, то переме­
щение магнитных силовых линий относительно среды невозможно 
Следова:<՝льно. магнитные силовые линии деформируются, оставаясь 
как бы .приклеенными" к среде |8|. Колебания магнитных силовых 
։ииии приводят к изменению напряженности магнитного поля, сле- 
товательно. н к изменению магнитной энергии.

Предположим, чго магнитное ноле направлено вертикально вверх 
։ю осн у. Изменение напряженности магнитного поля происходит как 
внутри, гак и вне рассматриваемой среды. Существует определенная 
связь межд\ изменением напряженности магнитного поля и вектором 

смещения (:). характеризующим перераспределение жидкой массы. В 

несжимаемой среч< вектор ; удовлетворяет уравнению div; 0 | 1 |

Следовательно, вектор •֊ можно представить в виде:

: « —цгайФ. (15>

Где Ф является решением уравнения .'1анласа:

—= 0.
дх՝ Հր2 V

Установив поле вектора смещения можно найти изменение 

чскторя напряженности .магнитного поля внутри с юя Л.по формуле:

/it ; (17)
установленной в магнитной гидродинамике |6|. Напряженность маг­
нитного поля внутри возмущенного слоя будет:

/Հ = {Լ 4֊ (Й^гай) (13)

Изменение нектора напряженности магнитного поля (//,.и$не рас­
сматриваемой среды можно представить н виде:

Հ= grad'i', (19)

где ’Г = »Г (д’, у есть магнитостатический потенциал, являющийся 
решением уравнения Лапласа:

НИ| ֊ ֊—о.
дх- оу֊

Вне возмущенного слоя напряженность буден
Հ 7Հ,-gradM’. (21)

Представим решение (16) в виде:

Ф(х. у) Дс11Л(// յ у cos^a՜. (22)

i.U 1 некоторая констан!а, подлежащая определению.
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Соответствующие компоненты по осям координат вектора сме- 
—♦

тения Լ согласно (15) будут:
ЛАс11А (А • vislnAx;

(23)

; v — Д Ash А (А -+֊ у) cosAx.

На уровне у = 0, компонента должна совпадать с acosAx, г с
{- A Ash А (h ~ у) cos Ах• v_(> с/cosAx.

Отсюда найдем неизвестную константу'!

A -
AshAA

*24

С помощью (17), (23) и (24) найдем:

,. д\л .,. shA(A ч- у) , , ./hr Н(,у — = акН0 — ֊ - slnAx: 
dy shkn

I L> (,՝v t..chA(A-֊v) .A/y - /Հր-2 чкH(, ■ cosAx.
dy sbkh

Изменение магнитной энергии внутри возмущенного 
холящееся на единицу длины, подсчитывается по формуле:

слоя,, прн-

,֊И; — -
A MCV>X֊A՛ H

(՜[Իպ+Հ.՝4" \H'֊dy
<V -Ji ~ti

Подсгавляя в последнюю формулу соответствующие значения 
из (25). получим:

И.-- 1
8r

(iCQSkX V . , , Ui-WSfcj
1 p I* 2(1 кН֊, ր

— yHldy ^chA(A y)cosAxrfy4-

-Л —Л v -ft

а-ՒևՒ {* .
| sh*A (Zf v) sin2Ax 4- ch2A < A v) cos-Ax) dv Jx 

տհ-АЛ J ' I
-ft

Выполняй интегрирование с точностью до а" включительно, найдем

«2zchz/7r’ n’^chz//-' У I II
8ttAs1u 1 16-Ashz (26

где z kh.
Представим решение уравнения (21) для магнитостатического пр- 

1енциала вне возмущённого слоя в виде

՝Г । х. v ՝ Вне цу cos Ал- '27)

Константу h найдем из условия непрерывности нормальной ком­
поненты:
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(лу) = и: (/ձ) = ֊ ft.

где ft есть угол, образованны։։ касательной с осью х.
При малых амплитудах:

—tgft = ft — = —a£sin£x.
ах

Следовательно,

cos(zix) sin (<z£sinxx) aftsJnZfx 4-----
129)

. ‘ . , .. , . . . as£*sln*-fcxcos (zzy) = cos (ak slnfcx) — 1 ----- ---------- 1- • •

Из (28) ։i (29) с точностью до а, найдем:

В = -H^Ahkh. (30)

Компоненты вектора hf примут вид:
hfy = akHoc\hze cos^x;

(31) 
/1ел akHQcl\}ze-lt'e sin^x.

Изменение магнитной энергии вне гравитирующей среды можно 
юдсчитать по формуле:
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г-и-֊ '1՜ (I i '«»+wv•5” I л ։1| J
<> /a'iisi-։

\H;,dy (32)

Из (31! и (32) найдем:

rtV/Jzchz a2H-zc!h*z
хттЛ-տհ^ I6^h

(33՝

Складывая 126) и (33). получим изменение магнитной энергии:

iFH'i о..
2/И- о.И, х оА՛/,. — zcthz (1 4- cthz}. lu‘O

1 on//
4. Объединяя результаты 14) и (34 , получим общее изменение 

Гравитационной и магнитной энергии:

&Ճ = 8Զ х д,И = *G?ha4\ • z., 135)
где введено обозначение

Л,(? =1 - -г | — Vzrthz(l ; clhz); (36)
z 11 4- Шг) \ /7, ՚

в дальнейшем индекс ,нуль" при /7 не пишется՛.

/7т«4~рЛ р С . (37)
//.-֊характеристическая константа, имеющая размерность напря­

женности магнитного поля.
Об устойчивости или неустойчивости слоя можно судить ио знаку 

функции Fs(z). При некоторых конкретных значениях параметра /777. 
вид кривых Fs (z) представлен на фиг. 2. Асимптотические значения 
функции f,(z) имеют следующий вид:

1. при z -* ос Ւ\ (zi — coz (38)
2. при z -* О

Л1г=| /Аг /АА. (£)-' 09)

\hJ Ահ/14-? 3(1+z)
Пз последнего выражения видно, что при малых г знак функции 

зависит от отношения H!lls.
Действительно, из (38) и (39) видно, что

при /7//7։ > I F4(z)>0. для любых z\
при HlHt< 1 Лт(г)>0. если z> z,:

/Լ (z) < 0, если z < zf,
i де Հ, является единственным положительным корнем уравнения:

Л։(г) = 1 г» *, ն Հ4՜ ( и ) -Ь с1М = °- <4°)
z(l-Mhz) \HJ

Решение этого уравнения можно провести графическим путем. Од­
нако. имея в виду, что при /70 ֊ 0. zs — 0,64 и при стремлении Hft к /Հ 
численное значение корня zs уменьшается (см. также фиг. 2), можно 
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приблизительно удовлетвориться решением следующего алгебраическо­
го уравнения второй степени относительно с:

azs 3? 4 с О

которое получается путем замены гиперболических функции, встре­
чающихся в уравнении (40), их главными значениями при z • 0.

Полученные выше результаты приводят к следующим выводам:
а) При Н հ Hs (/слой устойчив по отношению к попе­

речным возмущениям любой длины, поскольку при этом деформация со-- 
провождается увеличением суммарной (гравитационной и магнитной 
энергии Иными словами, все гармоники возмущения в дан­
ном случае являются устойчивыми.

б) При /•/<//, = (] могут появляться как устойчивые,так

и неустойчивые гармоники Все гармоники для которых z<zA, явля­
ются неустойчивыми, они приводя! к уменьшению суммарной энергии. 
Гармоники, удовлетворяющие условию z>zv устойчивы. Другими 
словами, слой становится неустойчивым по отношению к поперечным 
возмущениям, если длина периодической структуры свободной по­
верхности превышает некоторое критическое значение

где а. определяется формулой: 
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г5. следовательно и лЛ. завися! от параметров it, Н։Н . и не зависят от 
плотности среды.

в) При г = гй. bF. ֊ О, следовательно, слой с вполне определен­
ной длиной (X = Х.։), периодической структуры свободной поверхности 
представляет собою конфигурацию изоэнергетическую по сравнению с 
плоским слоем.

г) При Н -•> Л/։ область неустойчивых гармоник сокращается 
(с.м. фиг. 2) и при Н = И,, появление таких гармоник исключается.

Важно отметить, что изменение магнитной энергии положительно 
ВЛ! >0) при любых X, следовательно, неустойчивость слоя обуслов­
ит։ характерной особенностью дальнего и коллективного взаимодей­

ствия гравитационных сил [9J.
Таким образом, магнитное поле оказывает стабилизирующее воз­

действие, передает жидкому проводящему слою гибкость, и деформа­
ция при Н > /Л приобретает как бы .упругий" характер.

•5. Целесообразно доказать, что все устойчивые гармоники (z>z4. 
приводят к периодическому изменению амплитуды во премени, а при 
неустойчивых гармониках амплитуда неограниченно возрастает и слой 
распадается на отдельные части.

Предполагая зависимость амплитуды от времени, найдем урав­
нение движения с помощью функции Лагранжа.

Кинетическую энергию движения жидких частиц, приходящуюся 
на единицу длины возмущенного слоя, можно вычислить по формуле:

А ЛСОЭЛ'Л

где ?(х. у) потенциал скоростей, который, ввиду предположения не­
сжимаемости я невязкостн жидкой массы, удовлетворяет уравнению 
Лапласа:

Потенциал скоростей у) должен удовлетворять условию

означающему отсутствие вертикальных скоростей жидких частиц на 
центральной плоскости у = —/.՛. Учитывая справедливость последнего 
требования, решение (42) представим в виде:

« (а-, у) — + у) COS&A-.
Постоянную Л можно определить из условия:

։ — -- = где у = acosfcx.
\ ду 'у, _Л dt

Отсюда найдем

4 ֊ _ 1 da
kshkh dt

(43)

(44)
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Следовательно, решение (43) примет вид: 
, . rfachA\A4-y) ,? (*, У) = — ֊֊• —Т7ТГ1 C03kx <451

dt kshk/i 

иНаходя отсюда ֊ . и подставляя в выражение кинетине 
dx Оу

«ской энергии (41), получим:
X асозЬг

(da* 1 1 Ր (*•— — п— • - II |sh2A(A v)cos2AA'4-ch։A(A-ry)sin2A.v] dxdy. 
dt) 2shw X J J 

о л
Проводя вычисления в рассматриваемом приближении, найдем:

։7.= Apch57day (46)
4zshz \ dt /

С помощью (46) и (36) составим функцию Лагранжа:
ւ = ։у ֊ cthz f «Gp’ftF,(z) a’. 

4г \ dtI
Имея в виду уравнения движения в обобщенных координатах в 

форме Лагранжа, получим:

а 4- 4«<7р р (zj а _ о. (47)
chz

Решение, этого уравнения будет:

а — const• exp {± pt}, (48)
где

р=(2)=(«) 
chz

Па фиг. 3 представлен вид кривых функции (4п6՝р) 1 р2 (г) при 
некоторых конкретных значениях параметра H)HS.

Для устойчивых гармоник (г>гл), p(z) будет чисто мнимой ве­
личиной. Эго приводит к периодическому изменению амплитуды во 
времени. Апериодичность наступает при z<z,, так как p(z) стано­
вится действительной величиной.

Очень существенно отметить тог факт, что среди неустойчивых 
гармоник (z<z՝ имеется гармоника, обладающая максимальной не­
устойчивостью.

Действительно, из (49) видно, что p2(z) = 0 при z = 0 и z => z, 
следовательно, существует такое значение zm, при котором функция 
p(z) максимальна (см. также фиг. 3), a zm является единственным по­
ложительным корнем уравнения:

£{zthzf,(z))-0. (50)
az

Выполняя дифференцирование, заменяя гиперболические функции 
первыми членами разложения при малых z и отбрасывая члены содер­
жащие z выше второй степени, получим:
* Известия АН, серия фнч.-м«т. наук. № I
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где

2 + 3

з*2а -т- P'z -f- С ՜ 0

Искомое значение zm приблизительно будет положительным 
корнем этого уравнения. Для нахождения более точного значения zm 
придется уравнение (50) решать графическим метолом.

Эта гармоника называется максимально неустойчивым, так как 
она проявляется прежде всего среди неустойчивых гармоник и ее ам­
плитуда взрастает наиболее быстро.

2.тЛМожно утверждать, что - приблизительно выражает гори- 

зонтальпую длину тех „частей-, на которые распадается слой. Мак­
симальное значение функции p[z} (обозначим его ч^резрм) представ­
ляет время релаксации, необходимое для проявления неустойчивости.

6. Рассмотрим конкретный пример для иллюстрации полученных 
результатов. Возьмем Галактический слой, принимая //=100 пс\ 
Р=2- К)'-4 г/с.«3.

При этом найдем:
/7* = 4~рЛ | ձ’ = 2- ։о՜5 гаусс.

Следовательно, Галактический слой будет устойчивым по отно­
шению к поперечным возмущениям любой длины, если /У>2-10՜® гаусс.

Когда Н< 2-10՜® гаусс и л>л£, наступает неустойчивость.
Для некоторых конкретных значенний отношения /Հ/Л, найдены 
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безразмерные величины zx; zm\ pm\ArXifi~'■ и соответствующие им 
значения )*; р~ (см. таблицы 1 и 2).

Анализ численных данных, приведенных в таблице 2, действи­
тельно показывает, что с ростом напряженности магнитного поля от

Таблица I Таблица 2
Зависимость безразмерных величин _.

ՀՀ */•։' рп (4ՀՕ, » Зависимость X/. рт от напряженности
от отношения И/Нх магнитного поля

н/н, 'т Гт (•’«Գ)՜' •
Н 

(гаусс)
X, 

(парсек) (парсек)
Л.1 

1гобы)

0 0.64 0.3 0.371 0 0,981-10* 2,093-10’ 2,085-10»
0.1 0.62 0.276 0.366 0.2-10-5 1,013-10’ 2.275-10’ 2.114-10’
0.2 0,58 0.261 0.351 0,4-10-5 1,083-10’ 2.406-10’, 2,205-10’
0.5 0.37 0.175 0.256 10-5 1,637-10’ 3.588-10’ 3,017-10»
0.6 0.29 0,141 0.212 1,2-10 5 2,165-10’ 4.454-10’ 1,650-10»
0.9 0.07 0,037 0,0648 1,8-10 5 8,971-10’ 1,697-10» 1,150-10*

нуля до критического значения Нх возрастают длины неустойчивых 
волн, максимально неустойчивых гармоник и время релаксаций, не­
обходимых для проявления неустойчивости.

Если во всех предыдущих результатах приравнять // — О, полу­
чим решение задачи о гравитационной устойчивости (соответственно 
и неустойчивости) слоя в собственном поле гравитационных сил. При 
этом обычная неустойчивость наступает тогда, когда длина возмуще­
ния почти в пять раз превышает толщину слоя (Հ֊ 4.9Ժ: d— толщи­
на слоя). Длина волны максимально устойчивой гармоники—порядка 
>.в=|0,9й. а время релаксации порядка 2,085-107՛ лет.

Отношение ХЛ։|с/ — 10,9 показывает, что образования, возникающие 
в результате гравитационной неустойчивости слоя, далеко не имеют 
круговых сечений. Они вытянуты вдоль слоя |Н|.

Постепенное увеличение плотности Галактического слоя может 
ускорить время, необходимое для развития неустойчивости. Если 
возраст рассматриваемого слоя превышав; вычисленное время раз­
вития неустойчивости, необходимо предположить о существовании 
сильных магнитных полей.

В заключение выражаю глубокую благодарность проф. А. Л. Вла­
сову за ценные указания.

Московский Государственный университет 
нм. М. В. Ломоносова 

Лешшзканскяй педагогический институт 
нм. М. М. Налбандяна.
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П». Ս. 2,ւ>ւ|Խահն|>ւււսւՐւ

ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ՆԵՐԿԱՅՈՒԹՅԱՄԲ ձեՂՈԻԿ ւԱԴՈՐԴԻՋ 
ՇԱՐԹ 2ՈԻԳԱ1եՌ ՇԵՐՏԻ ԳՐԱ4-ԻՏԱՑԻՈՆ ԱՆԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ Փ И Փ П |> 1Г

Լոէ/վածտ մ րենարկված է անսահման երկռւրաթյան ունեցող հեղակ հա­
ղորդիչ շերտի ղրավիտացիււն անկայունս, թլսւն հտրցր լայնական տատանում­
ների նկատմամր իր սեփական գրավիս։ էսցի՚ոն ե շերտին ա ղղահալաց մագ­
նիսական գաշւոերամւ П гпш.Шпии ի րութ քուն ft կատարված է մագնիսական հիդ՞ 
րոգ ինամիկալի մաթեմատիկական ապարատի սղնա թ րս մ ր , գծ ա լին մոտա­
վոր աթլան շ՛րջանակներում, հեղուկ գրավիէոսւցիոն մասսային վերաղրելով 
անսահման մեծ կլեկտրահաղո րդտ նակտ թյա ն։

Ուսա մևասիրոէ թլանր կատարված. Լ հիէքետկանում 2անդրաոեկարի ե 
Ֆերմիի մեթոդով |/|» Հողվածոէմ ա սլա զուգված է, որ и է ч ա Տ1ե աս ի ր վո ղ շերԱէր 
կալան / ցանկացած աքիրի երկարություն ւււնեցոգ լայնական տատտնամեերի 
նկատմամքէ, եթե միայն մագնիսական դաշտի /արված ու թյունր գհրաղանցում 
ե մի որոշակի կրիտիկական մեծությունից! Հակտոակ դեպրում, սկսած աքիրի 
երկարության մի որոշակի արմ երից, շերտր դաոնում է գրավիտւսցիոհ 
անկայուն ե տրոհվում Լ աոան՛ձին մասերի/
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МАТЕМАТИКА

Г. С. Кочарян

О приближении рациональными функциями 
в комплексной области

Введение

Настоящая работа посвящена вопросам ваилучшей аппроксима­
ций функций комплексного переменного рациональными дробями и 
разложению функций в ряд по рациональным дробям, имеющим по­
люсы в наперед заданном множестве точек, лежащих вне тех обла­
стей или линий, па которых происходит аппроксимация или разложе­
ние.

Известные в теории приближения полиномы «Рабера дают воз- 
можносп. разложить аналшические водносвязных областях функции, 
при определенных ограничениях, к ряд полиномов. Задача построения 
базиса рациональных функций с заданным множеством полюсов, ле­
жащих вне односвязной области, была решена М. М Джрбашяном 
|1| Им же |2| ранее был исследовав вопрос разложения функций, 
заданных па единичной окружности, в ряд по ортонормальной систе­
ме рациональных функций Уолша [3] |Ф.7(г)}(// ֊ 0. ±1, ±2.---).

В работе М. М. Джрбашяна и С. Н. Мергеля на |4] даются опенки 
нанлучших приближений для функций, заданных на единичной ок­
ружности рациональными дробями с наперед заданными полюсами, 
лежащими внутри и вне единичной окружности, а также даются об­
ратные теоремы нанлучшего приближения.

В работах Сэуэла |5|, Эллиота |6| и Уолша |7| приводятся 
оценки нанлучших приближений для функций, аналитических на мно­
жестве с аналитической жордановой границей, рациональными функ­
циями, имеющими полюсы в заданных точках, не имеющих предель­
ных точек на границе множества.

Дакннн работа состоит из четырех параграфов. В первом пара­
графе приводится оценка отклонения частных сумм ряда Фурье по 
рациональным функциям |Фя(г)| и, в отличие от работы [2|, рассма­
триваются случаи сходимости ряда Фурье, когда полюсы имеют пре­
дельные точки на единичной окружности.

Во втором параграфе, при помощи результатов работы |4|. уста­
навливаются оценки нанлучших приближений рациональными дробями
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для функций, аналитических внутри и непрерывных в замкнутой жор­
дановой области, на границу которой наложены определенные огра­
ничения. Аналогичный вопрос, при тех же ограничениях, рассматри­
вается и для непрерывных функций, заданных только на замкнутой 
жордановой кривой.

В третьем параграфе, при некоторых ограничениях, даются 
оценки отклонения частных сумм рядов по базисным системам рацио­
нальных функций, введенных М. М. Джрбашянрм |1|, в случае, когда 
аппроксимация происходи! в замкнутой области иля на замкнутой 
жордановой кривой.

Отметим, что ио втором и третьем параграфах применяется 
способ перехода от круга к области, предложенный С. Я. Альпером 
|8|, и что нее полученные нами результаты можно распространить 
н на многосвязные области, но. только ради простоты изложения, 
нами приводится случай односвязной или двухсвязной области.

В четвергом параграфе приводятся обратные теоремы о приблв 
женин функций посредством рациональных дробей.

Рабо՛։а выполнена под руководством академика АН Армянской 
ССР. профессора М М. Джрбвшяна. кому автор и приносит искрен­
нюю благодарность.

§ I. Оценка отклонения частных сумм ряда Фурье 
по рациональным функциям

Пусть 1. * - 0. 1.2. ••)« U-)՜
произвольные последовательности комплексных чисел, средн которых 
могут быть и числа конечной и даже бесконечной кратности, причем 
они. вообще, могут иметь предельные точки и на единичной окруж­
ности. Составим системы рациональных функций

I—1«оР 1 ,
2т. 1-аог '

?л (2)

?o(z! =[

Ло ։ (п 1.2. • • I;

I
1 — 8,2 ‘

^լ(2)

֊Ա-П^Д 1/4=2, 3, - 1՛

II положим
(zj при 

при

п 0:

// < — I.
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Система функций [Ф„ (г)} (/г = 0, ±1, ±2,•••) ортонормальна на еди­
ничной окружности (см. |2|). Для непрерывной на единичной окруж­
ности функции /(г) образуем коэффициенты Фурье

С>= [/(е")<ы7')Л (* = 0. ±1. +2,- )

п составим частную сумму

Տ„.„ («"./) = V С»Ф,(е“). (1.1)

fc—— m

М. М. Джрбашяном |2| исследован вопрос об обычной сходимости 
ряда Фурье, когда последовательности {а*} и {$*} не имеют предель­
ных точек на окружности !z| = I.

Для оценки отклонения частных сумм 11.1) нам понадобится 
следующая лемма:

Лемма. Пусть на окружности | z | = 1 дана непрерывная 
функция f(z). Если /wax’/(z)| </И, то для частных сумм (1.1) 

|г|-1 
справедлива оценка:

тих 15Л. т (z, /) | .-И (- 4- 1g m),
I Л-1 

где

Ь. m = (1.2)
է-о *-յ 1Рл1

Доказательство. R работе [2| для частных сумм (1.1) 
имеется выражение

5Я. „ (еи. ք) - Г/ Кп, т (х 4֊ У. х) dy. (1.3)

где

х) — ухл (у. х| + у1 Տ|Ո Й* (У, х) 1-ур/п (У, х) 
Հ 2

Кп, X) = е---------------------------------------.

2я sin —
2

(1-4)

(у. X)

Г+У п
ք У du.
J 1 — 21 a> I cos (u — 0») 4-1 a* P

0» = argaft, (1.5)

У Г'
Упт(>'Л) i —2|pfe|cos (и — u>ft) 4-|МШЛ argp*. (l.G)
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2
Из (1.3). (1.4) и из неравенств max \f(z) | =ջ /И. |slnZ|> —;/ при

•2|“l к

приходим к оценке:

и

|Տ.„|г“. /)1«4 (
sin У*”<У՝ х> + УИ” <У> х> 

2

У
dy —

} УМУ-*)֊! У^'У. x)l 
2

Հ1Ո ֊ Уք ո {-у, х}—у?„ (— у, X) 

2

Из (1.5) и (1.6) имеем оценки:
л

!УМУ« *)<^2|у|£ О

Հ--1)

(Жи1у. Х)|<2|у| Ум

И- I 1

(1.7

откуда ухя (у. х) Ч-у^п (у, х)
9

(1-8)

Разобьем в (1.71 отрезок интегрирования |0, -| на две части

0. —
"(«. гл 7л. гл

. для первой части применим оценки |slnx|<

<,Х| и (1.8). а для второй части неравенство |slnx|<l, тогда по­
лучим:

: *^л. т (в11. f ) | ՝ձ- М ( Т«. т ' ' Ijf 7«. >’>
\ Ա т

Лемма доказана.
Ге о р в .и а 1 Пусть %- 0. Если функция f (z) дана и непрерывна 

на окружности | z | — 1 вместе со своими производными дор-го порядка 
включительно [р > 0). причем քր'(г) удовлетворяет условию Лип­
шица с показателем а>0, то

max\f{z} ~Sn. «=0|lg7,։. m |ел. z„|lg6։r ,„|pta !. (1.91
lx I —1

где

(I 10)

граньД о к а з а т с л ь с т в о. Обозначим через Е„. ,п (/) нижнюю 
чисел max\f{z\ Rri. т (z) | и классе всевозможных рациональных 

I-J -> 
функций вида



О приближении раниональн функциями ь комил, области 57

R. „ (z) = ^±»֊Й.

“>л. гл (г)
♦

где Рп. т (г) произвольный полином степени а шл, т (z)

— (շ֊ а։)-• -(z — ал)(z (г—^ад). Если Rn,т (г) есть рациональ­
ная функция наилучшего приближения, го

тих |/|z) — R„ m{z} = Еп т{/\. (1.11)

Применяя доказанную лемму к функции /(г) т (շ) и принимая 

оо внимание, что ряд Фурье рациональной функции Rn. m{z} совпа­

дает с R.l։ m(z) (см. |2|). получаем:

max | S„, „ (z, /i — R., т (г) |Е„, т (Հ) (д -+• 1ц*h. mJ- (112 Ա I֊ 1

Из (1.11) и (1.12) следует оценка:

max\f(z) — Sn, т (г. /)|^(1 4֊ ’ ф- 1g-,,. „ Еп> „ (/). (1 13)
■ г 1 — I

В работе М. М. Джрбашяиа я С. II. Мертеляна |4| для функ­
ций с непрерывной р-й производной, удовлетворяющей условию Лип­
шица порядка ?Հ>0, имеется следующая оценка наилучшего прибли­
жения.

„Ip՞, '(1.14)

где Շ --константа, зависящая только от функции /(zj и от р.
Из (1.13) и (1.14) следует (1-9).
Известно |3], что для полноты системы {Фп(*)| на единичной 

окружности необходимо и достаточно условие:

V(| »«|)= |-оо и Х՝՝ ( | —-J-] =-ф «да. (Мб)

Следствие. Если на окружности |z|=l функция f{z\ 
имеет непрерывную ր-ю процзваднукц удавлетворякицую условию 
Липитца с показателем «>0. то при условиях (1.15) и

Иш |гя. tn Jigs,,. т । Г’slgx т 0 (1.16)
tt. т - ֊՛

имеет место равномерно сходящееся на z| 1 разлолсение 6 ряд 
Фурье:

Ւ-
/(z)== V С\Ф»(2) (117)

Jt— — ш

I--». « я ■(„. .и определяются из (1.10) и 1.12) соответственно՜



58 Г. С. Кочарян

Примеры.
1) Пусть при некотором целом Л' > I имеется:

>֊I«.1>֊J.' I (*>*. 0<տ<11
Л | խ-1 к

Тогда пз (1.2), и (1.10) следует:
=0(л-’’1+ т .•*«).

Значит и этом случае I 16), в следовательно и (I 17) имеют место 
при любых р > О И а >0.

2) Пусть

0<Са^НтЛ (1 — «>| |<11птЛ(1 —|«>|) < Gt < 4- оо 

и
0<С3 <lim k (I — -Ц 1 -Ц1 - ; С<< -f •»
- 5Т= է ||>|/ \ |?>|/

Тогда

7«. т = О(л* + *»*); U. т = о( — 4- —-— )• 
\lgn igni / 

поэтому

....................................... ..• ISA-

следовательно (1.16) и (1.17ւ имеют место при р> 1 и а>0.
3) Пусть

FT. *-•

0< lim jfc(lgA)’ ( 1հոև(1?յէ)։(ւ Ms? C$<oo,
I8i л 

где 0 < о < 1, тогда
!«, . = 01/22(lgn)՝ + m։(lg/n)*J,

<«.- = o{|ig«)l-։-t-(ig/n)։-lh

|s«. я I Ig «п. я ‘ f **-lgU • = 0 j — }’

т e. (1.17) имеет место при р-4֊о>——
1 ?

Приведенные примеры показывают, что сходимость ряда (1.17) 
тля функции f(z) существенно зависит от поведения последователь­
ностей |a*i и (|և| н от дифференциальных свойств самой функция 
f{z\. В частности, пример 3 пока։ывает. что если ? достаточно близка 
к единице, то для того, чтобы получить теорему разложения, мы 
вынуждены потребовать от функции наличие произвольно большого 
числа производных
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§ 2. Наилучшие приближения рациональными 
функциями в замкнутой области

Следуя С. Я. Альперу |8|, будем говорить, что односвязная об­
ласть (Լ или ее граница Гг удовлетворяют условию /. если Г։ пред­
ставляет собой замкнутую гладкую кривую Жордана, у которой угол 
0(տ) наклона касательно։՜! к вещественной оси, как функция длины 
дуги տ на Г։. имеет модуль непрерывности /(Л), удовлетворяющий 
условию-

f^֊llgA|rf/z<oo
,) Л 
n

Обозначим через w -ՓԱ) функцию, конформно отображающую 
внешнюю часть (7։ на область |Ա’|>1 так, что Ф(со) — со, Ф'(оо)>0. 
Пусть z = Ф (а>) обратная функция. Пусть, далее, вне области G, 
имеется такая последовательное։ь точек {X*.}, что

ОО
У (1-—!-)= +ое.. где Հ Ф(м. (2.П

՝ 1**1 /Л-1

Теорема 2. Пусть f(z) аналитическая а 6'։, непрерывная 
9 функция, удовлетворяющая в Gt условию Липшица с показа­
телем а>0. Тогда, если область (7։ удовлетворяет условию J, то 
существует рациональная функция /?, Ա) ։ полюсами в точках 
Х,Дг>такая, что

|/(г)֊Я։(2)|<С,{^(>-*)П£АИИ|Г

для всех z£Gv где

(2.2)

(2.3)

Д о к а з а т е л ь с г в о. Функция /։ (?) ֊ ք [Ф (-) | будет непрерыв­
ной функцией, удовлетворяющей условию Липшица • порядка а на 
окружности |т| - 1. Интеграл типа Коши

х с жх
2«Z J -и»

|Հ-ւ

определяет две функции 0, («9 и аналитические, соответ­
ственно, в областях |-а>|< I и |w|> I. По лемме И. И. Привалова 
для разности граничных значении имеем:

0։Ա)֊ Օ2Ա)=/|Փ(Հ)| (Ա| = I). (2.4)

Введя обозначения 0։ |Փ(հ)| -Х(С) и % |Ф(С)! = ա(Ղ можно перепи­
сать (2,4 в виде:
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/(Q = a(Q֊u(Q. Cgr։. (2.43

Надо отметить, что X(z) определена только на Г,, a p(z) аналитична 
вне области (Հ.

Функция 0։ (•)» как граничное значение интеграла тина Коши oi 
функции/|у(')|. удовлетворяет условию Липшица с показателем а*>. 
следовательно (см. |4|« найдется рациональная функция с полюсами 
в точках (Х‘1 вида 

где Ру («՛) полином степени не вышел, что на |*. |- 1

I °։ Ь) - /Հ N I < Գ (Z *) | lg ея (д*) । )“. (2.5)

Обозначим через /?։ (г) главную часть функции /?’|Ф(г)|. Она 
будет рациональной функцией вида

(? _ XJ ... (\ хп) 

где /\ (z) полином степени не выше и.
Для любой точки z. находящейся вне области О, и отличной оч 

‘-i. Կ. можно провести замкнутую жорданову кривую Ln тан. 
чтобы г лежала внутри !.п, а все точки д։, Х9, д„ находились вне 

Очевидно, функция

/Հ|Փ(*)| ֊ Rx(z)

аналитична вне области 6։ и имеет в бесконечности нуль не ниже 
первого порядка, поэтому

1 р?]|Ф(/ч ֊*։(/)ժ/,_(յ
2-Z.I t z 

և

для любой точки z ввутри 1.„. Но рациональная функция /?։|zi. но 
построению кривой Лп, не имеет внутри нее полюсов, поэтому

. = d։.
2 ./) f — z 

l-n

Далее, функция /Հ [Ф«)| аналитична в двусвязной области, заключен­
ной между кривыми Г, и поэтому для точек z, находящихся 
внутри упомянугой области, будем иметь:

1 2ти J f z 2-/.1 t—z
f.n Г,

Из последних равенств для любой точки z виг области (7։, отличной 
от полюсов дР д2. следует интегральное представление:

*) При а 1 это получаете։։, например, из леммы 3 работы |8].
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/?, (z)-«;|<l>(z;|-<- ֊ (‘'У'1’17'1-dt (2.6)

2я: J է — z
। ։

Яля внутренних точек области 6Հ легко получить:
«■(?) = ;՛ . Л- (5МП

Ղ~ւ J է — z 
Կ

Iio условию fiz) аналитична внутри G։, поэтому из (2.6) согласно 
12.4') получим:

®,(г) = /?>1Ф(2)| - Hz) I֊ ՛ \— !/?ւ|Փ(Հ)| >.(С||

г.

= /?;|.1>(z)| ФЧ-) ■„ (7.
2-z J փ(-| ֊ ?(■«/)

|т!-1
Отсюда, при стремлении z извне G, к граничной точке ; ■!»(■։*»
? |-* | = О, по лемме И. И. Привалова будем иметь:

Л,(5) = я;[ФГ=)1 ֊[[ —, I».
1*1-։

или по (2.4')
R\(-. | <fc,

/(с) —К, (;) = >.(£) /?>(:)! +

1_

2ш
' ф(т)֊ф(-*) /??(-)] ^ (2.7)

В работе С. Я. Альпера |8| для областей, удовлетворяющих 
условию /. имеется оценка:

•и» (2.8)

где С, не зависит от '*
Из (2.7). (2.8) и (2.5) следует:

- /?։(i)|<C։0(eflp)l1g€H^)l)e

Эта оценка, полученная только на границе области (7V но принципу 
максимума остается справедливой и внутри О’։. что и требовалось 
доказать.

Пусть теперь имеется односвязная область Ս» с границей Га и 
внешней частью (i>. Обозначим через к* F{z) функцию, конформно 
отображающую G2 на круг wj<l так, что Г(а)=0, /г'(а)^>0, где 
а£ ՕՀ произвольная точка, a z = փ(^) — обратная функция. Пусть 
внутри области (72 имеется последовагельносгь точек pt, !Ч, • от- 

Ой
личных от а. такая, что У (I — ,{Հ) I оо, где !<.= /'(ра)

Л-1
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Теорема 3. Пусть / (z)-функция, аналитическая и огра­

ниченная в области G:. удовлетворяющая на границе Г, условию 
Липшица с показателем а^>0. Тогда, если область Оэ удовлетво­
ряет условию j. то существует рациональная функция R-.(z) с 
полюсами в точках и։, • ••, такая, что

\f{z\ - 2.9)

для всех zCGz , гое
т

(2.10)
л

Д о К а з а т е л ь с г в о. Функция ------- отображает 
z а.

область

ОГ на некоторую область Q\, также удовлетворяющую условию /. 
При этом отображении образы точек {^) будут лежать вне области

G՝>, а функция а-Ь j будет 
гх /

аналитической внутри G\ и будет

удовлетворять условию Липшица с показателем а в Օշ. Далее, функ-

ция и'. отображает внешность области G* на об֊

ласть 1 и՛, 17> 1. следовательно, к в замкнутой об­

ласти G՝> применима теорема 2, что дает:

/(«+ 4 ) **(*») |<Գւ (н*) 11g(и-*) 1)‘. (2.11)

где տ։£-Օշ, a R.(zx) рациональная функция с полюсами в точках 
(н։(j»i —а)՜1,-• (|i«-а)՜1.

(2.9) получается пз (2.11) при переходе zt = —-— 
z— а

Исходя из рассуждений теорем 2 и 3, можно получить оценки 
наилучншх приближений рациональными функциями в случае много* 
связных отиаствй- Для простоты здесь рассматривается случай двух­
связной облает.

Пусть имеется двухсвязная область О, ограниченная кривыми 
Г, и Г« (Г2 находится внутри Гр. Обозначим через область, огра­
ниченную кривой Г։, а через (Н область, ограниченную кривой Г3. 
Будем говори 1Ь, что днухевч тая об. acih I) удовлетворяет условию 
у. если облает (?։ и 6'2 одновременно удовлетворяю! этому условию. 
В обозначениях теорем 2 и 3 докажем теорему:

Теорема. 4. Пусть в двухсвязной области D дана анали­
тическая функция f\z}, удовлетворяющая условию Липшица с по­

казателем aJ>0^ I). Тогда, если область D удовлетворяет уело-
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■=

вию յ. то существует рациональная функция R(z\ с полюсами в 
точках л։. • աա • • •, такая, что для всех точек

|/(z) R z)l<C։3{b(/*)|lggfli/* ir+ (2.12)

Доказательство. В теореме 2 была построена рациональная 
функция R, (г) с интегральным представлением (2.6). Интеграл типа 
Копп։

1 [ /liMrf,
2iZ ) - — -к՛

W-'
определяет две функции у.։ (то) и /2 (•«՛), аналитические, соответственно, 
в областях 1-օ/|<Հ1 и Ио теореме И. И. Привалова имеем:

х.(-)֊хз(') = /!?(")) (Ի1-Դ 
Полагая

zjmi■=>•*(/). zd/-՝<oi =гю. 

получаем:

л*(Г) -Р*(О-/(О (^Դ), (2.13)

причем л՛ (г) определена и голоморфна в области 6’2. а и* (г) опре­
делена только на границе Го. Функция удовлетворяет условию 
Липшица с показателем а на |*j 1, следовательно (см. |4]), найдется

рациональная функция R> (w) вида

R* (w) -
______ R? (w)________ 

|W-m‘)-.-(W ֊Հո)

где R2(«՛) полином степени не выше т, что на |х]=1,

Ի/.2 (’) - /&(х) | С,з (ji*) 11g гт (у*) I )‘. (2.14)

Обозначим через R..(z) главную часть функции R* [R’(z) |. Она 

будет рациональной функцией вида

________ А’3(£)_______

(г—р։) (г-թ,«)

где /<(г) - полином степени не выше т. Для точек х, лежащих вне 
области G*. имеем:

F R,(z)= - —f- (’.15)

2-Z.) t — z
г,

а для точек z, лежащих внутри G2.

Щг) = (2 15-I

Из (2.6) и (2.15> для точек г, лежащих вне области Glt получаем:
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«,(«)- R։(zi- /Հ[Փ(2|| + -Լք-Ջյ±ճ1Լ^ 
2тл ,1 է — z

ւ r/Sra2nz։J t z lit.

Отсюда, на основании (2.4') и (2.13). следует:

Л, (Z) - Ք. (z) = и\ |Ф (z) I ֊ U (z) + ֊7 I - J- |Л;|Ф (О| 

у. х

- dt х. 1 f_!_ (Z)| 1։*(0|Л.
2я/ ,u— z 

г,

Наконец, при стремлении z извне G, к граничной точке = ^\и> 
(С£Г։, |«|= I). приходим к равенству:

я՛ (С>- /?-(С։-֊«“’> -h J

Hl - I

—l|o,(o /?М*- —Mki^i' 1-1‘,(/)1^.
-֊ ֊ и\ 2гл 11 Z

Из *2.4'՛, (2.5). 2.14) и из последнего равенства получается 
оценка (2.12) на границе Г։. Если же взять интегральные представ­
ления (2.6') и (2.15') для точек z. находящихся внутри области 6՝2, 
то аналогичным путем получится оценка (2.12) на границе Га, после 
чего остается применить принцип максимума.

В частном случае, когда облает 0՝, в (7а совпадают, аналогич­
ными рассуждениями получается:

Тео пени 5. Пусть на границе Г односвязной области G 
дана непрерывная функция f(z), удавлетворяю.цая условию Лип­
шица с показателем у. 0. Тогда, если область G удовлетворяет 
условию j, то существует рациональная функция R(z) е полюсами 
в точках л։,;ւ։,•••, р..„ такая, что при z Г,

§ 3. Оценка.отклонения частных сумм ряда 
ио рациональным функциям в замкнутой области

Пусть имеется последовательность точек р.я1 (/., = х), лежащих 
вне области (iv В работе М. М. Джрбашяна |1| построена базисная 
система рациональных функций (/Ит (z)| с полюсами в точках {Х*|, где 
Л1/я(г) представляет главную часть функции Фл։[Ф(г)| ,т — 1, 2.---).
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(Յ.Ա

и установлено равномерно сходящееся внутри области б\ разложе­
ние в ряд по функциям Мп(*) для аналитических внутри области 
G։ функций (здесь приняты обозначения параграфа 2).

Теорема 6. Пусть f{z) аналитическая в области Gt функ­
ция, непрерывная в (Լ и удовлетворяющая там условию Липшица 
с показателем. а>0. Тогда, если область (Լ удовлетворяет усло­

вию J, то для всех z£0'։.

fit

A- I

Խ(>*) (И I Г- (3.2)-

ak ֊ ± փէ (t) d<= 1 I’ ճաւ ф֊(тИх.

a ։„(/.*) определяется из (2.3 .
До к а з а т e л ь с т в о. Для точек z, находящихся вне области 

О,. имеем:
I 4-Ա (21 = |Ф(2)| Ф ։Հ֊ <ճ. (3.3)

*

Из (3.3) и (2.4Ո получаем: 
т

” Д I
I VaftAf4(z) ^щФх:|Ф(г)| н(г)“ —

•- •• I »- ։ /г- I

>.(С) Ув*Ф»|ф(։։1

юда, при z —

/(;)
т и

а*АЬ(0 = м<) £ллф*|ф(՝)1 + 
it- ։ fc~ I

♦՛Ի)

■И-)—
0. (-.)֊ У]о*Ф*(-)

A- 1

(3.4)

5 Нзвестчи All, серия ւ[,։րյ.-«.ո. илук, № J
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Для доказательства георемы нам понадобится оценка для 
т

(•) — ф* (է). Повторяя преобразования работы |2|, имеем: 
fc- |

У>Ф* (է)=-Լ I ^^р-У] ФГ(С)Ф1(г)<я =

»֊’ KI-1 ' »->

1 f МУ f A ~-g* A Հ , b, 1
qi-ст) |П 1֊«4т П ։ 'р- а* х;

Но, введя обозначение

удт{у,х) = ft---------------- 1~|g*lg---------------- dll

J - l-2|OAcos(«-o4)4-jat|3

имеем:

(3.5)

(3.6)

m 1л__ m it _
FI , - J 1Ն-Й-l=exp(Z(x֊/)X„(x-i, i)|-l = 
Ai »-«*<? *J֊W

_ 9,- pvn ( f (-* 6 Л I „J (■* է-, t)

12 1 շ
Из (3.5) н (3.7) получим:

2
уа*ФИг") = ֊ Խ^*'-#խ»|'*>’’’(՜2* x>|.sin |уХ” (՜ ’̂ xHrfy 

nJ slny

i °i k*<x 2y) ] ՜^ւ.sin Ь>Аст (Яу» x)
r- J sin уo •

По условию, функция f(z) непрерывна на границе области, сле­
довательно С, (е‘х) будет ограничена, пусть , 0։ [е‘х)1 ^С15. Употребляя 

2 / ~ \
ете оценку siny> — у (Осу < ֊ > из (3.8) получим:

\^акФь(е,х}

Л-1

2
clfl I rfv4.

г1 у

2

О У
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Из (3.6) имеем:

|уХ„(2у.х)|«|у|£Ш^!<2|у| V/1- 2֊) (3.9)

*-1 ' A—J 1*1

Из (3.9) и из оценки наилучшего приближения (2.2) приходим к 
оценке:

Отсюда и из (3.4) уже нетрудно получить (3.2).
Пусть теперь функция f(z) аналитична в области Օշ По дан­

ной последовательности точек [{^), лежащих внутри области <73, по 
аналогии функций, введенных в |1|. образуем систему рациональных 
функций:

м«)= /(п = 2.3,...).

Обозначим через Nra(z։ главную часть функции ՛}»., [^(2)1 (« 1, 2,- • •).
Теорема 7. Пусть f(z) функция, аналитическая и ограни­

ченная в области G*, удовлетворяющая на. границе Г2 условию 
Липшица с показателем а. Тогда если область G2 удовлетворяет 

условию j, то для всех точек zQG^.

п 
f(z)- ^b.N^z}

h- I
ճ=յ С1в

п
1 +- + Ig V (1 -||Հ|)՜4 X 

k- I

x I Iе.
где

ь„= ' f (-)<*•=4՜ j

П1-»

а Ml»*) определяется из /2.10). 
Доказательство. Для точек z, лежащих в области G*, 

имеем интегральное представление:

■ N,. (z) = - — Л, (3.10)
2ffZ J с - Z 

г.

откуда в силу (2.13) получается:
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п
(0 -I- |Л(С)|

/(2) у btN, iz) - -L \------------И---------------- &.
2 га Լ — 2

*-1 у

Для доказательства остается совершить предельный переход при 
г • и оценить, как и в предыдущей теореме, 

н
и’(Ь + 

К- I

Теорема 8. Пусть функция f(z) аналитична в двухсвязной 
области D и удовлетворяет условию Липшица с показателем 
а>0 в D. Тогда, если область D удовлетворяет условию j, то 

для всех точек z^D,
т п

f (z) — V a k Л М -з) ֊ У lf к (z)
է - I А: I

а
>-г--неУ(| ip;i)

*- 1
’IlMi֊*) 1яМ!*‘)1Г}

(коэффициенты а* и Ьй определены в теоремах 6 и 7 соответственно).
Доказательство. Для точек г. лежащих вне области 0>։ 

из интегральных представлений (3.3) и (ЗЛО получаем:
rtt и т
\<z-4rAU ֊> 4՜ V = V |Ф (֊)| ՜ր

յէ-i j>-i I
m и

!------------------- ՕՀ.

г*
G

Отсюда на основании (2.4') и (2.J3) следует:
tn п т
V (Zft;WA.. г) | У (Z) = У ծ*փ* |Ф (z)| ֊ {* (Z)

й-1 4֊. 1 »-|

,эУ>*фл[Ф(С)| ко ,УМ*т1 4֊ ИС)
I ----------------------------- ճԸ.

С - Z
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Дальнейший ход доказательства похож на доказательство теоремы 
4 и мы его опускаем.

Из этой теоремы в частности получается:
Теорема 9. Если на границе Г односвязной области Li. 

удовлетворяющей условию], дана непрерывная функция f(z), удов­
летворяющая условию Липшица с показателем а >0. то для всех 
точек гб- Г,

т
Vakj\h(zi

* -1

ч

А— 1

IMX*) lgem(X*)l|‘

V ~ * lgV(l — ԱՀյ |՜ '1 lge„ (u’)l Iе
A- I '

Как уже было отмечено, в работе М. М. Джрбашяна |1| для 
функций, аналитических в односвязной области, установлено равно­
мерно сходящееся внутри области разложение в ряд по функциям 
Л]„. (z). Аналогичный результат можно получить и в случае много­
связных областей, в частности для двухсвязной области.

Следуя М М. Джрбашяну, будем говорить, что двухсвязная 
область I) принадлежит к классу U, если

liin sap 
f-l—О

Հ reh) I2 d՝i <Լ 4- co.lim տ՛ 
/-1-0

Теорема 10. Пусть функция f(z) аналитична в двухсвяз­

ной области D и непрерывна в D. Тогда, если область D принад­
лежит к классу Н и если 

то имеет место разложение

f\z}֊ V akM t z) 4 V bk Nk I z i, 

»-i n-,

равномерно сходящееся внутри области I).
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Доказательство. При zt- D, представляя функцию fiz) ин­
тегралом Коши, имеем:

/(г) = А.ГЖЛ_д.(>ЖЛ= 1
2^.)С —z 2~է ,և z 

r. r,

= — f I՜ (3.111
'2г.1 յ փ (т)—z 2r.t J z

I'l ~ t ’ itl — I

Из условий теоремы вытекает {см. |1|) разложение

Օծ ---------------------

•У (ъу) 2я v zk / ' \ .,
— =֊--\ФЛ AU\z}, 

4» (w) — z w \w I
(3.12)

и среднем сходящееся на окружности = I, ври этом равномерно 
относительно z£ /Հ < D. Аналогичными рассуждениями можно полу­
чить разложение

? (да) г
— V'Vhzi.
w \ w I

4—1
13.131

Из (3.11), учитывая выражения коэффициентов ah в Ь,., приходим к 
выражению:

/(г>-֊ [/|9<л)|(—֊֊֊ ֊ էփՀ-Ц /И.(г) |Л-

2~i J I ф(х) г w , ’ հ ՛

п п
-4- У ! Z I + V /ъ.Л> (z|.

4-1

Для доказательства теоремы остается применить неравенство 15уня- 
ковского, (3.12). (3.13) и совершить предельный переход при п • оо.

§ 4. Обратные теоремы о приближении 
рациональными функциями

В настоящем параграфе приводятся результаты, показывающие, 
что условия на густоту последовательности полюсов, которые накла­
дывались нами в предыдущих теоремах, необходимы. Аналогичный 
результат в случае приближения на вещественной оси был установ­
лен С. П. Бернштейном [9J.

Пусть даны последовательности точек (а*| н ,3*.յ, 
!Р4|>1.
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(4.1)

и некоторая дуга I окружности |z| = I не содержит предельных 
точек последовательности |р^}.

Если для непрерывной на |z|=l функции f{z] существует 
последовательность рациональных функций \Rn (z)} с полюсами в 
точках {^-՚ такая, что

max |/(z) &»(z)| —О, п — оо. (4.2)
I - I

то функция f{z\ будет, аналитической внутри круга ' z | <Հ 1 и 
на дуге I окружности | z | =- 1, а ви внешней части круга | z | -< 1 
она будет мероморфной с полюсами только в точках {?/■).

Доказательство. Из условий (4.2) вытекает, что для данной 
иоследователыюсти чисел

У < г со

Л-1

(4.3)

можно выбрать последовательность индексов jr/*). ոէ — такую, что 

max [f(z] - Rflb(z)\<—- Полагая
!?i-։ 2

Rn, (z) = ձ/յ (z), Rnk (z) — Rnk~i (2) = Uk(z\ (A>1) 

убеждаемся, что равномерно на |z|= I

«> 
f{z\= y.Uk\z 

k- I
причем

max |^(z)|<3A (A — 
I г|=1

(4.4i

(4.4)

Очевидно, оценка (4.4) имеет место и для всех точек круга | z| < I. 
откуда следует, что f\z\ будет аналитической внутри круга |z | ՀԼ 1.

Функция
ПЦ

<А(г)-П- 
М 1-гЗу

будет аналитической в области |?|> I, ограниченной в бесконечно­
сти и по модулю меньше 8* на |z|— 1, поэтому

flk

iy»(z)i<։*n при |z| > 1. или1-^7 
г ₽,
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' I (։-?/!•
Таким образом.

Пк
- 4.51

Из сходимости ряда (4.1) следует, что последовательность 
будет иметь предельные точки только на окружности г 1. поэтом) 
при произвольно малом &>0 и произвольно большом R>0 в об­
ласти 1 \Հ R будет только конечное число полюсов Ок­
ружив в указанном кольце полюсы Зу кружками радиуса о. получим 
некоторую связную область 1Լ где, в силу (4.51. будем иметь:

р.Л*
Л'*ехр{—£( Ifyl2 — l։j- -4.6>

Ни ряды

ճււ?/ւ։ В « Տ(> -֊-) I 

,-1'

сходятся или расходятся одновременно. поэтому из 4.1 в 4.6 • сле­
дует:

lU(z)|<C։^ - (4.7}

где CS։ не за виси г о г z и k.
Аналогичную опенку можно получить и в окрестности дуги է 

00
окружности 21» Լ откуда и из (4.3> следует, что ■՝՛ ранно-

»-։
мерно сходится в области Е в в окрестности дуги /. Так как числа 

и R произвольны, то теорема доказана.
Теорема 12. Пусть сходятся ряды

V 1 I 7.,.

к - 1
(4.8)

и некоторая дуга I окружности z|= 1 не содержит предельных 
точек последовательностей (аЛ) и |թ*}.

Если для непрерывной на |*|=1 функции f\z} существует 
последовательность рациональных функций Rti\z ' с полюсами 
в точках {«J и {3*’ такая, что

max f(z\ — R„ iz)| • - 0, n - о . 
ь-| -1 

4.9)
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то функция f{z} будет аналитической па дуге I, а б круге | z |<1 
и в области [ z j > 1 она будет мероморфной с полюсами только в 
точках (а*) и

Доказательство. Без ограничения общности можно пред­
полагать. что такая последовательность, что для взятых чи­

сел (4.3) max |/(z) - R,, izi |< Ղ'՜ • Полагая -v։(z) /?։ (г).
p.-i 2

(z) Rk (z) — ։ izi ՛k > I), будем иметь равномерно сходящееся
ня |г|=1 разложение

/fz) = У t»fc(zi. где max izi < о* iA*-= I. 2,• • • 14.10)

А-- 1

Пусть -Уд(г) имеет вид

(*) = -п------- ՜Հ՜'---------- ’«И л = Л).

Ո(^'Պ)Ո(^ W 
/-։ /-։

где Pk полином степени не выше !< 
« __ а

Функция ------ -L будет аналитической в круге z | <հ. I
/-1 1 ~ ’я;

И по модулю меньше 5* на окружности |з I, следовательно, как 
и в предыдущей теореме.

֊֊֊֊ при |Z|<I 
а/1

4.11

Аналогично получается:

V եձԻ* (z)i։ б’схр [ I i Z ՛?֊ (4.12

Из сходимости рядов |4.8} следуй i. что последовательности {аА. 
н |р*} могуть иметь предельные точки только на окружности |z =1- 
При произвольно малом окружив точки а*, находящиеся в круге 
|z|<L l—кружками радиуса 3, в полученной области, в силу '4.11Լ 
будем иметь:

max г՛,-.- : 1 4 13

где С22 не зависит от ? в k
Аналогичную оценку в силу i4.12i получим и окрестности дуги 

/ и в области, полученной из кольца 1 -J- | г | < R. если окружить
в последнем точки 8/. кружками радиуса ь. Теорема получается из 
4 10), <4 131 и 14.3).
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Аналогичные теоремы можно сформулировать и в случае жор­
дановых областей.

Пусть б— некоторая односвязная область с жордановой грани 
цен Г, a Ga ее дополнение. Пусть, далее, в области G имеется по­
следовательность точек {’*?.), а в области последовательность то­
чек (К*). В обозначениях § 2 докажем следующую теорему:

Тео р е м а 13. Пусть

и пусть некоторый. кусок / границы Г не содержит предельных 
точек последовательностей (/.;.} и (jv,.}.

Если для непрерывной на V функции, j(х} существует последо­
вательность рациональных функций с полюсами в точках 
!Ч) ц Gua) такая, что

max. f(z} RzJzji-’O при п-^са, 
•ег

то функция f{z) будет аналитической huL, а внутри областей G 
и (1Л она будет мероморфной с полюсами только в точках (ХЛ) 
ч Խ|.

До к а з а т с л ь с т в о. Из условий "теоремы вытекает существо- 
ванне такой последовательности рациональных функций что
равномерно на границе Г

Ct»
/■(շ) - У KJfrizi. max I ■։&’*(?) 1< 6* (6 1.2. • ••!. (4.151

““ гкГk —I
где {8*} взяты из (4.3).

Пусть

= 1---------- ----------------- 1Л т + п).

քԽ МП(2-ир 
/-։ /-•

где (J* (z) полином степени не выше к
Функция 

будет аналитической к области G и по модулю меньше ձ* на гра­
нице Г. поэтому

Д 1 -/'|Z)p’ 
Г — 7 ■ гё<?.

откуда

(Z) I-< *iexp | (| -1Л(Z) НV -J—֊Հ-••I- (4.16>
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Если при произвольно малом ՅՀ>0 взять линию уровня ;/-’(z:|- 
-1—5 и находящиеся внутри нее точки ՛>/ (их будет конечное число 
«силу 4.141) окружить замкнутыми линиями ՛/•'՛>)- р‘1 = 3, тон 
полученной таким образом связной области из (4 16՛ и (4.14) получим:

(4.17)

С* не завися ! о г z и Аг.
Далее, функция 

" Ф(г) Հ 
К П] _փ(շ:)-Հ

будет аналитической в области б'*' и по модулю меньше 5* на гра­
нице Г. поэтому

I(?)И<<4ехрр|Ф iz)Р I) V■ ~(՜

/-!

Теперь, если взять линии уровня |Ф(г)|- 1 3 и |ф(г)|- R, ок­
ружить находящиеся между ними точки Հ. замкнутыми кривыми 
1Փ(ջ) -Հ' 3. го в полученной связной области будем иметь оценку 
вида (4.17). Очевидно эта оценка будет иметь место и я окрестно­
сти I. Теорема доказана.

Ереванский ГбсударствеиниП vhhucochtci Поступило 18 111 1958

Լ. II. *ք>ււ%աթյսւ1>

ԿՈՄՊԼեՔՍ ՏՒՐՈհՅԹՈՏՄ ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈԻՆԿՑՒԱԼեՐՈՎ. 
ШШРОЗПМЛЬРЬ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ Փ П Փ Ո 1‘ 1Г

ււերկա աշքս աս՛՛ս թլ՚ոն մեջ nt սու՚էևաոիրվա. »/' են կոմպլեքս ւիէ՚վ՚սի՚ականի 
ֆո՚նկցիս՚ներր տրված րեեոներն ունեցող ռացիոնալ կոս՛որակներում մոտար­
կեր՛՛ և րսս՛ "՚ււցիոնւ"[ կոտորակների չ՛որքի վերս՚ծել՚՚ւ հարցերր՛

ւԼչխաաու իքլունր բաղկացած Լ 7 պարագրաֆից։ Աո աչին պարագրաֆում 
րևրվտմ 4 Ո՚ոլչի («7| (Փ7 IZ ! ոացիոնալ ֆունկցիաների պ՚իհ՚նո րմ՚սլ սիս՝ 
■ ոեմով Ֆուրլևի չարբի մասնակի գումարների շեղման գնահատականը և գի- 
տարկվում են շարքի ղո՚ղամիտութլան օրինակներ ալն գեպքում, երր բևեռ­
ները միավոր շրջանագծի վրա ունեն սահմանային կետևրէ ‘Ւիցուք { Փ,յ \ Z j ~ի 
ւ՚ևեոներբ գտնվում են յ&ծ} I ! | հ' I ե 3^| 1 I 8; I 1 կետերում՛ Ապա֊
<ր/ւցվսւմ է հետև/ալ թեորեմր,

0*bnpbd* 1. bpb |z| = 1 if[iun|np շրջանագծի վրա ւպււ|ած /(?| 
անընդճաս» ֆա lil]g|nuli ւ»էն|ւ Լ|ւււ|ջ|»ց|ւ а 0 պայմանին բավ սւ piupmj p>0 
կարգի ածանցյալ ապա
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max
I
/(*) — V С>Ф*<г) = ОПйТЯ гпкл.т! Igen.ml |Р’“1.

4- т

и т
V|| _ 1Է; ■ ՚4 V (l

4-0 4-1

Երկրորդ պա րսւ դրաֆում են ւիակ տիրուլթում կամ միալն
մորդան(Աէն փակ կ՛՛րի •[("'• արված ֆունկցիաների՝ ւովլտլ րեեոներն ունեցող 
ոացիոնալ կոinnրակնհրով լավացա լն մստավորւււթլաննհրի դնահսոոականնևրւ 
Դիցուք I) երկկապ տիրուլքմր սահմանափակված է | ։ և [\ մ որդան լան 
փակ դծերով ([ pb րնդդրկում կ | ո֊ր)։ Гр/» արտաքին մաոր միավոր շրջանի 
արտաքին մասի վրա արտապատկերող ֆունկցիան ն շան սւ կեն ք Փ | Հ ով, իսկ 
\ ո֊ի նեքռր միավոր շրջանի վրա արտապատկերող ֆունկցիան' ի\£}~ով: 
Ալս պարաղրաֆի հիԱեակոՀէւ արդրէւնքն Լ'

Թեորեմ Հ- Դիցույ» j պայմանին |8| բավարարող Լ) երկկապ տի- 
pnrjpnuf шр»|щЛ f .Z] ֆունկցիան անափւոիկ Լ /J-nnf. իսկ Г) փակ տի­
րույթում |»էա։| արարում 1. Լիպջից!' а ^>0 պայմանին: Այրյ ցհպյւու մ qnjni- 
թյուն կունենա 1'։֊ից «յուրս ցանվող Л]։ >.а, ■ • ■, Kn 1ւ |Հ-ի ներսր գտնվող 
Р-р {Ля։ կեւոերամ րեՆււներ ունեցող այնպիսի /? . Z ւ ււացիոնւպ ֆունկ­
ցիա. пр

rnaxl/izi <ՀՇրՀ\իո A*<|lg£/IIA*:||“+|ew-i||«^m|p^!p!.
.-ел

որտեղ
>Հ Փ<Հյ. !Դ= /* ({Чм

ո т

IX* I
=m ip*։ —

Երրորդ սլ ու րադ ր տ ֆ ում, որոշ 
են Մ. Մ. Ջրրաշլանի | | | կաոա ցած

иահմանափակուէքսևրի դ եսլքում, արվա մ 
ոտցիոնալ ֆանկցիաներույ շարքի մալ,՛

նակի դա մարների շեդմուն դնահատականներ ալն դեպքում, երբ մոտարկումր
կաաարվում է փակ 
վում է'

Թևորեմ 8. 
րարող D երկկարգ 
/J-ում, ապա

փրուլթում կամ մ որդան լան վոոկ կորի վրաւ Ապացուց֊

Եթե Հ|£ւ ֆունկցիան անալիտիկ I. յ պայմանին թավա֊ 
տիրույթում, բավարարում Լ 1ի”1?ի9ի у 0 պայմանին
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((Հհ, Ьк գործակիցներ/! А .1'1 հ. | Z I, ,\ է. I Z | ֆունկցիաները սահմանված են է> 
և 7 թեորեւէեերում)ւ

Չորրորդ պարագրաֆում րերվում են սացիոնա/ ֆունկցիաներով մոտա՝ 
վորութ յսւննե րի հակադարձ fjե որեւէեե /է է Գրանցիր հիքքեականն Լ՝

Թեորեմ 13. Դիցուք

և ժորդանյան Г փակ կորի մի Z. աղեղ չի պարունակում {/.* հ |;**) հ։ս> 
չորդականւսթյունհերի սահմանային կետեր: bpb I' եղրի վրա անընդհատ 
Հ(2ւ ֆունկցիայի համար դոյուրյու ն ունի Aft և pkbn libpnt] j/?i(Z)| 
ո.ացի։ւնա| ֆունկցիաների այնպիսի հ«Ոջորդականությու1ւ. որ

max |/(Հ) R., (zlj-’O, ո -ос,

ապա/՛ г) ֆունկցիան Z.-ի վրա կ|ինի անսւ|խոիկ, իսկ եդրի հերսում h 
դրսում կլինի մերոմորֆ' միայն A/.| It |խ>- յ՚եեո ներու]:
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МАТЕМАТИКА

В. А. Тпнян

О взвешенно-полиномиальном приближении 
на действительной оси

Введение

Аппроксимационная проблема Бернштейна*  заключается в оты­
скании необходимых и достаточных условий, при которых

* В этой статье мы нс будем касаться история вопроса, достаточно полно 
изложенной и обзорных статьях, вышедших в последние годы; см. например |2|, [3|,

ini sup (Л (х)|/(х) — Р(х)|) = О, 
•Р)-- ОО<Х< ОС

гдеА(х)- некоторая фиксированная функция, удовлетворяющая ус­
ловию Jim хя h (х) = 0; п = 0, !•••, функция f(x) определена и не- 

хХ->оо
прерывна на действительной оси и удовлетворяет условию

lim /(х) h (х) = 0.
±Х-» ОО

В 1954 г. С. Н. Мергеляном |1] было доказано, что для пол­
ноты системы полиномов с произвольным неотрицательным измеримым 
весом h\x) необходимо и достаточно, чтобы интеграл

4-со
[' J supln|P(x)

—со

расходился; верхняя грань берется по всевозможным полиномам удов­
летворяющим условию Л (х) | Л (х) | 1 4- | л-

Первые результаты о связи между свойствами аппроксимируе­
мой функции/(X), скоростью убывания ее наидучших приближений

£«(/. Л) = ini sup I/I ix)\f(x) - Pn (x) J) 
[Pa \X)] — X'<X< O.

и свойствами весовой функции h(x} были получены в 1952 г. ЛА. М. 
Джрбашяном. Им установлены прямые и обратные теоремы о наи­
лучших приближениях дифференцируемых’ функций. Примером его 
прямых теорем может служить следующая |5|:
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А) Если, ք (х) — функция непрерывная и ограниченная на всей 
оси оо<х<со вместе со своими производными до порядка k > I 
включительно, то при к > 1

где С некоторая постоянная не зависящая от п.
Впоследствии [2] ему удалось получить более общий результат, 

чем сформулированный выше, а именно:
В) Если f{x} непрерывна и ограничена на оси оо<х<оо 

вместе со своими производными до порядка k > 1 включительно, 
причем

Vral шах |/Հ) (x 11 mk,
— oc<X<-ec

то при весе it (х) = е~РМ t удовлетворяющем условиям

хрЧх) է оо; Х- - > <7Հ> 1; х 1

и при п 2> /V

г- Մ. t’ I =^~֊ Нл .
P*  

ո
где у.՝ ք~--; x — </ vi функция, обратная у=р(х); р>0 —

J <1 (у)

некоторая константа, не зависящая от f{x).
В то время, как обратные теоремы, полученные М. М. Джр*  

бяшяном сформулированы для произвольной весовой функции, обес­
печивающей полноту, в прямых теоремах, по замечанию самого ав­
тора, „на приближаемую функцию и ня вес приходится накладывать 
ограничения, которые отнюдь не необходимы для полноты полиномов 
на оси- |2j.

Настоящая статья посвящена взвешенно-полиномиальным при­
ближениям на вещественной оси и оценке убывания иаилучших при­
ближений в зависимости от свойств аппроксимируемой функции для 
широкого класса весовых функций.

Ниже, например, приводятся теоремы об оценке наилучших 
приближении в которых:

1) в качестве веса рассматривается произвольная нормально убы­
вающая функция (теоремы III, IV);

2) допускается рост как аппроксимируемой функции, так и ее про­
изводной (теоремы I, И).

Изложению основных результатов предпошлем некоторые вспо- 
магательные предложения.
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§ 1. Вспомогательные предложении

« /./. Лемма. Если X > 1 и С —с 1т\\ 1 > т(^>0, то

1

С-х

л- ։
1 — ст л * — е
Պ՜

где С — абсолютная константа (>0,04).
Доказательство.
Составим целую функцию

Gm.z{z) = •и

Как легко убедиться при заданном 5>0 и надлежаще выбран­
ном целом /п>0 эта целая функция приближает на всей оси
—оо<х<оо ядро Коши (С-л-)՜':

G«.։(x) —;------
С — х

< о, — со <Հ х <Լ оо

Г 1 - 1 т = — In —
I Պ

при

4-1. (i.i.i)

Оценим рост функции Gm,z{z). Пусть г произвольная точка с
условием | Imz, > т, 1.

Тогда
I |0„.5(г)К։ + ։е,"|я.

Оценим теперь Gm,z(z) в полосе j lmz\«տհ 1. На границе по­
лосы имеем, очевидно,

|Gn.c(z)|«U -Ue"'"1"1’.

По теореме Фрагмена-Линделсфа эта же оценка имеет место 
везде внутри полосы. Таким образом всюду выполняется

I |G„.t(z)|<l+S₽m(|,W։:+2>

и учитывая значение т, выбранное в (1.1.1) можем написать

I |G„.t(z)|=£28e”'1|/ra‘'+2’. (1.1.2)

п
Легко проверить, что если РпЛ (z) = отрезок ряда тей-

о
лоровского разложения целой функции Gm.z(z) вокруг начала, то

6 Известим АН. серия фнэ.-мат. наук. .*ձ  4
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для любого R > 0, пока произвольного, при z|e=5— и

In —1+1.

где О<С։ <3 — абсолютная постоянная.
Ո — 1x1хДля оценки е Рп.с(х)֊ , . / Rвне | х| <Լ— заметим, нре- 

е
жде всего, что для полинома Pn^\z) имеем, учитывая (1.1.2)

и для выполнения неравенства

при

п =

Р^(х)--------
ч х

достаточно выбрать R = Сгт гдеО<Са<8. 
Таким образом если положить

п —

х 
х—i

+ 1,

то полином Pn,tAz) при рассматриваемом весе будет отклоняться от 
функции (ч — л՝)՜1 на всей вещественной оси не больше, чем на о.

Теперь утверждение леммы вытекает непосредственно из реше­
ния последнего уравнения относительно Հ

гР 1.2. Имея полином, приближающий ядро Коши, теперь не­
трудно приблизить и функцию, представляемую интегралом типа Коши.

Пусть /дС) — функция, заданная на отрезке

Lr: z — х փ /и; р. > 0; — R Հ х R.

Тогда для ее преобразования Коши

/ , (2) = J- мж
L/t 2-iJ ч— z

LR 
имеем

х А~1
Еп 11. • (x), e~ л ] — e c'in max |F(C) I,

L Lr J ^LR

что легко проверить, оценив весовую разность
e-՝x\l.: (хУ֊Р,:{^\’ - 

.՛ А?
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здесь

LR

где Рл.<(г)— полином, построенный в предыдущей лемме.
Для приближения интеграла, распространенного по отрезку 

z = х — ф; р > 0; — R < х < R 

получим аналогичное неравенство с другим полиномом.

§ 2. Весовое полиномиальное приближение 
дифференцируемых функций

п° 2.1. Теорема /*
Пусть функция f՝.x\ дифференцируема на всей оси

|/(х)|<1 при «<х<«> и

max \ք (է I .И (а՜), тогда при 1

где * — любое число в пределах 0< х <֊ • постоянная Л не
X

зависит, от п.
Доказательство. Без ограничения общности будем считать 

ЛГ(х)> I.
Распространим функцию /(х) с действительной оси на всю пло­

скость, определив ее в точке z — х փ iy равенством /(z) = f(x).
Через D обозначим полосу |//nz|<|i; Л—ее граница; Dr — пря­

моугольник |a*|^R;  1\’| Հթ, ограниченный отрезками Lr и Л/? и 
сторонами Kr и /</? параллельными оси у; Lr \֊Lr = Lr\ Kr-{ Kr = 
~ Kr- Lr t Kr — Cr.

Для функции f (z) имеем следующее интегральное представле­
ние, являющееся аналогом интеграла Коши:

■ (а.,.,)
2”/.' t — Z 2-JJc — z i/(z) при zQDit,

Cr ^Dr

где С = E + i\.

ч’ормулнровки теорем 1 и 2 были опубликованы п заметке [б].
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Докажем, что при надлежащем выборе толщины полосы р двой­
ной интеграл может быть сделан меньше выбранного числа 3. С этой 
целью обозначим через отрезок действительной осп £՜('Հ֊< 

R 4 Р) X Л'(|/ - 10 и через QRtJC дополнение SR,X до отрезка
|—R. R]. Тогда

R
где DR,X — прямоугольник | I £SR,,. Теперь /, <.С5/И (R) ;*  In —•

I1
С3 — абсолютная постоянная.

Для оценки /- пользуемся следующим утверждением:

Из всех областей R площади А максимум интегралу 

сообщает круг |' — г\

Для нашего случая Л < С« /И (/?) р; С։—абсолютная постоянная.
Таким образом, чтобы было всюду

2~
- Հ.. 3

z
(2.1.2)

tepR
достаточно положить

CSM (К) (Hn — = 8,
I1

(2.1.3)

т. е.

Գ5Р- =
ЛИ К) In 

й

(2.1.4)

С5 и Св — абсолютные постоянные.
Для дальнейшего нам необходима также оценка интеграла

Ч(д) 1 [ f (i) dt 
2nZ,J Z-x

Kr
= 4 փ Ч-

Для /д< имеем
К

Г---- Й---- =/!«>arctg_iL_.
) R — х-Ь/т) ՜ R—х

-и
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логично вычисляем /д-^. Таким образом

| Ռ (х) | ==^ 1 при — օօ<,հ<Հօօ л
и, в силу (2.1.4)

7^(x)|s£S при |д-|<Я-1. (2.1.5)

Учитывая (2.1.1) и (2.1.2) получим

+ W*)  при |х|^Я-1,
л t<

откуда, в силу (2.1.5). имеем

i ևօ (*)  --/(*)  I ^26 при 1.К
Последнее неравенство с учетом п 1.2, лает

Р„ |х)| ^2$ -f- £»(Հ ?*•  R) при |х|^К — 1, 
где

а֊։
/? — ԳՈ — 

Еп(К^Я)=^е

С другой стороны вне отрезка I вещественной оси
имеем

-Н? - /?'
е ]/{х) Рп (xi | ^£„(Х, |i, R) + С-е

и, Следовательно,
I О? -ra

е ;/(х) — Р„ (Х)|^С\ (3 4- Еп-\֊е ) при с»<х<оо.

Это неравенство справедливо для всех значений S и R, которые 
сейчас выберем оптимальным образом.

Покажем, что сумма первых двух слагаемых н правых скобках 
:еднего неравенства при надлежащем выборе S не превосходит

Լ՜շ 
C,M\R)n 1 In2 л.

В самом деле, положим

R Л1(Р)
к՛՝ ~ “ е Հ-1 ■

Решив это уравнение относительно р и учитывая, что в даль 
շ *z*

нейшем выбор R будет таким, что *՛  а так же соответствую­

щее значение 5 по (2.1.3), получим
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5 + £п C.j И (R) п In2//.

Теперь можем написать

-И { ■ |F.n{f,e ) < 4lnf| М (/?) п In8// + е [•

где А не зависит от п.
Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что 

правая часть нужной нам оценки является мажорант он для получен- 
լ->.

ной нижней грани, в чем легко убедиться, положив = ո՝.

где к —любое число в пределах 0<х<-—--
X

п° 2.2. При конкретном задании роста аппроксимируемой функ­
ции можно дать в явном виде более точную оценку для убывания 
наилучших приближений.

Так, например, если М (R) -• R'. то

Rn(f.e "'! )^Ап * (In л)*

При /И (R) = е \ а Հ У

—1*1 Т՜ (>«'0— / А (е)
£■„(/. е }^Ап е -In8// <-jTF—'• гдс «—любое малое

и

Если М (R] = е ; а > X;

En(f.e
(1пл) --Д (Infl)N I 

e

где e>0 как угодно мило, Л/>0 как угодно велико.
ոՉՋ.Յ. В случае когда растет не только производная аппрокси­

мируемой функции, но и сама функция, и для более обшей весовой 
функции имеет место

Теорема 2. Пусть հ {х) — произвольная четная функция 
у доел ет во р я ют а я у с лов и /о

Аг|пТТТ = 7(Л'> °° при 
|х| Л(л-)

х = #(у) функция, обратная к у=х<?(х). Пусть, далее, 
шах < Л^(л); max I/(О|^/И2(х); Д4։(л-)-Л (х) - .W3ix).

—х<Л<х
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Тогда
е„ (/. Л| =տд (ма [/и;1 ([»(п) ]’-")] +|» («)| ■),

х — любое число в пределах 0<х<Ч; Л не зависит от п.
Доказательство теоремы 1 без больших изменений распростра­

няется и на теорему 2.
Заметим, что из первой или второй теорем в условиях приме­

нимости приведенной выше теоремы А) М. М. Джрбашяна получается
, д J-x-!х| -j-+«

несколько более слабое утверждение, а именно Еп Լք, е ) < Сп 
где =>0 сколь угодно малое число.

л° 2.7. Оценки наи лучших приближений дифференцируемых 
функций при произвольном нормально убывающем весе.

В следующих двух теоремах, в качестве веса рассматривается 
произвольная нормально убывающая функция հ (х).

I . Հ .. Ճ1ոՓ (х) . |֊ ֊ Ф (х) ( .V. если------------- -i°° при х •
h(x) d\nx

Доказательство этих теорем аналогично доказательству теоремы 
I, только вместо леммы «° 1.1 используется следующая оценка при­
надлежащая С. II. Мергеляпу и М. М. Джрбашялу*

• Идею получения этой оценки мне сообщил н устной беседе С. 11. Мергелям

При г֊֊
Л(х)

— -exp՚ ֊ \ - ); ո րՒ- 0,
w— X / т| II 4-|Կ I 

здесь 

..C P{t)dt
¥д = J Th-/2՛

■Q

где P [t) = — In h (x); C > 0 и Co > 0 не зависят от ռ.
Фигурирующие в этой оценке числа ՝>п при определенных не су­

щественных дополнительных ограничениях на весовую функцию эк­
виваленты числам |х«, приведенной выше теоремы В) М. М. Джрба- 
ШЯНЗ.

Теорема 3. Пусть /(х) функция, удовлетворяющая ус­
ловиям теоремы. /;
тогда при —!— Q П
I F h{x) ■

En[f. (Л (ф՜1 (vi“)! -н-։1пг7Я),

где ծ (х) -- х։.՛VI (х): х произвольное число в пределах 0<х<1; 
Л не зависит от п
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Теорема •/. Пусть /(х)—функция, удовлетворяющая усло­
виям теоремы '2\ тогда

где Ф (х) = х’Л42 (х); ■/. — произвольное число в пределах 0 < х < I: 
Д не зависит от п.

§ 3. Оценка убывания наилучших приближений для нормально 
убывающего веса в одном классе недифференцируемых функций

Тео рам а 5. Пусть функция f{x};\f(x)\^\ равна нулю 
при 1x1 и имеет на отрезке | /?. /?| модуль непрерывности 
u)(o). Тогда

з }֊_»
En{f,h\<AR2 փ„ 'Ղ

где е>0 — произвольное малое число, Д — не зависит от п.
Доказательство. Распространим функцию f\x) с действи­

тельной оси нз всю плоскость пологая f(z) u(z)±iv(z\ f(x) 
Следуя С. 11. Мергеляну [7| введем функции

z | ) մհժ-րյ;/Л Ն Խձ

Къ (г) ֊

с = в +

где о< 1 — некоторое положительное число.
В цитированной выше работе доказываются следующие свойства 

введенных сейчас функций

1. 1Ф< (z) ֊- / (г) (Հ) при

2. I диь _ дщ . { dUt 
I dx ду \ оу

12»» (6) . 
о

3. Если /(г) аналитична в о —окрестности точки z, то Фа(г; = 
3*.  В нашем случае Ф&(?) - О при

Пусть теперь L—граница полосы толщиной 2{*.  симметричной 
относительно действительной оси; —прямоугольник 1у|^р: 

тогда для усредненной функции Ф,,(г) имеем:
ди& dvr, \

ՓՏ (Л) =֊Լ > f fW Ф Й Ы աՊ._
2^/J t֊x 2wJJ С—JC

<x<---- oo
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Учитывая перечисленные выше свойства, замечание, сделанное 
на стр. 8, относительно двойного интеграла и оценки п° 1.2, н при­

менении к весу —— £ЛГ, можем написать:
Л(л)

Е*  {ք. Л) =г- Л (х) i/(x) — Р*  (х) Л (Xi j/(x) - ФА (х) | փ

+ա)1փ։(յէ)_ձք^1+^ .Lf^-Awl*
2т,1 J է — x I 2кг J է — X 

I ւ
I . օխ։)+ճճ + ,

где С — абсолютная константа.
Пользуясь произвольностью и и 0< 5 < 1. положим 2 /р/? . 

тогда

[
ОТ ТЯ^П

Теперь пусть *я Հ. где t > 0 — произвольное малое число. Тог­

да первое слагаемое справа является главным откуда и следует до­
казываемое утверждение

§ 4. Влияние аналитичности аппроксимируемой функции в 
некоторой области, содержащей действительную ось, а также 

метрических свойств этой области на скорость убывания 
наилучших весовых приближений на оси

М. М. Джрбашяном |2} было установлено, что при весе, обес­
печивающем полноту из достаточно быстрого убывания взвешенно - 
наилучших приближений данной функции следует ее аналитичность 
в некоторой бесконечной области.

В цитированной работе нм устанавливается так же и обратная 
теорема при дополнительных предположениях относительно весевой 
функции для полосы. Л именно доказывается, что

Ёсли f\z) голоморфна и ограничена հ полосе \hnz\^d и если 
определенная на леей оси четная функция у = Р(х\
у дро, ле те оряе т условию

хр*  (х) . , . _• —-— 2» rt > I при х > хс > 0.
/Их» 

то
К ճ„(7. ք '"’)=£/} exp] ’At (« > 1).

I
где Д>0 и о > 0 постоянные, не лалисящие от п.



90 В А. Тонян

В следующих теоремах нас интересует опенка убывания нан- 
лучших приближений на оси при произвольном нормально убываю­
щем чесе для функций, регулярных в бесконечных областях спе­
циального вида и, в частности, в по юсе.

Теорема 6. Пусть функция flz) регулярна в полосе

\lmz\^ — ; а <1 и такова, что \ f [Z] J^X (г) | lmz\^ — • |z| > г. 
"2>

1 > X (г) — О при г -*֊«>♦.
Тогда при 1 < N 

h(x)
I I—։ ■

I / ՜շ՜ շ \ Cv'«
Еп (/. I։) К A X(<7 -Нг

где 0 < х<Հ 1; Л и С>0 не зависят от п.
Дока з а т е л ь с т в о.
Выберем пока произвольное значение R>0 и обозначим через

Lu и Lr* части границы ; Imz | = —-< лежащие соответственно в по­

лосе Rez^R и вне этой полосы. Тогда

I I C/(i}dt
2-/J t — z 2֊z.) t-z 

l l **

I Imz [ < —.
2= և,./֊’ + Դճ-(«1։

Покажем, что интегралы /(z) п равномерно ограничены на

всей оси.

Имеем для х R— —
2

{ ձ Cf(R + iy)dy
2- ,) R х + iy 

a

r, aдля x > R — 
2

‘ Требование ձ(ր)-»Օ при г ֊- по. поводимому, не суще1чвенно и может бып.
снято.
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Հ C).(R-a)--^C\(R — 1).

Таким образом на всей оси |/д£ (х) | С>. (/?—I)
оценка имеет место для /չ-» (х).А*

Пользуясь результатом п° 1.2 в применении к весу 
/z(x) 

птегральным представлением функции /(л), можем написать
Са

Та же

£АГ и

откуда следует утверждение георемы, если принять R2 «Հ

Аналогично доказывается и следующая
Теорема 7. Пусть функция f'\z} регулярна в области D, ог­

раниченной кривыми ՛. у ‘ ?(х)Ю и l/(z)!<Mr); lz|>r: 
f£D; I >>.(г)— 0 при г-*֊<х>.

Тогда при —-— £ А' Л (х) Հ

/:„(/. А) <^խրԿՀ՜։)|+է' Cv՞}.

где ф (R) = R" I, А не зависит, от и.? W
Покажем, что существуют области довольно быстро суживаю­

щиеся с двух сторон на действительную ось и регулярные в них 
функции, для которых второе слагаемое в правой части последней 
теоремы является большим и следовательно определяет скорость 
убывания наилучших приближений.

Пользуясь оценками Л. Альфорса |8| об искажении отрезков 
при конформном отображении областей типа полосы на полосу, легко 
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получить, что предельная скорость убывания не равной тождественно 
нулю функции, аналитической и области D теоремы 7 имеет порядок

е , где С0>0 некоторая константа. Для наилучшего прибли­
жения такой функции имеем, согласно теореме 7

Еп { /, А) < 4

Положим х = 1 — е; «>0; тогда

Обозначим 

тогда
•U

dx . К 
?(•*) у (К)

С другой стропы, учитывая, значение. Ф(л) в геореме 7 и (4.2i.
имеем

_4/<2
.9 СМ)

4.4

Теперь, если положить, например, ? (х) — Се՜*,  то из (4.3) и 
(4.4» следует, что при п /Vo первое слагаемое в правой части (4.1) 
меньше второго, т. е.

Существуют области, суживающиеся с двух сторон на действи­
тельную ось и функции, регулярные в них и стремящиеся к нулю 
при iz — •». для которых при нормально убывающем весе nrt>.V„

Л) <Ае

А не зависит от п. е>0 произвольное малое число.

Поступило 21 III 1958
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«Լ- (К. SnGjuili

ՒՐԱԿԱՆ ԱՌԱՆՑ-Pb ՎՐԱ ԿՇՌՅԱԼ ՐԱՋՄԱՆԴԱՄԱՅՒՆ 
ՄՈՏԱՐԿՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ П Փ П I» Մ

Հոդվածում ստացված են ղն ահա in ականներ իրական աո անցքի '//|Այ 
լավաղոլլս րաղմւոնդամալին մUաավորոէ իք լՈէնների

sup (Л(а-)|/(х)— Pn(x)J
|P,S )— oo<x<x՝

թվերի նվաղմս/ն ար աղու թ լան վերարերլալ, նորմալ նվաղող ( X) է/չիոների 
համար մոտարկելի ք ՚ x) ‘իունկցիւոների ղանաղան դասերումէ

1ե.սու11եաոիրվոէ մ Լ նաե իրական ասան у քր պարունակող որոջ անվերջ 
տի րուլքէքնե րա մ անալիտիկ ֆունկցիաների կչ՚՚լալ լավաղու լն մոաավորա- 
թ լոէննե ր ի նվաղման արաղութրոնր առանցքի վրա,նոլլն կշիռների դեպքում։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян, А. А. Баблоян

К изгибу толстых круглых ПЛИТ 
осесимметричной нагрузкой

В настоящей статье рассматривается задача об изгибе круглой 
толстой плиты произвольной осесимметричной нагрузкой, приложен­
ной к ее основаниям.

Плита предполагается закрепленной так, что одна из окружно­
стей на боковой поверхности или какая-либо точка на оси плиты не 
имеет осевых перемещений, а вся боковая поверхность не имеет 
радиальных перемещений [I].

Аналогичного типа задачи были рассмотрены в работах Клем- 
мова |2|, А. Падай [3], А. И. Лурье [I, 4], В. К. Прокопова |5] и 
Л. С. Лейбензона [6].

Задача решается методом Фурье, при этом исходя из основных 
уравнений теории упругости, без каких-либо допущений.

Рассмотрим круглую толстую плиту (или цилиндр) радиуса R 
и толщины Л. Будем пользоваться цилиндрической системой коорди­
нат и совместим ось z с осью плиты (фиг. 1).

Известно |7|, что решение задачи осесимметричной деформации 
тела вращения сводится к определению функции напряжений Ф(г. z) 
(г—направление радиуса, z направление оси вращения), которая в 
области осевого сечения тела удовлетворяет уравнению

1 д & 1 =0
* г ժր ‘ ՜ 7 <յր ՚ az- J (I)

а на поверхности тела задается законом распределения напряжений 
или перемещений.

Напряжения и перемещения при осесимметричной деформации 
выражаются через функцию напряжений Ф(г, z) соотношениями

о2Ф\д
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д ՜ 
dz

Ժ՚-՚Փ 
dr

_Ժ4> 
Ժ?2

(2)

I Ժ՚֊Փ
սր —------------------ .

*2’i drdz
и.. = -!-[շ(1 - 'И'ф

2ղ

Օ2Փ 
dzz

где р — модуль сдвига, a v -коэффициент Пуассона.
Решая уравнение (I) методом Фурье для круглого сплошного 

цилиндра, функцию Ф(г, z) получим в виде |8. 9|

Ф(г, z) = z(.-lr2 -|
со

Cz ! 4֊ լ [£*70(л*г) 4֊ 
ft-!

оо
4 ОлМ՜/յ (Хдг)| sinks? 4- Vsh | (3,1

»-1
#fcchpAz CsjH-zsh jix-z - D^chjiaZ) 20(|ц.г), 

где Л (д*) —функция Бесселя /-го поря яка первого рода с действи­
тельным аргументом. /,(?)—функция Бесселя первого рода от мни­

мого аргумента |10|, >,4 = —. а
Л. I

Ра корни уравнения

Հ№ = 0. (4)

Рассмотрим напряженное со­
стояние круглого цилиндра при 
следующих граничных условиях

со
м, (R. ;) = Л (г) = & 4- у gk cos ).к 

А — I
л»

г) = Л (2) = լ qk Sin Kz 
к-I

co
G. I r, 01 = f, (r i - an 4- У (1Վ, (|ЧГ) 

a—։
oc.

v.- (c o) =/4 (r j = у c*J։ (p*r)
(0<r<Z?) (5)
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х> •

<• (Կ Ч- Ջ ծ*յօ(^г)
*-1 

ээ

-rzir, հ) քշ(ր) = yd,;Ji (i^r)

.Здесь мы допускаем, что функции » /, кусочно-непрерывны и нмекл 
ограниченное изменение в соответствующих интервалах. В силу сим­
метричного распределения внешней нагрузки относительно осн z 
имеем также

“г.-(О, zi nf(O.z\ 6. (Bl

Условиями (6) и (5) полностью определяются все напряжения и пе­
ремещение и,. Перемещение же и определяется с точностью до по- 
•.-гоянной С Для определения последней предполагаем, что переме­
щения w- на окружности г = 1Հ боковой поверхности цилиндра 
раины нулю

/с-(/<01 = 0. (71

Вычислив по формулам (2) с помощью (3) напряжения и пере­
мещения. получим

СО.

МС г) = —2(1 -2v>Д +б7Й- V/.i cos!.,։ ] |£» ■ 
, Л- I

֊է I — 2v) (7Д /„ (лАг) АД Ճ*3ձճ2 փ (Лдг՝ ՛
X*r .1

+ ֊ ^հ*Հ( Р•՛-•'■) ||Лէ Г 11 | 2>) /Л| ch де - |Я/. ь (I 2ч сх.| sh!4^ + 
*-՛։

. оо
<Лде ch де /Аде si) де; - У, Ճ13ՃՃ) |( д /д.) eh иЛг ֊ 

Л- I
-Ն (В;: -+- СА) sh U..Z -Н 6\р;.г ch u*Z -г /Лах.2 sh !Ч ' |, (,8)

ОС
Ն (Г. z) =4(2 v)4 Г 6 (1 V) В 4- Vxicosk*z(|/-*4- 

k~ ։
ՉՕ

+ 2 (2 «) «И /. (X*r)' + ճ^*ր/։ (Х։г) I + у (;1(Г) (|/Л (1 ֊ 2v)
*- I

Ak I ch n*z J Ck (I 2v) Bk J sh \^z D^kz sh p*z — Ck^z ch pAz). (9)
՜ւ Известии АН. серия фкэ.-мат. наук, № 4
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ос՛

-,,(г.г< sin Х*г (|£» + 2 < 1 >' G»| /, </.*/-) +
><- 1 

X՛

4- ;л*г)) 4- У] Ил-Л Н*г) 4- 2^/Л) Sh \^z 4
А- I

оо
• О*лА.г/в 1Л*Г)| ^|Կ-֊/։ (|чп |(Д* 4-/Z-)chj4Z

I

4՜ (В* 4- 2<’Л) ch CjtHA-z sh I֊ D^z ch n*z). (10)

uf(r. z} -5- (2 Ar 4- У XfcosK^I^/j (k*r)
2^ •

«:(г.г| = 1 J|8|l >)Z4-6(։֊2v)^|^4-2( I—2’4C^
2u I

• (5a 4- Ct) sh 4- C*n*2fch - D^z sh p*z| j (11

Ov
4՜ XiA* s*n *'kZ 11^* 4- 4 ։ I - >) Gt| /0 (Նհ) 4* (ԿՀ J 4 

*-1
co

; £н'и»(!*И Ц2Н 2>)/Л X*|shn*z4 
I

4- {2 (1 2>) CA. 8ե | ch — 6\p*z sh ^z ch '.ч-z] j ■ (12>

Легко виде ть, что условия (6) ■ удовлетворяются тождественно. 
Удовлетворив же условиям (5) и (7), для определения постоянных 
интегрирования, входящих в выражение (3), получаем ряд соотно­
шений.

При получении этих соотношений пользуемся разложениями Фу­
рье-Дини |И| функций /0(ллг) и г/։(а*г) по функциям (J0(p*r)) |8]. 
где ра— корни уравнения (4).

Из указанных обоих соотношений для постоянных интегрирова­
ния получаем следующие значения

4 =֊
2Ք

(13i

и . L + 2(2՜ ’ii*» 2 у 4i.
" R R4Xt (14/
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С= |w»(?»cshM cthM)
’ 1 ՜₽» ՚

-AMsch|i»A - I- -------------- (1-2' • £)|.
UX. 2^(1 v) J

c = յ1ճ՜Լ , 
2(l-v)X}/։(M?) ’

/.՝ 1 [.), , 
I 2(l-v)/։(X>R)

I г
/Л ——rr 1 --№*csh^A—cth.M) -

14(1 — fell I1*

--(3Л. cth jx*// csh н*Л) •
H*

CA - -շ-тг—7Г I ‘v* (e* csh M 4- cth |iftA)
м1 - м լ

AU I csh щА + frj cth |x*A) 4- — 4֊ —— • 
խ; Pk .

Aa- Հ* 4֊ (1-2*) a.
PA

Bk = ^ - 2yC*.
Нл

где введены следующие обозначения

За = Р/.А csh |чА
со

№= .?«_----------2---------у Мд +

_____ 2'ժ»______ у (հ:> -I- 2^л^/>) ,
"(1 -*)RMikR\^ (Հ + Й*

II _ А*2 у (— I )РМ/л ।

2м V ՜՜1 >%(fr,4-2|*Wp). 
' (l-v)RJ0M^։ ՜ Й+^)2

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

Из упомянутых выше соотношений получается также следующее ра­
венство

է "0-^=4՜ Տ է֊՛
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которое является уравнением равновесия си i. действующих вдоль оси 
плиты-

Подставляя найденные значения постоянных, интегрирования из 
(13)—(21j в (8)—(12. получим формулы для определения напряже­
ний н перемещений.

В качестве примера рассмотрим случай, когда плита изгибается 
нормальной нагрузкой, приложенной осесимметрично к верхнему ее 
основанию, при отсутствии радиальных перемещения на всей боковой

поверхности и осевых перемещений на средней окружности /г = К 

Л \ ..при с= ) этой поверхности, то-есть՜ когда граничные условия за- 

1зны соотношениями

//hA’.zi /։(з; 0;
2) = /а (Г) .дг հ)շ.

^ir.0) = f3{r] -С.

V- ։г 0) = h I г) 0,

v/(r, Л) Д|г) -Ղ

»,(/?, А)=о
где постоянная величина

а ■=

определяется из условия равновесия 25).
При таких условиях имеем

<1* c^dk^ ,հԴ = 0.

3<?£г 
№

___  
ерЛ.

126)

(28'

(29)

где введено обозначение
Q = ^։. (30)

При е -0 имеем Jim g-z՞ — Qq, что имеет место, когда плита изгн- 
*-о

бается сосредоточенной силон Qo. приложенной в центре ее верхнего 
основания.
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Пользуясь значениями (28 и (29. ин неизвестных постоянных 
получим следующие значения

1 =п

12(1

Q/i 24Q у ( JjF&jM
В(|_.И-/Г- i\-2:)-Rf!4 - Հւ Гл,Я)է- I. л...

(1 ՛.)(! 7,Л- I. •

2 — 
fc<. 1

нН I jM

I Л.։_

/, (А/. Я)

.victh1^
2Հձ/։ I •». si .-||| vsh |t Л » 2

՜/?2 ' - - ՛:d\ !’ii i 3ft)

/J. — 2ОЁ*Л(։^ Л
՜/Հ:(1 /•. I'u../Л ՚ւ, !

.Ն ЛЛ- ! 2:)1А.

В, = ֊ 2vCb

где использованы обозначения (22), (ՅՕԼ а также
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Подставляя эти значения в выражения (8) и (12), для определения 
нормального напряжения о, и осевого перемещения и. получим сле­
дующие фнрмулы

I2Q cos KkZ
{^R)2к/?а(1 -vj

, A>ia/
г/, (Х>Я)

Հ^՜Օ^ԽհՏր ,Msh։“? *’)ch|^'
-I- ch,uit(A r)|֊J֊ /Vi((l ■ &*)shpAz shp*(A z) ■

-HI r-M ^chpt|7/ г) 1 ?-tch'4zA z —(I -M:a*(A z)chm-z|| 
<»

2y - {/’*|sh|x*z +^ch|bfr(A z)|
%lshpAA

֊Я։А<(1 7)

2> zz-R/0 (^kR) j
I.

4- .v*(sli P'.z sh UZ/ (A z) 4- 3* ch ;«.*z ch p*A| (34.)

2 |1//. Г. Z) (1 :m ՝.>՝ 
2(1 -7) k/?-

2(1 2») C 4-

•I?Q у sinX»g Հ (w)
A’-! - Л '

_ 12 Q у sin

x I. Ժ...
r/։ (?.Հր) /, (4;R)\

bn___
S)sh M

|(2y — 2 ch u-fc/j ch рл-г —

(I — 2-'H',tcli in-(h ?» -1 -H»zsh H^*shpA(A z)|

Հ [ —-

л;
սծ( 1 — 8t)sh p ji

12 Г —v)ch>*(A 7»ch afrz 4

z shj**z liftZshfi*. |A z)|j- (35

z i 2(1

4՜ 4-a ՛ A

Некоторые значения напряжения s, н перемещения ч:, вычис­
ленные по формулам (341 я (35) для различных точек плиты, при 

.. „ г А
7—0,3. в зависимости oi отношений и - приведены к таблицах

I и 2
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Таблица I

h

R

1
Я

։ 1/2

IQ |0. ■> ։ -0.324 —0,583
1/3 -6.996 19.388

А', 1/4 -21.322

.1.(0
1 0,387 -0.787

Հ՜ 1/3 -7.918 -19.450

и: 10. А) 1 -0.467 1.242
1/3 -8.425 21,172

А'։ 1/4 -21.465 —
«•(/?. 0| 1 -0.033 0.085

*1 1/3 +0.327 0.106

h) 1 0.176 0.29-1
А', ՛ 1/3 -1.102 -1.149

Таблица ?

Л 
R

в
R

1 1/2 2/5 1/4 IJ0 1/20 0

«МО. °)

К

1 0.760 1.602 1.817 2.105 2,290 2.319 2,329
1/3 3.504 13.730 17.070 24.783 28.105 37,178 38.024

■sz |е« 
о
VI»

1 -0.214 0.449 0,750 1,327 1.865 1.964 1.999

А' 1/3 -0.214 0.459 1,211 3.-532 13.555 18,830 21.379

-/•(0, А) 1 -3.589 -3,727 5.556 ֊13.392 -80.614 -3'20.617 —

К 1'3 3.943 -12.859 -17.912 -29.524 -99.698 • 3-10.202 —•

В таблицах I я 2 перемещения и- приведены и долях К, =
./А , t Qh .. է г \* Q7 ( r )= а напряжения 3'-“ДОЛЯХ А = *1 r ) -

Ирк вычислениях было использовано значение ряди

V 7| и>><) где (36i
շ

Для наглядного представления закон» распределения нормаль 
имх напряжений ъ вдоль оси плиты на фигурах 2 и 3 приведены 
эпюры этих напряжений Следует отметить, что приведенные эпюры 
составлены приближенно: на основании расчетов произведенных 
только для трех точек оси

Институт математики и механики 
ЛИ Арианской ССР (Нм тупило Ю IV 1958



104 Б. Л. Абрамян. А. А Блблоян

A. J,. U.ppuihuiifjiuft у II». II». I'.uij-pijiuG

ԱՌԱՆՑԴ ՆԿԱՏՄԱՄԲ ՍՒՄեՏՐհԿ ԲՄՌՈ4_ ZiiUS ԿԼՈՐ 
ՍԱԼեՐՒ ԾՌՍ՜ԱՆ ՄԱՍՒՆ

It 1Г փ о Փ II I* 1Г

Հու/ ված nt մ էքիտուրկվու մ է tun անցրի 'հկատմամ ր ոիմեարիկ րևոով Կտսւո 
կ/որ ո ալերի ծոման քւէ՚Նէքքրքր, ե րր րևււր կամավոր ձևով կիրւոոված Հ նայի 
հիմքերին)

Աալր ենխաւլրվու մ Լ ամրացված այնպես, որ նրա կոդմէէալին մակե- 
րետլքյի մի շրգանադծի վրա կում աոանցքի մի էէրեէ կետա մ րացակարււմ 
հն աո tit'll ցրի ա.ղցա.թէԱէմր ini. րրուի ո խո iffitL րր , իսկ տմրրպջ կո rjifli ա յ/ւն մա- 
կե րե nt [fd ի >[{՛••• չկան ա1էէրոէիոիւաէ(1էհր րաոավւչի աւր/ու թ լամ ր1

եմսւն իւնւյիրներ դիտարկված են 1ч/1ч Ալևմմովի |֊|> ^>աւրւէ/'А |;<- 
//.. Լուրլեի | I, /|. ՛/,. Պրոկոպովի |.71 հ է. Լելրենդոնի |/>| այիւատաթրոն- 
ներս։ մ:

l/./n արխաւոոէ խ/ան մհշ րերված խնղիրր րո ծվում /, ՛Խորխի Խրսնակրվ 
աո սւձղուկանուիէ քան տեստթրսն հիմնական հւււվաււարւսւՈւհրից եւնեքով սաանր 
որեկ կինեմաաիկական հիպսիքեդի։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

С. Р. Месчян

О ползучести связного грунта при сжатии в условиях 
невозможности бокового расширения

Вопросы уплотнения связных подои асы щепных грунтов но времени 
имеют весьма важное значение для решения задач осадок сооружений 
во времени, устойчивости откосов сооружений. возводимых и усло­
виях высокой влажности укладываемого грунта, устойчивости осно 
наций сооружений при нсетабнлизнрованномсостоянии возводимых на 
сравнительно слабопроннцаемых грушах высокой влажности н 

■ ՛ 1’1
Для решения указанных выше задач пользуются теорией уплот­

нения земляных масс, развитой в работах |1. 2, 3 и г. д.|.
Следует однако отметить, что до последнего времени (1953 г.> 

шорня уплотнения базировалась на таких предпосылках, которые 
неполностью соответствовал։։ действительной природе деформирования 
водонасыщенного связного грунта |4|. В частности, в теории уплот­
нения приближенно принималось, что длительность процесса дефор­
мирования связного грунта обусловлена временем, необходимым для 
перемещения свободной волы, вытекающей из пор, пренебрегая ролью 
внутренних связей труни, которые обуславливают его прочность. 
При этом во всех работах принималось то допущение, что деформация 
скелета грунта изменяется мгновенно при изменении напряжений |5|

В дальнейшем. по мере развития физико-химии коллоидов, грун­
товедения, инженерной геологии и механики грунтов, точка зрения 
на природу сформирования связных грунтов во времени постепенно 
изменилась. В развитии этих новых представлений имели большое 
значение работы |4. б. 7, 8. 9, К) и г д.|

На основании достижении указанных выше паук и анализа фак 
торЬв, влияющих на процесс деформирования водонасыщенного гли­
нистого грунта, установлено |4|. что наряду г сопротивлением пор при 
вытекании свободной воды из них имеет не менее важное значение 
сон роти влей не օւ взаимного перемещении частиц и агрегатов грунта

Выражаясь словами Н. II. Маслова |11|. при деформировании 
водонасыщенного грунта всегда имеет место конкурентная борьба за 
■'.чет I) сопротивляемости проходимого через голиц воды (фактор 
коэф. фильтрации» и 2) сопротивляемости хеформации уплотнения
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грунта за счет его внутренних водна-коллоидальных связей ւ факте»? 
вязкости). Под фактором вязкости понимается го сопротивление. ко­
торое препятствует взаимному перемещению частиц в породе (грунте-

Дальнейшим развитием теории уплотнения земляных масс яви- 
JHCB работы |8, 9] В этих работах для учета фактора. обусловлен­
ного сопротивлением взаимному перемещение части։։ и агрегато՛ 
грунта в георию уплощения земляных масс, впервые В. А Флори­
ным было введена понятие о ползучести скелета грунта и были решены 
сдачи уплотнения с учетом ползучести скелета, использовав для՜ 
этого теорию vnpvro*ползучего гола Г II. Маслова II. X Арутюняна 
112. 13].

Иол ползучестью сплети грунта подразумевается ՜ теформиция 
|Ь. 9|, обусловленная относительным смещением твердых частиц и 
агрегатов грунта, а также разрушением цементационных связей, 
вследствие чего, при действии внешней нагрузки, деформации возни­
кают не сразу, а постепенно.

В зависимости от истории образования данного грунта указанные 
выпи- факторы в процессе деформирования буду ։ иметь ту или иную 
роль. В час։ нос hi для сравнительно неплотных новых образе» ;ший- 
у которых связи между частицами очень слабы, когда перемещение 
частиц к грунте происходит почти беспрепятственно, процесс дефор­
мирования 6y;iei в основном обусловлен фильтрационными свойствами 
грунта, однако, по мере уплотнения, упрочнения н образования более 
прочных связен между его частицами и агрегатами, роль, ггрунгурных 
и структурно-адсорбционных деформаций |-1]. г с ползучести, скелет;։ 
грунта, значительно повышается.

Таким образом соотношение между указанными выше основ­
ными факторами Сформирования недонасыщенного связного грунта 
нс остается постоянным, оно может изменяться в процессе уплотне­
ния, как но мере приложения внешних нагрузок, гак и при длитель­
ном выдерживании образцов грунта иод нагрузкой.

Если процесс днформнррвання связного водонасыщеннаю грунта 
и основном зависит от фактора фильтрации, го для решения за­
дачи уплотнения необходимо пользоваться георией фильтрационного 
уплотнения, пренебрегая ролью ползучее!и скелета грунта и. наобо­
рот, если явление выжимания волы из пор не имеет существенного 
шачения, re» можно пренебрегать ролью фи.нырянии, используя дли 
решения задач уплотнения теорию ползучести. А когда обл фактор։ 
выступают совместно. го ясно, что н этом случае необходимо пользе* 
чаться совместим решением теории фильтрационного уплотнения и 
теории ползучетти |8, 9|

Критерием, определяющим значение кип или иного фактора, 
должна служить продолжительность деформирования образцов разной 
толщины при их испытании одинаковыми нагрузками Если окажется, 
•no продолжительность деформирования не зависит ш высоты образ­
цов, ю это будет означать, что основная роль в процессе деформп- 
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ровйния принадлежит ползучести скелета грунта. Если же продолжи 
тельное гь деформирования будет зависать от второй степени высоты об­
разца, г. v. будет соответствовать решению филырациоииого уплотне­
ния го можно будет пренебрегать ползучестью скелета грунта Во всех 
остальных случаях необходимо считаться как с ползучестью скелета, 
таки фильтрационными явлениями. Следовательно для решения задач 
уплотнения в каждом отдельном случае необходимо, путем экспери­
ментирования, определить значение того или иного фактора в про­
цессе деформирования грунта.

Оставляя пока в стороне вопрос о влиянии высоты образца на 
продолжительность лефбрмированпя. в этой статье приводим только 
результаты экспериментального исследования характеристик ползу­
чести скелета связных грунтов, проведённых ни образцах одинако­
вых |Н1змеров с целью установления нозможности применения к связ­
ным грунтам теории упруго-ползучего п. la Г. Н. Ми лова- Н. X 
Арутюняна 112. 13| при их сжатии ?. условиях отсутствия бокового 
расширения.

В целях выполнения поставленной задач н были экспериментально 
исследованы все те основные предипсылки, которые положены в ос­
нову указанной выше теории, ;;.п.-րհ Ii зависимость между мгновен­
ными деформациями и напряжениями: 2) изменяемость модуля мгно­
венной деформации: 3) зависимость между деформациями ползучести 
и напряжениями; 4) спразёл.пшосгь закона ■։.; южения тля деформации 
ползучее։н грунта.

При выполнении указанной работы мы пользовались образцами 
волонасышеииых грунтов, г с. и.? исклюй;։.: :ч ь деформации, вызван­
ные фильтрационными явлениями, однако, учитывая ш обстоятель­
ство, что испытанию подвергались образцы небольшой толщины 
(10-2(1 #.«), у которых явления фильтрации проявляются в самом 
начале испытания, то ролью фильтрационных явлений пренебрегли.

Ввиду необходимости выполнения множества параллельных опы­
тов из образцах с одинаковыми (физическими и механическими свой­
ствами и практической невозможности подобрать таковые из грунтов 
.Естественной структуры, для решения поставленной задачи мы поль­
зовались образцами грунта нарушенной структуры.

Материалы и приборы

При ведении экспериментальных исследований в качестве ма­
териала были использованы восемь различных грунтов, отобранных 
нз участков работ Армянского отделения Института .Гидроэнерго­
проект* и из оснований фундаментов ряда строящихся зданий в 
г. Ереване.

Данные об основных физических свойствах исследованных грун­
тов сведены в таблицу I.
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Ла

б.
 №

 гр
ун

та

Г рлнулометрический 
состав в °/0

Уд
ел

ън
. не

с 
в г/

с.
и3

О
бъ

ем
а ве

с 
в г

,'с
м

3 
__

__
__

_
Ес

те
ст

а.
 вл

аж
н.

П
 *>/

0

П
ор

ис
то

ст
ь 

в % Ко
эф

, по
ри

ст
ос

ти Пределы 
пластичности

Наименование 
частив

нн
жн

. гр
а­

ни
ца

 те
ку

­
че

ст
и —

 
ВИ

Ж
Н

- 
1 гр

ан
иц

а 
пл

ас
т и

м
и.

чи
сл

о 
пл

ас
ти

чн
о­

ст
ипесча­

ных
пыле­
ватых

глини­
стых

3'248 49,60 30.81 19.59 2.75 1.83 23.8 46.20 0.86 27.5 17.4 10.1
3363 11.79 72,19 16,02 2.69 1.76 32.6 50.01 1.04 •16.8 26,4 20.4
3371 ■20.71 .56.20 23.09 2.69 1.89 27.9 45.10 0.82 40,4 24.1 16.3
.3389 27.25 62,49 10.26 2.72 1.81 28.9 48.50 0.91 47.0 34.7 12.3
3454 17.28 59.74 22.58 2.76 1.68 38.7 56,20 1.28 —- —
3455 11,75 55,51 32.74 2.79 1.58 32.6 57.30 1.35 44 .6 23.5 21.1

1-57 — — — 2.64 — 44,3 17.3 27.0
2-57 21.8 67,4 10.8 2.(56 — _ 31.3 18,6 12.7

Из вышеприведенной таблицы следует, что нами рассмотрена 
почти вся гамма глинистых грунтов, начиная от легких пылеватых 
суглинков (гр. за лаб. № 3389), кончая глиной (гр. за лаб. № 1—57).

Для выполнения экспериментального исследования указанных 
выше основных предпосылок теории ползучести и определения основ­
ных характеристик деформатнвносги грунтов были использованы ком­
прессионно-фильтрационные приборы—комфнльтметры—Г. И Тер- 
Степаняна |14| и приборы нашей конструкции |15| (фиг. 1 и 2).

Прибор, предназначенный для исследования ползучести связных 
грунтов при сжатии в условиях отсутствия бокового расширения, 
состоит из днища 1. помещенного в нем нижнего дырчатого диска 
(фильтра) 2, грунтового кольца 3. цилиндра 4 с направляющей го­
ловкой. Днище 1 снабжено штуцерами 5, предназначенными для вы­
пуска и подачи волы в прибор снизу. Внешняя нагрузка восприни­
мается стальным шариком 6, через стальную подушку 8, шток 7 и 
дырчатый поршень 9 передается на образец грунта, помещенный в 
кольце 3. Образец грунта арретируется винтом 10. Деформация об­
разца грунта измеряется индикатором часового типа 11 с точностью 
от 0,01 .«.« до 0,001 ж.и. который при помощи держателя 12 и винта 
13 закрепляется к штоку 7.

Прибор снабжен патрубком 14, являющимся указателем уровня 
волы в приборе, а также прижимными винтами 15. закрепляющими 
цилиндр 4 к днищу 1. Для налива воды в прибор сверху служит 
отверстие, снабженное пробкой 16.

При испытании грунтов с естественной влажностью, г. е. без 
предварительного водовасыщевия, для предотвращения высыхания 
образца патрубок 14 заменяется пробкой, а штуцера 5 закрываются 
с помощью резиновых трубок и зажимов Гофмана.

Прибор позволяет вести как исследования ползучести грунтов в 
условиях невозможности бокового расширения при любой влажности, 
так и компрессионные и фильтрационные испытания по всем схе­
мам |14|.
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Фиг. ։.

Технические данные приборе: диаметр грунтового кольца 70 жж, 
высота 10 и 20 мм.

Передача внешней нагрузки на прибор осуществляется с помо­
щью рычажных прессов любых конструкций.

Результаты исследования зависимости между напряжениями 
и мгновенными деформациями грунта

Известно |։1|. что при приложении нагрузки па грунт н мо­
мент нагружения проявляется мгновенная деформация, вслед за ко 
торой с течением времени рвзвннаются структурные и структурно- 
адсорбционные деформации, то при исследовании их деформа 
ГНВНЫХ свойств необходимо исходить из указанного расчленении 
деформации Конечно, при этом и- обходимо также учесть такое спе­
цифическое свойство связного грунта, как изменяемость его механи­
ческих свойств, как за счет уплотнения, так и под влиянием иро- 
дольжигслыюстн нагружения (фактор времени).
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13 связи с вышеизложенным, при исследовании информативных 
- нийств связных грунтов, нами принято деформации грунта разбиват։ 
на две части: на мннян-нные ге<|юрмации. которые проявляются в 
момент приложения нагрузки, и на деформации ползучести, которые 

протекают в течение вре­
мени, велел за мгновен­
ными деформациями

Пол деформацией вол- 
iyчести понимается сум­
марное значение струк­
турных и структурной 
адсорбционных дефор­
маций.

Сделанное нами раз­
деление деформации на 
мгн овен!। ы е деформа пи и 
и деформации ползучести 
полностью cooiветствует 
как современным пред­
ставлениям о деформа- 
тнвиости связных грун­
тов, так н рассматривае­
мой нами георин ползу- 
чести [12. 13|.

При исследовании за­
висимое]։։ .между мгно­
венными деформациями 
п напряжениями, по ука­
занным выше причинам, 
взамен общепрння того
понятия модуля упруго- 

мгновенной деформапин
|16].

В отличие от модуля упругости, модуль мгновенной деформации 
не является постоянным, а характер его изменяемости юнисит как 
от физико-механических свойств самого грунта, так и от способа и 
ыитсльности загружения. Модуль .мгновенной деформации является 
характеристикой, выражающих механические и деформативные свой­
ства материала, соответствующей его некоторому определенному со­
стоянию в определенный момент времени.

При определении мгновенных деформаций, соответствующих раз­
ным значениям нагрузок, во избежание влияния уплотнения на меха­
нические и деформативные свойства грунта, мы воспользовались ме­
тодикой параллельного испытания нескольких образцов-близнецов, 
обладающих одинаковыми физико-механическими свойствами, путем 
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их мгновенного, безударного нагружения постоянными нагрузками 
различной величины с фиксацией мгновенных деформаций.

Говоря о мгновенных нагрузках и мгновенных деформациях, 
нельзя не привести то замечание В. А. Флорина |17|, что под услов­
ным термином , мгновенной* нагрузки обычно следует понимать одно­
кратно приложенную нагрузку, возрастание которой от нуля до сво­
его конечного значения происходит с предельной скоростью, при 
которой она мсжет еще рассматриваться как постепенно возрастаю­
щая нагрузка. При этом под термином „начальное" напряженное со­
стояние землянной среды понимается состояние, соответствующее 
моменту окончания предельного быстрого возрастания нагрузки, ко­
торое определяется, естественно, без учета сил инерции.

При выполнении экспериментальных работ мы, обычно, попарно 
испытывали восемь образцов-близнецов четырьмя значениями нагрузок: 
0.25, 0,5, 1,0. 2.0 кг!смг.

Учитывая то обстоятельство, что точность полученных результа­
тов в значительной степени зависит от физико-механических свойств 
образцов-близнецов, при их приготовлении прилагали все усилия для 
получения образцов с одинаковыми физическими и механическими 
свойствами.

Для примера в табл. 2 приведены основные физические харак­
теристики испытанных образцов-близцецов грунтов за лаб. №№ 3J48

8 Известии АН. серия фнз.-мяг. иаук, № <

Таблица 2

№№ 
пи №№ опытов Удельный 

пес и ггс.м3
Объемный 
вес 0 .'/£А5

Влажность 
в “/« %

Коэффии 
пОрисгостн

Внешняя 
нагрузка 
В KtjCM՛1

Грунт № 3248

1 4 54 2 75 2 03 25.0 0.698 0.25
2 5—54 2 75 2.(0 25 0 0 718 0.50
3 6 54 2 75 2 СО 23 5 0.697 0.50
4 7 54 2 75 2 (6 23.8 0 697 0.50
5 8֊ 54 2 75 2 (0 25.4 0 730 1 00
6 9֊5т 2.75 2 (6 1.4.3 0 654 1 .СО
7 И 54 2 75 2 (0 25 4 0 730 1.00
8 12 ֊51 2.75 2.(.6 25.5 0.698 2.со

Грунт № 3371

1 14 54 2 69 1 78 43.5 1.17 0.25
2 50- 54 2 69 1.80 44.7 1.17 0.25
3 152-55 2 69 1.76 41 3 1.17 0 25
4 15-54 2 69 1 84 45 0 1.12 0 50
5 153-55 2 69 1 76 41.3 1 17 0 50
6 16 • 54 2 69 1.79 ■18 5 1.22 1.00
7 17 54 2 69 1 72 41 5 1.20 2 со
8 43-54 2.69 1,76 43.5 1.18 2.00

и 3371, а на фиг. 3—сводный график кривых ползучести грунта
№ 3155 полученных при испытании образцов-близнецов равными
нагрузками 0.25 кг/с.и*.
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Рассматривая результаты определений физических свойств об 
разцов, приведенных в’, таблице 2, а также результаты механического 
испытания их во" времени|(фиг. 2', приходим к выводу, что образцы 
действительно обладают достаточно близкими физическими и меха­

ническими свойст­
вами и мы в праве 
сравнивать те ре­
зультаты, которые 
получены в резуль­
тате их испытания

Эксперименты вы 
полнились двумя 
способами: а) спосо­
бом испытания пред­
варительно неуплот­
ненных и б) спосо­
бом испытания пред­
варительно уплот­

ненных образцов грунта нагрузкой 0,25 кг!см~ в течение одного часа.
При проведении испытания предварительно неуплотненных об­

разцов в силу больших значений как величин, так и скоростей де­
формирования в начальные моменты времени, во избежание ошибок, 
фиксировались условно-мгновенные деформации, которые соответ­
ствовали пятой секунде после момента нагружения. Что же касается 
второго способа, то в силу сравнительно небольших деформаций 
фиксировались мгновенные деформации, соответствующие моменту 
нагружения.

Приведем результаты исследования зависимости между напряже­
ниями и условно-мгновенными деформациями двух грунтов за №№3248 
и 3371 (фиг. 4 и 5) и зависимости между мгновенными деформациями 
и напряжениями шести грунтов (фиг. 6/, выполненные по второму 
способу.

Па графиках фиг. 4 приведены кривые полных относительных 
деформации, определенных при испытании образцов-близнецов нагруз­
ками 0,25. 0,5, 1,0 и 2.0 кс!слг в интервале времени до 60 сек, а па 
графике фиг. 5 кривые зависимости между напряжениями и условно- 
мгновенными деформациям։։. Как следует из графика фиг. 5, связь 
между условно-мгновенными деформациями и напряжениями, в зави­
симости от физических свойств испытанных образцов грунта iтабл. 2). 
выражается как линейным (гр. № 3248). так и нелинейным законом 
(гр. № 3371).

Отклонение указанной выше зависимости от линейного закона 
обусловлено как проявлением деформаций ползучести к течение пяти 
секунд после приложения нагрузок, так и наличи >м неровностей на 
поверхности образцов [18]. Следует однако отметить, что указанная 
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Фиг. 5.

зависимость с достаточной для практики точностью для нагрузок до 
1,0 кг/см" почти всегда .можно выразить линейным законом.

Если теперь рассмотреть кривые зависимости между напряжениями 
н мгновенными деформациями (фиг. 6), то нетрудно заметить, что ввиду 

отсутствия влияния как 
деформаций п о л з у ч ест и 
(/ -= 0). так и неровностей 
на поверхности образцов, 
которые были сглажены 
при предварительном уп­
лотнении образцов, для 
всех грунтов без исклю­
чения она с достаточной 
точностью выражается 
линейным законом [16|.

Рассмотрим вопрос 
изменяемости мо уля 
мгновенной деформации 
который тесно связан с 
переходом от понятия 

модуля упругости к понятию модуля мгновенной деформации.
Известно, что процесс твердения бетона в течение времени со­

провождается изменением его физико-механических свойств, его ста­
рением. что в конечном итоге выражается изменением его упругих 
характеристик и ползучести. Поэтому основной задачей равновесия 
упруго-ползучего тела И. X. Арутюнян считает определение напря­
жения и деформации в этом теле пол воздействием внешних нагрузок 
с учетом ползучести и изменения во времени модуля мгновенной 
деформации.

Сказанное в полной мерс относится и к связным грунтам с той 
лишь разницей, что в одном случае старение является результатом 
твердения цементного камня, а в другом случае результатом как 
увеличения плотности грунта под действием внешних нагрузок, так 
и проявлением сцепления |19].

Вопрос же исследования влияния старения на деформируемость 
грунта в конечном more сводится к исследованию деформативвьх 
свойств грунта (мгновенной деформации и деформации ползучести) 
при разных состояниях его физико-механических свойств.

Не останавливаясь на вопросе изменяемости мгновенных дефор­
маций во времени под действием постоянных нагрузок 116|, покажем 
изменяемость модуля мгновенной деформации в случае, когда внеш­
няя нагрузка не постоянна, а нарастает во времени.

Для выяснения закона изменяемости модуля мгновенной дефор­
мации во времени при переменных нагрузках, нарастание их пред­
ставим в виде последовательно приложенных равных ступеней через 
определенные интервалы времени [16].
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Нами исследованы два случая изменяемости модуля мгновенной 
I: и условно-мгновенной £0 деформаций: а) при краткой ременном и 
и б при длительном выдерживании образков под каждой ступенью 
нагрузки. Время выдерживания в первом случае равнялось одному 
часу, а во втором случае—от 10 до 30 дням.

Модули мгновенных или условно-мгновенных деформаций опре­
делялись. как отношение величины напряжения к величине отпоен 
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тельной мгновенной (условно-мгновенной) деформации от приложении 
данной ступени нагрузки.

Па графиках фиг. 7 приведены кривые изменяемости модуля 
мгновенной (Ճ-) и условно-мгновенной (£0J деформаций совместно 
с кривыми изменяемости относительных мгновенных (/- и условно- 
мгновенных деформаций (/0-) в;> времени при выдерживании образцов 
под нагрузками в течение одного часа, а на фиг. 8 при длительном 
их выдерживании пол ступенями нагрузок.

Рассматривая вышеприведенные графики (фш 7 п 8), приходим 
к выводу, что по мерз уплотнения и упрочнения грунт.-» повышаются 
его механические свойства, что выражается уменьшением мгновенных 
деформаций при последовательном приложении равных ступеней на 
грузок с соответствующим увеличением модуля мгновенной или 
условно-!мгновенной деформаций.

Значительным является то. что по мере уплотнения и упроч­
нения грунта, модуль мгновенной (условно-мгновенной) деформации 
асимптотически стремится к некоторой постоянной величине, т е.. по
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мере приближения грунта к упруго-уплотненному состоянию, дефор- 
иатнвные свойства его стабилизируются.

Во всех вышеприведенных графиках величина каждой ступени 
нагрузки равнялась 0,25 кг!см*

Для описания закона изменяемости модуля' мгновенной Е- и 
условно-мгновенной £0. деформации во времени использовано извест­
ное выражение (1) теории ползучести |13|

£(->s=£f(l (1)
при ՝л 1 и соответствующем подборе параметров Ес и а по экспери­
ментальной кривой.

Теоретические кривые, построенные по выражению (1). показаны 
!па графиках фиг. 7 н 8 пунктирными линиями. Значения параметрон 

F. и а показаны на графиках.
Из приведенных графиков следует, что при соответствующем 

подборе параметрон можно добиться достаточно хорошего совпадения 
теоретических и опытных кривых.

Зависимость между напряжениями и деформациями ползучести

Известно |13|, что в зависимости от того, какая связь суще 
гтвует между напряжениями и деформациями ползучести, к упруго­
ползучему телу применяется га или иная теория ползучести
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В частности, в теории ползучести бетона связь между напряже­
ниями и деформациями материала линейная, если з-^0,5/?, и вели 
нейиая, если с >0.5/?, где R— величина временного сопротивления 
бетона. Следовательно, для напряжений а < 0,5R применяется линей 
пая, а при а > 0,5/?—нелинейная теория ползучести |12, 13].

Для применения указанной теории к другим материалам, в част­
ности к связным грунтам, которые обладают свойством ползучести, и 
определения границ ее применимости необходимо экспериментально 
определить указанную выше зависимость.

В целях установления зависимости между напряжениями я де­
формациями ползучести связных грунтов нарушенной структуры при 
их сжатии в условиях отсутствия бокового расширения были иссле­
дованы семь различных грунтов в компрессионных приборах под во­
дой после их полного водонасыщеиия |20|.

Сущность метода определения указанной зависимости заключа­
лась в параллельном определении деформаций ползучести на несколь­
ких образцах-близнецах при разных значениях уплотняющих нагрузок 
с последующим их сравнением между собой. При этом деформации 
ползучести определялись как разность полных и мгновенных (условно- 
мгновенных) деформаций. Следовательно, исследование зависимости 
между напряжениями и деформациями ползучести по сути дела пред­
ставляет собой непосредственное продолжение исследования зависи­
мости между напряжениями и мгновенными (условно-мгновенными) 
деформациями.

Для определения деформации ползучести, как и при определнннн 
мгновенных и условно-мгновенных деформаций, обычно, попарно 
испытывались восемь образцов-близнецов нагрузками 0.25, 0.5. 1,0 и 
2,0 кг'ем'2 в течение времени (от одного часа до 100 дней .

Как и в предыдущем случае, при определении деформации пол­
зучести пользовались методами испытания предварительно неуплот­
ненных и предварительно уплотненных образцов грунта нагрузками 
0,25 kzIcm՞ в течение одного часа. В первом случае из полных дефор­
маций исключались условно-мгновенные деформации, а во втором 
случае—мгновенные деформации.

Учитывая то Обстоятельство, что при определении деформации 
ползучести путем испытания предварительно уплотненных образцов 
деформации от предварительно уплотняющих нагрузок не успевали 
затухать в течение часа и суммировались с деформациями ползучести 
от основной нагрузки, во избежание искажения результатов опытов 
эти деформации исключались из общих деформиций ползучести, путем 
специального определения их значений.

Рассмотрим результаты экспериментального исследования инте­
ресующей нас зависимости для двух грунтов за №№ 1-57 и 2 —57’ 
приведенных на графиках фиг. 9 и 10.

В таблице 3 приведены осреднснные значения основных физи­
ческих свойств исследованных серий образцов-близнецов.
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Таблица 3

№№ 
пп

Лаб. № 
грунта

Удельный 
пес в г/см3

Объемный | 
вес в г/сл3 1

Влажность 
п % °/о

Коэффициент 
пористости

.1 1-57 2.64 1.75 38.7 1.10
2 2—57 2.66 1.80 31.86 1.00

На правых половинах графиков фиг 9 и 10 приведены кривы, 
ползучести, определенные путем испытания предварительно плот­
ненных образцов-близнецов нагрузками 0,25, 0.5. 0.75. 1.0 и 2,0 кг/см* 
На этих графиках по оси абсцисс отложено время, а во оси орди 
пат—деформация ползучести, выраженная в мм на 1 мм |20|.

На основании семейства кривых ползучести построены кривые 
зависимости между напряжениями и деформациями ползучести, кото­
рые показаны на левых половинах указанных графиков, где по оси
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Фи։ 10.

абсцисс отложены напряжения к кгтч՜. а по оси ординат—деформации 
ползучести в ч.е на 1 .«л.

Из рассмотрения указанных кривых следует. что между дефор­
мациями ползучести грунтов и напряжениями нет линейной зависи­
мости. Следовательно, при сжатии грунтов нарушенной структуры, в 
условиях отсутствия бокового расширения следует пользоваться не­
линейной теорией ползучести.

Сделанный вывод справедлив как для предварительно-уплотнен 
вых, так и предваоительно-нсуилотненных грунта» нарушенной струк­
туры |20|.

Ввиду отсутствия линейной зависимости .между напряжениями и 
^формациями ползучести, ьтя получения кривой ползучести при лю­

бом напряжении необходимо ординаты кривой при единичном напря­
жении умножить на некоторый .множитель, являющийся функцией 
напряжений Р(Р) |21|.

Обработка многочисленных экспериментов показала, что для 
исследуемого нами случая функция напряжений /*(Р1 может быть 
аналитически гпиближенно выражена экспоненциальной зависимостью 
вида

F(Pj^a'0(l в • чр։
где Հ> ւ։ i, параметры, подбираемые но результатам экспериментов. 
/>—напряжение, е—основание натуральных логарифмов
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На левых половинах графиков фиг. 9 и 10 пунктирными линиями 
показаны теоретические кривые, которые построены по выражению 
(2) с соответствующим подбором параметров d0 и ц. Значения пара­
метрон ժ0 и т, приведены на графиках. Кривые построенные по выра­
жению (2). дают хорошее совпадение с данными опыта.

Следует отметить, что при малых нагрузках порядка U.S -1,0 
кг(см* интересующую нас зависимость с достаточной точностью мож­
но выразить линейным законом.

Исследование закона наложения гля деформации 
ползучести грунта

Рассмотрим последнюю из основных предпосылок теории упруго­
ползучего тела |12. 13|, закон наложения тля деформации ползучести 
грунта.

В отличие 01 теории .старения* Я. В. Столярова. С. Е. Фрей- 
фельда и др., в теории упруго-ползучего тела |12, 13| деформации 
ползучести при переменном во времени напряжении определяются не 
на основании гипотезы „старения", а в соответствии с принципом на 
ложения |22|

Принцип наложения П. И Васильев |22| сформулировал следую­
щим образом: .суммарная деформация ползучести при переменном 
напряжении может быть найдена как сумма деформаций ползучести, 
вызнанных соответствующими приращениями напряжений*

Т е закон наложения я геории упруго-ползучего тела применя­
ется для перехода от деформаций ползучести, определенных при по­
стоянных напряжениях, к деформациям ползучести при переменных 
напряжениях.

Закон наложения для деформаций ползучести непосредственно 
вытекает из основного интегрального уравнения теории упруго-пол­
зучего гела |13|, которое соответствует непрерывному росту напри 
женин и при 1ннейиой ползучести выряжается зависимостью:

или 

(3)

где А модуль мгновенной деформации.
/■* напряжение.

С(7. т)- мера ползучести.
Если, для простоты, непрерывный рост напряжений, для мате­

риала обладающего свойством старения, заменить ступенчатым нагру 
жением. ։. е. в момент временя -0 приложено напряжение Ро. н 
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момент времени -։ приложено напряжение Р։, в момент времени 
приложено напряжение /?2 и т. д., то при линейной в нелинейной 
ползучести закон наложения для деформации ползучести будет вы­
ражаться соответственно выражениями (4) и ւ’5հ

Фиг. 11.

Ш = <0)Ш։)С(/, ՜>)-Ւ
+ РИ-й)С(Лта)+ ... + Ря(%)С(/,тм); (4)

4(0“ Лро «/I 4} + Р Р> (ն)1 С(/, ն) |
’ /ЧРг(^)1С(/.та)4-...4-Л[Рл(-л)С(Лт,.։): (5)

где:
е (Հ. ?) « т (т) 11 — (6)

?(’) = Գ+֊։. (7)

/՝|Р| функция напряжений, определяемая из экспериментов, 
имеющая вид 12);

<р(т)—предельная мера ползучести;
/<,— приращение напряжений:
-—момент приложения нагрузки:
է момент времени, для которого определяется деформация: 

Со, Л, и 7—параметры.
Из выражений (4) и (о) следует, что деформация ползучести <п 

ступенчатого загружения /„(/) к моменту времени է (нафиг. На 
показана сплошной линией) может быть определена суммированием 
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деформаций ползучести от приращений напряжений с учетом старения 
материала к моменту приложения их (фиг. Ив), т. е. для проверки 
закона наложения необходимо сопоставить кривую деформации пол­
зучести от ступенчатого затру женин с суммой кривых деформаций 
ползучести от приращения напряжений, определенных на образцах, 
обладающих такими физико-механическими свойствами, какими обла­
гает ступенчато-загруженный образец в моменты приложения ступеней 
нагрузок.

Для выполнения указанной проверки, в случае нарастания на­
грузок равными ступенями Р, необходимо на графике деформации 
ползучести от ступенчатого загружения (фиг. На. сплошная линия) 
построить кривую ползучести от нагрузки Р, приложенной к грунту 
в возрасте ^ = ՜0 :.о конца исследуемого отрезка времени / (на фиг. 
На и Ив кривая т0. Р). На эту кривую, начиная с момента прило­
жения второй ступени нагрузки, когда ступенчато-загруженный обра­
зец обладает возрастом t — xv необходимо изложить кривую дефор­
мацию ползучести, определенной в возрасте է т։ (на фиг. На и Ив, 
кривая ՜։. Р). до момента времени /. и т. д.

Из вышеизложенного следует, что для выполнения проверки 
закона наложения для деформаций ползучести грунта, обладающего 
свойством старения, необходимо экспериментально определить кривые 
деформации ползучести, соответствующие его разным возрастам к 
началу загружения (фиг. Ив), знать закон его .старения-.

Выше мы уже говорили, что. как бетон, так и грунт способны 
менять свои фи^ико-механическйё свойства. Способность грунта из­
менять свои физико-механические свойства под суммарным воздейст­
вием ряда факторов, по аналогии со старением бетона, назван ։ нами 
.старением- грунта. При э.лом необходимо иметь в виду то обстоя­
тельство, что в старении бетона основную роль играют его внутрен­
ние физико-химические процессы, протекающие в течение времени, 
тогда как .старение* грунта, помимо указанного выше фактора, об­
условлено еще и уплощением.

Следовательно, при эхсверпментальном исследовании деформаций 
ползучести грунтов, соответствующих их разным .возрастам*, необ­
ходимо одновременно считаться как с фактором внутренних физико­
химических процессов, гак и фактором уплотнения. Поэтому для экс­
периментального определения кривых деформации ползучести мы 
пользовались |15| методикой, несколько отличной от методики опре­
деления кривых деформаций бетона в его разных возрастах к моменту 
загру женин.

Как уже говорили, для выполнения проверки закона наложения 
необходимо, чтобы между физико-механическими свойствами образцов 
грунта, подвергавшихся испытанию в его разных возрастах, и физико- 
механическими свойствами ступенчато-нагруженного образца в мо­
менты приложения нагрузок бы..о полное соответствие.
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Для достижения указанного выше соответствия физике-меХапн-, 
ческих свойств недостаточно приготовить образен грунта с физиче­
скими свойствами (пористость, влажность:, соответствующими этим 
свойствам ступенчато-нагруженного образца в момент приложения 
какой-либо ступени нагрузки, необходимо также, чтобы структуры 
их соответствовали друг другу, так как в течение времени имеет 
место упрочнение грунта |19|, в результате проявления сцепления, 
упрочнения |4] за счет протекания внутренних физико-химических 
процессов, которое в свою очередь зависти как от продолжительности 
загружения, гак и от величины нагрузки.

Следовательно, мы полностью достигаем своей цели только юг- 
да, когда параллельно с испытанием образца на ступенчатое загру­
жен^ другие образцы-близнецы, обладающие одинаковыми с ним 
физико-механическими свойствами к началу загружения, буду։ дове­
дены до интересующего нас „возраста- путем уплотнения в течение 
времени точно так, как был уплотнен ступенчато-нагруженный обра­
зец при достижении им какого-либо „возраста-.

Указанная методика подготовки образцов груша отличается си- 
методики подготовки образцов бетона тем, что, если для достиже­
ния какого-либо возраста Образцы бетона выдерживаются в течение 
определенного времени, то образны грунта, помимо выдерживания в 
течение времени, подвергаются и уплотнению.

Порядок уплотнения образцов-близнецов грунта и определение 
деформации ползучести в разных возрастах к моменту загружения 
приведены на фиг.' 12. •

В соответствии с вышеизложенным, для испытания образца- 
близнеца в .возрасте* / = т<> (фиг. 12) достаточно его загрузить на­
грузкой /Հ в указанном возрасте и выдержать под нагрузкой до мо­
мента времени է, для которого определяется деформация (показана 
пунктиром-. Для испытания образца в .возрасте- է — ՜ր второй обра­
зец-близнец в „в «зрасге* / = ~0 загружается нагрузкой и. после 
достижения им возрасте (՜ т, с выдерживанием под этой нагрузкой
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в интервале времени загружается нагрузкой Р։ и выдержи­
вается до момента времени / (показана пунктирной линией с крести­
ками). Наконец для испытания третьего образца-близнеца и .возрасте" 
r = Xi он сперва уплотняется нагрузкой /Հ, в течение времени от 
է — до / = в момент времени / - загружается нагрузкой Р։ и. 
после достижения им .возраста" է -2, загружается Р* и выдержи­
вается до момента времени г показана пунктирной линией с кру­
жечками). На этом же графике сплошной линией показана кривая 
деформации ползучести, определенная ступенчатым нагружением об­
разца нагрузками Ро, Р։ и Ра в моменты времени / т0. է = -։ и է т։.

Кривая деформации ползучести, соответствующая .возрасту* 
г = т0 к началу за гружения. заштрихована восходящими линиями, а 
деформации ползучести, соргветсвующие .возрасту* է = ՜։, заштри­
хованы нисходящими линиями. Последние определялись как разность 
ординат между кривыми ползучести օւ нагрузок (Pn-}-Pi) и /%.

Из сказанного непосредственно следует, что, если кривые де­
формации ползучести, соответствующие разным .возрастам" грунта, 
определяются указанным выше методом, то ясно, что расхождение 
между кривой, построенной путем суммирования элементарных при­
ращений деформапин от приращений напряжений, и кривой, опреде­
ленной ступенчатым загружением образца, будет в пределах точности 
параллельных испытаний образцов-близнецов. А это значит, что при 
сжатии глинистого грунта нарушенной структуры в условиях невоз­
можности бокового расширения закон наложения для деформации 
ползучести справедлив.

Таким образом, для осуществления перехода от деформации пол­
зучести постоянных нагрузок к деформациям ползучести при пере­
менных нагрузках по зависимостям теории упруго—ползучего тела 
(3), (4) и (5i. необходимо закон изменения кривых деформации пол­
зучести грунта при его .старении" выразить аналитически по зависи­
мостям (6) и (7) теории упруго-ползучего тела к экспериментальную 
кривую деформации ползучее!и от ступенчатого нагружения concern 
вить с суммой элементарных приращений деформаций от приращений 
напряжений, определенных аналитически, па основании семейства 
эксперн.м е нта л ьн ы X кривых ползуч ест и.

В օւ ношении методики экспериментального определении закона 
изменения кривых деформации ползучести грунта в зависимости от 
его „возраста" следует добавить, что наряду с точной приведенной 
выше методикой, когда для определения указанною закона необхо­
димо испытать в՛.сколько образцов-близнецов, можно воспользоваться 
упрощенной методикой |24|, при помощи которой этот закон, с до­
статочной точностью, можно определить испытанием одного образца.

Остается показать, что семейство кривых ползучести старения 
грунтов нарушенной структуры (фиг. Ив) можно описать аналити­
ческим выражением изменения во времени меры ползучести (6) 
теории упруго-ползучего тела |1’, 13|.
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На графике фиг. 13в приведен пример описания семейства кри­
вых ползучее и старения, определенных вышеизложенным способом, 
при сжатии шенгавитской глины Хе I 57) нарушенной структуры в 
условиях невозможности бокового расширения при про олжнтельности 
затру жения образцов от 60 до 210 минут, я и։ фиг. 145 и 155 опи­
сание семейств кривых старения грунтов 1—57 и 2—57 при продол­
жительности загружения образцов от 37 до 116 дней.

Па фиг. I Зв показаны теоретические кривые, построенные на 
основании зависимостей (6) в (7), при соответствующем подборе 
параметров Со. До и значение которых приведено на графике. Из 
графика фиг. 12в следует, что расхождение между кривыми ползу­
чести и кривыми, построенными на основании указанных выше зави­
симостей, небольшое.

На основании приведенного здесь примера и других выполнен­
ных нами многочисленных опытов мы пришли к заключению, что 
выражении закона изменения во времени меры ползучести (6) и (7) 
в таком виде достаточно точно описывают семейства кривых ползу-
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Фиг. н.

чести связных грунтов нарушенной структуры при сравнительно не­
продолжительных испытаниях их

Несколько иначе обстою дело <. описанием указанного семей 
ст ва кривых при длительных выдерживаниях образцов грунта под 
каждой ступенью нагрузки фиг. 146 и 156).

֊* И.-щегти» АН Հւ|»ւ« илу*. Տ' -



Фиг. 15.

Как показывают эксперименты при длительных испытаниях, кри­
вые ползучести грунта, определенные в разных его „возрастах", по 
виду отличаются друг от друга, т. с. они не являются подобными. 
Гакое же явление наблюдается и в бетонах, где, как и в грунтах, 
кривые ползучести, определенные в разных их возрастах, не явля­
ются аффинно-подобными [23].

Следовательно, основная зависимость упруго-ползучего тела (6), 
которая учитывает как влияние длительности загружения, так и воз­
раст материала и выведена из условия подобия кривых ползучести, 
не вполне соответствует действительному процессу старения бетона 
[23] и грунтов.
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Изменение характера кривых ползучести грунта при переходе 
от одного возраста к другому, можно объяснить как его уплотне­
нием, так и проявлением сцепления упрочнения п течение времени, 
при участии внешних уплотняющих нагрузок.

Следует обратить внимание на то обстоятельство, что в грунтах, 
как и в бетоне |23). у образцов загруженных в раннем возрасте в на­
чале наблюдается быстрый рост деформации ползучести, тогда как 
для образцов, загруженных в более .старом’ возрасте, рост дефор­
мации ползучести во времени в начале загружсния протекает более 
спокойно (фиг. 14 и 15).

В целях описания семейства кривых ползучести грунтов при 
длительных испытаниях их. выражение (6) мы несколько видоизме­
нили и придали ему следующий вид [24):

с (է, է) - փ (է) + I? (x) - * (')[ [ 1 - (8)
где

?(•) 6.+ -/՛֊■ (9)•

փ(է) —деформация ползучести, которая соответствует первому 
часу после момента загружекня; />0 и в։—параметры. которые подби­
раются ня основании экспериментов.

На графиках фиг. 136 и 146 пунктирными линиями показаны 
кривые деформации ползучести, построенные на основании выражений 
(71. (81 и (9) при соответствующем подборе параметров Сп. Л։, />0. 
и значения которых приведены из тех же графиках. На этих же гра­
фиках кривыми TJ/Հ показан закон изменения функции Հ» (х). Сплошной 
линией показана экспериментальная кривая, а пунктирном—кривая, 
построенная по выражению (9).

Из приведенных графиков следует, что выражения (7), (8) и (9) 
достаточно точно описывают семейства кривых ползучести грунтов 
нарушенной структуры при их сжатии в условиях отсутствия боко­
вого расширения.

Если теперь в соответствии с выражением (4) сопоставить кри­
вые деформации ползучести грунта |фиг. 13а. 14а и 15а). опреде­
ленные путем их ступенчатого загружсния нагрузками <.\2.5 Л'/Дзг3 
(сплошная линияI, с суммой деформаций полз՛.чести от приращений 
напряжений, определенных аналитически (показаны пунктирной ли­
нией! по выражениям (6). 7>. (8) и (9) на основании семейс. на экс­
периментальных кривых ползучее!и (фиг. 13о. |4б и 156). нетрудно 
Заметить, что расхождение между ними небольшое.

Следовательно, зная аналитическое выражение закона изменения 
кривых деформации ползучести грунта в зависимости от „возраста* 
его, можно, при помощи зависимостей (3), (4) и (5). осуществить 
переход от деформаций ползучесп։. определенных при постоянных 
нагрузках, к деформациям ползучести при переменных нагрузках.
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В заключение коснемся вопроса влияния продолжительности на­
гружения на процесс ползучести, связных грунтов.

Известно [24J. что. при последовательном нагружении образцов 
грунта равными ступенями нагрузок, через интервалы времени 60 
минут, при переходе от одной ступени нагрузки к другой, по мере 
его старения, имеет место закономерное уменьшение деформации 
ползучести. Известно также, что при более длительном выдерживании 
образца по ступеням нагрузок (от 10 до 20 дней) имеет .место пару֊ 
темне изложенной выше закономерности, т. е. не всегда предельное 
значение деформации ползучести от данной ступени нагрузки меньше 
чем деформация ползучести от предыдущей ступени нагрузки.

Нарушение указанной выше закономерности объяснялось нами 
119) гем. что за время выдерживания образца грунта под какой-либо 
ступенью нагрузки имеет место его некоторое упрочнение за счет 
протекания внутренних физико-химических процессов (за счет прояв­
ления сцепления упрочнения; и что, если при последующем загру­
жен и и образца силы сцепления упрочнения будут превышать значения 
внешне։՛, нагрузки, будет иметь место уменьшение деформации пол­
зучести по сравнению с предыдущей ступенью нагрузки, в противном 
случае будет иметь место разрушение ранее образованной структуры 
н увеличение деформации ползучести.

Если теперь рассмотреть семейство кривых ползучести грунтов, 
приведенных на графиках фнг. 13в, 146, 156, нетрудно замети։ь, что 
вышеизложенное полностью относится и к ним. Л именно: в случае 
непродолжительных испытаний, когда грунт не успевает достаточно 
упрочняться за счет внутренних физико-химических процессов, т. е. 
структурные связи между частицами и агрегатами грунта еще слабы 
а старение его в основном обусловлено его уплотнением, наблюдается 
уменьшение ^формации ползучести по мере испытания образцов в 
более старом возрасте (фиг. 13в). В случае продолжительных испы­
таний, когда старение грунта обусловлено как фактором уплотнения, 
гак и фактором внутренних физико-химических процессов, наблюда­
ется нарушение указанной выше закономерности (фиг. 15б), тем, что 
предельное значение деформации ползучести, определенное в возрасте 
- 25 дней, меньше, чем предельное значение деформации ползу­
чести. определенное в возрасте т = 46 дней к моменту загружения 
Увеличение деформации ползучести при испытании образца грунта в 
возрасте 4G дней но сравнению с испытанием образца в возрасте 25 
дней объясняется разрушением ранее образованной структуры.

Что же касается семейства кривых ползучести, приведенного на 
фиг. 146. замечаем, что здесь, как и в случае непродолжительных 
испытаний образной, при переходе от молодого .возраста” к более 
старому „возрасту՝* имеет место уменьшение деформации ползучести 
Указанное поведение данного грунта можно объяснить небольшим 
значением силы сцепления, которая нс оказывает существенного влия­
ния на ход процесса деформирования 119).
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Резюмируя вышеизложенное, приходим к выводу, что связный 
грунт нарушенной С1рукт\»ры. при сжатии в условиям отел гания бо­
кового расширения, ведет себя в соотве։ сдвиг. с основными предпо­
сылками теории упруго-ползучего гели Г. II. Маслова -Н. X. Ару- 
1юня1ш |1*2. |3| и что можно к нему применить указанную георию 
при их сжатии в отмеченных выше условиях.

• Автор выражает глубокую благодарность члену-корреспонденту 
АН СССР В. .А. Флорину и академику АН АрмССР Н. X. Арутюняну, 
ценные указания которых были учтены при выполнении настоящей 
работы.
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ղր ill’ll ւււնե րի դեֆէէրմսւսւիվ հաոժրււ // րււննե րի ու աո ւքնասիրութրււնները սեղմ­
ման ժամանակ, երր րարակալա մ Լ կողա լին րնդարձակման հնարավորա- 
[մ/անր. նպատակ անհնարս] աոուղել Մաորւվ- Հարուի/րււնրոնի ապրի տե­
սա թ լան կիրաոմսւ'հ հնարավորա fJլունր նրանց նկատմամբ' Փորձարկման 
ն չված պայմանների համար!

>1՚?}՚“1 նպտտւս/1ի համ ար ա տո մնսաիրված են՝ / / ակն ի/ա րիք ա լին դև- 
ֆորմարիաների ե /արա մների միջե եղած աոնչա իք/ունր, 2] ակն թա ր իք ut լին 
մւպււպի ժամանակի բնի/ա^րամ վւաիէւիւման օրինաչափուիժլանր, երր ար­
տածին րես ր հաոաաաան չէ . ալլ ահում է ժամանակի րնիքաղ րա մ հավաոար 
աստիճաններով. .'ք I րււրու մների և ւտղրի ղ ե!իորմաղիաների միջե եղած 
սւււնչւււ իք րււնր ե I) աւղրի ղ եֆււ րմա ղիանե րի համար վիրաղրման ււրենքի 
կիրաոման հնարաւիւրէէէ թրււ.նրէ

եշ/քած ու пт ւՈւաււիրու իք րււննհրր կաաարելա համար սղտաղործված են 
կապակւրիոծ րրանաների ութ տարա ա եи սւկն/lրր , ււրււնր փորձարկման են 
ե էւք,/արկվել ՛է՛. /՝. Л ե ր- II ա եփ ան լան ի ե հող ւյ ик՝! ի հեղինակի միակամ կոմպրե- 
ււիոն սարրերամ։

ևաւրարվաձ էիսրձեքէի ‘փման վրա պարղված Լ, որ ակնթարթալին ղե- 
վ> որ մ ար ի in'll lift ի ե ր>։ ր ո ւ էՈւե րի մ իք և եղ ած տոն\ո ւթ լո մեր րավականին ճ՞աա 
[J funl ր արտահարււվոէմ է, ղծալին օրենվքով, իօկ տ1քն ա ր թ ա վՀս մոդուլի 
ժամանակի րնի/արրա մ ւիււվաիւմ՝ան կապր տրսւարին րեսի ասաիճանսւձե 
ւիովւււիւմա'ե դեւղրա ւ> կարեքի է ներկարսրնեք "ողրի տեսուի}լան ( l) ար- 
սէահալտութլամր | ]Հք 11

IIIււա.ւքնաււիրու.թ քուններիւ/ պարղված էք որ սողքի դե ֆո րմШ ղ իանե րի ե 
րսրոււ/նե րի միջե եղած աււնչոլթլունր ա րա ահա լավ ո ւ.մ Լ ոչ ղծային օրեն­
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քով։ Ս ակա լն , փոքր լար օւմների դեպքում (ՕՀՀ-f, 0 ,«5 I|CJ ud'a), թпщинп ր/յ (ի 
ձշտոէ [dյամբ ալն կարելի է արտահայտել ղծտլին օրենքով։

Պարղված կ նաև, որ պրակտիկա լի համար fdոպլատրե լի եշւոուի} լան 
սահմաններտմ, խախտված ո տրոէ, կտա.բա Ունեցող ղրանւոների սողքի դե՝ 
ֆորմացիաների նկատմամբ կիբաոև լի Լ վերադրման օրենքը։

Ամփոփն լով վե բոհի շլս> լր է հեղինակը հտնդել ի ալն հղրակացութ լան, 
որ վերևում նշված պա լմանների համար, խախտված ստրուկտուրա ունեցող 
կապակցված ղրունւոների սեղման դեպքում, նրանց նկատմամբ կիրաւէևլի 
Լ Մ աս լով֊Հարութ լան բսնի սողքի տեսութ լունբ։
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НАУЧНАЯ 1АМЕТКА

Л. А. Мовсисян

О некоторых специфических особенностях
анизотропных оболочек

Целью настоящей заметки является выявление некоторых специ­
фических особенностей напряженного состояния и перемещений обо­
лочки. когда материал ее подчиняется обобщенному закону Гука и 
а каждой точке имеет лишь одну плоскость упругой симметрии, па­
раллельную срединной поверхности, т. е облалае՛։ анизотропией до­
статочно общего вида.

Задача излагается по безмоментной ։еории на примерах цилин­
дрической. конической и сферической оболочек.

Зя координатные линии берутся главные линии кривизны.
I. Цилиндрическая оболочка. Пусть положение точки 

•а срединной поверхности оболочки определяется параметрами а и 
де а расстояние точки от одного горца оболочки. > длина дуги 

направляющей, отсчитываемая от некоторой определенной образую­
щей.

Для простоты будем расема։ринйть цилиндрические оболочки 
кругового очертания, В этом случае для коэффициентов первой квад­
ратичной 'формы и для главных радиусов кривизны будем иметь 
жачсния: .4 1. /) — I, К, = ». R2 — г, где г — радиус поперечного
круга

Из общих уравнений безмо.ментной теории оболочек имеем сле- 
лющие уравнении равновесия |1. 3|

"Г,

о Т-, <)S
՜1՜ лГ к=о,
Т.-ւ-րՀ о.

. формулы, связывающие компоненты деформаций . перемещениями 
л. v. w:

>i. (JV
՛>֊: ՜1 .А

И!'

Г

Ou dv
HI -----

ԺՅ д']
(1.2)
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Из уравнений теории анизотропных оболочек для соотношений 
упругости имеем |2,5|:

Е1 = *у  (°и / 1 + tt12^ Ջ ՜է՜
Л

еи = —֊ (aja7յ -|- а227շ 4֊ «5|ր,Տ հ i 1.3)
n

w = У ^‘"ր'Դ Ոա1հ +

где Л толщина оболочка, «д. коэффициенты деформации.
Уравнения (1.1) и (1.2) в общем виде интегрируются весьма 

элементарно. но мы это сделаем для частных случаев
а) Пусть оболочка длиной Լ несет равномерно распределенную 

нагрузку с постоянной интенсивностью q. Пусть один из торцов обо­
лочки (*  = 0) полностью закреплен, а другой торен (а /.) совер­
шенно свободен.

Для рассматриваемой оболочки имеем следующие краевые ус­
ловия:

при а — 0 н = 0; г՛ = 0;
11.4) 

при а = ձ /՝, 0; ձ' == 0.

Грузовыми членами уравнений (1.1) будут:

Х = (), Г = 0. Z= q. (1.5;

Из (1.1) в силу (1.4) и (1.5) легко получить значения внутренних 
усилий:

7. rq. Г, =0, 5 0. (1.6)

Подставляя в первое соотношение (1.2) значения £։ из (1.31 и 
Г։, 7Հ. 5 из 1.6). и произведя интегрирование по а, получим:

« av,q— -*  ф/. (р).
հ

В силу (1.4) для произвольной функции интегрирования имеем 
(խ -0. тогда для перемещения и окончательно получим

и al2q ֊- <։. (1.7
/I

Хийлогичным образом из второго и третьего соотношении 1.2) по­
лучим:

г~
к» ------ «2’7 — ■ (1.9'

fl
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Несмотря на то. что оболочка имеет ось симметрия (как с точки 
зрения геометрии, так и с точки зрения статики), она иол действием 
равномерно распределенного поверхностного давления претерпевает 
кручение относительно оси симметрии, и образующие оболочки 
после деформации становятся винтовыми линиями. Здесь интересно 
еще то. что если вместо давления имеем равномерное поверхностное 
растяжение, то кручение оболочки происходит в обратном направ­
лении.

в) Пусть оболочка одним торцом (а = 0) закреплена полностью, 
а другое торцовое сечение (а = Լ . не имея продольных перемеще­
нии, несет равномерно распределенное сдвигающее усилие с интен­
сивностью 50. Оболочка свободна от внешних поверхностных нагру­
зок.

Для рассматриваемой оболочки имеем следующие краевые ус­
ловия: V

при а = 0 // = 0; ц ֊0:
(1.10) 

при а - Z. и 0; Տ = ճ0.

Из уравнений (1.1' в силу (1.10) для внутренних усилий получим:

7’, =/,(?). Л = 0, Տ«Տ0, (1.11

где/Д^) неизвестная функция интегрирования.
Из первого соотношения (1.2 в силу (1.3) и 1.11) для переме­

щения и получим:

" *и (?) 4֊ ձ’,-1-/..(£).

*и / հ

п հ

Из граничных условии 1,10) для функций интегрирования /, (б) н 
/»(₽) будем иметь:

/, - — А=-0. (1.12»

в силу чего хля усилия 1\ и касательного перемещения и получим:

Г։---^50. //= 0. (1.13)
Պւ

Имея значения внутренних усилий /\. /՞5,ձ' и перемещения //. поступая 
как в первом примере, получаем значения г и *«■՛:

г (аю ^Us„. (М4>
\ Ли / Л

! \ г С՝ , , -5(>. (।. լ,֊> >



140 .'I. А. .Чонсися։-

Заметнм, что к рассмотренной задаче приводится также ладвча кру­
чения замкну гой круговой цилиндрической оболочки, когда одно 
торцевое сечение закреплено полностью, а к другому сечению, кото­
рое не. имеет продольных перемещении, i помощью жесткой диа­
фрагмы приложен крутящий момент В этом случае (остаточно 

и рнечстых формулах вместо 5 но.(ставить -Ш, 
2кг։

Рассматривая полученные результаты, шмечлем, что н отличие 
о։ изотропных оболочек щеп. продольное усилю 1\ и нормальное 
перемещение а- не равны нулю и в зависимости от направления кру­
чении менямн спой итак՝ т ■ если водном случае и оболочке появ­
ляются растягивающие продольные усилия Г,, го в случае изменения 
шика момента появлнются сжимающие продольные усилия Что же 
касается перемещения :՛ то оно уменьшается с увеличением коэффи­
циента о։<1

2. Коническая ободочка Пусть з ишачпет рассгоянне- 
гочки 01 вершины оболочки л '• центральный уг< л, отсчитывае­
мый от некоторой определенной образующей

Геометрически! характеристики в этом сдучп-- будут: .4-^1. 
Н JSlnO, Rt ~ tx> II R. »։|յ»(ւ. i ,ц 0 угол при нершнне, составлен­
ный центральной осью в образующим. Здесь гоже рассматриваем 
кругбныл оболочки, вгле нчние чего 0 постоянный угол.

Исходные уравнения тля конямнении оболочки будут:

ч - , 1 f)S1 з Г,) -------------
Чч sin Կ д$

зЛ' - О.

1 - 0 1 1
дч smo ԺՅ

1 )

Л ~ — и.

ии 1 dv и и»
Чч. տտէոՕԺՅ ч з t2fl

1 ди о 1 v \и. = ------- — а — I — I.
з Sln$'<j$ Ժ» ’ է /

и соотношения упругости 13)
Как раньше, займемся лишь конкретными примерами
а) Коническая оболочка свободна օւ внешних нагрузок (Л

К Z — О. Одни горец а ձ) жестко закреплен, а (ругой 
свободен н к нему приложено постоянное касательное-.силш Հ, Крю 
вне vc-ionioi при этом будут:

при 3 I U 0; г 0:

при ։ з„ 7,= О; .Տ 5„
С2.3)
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Учитывая последнее условие (2.3) к <2.11 имеем

Г, О. Т. И. 5 = 4 х»- 
х*

II։ 1.3) и (2.2) и силу (2.3) и (2.4) получим

(2.4)

12.5)

Պ»±Ղ4. | ’° SjgO, 
t ~ » հ " ՚

в Та же оболочки, но на побочном конце icftCTiiyci нормаль 
ное усилие Г, 7Լ const

Для искомых величин находим:

Г, ' i 7„. 7', О, S=«0, (2.61

« - «и Г. /1։։Т*п I.

»«է^ի։ւՈ-’ -«։2jtgo.

Из рассмотренных примеров можно сделать вывод, аналогичный 
приведенному в п.1, что и и те в первом и .£• Jso втором примерах 
появляются вследствие анизотропии и меняют ։нак с изменением на­
правления краевого усилия. Интересно еще то, что от угли ’• зависит 
только нормальное перемещение :г. которое увеличивается с увели 
чением угла. Кроме гого, как видно из (2.5). величина w зависит как 
от п?0. так и от а1к чп исключением ин линии ։-•/. где :.՛• uibhchi 
ТОЛЬКО от о:<|

3. Сферическая оболочка Отнесем срединную поверх­
ность к географической системе координат, в которой положение 
ючки задается полярным ряеггояинем Ь и долготой у

Положим |1| 
ft 

иг In 1g հ / = ? 3.1)

Д) 
Тогда геометрически։- характеристики оболочки беден 1 />'

. cl։»
/Հ R._ R. ։ те W ри.тиуч сферы
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Исходные уравнения для безмо.ментной сферической оболочки
будут:

.4^՛ + 
да

Я^ + ^|7՛, Т,) + А^Х
ОЛ (h

0,

.iAl)b + 2c,As-֊A՝Y - 0, 
дл ди

(3 2)

Ту 4֊ 7Հ + RZ Լ 0.

1 (JU w 1 dv 1 дА_  V -- * ■ • — -֊֊- Ц
4 .4 R ՛* Я А*  да

... _
ԺՅ \ А 1 да \ .4 )

R
(3.31

и соотношения упругости (1.3)
Уравнения (3.3} можно представить в следующем виде:

d ( и \ Ժ / v \
ծ Д .4 ) Ժ.Ո А .) ՜1

Ղ Ր ւ + ճ(и 1 ՛• 
\ А ’ Ժ8 \ .4 /

13.4

Рассмотрим примеры.
а) Полусферический купол/жестко закрепленный на границе н;> 

.ходится под ‘равномерным давлением интенсивностью </. Из симм։ - 
грин задачи следует, что и и v в полюсе равны нулю.

Интегралами уравнения (3.2) будут:

+ Տ=Հ2-- (3.5i
2 .4s 2 .45 .4’

Имея (3.5) и 1.3) кз (3.4) для перемещений получим (изотермиче­
ские координаты заменены географическими):

" ’ խս -(,22)£Й|п1£֊- -I- |(<7„ 2«|Ц ճյտ)/|

intg *
м I \ \ Лл

Х|1 /? sin '> f3R sin о. 
bin20 /1

(3 6)

A I 2 2

• "ae/J — ( In te ւժտ * V Rsin’»+ /4Rsln(» 
Wl2/M 2 sin2e/l J

где J, (J 1,2,3,4) произвольные функции интегрирования Опре­
делить «• можно из первых уравнений (3.3).
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Удовлетворяя теперь граничным условиям, для произвольных 
функций получаем нулевые значения. Усилия и перемещения при этом 
будут:

Л = ֊• Г.֊ Տ- о. (371

R-U Ои = -(а,, Лег) sin 0!n la-----
24 ” 2

R*a О

4. Описанные здесь янл -лия специфичны для анизотропных обо­
лочек вообще. Эти явленья совершенно не обнаруживаются в случае

•у = —' (аи 4- a2e; sin 0 In tg—> (3.8)
24 2

и - — Հ֊ (Պւ 4 М 4֊ ֊֊ (<:„ — «յ») ( 1 4- In tg cos 0 j 
ս/l Հ

Из подученного видно, что в отличие от изотропных сфериче­
ских оболочек, которые при равномерном давлении остаются сфери­
ческими, здесь появляются и, v и второе слагаемое «՛.

в) Сферическая полоса. Край 0—90° жестко защемлен..! на краю 
0 = 0՛ действует касательное усилие: вместе с тем перемещение в 
направлении карательной к меридианам отсутствует. Оболочка свободна 
от внешних нагрузок. Имеем следующие краевые условия

при 0 = 0° /4 = 0; S = S0; (39)

при 6 = 90° // = 0; v — 0.

Удовлетворяя граничным условиям для произвольных функций 
получаем:

Л ’ ——֊,֊֊֊—— sln‘А=4 S°R'-տհ1’ °»՝Պւ --- 2</։л ֊I՜ Հ4շշ

После чего из (3.5) и (3.6) будем иметь

(3.10)

у _ _ <Հ ___ f*2<i ^ic____ SHrOy՛
°ճւ։ —2c։a т «а-յ Sirr 0

Q r. Sln20o
~ ’o . » r 1 snrG

(3.11)

и перемещения в вид ՛:

« = 0.

S0K v = -°
24 “co

ճ։յ ~ ֊սւ֊
sin 0 In fg ֊. — ctgO^ sin’%. (3.12)

(«И 6’յշ) —
(I

4֊Պ«
Sjir Oq 
Sill2 eА

^70 ~
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изотропных оболочек, а также в некоторых частных случаях анизо 
тропных оболочек.

Например эти явления не обнаруживаются в случае ортотропных 
оболочек, когда главные направления упругости совпадают с глав­
ными геометрическими направлениями координатной поверхности обо­
лочки |4|.

Полученные тдесь результаты по суш дела, миля«пси обобще­
нием шлмч элементарного напряженного состояния анизотропных ма- 
ге риалов |2| на случай безмойентных оболочек.

Ии< novi ммкидтнкн и меиннкн 
АН А рым некой ССР Н'нгмшли 1 III 1958

է,. (I.

ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ miimbPb Ub mb ՍՊեՑՒՖհԿ 
ԱՌԱՆՋՆԱ£ԱՏԿՈ^ՅՈհՆՆեՐՒ ՄԱՍհՆ

и ւր փ ո փ II I* Մ

ll.'l.niHiim իքր„ն նպատակն Լ երե ան հանեք անիղստրոսք թաղանթների 
"*  •"եղափոխո1!եերի մի րանի սւոան^ւււձսորկւււիլւււ ն- 

ներ »•//>/ ղեսքրամ. երր թաղանթի նքութր ենթարկէքու մ / Հուկի րնղհանրտ- 
ցրած օրենքին ե ամեն մի կետա֊մ ունի աոաձղականութ քան սիմետրիայի մեկ 
հարթէՕ թ րոն, սրր ղոէղահեո Լ մ իքին մակե րե ո < քթ ինւ

էՕնղիրր շարաղրվաձ / անմոմենտ տեսա թ ւամր՝ ւրանաքին, կոնական ե 
ղնրւտլի'էւ ի<քսէրրսնթների համար
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