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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

Некоторые граничные свойства обобщенного 
ряда Тейлора*

§ 3. Тауберовые теоремы

В настоящем параграфе излагаются тауберовые теоремы для 
(С,, 1) и (Д7) методов суммирования.

Начнем с метода (С,, 1).
Определение 7. Условимся говорить, что последовательность 

положительных чисел 1з,| удовлетворяет условию (а, т), если из
я»(«1 J յ

lim У = О, О 70 7։ ------ - оо, V _ ос

v-rt ' I 1
следует 

«О») .
11m У — = О, * = 1, 2, • • •. 
'։-• *“ а, • - п

се
Теорема 10. Суммируемость ряда аа по методу (С7. I) 

о
влечет за собой его сходимость (в обычном смысле), если только 

С
anZ> —, п С>0 — произвольное число, а ,а/։- удовлетво­

ри
ряст условию (а. հ). 

со
Лемма 7. Если, члены ряоа ^.ал, начиная с некоторого но-

։
мера w0(c), удовлетворяют условию 

с 
Ип >--------

где С ՜ 0 — произвольное число, запанная последовательность 
положительных чисел, то справедливо:

’ Начало см. предыдущий нашего журнала.



4 Г. В. Бадалян

(13)

где ()<fio<Pi<P <հ — произвольные целые числа, — введено в 
определение 2.

Обозначим
т —1

V
3РЧ -■ / I — ։ -

П(ь— Г»)
,-2

П֊^-
,-շ Ն-Ti ,..2 Ն- Ն

Пусть ienepb /?<:■*<?, тогда

* 1
4֊ (ajs+i ар շ 4-• • • I Яц) >-Sp — С \ —• 

*-Д+1
Это значит, что 

т -1 т— 1
V Пт’ / AixV 11Ն
3Р<? = / | ~ J > ( Sp ~ ) / | ---- -------------
"•֊" V Ո(Ն-հ)

2 2

или согласно (14) 
н 

с(Ч_ НО \Ч 1
Տ,<--------- " ■ ■ + с 2, ֊■

П > ’’
' I т 
р ք1<Ն-Ն)

|՜]( р Ti) 
շ
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Заметив теперь, что 
гл- I

' Пт.
7  ։-----------=П—և П—^-

Ճ-J А. 7 Tv Ն Լ‘Ն-71
р ||(ն-ն) * 2

(15)

Таким образом получаем

$։)- S‘n
(16)

Оценим теперь SP снизу. 
Рассмотрим

տյձ
где 0<«0</?։<р —произвольное целое положительное число, зная, 
что при р։<н<СР справедливо:

Տ-д SP — {ар — cip - !•••;- ւ) <Հ ■ С V — <Հ 
"՜ . ®v v-^+l

P .
<S, + C V-L. 

«V

Это значит, что 
tn— I

v Պ’
°Р.Л — / j ~5 Ortt- յ <Լ

m~p> V(Tv-Ti)
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ИЛИ
т 1

гл
"П(Т- -7։) 

I
В силу соотношений (15) путем повторения уже знакомых выкладок 
получим

или

Следовательно,

(17)

Из неравенств (16) и (17) следует неравенство (13), чем 
вершается доказательство леммы.

Лемма 2. Лля всякого ?>0 и х/։ = //։(е) справедливо:

н за-

(18)
где ւոՀ>ո . пу — произвольные числа. 

Имеем
,П т I v \ т /

П7^г= П 11՜ гех₽ Ճ 1П 1 +
,-zi Ь »1 ,-л I» i 1 / \

71

Ь— 71■»—п
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Заметим теперь, что при Հ,֊ 7։>т։

1Ո(1 + __հ__\=֊ՃԸ-------- _Լ-------- *1-^
\ 7»-71/ 7»-71 2 (7.-7։)’ 7’֊71

С другой стороны,

1п(1 + ֊^^Ь—Ь-------- ±7_Ь_Г.
\ 7*—7։/ 7’՜ 7։ 2 Л 7*—7։/

При достаточно большом пг = п1[&), где в^>0—число сколь 
угодно .малое и > пх будем иметь

или

мо

а с другой стороны

Этим доказана справедливость неравенства (18).
Доказательство теоремы К). Обозначим

а ,=sj,i։+ ֊ - с У ֊.
п^֊֊1 

₽:+■ * г» 11

В, =^”4-- + С У — ■
. հ я»п—4--։ 
pi I ।*— 7։

о

Согласно условию теоремы

lirn^n= 
P-к, q-3,

с другой стороны

(19)

р
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՛/

I й, - SIGIS’,” - S|+------- -V?1*1------------------+ с V Ճ.
(т. - s) v —J— > ' ։’

“* Ն֊ՆР+1

При заданном տ>0 в силу (19) найдется число л/։=л2(е, С) 
такое, что при произвольных q~>P>P\> будем иметь

l$”-S|<։, l^’-SH’K.,
Возьмом теперь q = q ip) и p} = px \p) так, чтобы

тогда
• e «

лР- s:<‘+ /т+сУ—.
— av
Pl

i8.-si<i+y« + cvl
a-.

p

В силу условия (a, у) получаем, что'

lim .-V = limձ'.
P- - р-«°

Следовательно, согласно (13)

limSp — 5.
р-~

Этим теорема доказана.
В частном случае, когда а, հ¥, v= I, доказанная выше 

теорема является прямым обобщением известной тауберовой теоремы 
для метода суммирования (С, I).

Тауберова георема для обобщенного ряда Тейлора

ОО
Теорема 11. Из суммируемости ряда\ап по методу (Дх)

при условии ал = ( - — ехр 
\ Հո

о

. где 8> 0— произвольное сколь

угодно малое число, 0••. У ՜ -со, следует его сходи- 
> Ь

моешь (к той же сумме) в обычном смысле.
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Лемма I. Для всякого д' - (О, i) справедливо неравенство: 

1 — <о7 (л | < С ]-| —Ь— х\ 
Т» ~ '•

где С^> 0 — постоянная, не зависящая от п и х; 0<Հ%^հ։ — произ­
вольное число.

Действительно,

°’л (х) =

где а>0 произвольное число, х£ (0, 1|; это значит, что

«•л (х) =

так как

Продолжая оценку, будем иметь

ГТ-
2г.

П1С + 7.1 
о

или

i-^xxcn-^—Հ, 
2 »• *

Заметим, что в случае х = т։, в качестве контура интегрирования 
следует брать (—х /со, *—/>), jCH-Tj <Լր, Re(r֊> t-u)>0, и

*-H>, — x-H'ooj и, после, оценки интеграла, перейти к пределу, 
когда г -> 0.

_լ
1Л

Л е м м а 2. Если ап 0 то



Ю Г. В. Бадалян

" Т-Я V Л՜’

П^֊ ֊ УI °»IТ֊1--------- < с. (20)

'՜։ Ն ՛ п(т’-а)
։

где а>0 — произвольное число, а <֊ հխ С > 0 не зависящее от п 
число.

Действительно.
* А 1

ПП’-я 1 п(ь”а}
2 

֊ п . п
с( п—Ь-------- 1 <сП——
\2 ь֊а / յ ъ֊а

ОО
■Лемма 3. Если ряд \ап суммируем по методу (Дт) и ап — 

о
/ 1 / У | \\ _ ■

— 0 —ехр —о V— И» где о>0 произвольное число, то
\1п \ ^Ն}ք

|Տ.| = ճ«* <Л(5).

1

где А (3) > 0 — не зависящее от и число. 
Действительно, пусть 

сс
Нт <?(л) = Нт \ апшп(х) = Տ.

-Г-О-г X-01֊ п- О
Это значит, что при достаточно малом х = х(е) будет

|T(x)-S|<s.
Далее

Sm — Տ = ® (х) - Տ 4- ® (*)
т

- ф (л) — Տ փ V ak 11 — աա (x)J — £ алшя (х)

А- 1 п-пг-1-1
ИЛИ

iS„֊S|=s;¥(z)-.$l + cy |а41П֊Т^

ОО

+ £ «„%(*) • (2D
т 1-1
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Согласно лемме 2 имеем
/п «

*в£1МП—2 <Գ**Ո~^՜;
-=» ն Vt.֊«

примем

(22)

где 0<a<7i по прежнему произвольное, не зависящее от tn число. 
Это значит, что

У 1а4|Г|— (23)

Дли третьего слагаемого правой части неравенства (21) будем

В силу (22) имеем:
ос-

Я-1 1

Л / I \ *" ■՜ո/ 'Х՜1 * Ն Т*— охр В) П—տ-----ГТ—-—
3 \ Հն Հ.1 Ы « V Ն-«

Но
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Это значит, что

Используя произвольность числа а, всегда можно добится того, 
чтобы имели

со
V апи>л(*)

гл+ I
<4,(4.

где Л։(о)>О — не зависящая от т постоянная, 
Действительно, достаточно взять и 4я: = о, тогда

т ։
2а։Е-тЦ7 ъ-а»

՞ I т 1

, Ն , Ն

Таким образом доказано, что
j5֊Sn|<Za(S)

где .4։(?/|^>0 число, не зависящее от п. Этим доказано, что
|5я|<|5|4֊42(3)«Л(3).

ձ’
Л е м м а 4. Пусть | ап | < — и, С > 0 — некоторая постоянная 

Тл
со

<Р (X) = £ апшп (х), где х £ (0, 1 ],

л«0
тогда х’^ (х) = о (1),
когда х ֊+ О -Ь, v = 1, 2,- • •. (25)

Для доказательства заметим, чго

значит согласно условию леммы 
п—1

~ Пт С 
|x?'Wi^c У L— I

- J п^+ь;
= С£‘Х= с>

2-/ J сСо 
«—1 

где как и везде при п= 1, тп-[,= 1.
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или

Далее, имеем
и

п

л

I 
Сп

где А > 0— число нс зависящее от х.
Продолжая этот процесс, в силу применимости математической 

индукции будем иметь

где п = 1, 2. 3, • • •.
С другой стороны, известна теорема Ландау:
Если g(x) на (0, 1) дважды дифференцируема,

^W֊0(l) 1
х=Г(х)=0(1) )

когда х —0-г,
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то xg' (х) = о (1), когда х -> 0 4-.
<См. [1], стр, 201, теорема 101.

Применение этой теоремы завершает доказательство леммы, так 
как

Ф (х) = փ (х) — Ճ -> 0, когда х -> 0 4՜
н хяФ<л)(х) = х/1<Р{/”(х) = о(1),

значит хлФ<л>(х) = о(1), 1,2,....
Q

Лемма 5. Пусть | ап | <Հ — - где С^>0 не зависящая от п
Ն 

постоянная
сс

?(^) = У«яи>л(х), х£(0, 1], lim ? (х) =Տ,
■“ Х-0+л- О

тогда

(*) = о (х՜՜ ՝р когда х->0 4֊, 
где

Имеем

4У = ?"(л-и- ’1+'+?'W(։֊TiK1,= oU-“" ՛),

?շԱ*)= h T։ ։]' = <|>;(х)х Ն Tl+։ -| (7 4-и֊Тз)?։(Х)л-'ьН' =

= о (х“Т։՜2) х՜^11 ф о (х'ъ *)х-т**ь= о (X"1’-').

Продолжая этот процесс и применяя математическую индукцию, 
получим, что

?/> (х) - о (х՜^՜’), /7=1,2,...,

со

Лемма 6. Если ряд լ«„ суммируем к Տ по методу (Дт). 

о

I

то

1

и

л
когда х-► 0 4-. При п =0, PaetJ-° единице.
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Для доказательства рассмотрим
■7 q- J я <7
£ (in^n (л) = V («>я (х) — <»л+1 (х)) V ат 4- ш,; (х) V

л—О ri~֊p т-ր п-р
q

и зная, что в силу леммы 3 равномерно ограничено, переходя.
. п-р

к пределу, когда <•/ * со, р = 0, получаем

? (*) =

Это значит, что

когда х->04-.
Для получения второго тождества, утвержденного леммой, бу­

дем р 4-1 раз обобщенно дифференцировать ряд

<р (х) Տ„ _ц ձ՝ .Il I_____Л_‘Ь__
' ’2<) (С + ДИ4-Г2)

С,
Нами ранее доказано, что в (0, 1] такой ряд можно дифферен­

цировать, а следовательно и обобщенно дифференцировать любое 
число раз.

Будем иметь

или

2-1

Пт-
Sp 1

Tp±i2-/

J (С 4- Ն+։) I'՝ 4- Тлч ?) 
Ср+2 Գ+ifV’

л 'ԺԼ

Ср~ ։

С хЛК
J Г’ + Тр ՛ ։

Ср и

Л. е 1 Г ~ ք Х՜^
‘ J С4-7ДТ2 P+12-i J G4-7p41)G + Yp,2)

Cp+2 Cp+2
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2тЛ
-ձ>֊2 Tp-hIp-J л Sf.

cLnK + Ն)

Пусть теперь

.S’ — ՛’ 2тЛ
x-'dZ

(С4-Ъ>+|)£+ Tp*-֊j)
+ S. (26)

Գ+ւ

когда л-*0+. тогда в силу того, ‘.что ՛*>(•*) - 0. 
силу (2G) будем иметь

когда л —О-}-, и

է с !/>*■՛ I 4-оР.2— ւ
2«< J

Ср .з

x~'d\
(C4-ip>jr)(i — 7,ս)

л - 0 -Н

Таким образом доказано, что для всякого целого положитель­
ного р справедливо

Ср±\
2х/

+••• ֊>Տ. 

л-О-Ь

Доказательство теоремы 11. 
Заметим, что справедливо тождество

1
2-1 + Ip-1

Ср

и составим

СО rw
տ„֊տ =

-I ПК Нр-н)

00

֊Տ)

IT-
.г-0 

2гЛ
л-О

ОО п-
(.Տա — »Sp+n I

x-\i\
2тЛ

Ն = 1.

л

где принято 1д+о= 1-
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Так как согласно лемме б
м

~ пл>+*՛ Ր . .
V с -I х՜'#, с
Հ 1 ֊Sp.i.n ———-—• I ,~՜՜յ---------------- — Տ, когда х — 0 4-,

Л -о '1 J П(С + ^յ+’’)
Ср\п I-Г" 1

то при достаточно малом л* = х(й>0, будем иметь

Ք. П^+’ Ր
(s. -s0,)2i_ —x

2 J П«+М
Ср+л+Г՜1

=» ձ (s) 4֊ (-v), где lira ձ (г) = 0.
։ —0

(27)

Разобьем на три слагаемые:
I /v(x) от I до тл р,

И /4 (л) от աՆ — р -т } до ril$ — р,
III /3(х) от m<i — p-\- I до оо, 

так. чтобы имели

У 0<5<1,

0<а< I,

(28)

/?г։-0
X՝ = гехр ( — х У —Ь

где 0<а<^р <1, I 23 а > 0, 
Заметим, что х — 0, когда s — 0.

' ЦеЙствительно
I .т>-р լ . __ լ

х = е х expI У — ] = г1 е Հ -* 0. когда £ 0.

В силу лемм
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то есть

= Л|1- <о(х. П —X՝.

-։ 7/-». ֊ *
(29>

Для оценки сверху Л х) заметим, что при աՀո < та и w։—р <Հ 
<«</»»—р, согласно условию теоремы

т<~Р .
1-Տ» + « - «S'm 1 < I Ля, I I’ I От. 1 | ‘ ‘ I՜ J | < С — ։

»~т, -р
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Следовательно, согласно условию (28) получаем

|/г(х);<.4Л

Оценим, наконец, сверху и |/3(л՛' |. 
Имеем

(30).

или

/1

“ Пт,~ • [՛
I ■

*-«։,-// ] Ո 4՜ '[/Л *)

Cp~tt ( Г՜ 1

(31)

В силу неравенства (27) и полученных оценок будем иметь

.$ S„ I < ձ (S) 4- Лх- "if + 

м-l 1р+' ~ *

«Ь Р ,
4-л, У —

,-т. „
4՜ z՝2x П ,р у-1 Ն»+՝ ’

(27')

Заметим теперь, что в силу (28) имеем

>-1 iPi-»

Это значит, что при достаточно малом £>0

следовательно.
. / т՝-р 1/ շ V *£схр z ձ ТГ- 

\ v_,

(33

т'~Р ч ,Հ п
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: ехр
7р „ 7л+

ЛГ| р
1

<4exp(&-e *'J-£ ։) = гехр(е։ *' 

Рассмотрим теперь

(34) ’

*։>-P „
-< ‘ П

._։ 7p+v 4՜ x
Имеем

/Л4֊Р /?л-р

где

>• (х. Р, тг) =
т. — р

-х V

—ехр
Е

1 . A -------4֊ a (z, p. b 
7p+^------------------------ /

<,՛’+•

<>
<1 

Г֊ У2 - т?1д+

I 7р- 4- х

з Ղ’7
„2 о —;
'/»+* м.1

Заметим, что при достаточно малом е>0

2r2 '՜ Յհհ
X2

VP^
значит

или

m՝- P f,. • „А՜՝ П ՜-^
To*. r«

— exp -- x

3+а

v _L 

^յ՝ 

_-2g mt~p

т,- р

՜1. Հ

l-20-а

Ն>+*

где 7 = р — а > 0.
Таким образом при достаточно

я:,֊//
х~* П

малом

Я 'р+» /

J-2W

(35)

-------- _ — + 
7^1 M

S * V
1 m- M Ոv — ml—p

1

^i-!> v

А-‘П-^ 
,-j 7p+» + *

С
— в 

е
=1

Из (27') согласно оценкам (34) и (35) получаем

S - Sm = ձյ (t), где lim ձ։ (e) = 0, 
։-0

(26")
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следовательно
Hm Sm = S.

, էՈ ~ ~

Этим георема доказана.

Институт математики к механики 
АН Армянской ССР Поступило JJI1958

Լ. «Լ. Ռսււ|ւս|էսւՐւ

ԹհՅԼՈՐհ ԸՆԴՃԱՆՐԱ84_ԱԾ ՇԱՐՔհ Ub ՔԱՆԻ ԵԶՐԱՅԻՆ 
ՃԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ

Ա 1Г Փ П Փ П |> Մ
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Մսանավոր դեպքում, երր *[, = V, ч О, 1, 2.•- մեթոդը դաո­
նում Հ Չեդարո/ան հաչանի (C, fi) մեթոդ։
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Н. Е. Тонмасян
О существовании решения задачи Дирихле 

для уравнения Лапласа в случае несуммируемых 
граничных значений

Известно, что задача Дирихле для уравнения Лапласа имеет ре­
шение для непрерывных и кусочно-непрерывных функций, когда об­
ласть удовлетворяет некоторым условиям.

В настоящей работе дано доказательство существования реше- 
ннязадачи Дирихле для уравнения Лапласа, когда граничная функция 
имеет конечное число точек разрыва.

Пусть L) трехмерная область, где для любого непрерывного гра­
ничного условия задача Дирихле для уравнения Лапласа имеет реше­
ние, т. с. область нормальная. На границе ՜ области Г) дана функция 
/'(р), которая непрерывна на всех точках границы, кроме точки р = 
-/?0. где имеет разрыв произвольного пофядка. В малой окрестности 

точки Рь граница области /) имеет непрерывно меняющуюся нормаль, 
и прямые, параллельные нормали в точке р0> в малой окрестное՛!и р^ 
пересекают границу области один раз.

Теорема. При вышеуказанных условиях н ала баем ых на об­
ласть Du функцию f\.p существует решение задачи Дирихле для 
уравнения Далласа, т. е. существует функция f'(p) такая, что 
она:

1. непрерывна в точках p6D-\- з, р > рп,
2. гармонична в области D,
3- U(р) |реа s / (Р)*

Если разрыв функции — первого порядка, то георема очевидна.
Действительно, если определим на <з функции fn\Py, которые 

// v 1равны /(/И, если рр0 ֊> — и в остальной части непрерывно поодол- 
н

жаются так, что модуль не меняется, го последовательность реше­
ний (Др) соответствующая -ним граничным значениям fn(p>. равно­
мерно сходится вне сферы с центром в р0 и сколь угодно малым 
радиусом г0, так как

IU, (р) и^ Др} i Հ. 2м—— , если гР:Г> -.
п • Դ յ, п
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где

x = sup|/(p)|.
PC1 
а+Ъ

потому что это неравенство имеет место на границе области

D։ = D-Af^,>2.y
Следовательно, предельная функции последовательности удовлетво­
ряет нашей теореме.

В общем случае теорема будет доказана, если покажем сущест­
вование такой функции Ь\(р), что:

I. Ux{p) непрерывна в точках p''D + օ, р + րԾ.
2. гармонична в области D,
3. | Ц (р) — /(р)| < где Л — постоянное положительное число. 

Действительно, U(p) Ut(p)-\ t\p) удовлетворяет нашей теореме, 
где 1Л(р) решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа, с гранич­
ным значением ftp)— Ut(p) в области D. существование которого 
следует из вышеуказанного.

Докажем существование функции Ц (/>).
Берем как начало координат точку р = р0. Положительным на­

правлением оси z пусть будет направление внешней нормали поверх­
ности в этол точке.

При наших предположениях относительно области и границы, 
вокруг точки р0 существует окрестность 2г0, причем уравнение поверх­
ности дается в виде z = c(x, у). a , tg(«. с)|<а, где п — направление 
нормали в этой точке, а а —заранее заданное достаточно малое по­
ложительное число.

Построим замкнутые поверхности и з։. которые в S(pQ, г0) 
определяются следующими уравнениями:

= z (х. у) - h П Р-у5- с։(А У));

_________________ (1)
^i = z(x, у) —ЛО/'х’Ч-у1

Здесь 5(р0. г0) — сфера с центром в р0 и радиусом г0. a h(r) — воз­
растающая функция с непрерывной производной, причем А(0)—0. В 
остальной части =, и а։ непрерывно продолжаются, так что не 
имеют с а других общих точек, кроме точки /?0.

Обозначим з։ 4 с։ = o’, а область, ограниченную поверхностью 
У, - через D'.

Определим на поверхности У функцию я(Р) следующим образом: 
g (р') ftp), если рр’՚ րշ p'fv'. р а и если р и р՛ имеют одинако­
вые ортогональные проекции на плоскости х. у). В остальной части 
<з' функция g(p) продолжается непрерывно.

Для доказательства теоремы докажем следующие леммы.
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Лемма /. Если
1- |Л'(/*)!< а, (*  некоторое положительное число)

2. А(г)<г<

где

/,(г) max !/(/>) | сх=У\+-\* г ,
РР։>' (2)

то в области D', при граничных значениях g(p), существует ре­
шение задачи Дирихле для уравнения Лапласа.

Доказательство. Определим па с' непрерывные функции 
следующим образом:

Я(/>), если 1
/i (Р) -

В остальной части

О, если ^3)

продолжаем непрерывно так, чтобы максимум мо­
дуля не менялся.

О, если ррь >-------
п— 1

М =
g(P) если 1

п пI

О, если РР0>—— •

(4)

В остальной части продолжаем непрерывно так. чтобы максимум мо­
дуля не менялся.

Обозначим

g(r) = max|g(p) |.
РРл>Г

Очевидно, что

1А(Р)1^Я(1)

\f»(P)\<n.g (5)

Легко видеть, что
ОО

g(p) = У,А(р), 
Д-1

(б)

когда р -р р9.
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Пусть Ս„ ip) —-гармонйческне функции, соответствующие гранич- 

00
иым значениям(р). Покажем, что V Սո Կ>\ равномерно сходится в 

л-։
той части области 1У, которая находится вне некоторой окрестности 
точки р0.

Этим лемма будет доказана, т. к. сумма рила будет удовлетво­
рять условиям леммы.

Оценим Սո [р).
Сравним //.,(/>) с функцией, которая гармонична вне сферы 

Տ [ оо, —!—и на той части сферической поверхности, которая лежит 
\ п — 1 /

внутри 1У, принимает значение а в остальной части сфе­

рической поверхности равна нулю. Очевидно, что |^7«(р)| меньше. 
__ ]

этой функции, когда րրՀ> - - Следовательно, используя интеграл 
п

Пуассона, при помощи которого представляется эта функция, полу­
чим:

)-5 I , если рр0>—. (7)
\ п / я—J п

где Տր - площадь той части S(pv, г), которая лежит внутри области 1У. 
Оцепим Sr и зависимости от hr).
Уравнение кривой пересечения ■- с S(р„, г), когда г<гп, будет

* = г(х,У)
(8) 

лл -|- у9 4֊ շ* — г9.

Согласно предположению относительно պ функции z(x, у), 
z*(x. у), zy(x, у) непрерывны по л и по у.

Запишем (6) в полярных координатах

z — z (р cos?, psln 7),
(9)

Р* + г2 = г’-.

Из (9) ясно, что ? и связаны следующим образом

Р? 4- շ9(pcos<p, psin ?) — г֊. (10)

Здесь р функция от ? с непрерывной производной.
Действительно, каждому фиксированному ? соответствует по 

крайней мере одно р, т. к. функция р9 4- гг(р cos ?, psin®) — гг в точ­
ках ? = О, р = г имеет различные знаки и непрерывна по ?. Она одно­
значна. т. к. в противном случае существовало бы такое <р0, для ко­
торого имело бы место
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Р? 4- (Picos փ0, р։ sin ©<։) = г\

р; 4- 2*  (ps COS %. Ра sin ф0) - г2, р։ փ р2. 

Вычитая, получим

(Pi + pa)(Pi ?շ =|z(picos®0. p։sin<p0)4 z(pjcos?0. p3sln<?0)|X

X |֊ (p’COSփէ|, p-.sln?0)-z(p։co$?0. PiSin^o)] (11)

г (Р/cos фо, p/Sin<po) e ֊(p»cos<?o. p/sin?0) *(0.  0 ) =

р/X (<.r p;cosee, pj sln?0) cos<?0 • Sy (p; cos փէ, p;sin©0)sin»J,

O^p-^pj. (/=1,2). (12)

* (рг cos го. Рг sin ?ol — 2 (?» cos <?0. ft sin p0) =

= (p2 — pj) I*  x (p COS ?0, p sin Фо) X

X cos փ0 փ zy (pcos փ0. psin ф0) sin ?oj 'Հ [p։, p>|. 03)

tg(«, z) = v zj 4 zj , откуда |z.r|<a, |zy|<a. (14)

Подставляя (12) и (13) в (11) и используя (14), получим

Беря
1

а< —» получим противоречие.

Обозначим

/?('р-р) = р։ с2(pcos ф, р sin ф) — г5.

тогда

!^՝
Rp

дГ = 12z X (zxp cos ® Zy r> sin փ) < 8 a?p2.

= 2p 4֊ 2z (pcos ф, p sin o) • |zA cos ф z., sin ф] | > 2p (1 — 4a2),

откуда получим, что функция р(«) имеет непрерывную производную.

Возьмем а<՜ —> тогда
4/2

P'WK-r—<8^-
1 — 4a“

(15)

4а2 > 1.

Следовательно, уравнение этой кривой запишется следующим образом 

Л = р(ф)СО8ф

. №P(?)sln<F (16)
Z = Z (р (ф) COS Չ, р (ф) Sin ф).

Обозначим через I, длину этой кривой
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2г. 2г

I, = J| ՛ V)2 4- ''у')’ 4- (г')М? = fl’ ՚ — Р (?) sin ? 4- '/ (?) cos?)’ 4- 

б о

4- (р (?) cos? 4- р' (?)sin ?)24-к‘։ ( р (?) sin ? 4- р' (?) cos?) 4-

-r -(p (?) cos? 4՜ p' (?) sin ?•!’</? 117)

Из (9), (15) и (17) следует
/,^8-г.

Обозначим через /։ кривую пересечения ох и S(p0, г).
Аналогично можно показать, что ее уравнение можно записать 

в следующем виде

X = Р1 (?) cos?

у = Pi (?) sin ?

z z (р։ (?) cos ?, р։ (?) sin ?) 4- fl (/ p? (?) 4֊ Դ1 (?) cos ?. p, (?) sin ?)) 

где Pi (?) определяется из уравнения

P? + k (Pl cos ?, P։ sin ? 4- A(V p; 4- Z՝ I,P։ cos ?. p։ sin ?))]’=- r*.  (18)

Оценим расстояние между точками 1, и /։. соответствующими 
одному и тому же ?

d — К(р Pl)։ -I- k (PiCOS ?’ Pl Sin ? ՚ 4-

4- A (1 pj 4՜ *2(p։ cos?, pi sin?) z(pcos?. pstn?)]2.

Пользуясь неравенствами zy!<a и уравнением (10)
получим

jz(PiCos?, Pi sin ?) — z (p cos ?, p sin?) К 2» :pt p[; (19)

А (V' (հ 4- 2г(р։ cos?. Pi sin?)) - h (r) +

4- h (V pf-H^kiCos?. p։ sTn ?).)֊

Л (]/p2 4- z*(pcos?,  psln? )^Л(г) За p — PjI. (20)

Из (10) и (18) получим

(p — p։)(p 4 Pj) = к (Pi cos ?, p։ sin ?) - A] pf4֊֊z2 (p։ cos ?, p, sin ?) ) 4- 

z(pcos?, psln?i|k(P։C0S?» PiSln?)4-

A (l pj4- z2(P|COs?. pxsln?)) zfpcos?, psin?)|. (21)

Из (19) и (20) получим

Ip - Pi 11P 4- Pi I < [2a (p 4֊ Pi) 4- 3 a I p — ?j| 4- Л (r) l(5a| p — px 14- A (r))
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Т. К.

1Л'(г)|<а, Л (0) — 0, то Л(г)<аг.

Из (10) следует р’+4а’р|>г’. р> следовательно 
2

ft (Г) Հ. 2 ар.

Деля обе части (21) на р։4-р. получим

|р р։|<6а|5а]р f-J + A՛/ | - 30а’|р —pt J-ք-баЛ (г); 
|Р֊Р,1(1-ЗО3«) <6iA(r)

|р — р, |е£г,аЛ(г). (23)

Используя оценки (19), (20) и (23 . получим

d c3h(r)t (24)

откуда вытекает, иго минимальное расстояние между точками S(/>0, г), 
которые находятся внутри области D', н ձ нс превосходит с3А(г).

Возьмем на /, точки р։. ••, так, чтобы длина дуги /ъ/ъ-. । рав­
нялась c3//(r)։ причем п настолько велико, чтобы впервые рпР\՛^ 
^c2h(r} и гх֊трп.

Берем эти точки как центры и строим сферы радиусом 2с3Л(г). 
Очевидно, что S, целиком принадлежит этим сферам.

Легко вычислить площадь той части поверхности 5 р0, г,, кото­
рая лежит внутри одной сферы S(plt 2c3h(r]). Эго будет г |с3//(г)|5.

Но число таких сфер S(pt. 2с3 А(г) меньше ——-----  1. значит
С3А|Г|

Sr<n|csA(r)]։- Г 8-г
I Л (г) — 1 <ctrh(r։.

Следовательно,

s , <с. -Ц.А(֊!֊)■ (25)
л—1 \« —1/

С. другой стороны, легко видеть, что

g (И )’ ГД« G ° । I +41’՜ (շ6)

Из (25) и (2G) и второго условия леммы, получим

с —— 2
< քՀ если РРо>—՝ (27)

что и доказывает лемму.
со

Оценим значение функции Wp) р\ в любой точке р -< 1У.
n— 1
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|(/(р)1 =

|л-1
£<4(р)
2 —— >РР,֊г

(28)
2 —
л <fiP"~r

Очевидно.

S<A0>) Հ-'i-g (29)

Наибольший индекс п первого слагаемого (28) удовлетворяет следу 
о 2

щим неравенствам 1) ~>г, 2) — 
п «4-1

Из (27), (28), (29). (30) получим

|^)|<Л/(֊Д (31)
г \ 2г1 /

Лемма 2. Если հ{ր'\ удовлетворяет условиям 1-ой леммы 
и дополнительному условию

Л(г)е;л^4’
/(^)

03 
то|4/(р)- /(/;)!де, ограничено, где U\р) «V.Un(p'i 

р+ро 
«— ։

функция, построенная Оля 1-ой леммы. С, — некоторая посто­
янная, а о (г. s) = inf^Ip при

PJK>r
\քԿ*Հ-քԿ>}\>՝-

Доказательство. Проведем из точки ру <" s шар радиусом

G<APo< հհ и рассмотрим область £>*  = .М (ррх<^ rj- D'.

Из (31) очевидно, что в этой области

lJ <Р}< rC~--f{r~֊^\- где г = рор։, и

\^<Р\՝ ՜ f (Л)1 < (X) — / (Л) +■
р'&>’

р,Р։ <г, 

Г—1

£n(/v
4 ' (32)
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где Sr,(Pi)—площадь той части S(pit րչ), которая лежит в области ГУ.

и(р') -/(/Мк^1 = /(?)—/(А),

причем р' — точка пересечения поверхности в с прямой, проведенной 
из точки р' параллельно оси z.

Легко видеть, что

р>։^с։г։, если р'рх<г9. (33)

Следовательно, если брать 
г * {г, а)

2Դ

то из (33) получим, что первое слагаемое (32) меньше е.
Оценим .S\,{pj).
Обозначим кривые пересечения сферы S{pv г։) с и соот­

ветственно через 1г,(рх} и 4,(/>,).
Эти уравнения /гДр^ н 4, (А) будет

(л- - л։)г 4- (у у։)*  4֊ (z z (х„ у։))։ = г*.

z= z(x, у). (34).

(-<-А)’т (У“У։)։ + (:-г(Х1, >ն))8 = ր|.

z = z (X, у) + й(|/Р + у3 -й?(л,7)).

В параметрическом виде

X Х1 Р (?) COS ?,
У = У» + р(?) sin?,
՝ = ՝ Ա։ i р ('?) sin ?, у։ 4- Р (?) 61Ո ?); (34')- Л“А'։ + р։ l?)C0S?,
У = У1 Т Р։ (?) Sin ?.

з = г(х, -rpj(?isin«, у, 4~Pi(?)sin?) AV (*,  + p, (?) sin?p~

+ (У։ -+ հ(Փ)տյո?ր • ֊՜֊ •՝ ! PH?) sin?, y։ --y։(?)sln?),

где ? угол между осью х и проекцией на плоскость (а. у) отрезка, 
соединяющего данную точку кривой с гонкой р։, а р (?) и pj (?) со­
ответственно ֊ - длины этих проекций, когда р, принадлежит 1-ой или 
2-он кривым. Легко получить, что р ? и р։(?) зависят от ? следую­
щим образом:

Р2 4- [z (л֊։ р (?) cos ?. у, -г- Р (?) sin ?) - z (л-,. у։)]2 = г; (36) 

Р? 4- [z (.Հյ ч- Pj cos ?. у, 4- Pl sin ?) 4- л (IՀԱՀ 4՜ Pi cos ?)a 4֊

+ (У։ 4֊ Pi sin ?)՝'-’ ֊■- z- (xt 4- p։ cos ?, y, 4- p։ sin ?) yj]3=r? (36)
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Очевидно, что 1՜ x։+?։cos<? 5 • (у, p։sin4- г։. т. к. 

(-4 4֊ Р։ cos ?, у։ 4-р,sin? на плоскости (х, у)— проекция точки кри­
вой 4.(Pi).

I * (*։  + Pi cos ?. у։ + р։ sin ? 11

<2a)ZIX։ +p։cos?P+ (yt + p։sin9)^2։ (r 4֊ Ղ).

Следовательно,

A J 1 .v, -f- h cos ®)m + (y, 4- p։ sin ?)*  + z*  (xt 4֊ p։ cos ?, y։ 4- P։ sin ?-

(37)

Произведя те же операции, которые применяли для оценки S, 
и используя (37). получим

•WA) <-t,A(G(r -|-r։))-r,.

Из полученной оценки, из уравнения г։ и из условии лем

мы легко получим, что второе слагаемое (32) ограничено, если взять 
c7<-L- Действительно,

8c՝f

ձ1£ւճԼ±ճմԼ ,г
4 кг} 1

Из определения ձ г, «) следует, что

Ъ(г. -=)
2 g

/ , / г \ h(&vr)-2c՝ \4cJ
г \4с։/ 4-3 (г, е) "՜ ' rl{r, г)

*(c7-2cLr, е)
/i2-c7-qr)

с10,

что и доказывает лемму.
Второе условие леммы выполняется, если взять

//(r)<tnln(^^-^r
‘ №-ր) լ \2cjj I

(ЗЯ)

Очевидно, что ?(г) будет убывающей непрерывной функцией 
от г и стремится к нулю, когда г стремится к нулю.

Пусть /I (г) удовлетворяет 2-ому услов ю леммы.

2
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Возьмем область D„= М I рр0> - - ) D D' и на его границе 

\ т /
эт определим новую функцию q (р\. которая равна g(p) на общей 
части з' и յ^Լ а в остальной части непрерывно продолжается.

По методу построения гармонической функции Ս (р) для 1-ой
<х.՛

леммы построим функции Z '<’г:‘(7>) У, t№\p) в области Dm для гра­
н-1

ничной функции q(p). Очевидно, что мы можем брагь граничные зна­
чения так, что

^(p}\p^.s^Un(p)
, если п > т -|- 1 (39)

t4."V)L^-=0.

По методу построения области ГУ построим D" и D'". Вместо 
, . , л А (г '• h(r) лА (г) берем соответственно -у - н —— гак. что любые две по­

верхности из з, з', տ", s'", кроме точки рп. не имеют ’других общих 
точек.

Лемма 3. Существует функция \С'!"(р}, которая:
С«5

1. имеет вид V{m}(p. ՝••(/?) ^(/!Г(р)
л-Д’

2. I Ulp)[ < е, если р £ О'",
где --- произвольное положительное число, \ — целое число, U(p) — 
функция, построенная для /-ой леммы, a w(pj ֊ гармоническая 
функция и области

Доказательство. Легко заметить, что для Un”\p) и для 
С\(р՛) имеет место следующая оценка

I 5УУ” (Р) К ֊4՛ если —L < min (г„ —, 
ոձ п — 1 \ m2)

У ■Т7) — IP) ՜ гармоническая в области 1У и

если п т -f- I.
3 Изиестия АН. серия фнл.-мат. наук, № 3

0 при pPq--^ - 
т

u'C'ip) -u„iP)\pe,= и\?\р) при РРо^~— р( ('՜10)
т

0 при ррп > — > р £<J|, 
т
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Следовательно, из (40) получим

I—и„(р) К «<ми —
п~ п — 1

(41)

Значит для տ существует такое .V, что

Unip) УМр) <г. если р Г D'. (42)
п ч-.V

Обозначим

V»(P)- ^U„(p). (43)
й»1

Покажем, что для этой функции в области О" имеет место фор­
мула Грина. Для этого достаточно показать, что его производная по 
любому направлению в этой области ограничена.

Вычислим гармоническую меру «>(ՏՀ, М(рра<г), р], которую 
в дальнейшем будем коротко обозначать через р).

^^г,Р}=-л4- ։ г* 2 р2) sin Q dh dts 
г- — 2rp cos 0 4- p2) ՚

Ш (Sr , Р) 4>(Sr . Р
®(S, . р (г- г.)

(44)

Отсюда следует, что սվձՀ р) получит наибольшее значение, когда 
Տր есть сегмент, центр которого находится на прямой ppQ. Значит

«>(Տր, Р) < ;£■ Ц 

б о

(г" (г ։ sin О dy d'J 
(г1 — 2rp cos О 4-?2) 1

(4о)

где

c°sO։=l֊֊^

Вычислим интеграл, получим

?1 — >46)

Отсюда легко получить, что

Г1

՝•՛(.$,, р) «‘(‘ՏՀ, Р) ՝

далее

ГЛ; если

гГт>։ Z ր'ձՀ (46')I
2 г — г
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—----------- ■ - - -------- -------

Очевидно, что о» (S',, /?,i имеет непрерывную производную по г. когда 
г < г0.

Переходя к пределу в (46'), когда г, ֊> г. получим

-Րր dr
•-- ՜ “~՜ • I ՜ Հ*

PU± + J^, *(S„p)^e  f ' (47)
dr 2r p ձր I P

Из (25). (43) и (47) получим
IKv(p)|^A'-/f-!-yu.(.S , , p)< 

W/
I

— *__ «Г
J Гс.гАчО

=տ;\՚'-/|/֊ւ У 6 7-=֊^ —=—, если/7>о=^—— • (48)
J\cr4l ИЛЧЫ'Р АЧ1

Легко показать, что если описывать вокруг каждой точки р,

рро֊ р области D" сферы радиусом то они принадлежа! об- 
4

ласти А)՜, откуда, используя известную формулу для оценки произ­
водной гармонической функции, получим (/любое направление!

;<ИКу'р)1Пр - -Հ- 
օէ՜ : Zt<P)

ле/J*  4

(49)
Берем уравнение ■ •՝•• •

?1 •' “ 1 . - I - "-Г-----•’ О )ГГЙ(Г) Р
----------------=А(р), (50) 
j-p-A(?) 
<•

где .4 (о) — положительная функция с непрерывной производной. Ло­
гарифмируя и беря производную из обоих частей, получим линейное



36 Н Е. Товмасян
дифференциальное уравнение относительно I — гЛ(г), одно из ча­

стных решений которого есть

: Д(»>

откуда и Л(р) —

f e՝->dr -
?» нн.г

Берем 4ic)«e . Очевидно, что | Л (<з)' < 1. 
Тогда

[ с՝^'_ 
/. %։ • 2

Л(р) =------- I е Ժհ
4*rP  J о

(51)

Имея к виду, что :? (г) — возрастающая непрерывная функция, получим

(52)

Из этой оценки легко получим, что можно взять cl2 так, чтобы Л(₽) 
удовлетворяла условию 2-ой леммы. С другой стороны, легко видеть, 
что А (?) удовлетворяет (50). если взять вместо А (р) £։3Л(?), где 
է՚յՅ — некоторая постоянная.

Значит, беря А.р), которая определяется из уравнения fol), по­
лучим

, ?’ ^«՜ гТ ]____ d'յ » etrK(r)
պ^խժյ|1Հ^Թ_\« css)

dl I \<ղձ/
•

Получим, что производная функции Уд’(р) в области I)" по лю­
бому направлению ограничена, откуда вытекает, что формула Грина 
применима в области 1У

^)=ГГГ±.^о)_±(±р rf$։
J J Гро дп дп \ Грг.]

Применим метод перенесения полюсов для гармонических функ-
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ций’— и — (— ] из формулы (54) и перенесем полюсы во внутрь 

rjA дп\грч/

сферы радиуса г= — с центром в точке рп так, что абсолютное 

значение разности полученной функции <«2(/>) и функции V.\(p в 

области D"' меньше откуда вытекает, что функция ^(р)—гар­

моническая в области Г)" -4- D ■ Л f | рр0 > -1 ) и | (р) — V.v (Р) i < 
\ 2 ,

если р - D'". (551
2* г
Аналогично из oj2 (р) нолучим <»:i .p , которая

1. гармоническая в области D" •{• D-М (РР^> 1/3). 
g

2. I «>3 (р) - u>3 (р) I < ' . если р - D'” 4-О- М (ррй> 1).

Вообще ՛%(/>) удовлетворяет условиям

1. гармоническая в I)” 4- D-Л1 V

2- Ч/Д1— «>п֊։(р)'< если р /У" £) М1 рр0>——Y 
2я \ п — 2/

Очевидно, что последовательность • равномерно схо­
дится в области Г) и что предельная функция »•>(/?), гармоническая 
в области D. удовлетворяет условию

| u> । р) — V.x՛ Р) I < если р Г)"'.

Легко видеть, что построенная функция
ОО

Ист՝(р) = «Ц>) + уиПр)

(56)

57՛

у до вл ет во ряет у с л ов иго л е м м ы.
Из 1-ой, 2-ой, 3-ей лемм вытекает, что можно построить после­

довательность функций И, (р) ■ • • Vn(p • • • таких, что
2. Vn(p} гармонична в области D" -| —!—

\ «4-2
2. . - И,_։(р)|<ул. если ր /7"-)-Д А1(р/>0>4 \

3. Հ (р) — f(p) | < Af. если р(-зр փ ра.
Следовательно, последовательность функций I/, (р)-« • Vn(P)՛ ՝’ ранно- 
мерно сходится внутри области D 1У" и предельная функция lz(p) 
гармонична в этой области и

I ^(P)—f(P) 4֊е, если ր(Լ1, р р0, (58)

что заканчивает доказательство теоремы.
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Следствие. Теорема верна, если число разрывов функции 

конечно.
До к я з а т с л ь с т в о. Пусть эти точки будут pv р2 ■ ■ • рт.
Построим функции /։(р). Л (/>)•••/«-։(р.) так, что /*(/?)= /(р) 

в малой окрестности р^. где f р) не имеет других точек разрыва, 
кроме а в остальной части непрерывны.

Берем fin(p) ftp) fi(p) ••• fm-1 p). Очевидно, что функции 
fm(p) имеют одну точку разрыва и что сумма гармонических функ­
ций 1.\ р)-- Д ՛',.//?1. явзяющихся решениями пашен задачи, которые 
соответствуют граничным условиям Հ р). •••/,„(/?), удовлетворяет 
нашей теореме.

И.։ доказательства 2-ой и 3-еи лемм вытекает.
Следствие: к каждой функции на а, которая имеет разрывы в 

конечном числе точек, можно приблизиться при помощи функций, ко­
торые гармоничны везт ՝. кроме этих точек, если е имеет непрерывно 
меня юту юся норма, iь.

Ио метолу доказательства теоремы Келдыша и Лаврентьева*  
можно легко показать, что.

Теорема I. Чтобы в двухмерной области D существовало реше­
ние задачи Дирихле для уравнения Лапласа для каждого данного 
граничного значения ftp . которое непрерывно и любой гонке, кроме 
точки р р(1, необходимо:

А. существование монотонно стремящейся к нулю при / >0 
функции r(/)>u так, чтобы любую точку z в области D можно было 
соединить с точкой р0 линией Жордана, которая находилась бы внутри 
окружности ;|<Հր(|շ') в области D.

Теорема 2. Если двухмерная нормальная область I) удовлетво­
ряет условию А и существует малая окрестность точки рв, где нет 
ючек из дополняющих областей, для которых точка /?0 не гранич­
ная точка, то существует решение задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа для каждого вышеуказанного граничного значения/(р).

В заключение выражаю глубокую благодарность моему уважае­
мому руководителю профессору С. 11 Мергеля ну за постановку за­
дачи и доценту Р. ,\. Александрину за ряд ценных указаний.

Институт математики и м.гпики АН Армянской С€Р Пос гуп ило 1 II 1958

См. например С. Н. Мергелях У МН., том VII, вып. 2 (48) 1952. стр. 59-63.
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•»». ։». (ФиЦи'шиипб

ԼԱՊԼԱՍԽ ZUAUUUPm ՃԱՄԱՐ ԴՒՐՒհԼեհ ԽՆԴՐՒ ԼՈհԾՄԱՆ 
ԳՈՅՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ ՈՋ ՃԱՆՐԱԳՈհՄԱՐԵԼհ ԵՋՐԱՅՒՆ 

ԱՐԺեՈեՐՒ ԴեՊ^ՈհՍ

Ա 1Г Փ П Փ Ո I՛ 1Г
եերկա աշիրատա. թ լան էքհջ տրված 4՜ /,»// ւդ / սա ft հա վиг սա րմ'ան համար 

Դիրիխ/եի խնդրի լուծման էլո(աթլան աս/ա ցոլ(ցը ե ար/. ը/ւծւււմր կաս 111. ցե լա. 
t! ե թոդր, երբ եդրա լին ֆունկցիան անընդհատ չէ վերջավոր թվ"վ կետե րա մ է 
P'ng 1)-ն լինի եոտչավւ տիրուլթ , սրտեղ ամեն մի անընդհատ ե դրա լին ար- 
մեքի դեւդրրւլմ Դիրիխ/եի խնդիրը Լասրասի հաtfաиարման համար տնի /ա - 
ծում. ալսինբն ի) ւոիրուլթր նորմալ է: Նրա ՞ մակերևույթի վրա տրված ր; 
ք(ի) ֆունկցիան, սրն անընդհատ է բոլոր կետերում, բացի ր p.՝ կետից։ 
ք)քւ կեաքւ վէս րր շրջակա յքտ.մ О մակերեուլթն անի անընդհատ ւիոէի ոխվո դ 
նորմալ և տդիդնե րր, էէրոնր ղա դահես են կետա.մ if տկե րև ո է լթ ի նորմ ու­
լին, կետի վէէէ րր շրջակալըում մակերևտ լթին հաաամ It'll մեկ անդէսմ:

Ապացո։ ցված Լ հետև րսք թեորեմը.P'bnpbU. Г) տիըուլթ ft և ք (/ծ) ֆ> անկցի ա լի վրա վերը արված ենթա- 
դրութ/անների դես/բյււմ դոլոէ թլորն ունի 1ո' ծումր Լապ-
լաւէի հավասարման հաւքար, արւինբն դոլութըոն անի (՝ {թ} ֆունկցիա, որը

1. Անընդհատ է, երր p I) Հ. Z. p = Քէ/
2. Հարմոնիկ Լ ք) տ(էրու./թи / if
3. Ս(ր> p a ^f(p)

P A>
։>/,/ If/ Լ ւսրվոէ-մ > որ թեորեմը ճիշտ կ նաե ալն դե սրբում, երր եդրա- 

լին ֆւունկդիսմււ անընդհատ թ; վերջավոր թվով կետերում։
Ս.(ւէ թեորեմի ապացուէյմտն ևդտնտկից բխում /, հետերա у կարևոր հե- 

տեանբը:ДЬшЬ.шПр. Եթե 0 մակե րևո ւ (թր ունի անընդհատ ւիո ւիո խ վ и դ նորմալ, 
ապա 3-ի վրա սւրվտծ ամեն if ft ւքե՜րջաւքոր թվով կեսւերամ իւ դոււ1հ ե ր անե- 
ցոդ էիունկցիալին հա րա սա րա}ավէ կերպով կարե/ի Լ մոտենալ !ի ո ւնկց ի անե- 
բուք, որոնը հարմոնիկ են ամենս։ ըեգր, բացի ալդ իէղմտն կեւսերքւց։

Երկչավէ in արած ութ յան դե սրբում սւոացվե у են հեաելաք ա րդ (Ո ւն _բնե ր ր.P’hnpblf 1- Որպեսդի ե րկչավւ ք) տիրուլթում դո (Ո ւ թ քո ւ.ն ունենա Լսոդ- 
լսէսի հավասս։ րմ ան համար ՚ 1'ի ր իխ լե ի խնդ ր ի լուծումը, րւ ւ րււյըանյ լուր տված 
ք (թ) եդրսւլին արմեըքւ դեպըամ, որն անընդհատ է ամեն if ի կետում, բացի 
p - Pq ^եաքւց, անհրաժեշտ է, որ՝Д. '1՝ոլութլորն ունենա մոնոաոն կերպով դերոլի ծդորոդ, երր է — 0, 
Г \ է ֆունկցիա, ա(նպես որ /) սւիրոէ (թի ամեն մի կետը ~,նարտվոր լի­
նի միյսցնել р^ կեաքւ հետ մորդանլտն կորով, որը դտնվի | : -ՀԼ Г ( I Z | 
չսծվւ և I) 1էէիրու.(թի ներսում:P’bnpbd 2. Եթե երկչավէ նորմ иг/ ի) տիրալթ/ւ րավարսյրում կ /] պտլ- 
մանին և դոլութլուն ունի կետի փոքր շրջակաfp, որաեդ չկան կետեր [)
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աիրու.յիք ի Լ[ս"ց՚" աիրոպթներիէ] է որոնց համար կեսւր ե դրա /ին կետ
չէ, ապա դորո թլոէն ունի Գիր ի խլեի խնդրի լուծումր Էապչասի հավասարման 
համար I) աիրուլթում , վերես։ մ նշված ք (թ) եդրա/ին արմենի դեպրում։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Р. С. Минасян

О кручении и изгибе анизотропных призматических 
стержней с поперечным сечением в виде 

параллелограмма
В работе дастся решение задачи о кручении и изгибе анизотроп­

ного призматического стержня (фиг. 1:. когда последний в каждой 
точке имеет пло­
скость упругой сим­
метрии, нормальную 
к его осн. Решение 
представляется од­
новременно двумя 
видами разложения 
в ряд. Выполнение 
граничных условий 
приводит к беско­
нечным системам линейных алгебраических уравнений. Приводится 
способ вычисления с избытком и недостатком функциональных рядов.
коэффициенты которых определяются из бесконечных систем линей­
ных уравнений. Дается численный пример. Для улучшения оценок 
вводится понятие бирегулярных систем

§ 1. Кручение анизотропного стержня. 
Постановка задачи и построение решения

Рассмотрим задачу кручения анизотропного призматического 
стержня, имеющего поперечное сечение в виде параллелограмма
0Л13С. грань ОД которого составляет угол չ с осью ОУ. (фиг. 2 . 

В этом случае функция напряжений 
ф (х, у). как известно 111, удовлетворяет 
уравнению

Ժ2’, (А у) о---Հ՜ i ' ~ 2U«<>х2

(X, у)

1 •*. У) 
дхду

— 211 (1-1)

где Л/* —упругие постоянные материала стержня, причем aua6i —
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О— неизвестный угол кручения.
Условия на контуре поперечного сечения буду!

Շ (х, 0) = ծ (х, а'։ — Ф (<оу, у I — Ф (Ь 4- <пу, у) = О, (1.2) 

где <о -= tg /.
При этом составляющие напряжений определяются из формул: 

сг = а у = j. — Try = О,

(1.3) 
ду ՛' дх

Прежде, чем переходить к отысканию решения, преобразуем 
систему координат:

X—«>у «Լ рТу = т( (1.4)
где

3 4- ֊ (15)
<*55

В этом случае, обозначив

•их. у) = а =

(1.6)
’ = ֊հ Չս^Հ֊յ -Г

уравнение (1.1) приведем к виду

jW ОХ dzU{\. Т,\ _ _9 . 17)
ժ* “ дт*

При этом неизвестный угол кручения В определится из соотношения 

»='£• . (1.8)

Здесь

(1-9)
՝ I ? J J 

е

֊ жесткость при кручении, Զ область поперечного сечения, Mt — 
скручивающий момент.

Для нахождения функции Ս (հ, ?ւ) воспользуемся работой [2]. 
Будем искать решение уравнения (Полновременно посредством двух 
разложений в ряд: 

со
^’{հ, Т|) = УД (;)$։нтй.

л» 1
(1-10)

и (5, .Т,) = ^֊1 ф Vbt (:) cos >ТЬ 
м 

Հ-- 1 »



О кручении н изгибе анизотропных призматических стержней 43

где
d.

k- 9 Ր
Та՛ - — • Հ = И? d , ft..;«) ֊- ֊- U (;, т։) sin улWn.

Պ d։J
о

(1.11)
di

'rk(i) = -֊֊ j Z’(Հ rj cos ^l;7,dxh 

.r
2Умножая уравнение (1.7 соответственно ня ՜ sin и 
Հ

շ
՜ cos и интегрируя от 0 до dv для определения //,.՛;) и <?*(£) 

Պ
получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

Л(5) 4- ֊ T»/i («) - ֊ 4 -1—-Լ՜ 1 ■'*.
Т*«։

(1.12
d,

<?*«' — - -fan (?’ - ֊ | (?) • — 1 )*ձ՝, (;) 2 j cos .

<1

Здесь обозначено

• Տ,(?)=*» . (1.13)
d-ղ և,-0 Ժւյ

Решая уравнения (1.12) и удовлетворяя соответствующим гра­
ничным условиям .1.2), для //. !: и о* (с получим следующие выра­
жения:

Л(?) =----------—---------- [sh (у —;) I |/>л /1 cos a?* (? — t) -
>Հծմ։ sh 1 J

л
(Jk t) sin a; t։ (= — /)| sh ՝qkidt 4- sh ՝դ*: i |p* (t cos a-։> (/ - $j 4֊

4֊ q); (Oslni-f* (/ ;l|shvp,(/; Z) մ/Կ

. (1-14)

4.ՀԼ' *------;֊------ -  (sh v7a. (ծ — =) i [pfr (f) sin ay* (= — f) 4-
v(Arf։ sh I J

0 
ft

4- <?л (Г! cos a?* (; /) | sh ^btdt — sh |pA-. t) sin 17* (7 ;) —

qK. (/) cos a-f* (t —;j] sh ր'Լ. (ծ — dt
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где

= l)‘Ss(l)֊2(’cos7rtrfT„ (1.15)

о
В выражения для /*(?) и &*(«) входят неизвестные функции <S։(c) 

и •$։(?)• Для определения последних потребуем, чтобы вторым пред­
ставлением (1.10) функции Շ'(Լ ч) также выполнялись граничные 
условия (1.1) на прямых լ — 0 и т, - </,:

ЬВ1+у,/(5 0; ^+У(-!)'?,(=) = 0. 
Հէ it

>-• /-։

11.16)

Умножим оба уравнения (1.16) на 2 ...... >-sinoA«fc, где о*- — • и 
ծ b

проинтегрируем от 0 до Ь. При этом, вследствие равномерной сходи­
мости рядов, входящих в левые части 1.16). возможна перестановка 

ь

знаков суммы и интеграла. Для нахождения значения <5, (5) sin

о
воспользуемся уравнениями (1.12). а также условиями (1.2). После 
некоторых преобразований для определения коэффициентов Фурье 
функций ձ\ (5) и ծ՜շ(;) получим следующие соотношения:

«*.= (_!)/] 
a. sh —

/-։
ր ֊(-!)♦] m,+11 + i -11*|«/.

(iJ + 4)2 4Л;&л
(1.17).

h„ - 2։v?,^h''W'—°S—‘6/|V|l--(—Г/|Х 
մ։ sh —

J ։
v п -Ын1 + ОЧ"/ . t։

(7/+ г;)2 4Л?>1-

Здесь обозначено

„ '^l! j
о

I |S։ Տշ ;)j sin о^с/с

If
-.2ՃՌ(;) $,(£)! sin Wfc 

"'oJ
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л* = 7*|Л(0)-Л(&)|; (1.18)

| _ (•__  I /
tk = 8v----------------- — I cth

Mi \

При этом величины mk и ոԽ входящие 

cos ™kdx 
ch ՝>bkdx

в (1.17), определятся, со­
гласно (1.18) и (1.11). из следующей системы уравнений:

п з cli*M cosaf^ , 1V.v
/н* = —, - \ [I—(֊ 1) ] X

<, И -(֊ lHgz+H-Ւ (-4*1 А/ ■

(1.19)

пк = _ 2„71 ebv^-co»^ V I!+(_,,/1 х 
b sh ^кЬ —* 

|1 ֊(֊- D*|g/+ И+ (֊!)% 

(^+մ)2-4^/

где
о 1 — ( 1/7 и t cos ауДА

«i - Ց՝*---- г——- cth y\kb - • ---------— •
7,Հ \ sh .-ikb )

(1.20)

§ 2 Исследование полученных систем линейных уравнений
1.17) и (1.19). Определение выражений для у), 

составляющих напряжений и жесткости при кручении

Займемся исследованием полученной совокупности бесконечных 
систем линейных алгебраических уравнений (1.17) и (1.19). Как легко 
видеть, данные системы разбиваются на четыре отдельные совокуп­
ности систем. При этом, как будет показано ниже, неизвестные

АГ2Л | == 1 /!2k = 0. (1.20)

Определим суммы модулей коэффициентов каждого из уравнений 
полученных систем. Для сумм модулей коэффициентов уравнений 
систем (1.17) получим следующие выражения:

S(bk) - la1,

s(g*) ՜ |«! >

1+v sin
ash

sin oAkdA
ash I'

4v
'֊>kdt

cth
cos ^kdy 
sh -^kdx

2.1)

Аналогичные 
фициентов систем

значения получаются и для сумм модулей коэф- 
(1.19). В каждом из этих выражений вторые ела-
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гаемые убывают с экспоненциальной скоростью и. начиная с некото­
рого k, суммы модулей коэффициентов։, вследствие неравенства а=<1. 
становятся меньше 1. Заметим, что почти во всех практически ин- 

о
тересных случаях, когда |а'^с- —• суммы модулей коэффициентов 

I Ց
строго меньше единицы для всех k и при любых отношениях сторон

—, т. е. системы (1.17) и (1.19) вполне регулярны. Свободные чле- 
b

ны ik и iik этих систем стремятся к нулю с возрастанием k. Из 
теории бесконечных систем |3] следует единственность ограниченного 
решения и сходимость метода последовательных приближений. Кроме 
того, как видно из 1.17 . для Հշ* । и . а также для кчь и Им 
получаются однородные системы, не имеющие, согласно общей тео­
рии (3], ограниченного решения, отличного от нуля. Поэтому имеем 
#2*-1 = ^2А-+1 = ^2* ~ fl2k ~ О,

Что касается _։ и г. и., то с возрастанием А’они стремятся
к нулю. Как будет показано ниже, в частном примере, решения ма-

„ - 1
жорантнои системы также уоывают со скоростью у^՜’

Перейдем теперь к получению выражений для ( (Լ т,֊), а также 
для функции напряжений -/(д', у), составляющих напряжений т».. -vr 
и жесткости при кручении Q.

П ре два р птел ы । о обозн а ч к м

16 ? . 16 v
= — елч; «2*+։ — -

(2.2)
16 V .. 16 '• ..

- —/v?*; I - —

Тогда, согласно (1.17) и (1.19 . для определения неизвестных (7* и .V*. 
окончательно придем к следующей совокупности бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений:

С/,. — 4Ы* ch 1 j*co$-eWi у 11 — 1 — 1 |/4~*|А‘/____, հ .
ՀտհՎՀ - 17;փճ)տ-4^^ ' *

(2.3)

Ч ch ч-^b 4- (— 1 Հ cos 1-кЬ yr |i — (— 1 V+*| G; 

bsh'^b — Հ; i. 7;.)2 -
ր*Հ,

где свободные члены է՛. и ւՀ); имею։ вид

և ւ էւճծ
'2kd,

cth — cos aWi 
sh

(2.4)
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Հ= (2.4)
2* \ shn** /

При этом, согласно (1.18 и 2.2 . для функций S, (=) и &(5) полу­
чаем следующие выражения: 

ОС CV к
с. ... 8v V U* , , . г 8* V (— I 0’յէ , > - ог, .Si (:) = — У —sin ձ*;: Տ. (с) = - У - --------------sin S*;. (2.5)

Ո u . °» • ' . , °*

Определив из (1.14 и <2.51 функцию /*(;) и подставив ее зна­
чение в первое из разложений (1.10 . после некоторых преобразова­
ний будем иметь

(h cos S*'4/(?,тр-.j֊S‘/,v 
"Р ~ (— l)*cosa3Ad։] X

X [sin я <ևր4տհ vil (մյ — Г, 4- ( I Iе sin «Л* մ։ »,) sh -

8 у_________ Л\ sin 7>^__________

«. 7» |ch *7*ծ + ( Ի cos
|COSS7*: Sh v;* |7; —;)

— (— 1 }*cos ։հ* (6 — ; • sh |. (2.6 j

Как нетрудно видеть из этого выражения, на контуре области 
поперечного сечения функция ( Լ հ i обращается в нуль, внутри же 
области ряды в правой частя выражения 2.6 весьма быстро схо­
дятся.

К другому представлению функции Լ' j. ij) придем, определив 
из (1.14) и (2.5) ?յէ(;ւ и подставив ее во второе из разложений (1.10):

4/(5, г,) = 4 (ծ - 5) - У -------------fitSlny.--------------X
~Ь ~ 5;{ch *Հժյ — 1) cosaWJ

X |cosaoA7j sh tr/k (ժ։ - т, — (— 1 ։cos 30* մ, — t։ sh -лЛц| —

___ 5_V__________ A\co$7>rt__________  
= .“■ 7x|ch*7*Z>4֊ — l)*cos»7*6]

X [sin »7*-sh >7k Ա» 4- (— I )*sln »հ։ ծ — :) sh <հ*;|. (2.7)

Подставляя (2.6) и (2.7) в (1.5), для функции напряжений ф (х, у) 
получим стедующие выражения:
' I*. У) - ■֊ Ьу “ У ֊ . -- X

ч I г/; ~։ խհ 4-1—1J COS |1WJ

X [sin |e\y sh >.St. Id — y) 4 — I )*sin |д$Л ■ d — y) sh >/Ն\'| —

В у Л\ Sin I
« ujSi *7*6 + ( — 1)Ղօտ«7,ծ|
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X (cos а** (д' — wy ) sh *7* I b — л* 4- ՝°у) -

— ( 1l*cosa?* (b — X I֊ «у sh Vffc (х — wy) |

(2.8)

՚ե (х, у) = — I x — <oy)(£ - x 4֊ <»y) — -- ■— У X

Gfe sin ձ» (x - - wy)_____
$*|ch \Zkd + (—1 )*cos |*W|

(cos jv>x.y sh Xo*. I d — v ՝ —

— (— 1 )*cosuo* (d y) sh Xoo’l

- S ~?i h 1 f-?У------— •[Sinx1̂ IX-<oy)$h vI,i&֊A- 1-wy)-|-
“ *T։ >lch ( 1 COSafA^I

+ ( - l)*Sin «դ* (ծ x ֊ wy) sh vffc (x — ։uy)].

Здесь
A _ ]/(1 - a։j p, ,1 «= .»|Հ p.

Для вычисления значений функции ф(х, у) или ее производных 
.можно воспользоваться любым из двух представлений 2.8), предпо­
читая одно другому в зависимости от быстроты сходимости рядов в 
исследуемых точках.

Получим теперь выражения для жесткости при кручении Ct и 
составляющих напряжений Հ... Подставив значение /7(5, •»}) из 
(2.6) п (1.9), придем к следующему выражению для жесткости Ct:

.— t-
2Ւ М4 ե _ 16 у V 1 - (- О V

С Gd Г? ՜ 
I.-- 1

12.10)

С другой стороны, согласно (1.9) и (2.8;, имеем:

С 6 -л"

Далее, используя, например, (2.И), получим, согласно (1.8), величину 
угла закручивания 1>:

= Г1.__ IL5՝' v 1-(-!)*a. 1՜’.
՜ ՝2b3d [ 6 к* J (2-12)

Другое выражение для 1> получим из (1.8) и (2.11).
Наконец, из (1.3) и (2.3) будем иметь:

_ _ У — — g*stn^ ~ Ю-У) _ 
чл/յ հՀ о* (chXSfcrf փ (- l)*cosjiofc«/|
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X |sin р^у տն >Л* d у I — — I )*sln սՅ» d — у ) sh /.5>y| —

8» у» Л» sin Г'?7*у
Ск “։ 7» I ch *7էծ (- I )*cos օդէծ|

{cosօդt a - wy) sh т*»(Ь

x ? <oy) խ tg 27* (x — »y I 4 * cth *74 (b — a + «»у)| փ

4՜ ( l)*co$47t b x 4- wy)sh (x — ®y) |«tg«7»(& — xj- 

»»y) 4-veth *7>(x - uiy)|). (2.13)

Аналогично получаем для

__ 8) •</՛՛ у» Gt sin 3> (x — toy)
' ~b j'““i I cl։ ՚ ։ն d 4 (— 1 )*cos pMl

X J cos i^ysh Щ (d - y)|«>ctg'/*(x — -y) 4- jitgpft>y ]֊ Keth XS։ 1 d — у i| - 

(—1 Ղօտ^*Iմ-у)sh).S>y|«>ctgit(x — »y) • у) —

V------ ----------------------
1 1 Ղ’օտ»7*ծ|

X

X [sin 27* (x my)sh »7t(b x 4- »у)|Г ? tg 7*У 4֊

4- п>я etg 27» (л — my) — шм cth >7» (b x 4- шу 11 4-

4֊ ՛ - i )*sln 27* b x «у sh 77* (x — <»yj 11tg | Э 70՛ —

u»։etg 27* b — x — u»y) — cth *7» (X — <։»y) 1|. (2.14)

В случае, если m = 0. т. e. когда поперечное сечение стержня обра­
щается в прямоугольник, выражения (2.13 и (2.14) значительно уп­
рощаются.

Задаваясь значениями упругих постоянных, отношением сторон
1 -г- а также величиной «• - tg/. решением усеченных систем урав- 

b
нений из (2.3) найдем оценки .тля G* и .V* сверху и снизу. Подстав­
ляя зтн оценки в выражения для | (х. у . "у.. ՜է.-, а также С>, най­
дем значения этих величин с избытком и недостатком. Для этого 
поступаем следующим образом: возьмем среднеарифметические верх­
них и нижних оценок неизвестных 0Հ в Ve и подставим их. например. 
D (2.13). Получим выражения для средних значений Հ-:

I CV
Հր У ճ ।(01 + °՝А 1 4- (AV 4- Л » ) К» 1А. V) I. (2.15)

Здесь знаки -( и — нал Gt и Л* обозначают соответственно 
верхнюю или нижнюю оценки и Л’*;

•է Йатмстиа АН. ссртш фт.-ш*». мук. .4 3
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у) -
8| jh/OslnM* — Ц>У) 

[ch XSArf -{- (— l/cos pW|
[sill ԱՂ-ysh /.3* (d—y) 4-

h (— I )A'sin |13A (d — y) sh >Л*у[; (2.16)

8 ft sin *[>y
Rk (x. y)

Oq* [ch -r').b ֊[ ( I )*cos а-^ձ]
{cos x-;ft (x — н>у) X

X sh 7քձ. Iծ - x + >»y) [a tga-f* x шу) I v cth ՝ф (ծ — x 4- *»y)| 4-

4- ( 1/‘cos f b — x 4- u»y) sh (x — wy ] [a tgajA. (b — x 4

4- «>y) 4 v cth гр,-(x — «>y)]j.

Для определения значений ту. с избытком или недостатком к 
выражению (2.15) прибавляем либо вычитываем величину

со
Г(х,Я- G4-)|Q։(x,y)|-KM+)|??4(x.y)||. (2.17)

Հ fe- •

При этом, очевидно, ; 'v- Վ.।^7’ (х. у), откуда следуют оцен­
ки для

՜Հ։ = Հ..֊֊ Г(х, у); Հ, ֊ Հ.-4- Т(х.у). (2.18)

Для получения желаемой близости между оценками возьмем 
столько уравнений в усеченных системах, чтобы сумма первых т чле­
нов ряда (2.17) была меньше наперед заданного числа е>0. При этом, 
вследствие ограниченности Оц и А’/.. и достаточно быстрой сходимости 
ряда (2.17), т можем выбрать так, чтобы сумма ряда (2.17) от 
k=mA- 1 до А’— оо была тоже меньше заданного числя г.

Полученные выше, выражения для функции >(х, у), касательных 
напряжении *:Л. и ту. упрощаются в случае, если материал стержня 
изотропен или ортотропен. Заметим, что задачу кручения изотропного 
стержня с сечением в виде параллелограмма в частном случае, ког­
да угол /—45’, способом сшивания решила Е. Л. Александрии |4|.

В заключение параграфа отметим небезынтересный случай ани-
Н.|5 

зотропии, когда отношение упругих постоянных равно тангенсу

угля между осью Оу и гранью ОА. взятому с обратным знаком: 

— — ш. В этом случае a = 0; v 1. и преобразованием (1.4) за-

дача сводится к задаче кручения изотропного стержня с прямоу­
гольным поперечным сечением. При этом ряды R уравнениях (2.3) 
исчезают и бесконечные системы линейных уравнений (2.3) для опре­
деления неизвестных О я и Л,՛, вырождаются в равенства

о* = 1 ֊(֊ ւ ,v = Lz±-1 Հ'էհ PiL. (2>l9)
2kdt 2 2k 2
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Подставляя (2.19) в (2.6), получим решение уравнения (1.7)

Հ т>)—' J±cM4֊ ' I (2.20

совпадающее с классическим решением [5|.

§ 3. Численный пример. Некоторые замечания к вопросу 
оценок решений бесконечных систем линейных 

алгебраических уравнений

✓
Рассмотрим, в качестве примера, кручение анизотропного стержня 

с прямоугольным поперечным сечением, отношения упру՛ их постоян­

ных и сторон которого соответственно равны: —6 — — 0.4; 0.8;

— - 2. В этом случае величины, входящие в предыдущие выоаже- 
d

ния. будут

и> = 0; а= —/ОЛТ; ?= 1.25; v - /0.8 ; —0.5; \ I.

Прежде чем переходить к вычислению неизвестных GK и .-Vt из 
(2.3), остановимся вкратце на вопросе оценки решений совокупности 
бесконечных систем линейных уравнений.

Пусть имеем совокупность двух бесконечных систем линейных 
а л г е б ра и чес к и х у ра вн е ни й

ох
Лй = V kXj X ку}) 4- rk\

/-»
(3.1)

со
У*- £ <лЛ*/+Й.лУ/) ■+ Հ- 

/-1

Обозначим для краткости

-< ПО -С сс

V «/,*! = я*; V |£м| = у ՀՀէյ - Հ; У|^_ Л|: քՀ. (3.2)

/ ' /֊I 1 /-1

Вопрос двухсторонней оценки неизвестных л՜/., и у*. наряду с 
вопросами существования и единственности решений, широко освещен 
н книге J1. В. Канторовича и В. И. Крылова [3], а также в большой 
работе Б. М. Кояловича JG| н ряде других исследований. Как из­
вестно |3|, для регулярных систем имеет мести следующая оценка:
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Л. <Л': |у.КЛ' y=supf |г>| ■ •—|. (3.3)
(*. л П — а* — £* 1 — а/ - р; I

Улучшение оценок неизвестных для больших k было дано В. М. 
Коялоннчем |6), введшим понятие лимитаит Однако иногда вычисле­
ние лимитаит бывает сопряжено со значительными трудностями. При­
том оценка получается одна для решении обеих систем, даже если 
свободные члены одной цз систем обращаются в нуль.

В некоторых случаях может быть удобной следующая опенка.
Пусть, каковы бы ни были k н ։. для сумм модулей коэффи­

циентов уравнений систем (3.1) имеют место неравенства

1 3* 0; 1 -Й>0; р*-(1 —М’>0- (3.4)

Тогда, если су шествуют два числа .¥ и К

1ճճ1 + յճՀ

Д' Slip -l------ -—т1-; У = sup ——~--------- - ------ (3.5)

ь ։-?; Հ 1->

такие, что |г»|«^(1 ъ)Х ?*}'; |Հ|<(1 34‘) Y — то су­
ществует ограниченное решение системы (3. Լ. которое МОЖеГ быть 
найдено методом последовательных приближений, причем

|х*|< X, (3.6)

Очевидно, что для регулярных систем условия (3.4) выполняются для 
любых k и / (заметим, в частности, что для совокупности систем 

(2.4) эти условия выполняются для любых 'значений отношения сто­

рон и всех А՛ и / при s ւ Ճ_Ն Легко также видеть, что 
մ | 8 /

всегда А’-^А': У А. В самом деле, перепишем, например, выраже­
ние для X так:

Заметим, что оценками 3.5) особенно удобно пользоваться, 
когда из свободных членов системы (3.1) либо րե, либо г\ равны 
нулю. Кроме го: о. разбивая исследуемую систему уравнений на части, 
можно получить улучшенные оценки иеиввестных при больших А'. 
Для иллюстрации рассмотрим бесконечную систему линейных уравне­
нии получающуюся при определении установившегося потока тепла 
н бесконечном прямом уголке, когда на боковых стенках поддержи­
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вается нулевая температура, а внутри уголка происходит тепловыдг- 
ленне постоянной интенсивности)

2* V . 1 1 

к(1 փ0էհ*Վ~ր-4-/ր Л2
(3.7)

Сумма модулей коэффициентов А-րօ уравнения системы 3.7 ՛ 
равна t~*։ f ch А-— ‘ 1\— ). откуда, согласно oomci։ теории регуляр­

ных систем, имеем А'— 3,039. Примем теперь дд — /и։: у* /Ոյ. (при
к > 2). Тогда для величин (3.2) получаем следующие значения ?.։

1-е ֊Հ
2к ’ 

1
*=+ 1 ՜

՜ cth - — 2 
-------------- а* 
’(cth я 4-1)

sh А» V .о
-------- I* и из (З.о) имеем

кт. I

TistiT"-'՜’՜-’—Д""-
Л -2,536; Y = 0.721. Таким об­

разом. нс решая ни одного уравнения системы (3.7 , для неизвестных 
т1։ при к :> 2 получаем значительно лучшую оценку, чем получаемая 
по общей теории.

Далее, при исследовании систем иногда условие (3.5) бывает 
удобно (по сравнению с условием регулярности) гем. что при изме­
нении параметров, которые, как правило, входят в выражения коэф­
фициентов а/. Зу А.; հ. д֊; Հ бывают случаи, когда условие регу­

лярности нарушается для некоторых уравнений совокупности (3.1), 
тогда как условие (3.5) (его можно назвать для краткости условием би- 
регулярности систем) остается верным. Рассмотрим, например, систему, 
аналогичную (2,3), коэффициенты при неизвестных которой соответ­
ственно равны

а.= 1.1; :■
_ |з '.^1 — ( —l)*cosat^.</,______ 1 (— 1/ *

ժ։ sh '^kdx i — Й 2 — 4 asf)’ Й

Й. л = 0; я/.
4 з ch нлА — ( — 1 i*cos щЬ ___ 1 ( 1 _

^տհր|Ղծ (5֊;+-^-4^71Й

Как легко вычислить, при Д ——___ — для любого А или i можно
V 1.23

ь , —
указать такое значение отношения — (и наоборот), для которого 

d
либо либо Հ становятся больше 1,004-2, тогда как при всех А и i 
величина пЬ{ — 1 —> 0,014.

Практически, для облегчения отыскания границ неизвестных 
и уА, вместо (3.5) во многих случаях можно пользоваться более гру­
быми оценками:
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z¥։ = sup-------- —----- — 4- sup--------—;
I * о 1—ял «*• О I — ’л Я,

■ Դ! In I

v 1—** Հ> 1 sup-------s--------------- Ւ sup ------ S--------------
’*• ° ? sl1 _ <*• '• Lzfti ft*

Հ 1—За Հ I—O*

Тик, для приведенного выше примера имеем ,\*։ 2.553; К, ■
=: 0.783.

Перейдем теперь к вычислению неизвестных G* и Лк из (2.3) 
при заданных выше значениях постоянных.

Взяо усеченную систему и применяя предыдущие оценки, л так­
же замечая, что свободные члены систем (2.3) стремятся к нулю со 

I 
скоростью получим:

1.5705 G,< 1,5706
0.7488 G3 0,7493
0,5273 <G*< 0,5288 
0,4290 <<7. < 0.4315 
0,3697 < 6\ < 0,3738 
0,3282 < G„ <0,3341 
0.2981 < G։3 <0,3062 
0,2744 <G։$^0,2849

4,288 . 1.86 4.372
------------- < Ոշ/.-ւ< ■ ■— - ---------
2*4-1 l 2.Է-1 2k - 1

(*>7)

0.4297 <G։< 0,4306
0.4698 <G<< 0,4728 •
0.4075 <G*< 0,4140
0.3567 < G„< Q.3685
0.3190 <G։< 0,3371
0.2913 <G,< 0.3163
0.2660 <G„< 0,3033

3,724 .. 2.73 , 3,812
------ G >* <------------ = 4----------

2k V2k 2k
\k>7)

(3.8)
1.2017 .¥,<1.2028 
0.5202 A\ < 0.5296 
0,3740 < A\ < 0.4037 
0.3025 < Л 7 <0.3590 
0.2580 < .V, < 0.3399 
0.2272 < ¥„<0.3163 
0,1178 < ¥,<0.3250 
0,1021 <¥,*<0.3140

0.5284 <¥.<0,5292 
0.3861 < .V* < 0,3900 
o,3 ։ 39 <.\;< 0.3238 
0,2687 < A\ <0,2860 
0.2367 <AW<0,2615 
0.2128 <¥,<0,2443 
0.1942 < ¥„<0.2313 
0.1788 <¥l4<0.2206

’••532 ... .1.99 , 2,700
.тггг<Лг‘"<ута+ շ*+ւ 

(Л>7)

2.985 .. 1,83 3.057
-------- < ■ 'It < - 'z՜—------ 
2k-----------------I 2k 2k

(Л>8)
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Из этих оценок видно, что значения G* и Лу- как с недостатком, 
так и с избытком с возрастанием индекса k стремятся к нулю соот-

I 1
ветствеино со скоростью ֊ - и

А* 1՛ А?
Подставляя найденные значения (Ն и Л'х, например, в (*>.И), 

определим величину жесткости при кручении С,՝.

d* Ժ4
С, = 0,55055 —; С։ = 0,5-5075 —• (3.9)

а.ц «4»

Как видно из [3.9). оценки 
совпадают. Аналогичные оценки 
ляя значения Ct из (3.9) в (1.5),

для Ct сверху и снизу практически 
для С{ получим из (2.10). Подстав - 
получим величину угла кручения ft:

Ո՜= 1,81570 — м/; ft՜ = 1.81637 mz. 
(Ր dk

(3.0)

Прежде, чем переходить к вычислению значений составляющих 
Gk Nh

напряжении, отметим, что величины и — монотонно убывают с 
k k

возрастанием А’ (отдельно по четным и нечетным А). Это обстоятель­
ство облегчает вычисление оценок в знакопеременных рядах, входя­
щих в выражения для составляющих напряжений.

Ниже приведены значения -,■? и -v. в некоторых точках.
Таблица I

/ МЛЗначения напряжения выраженные в отношениях к I

X 0
ձ

4
է
2

3£ 
4

b = 2d

I 2 3 4 Տ 1 6

Հ/х 0) 0 2,0631 +2.0623 +1.5666 О

Վ+*. 0) 0 + 1,9757 +2,0298 +-1.4794 0

°) 0 + 2.0194 t2 0461 4-1.5230 0

'֊՛-՝■ я 0 4-0; 8035 +1.0194 +0,8626 0

0 + 0,8019 4-1,0185 +0,8609 0

у) 0 + 0.8027 + 1,0190 +0.8618 0

. է d \ 
т) 0 -0,1392 0 + 0.I4O1 0

У/ f) 0 0,1401 0 + 0.1392 0

Հ4- ) 0

1

-0,1397 0 ֊ 0,1397 0
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1 2 3 < 3 6

0 -0.8609 1,0185 -0,8019 0

4՛ т) 0 ֊0.8626 -1.0194 -0,8035 0

4 ֊) 0 —0,8618 1.0190 0,8027 0

0 -1.4794 —2,0298 1.9757 0

0 -1.5666 2.0623 2,0631 0

մ) 0 -1.5230 -2ДМ61 —2,0194 0

Таблица 2

Значения напряжения zy. выраженные н отношениях к — j

X 0 : Т
ь
2

|3ձ 
4 b 2d

Վ(*. 0) = Z-,(л. 0) 0 0 0 0 0

4:) — 1,4463 0,2200 +0,0129 +0.3345 i 0,9502

4 Я - 1,5505 -0.2211 t 0.0426 +0.3333 +0.8463

*(* т) — 1,4984 ֊0,2206 +0,0428 +0.3339 + 0.8983

. 
> "".ч, 
՜Հ: 

1 СЧ -1,380-1 -0,3989 0 1 0.3998 -1.4548

■=Ի
 

՜-—
՜ 

,х — 1.4.548 ֊ 0,3998 0 +0.3989 + 1.3801

•I к 
•е

 | а
. 

-—
-— — 1.4176 -0,3994 0 +0.3994 1,4176

4 т) ֊0,8463 -0,3333 —0,0426 + 0,2211 + 1.5505

-0,9502 —0.3345 0,0429 + 0,2200 + 1,4463

* i ы\ Мх- т) ֊0,8983 0.3339 -0.0428 + 0.2206 + 1,4984

-j.(x d) = -V.(.v. d) 0 0 0 0 0

В этих таблицах даны значения оценок сверху и снизу состав՝ 
ляющнх напряжений -,г.- и тУ/, а также значения их среднеарифмети­

ческих Հ-- ՜-^ճհձ1£_ к Հ. = 'У- ՜*՜ .
2 У 2
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§ 4. Изгиб анизотропной консоли. 
Постановка задачи и построение решения

Рассмотрим теперь задачу изгиба анизотропной консоли силон Р, 
приложенной к свободному концу в центре тяжести поперечного се­
чения и направленной параллельно оси 
ох (фиг. 3).

Координатные оси берем параллельно 
главным осям сечения. В этом случае 
напряжения в сечении стержня будут 
14

<зЛ. — = -:ху = 0;

где.

осн

как н выше, <•> igy, / — момент инерции сечения относительно
b

2
• Уравнения равновесия при этом сведутся к следу кинему

<*։։ fryg _ Р_ / v _ Ь փ «>Ժ \ 
дх ՜: ду / V 2 / (4.21

Будем искать касательные напряжения в виде

Р ГдфСк, у) 1 , . . о*2 ,
-х/ ֊ — — Հ֊ (* — (0У) (* - х + -*>у) — -- у (d ֊ у) ;

/ J ду 2 2
(4.3)

РГ£ф(Л, У) 1 տ / \^■• = ֊7[4/+Ty(rf֊y)]'
Подставляя выражения (4.3) в уравнения совместности, для опреде­
ления Ф(л*, у) получаем уравнение [1]

<Կւ
d^{X, у) 

дх*
2а«

дЩх, у) 

дхду

OZ՝J Л-. у)

ду՝
■ аьъ

= (2а։3֊<Л5֊«н?55)(—х) 4- (zz3e 4- 2<»а.16 |- у\ (4.4)

Граничные условия для функции ?(х, у) на контуре s, согласно |7|, 
будут

J (d — у) (o»rfy — dx) Ь (х - шу)(b х -}- «>у j dy ] = 0. (4.5)

о
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Производя преобразования

Л- — II'J, = Լ pz^V = 1J։ Ф (X, у) - —-ևշՅԼ

придем к следующему уравнению для функции ձ՚ւՀ т։):

Ժ4/(Լ т,) _ 2я дЧЦ;, Հ) W&il]

Ժ;3 Ժ;Ժ^ дтр

где

А - 2а13 - a4s — waM; В ~ [2юа։з + 4֊ .

Аналогично § 1. ищем функцию ձ/(Լ ij) в виде
оо

^(հ. պ) = ^A(?)slnw, 
а- ՝.

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
ОО

/7(В, պ) = ֊4՜ 4՜ У ?й(;) COS7PJ, 
л- ։

причем /*(:) и ?*(£) определяются из дифференциальных уравнений

Հ (;'ւ 4- 2^к?\ ($) ֊ т1Л (?) = 4 Рк

(4.10)
Հ. (ч) - 2аК.Л (В) - 7Խ (?) = 4 (*) ֊ ( - 1 )*$* 4- (?)1,

где

I* \ 2 1 fft
(4.11)

?.(S) =м(֊—Փ £,(« = —i֊ : $>(£)- ■
\ 2 / n_0 Ժ7յ n.rf,

Удовлетворяя граничным условиям и используя первое из разложе­
ний (4.9). придем к следующему выражению для функции £/(;, т,):

4/(?. ij) ■= - [ЗЛ (4 - 25) - В {d ֊ 2^)1 -
12>

~~ У ГТ՜---------- C°S '%---------------- I sI п »оЛ րյ տհ Վ- (d ։ — ij) ֊}-
2^ծ,*“ e?.[ch ’*ՏՀ-ժյ 4- ( — 1) cosao^J

A •• I



О кручении н изгибе анизотропных призматических стержней 59

֊> I — I )л sin aou I ժ, — ijj sh vo/.-rJ —

CO
։ у COS Sh i'/> — g I 4- (— 1 )* cos ау* (b *) sh vy*;

2Վ Tfclchvijtd —( l)*cosa7*j>|

2a —/;• — 4X sin 7ftT|

0
------ -(2aA4֊B։, . [sin.a7ft;$h^(/;—Հ) —

Պ ~j 7*sh ^kb

- sin ay* (ծ - g) sh '^] sin т*,֊л. i4.12)

Аналогично получаем другое представление функции Լ՚(:, tj):

V <Լ ’*> = 4 Ий ֊ է) (*> ֊֊25) ֊ ‘֊ (ЙЙ + В) (Հ 24) (4> + 2т,Հ ֊-
12 24

-ЭД __________ <Jk Sin 0&Հ__________
Й (ch — ( 1) 'cos aSftrf։ ]

(cos 7/հ՚.հ sh 'Հկ (7Հ —

Պ) + (~ 1)Հcos aot (d։ rt I sh |

__1 v sin a^g sh n* (ծ cl — (— 1 i*sin а-p.- (b -•) sh հՀ; 
2^i 7*ICV 1 )*COS a7ftZ>|

XC0S7*tJ ;Vt— 4------ [я — (аЛ -т /?)( 2а ՛* +
I 11 [ \ Sh /J J

-1 ֊I֊ (2аА 4- К) V —г Հ—^-֊ |cos տհ -^Հ. (b _ ₽) փ
Հ 7J։T*shvY*6

4- cos a-p. (ծ - |)տհ^| cos>7j. (4.13)

Неизвестные ժ> и \:ւ:, входящие в выражения (4.12) и (4.13). 
определяются из следующей совокупности двух бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений:

С: . -jchArf, (-֊l)*cosaW, V |1 ,-(֊гЛ’|л;
О* -4avoA.-------------- -------------------- 2иЛ՜ < <’\о ։~3՜Հ«

մ։ տհ “ (т/ 4- <>*■)“֊ 4a։-,'/ oft

4*VT5—^Հ՜ծ ՜՜ I~ O^QS*?** v ' L±± ֊Լ2֊ \9‘ 
b sh ^kb 77/^ +1»)*՜ 4- «.՛.•;

(4.14)
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причем свободные члены уравнений (4.14) имеют вид:

. 4 11 — 1 )*| v . COS аЗД \ п .
է к = - —1-----й— *kd& cth '^kd} ֊է В 4֊

<4 2 \ տհ /

, , . . ռ օ. / sinaW.\1 1 4- (— 1)\ > и ՝ cosaWj\
+ (4 փ 2։В) a V------------1---------------2vM Cth ^«։ — ;

\ տհ^Օյ /] Zk \ slivo*a, /

(4.15)

. 1 — (— 1ձ * . . / . . cosafftd \
Uk = 4------V----- -tkbA cth >•;;,/> J

Ifc [2 \ $հ*7էծ/

_Л + (2аД+Л)(» r) ՜ 
V $հ^*ծ Հ

I x|_n* /
------ ----- — 2ՎՋ I Cth

7* \

COS 2\kb 
sh •՝>-'kb

Что касается постоянных a, v и ժ։, то они определяются из 1.6), 
(1.11) и (1.15).

Коэффициенты при неизвестных (Л и Л'х- систем уравнении (4.14) 
совпадают с соответствующими коэффициентами систем (2.3), свобод­
ные члены 4 и ик так же стремятся к. нулю с возрастанием к. как 
и свободные члены уравнений (2.3). Поэтому все сказанное выше 
относительно решений бесконечных систем линейных уравнений (2.4) 
справедливо также и для систем (4.14:.

Принимая во внимание (4.6). из (4.12) или (4.13) получим выра­
жение для функции 'Их, у), после чего, согласно 4.3), определим 
величины касательных напряжений -.vr и

Заметим, что в случае, если —- = tgZ. то х = 0, ՛>=!, и 
«55

преобразованием (4.6) задача сводится к задаче изгиба изотропной 
консоли с прямоугольным поперечным сечением |8|.

Институт математики и механики 
АП Армянской ССР Пост) пило 8 II 1958

Ո«. и. lT|>Ciuiujuifi

ՋՈհԳԱ1եՌԱԳԾԱՅհՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 2ԱՏՎ.ԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 
ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ՋՈԱՐհ ՈԼՈՐՄԱՆ ՈԻ ԾՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

•^ււգվսէծււէ-մ ււէրւքէէէւք է ւլուրյսւհեոաղծւււփն լա(նաքլան հէււավածք անևցէէդ 
ւսնխւոսէււոպ պրիդմ4ււո[ւկ ոչորմւ/ք^ւ tn. ծռման 1;!ի1է1րւէիւ[
լա Jւււմր:

«Уо/уД րւլւէրմէսն դեպքում, (ւն^պեւէ հա ւսւնքէ Լ | 7], լար ut.tfitb յփ ֆունկցիան 
բավարարում է հետե լալ հավա ոա րմանր
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Я1< _ շ„45 Wfe£L + „и ^'րՏճԼ . _ շ8
дх" дхду ду-

որտեղ ltik-երր ձողի նլութի աո աձղական հաս տասաւններն են, րնղո րամ
Л։։с'25- իլ,կ ոլորման անհալտ անկյունն է։

Լածամր որոշվում է միաժամանակ երկու տեսակ շարրերով ներկա֊ 
լացմտմ ր

ОС' 
Ս'\ՀՀ)- V/t(5)sini*Ti;

к- 1
■»

4/(Լ ^То^-н- V ¥։(0 COS Т։Ч, 

л-։
որտեղ

ձ'|Հ т.) = У): ; = x —wy, г< = /£у <o = tgz,
V

k
- — О11 4՜ 1.5 4՜ w"il

d}
d. = V?i d.

‘Ւիֆերենցիալ հավասարման ե եդրավւն պայմաններին ր ավարարտ մը 
րերում Լ դծալին հանրահաշվսէլին հավասարտ 'մեե րի անվերջ и ի и աեմեե րի 
լա ծմ էսնքէէ dm լց է տրվում, որ հսւմտրլա րոլոր դո քծնականս րեն հ1ք11ւսւ րր րիր 
դեպքերում ա յղ и ի и տ եմեե ր ր ւիովին ոեդուլլար են։ Անիզոտրոպիա լի մաս֊ 

նավոր դեպքում. երր —— — --- »ււ( հավտսարա Աների անվերդ էւիսսւե։1հերր վե-

րածվա մ ե'։ւ սսվււրական հավտսարււլիւրււնների, ու վերեում նշված ձևավէո- 
իւտթլան օդնա, ի! լամ ր խնղիրր րերվամ Լ էս.ղդանկլուն կտրվածվր անեւյող 
իդոսւրաղ ձուլի ոլսրմանը, ե լա ծ ա մ ր համրնկնա մ Լ կ/ասիկ լուծման հետ |5|;

^րվաւք Է լարաէքեերի, ե աոհտսարււէկ, ֆհէնկւյիււնւււլ շ՚՚/րրերի վերիր 
ա ‘['"['['И ղնւսհէստման ե դանակ:

Դիատրկւիււ մ է մի հաշվալին որինակ։ Անվե՜րջ и իււսւեւ1եե րիր и րէւշվո դ 
անհալտների դնահատականների լավացման համար ներմա ծվա ծ' Լ սիստեմ֊ 
ների րիոեդտ.Լլարա [J րսն հա ււկտ րո դա իք րոնր։

Ձող ի ծէւմտն դե Ալրում հավ ա и ա րտկշււ ա իք ր։Հ1։ հավասարա քքհե րին րավա֊ 
րտրելա. •էտմար շոշափող լարոլքէեերն Որոնվում են հետևլւսլ կերպ'

Պր.-= -у у 5 ) — (Л- <»»y) [b — X 4- <oy) ֊ у-У (d — y) I •
J 0\> 2 2

J dx

որտեղ 'Ь (Л. V , ֆունկցիան վերոհիշլալ եղանակով որոշվում Է համատեղս։֊ 
իք լան հավասարումից ե եդրաղծի վրա դրո լինելու պա յմանի ց։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. А. Костандян

Кручение вала с насаженным диском

§ 1. Постановка задачи

Для валов переменного сечения показано, что, при кручении, 
перемещение, каждой точки перпендикулярно к осевой плоскости, 
проходящей через эту точку. Это перемещение обозначим через 1Հ 
Возьмем цилиндрическую систему координат (г, z) и совместим ось 
z с осью вала. В силу симметричности задачи относительно оси z, 
тангенциальное, перемещение V" не зависит от угла с. Из всех ком­
понентов тензора напряжений остаются отличными от нуля только две 
карательные напряжения и -ՀՀ. В дальнейшем -■* и обознача­
ются соответственно через <• и -г.

Тангенциальное перемещение V’(r, z) удовлетворяет дифферен­
циальному уравнению в частных производных

ժ։ / V \ 3 ժ / V \ д' (V\
dr' Ա ! ր՜ ր՜ dr\r) dz* \ ր ) ֊

а напряжения определяются следующими формулами

где 6' = |i модуль сдвига.
Положив V' — г 4՞ (г, z), получим

п ԺԱրGr-^—;дг 1

Հ «= (ir . 
dz

(1.1)

Ժ*4՛ , 3 Ժ4' , Л 
ժժ + ր ժր + Ժհ» “°'

На контуре осевого сечения функция V (г. z) удовлетворяет сле­
дующему граничному условию |2]
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Ճ1՜-±ձճւ из)dn (J г (I) ’ ' J

где/> (7) — интенсивность внешней нагрузки, г (Zi—радиус сечения в 
данной гонке контура, я / - длина дуги по образующей вала.

Рассмотрим кручение кругового цилиндрического вала конечной 
длины, на одном конце которого насажен диск из другого материала 
(фиг. 1). Внешние радиусы вала и диска обозначим соответственно 
через s и R. длину вала через b и толщину диска через а.

Пусть крутящая нагрузка распределена по всей свободной по­
верхности вала и диска, по следу­
ющим законам:

•ւ{Հ о) - »յ(ր) 0 .. /՛ s
•Jr, 0) = b(r) s < r R

Z) = срп(Д) 0 z « a
Ն(ր, a) ?4 (r) ծ՛ r R (1.4)

-■r(S, Z)=^U(Z) a <՛ z Հ b

-Jr. b) = ?0(r) 0 r Հ s

Предположим, что функции } кусочно непрерывны и имеют 
ограниченное изменение в соответствующих интервалах. Тогда функции 
9, могу։ быть представлены в виде рядов Фурье и Фурье—Дини |6)

ос ,
?з(г)=-^ + Sc*cos — 0<г<а;

4-1

а < z < Ь\

О < ր<տ;

где

С»
?2 (Г) = V 4- V F, (ХЛг)

Л-1

оо
(ր)=/օր -Ւ V fkW\('*r

Л--1
ос

«в (н = ?ог + V mJ pft у)
է-1 ՝ '

տ <Հ г <Հ R\

1.5)

функция Бесселя //-ого порядка первого рода;

Ш/ /1 М ?ո(ԿՀ) (1.6)
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где Кя I а* г)функция Бесселя второго рода //-ого порядка, а числа 
’ч-i и խ-Հ-i֊ являются соответственно корнями уравнений

Л(л-)=0;

IVZ3 (sa'i
./3'SA’) K2(sx)
J2{Rx) To Ra֊) *

(1-7)

Для функций Ja{x) и д') справедливы следующие формулы:

О при р k

Я . 4'
(a-H7,(>.»x) W^xlilx = у.

X f

լ (1.8)
շ-(Վ(|1*)|Ջ при р = /?;

НГ2(՝а*х) Wt(\pk)dx =

I 0 при р k

= ւ (Լ9)
|-y|KU7t(k*R)|8֊[s>1(X*s)|‘) при /? = /?;

■
х2 Հ (dx = X21Է7։ (Х*х) dx = 0. (1.10)

О х
Из формул (1.8) — (1.10) следует, что коэффициенты разложений (1.5) 
определяются единственным образом. Внешняя нагрузка должна удов­
летворять уравнениям равновесия, г. с. сумма крутящих моментов 
должна равняться нулю.

[ ,М = ^r(l}p(l)dl- = 2r. Հր\1)ր(1)(է1,

J

|| где p(0 = ,f

Составим сумму крутящих моментов, действующих на вал и 
11 I на диск

■L E.'W = 2-.j- Jr*T.(r,O)d>— р-Ղ֊ւԴ 0)ժր4-

о Տ

5 Известия АН, серия физ.-маг. паук. № 3
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а г о
4֊ R‘’r(R, z)dz— ( гЧ. г. a] dr -г- տ*Հր s, z) dz -

U P 11 

j’rh. -r. b}dz

Подставляя значение v н -г из (1.4 в предыдущие интегралы, имея 
в виду (1.5) и значения интегралов (1.10). получим

.L У.м = «♦-*» s«... *•-Ճ (/?< _ s«) _
2՜ *“ '•

£Ճ1/Հ’ *•(* — <*) s’
Դ О UЛя *я (112)

Эго соотношение представляет уравнение равновесия крутящих мо­
ментов, действующих на вал с диском.

Область осевого сечения разделим на грн части, как показано 
на фиг. 1. Ищем функцию '1’(Դ*) в виде

4‘ (г. г) =
’Г, (г, г) в области 1; 
Ч’з(г. z) в области П; 
’Га(г, z) в области III.

На смежных сторонах областей I. II, 
формально разложим в ряды

и II, III неизвестные напряжения

М$. z) = V t^cos֊ ֊ 0<z<a;
*-։

•Дг. а) = =or 4-У ևՀ [֊ -rj 0<r<s, 
t-i

(l-13>

где (тй) и (Ski—пока неизвестные коэффициенты.
Граничные условия для функций ’Г։, 4Հ н ՝1*а получим приравни­

вая нулю перемещение на осн вала и из (1.1), (1.3)

0<г<х;

Л < «

0<r<s;

|гЧ'։(г,2)),.о 0

(1.14)
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G\r <м?!
dz

ОС
= <դր+ V rtjt./։ (:ձԼր j

4-. V /
0<r<s:

ԻԳւր. 0<Z<«;

О'։Г
Ժ4Հ 
dz

1 a 
II о ■ч 1 гм

3 

<s
.

••

|л
*

-■
« ■

V
 

K.
VО (1.15)

GtX-Ժ4Հ | Պօ v k~z
_ <Г~•s “ иձ--1

ՀՏ 
V

 

N
 

V
 

C

(}.. г
r/4‘3 

dz

оо
= Z»or-r V ծ* ^i(X*r) s<r<R.

С՜/շ /’ dz
՚

= ճ^- u7i(x*r) s<r<R;

G>R d^_ 
dr

Ս 1

=■ -9 -1 ձ c*cos -- 0<Հ r <Հ«հ

(1.16)

(}& S d^_. 
dr

т.о . V kr'Z
"о + Ճ T“ C0S -(l

ր՜տ " k-l
0<г<а.

где О, и G2—модули сдвига соответственно для вала и для диска.
Принимая во внимание, что каждая разделенная часть остается 

в равновесии, если учтено действие других частей, для % и ;0 по­
лучим

■г — .֊ ____'Ճ՜՜ -և. (p-i«■*)-
'՞ Գտ= 2as‘ 'K տ|' 

Կ = 8օ +
2д>0 (ձ — а) (1.17)

Функции

r" — 4z2
go ՜ս~ ՜1*

₽*ch _{tChMMH ծ֊։ч- н-տ
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: (1.18)■ О г <տ
Ա z հ

1ТГ -Հ _ _L J /, 3 _ ՜-^0 ք֊ I1շ(ր’3)՜Օյ| 0 !0 s2 18a

й —n \ '^(b — a)
A

Z" , . 1 V
2a + “’г+7- 

(i֊lL

If (r -) = L 1 -f-0- rz _ Ճ՜ ,h f ) 02 _‘M,’ _!___ A- Z--L.
3< '' G2 I 8a ' 8a [՝ ° /o °] r֊ 2a

+ V г X 4- ֊֊ V LA chkAz — bk ch X* (a - z)] -J֊ ^-֊֊֊

A-1

rtk ձ. I —— -^—- 
1 ’ Լ a ’ a

s < r
0 z Հ a

где

՝); (1.20)

а (Л-. V) = /з IЛ-) A2 (,v) ֊/2 (У) А'а (Л-); | 
\(X. У) = /։(Х)/<2(У) (х)/.ду),1

(1.21)

удовлетворяют дифференциальному уравнению (1.2) и всем гранич­
ным условиям (1.14) (1.16). [2, 1. 3, 4].

Потребуем, чтобы из линии контакта г = $, 0 z Հո равнялись 
касательные напряжения и перемещения для обеих областей, т. е.

Հ| == -w, г = տ 0<z < а\ 

1/4=1/"’ r-^s ^<^z<a,
или, что гоже самое,
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<Жг | ր Ջ 
dr Արյշ dr lf_; 0<z< a;

‘1Հ (<?, z) «= Ч*э («?. z),

i 1.22)

(1-23)

Условие (1.22) мы уже принимали, когда предполагали, что на смеж­
ной линии областей Н и III -г разлагается на один и тот же ряд для 
обеих областей (последние граничные условия в (1.1.5) и (1.16)!. Пл 
линии смежения областей I и I! потребуем, чтобы

У։|=У։, Чг2(г. а\ - Ч\ г. а] 0<ր<Լտ:

Ճ!Լ| 
d^ L

dV. 
dz О < Г < 5.

(1.24)

1.25)

т. с. перемещения и касательные напряжения равны с обеих сторон.
Непосредственной проверкой можно убедиться, что функции 

Փ՜/Ա — 1,2, 3) в формулах (1.18) (1.20) построены гак, что условия 
(1.23) и (1.25) удовлетворяются.

§ 2. Сведение решения задачи к бесконечной системе 
линейных уравнений

1°. Функции ։I‘j(r. г и 4Հ(ր, г должны удовлетворять условию 
(1.24', т. е.

Ч*։ {г. а) =- 4*շ.(ր, а) 0<Հր<Հտ. (2.1)

Составляя это равенство, после несложных действий, получим

q sh — - csch — eseb---------------- a* cseh !— -
S S 5 S

Умножив обе части равенства (2.2) на и интегрируя

ко г в пределах (0. s), используя формулы (1.8), (1.10) и значение 
интегралов
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получим

рЛуНМЙ dr= а'֊ 
տտ 4֊ -Հ- • ձ3

(2.3)

(2.1,

., AL.,b ара . թ»(/յ — Ռ) , . .;wch ֊ csch ■ csch $/, (|ар) =S -S ճ

esch տՀ , ;դ1 V I
տ-0Ւ)+(տ֊)

+ |2gfl& + (?,-«d)sa| .^ . (2.5)

2Հ Функции ։Г2(г. л) и »Г,(г. л) трлжны удовлетворять условию 
(1.23), т. е.

՝F2 (s, г) = Ч*з ($, г) 0 < z < а, (2.6)

Из формул (1.19) и (1.20) составим равенство (2.6)

j ао ?о 2^\Ь а} ձ՝2 - 4л2
՜8ն՜

— a* ch (Д г)

?*sh 6

-о

ծ0 _ /•> տ-2 ! 
За

I (!’„ ֊/.) R1 ֊ 2ас.1 ֊ -\,;Л 2’+М+ К ।

/с-2
«у 

тгг*—
А—1

է у

Л~1
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■ ■  ' 1 -   — ■ ■■. i՜* — -------------------- ■ ■ ■ гл1

Здесь использована формула Вронского /л(х)^+։(х) /Л+։ /\п(х)=—.

Умножив равенство (2.7) на cos и интегрируя в пределах 

О <?<«•. получим

fesh csch csch ;է',|ձа- s Д (|Դ) = Lp. " (- - 1 у>-1 t«, ֊ Fp. (2.9) 
•S Ճ S Ct

где <x£>0—пока неизвестное число, которое в дальнейшем выбирается 
так. чтобы система была вполне регулярна. Тогда бесконечная систе­
ма линейных уравнений (2.5) и (2.10) приводится к виду

СЛ
I.,֊ У aptFt -\- R:, р = \,2.3---

А—1

FP = V bpkLk-^Dp р - !, 2. 3-..

(2.10)

(2.1I)
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где

(2.12)

(2.13)

-|2^֊ (₽o֊«»)s։l 4^ ; (2.14)

'2^Д֊Ч—Կ ( - 1р - 7г1 b (2J5) 
(հտ՜ / °։ J J

Совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений (2.10) и 
(2.11) можно привести к одной системе

Հ-֊Հ^, й„ р- 1. 2. 3- -, 
*-1

если ввести обозначения

(2.16)
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/>р j — /-/>; /гр — Tpj B-jp-x Rp\ В*р 7Հհ

(2.17)
-'Ն,9.2Հ' = 0: ^2//.ՉՀ'-յ — b;,k ; /1շք-|,2Հ- J = 0: A 2p J,2fr - - llpk ,

§ 3. Исследование бесконечной системы линейных 
уравнений

В Обозначениях (2.9) введенное число а>0 можно выбирать та­
ким образом, чтобы система (2.16,i была вполне регулярной |7|.

Рассмотрим отдельно два следующих случая.
1°. Для нечетных строк

V 14,.., ,.„1

1 cth s
1Դ«

(3.1)

в силу обозначений (2.17), (2.12). Причем использовано неравенство

cthx---- - ■ 1, 0 < х <Հ ооА
и значение ряда

V 1 к / .. 1>. ՜ — п— cthrt--------— Л- -|- а՝ '1а I ат.
Л-1 4

(3.2)

(3.3)

2°. Дли четных строк из (2.16) в силу (2.171 и (2.13)

со со
У М?,.»| = У>*| = 

t֊i
а5 Հ^լք£^\

\ д / Գ \ " ___չ_յ
I.A&] ՜Ւ ձ p7ZS

\ a ) \ a ' a )

(3.4)

= а s

2 а

Нетрудно видеть, что

shJ^Lsh cschM 1
ձ՝ S s 2

Показано [1J, что

(3.5)



Ясно, что

•. (=■ ^) - '■ (’-FH2?) «.(<?) '-[^Խ 

так как

Л(х)>0, Аг«(х)>0 при л->0, /?(«)>— .у, 

Показано |3], что
/« i(x)</,.(а) прнК(а)> 4’ 'v>°

И

Кп{х) А\֊|(л-) при х>0.

Имея в виду (3.5) (3.10), для оценки (3.4 получим

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Выбирая а • для оценок (3.1) и 3.11) получим

Л-1 

(3.12)
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Тем самым доказана вполне регулярность бесконечной системы ли­
нейных уравнений (2.16).

Совокупность свободных членов системы (2.16 ограничена и стре­
мится к нулю при р — ос |1|

Л/» = 0(/>4). 0<Տ<1) при р -ОО. (3.13)

Напряжения определяются формулами (1.1), где в соответствующих 
областях надо брать соответствующие функции перемещения 4' :/ 
1» 2. Յւ и модули сдвига.

В качестве численного примера рассмотрен вал с насаженным 

диском для следующих соотношений параметров а= Հ՜ .s\ b = 3-?, 

Л=3$ и GS=2G։. Крутящая нагрузка приложена к торцу нала по 

линейному закону т_. (г. Ь\ = ~։ ֊ и равномерно распределена по бо- 

ковой поверхности диска
Аналогичную задачу рассмотрел Н. Saito |8| для бесконечно 

длинного вала с диском.
Методом последовательных приближений получены значения 

шести неизвестных коэффициентов и оценки для остальных. Найдены 
численные значения напряжений для точек вала и диска, которые 
приведены в таблице 1.

Для наглядного представления закона распределения касательного 
напряжения на фиг. 2 приведены эпюры этих напряжений по неко­
торым сечениям.

Таблица / 
* 
՜Կ

О 
0,3997 
0,800.
I.0302

2
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Վ-եՐԱԴՐԱՄ ՍԿԱՎԱՌԱԿՈՎ. ԼՒՍեՌ֊Ւ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

ԱՄՓՈՓՈ1-Մ

սէրվամ Լ վերադրած սկտվասակով լիսեռի ոլորման խնդրի 
չածամ ր ք երբ լքէսեոն nt սկ in if աո ակր տարրեր ն/ո t թ ե ր ի ց են.'

Լիոեոր ոլորվում Լ ւէկավաոակի ե լիսեռի ագատ մսէկհրեոււթի վրա կի­
րառված, առանցքի նկաամամ ր սիմեա քՒԿ ա.մ երով:

Խնդիրր րսծվում է տե ղավա (սա թ լաննե րի 1ի ունկցիա փ օդնա թլամ րէ Լա- 
ծա մը ներկարոցվաւք Լ շաթրերով, ըււա Բեսււելքէ հ եէէանկյա.նաչավւակահք. 

անկ ր ի ան երի;
ինտեգրման դորձ տկիրներր որոշվում են անվերջ i(intljt'lt ո եդուք յար դր- 

ծտւյւն հավասարումների иД и։ոե միէյ: Пt.unt-մնաиիրվել է թվաչին որինակ, երր 
ոլորոդ րեոր կիրասվտծ ի ւէկավաոակի կոդմնա լին մակերևույթի վրա հավա­
սարաչափ րաչխված ե լիսեռի հիմրվւ վրա դձալին օրենքով բաշխված ածե-
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րով։ Օրինտքրօմ ււ1լավաււա1լի և լիսեռի սահքի մոդո ր (ներր ւքերրւքսւծ են 
Հ0.
—• = 2 հարարերա իքլամրէ 1էաէ/մifած են լարումների րտշի/ման էպքարները: 
V 1
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НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

Багдасарян JI. С., Харитонов В. М. и Марикян Г. Л.

Многоканальный амплитудный анализатор импульсов 
с логарифмической характеристикой

Блок-схема всей системы приведена на фиг. 1.
Импульсы от^пропорционального счетчика усиливаются в линейном 

усилителе и поступают на нход амплитудного анализатора. В этот же 
момент импульсом тройногосовпадення запускается хронизатор, который 
дает отрицательный импульс _1“ с длительностью 30 мксек. и синусои­
дальное колебание (метки времени). Начало синусоидальных колебании 
совпадает с концом импульса .1". Оба сигнала постукают в ампли­
тудный анализатор импульсов. Число синусоид на выходе анализато­
ра определяет величину измеряемого импульса и логарифмической 
шкале. Эти импульсы подсчитываются с помощью 3-х декадной пе- 
ресчетиой схемы, интерполяционные лампочки которой фотографиру­
ются имеете с неоновыми лампочками годоскопической системы те­
лескопа.

Пропорциональный счетчик

Пятислойный пропорциональный счетчик имеет прямоугольную 
форму. Размеры рабочего объема каждого слоя 27 X 100 X 300 м.и. 
Счетчик наполнен пропаном с давлением 480 мм ртутного столба. 
Все выводы счетчика осуществляются с помощью переходных спаев 
медь-стскло с охранными кольцами, которые помещены с торцевой 
стороны счетчика. Наполнение и откачка счетчика также осущест­
вляются с помощью переходных спаев.

Счетчик работает с коэффициентом газового усиления200 при 
напряжении 4000 вольт.



Фиг. 2. Схема линейного усилителя



Фиг. -5. Формы импульсов и схеме анализатора 
а) Намеряемый импульс поступающий от линейного 

усилителя.
б) Измеряемый импульс после затягивания.
в) Селектирующий импульс от хронизатора (ширина 

30 мксек).
г) Измеряемый импульс после обрезания через 30 Мксек 

от начала.
л) Импульс на выходе „генератора экспон.анты*.
е Импульс после обрезания на уровне 6 вольт. 
и<) Импульс на выходе усилителя.
л) Импульс па выходе дискриминатора.
и) Синусоидальные колебания (метки времени) поступаю­

щие от хронизатора.
к) Метки времени на выходе анализатора.

Извести։ ЛН, серия фнзлмаг. nayv, М 3
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Линейный усилитель

Для измерения величины импульса па выходе пропорцианаль- 
ного счетчика его предварительно усиливали в линейном усилителе, 
коэффициент усиления которого К—8000 (фиг. 2).

Для уменьшения фона переменного гока накалы ламп усилите­
лей питались постоянным током, который выпрямлялся с помощью 
селенового выпрямителя и фильтровался. Для уменьшения фона от 
внешних источников усилители помещались в заземленный эк()ан. 
Внутренние шумы сводились к минимуму благодаря правильному 
расчету и монтажу усилителей. Для уменьшения шумов от механи­
ческих толчков усилители закреплялись к стойкам с помощью рези­
новых прокладок.

Уровень шумов на выходе՝ усиди гелей составляет 0.09 ֊0.12 вольта.

Хронизатор

Схемы анализаторов управляются с помощью хронизатора (фиг. 3). 
Запускающим импульсом для хронизатора служат импульс тройного 
совладания в телескопе системы, служившем для определения радиуса 
кривизны траектории частицы в магнитном поле.

Мультивибратор на лампе Л2 (фиг. 3). дает отрицательный импульс 
J" шириной 30 мксек. Этот импульс через вход 2 поступает в ана­
лизатор и является для него селектирующим импульсом.

Генератор ударного возбуждения ւ-'Г,,.15,Д7) запускается задним 
фронтом импульса Д“. При этом генератор дает синусоидальные ко­
лебания ...метки времени". Генератор работает с частотой — 100 кгц. 
Максимальная частота генератора определяется разрешающим време­
нем пересчетной 'схемы.

Изменение частоты колебательного контура генератора из-за 
изменения температуры окружающей среды — 5'С составляет _ 0,02%. 
Применение отдельного накального трансформатора для лампы 
уменьшает влияние на частоту колебаний емкости между катодом 
лампы и накалом.

Амплитудный анализатор импульсов
Измеряемый импульс положительного знака через вход 1 по­

ступает в анализатор (фиг. Ք.
С помощью ламп Л։ : Л.։ импульс формируется так, что полу­

ченный прямоугольный импульс имеет амплитуду, равную амплитуде 
измеряемого импульса, и ширину в 30 мксек. Для этого импульс за­
тягивается с помощью конденсатора С4 и диода /12, я затем обре­
зается через 30 мксек, после начала кривая фиг. 5). ('. помощью 
лампы Ло, конденсатора Сп и сопротивления Rj5 затягивается зад­
ний фронт импульса. 11ри этом он получает форму экспоненты 
с -—1.1 млеек. Величина - выбирается так, чтобы максимальному сиг­
налу соответствовало — 400 колебаний меток времени.
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В дальнейшем все импульсы на уровне 6-вольт обрезаются н 
усиливаются для уменьшения влияния нестабильности порога сраба­
тывания дискриминатора (Д15 и Л1с).

Ширина прямоугольных импульсов на выходе дискриминатора 
(схемы Шмидта), строго пропорциональна логарифму амплип in из- 
йе ря е м о го ими ул ьса.

В дальнейшем осуществляется измерение ширины этого импуль­
са. Работа ламп .12է и Л22 ничем не отличается от работы ламп 
Йэ и

На выходе амплитудного анализатора выделяются положитель­
ные половинки синусоид, число которых и определяет величину из- 
меряемого ւ։ миульса.

По данным авторов |1| нестабильность порога срабатывания дис­
криминатора составляет ± 0,1 -0,2 вольт. Такая нестабильность дает 
изменение ширины выходного импульса ня ± 0,3 0,6 мксек. что и
наблюдалось нашей схемой.

Пересчетная схема

На лампах Л։ -гЛ, (фиг. 6) имулисы формируются и поступают 
на переучетную часть схемы.

Первые два каскада пересчетной схемы имеют пропускную спо­
собность 200 кгц.. а остальные 50 кги |1].

Во время эксплуатации выяснилось, что первые каскады пере­
учетной схемы работаю։ без пропусков при частоте 100 кгц, поэтому 
частота работы генератора в хронизаторс ограничивается 1С0 кт. 
Если первые два каскада первой декады пересчетной схемы, построены 
на лампах 6Н8С, а последующие два на лампах 61 I9C, то при поступ­
лении каждою десятого импульса декада работает не правильно. 
Для устранения этой неполадки пришлось между четвертым и вторым 
каскадами добавить катодный повторитель. Положительный резуль­
тат можно получить, собран все четыре каскада на лампах 6Н8С.

Гашение пересчетной схемы осуществляется импульсом от блока 
управления общей системы, который отключает все первые сетки пе­
реучетных ламп от земли. При этом схема приходит в исходное 
состояние.

Калибровка и контроль

Калибровка схемы производилась с помощью генератора нмпуль 
сов. Величина импульса, подаваемая на вход анализатора, опреде­
лялась опорным напряжением, величина которого контролировалась 
с точностью лучше чем 0.2% и строились кривые N [(и) где X—число 
импульсов сосчитанное пересчетной схемой (см. фиг. 7).

Постоянный контроль над всей системой осуществлялся путем 
регистрации жестких частиц (с пробегом՜;- 17 см pb), так как за ко­
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роткий срок работы установки их можно набрать в достаточном ко­
личестве.

На фиг. 8 приведены гастограм.ма и кривая распределения зна­
чений ионизации, для 30,000 жестких частиц. ДляԼпостроения этих

Фиг. 7. Калибровочная хрииая. Крестиками показаны экспери­
ментальные точки, снятые во время одной и.ч калибровок.

кривых выбирилис.ь жесткие частицы с минимальной ионизующей 
способностью отношение p/«i, для которых лежит в интервале ~ 3 5. 
Ширина этой кривой на половине высоты = ±32,5%.

Для этих же частиц, методом максимума правдоподобия, под­
считывались наивероягные значения из пяти значений пятислойного 
пропорционального счетчика. Полученная кривая распределения при­
ведена на фиг. 9. Ширина на половине высоты — ± 16,5%.

Подробное описание методов обработки и полученные резуль­
таты будут опубликованы в ближашее время.

Схема с пятислойным пропорциональным счетчиком работает 
непрерывно, начиная с конца 1955 г.

Физический институт Академии наук 
Армянской ССР

Поступила 4 II 1$)58
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Многоканальный амнлитудны։՜։ анализ.՛։ гор импульсов Տ՜
I.. IJ- Ր*ա>լւ}սւէւսւոէսւ1>9 «Լ. (Г. 1ишр|ип«И>пЦ և Դ*. О.. U‘ui իէ|.սւն

հՄՊՈհԼՍՆեՐհ ՐԱՋՄԱԿԱՆԱԼ ԱՄՊԼՒՏՈՏԴԱՅՒՆ ԱՆԱԼԻԶԱՏՈՐ 
ԼՈԳԱՐԻԹՄԱԿԱՆ ԲՆՈԻԹԱԳՐՈՎ-Ա Մ Փ П Փ Ո 1։ 1Г

I'lfu/iii ք ոների ամպ/իու ու դ աչին անա չի դա in и րր ն ա խ ու ։ոե ով ած / կէւսմքւ֊՛ 
կական ձաււադտ չթների /իէրրավււրվսւծ մ տոնիկների իււնիդացիոն հա ուկու [J րոն- 
նե /•/• րրրոշերո համար:

1Լնաչ ք,դո/աո/1 ու մ ,,դտադո րծ վտծ է իմ պուլսի աif պ/իտւււ դ ան ե րկտ ր ա իք քան 
վերած!։ լոէ ոկդրանքր: 1/րւ ձևտփոիւամր կատարվա մ է /Н դար ի [քմական կա֊ 
'հոնով, "րի շհորհ[ս[ չափ in'fill, րր րո/որ կանալներում կաաա /ւվո ւ.մ են ւքքւե֊ 
նա֊քն հա րարե րական ու ո t.(J/ш if ր:

Շնորհիվ նրա, որ չավւու iftili րր կաաա րվա.մ են հինդ շե ր ու ան ո դ հարու֊ 
րերւոկւոն ՜է,,,Հ,ք[>շի ,Ա՚ք,41ո1(1 ըաչխման կոր/ւ ր» քնու քք րււ նր կոջու մաոն[ւկն1ւր[ւ 
հոսք ար միջին րարձրա թլտն </րա ււուաււփո if է — աքն դհպրամ, հրր
մեկ չե ր ոսոնո у հոսք և մա ա ական հաշւքքւչի համար կ"րի Լէո քեւո (ժլոէնն nnuuy- 
,/ո.մ է ±33,5^

Օրւդհո կոչա մասնիկներ ր^սորված են տքնպիսի մ ոսՀհ իկներր, որււնր 
անւյնւո մ են 17 ml' հա и ա ա (I րո'հ ունեցաք կապարքւ չհրաքւ միջուք h որոնց 
համար р/'l հարարերո t [Jքոէ-նն րնկած Լ 3 ս ո ահմաններոէ մէ

֊.ոդվածէէւմ րերւքած են ամրողջ ււիոաեւք ft ոադ իոաեիւնիկական ոքո !,if ան 
ե նրա նկարադրա (Jլունր։

^,։ ՚։"“^ ոիոահմքէ աշիւաաանքր րււ սարանա/ մ ft րւ։Հէւք> կորեր:
Նկա/սոդրված nfuunluf ր, կրւքած Ա/ (ւ (ո ան ո ‘(֊Ա/ի քոան / ա՛հի մ ադնիսական 

մաոս֊ուդեկարոմհարի հհա, անրնդմեջ աշխատում Լ ոկոած 10՜>5 թվա­
կանից:
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