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Г. В. Бадалян

Ьккоторые граничные свойства обобщенного 
ряда Тейлора

§ 1. Об одном аналоге суммирования рядов по Чезаро

Рассмотрим последовательность чисел
■»

~ 7г» 7ւ ՞\ 7г '՜Հ • • - <7 7« ^ ՚ ՚ ՜ ՜* °°» ~ (1)
...։ь

ое 

и числовой ряд
л--0

Введем обозначения
л-1

՞ " П ք՝
Տ. ֊ У а„ Si"= У ------ S*֊ 1,

ет гтп(ь— 71)
7-2

л-1
л ք[(Ն-Ь֊։)У -4*----------- р. = 2, з. • ■ ■,

ГТ II (b-fr)
՝-«*+•
Л

где здесь и впредь П^՝ 7«) = Ն ™ = О, I, 2,- • k.
f I

си
Определение 1. Условимся называть ряд У ап суммируе-

л- О 
мы.м ио методу (Ст, а), если последовательность

Is!?’։ fl ' —]■ л = ц+1, н + 2.- -

имеет конечный предел.
Замечание 1. В частном случае, когда ь — •* = 0, 1. 2,- • •» 

метод суммирования рядов (С7> ’*) становится обычным чезаровским 
средним и-го порядка — (С, р).
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Введем также обозначения

,-շ Ն

Определение 2. Условимся считать, что ряд Уал суммнру- 

л-0
ем по методу (С\, pi, если последовательность чисел $Г'|, п — u 1, 

имеет конечный предел.
Теорема /. Процесс (С., р), р = 1,2,*-* регулярен.
Д о к а 3 а т е л ь с т В о. Обозначим

Л-1
Пт-
-------

П (т«—т»)
v-m ։

п уп —■Հ _  •/u I ։* 1Н

и рассмотрим сумму
и

V p*
fc-|A • 1

п

Имеем

Рк
(Тм-1—նՕ ՚ ՜Ռ+2 ՜ Ն)

П Ն -М
П (ь ъ)

Ն֊Ն

= Ъ
Ն + J— Ъ

ո
Ъ П Հ

лп
В силу расходимости ряда

ос՛
՝ — при п -> оо будем иметь

V Р>: 
ь »*•

Рп
Рк ֊> 0.и
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Эго значит, что процесс (С\, ц) может быть рассмотрен как процесс 
Вороного, а следовательно он регулярен.

Теперь будем сравнивать процессы (6\, ՛/) и (С՝., սւ. Имеем

С целью установления связи между Ճ?' и для любого целого 
В>0 допустим, что 

ձէ

тогда
к-1

Пт-
. '՜*1_____ ժ։»-ո•Лс-յ
П (Ն Ъ)

Л-1
л П<Ь 7и)

\
*-* П (ь-т*) 

____ __ _____

ո֊ ո֊ձ֊
P. + J Р W-J1+1 р 1Я

Этим доказано, что для любого целого յւ>0 справедливо ра
венство
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(2)

Из последнего равенства и теоремы 1 следует:
Теорема Г. Процесс суммирования рядов (Сп регулярен. 

ОО
Теорема 2. Для суммируемости ряда У ап ио (ՇՀ| |*) не- 

:--Э 
обходимо. чтобы

Տ„ = օ(-|5), ^?։=о(тГ81, k ֊ 1,2,..., I*. (3)

Доказательство.
Имеем

*■։
’ П'֊

П ճձ-J. ֊г^--------Ջ*.
’-»+> ՛՛ “ П (Ն- и)

причем Ул°-> Ճ, когда /.՛ —оо; это значит, что

— ST- о(1), когда //—оо, (4)

но при достаточно большом и будет

Из соотношения (4) и последнего равенства следует, что 

Ջ7ւ՝'“ о (ь-м).

Аналогичным способом далее получаем

Следовательно

֊^№=0(7’,,).

Продолжая этот процесс, будем иметь

^r“=o(7J). Л = 0, 1,2,-

Эту теорему можно выразить и в терминах суммируемости 
С,, ji); а именно:
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ос՛
Теорема 2'. Для суммируемости ряда V ап по (С\, ц) необ-

и
ходимо, чтобы

Ջ. օ(ւ5),
»~2

Ո
П 'Ռ --S^-O^A Л = 1,2.-". а.

,-x.i Ն-1*

Выясним теперь вопрос, как влияет быстрота роста последова

тельности чисел (հ, ] на мощность метода (Сн 1), и вообще (Ст. ц), 
|i> 1.

Для этого рассмотрим Ժ;. 1) и (С.*, I), составленные соответ
ственно посредством последовательностей чисел {7») и {Հ|, где

Заметим, что (С\, li и (Ст՛, 1) суть методы суммирования 

(Я, рп) и (/< qn), где 
п—I п-1
Пт> ГК

Рл = п ’ (}п = — ֊

П(ь- ն) Ո(Հ-Հ)
—2 »-2

См. [1], стр. 79.

Значит к (Շ\, 1) и (Cf, I) применимы известные теоремы включения 
для (R, Рп), в частности теорема 14 (там же. стр. 80). из которой 

следует, что для (С., 1) <= {Շհ, 1) (в смысле мощности) достаточно, 
чтобы

а) Ճը±Լ = —'—г ■ =------- 1Л------ , п — k, /?+!,•••
<7л 7.44-1 71 Рп 7«4-i — 71

или

в) — 7я = 7л
<7л 7«+ւ 7։ Р-> 7л+1 — 71

и

^■ = 7.^№==^, где Р.-П-Լ— Q.= n-r^-.

Р« ,-շՆ-7ւ ,-շ7*-1ւ
//>0— число не зависящее от п.
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§ 2. Об одном аналоге суммирования рядов по Абелю

Известно, что ряд ^ая называется суммируемым по методу 

о
Абеля (А) к сумме 5, если ряд

»
?(х)֊

п-0

сходится при | х |< 1 в Нт <? (х) — Տ.
х

В настоящем параграфе показывается, что обобщение классиче
ского ряда Тейлора |2|), позволяет обобщить и процесс суммирова
ния (А).

Действительно, рассмотрим функции

где 0=

х£[0, I]. а простой контур Ся, здесь и впредь в подобных интегра
лах. охватывает окрестности полюсов подинтегральной функции.

В частном случае, когда դ «= 0, 1.2.---

ш„(х) = (1 - х \ п = 0, 1.2.---.

В самом общем случае легко показать, что
1. աո(0)=1. Հ(1) = 0.
2. »я(х)>0. когда х£ (0, 1).
3. На |0. 1|. «мя(х) монотонно убывает.
Для доказательства справедливости w, 0] = I достаточно найти 

х"с
вычеты функции Ф (С)----------------относительно се полюсов с после-

ГК'. + т.)
—О

дующей подстановкой х = 0.
Для доказательства равенства ш,(1) достаточно заметить, что 

функция

<։*,<-) ПС+ т.»՜՛ О
во внешней к Ся области нс имеет особых точек.
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Неравенство ։»>«(.<)> О, .п֊ (0, I) легко доказывается методом 
математической индукции.

Имеем

»0(х) -!. ш, (л:) = -■■-(՜ ք՜^- - 1 X”; 
2՜1 J •(’ ; 71)

значит Wj(x)>0, когда л$(0. 1). 
Допустим теперь, что

ц>т(х)= —— | ———>0. когда х£(0. 1)
“ ' П(С+ь)

и составим

Но нетрудно заметить, что при л'.-(0, 1) левая часть последнего ра
венства меньше нуля, значит (при х£(0. 1)).

1 (X) >о, т = О, 1. 2,• • .

Покажем теперь, что па (0, 1) <ия։л՜) монотонно убывает. 
Имеем

где простой контур ՇՀ-охватывает окрестности всех нулей функции

W+ն-ն)-
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Так как

1 Г х 'ՕԼ . 0

ПС+7.֊7,)
Հ-օ

<(0, 1).

получаем, что «>я(х)<СО.
ОО

Определение 3. Ряд Уап суммируем по методу (Ат)

« -о

(
ос \ со

= Տ(/Լ) . если ряд <?(х) У.апу>п(х) сходится в (0, 11 и су-
Հ1 - 0 / Ո — О

ществует конечный предел
яр

S— с(0+)= Иго у<2яи>и(х).
Х-04 ““ л-0

В частном случае, когда ■[, ֊v - 0, 1,2, •••, процесс (.4.) совпадает 
с известным процессом Абеля суммирования рядов.

В другом частном случае, когда

7ւ = 7շ= ••• = և

?(•*) =

/ /.'I
№ = լ Լ.

п\

Таким образом
ОО X я

? (X) = 4 It) = У 5„2Я (7) = с՜1 V5 ‘ ■ 
— — л!

п-о п-0

Это значит, что метод (А,) после подстановки х = е~‘ легко при 
водится к известному методу Бореля суммирования рядов.

Замечание 2. Для суммирования рядов по методу (А7) рас 
сматривается последовательность 0 = ь -

со

».оЧ

где рг- определяется из условия
’ * ’ ^7л*-1 Վ1Ո).-՜ 7лд+1 = 7ла+2 = * • ’ = ~nk-i-Pk—1 < ' ’’
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Тес рема 4. Метод (Д.) регулярен.
Доказательство. Покажем, что для всякого

(О, J). «Л(х) > ««м(х)>0.

Действительно,

”Կ (х) — «կ+։ IX) =

Это значит, что

ю„(х) —»л_|(х) = х:'П^<рДх, д։. ая)
I

где

Пт. Ր ։
/ ч ։ | х '(Г. ֊ п«Կ (х. «х. л։,- ав)= — 1    >0.

I ПК*М
| С.0
Таким образом для всякого х (0. I).

«л (х) — и»я < । (х) >0.

Для завершения доказательства теоремы нам достаточно заме
тить, что ’»>л+։1х)>0. и сослаться на известную теорему 25, |1), стр. 
98, согласно которой для регулярности метола (Д.) достаточно, чтобы 
выполнялись условия

0<«л>։(х)<«я(Х). п = 0.

Теперь перейдем к сравнению методов (С,, и (Дт)«
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Определение 4. Условимся говорить, что выполняется усло
вие сравнения методов (С . р . где р > 1 — произвольное целое число 
и (Л7 |. если существует чисто *>0 такое, что

7$ехр/ Л’-М о(1).
\ — 7.1

I

(7)

когда п ֊*֊ оо.

Замечание 3. При выполнении условия сравнения, согласно 
теореме 2.

• I
п Ն с

i *----------0(1). когда Л (И. 1|.
2к‘ ' П G + 7.)

Հ .....
СЯ4 I

Теорема 5. При выполнении условия сравнения, из сумма •
ОС

оуемости ряда V а„ по (С.,р) к конечной сумме S, следует его

а- О 
суммируемость, притом к той же сумме и по методу (Д։), здесь

0 = То < 7։ <7։ <‘* ‘ < Т«֊< -------* «>•

а

Лемма /. Если ряд V а., суммируем по С., а), то при вы֊

п-0 
полпенни условия сравнения справедливо равенство

ОС

?(х) = ^аЛ«п(-г) =

з-О

гое х(- (0. 11.
հ

Рассмотрим (х) = У a«u>e (х) и применим преобразование

. , Ч-Р
Абеля

<1 հ-\ а я

- V(fi„ В.։1) V Д„ В,уДт>

1֊р Л-p т-р т-4

принимая Дя ап, На = ша(х).
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Будем иметь

так как

<’>/>(*) ֊ <"Я-1(Х) =

В силу условия сравнения при р 0. q -> со получаем

-Վ(0, 1|.

Снова обозначим

2~1

X :Ժհ

П(С + 7.)

Примем теперь

м-1
Пт֊

.-А., — —։------s„_bя
П' Т֊ ~ Тт)

и снова применим преобразование Абеля; здесь также согласно усло
вию сравнения при р = 0 и q — оо получаем
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~ Ո(ն-ն) ПСь-тО
W- _
“Ո(Ն-7տ)

С целью применении математической индукции допустим, что

? (*) =

ГКъ֊ Тн֊։)
։) չշւչ_________ x-'d~

FIG Ն)

Հր П (Ն - Th-։) 

1 ՜ "
«-и ГКТ'—Тн)

--Ц-rl

.՛։

Пс- + ն)

Обозначим

П<7> — Тн֊։) 

------------sS-՜?’ 

П (ъ-ъО

П (Ն֊Ն)

тогда применение преобразования Абеля при последующем р — р. и 
q ֊» оо даст
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у ՏՏ-2. Д? С х~֊Л

п -тЛ 1 п (с+7,)
—нН «’ ձ« '՜ք1 + ։

Согласно равенству (2) получаем

П (’ + Ն)
V-H + I

В силу произвольности числа р
Лемма 2. /7/ш х £ (0,1)

лемма доказана.
справедливо равенство

Действительно

__Ъ+!_________
(’ -г T(i+։ | (С + 7льз)

7-1
Пь

Нетрудно заметить, что при д'£(0, 1|
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11 1 ր՜Նր
-.^х) = I —------------------- 0, когда ց — оо.

2" J '-п ՛՝+■՝՝
/՝., н--н

Действительно
</ I

7 -х -(*-‘1 -
(х) < Сх-։П -11- < Сх е 11+1 Ն , 

н+1 * -Ւ 7»

при достаточно большом q > 0, s = e(yj>0, число сколь угодно ма
лое. Таким образом доказано, что, при х: (0, 11.

lim (х) = 1. 
Վ--

Доказательство теоремы 5. 
Имеем

о(Х) =
֊Հ“>

—н+։

II

п-
1‘ + «

2гл J
x~:^ 
л+> 
П(^ь) 

сл + /+1
П

с другой стороны, помножив обе стороны равенства

Сл : I

Л4 1 (8)

ПГ’ + т.) 
(*+ I

на S, где

1пп
л •• -V ։‘

П ттг
и вычтя его из предыдущего равенства, получаем

Разобьем теперь ряд правой части равенства ;9i на слагаемые: 1—от 
Р -ь I до .V и (I — от .V-Ь 1 до -г со и обозначим их соответственно 
через ix) и з3(х).
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где

Имеем

2zZ

/1 = sup
и+։

В контурном интеграле, заменив Z через Z - ти+ъ будем иметь 
п

<v

ГА-rl)

Р-+2

]“] (Ն Ն.+0
2՜/ л+j

PI (С+т.-Ь+ւ)
с' v“: Сл-1

Нетрудно заметить, что при х |0, 1,]

]՜] (Т* ТиЬ
X Կ'

2-Z
< 1.

Значит

НО

П (С + Ն-Խւ)

/։

п՛
г: V- +1

Л-г1 

п

•л+ ։

ГГ 
ML
(Ն-^+i)

п7i*ri v-.ii-sf՛' Тм-։

ւՀ П •'

£—S •

-1АЧ2.

2 Иааестпп ЛИ, серпе физ.-м։т. н։ук. № 2
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здесь также как везде

п*
----- ---  1 при п — յւ.

Таким образом

1Պ (х)|<^"1 п ՜— յ/.շՆ- Խւ

Возьмем л* > 0 настолько близким к нулю, чтобы имело место 
неравенство:

1պ(^)1<^£։ = £> (1о)

для чего достаточно положить

,Л ’ ’ _ Л__' 
А П „

v~i*4-2 Ի

Оценим теперь ««(л),
При достаточно большом Л'՛:. и и > Л' будем иметь

! п
Ո si»։_s

1.Հ1ւ ն
тогда

В силу равномерной сходимости последнего ряда на (0, 1] 
будем иметь

здесь х>0 — произвольное число.
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Заметив опять, что при хГ|0, 1|

Пь
2-Z Л' • 1՜

pH

<v+1

Пр.1 1
2-/

С,

W д 1
Л-т I
<П^+ь) 11 4 1

получаем

Объединяя оценки о, (х) и 
х>0. достаточно близком

\^(х)\<г. (Hi

з*(х), окончательно получаем, что при 
к нулю,

|?(x)-Si<a4֊e = 23,
или

lini © (х) = S.
л--01

Этим теорема доказана.
<х>

Определение 5՜. Условимся называть ряд У Аг суммируе-

л~0
мым по методу (f7) к сумме Ճ, если:

1. ряд
Я

“ “՞Ո՜՛
/(г) ■ Հ = X „ 1

7^п|г+ь)
1

сходится при /?с(с)>0. При п = 0 ri—-— равно единице.
I z т՜ Т -

2. f(z\ «’ при z -*0֊1- обладает конечным пределом S, который 
а՝

называется обобщенной суммой ряда ^ая по методу (/'-) и пишется 

я—0
ос
Va„=S(/-՝,).

л-0

Пусть теперь ряд

ОО ОО
У лли>л(е՜ ') = У մ..,Լ\ (0 = 6 (/) © {е ք) - « (XI
ռ-О л-0

определяет на (0, 1] единственную функцию ©(x)f С 

см. [2], стр. 59.
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Обозначим

тогда

Определение б. Условимся считать, ’что f(z) = Լ (փ) удов
летворяет условию (Л), если

•Ж = <?(* ') = ?(*՚էԳո Л 1Ի
Пъ

I । J
ОО

Теорема 6. Из суммируемости ряда £ճո по (Лт) при вы- 
п

полпенни условия (/ следует его суммируемость и по методу (F} .
Доказательство. Достаточно использовать известную тео

рему, которая применительно к нашим целям формулируется так: 
Если

СО п 
f{z} — a*Q^ —՜— ПРИ Re(s)>0

1 Z + ~" 
и 

ср
փ (0 = V anQn (է) -> Տ, когда / -+ оо, 

п — о

то
litn |/(z) al Տ հՀ lim jփ (է > — ճ|lim | փ (x) — ճ .
Г-Ol ք-էս X -04-

см. |3], стр. 181. Теорема доказана.
Из теорем 5 и 6 следует: 

оо
Теорема. 5Հ Из суммируемости Уй„ по методу (Ст, յւյ, 

п-0
где р > 0 - произвольное целое число, при выполнении условия 
сравнения следует его суммируемость и по методу (F,).
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Замечание. Последняя теорема может быть доказана и пря
мым путем, повторяя дословно все выкладки доказательства теоремы 
5; единственное различие заключается в том. что в фигурируемых в 
доказательстве рядах будут только подинтегральные выражения, ум
ноженные на z (контурные интегралы будут отсутствовать), так как

г֊ п
z e~:t «»л (е”') dt = П ——
J 1 * 4֊ Նо

§ 2. Некоторые другие граничные свойства 
обобщенного ряда Тейлора

Теорема 7. Если

% է (Р- 1| 
л-0

и 
и 

а" П 

Иш հո—՚-------= А где «>0,
”֊П(ш + тЛ 

О 
то

11m л'"(л՛) = .4. 
X -о+

Лемма. Если 
го 

с(л-| = £«,<«/>(•*). х£(0, 1] 

л«0 
и 

л 
аврЬ 

llm ~j— ----------— 0, где w > О,

о 
то

llm х\ (х) =*■ 0. 
л-0+

Де йствите л ь но, со ста в и м

ք»
х " У

Л֊-(1
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А-

См. [4] стр. 48.
Из условия леммы следует, что при будем иметь

п— I
Ո(»>+ն)

гг
I

следовательно,

Известно, что

шах
*е(о. и

_ճճճ_ 
U I(C4-u>4 Ս 

v-0

значит
се
У ая«>я (х)

Ո-Г.,
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Составим теперь

|х ч>(х)|<
«»-■։

«> V
-Հ __ Q ( X ;

л — О
֊I֊ юе.

При достаточно малом х>0 м фиксированном яо==яо(е) будем иметь

1А «,<•,■
Это значит, что 

lim х“<? (х) = 0. 
х-О-Ь

Доказательство теоремы. Обозначим 
л—1 
П ’>-Ь Ն)

&н ՝п А = Сп-

п՛՞։
Очевидно, что

ПТ- 

Пт с„ ----------= 0.

П(1>+“։)
с

Составим теперь функцию

V С х֊'^

Ф (х) = Ф (х) ֊ փ (X) ֊ У Сп ■֊- ւ ----------
тто ) п(с-н>)

Сп 0
где

л—։
при я «0, | ] («Ч-Հ») равно 1.

о
С другой стороны, согласно лемме

Значит

lim х*Ф (х) = 0.

lim |х>(х) -х“Нх)| = 0, 
х-0+
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ИЛИ

11m (х) = Д.
.г~0+

Теорема 8. Если при а£(0, 1| 
со 

?(х)= 
л-0

и 11m ап-\п = А, 
/։■• ж

где А некоторое число, то

lim
л-0+

?(*)—г~
Л ем м а. Если при х ( (0, 1 ]

со
?(л-) = 2 ««“»«>-) 

fl-и
и Пт = 0, то

lim 
,г-0+

?(■*)

In —
= 0.

Для доказательства леммы заметим, 
равенство:

что при а£(0, 1] справедливо

где х> 0 — произвольное
Действительно, при 

справедливо равенство:

п

— In х —

число.

(12)

где х — произвольное число,

п*
1

Ղ< + ն)(^+^
71

X

If 1 +_______Ь_______ +...U±.± = 1;

\Л4-Т։ (-4՜ Հյ ДС + Հշ) / , Լ հ2

с другой стороны,
»+/•֊’

1 Ր л՜ 'сК,
2кг J

» —J —

—In. X.

Этим справедливость равенства (12) доказана.
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Составим теперь

л—О

оэ
•л (.<) -Г У ап^п Iл՛).

л,>4 ։

где по = п0 (ej определено из условия

<е, когда п >/Z0(£).

Имеем

Л- VZC
Л(л0)+= 1

л
9-

---  “*л

п՛ I
ГВС! о

п- 1
где р]7, при п 0 равно 1.

1
Таким образом

ձ
X

Значит
11m—֊:/1(/70) lim —\ 4 £.
’•°- ln֊L x-“'ln- 

X X

В силу произвольности числа ;>0 получаем

ШпДЛ=0.
1п±

X
А

Д о к а з а т е л ь с. т в о т е о р е м ы. Обозначим сп = ап------- , тог

да очевидно, что lim 0, и рассмотрим

Ф (х) V Го11>л (х) = ? (х) О (х), 

л~ О
где

л-J

•?(*) = Д J
x 'dZ .. 1

= A In —

ПК+т.)
{' ОЬл
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Согласно доказанной выше лемме иммеем

11m ^«0;

х 
значит

1. ?(*) 1. Л
Пт —-г- = Пт------. — Д.

х-.оЧ/г2_ -о+/я2_ 
X X

Этим теорема доказана.’
Выясним теперь —как изменится формулировка теоремы 8, если 

там считать, что «><Հ0. 
л 
п*

Теорема 9. Если lim — Д. 7։ ><«>0 — про- 
п~” 

о 
невольное числа, и 

ОО
<? рО = х£ (0, 1],

л — О

со
то сходится ряд ? (0) = а„ и справедливо равенство 

а —

11т ? = л.
ж-Of X՝

:о
Лемма. Если у\х) — ^апшп[х), где х£(0, I).

л-0
л

п՛-
lim ап г՜----------= 0» где 0 < ш < 7։>

со
то сходится ряд ^ап = с (0), и справедливо равенство 

л-0

Пт =0.
Х-.0+ Хш

Обозначим ал = ая+|֊{ ал+2Н------ .
Согласно условию леммы, начиная с некоторого номера nt =

= л0(6) и Для всех и>п0 будем иметь:
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*(л+1 Тл+2
>И — <«

„ т V — ս» ւ = еП"Нг՜

Это значит, что ряд ® (0) = N.ап сходится.

Применим теперь к

О

ряду
сс

?1Л-; = Уая<(х).

л-0
преобразование Абеля

<! °1 ч

5-Р

Получаем

т

Գ 2j
Л-//+1

а,^ц(х) = ^ + У -и[՛*>«+!>) — (х)| wom(x).

л-0 л—0

Заметив, чтос', = ®(0), переходя к 
будем иметь

пределу, когда т -* со л֊£(0. 1],

?(х) — ® (0) =
л - О

|։։Կ+ւ (X) — «Հ (л-)].

Заметим также, что

^4 1 (х) — <•»„ (х) =
Пь
_1___

2гЛ
л :ժ:

I л + 1

с 1Сл + 1

значит

о?

? (х) — ® (0) = Հ
л—О

п

ГН
1

3’՜Տ7
х\Г.

^ti+l

Обозначим С = V — yv тогда
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o(x)-?(0) = -x’֊
x-'dZ 

cfU+ J.-ն) 

у-2

Пр Ո(Ն-
0 _._J______ •!=*______

9-;
ПЬ.֊т.)
у-2

х~'(Я.
п+\ 1

֊Ո(4֊Ն-Ն)

где простой контур С„+։ охватывает окрестности ’всех нулей 
знаменателя подинтегральной функции соответствующего интеграла.

Обозначим теперь
п

Пт-
°я ~ n+i

ПСь-ն)
Հ(*)

х~с<Л

-ГКс+ն-ն)

Начиная с некоторого номера ло = ,/о(£) и Для всех п > п9 будет

л

- 2

п п
П<т--“) П(т*+ш՜)

£ д+1 ~ £
П(т-—Ti) Пт:

2

где <о"= 7։- со. Y* = ь — Հր
Если теперь обозначим

Ф(х) = ?<*)-? <91
ր7։

СО 
уз’ш^х),

м=0

то к ней применима теорема 7 с Л —0, это значит, что

ФГ^х"1* —?(°) r“* ?(Q) -н.__ ?(*) — ? (Q) , о
1,Х)Х՜ Х~ ՜ х'“

когда х -• 0 4-.
Доказательство теоремы 9. Достаточно составить

п — 1
П(т-֊֊»)

сп = а„--^—„---------А, п^О.

Пт-
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Л—1 
при //= О, — н рассмотреть функцию 

о 
СО 

л-0

Коэффициенты сп удовлетворяют условиям леммы, так как 

п п
Пъ / ГЬ- \

Пт Դյր,֊-------= Hm ----------------- а„— А | = 0.

՞" па-») ’*՝\п(т.-«) /
V-0 ՝ О /

Это значит, что

11т Т(*)-Ф(0) = 0 

л-о+ X

Заметим теперь, что

(х)

ф (х'| = А
2Լ П >' т- -«>)

и *;($) = 0.
Таким образом

*(х) -*(0) л

следовательно,

Пт Т(£)-ЧЧО) = 11т
Ж-0+ х‘ д—о+

? (х) — ? !'0)
= 0.

или

1)т yW-<P(0) = л.
•V--V+ X

(Окончание в следующем номере)
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МАТЕМАТИКА

Г. Л. Амбарцумян

К энтропии цепей Маркова

В математической и технической литературе встречаются различ
ные определения энтропии цепей Маркова. В первой части нестоящей 
работы устанавливается свявь между этими определениями для слож
ных цепей. Во второй части—обобщается предельная теорема Хин- 
чнна |1| для простых цепей, на сложные цепи Маркова любого по
рядка.

I. Различные определения энтропии для сложных цепей Маркова 
и связь между ними

1. Рассмотрим опыты, образующие стационарную цепь Маркова 
порядка jt с конечным числом возможных состоянии при каждом 
опыте:

ք/1յ, •••Ди

соответственно с вероятностями

Р(1). />(2),•••?("), 
где

/Я«) = Р(Л) (а — 1, 2,...Л)

есть вероятность состояния и
«
УрЫ = I.

а - ։

Обозначим
^а։ а2- • -ат (^аП։-т\ ) ~ Р'лх 12- • -т.т (Л/л+1 ՛

вероятность состояния Лагя+1, при (ր/ւ -֊ 1)-ом опыте, если известно, что 
при предыдущих т опытах имели место состояния:.4aj, Дза • • -ЛЯм.

Для цепи порядка ««■ будут иметь место равенства:

р2х аз--•3^4-1 +2^ ~ Р^-1 • '«jx-H 1 % |2

Յք • -ip 4. J ՜ ՜ а4.. .^շ (% Ь3 •

и вообще при /и > ц:

Р^1 *2'  + 1 ) —Pam-^iV ат—г+2՛ ' '
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В частности для независимых опытов:

РЧ I” • ■ • ат У'т > \ ) ~ Р 41 * >
для простой кепи:

Ра, 12- • -а/?] (* w է I ՛ Ртг/I (я/й^1 ՛ 
для двусложной цепи:

Pat ։-.֊• • -3,-л (Я/Я4-։ ) ~ Р<1т—\ » <*т  (7mt J 
И Т. Д.

Введем я рассмотрение величины: 
п

а։ =• I 
п п 

£ Р (ai) Рь («շ) • lgp<, («շ) 

а, - 1 а, - I 
п п п

Нз = —V V У /;(а։)-Л, (a2.l-Po։e,(a3)lg/7aie,(a3) 
։։ - I а. - 1 aj - I 

и вообще
SS---SS р(а«)р«. (аз)--- 

«1 Зц Др-М

з։-• (% + 1) ^Р<г։---яи (\ 4-յ)’ (1-0

Величина Нх называется одношаговой энтропией цепи Маркова; оче
видно, что для независимых опытов

/У(х = _ । = • • • = /Уо,

для простой цепи

^ = /4-1------- ^Hv

для двусложной цепи 
И Т. Д. Л/р = Н-х -!=••• = //։

2. Объединим г опытов и рассмотрим соответствующую конеч
ную схему с состояниями:

Да։Д^ • ’ • <4аг 
и соответствующими вероятностями:

/7ia։, а2---а.,)

Величину энтропии этой схемы, осередненную по числу опытов

Л/г = ֊“УУ---^Р(а1, а2-• -Яг) Igp («х,•••«!•) (1.2}

д։ а։ Ղր

будем называть оСёредненной одношаговой энтропией.
Для цепи Маркова порядка и. при г>а будем иметь:
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/*Л= — ֊-^V*  • «а,-• ^)lgp(a։) -
в, <ц »,

— ' ՃՃ * • • Ջ (*ւ.  «?. • • • *г  ) lg/Ч W — 

в։ «, «*

M lgp ъ(Яэ)— 
о, о, <ц

~ «>” <«a + j) ՜
«I ’։ nr

֊ՃՏ-՚-ճ^^յ. »։••■«,)Igp.;

а։ а2 u<

------Ճ M7!’ Я2’- ■ ^)1ИРвг_^. тг_^+։ , . . .а^.„ х,_։ far) = 

։։ а։ 1Г

= — ' V/;(2l) ։g/>(a։) _ J Vy;) Յյ, />.я,(a21 !g/>,,(*..) 
Г r

’» «։a։

J.՝Vp(«4 Ja, ’-•)^A|02 '.as)lgp.,,,(«s) — 

■’t «а «я

«1 «2 ti

՚ Ճ. J :«S-•••■»»(%+J 1xs...a։* (x<*+։)  — 

’։*■  + ։ 

— - ••• r — *■"•
’։ »8

• ■ • V • .a,T. (։ll+2) lgp32,r ..ajx + 1(%+2) - 

«я 1 2

7-S 

аг—H- J»+I

. •' lr—a'—M 1 • • "Зг— и, аг—Ц.-М •••аг—|(a')
ar

3 H-iaeermi АН, серки фхз.-млт. наук. № _՛ 
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или окончательно

77, = 1 |//о + //, + //. + ... ч- //л-։ 4- (г - р) //а| (1.3)

При г -*сс,  имеем

• Величина // ^ злвиент от р. но ։. к. мк иесь. будем рассмагрвоап. ее при 
одном и том же в. то эту зависимость от я отмечать не будем, чтобы не осложнять 
обозначений.

Ո։ո77,= /Հ. (1.4)
г -*  <х>

Таким образом одношаговую энтропию цепи Маркова, порядка 
Р можно рассматривать, как предел осередненной одиошаговой эн
тропии, когда число опытов стремится к бесконечности.

3. Допустим, что и цени Маркова порядка р при первых р опытах 
имели место события

A-:.

составим энтропию конечной схемы, представляющей объединение 
следующих за этими опытами, г опытов, т. е. величину:

/С,...вд ֊-V v ...
Зя+1

՚ Ճ. Ра,Ц‘-«г (%+։•*  ' *a.» + r ՛ •’/ (%.*-» ’՛ ՚ Ли *՛

тогда величина

А/-'»= Vp(4i VPa (ъ)... 

= • 3:

называется г шаговой энтропией цепи Маркова порядка р; очевидно 
//”> = /уи.

Осередиенная одношаговая энтропия 7/,(г>р) выразится через 
многошаговую энтропию следующим образом:

Hr= — LW-.-Vp պ, •x„---7,)lgp(2,. «3,••»,) = 
ր ----—

□յ 3» ՏՀ

— UiHgP (2։)ճ* ՜ • ■ M
Г --  ---

«I «ք

Г   —
3| «յ Յյ at
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՜ '*»)  ’g/UWV’ ' *Ур  -..х,(«։.- • ’Ն)

а1 ’(յ) я3 а4 «г

- («»)-• !«.ժ)>ел.;(«.л) м

“'£ яа а1*  ’>+1

— Ря յ 32 • • • Лр, ( У'<1 ' ՝■ > ' ' )
«/֊

՜ 7 У (Ъ) • • У Р9| вз.. .аи _։(*г)У  • •
։։ Յշ Дц Яу 4- յ

' ‘ ’ У ‘% -О; • • .«■! (\+ 1 ' * * ' : ■ • • Зл (я.(1.т J • • • а/ ) ՜

«Г

--1 ^p(«։)lgp(a,) — 1 У Ж №>։£/’֊, ( *2 
г — г —. —

3| <"։

— — Ур(а։)Ур։,(»։) У/\ Ъ(* 3НЯ7\ ,։(*3՛  ֊֊

°1 «4 Я3

—^Уж)УрЖ)Х--՛
«» «9 о։

’ * ' У Рз։ Յշ- --3J1—] (ар) ։^«էյ«շ. . ֊ 3Ա_յ 

я,1

+ 1 Ур(я1)Ур-.(з2|У---
Г —

а։ «։ «з

В ” ՜Ճ^Օյ

Яр
ИЛИ

Нг = у (А/о + //, ; /-Л 4֊ ■ • • /4-1 4- )

или окончательно заменяя г через г jx, получаем:

Нг. и (//0 4- /У, 4- /Л • • • /Л-> + WX (1.6)
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Согласно формуле (1.3), имеем с другой стороны:

= ••• /7-. ր Լ-քՀ
< ՜է՜ г *Г  i*

следовательно
Н^-րՒԼ, (1.7)

Этот результат, другим методом при р= 1, был получен в работе |1|.

II. Предельная теорема для энтропии сложной цепи 
Маркова порядка и

Пр. дельная теорема Хинчина |1] для энтропии простой цепи Мар
кова, легко обобщается на сложные цепи. Допустим, что сложная 
цепь Маркова порядка р подчиняется закону больших чисел, т. с. при 
произвольных о>0. е>0 п достаточно большом х:

где /л,, hl*.  • • • т„ числа попаданий соответственно в состояния .4., 
Всякий возможный результат $ опытов может быть записан 

в виде „цепочки С."
С - зЦ ,Aki • • -ЯЛл,

где числа числа из 1, Вероятность осуществления
цепочки С будет:

Р (С) = р (А,) рк] (А’2) рк) кз (Лэ) • • •

■ ‘ ’Pki ki- • -к՛. })Pk> • ■ ■ *։ւթ| ՜ ■ ‘/’А.т —;x’ A\ — ;x֊j ։ ■ • ■ kt — i (A).

которую можно записать в виде:
тс, p(ki՝)pk^Y--Pkln. --kt-x ՛*>֊> ПП

П |л,-м) . (2.1)
Պ1+1

где числа ։ представляют число случаев, в написанном про
изведении для Р(С), при котором:

A’pj = , /С/.7 4-1 — Л2, • • • /«лз+ս — Зр I •
Теорема-, при произвольных s>0. ^>0 и достаточно большом х. 

все цепочки С могут быть разбиты на две группы, обладающие свойст
вами:

1) вероятность Р{С) любой цепочки первой группы удовлетво
ряет неравенству:

Н. <1

или
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2) сумма вероятностей всех цепочек второй группы меньше чем н. 
Доказательство. Разобьем все цепочки С длины х на две группы: 

цепочка принадлежит первой группе, если она возможна, т. е.
и если для любых а2,■ cty+J (/s^aj <//.) выполняются нера
венства:

(“>+1) |<տ8։ (2.2)

ко второй группе отнесем все остальные цепочки. Докажем, что это 
разбиение при достаточно большом տ удовлетворяет условиям теоре
мы. Допустим сначала, что цепочка տ первой группы; тогда

'%ъ-- •*+»  = %+։) +

I Я2--•։(*.+  ։ i
Эти выражения для т,.^։ внесем в (2.1), причем требо
вание возможности данной цепочки, необходимо, влечет за собой 
т-1 ’-ս -՚Պ> + ւ 0 ПРИ Pw »•«- ’А 1)= °՛ вследствие чего в произведении 
(2.1) мы должны ограничиться множителями для которых

Ара-- •«., 0'
что будем отмечать * при произведениях. Имеем:

Р(С) = />ւՀ)/^։ (А’а)- (А)-

■ ПП • ГТк>... V (%, ’=>■ • ”-+• ’+>• ->+.
®յ

ИЛИ

--W&՝ ------ ^Pk.k-. -k, i №■)—

։SW' ՜ ՚ X z; A A։ ՜՜2' ՜ ' 'P ՝\'ч ■ -я|1 ։•։) • •«., 1

։։«տ ,ц+1

՚ ՚ ճյ • - VI - -’и 1 V-rl^՝ 
о։а2

отсюда

*М-А>(С) 1 (. 1 , , 1 , . , 1 \ ։
Տ ՜ Հ И ԴհՀՐ ^Рл.(А)

К է-5ճճ-֊ Տ ։g р։։«։...։|М(^+1)

°։ 3։ «jt+1
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I W)
I Տ

-И.. < 4՝ +'”

и следовательно при достаточно больших я-:

It! —-

Рассмотрим теперь сумму вероятностей всех цепочек второй 
группы; заметим, что невозможные цепочки могут не учитываться, 
т. ь. вероятности их равны нулю; здесь нужно оцепить сумму вероят
ностей тех цепочек, для которых хотя бы при одном наборе индексов
а,. «... • а . 1 нарушается неравенство (2.2Հ а она очевидно меньше, чем

vv... v р{ т.ь )1>տ81

'1 յ *2  ?;i I J
Зафиксируем индексы a„ a2- • •'< , : в силу закона больших чисел при 
достаточно малых ?>0. 8>0 и достаточно большом s:

Р [!'«>, -V (’;)!<I տ; (2.3)
II յ*  т N

если неравенство в скобках выполнено, то <?<-, юста точно 
поэтому в силу закона больших чисел:

велико в

р{ А.(»х) < — ,!■>’ *
I Ո1Ն р. 4- 1J

или

Р ! I w»,А. (®i), < — ՜ , րո-, < — Հ > 1 — 

I р + 1 ? +1 I

при выполнении неравенства в скобках, имеем точно также 

р\ : <— — 5 1 >
I р 1 I

I —е; (2.5)

аналогично рассуждая получим еще, ряд неравенств:

Р •[ 'ո^ԲւՆ - — 5 [ > J - t
I p 4֊ I I

(2.6)

P |i տ՚յՂէ1-• • ?1|է Ptj'X2. ■ (7p) Waj Յշ-• .3ix—I ! ՞\ ^ ճ լ j
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П ■ 1111 ■» - - - — ----- —-=■■=■■ V ---------- ֊ ~~ '

!о 1
I а-.. ..Յ.ւ+յ }ՈՂՀՀք • • -Kg < )| Վ ՜ "

I* ։ '
Ils неравенств (4.3), (4.4), (4.5) и (4.6) получаются очевидные нера
венства:

/? { «« ' ‘P֊w(%+t) —

֊ sp^x) Р^)- “Р^г...^(\ |) ՚ <—լ ~6

P ! i "Դ, а։РЯ| а։ («з)- • (% - | ) -

wa։ Pa։(^s) Pjx я։ (аз) ' ' '/\։sj. • . j;i (a։։ _] ) ՜\ ՜ ՜ S I I •-e

I1 i * I
P 1 I Р^х^г^з (z,։ 1 ’ ' P'^\>z ■ ■ ’:> I )

'«.,,,,/>«, „(«,)•• ъ (\+1 ) I<֊sl|>l *

{ I ^a։-?a-•'Ор. Pa։5։՛ •(ац,4-1) Pa։a2-*-a^ —լ (A*)՜

Л* • -ч.)"Կ . Is) >1 -

р ! 1--Sji %.«•։ ..э.х (%-н) мз։ X... .Օյ», I <Հ . ՝S ! ?> ՝ £

p -Г I J

Вероятность совместного выполнения неравенств в скобках, очевидно 
больше чем (1 —т/‘ > 1 — ’is. следовательно вероятность выполнения 
неравенства,

I ռԿ ~SP |а>)^։(«շ)' * 7ՀևՏ.. («ւ41 |<^

полученного из этих неравенств путем сложения, гакже будет больше 
I — щ; поэтому

■ - -V (։,)₽«,(»շ)՝ • -Л,..,. ■ <»..+,) I >5տ ! < 1“
И

ՃՏ • Տ Դ-։ ՜

ах а2 ajx-ul
* * •Лра.-.а,, (V11 > 35 J > /fM՜* l“-

Таким образом сумма вероятностей всех цепочек не удовлетворя
ющих условию (2.2) при достаточно большом s может быть сделана 
сколь угодно малой.

В заключение заметим, что в формулировке предельной теоремы 
величина одношаговой энтропии может быть заменена в силу (1.4) и

(1.7) энтропией //.< или отношением — , где /7.։ есть осерёдненная од- S
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пошаговая энтропия, а /7“’, s—шаговая энтропия, соответствующие 
рассматриваемой пени Маркова порядка ч.

Ереванский политехнический институт Поступило 21 I 1958
и.м. К. Маркса

*Ь. Հ.. 1.ււ>ւ1’|էարսւււ_ւքւա(>

ՄԱՐԿՈՎ-Ь СТШЬРЬ ԷՆՏՐՈՊԽԱՅՒ ՄՍԼՍԽՆ

II 1Г Փ n Փ (I I» IT

11.ջիրաւոա [dլան առաջին մասամ րնղհանրացվսւմ են էնա[inպիալի տար- 
[,և[, տեսակի գաղափարները' U արկա/ի բարդ շղթաների համար, հ ռտացփււմ 
են ալդ տարրեր գաղափարների կապերը մ իմ [անց հետէ Երկրորդ մասում էն- 
արոպիտլի վևրարերրսէ սահմանային իէեriրեմը մարկայի պարղ ջղ[Jանևրի հա- 
մար րնղհանրացվա^ր է' մարկովի ցանկացած կարգի րարղ շղքմաների համար:

ЛИТЕРАТУРА

I. Хинчин /1. Я. Понятие энтропии в теории вероятностей. Усп. мат. наук, том VIII. 
аып. 3. (1953).
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. И. РозовскнП
Приложение способа двумерных интегральных 

уравнений к изучению ползучести сферической 
оболочки в случае зависимости физических параметров 

материала от температуры и времени

Способ двумерных интегральных уравнений наиболее целесооб
разно применять при решении задач, связанных с анизотропными и 
неоднородными у пру го-ползучи.ми (наследственными) телами. Впервые 
он был применен автором |1| при рассмотрении деформации полой 
сферы, обладающей анизотропией, с учетом влияния фактора времени. 
Эгрт способ состоит в приведении интегро-дифференциального урав
нения для перемещения к соответствующему виду, которое затем с 
помощью двух последовательных подстановок приводится к двумер
ному интегральному уравнению специального вида, могущему, в част
ном случае, выродиться в ординарное интегральное уравнение. Ис
пользуя результаты решения этого уравнения, а также двух орди
нарных интегральных уравнений, возникающих в связи г появлением 
двух произвольных функций времени, устанавливается характер из
менения напряжений во времени.

Эксперименты показывают, что влияние температуры на пара
метры, определяющие упруго-мгновенную и наследственную состав
ляющие деформации, значительно усиливаются с повышением темпе
ратуры. Так, например, для стали при повышении температуры испы
тания с 25 до 450' модули Е и G падают на 20% |2|. Практическое 
значение изменения упомянутых параметров при значительных изме
нениях температуры весьма велико. При этом объемное расширение, 
происходящее в результате повышения температуры на Т градусов, 
не пропорционально Г. Поэтому учет этих особенностей при расче
тах деталей машин, работающих в условиях широкого диапазона из
менений температур, обязателен.

В настоящей работе рассмотрен вопрос о напряжениях в симме
трично нагретой сферической оболочке с учетом зависимости коэф
фициентов Ламе и ядер релаксации от температуры тела, при изме
нении последней в достаточно широком интервале.

Итак, пусть замкнутая сферическая оболочка с внешним и вну
тренним радиусами а и />. свободна, в начальный момент времени, от
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внешних сил и начальных напряжений при равномерно-распределен
ной температуре.

Пусть далее, начиная с некоторого момента времени темпера- 
гура в сферической оболочке становится неравномерно-распределен
ной, причем предполагается, что температура Т = 7 (г, г) известна. 
Тогда в ней возникнут определенной величины напряжения и дефор
мации.

Определим радиальное перемещение и напряжения, возникающие 
в упомянутом теле с. учетом изменяемости упругих постоянных и 
характеристик релаксации от температуры и времени.

Компоненты напряжения в сферических координатах будут иметь 
вид

t A zr= a.o 4- 2u։ - 
dr 

t
r} dz\ 

dr

= у 4- 2 |1յ -֊ —/(■/'I ֊

r)6 Լր. -r- 20։ (/,
r

(2)

,, du(r. 7) 2u(r.t) . ..где 'i(r.r)-------- - ------ -—, н (r, f) перемещение.
dr r

Здесь X։ (r. է) = X |7’(r, /); r], u։ (r, է) — u | 7'(r, t , /| — коэффици
енты .Чаме, /(7՜) = a։ ir, /) /, г, /) Т(г, I | 7 (г. /), /] р |7՝(г. t), Հ-
• Г (г. 7) — объемное расширение, а, (г, է) коэффициент линейного 
расширения. 3։ = ЗХ, 2р։, ?։ (^, ՜; г) = ? J7, ՜: 7’(ր. ՜ւ|, О, (Լ т; г) = 
= փ Г(г. т)] ядра релаксации, поскольку, по предположению, 
температура сферической оболочки считается известной функцией ра
диуса-вектора г и времени է. Формулы ;1) и (2) представляют собою 
обобщение, соответствующих зависимостей Вольтерра [3].

Подставляя ն. s4 = из 1) и (2) в уравнение равновесия
сЬ, 2 Ь з5|=0, 
с)г----- г

получим исходное интегро-дифференциальное уравнение относительно 
перемещения и, которое представим в следующем виде

о
dr r dr

4և 
orг2 dr

— •! 2՚?1(Հ-; r)|-- ֊Հ>
dr I r- dr ] (3)
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4 ՐԺ՚Հ т; г)— I ---- — И (г, -) (fa.
г,) дг

Положим
К Y ֊ 5 (Г։«) =֊-(ր. է},

dr г- dr
Из (4) следует

г
ս\ր.է -Է-1 г3 — *>3 г (о, t (fa -r։(/'։r + —

9 ,.շ I ..г

|'4)

(5)

где /, ֊ / ['Лг. /)|: с\ .7) и t՝: է произвольные функции времени, 
которые определяются ил условий на границе

61

после того, как будет найдено z{r, Г).
Подставляя ւ՜4։ и (5,1 в уравнение (3 . получим после соответст

вующих преобразований, шумерное интегральное уравнение для опре
деления z ' г, /1:

г) 2 (Г, -)</֊ =
Հյ Հ ■; Г, р z (р. -) (fad- Г (г, 7; с.» с2). (7)

где

Лэ(<,т;г,р)=—А- I/. |?1Г) +2ф,(/. ֊.; И1 ֊
>-յ4֊2!հ 1<*г

Зг3 dr i

Л : г, 7; с։, с2) ֊ 1
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Жг1    - ՜ ՜—■ ■ —

нз i С, ֊) ֊ժ ЫЛ հ; Г 4-2'Հ U, г.|| d- ՝• 
I dr

Итак, задача свелась к решелию уравнения (7 , усложненного вида, 
благодаря наличию в нем, наряду с двумерным, двух различных ор
динарных интегральных членов, содержащих неизвестную функцию.

Это уравнение может быть решено либо способом Вольтерра |4j, 
либо непосредственно, методом последовательных приближений.

Применим первый способ, поскольку, при этом, вопрос об ис
следовании сходимости последовательных приближений отпадает, ибо 
решение задачи будет связано с нахождением только резольвент соот- 
ветствующих ядер.

Этот способ состоит в том. что с помощью двух специальных 
подстановок, интегральное уравнение hi па (7) можно привести к дву
мерному интегральному уравнению, не содержащему ординарные ин
тегралы.

Пользуясь им. опуская промежуточные выкладки окончательно 
будем иметь 

է г
IV ’ Г, է:. = J j Q I է. 7; r. р) a՛ IР, 7 մհ d'> |- /• (r, t\ Cj, Cj), 8)

(հ> Ո
где

/
Qi/, r. pi ֊ Q, /, t; r, pj 4- ( Q։ r. p) R, (-.v հ; p rf-.։.

Qi(6 ՜; r, p = A։31 /, r. P — k-i \t, t; r) R, 15; r. p — 
r
Կ i. r, P։) Kji^Pp p՝r/p։.

r-
где /Հւ/;ր, p)— резольвента ядра г, p), 

г) резольвента ядра г).
Функции z<r,t и /I связаны между собою следующим соотно
шением

t
z[r, t) w[r, է՛] 4- || /<2(Л -Հ r)w(r, — 

t
r, p) w(p, t]d(.- O)

a
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— ^ /?։ (/: г, р) Rz {է, р) к- (р, ■:) Ժ՜ tfp.

Հ я 
’ciuftinie полученного интегрального уравнении 8) находится обыч

ным путем, методом резольвенты.
Будем иметь

Լ՚՚՚ր. Г /(г.} Ա /?(/ г. р / , ։. , ,) մ',, |ll!

где R(t> г. р) — резольвента ядра Q(/, г, р,.
Подставляя последовательно (10) а (9.1 и далее и (5». получим 

искомое выражение ւ.՚ս։ ис}х.‘мешеник . которое б уд- г данисеть от 
двух произиатьных функций г։'Л к г,(/). Для опредслснш! <, (0 и 
Cj(t) нужно использовать следующие соотношении

и Iа. /) = сха 4- — -
а:

"(М) ֊I (fr’-ft:?./ <h + с,А + -‘:• 111)
<50 J ()'

rt
du (a, t) 2ct 

dr * <т®

du Ալ t) • 
dr ~ t do 4- c. — —’ 

Հ ‘ b*

где zir, n определяется из соотношения 9 с учетом !()>.
Подставляя 11 в 6, получим систему двух ординарных инте

гральных уравнений, из которых определяются функции с, ՚ Ի и г2(/). 
Это система имеет единственное решение.

2. Можно указать два случая, когда определение перемещения 
и яапр й в рассматриваемом теле сводится к решению ординар
ных интегральных уравнений.

Первый случаи.

Предположим, что — — 0, = О.
ժր ժր

Тогда будем иметь

■ = 112)
Л| 4֊ 2и .) >14- 2р

Определяя 6(г, Г) из (12), получим

Ь (г. I) =» Հ» Ր՜ Լ л. 
X, 4- 2и

■А-: .5». յ-, 
>։4 2н

(13)
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е, (/ Հ' Г| 4- 2Փ(Հ Հ)

где Pit,հ, ri резольвента ядра • ’ -------- =------ -
>•1 + 2;х

Так как объемное расширение 6 _ 1 ir'-wt, то из (13) следует 
г2 дг

и = (7JLV de 4- (Y±- Հ(կ> \рI /. G .Հւ±£ւ_ d. .
J Ա / Հ + 2p ՚ J V /• / Հ) \ 4֊ 2’Ժ ր։ 
Й (I Հ„

Неизвестные функции q /i и с* /) определяются из двух уравнений, 
получающихся в результате использования условий (б). Зная переме
щение и. легко получить зг. ц z,.

Второй случай.
Предположим, что / ։ = р։ = ©։ (է и г) ֊ Ф։ {է, г) =

— ?<• (Л •)е т1‘ где /?/ — постоянная для данного материала, л0 и 
է, коэффициенты Ламе и ядро релаксации при Т = TQ, где 

Го — комнатная температуря. Температура Г попрежнему зависит от 
г и է.

Уменьшение физико-механических характеристик пропорциональ
но температурному множителю, экспоненциальному убывающему с 
ростом температуры, экспериментально подтверждается |5|.

Будем иметь

v (г, է) - Т} =։ i Հ-, ղ> (Г։ t) d-, (14)
J Ч t, 

где
ԴԺ0 о լ$7՝ I . nl &T ՞ր՝ e {> <v 3------ 3mb -4-4 и—• 7\ = 5 ■—(я./)֊ тг. I— •

dr dr r dr J [dr ՝ dr
Из (14) следует

_ԺՕ _ . дТ , 4ու ОТ . . .. ....3 — 3/лО- -4------ и - =Փ(րէ). (1о)
дг дг 4 дг

t
Здесь Փ(ր, է, = Tj Pj(/. հ) l\dt есть обобщенная температура, где

•J
*)— резольвента ядра ®0(Լ հ)/4հ0.
Уравнение (15) по отношению к и по существу дифференциаль

ное (ибо в нем 0— - (г’и j, которое при отбрасывании тсмпс-
\ Г֊ Or /

ратуриого последействующего слагаемого, переходит и уравнение для 
соответствующей задачи идеально упругого тела.

Поскольку решение этого уравнения неизвестно, то воспользо
ваться выведенным нами в |6| правилом перехода от известного ре
шения задачи без последействия (ползучести) к решению ее с учетом 
такового, невозможно.
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Поэтому продолжим решение, задачи далее.
С помощью подстановки (4), уравнение (15) приводится к сле

дующему

z (г. է) - | Л (/; г, р) z (р, /) d? = g (г, /), 
и

(16)

где

W, r.p) = ֊(5 + 4p’ \ dT 
r* ՝ dr

g(r. 0= з(5г>-^т)^+Ф<г'<1՛

Определяя z(r, t) из уравнения (16), получим

Z(r,l] g(r, /) 4- Rj/;r. p)g(p. /)ф. (17)
«

где R9 7; г, p) резольвента ядра k (t\ г, p).
Подставляя (17) в формулу (5), получим

// ; г, pjg(p, /)ар r-G
<1

, 5 w f о .. . дТ .
г4-֊7- \Rat\r р) ֊3 J ф

(18)
fl

где

3r’ p3 +1
p

(19)

f

. 1 д T , 
: P) - т6/p '

Функции <:,(/) и r2(/), фигурирующие в (18), выражаются следующи
ми формулами

„ 5аяЬ9.Зь — B.Sa)С. 1 —---------------- । Q *-----------------------
bWj — аЧЪ 4(b:i/31֊a2Rz)

где

13։ = I |-
8 J <)p լ ժր /?II
!>

ճ, = ւ + C-L + «ր՚ճ I df,
J p® (h [ dr Յ/շ
a

‘% и St,—значения функции
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t

Sir,‘t) = *T] (pit.jaTd-.
• •

при г = а иг b соответственно.
Формулы (20) получены в результате решения системы алге

браических уравнений, образованных путем использования граничных 
условий (G).

Выражения для будет

օՀ =-- /.յ I Л -г 5 < ։Л1г— ֊ Л, 5 «! 7 i

рх (Л - И (Л+ 5^-֊^ (211

тде

Ar(r, г. r)g(r, /) + 3 ք/|Հ\

/И, (г. 0 - 1 -г mR։ (7; г, г) — + ու 1 V(/: г. $•) — dy. 
dr J dr

a
r

\'f\r. h ~ I 4- mR, (I; r, r) -mr՝ i V'(/; г. J- <,Г d‘>, 
dr ,) g3 dr

л

v (t Г <., = + ^Հ՚-ր’ձ.
dr 3 r

։-1тобы получить формулы для ви=з:, достаточно в (21) индекс 
г заменить индексом '•՛ (или ?). При этом

Г
Аь(г, t) = Rt (/; г. г) g(r, /) 4- j Wit, г. о) rfp,

и
г

м ։ . ,Ո п и t ,W Гпг/7* ■ յM(l>r,t) = \- ։> /?>(/;г, г •. + luz^.r. p) <>,
3 dr a J dr

а

.. . < т ռ \dT . տր3 С . 1 дТ .i} = ^ + lR՝ր'r)<F + T,1w<Л ր' 7Уг 
а

1Г(Л г. р) = <!ձԼ<';2ճ±) + Г. Р), л Мц^м;, ,v։=.v։. 
dr г
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В качестве иллюстрации рассмотрим стальной полый шар со сле

дующими параметрами: nt = 0.00081’, С (по экспериментальным данным 
Зайкова [5]|. а — 30 г.и. Ь — 33 гл.

+670. Г(я)=1000*?С, Г(Ь) 970°С. а. = 11.10'VC. 
г

I «с \в™
Р(х) 0,0175 | с . гее տ^է ՜ (по Вронскому |7|).

\33 /

Тогда приближенно получим

- \ Ր
\/ օղ еле ճ

и (0,1165- 0.0076 г Н0М53—0.04097 г- -֊- ’Ճ£Հլ'2 _
г г*

2253 1898 46 , . 3,53 , \

Г. частности, например, установившееся значение деформации на внеш
ней поверхности будет « - 0.0051.Диенропетрищкнн горний институт Поступило 28 V 1957

IJ*. 1«. (bi>qni|>il{|<

ԳՆԴԱՅհն 0ԱՊ11Ն£հ ՍՈՂՔհ ՈհՍՈհՄՆԱՍՒքՈ ЭсПМС ԷՐԿՋԱՓ 
ՒՆՏեԳՐԱԼ ՃԱՎԱՍԱՐՈՏՄՆհՐՒ եԴ-ԱՆԱՀՈՎ, b F ՆՅՈհԹՒ 

ՖԽՋՒԿԱԿԱՆ ՊԱՐԱՄէՏՐՆեՐԸ ԿԱԽՎԱԾ եՆ ibPUUUSbՃՍւՆՒՑ 
b< ԺԱՄԱՆԱԿՒՑԱ 1Г Փ П Փ Ո !• 1Г

11,^11111111111 !>!fill'll մ եք քննարկվում Լ սիմետրիկ տա րադվոդ դնդաքին քմա- 
ոտն^ի քարվածս! /J րււնր. երր Լամեի դս րծ ակի դնե րր ե ոեքսէկսէսդիա լի խա- 
յսսկտերիսաիկներր ւյււվււփււծ են ջերմաստիճանից ու մ ամանակից)

Լարվածա /,! fin’ll կոմպոնենտն!,  րր ււֆերիկ կոո րդ ինա աներ ով վերցված են 
»' IJ ե (i!) աեււքււվւ

\>եդս,դրե րւվ հա վ ա ս ա ր ա կչո ուվՏ րսն Հա վաււ արմ սւն Jե у 0г , 5ф м, արմ եք֊ 
նհրր (1) ե (Տ) աււնշու jj րոնՆեր[էէյ. ե 1րոաարեքո.1 համաորւէ ւո։ո ո խուն Ahm-

փոխութ յւսննե ր, ււաւու]վու մ Լ աե քրո վ> ոխա մնե րի նկւոաւք ամր մ/է (ւնտեղրո՝- 
•ւխւ՚երենէյիաէ հա վաոարոէ մ < 3 )ւ

UlffiiHքին iifinրքաններր վերւր/шЛ են /6) աեսրով, (է) տեղադրման մքւ- 
^Լւրքվ (մ) ինաեղ րո~դ իֆե րենւքիաւ հավա чы» րու մ ր րերվամ Լ (7) հատա// երկ- 
ր-վ> քճւտեդրտք հավասարման. "րր> 'Լոլտևրի եդանա ով, րերվու մ Լ ււրւվո֊ 
րական երկչափ ինաեդրալ հավասարման, ե քումվւււմ Լ սեդոքվենար դաներս.

4"Нмаст ЛИ. cvpiiH փ«>. <л. «-«у» .4 : 
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միջոցով: Սկր/րնական (3) ինաե tjրո՝>(իվւեցեն^/իալ հավասարումից (7) ինաե֊ 
ցրալ հավաոարմ անր անցնեւիո առաջացող երկու կամա ւակա՚ե ֆ՚անկցիաներր 
որոշվում են (11) ոիսէոեմից: 'Լերջինո ոաացվոէմ Հ ւււիերիկ իհողանթի ար֊ 
աարին և ներրին մակե րեո ւ լpաքին ււլ ալմ'անների ալւոադործման Հ/յ// ան վրա:

Նչված է երկու դեպք,, երր իւնդիրր կ՚ս1’1՚ւի Լ վերածեք աոանձին ին֊ 
աերյրալ հավաոա լա ւէէեերի լու ծմանր: Ч-ր՛} քունքներր լուոարանվսէծ են կոն֊ 
կրե ա որի՚հակո վ>

ЛИТЕРАТУРА1. Розовский ЛТ 1Լ Доклады Академии наук СССР. т. 105, № 5, 1955.2. Фридман Я. Б. Механические свойства металлов. Оборонена; 1952.3. VoKerra V. Alli Reale Acadesnla Roma. Rendiconii, t. 21. 5. 1912.i. Volterra V. Lemons sur les equations integral et integro-differeniialvs, Paris, 1913. 5. Задков AL Я. Журнал технической физики, т. 18. н. 6. 1948.о. Розобскчд Л<. //. Доклады Академии наук СССР, ։. 58. .\'՛ 6. 1947.7. Пронский Л. П. Прикладная математика и механика, т. 5, в. 1. 1941.
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

В. М. Ипанмн

К теории ползучести вулканизата натурального 
каучука

Явление ползучести и твердом теле выражаемое изменением ле- 
формации ио времени при постоянном напряжении (последействия те
чения) или изменением напряжений во времени при шос.оннной де
формации (релаксации) представляет большой научный и практический 
интерес. Важность учета влияния ползучее!и на деформационно-напря
женное состояние конструкции при их расчете в настоящее время об- 
щепрнзиана.

Резина, являясь материалом обладающим сравнительно большими 
упругими деформациями, обладает также свойством явно выраженной 
ползучести. Целью настоящей работы является установление диффе
ренциальной связи между напряжением, деформациями » временем, 
описывающей как явление релаксации, так и явление последействия 
пои одноосном напряженном состоянии (на основе произведенных ав
тором испытаний [1, 2].

Для семейства кривых релаксации соответствующих различным 
начальным относительным деформациям г, абсолютное значение ско
рости падения выражаем в виде

֊£=5 (/)/(*). (I)
at

где Ср—падение напряжения при релаксации (в лгг/с.ч5),
В (է)—положительная монотонно убывающая функция времени, 

удовлетворяющая условию В (х ) — 0.
Из уравнения (1) получаем:

t
^=/(»)J«(o^=/(O2(o. (2)

Из семейства экспериментальных кривых релаксации, для любого 
Լ фиксированного момента времени, путем подбора, выбрано следующее 

простое выражение функции /(е):
Լ /(») = *հա.

I Сл е лов а тель но будем иметь
с>‘2(0.
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Нанеся последнее выражение на логарифмическую сетку для фик
сированных моментов времени получаем:

1п^ - ;»i I 1ոճ (/,►>), 

где: 1ոճ (/ф) = const.
Беря значения зр и е с кривых релаксации для фиксированных 

моментов времени, и построив график зависимости (lna/It г) выявлено, 
что все его точки располагаются вблизи прямой (р const.), образую
щей угол 45° с осями координат, т. е. р 1.

Следовательно:

Выражение функции Զ(7) подобрано в виде 9(7) — А I —е >9, где: 
I—время в часах. .4 и Հ-постоянные параметры.

Путем подбора, из кривых релаксации определены значения па
раметров А —0,4 кг/см2\ 1 = 5 \/чае.

Внеся найденное значение Q,(Z) и /(г) в <2) получим

з;, — е:.4 ( i — tf-V), 
откуда:

-—- = Д7(3)

Примем, что скорость падения напряжения яри релаксации, в слу
чае медленно и плавно изменяющейся во времени относительной де
формации տ, можно также выразить зависимостью զՅ). Тогда полная 
скорость изменения напряжения будет выражаться:

lh = fov"P _ .1 

dt dt ՜

где - — —скорость изменения упругого напряжения 
dt

Ио первоначальным мгновенным напряжениям и деформациям
построена кривая мгновенного растяжения

=;.пр /(?).

для которой подобрано аналитическое выражение в виде 
Зуиг. Е (е“ 11- (5)

Для используемого материала /Г =18 кг/емг; л 0,5.
Зависимость (5) при найденных значениях с выбранными Е и '• 

дает хорошее совпадение с кривой мгновенного растяжения, кроме 
точек вблизи нуля: в точке •: - 0,36. где расхождение составляет 
36;87О, в точке е = 5,44, соответствующей наибольшей нагрузке, где 
расхождение составляет 19% и в точке в — 3,2, где расхождение 8% 
В остальных точках расхождение не превышает 5%. Следует пред 
полагать, что опытные данные вышеуказанных точек несут случайный 
характер, и их можно исключить.
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Внеся ք5) б (-1) будем иметь:

(-֊ = f.Eeft — — A-te e v. (6)
df df '

Проверим применимость полученного основного дифференциального 
уравнения (6) для описания явления релаксации и последействия.

а) Релаксация
При релаксации е = const. следовательно из (6) получим:

~ = — Я•[€.•* е ՛•’. 
df

Интегрируя в пределах от 0 до է будем иметь:

з = о0 .4^(1 <?7’ք). (73
где: տ0—начальное напряжение.

Теоретические значения напряжений, вычисленные по (7) и снятые с 
опытных кривых релаксаций, а также относительные расхождения от 
опыта приведены в таблицах 1. 2. из которых видно хорошее совпа
дение теоретических результатов с экспериментальными.

б) Последействие
Рассматривается процесс последействия протекающий под дей

ствием постоянной нагрузки (Q). В этом случае напряжение в образце 
медленно монотонно возрастает во времени, вследствие сужения попе
речного сечения образца от деформации ползучести.

Истинное напряжение при последействии определяем из условия 
постоянства объема образца по формуле

где:
/•■(/) = JdL. ,

1 -М

f0—площадь поперечною сечения образца в напряженном состоянии. 
Таким образом

Q(1 4- е) . Q dz
ԲԾ df ՜՜ / (| dt

б/՚ՅПодставляя значение в (6) и интегрируя, получим зависимость 
df

гасительного удлинения от времени, при действии постоянной на
грузки Q, в виде:

|е<* О' — ժ Я(ё. ֊ е ,) = Л(1 -с (8)
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Решая (8) относительно г получим:
18 + 1/ 324—4-^ ISe՜4* ‘—0,4(1-е-’')1

< = _2|П---------- L----------- Ե>----- ----- Ճ---------------- L (9)

X
Из двух значений « только шаченне квадратного корня с отри

цательным знаком соответствует физическому смыслу задачи, так как 
при этом значения < получаются больше начальных значений <0.

Вычисленные значения £ ио (9) сравнены с экспериментальными 
данными. Порядок расхождении ночи։ такой же как и в случае ре- 
лексации (см. табл. 3, 4).
ЕрсвппсккЛ полптсхияпссмий ммстк»ут Поступило 13 II 1957

им. К. Маркса

Վ. <!’• 1-ւ|սւքէյաՈ

ԲՆԱԿԱՆ ԿԱՈՏՋՈհԿԽ ՎՈհԼԿԱՆՒԶևՏհ ՍՈՂՔհ ՏեՍՈհԹՅԱՆ ՇՈՒՐՋԸ ա ւր ՛ի ո փ ո ւ՛ ւր
//.уа աշխատության նպատակն Լ ղտնեք քարման, ղեէիորմ ացի ա լի և </ա֊ 

մ in'll ակ ի միզև րնղհանու ր ղ իէի ե րեն է/իա լ կապ, z»yrp նկա ր ա ղ բի ինչպես ւէհ- 
ք աըս աց(ւ ա լի , այնպես I, ք հե աաւլղե ցո լթքան երևույթը։

11'եքաբււացիալի կորերի րնտանիըի համար ընտրված է քարման անկման 
սւբաղու թ լան էամապատտսխան ա բտահալտ ու թ լո ւն. որն իրենից նե րկա լաց֊ 
նում Լ հարաբերական ղեֆորմ ա ցի ա լի և մ ամանակի երկու ֆունկցիաների 
արտադքւ ւ աք:

Ռևքաքսացիալի կորերից վերցնելով հարաբերական ակնթարթ ալին դե֊ 
ֆորմացիաների և նրանց համապատասխան իրական լարու 'մէւերի արժեքները, 
կասացվաձ Լ ակնթարթ ա քին ձղման կորը, որի համար րնարված արսւա՚ւսւլ֊ 
ՍէՈէթլունր տաքիս Լ բավականին քավ համընկնում է 1‘նղանելով, որ >արարե֊ 
րական ւլեֆորմացիայի բավականին դանդաղ և սահուն փոփոխման ղեւղբամ 
լարման անկման աբադութլունր կարսւահալավի նալն աեսրով. ինչպես ոե~ 
լա բււացիա լի դեպ բու մ. կաղմված է իրական քարման լրիվ աբաղու թ լան ար֊ 
աահա լտու թ լունր < "բր նե րկա քա ցնո ւ մ կ քարման ե հարաբերական ղե՚իոբմա֊ 
ցիտքի կապբէ

U աացված համապաաասիւան բանսւձեեբի միջոցով հսք֊ված ք ա բո ւ 1/եե բի 
էէէ հաբաբե բական ղե էի ո բմաgիանե բ ի արմ ե բների ե փորձնական կո ft ե բ ի ց 
սւոացվաձ համապաաասիւան արւէեբների համեմատումը ցւրւլց Լ ւոալիս բա֊ 
վականին քավ համընկնում։
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Таблица I (релаксация)

№
№

 п 
п

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

При է = 10.5 МКН. При է •= 21 мни. При / - 60 МНИ. При է 120 мин.
«о (ձ-<՚.;ր.ստ, Расхож- з (кг/с.и-1 | Расхож- 3 (лу.•'<-«։) Расхож- 5 (кг *с.и։) Расхож-

(/гг/г.м2) I ИО ДЛИ- но дение от по дан- по дение от по дан- по депкс от но дан по дение от
ным они- ф-ле опыта ным опы- ib-лс • 

(7)
опыта ным оны- ф-ле опыта ным опы- ф-ле

га (7) (*/о) та է %) та (7) (%) та (7) (%!

5.643 5,3 5.3 -3.9 5,1 5.2 -1.2 5,1 5.1 0,7 4,9 5,1 ֊2.4

18.228 1.36 17.3 17.3 -0.4 16.9 16,9 0.4 16.9 16.7 1.» 15.9 16,7 -4.7

35,520 2.28 33,4 33,2 о.б 32.6 32.3 0.9 32.6 31,7 2,9 31.4 31,6 -0,6

66,050 3.2 60.3 60,3 -0.0 59,3 57.9 2.3 58.9 56,3 4.5 57,3 56.2 1.9

85.1 3,6 73,2 76.9 -1.1 71,8 73.5 -2.4 70.8 71,2 -0,6 68,9 71.1 -2.9

114,6 4.0 93.9 101.8 -8,4 91,6 96,5 —5.4 90,4 92.9 -2.7 88,4 ֊4,9

140.0 4.4 116.8 121.8 ֊4,3 113,7 114.1 -04 112,3 108,9 2,9 108.6 108,6 0.0

162,9 4.6 128,0 138,7 -8,3 124,7 128.7 ֊3.2 121.3 121,7 -0,3 118,0 121,5 -2.9

212,0 5.0 160.9 176,0 —9,4 157,1 161,0 -2.5 153,7 150,3 2.2 149,3 150.3 ֊0,7

232,0 5.2 178,9 189.9 -6.1 175,1 172,2 1.6 170.2 160,1 5.9 165.4 159,6 3.6

255,8 5.4 194,8 206,2 —5,8 189,9 185,5 2.4 184.2 171,3 6.9 176,4 170,7 з.з

31$, 1 5.4 227,6 264,4 16.2 219.9 241.9 10 213,3 226,6 ֊6.3 207,8 225,9 -8.8



II/U ы i-x

3« 
(ю/сл»1

При է — ISO мин.
; (кг/см*) Расхож

дение от 
опыта 
(%)

но литым 
опыта

по ф-ле 
(71

1 5.613 0.35 4.7 5,1 -7.6
2 18.228 1.76 15,9 16,7 -4.7
3 .35.520 2,38 31.4 31,6 -0.6
•1 66,050 3,2 56.6 56.2 0.6
5 85.1 3,6 68.9 71,1 2.9
6 11-1,6 4,0 87,9 92.7 5.4 .
7 140,0 4.4 107.8 108.7 0.8
8 162,9 4,6 117,0 121.4 3.7
9 212,0 5.0 148.3 150,3 1.4

10 232.0 5.2 16-1.4 159,6 3.0
II 255,8 5.4 176.4 170.7 3.3
12 318.1 5.4 207,8 226.0



Таблица 2 (релаксаций)
При / — 240 мин. . При է = 300 мни.

о (лгг/с.и’) Расхож
дение от 

опыта

0 f.W/C.Msl Расхож
дение от 

опыта 
(°/о)

по данным 
опыта

по фле по данным 
опыта

по ф-лс
17)

4.5 5.0 ֊13,0 4.5 5.1 ֊13
15.5 16.7 ֊7.3 15,1 16.7 -10.7
31.4 31.6 ֊0.6 31.2 31.6 1.2
.56.3 56.2 0,0 56.3 56.2 0.0
67.9 71.1 ֊4.6 66,9 71.1 -6.3
85,9 92.7 ֊7.8 85.2 92,7 ֊8.8

105.1 108,7 3.4 103.4 108.7 ֊5.2
116.2 121.4 -4.5 111,2 121.5 9.3
146.3 150.3 2.7 145,4 150,3 3.4
162,5 159.6 1.8 160,6 159.6 0.6
173.5 170.7 1.6 171.6 170.7 0.5
204.5 225.9 -11.0 201.1 225.9 12.3



П/II эд эд

I 
2 
3
I 
5 
<J 
7 
н 
9

Таблица 3 frtor.'icdciictneuef
При t = 10.5 мин. При է 21 мни. При է - СО мни. При / 120 мни.

Расхож- £ Расхож Расхож- I Расхож-
по чан

ным опы
та

по 
ф-ле
(9)

ICHHC от 
опыта 
(«/о)

по дан
ным опы

та

по 
ф-ле 
(9)

дение от 
опыта 
(М

по дан
ным опы

та

по
ф-ле
•9)

дение от 
опыта 
Г'о)

по дан
ным опы

та

ЛО 
ф-ле 
(9)

тение от 
опыта 
(%)

2.9 2.9 3.2 ֊11.4 2.9 3.1 ֊5.6 3.0 3,1 — 5 3,0 3.1 ֊ 4.1
3.4 3,5 3,1 13.2 3,6 3.8 - 6.2 3.6 3.9 —6,9 3,64 3.9 -7.3
3.7 3.9 ° 3.9 0,3‘Д 4.0 4.0 0.9 4.1 4.1 0.5 1.1 1.1 0
5.0 5.5 5,4 0.9 5.6 5.7 —1.3 5.65 5.8 2.7 5.7 5.8 —1.6
5,2 5,8 5.7 2.5 •5.9 6.01 0,71 6,1 6.1 1.2 6.1 6.1 0
5.2 5.9 5.7 4.2 6.1 6.0 1.3 6.2 6.2 6.2 6,2 0
5.4 6.1 5.9 2.6 6.2 6.2 0 6,3 6 .։ 2.0 6,3 6,4 0.6

5.7 6.7 6.3 1,7 6.9 6.7 2.7 6.9 3.9 7.3 7.0 1.5
6.0 6.7 6.7 -0.8 6.9 7.2 3.8 7.6 7.1 — 12.5 7.Տ 7.5 5.5



U
/II 

где «я

Դ

При է = 180 мин.

€՜ Расхож
дение от 

опыта
| (W

по данным 
опыта

по ф-ле 
(9)

1 2.9 3.0 3.1 ֊3.0
2 3.4 3.7 3,9 -5 6
3 3.7 4.1 4.1 0,5
4 5.0 5.7 5.8 1.0
5 5.2 6.1 6.1 ֊0.5
6 5.2 6,3 G.2 2.1
7 5.4 6.5 6.4 1.4
8 5.7 7.4 7.0 4.9
9 6,0 8.0 7.6 6.8



Таблица 4 (последействие)
При է = 240 мин. При է 300 мин.

е Расхож- £ Расхож-

по ф-л։;
ление от

по ф-лс
леннс от

по данным опыта по данным опыта
опыта (9) опыта (9) (%)

3.03 9,1 -3.0 3.3 3.1 3,7
3,7 3,9 -5.6 3,7 4,7 -2.6
4,1 4.1 0.5 4.2 4.1 1.4
5.8 5,8 0 5,8 5,8 0
6.1 6.1 -0.5 6,1 6,1 0
6.3 6.2 2.4 6.3 6.2 2.8
с>,с> 6 4 1.7 6.6 6.4 1.7
7.4 7,0 5.1 7.4 7.5 -0.7

8.1 7,5 7,8 8.2 7.4 9.5
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

А. С. Согоян

О некоторых закономерностях ползучести древесины

В выполненных до последнего времени экспериментальных рабо
тах по исследованию ползучести древесины не. было исключено влия
ние на древесину окружающей среды температуры и влажности 
воздуха |1. 2|.

Изменения этих двух факторов—температуры и влажности воз
духа, несомненно приводят к некоторым колебаниям температуры и 
влажности испытуемого образца, что в свою очередь не может не 
отразиться ня деформацию ползучести древесины |2|.

С целью проверки некоторых закономерностей деформации пол
зучести древесины были поставлены специальные опыты па образцах 
натуральных размеров, в условиях, когда влажность образца в тече
ние всего процесса исследования оставалась постоянной, а темпера
тура окружающей среды более пли менее одинаковой.

Исследовалось влияние, влажности древесины на величину де
формации ползучести, и результате чего получены экспериментальные 
кривые реформации ползучести древесины для образцов с влажностью 
15, .30, 50, 95%. Для сохранения этих нлажностей образцами в те
чение всего опыта, были применены специальные меры. В качестве 
образцов служили балки из древесины тополя сечением 6X12 с.и и 
данной 3,2 л՛, которые были выпилены из свежесрубленного дерева, 
чтобы уменьшить влияние трещин па деформации.

Концы балок пропитывались парафином для уменьшения высы
хания с горцов, затем образцы плотно обертывались бумагой, края 
которой Заклеивались. Бумага не приклеивалась к древесине, так что 

•оставался маленький зазор между бумагой н древесиной. Затем, по
верх бумаги в два слоя, наносился битум растворенный в авиацион
ном бензине, после чего производилось обертывание вторым слоем 
бумаги и вновь наносился раствор битума в два раза.

Указанная методика изоляции древесины имеет го преимущество, 
что она не влияет на дсформативносгь образца. В помещении, в кото
ром производились исследования не замечалось больших колебаний 
температуры воздуха. Температура держалась в пределах 12—15°С. 
Таким образом, исследования производились в условиях постоянного 
режима влажности испытуемой древесины, причем температурный ре
жим был переменным в небольших пределах. Необходимо было, по 
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мерс возможности, уменьшить влияние переменного режима темпера
туры окружающей среды на деформацию ползучести. С этой целью мы 
приступили к исследованию образцов крупных размеров сечением 
6X12 см и 8X16 см. где влияние переменного режима температуры 
будет сказываться меньше, чем на образцах с малым сечением 
(1X1 см или 2X2 см Кроме того образны натуральных размеров 
дадут нам более реальные результаты, гак как реформация ползу
чести зависит в некоторой степеням от размеров испытуемых образ
цов |2].

Балки (6X12 с.и. / = 3.5 м , предназначенные для исследования 
на ползучесть при разных, влажностях (15. 30. 50, 95%). предва
рительно изолировались ио вышеуказанной методике. Балки были 
подобраны с близкими друг к [.ругу значениями предела прочности. 
Для образцов была взята прямослойная древесина, без сучков. Испы
тание производилось на чистый изгиб в тангенциальном направлении. 
Нагрузка прикладывалась через рычаг. Прогибы измерялись веере- 
тине пролета, а также под точками приложения нагрузки с помощью 
индикаторных головок и прогнбомеров, с точностью 0,01 мм.

Приборы устанавливались на специальной металлической раме, 
прикрепленной на штырях к испытуемой балке по се нейтральной 
оси в зоне чистого изгиба. Это давало возможность исключить ошибку 
в измерении за счет возможной осадки опор и смятия древесины в 
опорах. Таким образом были выбрана такая методика работы, которая 
сводила бы погрешности испытания к минимуму. Для измерения де
формации краевых волокон, на верхнюю и нижнюю плоскости балок 
устанавливались индикаторы с удлиненными штифтами. База измерения 
деформации была равна К) ем.

Нагрузки па образцы прикладывались за возможно короткий 
промежуток времени, а измерение приращении мгновенной дефор
мации производилось тотчас по приложению нагрузки и притом за 
весьма короткий промежуток времени. Последующие приращения 
деформации ползучести измерялись через каждые 24 часа в течение 
1,5 месяцев.

Было загружено 7 балок при влажностях 15. 30, 50, и 95%, 
причем балки с влажностью с 15, 30. 95% были по две штуки, 
выпиленные рядом с одного кряжа, а с влажностью 50%- одна. Бал
ки. выпиленные, с одинаковой влажностью древесины, загружались 
разными нагрузками с целью установить зависимость деформации 
ползучести при изгибе от величины постоянной нагрузки.

Напряжение в балках доводилось до պ — 80 кг/см- и ՜տ 
= 120 кг /см2.

В табл. I приведены значения мгновенных деформации. полу
ченные в опытах с балками при различной влажности древесины, при 
напряжениях 80 кг/ем- и 120 кг/см՝.

Как видно из табл. 1, с увеличением влажности деформации 
возрастают, т. е. модуль упругости уменьшается
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Экспериментальные кривые приращения прогиба во времени при 
напряжениях з։ = 80 кг!см- и о2 = 120кг/г.и2 и влажности х древесины 
•к» =15. 30, 50, и 95°/ф полученные и наших опытах показаны на 
фиг. 1.

Рассматривая графи к։ (фиг 1. 2 мы видим, что вслед за мгно-
венными деформациями Таблица !

.Мгновенные лефзпмацни
деформации ползучести.
Деформации ползучести

пр
и 

<и
я 

t'.
W
®

■հ .֊
Прогибы л 
середине

1 Относи гель 
вне vдлине-

Отноргтель 
ныс укоро-

быстро нарастают в на- - г. ՝. — ° проле га ния растяну чения ока
чальный момент, затем балки и .w.u |тых волокон тых волоков
нарастание деформации 80 15 1.50 0.0058 0.0062
замедляется и ироиехо- 120 15 2.22 0.009 0.0096
дит постепенное зату- «0 <30 2.06. 0.Q087 0 0097
ханне. Величина дефор- 120 30 3.05 0.013 0.015
мации со временем стре- «0 50 2.00 0.011 0.012
мнтся к некоторой по- 80 2,да 0.0115 0.013
стоял ной. т. е. со време
нем кривые а. б. с. d

120 95 3.30 0.017 0.0192

с 1ановягея параллельными оси абсцисс |фнг. 21.
Как показали наши исследования, приращение деформации пол

зучести в сильной степени зависит от влажности древесины, а именно 
повышение влажности вызывает увеличение скорости ползучести.

следовательно и деформации иод нагрузкой (фиг. Չ).
Из рассматриваемых кривых, изображенных на фиг. 2 видно, что 

с увеличением влажности древесины величина деформации ползучести 
и продолжительность ее затухания увеличиваются. ИшсреСио отме
тить, что значение кривых приращения деформации во времени при 

. влажноегях !K»=5Ov/o и w = 95'70 получились близкие друг к другу,
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շ -оре^я 6' Су.՛որ OX
Фиг. 2.

что дает нам. до некоторой степени, основание думать, что невиди
мому. начиная с некоторого определенного процента влажности, де
формации ползучести древесины, также как и упругие характеристики 
ее. стабилизируются.

На графиках приращения деформации во времени, нанесены также 
диаграммы изменения температуры воздуха в помещении эксперимен
тальной установки.

В поставленных опытах, параллельно с измерением прогибов, из
мерялись также приращения деформации во времени в сжатых и 
растянутых зонах. Опыт показывает, что деформации ползучести в 
сжотой и растянутой зонах балки, получились близкие Друг՛ к другу.

Используя теорию ползучести II. X. Арутюняна |3|, можно урав
нение полученных кривых ползучести представить в следующем виде:

ytt֊-.. -Л|1- ■>!

где у о—предельное значение деформации ползучести через беско
нечно большой промежуток времени 7 = ос);

է — время;
հ постоянная:
т - время, соответствующее моменту приложения нагрузки:
е -основание натуральных логарифмов.
В наших кривых начало координат совмещено с моментом при

ложения нагрузки, т. е. - = 0. тогда уравнение (1) примет вид:

У(П~у0И — И- (2)=

Полученные экспериментальные кривые ползучести дают хоро
шее совпадение с уравнением (2; (фиг. 2).
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Исследование зависимости деформации ползучести 
от напряжения

В описанных выше опытах одновременно была исследована за
висимость деформации ползучести от нагрузки при разных влажно* 
стях древесины (15, 30, 50 и 95%).

Загружались по две балки с одинаковой влажностью при раз
личных напряжениях а, — 80 к /елг и з2-- 120 кг{слг.

Соответствующие кривые изменения деформации но времени при 
указанных напряжениях приведены нафиг. 3. Чтобы ясно представить 
зависимость деформации ползучести от напряжения, кривые прира
щения деформации представлены на одном графике, причем ординаты 
кривой для напряжения з։ 80 av/c.h2 увеличены в соотношении 120/80 
(фиг. 3).

Фиг. 3.

Как видно из графиков, точки соответствующие разным напря
жениям (о։=80 кг!см- и я5== 120 /<г/слг), нанесенные указанным спо
собом, ложатся близко друг к другу.

В начале кривых мы получили заметное отклонение эксперимен
тальных точек от пропорциональной зависимости, т. е. наблюдается 
заметный разброс точек при ступенях напряжения =■ 80 кг.елг и 
а։ = 120 кг!слг. Этот разброс экспериментальных точек или разница 
ординат в начале кривых составляет 4 -6%, со временем точки сбли
жаются друг к другу. В середине опыта разность ординат составляет 
2—3%, а уже в копне опыта получено наложение точек друг на 
друга, т. е. конечные значения деформации ползучести на графиках, 
построенных указанных методом почти совпали.

В опытах с балками при влажпостях 15 и 95% результаты 
исследования деформации ползу чести oi нагрузки показали более 
близкое совпадение с линейным законом нежели с балками с 30% 
влажностью фиг. 3).

Значение деформации ползучести к концу опыта для балок с 
различной влажностью при напряжениях з, = 80 кЦсм2 и -2 — 120 кг/см* 
показаны в табл. 2.
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КрОме указанных выше исследований по изучению зависимости 
деформации ползучести от нагрузки, нами были также поставлены 
опыты на изгиб над образцами из древесины тополя и сосны >сечение 
8X16 см. пролет / = 1.40 м) под разные ступени нагрузки В этих 
исследованиях, нагрузки, соответствующие напряжениям з։ — 80 кг/см* 
и з5— 160 кг{см~ прикладывались к одной балке. Вначале приклады-

ния за возвращением деформации в течей не последующих суток, 
после чего прикладывалась вторая ступень нагрузки: -2 — 160 кг!см’ 
(фиг. 4).

Таблица 2 валясь нагрузка, со-
ответствуюшая ня-Леформ ншп пол 1\чссгл при изгибе к

Влажность концу опыта в мм пряжению Gj - 80
« кг/слт. иод которой

При :t — Si) ICi.tMr. , црн 53 = 120 KZICM֊ образец выдержи-
вален в течение 10

15 0,8’2 1,60 суток. Затем обра-
30 1.37 2.57 зец разгружался к
50 1.75 — выдерживался в не-
95 1.95 3.82 нагруженном еосто я

нии для нэблюдё-

гГ - Зремя

Фиг. -I.

К балкам прикладывались дне. сосредоточенные силы на расстоя
нии 1,20 .« о՜։ опор, । е. к средней части балки имели чистый изгиб. На 
совмещенной диаграмме деформации, показана очередность приложе
ния нагрузки (з։ 80 кг/см1 и з.. 160 кг/см-) и соответствующие кри
вые приращения деформации во времени, а также кривые изменения де- 
формации после снятия нагрузки возврат деформации (фиг. 4).
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Деформация оа (фиг. 4) происходи! при мгновенном приложении 
первой ступени нагрузки (а, = 80 кг/см”). При выдерживании этой 
ступени происходит нарастание деформации во времени по кривой ab, 
после разгрузки мгновенная деформация почти полностью исчезает 
(ծր), а часть деформации ползучести постепенно, со временем, воз
вращается (участок л՝о։),

Аналогичные виды деформации получаем при приложении второй 
ступени нагрузки (-з2 = 160 л-г/с.и2). Полученные кривые приращения 
деформации ползучести совмещены в начале координат, причем ор
динаты кривой для напряжения з։ = 80 кг(см- увеличены в соотно
шении 160/80 - 2 (фиг. 5).

Фиг. 5.
Из графика видно, что экспериментальные точки, соответствую

щие разным ступеням нагрузки (с, 80 кг^см* и са = 160 кг!см՝\ очень
близко располагаются друг к другу. В этих исследованиях мы не по
лучили особенно заметного разброса экспериментальных точек в на
чале кривых . В середине опыта и в конце,-ординаты кривых, соот
ветствующие напряжениям з։ 80 кг/см՝ и -3 160 л՜г/օր почти сов
пали (разница 1—2°/р). Таким образом из полученных результатов 
можно заключить, что в наших опытах, где фактически было исклю
чено влияние окружающей среды, деформации ползучести изменялись 
прямо пропорционально напряжению, с незначительными отклонениями.

Деформации ползучести при ступенчатом загружении

С целью проверки принципа наложения деформации ползучести, 
были поставлены специальные опыты со ступенчатым загруженном. 
Испытание производилось как при кратковременном, так и при дли
тельном выдерживании образцов под ступенями нагрузки.

Опыты были поставлены по вышеуказанной схеме на чистый 
изгиб с тополевой и сосновой балками (соченпе 8X16 с.к, / 4,40 зе). 
Балки предварительно были изолированы по прежней методике. На
грузки прикладывались ступенями равного размера с величинами 
ступени 50 кг!смг. Всего было приложено к балкам по I ступени 
нагрузки (50, 100, 150, 200 кг/см-). Балки выдерживались под дейст- 
5 И шепни АН. серия физ.-маг. иду* Nt S
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вием каждой из этих ступеней в течение 24 часов. Принимая, что 
деформации ползучести изменяются прямо пропорционально напряже
нию, построен экспериментальный график изменения деформации 
ползучести при ступенчатой нагрузке с величиной ступени равной еди
нице. для сжатой зоны при чистом изгибе балки (фиг. 6).

Фиг. 6.

Из графика видно, что прирост деформации ползучести иод сту
пенями нагрузки с увеличением числа ступеней возрастает, так как 
при выдерживании образца под действием ступени нагрузки з = 
— 50 кг'с.ч2 в течение 24 часов, нарастание деформации ползучести 
не успевает полностью прекратиться и эта незаконченная деформация 
накладывается на деформацию ползучести новой ступени, что приво
дит к постепенному увеличению величины деформации под каждой 
ступенью.

Чтобы, по возможности, исключить наложение неоконченной де
формации ползучести от прошлых ступеней нагрузки па деформацию 
ползучести от новой ступени, необходимо, чтобы образец иод дейст
вием каждой ступени выдерживался возможно дольше, почти до пол
ного прекращения нарастания деформации. Поэтому были также 
поставлены опыты с длительным выдерживанием образца под дейст
вием двух ступеней нагрузки: в։ = 100 кг>смг и == 200 кг/см՜. Иссле
дование было произведено на балке (сечение 8x10 см, / = 4.40 м 
из древесины сосны. Балка испытывалась, как и ранее, на чистый из
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гиб. Влажность ее была 16%. Балка была изолирована по вышеука
занному методу. Под действием каждой ступени нагрузки образец 
выдерживался в течение 30 суток и велось наблюдение за прирате- 
ние\ дефорацинн. За этот период времени нарастание деформации 
ползучести под данной ступенью нагрузки почти полностью прекра
щается.

На базе полученных данных построен график приращения де
формации ползучести от единичного напряжения (фиг. 7).

Фиг. 7.

Как видно из графика приращение деформации ползучести под 
второй ступенью нагрузки получилось на 15—25% меньше, чем вод 
первой ступенью нагрузки (фиг. 7)

Полученные результаты опытов дают, до некоторой степени, ос
нование сделать вывод, что величина деформации ползучести, вызван
ная некоторым приращением ступени нагрузки зависит от длитель
ности приложения нагрузки данной ступени, а также зависит от дли
тельности действия предшествующих ступеней нагрузок.

Полученные экспериментальные, кривые при ступенчатом за гру
жении показывают, что в данном случае деформации ползучести не 
растут строго пропорционально нагрузке, наблюдается некоторое от
клонение от прямолинейного закона.

Если считать, что форма кривой ползучести древесины под раз
ными ступенями нагрузки не меняется (закон наложения), тогда де
формация ползучести, когда она является функцией разности аргу
ментов (/--), при ступенчатой нагрузке с величиной ступени равной 
единице, к моменту времени է можно представить следующей суммой:

С (I - = С, 11 ֊ е 1(' ■'՛’ ] + Г (/ — т,) С„\է - е՜■’<' ’֊Ч +

Г|.'-т3)С0|1֊г 4 Г(/— т,) С. |1 — «՜։(/՜՜,>| +.................. (3) 

где Со—предельное значение деформации ползучести при է = се.:
■3. моменты приложения нагрузки;
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Г(/— հ)— функциональный прерыватель, г. е. функция, удовлетворяю
щая условию

14)

Па (риг. 6. 7 пунктиром показаны теоретические кривые, полу
ченные по формуле (3). Расхождение между опытными данными и 
данными, полученными по формуле (3) составляет 15—25%. Поэтому 
закон наложения для деформации ползучести древесины можно при
нять лить в первом приближении.

Выводы

На основании проведенных исследований приходим к следующим 
выводам.

:. Деформации ползучести в сильной степени зависят от влаж
ности древесины, а именно, повышение влажности вызывает увеличе
ние скорости ползучести, а следовательно и увеличение деформации 
под нагрузкой.

2. В наших опытах, где фактически было исключено влияние 
окружающей среды, деформации ползучести изменялись пропорцио
нально напряжению (с незначительным отклонением).

3. Полученные результаты опытов при ступенчатом загруженни 
показывают, что величина деформации ползучести, вызванная прира
щением нагрузки, зависит от длительности приложения данной сту
пени нагрузки, а также зависит от длительности действия предшест
вующих ступеней нагрузок.

Закон наложения для деформации ползучести древесины можно 
считать справедливым лишь в первом приближении.
Ереванский политехнический институт

им. К. Маркса Поступило 15 XII J957

П.. Ս. UnqniuiG

քԴԱՓԱՅՏՒ ՍՈՂ.ՔԽ ИЬ ՔԱՆՒ ՕՐԽՆԱՋԱՓՈհԹՅՈհՆՆԷՐՒ ՄՍ.ՍՒՆ

Ա Մ Ф П Ф Ո l« ITj

Խոնավութ քան ւս դդե rjm թրս֊նր սողքի դեֆս րմա րիա քի •/?/*£ "՚ ՜
սա ւէն տ и ի ր վ ա ծ , իրենիր ներկտր4դնտ մ է որոշակի հետաքրքրություն: հնա~ 
փարսի սողքի որոշ Արինա չսւփա թ րոնների ուսումն աս իրոլթ լան նպատակով 
դրված ե՛ն եղել հատուկ փորձեր փարոի րնական չափերի ՛հմա չների վրա: 
Փո րձարկումները տարվել են նմուշի մաքուր ծոման иխե մալո վ' ա </ի երկա

րատև աղգե՜ւյութւան ղեպքա մ: Փորձտրկման ժամանակ չափվեք են ճկվածք
ները ե նմուշի ձւ/ված ա սեղմված թելիկների դեֆորմտրիան: Փորձարկում
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ներից ստացված են բնափայտի սույրի դ եֆ ո րմ иг ց ի ա (ի մ ի շարք կորեր' 75, 
<?0. 50 և 05®/^ խոնավաիք ր։լննե րի դեպքում, րոտ որում ամբողջ փոր

ձարկման (էնիքադքա մ սւվլսւյ fun'll ա վ ա իք լանր պահպա 4Կ 4 հա uuiinui'lt, իսկ 
արտաքին ջերմ աււտիճանր մնացե յ / .ք՛իչ /’ե շատ անփոփոխ ք դծ. I ե ֊ }է

Ստացված կորերյ։ յավ են համրնկնա մ հոդվածում բերված (1ք բանա
ձևին ե ցար/ են տա քիս. որ բնավ։ ալս։ ft սույրի դեֆ։։ րմացխսն անմ իգականո
րեն կտքաս մ անի նրա խոնավս։ իք յան ա и in ի ճան ի ց: Խոնավորաիք լան մեծաց

ման հետ աճամ Լ ւււսյրքւ դեֆորմացիան, ինչպես ե դե ֆ ։։ րմ ա ց իա լի արա֊ 
4 ա իմ լա նյւ:

Միևնույն մ ա։1 ունակ ա и ու ։քն ա и ի րվ ։ոծ ի ոոդքք։ դե ֆորմացիա լի Ijtufum- 
մ/I նմա շի յս։րումնհ րից՝ տարրեր խոնավությունների tjliuj jint tf: Լա րա մնե ji/i 
նմուշում հասցված 7/5/ եդեք 80 l[q,Uil'՜ ե յ., I (iff 1|<) Ա>1՞ րես՚հավո րմ ան

տարրեր կոմրինացիաների դեպ բա մ, յւաս որա մ տ ցատքին պա լմտննե րի 
ադդե gni.fd րււն ր նմուշի վր"> չե դո բացված ի եդեյ:

Սաացված կորևրյէ (դծ- ff. -I ե й} ցւււյց են տալիս, ոյւ սայրի դեֆործ ա֊ 
ցիան ադիդ համh։f ատակտն Է յարվտծա.իք յանր՝ աննշան շե էյու էքներով։

Սնտւիսւլսւի սայրք։ էլե՚ֆսրմտցիալի դեպքում ամևրքւ անկախա fJլան 
օրենքի սաադման համար դրված են եդեյ հատակ փորձեր։ •/' ո րձ։։է րկսւմնե ր յ։ 
տարվեք ե՝1։. ինչպեււ կարճաահ, tit fit պես Լյ երկարաէոե րևոնավսրման պտլ- 
մաններաւ!, նմուշի սւարրեր լարվածաfdլտննեյ։ք> \ամսւրէ

Ստացված փորձնական կորելդ/ /' դծ. հ I։ 7) ցա յց են տալիււ, ոյւ սոդրք։ 
դեֆորմացիս/ներյ։ ւււոտիճանավէ։յ։ րեււնավ։ յւման դեպրամ լեն աճում րեււ֊ 
նսէվււրմտնր ճիշտ ադիդ հ։ա! եմ ատական ձևով. ա ա կախված են. ինչպես 
ավրսյ րեոնավորման, այնպես էյ նախորդ րեււնավորմտն ե րկա րա աե ա իք րսնի ց г 
Սւմերի անքլախաիքյան պմւնբր in/ti դեպ րա մ կարեյի Լ ճիշտ համարել միտիս 
աոաջին մո տավորա.քյ/տմր:

. I И I ե Р А Т У Р Л

I. Быянкик Ф. fl. Длительное сопротивление дерева. М. J1., ОНТИ, 1931.
2 Ич.инов Ю. Л/. Предел пластического течения. Стройнздат, 1918.
3. Арутюнян Н. Д’. Некоторые вопросы теории ползучести. М.—Я.. 1952.
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ФИЗИКА

Ф. Р. Арутюнян. М. И. Дайон н А. А. Тер-Саакян

Об определении массы заряженных частиц по 
рассеянию и остаточному пробегу в многопластинных 

камерах Вильсона

1. Введение

В работе |1| приводится метод определения массы заряженных 
частиц по рассеянию и остаточному пробегу, пригодный для практи
ческого использования в работах с многопластинными камерами Виль
сона.

Настоящая работа посвящена экспериментальной проверке этого 
метода путем его применения к определению масс протонов и мезо
нов, идентифицированных заранее другим независимым методом 

?\вторы работы |1] рассматривают величину ft— где R 
остаточный пробег частиц ? проекция угла рассеяния на плоскость, 
проходящую через первоначальную траекторию а постоянная, опре
деляемая соотношением

тс- \ тс- I

имеющем место для всех элементов в широком интервале значений 
величин ^ՀՀ ( 0.05 < •лд. <2 ) Здесь р импульс и /л—масса 

тс- 1 тс * I
частицы; а = 0,55 для всех элементов, а величина 4- является посто
янной для данного рассеивателя (4р»-0.32 г,'см9 Мэв 1 4 д/=0.20 
г! см- Мэв *).

Оказывается, что функция распределения величин т( практически 
не зависит от импульса частицы (или ее остаточного пробега). Сред
нее значение հ rt; и среднеквадратичное ; if )‘Հ вычисленные 
на основании полученной функции распределения величин т„ зависят, 
практически, только от свой^в рассеивающего вещества.

I. < հ >«'(Ar-rrhc3}'- ( ո։Հ ^ (I)

< Ч*) ՚■ - AT-1' '(Л.- • т.еу - ( т,-\ (2)
\ т )

где ։ толщина рассеивателя в г/см9. mf масса электрона, a A't и А'а 
определи ются форм ул а ми:
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А-, = (8r?/VZM lG)'3 1 + ջմ( °-9817 +

Л՜.. ’ { hi

= (4-r;AZ=4 Ղ/)' - 1 ՜^՜ 2& '1п

1 ջլ
2х- Ао

')]՝'=
1.0365J \

(31

(4)

где. в свою очередь.
гс классический радиус электрона,
А' число Авогадро,

Z и Л атомный номер и атомный вес вещества рассеивателя,
угол, учитывающий экранирующий эффект атомных элек
тронов |2|,

®0 — максимальный угол однократного рассеяния обусловленный 
конечными размерами ядра [3].

По Ольберту [3], угол <?0 определяется соотношением:
(5)

где а 1.67 X U >4 г,. -Z

ядра. Параметр х0 равен х0

радиус атома, Rn = 0,49-rrzV-’‘ радиус 

= ?e(2G-Q-., где Q^4z

Величина (7 определяется приближенной формулой:

'(1 5,66 Լ2410g։u
Z‘ -А »•/

1.135s 4 3.76
(6)

Анализ показывает, что А՜, и /<2 весьма слабо зависят от 3 в ши
роком интервале изменения значений [< и в основном определяются 
свойствами рассеивающего вещее։на.

Если и формулах 31 и (4 пренебречь членам)։ порядка , то

получим значения А՜, и ДА в .нормальном приближении*.
Заметим, что метод определения массы одиночной частицы по 

рассеянию и остаточному пробегу широко применяется в фотоэмуль
сиях. Однако в этом случае имеется возможность разбить траекторию 
на много участков, и получив большое число значений углов рассея
ния. обеспечить достаточно хорошую статистическую точность в опре
делении массы.

В многопластннных камерах Вильсона число пластин (и следова
тельно число углов рассеяния для одиночной траектории) обычно не 
превышает 10- 15 в, следовательно, статистическая точность в изме
рении массы отдельной частицы невелика. Однако, иногда имеется 
возможность сгруппировать частицы по какому-либо признаку (напри
мер, по типу распада, как это было сделано для Ճ частиц в работе 
|4|), и определить среднее значение их массы с большей статистиче
ской точностью.
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II. Экспериментальная часть

Для проверки формул (1 и (2) мы использовали текущие экспе
риментальные данные, полученные на Магнитном спектрометре Али- 
ханяна —Алиханова, сочлененном с большой многопластинной камерон 
Вильсона (лаборатория космических лучей на горе Арагац, высота 
3250 м над уровнем моря). Подробное описание прибора приведено 
в работе |5].

В зазоре электромагнита помещается годоскоппческая система 
счетчиков Гейгера- Мюллера малого диаметра. позволяющая с хоро
шей точностью измерить кривизну траектории частицы в магнитном 
иоле и тем самым определить ее импульс.

Под зазором магии га расположена камера Вильсона прямоуголь
ной формы объемом 620X280X18(1 ,и.ч.:։, управляемая годосконической 
системой.

В данной серин измерений камера управлялась таким образом, 
что система регистрировала частицы остановившиеся к пластинах ка
меры Вильсона. Внутри камеры было расположено семь медных пла
стин: две пластины толщиной 0.5 см и пять пластин толщиной 0,2 см 
каждая.

В тех случаях, когда при остановке частицы в пластинах наблю
дался градиент ионизации вдоль следа, то-есть торможение частицы 
было обусловлено ионизационными потерями энергии, по пробегу и 
импульсу, измеренному в телескопе, могла быть определена ее масса.

Было отобрано 145 протонов. 153 р-мезонов и 114 г. - мезонов 
остановившихся в пластинах в освещенном объеме камеры.

До момента остановки в пластине эти частицы испытали рассейг 
ние во всех вышележащих пластинах.

Измеряя по фотографии проекции углов рассеяния и соответ
ствующие остаточные пробеги мы. независимо, определили их массу 
по описываемому методу, подставляя в левую часть формул (1) и (2) 
соответственно экспериментальные значения ( ղ ) shn>. и ( Հ-) Հքւ|

Углы рассеяния в пластинах измерялись но фотографиям незави
симо двумя наблюдателями при помощи угломера и бралось среднее 
значение из большого числа измерений.

Среднеквадратичная ошибка в измерении угла составляет 0,6՜.
Отметим, что учитывались только углы рассеяния, соответствую

щие остаточным пробегам, равным двум или большему числу пластин, 
то-есть если пластине, в которой остановились частица, приписать но
мер А' = 0 и нумеровать пластины по порядку от этой пластины вверх, 
то учитывались углы рассеяния в пластинах с номерами А' 2. Углы 
’рассеяния в пластинах А՜ — I не учитывались, так как при этом боль
шая неопределенность в пробеге значительно снижает точность опре
деления массы частицы [1|.

Остаточные пробеги частицы вычислялись с учетом углов входа 
траектории в каждую пластину.



74 Ф Р. Арупоняя, М. И Дайон, Л. Л. Тер-Саакян

III Экспериментальные результаты и их обсуждение

Вычисление масс мезонов и протонов по формулам (1) и (2) 
производилось отдельно для случаев рассеяния частиц в пластинах 
толщиной 0,5 см и случаев рассеяния в пластинах толщиной 0,2 см. 
При этом К* вычислялось но формулам (4) и (5), а А՜ -на основании 
приближен ной формулы (3):

Л', = (8^Л7=Л֊'ОУ.( 1+ **

Полученные значения масс протонов и мезонов сведены в таб
лицу 1.

Ошибки в определении массы, приведенные в таблице 1, явля
ются статистическими ошибками, вычисленными на основании соответ
ствующих формул работы |1|.

где п число значений величин ц.
При вычислении масс на основании экспериментальных данных 

следует учесть следующие факторы:
I. Измеряемая на фотографии проекция угла рассеяния не равна 

проекции угла рассеяния на плоскость, проходящую через первона
чальную траекторию. Реально, в каждом случае рассеяния частицы в 
пластине, плоскость фотографирования находится под различным уг
лом к отрезку траектории до рассеяния: следовательно, в разных слу
чаях условия проектирования траекторий на плоскость фотографиро
вания различны.

Поэтому следует иметь ввиду, что только в некоторых условиях 
опыта, например, когда невелик угол между осью фотообъектива и на
правлением от объектива на объект съемки, и траектория до рассея
ния идет под небольшим углом к плоскости фотографирования—для 
приближенного расчета массы можно непосредственно использовать 
углы, полученные на фотографии.

В нашем случае фотоаппарат расположен относительно близко к 
камере на расстоянии 65 см от переднего стекла камеры) и для 
мезонных траекторий, которые из-за большой кривизны в магнитном 
поле попадают в боковые части камеры, и кроме того, рассеиваются 
в пластинах на сравнительно большие углы—имеет место указанное 
выше, несоответствие углов.

* В формуле (3) поправочный член при — зависит
26

от 3. Для наших фильтров

среднее значение лого поправочного члена для протопоп и мезонов равно 0,4.
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Значения масс мезонов, приведенные в таблице I. исправлены на 
выше у казенны й эффект.

Масса ц-мезонов, вычисленная для рассеивателя толщиной 0,2 см 
занижена, что является следствием того, что экспериментальное рас
пределение углов рассеяния на больших углах идет выше, чем соот
ветствующая теоретическая кривая кулоновского рассеяния.

2. Протоны, регистрируемые нашей установкой, из-за малой кри
визны траекторий в магнитном ноле, попадают, в основном, в цен
тральную часть камеры и идут под небольшим углом к плоскости фо
тографирования. Поэтому, при расчете массы, с достаточно хорошим

Таблица /

Тип 
частиц Метод

Исполь
зуемая 
теория'-’

0.5 см Си 0.2 см Си

число слу
чаев рассея

ния

масса 
В (ՈՀ

число слу
чаев рассея

ния
масса 
в mf

Протоны 1 290 1500 ± 140 290 171Qу 158
շ 290 1400 ±13! 290 1510 t 140

<’> 1 290 1745 290 1920
2 290 1680 290 1800

Ц-МСЗОНЫ < Г- ’ յ 1 348 156 ±14 314 202 ± 18
2 348 146 ±13 344 179±16

<т> 1 348 158 •344 205
2 348 152 344 193

ft-мезоны <Y,S> - 1 257 261 ±26 271 269 ±26
2 257 246 ±21 271 238 ± 23<Պ> 1 257 317 271 288
2 257 305 271 271

I по теория Ольберта для конечных размеров ядра.
2—в .нормальном* приближении.

приближением могут быть непосредственно использованы углы из
меренные па фотографии. Полученное в этом случае заниженное зна
чение массы обусловлено наличием аномально больших углов рассея
ния, возникающих при ядерном взаимодействии протонов с вещест
вом пластин. Как видно из (I) и (2;, даже небольшое число аномально 
больших углов рассеяния может привести к значительному уменьшению 
вычисленной массы.

Значение массы протонов, полученное при исключении из рассмо
трения значений >3<v|։>3KCn для толщины рассеивателя 0,5 см 
равно (1875± 175)///,•. вместо (1500± 140)/«<•, которое получается но 
всем данным.

Подобный же эффект имеет место и для --мезонов. Однако, 
значение масс --мезонов по всем данным равно (264 26 rnt и при
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исключении из рассмотрения значений հ ^>3<СТГ>.',К’(|1 (287-29) те
в пределах статистических ошибок одинаково хорошо согласуются с ис
тинной “-мезонной массой.

Работы по рассеянию частиц, выполненные в последнее время, 
показывают, что рассеяние частиц лучше описывается функцией рас
пределения Мольер [2| для точечного ядра, чем функцией распре
деления для протяжного ядра. Если в основу вычисления <<г(>»ц 
положить функцию распределения рассеяния для точечного ядра, то 
коэффициенты /\։ и /<» (формул (1 и (2) увеличатся, в соответствии 
с чем увеличатся и значения масс.

Подробная работа по этому поводу будет публиковаться.
Авторы выражают благодарноеь Алиханяну А. I I. и Тер-Мика

еляну М. Л. за интерес к работе и участие в обсуждении полученных 
результатов.

Физнмескнй институт
ЛИ Армянской ССР Поступило 29 X 1957

Э>. П«. Xuinmpuit-GpiiGj 1Г. I*, Դ-unuG, II.. II.. 8bp-Uuthwl|tuiG

լւցքավորման иииъьцъьгь ս՜աասստւ որոշումը ըստ նրանց 
ՑՐՄԱՆ ՈՒ ՄՆԱՑՈՐԴԱՅԽՆ ՎԱՋՔՒ՝ Վ_ՒԼՍՈՆՒ 

ՐԱԶՄԱԹՒ^եՊԱՅԽՆ ԿԱՄեՐԱՅՈՒՄ

ս. ։ր փ и փ (I ւ՛ ւր
եերկտ սւշխատա [Jյան նպատակն է ] I | -ում աւէաջտրկվտծ [l'!J .1>ս"1 ”Г'1‘и՛^ ։է 

նիկների մասսայի որոշման մեթոդի (ըստ նրանց ցրման ու մնացորդային վադ- 
քի' *Լիլսոնի րսւղմ աթիթեդսւլին կամե բաներում) էքսպե րիմ ենաալ ստա դումբէ

Պ րոտոննե րի ե մեղոններհ հտմտր. որոնք նաի/ապե к րա ցահա րովե/ են 
արիշ, տնկաիւ մե թողով, մէԱէաանե րր որոշվել են րստ ցրման հ մնացորդա
յին վաղքի 0,5 ե 0,2 Աէք հա цини թ լան ունեցող արույրե թ ի թե դնե րւս >1:

Է՛ ри պե րիմ ենտա / սւվյալեերբ հա ծ ե/Տ nintijlt լ են վերջավոր չտփեր ունեցող 
միջուկի համար Օլրերւոի ցրման ւոեոաթրսն հետ [Др

Պ րոտոննևրի մ ասսայի մեծութ յունն սսոսցվել Լ պակսորդով, որբ պայ
մանավորված Լ ալն անոմալ մեծ ցրման անկյունների առկայությամբ. որոնք 
տոաչանում են թիթեղների նյութի հետ պրոտոնների՛ միջուկային ւիոիւազ֊ 
դեցտ [dր" ններից։

եթե հաշվի չտոնենր բոլոր Հ( 3 արմեբներր, որտեղր։ Z • /?՜; , Հ—ցրման անկյունն է, իՀ մնացորդային վաղրԼէ q .'Uli *-ով, 
՚Հ —0,55 հտո՚ոաաուն Լ բոլոր էլե։1՝ենտների համար, ապա պրոտոնի էքսպե
րիմենտալ մասսայի մեծավժլսւնր լավ հտմրնկ՚համ Հ պրոտոնի ձշղրիտ մաս
սայի հետ:

~ մեդոնի մասսայի մեծավմյանր, ինչպես բսլսր ղրանցվտծ անկյուն
ների լրիվ դիտարկման դեպքում, այնպես էլ րք 3 ՚հ՜^> ՚ •Արժեք
ների բացասման ղեւղրտւք, и ա ա ա ի и տ իկ ււխայների սահմաննե բա մ, միատեսակ 
լավ համընկնում է ~ մեդոնի մասսայի ճշղրիտ մեծս։ թյան հետ:
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U մեզոնների մասսէս/ի մЛ<>пւ թ/п».նր. հաշված 0,5 11մ' հաստության 
թիթեդի դեպքս» մ, ոտա ցվա.մ Լ պակսորդով, ո րր հետևանք կ «///Ն րանի, որ 
ցրման անկյունների է րոպերիմենէոա/ րաշ քսումր մեծ տնկրսնների դեպքում 
դնում կ վերջավոր у ափեր տնեցսդ միզակի համար կուլոնլան ցրման տեսա
կան կորից րւորձր ( պտտճսէոն ասա թ if պարդ )։

ЛИТЕРАТУРА
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НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

М. М. Джрбашян

Об обратной задаче наилучшего приближения 
в пространстве функций -ooi

Обозначим через ԱՀ совокупность всех целых функций Pis) экс
поненциального типа для которых

Л'(х) ֊֊ £շ(֊ оо, | со).

Целью настоящей заметки является доказательство обратной тео
ремы наилучшего приближения в пространстве функций /.■>( -со, 4-сс), 
когда аппроксимация производится функциями из класса IV՛-. *.

Пусть функция определена на полуоси [0, -}-оо). абсо
лютно непрерывна, не возрастает и

11тб(з) = 0, (!)
С->4"ОО 

тогда справедлива.
Теорема. Для заданной функции փ(՜«) существует четная 

вещественная функция fd\x) Հ Л2( со, -*-со), для которой
min р. (/0 П = 
EeW,

у «
= min I /0(х) - 7՝(х) 2(/л L (□), ՕջՀչ <Г сс. (2)
FeW* J— ОО

Почти всюду на. ( - -эо, -|-оо)
1 

__ « V
, . . Հ о d Г ( ! ,,. . ] ՜ slnxzz , о./,,(л-)= I «) ------ du. 13

I - лх.И 2 I ио
при этом для данного а>0 равенство (2) реализует функция

Ւ\ : (г) coszudu. И)

՝ В случае равномерного приближения полиномами на конечном отрезке, ана
логичным результат впервые был установлен С. Н. Бернштейном [I).
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Д о к а з а тел ьст в о. Очевидно, что функция [— -- ծ1 (и)
I

' ПОЧТИ

всюду определена на полуоси |0, |-«) и принадлежит к классу Z.։ (О, 
4-со). Отсюда по теореме Планшереля [2] функция /0(х), определяе
мая по формуле (3). принадлежи! к классу £2( со, -|-сс) и четная.

Из (3) и (4) по формуле Парсеваля получим:

|Վ/օ֊ ’) = 2 И՜ շ (w)j du = ’• (5)

Пусть F(z) произвольная функция из класса UP,, тогда ио тео
реме Палей л Винера имеет место представление вида

F(г) = k_ J eiB։<շ (и) du, 
V2r. J—c

(6)

где <?(«) £ £2( з, з)—определенная функция.
Из обобщенной формулы Парсеваля для преобразований Фурье 

и из формул (3), (4), (б) получим

/о՛» ft,. (*).) Р՝(х)- Fo.x(x) }dx = О,

откуда следует формула
н(/о—^ = В-(А 7^)4-^ ֊Ղ>)-

Но
i

AV-)= [|(“У *'(“)} 2 v <u\ ‘du,

поэтому из (ծ՛, (9) и (5) имеем

пипц(/п Հ) = М/о /•(,.□) Ф(з). О з<оо,
Fe

(7)

(8)

(9)

(Ю)

при этом равенство достигается лишь при Ци) = .1— •/(//)՛ * на

( з, з). т. е. лишь при
F{z) = F^ 3(z),

чем завершается доказательство теоремы.
Дополнительно получим теперь интегральное представление всех 

четных вещественных функций из ճ«(-ос-, +.оо), обладающих свой
ством (10).

Пусть вещественная функция(х), четная, из класса Л2(—+х)
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min и (Л -F) = <i(a), 0^з<4-а». (Ц)
FeW. Հ

Обозначим

/ V Հշ d Г/»/ .чslnx// . , , , , .Яо(«) = I ՜ dii \/o(*) - ” dx € /-U֊oo, 4-OO) 
’ 0

л
-7

Ло. 3{Z)= p= e '-«g0 {u} tin . Մձ . 
—□

тогда ио равенству Парсе валя

յՎ/J = j 1яо(«)Г^- = 2| (12)

I ե | > 3 յ
так как также вещественная четная функция.

Как и выше, легко убеждаемся, что если Л IV՛. произвольная,
то

М/о /^НШН/7 ֊^,).

откуда н из формул (И) и (12) получим 
minu(/;֊ f) = p(/; Л0.а) =

= 2hgo(«)}։rf«e'?(’). 0<3<փօօ. (13)
J <о

Из (13) следует, что почти всюду па (О, ֊I со)

^0(w) = տ(«) |֊֊Н' •

где :(«) произвольная измеримая на [0, 4-со) функция, принимающая 
лишь значения ±1.
Но тогда из определения функции будет следовать, что 

_ _ - _1_
/ շ d (' /.\ J 2 sinxw. . .,,хw-q — лф()гт''1"Ч ~ (14)

Таким образом, четные вещественные функции из /.2(—со, 4-ос) 
обладающие свойством (10) представляются в виде (14).

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР

б Изисстия ЛИ. серий физ.-мат, наук, № 2

Посту (шла 6 II 1958



82 М. М. Джрбашян

U‘« U*« XppUIJJUlfi

ԼԱՎ-ԱԳՈՒՅՆ ՄՈՏԱՎ-ՈՐՈհՌՅԱՆ ՃԱԿԱԴԱՐՋ ԽՆԴՐհ ՄԱՍՒՆ' 
ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐՒ /շ(֊~> ֊«) ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ԱեՋ

Ա Ս* Փ Ո Փ fl I’ Ս’

էԼ/ս հոդվածում ապացուցվում է հետևյալ արղ/ունքը.
եթե Շ՚՜յ)^>0 րացարձակ անընդiimui. չանոդ ֆունկցիա I. 10, ֊ր-°) 

կիսաոանցըի վրա հ 1հոֆ (տ) = 0, ապա դոյությոէն ունի ճշ(-օՕ )
■Տ : .) »

դասին պսաւկանող իրական/ ‘|п։л/о(л՜^ ֆունկցիան. որի համ՛ար
+ «•

mln i|/0(x) F(x),։rfx = 'l>(a), 
fc'eW'a J

որտեղ, որպես թույ|ատրելի .ֆոևնկցիաների U/’- դաս. վերցված են l.puup։- 
նենցիսւյ աիւդի з-ից ոչ |՝արձր աստիճան ունեցող ամրողյ» ֆունկցիաները:

ЛИТЕРАТУРА

]. Натансон И. //. Конструктивная теория функций, гл. V.
2. Тшпчмарш /■. Введение н теорию интегралов Фурье 1948). гл. Ill, V.
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* Через В3 обозначается совокупность всех целых трансцендентных функций 
экспоненциального тина с показателем < з, тля которых

5цр|/(л) | < со.
- « < А < -

Через В мы обозначаем класс функций, равномерно непрерывных н огранн- 
ченных на всей оси.

НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

А А Талалян и И. О. Хачатрян

К обратной задаче теории наилучших 
приближений

Как известно, С. II. Бернштейном установлена следующая 
Теорема. Каковы бы ни были числа

До > Д։ > .42 > • • •; liin.-Լ, ~ О 

существует такая непрерывная, 2՜— периодическая функция f\x}, 
для которой именно эти числа являются наилучшими прибли
жениями тригонометрическими полиномами.

Далее, к работе М. М. Джрбашяня, посвященной обратной задач? 
теории наилучших приближений (и опубликованной в настоящем но
мере, стр. ), установлен аналогичный результат в случае прибли
жения функций класса А2(—х-, со) целыми функциями экспонеициаль- 
вого типа по метрике пространства £2( ое. ос).

В связи с указанным результатом Джрбашяна возникла анало
гичная задача при равномерном приближении на оси. Решению згой 
задачи и посвящена настоящая заметка.

Именно, утверждается следующее.
Теорема. Какова бы не была невозрастающая функция Շ(օ), 

определенная на |0. 4-ос) и стремящаяся к нулю при су
ществует равномерно непрерывная и ^ограниченная на всей осп 
функция f(x), для которой наилучшее приближение (функциями 
класса В: равно ՛!»( = ).

£*(/)*=№)  (0<o<-i-oo).
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 
С. И. Бернштейна |1|.

Доказательства следующих лемм не отличаются от доказательств 
соответствующих лемм для случая конечного промежутка.

Лемма /. Если f(x) и g(x)--dee функции из В՛ .то величина 
ф(л) = ԸՀք -\-i.g)

есть непрерывная (функция аргумента л.
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Лемма 2. Если в условиях леммы I функция g(.v') не входит 
в В2, то

Нп1ф(а) - i со. 
/. - •։■

Л ем маՀԼ Если 7\л՜)—функция из класса В . то ол я всякой 
J {х В имеет место

^(7-1 7) = £в(/).
Имеет место также следующая

Лемма I. Если f(x) есть функция из класса В, то для любых 
- Q 11 > 3 можно найти функцию Т(х\ из Втакую, что

Ег (/+7') = £4. (/).

В самом деле, пусть Т(х) В.՛ такая, что 

Г(А7) (f|.
Очевидно,

E.(f- П^Я,- (/|.
С другой стороны.

Е-. (/ 7) >- Ее (/- Ո = Е,- (р.
Следовательно

Е. (/ 7) = Е,- (/).

Ле яма 5. Пусть f(x) есть функция класса Ви з՜ О 
Если

Я > Ее (/)
то существует 7՜ л՞) J В, тикая, что 

ЕА/+ Т\ = А.

В самом деде. Случай Я — A՜,-(/l сводится к лемме I. Пусть 
Я >£>(/)• Возьмем функцию Т(х\ В.- такую, чго

Epf r^Ee(f).

Это можно сделать в силу предыдущей леммы.
После этого возьмем какую-нибудь функцию 7Հ(.ր В. с пока

зателем. большим чем а. и рассмотрим функцию

? ('• = Ер/ 7 4- V/0)

Так как փ (01 = Е,- (р < Я,

то в силу леммы 1 и леммы 2 существует такое, что 

?(Х0) =^EPf 4-7՛ 7./Гф^А,
Лемма 5 доказана,

Лемма 6. Пусть имеем Яо -Я։>Я.. -••• Я., О и

Оз0< а։< • ■ • < <•=-

Существует функция Т\х) £ В- такая, что
5:,(7')-Яа.։ /г = 0, 1. 2,---, и
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и 
Т(Х) ^А(1 (— оо<х< оо).

Эта лемма доказывается путем многократного применения леммы 5, 
аналогично случаю конечного промежутка.

Употребляя эту лемму, можно доказать, что для любых после
довательностей .40 .4։ >•••>/!„ и 0^ зв<5։< • • • <«rt< •• •, где
Д/յ >0 и - --г оо, существует fix) В. такая, что имеем 

£3*(/)  = Л, k =0, 1. 2.---. //. -■

Доказательство этого факта тоже аналогично случаю конечного про
межутка.

Для доказательства теоремы поступаем следующим образом.
Пусть ձ з) невозрастающая функция, определенная на [0, -ос) 

и стремящаяся к нулю при з -> со.
Перенумеруем все ее точки разрыва:

Д, ՜2, • ’ • յ , • • •

Рассмотрим систему последовательностей {=а՜’! (//= 1, 2, ••• ) точек 
(0. -}-оо:, обладающую следующими свойствами: 

1ւ Для любого п

о с--; з}՞1 <հ ՀՈ}<Լ <Л)<С ■ • ՚ <Հ ■ ■ ՚; Зхл>~*  + 00 ПРН -Ь°° 

в точки последовательности !=£"*:  принадлежа! последовательности

2) Совокупность точек ! Հո I, 2,---) всюду плотна на 
|0. зо) и содержит в себе все точки разрыва функции փ(տ). т. е. 
ТОЧКИ ~п(п 1, 2, ••• и точку о = 0.

Для каждого фиксированного п существует функция /я(х), такая, 
что 

н 
fn х 6 (- +оо).

Из полученной последовательности \f„ х) ; можно выделить подпо
следовательность, равномерно сходящуюся на всей оси ( -со, -|-со).

В самом деле. Заметим, что все функции последовательности 
•fn{x) обладают тем свойством, что

ДЧ1ЧА) = бз‘Л, А’ = 0, 1, 2,... 
где

О -зП> < Հ» < • • • <а’П• • •; Հ» -> փ со 
И

& (ай՝) > ՛> (Հյ)) ՝ փ (<jW) о (5w) -*  0; CU) > uoo.

Поэтому выделение равномерно сходящейся подпоследовательности 
(х)) делается аналогично случаю конечного промежутка.



86 V Талйлян и И. О. Хачатрян

Пусть /(л*,1  есть предел последовательности \քՈՀ I Покажем, что 
/(х) есть искомая функция, г. е.

£*:  I/) — 'Ь(3 1, 0^3 <4՜ СО-

В самом деле, если з есть число, входящее в множество {о})} 
(// - 1, 2, •■•), то. очевидно, для достаточно большого числа /0 при 

для всех функций Jnjt (х) будет

Отсюда легко следует, что для функции f(x тоже

Пусть теперь с-любое, число из [0, 4-со), не входящее в мно
жество fi — 1, 2, • • •.

з будет точкой непрерывности функции < з), так как все ее точ
ки разрыва ) входят в множество {o^j. (п- 1. 2.-1.2,--*;).  
= >0 так как точка з = 0 входит в .множество (зр1. Если теперь з' и 
з" принадлежат множеству {з£>} и 0с-_: Հ ՀԼ z <Լ z". то будет

Е, (f)^E:(f) ' (/)•
где

£,•(/) = *(=');  Е, (/)=‘НИ.

Но в силу плотности множества з' и з" можно выбрать сколь 
угодно близкими к з, а следовательно, в силу непрерывности функции 
О(з) в точке з. будем иметь.

Ея (/) *=  ՛? («)■
Институт матгм.ггиии и мехлникн Поступила 15 II 1958

АН Армянской ССР

Ս.. О»» Թալա[<ա6 և I*.  i,« luuisurnpjuifi

ԼԱՎԱԳՈՒՅՆ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ!1 ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ձԱԿԱԴԱՐՋ 
ԽՆԴՐՒ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ II Փ II !» 1Г

II. ե. ('հրնշաեքնի կողմից ապացուցված Լ ր հհ ւոև րոլ թևորեմր'
Թ b и յ։ և if. Նւսիւօրււլ» տրված ցահկսւցած .40, .4 Ր .■!;><••• յ>վհ||[։ Imihup. 

որսւեղ
До > ?1յ > А2 > • • 4 Hm/Նյ = 0/ 

П - ո.
<|ոյւււթյուն n։li|> այնպիսի ահընդհասւ ֆունկցիա 2z upiipplipni pjunfp, պյի 
Ուս մ՛ար հենց այղ pijbpp նանդիսահոՆմ' են |սո|աղո։յն ։l"uuui|npnipjn։ lifibp 
եոսէնկյունաչսյփակտն րաղւքանղամներու|:
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Այնուհետև Մ. Մ’. Ջրբաշլանի, լտվադուլն մոտսւվորա թրսնների տեսա- 
թլան հակադարձ իւնդրին նվիրված ւսշխատու թլան մեջ (որր հրապարակված 
4 ներկա համարում) ապացուցված է նման թեորեմ -00։ CQ) դասի ֆունկ֊ 
ցիաներր ալդ տաքածութլան մետրիկայով էրսպոնենցիաք տիպի ամբողջ 
ֆունկցիաներով մոտարկե/ ոէ դեպքում:

Մ. Մ. Ջրրաշլանի նշված արդ լունքների կապակցա թ րսմ ր նման հարց 
աո աշանում է աոանցքի վրա հավասարաչափ մոտարկումների դեպքում:

ծեղի ունի հետև լալ թեորևմր'
Թ Ь и |> 1» մ. ՚ 0. -1-001-]։ t|pui ոըոջվւսծ ցանկացած չանող 1ւ զըոյի ձդաոդ 

'j(oi ֆունկցիայի 1»ш։Гшр q ոյ ni.pj ու!! ուհի ամըողջ uin.։։i(։gp|։ վրա uuillil'ui- 
հսոիսւկ h հւսվասաըսւչափ tullpGtjRunn Հ(.Հ) ֆունկցիա, np]։ Huufiup В 
tpuu|։ ֆո։ GI|g|։iu(iLpni| । սւվսւ<| ույ П il'nuuui] прш р յա հը Пи։։|и։ии։р ե 0 ( з)

(0<5<+օօ).

Ե՚ևորեմի տպացու /ցր կատարվում է մ ի քանի /ե մ մ անե րի ոդնութլամր, 
Որոնք հանդիսանա մ են վերջավոր ինտերվալի համար հալունի լեմմաների 
ւււնայողները:

Լեմմ ա /. Եթե է Л') ե 'Հ 1 X I պատկանում են В դասի՛ն, ապա

<?(>•) £,(/4-Ag)

մ եծ ու թ/ունք անրնդհաա ֆունկցիա Լ Հ^ից՛
Լե մ մ ա 2. Եթե լեմմա է~ի մեգ հ ' X ~ր չի պատկանում Вի*ե > ապա

Um е '>.) — 4- Օ-՛
Հ՜ր՜ -»

Լե մ մա 3 • Եթե Т(х)-ր պատկանում Լ №ձ~ին, ապա ցա՛նկա ցած 
f X В ֆունկցիա փ համար

Ո = E-AJ).

Լե մ մա 4. Եթե ի (X1 -В- ապա ցանկացած Դ (.) ե Հ Z թվերի 
համար կարելի է ղտնե / ՛ի' (X < ~ В ■ ֆունկցիա, ա/նպեո որ

E,(f^r T\ = [f\>

Լեմմա ՜>. Ենթադրենք ունենք >. ,4յ , Լ • • • >- .4,, 0 ե
0 Հ =0<<7ւ<- • •< з'л <а»

Ч’п րււթլուն ունի Т(Х) в: ալնպե и , որ

7՜ՅՀ.(7ւ =/Լ., ii = 0, 1.2,

л И Т Е Р Л Т У Р А

I. С. //. Бершишеин. ..Об обратной задаче теории паилучшсго приближения не
прерывных функций'. Собрание сочинений, том II, стр. 292.

Bz '1ч/ նշանտկվէէւմ Հ րւ։ր,լ, Լրսպոնենցիա Լ •ոիպ(ւ ամրողՀ ֆան /{Ц իահ А ր [> 
մութլունը, որոնց д/ч քյիչր 3 А որոնց հւսս՚սր

sup(/l(.v) < co;
֊ ֊ < .Г < «
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НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

А. А. Баблоян

Кручение призматических стержней коробчатого 
поперечного сечения с трещиной

Решение получено в виде рядов по григонометрически.м функ
циям, где коэффициенты интегрирования определяются из вполне ре
гулярных бесконечных систем линейных уравнений Работа выполнена 
под руководством Б. Л. Абрамяна.

Определение функции напряжений при кручении сводится к ин
тегрированию уравнения Пуассона

(W
ду2 (1)

при условии, U(x, у) обращается в нуль па кон гуре сечения.
В силу симметрии поперечного сечения функцию Ս' х. у), для ко

робчатого профиля с трещиной, 
ищем только на части АВСОА 
(фиг. 1.1 области сечения стержня.

Чтобы распространить реше
ние на всю область сечения, доста
точно потребовать, чтобы нормаль
ная производная функции напряже
ний на оси симметрии области се
чения обращалась в нуль, т. е.

֊0 (OsS*«rf,j. (2) 
ду \у-ь

Пользуясь методом введения вспо
могательных функций, как это сде
лано в работах |1, 2|, для функции напряжений получаем следующие 
выражения:

U(x, у) x(d} х) - շ X
—■ k 

. k~d. kr. (v - b) sh   • ch —-֊- -
---*"֊

ch
d,
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—*= I ՚ ր-J 1 - — ՚ " "I 1

в области
\ ժ2 < у ; ծ

Ս (д\ у) у (ժշ у) arf| V — >
—J ki: •• 1

. A- . . . kr.d.sh — խ x) sh------
f/2 d2

, kr.x . /г-ժյ sh - sh ---- 5
<4 d.

, kra sh — 
di

Sin (4)

. id. <x^a — d-A в области I;
\0 v < dz I

(֊1Ւ/7'.л', у) - (« x)(d9—a + д’) 4 ^зУ.—7---- ։ X«■м К

. k-d^ kr.
sh------ sh -------

dj d-л
. knb sh----

ds

(ծ-у)
. kr.(a x)■ sin—ձ------- -

d.

sh
I 84tp-------- ink. (a-x)
„-(^>3 shM

d3

в области a

U{x. y) x (dx

sh .ch^<? -
dt dy

№1, 3...

sh у (у dz)
__ dt___----  

, k-di sh --

kr.x
Sin ~7~ 

«I
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տէ1*լյԱտք։* Ժ-. d.. й~у 
^2

տհ _ձ~. տհ 
dz rf-.

. кт.аտհ------
d.

sin -I- 
ժ2

o ,2 cc . sh+ջ у _1_ fI1^y
'՚ ^... k3 sh 

dz

(6)

в области О < x dt \ 
Q^y < dJ'

U(x. y) = (a x (d3 a + x) - Հ V-֊- ■ /•—z-u- . X. 
— ft

Л-1
, ftnv ftrsh —— ■ sh — b 

dy d3
՜, kr.bsh------

</3

d,)
— sin ft- (<z — Л-)

d.

, k~{a X) , kv.d. sh——  /. sh - ^-J
,^v±zl)l2։4-----------

k sh
d.

8d(
ft- I а л*) sh ■

I մ2
Л? sh^

:d.,

sin fe~y 
d~

shkr.(a^d3! shk^a- X) 
dt dz

ftr<.՛ 
sh------

d;

sin

. ft-ւճ X) sni ------ ------
«3

(7)

в области
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где

при ժյ d-:. (8)

или

при dK ■֊ dv (9)
Неизвестные коэффициенты Z.„. входящие в выражения (3)֊-(7), оп
ределяются из совокупности 4-х бесконечных систем линейных урав
нении |3]. Эту совокупность можно записать в виде одной системы

со
7-„ - V4„. ,,Z„ + Нт (m = l, 2,...), (10)

zi—։

где

— /ЬЛ. ip ։ = Ди 1 — 0;

ip ւ=/;Նր. 'д4/> 2 = Лл՛ ։.4р ւ=-Ն,.- j.4P > = 0; (11)
•4ա- 3, /Նձ- 3. շ = /Նա 3.4Z, 3 =а 0;

տհ^ձճրճւևտհ^-
д 2d3k 1 dA d3

, /Ыз - h P±_
\ dz ) da

she<£j=A).sh£^

. '2dtln 1 d-շ dz
տհՀՋ_ 

sh . sh £^.
'IdzkT. 1 dz dz

’* r.dl рг+№\' shP-
\ dt J dz

, pr.d. . nr.d 
2dtka 1 dz d2

\ d3 J d.
(12)



Кручение призмат стержн. коробчат сечения с Гретиной 93

Л-ս I, |р

:[1/>д(а -4,). sh P~d3
՝2dJw._____1____________ d2________ժ2

՜ հ 
\ dj, / d: 

Ли-, .ip

ch£fc^.slj£^L
1 dx d.

^p=.,(^y sh^
\ Հ. ) dx

4 Ճ- I -*-!)* _ J (J _ . lb W\ . 
d3 s}] k~d:i Zfz3a Հ, \ kzd3 2d-. / 

d-շ 

\6k d3
. p-d, sh - -■=֊

d3 <>■

d.
p-,b sh —-----

\ d« 1 d-i
H 4 ИЛ2|-Н)К 2 d,d, ( 2Հ kr.d,\

*՝" " k^\dJ տ|1*քճ* *** <$ \ kr^ M՜՝ Г
dr

K\‘.-i 4 I -(-1Ի _ j d.: . 1 _ 2Ժ3 th k^Y 
sh kzdi kr՝T d3 I А-րՀ 2i

Հ

4 I d֊ \ L _էւ1ճ Л 2^ tb b~dr \
՜ Lzs J տ11ձճճ \ 2Հ. /'

Հ

(13)

Система (10) вполне регулярна Сумма модулей этой системы оцени
вается неравенством

֊2հ
‘Կ е \+е

"(о Հ-</3) 
th (И)

I

нрн d., dx.
c)i\ оценку можно получи и» таким же путем, как это сделано в ра
боте |2|. Свободные члены системы (10) ограничены сверху и стре
мятся к нулю при k Для частного случая, когда, dx = а — d3, 
г. е. когда мы имеем прямоугольное сечение с Г-образной трещиной, 
система (10) остается вполне регулярной.
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Жесткость при кручении призматического стержня коробчатого 
профиля с трещиной определяется формулой

մ. Л

С = 2G ( Ս {х, y)dxdy — 4G ( | U\x. у) dxdy-\-
•5 о

(16)

Подставляя значения Z (у..о из (3) —(7) в (16) и произведя инте
грирование, для жесткости С получим следующую формулу:

С- 4G'
<%b d^a-d-dj 16 - 1 Г

16 6՛ : Ժ — г-‘ տ
Л-1, л...

й1

~շ ՜՜

ch±i(a֊L4)\

Zfli

2մ֊Հ^ •
A3

ch о / ~ 2</з)

, k~acli —
2d,

(17)

В качестве примера вычислена жесткость при кручении для приз
матического стержня квадратного сечения (а — 2Ь) с несимметричным 
квадратным вырезом խ - • (Հ 1՜Հ«) = 2(^ ^)J, при наличии трещины 
вдоль линии I.B.

В таблице / приведены значения жесткостей для данного профиля 
с избытком (С+) и с недостатком (С՜), вычисленные по формуле (17), 

b а также расчетные значения жесткости для двух отношении 

размеров сечения.
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В этой же таблице, для сравнения, приведены значения средних 
жесткостей при кручении призматического стержня квадратного про
филя с несимметричным квадратным отверстием [2| без трещины. 
Сравнение показывает, что жесткость стержня квадратного профиля, 
благодаря трещине данного вида, уменьшается; для толсто-

Ճ У / 1 Д -стенных профилей — 1,5 приблизительно в четыре раза, а для
\ /

тонкостенных профилей ( — 10 j в 200 раз.
\^2 /

Таблица I

_ь_
1.5 10

ր/շ

С՜
ՕՀ. 2,6106 30,7544

С
Gtfi,

2.6117 30,7673

2
2.6111 30,7611

с*
10.9259

Gd\ W35.3

Co 
'dd\ 2.1250 29.777S

3.2n/o

c*
4,2 215.7

c

Следуе г Заметить, что первые слагаемые в формуле (17)
շ

Գ= . 4֊ d}b փ d*(a dx — rf3)| (18)
»3

представляют собою сумму жесткостей очень тонких прямоугольников, 
составляющих Коробчатый профиль с трещиной. При расчетах Со со
ставляет главную часть величины жесткости, остальные слагаемые в 
виде сумм исправляют полученный результат. Это исправление незна
чительное для тонкостенных стержней, а для толстостенных состав
ляет— 19°/0.

В таблице /, для сравнения, приводятся также значения главной 
части жесткости Со для указанных профилей.

В качестве примера жесткость вычислена также и для призмати
ческого стержня квадратного сечения с центрально расположенным 
квадратным вырезом (Ժ, — d2 = — d) при наличии трещины вдоль
линии LB.
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В таблице 2 приведены значения жесткостей для этого случая с 
„ Ժ'4-С 

избытком и с недостатком, а также расчетные значения С —-—

жесткости для данного случая.
В этой же таблице, для сравнения, приведены некоторые значе

ния жесткостей для квадратного сечения с центральным отверстием 
без кретины |4|.

Таблица 2

ь
d Gd*

Շ՜Լ 
(?մ«

Տ
Gd*

ՃԼ 
Gd*

Cq

Gd*
с
с

1.5 2,9635 2,9657 2,9646 11,052 2,6667 10% 3,73
3 6,6898 6,6922 6,6910 139,514 6,6667 0,36% 20,85
4 9,3565 9,3588 9,3576 369,706 9.3333 0.26% 39,51
5 12,0232 12,0255 12,0244 771,526 12,0 0.20% 64,16

6 14,6898 14,6922 14,6910 — 14,6667 0.17% —

7 17,3565 17,3588 17,3576 — 17,3333 0.14% —

8 20,0232 20,0255 20,0244 20,0 օ.ւշ% —

9 22,6898 22,6922 22.6910 ■—• 22,6667 0,11% —

10 25.3565 25,3588 25,3576 7031,984 25,3333 0,10% 277,43

Сравнение показывает, что наличие трещины оказывает огромное
П 1Ոвлияние не жесткость стержня. Для тонкостенного стержня при - — 10.

d 
жесткость стержня из-за трещины может уменьшаться почти в 280 
раз. На такое явление обратили внимание А. Н. Линник |5|. А. Ш. 
Локшин [6] и В. II. Лысков [7]. при рассмотрении задачи о кручении 
круглых трубчатых стержней с трещиной.

Следует отметить, что для тонкостенных стержней (при — > 3) 
d 

жесткость трубчатого стержня с трещиной может быть определена 
одной только главной частью С„ формулы (17).

Для квадратною стержня с центральным отверстием с трещиной 
эта главная часть определяется формулой:

Գ“՜3՜ճմ։(շյ՜ ՛)■ (19)

В таблице 2 приведены некоторые значения Со, вычисленные но 
формуле (19). Сравнение показывает, что для тонкостенных стержней 
главная часть % почти совпадает с точным значением жесткости. При 

— > 3 расхождение формулы (19) от точной не превышает 0,5%. 
d

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР

Поступила 2-1 IX 1957
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Ս». Լ. Rtuppituifi

ճե1Ք ՈՒՆԵՑՈՂ. ՍՐԿՂԱՋեՎ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՏՎԱԾՔՈՎ. 
ՊՐՒՋՄԱՏՒԿ ՋՈՂ.ԵՐհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

IL Մ Փ П Փ П Ի 1Г

Հալված tn if արվամ Լ ճեգ_ր սւնե ցո գ արկգաձև լալեական հատվածքով 
։գրիգմ ատիկ ձողերի ոլորման խնդրի ճշգրիտ րոծումը։

Լուծման <! ամանակ կիրասվել Լ ե. 111. Հտրւաթլսւնլանի մչակած' oilանգակ 
ֆունկցիաների ներմուծման մեթոդը։ Խնդրի լուծոսքր րերւքած Լ սովորական 
դիֆերենցիալ հավասարումների ինտեգրմանը. իսկ ինտեգրման գործ ակիշ
ները որոշել!!!. համար ստացված են գծողին անվերջ հավասուրումների սիս
տեմներ։ Ապացա ցված է, որ ստացված անվերջ սիստեմները լիովին ոեգա֊

1լար են, իսկ ագատ անդամների նվագման կարգը -----ից ցածր չէ:
m

II լո րմ ան կոշտությունը որո՚շելա համար ստացված Հ հսւշվալին րանաձեէ 
Բերված են թվային »րինակնե րէ
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НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

М. М. Манукян

Температурные напряжения от экзотермии 
цемента в блоках типа плиты, с учетом 

ползучести бетона

В работе Г1. И. Васильева и М. А. Зубрицкой |1| рассматрива
ются температурные напряжения в плитах, толщина которых значи
тельно меньше двух других размеров. Такими плитами являются неко
торые элементы гидротехнических сооружений. Обычно, температур
ное иоле таких элементов практически считается линейным.

В указанной работе дан графо-аналитический способ определения 
температурных напряжений, возникающих в бетонных плитах от эк
зотермии цемента. Авторы в общем случае предполагают, что между 
величинами тепловыделения, прочности, модуля деформации и темпе
ратурой существует следующая зависимость:

t
3(1} = р-ЖЬ): 5Ы1Л,

է
/?(0= р-'2[Т(т): (1)

է
E(t)= р-’зИ(г); Я(т)|йт, 

*1
где Э—тепловыделение при экзотермическом процессе,.

R—прочность,
Ճ-модуль деформации,
7'—температура,
/ координата времени.

7՜ւ, 7-'2, Л, функции, вид которых определяется из опытов.
Температурная функция Т определится из решения следующих 

уравнений:
4/ = АА։Г + —Г,[Г. Э|.
()Г ср

(2) i
Э (է, х, у, z) = j* Л К(ն х> У» Э (т, х, у, z)J а-.
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где к коэффициент температуропроводности, 
с — теплеем кость, 
р—плотность.
В случае одноразмерном задачи уравнения (2) можно решать чис

ленно или графоаналитическим методом Шмидта.
После определения температуры, величина температурных на

пряжении в блоке, заделанном по основанию (при значительной длине 
ндследнего), и в блоке типа свободной плиты или стенки, значитель
ной протяженности (при симметричном остывании), определяется, соот
ветственно, следующими соотношениями |1|:

t
=.r(Z.z) = -?֊ ք ճ(7, z) —</-. (3)

չ

^dz
t յ_

ax (է, z) = - յ J £ ('• 2) ֊^֊г----------------+

է
я Р д'Г+ r^\E{'-z>^d'- (4)

*1
где Е- модуль деформации, определяемый из уравнения:

t
E{t, z)= ра|Г(֊, z); Е (т, z)\d՜, (3)

а коэффициент температурного расширения,
v коэффициент Пуассона, 
/—толщина блока.
В настоящей работе дается решение этой же задачи с учетом 

ползучести бетона. При решении задачи будем пользоваться теорией 
ползучести, предложенной II. X. Арутюняном |2].

Температурное напряжение в блоке с учетом ползучести бетона, 
согласно |2), будет выражаться следующим интегральным уравнением: 

է
^.z) = «,(f,z) + «(/, z) (6)

՜ւ
где Հ.—напряжение с учетом ползучести бетона в момент времени /.

«г—напряжение без учета ползучести бетона, 
€(/,■=)- мера ползучести бетона.
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Как известно |2]. интегральное уравнение (6) можно заменить 
линейным дифференциальным уравнением с переменными коэффициен
тами с известной правой частью, решение которого может быть вы
ражено в квадратурах.

Однако вычисление этих квадратур весьма затруднительно, поэ
тому возникает необходимость отыскания достаточно простого спо
соба решения данной задачи. По нашему мнению, наиболее простым 
способом решения поставленной выше задачи является метод П. М. 
Крылова и Н. И. Боголюбова [3|, который дает хорошие результаты

Применим этот метод к интегральному уравнению (6).
Придавая в (6 верхннму пределу է последовательно возрастаю

щие значения է«--՝էո, получим:

з‘։<Л. г) = «д {/р շ) + £(/։» г Հ (х, z)d~.

z) z)+

O'
(9-

Если интегрировать уравнение (7) по частям и иметь в виду, что 
С(/р /,) 0, то получим:

Հ(^ւ. z) 3v(Tj.z)£(/։. г)С(/„ т)

Г С(/։,т) —L------- dx. (10.)

Применяя к интегралу полученного уравнения теорему о сред
нем получим:

г)=
МЛ. Z) -Мч. Z) [С(<„ *,) - C(t„ ;)£ 1

1 + ^(Л,2)св„ 5)|'-
(11).
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Аналогичным образом для моментов времени է = г2 н է = էո из 
уравнений (8) и (9) находим:

Հ(<։.*)----------------֊---------֊ ! Հ։(6. z) —
1 +£(/=, z)C(4 5) V, 1

Е(է.. г) ի,г) (С(է։. С(/., =) I'; ) -1֊

+ =,(/., г)(С(f3,5) I'; (12)

------------------ 1----------- ,—ku,, г՛
1+ £(/„. г) C(Z„, ;)l“^ 1

£ւք„,շ)խր(֊„շ|(Շ՝(/,.ն) C(Z„.;) I'? +

I <(/,. z)(C(z„, C(/,,4)itH՛--

հ.z)(C(z»,q c\t„. ?) 1'հ ։ )]i i3i

Символом C(f„. 5>|J' , здесь обозначено среднее значение функ- 

пни ՜) в интервале изменения переменной равном (6 — Л-»).
Формулы HI). 12) и (13) в общем виде являются точным реше

нием интеграл].лого уравнения (6). Для определения численных зна
чений искомых напряжений Հր(Հ.. Հ) необходимо применить прибли

женный метод определения средних величия С((.. :) յ՜;_(. В практиче

ских расчетах эту величину с достаточной точностью можно опреде
лить с помощью следующего равенства:

|Л-I 2
(14)

Подставляя эго выражение в (11). (12) и (13). получим peine 
вне интегрального уравнения (6) в следующем виде:

г)- г)|С(/։,т,) С(/„

1 I֊£(f„ г)с(/։,-4±Д-]
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+<(Л,г)(с(<։. -21±Д.)_С(,։.-ЦА))1| .

■>' (է.• Ч =------------------ ----- . —, , - և (Л.. ?) ֊
1փ£(/„, г) С ՞) 1

$ +Հ(ք„-.. ^)(с(г„,/-2^±Д֊’)-С(/„. '”zl_LA_)jp.

(16)

(IT)

Уменьшая расчетные интервалы времени, мы можем получить 
решение с любой степенью точности. Как показано в |3]. применение 
'этого метода к Задачам теории ползучести оказывается весьма эффек
тивным, iai< как большая точность получаемся и при выборе сравни
тельно небольшого числа интервалов.

Подставляя выражения z), зл(Л., г).---, з»(^я, г) из соот
ношения (3) в (15), (16) и (17), получим значения температурных на
пряжений в блоке, заделанном по основании» (при значительной длине 
последнего) с учетом ползучести бетона. Аналогично, подставляя вы
ражения sr(/։, z), с, (/2, z) из (4) в (15), (16) и (17),
получим значения температурных напряжений в блоке типа свобод
ной плиты или стенки значительной протяженности с учетом ползу
чести бег она.

Полученные результаты представлены в виде графиков темпера
турных напряжений на фиг. 1. 2, 3, 4, и 5.

Мера ползучести бетона принята в виде [2|
/ 4 82 \С (է, т .- ՃԼ2ր..յ_օ։9 ի _t,-o.ow т)] 10-з 
\ т '

Остальные данные те же. что и в работе [1].
Для сравнения параллельно приведены графики без учета пол

зучести и с учетом ползучести бетона. Графики с учетом влияния 
температуры бетона на рост модуля деформации и тепловыделение без 
учет а ползучести взяты из работы |1|, а графики с учетом ползуче
сти бетона построены ио формулам (15), (16 и (17) и графикам П. И. 
Васильева и М. Л. Зубрицкой |1|. В этих формулах принято т։ = 1дню.

Ниже приведены графики изменения температурных напряжений: 
з,։ —на поверхности (фиг. 1), —на контакте (фиг. 2) и 
бц в центре (фиг. 3) блока высотой 5,0 .ч, лежащего на жест

ком основании: 7՜ экз. = 30 С, коэффициент теплопередачи

р 4,6------ __________
чар. град.
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Приняты следующие условные обозначения кривых:
I—с учетом влияния температуры бетона на рост модуля дефор

мации и тепловыделение, при этом начальная температура бетона при
нята равной температуре окружающей среды, равной + 5 С. Ползу
честь бетона не учтена.

II с учетом влияния температуры бетона на рост модуля де
формаций и тепловыделение, при этом начальная температура бетона 
принята равной температуре окружающей среды, равной - 20° С. Пол
зучесть бетона не учтена.

Ill то же самое, что и в первом случае, но с учетом ползучести 
бетона.

IV—то же самое, что и во втором случае, но с учетом ползу
чести бетона.

Далее приведены графики изменения температурных напряжений
—на поверхности (фиг. 4) и <зу - к центре (фиг. 5) свободной стенки

К kciji
толщиной 5,0 м. Т экз. = 30 С, 3 - 4.6 —--------------^Кривые I, И, III»

лг час. грай-
IV имеют указанный выше смысл.
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Из этих графиков видно, насколько значительно отличаются тем
пературные напряжения в бетонных плитах при учете присущего бе
тону свойства ползучести от значений соответствующих напряжений, 
определяемых по упругому расчету. Особенно сильно оказывается 
влияние ползучести бетона на температурные напряжения в средней 
части заделанной плиты.

Фиг. 2.

В заделанной плите вначале возникают сжимающие напряжения, 
которые под влиянием ползучести бетона быстро переходят в растя
гивающие и достигают больших значений в средней части но высоте 
блока,

В свободной стенке сперва возникают растягивающие напряжения 
у поверхности стенки, которые в дальнейшем начинают убывать и пе
реходят в сжимающие, а в центральной части блока, наоборот, сперва
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б

Фиг. 3.
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возникаю։ сжимающие напряжения, которые затем переходят в растя
гивающие. Нужно отметить, что на поверхности стенки этот процесс 
происходит быстрее, чем в центре стенки.

Как показывают опыты, изменения температурных напряжений 
бетона происходя! вообще в течение первых шести месяцев, поэтому

можно принять/և ^6 месяцам. Ниже приводятся численные значения 
температурных напряжений в бетонных блоках с учетом и без учета 
ползучести бетона (см. габлицы 1 и 2).

Из таблиц видно, что в этом случае затухание температурных 
напряжений в середине высоты блока, лежащем на жестком основании, 
достигает до 32,5%, а в середине высоты свободной стены—до 29,5%.
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Таблица I
Значения температурных напряжений при для блока, 

лежащего на жестком основании

Таблица 2
Значении температурных напряжении при / = /«, 

для свободной стенки
Начальная 

температура 
бетона

՜-է (^30 ) ) М'«) <('«> )

5е С -32,7 —29,32 12,0 8,45
Институт математики и механики Поступила 21 VI 1957

АН Армянской ССР
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1Г. Ս*. <յ*սւ(ւու1[յսւ(։
8bmsb ^шьртзь ջերմային шрпыгььрс սալի

ԲԼՈԿՆԵՐՈՒՄ, ՐԵՏՈՆԻ ՍՈՂՔԻ ՃԱՇՀԱՌՈհՄՈՎ.Ա Մ Փ (I Փ Ո I» 1Г

Պ. /'. ’Լաոիչև ի և Մ. 1Լ. ՏՀ"> բբիցկա/ա էի հոդվածում | /] քննարկվում են 
բետոնի սալերում ցեմենտի Լկդո իէե րմիա յի շնււրհիվ սւււաջացտծ ջերմային 
րորումներր: (‘նդունվււ ւ մ որ անջատված ջե րմո ւ չժ լան , բե տոն ի ամրութլան, 
դեֆորմացիալի մուլսւլի մեծսւիէլունների /< ջե րմ ա и տ իսւոն ի միջև դոլոլի) լան 
Ունի (1) սանջուի)լուեր: Ջերմալին ֆունկցիան որոշվում է (~~ ) մավարա֊ 
բու՚մհեբի ււիււտեմի լուծումից, իսկ ջերմալին լա բա *!ե երր . հիմ քավ ամրացած 
րլոկոււ! ե աւլասւ ււրււաում' համ ապաւոասիտւնաբտ ր (3) h (■)) ասն »ու իք /ուն֊ 
ներով:

•տոդվածւււմ տրվում Լ վերր նշված խնդրի լուծամր բետոնի ււււդքի հաչ֊ 
վ ա и ումով: Խնդրի լուծման ՛է ամանակ օւլտադործվում Լ ե. III. րա իք լուն֊- 
Լան ի աոտջարկած սողքի տեսուիմ լունը !*յ;

Ջերմափն լարոլ՚մրերր րեաոնի բլոկում, ոողբի հաշվաոա մով, ՛որոշվում 
են (6յ ինտեցրսղ հավասարումով։ Ւնտեղրալ հավաասրման նկատմամբ կի- 
րասէէում է ե. //'. Կււիրւվի ե ՚ե. /•. /• ո ղո աո ւրո ։/ ի մ եիք ոդրէ

Ստտցվւսծ Л5/ ջերմալին լարտմեերր հիմբով ամրացած բլոկում և աղատ 
պատում, բետոնի սողքի հաշվաոումո ւք ։

1‘երէԷած են ջեբմա վւն րսրուէէեերի ղրաէիիկներր:
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