
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍԱՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ Տ՛ԵՂԵԿԱԳԻՐ
И I В Е С Т И Я А К А Д Г М И И И АУК АРМЯНСК о И С С Р՜

Ֆիզիկո-մա^Լմսւս՛. <||imiH|.jir.Gui.r XI. \ն 1. 1958 Фвзико-математические науки

МАТЕМАТИКА

Г. С. Кочарян

Об одном обобщении рядов Лорана и Фурье

В настоящей заметке приводится решение следующей задачи: 
для функций, заданных в двухсвязной области, и для функций, за
данных только на замкнутой жордановой кривой, построить аппара
ты приближения, которы? являлись бы обобщениями рядов Лорана и 
Фурье соответственно. Для этой цели .мы строим системы многочле-

1 / I ՝нов от zt ф..(х)(п = О, 1. 2.* ••) и от- • /*„ |— | п 1. 2, - ••) и, при 

определенных ограничениях, устанавливаем теоремы разложения по 
этой системе для функций, аналитических в двухсвязной области, а 
также для функций, заданных только на замкнутой жордановой 
кривой.

Пусть на плоскости z дана двухсвязная область ԼԼ ограничен
ная замкнутыми кривыми и Լ2 । Ճ . находится внутри ձ։). Для про
стоты допустим, что нулевая точка находится внутри /.2. Область, 
находящуюся внутри кривой Lv обозначим через Ծ?. ее дополнение — 
через-(77. Введем аналогичные обозначения 6՝[! и Cii для кривой

Пусть функция а»- </՛ ;z) конформно отображает (7 Г на область 
® '>? так, что ф(х)=ас. Цщ ‘^<՜֊ I, а г — б («И—обратная функ

ция. Пусть, далее, w — Ր iz) конформно отображает 67 на область 
рйУ',>/* гак. что Л(0) , iim z-/'(z) — I, a z — ©(«’)— обратная

;-о
функция. Обозначим через С911 образ окружности йу|—р0>б при 
отображении и՛ —/Чг), а через Г<։, г0> г — образ окружности |к’| = 
= г0 при отображении w P\Z).

Очевидно, в окрестности бесконечно удаленной точки фу акция 
ф(г) будет иметь разложение вида:

ф[г) =2,-гя04- -Ч----- , ՝
z

а функция /-’(z) в окрестности нулевой точки будет иметь разложе
ние вида:

Л(г) 4-^-HrZ ֊!-•••«С
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Обозначим через (z) (н -О, 1, 2,---) многочлен, представляю
щий совокупность членов с неотрицательными степенями з в лора- 
поиском разложении функции |Ф(з)],։. а через 1 ) (/? = !, 2,---) 

обозначим многочлен, представляющий совокупное г:֊. членов г отри
цательными степенями z в разложении (Л'(г)]н.

Функции являются многочленами Фабера, порожденными 
областью (/Հ Известны следующие интегральные представления для 
фл(г) (см. |1|):

а) если г —любая точка внутри С?ь, то

$М*) =
1 (4# Г-Н” 

Ձ-/Հ՝ Հ-z
1 Г ՛'/ (ы>) wn 

2-i J ձ (w) — z 
n-l-H

» (1)

бI если z — любая точка вне C?<։ то

ՓՀՀ 1<Яг)Г —Հ—11*- (2)
Լ 2

Аналогично выводятся следующие интегральные представления: 
в) если z ■■֊ О — любая точка внутри ՇՀ,. то

^(֊) = lf^l"-5֊7j^—л ՛՛ о»
£><,

г если з—любая точка вне то

z) 2-/J : z ЧтЛ J <?(«■') — -г (4)

Теорема I. Всякая функция f(z), аналитическая в двух- 
связной области, заключенной между кривыми Сг,9. р0>р и Г,., 
г0>-г, может быть представлена в этой области в виде суммы 
ряда:

•кз 50
/(2՜) -= У а.к.фк(г) ф У bkTh

*-о >-։
(о)

где
__L(V 14^'1 
“ad ա։ւ'ак = 1 Cf(z)ip'(z}

2r.i\ \ф(г)\и 1 die (P<P« <fU

.и (6)

1 ГЛ^Сг) _ 1 г/1? 1^1 
2zZJ |ր(շյ|*+1 ՜ 2Հ1 *^+1 

Ճ7յ itt>i-r։
(րՀր^Հր,,).
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Доказательство. По георёме Коши внутри двухсвязной 
области имеем:

Ш =--

/[■?(<<՛ J d®
1 Г КМ

՛} «’ — z
/|<? i>)| dw. (7)

При фиксированном z внутри кривой имеется равномерно сходя
щееся разложение (см. [1]):

W = у, ф»1 z
•Ъ (w) z — w*+։

Л-0
(lwj>px>?). •8)

По свойствам функции Բ'(z > убеждаемся, что функция ?(к՝) 
удовлетворяв г условия м:

? ՛ оо ) — 0, liin iw) = 1. w +
следовательно, в окрестности бесконечно удаленной точки имеется 
разложение Лорана

Откуда

Эти разложения показывают, что функция —— —— при ашк- 
© УК’) — z

сированном z вне кривой Сг. аналитична в области |wl>r и имеет 
в бесконечности нуль второго порядка, поэтому в окрестности беско
нечно удаленной точки будем иметь разложение:

М = у <Ա(Վ
-Z — ..՛

Отсюда, учитывая (4), получаем 
к՛!-. разложение: 

равномерно сходящееся в области

?? (-а՛)

Подставляя в (7) выражения (8) и (9), приходим к (5).

<9)
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В случае кругового кольца многочлен обращается в z!:, 

а Ւ՚ե ( — 1 в следовательно, в этом случае ряд (5) обращается в 

ряд Лорана.
Мы получили разложение в ряд функций в двухсвязной области 

при условии, что функция аналитична в более широкой области. При
меняя метод С. Я. Альпера |2|, можно получить теоремы разложе
ния при более слабых условиях, налагаемых на функцию, но зато 
накладываются дополнительные условия на область.

Следуя С. Я. Альперу, будем говорить, что односвязная область 
G или ее граница Г удовлетворяют условию ./, если Г представляет 
собой замкнутую гладкую кривую Жордана, у которой угол (Տ) нак
лона касательной к вещественной оси, как функция длины дуги .$՛, 
на Г имеет модуль непрерывности /(й), удовлетворяющий условию:

f
1lgA| dh <Հօօ.

о
Далее, будем говорить, что двухсвязная область D удовлетворяет 
условию /, если области Gn и СФ одновременно удовлетворяют усло
вию /'.

Теперь докажем лемму, подобную лемме 3, С. Я. Альпера.
Лемма. Пусть область D удовлетворяет условию j и функ

ция f(z), аналитическая в D, непрерывна в D. Пусть функции 
О, wj, аналитическая tf | w|<p, Оа(гг’ , аналитическая, в w|^>p, 
определены интегралом типа Коши

— Г-Ж311
1*Н

а функции /л аналитическая в | к՛ | < г, ■/.. (zcj, аналитическая 
в w | > г, определены интегралом тина Коши

± dt.
2<l t-w

1/!-Հ

Тогда функции 0է (к՛) и 03 iii՛) непрерывны, соответственно, в обла 
стях \ы\ հկ и Հ-с > о. а. /, ио и /2(«՛) непрерывны, соответст 
вен но, в областях ; к՛] Հր, к'| > г, и справедливы неравенства:

<՛>, (8) Հ А, ю (Հ); (1»2; о । <Հ А« (о 18 >,
2,(8)<А5<0Й; ճ#Ռ;<>ևա(8),

где w о)- модуль непрерывности f{z'\ в D. и модули
непрерывностей (функций &։ (&) и ՛>., «՛) на | «՛ = у, а 2։ (о) и Զ2 (о) ֊ 
модули непрерывностей функций /л(к՛՛ и на |w' = r.
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Доказательство. По теореме Коши, при z^D

ք^ճՀթ^-ՃՀԼ^,
2 -t J . - Z 2 -l J ; — zԿ £»

110)

а если z находится внутри L2 и вне £։, то

Положим

_____ ц*ж

Ջ՚րս՜յ С — z 4 2-f’J; — z 
ւ,

d- = 0. (11

/,(z)=— f—
15 2 -i ) r _ z

Հ (г) определяет две функции /Р(г) и l\e}[z\. аналитические, соот
ветственно. внутри /., и вне Л։. a l2(z определяет функции /» (г) и 
/(;и(г1, аналитические, соответственно, внутри и вне L2.

Пусть В равенстве (И) функция /շք,ւՀ*ւ будет иметь опре
деленное значение, следовательно, существуют угловые граничные 
значения для /։ (z) и, ио основной лемме И. И. Привалова [3j,

1֊ С ֊ք (՝} ժհ =—f(;*) -к ֊ ’ Г-Ж ԺԼ (12)
£, /-։

Аналогично, при

— [Ж й֊ - ֊/(;*) ֊I֊ ~ ֊ f ԱՅ)
շ*/.Կ ■•= շյԼ 2ч)с-е

л»
После замены переменной в (12) и (13), полагая -֊= ф (Լ*) и է* — 
= /•(;*), получим:

փ՛՛ ww® * Խ ** Wl

it-'

Опять по лемме И. И. Привалова для предельных значений ՕւքՀ*) 
имеем:

е, } 1 Г/Н(-1
2Վ) 

- !֊р
что вместе с (12') дает:

Օշ 1 ■И t)

I.•*



8 Г. С. Кочзряа

(Н)

Если 1Հ = | '• J = р, го имеем

֊Լ СЛ9— J_ Г-Ж.-, сл
MJ ’ И**) -и

t,

ибо функция имеет ограниченную производную на |w[ = p. Ис
пользуя дальнейший ход доказательства леммы 3. С. Я. Альпера, 
приходим к доказательству сформулированной нами леммы.

Теорема 2. Пусть /(г) аналитическая а двухсвязной об
ласти I), непрерывная в D функция, удовлетворяющая в D условию 
Липшица < показателем а^>(). Если область D удовлетворяет. ус
ловию j, то средние арифметические частных сумм ряда, по по
линомам Фабера дают оценку для всех D и п I:

/(-- V «.?Г'ф41г) V bjpf-j 1 ՝| <՝Հ- 15)
—' — \ z I րՐ
է-0 *-l

где = 1 — —. Ok и bt определяются как в (6). 
n

Доказательство. Условия теоремы позволяют в формулах 
(1) (4) и (6) в качестве контуров интегрирования взять, соответст
венно, кривые /.յ. А-. ®1 = ?, — г. Далее, по лемме И. И. При
валова, в обозначениях леммы на окружности ? будем иметь: 
/|?(-)| =0х(- М~). а на t =r, —Z։(0- Отсюда,
введя обозначения 0։ ’.)) = >. 0. [Հ; (’.)] — и (л. /.։ I^G)! = **(£)>
ZaK**l€)| =’Л* (5). где Л։. ; L:. будем иметь:

/(’) = /.(: Ա.Հ); /(;) >.•(;)֊•*• (5). (16)

По условиям теоремы, в силу доказанной леммы, убеждаемся, 
что функции 0,(1) на т '• и /л է) на է —г удовлетворяют усло
вию Липшица с показателем а Отметим, что функция >.(z) опреде
лена только на /.j. a u z) аналитична в области <?Г. Аналогично, 
функция • is) определена только на /.а. а р* :) аналитична в обла- 
сти Cti.

Но теореме С. Н. Бернштейна см. |4|) имеем:

0։|к՛) V քՀ՚ն^և”* < при » - ак ' -- Гdx, (17) 
— ո' •
*-u » | |1l->
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И

Zj(tt') V <~; при !«•!«/-. bk= I •" dt, (18♦ 
fl w J I

l/l-r

Для z, лежащих вне Lv из (2) имеем: 
Ո n
У ճ՚^/՚՚^ևՀշ ՚ = V flxr?*0 -jp ՜1*
л-1) Л--0

„У a4”’[^(Ql‘

£,

Отсюда, учитывая (16), получим:

У ак?к'фк(г) у aftplf" I# (z)|fc 4-
Л-0 к-0 
п

+ sLf—------- г------------------Л4--Ц(՝Ж֊и(г). 19).
2 ™ Լ — z 2 ր.ւ J ч — z

ձ«
Далее, для z, лежащих вне /.2, из (4) имеем:

V Ьк^ (±) = -^Լ. Ր- -г =
*-> Հ

v Л *~

или, учитывая (16).
и

Л- i.S) — У ծ,₽ր։|/:(€)|*

у 1 ) = ֊ЦС---------- -------------------- di--ЦГМ1֊ d֊. (20,.
\ z I 2zt] z-z — z

fe-j Հ կ

Из (19), (20) и (И) для z вне £յ получим:
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*~0 * А--0

րյ Ո | \ Ո

ո
х«(5) У M',l|f(?)l‘

+ хЦ 1-------------- di.
2-<j E--

Отсюда, при z-*c*£Lv

г.
V arf’՜* d-. —

Л--0

ո
>■•(€) — у M”|F«i]‘

1 1 *-о_______
2r'J 5-е

L,

(21)

Из 21), (17), 118) и леммы 2 С. Я. Альпера на Ll будем иметь:
я п ,

/(՛.) ֊ V а^'ф, (,) ֊ у b^F„ (±)
Ль.О յէ-է

Пользуясь формулами (1) и (3), аналогичную оценку можно по
лучить и на Լ-, после чего остается применить принцип максимума.

Теорема 3. Если f z\ — аналитическая функция в двухсвяз
ной. области D. удовлетворяющей условию /, непрерывна в D и удов
летворяет в D условию Зптшица с показателем г > 0, то для 
всех z^l).

п л
f(z}- V ацфц \z\— у Ь/гЕк

k-Օ Л‘-1

֊^-lg«. 
ՈՂ (22)
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Д о к а з а т е л ь с г в о. Достаточно в доказательстве георемы 2 
вместо оценок 17) и (18) взять оценки:

г.
0Д-.1

к-0

<дп3- _!£“ 

/Г

/Л и՝' VMfe'<An—

л-о j 11

которые, по теореме А. Дебета (см. |4| ), верны для функций, удов
летворяющих условию Липшица с показателем а>0.

Следствие. Всякая функция /(г), аналитическая и двухсвяз
ной области D, удовлетворяющей условию у, непрерывная и удовлет
воряющая условию Липшица с показателем а>'0 в I). разлагается в 
замкну гой области в равномерно сходящийся ряд:

ОО ОС .
f\z V а.фк [Z] ~ V bJ-՚Հ ֊֊

Л-0 Л-1

Идеи доказательства теорем 2 и 3 можно применить к разло
жению функций, заданных на замкнутой линии. Пусть дана замкну
тая жорданова кривая Г, ограничивающая область 6'°, которая удов
летворяет условию J и содержит точку г 0 внутри себя. Дополне
ние к СР обозначим через G՝. Сохраняя прежние обозначения, обо
значим через w = ф (Z) функцию, конформно отображающую О’՜ на 
область а через -и»-֊ /-'(г) — функцию, отображающую <7° на
| д.՛ | > г.

Теорема 4. Если непрерывная функция f (г) удовлетворяет 
условию Липшица с показателем ?->0 на замкнутой жордановой 
кривой Г, удовлетворяющей условию յ\ то для всех z Г.

п ” ■ 1 \ I д
/ (г) у у ОдРТ'/-\ (- ) ՛ < -1֊3-

— —» \ z I и*
Л-0 л-1

Доказательство. Как и в (19) и (20), для z. лежащих вне 
Г, имеем:

г. п
V a„ff (г) |‘ I

Է-О к-0

У (t) i‘ ՛■■՝-՛
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п
,/*(С) V I4

+—I------- —------------ л.
Ջ«) Լ-z

է г

Далее повторяются рассуждения теоремы 2. Этим же путем полу
чается:

Теорема о. Если непрерывная Функция f z удовлетворяет 
условию Липшица с показателем а^>0 на замкнутой жордановой 
линии Г, удовлетворяющей условию /, то

п н
f 'Z: — у акфк Iz। - V bjy

k-Հ) k-\
< lg/z, г I'. 

№

Следствие. Всякая непрерывная функция/(si, удовлетворяю
щая условию Липшица с показателем к>0на замкнутой жордано
вой линии Г. удовлетворяющей условию /, разлагается в равномерно 
сходящийся ряд:

со ос
f\z \'акфк z՝+ ак1'ь

к О Л-1
֊’€Г.

В случае, когда кривая I՜ совпадает с окружностью |z| — R. этот ряд 
обращается в ряд Фурье, если положить z — Re* — ՜ =5 0 - ֊ * .

В заключение пользуюсь случаем выразить искреннюю благодар
ность академику АН Ар.м. ССР, профессору М. М. Джрбашяну за 
постановку задачи и за руководство.
Ереванский Госуларстиенний

университет Поступило 21 XI 1957
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Լ. U. *Kit\uipjuiG

ԼՈՐԱՆհ ե< ՖՈհՐՅեՒ ՇԱՐՔեՐԽ 1Ռ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ П Փ 11 I* 0'

Հոդվածում կասսt ցվու մ են //—О, !.՛••) Ля| j IՈ — 1 ,2, • • • ) բազմանդամների и ի и սւեմեե ր ե րևրվամ են րսա ար/ ււիստեմների վերած
ման fJեորեմեև/։ ե րկկապ աիրուլթա մ անալիտիկ. կամ մխալն </ որդ անլան փակ 
կորի վ/՚ա արված ֆանկցիանե /• [* համար! // տարվա՛} չարրերր նև րկաչա ցնամ 
են համապաաասխանարար Էսրանի և ւեւււրլեի շա րրե րի րնական րնդհանրա- 
t/ա մսերր։ II. Յա. 11,/պերի [21 / պսւ լմանին րավարարոդ սէիրոպթնե րի հա
մար ուրացվում Է ալււպիււի արգլունք

Թ ե ո ր ե մ 2. եթե ք (Z) ֆունկցիան անալիաիկ 1. / պայմանին բա
վարարով I) երկկապ տիրույթում. սւնրնդ!։ mtn ե I) փակ աիրսւ յթու մ It 
այնտեղ բավ արարու մ I. եիպշիյւի a(a^>0 պայմանին, ապա ըստ Ֆարերի 
բազմանդամների շարրի մասնակի դումարների միջին թվարանական1էերր 
րպոր Z^ZJ-երի 1ւ // ՜?_: I համար ասվիս են այսպիսի դնահատական.

Հ;2> V (г) ֊ V I•

—J — \ Z I H

որտեղ p’/ = 1 . իսկ <?հ- Ii /’л դորձակիցներր որոշվում են (6| բանա-
Ո

ձևերւււ|:I1՝ Ь ո ր ե մ՛ 3. եթե Հ(2) ֆո< նկւյիան ւսնալիւոի// I. j պայմ՛անին բավա
րարով I) երկկապ տիրույթում, անընդհատ I. /J փակ տիրույթում՝ և այն
տեղ րավարարում կ Լիպշիդի a պայմանին/ ապա բոլոր z հ /J-երի հտմար'

/(г) V Uk&iz) У ծ*/7J _ j <^- Igfl'Ar-0 A-1 I
Հե աե վ ան ր. j պտլմանին րավարարող [) երկկապ Աէիրա. վմ ո ւմ սՀհա- 

լիաիկ ամեն մի ք (Z) ֆունկցիա, որն անրնր/հաւո է և րավարարու մ է kl"4~ 
^իցի a պա /մանին ') աիրոլ/իք in մ. վնր Լ ածվում [)֊ում հավասարաչափ 
է/ու t/ամեա չարրի.

f(z) - V акфк(г) +«-0 *
Մսէսնավոր դեպրումf երր Է) աի/nit ifj/i ւ/աոնու մ է շրջանակին Ш/ակ 

վերջին շարրն !,լ դաոնում Լ Լորանի չարր:
Տևդի անեն հեաե/ш/ ի!եորեմևեfi/i.
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Թ՛եորեմ 4. Եթե ((г) lulipliQlhuiu ֆունկցիան puu] шршрп i մ Լ Լիպ- 
ջիէ|ի я պայմանին / պայմանին րաւ| արարող Г iJ'npquiGjuiG փակ կորի 
։|րա, ապա րոլոր Z /'֊հրի Տամար՝Л Ո ք 1 Հ՜'

f(z) V 2) - V Ա-յ, K-0 X-1
Թեորեմ 5. Եթե /(?) ֆ»« .Ակցիան անրնդնաա 1. li pun] արարում 1. ։.|‘и1?1’Я|1 7 պայմանին / պայմանին րաւ| արարող /՝ ժորղանյսւն փակ կորի 

։|րսւ. ապա

քI ֊՜) - V М*(г) - V ֊֊՝) < — 1g », г Г
■■ ~ \ Z / /1°ft=0 A--0

սրահդ Ilf և Ь- ՛քո րձ ւսկքււքնհ րր որոշվա tf հն ( (> ) [< ան ա ձ1։ ե ри վ:
Հհ ահ վան,ր. j պայմանի րավա (ււսրէքդ / էհո րդան յան փակ կորի վրա 

արված ա/քհն մի սւն(ւնւ}Հաւո հ Լիպ՞իւյի t/րհէ а(я^>0) սլալմանին րավարա- 
րէէղ ւիանկցիա վեր /. ածվււս)' հավասարաչափ դոլղամեա ^արքի'

֊ V«A^„ KZ) փ V ե Z^l'։՚ «.'•«О L-֊l
•նէռմ Է Z շրջանագիծը, ստագվոսք Լ Ֆուրլեի^՚րր ! ^"1՚ք՚ դամ.

շ^րր (2 = Re։ ՚. -
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. Л. Амбарцумян, Д. В. Пештмалджян

К нелинейной теории пологих ортотропных 
оболочек

1. Исходные уравнения и соотношения. Рассмотрим 
весьма пологие ортотропные оболочки под действием нормально при
ложенной нагрузки z z(a, 3). За координатную поверхность примем 
срединную поверхность оболочки в ортогональных координатах а, 3. 
совпадающих с линиями главной кривизны. Пусть к каждой точке обо
лочки одна из плоскостей упругой симметрии материала параллельна 
срединной поверхности, а остальные две—перпендикулярны к коор
динатным линиям.

Следуя работам |1, 2, 8,|, задачу решаем на основании следую
щих предположений:

1. Нормальный к срединной поверхности линейный элемент обо
лочки после деформации не меняет своей длины.

2. При определении деформаций е*т и е^ считаем, что касатель
ные напряжения т„: и не отличаются от соответствующих напря
жений. найденных в предположении о справедливости гипотезы неде- 
формпруемых нормалей.

3. При определении удлинений и сдвигов срединной поверхности 
учитываем лишь те нелинейные члены, которые происходят от нор
мального перемещения к? •= «՛ (a, S) |7].

В силу принятых предположений, для деформаций ев1 и е?7 име
ем [1, 2):

1г) Д Ժ-® 1
4-2 + А (1.2)

| ( / „ ԺՀ ~ ծհ \ дА \
'?о - ԺՅ՜ ՜ ։̂2 ***~ԺՅ ^2շ~^։3 j х? +
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+ (*,, в„'-;| 4-2 ^в.^ + вви֊|. (1.3)

Величины с нуликами найдены п предположении о справедливости ги
потезы недеформируемых нормалей.

Вейлу (1.1 ■ и принятых предположений, из общих уравнений 
теории упругости, для перемещений какой-либо точки оболочки по

липной поверхности*.
11 одета вл я и значения перемещений //,, и, и и} и соответствующие 

выражения для г.„ е, , получим.

лучим:
1 ժս’ /Л’ 7s \" • Л-Л -’1-8՜ б)?‘:

1 Ժ» / Л’ т* \ ,v ‘В $ -’(у- ¥)'Л: (1Л|

«յ = W.
где и, V, к* — компоненты перемещения соответствующей точки сре-

Пользуясь обычными способами, тля внутренних сил и моментов

= f, 4֊ փ ք0։;

с» = Ч 4֊ Г4-Н’9г; (1.5)

= е> - 1“ 4-
где

• • ЗЛ2 А .
г1 -j ’ Х1 ՜ *1 ц յ։՛

• 3/ք՜ А
4 = Տ» = \----- T-V.

, ♦ ЗЛ* .ui = io ; т — , - i..
4

, 1 1 /ծ?0 , 1 Ժ.4 , \ • որ.ձ՜ 6 А \ծւ В <$ *•) * (Լ6)

ո 1 Ն
8 ՜ 6 В 1 ai .4 ժ» • ° ) ’

1 Г В д / 1 , \ Л д / 1 \ 1
6 [ .4 от Ա 1 В ծֆ \ .4 то 1 |“

Здесь Հ՛•••т" соответственно, деформации удлинения и сдвига, из-
менения 
чек |7|.

кривизны и кручения обычной нелинейной теории оболо-

Mcci. и в дальнейшем белуг пришли нлпестпмс обозначении |1.2|.
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П

Й
-З

Э
ДО

получим:
Л - Ги=1 4- £|2г2; = ք3շՅշ ֊֊ ^т2:1:

$ = си«. (1.7)

О/»2
Л1։ = Օյհ - Լ)ւ2Հ (z;no։ + Di802);

Ձ/.2
M, -օ,.Հ-օ,։«;-ր-֊-(Ди9։ +ОЛ); (1.8)

Չ/,2
Dmk. .

Л3 
где сл = hBik. Dtk Вм соответственно жесткости растяже

ния и изгиба.
Уравнения равновесия, которым должны удовлетворять внутрен

ние силы и моменты, имеют следующий вид:

^-(Տ^-Ո^ + ^Տ) ''

: i(S* 5^-=0;

֊(*Л+*Л)֊1 //֊֊ (1.9)

Id..,,. . 1 дВ .. 1 ժ 1 d ,՜ .4 da (/<И։' ՜1՜ А да ;Иэ] АВ д^ В да +

1 дВ ,, 1 д . , , 1 дА ,, 1 ।В да /Z ՛ В d3 (Л։ 1շ) 1 В д$ '' ։] 1

4֊-Հ7-։4-Հ7;-;- Հ*Տ-|. շ(4)«0.

Первым двум уравнениям удовлетворим приближенно, вводя 
функцию напряжений по формулам [4]:

1 д ; 1 dl: \ I дВ дГ
/յ ՜ В I, В ԺՅ I А-В да да. ՝

1 д ; 1 дВ \ 1 а А дВ
՝ A da I .4 да I АВ” ԺՅ՛ ԺՅ ՜’ (1.10)

1 , д՝-В 1 ԺՃ 1 (/քլ\
АВ ( дад^ В <րւ д'л Д ԺՅ да ) '

Из третьего уравнения после подстановки значений .моментов и 
усилий 11.7 , 1.8), получим первое разрешающее уравнение смешан
ного метода:
2 И-шсстни ЛИ. серий фи;1.-.м;п. наук. № I

II
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L I ;W;. Ml, H\F)+f(^ у.) -f- г ц. 3) = 0. (1.11)

где Z. - нелинейный дифференциальный оператор относительно w и /•', 
а /(?о. to) представляет дополнительный грузовой член, появляющийся 
в результате принятых предположений.

ач ЗА* 1 Г ժ 1 (п д . . . , п дА . , /(?<,. ?.) гЙВ |5? л V?(/ե) + D« <х +

+ ֊й՜ й </J֊A + ™ I °>Л + А.®. > ] +

+ J -в 1"..^-—Я(^А + /ЛА>-

11.12)

Для получения второго уравнения используем условие нераз
рывности. Оно, как известно (4], представляется в виде:

дА (juj дВ (քաдсВЧА’.х, + - В ֊ՀՀ % - Л +

.(ВдА ^-4֊ Д 5 Ժ>Հ? \
\ Л 0а o'i В да. 03 Օ՚մքճ ‘ 0a(fi Г՛’

дА . дА Л дВ j dzt D дВ ог.л ТГ (2 л - В J-# - в

п / Г}д:В В дА дВ\- , и*А Л дВ дА X֊
Л 7Л В^ ^ի = 0՛ 1.13)

где

1 ժրր ш = <» — —- —---------•
АВ да (fi

Если затем փ Հ и «** представить через усилия, то будем иметь 
уравнение относительно двух искомых функций w и /՝. Окончатель
ные выражения уравнений 1.11 и 1.13 , после подстановки в них 
всех величин через w и F, ввиду их громоздкости, не приводим.
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Эти уравнения представляют разрешающую систему дифферен
циальных уравнений нелинейной теории пологих оболочек в ортого
нальны# координатах, отличающуюся лишь грузовым членом օւ си
стемы уравнений, полученных на основании гипотезы недефррмнруе- 
мых нормалей. Поэтому решение се математически не представляет 
трудностей, если подобная задача решена с учетом гипотезы Кирх- 
гоффа.

Исходные, уравнения и формулы, использованные при расчете 
весьма пологих оболочек, аналогичны уравнениям для случая оболо
чек с большим показателем изменяемости |6|. 1! поэтому система 
уравнений il.ll и 1.13) может быть применена к расчету более ши
рокого класса оболочек.

Рассмотрим некоторые частные случаи.
2. Сферическая оболочка. Следуя 141, будем считать, 

что полярные координаты г и 3 на плоскости являются координатами 
точки на срединной поверхности весьма пологой сферичечкой оболоч
ки, Тогда будем иметь А — 1 и В — г.

Полагая в общих уравнениях = А։2 — k const, получим ос
новные соотношения для этого случая.

П а ра м ет р'ы де фо рма ци 11: - •
ди , I idw \-

ч = ф) ։
1 dv 1 , . 1 /div V

£շՏ= г d'i ՚՜ ր " 2гг \ ժ? ) ;

1 on dv v_ 1 div ժսլ
՜ ՜ր ՜ԺՅ dr ր ր dr д? ’

_ Ժ21Օ __ հ2 ժլօ,.
ն ֊ - 8 ՜Օր ’
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Система дифференциальных уравнений принимает вид:

. Г I (FF , d / dF \1 г 1 д2 / о- w \
к [ г д? + 'дг Հ dr )] ' г drd'i ( drd'i г ) ՜}՜

I ժ3::՛ \
+ ՜.3՜ (^1» +2 п d

7
A. ( ^w\ 
dr V dr՛ J

, r. d / 1 \ . 1 o*w , d / dF dzv \
+ /յ”ժ7’՜՜ ֊2 ժրէր d7] • 1~dF) ‘

I (FF (Fw 1 (րՒ օ՝լլ՝ ՝ձ d-zc (FF
‘ 7 Ժ35՜ d7 ’ r drz՜ ժ>2՜ r drd'f 7rd^ ’

2 _<լ j 1 dw_ dF \ 
՝՜ r ~dr \ r ԺՅ c/3 I
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- (ам4-2а։,)^-^^±—j — -- и<< 4- 2alS + 2аи)

/ լ dF \ I <FF 
I r Or I r3 <քֆ*

д / (т’/'х o*F и
~а« ճ” Ժ7

. , d I dw \ , I cFw Ժճ՛ &w 2 ծա՝ <Fw
Or IГ dr ) ’ r op dr or2 r- dp 0<Mfy '

, I /ժև” \3 I d^odFw 1 / d*w \« ... .+ “°- (24J

При Л-- 0 будем иметь случай круглой пластинки. Для иллю
страции холл расчета рассмотрим осесимметричный изгиб ранномерно 
распределенной нагрузкой q свободно опертой трансверсально изо
тропной круглой пластинки радиуса с.

При гипотезе Кирхгоффа приближенное решение этой задачи 
дано п работе |5|. Используя его можно решить, и первом прибли
жении, ту же задачу без учета гипотезы недсформируемых нор
малей.

Определяя функцию напряжений формулами

1\ ~h-d֊ 
’ г dr

Т: =
(FF
dr- •

получаем систему дифференциальных уравнении в виде: 

\ (FF \ dF Е i dw t
dr2 r dr'- r* dr 2r \ dr /

a*w , 1 ճ-а? _ Լ dw >___ Л_ dw dF
dr2 ** rdr- r2 dr ) r dr dr ~

c _ J3. I ՛ _L J. •° Ժ' \ dr2 r dr’ r2 dr I ՛

O' —модуль сдвига, характеризующий искажение углов между 
направлениями в плоскости |а, и направлением

Дополнительный грузовой член в уравнении равновесия в этом 
частном случае равен нулю и влияние (}' сказывается при опреде
лении постоянных интегрирования.

Как и в |5]. функцию w задаем в виде:

где постоянные а и b определяются из граничных условий (при г с



22 С. А :уива. Д. В. Псштмалджяя

® = /И։ =0) н равны

а = ֊!֊ փ___ ձ__ . ь _ _ 2Н4-н>______
о |* Н-ձ 2 1-րձ • 2 з + .1)+Д|5 + ц)

Л» В Լ6Ա t’dL 
с3 (/'» ՜ 5-f }i

Вводя обозначение С и используя метод Бубнова-Галеркниа, 

получаем характеристическое урзниение в пиле:
с3} л:-в - о.

Окончательные результаты расчетов при •* = 0,3. и различных
Ла В

значениях к ։ -7 помешены в таблице I.

Таблица I

К А • В

0 3.8191 2.6595
0.1 3.6877 2,6663
0,5 3.2667 2.7276
1 2.7596 2,9385

квадратичной формы равными

В первой с։роке пометены соот- 
ветстпу иицне значения Z© при гипотезе 
недеформируемых нормалей.

3. Прямоугольная и плане 
оболочка положительной га
уссовой кри в и з и ы. Отнесем про
странственный прямоугольник к де
картовым координатам х и у. При со
ответствующем выборе последних мо
жем считать коэффициенты первой 

единице |4, 6].
Функцию напряжений определим здесь формулами:

Т Л . тT'=h0? С t °'Fи 5 — h .dxav З.П

Направим ось у к центру кривизны и выпишем расчетные фор
мулы для этого случая:

параметры деформации

ди 1 (dzr \* dv . , I !dw \-։՛ = 37 - + 2 ( Л?) : =’ = dv - + т( Оу ) •-

ժւլ dv ժ» ժ»
՜ ду ՚ дх дх ду ’ 

_ հ- ֊ _ Лг /Р ժփ0 . 
1 их- 8 ftx ՝ 1 3^ + 8 ду ‘

. հ1(օճ +^iV
՜ дхоу 8 I дх ' ду )'

(3.2
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> = Լ I Ջ» и. \
6 \ дх ' оу / ’ 

Усилия и моменты

■ \ — {՜ս£։ Ь ճյշՏշ: /i = c2iz2

<w°;

.. Гч <УЛы՛ d^w
7И. = — /),, . n — IՀ-i -ттг|էժյր 1 Հր*

... ԺՏՈ» Ժ3<€'/Улл----А- - /У...
оу՝ * ох՝

(3.3;

101 Oy

где

Н Т7>мдхду 10
??о _ ^?о \ 
их ду I

֊«55
ռ _|_ n ,yr, \ О/J” дх* ՚ յշ + ^С0 охоу-

Из i'I.I 1.1 и 11.13ւ получим следующую систему уравнений: 

. дЧ? , . _ d'F , ,л [«„ + (а« + 2«,=) ^г + ^: ] +

оггс dxw d^w d2w ,՛ ժ3ւշ՛ _
՚ ~Ox" ' * ду- дх2 оу2 ’ \ дхду /

(3.4)

/>ո^ + 2(2Օ,.հ + Օ։2)^ + Օ։։-^.+ (3.5)

4- հ d^w _ о7/- о՝_^՝_ 
у дхду оу2 дх1

дгР д-w d2F
օ.Հ- <)у2 - дх2

օԴ' 
оу2

п-^- + (£>,с + 2"от)( />3?0 
Охду֊ ‘

<jy3՜

fi‘ Г г. 
-'/֊10

Проведем расчет для некоторой частной задачи. Будем рассма
тривать тот же пример, что и в работе |3|. Оболочка с двумя кри
визнами

k = k =
а2 (1 4֊ с) ’ - а”с (1 4֊ cj ’

где с — отношение сторон, /—подъем оболочки, изгибается нормаль
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ной равномерно распределенной нагрузкой q(t. Предполагается. что в 
процессе деформации, кромки оболочки не остаются прямолинейными. 
Задача решается, в первом приближении, методом аппроксимирующих 
функций [4].

Как известно |3|, снизь между прогибом к՛1' в центре оболочки 
и давлением

и |М>+2Мё-+
,ՋւԱո

*՜ (ty3 
дается в виде:

(ՅՀ>)

а 1>
(I՞ (' С — V “V= 47 I ?> Х' У) Sln a Sl" irdxdy- (3-71

О v
Для коэффициентов ձյ в работе |3| приведена таблица.
Для определения 7* необходимо иметь решение задачи при ги

потезе недеформируемых нормалей, т. е. решение уравнения:

Для простоты расчетов будем рассматривать квадратную обо
лочку с — Ի при следующих значениях упругих постоянных:

£,=0,6X10*; £>=1,2X10*; «*, = 0.036; |*а = С,071.

Тогда, для коэффициентов зависимостей -,3.7i и .3.8;, будем иметь: 

/.0= 18,0781; /-, 1,7409; Ь 7,1449 и А3 = 4,7988.

Подставляя полученные решения в формулы (3.4) и (3.6), полу
чим значения грузового члена q* при различных относительных раз- 

мерах оболочки таблица 2). Соответствующие значения -}— приво

дя гея в таблице 3.

Таблица 2
О" I» 07 X ГО*՜ G = 0.14 X 10*’

h
• \ а

% \
1/5 1/10 1.15 1.5 1/10 1/15

10 12,2599 10.5649 10,251! 11.1299 10.2824 10.1255
20 31.7637 22,9-109 21.3070 25.8818 21,4704 20,6535
30

<
46,2990 31,0747 31.8110 38,1495 32,0373 30,9055
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'! облица .У
G = 0.07Х 10» G = 0.14 x io- 1

\ Л
\ а 1/5 1/10 1/15 ... .... 1/15%\

10 0,5073 0.409! 0.3903 0,4348 0,3951 0,3858 0.3788
20 2.7994 2.3290 2.09Տ0 2.5306 2.1535 2.0838 1,9718
30 3.2200 2.9009 2,8000 3.0300 2,8205 2,7700 2,7320

В последнем столбце приведены 
гоффа. Сравнивая полученные решения 
ошибку в процентах (таблица 4).

решения при гипотезе Кирх- 
с этими значениями, получи-!

I J'=0.07X10» 6՝ ֊ 0.14 10
Таблица 4-

\ —\ a Հ \ 1,5 1/10 1/15 1/5 1/10 1/15

10 25.3 7.4 3,1 12.8 4,1 1.8
20 29,6 15.3 5.9 22,1 8.4 5,4
30 15,2 5.82 2.4 9,8 3.1 1.4

Как и следовало ожидать, эта погрешность и в нелинейной тео
рии, для некоторых случаев анизотропии, может быть существенной.

Институт математики и 
.механики АН Армянской ССР

/
Поступило 14 XI 1957

Ս. Ս.. Xtuifр.шрлuuifjuifi; Տէ. *Լ- ՓեշսււքwqojuiG

ՓՈՔՐ ԿՈՐՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆեՑՈՂ. ՕՐՏՈՏՐ.ՓՈ ԹԱՂԱՆԹՆՒՐհ 
ՈՋ ԳԾԱՅԻՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո I» 1Г

Աշխատանքում տրվում Հ- '/'"■/֊/’ կորութլուն ունեցող օրտոտրոպ թա
ղանթների հաշվման ոչ ղծալին if ft սէևսաթլոէն, որր հիմնված Հ հետե լա/ 
ընղու նե լո ւթ լո ւնների վրա:

1, Թաղանթի միջին մակերևուլթին նորմալ ղծալին էլեմենտները ղե- 
ֆորմtug իաւից հետո չեն փոխում իրենց ե րկա րա թ լսւնը:

2. ԴեՏիորմացիանևրր որոշելիս ընդունվում I,, որ Հօ- և ՜ ■ շոչավաղ 
լարումները չեն աարրևրվամ դեւիчրմացիալի չենթարկվող նորմալների հի՝ 
պոթեղի կիրաււմ ան մ ամանակ ստացվող, համապատասխան լա րւււմէքե րից:
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Միջին մւոկերևոպթի րլեֆորմացիաներր որոշելիս ինկաաի ենր ունե
նում միայն ալն пу ղծալին անղաՍեերր. որոնր ծսպում են թաղանթ ի նոր֊ 
մալ տեղափոխումից:

Ե քնելով բերված րնղոէնե լաթ լուննե րից և աոաձդականա թլան ոչ ղծալին 
աեսա թ լան րնղհւսնուր ղրա լթներից, փորր կորա թ լան ունեցող թաղանթների 
համար ստացված են пу ղծտլին տեոտթ րսն, որր հալտնի տեսությունից 
սւտրրերվա մ է միայն րեոր ներկա լացնող անղտմով:

Ելնելով րնղհանար աեոա թյանից, բերված են ոֆերիկ ե ա ղղտնկլուն 
պլանով երկակի կորա թ լան անեցող թաղանթների հիմնական հավաոարա մ - 
ներր ե հտշվալին րանաձեերրէ

Լածված են կոնկրետ սրինակներ:
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. А. Задоян

Температурные напряжения в бесконечных бетонных 
плитах с учетом ползучести

Исследованием температурных напряжений в бесконечных пли
тах от воздействия нестационарного теплового потока при предпо
ложениях упругой работы материала занимались Г. Н. Маслов, А. В. 
Белов и П. Н. Васильев |1— 4|. В настоящей статье приводится реше
ние аналогичной задачи с учетом свойства ползучести и изменения во 
времени модуля мгновенной деформации материала. Рассматривается 
напряженное состояние бесконечной бетонной плиты в случаях гар
монического колебания температуры наружного воздуха и остывания 
на поверхности плиты.

§ 1. Общие зависимости

1°. Известно, что при термонапряжениом состоянии упруго пол
зучего тела между компонентами напряжения и деформаций в общем 
случае имеется зависимость |5|:

Հ.(է)=^ր{է)+ յ^|(|+,)Հ(ք; ,Տ*(/ւ|- 

է

յ о- (1)

է
<Ж)֊2(» +’) i «)*, 

z: (Г) Հ

(X. у, г)

где Հ (Л. . . . Тху (0. • • • °* Р4» • • •> Vv (0. соответственно-компонен
ты деформаций и напряжения, зависящие как от времени Հ так и ко- 
ординз! х. у, z. Т(է) - температурная функция, меняющаяся по вре
мени и по объему тела, а։ коэффициент температурного расширения, 
■i— коэффициент Пуассона.

տ*(0 = Հ(0 -ь Հ(0 +Հ(0»
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(2)
£(Հ) = ճ0[1-<ր“փ 

л 
?М = <Н֊', 

•

Eq— модуль упругости бетона в старом возрасте, я, Հ. Со, Аг—некото
рые параметры, характеризующие деформативные свойства и условия 
старения бетона.

2"'. Преобразованием и двухкратным дифференцированием первого 
уравнения (I) по Л приведем его к дифференциальному уравнению

1(1 + >)Հ(Հ1-մ*(/)]"+ М*)- ^|ւ(1+*)Հ(0-’Տ*(/)|' =

= е(t) {«’•’(О - ^Т"{է} + i |Հ'(f) ֊ °,ր (/)]), (3)

T,(/) — -ill +<?(W)|. (4)

при начальных условиях
(1 +ФхЬо) ֊ vS*K)=£(to)[e;^o)-4t7՝(ro)h

U ֊Н) Հ (to) (т0> - £(т0) {Հ' (т0) а.Г I-Q -

7?(то)^(хо) [Հ(Հօ)-«։7^օ)]|. (5)

Решая дифференциальное уравнение (3) при начальных условиях 
(5). будем иметь

(I + у) Հ (/) - vS* (0 =ձ* |Հ (П - «х 1, (6)

где через!* обозначен следующий оператор
L*|Q(OI ֊ ^(t0)Q(t0)+ IQ'lT,,)

֊<o)^QWljf(T)^ Հ d.\- 

у <
Հ ֊ I »։(') d' -• — | чю ас

+ рЛ֊)е Հ մփ ’’ [Q"(5) + lQ'(5)l<«- (7)

?о Հ

Из (I) следует, что

г
ձ՝»(/է= /:7) [Н*(/) --За,Г(/.)] • E(t) fs‘(r)֊(' 5(Л->Л, 18)

I — ձ՝> յ Ժհ

где

օ*(Օ=Հ (*) + Հ(0 + Հ(0.
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Решение интегрального уравнения (8) представится в виде

^Д*|е*(О За,Г(1֊)|- (9)

Подставляя (9)- н (6). получим

հ{է) = ւ* |Հ(ք)1, ПО)

причем
ւ/.՜է('1)=-]ճր[Հ(0+-յ4շՀ^(0- ~«,ր(օ]- (И)

Аналогичным образом находим,

4(0==£*|^у (01;

^.v(0 = 2֊(-| +~)

В случаях двухосного и одноосного напряженных состояний со
ответственно имеем:

vjri |Հ-(') + Հ.(/)֊(1 г(оь

В дальнейшем под 6t(f)..........ex(f). • • • <»удем обозначать компоненты
деформаций и напряжений без учета явления ползучести.

Известно [6], что если тело свободно от поверхностных и объ
емных сил и находится только под температурным воздействием, то

•ИО = «х (<»;
, 1

**у(0 — շյյ т_,/ ։ Т «,г>П.

В этом случае легко заметить, что 
. МН

U.v (0 = ИжЛП = J (12)

է
տ* (t! = ձ՝ (/' ւ + ր. (Ո Ռ’ (Т)—г (6 -)Ճ-;

-Ծ

Հ (0 = ^(0 + Е (է) С Հէ) ք 8 (/, d--, (13)
д~.
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Հ, (0= -.«,(0+£(0 [<,(-) ~ ։(/, -) ‘է՜.

Последние три формулы принадлежат Н. X. Арутюняну [5].
Для краткости введем обозначения

/(/,%) = --£ (г)е •- d--. (14)
*-о J 

՞ս 
- . ։ 

t t -յ\ժւ^
7*'(/'^) = ^ր(Հ)է' ՜ dz |Հ(Հ՚4֊7Հ(;)]մէ (15)

Из (10), (7) и 112) можем написать

Հ (է ֊ Е (Т0) Иг (То) 4֊ | Խ ('„) -Т? W Ы (?0] EJ Ա ТО) + 

4֊£0/?(Лг0). (16)

3\ Построив кривые функции ц(7) для различных бетонов, за
мечаем. что в раннем возрасте материала они монотонно возрастают 
и, начиная от некоторого момента / — -Խ эти изменения но времени 
принимают несущественный характер. Значение т։ в зависимости от 
бетона колеблется к пределах 2֊ 3 месяцев. В связи с этим ось вре
мени будем делить на два интервала и т։ с է Հ со, ЕЗ первом
интервале времени для вычисления интеграла (14I ij(՜) будем аппрок
симировать линейной функцией, а именно:

тф) 4- т։ (т0) = и» (■;) при (17)

где Л՛՛/ пока неизвестная функция от верхнего предела интеграла 
(14) է. Составляя интеграл 

г
UW)lr pTj(-) г. հ0))2Ժ֊ при т0^/

’о
ИЗ УСЛОВИЯ

. .. О 
rik

определяем 
г

'<w=—Ц-, քհԻ)֊-’1(Պ.>1(* OS)
(«֊-»)’J

Подставляя выражение ^(-.) из (4) в (18) и производя интегрИ’ 
рование, получим

Չ ( f՝i _ -2
/ՎՀ)=֊ - h(oo) ijWl —֊Հ- +MA Ь(<х>) ՜

2
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֊ 4 М т»1 (t - ■■,) ,Е.’0։п—+|te-' - 1 +
'» ։

Т1.4,£Л|£,(- -«)-£,(- z4)| | (19)

где т, (со) հար, (/) = 7 [1 4- Со£’о]. а 
է ֊ր со

г

интегральная показательная функция.
Подставляя выражения Ճ(հ) и tj (х) из (2) и 17) в (14Հ будем 

иметь

I(t,4)= (I-e-')e Л. i-W

'll 
отсюда находим

в* + 2% 1"՛ (•.,) ֊ *■.>]
ф ИД+?' 

լ у 2k
-Г У 

| 2/г
(21)

где

ф(х)=й 

ч о 
функция Крампа.

Для вычисления значения интеграла (15) в интервале 
при каждом конкретном значении է функцию г4(/) будем аппроксими
ровать постоянными, т. е.

Составляя интеграл 
i

из условия минимума функции U7(3) по Ց определяем

₽(/) -4(00) - _!_Խ,/;,1ոճ |- 
/‘-v То а

֊ТЛД|£,֊( (22)
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Тогда из 15) можем написать

/ т
Fit, ч)=2- рр,։ ։23)

В интервале ՜ղ^Հ/^օօ в (14) и (15i функцию т։(т>для каждого 
/ также будем аппроксимировать постоянным т, (-.) w0 (է). Значение 
<%(/) определяется аналогичной формулой (22), при замене через т,.

Тогда из (14) получим

լ _ е (w . + а) (Г - tj 
-------------------------------------

‘»о а
При '| ճ է Հ х> , (24)

причем Гц —гЧ՜!՛' вычисляется по (22).
Представляя (15) в виде

-Ь"14'Հ'10’4'» ք՚(:)՚Ր
֊ Ւ'հ-.„ Ч1 + « 4 -~e ’• !«••« 1Հ(^+

J J

— :
j'ij (O մէ • J' (c) </■

e''~ ( e-- |и;(й -тКЛЕЖ;

При :լՀ/<օՕ

и подставляя в нем £(-) = £0(1 е ’•], т] (հ) w0 է), будем иметь

I
I — О— “’.I <г - -■։) 1 — /?-<“* • — «М - ч>

--------  -------------------------------------х 
«>о----------------------- «О а

Xp-(^^|l<(T)+7K(-;)|^֊f- 

■։#

է -
-I- ^(1 (?) + 7^(= I d-

при-։^/Сх. (25)

4 . В тех случаях, когда V*t /) выражается бесконечным рядом, 
наличие производных функции V'A (7) в 151 значительно ухудшает 
сходимость этих рядов. С этой целью сделаем некоторые преобразова
ния над (15).
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* - - ■ : . : = — ՜ ՜ - -    ~~ — —. ջյտ    ֊- шх.-- ■ ■

Интегрированием по частям можно получить 
i. ** •

р* |1Հ(;)-4֊71Հ|€)]մ:֊ |1Հ.(-)4֊71Դ(րւ| Л'

- IVX) + тКг(-ч)|-К,(чч«Л +14«)г,К,)+ 

- |’րէ(5)ժհ
+ ( է>Հ1՛ |Հ(§) 4- т?(։) Г.(€Н^- (26)

Из (17), (16). 1151. и (I I) следует

Հ(Ո (27)
где 

t
- HOF+ ՚? |Հ! eb)]’r (')Л ՜ 

“ll 
է 1

I -рЬ)вЛ ^խ-Հ (28)

Լ 

^(/)=<(/)Ч-т|(0|т1(/)-7|; (29)

Վ«ւ(0— та доля напряжения, которая развивается в точение времени 
от воздействия ползучести материала.

Решение интегрального уравнения типа (13), кроме (16). напи
шется и в виде 

t
Հ(0 = ’«(Ո + (^6)/?(«.-)*. (зо)

где R{t, -) резольвента ядра
A'(t т) = /Г(О±?.(/. Z). 

(Ւ-
Учитывая тождество

L me:՛ =

V J \'t.<
=« *0

Հ ; I'r.P.Jrf;
“H՝"' °֊֊м-)л(։ед/ <■/« 

(Հ) J

3 H'dictm AH. серии фи .. Min. H,r. ֊., V.՛ 1
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и равенство (30) из (27 и (28) получим

(31)

Закон изменении во времени функции /9(7) для различных бе
тонов имеет общий характер. В раннем возрасте бетона он доста
точно близок к линейному, а при сравнителоно больших / эти измене
ния несущественны (фиг I). Согласно этому полагаем

Фнг. I.

(т) - Հ (т ֊ т0) -}֊ D (т0) при т0 < է < ն:

(32)
/J(x) % К — 7) при

где kx = а iy0 определяется согласно (22) при замене
է

'о через х։.

§ 2. Температурные напряжения в бесконечной бетонной 
плите при гармонических колебаниях температуры 

наружного воздуха

Пусть с момента / ՜0 на наружной поверхности бесконечной 
плиты температура воздуха меняется по периодическому закону 

Т = 7'0cos • (է ՜0). где 7<, и 0, соответственно, амплитуда и период 

колебания температуры. Определим напряжения, возникающие в плите» 
с учетом ползучести и изменения во времени модуля упругости.
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Используя уравнения равновесия, гипотезу плоских сечений и 
температурную функцию, учитывающую теплоотдачу от поверхности 
плиты в воздух. А. В. Белов и II. И. Васильев |3| дают формулу на
пряжения. которую в нашем етучае можно представить в виде (фиг. 2)

з(л\/) = £(/) Ո.

V(x. է) = (10 x) cos Հ է Тр) 4- հ9 (Д-) sin ~ (/ ֊Հօ) (33)

где uoia) и ծ0(л—безразмерные функции х. зависящие также от теп
лотехнических коэффициентов и периода колебания температуры. Зна
чения этих функций можно вычислить по формулам, приведенным в 
вышеупомянутой работе |3|.

Напряжение в плите с .учетом ползучести и изменения модуля 
упругости выражается через 33) в следующем виде

1 — V

+ |Y^֊rrrtl)/:-(T0)ae f (Г. тв) 4֊ Г։ (/. . 34 |

Значение функции /И.тр) определяется согласно 21 и . 24). а 

Ւ ր,'/’7’’=1՜^ձ/7(Հ,’Լ (35)

где задается по 23) и 25). Подставляя (33? в (23) и (25). 
произведя интегрирование, находим

“ 11 - cos ֊՜ - -о + л Sin ֊ ■ է -
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֊Ь

•>r
“ b 
fi

. 2v. -
1 _ e-9ft ч)

£

2z \ 2k
a. I cos ՛ r ֊

h I 0
о
9-

I — е <՝ + " -

°՜ \ ap -֊ " b , sin
0 I

9-

О
е

ар

а е-*'*
при т0 36

I)

։՝
оз г

2- 2к
«sin (T, Հ0)4-ծքօտ֊֊օ (t, ^) —

be * ։’՛<- - '•) x 1
— Շ

I £>- ("Դ -Г

<"о (<%-!■ а)

9 7
sill — (/ — -Q) sin f

9՛
('i —՜օ) ՜ժ cos՜ 
--------------------- 4------

(է֊՜0) - COS - (%։ — -0)

а С
о- 2֊

— с •о)

. 2՛
ас - -----
6

‘>r.- 6дс - --и
0

0՜

2г.
+

C°S“ - (-յ-֊0)ժ
2՜ \ . c sin 

Կ /

4-

с :օտ Հ (Ч։ - То) rfsin“‘'(-։--0)
e- »ն .՛.՛ -,։

%

— с -?"»
՝"<> -֊ a

(37)



Из (33) следует, что при

ք i ,,,! . (fl 1, 2. 3. . ;) (38)
Ձ֊ b9{x) 2

упруго-мгновенное напряжение обращается в нуль, а при

. I ° ♦ Mx) Ort
է - ■»+ — arctg -» - -

2it rtouv) 2
(39)

имеет экстремальное значение.
Численный пример. Для сравнения с упругим решением 

возьмем те же параметры, использованные в работе |3|.
Пусть бесконечная бетонная плита, толщиной 2.6 д/, начиная от 

.момента է -0 7 дней, находится под воздействием годовых колеба
ний (0 = 8760 час.) температуры воздуха у наружной стороны плиты. 
Температура воздуха с внутренней стороны принята постоянной и ус
ловно равной нулю. Принимаем, что коэффициенты теплоотдачи от на
ружной и внут ренней поверхностей пли гы н воздух, соответственно,

от значения = 12 — hKajl—------ ккал----- ; коэффи-
лг час. грао. м- час. град,

циент теплопроводности материала плиты Х.,^1,25 К—!‘ , коэф-
м- час. град

фициент теплоемкоеш го = О,24--уЛ; объемный вес бетона - 
KZ

•И3
Характеристики ползучести возьмем следующие [5|.

С„- 0.9.Ю-5—, Л,=.4,82.10-5—день, 7 ֊ 0,026—֊ 2.10s—? , 
«г кг день см~

«-0.03—1 . 
день

Согласно формулам, приведенным в работе [5|. для наружной по
верхности плиты имеем — 0,0320, Ьо — — 0,11 14.

Тогда из (37) и (38) следует, что при

/ = 23,277; 23,277 4- — ; 23,277 4- 6;. . . 
9 ’
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угруго-мгновенное напряжение на наружной поверхности плиты об
ращается в нуль, а при

О
114,5: 114,5 — 114,5 4- 0;. ..

9

по величине, оно принимает .максимальное значение.
В нижеследующей таблице приведены значения а=*(7) и а(/) для 

некоторых значений է.

Таблица I

Значения з* (/) и : (fl II долях 10-»

/ 1 7 23.277 28 60 УО 100 114.5 180

cfZ) 0.606 0 0.53Տ ֊5.720 —9.864 -10,672 11,217 4.918

«՞ (/) 0.605 0.413 —0,969 - 3,360 —4.795 ■1,827 1.584 0,549

20 ,777 235 2€0 297 325 388.277

0 5,592 9,318 11,588 10,270 0

2.617 1.391 5.57“ 5.433 4,110 ֊0,736

Из фиг. 2, построенной по тайным этой таблицы, приходим к 
заключениям.

1. Нули и экстремумы функции <?*(/) наступают значительно рань
ше, чем нули и экстремумы з(/).

2. Экстремальные значения :՛ (/) почти в два раза меньше, чем 
экстремальные значения з(/).

3. В каждом полупериоде есть некоторый момент, когда *:i (է) =■ ՝ 
и некоторый промежуток времени, в котором 1з* |’/)՛ > |«(/)|.

§ 3. Температурные напряжения в бесконечной бетонной плите 
при симметричном остывании ее поверхности

Предположим, что бесконечная бетонная плита, имеет начальную 
постоянную температуру 7\, а с момента /=тона ее поверхностях под
держивается постоянная температура 'Г2. причем Т2 значительно мень
ше 7',. Закон изменения температуры по толщине плиты и по време
ни, учитывающий теплоотдачу oj поверхности плиты в воздух, выра
жается в виде |7|

Л 2sinp„ х
Пх, 7) ֊ 7= 4-(7\—Т.)) — ---------cos.pn֊-

1 1 — 4- Slnp.n COSH-л /
л •֊ 1

(/ -о)

/հ
где 2/-толщина плиты, а = ֊—коэффициент температуропровод-
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пости. коэффициент теплоёмкости, 7, —объемный вес бетона, р.„— 
й

корни уравнения = Ио Л где Ն коэффициент теплоотдачи от по- 

верхности плиты в окружающую среду.
Используя уравнение равновесия, гипотезу плоских сечений. 

Л. В. Белов J41 получил формулу для упру го-мгновенного напряже
ния, которая я нашем случае напишется в виде

о (л*. =

;) - _ “Տ1Ո^_____I Տ'Ո^ _
1 - V — ь + Slnpn cosjin Լ p.„

tt I
•> 

a,՜, a 
x \ - —

-cosily Ie

Из (27), (28), и 139) будем иметь

£>|(Л — 7a)^i 2տ1Ո}*„ _ /shift,
I—v J- sJnft, cos*,, 1 %

— cos ft,— j (1 -e-^)e

•(vZl 72)v —/Տ1Ոթո
1—7 -ft,- Slnu„ cosft, \ ft,

H — ։

֊ COS!S֊<p/fl(/։^)-^(Z. t0)|.

(40)

(41)

(42)

где введены обозначения

/ЛЛ •<,) = -[1Е'(-) + 7?(-)£։И1₽ d՜. (43)

է I - Г . rt 14I p p I ----- - --- ($— -ft)
Պ(ձ^) = /Հ ^)t> ՛» մփ-» /։ /;(=)մ-, (44)

Подставляя выражения з(т) и £(т) из |2) в (43) и интегрируя, 
получим



В интервале -0 < z ■: է - заменяя ц через 3(z по (22) ։ւճ>!;1 
через линейные функции (32), интегрируя, окончательно будем иметь

/=; ('.*<>) ֊
1 _ « - т«»

—2-------1---------------- Г D I '0)

F ?
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Значения функции Рп ւ7, т0i при т։ х определяются формулой

-3,

բ Հ

1 <?—<■ <* - ■) 

լ%

_А_ 
ф-?. р« а

Разлагая единицу в ряд ио собственным функциям cosun •ч /1
получим

< ~ч 2 ь i п ՛ •. а , I г. <։
V-------  —------- cosp„-— =1 (0 < А- <. I..
~ H„֊SlnHnCOS{irt I

ռ — 1 •

Интегрируя последнее равенство от нуля до Л будем иметь 

ft 2sin4 = լ 

— МНи Slnjs COS{1„) 
>i - I

Тогда легко заменить, что

°* (*. 'о) 3 ՜օ) = °-

При է -> х имеем
з (л, х ) — О,

3s (а, X ) = Հ (х. ОС Լ
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.•де Հ, х) - յհճւ֊ՋԼ у-------2^--------  (2ՋՃ -
I ՛* — % 4- Slnu„ cosa„ \ |*я

Л - ։

— созия у Ն /„ (с», -0) — /•; <».%)).

г ( \ _ 7gofi> _ а)g а՜՜' £ 7^о?* 'յ
п \00 * ‘О’ о ■ շ “а

բ՜ոս а , 2"±Ф2а
՜?՜ Л F

՚Հа _

+ 1А՝Е* р [֊£<(- фЧ) +

+2Л [֊ (4-+фо | - л [- (4՜+2։) т«] ’•

__к_
^1 а
—-/I

+ оы -Հ>(*-օ) = ^(ն.^)+ձ--------------
Prt О Q
-р—?.

Из последних формул заключаем, что после полного остывания 
плита остается в напряженном состоянии. Эти остаточные напряжения 
возникают вследствие ползучести материала.

Ч и с л е и и ы й п р и м е р. Пусть бесконечная бетонная плита, тол
щиной 2/ 2,0 .V, подвергается симметричному остыванию в возрасте 
/ — т0 7 он. Значения теплотехнических коэффициентов возьмем 
следующие.

—
ккал _ _. ккал . . ккал—---------, Գ = 0,20--------- , /?0 = 1,о0 —---------------— ■

аг час. граа. кг лг час. град.
К2

— 2500 ----—. Параметры
см՝

ползучести возьмем те же, которые

использованы в численном примере предыдущего параграфа.
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Результаты численного расчета приведены в нижеследующей таб
лице.

Значения а* (х. о и 9 (х. /) в долях |0 ՜2 Ւ~'

2. Благодаря учету ползучести материала максимум з* (.у, /) но 
времени наступает раньше, чем з(д-. г).

3. Меняя знак. (х, է) но величине монотонно возрастает и че
рез 3 1 педели от начала остывания достигает своего максимального 
значения. После этого, она. медленно убывая, при է • ос принимает 
асимптотический характер. Это уменьшение «* (х. г) составляет лишь 
20 -25 %.

I — \

Таблица 2

7 7:տ 8.0 14 28 (50 | 90 3:0 ас.

»(Х, 0 0,000 7.079

х =

9.320

/ (на иоверхп

8.516 2 3'815

ости)

0,104 0.000 0,0,0 0.000

8՝ (х, /) 0.000 6.590 7.960 1.303 1,147 -5.308 -4,467 —4,351 -4.351

« (X. Г) 0.010 0.879 -2,994

л ֊ 0 (

4,625

середине

1,533

•)

-0,055 0,000 0,000 0,000

5‘ (X. է) 0,000 -0.834 -2.723 -0,704 2,254 2,886 2.428 2,365 2.3С5

Исходя из фиг. 3 и 4, выражающих закон изменения з(х, /) и 
о:,:(л', է) во времени и по толщине плиты, приходим к заключению.

1. В начальном этапе остывания з(х, Z) возрастает сравнительно 
быстрее. Достигнув своего максимального значения, она, монотонно 
убывая, стремится к нулю при /—ос.
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4. Остаточные напряжения, возникающие вследствие ползучести 
бетона, заслуживают внимания, поскольку они значительны по вели
чине и, кроме того, в середине толщины плиты, противоположно 
упругому решению, являются растягивающими.

5. После ннчала остывания (и нашем примере через 8,5 дней) 
некоторые моменты вся плита находится в совершенно не напряжен
ном состоянии.

Таким образом, при остывании изменение напряжения в плите во 
времени носит в действительности не только количественный, но и 
к амественный характер.

U*. U.. Զւաքոյաճ

ՋԷՐՄԱՅՒՆ ԼԱՐՈՒՄՆեՐԸ ՐեՏՈՆե ԱՆՎ.ԵՐՋ ՍԱԼԵՐՈՒՄ, 
ՍՈՂ.ՔՒ 2ԱՇՎ_ԱՈ֊ՈհՄՈՎ_

Ա 1Г Փ Ո Փ II I- 1Г

4ոդՀքի աե սաթյան [.7 (> | հավաււ արսււքեհ րի հիման վրա tn սա ւքհասիր֊
•["••l Լ (արու Հւէհնրի փ ո վա խ ա թ/անր րհաոնհ անվերջ ապհրամ արաադվէն 
մ իջավայրի ջե րմսաաիկանի ներդաչեակ աաաանման և աиաի ճանական սա- 
ո ե դ մա 'it դ և Աք վ) ա մ f

(.նղ-ւանո ւ ր ւ1աււա_մ J լարումր ներկա լարված / երկու էի и լն կդ ի ա ֊ 
’հերի աարրերա թ{шгЦ ահսրով, էէրիքյ ասաշինր հաէսսձւլական H ւուծսւ ւՈէ Լ, իսկ 
հրկրսրւլր լարման այն մ սա՛հ է, Արն աոաջանամ Է </ ամանակի րնթ ա ր _ր ո ւ մ 
ипг/ րի Հմ։ ա!ւ ան րսվ i Ս.րաածվա,\ է "Օ'//'/' ահսո/թւան \իէքհակաէ1ւ ինահղրսղ 
•» ա վաս ար ման կոր ի դի ,, հ դ ոլվենա ան ։
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Երկրորդ պարադբափու tf п t.un լ}ք1ւոէսիրվո ւմ են ջերմալին լարումները 
բետոնե անվերջ սալե րում արտաքին միջտվալրի ջերմասաիճանի ներդաշ
նակ տատանման դեպքում: Օդտադործելով հարթ հւստվшЛ քների հիսլո թե դր, 
հավասարակչոս էթրսն հա վ ա и ա րաւեւեբո (ինւսեդրալ իմաստով) և ջևրմահէս- 
դորդսւկանա թքան խնդրի լուծումը, 'I'. ե. И աս/ովր !1| iiltlutgltj է լարումների 
փոփոխման օրենքը ուս ած դակուն սալում:

Հհատդարէւ մ Ա. '/,. Բելովի հ Պ. /*. 'Լասիլևի | 41 քլսէլմից աքն ղտ րդաց- 
վե, ի' հաշվի սէքւնեըէվ նաև սալի »/ ակերե ոլքթ ի և արտաքին մ իջավ տ էրի /7/»֊ 
ջե տեդի աներսդ ջերմափոխանսմրս թբունը:

Օդա ադոբծե լով $ 1-տ.մ ա րասւծվսւծ բանաձևերը և վե րոհիչրսէ աշխա
տությունների սւըդ ըււնրնե րր որոշված են սալի ջերմալին լէԱրա4մւերր ււոդբի 
և ակնթարթս!լին դե ֆиրմաцիա /ի մոդու լի փոփոխման ակնա»։ ttt մււվ: Բերված 
թվային Օրինակներից ե դրափ. 2-ից ե դրակացնէէւ մ ենք.

I) (ըորամր ււոդբի հաշվասա <?"վ } ֆունկցիա լի դրոներր ե
է բստրեմ աւ!սե րր tf ամանակի ընթւււցըւււ մ վրա են հասնում սւվե/ի վադ , ,րան 
Z \ է ’ ինր (լարամր աոանէք սոդ րի հաշվաոման),

2) Հյ'ք (է)~ի Լ րսէՈրեմաւ արմ եբներր մոտ 2 անդամ փոքր են քան 
1(է\-ի Լքսաբեմւսլ արմh բները,

3) *քա րաքւոնչ լա ր կիսոքպարբերութլունում կա մի մոմենտ, երբ " ( է ՜ւ — 

=■ Z • էJ ե Որոշ մ ամ անակաւէ իջո էյ , որս i d 3:՜ (/) | 1 J (V) •'
երրորդ ւդա րա դ րա !ի ո է մ բն՚էւ ա րկւի-լ t ւ! կ ալն ղեւդրր՛, երբ հ ա и ա ա ա ան 

ջերմաստիճան ունեէքոդ սայր իր t! ակե րև ա քթնե րէ։վ պահվում Լ ցսէծ ր ջե ր֊ 
մտււտիճանի տակ ք սսւոել/վи ւ մ ի): քԼրւ իծւդրի աո ա ձդ աքլան֊ ակնթարթալին 
Էուծումր տիվել է ՛և. ե. ւեաււլովի j կոդմիւր որն ui^hni 'Jiiub I!.. 'ի. Բեւովր 
էլարդ՚Ա!քրե( !՜ ջե րւ)'աւիո իւէէէնսէ1րւ t թ) ան -.աշվաււ ո լմււվ , է | : եերէւա հոդվածում 
Ոէ1Աէււքնասիր1էլէէվ ա էդ ի՚^՚դիրք՛ "'"Ij'l' տեսության հիման վրա հա՛նդում ենբ± 
■iliinh լալ եդրաէրէէէյու թքու'it'llերին:

1) Սաոե դման էէկդրնական կտապս tմ =(л-. է) աճսւմ կ համեմաատ- 
րս՚ր ւսբսւդ ե հտսնե րւվ իր մч։բււ ի։!՛ ։ւ։ ք արւքերին, մ<Հհ <է Ոէ էէն նվս։դա մ Լ, ձքէղ- 
տելով դրոքի. երբ է - CO.'

2) յ՜էնորհիվ նյութի աւդ րի Z" .V, /) մսւքսիմումր ր/ տ ման ակ ի ընթաց
քում հասնում Լ ավելի շուտ, քտ՝1ւ Z I X, է)՝ինր

մ) Փււխերւվ նչտնլւ յ' (Л', է\-ր րստ մեծոէթլան մոնպասն աճում կ ե 
սասևւյամր ււկււև(1էէ.ց И---4 շաբաթ հեաո հսւսնա if /. իր tf աքոիւք ալ էսրմե րինէ
Ախտ հետև դանդադ նէ!ադելէւվ (^րր է ՚ •') րնդւոնած՛ կ սւսիմպտոաիկ 
բնա (թ :

4} H նա դո լ։դ տ քին չարւոէՏեերր, որոնք ասսւջանւո d են րե տոնի սոդրի 
հեաևանրով. սւշադրա թրսն արմ անի 1Հ1է, քանի որ նրան ք րստ մեծա թ/էսն 
դդալի են, ե բացի դրանից, սա լի հասաւս թ <ան մի չին ifunun if, հակստակ 
ասաձէլտկսէն լէււծւքան, ձդոդ են:

5.) Ստոեէյա մր սկսերււց հեաո որոշ մոմենտում ամրէսլջ ։ւ։1'1[’ դո՚նվւււ մ 
Լ չլարված վիէհակա մ:
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ГИДРОМЕХАНИКА

Л. М. Мхитарян

Количественный анализ разрывного решения задачи 
об определении характеристик установившегося 

поезда волн на быстротоке

Введение

Катящимися будем называть волны, распространяющиеся в виде 
прогрессивных воли по наклонному каналу с постоянной скоростью, 
без искажения формы и таким образом, что мгновенные действитель
ные скорости частиц воды в теле волны везде меньше скорости рас
пространения самой волны. Такой ряд следующих дру։ за другом 
волн будем называть поездом волн. Канал рассматривается плоско
донным, широкого прямоугольного сечения, большого уклона и одно
родным по шероховатости дна н стенок вдоль его длины.

Из рассмотрения совершенно исключаются как вопросы, связан
ные с аэрацией потока, так и вопросы о возникновении и развитии 
волн, что означает исключение начального участка быстротока, где 
происходит установление поезда волн, быстроток же считается прак
тически бесконечной длины.

Явление образования и продвижения волн на быстротоке* управ
ляется уравнениями гидродинамики реальной несжимаемой жидкости, 
специально упрощенными и уточненными применительно к движению 
весомой жидкости в открытых каналах конечной глубины.

В этой работе мы будем пользоваться методом, предложенным 
Дресслером |1|. Исходим из уравнений теории мелководья с учетом 
сопротивления в виде эмпирического члена (формула Шезн). Здесь 
же отметим, что Фридрихом [2] доказан приближенный характер этих 
уравнений, поскольку они являются только говольно грубым прибли
жением более точных уравнений. Пользуясь методом Фридриха, Кел
лер |3| нашел последующие приближения без учета трения и пришел 
к пион дальним волнам, найденным еще в прошлом веке Кортевегом 
и Враизом |4|. С другой стороны доказано (см. наир. |1| . что обыч
ные приближенные уравнения мелководья непрерывных периодиче
ских по расстоянию решений не содержат.

Поэтому Дресслер |!| рассматривает катящиеся волны как рас
пространение разрывов, соединенных непрерывными кривыми, тогда
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обычные уравнения теории мелководья будут удовлетворены во всех 
точках непрерывности профиля волны в поезде, и в точках разрыва 
буду! удовлетворены условия разрыва.

Действительно, наблюдения показываю!. что волны на быстротоке 
имеют разрывной характер, особенно в голове волны, остальная часть 
волны позволяет делать все допущения георин мелководья, а потому 
хороню описывается ею, как это показано Томасом [5|.

Итак, катящиеся волны рассматриваются как движение разрывов 
постоянной высоты, на постоянном расстоянии друг от друга и с по
стоянной скоростью, причем для определения профиля волны будем 
пользоваться обычными уравнениями теории мелководья, а в раз
рывах условиями разрыва.

§ I. Условия разрыва

Эти условия вывозятся почти во всех учебниках, их вывод при-

Фиг. I. Схема движения разрыва по наклонному 
каналу.

водится также в [1].
Картина движения 

схематически представ
лена на фиг. I.

Здесь 5 (Г) абсцисса 
разрыва, р — давление 
воды.

ij (л, / высота сво
бодной поверхности над 
осью л*,
D — D(x) — уравнение 
дна канала.

Указанные условия 
разрыва имеют вид:

Pi-Vj AI, (для масс; (1.1)

Л1 ( V, - Т8) = р2 Рх, (для количества движения) (1.2)

(IE Mg ւ>շ — .
Пт .֊у — — —- (для энергии),

f 4р, f.
Здесь обозначено:

h = Р(7.։ 4- D), р2 = !>(ъ D)t

• _ Ժ? d-
x ՚ ՜ 111 dt * ՜ "° di '

(1.3)

Pi = շ-£?hl + W, + (1.4)

Отметим одно замечательное обстоятельство. Эш условия, вы
веденные для канала с произвольным очертанием дна и с учетом со- 
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противления, совершенно тождественны с таковыми для случая дви
жения идеальной жидкости по каналу с горизонтальным дном.

Так как частица при пересечении разрыва может только терять 
энергию, но не приобрести ее, то должно быть

4г<0' (’.5)
Условиями разрыва (1.1), (1.2) и (1.5) мы и будем в дальнейшем 

пользоваться для построения разрывного решения задачи о катящихся 
волнах.

§ 2. Основные уравнения задачи

Рассмотрим канал широкого прямоугольного сечения, с плоским 
дном и с углом наклона к горизонту, равным 0 (см. фиг. 2).

Согласно теории мелководья вертикальное ускорение частицы
мало по сравнению с гравита
ционным ускорением и поэто
му давление распределяется 
по гидростатическому закону

— V). (2.1)
Кроме того, скорость ча

стицы по оси х не зависит от 
у. Тогда, беря уравнение дви
жения по оси х и уравнение 
неразрывности, учитывая со
противление по Шези, будем 

Фиг. 2. Схема движения поезда волн по 
быстротоку.

иметь:
ди , ди , dll . А,2«а
ծէ ~՜ " дх Հ дх ~ 8‘ 4/7 ’

dh , ^(«/0=0.

(2.2)

(2.3)

где А(х, /)«=^(х, /)4֊7>(xi, к — коэффициент сопротивления, причем 
4р-

kz = ■—֊ । где С — коэффициент Шези, g — ускорение силы тяжести.
С*

I уклон дна.
Два уравнения (2.21 и (2.3), служат для определения двух неиз

вестных функции—скорости — и(х, է) и глубины свободной поверх
ности над дном канала А՛ (х, /).

Обозначим:
. ՃՀ /Он
е = -у-—скорость распространения волны. (2.4)

л —длина волны,
</ — погонный расход воды.

Введем следующие величины 
||Ж lit SH. серим фВЗ.-Mir. наук, X. I



50__ A, M. Мхитарян

4 Т С ~С
t — ։ —, </ -- <] ֊■ ■i-i - и։ с, и ~ нс, (2.5)

ճ՚* — Ժ
М = М?- , £=£>Я №

где черточками сверху обозначены соответствующие величины в без֊ 
размерном виде.

Введя эти величины в условия разрыва 1.1) —(1.3) и г։ основ
ные уравнения (2.2) — (2.3) и отбрасывая, для простоты, чер
точки, получим для условий разрыва

д = //յՍ։ = //։х/2

v Л • ՜ հ\
Ч (*1 ֊ ^1) = ֊ -շ-- (1.1')

или согласно (1.4)

Л? ֊ А=?
?(«,֊«։) = ֊4^ ■ (1.2')

(IE 
dt ~

4 Uh - AXJ3 
4Aj/z2 (13')

Основные уравнения примут вид:

ди. ди
-Ы+,1-дх ՜՜

dh k2ui )
dx ՜ Ц 1 4x7/ ՜) ’ (2.6)

dt
A («/O = o. (2.7)

/
Сообщим координатной системе постоянную скорость, равную

скорости распространения волн в поезде в положительном направлении 
оси л*, т. е. сделаем преобразование координат

ч = х — է - /։ 12.8)

причем все величины безразмерные по (2.5).
Следовательно, система (2.6)—(2.7) примет следующий вид:

(W - 1 р

th ( 1 ““IT՜՝)
4Л _ _ (____ 4Zi /

մ/լ (2.9)

(2.10)
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Здесь и далее введена безразмерная величина

5=-^-^ (2.1 II
I л

Задача свелась к установившейся; наши неизвестные функции 
(// и //) зависят теперь только от одной переменной С,

Прежде чем перейти к исследованию вида свободной поверхно
сти, найдем связь между скоростью частиц воды и глубиной свобод
ной поверхности над дном в подвижной системе координат. Для этой 
цели исключим d'~ из (2.9 н (2.10), получим простое дифференциаль
ное уравнение

du _ и — 1 _ 1 — и
dh ~ h ~ h * 

которое легко интегрируется и дает

(1 — и) h — q = const, (2.12)

где q — погонный расход, наблюдаемый из подвижной системы коорди
нат (прогрессивный погонный расход [ 11).
Подставляя и из 2.12) в (2.10), получим уравнение свободной по
верхности в дифференциальной форме

dh 
d'.

№-?)*
4A«

(2.13)

Уравнение (2.13) в несколько иной форме изучалось Томасом [5|, 
Дресслером |1| и другими, причем протабулированы важнейшие черты 
всех возможных профилей свободной поверхности, которые даются 
этим уравнением.

Для нас здесь важно отметить, что во всех этих решениях нет, 
периодических по расстоянию, непрерывных решений, могущих быть 
использованными для получения катящихся волн на быстротоке. Но 
еще Томас |5] обратил вин мание на то. что два из полученных им 
профилей свободной поверхности, а именно профили 5 и G, имеют 
одинаковую кривизну, при подходе к некоторой постоянной глубине. 
Используя это, Дресслер |1| выдвинул идею построить, периодическое 
по расстоянию, разрывное решение для получения установившегося по
езда катящихся волн на быстротоке.

Идея эта такова. По быстротоку двигаются на определенном оди
наковом расстоянии одинаковой высоты разрывы непрерывности сво
бодной поверхности с постоянной скоростью поезда волн.

Эти разрывы соединены между собой непрерывными кривыми 
типа 5 и 6, полученными из уравнения (2.13).

Эта картина схематически представлена на фиг. 2.
Здесь А„ — глубина специального решения.
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Непрерывное решение должно обладать таким свойством, чтобы 
в части .4 — потоком.։ сверхкритическим, а в В .токритическим, если 
движение его наблюдается из подвижной системы координат, т. е. 
действительные скорости частицы должны быть больше в области 
больших глубин. На профиле в какой-то гонке мы должны иметь 
глубину Л_, отделяющую указанные области движения.

Эти части должны быть расположены именно так. как это пока
зано на фиг. 2. чтобы частица в теле волны, имеющая скорость мень
шую, чем скорость самой волны, пересекала разрыв из области малых 
глубин в область больших.

В этом случае, очевидно, неравенство 1.5) будет удовлетворено 
автоматически.

Итак, мы должны построить такой профиль, в точках непрерыв
ности которого удовлетворится уравнение (2.13). а в точках разрыва 
непрерывности—условия (1.1)—(1.2), поскольку неравенство энергии 
\ 1.5) удовлетворено.

§ 3. Условия образования поезда катящихся волн

Назовем специальным решением то решение, при котором обра
щаются в нуль одновременно числитель и знаменатель в уравнении 
(2.101.

Глубина Ао, соответствующая этому решению найдется из усло
вия равенства нулю знаменателя в (2.10՛, т. е.

(«о֊֊ 1)2-Ао = О. (3.1)

(Здесь и в дальнейшем индексом „нуль" отмечаются соответствующие 
величины, относящиеся к специальному решению).

Но в |lj и [5] показано, что из этого случая катящиеся волны 
получены быть не могут, т. е. из наблюдений и теоретических рас- 
суждений известно, что в окрестности указанной точки /Հ произвол- 

пая -т- остается ограниченной, а не бесконечна, как это следует из 

(2.10). Для этого необходимо и достаточно, чтобы числитель в (2.10) 
тоже обращался бы в нуль в точке //0? т. е. мы приходим к специаль
ному решению.

Из сказанного следует, что только из этого специального случая 
подходящим соединением движущихся разрывов могу г быть получены 
катящиеся волны на быстротоке.

Итак, мы приходим к выводу, что числитель и знаменатель пра
вой части уравнения (2.10i имеют один общий корень Полагая в 
(2.10) числитель равным нулю при Л — Ло, и nQ, получим:

1֊֊^ = °. (3.2)

Из (3.1) и (3.2) легко найдем
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Поскольку с>0. то «0< I по (3.3). что подтверждается наблю
дениями. согласно которым скорость частиц в теле волны меньше 
скорости самой волны.

При $ - 0 (сопротивление отсутствует) имеем и0= 1. т. е. частица 
движется со скоростью волны, что противоречит указанному выше 
факту. Следовательно, для образования катящихся волн необходимо 
(но недостаточно), чтобы

<>0. (3.5)

Этим подтверждается факт, что катящиеся волны не образуются, 
если трение отсутствует.

Используя 3.1) в |'2.12), найдем
О \ 3

• (3.6)
\ • /

Используя (3.3), (3.4) и (3.6) в (2.10 и сокращая числитель и 
знаменатель на (/'/ — Ло), получим

Чтобы получить действительный профиль для катящихся волн, 
согласно соображениям, приведенным выше, мы должны иметь:

Օձ >0

Из 3.7) видно, чго для этого необходимо, чтобы

;<z. ,3.8)

Возвращаясь к параметрам водовода, получаем следующее важ
ное соотношение между ними

А*<1. (3.9)

Этот результат найден Джеффрисом |6|, а позднее, Томасом [5] 
несколько другим способом. Условие (3.9) совпадает с результатом 
Дресслера |!|. только написано в несколько иной форме.

Объединяя 3.5) и (3.81» получаем следующий основной критерий 
образования установившегося поезда волн на быстротоке

0<с<1. (3.10)

При : 0 и ; > 1 полны не образуются.
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§ 4. Построение разрывного решения для катящихся волн

Обратимся теперь к основному уравнению 3.7), представим его 
в следующем виде:

dh (h -—
(Г, ՜ ЛЧ'ЛЛо;-֊^՜՜

Здесь Ад и hft корни числителя (3.71, имеющие выражения

(4.3)

Простое исследование показывает, что имеет место следующее
условие между этими величинами

()</1в< /1л<^0. (4.4)

в чем легко убедиться, пользуясь основным критерием (3.10 . Функ
ции Fa и 1:в представлены на фиг. 3.

Уравнение (4.1) легко интегрируется и дает

Հ- А Л01
, h֊A ֊|֊ Ал Ао г А* Л _ /iA 

Ад-Ал 1,1 Аэ ֊Лд

А* АДАО-}-А; л _ /11{ 
Il А ~ hfi П 11(1 ~ (4.5)

Начало координат выбрано гак. чтобы иметь условие ".-О при 
А = Ао и из этого условия определена постоянная интегрирования.

Пользуясь этой формулой, легко построить профиль для первой 
волны, т. с. кривую А = А (Հ); следующая волна получается из первой, 
перемещением всех точек по оси ”. на расстояние, равное безразмер
ной длине волны причем для получения размерной длины согласно 

с՜
2.5) следует л умножать на

А
11а фиг. 2 схематически показаны кривые hn = А,., ('.), которые 

даются формулой (4.5) указанным выше способом, причем непрерыв
ные кривые соединены разрывами неизвестной высоты.

Здесь А. максимальная высота волны,
Ад —минимальная высота волны.

>. — длина волны.

Ւյ = հՀ — հՀ (4.6)

Н — называется высотой разрыва.
Для опре. еления неизвестных высот А, и А2 обратимся к усло

виям разрыва. Из них условие энергии, как показано выше, удов
летворяется.
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Условие для масс 1.Г) дает

(1 — и։)Л։ = (I—Wi)A-=-^0, (4.7)

т. с. условие для масс также выполняется, если мы параметр q—про
грессивный погонный расход воды, ограничиваем его значением <70, 
которое дается формулой (3 6).

Остается условие (1.2՜ для количества движения
Из уравнения (4.7J имеем

_ 1_  հօ .. _ 1__1 Л, ’ А,

Подставляя это в (1.2), получим

Հհն
hx - Л, 

Л, А,
л;

или. сокращая на А, — h։ ^0,

. 1 ад-я֊я;”А‘+А’- <4-8>
Мы получили одно соотношение между двумя неизвестными, 

другое соотношение между ними найдется из геометрических сообра
жений, используя тот факт, что разрыв, который встречается в некото
рой точке принадлежит одновременно двум кривым, т. е. С= А„ (Л։) = 
= Л„ (А2). •

Отсюда получим:

(А։ —Ао) —
Ад - Ал Ао - А- Հ___ Ад

Ад — Ag П Ло — Ад
А? -г Ав Ло 4- Л- 

Ад — Ав
Л։-Ад

ПЛО-ЛВ

= (Л.-Л.)-
А= - Ад Ло 4֊ h- hs hA 

hA-hB 'nh՝-hA

4՜ A3 Hq A՜
Ад — Ав

, Л2֊ЛЯ
П Ao - hQ H-9)

Из двух соотношений (4.8) и (4.9։ можно найти А, и Л.. 
Пользуясь тем. что А,> Л5, легко найдем

"-֊И)-' А?֊х ֊ (4 10)

= 4 А> - -i- F +' klg -j-------- —-------------
1 уИг(Л,)֊Л,|-Лд

<.lgr , (4.11)
1-|F(A,)-A,| Ав’
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« = |а, yF(A։>. F(A,)=J А?+֊^- (4.12>

(4.13)

/а и /-'л берутся по (4.2).

§ 5. Исследование полученного решения

Ike величины: 1'а, /'я, Ад. //«, а։, а:, 
пнями безразмерной характеристики 6i

Фиг. 3. Зависимость p.i мнчнн «. кели -ци о 
х.чрлк։с|шстнк быстрого*..i

ч3, а, являются только функ- 
icipOTOKH —сами являясь тоже 

безразмерными. Пользуясь ос
новным критерием (3.10) и 
соотношениями (4.3) н (4.13), 
мы рассчитали все эти коэф
фициенты и представили на 
фиг. 3 и 4..

Па этих же рисунках 
представлены «0, Ао, в за
висимости от рассчитанные 
по формулам (3.3), (3.4) и 
(3.6).

Графики на фиг. 3 и 4 
носят вспомогательный ха
рактер, в дальнейшем будет 
показано как ими пользо
ваться.

Обратимся теперь к со
отношениям 4.10). (4.11) и 
(4.12). Из них видно, что без
размерные максимальная и 
минимальная высоты волны, а 
также высота разрыва явлю։- 
ся функциями безразмерной 
характеристики быстротока ; 
и величины <>., где i — уклон 
дна. /. безразмерная длина 
волны в поезде.

Рассмотрим сперва волны пулегон длины при различных значе-
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ниях определяемых (ЗЛО). Соотношение (4.11) показывает, что при 
л —Օ(/Հ>Օյ имеем

Л |֊,р ■=//(), (5.1)

где Aj,o—максимальная высота волны при л - 0. (Здесь и далее вто
рыми индексами снабжаются соответствующие величины, отвечающие՛ 
топ или иной длине волны).

Пользуясь (4.10) и (4.12), легко найдем при X => 0.

Ai,o = A2,q = Ло = ’ (5.2)

('++)
М, = л։.о — Л.2,0 = о. (5.3’,

Рассмотрим теперь другой крайний случай, когда X -> 'со.
В этом случае имеем

уГ(Л,)-А,|-Лл=-0.

Откуда

А'-“=т[]/ ~',л ’
!■! ж Л,.» - у Հ Лй* ՜" ՜ի.

Л2.« = Aj.co -- /7» .

(5.4)
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Графики Л|.ос — .максимальной высоты волны при бесконечной ее 
длине и Л:.о=Л0, зависящих от Լ представлены на гой же фиг. 4. 
При 5 = 0 имеем Л|,а=-//г,о- 0, /70 — 0 (как и при любой длине 
волны),

Ль» /L’։OO = 0, Яоо = 0.

При 5 — 1 имеем 7/Նօծ = Л։.о =//■_>,и = 0,1111, //0 Ню 0. Раз
ность А ւ,<» Zfi.o, при любом значении 5, показанная на гой же фиг. 4, 
представляет собой изменение максимальной высоты волны при изме
нении длины волны от бесконечности до нуля: она юстнгает вели

Фиг 5. Зависимость максимальной высоты волны 
от характеристик быстротока я длины волны 

1г t п ^(հ, &)•

чины порядка 0,04 
при ; = 0.50 —0.52 и 
является одним из 
основных и важных 
ре.зу л ьтато в. по казы - 
ваюшнм в каком 
именно направлении 
нужно вести экспе
риментальные ис
следования.

Задавая 5 раз
личные постоянные 
значения в интервале 
(3.10) и Л, — различ
ные значения в пре
делах й։.о—//».« для 
данного значения 5, 
мы ни (4.11) рассчи
тывали /X, а но 
(4.12) /7. Результа
ты представили на 
рисунках, которые 
за недостатком места 
мы здесь не приво

дим. Желая в дальнейшем в качестве параметра принимать X. поль
зуясь этими графиками, мы при заданном постоянном значении X 
определяли Л, и Н в зависимотти от $ и результаты представили на 
фиг. ՜> и 6, причем для построения крайних кривых, соответствующих 
Х = 0 и Х = о®, мы воспользовались соотношениями (5.2) и 5.4).

Обращают на себя внимание графики на фиг. 6. Для всех ZX 
имеем /7 = 0 как при : — 0. так и при 5 = 1. Кроме того, для любого 
значения /X имеется определенное значение Լ при котором высота 
разрыва становится максимальной, причем эти значения параметра 5, 
назовем их «яак. увеличиваются с увеличением уклона, при постоян
ной длине волны, или с увеличением длины волны при i-= const. Эту 
закономерность, напоминавшую известный из физики закон смещения.
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аналитическим путем мы не находили из-за громоздких вычислений, 
но фиг. 6 показывает, что эти .максимумы располагаются на некото
рой кривой, очень близкой к прямой.

Փա. 6. Зависимость высоты разрыва от характеристик 
быстротока к длины волны. Н = Н (;, Г/.),

Согласно (4.7) имеем

«ւ-i-K «2=ք-?՞. (5.5)
/С լ

В случае, когда X —О имеем //յ,ւ= Лг.о ՜= Лв т. е.

1 /ГП
«1,0 = «2.0 = «о =֊ - ------— * (0.6)

что легко получить, пользуясь формулами (3.4) и (3.6).
В случае, когда X -- » имеем

//, = Aj, fj., h« = f/՚շ.^ = Al,co է

-1Ւ ” "5"»=1-TT- <5-7>“boo oo

Величины wi.^ и /ze-7.., «зависяuu։e только от с представлены па фиг. 3.
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Действительный волновой расход определяется формулой

<7 (С) — uh = h ֊ qu. (5.8)

Волновые расходы в голове волны q{ и в хвосте водны —опре
дели ются соотношения м и

Графики этих функций представлены на фиг. 4. Кривые <7։>оэ и 
7-.®> пересекаются в точках г=0 и ?— 1,0 точно также, как и кри
вые А01 Льда и Л?.*.

= Al —7о, q-i հշ — q^. (5.9)

В случае, когда >.->0 имеем Aj.o-֊ հշ,Ղ — Ао и, как легко убедиться,
получаем

</i.o q֊.^ ~ Aq ՜՜ <7(| — //(jAq.

В случае, когда /. -> оо, имеем

(5.10)

(fl.ee ~ ^'-х ^l.oo ^'֊х (/п>

ս-՚<& = ~ А;, се Н ֊ <у0.

Величины <7։.о, q\.M и q-շ,^. также зависят только от

(5.11)

Представляет определенный интерес подсчитать диссипацию энер
гии при разрыве.

Для этого пользуемся формулой (4.3). Очень важно подсчитать 
потери энергии при разрыве на единицу длины волны.

Обозначим

Тогда получим
Н3 

е = (5,3)

Задавая ; постоянные значения. Д — различные значения и поль 
зуясь произведенными расчетами для hx и //, легко подсчитать е. Ре
зультаты этих вычислений представлены на фиг. 7.

Прежде чем переходить к расчетам, определим скорость рас
пространения поезда волн. Для этого воспользуемся выражением (5.8) 
для волнового расхода. Это выражение мы напишем в размерных ве
личинах

qb (Q = uh = ch - у0, (5.14)

где г;(,— м*}сек — прогрессивный погонный расход;
qt, - волновой расход, являющийся периодической переменной ве

личиной, имеющей ту же размерность, что и qn՝,
А —глубина свободной поверхности над дном в метрах;
с ֊ скорость распространения волны по (2.4): С = л՜—ct.
Осредннм величину qi>, чтобы найти средним по времени погон-
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ный расход, проходящий через данное фиксированное сечение, равный, 
очевидно, расходу подаваемому в голове быстротока. Обозначим лот 
расход через г/.

Имеем

Т х

Г1 U
Переходя в правой части к тем же безразмерным величинам (2.51, 
и вводя новую переменную

Л = С։. (5.16)
получим вместо (5.15

V՜

где />. Черточки над буквами в квадратных скобках снова опу
щены.

Отсюда
1

. Л ’ 1 с = (&հ)

հ/0Հ) определяется по (3.6), (] обычно задается, поэтому (5.17) 
может быть использовано для определения скорости с. если известно 
а. Представим эту формулу в следующем виде |1|:

I 1
ժ = »հ՚</ , (5.18)

причем для безразмерного коэффициента т, назовем его коэффициен
том быстроты волны, имеем

/х —
а = а(£,‘Гл)= j Ы'։ —<?о J *• (5.19)

о

Пользуясь (5.19). для а можно получить следующие асимптотические 
выражения.

Когда а - О, А -> Ао и мы получаем
__t_

з
= а0 (?) = (Ло — *7о) • (5.20)

Или, согласно (3.4) и (3.6).

(5.20')
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В случае, когда /.֊*», справа, причем ծ։.«, ограничена
сверху, հ ֊* hA слева. Площадь, ограниченная волной стремится к 
Лд-л, а интеграл—к

Поэтому _լ
- arJ: (Հ I = (7/0Лл — <7о) , (5.21)

или, согласно (3.41 и (3.6), ։
(5.210

В общем случае г определяется по (5.19). Для этого предвари
тельно нужно вычислить значение интеграла

а
/ = А рНЕ, «)<«,.

Воспользуемся темп расчетами, которые уже были произведены 
выше. Задаем ; постоянные значения в пределах (3.10), а //.-различ
ные значения; пользуясь графиками на фиг. 5 и 6 определяем Л, и /7, 
а также А3— //, //: <?0 и Ло берем но фиг. I. Далее, задаем հ раз
личные значения в пределах от Л2 до Л„ причем берем значения հ 
как больше, так и меньше //<,. По формуле

й=(А /ս֊րփ^Հ _հԼ <-շշ)
определяем, /'. т. е. по существу строим профиль волны, а значение 
интеграла / определяем, беря площадь, ограниченную дном, профилем 
волны и глубинами Л1 и Л2. причем пользуемся методом трапеций.

Пользуясь этим расчетом, строим кривые а в функции от 7). при 
различных постоянных значениях параметра с. Пользуясь же. послед
ними кривыми, мы строим ( рафики а в функции от ; при различных посто
янных значениях параметра 7/. Кривые, соответствующие а при /■-- 0 (%) 
и / — ОС 12^) строим, пользуясь асимптотическими выражениями (5.20) 
и (5.21. или (5.20') и 5.21՜).

Результаты вычислений представлены на фиг. 8. Эти функции 
исследованы нами тля всех положительных значений получено сле
дующее:

1) при • • 0. а >сс для всех длин волн; 2) при 1 а = 2,381, в этой 
последней точке все кривые пересекаются; первое означает, что в канале 
без сопротивления поезд волн должен обладать бесконечно большой 
скоростью, т. е. физически невозможно существование волн в случае 
отсутствия сопротивления: второе же означает, что поезд любой дли
ны волн имеет одну и ту же скорость для канала данного уклона и 
такого сопротивления, что <֊ 1, что возможно в том единственном 
случае, когда волны отсутствую!, г. е. при достаточно большом со
противлении волны снова исчезают.
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Кривые на фиг. 8 показывают, что в пределах, часто встречаю
щихся на практике (5=0,6 0,8] а0 и достаточно близки. Чем мень
ше сопротивление и больше уклон, тем больше отличаются пределы 
коэффициента а. и наоборот. Графики также показывают, что при одном 
и том же ;, с увеличением /л коэффициент з растет. Анализ позво
ляет утверждать, что 
длины волны, а по 
фиг. 5 растет^ и вы
сота волны. Наблю- 
де ния п о дт вер ж да ют 
этот вывод; извест
но, что волны больу 
шой высоты распрос
траняются с больши
ми скоростями.

Весь расчет про
водится следующим 
образом.

По заданному 
погонному расхо
ду q и характери
стикам канала укло
ну и сопротивлению, 
т е. параметру 5 
определяется ско
рость распростране
ния волн по формуле 
(8.18;, причем для 
определения коэф
фициента быстроты 
волны по фиг. 8. кро
ме 5 должна быть 
также длина волны.

скорость волны монотонно растет с увеличением

Фиг. 7. Зависимость отношения диссипации энер
гии при разрыве к длине волны от характеристик 

быстротока и длины волны. <• = <?(с. if).

Имея длину волны и скорость, определяем безразмерную длину 
волны (2.5 Հ

По фигурам 5. 6, 7 для данных значений /7 н 5 определяем без 
размерные характеристики поезда волн— максимальную и минимальную 
высоты, высоту разрывай потери энергии при разрыве. По формулам 
(5.5) и (5.9) определяем скорости частиц воды в голове и хвосте 
волны, а также волновые расходы. Чтобы перейти к размерным ве
личинам, пользуемся (2.5). Профиль волны строим по формуле (5.22).

§ 6. Заключение

Специальное решение уравнения (2.10). из которого построено 
периодическое по расстоянию разрывное решение для установивше
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гося поезда катящихся волн на быстротоке, ставит ограничение на 
прогрессивный погонный расход </, введенный п (2.12). При удовле
творении одного из условии разрыва, а именно условия масс (1.1).
■мы вплели, что достаточно ограничить значение прогрессивного рас
хода q его значением q0. определяемым <3.6 . чтобы указанное ус
ловие было удовлетворено. Этот вывод находится и полном согласии 

Фиг. 8. Зависимость коэффициента 
быстроты волны от характеристик 
быстротока и длины волны, а-а?;.։/.»

с наб. юлениями, по которым ка
тящиеся полны образуются толь
ко при определенных значениях 
этою расхода при прочих одина
ковых условиях

Фиг 5 показывает, что, как 
для малых, так и для больших 
1лни ноли максимальная волновая 
высота увеличивается с увели
чением сопротивления и уменьше
нием уклона, а при одном и том 
же уклоне и сопротивлении, эта 
высота монотонно раеге i ю некото
рого предела с увеличением длины 
волны. При различных значениях 
уклона в сопротивления, подо
бранных так, чтобы иметь «֊• 
const, максимальная высота будет 
больше при большем уклоне.

Действительно, как показы
вают наблюдения, для образования 
катящихся волн необходимо иметь 
большие глубины при малых укло
нах и. наоборот, малые глубины 
при больших уклонах. Этот ре
зультат проливает некоторый свет 
на вопрос о дальнейшем экспе
риментальном исследовании воп

роса об образовании самих волн.
Фиг. 6. показывающая, что высота разрыва /7 = 0 при отсутствии 

сопротивления ($ = 0* и при достаточно большом сопротивлении 
G 1) для всех т ин в*-ли и уклонов, является прекрасным почтверж- 
дёиисм основного замечеиия Джеффриса в книге Корниша |7| о том, 
что катящиеся волны, невидимому, формируются сопротивлением.

Фиг. 8 показывает, что коэффициент % монотонно растет как с 
увеличением длины волны, так и с уменьшением сопротивления и с 
увеличением уклона, причем уклон влияет в одном и том же направ
лении как через;, так и непосредст пенно через Следовательно, при 
увеличении параметра скорость распространения волны, при том



Анализ разрывного решения задачи об опред. характер, поезда волн 65 
-- — ——' ■'■ ...... -.............- ■ •----— —,--------------i—।՜ — ՜~- ' ~ 

же погонном расходе, уменьшайся и наоборот, чем меньше сопро
тивление и больше уклон, тем больше эта скорость.

При значительных сопротивлениях и малых уклонах, т. с. при 
больших значениях параметра : (; — 0.50 0,85) длина волны меньше 
шчияет на скорость ее распространения и, наоборот, при малых сопро
тивлениях и больших уклонах волны различных длин распространя
ются со скоростями, значительно зависящими от их длин, причем со
вершенно очевидно, что эта скорость монотонно растет с увеличением 
длины волны, а по фиг. 5 увеличение длины волны сопровождается 
увеличением ее максимальной высоты. Этим подтверждается известный 
из наблюдении факт, согласно которому волны большей глубины рас
пространяются с большей скоростью.

Более того, кривые на фиг. 8 показывают, что если взять канал 
с малым уклоном и малым сопротивлением с тем, чтобы иметь 
5 = 0,5 0,95 и другой канал большего уклона и, соответственно, 
большего сопротивления, но с гем же значением $. то при одном и 
том же погонном расходе в голове канала, волны на этих двух ка
налах буду! двигаться с почти одинаковыми скоростями. Если же при 
тех же условиях ; < 0,5. то скорость будет больше н канале боль
шего уклона.

Этот важный результат следует проверить экспериментальным 
путем. J

» 3
Волно-эисргетнческнй

институт АП Армянской ССР Поступило 10 II 1957

II.. 1Г. 1|’|ч |»ршр յահ 

imiumbph վ.րա шьрььрь ճաստատվ_ած գնացքւ ^նդրւ 
հ>ՋՎ.Ո1 ԼՈհԱՍԱՆ ՔԱՆԱԿԱԿԱՆ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆԸ

ԱՄՓՈՓՈԻՄ

Հոդված ում բերվա մ է I [<f ե րո։ իք լանն nt R զ իմ ադրուիք լան զործակիցն անե֊ 
բավականաչափ լալն, համուսես խէէ րդրէէփո րդուիք լուննե րով անվերջ երկար 

արազահււււ ի վրա ա ււաջաւրւղ ալի բների հաստատված զնացրի խնդրի ԼՈ ւ ֊ 
ծոււ)ր: Օդավե լով 'Ւ րե պե րի իքի մեթոդից, րնդոճվում է, որ ա լդ րււծամր 
ի՛՛րի՛դ Լ, րն'/ որաս) ս/լիրի պրոէիի/ի բոլոր կետերում բավարարվում են ջրի 
փոքբ խորուխ րււնների հոստնրի tin վո րտկան հավluuin րա մներր (2.2)— (2.3) 
տեսրով, բացի ալն կետերից , որտեղ ազատ if ւււկևրե ու/թի կորր խզվում է, իսկ 
"'1'1 խզման կեւոե րում բավարարվտ մ են (J.lj— (1-3) խզման պալմանները։ 
^пսանրի կտրվածրւո մ Հ\նշոէմր ըսա խո րա.իք լան բաշխված Լ հիդրա։ տատիկ 
օրենքով։ (2.3) տրտահալսւութլո է նների միջոցով տնցնամ ենր չափազու րկ 
մեծա թլա.նների և կատարելով կոորդինատների (2.8) ձե ափսխա if ր , ստանա մ 
ենր (2-9J—Հ.2,10) ււիստեմր , որտեղից կապ Լ սսւացվա.մ ա րէո զսւ իք լան և խո- 
րւոիքրսն միշե:
5 И:шсг:н . дц. серия фнз.-мй!. наук X> I
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И. էնա հետե ցուլց Լ տրվում, որ (2.10) հավաиարմ "էն հալաtitրարն nt հա֊ 
մարիչն ունեն մ/։ ընդհանուր արմաա, ի0» էւրր կոչվում 1; հատուկ լուծմանը 'nu
ll ապատ ա ււիւանո ղ իւորութլուն։

՛ք՛անի որ ջրի է/' ա ոն իկնե րը շարժվում են ավելի փորը արա դու իք լտ։> ր , 
քան ալիքի ձեր, իոկ աղատ մակե րեուլիէէ ի կորը //^ ի։որա.թ լան շրջակա /քա մ 
անընդհատ / , ուստի ու լիքի աոաջացւքան համար րտացվում Լ (3.10) հալտտ- 
նիշը ընդ որա մ մտցված ի հատուկ չափազուրկ պարամետր (2.11) տեսքով։

Օղավելով (4.1) հա t/ш սու րմ որն (4.5) ինւոեդրա լից ե խզմսւն պա լմ աննհ րից 
inntii/////«դ (4.8) հավասարումից, ալիքի ամենամեծ (եԼ) ե ամենափոքր (/էշ) 
ի։ иրու ի}րււնների ո։ իւդման (H) րարձրութլան համար inttuiցվսւմ են (4.10) 
(4.12) արտահալտու թ(ունները է Ալնուհեւոև համա tint" տկի ՝>ե տադոաւիո.ւ1 են 
U տ ցվ ա <J արդլա նքն ե րր ։

Ալն դեպքում, երր /. • 0, որտեղ Л ալիքի ե րկտ րուիժ (ո ւնն է, пш աղվում 
Լ մի հաւււոտտուն իարութլան, որը հավասար կ հատուկ լուծման ի/ո րտ [4 րոն ր 
(5.2), րոտ որի Ւ1—0ւ Ալն դեպքա մ, երր է. * 00 , աո աղվում են (5.4) արւոա֊ 
հալտուի!(անները։ Դիսսորկված են նույն դեպքերը արագահոսը րնուիժադրոդ Հ 

պարամետրի սահմանա(ին արժեքների համար։ Ամենամեծ խորավժ լունների 
և խզման րտրձըոէիժլան համար բերվում են դրաֆիկները Յ-ոլմ ե Օ֊ոււ)'։ 
հու (ն "էէդ սահմանային արժեքների համար հաշված են նաև չբի ^Լք^Լ՚է1 * 3 * 5 * 7 ^՜ 
մասնիկի ա րա զութ լուհնե րը , որոնք րերված են զրա,իիկնե ր Յ֊ի և 4~ի վրա։ 
իներդիու (ի կորուստները ներկալա ւյէ(ած են դրաֆիկ 7 ֊ի վրա։
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•^.[էի իրական տլիքալին ելքը որոշվում Լ 5.8 հավասարումից, ընդ որա մ 
ալդ ելքը պարբերական ֆու՛նկցիա Լ՜։ 11,լ1ւա.հեւոե ււտսէ։լվա.է1' են (5,18) արւոա֊ 
հալտա ի1 լա^ւր ալիքի տարածման արտդա իժ(ան համար, իակ 2 դււրծակցի հա֊ 
մար'՛ (5. 19)֊ը։ վերջինիս համար ստացված են նաև (5.20) և (5.21) աս իմպ֊ 
տոտիկ արտահալտուիժլունները' շատ կտրձ ե շատ երկար տլիքների դե "լքումէ 

եաոո։ ցելով ալիւքի։ ւղրոֆւիլը և հաշվելով նրա մակերեսը, հաշվվում է 2-5/ կամա լական "ե֊ի համար։ Արդլանքները նե րկա լա gt/ած են դրա՚իիկ 
'8"ի էիրա:

'!.ե րջւս մ համտոոտ կերպով շարադրված են աշի։ ա տուիժրսն հիմնական 
արդ (սւնքները ե gm ig ի արված, թե ինչ ուղղտ.թլամբ պեաք է շարա ՚հտկվեն 
հեաադա տեսական ե վա րձնական հետ ա դո տա.ի1 լաննե րը;
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А. Г. Малоян и Р. М. Арутюнян

Исследование частиц, генерированных нейтронами 
и протонами в меди

В работах |1, 2, 3| приводились данные о спектрах я-мезонов 
и протонов п легком веществе-графите и тяжелом вещесгпе-свннце. 
Работы эти проводились с помощью спектрометров Алиханяня-Али
ханова. Цель настоящей работы заключалась в исследовании, тем же 
методом, спектров --мезонов и протонов генерированных в меди, г. с. 
веществе имеющем атомный вес близкий к среднему атомному весу 
вещества фотоэмульсии, и сравнении полученных результатов как с 
данными работ проведенных с помощью фотоэмульсии [4| так и с 
другими измерениями

Описание установки, с помощью которой проводились измерения 
спектров генерации приведено в работе |5|.

С помощью этой установки определялись значения импульсов 
частиц 1, 2, 5. 10 и 16^— с точностью 2, 4. 10, 20 и 32°/О соответ- 

с 
ственно.

Траектории всех исследуемых частиц подвергались тщательному 
анализу при помощи трафаретов, на которых, в масштабе, была изо
бражена схема установки в двух взаимно-перпендикулярных плос
костях. Схема используемой установки приведена в работе |5].

§ I. Спектры -՜-мезонов и протонов генерированных 
нейтронами в мели

Спектр отрицательных г.-меаон'.в

За все время измерений было зарегистрировано 1379 годных для 
обработки частиц отрицательного знака с импульсами 0.3 Нэл‘с гене
рированных в медном поглотителе толщиной 9-1.8 г/см2.

Следует отметить, что в рассматриваемых измерениях, регистрн- 
ровплись все заряженные частицы генерированные нейтронами в мед
ном генераторе, расположенном над магнитным зазором, независимо 
от того останавливались ли эти частицы в системе поглоти гелей на
ходящихся под магнитным зазором, или нет.
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В работах |3, 6| показано, что в звездах основную долю мезо
нов составляют --мезоны. Поэтому все отрицательные частицы об
разованные в нейтронных звездах, являются --.мезонами. Эксперимен
тальные данные приведены в таблице I. Светосила установки вычис
лена на основании работ [7. 8, 9|. Спектр «"-.мезонов в области энер
гий 0,89^£^31,8 Бэе выражается показательной функцией

Фиг. 1. Дифференциальный энергетический спектр отри
цательных г-.мезонов генерированных ней громами в мед
ном поглоти геле толщиной 94.8 щм1. По оси абсцисс 

отложена величина полной энергии в единицах Бэе.

N(E)dE=~dE (1)

где Հ — 2,3 ±0,1. Этот спектр приведен на фиг. 1.
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Таблица 1 
Энергетическое распределение отрицательных --мезонов, 

генерированных нейтронами в челном поглотителе 
толщиной 94,8 цем2

Полная 
средняя 
энергия 

в Нэп

Число наб
люденных 
г.-мезонов

Светосила

Ординаты дифферен
циального энергети

ческого спектра 
с-мезонов в произ
вольных единицах

1 2 3 4

0.31 132 0.58 7600 ±653
0,345 151 0.64 5950 - 4'5
0,4 205 0.74 3840 ±269
0.475 132 0.84 2110 184
0,55 123 0,9 1545+139,5
0,66 133 0,96 1070+9S
0.81 112 1 715+67,6
1.01 139 1 426-36.2
1.45 10S 1 205±19.7
2.13 96 1 68.0 6.95
5,3 21 1 5,94 г1.29

10,6 15 1 2.13±0.55
31,8 12 1 0,188x0,055

Полученный спектр находится в хорошем согласии с данными 
работы |lj, относительно спектра рождения отрицательных --мезонов 
в тонком слое легкого вещества (графита).

Результат согласуется также с данными, полученными для спек
тра п-мезонов, генерированных в свинце [3].

Спектр генерированных протонов

Одновременно с --мезонами было наблюдено 3605 протонов с 
импульсами р > 0;53 Брв;'с, генерированных нейтронами в том же 
слое меди.

Положительные частицы генерированные нейтронами могли быть 

протонами и —-мезонами.
Система поглотителен, расположенных под магнитным зазором 

позволяла произвести прямое отделение потока протонов от потока 
- -мезонов для частиц с импульсами р:^ 1 Бэв}с.

Для отношения чисел положительных и отрицательных --мезо
нов с импульсами р _ 1 Бэв/с было получено значение 1,08 + 0,06, 
причем с уменьшением импульса это отношение увеличивается. Было 
сделано предположение, что это отношение равно единице и при им
пульсах р 1 Бэвк\ Поэтому для получения числа протонов с р > 1
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Бэв/с мы из общего числа генерированных положительных частиц 
вычитывали число отрицательных ^-мезонов. В таблице 2 приведено 
полученное таким образом энергетическое распределение протонов. 
Эго распределение графически предсавлело на фиг. 2. Как видно из 
фиг. 2, начиная с энергии ձ՜^0.4 Бэе спектр протонов хорошо опи
сывается степенной функцией вида (1) с Հ֊ 2.40 _ 0,14.

Ч’вг. 2 Дифференциальный энергетический спектр про
гонов генерированных нейтронами в медном поглотителе 

толщиной 94.8 г'см*

При энергиях Zf<0.4 Бэе наблюдается уменьшение наклона 
кривой Это уменьшение частично объясняется ионизационным 
торможением протонов в самом генераторе.

Полученный нами спектр протонов в пределах точности экспе
римента находится в согласии со спектрами прогонов генерирован
ных нейтронами в слое свинца толщиной 102 г/см2 [10], 11,3 г/см2 
(2), 192 г/см2 [11| нс истинным спектром рождения протонов [I] в 
ле г ком веществе- гра фите.
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Энергетическое распределение протонов генерированных 
нейтронами в мелнр.м поглотителе толщиной 9-1,8 тч։.и’

Таблица 2

Средняя 
энергия 

в Бэе

Число 
наблюден
ных прого

нов
Светосила

Ординаты дифферен
циального энергети

ческого спектра про
тонов в произволь

ных единицах

2 3 1 4

0,16 700 0.93 13600 -515
0,22 61: 0,98 8700 • 352
0.30 528 1 6400 - 278
0,40 491 1 4390 ■_ 198
0,53 323 1 2590д-145
0,61 134 1 1630+Ml
0.73 127 1 1280-И1
0.81 146 1 1190-г 99
0,98 139 1 ‘Ж 177
1,15 84 1 427+46 »5
1,38 87 1 336 ֊36
1,67 69 1 191 • 23.4
2,10 61 1 125 ±16
2.72 49 1 < 64,3-1-9.2
3,69 34 1 2б,7±4,57
5.49 22 1 1 8,7±1.Տ6

§ 2. Спектры - -мезонов и протонов генерированных 
протонами в меди

В этом параграфе нами рассматриваются спектры -՜ мезоноя и 
протонов рожденных в протонных звездах в меди.

Здесь необходимо оговорить, что условия регистрации таких слу
чаев несколько отличаются от условий регистрации нейтронных звезд, 
так как нашей установкой, из общего потока заряженных частиц, 
регистрировались только ге заряженные,՝ частицы, которые останавли
вались в системе поглотителей, расположенных под магнитным зазо
ром.

Таким образом, при построении спектров мы могли пользоваться 
только данными по числу звезд, вызванных в медном генераторе про
тонами, вторичные продукты которых останавливались в системе ниж
них поглотителей. Поэтому нужно было вводить поправку на число 
частиц прошедших через эти поглотители.

Эта поправка учитывалась введением величины вероятности оста
новки, представляющей собой отношение числа остановившихся ча
стиц к общему их числу, и вычислялась из данных по нейтронным 
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звездам. Как уже отмечалось, в случае последних, установкой регис
трировались как остановившиеся, так и прошедшие .частицы.

Вероятность остановки, определенная для п-мезонов, оказалась 
по всему спектру примерно постоянной величиной и поэтому не вводит 
в спектр каких-либо изменений и исследуемой нами области энергий.

Для протонов же она несколько изменяется. Значения вероят
ности остановки протонов приведены в четвертом столбце таблицы 4.

Для исследования протонных звезд нами отбирались случаи, когда 
заряженная частица, проходя через генератор, вызывала загорание 
трех и более счетчиков в первом координатном ряде, расположенном 
непосредственно под генерирующим слоем. При этом не рассматрива
лись случаи загорания соседних счетчиков. Таким образом мы исклю
чали ложные случаи „звезд" от 5-злек'гронов.

За все время измерений было зарегистрировано 136 случаев от
рицательных “-мезонов с полной энергией £>0,42 Бэе, удовлетво
ряющих условиям отбора приведенным выше.

Распределение этих мезонов приводится в таблице 3. Спектр 
“-мезонов можно выразить показательно»! функцией вида

N.(E)dE = ~dE

с հ = 2,05 д: 0,2 в области энергий £>0,42 Бэе.

Таблица 3
Энергетическое распределение отрицательных п-.метонои 

генерированных протонами в .медном поглотителе 
толщиной 94.8 г/с.ма

Полпая 
средняя 
энергия 

В />.9Л

Число 
наблюден

ных г-мезо
нов

Светосила

Ординаты дифферен
циального энергети

ческого спектра 
--мезонов в произ
вольных единицах

> 2 3 4

0.45 27 0,8 563±ЮЗ
0,54 26 0,89 225- 44.2
0.71 21 0.97 103±23,6
1.01 24 1 58.5±11.9
1.6 19 1 21.5 ±5,62
2,99 12 1 6,0+1,73

Положительными частицами в протонных звездах могли быть 
- ՝ —мезоны и протоны. Здесь так же как и в случае нейтронных звезд 

,\_-
прниимялось значение отношения-у—для области импульсов

р 1 Бэе. с. Для получения потока протонов из потока патожитель- 



____ Исследован^ частиц, генерированных нейтронами и протонами в меди 73

ных частиц вычитался поток отрицательных -֊мезонов. Полученное- 
распределение протонов по их энергиям приведено в таблице 4.

Энергетическое распределение протопоп генерированных 
протонами п мелком поглотителе толщиной 91,8 : с.ч։

Таблица 4

Средним 
энергия 

п Бэя

Число 
наблюден* 
ныл про* 

допои
Сне гос ила Вероятность 

остановки

Ординаты И1фферсп- 
нн.ыаиого энергети
ческого спектра про
топоп п проюпиль- 

ных единицах

1 г з ։
0,31 64 1 1 800* ։00
0.39 53 1 1 661 *91
0.48 43 1 1 430*65,6
0.61 50 1 0.93 336 - 47.5
0,8 37 1 0.83 203*33
1.08 33 1 0.76 121*21,6
1.39 15 1 0.72 80.2*20,8
1.69 II 1 0.69 45,4* 13.7
2.51 15 1 0.68 17.2*4.45
5,11 7 1 0.68 2.64-0,98

Из таблицы 4 следует, что спектр этих протонов также может 
быть выражен степенным законом

Л'р (£) ЙЕ= —. dE с 7 = 2,54 ± 0,32.
Е՝

Па фигурах 3 и 4 приводятся, соответственно, энергетические 
спектры мезонов и протонов, генерированных протонами в медном 
поглотителе.

Сопоставляя полученные данные с данными работы (4|, прове
денной с помощью фотоэмульсии, можно придти к заключению, что 
в области больших энергий. в пределах ошибок измерений, спектры 
протонов и т.՜- мезонов, генерированных в толстом слое меди, совпа
дают со спектрами рождения а эмульсии Из работ |2. 1.0, 11| следует 
также независимость вида спектров генерированных частиц от толщи
ны генератора.

В работе |12|. для области больших энергий, установлена 
зависимость между спектрами рождения — • (R. s) и спектрами гене
рированных частиц — Л'(л. s), наблюдаемых под толстым слоем ве
щества. Это соотношение щется выражением

,(«.։) Л.1 - 3-)л'(Я.։)



Фиг. 4. Дифференциальный энергетиче
ский спектр протонов генерированных 
прогонами в медном поглотителе тол

щиной 94,8 г.'с.и5.

Фиг. 3. Дифференциальный энергетиче
ский спектр отрицательных г.-мезолон 
генерированных протонами в медном 

поглотителе толщиной 94,8 г/с,м=.

где 1Հ — пробег частицы заданной энергии Г..
х- -толщина генерирующего слоя вещества.
л—пробег взаимодействия и

Л — пробег поглощения для данного сорта частиц.
Из подобия видов спектров v(7< у) и ձք (л\ տ следует, что ве- 

1 ։личина--------не должна зависеть от энергии. Это может иметь
/ • Հ-

место, или при постоянстве значений Ճ и Լ. или при одинаковом ха
рактере их изменении.

Сравнительно недавно вышла из печати работа |13|, посвящен
ная изучению с помощью магнитного спектрометра, аналогичного на
шему. сцектру генерации отрицательных --мезоиов в свинце от заря
женной компоненты космического излучения (г. Алагез, 3250 м. над 
уровнем моря). Авторы этой работы для --мезонов в интервале им
пульсов от 0,45 до 4,3 Бэв/с получили показатель степени •; = 1.46 

0,20, что сильно отличается от наших данных. Это, невидимому, 
объясняется тем. что авторы [13] изучали --мезоны, генерированные 
в больших звездах и отбирали случай звезд с не менее двумя прони
кающими частицами.

Авторы считают своим долгом выразить благодарность Кочаряну 
Н. М. за ценное обсуждение результатов настоящей работы.

Институт физики
ЛИ Армянской ССР Поступило б IX 1957
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Աշխատության մեջ հետազոտված են պղնձի միջուկներում պրոտոնների 
гп նելտրոնների կողմից զենե բացված -•մեզոնների ե պրոտոնների սպեկ- 
տըրները: Չափումները կատարվել են մագնիսական սպեկսւոմեարի միջոցով, 
որը 1,2, ’> 10 և Ю ЬЭЯ/С մեծաթլան իմպուլսներըչաւիսւմ է համապւսւսաս֊ 
խանաբար 2, 4, 10, 26 ե Յ2''!{} սխալով։ Օգտագործվող иաը րավitբման սխե
ման նկա ր աւլ բւիսծ Հ | 2 ] աջխատ տնքա մ: Գեներացնող պղնձի շերտի հաստու- 
թ րսնը հավա սա ր էր 94,8 <|,’սւ1“» (1'ևնե րացված բացասական մասնիկնե րր 
ներկարսցնամ են ~ ֊ </ե զոններ: 0,3 ե 31 ,Տ Бэв/С իմպա լսների ինաե րվտ- 
րո.մ զրանցվել է 1379 ր ֊մեզոն) եաոուցվել է Էներգետիկ սպեկտր 
0,89 . Ւ 31,8 />ՅՃ/շ էներզիալի տիրուլթի հա մ ուր ե ցալց է ուրվել, որ 
սպեկտրը կարելի Հ արտահա լտել ցուցիչս)լին ֆունկցիա լո վ, "բը անի հետե֊ 
րսլ տեսքը

\'(F} <1F. = ~dF,

սրտեղ — 2,3 0,1: Մ անրտմտսն տվյալներ ալդ սպեկտրի մաււին բերվում
են 1 աղլա սակա մ:

եե բոքոնների կողմից պղնձում զեն ե ր ու ց վտծ պրոտոնների սպեկտրը 
ուսոււ1հասիրվէէւծ է սկսած վ) 0,33 ВЭв/С իմպուլսից, Գեներացված դրական 
մաււ^էիկնէերր կտրող էինք լինեք ինչպես Աքրոաոններ, ա^ոզեււ Լք Հ1 ֊մեզոններ! 
Աշխատանքում ցուլց Լ տրվում, որ մեծ իմպուլսների ւոիրոէ լթ.ու մ դրական 
ե րացաստկան ~ ֊մե ղոննե րի թվերը իրար հտվաստր են: Ալաոեղից պրո֊ 
տոնների իքիվքւ ստացվում է ՜,անելով դրական ընդհտնա լւ մասնիկննրի թվիդ 
բացասական մասնիկննրի թիվը: էերար:ւցված պրոսանների թիվը ալսպիսով 
եղեք է 3՚>05։ Նրանց րա շիւտ ւ1'ը րոտ էներգիա լի բերված է 2 աղլուսակում։ 
Սկսած Е, ՀՀ, 0,4 Бэв /.ներդիս)չից ազեկտրր նուլնպեո տրասւհտլւււվտ մ է 
ցա ցիշալին ֆունկցիայով, "րի ՚յ 2,10 0,14:

Աոանձին հեւււտզուոու ի1 բոն են ենթարկվել ալն պրոտոնները ե ~ ֊մե֊ 
զոններր, որոնք զենեբացվել են նույն պղնձի շերտոէմ պրոտոնների կողմից!

Զափման ընթացքա մ գրանցվել է 136 րազասազսճք Т. ֊մեղսն որոնք 
ծնվել են պղնձի շերտոԼս պրոտոննե րի ասաղերի մեջ ե ունեցել են 
/րիվ էներգիա ի '^>0,42 Бзвг հներգեւոիկ սպեկտրին վերաբերվող util լալները 
բերված են 3 աղ.ու սակում: I'uttt ալղ տվլսւք՚հերի պրոտոններով գեներաց- 
ված ՛բացասական “ ֊մեղո^Հհե րի սպեկտրը ունի gm ցի չալին ֆունկցիա լի 
տեսք, որի Հ 2,03 0,20: Պրոտոնների սպեկտրի համար ՜՜ — 2,54 0,32
ինչպես ալդ հետևում է 4 աղլուսակից:

Uտարված սպեկտրները համեմատվել են ալլ նյութերում ի!, 2, 3] 
աոաջացած սպեկտրների հետ։ Տարբեր ասւոմ ական կչիո ունեցող նլութերի 
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մեջ, ե տարրեր հաиntт ի)քան շերտերի տակ, ոսկեկարների միտտեոակ լինել/ւ 
մեղ րհրոէ-մ Է աքն ե ղրտկտ ղա իք կան, որ միջակա քին էիոխա ղղ և pnt-թլան /. 
աղատ վազրի ե [, կլանման վաղքի միջև պեար է ղոլա ի!լան ունենա

------- ՚ const աոնչա թլունրէ Այստեղից հետևում Լ, որ /. ե ի մհծավմքուն֊

ներր, էներղիաւի մեծտցմանր ղւո ղրնթաց, կամ պեար Լ մնան հաոտատտն, 
կամ պիտի փոխվեն միևնոէ-խ ուղդոէվժլամր։
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НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

М. М. Джрбашяп

О взвешенно-наилучшем приближении функции |*| 
на всей вещественной оси

Пусть функция у />0(д՜) определена, непрерывна на полуоси 
[0. -f- со) и удовлетворяет условиям

НтЛ«е-л<х> = 0 <п = 0, 1,2....). 
Л ֊ -г ОО

Отнесем к классу С |/?0 (|д.)| функции f (д). непрерывные на всей 
оси (—со, 4- со), для которых

Um е՜ f ix} = 0.
։.v| • ас

Очевидно, что любой полином принадлежит к классу С [р0 (,.՝• )] обо
значим для /(д') С|/>0( л'!)|

£n(/ix); р0(И)) - inf’maxe-* ՛*։•\f.(x) — Q„ (x) ’ , 
{<?•/11 I

где (Q.r(x)}— семейство всевозможных полиномов степени п. Скажем, 
что функция х) принадлежи! к классу .4, если при х > 1 опа пред
ставима в виде

Ро(*,1 = М1)+
Г

где функция փ 11) 0, не убывает и linn՛՛ /) -г х .
f - + со

Известно [1, 2. 3], что если рп՝'.х\ ■ .4, то условие

I dx = ±K

г

необходимо и достаточно для выполнения равенства

Итп£л(/(д-|; р0(,х)\ = О, 
ч - со

для произвольной функции fix, C[pQ('x, |.
Проблема о выявлении зависимости между дифференциальными 

свойствами функции f\x и порядком убывания ее наилучших при-
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блнжснпй Еп (f.x ; р„.х и впервые была поставлена и в основном ре
шена в работах |2. I, 5). Было установлено, что зависимость между 
порядком убывания чисел Е.. ք\ pQ) и дифференциальными свойствами 
/|л՛: характеризуется не шкалой n~!i\k 1,2,...), как это имеет 
место в теоремах Джексона-Бернштейна, а шкалой

сп
( i —-֊ 1 . (А- 1. 2. . . .) (где с>0 любое),
' J <7о"(у)/ 

1

гдел* = <70(у) функция, обратная к y = />w(x).
В обратных георемах наилучшего приближения этот факт был 

установлен, когда y==jp0(.v) произвольная монотонно возрастающая 
функция; что касается прямых теорем, то здесь тот же факт был уста
новлен при ограничении

Пт ><։>!.

не необходимой для полноты.
В настоящей замечке приводится оценка взиешенно-наилучшего 

приближения функции лф г. е. оценка порядка убывания чисел /?/յ(|Հ> 
/д0 ( л՜!)) в случае, когда

11m —р, где р > 1 - целое. 
V • I * Рц\х)

Из приводимой ниже теоремы видно, что и в предельном для 
полноты случае, когда

• °?
11ГП Լ \pt(X';X~4x = + *О (*)

.г - -г « рп ( а ) J

для специальной, но имеющей принципиальное значение функции jx 
справедлива оценка вида

«л

f-'n (Հ, Ро (|Л-,1) = о | ( i ’ п -֊ <Г..
1

Иначе говоря, и в случае, (*) который не был охвачен нами в прямой 
теореме |21, шкалой наилучшего приближения должны служить чнс-

Прежде чем сформулировать и доказать этот результат, докажем 
лемму.
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Лемма. Пусть функция у р\х) непрерывно-дифференцируе
ма на полуоси |1. • х | и удовлетворяет условиям

а) р' ( а) > О որս I + х , р (1) — 1;
.vp't-vi Д

б) Нт - о. гое ъ I целое число. Существует четная
т • ֊too Р (Л՛)

целая функция G с неотрицательными коэффициентами, для 
которой

Доказательство. Из условия а) следует, что для любого 
։(0<г<р\ существует такое а0 аоИ)>0. что

Р . < —< при X > а0. 
pl*)

откуда интегрированием по промежутку |а0, а| получим

~г■*> ՜ •</>(•<) пр‘« а>а0. (2)
Aft Aft

Из (2) и условия и) следует, что при 1 <а<-гсо функция у р\х} 
монотонно возрастает от I до х. Поэтому обратная функция а </(у) 
существует и монотонно возрастает при 1^?<Հ ■ х օւ 1 до 4-ос .

Из оценки следует также

J^<+~ 

J
откуда заключаем, что сходится интеграл 

■х

V
следовательно и ряд

■X.
::<-х. (4)

*-։
Составим функцию

ou) = П ('-гтУ- (5)
которая в силу ill будет целой функцией с неотрицательными коэф
фициентами.

Обозначая через ո(է числовую функцию последовательности 
ХА (/(/г) 1, 2. . j, отметим сначала, что

п (0<р(/)<л(Г) г- I.
KV.

п (7) -О. 0</<կ = 1.
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Далее, имеем:

-Ճ4՛

0 *1
причем проинтегрированный член исчезает в силу того, что n(t'\ О 
при 0 < է <Լ 1, а при է ֊* -г оо

Из неравенств (6) и формулы (7) получим оценку

где
ձ (х - l.։(.V) logG (а՞) /, (а I,

/, (А-) = 2рх-’г- I՜ Plt)dt .

1

СС
I, (x) ֊ 2px*J 

I

dt 
t (X* +

Из очевидной оценки

/2 I.VI < 2{5 Iogx4-
du )

1փ/^)

и по (2) получим

Inn —---- 0.
V - + <x> p X !

Нам остается доказать, что

Пт =
+ ос р \х \

(Ո

(8)

(9)

НО)

хз

тогда из (/'), (9) и \8 получим утверждение (1 ւ теоремы. 
Обозначим

р (.v) = л՛? рг (X),

тогда ввиду условия б) имеем:
Пт ^#֊0.

t - -Ւ со р 1 а I
И)

т. е. р։ 1Х| — медленно растущая функция. Из (11 • легко вытекает, 
что справедливо равенство

յ1րո (И')
X - : ОО (Л)

при этом равномерно относительно а > ?.0.
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Выберем значение До>1 так, чтобы имели

|х/Мх):< ֊р։(х). х > Д.„ <u")

что возможно в силу (II).
Обозначая

и замечая, что

4 (X, До) 2рх2₽
էՀէ֊? 4֊ х2*) (12)

/։(х) = 0(1) + /։(х, Ап). х-> со

заключаем, что достаточно доказать равенство 

lim J» (X, До) = _
.է - + ОО р (X)

После замены переменной из (12) получим

(10')

/>(х, До) = 9>յ Г р, (ха) а? - 1 du 
Р (х) ՛ .) Pl (X) 1 4- н2?

Д*
X

'՝ ՀՀ
չ? С £ճՀսճ uf~ 'du __ շ0 ‘ JLl'ճս1 ս* ՜ 1 du _ 

J Pl (x) ՚ j PJX) 1-Ьм2₽

- Սi (х) 44 (х). где 0<о< 1,.

Из (1Г1 и определения 6’«:х) следует

lim (յ-չ (х) = 2р i ---------- = z — 2arctgo?.
•Г - + 50 J 1 +

г

(1И

(13)

Далее, имея в виду (И"), получим
г

Ц (х) < —— I рх (хи\ uf ~ 1 du = 
Рх (х) J

C.v
2о С

֊֊֊ Pi{t)tf֊4it<z
Р{х) J

Л I

поэтому

о
Р(х)

'ճէ<Լ2^^ -֊2if
j P(-։j
л»

Ру (Sx)
Pl (X)

6 Известия ЛИ, серия фнгммзт. ипук. № I
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(13') 
Pi(x]

Из (12'), (13). (13՜) и (IV.) ввиду произвольности S>0 получим фор
мулу (КУ), т. е. доказательство леммы.

Теорема. Пусть у /?п(х) непрерывно-дифференцируема на 
полуоси (0. -4- со) и удовлетворяет условиям

а) р\ (х) > 0 при. 0^х< 4- оо, ро(0)>0;

б) |irn — р, где р > 1 целое-,
х ♦ + » Л> (х)

м
в) в случае р= 1, (х) х "dx = + со.

г

Если у = <70 (у) функция, обратная к у = р0 (х), то
па
Р

Л,(|х|,/£(:х|))«О \,прип.-> со. (14)

Доказательство. Обозначим р (х) = 1 и пусть х = q (у)

функция, обратная к у р (х); очевидно, что q (у) = q^ (~у).
Согласно лемме существует целая функция

(/(*)=
*• - а 1</ (^))М

с неотрицательными коэффициентами такая, что

|1т = 
И -=о ро(|х|)

Поэтому существует постоянная Л0>0 такая, что

(G(x)| Р < ՝ ’ при \х. > 

Обозначая далее

max /G?x) e“? <!rl) - Вй
И 1*1 < Л

max {1, BQ} = Сс, 

очевидно, будем иметь

-со <Х<+«>. 
V (յ (х)

(15)
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С другой стороны, пользуясь известным результатом С. 11. Бернштейна 
[5], можно утверждать, что существует полином /<... (л*) степени 
лр(л =1.2....) такой, что при — со <х < -֊ *х ,

|п('՛ itSpII
I Г <v

<7 (Л) 
Ւ I

,НЛУ) >

ле։’
<Zo <У

Из (15) н (16 следует, что
Г.Т

А» (И )<О

откуда легко вытекает оценка (14) теоремы.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР

(16)

Поступила 2 XI 1957

U'. U*. StpT'ugjcuG

Iх! ՖՈհՆԿՑՒԱՅՒ ԿՇՌՅԱԼ-ԼԱ<11ԳՈհՅՆ ՄՈՏԱՎ-ՈՐՈհԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ 
ԱՄԲՈՂՋ ՒՐԱԿՍւՆ ԱՌԱՆՑՔհ Վ.ՐԱ

11 IT Փ П Փ П I» 1Г

Այս հոէրիււձամ բերվում /; Д' 1ք> ւէւնկրիայի կչոլսւլ-Լավարյոէ յն մուոսր~ 
վորա թյան q'lnnSiiiuiuilpubp այն դեպրա մ, երբ կ^1"'1՚ ՚ բավարարում Լ
հե տեյալ պարքաններ1’ն'

ա) lim

f) ?= J ղեպրում.

xp'M
Л1Л-) р ամրողգ Լ

^0(л-)л- ՝dx = 4-co: 

I

ւԼպաւրււ ւրխււք է, որ ալս պայմանների դե պարում
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p0(ix.)) =

ГЛ

եքրր II -► ОС ,

'7""ձ7 х =* ?л(у)» У=р0(л') ֆունկցիա էի հակադшրձն է:
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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

В. М. Инанян

Испытание мягкого вулканизата натурального 
каучука на релаксацию и последействие при 

растяжении

Испытанию подверглись плоские стандартные образцы мягкого 
вулканизата натурального каучука размерами поГОСТ -71 41 про
изводства Ереванского завода им. Кирова. Испытания производились 
при температуре 20 257С на „ползографе*. описание конструкции и 
принцип действия которого, приведено в нашей статье [1|.

Эксперименты производились в лаборатории сопротивления ма
териалов Ереванского политехнического института им. К. Маркса.

Испытание на релаксацию

Испытанию на релаксацию подвергались 84 образца в том числе: 
I серия —72 образца в возрасте G месяцев, II серия 12 образцов в 
возрасте 1,5 года. Для образцов первой серии кривые релаксации по
лучены для различных значений начальных нагрузок в интервале от 
0,25 кг до 6 кг через каждые 0,25 кг.

При каждом значении начальной нагрузки испытывались по 3 
образца. Для образцов второй серии начальная нагрузка изменялась 
от 0.5 кг до 6 кг через каждый 0,5 лг.

Для всех 84 образцов на „ползографс" получены кривые релак
сации Испытание каждого образца длилось 5 часов, после
чего нагрузка практически стабилизировалась.

Перед закладыванием образца в зажимы ,ползографа“ на его 
рабочей части наносились две метки на расстоянии 25 мм друг от 
друга по длине образца, затем измерялись размеры его поперечного 
сечения между метками, оптическим микроскопом с точностью 
0,005 мм.

Кривые Q = /(/) вычерчивались в масштабах: 
для нагрузки 1 см— 208 г, 
для времени 1 ем—3,5 мин.

При испытании на релаксацию всех образцов в течении всего 
процесса релаксации проверялось постоянство расстояния между мет
ками на образцах. Изменение последнего для наибольшей нагрузки 
Q=G кг не превышало 0,5 мм на 1,4°/0.
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Исследование производилось на кривых релаксации образцов 
второй серив. Численные значения координат точек кривых релакса
ции Q ~/(0 снятых с кривых приводятся в таблице 1.

При вычислении площади поперечного сечения образца прини
маем, что объем образца ион его деформации остается постоянным.

Па основании полученных результатов вычислены значения ис
тинных напряжении по времени (таблица 2) и построены кривые ре
лаксации истинных напряжении, одна из которых приводится ниже.

Кривые релаксации показывают, что напряжение в начале до
вольно быстро и плавно падает, затем абсолютное значение скорости 
убывания напряжения уменьшается. ассимнготически стремясь к нулю, 
я напряжение (нагрузка) стабилизируется.

В семействе кривых релаксации имеет место подобие, т. е. ;ля 
одного и того же момента времени отношение значений текущих 
напряжений на двух кривых практически остается постоянным. С 
увеличением начального напряжения «абсолютное значение тангенса 
угла наклона касательной к кривой увеличивается.

Последействие

Испытанию на последействие подвергались И образцов в воз
расте 1.5 года, для которых на приборе вычерчивались соответствую
щие кривые последействия в масштабах:

для деформации 2:1, 
для времени 1 см 3,5 мин.

Начальным параметром для последействия принята начальная 
нагрузка, которая оставалась постоянной r течении всего процесса. 
Начальная нагрузка изменялась по 0.5 кг от 1,5 до 5,5 кг.

Образец закладывался в зажимы непосредственно у меток.
При экспериментах на последействие погрешность изменения 

деформации на графике, из-за частичного выползания образца из за
жима при его деформации, не превышало 3,6% при максимальной 
деформации соответствующей наибольшей нагрузке—5.5 кг.
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Численные значения координат точек кривых последействия 
снятых с кривых опыта, одна из которых приведена на фиг. 2, при
водятся в таблице 3.

Изменение истинного напряжения вследствие сужения попереч
ного сечения образца при увеличении его длины, в зависимости от 
времени и начальной нагрузки, определяется формулой

где Л(0=-^֊.
F(<) I-H

площадь поперечного образца в его ненапряженном состоя
нии.

Увеличение истинного напряжения в конце процесса последей
ствия при наименьшей начальной нагрузке составляет 2,2°/о, а при 
наибольшей нагрузке составляет 37.3%.

Кривые последействия показывают, что относительная деформа
ция, плавно и монотонно возрастая, ассимптотически стремится к оп
ределенному п ределу

— =0.dt
Процесс последействия длится 5 часов, после чего относитель

ное удлинение практически остается постоянным.
На сетке кривых последействия видно, что с увеличением на

чальной деформации вызванным увеличением начальной нагрузки, от
носительная деформация в конце процесса увеличивается на 6% при 
начальной деформации £ 2.86 и на 36% при начальной деформации 

— 6.
Ереванский политехнический институт 

им. К. Маркса Поступило 1311 1957
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«Լ. U*. հվսւճյսւհ

ԲՆԱԿԱՆ ԿԱՈհՋՈհԿհ ՓԱՓՈՒԿ Վ-ՈհԼԿևՆհՋԱՏՒ ՌեԼԱՔՍԱՑՒԱՅհ 
ե< 1եՏԱՋԴեՑՈՒԲՅԱՆ ՓՈՐՋԱՐԿՈհՄԸ ՋԳԱԱՆ ԴեՊՔՈհՄ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Փորձարկված են բնական կաուչուկի փափուկ վուչկանիդաւոի ստան- 
դարսւ նմուշներ (4 ОС I 271 41):

Փո րձա րկո ւմհե րբ կատարվել են ջերմ ութ լան 20--- .25՜-ում: Մեր կողմից
աոաջա րկված սոդքաւլրի վրա:

Ռե[ւսւ)սսւցիսւյի փորձարկում'

Կատարված է երկու սերիալի փորձարկա մ: Il.it աջին սերիս: լամ փոր-֊ 
ծա րկված են վեր ամսական հասակ անեցոււ 72 նմուշ:

!1'հ լ tupn ա ց իա է ի կորերն ստացվս/ծ են նախնական րեոնվածութրսն լու֊ 
րտքանչլո: ր 0,25 \հ-իս մինչև 6 կց.՛

է:րկրորւչ սե րիա լում փո րձա րկված են 1,5 տարեկան հասակի 12 նմուշ 
0,5 կրյ-Дгу մինչև 6 1|<[ նախնական րեոնվածա թ լան յո ւրաքան չ լո լր 0,5 կց 
աճի համար։

եմսլշի վրա, նախ բան ււողքաւլրի րոնիչների մեջ ախ ամր ա ցն ելր, նրա 
երկարու թլամր արված են ե րկա նիշեր' միմլանցից 25 11'if հեոավորա թրոմբ, 
ապա չսէէիե/ով նիշերի միջնակետում նմուշի լա/նական հարթվածքի կսղմեր/ւ 
(0,005 il'il՜ ճշաութլտն անեցող սպտիկական չափի չով), հաշվված Լ հատված
քի մակերեպէ: !'ոլոր նմսւշնե րի փորձարկումների ժամանակ ո ե չս: քոա g իա (ի 
պրոցեսի րնթացքում մերթ մերթ չափված են նիշերի հևոավորութ լան- 
ներր, որոնք օկդրնական ամենամեծ բեոի դեսլքա մ, շե tjULtfliliրր I >4"; „-իր 
չեն :չե րաէլան րե լ:

ել1:ելսվ սսդքաւլրի վրա ավաոծ աաիկսրեն ստաքված (վ = / (/) ոեչաք֊ 
սարիա էի կորերիր ե րնւչսւնելով, որ դեֆ որմ ա րիա լի րնթ արքա մ նմուշի ծա֊ 
վարք ifiuu մ է ան՜փոփոի:, հաշվված են երկրորդ սևրիալի նմուշսևրի իրական 
րսրա ։եւերր ե կաոա րված են րհրանր ոելաքսարիալի կորերր:

ձԼւոաղդնցոէթյահ փորձարկս։ մ՛

Փսրձարկված Հ 1,5 տարեկան հասակի II նմուշ, որէէնր համար սոդքա֊ 
դրի վրա ււաարված էին համսոդտաասխան հևաաղէքիրութլան կորեր' տարրեր 
սկդրնակա'էւ բեոների դեպքում (1,5-իր--- 5,5 կ(|փ որոնք պրոցեսի րնթսւցքա մ
լքնա սել են հաստատուն:

Նմււէշր սոդ րտդրի րսնիչների մեջ ամրացված է, նրա վրա նաիէՕրոք 
դծվածլ իրարիր 25 iflf հեոավորս ւթլուն ունեցող նիշերում:

Մողքսւդրի վ["ս ստացվոււ դե!իորւէ ացիտներոււ! թո: Ա արված սխաչր, 
րսնի չներից նմուշի ւլէււրս սողողս: հետևանքով, ամենամեծ բեսնվածո: թ րոն 
դեպքում 2,0ՀՀ1^֊իր չի դերս:ւլսւնրոt մ:
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Таблица I
= 
е
2 
%

1 

շ
3

4
5
6

7
8

9
10

11
12

ч Fo .«.«։ F Г
Время и м и и у т a x

z=0 1 i.o 3.5 7.0 10,5 | 14 18 21 45 60 90 120 180 | 240 | 3C0•о—----
1 +1 Qxz I Q Q 9 0 Q Q <? 0 <? Q Q Q Q Q

0,36 12.053 Տ.863 0.5 0,479 0.467 0,458 0.452 0.152 0,152 0,452 0,452 0.152 0.438 0,438 0.417 0,396 0,396
1.36 12.9-16 5.486 l.o 0.979 0,958 0,952 0,948 0,938 0,927 0,927 0.927 0,927 0,917 0,875 0.875 0,854 0,827
2,28 13.883 4,233 1.5 1.473 1.435 1,429 1,417 1,396 1.381 1,381 1,381 1,381 1.352 1,332 1,332 1.332 1,323
3.2 12.719 3.028 2.0 1.93-8 1.875 1.841 1,823 1.813 1.808 1.792 1.782 1,782 1,771 1.730 1,710 1,700 1,700
3.56 13.394 2,937 2.5 2.313 2,230 2,178 2,146 2.126 2,126 2,105 2,084 2.074 2,063 2.022 2.022 1,980 1.950
4.0 13,093 2.619 3.0 2,688 2.542 2.180 2,459 2,418 2,407 2,397 2,376 2,366 2,355 2.314 2,303 2,251 2,230
4.36 12 410 2,315 3,5 3.001 2.834 2.772 2.710 2.678 2.668 2.637 2.666 2,605 2,585 2,522 2.439 2,398
4.64 13,850 2.456 4.0 3.480 3,230 3.168 3,147 3.176 3,085 3.064 3,022 2,981 2,939 2,898 2,877 2.856 2,731
5,04 12,814 2,122 4.5 3,668 3,513 3.460 3,418 3,377 3,356 3.335 3,244 3,263 3.231 3.169 3.148 3.106 3,086
5,2 13,354 2.154 5.0 4.334 4.002 3,918 3,856 3.814 3,773 3.773 3,710 3,669 3,627 3.565 3.544 3.502 3.461
5.36 13,671 2,150 5.5 4,6-17 4,398 4.252 4,190 4,127 4,106 ■1.086 3,982 3.961 3.898 3.794 3.794 3,732 3,690
5.44 12,148 1 .896 6.0 4,794 4,523 4,357 4,295 4,232 4,180 4.149 4.066 4.024 3.982 3,920 3,920 3,858 3.795



Таблица 2ill/п В p e Я II 1 II II у T Л X

eo Гп.и.и- F = ° 0 1.0 3.5 7 10.5 14 18 12 45 60 90 | 120 180 | 240 300
Q кг1 +< С A'2/C.Va 5 1 ’ e « 1 ’ 1 e 3 1 * * а 1 3 а = °

1 0,36՛ 12.053 8,863 5,643 5,413 5,277 5.175 5,108 5.108 5.108 5,108 5.108 5.108 4.949 4.9-19 4,712 4.175 4,475 0.5

2 1,36 12.946 5,186 18.228 17,818 17,436 17,32(5 17,254 17,072 16.871 16,871 16,871 16,871 16.871 15.925 15,925 15,54-3 15,051 1.0

3 2,28 13.883 4,233 35,520 JI.763 33,866 33,724 33,441 39.946 32,592 32.592 32,592 32,592 31.907 31.435 31,435 31.435 31,223 1.5

4 3.2 12.719 3,028 66,050 (И. 108 62,029 61.006 60.313 59,983 59,818 59.290 52,960 58.960 58.597 57.299 56,584 56,254 56,254 2.0

5 3,56 13,394 2,937 85,121 78,887 76,065 74.297 73,209 72,529 72,529 71,815 71,101 70.761 70,387 68,993 68,993 67.905 66.851 2,5

6 •1.0 13.093 2,619 114.547 102,682 97,104 94,736 93,931 92,.368 91,917 91.565 90.763 90.381 89,961 88.395 87,975 85.988 85.186 3,0

7 4,36 12,410 2,315 151.188 129.343 122,145 119,473 116.801 115,422

128,938 128,883 127.635
114.991

125,560

113,655 112,750 112,276 111,414

124.705 122,495 121.327 119,617

108,698.107.836 105,121 103,854 3,5

8 4,64 13,850 2.456 162.581 141.636 131,461 117.9491117,094 116,939 111,152 4,0

9 5,04 12.814 2,122 212.664 172,769 166.876 162,966 160.988 159.057 158.068 157,079 155.117 153.6-87 152,180 149,260 148,271 146.293 115.351 4.5

10 5,2 13,354 2.154 232.131 201,098 185,693 181,725 178,918 176,969 175.067 175.067 172,114 170.242 168.293 165,416 16-1,442 162,493'160.590 5.0

11 5,36 13,671 2.150 255.814 216,086 20-1.507 197.718 191,835,192.906 190.929 189,499 185,163 184.187 181,257 176,421 176,421 173.538 171,585 5.5

12 5.44 12,148 1.886 318.134 254,082 239.719'230.921 227.6-35 224,296|221,540 219,897 215,498 213.472 211,046
1 1 1

207.760 •207,760 204,474 201.135
1

6.0



Таблица 3 (иослеоеиствие)

№
.¥

? п
/п

!

I 
շ 
3 

4 

5 

6 
7 

8 
9

Q кг Fo.u.u- /ф M.U

1.5 13.144 135

2.0 12.922 155

2.5 13.951 163

з.о 13.021 210

3,5 13.173 218

4.6 12.986 220
4,5 13.092 225
5,0 12.919 235

5.5 13.197 245 ‘
1

М Я П М II Н у 11'

0 7,0 3.5 7 Ю.5 14 18 21 45 | 60 120 180 240 300

« ■- • 1 ■ Е = t ■

2.86 2,87 2.89 2.90 2.9 2.9 2.93 2.93 2.98 2.99 3,00 3.00 3,03 3,03

3.43 3,47 3,51 3,53 3.51 3.54 3.60 3,60 3,63 3.64 3.64 3.61 3.70 3,70

3.66 3,75 3.85 3.88 3.93 3,95 3.97 •1.00 4.03 4,09 1.11 4.12 4,13 4.13

5.00 5,207 5,35 5.43 5.486 5.514 5,54 5.59 5,64 5,65 5.69 5,71 5.74 5.77

5.23 5,53 5,70 5.79 5.8-1 5.87 5.90 5.91 5.97 6,00 6.03 6,06 6,09 6,09

5.21 5.54 5,83 5,91 5.98 6.09 6.06 6.07 6,16 6,20 6.24 6.26 6/29 6.31

5.40 5,62 5.89 6,01 6.07 6.12 6.15 6.17 6.26 6.31 6.33 6,48 6.53 6,55

5.72 6.06 6,29 6.49 6.65 6.75 6,83 6.89 7.14 7,23 7.33 7.35 7.83 7,40

6.0 6.20 6.38 6.54 6,66 6.76 6.82 6.89 7.37 7.57 7.74 7.89 8.00 8.09
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